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0.1. Introduccion

En este trabajo se hace un estudio de la Formula de Black Scholes, la
cual es muy importante en la economia moderna ya que dicha férmula
se utiliza, entre otras cosas, para valuar determinados bienes y/o activos
financieros (que en el trabajo denominaremos Derivados i Opciones) a
través del tiempo, por ejemplo, en el caso de las acciones de una sociedad
anénima.

Si bien a principios del Siglo XX existian modelos para valuar deriva-
dos, éstos contaban con numerosos errores que provocaban importantes
diferencias entre el valor calculado por el modelo y el real; La Férmula
de Black Scholes, fue toda una innovacién, para muchos, la razéon del
crecimiento de las finanzas a partir de 1973, fecha en que fue publicada
por Fischer Black (1938-1995, para muchos, el mentor de los actuales
mercados de derivados) y Myron Scholes (ganador del premio Nobel de
Economia en 1997 con Robert Merton quien también colaboro6 en el de-
sarrollo de la féormula que les valio esta distincién, por ello muchas veces
vamos a encontrar a la férmula con el nombre de Black Scholes Merton).
Este andalisis es fundamentalmente matematico, pero enmarcado en la
utilidad financiera que esta féormula tiene; a lo largo de la presente tesis
veremos primero conceptos introductorios para ubicarnos en el tema y
comprender los conceptos posteriores. Luego veremos de déonde se obtiene
esta férmula, la naturaleza de la misma y de las variables que la compo-
nen, haremos un estudio basado en el comportamiento de los precios en
los distintos bienes a comercializar relacionado siempre desde la vision
de la Formula de Black Scholes (BS).

Algo que vale la pena notar, es la versatilidad de la férmula, puede adap-
tarse a los distintos contratos que condicionen la forma de comercializar
el 6 los bienes en cuestion, y también en base a las condiciones de merca-
do se puede conseguir informacion de la férmula BS la cual es muy 1til,
sobre todo en el caso de las empresas, para tomar decisiones posteriores,
este tipo de andlisis se vera cuando estudiemos las formas de derivar la
formula BS y obtengamos los parametros que aportan la informacion ne-



cesaria.

También observaremos como se generaliza el modelo de BS en varias
dimensiones, es decir al tener ya no uno, sino un conjunto de bienes a
comercializar.

Los precios a veces pueden ser alterados de manera sorpresiva por diver-
sas causas, pero haciendo unas ligeras modificaciones a la férmula de BS
podremos considerar estos imprevistos, como veremos mas adelante.
Por ultimo se mostraran algunos ejemplos mas de aplicaciones de la
formula, si bien surge a partir de la necesidad de valuar eficientemente
diversos activos, y ese es su objetivo primordial, se han hecho experimen-
tos que utilizan fuertemente BS en otros campos de las finanzas; entre
éstos destaca, desde mi punto de vista, el que se hizo en México durante
la ultima década del Siglo XX, usando BS para determinar el valor de
empresas endeudadas.

Ahora espero que el buen lector disfrute de este trabajo.
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Capitulo 1

Los Conceptos Necesarios

1.1. Introducciéon

Para comprender el entorno del que surge y en el que se aplica el
modelo de Black Scholes, debemos conocer primero ciertos conceptos
matematicos, con el fin de entender de manera abstracta las férmulas
del modelo, y financieros para comprender sus aplicaciones; aqui seran
desarrollados varios de los conceptos basicos que se enuncian en este
trabajo.

1.2. Conceptos Matematicos y Financieros elemen-
tales
1.2.1. Los tipos de Interés

Siempre es necesario estimar la variacion fija de los valores a través del
tiempo, para eso estan las Tasas de Interés. Segtin el tipo de transaccion
que se acuerde existen tipos de interés mas apropiados, por ejemplo:

1. Interés Simple en este caso la férmula viene dada por:
V=V(1+7r)

Donde V representa el valor de un depdsito de valor inicial V|, trans-
currido un tiempo t y r es la tasa de interés anual.

6
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2. También existe el llamado Interés Compuesto para el que V, Vj y
t tienen las mismas condiciones que para el interés simple, una tasa
r de interés compuesto n veces al ano, en este caso la formula es:

V= Vo(1 + =)™
n

3. Por ltimo, entre los tipos de interés mas utilizados en las finanzas
modernas estd el Interés Continuo, en este caso, en lugar de ir
calculando como varia el valor de un cierto activo durante las eta-
pas que dure el ejercicio (por ejemplo meses, cada mes transcurrido
hace variar el interés, y esto hace cambiar el valor del activo lo que
se denomina una Capitalizacién) se dice que calculamos en interés
para un periodo discreto de tiempo; en este caso el tiempo se consi-
dera continuo, el valor del interés en un tiempo ty sera diferente al
valor en un tiempo posterior ty + At, por chica que sea la variacién
At, este tipo de interés se comporta como una funcién continua co-
mo ya veremos en la férmula; V', V) y t bajo las mismas condiciones
que para los anteriores, y una tasa r de interés anual, se calcula de

la siguiente forma:
V = Vye

Observacién: El interés continuo puede verse como el interés compuesto
para n — 00, es decir:

lim V5(1 + %)"t = Ve

n—oo

Resulta comodo tomar interés continuo en lugar del compuesto para un
valor de n ”"grande”.

Tasa anual de pago de un activo: 7 es la tasa anual continua de beneficio
de un activo S de precio inicial Sy (en tiempo ty) y de precio S; en un

instante posterior t:
1 St
r= In| —
t— 1 So
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1.2.2. Las distribuciones de probabilidad

Los precios tienen un componente de incertidumbre o indetermina-
cién, por esa razoéon se dice que cumplen un modelo estocastico, esto es
un factor probabilistico que representa la incertidumbre en el valor del
mismo a futuro, podria ser que suba o que baje, si este factor no existiera
los precios variarian tinicamente por la tasa de interés, sabriamos de an-
temano hasta donde pueden subir o bajar en cierto momento de tiempo,
asi, no existiria la compra-venta de acciones por ejemplo, no existiria el
riesgo de perder dinero.

Muchas veces los precios de ciertos bienes varian por acontecimientos
politicos, econémicos y/o humanitarios que no pueden ser considerados
de antemano: guerras (por ejemplo el caso del petréleo en el caso de Irak
en estos dias), golpes de estado, catastrofes climaticas, crisis financieras
(como las que sufrieron las bolsas de Indonesia, México y Turquia du-
rante los '90),etc.

Generalmente entre las distribuciones mas aplicadas en las finanzas des-
tacan:

1. La distribucion Binomial: Una de las mas conocidas distribuciones
discretas, es usada en los modelos de grafos binomiales, para tiempos
de ejecucién de opciones discretos, y en problemas de eleccion entre
valores equiprobables.

La densidad para una variable aleatoria X de distribucién binomial
de variables n (ntimero de experimentos) y probabilidad de éxito ¢
es

X

prte) = (1)1 = oy

X ~ Bi(n,q) 0<¢g<1

E(X)=nqg V(X)=np(l-q)

2. La distribucion Normal: Esta distribucion es un pilar de la teoria de
probabilidades, su uso en aproximaciones por el Teorema Central
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del Limite la destaca; una variable aleatoria X tiene distribucion
Normal de media 0 y varanza 1 si:
Su densidad viene dada por

Y se la nota
X ~ N(0,1)

X~Npo)=EX)=p V(X) =0

3. La distribucién Lognormal: Puede ocurir que ciertos modelos sean
representados por variables cuyos logaritmos son normales, es decir

In(X) ~ N(u,0) = X ~ LN(u,0)

Donde la densidad de X viene dada por

1 1/In(z)—p\2
fx(z) = ———e 27 )
(z) 202w

E(X)=e""? V(X)) =t (7 — 1)
4. La distribucién Poisson: Esta distribucién es muy tutil para consi-

derar la ocurrencia o no de eventos y cuantas veces se producen, la
densidad viene dada por:

AT
px(z)=e /\E

EX)=V(X)=XA X~P\)

5. La distribuciéon Gamma: También es de mucha importancia estadisti-
ca, su densidad es:

fx(z) = !

-5 ,.0—1
Tlapne’ & s
Para una v.a X ~ I'(a, A), @ >0, A >0

EX)=a\ V(X)=a\
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En la familia de las Gamma destaca la distribucién Chi-cuadrado

con n grados de libertad si X ~ x2 = I'(n/2,2), vy ademaés, si

Y1,Ys, ..., Y, viaaiid Y; ~ N(0,1) Vi vale que

k
Y2~ 2

=1

7

7

Existen los llamados Procesos de Poisson en los cuales se observa en
un intervalo de tiempo la concreciéon o no de determinados eventos, la
cual tiene distribuciéon de Poisson, la particularidad en este caso, es que
al intervalo inicial se lo puede dividir en subintervalos disjuntos, y el
proceso de cada subintervalo es independiente de los otros subintervalos,
cada uno también es un proceso de Poisson, dado que la probabilidad de
observar el suceso en un subintervalo, es la misma que en cualquier otro
subintervalo.

Ahora veamos un par de conceptos matematicos que seran de mucha
utilidad:

Ecuacién Estocastica: Ecuacion diferencial tal que
dsS
i F(S(1),t) +w(?)

donde w(t) es un término probabilistico, también visto como una ”per-
turbaciéon” de la ecuacién diferencial dS = F(S(t),1).

El lema de Ito. 1.3 Esta es la version estocdstica del Teorema Funda-
mental del Cdlculo, sea S un proceso de Wiener (o Movimiento Brow-
niano), es decir

dS:S—SOZMS(t—to) -I—anz (1)

dt

Donde dz ~ N(0,dt) (dt =t —ty, es un intervalo de tiempo), S es solu-
cion de la ecuacion estocdstica (1). Entonces, el lema para una funcion
G =G(S(t),t) € C?, donde dG(S,t) = G(S,t) — G(So, ty) dice que

oG oG 19*°G

dG(S,1) = 22 (So, to)dS + S (So, to)dt +

Y 2
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La Ecuacion del Calor. 1.4 En el proximo capitulo veremos como pa-
sar de una ecuacion estocdstica a una ecuacion diferencial tipo Forward
(con condiciones de contorno y una condicion inicial sobre la variable es-
pacial, que en nuestro esquema representard la variable S). Dicha ecua-
cion se enuncia de la siguiente manera:

 Du=2 en R x (0,7]
0= oy Ty

Donde u € C? para x € R", u € C! parat € (0,T] (eventualmente T € R
’ . 32 82 62
0T = +00) y un operador Laplaciano /\, = 352 T2 Tt 5.2

1 2 n
En nuestro caso, en principio, bastard considerar el sistema para n = 1.
Una manera de resolver esta ecuacion usa la Transformada de Fourier:

=0 = [ s

De esta manera: Como sabemos que Nyu—up =0 = F(ADu—u)(€) =0

{ w(8,t) +Am?lgfPalg, 1) =
/&(570) - 7jO

Ahora llamemos

5 0
ot
Asi .
b+ 4r?afo = 0 & — = —4n?faf? =
v
v(z,t) = O(x)etrll
U(ajv 0) = 'U/()([IZ)
= UO(-T) = O(SI.’I)I = ’U([L" t) — uo(x)e—47r2|x\2t
Luego

(€, 1) = dp(&)e Pt
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por lo tanto, aplicando Antitransformada', haciendo las cuentas nece-
sarias y propiedades de la integracion:

) = S e =

oo (27t)2

o0 1 _|x—s\2
up(s)e” * ds

1.5. Aplicaciones y definiciones Financieras

Ahora veremos los conceptos financieros mas utilizados a través del
trabajo, enunciamos los siguientes:

Opcién: Es un contrato entre 2 partes, un tenedor quien tiene derecho
a comprar (si la opcién es una Call) o a vender (si es una Put) a la otra
parte denominada escritor, un activo determinado (subyacente) en un
momento de expiracién futuro T a un cierto precio K (Strike), cuando
este activo finalmente se compra o vende, segun el tipo de acuerdo, se
dice que la opcién ha sido Ejercida.

Tipos de Opciones:

» Europeas: La opcion no se ejerce hasta el dia de expiracién (también
llamado de Rescate en estos casos), éstas seran de principal estudio
en este trabajo.

» Americanas: La opcién puede ejercerse en cualquier momento hasta
la fecha de Vencimiento.

= Opciones con barrera: Son aquellas que dependen de si el activo
alcanza un determinado valor barrera, como las Knock-out que dejan
de valer sélo si la barrera se alcanza, o las Knock-in que tienen
valor sélo si se alcanza la barrera, también estan las CAP que son
europeas, pero si la barrera se alcanza, la ejecucién es obligatoria.

'La férmula de la antitransformada es: §(f) = f = [7 F(x)e*™ ¢ dx e implica que: 3H=3) =
f
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= Si bien las anteriores son las mas conocidas, en base a variaciones,
surgieron otros tipos de opciones (asiaticas, Bermuda, arco iris, con
barrera, etc.) presentan cambios en las formalidades del contrato,
fechas de ejecucion, tipos de subyacentes entre otros.

= Basket Options: Son opciones sobre una canasta (un conjunto) de
activos.

Cartera: Conjunto de opciones a comercializar, por ejemplo acciones y
bonos.

Portfolio: Es un vector 7 € R" (n es un nimero natural) en el que
cada coordenada ¢ representa la cantidad opciones del tipo ¢ que se tie-
nen y que van a ser comercializadas. Dado un vector de precios S(t) =
(S1(t), Sa(t), ..., Su(t)) que detalla los precios de cada security en un ins-
tante ¢, se dice que el Valor de un portfolio en el instante t es el producto
interno? < ,S(t) >.

Activos: Son bienes comercializables en los mercados financieros, se di-
viden en tangibles (objetos) e intangibles (valores o ”securities”), por lo
general, son objetos primarios.

Mercados: Son los lugares donde se realizan las transacciones financie-
ras y estan divididos en distintas areas, segun los activos que alli se
comercialicen hay mercados de:

= Activos Intangibles:

1. Valores: donde se compran y venden las acciones de las socie-
dades anonimas

2Dados 2 vectores v = (v1,v2,...,v,), w = (wy,ws,...,w,) ambos en R", se define el producto
interno entre v y w como

<UV,W>=0V-W = VW] + VW3a + ...+ VpWy
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2. Cambio: Para comprar o vender moneda extranjera.

3. Bonos: Son los dedicados a la comercializacion de estos activos,
generalmente emitidos por los gobiernos de distintos paises.
(La Bolsa de Valores por lo general agrupa en un mismo ambito
a estos mercados)

= Activos Tangibles (o Fisicos):
Commodities: Orientados a la comercializacion en particular de cier-
tos productos (oro, petréleo, cereales, ganado, ldcteos, metales, etc.)

Subyacente: En un determinado mercado, asi se denomina a los activos
que en él pueden comercializarse, por ejemplo 100 acciones de la empresa
XX S.A. son un subyacente del Mercado de Valores porque alli se comer-
cializan, pero no es subyacente del mercado de Ganado. El valor de estos
bienes en cierto instante ¢ se denotard S; = S(t).

Derivado: Es un bien cuyo valor depende otros anteriores, los subyacen-
tes. Por ejemplo, las opciones son derivados.

Contrato por adelantado: Es un acuerdo entre 2 partes, donde una de
ellas, el tenedor de la opcion, tiene derecho a venderle a la otra (si es una
opcién Put) o a comprarle (si es una opcién Call), cierto bien (subyacen-
te) en un momento futuro llamado de Expiracién o Fecha de Vencimiento
(denotado por T), la decision de llevar a cabo la transaccién por parte del
tenedor se denomina opcion, y ésta se ejecuta cuando el tenedor concreta
la operacién. También esta el denominado Tamano del contrato que es
el nimero de acciones del subyacente reflejadas en el contrato.

Arbitraje: Es una operacion que asegura ganancias sin asumir riesgos
(por ejemplo, ganar dinero sin haber invertido antes), no existen en los
mercados eficientes. En este concepto se asume una operacion financiera
libre de riesgo que asegura una ganancia o retorno, una buena aproxima-
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cion al mismo son las ganancias que aseguran los bonos emitidos por el
gobierno o el de un depdsito bancario.

Dividendos: Es la cifra de dinero, fija o variable, que pagan muchos acti-
vos, la misma es cobrada por el poseedor del activo, en este caso también
suele decirse que estos activos son rentables. El pago de dividendos altera
el valor del activo porque el compromiso de pago forma parte del activo,
lo que implica que al hacerse efectivo el pago, el valor del activo baja.
En precios futuros pactados, los dividendos tienen una féormula de des-
cuento. Segun el interés estipulado pueden calcularse de manera discreta
o continua.

Apalancamiento: Es una técnica de inversién mediante la cual se aumen-
ta el potencial de rentabilidad de la inversion, a costa de un aumento con-
siderable del riesgo. Se puede dar béasicamente de dos formas: tomando
dinero prestado del mercado y comprando acciones con ese dinero pres-
tado, o mediante la utilizaciéon de instrumentos derivados, que exigen la
integracion de un pequeno volumen financiero para asumir posiciones de
riesgo muy superiores. Un Fondo Mutuo que utiliza apalancamiento pue-
de perder todo su patrimonio y quedar en deuda con el mercado o lograr
retornos muy superiores al promedio.

Otros elementos financieros:

= Precio del Ejercicio(K): También llamado Strike, es el valor al que
el subyacente debe ser comprado al momento en que la opcién se
ejerce.

= Fecha del contrato: Cuando se ejecuta la opcion y/o finaliza el acuer-
do.

= Tipo de contrato: Decidir si la opcién sera europea, americana o de
otro tipo.

= Prima del contrato: Es el valor que se paga por el mismo.
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Esta es una de las primeras aplicaciones matematicas para destacar:

Version financiera del lema de 1t6 1.6 Consideremos a S como el
precio de la opcion y supongamos que tiene variacion continua, entonces:

dSZS—SOZ,LLS(t—Zf())—i-USdZ

para Sy el precio inicial, p la tasa de retorno y o es la volatilidad (que
mide la desviacion standar de los retornos).

PayOff: Se define como la diferencia entre el valor en cada fase (si es un
diagrama binomial), o terminal de la opcién y el valor del ejercicio, su
formula viene dada por:

Si es una opcién call:

max{S(t) — K,0} = (S(t) — K)*
y si es una opcion put:
max{K — S(t),0} = (K — S(¢))"

Ambos payoff calculados para un cierto tiempo t < T'. Para ampliar este
concepto, veamos la aplicacién del payoff en el Valor de la Opcion;
como hay que diferenciar entre tipos de opciones Call y Put, veremos
lo que ocurre para europeas y americanas, aunque por su simpleza, nos
dedicaremos mas a las primeras, como siempre 1" representa el Tiempo
de Expiracién de la opcion.

» Para una Call:

t="1T, Sies europea
0<t<T, Siesamericana

Cy = max {S; — K, 0}, pam{

= Y para una Put:

t =T, Sies europea

b = max {K — 5,0}, para { 0<t<T, Siesamericana
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Asi se obtiene la Paridad Put-Call Europea ya que conociendo las
férmulas para hallar el valor de las opciones, tenemos la relacion que
existe entre ambas, viene dada por una férmula que permite un facil
despeje de una de las variables si se conoce el valor de la otra, y es la
siguiente:

C;— P, =S — Ke ")

Donde r es la tasa de interés anual y ¢ el momento actual.

El proceso de Wiener en los Precios. 1.7 Vamos a considerar un pro-
ceso de Wiener z (z es un caso particular de un proceso estocastico),
definido en un intervalo [ty,T], donde:

1. 2(0) =0

2. Vt, Yo > 0, la variable aleatoria z(t + x) — z(t) es independiente de
2(y) para cualquier 0 <y <t

3. Vt, Vx>0, z(t+x) — 2(t) ~ N(0,y/a) Este proceso z caracteriza la
distribucion de probabilidad de los precios a futuro de un determina-
do activo, es la estructura que relaciona el precio actual de un activo
con sus probables precios futuros. El proceso establece que los pagos
futuros de un activo siguen una distribucion normal, y la desviacion
tipica, o volatilidad, puede estimarse con datos del pasado.

Hipétesis: Se supone que la tasa de pagos de un activo entre el instante
actual ty y un instante posterior ty+ At tiene una distribuciéon normal con
media At y varianza o2At. S es el precio de un activo que es solucién
de la ecuacion
dS; = puS(t —ty) +o0Sdz
{ S(O) = S() >0

donde S; es el precio de un activo S en el instante ¢; si S es un proceso
de Wiener de media p y varianza o, entonces la tasa de pago de S entre
un instante t; y otro posterior ¢y se calcula asi:

1 S;
X = g
fh—t1 <5t2>
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de esta manera
2

o
X ~ N((IM — E)(tz — tl), O'\/tg — t1)>
Asi se pueden obtener algunos resultados

Ejemplo: La probabilidad que la tasa de pago X sea mayor a un por-
centaje x es:

—r—p+ % r—p+%
P<|X\2x>=FX( a 2)+FX(—#)

o g

y la probabilidad que una opcion call sea rentable:

P(Sy > K) = N(ln(%) + (to —t1)(r — %))

(Para simplificar la notacién llamamos d; a esa compleja expresion y N
a F'x, para enunciar la Férmula de Black Scholes, donde

N(x) :/ ! e 321 g

—00 V2O

y por el Teorema Fundamental del Céalculo

N'(x) = 21 e~ zz (@1
o

ademds, tomaremos t| =t y ty = T')3

3Por lo general, en el resto del trabajo tomaremos Sy, = K donde K es el strike o precio del ejercicio



Capitulo 2

La Formula de Black Scholes

2.1. Introducciéon

Ahora veremos cudl es la formula de Black Scholes, comprendiendo
primero quiénes son las variables que en ella intervienen; también consi-
deraremos los distintos tipos de opciones: las calls y las puts.

Ademas existe una seccion dedicada a la volatilidad, la cual presenta
una complejidad extra para calcularla o estimarla, donde se muestra una
férmula que bajo ciertas condiciones puede ser una buena estimacion de
la misma.

Por 1ltimo nos referimos a la naturaleza del precio de la opcién, la log-
normalidad y de donde se deriva.

2.2. El valor de las distintas opciones

Esta féormula calcula el valor tedrico de una opcién put o call europea
utilizando los siguientes parametros:

= ¢ es el tiempo transcurrido (¢ € [0,7] donde T es la fecha de venci-
miento).

= S es el precio actual del activo (subyacente).
» 7 es la tasa anual de interés.

= K es el precio de ejercicio de la opcién.

19
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= o0 es la volatilidad del subyacente.

Con estas variables se define la féormula para determinar el valor de una
opcion segun su naturaleza, Cy para el caso de una Call y P; si estamos
hablando de una Put

Cy = N(dy)S; — Ke " TN (dy)

P, = —N(—dy)S; — Ke " TN (—dy)

donde usamos para abreviar:

dgzdl—a‘\/T—t:

2.2.1. Algunos detalles iniciales

Se puede observar que la variable 1 desaparecié de la férmula final de
Black Scholes, esta variable que representa la tasa de retorno, es afecta-
da por la preferencia de riesgo, esto implica que la férmula conlleva un
"riesgo neutro”.

2.2.2. De donde se deriva la formula?

Vamos a ver una demostracion clasica de la férmula con elementos de
matematica financiera.
Recordemos que la variacién instantanea del precio tiene una componente
de incertidumbre dz:

dS = pSdt + 0Sdz (1)
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este modelo representa el precio de un activo ”con riesgo”. Cabe recalcar
que el precio tanto de un derivado como del subyacente contienen este
término estocastico de riesgo o incertidumbre. Nos proponemos eliminar
la componente estocastica determinada por dz.

Consideremos la funcién G(S,t) que representa el valor de una opcién a
través del tiempo ¢ con precio inicial .5, a los efectos de la demostracién,
no importa si esta opcion es call o put. En este caso se construye un
portfolio de la siguiente manera, lo que se denomina una estrategia de
Hedging:

—A, unidades de activo subyacente (por ejemplo, acciones)

1, derivado (que es la opcion antes mencionada)

el valor del portfolio lo caracterizamos como un producto interno de R?
de esta manera:

[I=mn.(SG)=(-A1).(5,G) = -AS+ G
asi que tomando diferencias instantaneas de tiempo a ambos lados:
dll = —AdS + dG

y considerando, por el lema de Ito, la siguiente igualdad:

oG 0G 10°G
dG(S,t) = %(507 to)dS + E(SOJ to)dt + 5@(50, to)(dS)?

y que ademas dS = uSdt + 0 Sdz reemplazo las anteriores expresiones en
la féormula:

oG oG 10°G

dll = —A(uSdt+oSdz)+— (uSdt+oSdz)+—dt+-—
(uSdt+o z)+aS(,u +0Sdz)+ 5 +26>S2(

ahora hay que agrupar los términos que tienen dz y procurar que se
cancelen (para eso estd la A, que es la variable de la ecuaciéon cuyo

pSdt+oSdz)?

valor cumple dicha cancelacién), antes veamos una propiedad que va a
simplificar las cuentas.
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Propiedad 2.2.1 Si dz ~ VdtN(0,1) = dz* ~ dil'(3,2)

B(ds?) - E(F(%, 2))dt = 1dt = dt

V(d=?) = (d)PV(D(3,2)) = 2d)? ~ of (d)")

0 sea que para intervalos de tiempo cortos, esta variable aleatoria tiene
varianza casi 0, por lo tanto vamos a considerarla! igual que su esperanza,
de esta forma:

lim(dz)* = dt

t—0

Asf también, si desarrollamos dS? = 025%dz? 4 o(dt*/?)

lim(dS)? = o2S*dt

t—0

Con todo esto tenemos:

oG oG 1 0’G  0G
dll = — —A)d — + =0°5? AS ) dt
as(as >z+(585+ AL s)
Como queremos eliminar el término que multiplica a dz tomamos
oG
A .
aS
Obteniendo asi: ) 20 8G
dIl = 252 dt
( TS 952 8t>

De este modo obtuvimos una cartera libre de riesgo, en este caso utili-
zando el concepto de arbitraje podremos calcular la tasa r libre de riesgo
para este modelo cuya férmula esta dada por:

dll

ﬁzrdt

IEsta demostracién se basa en aproximaciones, eliminando términos pequefios o insignificantes,
pero vale aclarar que si hacemos una demostraciéon mas rigurosa, y mas larga, obtendremos el mismo
resultado.
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Lo cual nos dice que:

2
dll = Irdt = (1 2528G aG)dt

05%? Ot
y retomando la definicion del valor de nuestra cartera ahora libre de

riesgo [ =G — S ‘g—g reemplazamos y dividimos la expresion por dt rea-
comodando los términos un poco:

B oG 0G 12282G
rG = TS@SjLat 5852

Nos da la ecuaciéon de Black Scholes. En la préoxima seccién veremos
como se relaciona este resultado con lo que vimos en 2.1

2.3. Cobémo llegar al valor de la opcién

Vamos a ver como se deduce la formula para calcular el valor de la
opciéon Call Europea, para una Put Europea el razonamiento es similar,
igual podemos obtenerlo del valor de la Call usando la paridad put-call.

2.3.1. Las condiciones de contorno

Veremos estas condiciones en un contrato forward ya que fijaremos
una condicién inicial para S.

C(S,T) =max {S — K,0}, condicion final (t =1T)
C'(0,T) = 0, condicion inicial

limg_,o C(S, t) S Ke "= condicion en el infinito
rC = TSaC + 9 e + = 252222 (2)

Ya vemos que este sistema depende de muchas variables, repasemos:

» 0 es la volatilidad.
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= 7 es la tasa libre de riesgo.
= 7" es el vencimiento.

= K es el precio del ejercicio (el valor al que se va a comercializar en
tiempo T el activo S)

Los cambios de variable necesarios para llegar a la solucion

Ahora haremos un par de cambios de variables para que quede una
expresion mas sencilla de manejar:

1
S = Ke", T=§0'2(T—t), C(S,t) = KV (x,1)
Asi obtenemos x = In % (comparar con la hipdtesis de la pagina 17)

Calculamos ahora las derivadas parciales:

6_‘/ - 2 0C OV l@_C’
or  Ko20t' Ox KOS
0*V B _((920 8C’S) 1 9*C oV

D e 2 2
022 75> T 35 KosE” T an

Ahora la condicion inicial queda:
V(z,0) = +C(S,T) = +méx {S — K,0} = méx {e” — 1,0}
Para reemplazar las nuevas variables en la formula hay que usar regla de

S,

la cadena y algunos resultados previos:
31‘_1 61‘_0 87’_0 87’_12
9SS S’ ot oS ot 2
Ahora viendo las condiciones de contorno:

(9C oC 87 oC Ox 1 oV
——O’ 2K

ot or (915 Ox Ot or
oCc  oC or 80 ox K@V el%

e

95 ~ 9195 " 9x0S S ' ox O
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0?’C 1 oV e 0%V e 2 (0*V OV
_— = — — € —_— _— — i
0s? S ox Ox? K \ 022 Oz
Ahora estamos en condiciones de ir reemplazando:
En (2):
1, 0V 1e [0V OV 5 5 o oV
rKV 20K87+2 7 ((‘95(:2 o oc°K7e *" +re o e

Podemos dividir a ambos lados por K, entonces:

PV VN 2oV 2 OV
o2 Ot

oxr? Oz 0?2 Ox
0*V 2r oV 2r oV
P Rl il Rl

Y ahora reemplazamos para las condiciones de contorno de la Call euro-
pea:
C(S,T)=KV(x(S,T), 7(5T))=KV(z,0)
méx {S — K,0} = max {Ke* — K,0} = Kmax{(e* —1),0} =
V(z,0) = max {(e” —1),0}
Como lim,_,_,, e* = 0 entonces:

C0,t) =K lim V(z,7)=0

r——00

Ademaés tenemos que:

lim C(S,T) = K lim V(z,7) = Ke* — Ke "I = [¢* — Ke ™22

S—o00

Consideremos, para simplificar la notacion

Entonces el sistema con las nuevas variables queda:

2
(L - v =9

§ V(z,0) =max{(e" —1),0}
lim, o V(z,7) =0

L im0 Vi, 7) = € — e

TA
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Ahora esta nueva ecuacion con condiciones iniciales (Forward) tiene un
unico parametro A. Para eliminar términos de menor orden haremos un
nuevo cambio de variable:

Ve, 1) = e“HbTu(x, T)
Reescribimos todo ahora en funcion de este cambio de variables:

a_v _ eaerbTbu(x’T) + eaerbTau(x?T) _ eaerbT bu(l‘,T) + 8U($,T)
or or or

oV _ pax+br ax—l-bTau(x’T) _ _az+br 8u(x,7)
5 = e au(x,7) + e 5 = e au(x, ) + 5

2 2
a_v — ea”bTa(au(aj,T)—k 8u($77)> +6am+b7’ (a(?u(a:,T) +8 u($77)) _

0x? ox ox 0x?
0 0?
_ ea:chbT (CLQU(CC,T) +2a u(aa; T) + u@(;; T))
Ahora dividimos a ambos lados de la igualdad que conseguimos con las

ar+br

nuevas variables por e obteniendo:

OV L (A—1)L -V 2
ox —J’_( >3x — <a2u+2a%+%>—|—()\—l) <CLU+?> —A\u =

eartbr Oxr  Ox? x
ou
— by 4+ —
U+ o7
Ordenando segun las derivadas parciales de w:

0*u ou ou ou
@—I—(A—l)a—x—l—Qa%—l—a u—l—()\—l)au—)\u—buza
Como a y b eran arbitrarios, podemos elegirlos de manera conveniente:

1—A
a:Ti)\—l—i—Qa:O

1—A1—
b:a2+>\a—a—>\:(a+>\)(a—1):_T>‘ 2A:
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1—\)?
:_%écﬂ—i—)\a—a—)\—b:o
Asi nos queda la famosa ecuacién del Calor con condiciones iniciales (3)

y las de contorno (4) y (5):

( 9*u __ Ou
2% = or (e*—1) At1 A-1
) u(z,0) = max {*——=*,0} = max{e > * —e"z ¥, 0} (3)
e 2

limy—_oou(z, 7) =0 (4)

. . . (e:r_er)\) .
\ limg_oou(z, 7) = lzmxﬂooef%(kl)%%wl)% = oo (5)

u(z,0) se puede reescribir considerando la condicién:

A+1 A—1 A1 A—1

ezl —ez2?">0& T —
2 2

En definitiva, la podemos expresar asi:

r>0<<2>0

/\Jrl.r A—1

ezt —ez"” six >0
ute.0) == { § e

La Ecuacion del Calor tiene solucion conocida, y varias maneras de cal-
cularla, la misma esta dada por

1 e
u(z,7) = Zﬁ/ up(s)e” @ ds

Reconstrucciéon del problema original y obtencién de la Formula

En la férmula de u(x,7), las variables x y 7 quedan fijas, asi que se
puede hacer un cambio de variables mas:

yzs_x, ds = V21dy
2T

quedando asi

1 0 1,9
u(le, 7) = — up(y + V2rx)e 2¥ dy =
) m/_oo e dy

S
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(Sabemos que uy(S) = 0 si S < 0, asi que en realidad no integramos
en todo R, sino que en el intervalo [—\/%, +00) entonces la expresion

anterior queda:)

27’1’)6_%112 dy =

1 / oo
= — u
V2T — L
Y observando la féormula de uy podemos separar la integral en 2 términos:

1 oo

Vo

L+ 400 L=z 400
e / e O DVITy =30 gy, eV / exA-DV2Ty o —31® gy
2T - V2w -~
= A - A,

Ahora calculo cada integral por separado

%)\—1—1 :c—i—\/?)ye—iy dy — %()\ 1)(x+\/§)y€—§y dy =

27T

1(A+1 +
2( )x o0 %()\+1)\/§y_§y dy

%()ntl) +00
Al = / %()‘+1)\/§ye—§y dy _
V2T — V2T

Primero completo cuadrados en el exponente a integrar, notemos que:

= O 57 = = O VBT (17

Si sumo y resto (A + 1) en el exponente, completo cuadrado y sale otro
término afuera:

A — es(AFDz+i (A1) ptoo TR

V2T Ve

Ahora hago otro cambio de variable:

1
w:y—§()\—|—1)\/27, dw = dy
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y ahora nos queda una nueva expresion de la integral:

e3(AFDz+E(A+1)?* 7 pdoo

1,2
Al = e 2Y dw =
V2T =M DV2T
1 1 oo 1,2
_ §(A+1)a:+ (A+1)%2r - e~ 59 du
V2T J - = _1(a+1)Vor
27 2

Observemos que el término representado con (x) es la simétrica de la
funcion de distribucién N de una variable Normal donde, si llamamos:

==t g Lo ver

y usando la igualdad propia de la funcion de distribucién:

1 —h

+o00
—/ e_é ’ e
vV 27 dy V27T —00

3
QU
&

I
|
(I

&

QL

= N(d1)
Asi,
A = 62()\+1)a:+ (A+1)? TN(d )

Y como el calculo de A, es idéntico al de Ay, salvo que en todo proceso
se debe cambiar A + 1 por A — 1 obtenemos:

T 1
dy = — + —(A—1)V21

A2 _ 6%()\—1):5—&—%()\—1)2TN(CZ2)
Ahora recuperemos esta férmula, para simplificar notacién defino w(z, 7):
w(z,T) = e 2 )x*%(’\*l)%u(x, T) =

e~ s(A-1)z— FT(A - Ay) =
oo e P

_e—é(A—Ux—i(A—U?re%(A—1)x+i(A—1)27N(d2)
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= e"N(dy) — e’ N(dy)

Ahora invertimos los anteriores cambios de variables que hicimos para
recuperar la ”vieja” férmula:

)\:L7 7 =1In (%), T:m, C = Kuw(x,T)
Finalmente obtenemos la denominada Férmula de Black Scholes:
C(S,t) = SN(dy) — KN(dy)

Y ademaés:

In (%) +(r+30)(T -1
"= T
In (%) + (r —1o?)(T —t)

oVT —1

Resolviendo la féormula de Black Scholes para el caso de una opcion Call

Europea. Conociendo esto, ahora si queremos obtener la féormula para
una Put Europea, utilizo la igualdad Put-Call:

dy =

C+Ke™M1)_g_p

P(S.1) = S(N(d1) — 1) ~ KN(dy) + e T

Y usando la propiedad de la distribucién normal 1 — N(z) = N(—z) y
reescribiendo un poco:

P(S,t) = Ke" "™ — S(N(=dy)) = KN(d) =
= —Ke """ IN(—dy) — S(N(—d1))
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2.4. La Volatilidad

Esta variable es definida como ”La razén de cambio en el precio de
un activo subyacente”, como la tasa de interés, representa una tasa de
retorno, pero difiere de la tasa de interés en el hecho que el interés acu-
mula una tasa positiva, mientras que o representa una combinaciéon de
retornos positivos y negativos.

Por ejemplo, si invertimos dinero a una tasa de interés fija, éste con el
tiempo se incrementara, sin embargo, si invertimos en un activo subya-
cente (por ejemplo n acciones de una sociedad anénima) cuya o # 0, el
valor del activo puede subir o bajar, es decir, hay riego de perder dinero
en el futuro.

Sin embargo, la volatilidad no nos informa acerca del movimiento que
tendran los precios, ya que la estructura de éstos, hemos visto que, si
bien depende de la volatilidad, es un tanto mas compleja (1).

La volatilidad mide la incertidumbre acerca del precio futuro del activo.
En teoria, la volatilidad se calcula continuamente, para valuar las opcio-
nes, tal como se dan los cambios en el valor de S. Black Scholes asume o
constante, esto implica una previa estimacion estadistica de o, por ejem-
plo medir el comportamiento de los precios en los dltimos meses y usar
estimadores de varianza.

También existen variaciones del modelo en las cuales o puede tomar un
rango de valores como ocurre en el modelo de Black Scholes Barenblatt.
Sin embargo, hacer esa suposiciéon puede acarrear errores indeseables en-
tre el precio tedrico que devuelve el modelo y el obtenido en la realidad,
hecho habitual cuando Sy y K son muy diferentes. En estos casos con-
viene hacer mejores aproximaciones de o.

La Volatilidad implicita asume el modelo de BS pero con o como
parametro libre, fijando S y ¢, con estos supuestos se puede despejar o
obteniendo para ésta una férmula que depende de los otros parametros
del modelo de BS (esto supone que la volatilidad estd ”incluida” en el
precio).
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2.4.1. La Férmula de Dupire

Hablando de aproximaciones para la volatilidad, en 1994 se conoci6 es-
ta formula deterministica que permite despejar o.
Asumiendo la Férmula de Black Scholes como verdadera y conociendo los
valores de mercado de las distintas opciones podemos despejar o esto se
denomina Problema Inverso y es la esencia de la demostracién de Dupire
que vamos a ver.
Consideremos de esta manera el precio de un derivado C(S,t, T, K') como
una funcion que depende del precio del subyacente, del tiempo transcurri-
do, la fecha de vencimiento y del precio del ejercicio cumpliendo, ademas
la ecuacion de BS:

ocC 182022 aC

C(S,T,7T,K) =max {S — K,0}
Derivando ahora con respecto al strike, y reescribiendo:

0*C

G(S.1.T, K) = =3

= (S,t,T, K)

Nos queda el nuevo sistema:

oG 182G22 E)G

G(S,T,T,K)=46(S — K)
donde 9 la delta de Dirac y sea L un operador diferencial tal que:

1 2
0y_10 o 2(8,1)S% + 72y

LS 35) = 359 BES

quedandonos asi:

oG —
% | LG =0

G(S,T,T,K) = §(S — K)



CAPITULO 2. LA FORMULA DE BLACK SCHOLES 33

Ahora consideremos la ecuacién diferencial dual?:
O0G* _ 1x/%
G = LG

GH(S, T, T, K) = §(S — K)

En la cual
0 1 0? 0
K 55) = gm0 (L RE gk —r
Y siendo G* su solucién, se puede ver que

G'=G
Demostracion: Usamos las formulas de identidad de Green, tomamos:
u(X,a) =G(X,a, K,T)
v(X,a) =G (X,a,K,T)

Ahora hacemos vL — uL* y asi obtener la identidad deseada:

0 . 0
0 9 ool Ou 1 5 500 190%X?
_8X<UOX28X Um0 X o T + rXuv

Ahora despejamos convenientemente e integramos
/U(X, T—6)G(X,T—e,T,K)dX = /u(X, t+€)G* (S, t, t+e€, X)dX e>0

Entonces
(K, T)=u(S,t) =G =G
Q.E.D.
Ahora si integramos por partes dos veces obtenemos la ecuacién de Du-
pire:

1.2 29%C aC __ oC
20 (I K)K 555 —rKgg = 57

C(So,to,T = to, K) = méX{SO - K,O}

2La idea es considerar la funcién G primero fijando las variables T y K, y luego tomar el dual de
G (G*) como la funcién que fija las otras variables: Sy ¢
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Despejando ahora si la volatilidad:

ac ac
9C | L 9C
o(T, K) = \/2—8T B

20%C
K 0K?

Observacién 1: No siempre se puede utilizar esta formula, suele ser muy
inestable ya que propaga demasiado los errores de redondeo, por lo que se
requeriria una alta precisiéon de digitos, sobre todo trabajando con cifras
pequenas.

Observacién 2: Para el caso con dividendos en toda la demostracion
debemos cambiar r por r(t) — D(t) y obtendremos:

U: \/2—0 ~ (r(t) = D) (C ~ K5

K2 9°C
2 0K?

Una equivalencia para la formula de Dupire

El precio de una Call Europea puede escribirse como:
C(Sy,t, T,K) = / p(Sy,t, T, K)(S — K)"dSr
donde p(S,t,x,S;) es la densidad de probabilidad de transicién de la
ecuacion del precio (1). Notar que

S_IC( = p(St7t7T7 K)dST
K
Yy que
0*C
or2

Considerando el caso multi-dimensional (ya que va a servir para analizar
la férmula de Dupire en ese caso), si queremos comprar w unidades de
activo con strike K, se puede ver también que C), verifica la ecuacion de

Euler: 50 90
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porque también

Cw = E((UJST — K)+)

es el valor esperado para esta opciéon. Ahora derivemos la férmula de
Euler con respecto a K y w y asociemos:

02C,, 02C
K =0
oK " ouwoK
02C,, 0*C
K =0
owoK " our
Luego,
0?C,, 0°C,,
K =
K2 " o
Entonces una manera de escribir la férmula de Dupire en este caso sera:
0C, oC,, 0*C,,
= pw——=+1/20*w*
T M TR

Que dependen ahora las derivadas de la cantidad de activo que queremos
adquirir en la opcién.

2.5. La lognormalidad de la férmula

Para aplicar la formula debemos considerar la naturaleza de los parame-
tros, en particular su comportamiento con el paso del tiempo. El caso de
S, el valor del subyacente se hace necesario saber qué distribucién tiene,
si bien en el mundo real hay ligeras diferencias con los enunciados teoéri-
cos, una buena aproximacién nos dara buenos resultados.

En el afan de investigar en los mercados como se comporta S, muchas
teorias llegaron a la conclusion de que el precio del subyacente tiene dis-
tribucién normal, lo cual es imposible, dado que la distribucién normal
es simétrica, al analizar las variaciones de S en un arbol, suponiendo
que el activo tenga en principio un valor de $25, si en un primer periodo
puede subir a $75 o mantenerse en $25, también deberia considerarse la
posibilidad de que su valor baje a —$25, lo cual es imposible dado que
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un activo subyacente no puede tener un valor negativo.

En este hecho radica la hipotesis de log-normalidad de la variable S
(S ~ LN(u,0) < In(S) ~ N(u,0)). Esto aporta mayor seriedad al
analisis del precio del subyacente ya que una distribucién log-normal
permite subas de precios ilimitadas y caidas del mismo sélo hasta 0

En relacién al precio de las acciones, si suponemos un comportamiento
lognormal del subyacente, hay que tener en cuenta los siguientes parame-
tros:

1. El rendimiento esperado de las acciones (u): Es la rentabilidad media
anual obtenida por los inversores en un periodo de tiempo corto.

2. La volatilidad del precio de las acciones (o).

Supongamos que la evolucién de la cotizacion de la accion S; a través del
tiempo se rige segun la siguiente ecuacién estocéstica:

dxy = pxedt + oxidzy, 0<t<T

(1)

o = S0

De donde sale la ”lognormalidad”?

g e

Se sabe que S; = Soe(” g /2)”‘”2 0 <t <T es lasolucién unica de la
ecuacion estocéastica anterior, en este caso, si p = 0 entonces S; es una
martingala con respecto a la o—algebra A; para el espacio de probabili-

dad (9, A, A, P).

Ahora si tomamos logaritmo natural a ambos lados de la férmula-solucién:

In(Sy) = In(Sp) + (u — 0/2)t + o2 = b(t) + o2

1 [Y 1 w-b?
sy (y) = ;/ 27rt€ 2002 du, o>0

Esto indica que In(S;) ~ N(b(t),tc?).
Observemos ademds que e "' y S; son procesos de It6 con respecto a z,
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aplicando integracion por partes se obtiene:
dSt = G_Ttst(?“ — [L)dt + G_TtStO'dZt

con condicién inicial Sy.

Propiedad: Bajo la hipétesis de log-normalidad, la media y la varianza
de In(St) donde St en el valor de la acciones en un tiempo futuro 7" son:

E(In(Sr)) = In(S) + (u e /2) V(in(Sy)) = 02T

Lo cual implica que:

E(Sp) = Se!T  V(Sp) = Set (7T — 1)

Ademas, la rentabilidad compuesta continua viene definida por:

In(Sr/S) ~ N((u — o?/2)T, a\/T>



Capitulo 3

Conceptos derivados de la Ecuacion
de BS

3.1. Introduccion

Aqui veremos la importancia de las estrategias, que podemos verlas
como el valor de una cartera o portfolio y cémo podemos ver algunos
conceptos relacionados con las opciones europeas desde el punto de vista
de las estrategias. Pera ello también incluimos algunos conceptos mas
que son inherentes al tema principal de este capitulo.

3.2. [Estrategias Autofinanciadas

Definicién 3.2.1 Sea (M;)i~g un proceso estocdstico a valores reales,
definido sobre una base estocdstica (§2, A, Ai, P) tal que ¥ t € R, se
verifica:

1. E(|My]) < o0
2. E(Mg— My)la) =0V Aec A,V 0<t<s
Se dice entonces que (M;)i~o es una Martingala

Uno de los ejemplos més conocidos de martingala es el siguiente:

38
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Definicion 3.2.2 Sea (W})i=0 un proceso estocdstico a wvalores reales,
definido sobre una base estocdstica (2, A, As, P) se dice entonces que
(Wi)i=0 es un Movimiento Browniano (6 Proceso de Wiener ) si se
verifica:

1. Wy =0

2. ¥ par (s,t), de nimeros no negativos tales que 0 <t < s, la variable
aleatoria Wy, — Wy es independiente de la o— dlgebra A;

3.V par (s,t), de numeros no negativos tales que t < s, la variable
aleatoria Wy — Wy tiene como funcion de densidad

1 g

1) = Ga = t))l/Qe_M

Definicién 3.2.3 Una Estrategia
¢:10,T] =R* ¢=(H), Hy), 0<t<T

es un proceso estocdstico medible en el cual HY y Hy dan la cantidad de
activo sin riesgo y con riesgo que hay en la cartera en un momento t.
Asi el valor de la cartera siguiendo la estrategia ¢ en el momento t es:

Vi(g) = H?Bt + H;S;

Definicién 3.2.4 Una estrategia ¢ = (HY, H;), 0 <t < T es Autofi-
nanciada si se cumplen:

1. [ |HY\dt + ) HEdt < oo c.tp.

2. Vi(¢) = Vo(¢) + [ (HOre™ + H2uS)ds + [} HyuSsodzg c.t.p. 0 <
t<T

Definiciéon 3.2.5 Un proceso H;,0 < t < T, es Previsible simple si
existen tiempos 0 = ty < t1 < ... < t, = T y variables aleatorias
acotadas Yo, Y1, ..., Ys—1 tal que Yy es Fo-medible, Y) es Fi -medible, . .
o Yoo es Fy -medible y H =Y sit; <t < t41,1=0,1,...,n—1y
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Hy constante. Por tanto Hy, 0 <t < T | es acotado, continuo por la
izquierda (CI) y constante a trozos. La o-dlgebra previsible en € x [0,T]
es (por definicion) la generada por los procesos previsibles simples. Un
proceso Hy, 0 <t < T , se dice que es previsible si es medible con la
o-dalgebra previsible.

Proposicién 3.2.1 Sea ¢ = (HY, Hy), 0 < t < T una estrategia que
cumple:

fOT | HY|dt + fOT H2dt < oo c.t.p. (es 1) de la definicion anterior)es auto-
financiada (o sea, verifica 2) también) si:

t
e‘”Vt(qb) = Vo(o) +/O Hqd(e™"S5)
c.t.p. 0<t<T

Vale aclarar que
t t t
/ Hyd(e™"S5) = / Hse_is(yJ—r)dS—F/ oH,e " Ssdzg, 0<t<T
0 0 0

3.2.1. Teorema de Girsanov

Teorema 3.2.1 Sean (0, A, Ay, P), (At)o<i<t, 2 = (21, At) un proceso
de Wiener, (¢, A¢)o<t<r un proceso estocdstico medible tal que fOT 02ds <
oo y tal que el proceso estocdstico

t ¢
ki = e Jo 0sdzs—3 [, 02ds

es una martingala respecto a (At)o<i<r (Para que eso ocurra basta con
T

ver que E(e2)o %245) < 00). Entonces E(kr) =1, 2 = 2 + fot Osds es un

proceso de Wiener con respecto a (A)o<i<r’

'En este caso también se redefine una probabilidad P* en funcién de P: P*(A) = [, kpdP, A € A.
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Invariancia de la solucién segin Girsanov

Proposicion 3.2.2 El precio de un activo con riesgo Sy estd definido
sobre el escenario I (2, A, P), (Ai)o<i<r, 2 = (21, As) siendo Sy la inica
solucion de (1)), se hace un cambio de variable:

w—r

o

ES

. L2
Ahora tenemos un nuevo escenario I1: (Q, A, P*), kp = e #1721 % =
2 +tp, con todo esto, ocurre que ahora S; es solucion del problema:

dx; = radt + oxidz#y, 0<t<T

xo = So

Por esta razon se dice que el precio de un activo es Invariante por
Girsanov.

Proposicién 3.2.3 Sea ¢ = (HY, Hy)o<i<T una estrategia autofinancia-
da, si realizamos el cambio
—r
et = = p
o
se obtiene dP* = kpdP, zx; = z + tp, definida sobre el escenario I,

entonces:
1. f0T|H9\dt+f0T H2dt < 0o c.t.p.

() +f0 (H%re™ + H?uS,) d8+f0 sSsodzr c.tp. 0 <
<T

Demostracién: 1)Se debe a que Py P* son medidas equivalentes.
Q)fOtS H,dz, + fOtS H,pds = fOtS H,dz de donde

/SHadzu /SHuuds—/SHrds—l—/SHadz

ecuacién que junto a la hipdtesis 2) de 3.1.4 nos da 2). O sea que definir
una estrategia autofinanciada para un escenario I es lo mismo que hacerlo
para un escenario /.
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Proposicion 3.2.4 Nos volvemos a situar en el escenario I, realizamos
el cambio de Girsanov 0y = == = p y se obtiene el escenario 11 como

antes, sabemos que Sy = Spelh—o*/2)ttoz que cumple:

' t
Sy = Sy + / rS.ds +/ 0Ssdz, 0<t<T
0 0

rt

Entonces Sy y e son procesos de Ito en el escenario 11, asi:

t t t
e 'S = SO—I—/ (—TSSBTS—I—TSSQ_TS)CZS—’—/ oe ""Sydzg = So+/ Sodz;
0 0 0

S = 6—(02/2)t+0dz;‘5«0

Entonces S} es una martingala respecto a (At)o<i<r con probabilidad P*.

3.3. Precio de las opciones

Definicién 3.3.1 Una estrategia
¢:[0,T] = R?* ¢=(H) H), 0<t<T

es Admisible si es autofinanciada y HY y Vi(¢) = e "'Vi(¢) = H + H,S,
para cada 0 < t < T de cuadrado integrable con respecto a P*, con
dP* = kpdP, kp = efpdsz(1/2)Tp2; p =k

g

Definicién 3.3.2 Sea h una opcion europea. Se dice que h es Simulable
si existe una estrategia admisible ¢ = (HY, Hy)o<i<r tal que Vi(¢) = h
(también se dice que ¢ simula a h).

0 <t < T de cuadrado integrable con respecto a P*, con dP* = kpdP,

_ o —pdzr—(1/2)Tp? _ p—r

Observacién: Notemos que si la opcion europea h es simulable, entonces
es de cuadrado integrable respecto a P*, o sea E*(h?) = fOT h2dP* < oo.
En el caso de una call europea, h = méx{Sr — K,0} = (Spr — K)*
= E*(h*) < oo porque E*(S%) < oo y h? < S2.
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Teorema 3.3.1 Sean (2, F, P) espacio de probabilidad y (F;)i>0 una fil-
tracion de este espacio continua por la derecha® tal que cada F; tiene los
eventos P-nulos de F.

A la familia de martingalas cuadrado integrable respecto a (Ft)o<i<r ¥
respecto a P la designaremos por Mry.

Si (xy, Ft)o<t<r €5 un elemento de My, existe un tinico (salvo equivalen-
cia estocastica) proceso estocastico creciente y previsible, Xy, 0 <t <T
tal que Vt, 0 <t < T, a?=my+ Xy, P-cs., (my, Fy)o<i<T €8 una
martingala respecto a (Fi)o<t<r y P. Ademds si t > s, se tiene que
E[(z; — x5)2|F]) = B[ X; — X|Fs], P-c.s.

Teorema 3.3.2 Sea h una opcion europea de cuadrado integrable con
respecto a la medida P*. Entonces h es stmulable y el valor al instante t

de toda cartera simulante ¢ es Vi(¢) = E*(e " Th | A,)

Demostracién:  Sea ¢ = (H}, Hy)o<s<r tal que VT(gb) = h, se sabe que
Vi(o) = Vo(o) + fot H,dS, v que fot H,S.dz, + fot H,S,pds = fot HSsdz}
donde z; = 2 + tp. De esta forma

t ~
V(o) = Va(é) + /0 o H,Sdz!

En el contexto (€2, A, P*), (Ft)o<t<T , 2; se tiene que
T 3 T .
B / oH,Sud=")2] = E = ( / o2 H2G2dds] < oo
0 0

, ya que Vi(¢) es cuadrado integrable respecto a P*. Por tanto, V;(¢),
0 <t < T, es martingala respecto a (A¢)o<t<r y respecto a P*. De
esta forma, V;(¢) = E*[Vp(¢)| A v Vt(f) = E*[e " T*""h|Ft]. Probemos
ahora la existencia de ¢ (estrategia admisible con Vp(¢) = h). Se define
el proceso M; = E*[e™™ h|A;], 0 < t < T. Entonces M, 0 < t < T
, es una martingala respecto a (A¢)o<i<r v respecto a P*, de cuadrado
integrable respecto a P* (es de cuadrado integrable respecto a P* por la

2filtracién del espacio continua por la derecha quiere decir que (F; = Nyst Fsrt > 0)
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desigualdad de Doob (Si (& )o<t<r es martingala respecto a (A)o<t<r v
respecto a P, entonces E[supy<,<r |&]°] = 4E[|&7)%]).

Por el teorema 3.3.1 de represgnjcamon de martingalas, existe un proceso

(as, As)o<t<T CON E*[fo a2ds] < oo ytal que M; = MO—I—fO asdzl,c.s.,0 <t <T.
Tomamos H; = ‘:;St, HY = M; — H,S, v ¢ = (H, Hy)o<t<T . Entonces ¢

es estrategia autofinanciada y V(o) = h y Vi(¢) es positivo y cuadrado
integrable respecto a P*.

Observacién: Supongamos que h = f(Sr) para f una funcién f € C?,
f R — R, entonces

Vi = E*(e "0 f(Sn)| A = F(t,5)
c.s 0 <t <T. Donde

F(t, ) = E*(e 7T f(per @Dz ~(02/2)(T-))

Esto es valido porque:
1. S, = Spelr=(@* /At +oz
2. S; es A;-medible respecto de P* y 27 — z; es independiente de A,

3. Sea (2, A1, P) espacio de probabilidad, ¢ una variable aleatoria de
ese espacio, B € A; la o—élgebra de Borel, Y medible Borel con
valores en el espacio medible (F| &), £ una v.a en el mismo espacio,
independiente de B, con valores a un espacio medible (M, M) y ¢
una funcién boreliana positiva, o acotada, definida en (E x M,E ®
M). Entonces p(z) = E(¢(x,£)), x € E es de Borel en (E,&) y

p(¥) = E(¢(1,€) |B)
Ademas, respecto a P*, (2. — 2{) ~ N(0,T —t) entonces:

o0 2 1 =2
F(t,z) = T / Floetr—@ vt L
—0 V2T
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Casos Particulares Caso Call: f(x) = (a: — K)+ = h = f(ST), sabemos
que =t ~ N(0, 1), se tiene que

F(z,t) = zN(dy(z,t) — Ke " TN (dy(x, 1))

Donde dy(z,t) = ln(fgﬁ(Jr(:\L/(jTQg)(T_t)), dy(z,t) = dy(x,t) —o/T —t, y N

la funcién normal; en este caso, se puede ver que vale: V; = F(t,S;),
0<t<T.

Caso Put: f(x) = (K —x)" = h = f(Sr), sabemos que Z;:? ~ N(0,1),

se tiene que

F(z,t) = —aN(=dy(z,t)) + Ke " TN (—dy(z, 1))

3.3.1. La Cobertura en el precio de las opciones

Sea h una opcién europea de cuadrado integrable, h = f(Sr), f >0,
entonces para cualquier ¢ simulante h se tiene que V;(¢) = e " F (¢, Sy).
Supongamos ahora f regular tal que F' € C*(R x [0,71]), se pone

F(x,t)=e""F(z,e™)

entonces obtenemos la formula:
t '
V;f(gb) - F<Sf7t) = F(S()a O)“‘/ Fw(ua Su)USudZZ = %(¢)+/ USuHudZZ
0 0

Esto sugiere esta construccion: Para h en las mismas condiciones,

H, = F,(t,S;) = F,(t,5),  H = F,(t,5) — H,S,
Es una estrategia admisible que simula h, para el caso f(z) = (x — K)*

(call) obtenemos:
H, = N(dy(z,t)),  H’=e"F,(t5)— N(di(z,1))S,
Y para una put:

Hy = —N(=dy(z,t)),  H’=e"F,(t, S+ N(—d(z,1))5



Capitulo 4

Las Variaciones del modelo

4.1. Introduccion

En este capitulo se ven algunos conceptos que se desprenden de la
férmula de BS (la importancia de las derivadas en las distintas variables
de la formula: las ”griegas” y la informacién que éstas aportan) asi como
algunas aplicaciones interesantes: en dividendos, divisas, inflacion, op-
ciones con barrera, etc. Por iltimo veremos la ecuacion de Black Scholes
Barenblatt que nos da una manera de aplicar el modelo aproximando la
volatilidad.

4.2. Opciones con barrera

En las finanzas, muchas veces, se toman decisiones en base al com-
portamiento de ciertos bienes en el futuro, y asi tomar o no la decisién
de invertir, comprar, vender, etc. A nuestro efecto, por ejemplo impor-
ta conocer la probabilidad que cierto activo supere cierto valor en un
determinado momento durante la vida de la opcion, o sea:

P(max{S; > s 1
(méx{s = s, (1)
Donde como siempre .S; es el precio del activo en un momento ¢ y 1" es

el momento en que expira la opcidn.
Ya sabemos que en los precios hay un factor de incertidumbre, lo que

46
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se busca con el calculo de probabilidad es cuantificar esa incertidumbre
para estimar su evolucién en el tiempo que dura la opcién.

Para ello consideramos un espacio de probabilidad (€2, .4, P), donde (2
es el espacio muestral, A una o-algebra con todos los eventos posibles y
Sy 1 2 — R, la variable aleatoria, t € [0, 7], el tiempo continuo o discreto
y P: A —0,1] la funcién de probabilidad.

Calcular (1) equivale a buscar la distribucién de

X7 = max{S;, >
= max S, > s}

Se sabe que
dS =S, — Sy, = u(te — t1) + o(2(t2) — 2(t1))
donde z(t) es un proceso de Wiener que verifica:
1. z(t) es continua como funcién de t.

2. Para t; <ty <t3 <...<t, las variables aleatorias
2(t1), 2(ta), 2(t3), . . ., 2(tn)
son independientes.
3. Los incrementos son homogéneos y tienen distribucién normal

2(t) — z(s) ~ N(0,t — s)

Ahora consideremos (X,,) v.a.i.i.d N(0,1), podemos construir la variable
2(t) de la siguiente manera:

t 2 [2sen(kt
()= =2 2 \/; t( )X,

nZl k:2n71

Veamos dos generalizaciones basicas del movimiento browniano:
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Difusiones

Una Difusion X; es la solucién de una ecuacién diferencial estocastica
del estilo:

t t
X, = Xo+ / a(Xy)du +/ o(Xs)dzg
0 0

donde vale lo siguiente:

. fg 0(Xs)dzs = limg_o Y 0(Xs,_ | )(2zs, — 2s,_,) para una particiéon del
intervalo [0,¢] tal que sp =0 < s1 < s9... < 8,1 <t =5, donde

0= méXogiSn S; — Si—1-
« B( [) o(Xy)dz) = 0.

= Como hay teoremas de existencia y unicidad, si a y ¢ son constantes
vale que:
X;=at+ oz

Es una Difusion con tendencia.

Observacién: Recordemos que e®™% es el modelo de precio de las ac-
ciones en Black Scholes, donde la volatilidad o se toma fija.

Las difusiones, ademas, conservan la continuidad de las trayectorias, pero
no las propiedades de incrementos independientes y homogéneos.

Ahora vamos a usar el lema de Ito6 para hallar la solucién del problema
con barrera:

Consideremos la funcién

B(z) = P(max {5 > z})

que verifica:

£B(x) = 1/20%*(z)B"(x) + a(x)B'(z) = 0
B(.Z'()) =1

Donde z( es algiin minimo valor que puede alcanzar el activo (podria ser



CAPITULO 4. LAS VARIACIONES DEL MODELO 49

o = 0)
Y como nos interesa el caso en que a y o son constantes:

B(x) = e~ o5 (=)

4.3. Black Scholes en el caso del pago de dividendos

Las opciones europeas sobre acciones que pagan dividendos son valora-
das sustituyendo el precio de la acciéon menos el valor actual del dividendo
en Black-Scholes. Sélo deben incluirse los dividendos con vencimiento a
lo largo de la vida de la opcién, ademas el dividendo deberia ser la re-
duccion esperada en el precio esperado de la accién. Veamos un ejemplo
de una opcién europea sobre una opcién que paga dividendos:

» Dividendos dentro de 3 y 6 meses: $2

» El precio actual de la accién es S(0) = $100, strike $90, la fecha del
ejercicio es T' = 9 meses.

» = 10% es la tasa libre de riesgo y o = 0, 25 anual la volatilidad.

La idea es reemplazar en la férmula de BS el precio de S por S menos
los dividendos actualizados (5):

g =5 — Z Die_rti
i=1
En nuestro ejemplo tenemos:
S =100 — 2¢~ 102 — 270105 = 96, 147
Ahora usamos la férmula de BS, con todos los datos previos y en el lugar
de S ponemos S obteniendo como valor de la opcién: ¢ = $15, 6465
4.3.1. Dividendos continuos

En cada uno de los siguientes casos tomamos la misma distribucion
de probabilidad para el precio de una accién en el momento 7"
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» La accién parte del precio Sy = S(0) y proporciona una rentabilidad
por dividendos q

= La accién parte del precio S(0)e~%', y no proporciona ingresos por
dividendos.

Observemos que podemos valorar opciones europeas reduciendo el precio
de la accién a S(0)e T y tratandolas como si no hubiera dividendos.
Las formulas de valoracién para dividendos continuos son las siguientes:
Para una Call

Cr = S(0)e" ' N(dy) — Ke "' N(ds)
Para una Put

Pr=Ke "'N(—dy) — S(0)e "' N(—dy) (%)

donde
g = In(So/K) + (r —q+d*/2)T
1 T
dy — In(So/K)+ (r —q—0c%/2)T

oVT

4.4. Opciones sobre Indices

Se plantea la situacién de utilizar opciones para asegurar el valor de la
cartera, para ello habria que modificar convenientemente la féormula BS,
para lo cual se usan las mismas férmulas definidas en (*), considerando
ahora ¢ =tasa de rentabilidad esperada por dividendos media durante la
vida de la opcion, Sy es el nivel actual del indice.

Ejemplo: Valorar una put europea con los siguientes datos:

» Rentabilidad por dividendo de las acciones del indice:5 %

= El valor del indice es S(0) = $100, strike $95, la fecha del ejercicio
es 1" = 6 meses.
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» = 10% es la tasa libre de riesgo y o0 = 20 % anual la volatilidad.
0,0513 + (0,05 + (0,04)/2)1/2
0,2 X v/2/2 )
0,0513 + (0,05 — (0,04)/2)1/2
0,2 X v/2/2 )
= 02,6544 N(—0,610) — 95, 123N (—0,469) ~ 2,4648

p= 956—0,05X1/2N(_

_1006—0,1><1/2N(_

112

4.4.1. El caso de las divisas

Una divisa es un activo que proporciona una rentabilidad continua por
dividendos igual a r¢. Estas opciones se negocian en la Bolsa de Filadelfia
(PHLX) y en mercados no organizados. Estas opciones son utilizadas por
las empresas para comprar un seguro cuando estan expuestos al riesgo
de tipos de cambio.

Sea 77 el tipo de interés de la divisa.

Cuando una empresa compra una unidad de divisa tiene una inver-

sién de $5(0).

La rentabilidad de invertir al tipo de interés de la divisa es $r5(0)

La divisa aporta una rentabilidad a la tasa ry, similar a los dividen-
dos de la acciones.

En este caso también podemos usar la férmula para una opcién sobre
una accién que paga dividendos continuos donde ahora S(0) es el actual
tipo de cambio y ¢ = ry. Y las férmulas son las mismas que en (*).

Ejemplo: Vamos a valorar la opcién de compra europea a 4 meses sobre
dolares:

= Tipo de cambio Euro/dolar: 0,911
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= Precio del ejercicio: K = 0,925

» Tipo libre de Riesgo zona euro: 4 %*

» Tipo libre de Riesgo zona EEUU: 5,5 %*
» Volatilidad Tipo de cambio: 20 %

* Considerar razén mensual

m% + (0,06 4+ 21))

! 0,2 x 2 ’

In(P55 + (0,06 — %9%))

0,2 x 2

dy = = 2,460
El caso de la call:
C = Spe "' N(dy) — Ke "' N(dy)
C =0,911e "N (2,662) — 0,925¢ "**N(2,460) = 0,036
Y para una put:
P =Ke ""N(—dy) — Spe T N(—d,)
P =0,925¢ %*(1 — N(2,460)) — 0,911e*1%(1 — N(2,662)) = 0,0021

O sea que el precio de una opcién call europea de compra de ddlares es
de casi 4 centavos de euro, y el de una put no llega al centavo de euro.

4.5. El entorno de Black Scholes-Parametros de Sen-
sibilidad

La Férmula de Feynman-Kac Dicha férmula establece que, dado x € U

donde OU € C? vale que
/ f(X ))dsdt)
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para X = W + z es un proceso de Wiener que empieza en x, y t, es el
primer momento en que se alcanza QU y una funcién u que verifica:

—1/2Au+cu= fenU
u(x) =0en U

4.5.1. Una Férmula general del precio de las opciones

Ademas de los activos con riesgo cuya evolucién de precio viene dada
por: dTS: = pdt + odz
Definimos como Cash al activo sin riesgo que cumple:

dSt = TStdt
= St = €Tt
So=1

Donde r es su rendimiento o ganancia. Suponiendo la ausencia de arbi-
traje se calcula la Prima de riesgo 6 como:

g—H—"
g

Consideremos también el payoff en funcién del tiempo como
p(St) = méX{St — K, O}

La idea es el precio del derivado que paga p(S7) en la fecha de venci-
miento. Usando Feynmann-Kac se define:

G(0,Sp) = E(e i &dsp(5)

Maés en general:

1 % )
G(t,S) = /B_T(T_t)p(T)Ee_2p (Steygm—(l/% —T)(T—L‘))dy

Lo cual en el caso de una call europea obtenemos con el payoff antes
definido:
Cy = C(t,5) = S,N(d) — Ke " TN (dy)
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que es la formula que nos de BS para una opcion de este tipo.

O sea que una opcién call puede verse como una funcién G(t, Sy, r, 0, T, K)
Donde T' y K son parametros fijados de la opciéon. Como el precio y el
portfolio dependen de estos parametros es necesario ver como varian
segun la variacién de los parametros, para ello se analizan las siguientes
derivadas para una call europea (consideramos G = C):

o))

A =% = N(d) v =5& = Z=N(d)

0 =55 = SZN'(dy) + Ke "™'rN(dy) | v =52 = SVTN'(dy)

oT = 2T
p=9E =TKe " TN(dy) A=2 = —e"TN'(d))

Asi, el precio de una call es una funcién creciente en todos los parame-
tros, salvo en el precio del ejercicio.

Los parametros definidos en el cuadro son las Sensibilidades del pre-
cio.

4.5.2. Las caracteristicas de cada parametro

La delta A:

1. Indica como varia el precio de la opcion en funcion del valor del
subyacente.

2. Indica la probabilidad de que la opcién sea ejercida.
3. Es el equivalente en el subyacente, de la opcién.

4. La cartera se dice Insensible a pequenas variaciones en el pre-
cio del activo subyacente si se puede asegurar una A ~ 0, lo que
es considerado delta neutra.
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D.

Como ya vimos en el Capitulo 2, esta A es la utilizada en la estrate-
gia de hedging usada alli (compérense las formulas, son las mismas).

La gamma 7:

1.

Mide la sensibilidad de la delta en funcion de las variaciones en el
valor del subyacente.

. Es la Curvatura de la opcién.
. Se suele expresar en porcentaje o en numero de deltas.

. Si vy ~ 0 (se dice gamma neutral), la cartera es poco sensible a

importantes cambios en el precio del subyacente.

. En el caso A ~ 0, el signo de gamma determina el efecto de las

variaciones del precio del subyacente en el precio del derivado.

La theta 0:

1.
2.

Mide la sensibilidad de la prima en el paso del tiempo.

Se hace negativa cuando el efecto de los intereses supera a las posi-
bilidades de ganancia en el futuro.

. Cuando 0 > 0 indica que al pasar el tiempo, la opcién tiende a

perder valor.

. Si |0] es grande, entonces A o v han de ser grandes.

. Si A =~=0, 0 indica que el valor de la opcién va a crecer al tipo

del interés sin riesgo.

Observacién 1:  En funcion de estas variables, la féormula de Black Scholes
se puede escribir asi:

1
0+ rsd+ 502527 =rG
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Observacién 2: Ya se puede ver claramente que estos parametros no son
independientes entre si y que sus interrelaciones sirven se analisis.

La vega v:

1.

1

Mide la sensibilidad de la prima sujeta a la variacion de la volatilidad
en el mercado.

. Siempre v > 0 y a mayor ¢, mayor valor toma la prima.

v = 0 en una posicion del subyacente y en contratos de futuros.

La v se puede modificar sumandole una posicion de una cartera
negociada: Si v es la vega de una cartera, y v* la de una opcién ya
negociada, se hace un portfolio tomando la posicién —-= en dicha

opcidn, a esta cartera se la denomina vega neutral.

. Este parametro al ser medible, nos indica que comprar un activo,

puede verse como ”comprar su volatilidad”.

Las carteras, por lo general, no pueden ser vega y gamma neutrales.

La rho p:

1.

2.

Mide la sensibilidad de la prima sujeta a la variacién del interés sin
riesgo .

Como estas variaciones afectan minimamente al precio del activo,
este parametro es menos interesante.

La elasticidad ):

1.

Mide la sensibilidad de la prima sujeta a la variacién del precio del
ejercicio, o strike K.

2. En el caso de una opcion call, siempre cumple A < 0

1Si bien lleva ese nombre, se la representa con la letra griega nu: v
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Las sensibilidades de las sensibilidades

Las sensibilidades introducidas en el apartado anterior son ttiles para
la mayor parte de transacciones financieras, por lo tanto es necesario ver
como las afectan el paso del tiempo y las variaciones en el precio del
subyacente. Dichas sensibilidades son derivadas de orden superior de la
formula de Black Scholes, entre las que destacan:

1. Speed: Mide la variacion de la gamma segun el precio del subyacente,
en el caso de una call europea,

g d_@__M
Pect =55~ s !

2. Charm: Mide la sensibilidad de la delta segtin la fecha de vencimiento
suponiendo que el precio no cambia, en el caso call europea:

oA 2rT — dio/T e~ %/2

oT 20TVT V27

La importancia reside en que con el paso del tiempo, si el mercado
no varia, obligaria a rebalancear a una cartera delta neutral.

Charm =

3. Colour: Mide la variacién de la gamma segtn la fecha de vencimien-
to, suponiendo que el precio no cambia, en este caso:
0 In(K/S 2/2)T)dy e~/
o010+ (lE/S) + (r 4 0/ T)dy

oT 2027128 V2

Observacién 1:  Si los coeficientes dependen del tiempo, el teorema sigue
valiendo a condicion de sustituir:
T T
5 1 1

)y =7 t o?(s)ds R:T——t t r(s)ds

Observacién 2: Se define como la Cartera de cobertura a la que se
compone con N (ds) partes de activo con riesgo y el resto Cash
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4.6. La Ecuacion de Black Scholes Barenblatt

Habiamos hablado ya de lo complejo que es el problema del célculo

preciso de la volatilidad en la férmula de BS, muchas veces para simpli-
ficar calculos engorrosos, se la asumia fija siempre y cuando no tuviera
variaciones abruptas.
Existe una clase de ecuaciones que describen la dinamica de las tasas de
interés forward en términos de la evolucion de procesos de difusién en
varias dimensiones. En dicho modelo, la tasa r(t,u) wu,t > 0 que ahora
la vemos como una funcién, cumple la siguiente igualdad estocastica:

dr(t,u) = (%T(t, u) + Z oi(t, u) /Ou oi(t, s)ds) dt + Z oi(t,u)dz(t)

1=1

Donde Z(t) = (21(t), z2(t), . . ., 2,(t)) es un proceso de Wiener n-dimensional
y las o; son ciertas funciones que describen la volatilidad del mercado,
consideremos:

0
A= ~ 50 or(u) = (o1(t,u), 09(t,u), ..., 0,(t,u))

c(oy)(u) = Z oi(t, u) /O ' oi(t, s)ds
dr(t,u) = (—Ar(t,u) + c(oy)(uw))dt + oy(u) - Z(t), r(0,u) € H

H es un espacio de Hilbert separable de funciones en R* (por ejemplo,
H = L*R") 6 H= HYR")).
Con el proceso 7(t,u) podemos calcular el precio de un bono en tiempo
t y vencimiento 7"

B(t) — e fOT_tr(t,u)du

En el caso de opciones europeas tomamos la funcién de payoft F': H — R
y la curva de parametro t: r(t,u) = r(u) = x(u), asi el precio de una
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opcién con vencimiento 7' es la siguiente esperanza condicional:

AW =aw) )

De esta manera, para flujos de caja w; en tiempos 11 < Th < ... < T, =

1" . .
_ ( K=Y wiefoTiTy(u)d“>
=1

Para un strike K. La funcién V' dada por Feynman-Kac (1) satisface la

V(t,x) = ( =) u(s0) dSF(rT)

ecuacion diferencial en derivadas parciales:

O+ iy, <2 OV 5i(t), o4(t) > + < c(oy) — Az, &> —z(0)V =0

V(T,z) = F(x) (t,z) € [0,T] x H

Donde < -,- > es el producto interno en H, obtenemos asi la ecuacién
de Black Scholes en varias dimensiones.

Ahora veamos este problema, supongamos que no se puede determi-
nar con exactitud la volatilidad o, sélo sabemos que existe un conjunto
2 = Im(o) C H. En el caso de una opcién europea, de payoff F(rrp)
que depende de la curva determinada por la tasa de interés forward con
vencimiento 7', en el caso de una call, donde C(t) = V(¢,r;), usando
una estrategia de hedging, obtenemos que V' es solucién de la siguiente
ecuacion:

D < Az, % > —I—H( VY 200"V =0 en(0,T)x H

V(T,x) = F(x) en H
donde

1< oV
H(g, M) = sup{§Z: < Moo >+ < C(Ui)’ﬁ_x > }

oef)

Para g € H una funcién y M € S(H) (conjunto de operadores autoad-
juntos de H).
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La férmula mostrada en (2) es la denominada Ecuacién de Black Scho-
les Barenlatt para el caso de varias dimensiones.

En el caso de una dimensién, se toma la volatilidad variable en funcién
del tiempo de esta forma: o;, donde

0<o; <0 <09 <00 t€10,T]

introduciendo la funcién,

oo st <0
U(I)_{Ug st x>0

Y sea V(t,x) la solucién de la siguiente ecuacion:

0z2 | 822

V(T,z) = f(z)
donde f(z) es la funcién del payoff tal que f(St) = méx{Sr — K,0}.

oV oV 1 9%V \ oV _
W—i—%—i—?(] ) —T‘V—O

4.7. El Modelo de Bachelier

En 1900 L. Bachelier fue el primero en describir el precio de las ac-
ciones mediante el movimiento browniano, llegando a asignar precios a
opciones de aquella época en Francia y comparando con el mercado real.
El Movimiento Browniano Geométrico es la tnica solucién de dS =
wSydt + oSidz:, con condicion inicial Sy y subyace en todo el modelo
de Black Scholes.

El modelo que desarrollé consiste de un activo sin riesgo By, t < T (po-
demos considerar un bono, una cuenta bancaria), y un activo con riesgo
Sy = So + put + oz (una accién de precio S), donde z; es un movimiento
browniano en un espacio de probabilidad (€2, A, P), con T la fecha de
expiracion de la opcion.

Habiamos visto que el precio de una opcion call europea es:

In(So/K) +T(r+c%/2) In(So/K)+T(r —c?/2)

Co =N T T

)So—Ke_rTN(

)
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En particular, para Sy = K y r = 0 vale
Co = So (N(aﬁ/z) - N(—aﬁ/2)>

y ademas para T ~ 0 = Cy ~ Ko+/T/2m
El precio de una call europea es f(Sr) = (St — K)* viene dado segun el
modelo de Bachelier es:

So— K So— K

oV T oVT

Observacién: Si Sy = K = Cy = 01/T/2m Continuando con el modelo
de Bachelier, armamos una estrategia autofinanciada? ¢ = (H, H;) de
valor inicial Vj que replica a f(Sr) = (S(T) — K)* (es decir V(T) =
f(St)). Entonces se prueba que:

Co = (Sy — K)N( )+ oVTN'( )

- (30K

ov1 —t

S(t)— K — (S(t)— K

O'\/T—t) FovIi—IN <0\/T—t>

Y en el caso de una put, se prueba de manera similar: el payoft viene dado
por g(St) = (K —S(T))*" y su precio Py = —SoN(—dy)e ™I N(—dy) y co-
mo el modelo es completo, y por la paridad put-call existe una estrategia
¢ = (HY, H;) para la cual:

Ht:N(ln(S(t)/K)—|—(T—t)(7“—|—02/2))
oV —1t

H?:—KN(

o_ K (ln(S(t)/K) + (T -1+ 02/2)>

H' = ——¢e "N :
By oV —t

(Compaérese con lo obtenido segtiin el modelo de Bachelier). El precio de

una opcién call europea (Y, ya sea en el modelo BS o de Bachelier provie-

ne de féormulas estocasticas generales en donde se observé el caso t = 0.

2Ver Capitulo 3
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La férmula de BS (también llamada de Black Scholes Merton) marcé un
hito en el mundo de las finanzas al incorporar los procesos estocasticos al
analisis matematico financiero, sin embargo, la férmula presenta algunas
imperfecciones, por ejemplo, el caso de lo que ya estudiamos al tratar de
estimar la volatilidad.

El trabajo de Bachelier fue reconocido por muchos estudiosos, en 1944,
[to se inspird en su trabajo para introducir su calculo estocastico y mo-
vimiento browniano geométrico asignando, en finanzas, definitivamente
el valor S; = Spelt—7"/2ttoz a] precio de la accién.

En 1965 P.A. Samuelson estudio la conexion entre el movimiento brow-
niano geométrico y la economia, dichos estudios le valieron en 1970 el
premio Nobel de Economia.

En 1973 Fischer Black y Myron Scholes utilizaron el movimiento Brow-
niano geométrico para asignar precio a las opciones, estudio que fue con-
tinuado con nuevas investigaciones y variantes posteriores por parte de
Myron Scholes ahora junto a Robert Merton lo que les valié el Premio
Nobel de Economia en 1997.



Capitulo 5

Black Scholes multivariado

5.1. Introducciéon

En los mercados modernos se hace necesario calcular muchos valores
a la vez con féormulas y modelos precisos y rapidos. La versatilidad de la
férmula de Black Scholes permite su aplicaciéon en variados campos del
mundo de las finanzas.
El problema que podia existir en el caso de la valuacion de opciones,
surgia cuando la opcion tiene mas de un payof f. La teoria matemati-
ca no presenta complicaciones al respecto de resolver este problema, la
complicacién nace cuando en la practica se intenta recurrir a modelos
numéricos que aproximen resultados, sobre todo para aplicar en com-
putacién. Dichos algoritmos funcionan bastante bien en una dimension,
pero la complejidad en més dimensiones los hace lentos (sobre todo cuan-
do se trata de integrar numéricamente en mas de una dimensién) y por
lo tanto seria mejor evitarlos.
La féormula de Black Scholes es muy utilizada en finanzas hoy dia, si bien
en la practica la suposiciéon de que la volatilidad es deterministica no se
satisface en la realidad, hubo estudiosos que obtuvieron equivalencias y
aproximaciones de esta férmula unidimensional, para el caso multidimen-
sional.
Dichas férmulas son rapidas y faciles de implementar, en todas se con-
sidera el payoft del tipo Europeo, cuando se hable de una Combinacion

63
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Lineal de Activos pueden ser paquetes o ”Canastas” de opciones, opcio-
nes "spread” (opciones sobre la diferencia entre dos opciones, o indices),
y otras variedades de opciones como las ” Arco Iris”, Asidticas, etc.

En esta unidad también veremos férmulas derivadas que consideran las
posibles subas o bajas en el valor esperado de la opciéon como si observa-
ramos su arbol binomial.

5.2. La Ecuacion Multidimensional de Black Scho-
les

Para una FEuropean Basket Option compuesta por n activos S =
(S1, S, ..., Sy,) tipo Call cuyo precio viene dado por C(S,r, T, K, o) debe
ser solucién de la siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales:

00 52C
T 2 1(_,_/ +ZZ“” Jasas =0

i =1 j=1

Donde a;; = 1/25%, 2% es la matriz de volatilidades, también para
cada activo de la canasta .5; tenemos los dividendos que aporta, lo cual
para el vector (toda la canasta) S existe un vector de dividendos D =

(D1, Do, ..., D,), r, Ty K como en el caso univariado. Esta el la Ecuacién
de Black Scholes Multidimensional (BSM)

5.3. La estimacion de la volatilidad en el caso Mul-
tivariado

Convenientemente, vamos a suponer |u;(t,S)| < C'y |o;;(t,5)] < C
para una constante C' > 0, ademds sea la matriz A = (q;;) = %ZEt que

satisface esta condicién:
dk, K >0

"luego vamos a considerar p; = p;(S,t) y a;j = a;;(S,t)
2% representa la matriz Transpuesta de ¥



CAPITULO 5. BLACK SCHOLES MULTIVARIADO 65

tales que
Vo oy eR" klyP <) a(t Sy < Kyl
i,]
Consideremos el caso basket option europea, con un vector de pesos w =
(w1, wa, ..., wy), w; > 0 tales que el basket price viene dado por

B = i wZSz
i=1

con un strike K a pagarse en la fecha T, de esta manera, la férmula del
precio viene dada por:

P(S(t),t, K,T)=e" Ji ity g, [(zn: w;Si(T) — K)+]

1=1

Para el cual el precio de una call europea:

O = o, mwdup _ E, [(Z w; S;j(T) — K)+]

1=1

Donde E; denota el valor esperado en el momento t.
Ahora nos interesa ver como generalizamos la ecuacién de Dupire en el
caso multivariado, para eso, veamos una propiedad:

Propiedad 5.3.1 Sea la matriz de volatilidades una funcion localmente
integrable 3 : R — R™" 3 = X(t), entonces C' (el precio de una opcion
call europea multivariada) satisface:

i 0C & 92C
Z lel + Z Z G 0w, Ow; 0w

=1 j5=1

donde A = (a) = 1E%".
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Demostracién: El precio de la call basket option también se expresa asi:
C(S(). £, K, T) = / p(S®), 1,2, TN wirs — K)*da
! i=1

Considerando = = S(T'), p(t, S(t), 7, S(7)) es la funcién de probabilidad
asociada al proceso estocastico definido para cada coordenada (activo de
la canasta) por:

n
dS = Sz-,uidt +5; Z Jijdzi
j=1
entonces C' cumple la ecuacion multidimensional de Black Scholes, a di-
ferencia de lo que ocurria en una dimension, no es aplicable en este caso
la teoria de ecuaciones parabdlicas, si bien bajo el cambio de variables

r=T—t X;=In(S)

transformamos la ecuacién de BSM en una ecuaciéon parabdlica. Ahora
definimos el siguiente conjunto:

Qw:{xeR"/ZwZ%ZK}

entonces:
C(S(t).t, K, T) = /Q p(S(0), 1,0, T wirs = K)o (4

Notemos que C' es homogénea de grado 1 en las variables (wy, wo, ..., w,, K)
y cumple la ecuacién de Euler:

", aC oC
25w Kok

=C

=1
Seria conveniente calcular (*) como una integral sobre una regién inde-
pendiente de w, por eso, introducimos el siguiente cambio de variable:

W;x;
B= szxz Qz—z —
—1 Wily
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paral <i<n—1, Q= (Q1,0Q2 ...,Qn1) Q€ A, sedefine

n—1
Ap={QeRe"":Q:>0,) Q <1}
i=1

es un poliedro de n — 1 dimensiones. De este modo, definimos

@B .. Qn1B (1_21':11Qi)3>

) *9 )
w1 Wnp—1 Wn,

()= 5(Q.5) = (
Si hacemos un cambio de variables:

(S1(T), 52(T), ..y Su(T)) —— (Q1, .., Qu-1, B)

Cuyo jacobiano es:

o I .. & Bl
J = det N qu =
: : . : WLW2... Wy,
-B -B (=X Q)
Obteniendo asi
anl
C(S(t),t, K, T) / / ),t,9(Q,B), T)(B— K)—dQdB
wiLwy... Wy,
De esta manera, por el Teorema Fundamental del Calculo:
Bn—l
— / / ),t,5(Q,B), T)—dQdB
WLW2... Wy,
82 anl
= S(t),t,5(Q,B ——dQdB
5= [ PSOLLS(QB).T)———dQ

n

Ahora volvemos a escribir todo en funcién de las coordenadas de S(T')
de esta forma:

% _ Wl‘/gwp(S(t),t, T),T)dS = ﬁp (B(T) - K|S(t)>
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Cabe aclarar que todo el andlisis depende del vector de pesos w; la ultima
igualdad relaciona la derivada segunda de C' con respecto al strike K con
la integral de la densidad sobre el conjunto €2, antes definido. La segunda
igualdad surge de aplicar propiedades de la probabilidad de que la canasta
B valga K en la fecha de vencimiento 7', dado que el vector de precios
vale S(t) en tiempo t. Sin embargo esta relacién no aporta informacién
acerca de una férmula multidimensional que generalice la ecuacién de
Dupire, por ello realizaremos los siguientes célculos:

oC
wi@w' = (*x%)
Q:B B"!
/ / d5S; ),t,5(Q, B), T)(B ~ K) w; w1w2..,wndeB—
/ / 5(Q,B). T )(B_K)L_ldeB 1<i<n-—1
W1W3... Wy

Dicha igualdad la podemos extender si consideramos @, =1—> ", Ql,
entonces

mez _ / Zuz

“’21

/ Zas :uz sz dS( )

Ahora usaremos que p cumple la siguiente ecuacién (Fokker-Planck?):

7 sz K)dS(T) =

8p - 0?
7 Z 53, HiSip) 5508, 4ii5iP) =

7.7_

Asi se obtiene .
S piw oc _
: 223 Z@wz —
1=1

3Esta ecuacién sirve para describir la evolucién de la funcién de densidad de posicién y velocidad
de una particula a través del tiempo, en n dimensiones refiere a n particulas, muy utilizada en fisica
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op i 0?
_ Hwé’_T+iZ 55,708, (T )(aw sz K)dS(T)

Ahora, como hicimos en el Capitulo 2, hallaremos la derivada de C' con
respecto a 1"

oc _ [ b,

or = ), o (Si,t, Sr, T Zwl K)dS(T)

y asi,

S -
: Hi Dw; =
1=1
oC - 52
~ 9T ? i d
T /H ; 9S;(T)dS;(T) (i Zw K)dS(T)

Aplicando el Teorema de la Divergencia y usando el hecho que la integral
sobre 0H,, se anula, obtenemos

- oC  oC "9
;Mwawi oT /wz;@S.(T)(aJS( )S;(T)p)widS(T)
Y como la normal exterior a €2, esta dada por Tol T obtenemos
o o
{ z i S,t S : 1 ]d
;M wz- Z / aﬂ ) ( t T ) ]w[ S

1,j=1
Integrando por partes luego de un cambio de variables en (**) tambien
se deduce que

oC
8w2-

_ / p(S,,t, Sp, T)S,(T)dS(T)
Qy

Asi
9*C

w .
J 8w18wj

W;
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00 ap Q]B B 1
_/ / aS T (Statu S(QaB) )QZ w; UlendeB_
n—1
—(1+6) / / (Si.£.5(Q, B), T)O: B ’?w d0dB

donde 6;; es la delta de Kronecker. Como antes, usamos que

, entonces deducimos que:

0*C'
ow;; |w| / pSi(T)S;(T)ds

Entonces, si la matriz (a;;) depende sélo del tiempo ¢ obtenemos:

Z Hiw e oc + Z @i jWiW; (‘31010 (5 * %)

ow ;
ij=1 J

Es la férmula de Dupire en este caso.

Observacién: No siempre se puede despejar la volatilidad en este caso
como en una dimensién, primero que como se puede ver en la demos-
tracién necesitamos que la matriz (a;;) = X' dependa sélo del tiempo.
Tampoco se puede hacer un despeje sencillo, ya que es una ecuacion
vectorial, y las matrices que intervienen en el calculo no necesariamente
seran inversibles para obtener una férmula cerrada de (a;;), pero siempre

la podemos expresar como en (**%).

5.4. Un Analisis Alternativo

Existen generalizaciones de la férmula de Black Scholes en varias di-
mensiones, la que vamos a estudiar introduce una combinacién con la
estructura del modelo binomial.
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Dados n activos Si, Sy, ...5, cuyos modelos de precio continuo vienen
dados por

i j=1

Con valores iniciales S1(0), S2(0), ...S,(0), una tasa de interés r, una ma-
triz de volatilidades (oy;), ¢; son los dividendos del activo i y 21, 22, ..., 2,
son procesos de Wiener independientes.

En las basket options, se considera un vector de pesos

w = (wl,wg, ,wn) e R"”

de esta manera, K es el precio del ejercicio y el payoff en la fecha de
vencimiento 1" es

S = méx (Z wiSi(T) — K,0) = (Z w;Si(T) — K)*

Muchas teorias, por lo general consideran w; > 0* V 1 <i <n Segin
lo visto en (1), S;(T) viene dado de la siguiente manera:

S(T) = S:(0) exp [(r g 3 afj)T 4 zn; oijzj(T)]

J=1

Ademas en tiempo T, el valor esperado estda dado por:

p= eTTE((ZZn;wiSZ-(T) — K) +>

es decir, el precio se calcula mediante la tasa de interés y la esperanza
del payoff. Ahora formemos la siguiente variable aleatoria:

X = Z §,2,¢CVT—Var(GiT/2)
i=0

4a estos pesos w; también se los denomina Flujos de Caja
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Donde ; =+1, 2; >0,V 0<i<1,G=(GyGy,...Gp) ~ N(0,%)

Lo cual implica que E(G;) = 0,Vi y ¥ es la matriz de covarianzas:

oo Op1 -.-- Oop

010 011 --- O1n
> =

Ono0 Onl --- Onn

Donde Oijj = COU(G@, G])

En el caso de la canasta de opciones §; = sg(w;), x; = S;(0)e ¢ y
la matriz de covarianzas esta dada por: ¥;; = (00');; El strike price K
esta representado en X de la siguiente forma como ”stock cero”: §yp = —1,

xTo = KG_TT, y EiO = ZOj =0 \V/Z,]
5.4.1. El caso del precio ”En baja”

Observando el modelo binomial vamos a adaptar un poco su esquema
y notacién para el caso multivariado, primero tomamos un vector u ° €
R™*! un valor d € R ambos arbitrarios para definir:

Px = SUCIl) E(X]<U,G>§d)
u,

Donde <, > es el producto interno de R"*!, entonces vale lo siguiente:

pe =sup B(X I, gs<q) =sup sup E(E(X|<u,G >)Icyg><d)
u,d deR yeRn+1

Suna complicacién que tiene este modelo es la necesidad de conocer los posibles factores de suba de

cada opcién (cada componente u;) en un cdlculo computacional, la consideracién de todas las posibles
combinaciones puede hacer engorroso el calculo
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Cov(G;,<u,G;>) Cov? (G, <u,G;>)
—t o VT — =il T /9
= sup sup E 0i T ( s WG Sz / ]<u,G>§d)

deR yeRn+1 i—

deR <u,Xu>=1

=sup sup Zéazz (exp(Cov(Gi, <u,G;>) <u, G >VT—

Cov*(Gy, < u, G; >)T/2> I<u,G>§d)

deR <u,Xu>=1

—sup sup Z(sx, (d—l—(Zu)i\/T)

Donde N (x) \ﬁ [f ez r ds es la funcion de distribucién de una varia-

ble N(0,1), 3 es una matriz simétrica ya que la covarianza es simétrica,
podemos considerar lo siguiente:

C =DXD

Para D € ROHDx(+1) ta] que:

DZ(dij)={1/0“ i=j,  0i#0

0 caso contrario

De esta forma C también es una matriz semidefinida positiva, vamos
a notar vC como la "raiz cuadrada” de la matriz C, esto implica que

C=VCVC'

Esto implica que para D inversible, vale > = D_l\/a\/atD_l, de esta
manera tomamos una nueva variable definida asi v = D~'v/C u Ahora
en (1) tomo una nueva funcién:

= zgéxN (d + ai<(\/5v)i\/f) — M|Jv|| = 1)

Donde A es el multiplicador de Lagrange para la restriccion

vl =1
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Bajo estas condiciones vale que

Ps = ; Sz N (d* + o ((\/Ev*)ﬂﬁ)

Para d* y v* que son solucién del siguiente sistema:

( * *
Sty b meap(— PR — 0o ®

(1) < i 52':&0@'\/6”\/#2?63;])( (d*—i—al \FU )\/_ v
7=0,1,...,n (3)
L[]l =1 (4)

Este andlisis es util para el uso en computacion, a nuestro efecto nece-
sitamos que d* < oo. Observemos que ademas es necesario que C' sea
no singular para esta definicién, pero podria ocurrir que C' tenga filas y
columnas de ceros, en ese caso se define C' como la matriz que resulta de
sacarle a C' las filas y columnas nulas, esto equivale a reducir a la matriz
Y. bajo esta condicion:

Oij — Oik — Okj + Okk =
= Cov(G;, G;) — Cov(Gy, Gi) — Cov(Gy, Gj) + Cov(Gy, Gi)
= Cov(G; + G, Gj,G) #0, Vi, j,k=0,1,..n
Esto se puede conseguir relativamente facil, tomando n + 1 variables
aleatorias N (0, o) no correlacionadas.
Obtencién de la férmula

Debemos obtener las derivadas parciales con respecto al precio de cada
opcion:

gi: — 5, N(d +o; ((\/Ev)i\/f>>

sus volatilidades:

git—axz(\/_v) ’(d“i(\/a’)iﬁ)ﬁ
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Sus coeficientes de correlacion:

N’ (d* + ai(\/&*)iﬁ) N’ (d* + aj(@u*)jﬁ)

VT
2 k=0 Srzrop(VCU*)p N’ (d* + Ok(\/av*)kﬁ)

y el tiempo de vencimiento:

8]9* . 1 - * / * *
T = ﬁgékxkﬂk(\/@v )kN <d -|-O'k(\/51} )kﬁ)

y como se cumplen las condiciones en (1), vale que:

Op.  Op.  Op, Od ov _ Op.  A0|v*||?
oz, 0w " 0dom T V" on, T 0n T2 o,

Considerando ahora C cuadrada, inversible y simétrica:

NVCy 1 -
Opij §(A2k\/6j l

! + Ajk\/ai_ll)

Donde A es la delta de Dirac.® y entonces,

Op. T - _
52)2-3- = g(m@amzﬁ))(\/@ 11)*)j + 5jxjajnj(\/5 v*);

Donde n; = N'(d* + o;(vVCv*); Y por (2) se tiene que:
A -1
(51'1'2'0'2"02' = —\V C v i
\/T( )

Luego por (2) y (4):

A= Z 52’562‘0'2'7%(\/5_1’0*)2'\/?

1=0

1=
A”{o i £
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nos da le férmula del multiplicador de Lagrange en este caso.

Por esta razon vale la siguiente ecuacion diferencial en derivadas parcia-
les:

Calculando la derivada segunda de p* se obtiene:

82p* . 52 5j 1N

8xiaxj Bl ZZ:O 5ka:k0knk(\/5_lv*)k\/?

Y asi,

3 * 8 *
P Z Z 2T 5 ng =0

1=0 _]_
5.4.2. El caso del precio ”En suba”

Primero consideremos esta propiedad para variables aleatorias:

Propiedad 5.4.1 Sea X una v.a., entonces vale que

sup E(XY) = FE(mix(X,0)) = sup E(Zy)
0<Y<1 X =7~ 2271>025>0

ParaY, Zy y Z5 v.a.

Ademds vamos a considerar lo siguiente:

Of = \/COU(GZ' + Gk, GZ' - Gk) - \/V(Gz) - QCOU(G% Gk) + V(Gk)

= {i/o] #0}, (& #0)
Y tomamos 7} = e 0|,y Op = sgn(> ..e 0;x;), sin pérdida de
’L¢ka Z%ka
generalidad, suponemos x; > 0. )
Ahora tomamos reales (1) )ice, tales que Y ..o 7/ = —0; para reescribir
X asi:
X — Z 5, eGi\/T—Var(GiT/Q) 77@ ie oG VT—Var(GiT/2)

1€C€y
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_|_
_ (Z 5, 6Gi\/T—Var(GiT/2) 772 ie oG VT—Var(G; T/2)>

1€C€y

— ( Z 5 cGiVT—Var(GiT/2) _ ke VT—Var(G; T/2)> )

€€y
Entonces por lo visto en la propiedad 1.1, podemos tomar
_ Z 5, eGi\/T—Var(GZ-T/Q) 77 iie oG VT—Var(GiT/2)
1€C€y
Donde también » ;. nt = —0 vy oy >0Vie &, k=01,...,n

como no todos los &, tienen el mismo signo, el conjunto de n* es no vacio
para cada k. Con todo esto calculamos el valor esperado p* en este caso:

+

0<k<n {Zzeﬁk ; _—6k} ice),
= min inf Z (5i$z‘N( In ( kx~ ) T - \/_>_
O<k<n {Zieek nf=—0k} I€EE, O-fﬁ i Tk 2

. k
(g (82) 250
mxk

Ahora formamos

5, 52\ S.0k/T
ky — . v [ ) .
“”)_E:(&”NQﬁwfm<%@>+ 2 )

1€C;
0; 0;x; S;ok
_k@N< % m(@@) )—A( +5)
771 O'fﬁ nffk Zezeknz

Donde las condiciones de primer orden son:

. o gk
8_£:_ka< d 1n<52xj)—5lalﬁ>—A:o

on; obT  \nf 2

]
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Por lo tanto, ahora tenemos este sistema:

5 ].n 5;31 . 6475\/? — (5]‘ 111 (Sji‘j . 5jJ;'€\/T —
oFVT 2 N 2

Zie@fk 77@ = _5k
77216(51f >0 1€ €

Resolviendo para los nf queda:

n
5ok STk — (k)2

E {5sze 808/ Td (UZ)T/Q:O

1=0

Lo que implica que:
p* = min Z(le (dk+50k\/_)

llamaremos k* al entero que realiza este minimo.

Analisis mediante derivadas parciales en este caso

78

Como en el caso del precio én baja’veremos que férmula obtenemos

derivando, cabe resaltar que si bien la funciéon min es derivable en casi
todo punto, los siguientes resultados se van a considerar validos salvo en

un conjunto de medida O:

81’2'

O 50t (o 50 V)V
g; 0,

5’pz~j g,
I _
or

P —Ajk*xi%w(dk + G0t \/T)\/T

\/_ Z zi0f N’ <dk* + 5;05\/?) con la convencion 0/0 = 0
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Ahora calculamos la derivada segunda:

8229* . { AijN/(dk 4—1;10 vT) st 1 € €

r;0 T
Oz,0x; 0Vjsiid ¢,

Y asi obtenemos para p* la siguiente ecuacién diferencial:

Z Z A 8:15 axj =0

sz*

5.4.3. La relacién entre p* y p,
Proposicion: Si para todo 7,5 =0,1,...,n,
(5) Ez‘j = 5i5j0iaj

entonces,
*
P = Px
Demostracién: Recordemos que para cualquier k:

n

Py = SUp  sup Z d;x;IN (dk + (E’%)ﬂ/f)

dk ER <u,Eku>:1 i=0

si consideramos la libertad de elegir entre diferentes matrices de cova-
rianza ¥F, entonces, para toda k:

n

(6)  sup Z dix; N <dk + (Zku)zﬁ> <p, <

kqy>—
<w,Xfu>=1,_

© <Y 6N (dF + 6,08VT)
i=0

Elegimos k tal que o = ming<;<, 05, notar que bajo este supuesto vale
que ¥ = (9,0, —001)(d;0; —dxor) Aunque no todos los J; tienen el mismo
signo, podemos definir un vector w:
. sgn(6;0; — 6r0%)
b Y605 — dro

0<1<n



CAPITULO 5. BLACK SCHOLES MULTIVARIADO 80

Se puede ver que < u, Y¥u >= 1y ademas, de la manera que elegimos k:
(XFu); = 805 — Opor, = 84|0;0; — Spor| = ;0F con lo que obtenemos, por

(6):

*

P = P«
Q.E.D.
Por el contrario, si la condicién (5) no se verifica, p* y p, seran diferentes,
pero igualmente se puede estimar su diferencia de la siguiente manera:

0<p"—p, < /= mi
<v =< 5 i (Yt

Demostracion:

p—p. < min Yy &N (d’“+6 ak\/_> max Zéxz ( u)i\/T> <

0<k<n

min Z o; xl< (d* + 6,05VT) — N(dF (Eku)lﬁ))

Y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Z Z ZZU’jAll S Z Z EZUjul Z Z E ZIAZ] = 0
=0 5=0

=0 j=0 =0 j=0

|(Eku

Donde A;; = 1si¢=j y 0 en otro caso, esto implica:

p'—p. < min sz”N/Hoo<0 —(%Fu ))ﬁg ZﬁHN,HOOOE}EE inaf
=i

O<kj<

Donde ||N'|| = max,er N'(x) = \/%*T

5.4.4. Derivadas parciales (las ”griegas”) en el caso de las ’'Bas-
ket Options’(canasta de opciones)

Recordemos la férmula del valor esperado como

p= €TTE(Z w;Si(T) — K)")
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entonces calculamos:

ap — 0T 8}7
A; = = |wile™®" ——
55.0) ~ Wil g
o »
0K
(Vega) v;=V; = Op
Gai
0?p 0?p
[ = = |w;||w; —(qi+q;)T_~
I 55,0008, 0)  lwillwsle 00z
Y Opy

Consideremos que en todos los casos p puede ser p* o p.
Utilizando estimadores de Monte Carlo, se puede aproximarar numérica-
mente I[';; teniendo la estimacion de x:

. Xij o
Iy =——— 1
K xixjaiajT 7& J
. 1 . X
Ly = W(@Vi - E pinz’j)

J#i
Consideremos la siguiente propiedad de la funciéon normal multivariada:

ok 1 1, )
_ iyl —
dy;y; ( det(Z)exp( 2" )

0 1 1
=(14+ A < exp(—=2' 712 )
( J)azij det (%) ( 2 )
Donde como siempre X es simétrica definida positiva. Por ello, si ¢ # j
vale lo siguiente:

r.o_ 1 dp 1 Op
Yo 1'1'33]' 82U N Q?iI'jO'Z'O'jT 8pw

2 Op 1 0p pij Op
Li=— = -

y ademas:




Capitulo 6

El modelo Discontinuo

6.1. Introducciéon

En esta unidad se estudia el modelo discontinuo, que es una varia-
cion del modelo clasico de BS que ya hemos desarrollado, no siempre
los precios se comportan de una manera previsible, puede ocurrir que
por diversas causas éstos presenten variaciones sorpresivas y abruptas;
corrigiendo convenientemente el modelo de BS, podemos amparar estas
variaciones y conocer su naturaleza lo cual pasamos a detallar.

6.2. Modelo Black Scholes para los mercados finan-
cieros a tiempo Discontinuo

Esta es una variacién del modelo continuo que estuvimos estudiando
en los capitulos anteriores, dicho modelo de precios caracterizado por
procesos de Wiener, presenta importantes diferencias con la realidad, y
una de esas diferencias reside en que el modelo clasico no prevé varia-
ciones abruptas de los precios que suelen darse ocasionalmente, para ello
tenemos el modelo Discontinuo, o de Salto que considera la dinamica de
precios en funcién de dos componentes:

= Componente Normal: Es un Proceso de Wiener para valores relati-
vos, es lo que estuvimos explicando anteriormente.

82
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» Componente Anormal: Consiste en variaciones repentinas del precio
producidas por la informacién instantanea que nos llega, dichos cam-
bios provocan discontinuidades en el comportamiento de los precios.
Dichos cambios se producen en contadas ocasiones.

El modelo Continuo ha sido corregido agregandole una componente de
"salto” que contempla los posibles cambios, cuya aparicién son un pro-
ceso de Poisson, dado que si consideramos una distribucion de cambio X
que determina la variacién (por ejemplo, X = 0,95 indica una caida del
5%), la probabilidad de que haya cambio es A, v.g. un cambio esperado
al ano, X no tiene una distribucién determinada, ya que depende del
activo. Si hay més de un salto, todos tendran la misma distribucién, lo
cual no implica que sean iguales.

El modelo discontinuo viene dado por:

% = (u — Ae)dt + odz + dq

donde
c=FE(X-1), f=G(X-1), dg ~ P(\dt)
GG como siempre, representa el valor del activo.

6.2.1. El precio de las opciones en el caso Discontinuo

El andlisis que sigue es muy similar al que corresponde al modelo
continuo con procesos de Wiener, recordemos que el modelo discontinuo
tiene este aspecto:

dS = S(p — Ae)dt + Sodz + Sdg
elevando al cuadrado ambas expresiones:
dS)? = S?(u — Ac)? (dt)? +5%07 (dz)* +5%(dg)*+
(dS) (= Ac)” O) o ( dz (dg)

+25%(pu — Ae)o dtdz +2S*0dzdq + 25* (1 — Ac)dtdg
~0
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Ya hemos visto estas equivalencias que destacamos en el Capitulo 2,
vemos 2 términos cuyo valor es casi 0, y el tercero que marcamos con
una llave (dtdz), reemplazamos su valor por dt:

(dS)? =2 S%c%dt + S*(dq)* + 25%*0dzdq + 25* (1 — Ac)dtdq

Procediendo de manera muy parecida al Cap. 2, tomamos esperanzas y
varianzas de los productos para simplificar mas la expresion:

E(dq) = E(X —1)E(P(\dt)) = c\dt
G(dq) = B*Xdt + A \dt + 32X\ (dt)* =~ (% + c*)A\dt
E(dtdq) = dtE(dq) = dtAdtc = Ae(dt)* = o(dt)?)
G(dtdq) = (dt)*G(dq) ~ (8% 4+ A)N(dt)® ~ o((dt)?)
Por lo tanto podemos reemplazar considerando que limg _.odtdg = 0

Asimismo,
E(dzdq) = E(dz)E(dq) = 0Adtc =0

G(dzdq) = (dt)*(5* + AN\ + 0V (dq) + AN (dt)?dt = o((dt)?)

Reemplazamos limg;_ .o dzdg = 0

Observacién: Para valores de dt ~ 0 (muy chicos), la probabilidad de
que haya més de un salto es una o((dt)?), o sea que la distribucién de
Poisson sélo toma 2 valores, 0 6 1:

P(1)=Xdt  P(0)=1—Adt

(dq)? también es un proceso de Poisson con igual distribucién tal que si
hay un evento, tomara el valor (X — 1)2.
Con todo esto nos queda:

(dS)? =2 S%0%dt + S*(dg)*

Ahora buscaremos el valor de G(95,t), el precio de una opcién derivada
de S, como antes, comenzamos usando el lema de Ito:

oG oG . 10°G
dG(S,t) = oS+ 5ot + §W(5202dt + S%(dq)?) =
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oG oG =~ 10°G
= 55 (S(1 = Ae)dt + Sodz + Sdg) + —-di + Ew(bﬂa?dt + S%(dg)?)

Ahora reescribimos asi:

oG oG 18°G
AG(S.1) = (55 S (=) + 5= + 55

oG oG 10°G 5 .
—f—%SJdZ + %qu + 5@8 (dq)

dq v (dq)* son procesos de Poisson, entonces una combinacién lineal de
ambos también es un proceso de Poisson, en particular

oG 10°G , .

por lo visto anteriormente toma los siguientes valores:

g_gg()( —1)+ %%SQ(X —1)? si hay salto

S2o%)dt+

0 caso contrario

Este proceso de Poisson, que denotamos por dqg es el salto asociado al
precio de la opcién. También consideremos lo siguiente, la esperanza
de este proceso es igual a la diferencia entre el precio de la opcion para
el subyacente en el salto, o sea:

G = E(dQG) - E(G(87 t) - G(SX7 t))

Si sumamos y restamos cg al término deterministico, y dividiendo la
expresion por G:
dG

i (ug — Aeg)dt + ogdz + dqg

Esto implica que una variacién en la opcién se produce si y solo si hay
una variacion en el subyacente.
Los coeficientes del precio del derivado son estos:

_ 152828G (S, 1) + (p— eN) S (S, t)+
He G(S,1)
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+%(5, )+ AE(G(S,t) — G(SX, 1))
G(S,t
G(S,1)

6.3. La Cartera libre de riesgo en el Modelo Dis-
continuo

Supongamos que queremos construir una cartera para este modelo, la
idea es armar una combinacién entre el precio de las opciones derivadas
del subyacente S y la cantidad del mismo, 6 Stock, donde las primeras
combinan precios estables, con variaciones repentinas también podemos
agregar a la cartera activos libres de riesgo (inversion a tasa libre de ries-
go, bonos, cuentas bancarias, etc.) cuyas componentes estocasticas valen
0, asi como sus saltos, y su componente deterministica es rdt.
Habiamos visto que haciendo una deduccién conveniente, se podia eli-
minar la componente estocastica en el modelo BS continuo, en el caso
discontinuo hay 2 componentes estocasticas, la que se suma es el proceso
de Poisson dq y que por lo general no puede ser eliminada, las compo-
nentes de salto del activo (depende de X — 1) y de la opcién (depende de
X —1yde (X —1)?) impiden que exista una cartera libre de riesgo para
opciones y subyacente, por lo tanto no podemos determinar el precio de
la opcién por la via antes vista.

6.3.1. El caso de la cartera con o =0

Como antes, podemos eliminar la componente estocastica dz tomando
otra vez una cantidad g—g de activo. El caso de o = 0 no implica, a
diferencia del modelo clasico, una cartera libre de riesgo. Sin embargo,
aunque la componente de salto no puede ser completamente eliminada,
si se cancela el término de X — 1:

oG oG
H—G—%S = dH—dG—%dS
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dll = gg(S(MG — Aeg)dt + Sogdz + Sdqe) + %—Gdt—l-
182G oG
2 852 (520 dt + SQ(qu)Q) — %(S(MG — )\Cg)dt + Sagdz + quG)
Nos queda:
oG 10°G, 9 9
dH—Edt 2052(5 ohdt + S*(dqg)?)

Observacién: Notar que sélo "sobrevive” (dqg)?, por lo tanto, los saltos
en esta cartera serdn de la forma (X — 1), es decir positivos por lo tanto
tendran el mismo sentido.

6.4. El precio de un derivado

Construimos una cartera donde el inico riesgo es la llegada de un he-
cho que haga variar sensiblemente el precio de la misma, lo cual ocurre de
manera aislada y con baja frecuencia, de no producirse esta alteracion,
la tasa esperada de la cartera serd r.

Para ello se puede armar reemplazando en la cartera, la siguiente ecua-
cion:

1 0*G oG , 0G

g0 T (r=A) 5SS == —rGHAB(G(SX, ) -G(S,7) =0 (1)

Para 7 =T —t es el tiempo que resta hasta el vencimiento.
Y para una call europea, tenemos las siguientes condiciones de contorno:

252

G(0,7) =0

G(S,0) = max{0,5 — K}

Notar que si A = 0 el esquema se reduce al modelo BS clésico, sin saltos.

Demostracién: Veremos que la solucién expresada es valida en el modelo
con saltos de manera general, es decir, sin conocer la distribucion de X.
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Sean X, X1, Xo,..., X, v.a.iid, tal que Xog = 1 donde X; ~ X, Wi,
entonces, la solucién de la ecuacion es la siguiente:

O =AT )\
G(S, 1) :26 ) (C(SX;e ™ 1, K, 0% 1))

=1

Donde C' es la funcién que cumple la ecuacion de BS que ya hemos
estudiado.
Sabiendo que
e M(AT)!

2!
es la funcion de densidad puntual de una distribuciéon Poisson P(A7), los
X, representan los saltos esperados, de esta forma, la ecuacion con saltos
viene dada como la esperanza de la solucion de BS, con una variacién en

PX¢<)‘7_) =

la valuacién del activo. Ahora vemos porqué verifica la férmula.

Definimos
V; = SX;e

reescribimos

ZP (AT E(C(SXie ™, 1, K, 0% 1))

y usando (1) comenzamos primero por hallar derivadas parciales:

oC  9C oV,  aC

—ATcC
oS oV, 0S8 oV, "
Y como P; no depende de S:
oG = oC e oG - oC
55 = ;RwE( e ) = Sae ;BW)E( AL

Lo mismo para la segunda derivada:

- C —\TC O
352 ZP)\T (X )?) = as2 ZP)\T i 2)
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Ahora hallar la derivada respecto de 7 es mas complicado, dado que es
una variable de C, P, y V:

0P,
Pp=e¢ = == _ NV
orT

Para el caso 7 > 0:

P )\ ,—AT 7 s —AT i—1
0 i e | (A7) +)\ze .()\7') AP 4 AP
or 2! 7!
Luego, se sabe que C(V,(7),7,...), usando la Regla de la Cadena, la

derivada en este caso la notamos asi:

oc 308‘/}+C,1__5’C
or OV Or TV

Ahora si calculamos la derivada de G sobre 7:

—Aer + C;

g_f _ —)\Z:: PE(C(Vi,7,.)) + A B E(C(V,T,...)) -

1=1

oC = ,
—)\cZPE TACK 2) " PE(C]) - AG+
1=0

1=0
oG
+>\ZPE Vigr, 7)) = AeS o
Y la esperanza del salto se puede escribir como:
E(G(SX,T) ZPXE ) =E()_PE(C(Via,7,..))
i=0
La ecuacién finalmente queda:
0*C oC oG
—a ZP (A7) E (57 +7“ZP (A E(==V;) = AeS— — rG+
—~—
(’9V oV; 05 %

<

(‘3 ( (3)

LEl primer término es la derivada con respecto a 7 de la primera variable de C, V;, C”. es la derivada
de C con respecto a su segunda variable 7

[\)
~
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\G +>\cS——)\§ :PE Vier, 7 ...))—E 'PE(C
(5) ~ ~ J
(7) (8)

— AE(G( AE(S" PE(C(Vi, 7))
(9) < 1=0 _ P

(10)

Observar que (3) y (6), (5) y (9) v (7) y (10) se cancelan; en (1), 10”
puede introducirse dentro de la esperanza, al igual que r en (2), mientras
que (4) se puede escribir as:

> PE(rC(VT,..)
i=0

Si ahora calculamos (1)4(2)+(4)+(8), y usando propiedades de la espe-
ranza, obtenemos:

(9 C oC
PE !
Z Vigya +rVigy —rC =)
Dado que C' es solucién de BS para sus variables, vale que:
1 0*C oC
_02V2W + TV@VZ rC —Cl =0

Q.E.D

6.4.1. Soluciones para distribuciones particulares de X
Caso X =0

Este caso ilustra la posibilidad de un tinico salto, que podria provocar
la ruina total (hacer que en cierto momento t > 0, S; ~ 0). Dada su

naturaleza, importan solamente los casos n = 0 y n = 1. Las X; son
potencias de X = O:

X()Zl X1:O, C:E(X—1>:—1
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La solucién de la ecuacién segun la féormula, es:

G(S,7) = e ME(C(SeY,7,...)) + PLE(C(0, ..)) =

=0

= E(eMC(Se, 1, K, 0% 1)) = e MC(SeM, 1, K, 0%, 1)

Porque a lo que le aplicamos E no depende de X = 1.
Ahora recordemos algunos conceptos que vimos en la férmula tradicional
de BS:

C(S,t) = SN(dy) — Ke " TN (dy)

donde
ln(%) + (r+ %02)7'
NG

vamos a considerar d; y dy como funciones de (S, 7, K, 02, ) y aplicaremos

dy =

estas funciones convenientemente:

e)\‘r
di(SeM, 7, K, 0% r) = ln(SK )+ (r+30%)7 _ ln(%) + AT+ (r+ 307 _
1 s 1y ) ) 0-\/F O_\/F

In(2 A+ 302
— n(g) A+ g0 )T:dl(S,T,K,J2,7“+)\)
oVT

Anélogamente:
do(SeV, 7, K, 0%, 1) = do(S, 7, K, 0%, 1 + \)
reescribimos ahora la férmula:
e C(SeM, 1, K, 0%, 1) =
= SN (dy(SeM, T, K, 0%, 1)) — e M Ke M N(dy(Se, T, K, 0%, 7)) =
= SN(di(S,7, K,0% 1+ \)) — K" N(dy(S, 7, K, 0%, 7+ \)) =
=C(S, 7, K, 0% r+ )\

Asi concluimos que el valor de una opcién sobre un subyacente con riesgo
de ruina total es igual al que daria la formula de BS con una tasa libre
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de riesgo r + A, y viendo la férmula de BS como funcién de r, notamos
que es creciente, por lo tanto el valor en este caso sera mas alto ya que
A > 0, esto es razonable: a riesgo mayor, mas ganancias.

Y y Y

Caso X ~ LN(u, o)

Este caso se emplea mucho, ya que es razonable suponer que los saltos
tienen dicha distribucion.
Sabemos que

c=E(X-1)=c+1=EX)= ln(cv—l— 1) = In(E(X))

, vy también definimos

6% = V(In(X))

Ahora podemos considerar X,, como el producto de n lognormales:

entonces:
In(X,) = > m(Y:) ~ N(E(Y_In(¥), V(3_n(¥))

por lo tanto, X,, ~ LN y también se verifica que:
V(In(X,)) = nd?

Ademas .

E(X,) = [[BO) = (e +1)" = (@) = e
i=1
De esta manera, se define una volatilidad corregida por saltos,
nd>

T
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una tasa libre de riesgo también corregida,

J
rn:T—cA+n—
-

también una esperanza de saltos corregida,

A=A1+¢)

Con todo esto, para el caso X lognormal, la solucién serd de la forma:

G(S,7) = Z — L E(C(SX)e M, 1, K, 0% r) =

e M(AT)!
7!

=0
X AT A7)
= O (S, K v )
De esta manera, el valor de la opcién G(S, 7) es una suma pesada de los

precios de las opciones, bajo la condicion de una cierta cantidad de saltos
en cada caso, para una distribucién P(A7).



Capitulo 7

Otras Aplicaciones

7.1. Introducciéon

Aqui veremos algunas aplicaciones extras del modelo de BS, el célcu-
lo en primas bancarias, y la informacién que dan las derivadas delta y
gamma que ya hemos visto en el Capitulo 4, ésta vez con una aplicacion
determinada para los proyectos de inversion, y por ultimo la opcién de
abandono, cuando conviene abandonar una opcion antes que ésta se haya
ejecutado.
Entre las aplicaciones de la formula de BS, ajenas a la aplicacion tradicio-
nal, destaco la experiencia de valuar empresas que aplicaron en México
durante la ultima década del siglo X X, lo cual demuestra la actualidad
y versatilidad de la formula que este trabajo estudia.

7.2. El uso para calcular primas

El Banco Santander de Madrid en abril de 1995 armoé un grupo in-
terdisciplinario entre los que hay varios matematicos encargado de hacer
previsiones y estimaciones sobre negocios futuros, de esta manera estu-
dian aquellos riesgos que provocan cambios en los resultados materiales
de las operaciones financieras.

Los modelos matematicos para derivados financieros no intentan predecir
precios futuros, sino establecer relaciones entre bonos, activos y letras de

94



CAPITULO 7. OTRAS APLICACIONES 95

cambio con los derivados.

Ejemplo Supongamos que una empresa A tiene que comprar una canti-
dad de activo S dentro de un ano y quiere fijar el precio que va a pagar
en un ano el dia de hoy.

JEl precio justo seria el precio futuro esperado?.

Respuesta: No porque sin ningtn riesgo un intermediario B podria com-
prar la cantidad pedida de S hoy con un préstamo, almacenarla y entre-
garla dentro de un ano: el precio justo seria que B cargue a la empresa
A los gastos del costo del préstamo mas el del almacenamiento, més una
comisiéon. En realidad, no depende del precio futuro si no del tipo del
préstamo.

Supongamos ahora que en realidad A quiere la opcion de comprar cierta
cantidad de activo S a un determinado precio al momento de vencimien-
to T (llamado también strike, que caracterizaremos con K), la opcién
seria: si en un ano el precio del bien es menor al strike, A compra en el
mercado. De esta manera B no deberia comprar toda la cantidad hoy, ya
que la empresa A podria comprar por su cuenta, en ese caso, B deberia
vender a un precio desfavorable en el futuro.

La idea para B es tener una estrategia de Hedging (o Gestién Dindmica)
de S, de esta manera:

Sea K = St el precio del bien dentro de un ano,

E > K, B se queda con el 100 % del bien
E < K, Ale compra el total a B

La estrategia puede plantearse asi: sea (3(t) la cantidad de S que tiene B
en el momento ¢, la cual es proporcional a la probabilidad de tener que
quedarse con el total de S al final del ejercicio.
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En cada momento B debe observar el precio del activo S

xSt sube en el momento t, B compra mas activo
ya que es probable que venda todo al final

xSt baja en el momentot, B debe

deshacerse de parte del deposito

p(t) =

Como B tiene que comprar activo S "caro” y venderlo ”barato”, esta
estrategia de hedging siempre le cuesta dinero, la idea es cargar a la
empresa con este coste por el derecho de tener la opcién, esta carga se
denomina la Prima de la Opcién.

Black Scholes determina un precio por la prima y formaliza la estrategia,
el detalle relevante es que la prima no depende del precio futuro del bien,
sino del tipo de préstamo y de la volatilidad en el precio de S.

Ahora planteemos la férmula de la prima Pr, sabiendo que S; es el pre-
cio del bien y () la proporcién almacenada ambos en el momento t,
suponemos que los gastos de almacenamiento y el tipo de préstamo son
0 para simplificar cuentas:

T
Pr=p3(0)So+ Y (B(i) = B(i — AD)S: = K51y =
i—At
T-At
— Z ﬁ(i)(SHAt — Sz’t) + (ST - K)I{5T>K}
i=0

Tomamos intervalos de tiempo At tales que existe un natural n para el
que T = nAt; I es la funcién indicadora!.

Para B es conveniente que al cumplirse el afio, se campla 3(T) = Ig, gy,
es decir, que disponga de activo S dado que el precio en ese momento,
es superior al strike, por lo tanto A va a comprarle a B.

Considerando que la prima es una constante, tomo esperanza a ambos

1
N 1siSr>K
I{ST>K} 1 0sino
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lados:
T—At
Pr(T) =Y B()E(Siyar — Si) + E((Sr — K) (3,5 x))
i=0
también tengamos en cuenta que la prima en funcién del tiempo ¢, se

puede calcular asi:
Pr(t) = B(S — K)*)

Ahora si consideramos la variable tiempo t, se puede definir una estra-
tegia de hedging para la prima en cualquier tiempo ¢, la formula de
Feynman — Kac (Ver 4.5) establece una relacién entre ecuaciones dife-
renciales estocasticas y esperanzas:

oPr
5t = g

7.2.1. Los modelos Delta-Gamma

La férmula de Black Scholes inicialmente utilizada para la valoracion
de opciones financieras se ha aplicado con éxito en proyectos de inversion
real.

El modelo Delta-Gamma, inspirado en la féormula BS se utiliza para con-
cederle al inversor la informacién necesaria para tomar decisiones en los
proyectos de inversién del sector real.

Segtin el Doctor Juan Mascarenas 2 la posibilidad de realizar un proyecto
de inversion se parece mucho a la opcion para comprar una accién; ambos
implican el derecho, pero no la obligacién de adquirir un activo pagando
una suma de dinero en cierto momento.

La importancia que ha ido adquiriendo el analisis de opciones reside en
que se considera que el flujo de caja descontado basado en proyecciones a
futuro asume que las opciones tienen un comportamiento predetermina-
do que prescinde de los cambios posteriores, esta es la metodologia mas
utilizada en el analisis de finanzas para proyectos de inversion.

2Mascarefias, Juan. (1998). Las Decisiones de Inversién como Opciones Reales: Un enfoque concep-
tual. Documento de Trabajo n® 9805. Universidad Complutense. Madrid, Espana.
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Un problema que se presenta en el analisis de proyectos, es que el mo-
delo podria sobrevalorarlos (Ver méas adelante, en 7.4 donde se detalla
un problema similar en la valuacién de empresas), para eso los estudios
sobre opciones han desarrollado métodos para minimizar este defecto y
dar asi una informacion confiable al inversor.

Recordemos que:
C = SN(dy) — Ie"""'N(dy)

donde
In(%) + (r +1/20%)T

oVT
dgzdl—O'ﬁ

La aplicacién de BS para el caso de las inversiones, considera ahora este
papel para las variables:

dy =

Variable Valuaciéon de opciones Proyecto
S Precio del activo subyacente | Valor presente del pro-
yecto
I Precio del ejercicio Monto de la Inversion
r Tasa de interés Valor del dinero en el
tiempo

o Volatilidad del precio del activo | Volatilidad del flujo de
caja del proyecto

T Tiempo hasta el vencimiento | Tiempo que se puede
diferir la decisién de in-
version

El flujo de caja descontado esté representado por el valor presente del
proyecto S, la metodologia del flujo de caja plantea la decision como el
problema de ”ahora o nunca”, si S es menor al monto de inversién re-
querido (I), entonces el valor presente neto, del proyecto VPN =S — [
serd negativo, en este caso, la decision correcta seria rechazar el proyec-
to, caso contrario, VPN > 0 ya que S > I, entonces se avanza con el
proyecto de inversion.
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Este enfoque del "ahora o nunca”, nos permite desechar proyectos que,
en principio, no son rentables, pero como la teoria de flujos de caja des-
contado no toma consideracion sobre cambios futuros, el método va a
ignorar condiciones posteriores que podria hacer rentable el proyecto, co-
mo los cambios en los costos o en la volatilidad de los ingresos.

Los modelos de analisis deben hacerse mas flexibles ya que en estos dias,
una inversion no se hace de una vez, sino que puede diferirse en el tiempo,
también es importante la volatilidad de los bienes que el proyecto produz-
ca, estos factores pueden hacer mas rentable en el futuro a un proyecto
que seria rechazado con el modelo tradicional si tiene baja rentabilidad
actual.

Lo interesante de valorar a un proyecto como una opcién es que el mo-
delo permite estudiar la incertidumbre del entorno que podria favorecer
al proyecto y asi tomar la opcion de realizar la inversiéon. Con el modelo
de BS utilizamos la volatilidad como el factor de incertidumbre futura y
el tiempo que podemos diferir la inversion.

El marco metodolégico

Consideremos ahora el V PN, como sugiere Timothy Luehrmann cuya
férmula incluye la expresion de la tasa libre de riesgo a la cual se invierten
los activos no utilizados en el proyecto; el VPN, es una relacion costo-
beneficio "mas fina” entre los rendimientos del proyecto y la inversion
inicial requerida, consideremos que la relacién costo-beneficio tradicional
se basa en que el valor de la inversion se descuenta por el tiempo de vida
de la opcién. Veamos un ejemplo sencillo:

Sea un proyecto que requiere una inversion de I = $100, los flujos de caja
descontados a hoy son de S = $90 = VPN = —$10, segin la relacién
costo-beneficio tradicional, la proporcién p seria

_ Valor Presente de los flujos del proyecto S 90

_ 22009
p Monto de la inversion I 100 ’
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Por lo que puede verse la logica costo-beneficio es muy simple, ya que se
plantean estas situaciones:

> 1= VPN > 0= seacepta el proyecto
p <1= VPN <0 = serechaza el proyecto

Con los datos obtenidos, este proyecto deberia rechazarse. Supongamos
ahora mas condiciones:

» El proyecto puede ejecutarse dentro de 3 anos: T' = 3 anos
» La volatilidad de sus ingresos es de un 40 %: o = 0,4

= Los recursos que se invertirian en el proyecto pueden fijarse a una
tasa libre de riesgo del 5%: r = 5%

Insertando estas variables en la féormula de BS:
d; = 15, 13469, dy = 11,5346 = C = $25,86 > —$10 = VPN

El valor que obtuvimos considerando las condiciones es muy superior
al obtenido al principio, ahora si este proyecto conviene ser aceptado,
aunque hay que esperar 3 anos a que “rinda sus frutos” ya que si bien
actualmente no es rentable, cumplido ese plazo hay altas probabilidades
que deje ganancias.

Esta situacion se produce al considerar el tiempo de espera 1" en la va-
loracion del proyecto debe bajar el valor de la inversion a futuro, ya que
los recursos no invertidos en el proyecto, se invierten a la tasa libra de
riesgo.

Ahora planteemos la férmula de VPN, 3

Valor Presente de los flujos del proyecto

VPN, =
I (Monto de la inversion)e™"T
S 90
N )
Ie7mT 86 Y

3La metodologia de estas proporciones fue introducida por Timothy Luehrman detallada en su
articulo ”Investment Opportunities as Real Options: Getting Started on the Numbers” publicado en
el HBR en Julio de 1998.
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Este resultado es coherente con los datos aportados por la férmula de BS,
quiere decir que es conveniente esperar para tomar la decision hasta que
mejoren las condiciones, y asi evaluar mejor el impacto en la variacion del
precio de la opcién en el proyecto, asi como la volatilidad en el mismo.

El Sistema de cuadrantes para medir el impacto de las opciones en los pro-
yectos de inversion

Con lo visto anteriormente, volcamos los datos en una tabla* para te-
ner un plan de accién

Se ejerce la opcién No se ejerce la opcion

(WVPN > 0y VPN, > 18Se|(3) VPN <0y VPN, <1
puede ejercer la opcion ahora
(2)VPN <0yVPN,>1yoal- | (4) VPN <0y VPN, <1
ta, conviene mantener la opcién
y revaluarla con el tiempo hasta
que se verifique VPN > 0

Con este esquema podemos descartar opciones que, aunque en prin-
cipio sean rentables, dicha rentabilidad es insignificante a futuro si el
entorno se hace desfavorable, asi como para esperar en aquellos casos
con baja rentabilidad en el inicio, pero con condiciones para mejorar en
el futuro.

La Sensibilidad a variaciones en el valor presente del modelo Delta-Gamma

El § de una opcién segin la formula de BS se determina asi

B () +(r+ %)t
§=N(dy), dy=—1L -

En la féormula de BS, a mayor volatilidad tenemos mayor 9, por lo tanto,

en opciones de compra existe una relacion directa entre ¢ y el valor del

4Adaptado de Timothy A. Luehrman ”Capital Projects as Real Options: An Introduction”, HBS
1995.
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activo subyacente S.

También podemos decir que 0 es la probabilidad de cambio de precio
del activo subyacente ya que segin Black-Scholes S.N(d;) es el valor
esperado del activo subyacente durante la vida de la opcion.

Este esquema nos permite saber como los cambios futuros en el valor
del proyecto pueden afectar elprecio en la opcion, en el ejemplo anterior
el valor de la opcién era de $25,86 y 6 = 65,94 %, esto implica que un
cambio de $1 en el valor presente del proyecto provocaria un cambio
positivo de $0,6594 en la prima de nuestra opcién de compra.

El 6 es muy utilizado en las finanzas, segtin el esquema de Luehrmann,
la informacién que nos da d es la siguiente:

» 0 = 100% El valor de la opcién cambia de la misma manera que
el activo subyacente o valor presente del proyecto y probablemente
sera ejercida.

» 0 = 50% Un cambio en el precio del activo subyacente o valor
presente del proyecto causa la mitad de cambio en el precio de la
opcion, la probabilidad de ejercer o abandonar son exactamente las
mismas.

» 0 = 0% La opcién no presenta ninguna sensibilidad a cambios de
valor del activo subyacente por consiguiente es muy poco probable
ejercer la opcion.

El defecto principal de ¢ es que no es estable a través del tiempo, no
podemos aceptar o desechar una opcién segun el valor del § ya que la
volatilidad cambia durante el tiempo de vigencia de la opcion, la sen-
sibilidad del ¢ se relaciona con el valor del activo subyacente S. Para
resolver uno, debemos saber el valor del otro como vemos en la férmula,
para solucionar esto, se introduce la Gamma (), asi definida:

~ N(dy)
7= So/t

Para nuestro ejemplo, tenfamos 6 = 0,6594 %, calculamos v = 0,0106 %
entonces si el valor presente del proyecto se incrementa en $1, el § subiria
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a: d = 0,6694 + 1 x 0,0106 = 0,699 lo que produce un cambio de $0,699
en el precio de la prima de la opcién de compra por cada $1 que aumente
el valor presente del proyecto.

Con v se deben leer estos datos:

» v < 1% demuestra poca sensibilidad del delta a cambios en el precio
del activo subyacente

» 1% <~ <10% se considera que es un valor moderado

» v > 10% se considera un valor "agresivo” de 7 ya que tiene alta
sensibilidad al d, y por ende, al precio del subyacente S.

Ahora podemos reescribir el sistema de cuadrantes para proyectos de in-
version segun el modelo Delta-Gamma:

Se ejerce la opcién No se ejerce la opcién

(WVPN > 0y VPN, > 18e|(3) VPN <0y VPN, < 1
puede ejercer la opcion ahora, o | y o alta, se recomienda admi-
esperar un poco. d ~ 100% vy | nistracién proactiva, si no me-
~>10% jora, se descarta, 0 < 50% y
~v>1%

(2)VPN <0yVPN,>1yoal-|(4) VPN <Oy VPN, <1, 0
ta, conviene mantener la opcién | baja, § <50% v v < 1%

y revaluarla con el tiempo hasta
que se verifique (1). 6 > 50% y
~v>1%

En conclusién, los factores Delta-Gamma complementan la metodologia
preexistente optimizandola de tal manera que logran una perspectiva
mejor para el inversor a la hora de decidir ante un proyecto. Ademsds, la
incorporacion de la volatilidad en el esquema permite ” darle una chance”
al proyecto de mejorar su rentabilidad, ya que si estamos en la situacion
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(3), podemos esperar un tiempo prudencial (tiempo en que se puede di-
ferir la decision) hasta llegar a una situaciéon como (1) 6 (2).

7.3. La opcién de abandono

Vamos a ver el siguiente ejemplo sugerido por el Dr. Jorge del Aguila,
del Instituto Argentino de Ejecutivos en Finanzas (IAEF); supongamos
que una empresa X de transporte fluvial esta interesada en comprar un
ferry de alta velocidad para realizar viajes entre Tigre y La Plata con la
Capital Federal. La empresa tiene 2 cotizaciones finales, una ofrece un
barco europeo de marca internacionalmente conocida a $7 millones, la
otra es de un barco proveniente de China de marca desconocida a $6,5
millones.

Los especialistas en finanzas estiman una probabilidad del 40 % de que
la demanda de servicios sea alta, el valor esperado del proyecto segin las
tablas 7.1 y 7.2 sera:

VE(PVFCF)=0,48,5+0,6,5,45 = 6,67

en condiciones asi, el valor actual neto del proyecto (VAN) seré: ($6,67 —
$7) millones = —$0, 33 millones negativo en el caso del barco europeo y
de ($6,67 — $6, 5) millones = $0, 17 millones positivo en el caso del barco
oriental.

Aunque se podria ganar mas con el barco chino, su calidad no esta ase-
gurada, a diferencia del proveniente de Europa con el que se podria re-
cuperar gran parte de lo invertido, y esperar hasta el segundo ano para
considerar las ganancias. La empresa tratara de analizar la factibilidad
del proyecto europeo

Observemos los escenarios posibles en funcién de la demanda:
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Tabla 7.1: Escenario con demanda alta (40 %)

Detalle Ano| Ano| Ano| Ano| Ano| Ano | Valor
0 1 2 3 4 5 | Continuo

Ingresos

por Ventas 5000 | 5600 | 6320 | 7200 | 8272

Costos variables -2500 | -2800 | -3160 | -3600 | -4100

Costos fijos -1000 | -1000 | -1000 | -1000 | -1000

EBIT 1500 | 1800 | 2160 | 2600 | 3172

Depreciacion 500 | 500 | 500 | 500 | 500

Imp. a las

Ganancias (35 %) -525 | -630| -756 | -910|-1110

Capex -30 | 40 50| -b5 -60

Variacion Cap.

de Trabajo -20 -30 -40 -40 -40

Ingresos/

Egresos varios =275 | -214 | -142 =77 )

Free Cash Flow 1150 | 1386 | 1672 | 2018 | 2457 | 8000

Factor de

descuento(15 %) 1.2 1,3] 15| 1,7 2 2

PV 1000 | 1048 | 1099 | 1154 | 1222 | 3977

PV Free

Cash Flow 9500 | 8500 | 7452 | 6353 | 5199 | 3977 |0

Tabla 7.2: Escenario con demanda baja (60 %)
Detalle Ano 0 | Ano 1| Ano 2 | Ano 3 | Ano 4 | Ano 5 | Valor

Continuo
PV -450 750 900 900 900 | 2000

PV Free
Cash Flow | 5000 | 5450 | 4700 | 3800 | 2900 | 2000

Si el negocio anda mal el primer ano, la empresa podra vender el barco
a $6, 1 millones en vez de quedarse con un negocio que sélo costard $4, 5.
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En términos de opciones, la compania tiene una accién que vale 6,8 mi-
llones y en un ano puede valer entre 5,45 y 8,5 millones y una opcién de
venta (o de abandono) con un precio de ejercicio de 6,1 millones con un
ano de plazo.

Para hacer éste andlisis primero debemos calcular el valor del negocio
hoy, al valor sin flexibilidad (calculado con DCF) el valor del put (el
valor de la opcion real de abandono), dicho valor se puede calcular me-
diante el modelo binomial, o usando Black-Scholes, y los datos son los
siguientes:

1. Precio del ejercicio: $6.1 millones (K)

2. Tasa de interés libre de riesgo anual: 7% (r)
3. Precio del activo subyacente: $6.8 millones (.5)
4. Tiempo de expiracion de la opcién: 1 ano (7)
5. Volatilidad (es dato): 0.2235 (o?)

Ahora usando la formula de BS obtenemos:
B In(6,8/6,1) + 0,07 x 1
0,2235v/1

dy +1/2 % 0,2235v/1 = 0,9108

dy = 0,9108 — 0,2235v/1 = 0,6873
p=6,1e"I N (-0,6873)—6,5N(—0,9108) = 6,1"97%10,245—-6,50,18 = 0,17

Como el valor de p estd en millones: p = $170000 siendo éste el valor de
la opcién de abandono.

7.4. La Experiencia de México

7.4.1. Black-Scholes para valuar empresas

Entre los anos 1991 y 2000, se hizo una investigaciéon en México que
muestra la aplicaciéon empirica de Black Scholes a un grupo de empresas
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que cotizan en la Bolsa de Comercio de ese pais.

Si bien la ecuacién de Black Scholes surge de la valuacion de opciones,
también se la ha utilizado para valuar empresas como ocurre en este caso
utilizando informacién publica. El método de valuacion de empresas mas
utilizado es el llamado Modelo de Flujo de Efectivo Disponible, no suele
usarse Black Scholes por su complejidad de aplicacién, y también porque
se lo considera unicamente valido para valuar opciones, cuesta compren-
der su logica en el andlisis empresarial.

El razonamiento de Robert Merton (Premio nobel de Economia, 1997)
explica este analisis:

Como opcion de compra se toma la deuda de una empresa, de esta ma-
nera a la fecha de vencimiento de la deuda puede ocurrir alguna de las
siguientes situaciones:

= Si el valor de la empresa es mayor a la deuda los acreedores no
ejercen su opcion,

= Caso contrario, los acreedores ejercen su opcion de compra y ad-
quieren la empresa.

Se asevera también que las acciones comunes pueden ser vistas como op-
ciones de compra que retienen los activos de una empresa para pagar su
deuda. Atun asi, el temor que existe en aplicar este método a la valuacion
de empresas, mas alld de su mencionada complejidad, es la posibilidad
que altere el real valor de las empresas, en esta investigacion justamente
se trata de encontrar cudles serian las razones que provocarian esta per-
turbacion y si éstas residen en el modelo, o hay motivos externos como
el comportamiento de las variables del entorno econémico, o las particu-
laridades del sector, etc.

Algunos analistas senalaron algunas virtudes asi como fallas en éste méto-

do:

1. Destaca por la escasa diferencia entre el valor de mercado de la
opcién y el precio de la misma calculado con el modelo.
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2. Tiene un sesgo estadistico menor que otros modelos, segiin Abreu
en sus investigaciones (1999) es un modelo eficiente.

3. Sin embargo una debilidad del modelo es que podria sobrestimar los
valores dado que supone la distribucién normal de los rendimientos
de los valores, asi como la estimacién estadistica de la volatilidad
esta sujeta a errores.

Se analizé también la aplicaciéon del modelo para evaluar inversiones a
largo plazo de la empresa, varios investigadores concluyeron que minimiza
los riesgos y optimiza las oportunidades. Asi, la opcién no necesariamen-
te se puede ejercer en la fecha de vencimiento, sino en el momento mas
conveniente para invertir. De esta manera, valorar una inversiéon usando
opciones reales (como abandono, retraso, cambio en el uso de activos
para flexibilizar el andlisis, etc.) equivale a valorar el proyecto utilizando
escenarios alternativos con probabilidades.

Con todo, éste modelo ha sido considerado mas confiable y completo que
otros, como los de Valor en Libros, Valor en Mercado, Precio-Beneficio,
etc. Porque el valor de los activos operativos de una empresa se puede
considerar semejante al precio de la accion, el tiempo que tarda la em-
presa en tomar una decision es semejante al tiempo de vencimiento de la
opcién de compra, la incertidumbre acerca del valor de los activos ope-
rativos, se puede estimar mediante la varianza de los retornos en accién.
Al tratar de minimizar los defectos del modelo, surgieron versiones corre-
gidas que por lo general tienen una alta complejidad para su aplicacion,
por ejemplo la de Mascarenas en el ano 2000 que calcula el valor de la
empresa y la emisiéon de bonos especiales que sea equivalente a todas
las emisiones de deuda que actualmente tenga la empresa utilizando la
media ponderada de los vencimientos de flujos de caja.

7.4.2. El analisis contingente

Este andlisis se utiliza para determinar el precio de un valor cuyo re-
sultado depende de los precios de otros valores y nace de la férmula de
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Black-Scholes. Segiin Merton, las deudas corporativas se pueden consi-
derar combinaciones simples de contratos de opciones, y asi establecer el
precio de las acciones.

Ejemplo: Pasivos corporativos como opciones: Consideremos una em-
presa que tiene sélo 2 fuentes de financiamiento: Capital (C) y una deuda
cupén cero (D) (estos titulos no pagan intereses en toda su vida, sino en
el momento que se amortiza el capital) de esta manera el capital no per-
cibe dividendos y la empresa no puede emitir nuevos valores ademas de
la deuda pendiente. En sintesis el valor de la empresa (V) viene dado
como:

V=D+C

Ahora consideremos P como el valor del ejercicio, la situacién, grafica-
mente, es la siguiente:

Grafico 1

Valor del capital a la
fecha de vencimiento

P V

Valor de la empresa a la fecha de vencimiento

En el Grafico 1 vemos que si a la fecha de vencimiento de la deuda es
mayor al principal, V' > P entonces la deuda puede ser pagada, D = P
y el capital sera V — P.

Grafico 2
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D
D=V
Valor de la deuda con
riesgo a la
fecha de vencimiento
C =
P P 1%

Valor de la empresa a la fecha de vencimiento

En el Grafico 2 observamos que si a la fecha de vencimiento el valor
de la empresa es menor al principal, V' < P entonces el capital puede
perder su valor, C' = 0, y es mejor entregar la empresa a los acreedores
que pagar la deuda, en este caso vale D = V.

El valor de la empresa

Segin Merton el activo subyacente sobre el que son suscritas las deu-
das corporativas (recordemos que se las considera como opciones), la
deuda principal P es el precio del ejercicio. Cuando vence la deuda es la
fecha en que expira la opcion. De esta forma, las variables de la férmula
de Black Scholes se toman asf:
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Variable Valuacion de opciones Valuacion de empresas
C Precio de la opcién Valor de la empresa
S Precio del activo subyacente | Valor presente de los
flujos de efectivo
P Precio del ejercicio Valor futuro de la deu-
da
r Tasa de interés Tasa libre de riesgo

o Volatilidad del precio del activo | Volatilidad de los flujos
de efectivos o de las ac-
ciones

T Tiempo hasta el vencimiento | Tiempo de la proyec-
cion

La experiencia en México
= C = Valor de la empresa.
» S = Valor actual de los activos a 1991 = U$S 1971 millones.

r = Tasa libre de riesgo a 28 dias = 12 %.

P = Valor actual del pasivo = U$S 625 millones.

= 0 = Desviacion estandar de la tasa anual de rendimiento de la accién,
o volatilidad de la accién = 15 %.

» T = Vencimiento de la accién = 3 anos (o sea, a 1994).

El valor de la opcién de compra de la empresa a 1991 calculado con es-
te modelo fue de U$S 1553, como el capital contable a la fecha de la
venta era de U$S 1346 millones S — P, el valor de la opcién de compra
resulté mayor en U$S 187 mill., con esto se llegd a la conclusion que el
valor de la opcién calculado con este modelo no depende del rendimien-
to esperado de la inversién, asi también, el valor resultante de AHMSA
representaba solamente el 10 % de su capital confiable, o sea, muy por
debajo de lo que realmente valia la empresa.
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Tiempo después se hizo otra investigacion; en 1998 notaron que el traba-
jo realizado en 1994 era muy estatico, solo tomaba los datos de un solo
ano por lo que el potencial de crecimiento de la compania era ignorado,
tomaba el valor actual del pasivo, en lugar de tomar el pasivo en el ven-
cimiento, tomando asi un pasivo méas bajo. Con estos detalles en cuenta,
se modificaron los parametros:

» C = Valor de la opcién de compra de AHMSA.
» S = Valor actual de los flujos futuros reales = $ 25.391.471.

r = Cetes a 91 dias.

X = Valor futuro de la deuda como bono cupén cero usando una
tasa de 51,21 % =$ 62.290.000.

o = Volatilidad del precio de la accién = 31,57 %.
» T = Periodo de la proyeccién = 7 anos.

Asi se obtuvo después de aplicar el modelo:

~$15,170,000

- 388375
donde el denominador es en numero de acciones; este valor supera al
que se obtuvo en diciembre de 1996 que era de $ 16,50. Esto indica que
tenemos una sobre valuacién de la accion.

= $39,06
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7.4.3.

Ventajas y Desventajas del modelo

Ventajas

Desventajas

*Permite introducir un fac-
tor de riesgo en la valua-
cion coherente con las carac-
teristicas del mercado

*Es util para valuar empre-
sas con alto apalancamiento

*Es altamente volatil, lo que
hace al modelo altamente

aplicable en ciertos merca-
dos

*Al calcular el valor a largo
plazo, no conviene suponer
varianza y dividendos cons-
tantes

*Para empresas de bajo
apalancamiento no es un
modelo significativo

*Tiene una complejidad que

lo hace dificil de compren-
der

7.4.4.

Variables del modelo para valuar empresas

» C = Valor de la empresa (en miles de pesos).

S = Valor actual de los activos (en miles de pesos).

X = Valor actual del pasivo (en miles de pesos).

r = Tasa de interés libre de riesgo anual Cetes a 28 dias (en %).

o = Volatilidad de la accién (en %).

T = Tiempo de vencimiento (Vto. de la deuda).

113

» N(d;) = Funcién de densidad bajo la curva normal, N(0,1).

Este modelo considera al pasivo como un bono cupén cero, por ello, no
se toma el valor del pasivo actual, sino el valor futuro usando una tasa
de costo de pasivo para cada empresa, el plazo de vencimiento se toma
de 3 anos, lo cual se ajusta en este caso a la economia mexicana, ya que
las empresas de ese pais se endeudan a mediano plazo, infrecuentemente
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se endeudan a largo plazo.
Aplicando la férmula del interés compuesto:

M=C1+i)"

donde M representa el valor del pasivo a futuro, C es el valor actual de
la deuda, i es el costo del pasivo y n representa el plazo de vencimiento
medido en anos.

La tasa libre de riesgo se calcula asi:

_ 1+Tasa nominal de Cetes
14 Tasa de Inflacion

Y la férmula de Black Scholes:
C = SN(d)) — Xe " N(dy)

donde
In(%) + (r +1/20%)T

oT
d2:d1—0'\/T

dy =

7.4.5. Caracteristicas de la muestra

Se obtuvieron datos de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV) acerca de
71 empresas que alli cotizan, también se obtuvo informacién de bancos
proveniente de la Comisiéon Nacional Bancaria y Valores considerando
los cambios en la economia, se tomaron datos anuales y el andlisis se
tomo6 como periodo de estudio desde 1991 hasta 2000, para hacer un
analisis ordenado, se clasificd las empresas por sectores.

Aplicacién de Black Scholes en la muestra

Usando el modelo explicado en 7.4, se calcul6 el valor de las empresas
tomando los datos de variables financieras de los boletines publicados
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anualmente por la BMV. Lo que se descubrié usando el modelo es que
Black Scholes suele arrojar valores mas altos que el precio de mercado, lo
cual puede tomarse como una sobre valuacion de la empresa, esto se debe
a que el modelo considera entre sus variables el valor actual del activo,
que en el caso de estas empresas suele ser muy grande, también la vola-
tilidad influye, México es considerado un pais financieramente inestable
(recordemos el ”Efecto Tequila”, la crisis financiera que tuvo influencia
en la economia mundial en 1995) asi que como el riesgo suele ser muy
alto, los valores resultantes del modelo seran elevados, el apalancamiento
si es considerado en el modelo también afecta la valuacion, ya que aque-
llas empresas con alto apalancamiento transfieren el valor del acreedor al
acclonista.

Los resultados arrojados segun el rubro, fueron los siguientes:

Sector Correlaciéon Black Scholes / Valor de mercado
Alimentos, Bebida y Ta- 0,6774
baco

Comercio 0,5468
Comunicacién y Trans- 0,5099
portes

Construcciéon 0,0055
Controladoras -0,3084
Metalurgica, Mineria y 0,7196
Siderurgia

Quimica y Celulosa 0,4392
Servicios Financieros 0,6291
Otros servicios 0,7185

Aquellos sectores que muestran una correlacién superior al 50 % (> 0, 50)
indicarian que Black Scholes es un buen modelo para valuar esos sectores.
Por el contrario, donde la correlacién es inferior al 50 %, éste modelo no
seria aconsejable, para valuar las empresas de ese sector.
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La prueba de hipétesis

La investigacién se hizo en base a una hipotesis,
H,: Existe una diferencia significativa entre los valores calculados para
empresas que cotizan en la Bolsa de Valores de México entre 1991 y 2000
con Black Scholes y el precio de mercado de las mismas para el mismo
periodo.
También se enuncia la hipétesis nula:
Hy: La media de los valores calculados por Black Scholes no es diferente
a la media de los valores de mercado, de las empresas de la muestra.

Se aplicé la prueba t de diferencia de muestras con un 95% de con-
fianza, obteniendo los siguientes resultados:

Sector t calculada | Valor Decision estadistica
critico
de t
Alimentos, Bebida y 5,16 1.8331 Se rechaza H,
Tabaco
Comercio 0,462 1.8331 | No se puede rechazar H
Comunicaciéon y Trans- -0,733 1.8331 | No se puede rechazar H)
portes
Construcciéon 4.797 1.8331 Se rechaza H,
Controladoras 4,623 1.8331 Se rechaza H,
Metaltrgica, Mineria y 13,68 1.8331 Se rechaza H,
Siderurgia
Quimica y Celulosa -1,88 1.8331 Se rechaza H,
Servicios Financieros 7,68 2.35 Se rechaza H,
Otros servicios 1,67 2.35 No se puede rechazar H

El cuadro demuestra que para 6 sectores el modelo de Black Scholes
arroja resultados diferentes a los valores de mercado, y para otros 3 los

valores de mercado son altos y equiparables a los de Black Scholes.
En el caso de AHMSA, donde el modelo de Black Scholes arrojé un valor



CAPITULO 7. OTRAS APLICACIONES 117

por accién de $39,06 contra los $16,50 del precio de mercado, se pensaba
que el error surgié por no considerar el gran potencial de utilidades que
tenia esta empresa, sin embargo AHMSA se declaré en suspensién de
pagos en 1998, por lo cual, se deduce que Black Scholes sobre estimo la
valuaciéon de AHMSA.

La correlacion existente en 6 de los 9 rubros de empresas entre BS y los
valores de mercado, indica que el modelo es adecuado para valuar em-
presas, sin que esto sea contundente.

Una caracteristica que destaca del modelo es que privilegia el valor de la
empresa cuando el riesgo es elevado. Por lo tanto hay que tener cuidado
al aplicar este modelo considerando el apalancamiento y la inversion fija
de cada empresa, ya que estas variables afectan el analisis.



CAPITULO 7. OTRAS APLICACIONES 118

BIBLIOGRAFIA

Margalef Roig, Juan; Miret Artes, Salvador. ”Calculo estocastico
aplicado a las finanzas: Precio de las opciones segiin el modelo Black
Scholes Merton y algunas generalizaciones”, Instituto de Matemati-
cas y Fisica Fundamental (IMAFF), Consejo Superior de Investiga-
ciones Cientificas (CSIC), Madrid, 2001.

Carrillo Menéndez, Santiago. "Mas Alla De Black Scholes”, Docto-
rado en Finanzas, Valencia, 2002.

Kampel, Guido. ”Derivados: Modelos Continuos y Discontinuos”,
Tesis de Licenciatura, Buenos Aires, 2002.

Luehrmann. ”Analisis de Opciones Reales: Un enfoque Delta Gam-
ma para la Evaluacion de Proyectos de Inversion Real”, 2004.

Wilmott, Paul; Howison, Sam; Dewynne, Jeff. " The Mathematics of
Financial Derivatives: A Student Introduction”. Cambridge Univer-
sity Press, 1995

Lépez Dumrauf, Guillermo. ”Opciones Reales”. Buenos Aires, 2003.

Saavegra Garcia, Maria Luisa. ”Aplicacion Empirica del Modelo de
Black y Scholes en México: 1991—2000”, UNAM, México DF, 2005.

Carmona, René; Durrleman, Valdo. ”Generalizing Black-Scholes for-
mula to multivariate contingent”, Department of Operations Re-
search and Financial Engineering, Princeton University, Princeton,
1995.

Evans,Lawrence C. ” An introduction to Stochastic Differential Equa-
tions version 1.27, UC Berkeley, 1998

Armerin,Fredrik. ”Stochastic Volatility: A Gentle Introduction”, De-
partment of Mathematics, Royal Institute of Technology, Stockholm,
Sweden



CAPITULO 7. OTRAS APLICACIONES 119

» Kelome, Djivede; Swiech, Andrzej. ”Viscosity Solutions of Infinite
Dimensional BLACK-SCHOLES-BARENBLAT'T Equation”, School

of Mathematics, Georgia Institute of Technology, Atlanta, 2000

s Meyer, Gunter. "The Black Scholes Barenblatt Equation for Op-
tions with Uncertain Volatility and its Application to Static Hed-

ging” School of Mathematics, Georgia Institute of Technology, At-
lanta, 2004

= Bouchouev, Ilia; Isakov, Victor. ”Uniqueness, stability and numeri-
cal methods for the inverse problem that arises in finantial markets”,
Wichita State University-Koch Industries, 1999

= Amster, Pablo; De Napoli, Pablo. ”"Dupire s Equation for Several
Assets”

» Perotti, Estrella. ”Lecturas sobre derivados: La hipotesis Lognormal
del Modelo de Black Scholes”, Depto de Capacitaciéon y desarrollo
de Mercados, Bolsa de Comercio de Rosario.

» Sukhomlin, Nikolay. ”Simetria y nuevas soluciones de la ecuacion
de Black Scholes” Boletin de la Asociacion Matematica Venezolana,
Vol. XI, No. 2 (2004)

= Prahbu, N. U. ”Stochastic Processes” The Macmillan Company.
1965

= Yashima, Hisao Fujita. "Corso di Processi Stocastici”. Universita
degli Studi di Torino, 2002.



