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paré. Terminé de cursar las materias que me faltaban, aprobé los 10 finales que
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de esto hubiera sido posible si no fuera por el apoyo constante e incondicional de
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Índice

A modo de agradecimiento 1

Introducción 5

1 Algoritmo de Celina Fasenmyer 11

2 Algoritmo de Zeilberger 17

3 Algoritmo Hyper 19

4 Algoritmo Gosper 21

5 Algoritmo WZ 35

6 La asintótica 41
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Introducción

I Las funciones hipergeométricas

A principios del siglo XIX, Gauss publicó Disquisitiones generales circa seriem in-

finitam, [7] donde ofrece un estudio riguroso de series e introduce las funciones

hipergeométricas. La función hipergeométrica de Gauss es

F (a, b, c;x) = 1+
ab

c

x

1!
+
a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)

x2

2!
+
a(a+ 1)(a+ 2)b(b+ 1)(b+ 2)

c(c+ 1)(c+ 2)

x3

3!
+ ...

donde a, b, c son parámetros.

Más tarde Kummer [11] probó que la función hipergeométrica de Gauss es solución

de la ecuación diferencial hipergeométrica:

x(x− 1)
d2y

dx2
+ [c− (a+ b+ 1)x]

dy

dx
− aby = 0.

En general, decimos que ψ es una función hipergeométrica si puede escribirse en serie

de potencias en la forma ψ(x) =
∑

n≥0 anx
n con coeficientes an hipergeométricos,

esto es, el cociente de D’Alambert an+1

an
es una función racional de n.

Una de las razones del interés por las funciones hipergeométricas es que casi todas

las funciones elementales son hipergeométricas o se obtienen simplemente a partir

de ellas. Estas funciones tienen numerosas aplicaciones en astronomı́a y otras áreas.

Para más detalles históricos sobre las funciones hipergeométricas y su teoŕıa clásica,

ver [16] y [1].

Nuestro estudio se concentra en funciones hipergeométricas de dos variables: una

serie de potencias bivariada ψ

ψ(x, y) =
∑

m,n≥0

F (m,n)xmyn

5
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se dice hipergeométrica si los coeficientes F (m,n) son términos hipergeométricos, es

decir, los cocientes

R(m,n) := F (m+1,n)
F (m,n)

y S(m,n) := F (m,n+1)
F (m,n)

son funciones racionales dem y de n, i.e: existen polinomios bivariados P1, P2, Q1, Q2

tales que

R(m,n) = P1(m,n)
Q1(m,n)

y S(m,n) = P2(m,n)
Q2(m,n)

Por supuesto, esto impone compatibilidades entre los polinomios P1, P2, Q1, Q2 y se

traduce en ecuaciones diferenciales satisfechas por ψ, que describimos en el caṕıtulo

7.

II La conjetura

En [2] se hace un estudio de los sistemas de ecuaciones diferencialesA-hipergeométricos

en el sentido de Gelfand, Kapranov y Zelevinsky [9] que admiten funciones racionales

“interesantes”. Las singularidades de estos sistemas están descritas por ceros de

discriminantes de caras [9] y un estudio preciso de la combinatoria de estos discri-

minantes impone severas restricciones a las configuraciones que admiten soluciones

racionales con polos en el discriminante de la configuración total [2]. En este estu-

dio, queda sin embargo una delgada pero dif́ıcil brecha entre los resultados gene-

rales probados y la conjetura establecida por los autores de que sólo los sistemas

A-hipergeométricos asociados a configuraciones de Cayley admiten tales soluciones

racionales, que corresponde a configuraciones “con muchas simetŕıas”.

Una vez despojadas las funciones A-hipergeométricas de las A-homogeneidades, las

configuraciones de codimensión 2 dan lugar a series hipergeométricas bivariadas.

El caso abierto más sencillo de la conjetura (y el que nos ocupa en este trabajo) es

que para cualquier elección de enteros coprimos p, q y k natural, la siguiente función

hipergeométrica no es una función racional:

ψ(x, y) =
∑

m,n≥0

F (m,n)xmyn

donde F (m,n) = F (p)F (q), con F (p) := [p(m+n+k)−1]!
(mp)!(np)!

. Es decir, la función ψ que

nos ocupa es :
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ψ(x, y) =
∑

m,n≥0

[p(m+ n+ k) − 1]!

(mp)!(np)!

[q(m+ n+ k) − 1]!

(mq)!(nq)!
xmyn (1)

Una forma de encarar el problema seŕıa asociar a ψ una función de una variable por

algún “procedimiento racional” y restringirse aśı al estudio de la no racionalidad de

esta funcion univariada. Por ejemplo, si probamos que ψ(x, x) no es racional, la

cuestión estaŕıa cerrada. Observemos sin embargo que las elecciones obvias ψ(x, 0)

y ψ(0, y) śı son funciones racionales. Esto lo probaremos más adelante (ver caṕıtulo

6).

Durante el XIV Congreso Latinoamericano de Álgebra; en 2001 en Córdoba, Ar-

gentina, los autores de [2] le plantearon este problema a Maxim Kontsevich. El

interesante comentario de Kontsevich fue que en matemática es raro demostrar que

una cosa no es otra, que lo normal es demostrar “igualdades”. Esto sugiere tratar

de conjeturar alguna forma más expĺıcita para ψ, que implique trivialmente la no

racionalidad. Para plantear tal forma expĺıcita, nuevamente, es necesario describir

las posibles singularidades, pero el estudio de discriminantes en codimensión dos

realizado en [6] provee expresiones concretas que describimos en el caṕıtulo 7.

III La tesis

El objetivo de este trabajo es aportar nuevas herramientas para el estudio de la

racionalidad (o no) de series hipergeométricas bivariadas.

Este trabajo está desarrollado en dos partes.

Primera parte: Los cinco algoritmos

En los primeros cinco caṕıtulos exponemos resultados del libro A = B, de Petkovsek,

Wilf, y Zeilberger [13], el cual trata (de manera muy amena) sobre demostraciones

de identidades combinatorias por computadora. Estudiamos cómo podŕıan estas

herramientas aplicarse a nuestro problema. El libro se basa en cinco algoritmos fun-

damentales, de los cuales ofrecemos un sucinto resumen. La idea que subyace desde

el primer caṕıtulo del libro es la de evitar todo razonamiento humano innecesario,

dejando las cosas mecánicas para las máquinas. Una ilustración de este hecho es la

frase introductoria del primer caṕıtulo:
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El objetivo final de la matemática es eliminar toda necesidad de inteligencia humana.

(Alfred N. Whitehead).

La idea del libro es (en palabras de Donald Knuth, en el prólogo) que ciencia es todo

aquello que entendemos lo suficiente como para explicarle a una computadora; y todo

lo demás que hacemos los matemáticos es arte. Pero con estos avances en demostra-

ciones por computadora, se está logrando que el arte pase al rango de ciencia: no

hace falta ser un superdotado o un genio para llegar a algunos resultados brillantes,

hay procedimientos mecánicos que las computadoras siguen sistemáticamente para

obtenerlos. La ciencia avanza siempre que el arte se convierte en ciencia, y el arte

también crece.

En varias partes del libro hay frases del estilo de la siguiente, que aparece en el

caṕıtulo 2, página 24:

“... esta fue una demostración usando funciones generatrices, otra de las herramien-

tas populares usadas por la especie Homo Sapiens para demostrar identidades antes

de la era de las computadoras”.

Si bien el objetivo principal del libro es mostrar cómo los descubrimientos y las

demostraciones de identidades hipergeométricas han sido automatizados, no es un

texo sobre computación, sino que el foco prinicipal es la matemática que subyace a

toda la parte computacional. Automatizar los descubrimientos y las pruebas no es

algo obvio ni inmediato, y conlleva mucho desarrollo teórico.

La historia de las demostraciones automáticas es muy curiosa. En los años 40 hab́ıa

en EE.UU. una monja muy buena en matemática, y su congregación la trasladó a

estudiar. La hermana presentó su tesis, se doctoró, y se volvió a su convento sin

bombo ni platillos. En su momento nadie le dio mayor importancia a su trabajo.

Recién 32 años después, en 1978, su obra fue desenterrada por uno de los autores de

A = B y toda la teoŕıa que presenta el libro se basa en la tesis de aquella hermana

ignota. Para más detalles ver el algoritmo 1, de la hermana Celina Fasenmyer. A

mı́ personalmente me movilizó bastante conocer esta historia, porque yo, antes de

estudiar matemática, fui carmelita descalza durante cuatro años y medio, y cuando

Alicia me dio el libro aún no lo sab́ıa.
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Segunda parte: Otras opciones

En los caṕıtulos 6,7 y 8, ofrecemos un pantallazo breve sobre otras técnicas de otros

libros y papers que pueden ser útiles para demostrar la conjetura. Las hay de áreas

muy distintas (como Combinatoria y Ecuaciones diferenciales) y de diferentes niveles

de complejidad. Todas proponen caminos abiertos a la investigación. Por último,

jugamos con el caso p = q = 1 mostrando varias demostraciones diferentes que

ilustran cómo se podŕıa trabajar para otros valores de los parámetros.
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Caṕıtulo 1

Algoritmo de Celina Fasenmyer

Como dijéramos en la introducción, este algoritmo es el padre intelectual de los

métodos computacionales que se usan hoy. Fue desarrollado por la Hna. Maŕıa

Celina Fasenmyer en su tesis de doctorado, presentada en 1946 en la Universidad

de Michigan.

Celina Fasenmyer nació en Crown, Pennsylvania (EE.UU.), el 4 de octubre de 1906.

Su madre murió cuando ella teńıa un año y su padre se volvió a casar tres años

después. Celina terminó el colegio en 1923, a los 17 años, y no fue a la universidad,

sino que se dedicó a la enseñanza durante diez años. Cuando teńıa 20, en 1926, se

fundó en Pennsylvania el Mercyhurst College, regenteado por las Hermanas de la

Misericordia, una congregación católica irlandesa, y Celina estudió alĺı hasta que

en 1933, a los 27 años, se graduó e ingresó en la congregación, convirtiéndose en la

hermana Maŕıa Celina.

Las hermanas de la Misericordia se dedicaban a obras sociales, como cuidar enfermos

y ancianos en hospitales y orfanatos, y le daban mucha importancia a la educación

de las monjas. En 1933 trasladaron a la Hna. Celina a enseñar en el St. Justin

School y a estudiar en la Universidad de Pittsburgh, donde se graduó en 1937. Su

principal área fue matemática y la segunda fue f́ısica. En 1942 Celina retomó sus

estudios: la comunidad la envió a la Universidad de Michigan para el doctorado,

que hizo bajo la dirección de Earl Rainville. Presentó su tesis en 1946.

En ella muestra cómo pueden encontrarse relaciones de recurrencia satisfechas por

términos hipergeométricos en una forma totalmente mecánica y algoŕıtmica. Des-

pués de su tesis, sólo publicó dos papers, en los que desarrolla aún más su método,

y lo explica a una audiencia un poco más amplia. El primero, Algunos polinomios

11



12 CAPÍTULO 1. ALGORITMO DE CELINA FASENMYER

Figure 1.1: Hna. Maŕıa Celina Fasenmyer

hipergeométricos generalizados, apareció en el Bolet́ın de la American Mathematical

Society, en 1947. El segundo, Sobre relaciones de recurrencia, fue publicado por el

American Mathematical Monthly en 1949. Ninguno de sus papers causó gran interés

en su momento, y Celina regresó al Mercyhurst College, donde siguió enseñando

matemática hasta su retiro, sin volver a desarrollar trabajos de investigación. Y

eso fue todo. Su obra pasó desapercibida. Recién en 1978, Doron Zeilberger (un

profesor de la Universidad de Pennsylvania) se dio cuenta de la importancia de

los descubrimientos de la Hna. Celina, y usó sus métodos para probar identidades

combinatorias. Otro profesor de la misma universidad, Herbert Wilf, leyó el paper

de Zeilberger, y dice:

“Recuerdo haber sentido que me estaba conectando con un universo paralelo, que

siempre hab́ıa existido pero que hab́ıa estado escondido, y que yo estaba a punto de

averiguar qué criaturas habitaban en él”.

Wilf y Zeilberger se pusieron a trabajar sobre los métodos de la Hna. Celina,

perfeccionándolos y aumentándolos, y desarrollaron lo que hoy se llama “Teoŕıa de

WZ”, reconociéndola siempre como su pionera.

En 1994, Wilf logró encontrar a la Hna. Celina, que viv́ıa en una casa de retiro

de su congregación, y la invitó a una conferencia de matemática discreta, a modo

de homenaje. Cuando Wilf presentó a la audiencia de distinguidos matemáticos a

la pequeña monja de 87 años, que simplemente agradeció al profesor Wilf por su

invitación, y reconoció haber hecho todo aquel trabajo, todos los matemáticos se

emocionaron. Dice Wilf que “no hab́ıa un ojo seco en toda la casa”. Celina falleció

dos años después.
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Pasemos ahora a su algoritmo.

I Para qué sirve

Dada una suma hipergeométrica f(n) =
∑

k∈Z
F (n, k), el algoritmo sirve para en-

contrar una relación de recurrencia para f(n). Esto es, poder escribir a f(n) como

suma de una cantidad constante y finita de términos anteriores:

f(n) =
N
∑

k=1

ckf(n− k)

donde ck = ck(n) y N es el orden de la recurrencia. Notemos que una vez hallada la

recurrencia, es mucho más simple buscar una fórmula cerrada para f(n), y contamos

para ello con distintos métodos, como por ejemplo los de ecuaciones diferenciales.

Para hallar una recurrencia para f(n), Celina propone hallar primero una recurrencia

en n para F (n, k), ya que en caso de obtenerla, pasar a una para f(n) es inmediato:

supongamos por ejemplo que F (n, k) verifica

anF (n, k) + bnF (n+ 1, k) + cnF (n, k + 1) + dnF (n+ 1, k + 1) = 0

donde los ai, bj dependen de n y no de k (hipótesis fundamental). Entonces sumando

ambos miembros sobre k ∈ Z obtenemos

anf(n) + bnf(n+ 1) + cnf(n) + dnf(n+ 1) = 0

f(n+ 1) = −(an + cn)

(bn + dn)
f(n)

(siempre que se pueda dividir por el denominador), que es la recurrencia buscada

para f(n).

II Un ejemplo

La hermana Celina dedicó su tesis de doctorado a desarrollar su algoritmo. Aqúı

sólo pretendemos ilustrar brevemente cómo funciona con el siguiente ejemplo.

Sea f la siguiente función con dominio en N:

f(n) =
n
∑

k=1

k

(

n

k

)
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es decir, con la notación de arriba,

F (n, k) = k

(

n

k

)

Buscamos una recurrencia en n para F (n, k), por ejemplo de la forma:

anF (n, k) + bnF (n+ 1, k) + cnF (n, k + 1) + dnF (n+ 1, k + 1) = 0

Paso 1

Lo primero que hacemos es dividir toda la expresión anterior por F (n, k), obteniendo

an + bn
F (n+ 1, k)

F (n, k)
+ cn

F (n, k + 1)

F (n, k)
+ dn

F (n+ 1, k + 1)

F (n, k)
= 0

Es decir,

an + bn

(n+1)!
k!(n+1−k)!

n!
k!(n−k)!

+ cn

n!
(k+1)!(n−k−1)!

n!
k!(n−k)!

+ dn

(n+1)!
(k+1)!(n−k)!

n!
k!(n−k)!

= 0

y simplificando obtenemos la siguiente expresión, donde sólo vemos funciones racionales

en n y en k

an + bn
n+ 1

n+ 1 − k
+ cn

n− k

k
+ dn

n+ 1

k
= 0

Paso 2

Tomamos denominador común en la última expresión, y en el numerador recolecta-

mos las potencias de k:

ank(n+ 1 − k) + bnk(n+ 1) + cn(n+ 1 − k)(n− k) + dn(n+ 1 − k)(n+ 1) = 0

k2[cn−an]+k[n(an+bn−2cn−dn)+an+bn−cn−dn]+[cn(n2+n)+dn(n2+2n+1)] = 0

k2[cn−an]+k[n(an+bn−2cn−dn)+(an+bn−cn−dn)]+[n2(cn+dn)+n(cn+2dn)+dn] = 0
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Entonces, tenemos un polinomio en k que tiene que ser nulo, luego todos sus coe-

ficientes tienen que serlo. Aqúı es fundamental que las incógnitas an, bn, cn, dn no

dependan de k, ya que eso nos permite garantizar cuáles son los coeficientes del

polinomio. Entonces, igualando a cero obtenemos el siguiente sistema:











cn − an = 0

n(an + bn − 2cn − dn) + (an + bn − cn − dn) = 0

n2(cn + dn) + n(cn + 2dn) + dn = 0

Lo cual, agrupando en an, bn, cn, dn se lee:











an − cn = 0

an(n+ 1) + bn(n+ 1) + cn(−2n− 1) + dn(−n− 1) = 0

cn(n2 + n) + dn(n2 + 2n+ 1) = 0

Es decir, (an, bn, cn, dn) es solución del sistema homogéneo asociado a la matriz







1 0 −1 0

n+ 1 n+ 1 −(2n+ 1) −(n+ 1)

0 0 n(n+ 1) (n+ 1)2







Este sistema claramente tiene solución no trivial por tener más incógnitas que ecua-

ciones. De hecho el subespacio de soluciones está generado por



















an = −(1 + 1
n
)

bn = 0

cn = −(1 + 1
n
)

dn = 1

Paso 3

Ahora sustituimos en nuestra expresión inicial y obtenemos

−(1 +
1

n
)F (n, k) − (1 +

1

n
)F (n, k + 1) + F (n+ 1, k + 1) = 0
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sumamos sobre k :

−(1 +
1

n
)f(n) − (1 +

1

n
)f(n) + f(n+ 1) = 0

es decir

f(n+ 1) = 2
n+ 1

n
f(n)

n+1
∑

k=1

k

(

n+ 1

k

)

= 2
n+ 1

n

n
∑

k=1

k

(

n

k

)

y ahora es fácil encontrar una fórmula cerrada para f(n), ya que inductivamente

f(n+ 1) = 2n+1
n
f(n)

= 2n+1
n

2 n
n−1

f(n− 1)

= 2n+1
n

2 n
n−1

2n−1
n−2

f(n− 2)

= . . .

= (n+ 1)2n

El ejemplo es muy sencillo y en Álgebra I aprendimos a llegar al mismo resultado

usando inducción, pero sirve para ilustrar cómo funciona el algoritmo diseñado por

la Hna. Celina.

El programa de Maple para este algoritmo está en el paquete EKHAD, que está

disponible en http://www.math.temple.edu/∼zeilberg/programs.html Para us-

arlo hay que llamarlo con el comando celine(f,ii,jj); donde f es el sumando

F (n, k) y ii,jj son los tamaños de la recurrencia que estamos buscando (para más

detalles consultar A = B).

Veamos qué pasa con el ejemplo anterior en Maple:

>celine(k*n!/(k!*(n-k)!),1,1);

> nF(n-1,k-1)n-(n-1)F(n,k)+nF(n-1,k)==0

La recurrencia obtenida en segundos con Maple es exactamente la misma que ob-

tuvimos antes: en la escritura hay un desfasaje (donde nosotros teńıamos n aqúı

aparece n+ 1 y lo mismo con k) y un denominador común n eliminado.

III Cómo puede utilizarse para nuestro objetivo

Este algoritmo está muy relacionado con los dos siguientes (Zeilberger, Hyper); por

eso se verá mejor su utilidad después de analizarlos.

e



Caṕıtulo 2

Algoritmo de Zeilberger

Doron Zeilberger es un matemático israeĺı-estadounidense nacido en 1950. Fue él

quien en 1978 desenterró la obra de la Hna. Celina y descubrió todo su valor. Es

uno de los autores del libro A = B y actualmente trabaja en la Rutgers University

(EE.UU.).

Su home page es: http://www.math.rutgers.edu/∼zeilberg/

Sobre su algoritmo:

I Para qué sirve

Este algoritmo sirve para lo mismo que el de la Hna. Celina Fasenmyer: dada

f(n) =
∑

k∈Z
F (n, k) con F (n, k) hipergeométricos, buscamos una recurrencia para

f(n). Pero este método nos ofrece una alternativa mucho más rápida. Igual que en

el de la Hna. Celina, primero vamos a buscar una recurrencia para F (n, k) pero de

manera telescópica: si existiera alguna función G “razonable” tal que

F (n, k) = G(n, k + 1) −G(n, k),

sumando ambos miembros sobre k ∈ Z, tendŕıamos

f(n) = 0.

Esto es mucho pedir, pero a veces, lo que śı se puede hallar es una G que verifique

F (n+ 1, k) − F (n, k) = G(n, k + 1) −G(n, k) (2.1)

17
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Una manera útil de anotar lo anterior es usando los operadores shift y de diferencias,

que definimos a continuación.

Sean F (n, k), G(n, k) dos funciones en dos variables. Se definen:

Operadores shift:

N(F )(n, k) = F (n+ 1, k) y K(G)(n, k) = G(n, k + 1)

Operadores en diferencias:

∆Fk(n) = F (n+ 1, k) − F (n, k) y ∆Gn(k) = G(n, k + 1) −G(n, k)

= N(F )(n, k) − F (n, k) = K(G)(n, k) −G(n, k)

= (N − 1)(F )(n, k) = (K − 1)(G)(n, k)

Con esta notación, (2.1) puede escribirse en las siguientes formas:

(N − 1)(F ) = (K − 1)(G)

∆Fk(n) = ∆Gn(k)

Ahora, sumando otra vez sobre sobre k ∈ Z ambos miembros de (2.1), obtenemos

f(n + 1) − f(n) = 0, de donde se deduce que f es constante. Esto todav́ıa es

mucho esperar, pero hay algo que śı podemos probar, algo que sucede en general,

sólo necesitamos tomar un operador de diferencias más general. El algoritmo de

Zeilberger produce, dados F (n, k) términos hipergeométricos, una recurrencia de la

forma

J
∑

j=0

aj(n)F (n+ j, k) = G(n, k + 1) −G(n, k) (2.2)

donde los aj ∈ Q[x] y el cociente R(n, k) = G(n,k)
F (n,k)

es una función racional en n

y en k. Con esto ya encontramos la recurrencia para f(n), porque al ser los aj

independientes de k, cuando sumamos ambos miembros sobre k ∈ Z obtenemos

J
∑

j=0

aj(n)f(n+ j) = 0

II Cómo puede utilizarse para nuestro objetivo

Como dijimos en el algoritmo anterior, se entenderá mejor la utilidad de este método

después de analizar el siguiente.



Caṕıtulo 3

Algoritmo Hyper

Este algoritmo fue diseñado por Petkovsek, el autor esloveno de A = B.

I Para qué sirve

Básicamente este método sirve para reconocer cuándo una relación de recurrencia

con coeficientes polinomiales tiene una forma cerrada, donde por forma cerrada en-

tendemos que la cantidad de sumandos sea constante, que no dependa de ningún

parámetro ni variable.

Aśı como el algoritmo de Zeilberger nos devuelve, a partir de una suma indefinida

f(n) =
∑

k∈Z
F (n, k), una recurrencia para f de coeficientes polinomiales, el algo-

ritmo Hyper cierra totalmente este problema: si la recurrencia hallada por Zeilberger

tiene por solución una f(n) que se escribe como combinación lineal de un número

fijo de términos hipergeométricos en n, el algoritmo Hyper encuentra esa solución

f(n). Si no existe una tal solución, el algoritmo responde negativamente.

II Cómo puede utilizarse para nuestro objetivo

Si pensamos a ψ como función de una variable, es decir, para y fijo, Ψ(x) := ψ(x, y)

resulta Ψ(x) =
∑

k≥0 f(k)xk con f(k) =
∑

n≥0 F (k, n)yn. Observemos que Ψ(x)

puede o no ser hipergeométrica, ( f(k+1)
f(k)

puede o no ser racional) pero f(k) siempre

es hipergeométrica ya que F (k,n+1)yn+1

F (n,k)yn = F (k,n+1)y
F (n,k)

es racional en las variables n, k

por serlo F (y es constante con respecto s n y k).

Para acomodarnos a la notación de los algoritmos anteriores, cambiemos n por k.

Es decir, escribamos:

19
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f(n) =
∑

k≥0

F (n, k)yk

Entonces, con los algoritmos de Celina y de Zeilberger, podemos buscar una recur-

rencia para f(n), y luego una forma cerrada. En caso de tener éxito, resultaŕıa

ψ(x, y) =
∑

n≥0

f(n)xn

donde f(n) = f(n, y). Esta forma de escribir a ψ(x, y) puede resultar mucho más

manejable para trabajar sobre la conjetura que nos interesa.

III Ejemplos

Como dato curioso mencionamos a continuación algunas sucesiones conocidas que

no admiten forma cerrada hipergeométrica:

1. Sn =
∑n

k=0

(

n

k

)3

2. Sn =
∑n

k=0

(

3n

k

)

3. El número de desarreglos o derangements en n elementos. Es decir, la cantidad

de permutaciones del grupo Sn que no dejan fijo ningún elemento:

Dn := #{σ ∈ Sn : σ(j) 6= j ∀1 ≤ j ≤ n}

4. El número de involuciones en n elementos, i(n) := #{σ ∈ Sn : σ2 = σ}

5. El coeficiente central del trinomio, i.e: el coeficiente de xn en la expansión de

(1 + x+ x2)n.

Todo esto está probado en A = B usando el algoritmo Hyper.



Caṕıtulo 4

Algoritmo Gosper

Este algoritmo fue diseñado por R. W. Gosper Jr.

I Para qué sirve

El algoritmo Gosper es uno de los puntos culminantes en la historia de la “computa-

rización” del problema de la forma cerrada para sumatorias.

La cuestión que este método propone resolver es análoga a la de la integral: dada

H(x) =

∫ x

a

f(t)dt

con f continua, buscamos una forma simple para H, donde por forma simple enten-

demos cualquier función que se pueda obtener a partir de las funciones elementales:

polinomiales, trigonométricas, exponenciales. Notemos que este problema está re-

suelto. Ver [14].

Nuestro problema se parece a éste, pero en el caso discreto. En vez de una integral,

tenemos una suma de la forma

Sn =
n−1
∑

k=0

tk

donde los tk son términos hipergeométricos. Notemos que la cantidad de sumandos

en Sn no está fija, sino que depende de n. Buscamos una forma cerrada para Sn,

particularmente estamos buscando una forma cerrada hipergeométrica, i.e: queremos

escribir a Sn como combinación lineal de r términos hipergeométricos, donde r no

dependa de ninguna variable ni parámetro. Notemos que en la analoǵıa con el

21
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problema de la integral, Sn juega el rol de primitiva, pero en lugar de integrar su

derivada, lo que hacemos es sumar sus diferencias, ya que

tk = Sk+1 − Sk.

Antes nos preguntábamos: “dada f continua, ¿existe F tal que F ′ = f?”.

Ahora la pregunta es:

dados (tk)k términos hipergeométricos, ¿existen (zk)k términos hipergeométricos tales

que tk = zk+1 − zk?

Afirmamos que para resolver nuestro problema basta con hallar una tal sucesión

(zk)k : si la hallamos, entonces podemos escribir

zn = zn−1 + tn−1 = (zn− 2 + tn− 2) + tn− 1 = ... = z0 +
n−1
∑

k=0

tk

de lo cual resulta que zn = z0 + Sn, es decir, Sn = zn − c (c = z0 constante).

El algoritmo Gosper resuelve totalmente este problema, ya sea positiva o negativa-

mente: si existen los términos hipergeométricos (zk)k, el algoritmo los encuentra,

y si no existen, lo confirma. En caso de que existan, decimos que (tk)k es sumable

gosper.

II Cómo puede utilizarse para nuestro objetivo

Para pobar que ψ(x, y) no es racional, bastaŕıa verlo por ejemplo en la diagonal:

ψ(x, x) =
∑

m,n≥0

F (m,n)xm+n =
∑

N≥0

ANx
N

donde AN =
∑N

m=0 F (m,N − m). Si Gosper devuelve una forma cerrada para los

AN , podemos aplicar los métodos que estudiaremos en la segunda parte.
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III Cómo funciona el algoritmo

(1) Si existe (zn)n sucesión de términos hipergeométricos tal que

tn = zn+1 − zn (4.1)

entonces zn

tn
es racional en n, ya que

zn

tn
=

zn

zn+1 − zn

=
1

zn+1

zn
− 1

y zn+1

zn
es racional por ser (zn)n términos hipergeométricos.

Luego existe y(n) racional tal que zn = tny(n). Reemplazando en (4.1) obtenemos:

tn = tn+1y(n+ 1) − tny(n)

luego
tn+1

tn
y(n+ 1) − y(n) = 1

y llamando

r(n) =
tn+1

tn

queda

r(n)y(n+ 1) − y(n) = 1 (4.2)

Como resolver (4.1) es equivalente a resolver (4.2), hemos reducido el problema de

hallar zn hipergeométricos al de hallar y(n) racional. El próximo paso será volver a

reducir el problema, esta vez a hallar x(n) polinómica.

(2) Afirmamos que, dada r(n) racional, es posible (más aún, es algoŕıtmico), hallar

polinomios a, b, c en n con (a(n) : b(n+ h)) = 1 ∀h ∈ N0 tales que

r(n) =
a(n)

b(n)

c(n+ 1)

c(n)
(4.3)

Enseguida veremos cómo encontrar estos polinomios a, b, c, pero primero veamos

para qué nos van a servir.
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(3) Supongamos que tenemos la función y(n) del paso 1, y supongamos que ∃x(n)

una función racional tal que podemos escribir a y(n) en la forma

y(n) =
b(n− 1)

c(n)
x(n) (4.4)

es decir, x(n) = y(n) c(n)
b(n−1)

(racional en n), donde b y c son como antes. Entonces

sucede un milagro y x(n) resulta ser un polinomio. Este milagro está probado en

A = B y obviamos aqúı la prueba.

El punto al que queremos llegar es que reemplazando (4.3) y (4.4) en (4.2) obtenemos

a(n)c(n+ 1)

b(n)c(n)

b(n)

c(n+ 1)
x(n+ 1) − b(n− 1)

c(n)
x(n) = 1

simplificando

a(n)

c(n)
x(n+ 1) − b(n− 1)

c(n)
x(n) = 1

es decir, x(n) verifica la ecuación:

a(n)x(n+ 1) − b(n− 1)x(n) = c(n) (4.5)

Otra vez, hallar x(n) que resuelva esta ecuación es equivalente a hallar la y(n)

del paso 1. Es decir que hemos reducido nuestro problema original de encontrar

soluciones hipergeométricas a uno más sencillo de hallar soluciones polinómicas.

Entonces necesitamos hallar los polinomios a, b, c y x.

(4) Cómo hallar los a, b, c

Recordemos que r(n) = tn+1

tn
es racional (por ser tn términos hipergeométricos) luego

r(n) se escribe en la forma r(n) = γ f(n)
g(n)

donde f, g ∈ K[n] con K algún cuerpo,

f, g son mónicos y (f : g) = 1. Esta última suposición no es ninguna restricción, ya

que si f, g no fueran coprimos, multiplicamos y dividimos por (f : g) y obtenemos

polinomios coprimos. Notemos además que (f : g) siempre puede encontrarse de

manera algoŕıtmica con el método de Euclides.

Si (f(n) : f(n+ h)) = 1∀h ∈ N ya estamos: a = γf, b = g, c = 1.
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Si no, definamos dh := (f(n) : g(n+ h)) para h ∈ N tal que deg(dh) ≥ 1 y notemos:

{

f(n) = f1(n)dh(n)

g(n) = g1(n)dh(n− h) .

Entonces,

r(n) = γ
f1(n)

g1(n)

dh(n)

dh(n− h)

Si (f1(n) : g1(n + h)) = 1∀h ∈ N, llevamos dh(n)
dh(n−h)

a la forma c(n+1)
c(n)

multiplicando

y dividiendo por los factores que faltan:

dh(n)

dh(n− h)
=

dh(n)

dh(n− 1)

dh(n− 1)

dh(n− 2)

dh(n− 2)

dh(n− 3)
. . .

dh(n− h+ 1)

dh(n− h)

y se concluye llamando c(n) all producto en el denominador; a = γf1, b = g1.

Si ∃h ∈ N tal que f1(n) y g1(n+h) no son coprimos, calculamos el mcd y repetimos

el proceso anterior.

Afirmación

Este proceso termina en un número finito de pasos.

Lo que sucede es lo siguiente. Los eventuales valores de h para los cuales f(n) y

g(n + h) no son coprimos forman un conjunto finito. Esto se ve claro cuando se

calcula la resultante entre f(n) y g(n+ h) pensados como polinomios en la variable

n. Recordemos que la resultante de dos polinomios P,Q es el producto de los valores

que alcanza P en las ráıces de Q, y que no hace falta conocer las ráıces de Q para

poder calcular la resultante, sino que se calcula por medio de un determinante. El

punto aqúı es que

R(h) = res(f(n), g(n+ h), n)

es un polinomio en la variable h que se anula si y sólo si f(n) y g(n + h) tienen

alguna ráız en común, i.e : si no son coprimos. Pero un polinomio no nulo no puede

tener infinitas ráıces, y R(h) es no nulo, ya que R(0) 6= 0, pues (f(n) : g(n)) = 1.

Entonces, los únicos valores de h ∈ N para los cuales f(n) y g(n+h) no son coprimos,

forman un conjunto finito y eventualmente vaćıo, el conjunto de ráıces de R(h).

Sobre cómo hallar las ráıces de R, notemos que sólo nos interesan las ráıces naturales,

y la forma de encontrarlas depende totalmente de cuál sea el cuerpoK donde estamos
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trabajando. Esta parte es muy interesante pero se va un poco del tema del algoritmo

Gosper, por eso ha sido desarrollada aparte en el apéndice.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente:

Algoritmo para hallar a, b, c

Paso 1

Se escribe r(n) = γ f(n)
g(n)

con f, g ∈ K[x] mónicos coprimos, γ ∈ K

Paso 2

Se calcula R(h) = res(f(n), g(n + h), n) y 0 < h1, h2, · · · < hN las ráıces naturales

de R. (Ver apéndice.)

Paso 3

Se definen
{

f1(n) := f(n)
(f(n):g(n+h1))

g1(n) := g(n)
(f(n−h1):g(n))

y para 2 ≤ j ≤ N

{

fj(n) :=
fj−1(n)

(fj−1(n):gj−1(n+hj))

gj(n) :=
gj−1(n)

(fj−1(n−hj):gj−1(n))
.

Paso 4

Se concluye definiendo











a(n) := γfN(n)

b(n) := gN(n)

c(n) :=
∏N

i=1

∏i

j=1(fi−1(n− hj) : gi−1(n))

donde f0 := f y g0 = g.

Teorema 1 Si K es un cuerpo de caracteŕıstica cero y r (n) es una función racional

no nula; los polinomios a, b, c calculados con el algoritmo anterior verifican:

i) r(n) = a(n)c(n+1)
b(n)c(n)

ii) b, c son mónicos y (a(n) : b(n+ h)) = 1 ∀h ∈ N0

iii) (a(n) : c(n)) = 1 y (b(n) : c(n+ 1)) = 1

iv) a, b, c son los únicos polinomios que verifican i), ii), iii).
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La demostración de este teorema se encuentra en detalle y muy clara en el libro

A = B [13] páginas 82 y 83.

(5) Cómo hallar x(n)

Recordemos que lo que buscamos es, si existe, un polinomio no nulo x(n) ∈ K[n]

que verifique (4.5):

a(n)x(n+ 1) − b(n− 1)x(n) = c(n).

La idea básica es sencilla: supongamos que tuviéramos una cota d para el grado de

x(n). En tal caso, podŕıamos escribir x(n) =
∑d

i=0 xin
i donde xi ∈ K son d + 1

incógnitas. Como (4.5) es lineal en x(n), si reemplazamos en (4.5) x(n) por
∑d

i=0 xin
i

y evaluamos en d + 1 valores cómodos de n, obtenemos un sistema lineal de d + 1

ecuaciones con d + 1 incógnitas, que puede o no tener solución. Esta es una de las

causas por las que podemos detectar si una sucesión no es sumable gosper: si el

sistema lineal al que llegamos aqúı no tiene solución.

Entonces todo el problema se reduce a acotar el grado de x(n). Para ello introducimos

algunas definiciones y notación: sea P (x) =
∑N

i=0 αix
i con P 6= 0 y deg(P ) = N

(i.e:αN 6= 0). Se nota:

lc(P) := αN (el coeficiente principal)

lm(P) := xN (el monomio de mayor grado)

lt(P) := αnx
N (el producto lc(P )lm(P ))

Además, si llamamos A = deg(a), B = deg(b), C = deg(c) y escribimos

a(n) =
∑A

i=0 ain
i

b(n− 1) =
∑B

i=0 bin
i

c(n) =
∑C

i=0 cin
i

podemos reemplazar en (4.5) y obtener

A
∑

i=0

ain
i

d
∑

i=0

xi(n+ 1)i −
B
∑

i=0

bin
i

d
∑

i=0

xin
i =

C
∑

i=0

cin
i (4.6)

Notemos que, en el lado izquierdo,

{

lt(a(n)x(n+ 1)) = aAxdn
A+d

lt(b(n− 1)x(n)) = bBxdn
B+d
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Entonces, hay dos casos para analizar, según los lt del miembro izquierdo de (4.6)

se cancelen o no. Analizamos primero el caso en que no se cancelan, que es más

sencillo.

Caso 1: deg(a) 6= deg(b) ∨ lc(a) 6= lc(b)

Al no cancelarse los lt del miembro izquierdo, el grado en ese lado sigue siendo

d+máx{dega(n), degb(n)}. Como el grado en el miembro derecho es degc(n) = C,

tenemos que

d = degc(n) −máx{dega(n), degb(n)}

es decir,

d = C −máx{A,B} (4.7)

con lo cual ya tenemos un candidato a grado de x(n). Observemos que d podŕıa ser

negativo, de manera que no podŕıa ser el grado de ningún polinomio, con lo cual

otra vez estaŕıamos llegando a un caso en el que no hay solución. Es decir, el Gosper

nos confirma que nuestra sucesión original tn no es sumable gosper.

Caso 2: deg(a) = deg(b) ∧ lc(a) = lc(b) (i.e:A=B ∧aA = bB)

En este caso se cancelan los lt del miembro izquierdo, y otra vez tenemos dos casos para

considerar, según se cancelen o no los términos de grado máximo que quedan en el lado

izquierdo después de la cancelación, es decir, los términos de grado A + d− 1 (recordemos

que A=B).

En definitiva, separamos en casos según sean iguales o no lt(a(n)x(n + 1) − aAxdn
A+d) y

lt(b(n − 1)x(n) − bBxdn
B+d).

Como antes, analizamos primero el caso en que no son iguales por ser más sencillo.

(2.i): al no haber más cancelación que la de los lt, el grado del lado izquierdo es d+A−1,

y como en el lado derecho es C, obtenemos

d = C − A + 1 (4.8)
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(2.ii): en el lado izquierdo de (4.5) (o de(4.6), que es lo mismo) se cancelan los

coeficientes de nA+d y de nA+d−1. Veamos quiénes son estos coeficientes.

Recordemos que (4.5) es

a(n)x(n+ 1) − b(n− 1)x(n) = c(n)

y que

x(n+ 1) =
∑d

i=0 xi(n+ 1)i = xd(n+ 1)d + xd−1(n+ 1)d−1 + · · · + x1(n+ 1) + x0

a(n)x(n+ 1) =
∑A

i=0 ain
i
∑d

i=0 xi(n+ 1)i

b(n− 1) =
∑B

i=0 bin
i

b(n− 1)x(n) =
∑B

i=0 bin
i
∑d

i=0 xin
i

es decir

x(n+ 1) = ndxd + nd−1(
(

d

d−1

)

xd + xd−1) +O(nA+d−2)

a(n)x(n+ 1) = nA+daAxdn
A+d + nA+d−1[aA(dxd + xd−1) + aA−1xd] +O(nA+d−2)

b(n− 1)x(n) = nA+daAxdn
A+d + nA+d−1(bA−1xd + bAxd−1) +O(nA+d−2)

y comparando las dos últimas expresiones, como el coeficientede nA+d−1 tiene que

coincidir, obtenemos:

[aA(dxd + xd−1) + aA−1xd] = (bB−1xd + bBxd−1)

es decir,

aAdxd + aAxd−1 + aA−1xd − bB−1xd − bBxd−1 = 0

pero recordemos que aA = bB, con lo cual

xd(aAd+ aA−1 − bB−1) = 0

y como xd 6= 0 (por ser x(n) 6= 0), y aA 6= 0 (por ser a(n) 6= 0) conclúımos que

d =
bB−1 − aA−1

aA

(4.9)

Finalmente hemos podido decir exactamente quién es d en cada caso. Recordemos

que, como ya dijimos, lo que buscamos es el grado de un polinomio, por ende no
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todos los valores de d hallados nos van a servir.

En caso de que el valor de d sea mayor o igual que cero, podemos plantear las

ecuaciones lineales de las que habláramos al principio y encontrar x(n) o decidir que

no existe.

En caso de que el valor de d sea menor que cero, como ese no es el grado de ningún

polinomio, conclúımos que no existe tal x(n), luego el problema original no tiene

solución y tn no es sumable gosper.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente

Algoritmo para hallar x(n) o para decidir que no existe

Paso 1

Si deg(a) 6= deg(b)∨ lc(a) 6= lc(b), se defineD := {degc(n)−máx{dega(n), degb(n)}}
Si deg(a) =deg(b)∧ lc(a) = lc (b), se define D := {degc(n)−dega(n)+1, bB−1−aA−1

aA
}

Paso 2

Se calcula D ∩ N.

Si D ∩ N = ∅ el algoritmo termina: no existe solución x(n).

Si D ∩ N 6= ∅ se calcula d:=máxD y se continúa con el paso 3.

Paso 3

Se plantea un polinomio de grado d que verifique (4.5), se evalúa en d+1 valores ar-

bitrarios de n y se resuelve el sistema lineal cuyas incógnitas son los d+1 coeficientes

del polinomio.

Si el sistema tiene solución, hemos hallado x(n).

Si el sistema no tiene solución, no existe x(n).
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IV El algoritmo Gosper

Finalmente, enunciemos los pasos a seguir para implementar Gosper:

input Una sucesión de términos hipergeométricos (tn)n

output Una sucesión de términos hipergeométricos (zn)n tales que tn = zn+1 − zn,

si existe. Si no existe,
∑n−1

k=0 tk.

Paso 1

Se define r(n) = tn+1

tn

Paso 2

Se escribe r(n) = a(n)
b(n)

c(n+1)
c(n)

con a, b, c polinomios tales que (a(n) : b(n+h)) = 1∀h ∈
N0. (Para ello se aplica el algoritmo ya comentado.)

Paso 3

Se aplica el algoritmo visto para hallar un polinomio no nulo x(n) que verifique
a(n)
c(n)

x(n+ 1) − b(n−1)
c(n)

x(n) = 1.

Si un tal polinomio no existe, el algoritmo termina y no existe la sucesión hiper-

geométrica (zn)n buscada.

Si existe, se define y(n) := b(n−1)
c(n)

x(n).

Paso 4

Se concluye definiendo zn := y(n)tn y notando que Sn =
∑n−1

k=0 tk admite una forma

cerrada hipergeométrica dada por Sn = zn − z0

V Un par de ejemplos simples

(i) Sn =
∑n−1

k=0 k! no admite forma cerrada hipergeométrica

En este caso, tn = n!, luego r(n) = (n+1)!
n!

= n + 1 con lo cual a(n) = n + 1, b(n) =

c(n) = 1. No necesitamos el algoritmo para calcular a, b, c porque se ven a simple

vista y cumplen las hipótesis. Y como tenemos un teorema de unicidad, no hay que

preocuparse más.

La ecuación (4.5), a(n)x(n+ 1) − b(n− 1)x(n) = c(n) se traduce como

(n+ 1)x(n+ 1) − x(n) = 1
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que no tiene solución, ya que el lado derecho tiene grado 0 en n mientras que el

izquierdo tiene grado mayor o igual a uno.

Usando el algoritmo que vimos para hallar (si existe) x(n), tenemos dega = A = 1,

degb = B =degc = C = 0,con lo cual nos hubiéramos encontrado en el caso 1:

dega 6= degb. Luego el candidato a grado de x(n) hubiera sido 4.7 d = C- máx{A,B},
es decir, d = 0 − 1, que no es admisible como grado de un polinomio no nulo.

Implementado en Maple es:

>T:=k!;

T := k!

>Gosper(T,k);

n−1
∑

k=0

k!

Esta es la respuesta que da Maple cuando la sucesión del input no es sumable Gosper.

(ii) Sn =
∑n−1

k=0 kk! śı admite forma cerrada hipergeométrica

Acá tn = nn!, luego r(n) = (n+1)(n+1)!
nn!

= (n+1)2

n

r(n) =
a(n)

b(n)

c(n+ 1)

c(n)

se escribe como

r(n) =
n+ 1

1

n+ 1

n

con lo cual a(n) = n+ 1, b(n) = 1, c(n) = n verifican todas las hipótesis.

La ecuación (4.5), a(n)x(n+ 1) − b(n− 1)x(n) = c(n) se traduce como

(n+ 1)x(n+ 1) − x(n) = n

y estamos otra vez en el caso 1, pero ahora degc = 1, de donde, por 4.7 tenemos que

d = 1 − 1 = 0.

Luego si existe x(n), es un polinomio constante. De hecho x(n) = 1 es solución.

Ya estamos en el último paso de Gosper. Ahora definimos zn = b(n−1)
c(n)

tn = 1
n
nn! = n!

y verificamos que

zn+1 − zn = tn
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(n+ 1)! − n! = n![(n+ 1) − 1] = n!n = tn

luego n! es sumable gosper y su suma admite una forma cerrada hipergeométrica,

que es de la forma Sn =
∑n−1

k=0 kk! = Sn =
∑n−1

k=0 zk+1 − zk = zn − z0 = n! − 1 es

decir,
n−1
∑

k=0

kk! = n! − 1

Implemetado en Maple es:

>T:=k*k!;

T := kk!

>Gosper(T,k);

k!

Esta es la respuesta que da maple cuando la sucesión del input es Gosper sum-

able: responde con el término general de la sucesión hipergeométrica (zk)k que

buscábamos. En este ejemplo es, como ya vimos, zk = k!.

Observación

Nótese otra vez la analoǵıa con el caso de la integral:
∫

ex2
dx no puede expresarse

en términos de las funciones elementales, mientras que
∫

xex2
dx = ex2

2
+ constante

śı lo es.

-
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Caṕıtulo 5

Algoritmo WZ

Este algoritmo es obra de Doron Zeilberger y Herbert Wilf. Wilf trabaja en la

University of Pennsylvania, en EE.UU. Él fue quien que se interesó por el trabajo

de Zeilberger y se ocupó de rastrear y encontrar a la Hna. Celina, y de presentarla a

la comunidad matemática. Su home page es: http://www.cis.upenn.edu/~ wilf/

Sobre el algoritmo:

I Para qué sirve

Este método sirve para probar identidades combinatorias ya conocidas o conje-

turadas, es decir, trabaja a partir de una conjetura. Si llamamos f a la suma

f(n) :=
∑

k∈Z

F (n, k)

(siempre con F (n, k) hipergeométricos) y si existe una función r(n) tal que conjeture-

mos f(n) = r(n), entonces el algoritmo WZ puede darnos una respuesta que cierre

el problema. Este algoritmo funciona a partir del anterior, el algoritmo Gosper, en

la siguiente forma.

Primero, normalizamos la conjetura: si r(n) 6= 0∀n, renombramos F (n, k) := F (n,k)
r(n)

,

con lo cual, nuestra conjetura se transforma en

f(n) :=
∑

k∈Z

F (n, k) = 1 (∀n) (5.1)

Una forma de probar que f(n) = constante es ver que

35
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f(n+ 1) − f(n) = 0 (∀n) (5.2)

Y una forma de demostrar esto último es hallando una función G que verifique:

F (n+ 1, k) − F (n, k) = G(n, k + 1) −G(n, k) (5.3)

(cf. algoritmo de Zeilberger), pues en tal caso, sumando sobre todos los valores

de k ∈ Z obtenemos (5.2). Un par de funciones (F,G) que verifica (5.3) se llama

parWZ.

Notemos que si para cada n fijo llamamos

tk = F (n+ 1, k) − F (n, k)

el problema de hallarG se convierte en un problema del tipo que resuelve el algoritmo

Gosper: hallar una recurrencia de primer orden para tk.

Si existen (zk)k términos hirpergeométricos tales que tk = zk+1 − zk, Gosper los

encuentra, y si no existen, Gosper responde que no hay solución. Como esto lo

hacemos para cada n fijo, podemos llamar

G(n, k) = zk

Vimos en Gosper que zk

tk
es racional, luego G(n, k)/F (n, k) también lo es:

zk

tk
= G(n,k)

F (n+1,k)−F (n,k)
pero F (n + 1, k) − F (n, k) = h(n, k)F (n, k) con h una función

racional ya que como F (n, k) es hipergeométrica, F (n+1,k)
F (n,k)

= h(n, k) con h racional.

Despejando obtenemos F (n + 1, k) − F (n, k) = [h(n, k) − 1]F (n, k) y volviendo a

llamar h a h − 1 (que sigue siendo racional), obtenemos el resultado buscado, lo

usamos para obtener
zk

tk
=

G(n, k)

h(n, k)F (n, k)

de donde se deduce que

R(n, k) :=
G(n, k)

F (n, k)

es una función racional en. Esta función R se llama certificado de WZ, y se obtiene,

(como acabamos de ver), a partir del algoritmo Gosper.

El algoritmo WZ funciona a partir de este certificado, o sea que para tener éxito

con WZ es preciso haber tenido éxito primero con Gosper.
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II Cómo puede utilizarse para nuestro objetivo

1. Primero, pensemos a la función ψ(x, y) como función de una variable evaluando

en la diagonal:

ψ(x, x) =
∑

m,n≥0

F (m,n)xm+n

=
∑

N≥0

ANx
N

donde AN =
∑N

m=0 F (m,N −m).

2. Supongamos que tuviéramos una conjetura del estilo ψ(x, x) = P (x)

Q(x)
1
2

con

P,Q ∈ C[x] coprimos, con degQ ≥ 1. Demostrar esta conjetura bastaŕıa para

demostrar que ψ(x, x) no es racional. Sobre la conjetura en śı hablaremos más

adelante, (caṕıtulo 8), pero supongamos que Q(0) 6= 0.

3. Trabajamos con la función racional que conjeturamos.

Llamemos ϕ(x) := P (x)

Q(x)
1
2

y calculemos su desarrollo en serie de potencias (en

algún radio de convergencia que siempre es positivo):

ϕ(x) =
∑

N≥0

BNx
N

donde BN = ϕ(N)(x)
N !

4. Ahora, probar la conjetura ψ(x, x) = ϕ(x) se reduce a probar que ambas series

de potencias son iguales, y como esto se prueba coeficiente a coeficiente, lo que

bastaŕıa demostrar es la igualdad AN = BN ∀N .

Y acá es donde aplicamos WZ, ya que ésta no es más que una identidad

combinatoria:
∑N

m=0 F (m,N −m) = BN .
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III Cómo funciona el algoritmo

Sean f(n) :=
∑

k∈Z
F (n, k) y r(n) tales que se conjetura que f(n) = r(n).

Paso 1

Normalizar: se redefine F (n, k) := F (n,k)
r(n)

.

Ahora la conjetura es
∑

k∈Z
F (n, k) = 1

Paso 2

Para cada n fijo se define tk = F (n+ 1, k) − F (n, k) y se aplica Gosper a tk.

Si Gosper responde que no hay solución, WZ fracasa.

Si Gosper responde con (zk)k, entonces f(n) es constante.

tk = zk+1 − zk y llamamos G(n, k) = zk y (F,G) es un par WZ. El certificado de

WZ es la función R(n, k) = G(n, k)/F (n, k)

Evaluamos f(n) en cualquier valor de n. Si da 1 ya está, si da alguna otra constante

γ, entonces f(n) = γr(n)

IV Un ejemplo

Veamos cómo WZ prueba la conocida identidad combinatoria

n
∑

k=0

(

n

k

)2

=

(

2n

n

)

Primero normalizamos y obtenemos F (n, k) =
(n

k)
2

(2n
n )

Ahora aplicamos Gosper a tk = F (n+ 1, k) − F (n, k), es decir,

tk =

(

n+1
k

)2

(

2n+2
n+1

) −
(

n

k

)2

(

2n

n

)

Implementamos en Maple: ponemos

U = F (n, k) = n!2

(k!(n−k)!)2
n!2

(2n)!
y T = tk = F (n+ 1, k) − F (n, k).

> U:=(n!)̂4/(k!)̂2*(n-k)!*(n-k)!*(2n)! ;
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n!4

k!2(n− k)!2(2n)!

> T:=subs(n=n+1,U)-U ;

T :=
(n+ 1)!4

k!2(n+ 1 − k)!2(2n+ 2)!
− n!4

k!2(n− k)!2(2n)!

> Gosper(T,n);

−
2(−n+ k − 1)2(2n+ 1)

(

(n+1)!4

k!2(n+1−k)!2(2n+2)!
− n!4

k!2(n−k)!2(2n)!

)

3n3 + 7n2 + 5n+ 1 − 8n2k − 12nk + 4k2n+ 2k2 − 4k

Aqúı con Gosper conclúımos que
∑n

k=0 F (n, k) = cte. Para ver que la constante

es 1, evaluamos en n = 0 :
∑0

k=0 F (0, k) = F (0, 0) =
(0
0)

2

(2.0
0 )

= 1 lo cual concluye la

demostración.

La implementación en Maple con el algoritmo WZ es:

> U:=(n!)̂4/(k!)̂2*(n-k)!*(n-k)!*(2n)!;

n!4

k!2(n− k)!2(2n)!

> w:=WZMethod(U,1,n,k,certif);

w :=





n!4

k!2(n− k)!2(2n)!
,−

(−3n− 3 + 2k)k2
(

(n+1)!4

k!2(n+1−k)!2(2n+2)!
− n!4

k!2(n−k)!2(2n)!

)

3n3 + 7n2 + 5n+ 1 − 8n2k − 12nk + 4k2n+ 2k2 − 4k

El output da el certificado de WZ, y la existencia de este certificado nos garantiza

que nuestra conjetura es verdadera.
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Caṕıtulo 6

La asintótica

Antes que nada, recordemos que dadas dos sucesiones (an)n y (bn)n decimos que

(bn)n es la asintótica de (an)n (notación: an ∼ bn) si limn→∞
an

bn
= cte. 6= 0.

Por ejemplo, la célebre fórmula de Stirling es n! ∼ e−nnn
√

2nπ.

En este caṕıtulo mostramos algunos resultados del libro Combinatorics and Com-

mutative Algebra, de Stanley [18], sobre series de potencias de funciones racionales

en una variable; buscando aplicaciones para nuestro problema. Stanley muestra

cómo es la asintótica de los coeficientes de una tal serie, bajo ciertas condiciones. La

utilidad de los resultados de Stanley para nuestro trabajo es inmediata. Pensemos a

ψ como función de una variable y supongamos que podemos probar que se encuentra

bajo las las condiciones de Stanley y que la asintótica de sus coeficintes no es como

la que Stanley demuestra para funciones racionales. Entonces habremos probado

que ψ no es racional.

Veamos entonces dos resultados del libro de Stanley.

Teorema 2 Sean a1, ...ad números complejos, con d ≥ 1 y ad 6= 0.

Sea f : N0 −→ C una función, y sea ϕ la función generatriz de la sucesión

(f(n))n∈N0, es decir:

ϕ(x) =
∑

n≥0

f(n)xn

Las siguientes condiciones son equivalentes:

41
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1. ϕ(x) es racional. Más aún, existen polinomios P,Q ∈ C[x] con

Q(x) = 1 +
∑d

i=1 aix
i (ad 6= 0) y deg(P ) < d tales que ϕ(x) = P (x)

Q(x)
.

2.
d
∑

i=0

aif(n+ d− i) = 0

∀n ∈ N0 (a0 := 1)

3. f(n) =
∑d

i=1 Pi(n)γn
i ∀n ∈ N0

donde
∏s

j=1(1 − xγj)
dj = Q(x) y Pi ∈ C[n], degPi < di.

Idea de la demostración: Definamos los siguientes C-espacios vectoriales:

V1 := {f :N→ C funciones que verifican (1)}
V2 := {f :N→ C funciones que verifican (2)}
V3 := {f :N→ C funciones que verifican (3)}
V4 := {f :N→ C funciones tq su generatriz es ϕ(x) =

∑s
i=0

gi(x)

(1−xγi)di

con gi ∈ C[x], deg gi ≤ di, γi y di como en (3)}

Se puede probar que:

1)estos cuatro espacios tienen dimensión d (como C-espacios vectoriales).

2)V4 ⊆ V3, V4 ⊆ V1 ⊆ V2.

Probando 1) y 2) se concluye que los cuatro subespacios son iguales.

Por ejemplo, probar que V1 ⊆ V2 se reduce a notar que en la igualdad de (ii),

(
∑d

i=0 aif(n + d− i) = 0) el lado iquierdo es el coeficiente de xd+n en la expansión

de Q(x)ϕ(x); y que ese coeficiente es nulo por ser ϕ(x) = P (x)
Q(x)

i.e: Q(x)ϕ(x) = P (x)

con degP ≤ d.

Probar que V4 ⊆ V1 es simplemente escribir

ϕ(x) =
∑

n≥0

f(n)xn =
s
∑

i=0

gi(x)

(1 − xγi)di

y como la última sumatoria es finita, es una función racional que verifica todas las

condiciones de (i).

Demostrar que dimCV1 = d es sencillamente escribir Q(x)ϕ(x) = P (x) y como

deg(P ) ≤ d− 1 hay d coeficientes libres para elegir. (i.e: { 1, x, x2, . . . xd−1 } es una

base de V1 como C-espacio vectorial.)
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Observación

Este teorema nos da una serie de equivalencias para ϕ racional pero de la forma

ϕ(x) = P (x)
Q(x)

con degP <degQ. Esto no es ninguna restricción, ya que si fuera

degP ≥degQ, con el algoritmo de división encontramos los únicos L,R ∈ C[x] con

degR <degQ (o R = 0) tales que P (x) = Q(x)L(x) +R(x), i.e:

P (x)

Q(x)
= L(x) +

R(x)

Q(x)

De manera que ϕ(x) = L(x) + R(x)
Q(x)

y como L es un polinomio, reemplazamos ϕ por

ϕ − L y aplicamos el teorema con la salvedad de que (iii) no vale ∀n sino para n

suficientemente grande. Esto está probado en el libro, incluso a partir de qué valor

de n vale (iii). Omitimos aqúı la demostración por ser muy técnica y algo tediosa.

Corolario 3 Sean f : N0 → C, d ∈ N0. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existe P ∈ C[x], degP ≤ d tal que

∑

n≥0

f(n)xn =
P (x)

(1 − x)d+1

2.
d+1
∑

i=0

(−1)i

(

d+ 1

i

)

f(n+ i) = 0

∀n ∈ N0. (En cálculo de diferencias finitas, esta condición se nota ∆d+1f(n) =

0.)

3. f(n) es un polinomio en n de grado menor o igual que d. Más aún, degf =

d⇐⇒ P (1) 6= 0. En tal caso, lc(P )=P (1)
d!
.

Demostración: Es un caso particular del teorema 2: Q(x) = (1 − x)d+1 Como las

única ráız de Q es 1, la escritura de (iii) del teorema 2 resulta f(n) = P (n)∀n ∈ N0

con deg P < d+ 1.
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Entonces, dada una función racional ϕ(x) =
∑

n≥0 f(n)xn, para todo n suficiente-

mente grande vale que

f(n) = λn

r
∑

i=1

Pi(n)(
1

λαi

)n

donde λ =máx1≤i≤r
1

|αi|
.

Llamemos βi := 1
λαi
. Entonces, por definición de λ, |βi| ≤ 1∀i. Luego existe algún

1 ≤ j ≤ r − 1 tal que

{

|βi| < 1 1 ≤ i ≤ j

|βi| = 1 j + 1 ≤ i ≤ r

De lo cual se deduce claramente que ĺımn→∞β
n
i = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ j

Ahora, como f(n) = λn
∑r

i=1 Pi(n)βn
i obtenemos que la asintótica de f(n) es:

f(n) ∼ λn

r
∑

i=j+1

Pi(n)βn
i (6.1)

En el caso particular del corolario (3), en que el denominador tiene una única ráız;

o más en general, en el caso en que el denominador tenga una única ráız de módulo

mı́nimo, la asintótica es:

f(n) ∼ λnP (n) (6.2)

(juntamos en λ el producto de constantes λβ.)

Aplicaciones

Veamos cómo se aplica todo lo anterior a nuestra función ψ.

ψ(x, 0) es racional

Se deduce inmediatamente del teorema anterior y de su corolario. Primero veamos

cómo es ψ(x, 0).

ψ(x, 0) =
∑

m,n≥0 F (m,n)xm0n

=
∑

m≥0 F (m, 0)xm (sólo sobrevive el término den = 0)

F (m, 0) = [p(m+0+k)−1]!
(mp)!(0.p)!

[q(m+0+k)−1]!
(mq)!(0.q)!

= (pm+pk−1)!
(pm)!

(qm+qk−1)!
(qm)!

simplificando factoriales queda :

= [(pm+ pk − 1)(pm+ pk − 2)...(pm+ 1)][(qm+ qk − 1)...(qm+ 1)]
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Es decir que F (m, 0) un polinomio en m.

Ahora notemos ψ(x, 0) = ϕ(x) y F (m, 0) = f(m) y estamos en las hipótesis del

corolario de Stanley: f(m) es un polinomio digamos de grado s, luego ϕ(x) = P (x)
(1−x)d+1

donde s ≤ d y degP ≤ d. En particular hemos probado que ψ(x, 0) es racional.

Hay otra forma de ver que ψ(x, 0) es racional que resulta interesante en śı misma,

razón por la cual la mostramos a continuación. Mantenemos la notación: ψ(x, 0) =

ϕ(x), y F (m, 0) = f(m). Como ya probamos que f(m) es un polinomio, escribamos

f(m) =
∑s

i=0 aim
i. Es decir,

ϕ(x) =
∑

m≥0 (
∑s

i=0 aim
i)xm

=
∑s

i=0 ai

(
∑

m≥0m
ixm

)

Ahora veamos que para cada valor de 0 ≤ i ≤ s,
∑

m≥0m
ixm es racional. Como

la suma de funciones racionales es racional, con esto queda probado que ψ(x, 0) es

racional. Entonces, veamos primero qué pasa para algunos valores de i :

i = 0 :
∑

m≥0 x
m = 1

1−x

i = 1 :
∑

m≥0mx
m = x

∑

m≥0mx
m−1

= x
(
∑

m≥0 x
m
)′

= x
(1−x)2

Para i = 2 reemplazamos m2xm = m(m− 1)xm +mxm y resulta:

∑

m≥0m
2xm =

∑

m≥0m(m− 1)xm +
∑

m≥0mx
m

= x2
(

1
1−x

)′′
+ x

(

1
1−x

)′

= 2x2

(1−x)3
+ x

(1−x)2

Observemos que
(

1
1−x

)(j)
= j!

(1−x)j+1 es racional. Luego basta ver que
∑

m≥0m
ixm

se escribe como combinación polinomial de las derivadas de 1
1−x

. Razonando por

inducción en i, ya lo vimos para i = 0, 1, 2. Sea i ≥ 3. Lo que queremos hacer es

reemplazar el término mixm por alguna expresión que involucre un término de la

forma m(m− 1)(m− 2) . . . (m− (i− 1))xm. Para ello, simplemente desarrollamos

m(m− 1)(m− 2) . . . (m− (i− 1)) =
∑i

l=0 slm
l

= mi +
∑i−1

l=0 slm
l

donde sl son (salvo signo) los polinomios simétricos elementales en i variables eval-

uados en 0, 1, . . . , i− 1. Ahora despejamos mi :
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mi = m(m− 1)(m− 2) . . . (m− (i− 1)) −
i−1
∑

l=0

slm
l

con lo cual

∑

m≥0m
ixm = xi

∑

m≥0m(m− 1)...(m− i+ 1))x(m−i) −∑m≥0

(

∑i−1
l=0 slm

l
)

xm

= xi
(

1
1−x

)(i) −∑i−1
l=0 slx

l
∑

m≥0m
lxm−l

y usando inducción global concluimos que
∑

m≥0m
ixm efectivamente se escribe en

términos de las derivadas de 1
1−x

. Hemos probado que ψ(x, 0) es racional.

ψ(x, y) no es racional para p = q = 1

Llamemos ϕ(x) := ψ(x, x). Entonces

ϕ(x) =
∑

m,n≥0

F (m,n)xm+n

=
∑

n≥0

n
∑

m=0

F (m,n−m)xn

Es decir que en la notación de Stanley, f(n) =
∑n

m=0 F (m,n−m). Recordemos que

ψ(x, y) =
∑

m,n≥0

[p(m+ n+ k) − 1]!

(mp)!(np)!

[q(m+ n+ k) − 1]!

(mq)!(nq)!
xmyn

luego

ϕ(x) =
∑

n≥0

n
∑

m=0

[p(n+ k) − 1]!

(mp)![(n−m)p]!

[q(n+ k) − 1]!

(mq)![(n−m)q]!
xn

y

f(n) =
n
∑

m=0

[p(n+ k) − 1]!

(mp)![(n−m)p]!

[q(n+ k) − 1]!

(mq)![(n−m)q]!

Analicemos el caso p = q = k = 1. Resulta
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f(n) =
n
∑

m=0

[(n+ 1) − 1]!

m!(n−m)!

[(n+ 1) − 1]!

m!(n−m)!

es decir

f(n) =
n
∑

m=0

(

n

m

)(

n

m

)

=
n
∑

m=0

(

n

m

)2

pero hemos probado (con el algoritmo WZ) que
∑n

m=0

(

n

m

)2
=
(

2n

n

)

, luego

f(n) =

(

2n

n

)

.

Ahora estudiemos la asintótica de f(n). Aplicando la citada fórmula de Stirling

resulta:
(2n)!

n!2
∼ e−2n(2n)2n

√
2π2n

(e−n(n)n
√

2πn)2
=

22n
√
πn

πn

es decir,

f(n) ∼ 4nn− 1
2

que no es de la forma probada por Stanley, λnP (n) con P polinomio.

Con lo cual hemos probado que, en el caso p = q = k = 1, ψ no es racional. 2

Veamos ahora en qué se modifica todo lo anterior si mantenemos p = q = 1 pero

dejamos libre el parámetro k ∈ N, k ≥ 2.

En este caso, tenemos

f(n) =
n
∑

m=0

[(n+ k) − 1]!

m!(n−m)!

[(n+ k) − 1]!

m!(n−m)!

Notemos que

(n+ k − 1)!

m!(n−m)!
=

(n+ k − 1)(n+ k − 2) . . . (n+ 1)n!

m!(n−m)!
= (n+ 1)k−1

(

n

m

)

donde (n+ 1)k−1 es el śımbolo de Pochammer: para α ∈ C, n ∈ N se define:

(α)n := α(α + 1)(α + 2)...(α + n− 1)

=
∏n−1

i=0 (α + i)

=
∏n

i=1(α− 1 + i)
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Algunas propiedades del śımbolo de Pochammer se verán en el caṕıtulo 8. Ahora

nos interesa que (n+ 1)k−1 es un polinomio (de grado k − 1) en n.

Continuemos:

f(n) =
∑n

m=0[(n+ 1)k−1

(

n

m

)

]2

= (n+ 1)2
k−1

∑n

m=0

(

n

m

)2

= (n+ 1)2
k−1

(

2n

n

)

∼ (n+ 1)2
k−14

nn− 1
2 .

y como el śımbolo de Pochammer es un polinomio en n, la asintótica de f(n) no

puede ser de la forma probada por Stanley (λnP (n) con P polinomio) por lo cual

concluimos que ψ no es racional para el caso p = q = 1, para cualquier valor de

k ∈ N.

-



Caṕıtulo 7

El sistema de Horn

En este caṕıtulo analizaremos un sistema hipergeométrico de ecuaciones diferenciales

del cual ψ es solución, viendo cómo esto puede ser útil para nuestro objetivo.

Aśı como en la primera parte definimos el operador en diferencias (caṕıtulo 2), ahora

necesitamos definir un operador diferencial.

Sea f una función escalar de n variables, f = f(x1, . . . , xn). Para cada 1 ≤ i ≤ n se

nota

θi(f) = xi

∂f

∂xi

.

Por ejemplo, θ(xm) = mxm.

Observemos que θ2(xm) = m2xm y en general, θN(xm) = mNxm.

También notamos θ := (θ1, . . . , θn) por ejemplo:

f(x, y) = xm + yn =⇒ θ(f)(x, y) = (mxm, nyn).

En el caso bivariado se definen, para i = 1, 2; los operadores hipergeométricos u

operadores de Horn como

H1 = Q1(θ) − x1P1(θ),

H2 = Q2(θ) − x2P2(θ).
(7.1)

donde Pi, Qi son polinomios bivariados que se factorizan como producto de formas

lineales y satisfacen las condiciones de compatibilidad:

R1(s+ e2)R2(s) = R2(s+ e1)R1(s), (7.2)
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donde Ri(s) = Pi(s)
Qi(s+ei)

y {e1, e2} es la base canónica de R2.

Por ejemplo veamos que los siguientes polinomios verifican (7.2) (que son producto

de formas lineales es evidente).



















P1(x1, x2) = (x1 + x2)
2

P2(x1, x2) = (x1 + x2)
2

Q1(x1, x2) = x2
1

Q2(x1, x2) = x2
2

Expandimos Ri :

R1(x1, x2) = P1(x1,x2)
Q1(x1+1,x2)

y R2(x1, x2) = P2(x1,x2)
Q2(x1,x2+1)

reemplazamos en (7.2):

P1(x1, x2 + 1)

Q1(x1 + 1, x2 + 1)

P2(x1, x2)

Q2(x1, x2 + 1)
=

P2(x1 + 1, x2)

Q2(x1 + 1, x2 + 1)

P1(x1, x2)

Q1(x1 + 1, x2)

lo cual es inmediato.

Es decir que los polinomios del ejemplo están en las hipótesis de Horn. Ahora veamos

lo que se obtiene al aplicarles los operadores hipergeométricos.
{

H1 = Q1(θ) − x1P1(θ) = θ2
1 − x1(θ1 + θ2)

2

H2 = Q2(θ) − x2P2(θ) = θ2
2 + x2(θ1 + θ2)

2

Por ejemplo, para p = q = 1, usando la traducción entre sistemas A-hipergeométricos

y sistemas de Horn en [2, §5] la serie ψ en (1) satisface precisamente el sistema de

Horn con
{

Pi(x1, x2) = (x1 + x2 + k)2

Qi(x1, x2) = x2
i

donde k es el otro parámetro de ψ. Para estos polinomios Pi, Qi, la serie ψ satisface:
{

H1(ψ) = Q1(θ(ψ)) − x1P1(θ(ψ)) = 0

H2(ψ) = Q2(θ(ψ)) − x2P2(θ(ψ)) = 0

es decir

{

H1(ψ) = θ2
1(ψ) − x1(θ1 + θ2 + k)2(ψ) = 0

H2(ψ) = θ2
2(ψ) − x2(θ1 + θ2 + k)2(ψ) = 0

(7.3)
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Verifiquemos que, cuando p = q = 1, ψ efectivamente satisface el sistema de Horn

(7.3). Por las simetŕias del sistema y de ψ, basta chequear que es solución de la

primera ecuación. Como

ψ(x, y) =
∑

m,n≥0

F (m,n)xmyn,

es inmediato ver que

θ1(ψ) =
∑

m,n≥0 F (m,n)mxmyn

θ2
1(ψ) =

∑

m,n≥0 F (m,n)m2xmyn

(θ1 + θ2)(ψ) =
∑

m,n≥0 F (m,n)(m+ n)xmyn

θ1θ2(ψ) = θ1(
∑

m,n≥0 F (m,n)nxmyn) =
∑

m,n≥0 F (m,n)mnxmyn

en particular, θ1θ2(ψ) = θ2θ1(ψ)

(θ1 + θ2)
2(ψ) =

∑

m,n≥0 F (m,n)(m+ n)2xmyn

(θ1 + θ2 + k)2(ψ) = [(θ1 + θ2)
2 + 2k(θ1 + θ2) + k2](ψ)

=
∑

m,n≥0[(m+ n)2 + 2k(m+ n) + k2]xmyn

=
∑

m,n≥0(m+ n+ k)2xmyn

Entonces,

H1(ψ) = θ2
1(ψ) − x1(θ1(ψ) + θ2(ψ) + k)2

se traduce como

H1(θ)(ψ) =
∑

m,n≥0

F (m,n)m2xmyn −
∑

m,n≥0

F (m,n)(m+ n+ k)2xm+1yn

con lo cual, para ver que

H1(θ)(ψ) = 0

basta probar que los coeficientes de estas dos series coinciden; es decir, queremos

ver que siempre vale:

F (m+ 1, n)(m+ 1)2 = F (m,n)(m+ n+ k)2.

i.e.:

R(m,n) =
F (m+ 1, n)

F (m,n)
=

(

m+ n+ k

m+ 1

)2

Ahora recordemos que para p = q = 1, los coeficientes de ψ son F (m,n) =
(

(m+n+k−1)!
m!n!

)2

, lo que implica que

R(m,n) =

(

(m+ n+ k)!

(m+ 1)!n!

m!n!

(m+ n+ k − 1)!

)2
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que es lo que queŕıamos verificar.

En el paper “Elimination in codimension two”, de 2001, Alicia Dickenstein y Bernd

Sturmfels [6] han probado que el discriminante del sistema hipergeométrico puede

expresarse como

∆pq(x, y) = Res(fpq(x, y, t), gpq(x, y, t), y),

donde

fpq = x(t+ 1)p+q − (−1)p+qtp+q

gpq = y(t+ 1)p+q − (−1)p+q

Es decir que de existir polinomios coprimos P,Q ∈ Q[x, y] tales que

ψ(x, y) =
P (x, y)

Q(x, y)s
(7.4)

entonces Q = ∆pq.

Por ejemplo, para el caso p = q = 1 Maple nos muestra que:

>f11:=x*(t+1)2-t2;

f11 := x(t+ 1)2 − t2

>g11:=y*(t+1)2-1;

g11 := y(t+ 1)2 − 1

>r11:=resultant(f11,g11,t);

r11 := −2y + y2 − 2yx+ x2 − 2x+ 1

Evaluando en la diagonal se obtiene

>r11x:=subs(y=x,q11);

q11x := −4x+ 1

En el caṕıtulo 8 mostramos que, efectivamente, para p = q = k = 1,
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ψ(x, x) = 1

(1−4x)
1
2
. Es decir, en la notación de (7.4), P = 1 s = 1

2
, lo cual demuestra

que en este caso ψ no es una función racional, de acuerdo a la conjetura.

Una forma de probar que ψ no puede ser racional para p, q, k arbitrarios seŕıa por

lo tanto mostrar que ψ es de la forma (7.4) con s /∈ Z. Es posible demostrar que

si ψ(x, x) admite una escritura de esta forma, entonces deg(P ) − s deg(Q) < 0,

con lo cual, teniendo el denominador Q = ∆pq uno podŕıa tantear posibles valores

fraccionarios (no enteros) para s, acotando aśı el grado de los posibles P . Esto

permitiŕıa tener una conjetura a quien aplicarle el algoritmo WZ, discutido en el

caṕıtulo 4. Si para algún valor no entero de s y para algún P el algoritmo nos

responde que efectivamente ψ(x, x) = P (x,x)
Q(x,x)s entonces habremos probado que ψ(x, x)

no es racional (ver caṕıtulo 8).

Seŕıa muy útil en este sentido buscar una forma de generalizar esta idea que permita

tener una demostración global para todos los valores de p, q, k.
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Caṕıtulo 8

Un caso particular

Proposición 4

p = q = k = 1 =⇒ ψ(x, x) =
1

(1 − 4x)−
1
2

Demostración: (1) En primer lugar, recordemos (ver caṕıtulo 6) que en el caso

p = q = k = 1 ψ(x, x) es:

ψ(x, x) =
∑

n≥0

(

2n

n

)

xn

(2) En segundo lugar, consideremos la función

ϕ(x) := (1 − 4x)−
1
2 .

Veamos su desarrollo en serie de potencias para luego poder comparar sus coeficientes

con los de ψ. Sabemos que

(1 + t)α =
∑

n≥0

(

α

n

)

tn

donde
(

α

n

)

:= α(α−1)...(α−n+1)
n!

= Γ(α+1)
Γ(n+1)Γ(α−n+1)

Reemplazando t = −4x , α = − 1
2

, obtenemos:
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(1 − 4x)−
1
2 =

∑

n≥0

Γ(− 1
2
+1)

Γ(n+1)Γ(− 1
2
−n+1)

(−4x)n

=
∑

n≥0

Γ( 1
2
)(−1)n4n

Γ(n+1)Γ( 1
2
−n)

xn

Recordemos algunas propiedades básicas de la función Gamma:











Γ(n) = (n− 1)! ∀n ∈ N0

Γ(α) = (α− 1)Γ(α− 1) ∀α ∈ Dom(Γ)

Γ(1
2
) = π

1
2

Entonces,

ϕ(x) =
∑

n≥0

π
1
2 (−1)n4n

n!Γ(1
2
− n)

xn

(3) El tercer y último paso será comparar los coeficientes de ambas series de poten-

cias:

ψ(x, x) = ϕ(x) ⇔
(

2n

n

)

=
π

1
2 (−1)n4n

n!Γ(1
2
− n)

∀n ∈ N0

Es decir, que todo se reduce a probar que la siguiente igualdad vale ∀n ∈ N0 :

(2n)!

n!
=
π

1
2 (−1)n4n

Γ(1
2
− n)

Primero trabajemos con el miembro izquierdo agrupando pares e impares:

(2n)! = (2n)(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)...2.1

= 2.n(2n− 1)2(n− 1)(2n− 3)2(n− 2)...2.1

= 2nn!
∏n

i=1(2i− 1)
(2n)!

n!
= 2n

∏n

i=1(2i− 1)

= 2n2n
∏n

i=1(i− 1
2
)

= 4n
∏n

i=1(i− 1
2
)

Es decir,

(2n)!

n!
= 4n(−1)n

n
∏

i=1

(
1

2
− i)
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Luego para ver que los coeficientes de la serie de potencias de ϕ(x) coinciden con

los de ψ(x, x) basta ver que

Γ(1
2
)

Γ(1
2
− n)

=
n
∏

i=1

(
1

2
− i)

Para ello recordemos el śımbolo de Pochammer (cap.6) y veamos algunas de sus

propiedades básicas:

(α)n := α(α + 1)(α + 2)...(α + n− 1)











(1)n = n!

(m)n = (m+n−1)!
(m−1)!

∀m ∈ N

(α)n = Γ(α+m)
Γ(α)

∀α /∈ Z≤0

Entonces para nuestro caso, llamando α = 1
2
− n tenemos que

Γ(1
2
)

Γ(1
2
− n)

=
Γ(α+ n)

Γ(α)
= (α)n =

n
∏

i=1

(α− 1 + i) =
n
∏

i=1

(
1

2
− n− 1 + i)

Si ahora llamamos −i := −n− 1 + i obtenemos

Γ(1
2
)

Γ(1
2
− n)

=
n
∏

i=1

(
1

2
− i)

lo cual concluye la demostración.

Cómo se prueba lo mismo computacionalmente

Recordemos que la conjetura original era

∑n

i=0

(

n

i

)2
=

(−4)nΓ( 1
2
)

n!Γ(− 1
2
−n)

= (−1)n4n

n!
(1

2
− n)n

Siguiendo la notación de Gosper y WZ:











ϕ(n) :=
∑n

k=0

(

n

k

)2

F (n, k) =
(

n

k

)2
(es claramente hipergeométrica)

r(n) = (−1)n4n

n!
(1

2
− n)n
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Ahora apliquemos el algoritmo Gosper:

Paso 1: normalizar

Renombramos F (n, k) := F (n,k)
r(n)

, es decir,

F (n, k) =

(

n

k

)2
(−1)nn!

4n(1
2
− n)n

.

Ahora queremos probar que ϕ(n) = 1 ∀n∈ Z.

Paso 2: certificado de WZ

Para obtener el cerfificado R(n, k) usamos el Gosper con tk = F (n+1, k)−F (n, k) :

tk =

(

n+1
k

)2
(−1)(n+ 1)(n+ 1)!

4n+1(1
2
− (n+ 1))n+1

−
(

n

k

)2
(−1)nn!

4n(1
2
− n)n

Para implementar en Maple volvemos a la notación anterior, escribiendo en términos

de la función Gamma en vez del śımbolo de Pochammer. Es decir, cambiamos

(1
2
− n)n por

Γ( 1
2
)

Γ− 1
2
−n
. Entonces el dato para poner en Maple es:

tk =

(

n+1
k

)2
(−1)(n+ 1)(n+ 1)!

4n+1 Γ( 1
2
)

Γ− 1
2
−n−1

−
(

n

k

)2
(−1)nn!

4n Γ( 1
2
)

Γ− 1
2
−n

tk =

(

n+1
k

)2
(−1)(n+ 1)(n+ 1)!Γ(− 3

2
− n)

4n+1Γ(1
2
)

−
(

n

k

)2
(−1)nn!Γ(−3

2
− n)

4nΓ(1
2
)

A partir de aqúı pasamos a Maple y terminamos como en el caṕıtulo 5.

Proyecto de trabajo

Una idea que tenemos y en la que esperamos poder trabajar más adelante es la

de estudiar qué pasaŕıa para otros valores de p, q, k. Conjeturar la ϕ(x) tal que

ϕ(x) = ψ(x, x) y hacer lo mismo que hicimos aqúı : hallar el desarrollo en serie de

Taylor de ϕ(x) y comparar los coeficientes, usando WZ (que trabaja con conjeturas

de identidades combinatorias) o Gosper.

-



Apéndice 1

Sobre las ráıces enteras de un

polinomio

Sea K un cuerpo y sea P ∈ K[x]. Nos interesan los ceros de P en Z. Todo depende

fuertemente de cuál sea el cuerpo K en el que trabajamos.

Si K = Q el problema se resuelve, por ejemplo, con el criterio de Gauss. De un

polinomio en Q[x] pasamos fácilmente a uno en Z[x] (con las mismas ráıces) v́ıa la

cancelación del denominador común de los coeficientes. Y una vez en Z[x], las únicas

posibles ráıces enteras del polinomio son los divisores del término independiente.

Es claro que podemos suponer que éste término no es nulo, ya que en caso de

serlo, tenemos que cero es ráız de multiplicidad m, luego sacando factor común xm

obtenemos un polinomio que se anula en las mismas ráıces no nulas que el original

y que no se anula en cero, por lo tanto su término constante es no nulo.

Existe un algoritmo aún más eficiente usando métodos p-ádicos en [L].

Si K = R o C el problema se cierra, por ejemplo, acotando el intervalo al que

pertenecen las ráıces reales, y evaluando en los finitos puntos enteros que pertenecen

a ese intervalo.

Sobre cómo acotar el intervalo, Gentile prueba en [8] pág. 67 que si P (x) = xn +
∑n−1

i=0 aix
i y si x0 ∈ R es ráız de P, entonces |x0| ≤ máx{1,∑n−1

i=0 |ai|}. Observemos

que Gentile está usando polinomios mónicos, pero esto no restringe la generalidad,

ya que como estamos en C, siempre podemos, dado un polinomio no nulo, dividir

por el coeficiente principal y obtener un polinomio mónico con las mismas ráıces.

Existe otro resultado similar a éste pero con una cota diferente. Bajo las mismas

hipótesis, |x0| ≤ 1 + máx0≤i≤n−1|ai|.
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Esta cota no es mejor ni peor, sino que depende del polinomio en cuestión. Por

ejemplo, si P (x) = x+ 2, la primera cota es máx{1, 2} = 2 mientras que la segunda

es 1 + máx{2} = 1 + 2 = 3, luego la primera cota es mejor.

Pero si P (x) = x4 +x3 +x2 +x+1, la primera cota es máx{1,∑3
i=0 1} = 4 mientras

que la segunda es 1 + máx{1} = 2, con lo cual la mejor cota es la segunda.

Como dijimos, la primera cota está demostrada en [8]. La segunda, figura como

ejercicio en [3] (chap.2, sec.1, ej.10). Veamos una prueba.

Proposición 5 Sea P ∈ C[x] mónico, P = xn +
∑n−1

i=0 aix
i.

Si x0 ∈ R es una ráız de P, entonces |x0| ≤ B, donde B := 1 + máx0≤i≤n−1|ai|

Demostración: Queremos ver que ∀x ∈ R, P (x) = 0 ⇒ |x| ≤ B. Por contrarre-

ćıproco, probemos que ∀x ∈ R, |x| > B ⇒ |P (x)| > 0 en dos pasos:

1. |x| > k ⇒ |P (x)| > kn −∑n−1
i=0 |ai|ki (∀k ∈ R≥0)

2. Bn −∑n−1
i=0 |ai|Bi ≥ 0

Uniendo ambos resultados obtenemos |x| > B ⇒ |P (x)| > Bn −∑n−1
i=0 |ai|Bi ≥ 0.

Por inducción en n :

n = 1 ⇒ P (x) = x+ a0

⇒ |P (x)| ≥ |x| − |a0| > k − |a0|

Paso inductivo Supongamos que vale para n− 1, veamos que vale para n.

|P (x)| = |xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x+ a0|

≥ |xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x| − |a0|

= |x||xn−1 + an−1x
n−2 + · · · + a1| − |a0|

> k(kn−1 −∑n−2
i=0 |ai+1|ki) − |a0| (hipótesis inductiva)

= kn −∑n−1
i=0 |ai|ki

Llamemos P̃ (x) := xn −∑n−1
i=0 |ai|xi. Queremos ver que P (B) > 0.

P̃ (B) = Bn − |an−1|Bn−1 − · · · − |a2|B2 − |a1|B1 − |a0|
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Vamos acotando por pasos. Antes recordemos que

B = 1 + máx0≤i≤n−1|ai|

⇒ |a0| < B y |ai| + 1 < B ∀1 ≤ i ≤ n− 1

Paso 1

|a0| < B ⇒ −|a1|B−|a0| > −|a1|B−B = −B(|a1|+1) ⇒ P̃ (B) > Bn−|an1|Bn−1−
· · · − |a2|B2 −B(|a1| + 1)

Paso 2

|a1| + 1 < B ⇒ −B(|a1| + 1) > −B2 ⇒ P̃ (B) > Bn − |an1|Bn−1 − · · · − |a3|B3 −
B2(|a2| + 1)

Paso 3

|a2|+1 < B ⇒ −B2(|a2|+1) > −B3 ⇒ P̃ (B) > Bn −|an1|Bn−1 −· · ·−B3(|a3|+1)

. . .

Paso n− 1

|an−2| + 1 < B ⇒ −Bn−2(|an−2| + 1) > −Bn−1 ⇒ P̃ (B) > Bn −Bn−1(|an1| + 1)

Paso n

|an−1| + 1 < B ⇒ −Bn−1(|an−1| + 1) > −Bn ⇒ P̃ (B) > Bn −Bn = 0

=⇒ P̃ (B) > 0

Con esto queda cerrado el problema de hallar las ráıces enteras de cualquier poli-

nomio con coeficientes en C. Si trabajamos en un cuerpo de caracteŕıstica p > 0, las

eventuales ráıces enteras se encuentran simplemente evaluando el polinomio en los

finitos restos módulo p.

-



62 CAPÍTULO 8. UN CASO PARTICULAR



Apéndice 2

Sobre el dominio de convergencia

Si bien no ha sido el tema central de este trabajo, es de notar que el dominio de

convergencia de ψ contiene siempre un abierto no vaćıo alrededor del origen. Esto

podŕıa deducirse a partir de resultados generales de la teoŕıa de D-módulos y del

hecho de que ψ es una solución formal del sistema de Horn (ver [10] pág. 295-296).

Gelfand, Kapranov y Zelevinsky afirman que el citado sistema es holónomo regular,

pero aún no se ha publicado ninguna demostración de este hecho.

Veamos un ejemplo, una vez más para el caso p = q = k = 1 :

ψ(x, y) =
∑

m,n≥0

(

m+ n

m

)2

xmyn

donde x, y son variables complejas. Si x = 0 o bien y = 0 queda una serie de una

variable que converge cuando la variable tiene módulo menor que uno:

ψ(0, y) =
∑

n≥0

(

n

0

)

yn =
∑

n≥0

yn

Supongamos xy 6= 0 y separemos el análisis en dos casos según sea |x| ≤ |y| o

|y| ≤ |x| (es claro que son casos simétricos.)

En la región |x| ≤ |y| podemos escribir y = λx con |λ| ≤ 1 (λ = y

x
.) Entonces para

todo par (x, y) ∈ {(x, y) ∈ C2 : |x| ≤ |y|} tenemos que

ψ(x, y) = ψ(x, λx) =
∑

m,n≥0

(

m+ n

m

)2

xm+nλm

luego (ver caṕıtulo 6)

63
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|ψ(x, y)| ≤ ∑

m,n≥0

(

m+n

m

)2|x|m+n

=
∑

n≥0

(

2n

n

)

|x|n

Esta última expresión es una serie de potencias de una variable real (|x| ∈ R).

Analizamos el cociente de D’Alambert de los coeficientes:

(2(n+1)
n+1 )
(2n

n )
= (2n+2)!

(n+1)!2
n!2

(2n)!

= (2n+2)(2n+1)
(n+1)2

= 22n+1
n+1

Es decir que ĺımn→∞
(2(n+1)

n+1 )
(2n

n )
= 4 con lo cual, el radio de convergencia de

∑

n≥0

(

2n

n

)

|x|n

es 1
4
. Esto significa que siempre que |x| < 1

4
, tendremos que ψ(x, λx) converge para

todo valor de λ ∈ C, |λ| ≤ 1.

Como la cuenta que acabamos de hacer es simétrica en x y en y, tenemos que lo

mismo vale para ψ(λx, x). Es decir, hemos probado que, ya sea que estemos en la

región {(x, y) ∈ C2 : |x| ≤ |y|} o en {(x, y) ∈ C2 : |y| ≤ |x|} podemos garantizar

convergencia absoluta para |x| < 1
4

y |y| < 1
4
.

Para p, q, k arbitrarios creemos poder conjeturar que hay convergencia absoluta siem-

pre que |x| y |y| sean menores que 1/(p+ q)(p+q), pero la demostración previa no se

generaliza de manera trivial.
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