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Introduccion

I Las funciones hipergeométricas

A principios del siglo XIX, Gauss publicé Disquisitiones generales circa seriem in-
finitam, [7] donde ofrece un estudio riguroso de series e introduce las funciones

hipergeométricas. La funcion hipergeométrica de Gauss es

. oabx ala+1)b(b+1)2*  ala+1)(a+2)b(b+1)(b+2)2?
Fla.bez) = 1+?ﬁ+ cc+1) 2 c(c+1)(c+2) 3

donde a, b, c son parametros.

Mas tarde Kummer [11] probé que la funcién hipergeométrica de Gauss es solucion
de la ecuacion diferencial hipergeométrica:

d? d
z(x — 1>d—ag+[c_ (a+b+ 1)1:]% —aby = 0.

En general, decimos que v es una funcion hipergeométrica si puede escribirse en serie
de potencias en la forma ¢(z) = > .ja,2" con coeficientes a, hipergeométricos,

Gn+1
an

esto es, el cociente de D’Alambert es una funcién racional de n.

Una de las razones del interés por las funciones hipergeométricas es que casi todas
las funciones elementales son hipergeométricas o se obtienen simplemente a partir
de ellas. Estas funciones tienen numerosas aplicaciones en astronomia y otras areas.
Para mas detalles historicos sobre las funciones hipergeométricas y su teoria clésica,

ver [16] y [1].

Nuestro estudio se concentra en funciones hipergeométricas de dos variables: una

serie de potencias bivariada

U(x,y) = Y Flm,n)z™y"

m,n>0

5
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se dice hipergeométrica si los coeficientes F'(m,n) son términos hipergeométricos, es
decir, los cocientes

R(m,n) := 7}71(;@2?) y S(m,n):= 7}7;’?721;)1)

son funciones racionales de m y de n, i.e: existen polinomios bivariados Py, Py, )1, Q2

tales que

Pi(m,mn Po(m,n

Por supuesto, esto impone compatibilidades entre los polinomios Py, P5, ()1, Q2 v se

traduce en ecuaciones diferenciales satisfechas por 1, que describimos en el capitulo
7.

IT La conjetura

En [2] se hace un estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales A-hipergeométricos
en el sentido de Gelfand, Kapranov y Zelevinsky [9] que admiten funciones racionales
“interesantes”. Las singularidades de estos sistemas estdn descritas por ceros de
discriminantes de caras [9] y un estudio preciso de la combinatoria de estos discri-
minantes impone severas restricciones a las configuraciones que admiten soluciones
racionales con polos en el discriminante de la configuracion total [2]. En este estu-
dio, queda sin embargo una delgada pero dificil brecha entre los resultados gene-
rales probados y la conjetura establecida por los autores de que sélo los sistemas
A-hipergeométricos asociados a configuraciones de Cayley admiten tales soluciones

racionales, que corresponde a configuraciones “con muchas simetrias”.

Una vez despojadas las funciones A-hipergeométricas de las A-homogeneidades, las

configuraciones de codimensién 2 dan lugar a series hipergeométricas bivariadas.

El caso abierto mas sencillo de la conjetura (y el que nos ocupa en este trabajo) es
que para cualquier eleccién de enteros coprimos p, ¢ y k natural, la siguiente funcién
hipergeométrica no es una funcién racional:

U(z,y) = Y F(m,n)z™y"
m,n>0

donde F(m,n) = F(p)F(q), con F(p) := %. Es decir, la funcién 1 que

Nnos ocupa es :
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Z pm+n+k)—1'[gm+n+k)-1]! )

vloy) = (mp)!(np)! (mq)!(ng)!

m,n>0

Una forma de encarar el problema seria asociar a 1 una funciéon de una variable por
algin “procedimiento racional” y restringirse asi al estudio de la no racionalidad de
esta funcion univariada. Por ejemplo, si probamos que ¥(z,z) no es racional, la
cuestién estarfa cerrada. Observemos sin embargo que las elecciones obvias ¥(x,0)
y (0, y) si son funciones racionales. Esto lo probaremos mas adelante (ver capitulo
6).

Durante el XIV Congreso Latinoamericano de Algebra; en 2001 en Cérdoba, Ar-
gentina, los autores de [2] le plantearon este problema a Maxim Kontsevich. El
interesante comentario de Kontsevich fue que en matematica es raro demostrar que
una cosa no es otra, que lo normal es demostrar “igualdades”. Esto sugiere tratar
de conjeturar alguna forma mas explicita para v, que implique trivialmente la no
racionalidad. Para plantear tal forma explicita, nuevamente, es necesario describir
las posibles singularidades, pero el estudio de discriminantes en codimension dos
realizado en [6] provee expresiones concretas que describimos en el capitulo 7.

ITT La tesis

El objetivo de este trabajo es aportar nuevas herramientas para el estudio de la
racionalidad (o no) de series hipergeométricas bivariadas.

Este trabajo esta desarrollado en dos partes.

Primera parte: Los cinco algoritmos

En los primeros cinco capitulos exponemos resultados del libro A = B, de Petkovsek,
Wilf, y Zeilberger [13], el cual trata (de manera muy amena) sobre demostraciones
de identidades combinatorias por computadora. Estudiamos cémo podrian estas
herramientas aplicarse a nuestro problema. El libro se basa en cinco algoritmos fun-
damentales, de los cuales ofrecemos un sucinto resumen. La idea que subyace desde
el primer capitulo del libro es la de evitar todo razonamiento humano innecesario,
dejando las cosas mecdanicas para las maquinas. Una ilustracion de este hecho es la
frase introductoria del primer capitulo:
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El objetivo final de la matemdtica es eliminar toda necesidad de inteligencia humana.
(Alfred N. Whitehead).

La idea del libro es (en palabras de Donald Knuth, en el prélogo) que ciencia es todo
aquello que entendemos lo suficiente como para explicarle a una computadora; y todo
lo demés que hacemos los matemaéticos es arte. Pero con estos avances en demostra-
ciones por computadora, se esta logrando que el arte pase al rango de ciencia: no
hace falta ser un superdotado o un genio para llegar a algunos resultados brillantes,
hay procedimientos mecanicos que las computadoras siguen sisteméaticamente para
obtenerlos. La ciencia avanza siempre que el arte se convierte en ciencia, y el arte

también crece.

En varias partes del libro hay frases del estilo de la siguiente, que aparece en el
capitulo 2, pagina 24:

“... esta fue una demostracion usando funciones generatrices, otra de las herramien-
tas populares usadas por la especie Homo Sapiens para demostrar identidades antes

de la era de las computadoras”.

Si bien el objetivo principal del libro es mostrar cémo los descubrimientos y las
demostraciones de identidades hipergeométricas han sido automatizados, no es un
texo sobre computacion, sino que el foco prinicipal es la matematica que subyace a
toda la parte computacional. Automatizar los descubrimientos y las pruebas no es

algo obvio ni inmediato, y conlleva mucho desarrollo tedrico.

La historia de las demostraciones automaticas es muy curiosa. En los anos 40 habia
en EE.UU. una monja muy buena en matematica, y su congregacion la trasladé a
estudiar. La hermana presentd su tesis, se doctord, y se volvid a su convento sin
bombo ni platillos. En su momento nadie le dio mayor importancia a su trabajo.
Recién 32 anos después, en 1978, su obra fue desenterrada por uno de los autores de
A = B y toda la teoria que presenta el libro se basa en la tesis de aquella hermana
ignota. Para mas detalles ver el algoritmo 1, de la hermana Celina Fasenmyer. A
mi personalmente me movilizé bastante conocer esta historia, porque yo, antes de
estudiar matematica, fui carmelita descalza durante cuatro anos y medio, y cuando
Alicia me dio el libro aun no lo sabia.
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Segunda parte: Otras opciones

En los capitulos 6,7 y 8, ofrecemos un pantallazo breve sobre otras técnicas de otros
libros y papers que pueden ser utiles para demostrar la conjetura. Las hay de areas
muy distintas (como Combinatoria y Ecuaciones diferenciales) y de diferentes niveles
de complejidad. Todas proponen caminos abiertos a la investigacién. Por tultimo,
jugamos con el caso p = ¢ = 1 mostrando varias demostraciones diferentes que
ilustran cémo se podria trabajar para otros valores de los parametros.
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Capitulo 1

Algoritmo de Celina Fasenmyer

Como dijéramos en la introduccién, este algoritmo es el padre intelectual de los
métodos computacionales que se usan hoy. Fue desarrollado por la Hna. Maria
Celina Fasenmyer en su tesis de doctorado, presentada en 1946 en la Universidad
de Michigan.

Celina Fasenmyer nacié en Crown, Pennsylvania (EE.UU.), el 4 de octubre de 1906.
Su madre murié cuando ella tenia un ano y su padre se volvidé a casar tres anos
después. Celina termind el colegio en 1923, a los 17 anos, y no fue a la universidad,
sino que se dedicé a la ensenanza durante diez anos. Cuando tenia 20, en 1926, se
fund6 en Pennsylvania el Mercyhurst College, regenteado por las Hermanas de la
Misericordia, una congregacién catélica irlandesa, y Celina estudié alli hasta que
en 1933, a los 27 anos, se gradud e ingresd en la congregacién, convirtiéndose en la
hermana Maria Celina.

Las hermanas de la Misericordia se dedicaban a obras sociales, como cuidar enfermos
y ancianos en hospitales y orfanatos, y le daban mucha importancia a la educacion
de las monjas. En 1933 trasladaron a la Hna. Celina a ensenar en el St. Justin
School y a estudiar en la Universidad de Pittsburgh, donde se gradué en 1937. Su
principal area fue matematica y la segunda fue fisica. En 1942 Celina retomo sus
estudios: la comunidad la envié a la Universidad de Michigan para el doctorado,

que hizo bajo la direcciéon de Earl Rainville. Presento6 su tesis en 1946.

En ella muestra cémo pueden encontrarse relaciones de recurrencia satisfechas por
términos hipergeométricos en una forma totalmente mecénica y algoritmica. Des-
pués de su tesis, solo publicé dos papers, en los que desarrolla aiin mas su método,

y lo explica a una audiencia un poco méas amplia. El primero, Algunos polinomios

11



12 CAPITULO 1. ALGORITMO DE CELINA FASENMYER

Figure 1.1: Hna. Maria Celina Fasenmyer

hipergeométricos generalizados, aparecié en el Boletin de la American Mathematical
Society, en 1947. El segundo, Sobre relaciones de recurrencia, fue publicado por el
American Mathematical Monthly en 1949. Ninguno de sus papers causo6 gran interés
en su momento, y Celina regresé al Mercyhurst College, donde siguié enseniando
matematica hasta su retiro, sin volver a desarrollar trabajos de investigacién. Y
eso fue todo. Su obra pasé desapercibida. Recién en 1978, Doron Zeilberger (un
profesor de la Universidad de Pennsylvania) se dio cuenta de la importancia de
los descubrimientos de la Hna. Celina, y usé sus métodos para probar identidades
combinatorias. Otro profesor de la misma universidad, Herbert Wilf, ley6 el paper

de Zeilberger, y dice:

“Recuerdo haber sentido que me estaba conectando con un universo paralelo, que
siempre habia existido pero que habia estado escondido, y que yo estaba a punto de

averiguar qué criaturas habitaban en él”.

Wilf y Zeilberger se pusieron a trabajar sobre los métodos de la Hna. Celina,
perfeccionandolos y aumentandolos, y desarrollaron lo que hoy se llama “Teoria de
WZ”, reconociéndola siempre como su pionera.

En 1994, Wilf logré encontrar a la Hna. Celina, que vivia en una casa de retiro
de su congregacién, y la invité a una conferencia de matematica discreta, a modo
de homenaje. Cuando Wilf presenté a la audiencia de distinguidos matematicos a
la pequena monja de 87 anos, que simplemente agradecié al profesor Wilf por su
invitacién, y reconocié haber hecho todo aquel trabajo, todos los matematicos se
emocionaron. Dice Wilf que “no habia un ojo seco en toda la casa”. Celina falleci6
dos anos después.



13

Pasemos ahora a su algoritmo.
I Para qué sirve
Dada una suma hipergeométrica f(n) = Y, ., F(n, k), el algoritmo sirve para en-

contrar una relacion de recurrencia para f(n). Esto es, poder escribir a f(n) como
suma de una cantidad constante y finita de términos anteriores:

N
F) =Y et (0~ B)
k=1
donde ¢, = ¢x(n) y N es el orden de la recurrencia. Notemos que una vez hallada la
recurrencia, es mucho méas simple buscar una férmula cerrada para f(n), y contamos
para ello con distintos métodos, como por ejemplo los de ecuaciones diferenciales.
Para hallar una recurrencia para f(n), Celina propone hallar primero una recurrencia
en n para F(n, k), ya que en caso de obtenerla, pasar a una para f(n) es inmediato:
supongamos por ejemplo que F'(n, k) verifica

a  F(n,k)+b,F(n+1,k)+c,F(n,k+1)+d,F(n+1,k+1)=0

donde los a;, b; dependen de n y no de k (hipétesis fundamental). Entonces sumando
ambos miembros sobre k£ € Z obtenemos

anf(n) +bof(n+1)+cof(n) +dnf(n+1)=0
(an + cn)
(bn + dn)

(siempre que se pueda dividir por el denominador), que es la recurrencia buscada

para f(n).

fin+1) = - f(n)

IT Un ejemplo

La hermana Celina dedicé su tesis de doctorado a desarrollar su algoritmo. Aqui

solo pretendemos ilustrar brevemente como funciona con el siguiente ejemplo.

Sea f la siguiente funciéon con dominio en N:

f(n) = Z ()
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es decir, con la notacion de arriba,

Fn,k) = k(Z)

Buscamos una recurrencia en n para F'(n, k), por ejemplo de la forma:
anF(n, k) + b, F(n+1,k)+c,F(n,k+1)+d,F(n+1,k+1)=0

Paso 1
Lo primero que hacemos es dividir toda la expresién anterior por F'(n, k), obteniendo

F(n+1,k) F(n,k+1) Fn+1,k+1)
o TE T Rk F(n, &)
Es decir,
(n+1)! n! (n+1)!
I(n+1—k)! I(n—k—1)! I(n—k)!
a, + b, EI( 4:; k) te, (k+1) (n! k—1) td, (k—i—l)n(! R _ g
Kl(n—k)! Kl(n—k)! Kl(n—k)!

y simplificando obtenemos la siguiente expresion, donde sélo vemos funciones racionales
ennyenk

n+1 n—=k n+1
ap + by——— +cp +d, =

"n+1-k k k 0

Paso 2

Tomamos denominador comtn en la ultima expresion, y en el numerador recolecta-
mos las potencias de k:

ank(n+1—=Fk)+bk(n+1)+c,(n+1—k)(n—k)+d,(n+1—-k)(n+1)=0

k2 [cn—an] +E[n(an+by—2c,—dp) +an+bp—cn—dy )+ (n®+n)+d, (n®+2n+1)] = 0

k2 [cn—an|+k[n(an,+by—2c,—dp )+ (an+by—cn—dp) ]+ (cot-dp ) (e, +2d,)+d,] = 0
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Entonces, tenemos un polinomio en k que tiene que ser nulo, luego todos sus coe-
ficientes tienen que serlo. Aqui es fundamental que las incégnitas a,, b,, ¢,, d,, no
dependan de k, ya que eso nos permite garantizar cudles son los coeficientes del

polinomio. Entonces, igualando a cero obtenemos el siguiente sistema:

Cp — Qp, =0
n(a, + b, — 2¢, —d,) + (an + by, — ¢y —d,) = 0
n?(c, +d,) +n(cn, + 2d,) + d, =0

Lo cual, agrupando en a,, b,, ¢,, d, se lee:

ap, — Cp =0
apn(n+1)+b,(n+1)+c,(—2n—1)+d,(——1) = 0
cn(n® +n) +d,(n*+2n+1) =0

Es decir, (ay, by, cn, d,) es solucién del sistema homogéneo asociado a la matriz

1 0 -1 0
n+1l n+1 —2n+1) —(n+1)
0 0 nn+1) (n+1)?

Este sistema claramente tiene solucion no trivial por tener mas incégnitas que ecua-

ciones. De hecho el subespacio de soluciones esta generado por

a, = —(1+13)
b, = 0
& = —(1+3)
dy, 1

Paso 3
Ahora sustituimos en nuestra expresién inicial y obtenemos

(4 D)F(nK) — (L ) F(nk 1)+ Fln 4 1k +1) =0
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sumamos sobre k :

(4 D))~ (L4 () + fn+1) =0
es decir 1
fln+1) =2——f(n)

”Z“k(n+1)_2n+1zk( )

y ahora es facil encontrar una férmula cerrada para f(n), ya que inductivamente

fln+1) = 272 f(n)
= 22222 f(n — 1)
— gntlg’n gnolpy )

(n+ 120

El ejemplo es muy sencillo y en Algebra I aprendimos a llegar al mismo resultado
usando induccién, pero sirve para ilustrar cémo funciona el algoritmo disenado por
la Hna. Celina.

El programa de Maple para este algoritmo estd en el paquete EKHAD, que esta
disponible en http://www.math.temple.edu/~zeilberg/programs.html Para us-
arlo hay que llamarlo con el comando celine(f,ii,jj); donde f es el sumando
F(n,k)y ii,jj son los tamanos de la recurrencia que estamos buscando (para mas
detalles consultar A = B).

Veamos qué pasa con el ejemplo anterior en Maple:

>celine(k*n!/(k!*(n-k)!),1,1);
> nF(n-1,k-1)n-(n-1)F(n,k)+nF(n-1,k)==0

La recurrencia obtenida en segundos con Maple es exactamente la misma que ob-
tuvimos antes: en la escritura hay un desfasaje (donde nosotros teniamos n aqui

aparece n + 1 y lo mismo con k) y un denominador comin n eliminado.

III Cémo puede utilizarse para nuestro objetivo

Este algoritmo estd muy relacionado con los dos siguientes (Zeilberger, Hyper); por
eso se vera mejor su utilidad después de analizarlos.

(S



Capitulo 2

Algoritmo de Zeilberger

Doron Zeilberger es un matematico israeli-estadounidense nacido en 1950. Fue él
quien en 1978 desenterré la obra de la Hna. Celina y descubrié todo su valor. Es
uno de los autores del libro A = B y actualmente trabaja en la Rutgers University
(EE.UU.).

Su home page es: http://www.math.rutgers.edu/~zeilberg/

Sobre su algoritmo:
I Para qué sirve

Este algoritmo sirve para lo mismo que el de la Hna. Celina Fasenmyer: dada
f(n) =3 ez F(n, k) con F(n,k) hipergeométricos, buscamos una recurrencia para
f(n). Pero este método nos ofrece una alternativa mucho més répida. Igual que en
el de la Hna. Celina, primero vamos a buscar una recurrencia para F'(n, k) pero de
manera telescopica: si existiera alguna funcién G “razonable” tal que

F(n,k) =G(n,k+1)— G(n, k),
sumando ambos miembros sobre k € Z, tendriamos
f(n) = 0.
Esto es mucho pedir, pero a veces, lo que si se puede hallar es una GG que verifique
Fn+1,k)—F(n,k)=Gn,k+1)—G(n,k) (2.1)

17



18 CAPITULO 2. ALGORITMO DE ZEILBERGER

Una manera 1til de anotar lo anterior es usando los operadores shift y de diferencias,
que definimos a continuacién.
Sean F'(n,k),G(n, k) dos funciones en dos variables. Se definen:

Operadores shift:

N(F)(n,k)=F(n+1,k) vy K(G)(nk)=G(n,k+1)

Operadores en diferencias:

AF(n) = F(n+1,k)—F(nk) v AG.k) = G(nk+1)—G(n,k)
= N(F)(n,k)— F(n,k) = K(G)(n,k) — G(n,k)
(N = D(F)(n, k) = (K =1)(G)(n,k)

Con esta notacién, (2.1) puede escribirse en las siguientes formas:
(N =1)(F) = (K = 1(G)
AFi(n) = AG, (k)

Ahora, sumando otra vez sobre sobre k € Z ambos miembros de (2.1), obtenemos
f(n+1) — f(n) = 0, de donde se deduce que f es constante. Esto todavia es
mucho esperar, pero hay algo que si podemos probar, algo que sucede en general,
solo necesitamos tomar un operador de diferencias mas general. El algoritmo de
Zeilberger produce, dados F'(n, k) términos hipergeométricos, una recurrencia de la

forma

M~

aj(n)F(n+j,k) =G(n,k+1) —G(n, k) (2.2)
=0
donde los a; € Q[z] y el cociente R(n, k) = ggz:; es una funcién racional en n

y en k. Con esto ya encontramos la recurrencia para f(n), porque al ser los a;

independientes de k, cuando sumamos ambos miembros sobre k € Z obtenemos
J
> ai(n)f(n+4)=0
§=0

II Cémo puede utilizarse para nuestro objetivo
Como dijimos en el algoritmo anterior, se entendera mejor la utilidad de este método

después de analizar el siguiente.
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Algoritmo Hyper

Este algoritmo fue disenado por Petkovsek, el autor esloveno de A = B.
I Para qué sirve

Basicamente este método sirve para reconocer cuando una relacion de recurrencia
con coeficientes polinomiales tiene una forma cerrada, donde por forma cerrada en-
tendemos que la cantidad de sumandos sea constante, que no dependa de ningun
parametro ni variable.

Asi como el algoritmo de Zeilberger nos devuelve, a partir de una suma indefinida
f(n) = > ez F(n, k), una recurrencia para f de coeficientes polinomiales, el algo-
ritmo Hyper cierra totalmente este problema: si la recurrencia hallada por Zeilberger
tiene por solucién una f(n) que se escribe como combinacion lineal de un nimero
fijo de términos hipergeométricos en n, el algoritmo Hyper encuentra esa solucién
f(n). Sino existe una tal solucién, el algoritmo responde negativamente.

IT Cémo puede utilizarse para nuestro objetivo

Si pensamos a ¢ como funcién de una variable, es decir, para y fijo, ¥(z) := ¥(z,y)
resulta W(z) = 3,0 f(k)z* con f(k) = 35 -, F(k,n)y". Observemos que W¥(x)

puede o no ser hipergeométrica, (f Sck(z)l) puede o no ser racional) pero f(k) siempre
es hipergeométrica ya que F(’;?:;));/:H = F(;(Zg)y es racional en las variables n, k

por serlo F' (y es constante con respecto s n y k).

Para acomodarnos a la notacion de los algoritmos anteriores, cambiemos n por k.
Es decir, escribamos:

19
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f(n) =Y F(n k)y"*

k>0

Entonces, con los algoritmos de Celina y de Zeilberger, podemos buscar una recur-

rencia para f(n), y luego una forma cerrada. En caso de tener éxito, resultaria

Y(wy) =) fln)z"

n>0

donde f(n) = f(n,y). Esta forma de escribir a ¥ (z,y) puede resultar mucho mas
manejable para trabajar sobre la conjetura que nos interesa.

11T Ejemplos

Como dato curioso mencionamos a continuacién algunas sucesiones conocidas que

no admiten forma cerrada hipergeométrica:

L. 5, = ZZ:O (Z)g
2.5, = ZZ:O (3:)

3. El nimero de desarreglos o derangements en n elementos. Es decir, la cantidad
de permutaciones del grupo S,, que no dejan fijo ningin elemento:

D, =#{c€S,:0(j) #jV1<j<n}
4. El ntimero de involuciones en n elementos, i(n) := #{oc € S, : 02 = 7}

5. El coeficiente central del trinomio, i.e: el coeficiente de x™ en la expansion de
(14 +z*)"

Todo esto estd probado en A = B usando el algoritmo Hyper.



Capitulo 4

Algoritmo Gosper

Este algoritmo fue disenado por R. W. Gosper Jr.

I Para qué sirve

El algoritmo Gosper es uno de los puntos culminantes en la historia de la “computa-
rizacion” del problema de la forma cerrada para sumatorias.
La cuestién que este método propone resolver es analoga a la de la integral: dada

H(z) = / F(t)dt

con f continua, buscamos una forma simple para H, donde por forma simple enten-
demos cualquier funcién que se pueda obtener a partir de las funciones elementales:
polinomiales, trigonométricas, exponenciales. Notemos que este problema esté re-
suelto. Ver [14].

Nuestro problema se parece a éste, pero en el caso discreto. En vez de una integral,

tenemos una suma de la forma
S, = g ts

donde los t; son términos hipergeométricos. Notemos que la cantidad de sumandos
en S, no esta fija, sino que depende de n. Buscamos una forma cerrada para S,
particularmente estamos buscando una forma cerrada hipergeométrica, i.e: queremos
escribir a S, como combinacién lineal de r términos hipergeométricos, donde r no

dependa de ninguna variable ni parametro. Notemos que en la analogia con el

21
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problema de la integral, S, juega el rol de primitiva, pero en lugar de integrar su
derivada, lo que hacemos es sumar sus diferencias, ya que

tr, = Sky1 — Sk

Antes nos preguntabamos: “dada f continua, jexiste F' tal que F' = f77.
Ahora la pregunta es:

dados (ty)x términos hipergeométricos, ;existen (z)x términos hipergeométricos tales
que ty, = 2p11 — 27

Afirmamos que para resolver nuestro problema basta con hallar una tal sucesion
(2 )k : si la hallamos, entonces podemos escribir

zn:zn_l—l—tn_l:(zn—2+tn—2)+tn—1:...:zo—i-Ztk

de lo cual resulta que z, = 2o + Sy, es decir, S,, = z, — ¢ (¢ = 2y constante).

El algoritmo Gosper resuelve totalmente este problema, ya sea positiva o negativa-
mente: si existen los términos hipergeométricos (zj)x, el algoritmo los encuentra,
y si no existen, lo confirma. En caso de que existan, decimos que (t3)x es sumable

gosper.

II Coémo puede utilizarse para nuestro objetivo

Para pobar que ¢ (x,y) no es racional, bastaria verlo por ejemplo en la diagonal:

U(x,x) = Z F(m,n)x™" = Z AnazV

m,n>0 N>0

donde Ay = Z%:O F(m, N —m). Si Gosper devuelve una forma cerrada para los

Apn, podemos aplicar los métodos que estudiaremos en la segunda parte.
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IIT Coémo funciona el algoritmo

(1) Si existe (z,), sucesiéon de términos hipergeométricos tal que

tn = Zni1 — Zn (4.1)
entonces #es racional en n, ya que
n
Zn Zn 1
P — T Zaa
tn Zn+l — Zn . 1
y “* es racional por ser (z,), términos hipergeométricos.
n

Luego existe y(n) racional tal que z, = t,y(n). Reemplazando en (4.1) obtenemos:

bty =thy(n+1) — t,y(n)

luego
Ly (n 1) = y(n) = 1
y llamando
r(n) = tzzl
queda
r(n)y(n+1) —y(n) =1 (4.2)

Como resolver (4.1) es equivalente a resolver (4.2), hemos reducido el problema de
hallar z, hipergeométricos al de hallar y(n) racional. El préximo paso serd volver a

reducir el problema, esta vez a hallar x(n) polindémica.

(2) Afirmamos que, dada r(n) racional, es posible (mds atin, es algoritmico), hallar

polinomios a, b, c en n con (a(n) : b(n+ h)) =1 Vh € Ny tales que

_a(n)c(n+1)
r(n) = o) c(n) (4.3)

Enseguida veremos cémo encontrar estos polinomios a, b, c, pero primero veamos

para qué nos van a servir.
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(8) Supongamos que tenemos la funcién y(n) del paso I, y supongamos que Jz(n)
una funcion racional tal que podemos escribir a y(n) en la forma

~ b(n — l)x i
R (4.4

c(n)
b(n—1)

sucede un milagro y z(n) resulta ser un polinomio. Este milagro estd probado en

es decir, x(n) = y(n) (racional en n), donde b y ¢ son como antes. Entonces

A = B y obviamos aqui la prueba.

El punto al que queremos llegar es que reemplazando (4.3) y (4.4) en (4.2) obtenemos

a(n)e(n+1) b(n) _b(n— 1)$ o) =
b(n)c(n) c(n+ 1)1:(” +1) c(n) () =1
simplificando
a(n) B b(n — 1)x o) —
c(n)x(n—i-l) ) (n)=1
es decir, z(n) verifica la ecuacién:
a(n)x(n+1) —b(n — 1)x(n) = c¢(n) (4.5)

Otra vez, hallar xz(n) que resuelva esta ecuacién es equivalente a hallar la y(n)
del paso 1. Es decir que hemos reducido nuestro problema original de encontrar

soluciones hipergeométricas a uno mas sencillo de hallar soluciones polinémicas.
Entonces necesitamos hallar los polinomios a, b, c y x.

(4) Cémo hallar los a, b, c
Recordemos que r(n) = tTZ—:l

r(n) se escribe en la forma r(n) = 7% donde f,g € KJ[n] con K algun cuerpo,

f,g son ménicos y (f : g) = 1. Esta dltima suposicién no es ninguna restriccién, ya

es racional (por ser t,, términos hipergeométricos) luego

que si f, g no fueran coprimos, multiplicamos y dividimos por (f : g) y obtenemos
polinomios coprimos. Notemos ademds que (f : g) siempre puede encontrarse de

manera algoritmica con el método de Euclides.

Si(f(n): f(n+h))=1Vh € N yaestamos: a =~f, b=g,c=1.
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Si no, definamos d, := (f(n) : g(n + h)) para h € N tal que deg(dy) > 1 y notemos:

f(n) = fi(n)dn(n)
gn) = gi(n)dn(n —h).

Entonces,

vf 1(n) _dn(n)
g1(n) d(n — h)

Si (fi(n) : g1(n + h)) = 1Vh € N, llevamos dj(’ﬁ)h) a la forma C(Zz:)l) multiplicando

r(n) =

y dividiendo por los factores que faltan:

dh(n) . dh(n) dh(n — 1) dh(n — 2) dh(n —h + 1)
dh(n—h) n dh(n— 1) dh(n—Z) dh(n—S) dh(n—h)

y se concluye llamando ¢(n) all producto en el denominador; a = 7 f1, b = g;.

Si 3h € Ntal que fi(n) y g1(n+ h) no son coprimos, calculamos el med y repetimos

el proceso anterior.

Afirmacién
Este proceso termina en un nimero finito de pasos.

Lo que sucede es lo siguiente. Los eventuales valores de h para los cuales f(n) y
g(n + h) no son coprimos forman un conjunto finito. Esto se ve claro cuando se
calcula la resultante entre f(n) y g(n+ h) pensados como polinomios en la variable
n. Recordemos que la resultante de dos polinomios P, () es el producto de los valores
que alcanza P en las raices de @), y que no hace falta conocer las raices de () para
poder calcular la resultante, sino que se calcula por medio de un determinante. El
punto aqui es que
R(h) = res(f(n),g(n + h),n)

es un polinomio en la variable h que se anula si y sélo si f(n) y g(n + h) tienen
alguna raiz en comtun, 7.e : si no son coprimos. Pero un polinomio no nulo no puede
tener infinitas raices, y R(h) es no nulo, ya que R(0) # 0, pues (f(n) : g(n)) = 1.
Entonces, los tnicos valores de h € N para los cuales f(n) y g(n+h) no son coprimos,
forman un conjunto finito y eventualmente vacio, el conjunto de raices de R(h).

Sobre como hallar las raices de R, notemos que sélo nos interesan las raices naturales,
y la forma de encontrarlas depende totalmente de cudl sea el cuerpo K donde estamos
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trabajando. Esta parte es muy interesante pero se va un poco del tema del algoritmo
Gosper, por eso ha sido desarrollada aparte en el apéndice.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente:

Algoritmo para hallar a,b,c

Paso 1
Se escﬁkxzr(n)::/yggg-con,f,g € Klx] ménicos coprimos, v € K
Paso 2

Se calcula R(h) = res(f(n),g(n + h),n) y 0 < hy, hg,--- < hy las raices naturales
de R. (Ver apéndice.)

Paso 3
Se definen
{ filn) = %
n(n) = FEEeeey
ypara2 < j< N
{ fi(n) = (fjfl(nJ;{;g}f(Tszrhj))
9i(n) = e -

Paso 4

Se concluye definiendo

a(n) = yfn(n)
b(n) = gn(n)
c(n) = TN Ty (fimr(n — hy) : gioa(n))

donde fo:= fy go =g

Teorema 1 Si K es un cuerpo de caracteristica cero yr (n) es una funcion racional
no nula; los polinomios a,b, ¢ calculados con el algoritmo anterior verifican:
_ a(n)c(nt1)
( ) b(n)e(n)
b, c sonmoénicosy (a(n) : b(n+ h)) =1 Vh € Ny
(a(n) :c(n)) =1y (b(n) : c(n+1)) =1
c

a, b, ¢ son los tinicos polinomios que verifican i), i), 7i1).

(4

)
i1)
)
)

r(n

211

1w
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La demostracién de este teorema se encuentra en detalle y muy clara en el libro
A = B [13] péginas 82 y 83.

(5) Cémo hallar x(n)
Recordemos que lo que buscamos es, si existe, un polinomio no nulo x(n) € Kin|
que verifique (4.5):

a(n)x(n+1) —b(n — 1)x(n) = c(n).

La idea bésica es sencilla: supongamos que tuviéramos una cota d para el grado de
x(n). En tal caso, podriamos escribir x(n) = Z?:o z;n' donde z; € K son d + 1
incégnitas. Como (4.5) es lineal en z(n), si reemplazamos en (4.5) x(n) por Z?:o zn'
y evaluamos en d + 1 valores comodos de n, obtenemos un sistema lineal de d 4+ 1
ecuaciones con d + 1 incégnitas, que puede o no tener solucién. Esta es una de las
causas por las que podemos detectar si una sucesion no es sumable gosper: si el

sistema lineal al que llegamos aqui no tiene solucion.

Entonces todo el problema se reduce a acotar el grado de z(n). Para ello introducimos
algunas definiciones y notacién: sea P(x) = Zi]io az;xt con P # 0y deg(P) = N
(i.e:an # 0). Se nota:

le(P) = ay (el coeficiente principal)
Im(P) = zV (el monomio de mayor grado)
t(P) := a,zV (elproductolc(P)im(P))

Ademas, si llamamos A = deg(a), B = deg(b), C' = deg(c) y escribimos

a(n) = S am

bn—1) = X7 b’
c(n) = Zz‘czo cn'
podemos reemplazar en (4.5) y obtener
A d B d c
Z a;n’ Z zi(n+1)" — Z bn' Z znt = Z e’ (4.6)
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

Notemos que, en el lado izquierdo,

lt(a(n)z(n+1)) = agxgn?*?
lt(b(n — Dx(n)) = bprgnPH?
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Entonces, hay dos casos para analizar, segun los It del miembro izquierdo de (4.6)
se cancelen o no. Analizamos primero el caso en que no se cancelan, que es mas

sencillo.

Caso 1: deg(a) # deg(b) V lc(a) # lc(b)
Al no cancelarse los It del miembro izquierdo, el grado en ese lado sigue siendo
d+méx{dega(n), degb(n)}. Como el grado en el miembro derecho es degc(n) = C,

tenemos que

d = dege(n) — max{dega(n), degb(n)}

es decir,

d=C — max{A, B} (4.7)

con lo cual ya tenemos un candidato a grado de x(n). Observemos que d podria ser
negativo, de manera que no podria ser el grado de ningin polinomio, con lo cual
otra vez estarfamos llegando a un caso en el que no hay solucién. Es decir, el Gosper

nos confirma que nuestra sucesion original ¢,, no es sumable gosper.

Caso 2: deg(a) = deg(b) A lc(a) = lc(b) (i.e:A=B Aay = bp)

En este caso se cancelan los [t del miembro izquierdo, y otra vez tenemos dos casos para
considerar, segin se cancelen o no los términos de grado maximo que quedan en el lado
izquierdo después de la cancelacion, es decir, los términos de grado A+ d — 1 (recordemos
que A=B).

En definitiva, separamos en casos segiin sean iguales o no lt(a(n)z(n + 1) — agzqn??)

lt(b(n — Da(n) — bpzgn®T?).
Como antes, analizamos primero el caso en que no son iguales por ser més sencillo.

y

(2.1): al no haber més cancelacién que la de los It, el grado del lado izquierdo es d+ A — 1,

y como en el lado derecho es C, obtenemos

d=C—A+1 (4.8)
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(2.i): en el lado izquierdo de (4.5) (o de(4.6), que es lo mismo) se cancelan los

coeficientes de n*? y de n4*9=1. Veamos quiénes son estos coeficientes.
Recordemos que (4.5) es

a(n)x(n+1) —b(n — 1)z(n) = c¢(n)

¥y que

) = Yiewi(n+ 1) = za(n+ D)+ zea(n+ D (n 1) +
a(n)x(n+1) = Z?:o a;n' Z?:o zi(n+ 1)
) = Zio bin'

) = Zio bin' Z?:o zin'

es decir

a(n)z(n+1) At g 2gnA T 4 nA o, (deg + 24-1) + ana_xq + O(nAH42)
bin— Da(n) = naszmAd + nA by 1z + bazar) + O(nA+4-2)

y comparando las dos tltimas expresiones, como el coeficientede n+?=! tiene que
coincidir, obtenemos:

laa(dzg + x4-1) + aa_124) = (bp—124 + bpTa—1)

es decir,

aadxy + aaxg—1 +as_12q — bp_12q — bpry—1 =0

pero recordemos que as = bg, con lo cual

xd(aAd +as-1— bel) =0

y como x4 # 0 (por ser z(n) #0), y aa # 0 (por ser a(n) # 0) concluimos que

d— b1 = aas (4.9)
as

Finalmente hemos podido decir exactamente quién es d en cada caso. Recordemos
que, como ya dijimos, lo que buscamos es el grado de un polinomio, por ende no
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todos los valores de d hallados nos van a servir.

En caso de que el valor de d sea mayor o igual que cero, podemos plantear las
ecuaciones lineales de las que habldramos al principio y encontrar z(n) o decidir que
no existe.

En caso de que el valor de d sea menor que cero, como ese no es el grado de ningiin
polinomio, concluimos que no existe tal z(n), luego el problema original no tiene
solucion y ¢, no es sumable gosper.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente

Algoritmo para hallar z(n) o para decidir que no existe

Sideg(a) # deg(b) V lc(a) #1c(b), se define D := {degc(n)—méx{dega(n), degb(n)}}
A le(a) = lc (b), se define D := {degc(n) —dega(n)+1, 71’3—1(;‘“14—1}

Paso 2
Se calcula D N N.
Si D NN = {) el algoritmo termina: no existe solucién z(n).

Si DNN # () se calcula d:=mdxD y se contintia con el paso 3.

Paso 3

Se plantea un polinomio de grado d que verifique (4.5), se evalia en d+ 1 valores ar-
bitrarios de n y se resuelve el sistema lineal cuyas incognitas son los d+ 1 coeficientes

del polinomio.
Si el sistema tiene solucién, hemos hallado x(n).

Si el sistema no tiene solucién, no existe z(n).
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IV El algoritmo Gosper

Finalmente, enunciemos los pasos a seguir para implementar Gosper:

input Una sucesién de términos hipergeométricos (),

output Una sucesién de términos hipergeométricos (z,), tales que t, = 2,11 — 2zn,

. . . . —1
si existe. Si no existe, Z:o k.

Paso 1

Se define r(n) = t’;—:l

Paso 2

Se escribe r(n) = % C(Cn(I)l)

Np. (Para ello se aplica el algoritmo ya comentado.)

con a, b, ¢ polinomios tales que (a(n) : b(n+h)) = 1Vh €

Paso 3

Se aplica el algoritmo visto para hallar un polinomio no nulo z(n) que verifique
a(n b(n—1

c((n))x(n +1) — (C(n) )x(n) =1.

Si un tal polinomio no existe, el algoritmo termina y no existe la sucesion hiper-

geométrica (z,), buscada.

Si existe, se define y(n) := %x(n)
Paso 4
Se concluye definiendo z, := y(n)t, y notando que S,, = Z;é tr admite una forma

cerrada hipergeométrica dada por S, = z, — 2

V  Un par de ejemplos simples

(i) S, = 37—} k! no admite forma cerrada hipergeométrica
En este caso, t, = n!, luego r(n) = (n;n! =n+1conlo cual a(n) =n+1, b(n) =

c(n) = 1. No necesitamos el algoritmo para calcular a, b, ¢ porque se ven a simple
vista y cumplen las hipétesis. Y como tenemos un teorema de unicidad, no hay que
preocuparse mas.

La ecuacién (4.5), a(n)z(n+ 1) — b(n — 1)z(n) = ¢(n) se traduce como

(n+Dx(n+1)—xz(n) =1
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que no tiene solucién, ya que el lado derecho tiene grado 0 en n mientras que el
izquierdo tiene grado mayor o igual a uno.

Usando el algoritmo que vimos para hallar (si existe) z(n), tenemos dega = A = 1,
degb = B =degc = C' = 0,con lo cual nos hubiéramos encontrado en el caso 1:
dega # degb. Luego el candidato a grado de x(n) hubiera sido 4.7 d = C- max{A,B},
es decir, d = 0 — 1, que no es admisible como grado de un polinomio no nulo.

Implementado en Maple es:

>T:=k!;
T .=kl
>Gosper(T,k);
n—1
0
k=0

Esta es la respuesta que da Maple cuando la sucesion del input no es sumable Gosper.

(ii) S, = Y1, kk! si admite forma cerrada hipergeométrica

(n+1)(n+1)! _ (n4+1)2
nn! - n

Acé t, = nn!, luego r(n) =

se escribe como
n+ln-+1
r(n) =
1 n

con lo cual a(n) =n+1, b(n) =1, ¢(n) = n verifican todas las hipétesis.

La ecuacion (4.5), a(n)z(n+ 1) —b(n — 1)xz(n) = ¢(n) se traduce como
(n+1zn+1) —x(n)=n

y estamos otra vez en el caso 1, pero ahora degec = 1, de donde, por 4.7 tenemos que
d=1-1=0.

Luego si existe x(n), es un polinomio constante. De hecho x(n) =1 es solucién.
Ya estamos en el ultimo paso de Gosper. Ahora definimos z,, = %tn = %nn! =n!

y verificamos que

Zn4+1 — An = tn
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n+1!—nl=nl[(n+1) -1 =nln=t,

luego n! es sumable gosper y su suma admite una forma cerrada hipergeométrica,
-1 -1
que es de la forma S, = > ) kk!l =S, =Y g 2k41 — 2 = 2 — 20 = nl — L es

decir,

n—1
Z k! =n! — 1
k=0

Implemetado en Maple es:

>T:=k*k!;

T .= kk!

>Gosper(T,k);

k!

Esta es la respuesta que da maple cuando la sucesién del input es Gosper sum-
able: responde con el término general de la sucesiéon hipergeométrica (z;)r que

buscdbamos. En este ejemplo es, como ya vimos, 2z = k.

Observacién

, , . 2
Nétese otra vez la analogfa con el caso de la integral: [ €™ dz no puede expresarse

2
7 . . . 2 T
en términos de las funciones elementales, mientras que [ ze® dx = S~ + constante

si lo es.
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Capitulo 5

Algoritmo WZ

Este algoritmo es obra de Doron Zeilberger y Herbert Wilf. Wilf trabaja en la
University of Pennsylvania, en EE.UU. El fue quien que se intereso por el trabajo
de Zeilberger y se ocupd de rastrear y encontrar a la Hna. Celina, y de presentarla a

la comunidad matematica. Su home page es: http://www.cis.upenn.edu/~ wilf/
Sobre el algoritmo:

I Para qué sirve

Este método sirve para probar identidades combinatorias ya conocidas o conje-

turadas, es decir, trabaja a partir de una conjetura. Si llamamos f a la suma

f(n) =7 F(n.k)
kez
(siempre con F'(n, k) hipergeométricos) y si existe una funcién r(n) tal que conjeture-
mos f(n) = r(n), entonces el algoritmo WZ puede darnos una respuesta que cierre
el problema. Este algoritmo funciona a partir del anterior, el algoritmo Gosper, en

la siguiente forma.

Primero, normalizamos la conjetura: si r(n) # 0Vn, renombramos F'(n, k) :=

con lo cual, nuestra conjetura se transforma en

f(n) =" F(n,k) =1(vn) (5.1)

keZ
Una forma de probar que f(n) = constante es ver que
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f(n+1)—= f(n)=0(Vn) (5.2)

Y una forma de demostrar esto iltimo es hallando una funciéon G que verifique:

Fn+1,k)—F(n,k)=G(n,k+1)—G(n,k) (5.3)

(cf. algoritmo de Zeilberger), pues en tal caso, sumando sobre todos los valores
de k € Z obtenemos (5.2). Un par de funciones (F,G) que verifica (5.3) se llama
par W Z.

Notemos que si para cada n fijo llamamos
tr=F(n+1,k)— F(n,k)

el problema de hallar G se convierte en un problema del tipo que resuelve el algoritmo
Gosper: hallar una recurrencia de primer orden para tj.

Si existen (zx)r términos hirpergeométricos tales que t, = zxi1 — 2, Gosper los
encuentra, y si no existen, Gosper responde que no hay solucién. Como esto lo
hacemos para cada n fijo, podemos llamar

G(n, k) =z

Vimos en Gosper que  es racional, luego G(n, k)/F(n, k) también lo es:

2= % pero F(n+ 1,k) — F(n,k) = h(n,k)F(n,k) con h una funcién
racional ya que como F(n, k) es hipergeométrica, £ }(,’“EZ;)’“) = h(n, k) con h racional.
Despejando obtenemos F(n + 1,k) — F(n, k) = [h(n, k) — 1]F(n, k) y volviendo a

llamar h a h — 1 (que sigue siendo racional), obtenemos el resultado buscado, lo

usamos para obtener
2 G(n, k)
ty  h(n,k)F(n,k)
de donde se deduce que
G(n, k)
F(n, k)
es una funcion racional en. Esta funcién R se llama certificado de WZ, y se obtiene,

R(n,k) :=

(como acabamos de ver), a partir del algoritmo Gosper.

El algoritmo WZ funciona a partir de este certificado, o sea que para tener éxito

con WZ es preciso haber tenido éxito primero con Gosper.
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IT Cémo puede utilizarse para nuestro objetivo

1. Primero, pensemos a la funcién ¢ (x, y) como funcién de una variable evaluando

en la diagonal:

donde Ay =N F(m,N —m).

m=0
P(x)

1
Q(x)2
P,Q € C[x] coprimos, con deg® > 1. Demostrar esta conjetura bastaria para

2. Supongamos que tuviéramos una conjetura del estilo ¥ (x,z) = con

demostrar que 1 (x, z) no es racional. Sobre la conjetura en si hablaremos mas
adelante, (capitulo 8), pero supongamos que Q(0) # 0.

3. Trabajamos con la funcién racional que conjeturamos.
P(z)
I
Q(x)2
algtin radio de convergencia que siempre es positivo):

Llamemos ¢(x) := y calculemos su desarrollo en serie de potencias (en

p(z) =) Bya"

N>0

donde By = £

4. Ahora, probar la conjetura ¥ (z, x) = ¢(z) se reduce a probar que ambas series
de potencias son iguales, y como esto se prueba coeficiente a coeficiente, lo que
bastaria demostrar es la igualdad Ay = By VNV.

Y acd es donde aplicamos WZ, ya que ésta no es mas que una identidad
combinatoria: S_  F(m, N —m) = By.
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IIT Cémo funciona el algoritmo

Sean f(n) := >, F(n,k) y r(n) tales que se conjetura que f(n) = r(n).

Paso 1

Normalizar: se redefine F(n, k) := %

Ahora la conjetura es ), ., F(n, k) =1

Paso 2

Para cada n fijo se define ¢, = Fi(n+ 1,k) — F(n, k) y se aplica Gosper a ty.
Si Gosper responde que no hay solucion, W Z fracasa.

Si Gosper responde con (zi ), entonces f(n) es constante.

tk = zpr1 — 2z, y llamamos G(n, k) = 2z, y (F,G) es un par WZ. El certificado de
WZ es la funcién R(n, k) = G(n,k)/F(n, k)

Evaluamos f(n) en cualquier valor de n. Si da 1 ya estd, si da alguna otra constante

7, entonces f(n) = yr(n)

IV Un ejemplo

Veamos cémo W Z prueba la conocida identidad combinatoria
() -C)
k)] \n
k=0

(»°
)

Ahora aplicamos Gosper a t, = F(n+ 1,k) — F(n, k), es decir,

Primero normalizamos y obtenemos F'(n, k) =

Implementamos en Maple: ponemos

U= F(nk) = grsmm ey ¥ T = s = F(n+ 1,k) = F(n, k).

> U:=(n1)4/(k!")2*(n-k) '*(n-k) '*(2n) ! ;
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nl4

E2(n — Ek)!12(2n)!

> T:=subs(n=n+1,0)-U ;

o (n+ 1)1 B n!4
kR A1 -k)2@2n+2)! E2(n — k)2(2n)!

> Gosper(T,n);

n -4 n.4
2(-n+k—1)*2n+1) (k!Q(n—ﬁ—(l——il_c;!);(Zn—l—Q)! - k!2(n—k:)!2(2n)!)
3n? + ™% +5n + 1 — 8n2k — 12nk + 4k?n + 2k% — 4k

Aqui con Gosper concluimos que ), _, F'(n,k) = cte. Para ver que la constante

02

es 1, evaluamos en n = 0 : S)_ F(0,k) = F(0,0) = % = 1 lo cual concluye la
0

demostracion.

La implementacién en Maple con el algoritmo W Z es:

> U:=(n!)4/(k!)2x(n-k) '*(n-k) '*x(2n) !;

n!4

E2(n — E)!12(2n)!

> w:=WZMethod (U,1,n,k,certif);

n! EZ(n+1—k)12(2n+2)]  k12(n—Fk)12(2n)!
K2(n— E)12(2n)!"  3n3 + Tn? + 5n + 1 — 8n2k — 12nk + 4k?n + 2k? — 4k

4 (—3n — 3 + 2k)k? ( ()t )

w =

El output da el certificado de W Z, y la existencia de este certificado nos garantiza

que nuestra conjetura es verdadera.
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CAPITULO 5. ALGORITMO WZ



Capitulo 6

La asintotica

Antes que nada, recordemos que dadas dos sucesiones (a,), y (b,), decimos que
(bn)n es la asintotica de (a,), (notacion: a, ~ by,) si lim, .. $* = cte. # 0.

"/ 2nm.

Por ejemplo, la célebre formula de Stirling es n! ~ e~
En este capitulo mostramos algunos resultados del libro Combinatorics and Com-
mutative Algebra, de Stanley [18], sobre series de potencias de funciones racionales
en una variable; buscando aplicaciones para nuestro problema. Stanley muestra
cémo es la asintética de los coeficientes de una tal serie, bajo ciertas condiciones. La
utilidad de los resultados de Stanley para nuestro trabajo es inmediata. Pensemos a
1 como funcion de una variable y supongamos que podemos probar que se encuentra
bajo las las condiciones de Stanley y que la asintética de sus coeficintes no es como
la que Stanley demuestra para funciones racionales. Entonces habremos probado
que v no es racional.

Veamos entonces dos resultados del libro de Stanley.

Teorema 2 Sean aq,...aq numeros complejos, con d > 1 y aq # 0.
Sea f : Ng — C una funcion, y sea ¢ la funcion generatriz de la sucesion

(f(n))nen,, €s decir:

pl) =Y fn)z"

n>0

Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. p(x) es racional. Mds atn, ezisten polinomios P,(Q € Clx] con

Qz) =1+ Zle a;x' (ag #0) y deg(P) < d tales que p(z) = ggg

d

Zaif(n—l—d—i)zo

=0
Vn € NO (ao = 1)

3. f(n) =30, Pi(n)y v € No
donde [[5_,(1 — 2v;)% = Q(z) y P, € Cln], degP; < d;.

J=1

Idea de la demostracion: Definamos los siguientes C-espacios vectoriales:

Vi = {f:N— C funciones que verifican (1)}
Vy = {f:N— C funciones que verifican (2)}
V3 = {f:N— C funciones que verifican (3)}
Vy, = {f:N— C funciones tq su generatriz es p(z) = > ; 9i(2)

=0 (1—ay)%
con g; € Clx], deg ¢g; < d;, v; y d; como en (3)}
Se puede probar que:
1)estos cuatro espacios tienen dimensién d (como C-espacios vectoriales).
QViC V3, Vi Vi CVa
Probando 1) y 2) se concluye que los cuatro subespacios son iguales.

Por ejemplo, probar que V; C V; se reduce a notar que en la igualdad de (i),
(L, aif(n+d —i) = 0) el lado iquierdo es el coeficiente de z*" en la expansién

de Q(z)p(x); y que ese coeficiente es nulo por ser p(z) = gg; i.e: Q(x)p(r) = P(x)
con degP < d.
Probar que V; C Vi es simplemente escribir

S

o) = 3 flmpan = 5 )

n>0 i=0 (1 —ay,)%

y como la tiltima sumatoria es finita, es una funcién racional que verifica todas las
condiciones de (7).

Demostrar que dimc¢V; = d es sencillamente escribir Q(z)p(z) = P(z) y como
deg(P) < d —1 hay d coeficientes libres para elegir. (i.e: { 1,z,2%, ... 2971 } es una
base de V; como C-espacio vectorial.)
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Observacién

Este teorema nos da una serie de equivalencias para ¢ racional pero de la forma

o(x) = gg; con degP <deg(@. Esto no es ninguna restriccion, ya que si fuera

degP >deg(, con el algoritmo de divisién encontramos los tnicos L, R € C[z] con
degR <deg@ (o R =0) tales que P(x) = Q(z)L(z) + R(z), i.e:

P(z)
Q(z)

R(x)
Q(x)

= L(z) +

De manera que ¢(x) = L(x) + % y como L es un polinomio, reemplazamos ¢ por

¢ — L y aplicamos el teorema con la salvedad de que (¢ii) no vale Vn sino para n
suficientemente grande. Esto esta probado en el libro, incluso a partir de qué valor

de n vale (i77). Omitimos aqui la demostracion por ser muy técnica y algo tediosa.

Corolario 3 Sean f : Ny — C, d € Ny. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existe P € Clx], degP < d tal que

P(x)

2T = g e
2.
d+1
S (" ) sty =0

Vn € Ny. (En cdlculo de diferencias finitas, esta condicién se nota A1 f(n) =

0.)

3. f(n) es un polinomio en n de grado menor o igual que d. Mds ain, degf =
d <= P(1) # 0. En tal caso, lc(P):%.

Demostracion: Es un caso particular del teorema 2: Q(x) = (1 — z)¢™! Como las
tnica raiz de @ es 1, la escritura de (7i¢) del teorema 2 resulta f(n) = P(n)Vn € Ny
con deg P < d+ 1.
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Entonces, dada una funcién racional ¢(z) = -, f(n)z", para todo n suficiente-
mente grande vale que

) =X Y P (5"

donde A :méXlgiSrﬁ.
Llamemos 3; := ﬁ Entonces, por definicién de A, |5;| < 1Vi. Luego existe algin
1<j5<r—1tal que

Bl <1 1<i<j
Gil=1 j+1<i<r
De lo cual se deduce claramente que lim, .3 =0 V1 <1<
Ahora, como f(n) =AY, P;(n)3!" obtenemos que la asintética de f(n) es:

T

fn) ~ X" Y Pi(n)B; (6.1)

i=j+1
En el caso particular del corolario (3), en que el denominador tiene una tnica raiz;
0 mas en general, en el caso en que el denominador tenga una tnica raiz de médulo

minimo, la asintética es:

Fln) ~ X"P(n) (62)
(juntamos en A el producto de constantes Af3.)

Aplicaciones

Veamos cémo se aplica todo lo anterior a nuestra funcion .

¥ (z,0) es racional

Se deduce inmediatamente del teorema anterior y de su corolario. Primero veamos

cémo es (x,0).

Y(,0) = 3. .50 F(m,n)z™0

Ym0 F'(m, 0)x™ (sélo sobrevive el término den = 0)
— [p(mF0+k)—1]! [¢(m~4-04k)—1]!

F(m.0) G 0T Gra)l(0:a)

P m(;f; k)!_l)! (qm(:fnk)!_l)! simplificando factoriales queda :

= [(pm + pk — 1)(pm + pk — 2)...(pm + 1)|[(gm + gk — 1)...(gm + 1)]
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Es decir que F'(m,0) un polinomio en m.

Ahora notemos ¢ (z,0) = p(z) y F(m,0) = f(m) y estamos en las hip6tesis del
corolario de Stanley: f(m) es un polinomio digamos de grado s, luego ¢(x) = %

donde s < d y degP < d. En particular hemos probado que #(z,0) es racional.

Hay otra forma de ver que #(x,0) es racional que resulta interesante en si misma,
razén por la cual la mostramos a continuacion. Mantenemos la notacién: ¢(z,0) =
o(x), y F(m,0) = f(m). Como ya probamos que f(m) es un polinomio, escribamos
f(m)=>"7  a;m'. Es decir,

_ s 7 m
QO(.I) - ZmZO (Zz o &M ) T
_ s m
= Zizo Q; ( m>0 m'z )
Ahora veamos que para cada valor de 0 < 4 < s miz™ es racional. Como
que p » 2am>0

la suma de funciones racionales es racional, con esto queda probado que ¥(x,0) es

racional. Entonces, veamos primero qué pasa para algunos valores de @ :

B

1=0: ngoxm
i=1: ) soma™ =

—
|
8

m—1
>0 mx

>0x )

8 &

o

)

Para i = 2 reemplazamos m?z™ = m(m — 1):6’” + ma™ y resulta:

ZmZO m*z™ Zmzo m(m — 1)x™ + Zmzo ma™
= 2’ (ﬁ)" + ()

o+ e

1 \0) 41 . i.m
Observemos que (—) —= es racional. Luego basta ver que Zmzom T

1-z )

se escribe como combinacién polinomial de las derivadas de ﬁ Razonando por
induccién en ¢, ya lo vimos para ¢ = 0,1,2. Sea ¢ > 3. Lo que queremos hacer es
reemplazar el término m’z™ por alguna expresién que involucre un término de la

forma m(m — 1)(m —2)...(m — (i — 1))z™. Para ello, simplemente desarrollamos
mm—1)(m—-2)...(m—(i—1)) = Zjoslml
= mi+ 3, sm!

donde s; son (salvo signo) los polinomios simétricos elementales en ¢ variables eval-

uados en 0,1,...,7 — 1. Ahora despejamos m'® :
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m' =m(m—1)(m—=2)...(m—(i—1) =Y sm'

con lo cual

Dpsomia™ = a3 om(m = 1)..(m—i+ 1)z =3, ( o Szml> ™

— g (ﬁ)(l) _ ;‘;(1) syt Zmzomlxm—l

y usando induccién global concluimos que > . m'az™ efectivamente se escribe en
términos de las derivadas de . Hemos probado que #(z,0) es racional.

¥ (x,y) no es racional para p=¢ =1

Llamemos ¢(x) := ¢ (x, x). Entonces

= Z F(m,n)z™™"

m,n>0

:ZZF(m,n—mx

n>0 m=0

n

o F(m,n —m). Recordemos que

Es decir que en la notacién de Stanley, f(n) =Y

_ N pm At k) = Ygm k) -1,
e _m%;() (mp)\(np): (mq)!(ng)! y
luego
”*k —1] lqn+ k) — 1!,
; mz% m)p]! (mq)![(n — m)q]l"
y
f(n) = ~ [p(n+k)=1]! [g(n+k)—1]!

« (mp)![(n — m)p]! (mq)![(n — m)q]!

m=

Analicemos el caso p = ¢ = k = 1. Resulta
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n

f(n) =

m=0

=3 () -2

[(n+1)—=1'[(n+1) —1)!
ml(n —m)! ml(n—m)!

es decir

2

pero hemos probado (con el algoritmo WZ) que Y _ ( ) = (2:), luego

f(n) = (2[])-

Ahora estudiemos la asintdtica de f(n). Aplicando la citada férmula de Stirling

resulta:
(2n)! e *(2n)*"V2m2n  2*"\/mn
n!? (e=n(n)"/2mn)? ™m
es decir,

f(n) ~ 4
que no es de la forma probada por Stanley, A" P(n) con P polinomio.

Con lo cual hemos probado que, en el caso p = ¢ = k = 1, ¥ no es racional. O

Veamos ahora en qué se modifica todo lo anterior si mantenemos p = ¢ = 1 pero
dejamos libre el parametro k € N, k > 2.

En este caso, tenemos

fn) = Z [(n+Ek)=1'[(n+k)—1]!

=0 m'(n - m)' m'(n — m)l

Notemos que

n+k-—1! (+k-1)n+k-2)... (n+ 1)n! :(n+1)k_1(n)

ml(n —m)! m!(n —m)! m

donde (n + 1)x_1 es el simbolo de Pochammer: para a € C, n € N se define:

(@), = ala+1)(a+2)..(a+n—1)
H?:_01<O‘+i)
= [Lisi(a—1+10)
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Algunas propiedades del simbolo de Pochammer se verdn en el capitulo 8. Ahora
nos interesa que (n + 1)5_1 es un polinomio (de grado k — 1) en n.

Continuemos:

fn) = X0l D ()2
= (2 ()

(n + 1)%4 (2:)1

~ (n+1);_,4"n"2.

y como el simbolo de Pochammer es un polinomio en n, la asintética de f(n) no
puede ser de la forma probada por Stanley (A\"P(n) con P polinomio) por lo cual

concluimos que v no es racional para el caso p = g = 1, para cualquier valor de
k e N.



Capitulo 7

El sistema de Horn

En este capitulo analizaremos un sistema hipergeométrico de ecuaciones diferenciales
del cual 1 es solucion, viendo como esto puede ser util para nuestro objetivo.
Asi como en la primera parte definimos el operador en diferencias (capitulo 2), ahora

necesitamos definir un operador diferencial.

Sea f una funcién escalar de n variables, f = f(x1,...,z,). Paracada 1 <i <nse
t
nota " of
i =Tig—-
8Ii

Por ejemplo, §(z™) = ma™.
Observemos que 6%(2™) = m22™ y en general, O~ (2™) = mNa™.

También notamos 0 := (64, ...,60,) por ejemplo:

flz,y) =2" +y" = 0(f)(x,y) = (mz™, ny").

En el caso bivariado se definen, para i = 1,2; los operadores hipergeométricos u

operadores de Horn como

Hy = Q1(0) — 1 71(0),
H2 = Q2(9) - IQPQ(Q)

donde F;, (; son polinomios bivariados que se factorizan como producto de formas

(7.1)

lineales y satisfacen las condiciones de compatibilidad:

Ri(s+ e3)Ra(s) = Rao(s+ e1)Ri(s), (7.2)
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donde R;(s) = Q:(Dﬁ)e,-) v {e1,e2} es la base canénica de R?.

Por ejemplo veamos que los siguientes polinomios verifican (7.2) (que son producto

de formas lineales es evidente).

Pi(xy,22) = (21+22)°
Py(x1,29) = (11 + x2)°
Qi(x1,22) = =}
Qa(T1,19) = SE%
Expandimos R; :
Pi(x1,x Py(z1,x
Rl <x1’ x2) - Q1(11(1jr1,256)2) y RQ(xl’ x2) = Q2(23£1,1x2i)1)
reemplazamos en (7.2):
Pi(zy, 29 + 1) Py(xy,22) Pa(wy+1,19) Py(11,79)

Qi(zy+ 1,20+ 1) Qo(w1, 12+ 1) Qo(ar + 1,29 + 1) Q1(z1 + 1, 22)
lo cual es inmediato.

Es decir que los polinomios del ejemplo estéan en las hipétesis de Horn. Ahora veamos

lo que se obtiene al aplicarles los operadores hipergeométricos.

Hi = Qi(0) —z1P(0) = 67 —z1(61 4 62)°
Hy = Q2(8) —22P5(0) = 63+ 22(01 + 62)°

Por ejemplo, para p = ¢ = 1, usando la traduccion entre sistemas A-hipergeométricos
y sistemas de Horn en [2, §5] la serie ¢ en (1) satisface precisamente el sistema de

Horn con

{Pi(xl,xz) — (21 + 20+ k)2

Qi(xhl’z) = If

donde k es el otro pardmetro de 1. Para estos polinomios P;, ();, la serie v satisface:

Hi(y) = Qi(0()) —z: P(0(y) = 0
Hy(y) = Q20(¢)) — 22 P(0(1)) = 0

es decir

Hl(¢) = 9%(@/})—1131(91—#92—1—/{7)2(@0) =0 (73)
() = 03(¢) — w26 + 02+ k) () = 0 '
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Verifiquemos que, cuando p = ¢ = 1, 9 efectivamente satisface el sistema de Horn
(7.3). Por las simetrias del sistema y de 1), basta chequear que es solucién de la

primera ecuacion. Como
U(z,y) = Y F(mn)z™y",
m,n>0

es inmediato ver que

01(¢) = > 0 ms0 F(m, n)ma™y"

0% () = > mnso F(m, n)m>zmy"

(01 + 02) () = zm,nzo E(m,n)(m +n)z™y"

0102(1)) = 01(3_,, 50 F(myn)na™y™) =3 <o F(m,n)mna™y"
en particular, 6,65(v)) = 656, ()

(01 + 62)°(¥) = 3o z0 £ (m, ) (m + n) 2™y

(01 + 02+ k)* (1) = [(01 + 02)* + 2k(01 + 62) + E*)()

= Lmmzol(m + 1) + 2k(m +n) + k*Ja™y"

=Y mnso(m +n+k)2xmy"

Entonces,
Hy(¢) = 01() — 21(01(¢) + 02() + k)
se traduce como
Hi(0)(v) = Z F(m,n)m?*z™y" — Z F(m,n)(m +n+ k)?2"y"

m,n>0 m,n>0

con lo cual, para ver que
H(0)(v) =0

basta probar que los coeficientes de estas dos series coinciden; es decir, queremos

ver que siempre vale:

F(m+1,n)(m+1)*= F(m,n)(m+n+k)>.

r.e.:
F(m+1 K\’
R(m,n) = (m+1n) (m+n+
F(m,n) m+ 1
Ahora recordemos que para p = ¢ = 1, los coeficientes de 1 son F(m,n) =
(m+n+k—1)! 2 . .
— 17— | »loque implica que

m+n+k)! m!n! 2
(m—+Dn! (m+n+k—1)!

R(m,n) = ((
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que es lo que queriamos verificar.

En el paper “Elimination in codimension two”, de 2001, Alicia Dickenstein y Bernd
Sturmfels [6] han probado que el discriminante del sistema hipergeométrico puede

expresarse como

qu(.fE, y) = Res(qu(a:, Y, t)> gpq($7 Y, t)a y)?

donde
qu — I(t + 1)P+q _ (_1)p+qtp+q

oy = y(t+ 171 = (1)

Es decir que de existir polinomios coprimos P, Q € Q[z,y] tales que

entonces () = A,,.
Por ejemplo, para el caso p = ¢ = 1 Maple nos muestra que:
>f11:=x*(t+1)2-t2;

f11 = ZL‘(t + 1)2 — 12

>gll:=y*(t+1)2-1;

g =yt+1)2-1

>ri1il:=resultant(f11,gll,t);

r =2y +y2 —2yr+ 22 —-2x+1
Evaluando en la diagonal se obtiene
>rilx:=subs(y=x,qll);
qnr = —4x+1

En el capitulo 8 mostramos que, efectivamente, para p =q¢ =k = 1,
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Y(x,x) = —2—. Es decir, en la notacién de (7.4), P =15 = 3, lo cual demuestra

(1—4x)2
que en este caso ¥ no es una funcion racional, de acuerdo a la conjetura.

Una forma de probar que ¥ no puede ser racional para p,q, k arbitrarios seria por
lo tanto mostrar que ¥ es de la forma (7.4) con s ¢ Z. Es posible demostrar que
si ¢¥(x,r) admite una escritura de esta forma, entonces deg(P) — sdeg(Q) < 0,
con lo cual, teniendo el denominador ) = A,, uno podria tantear posibles valores
fraccionarios (no enteros) para s, acotando asi el grado de los posibles P. Esto
permitiria tener una conjetura a quien aplicarle el algoritmo WZ, discutido en el

capitulo 4. Si para algin valor no entero de s y para algin P el algoritmo nos
P(z,z)
Qlz,x)*

responde que efectivamente 9 (z, x) = entonces habremos probado que ¥ (x, z)

no es racional (ver capitulo 8).

Seria muy util en este sentido buscar una forma de generalizar esta idea que permita

tener una demostracion global para todos los valores de p, g, k.
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Capitulo 8

Un caso particular

Proposicién 4

1

p=q=k=1=>¢(%93)=m

Demostracion: (1) En primer lugar, recordemos (ver capitulo 6) que en el caso

p=q=k=1¢(x,x) es:

Plaz) =Y (2:) z"

n>0

(2) En segundo lugar, consideremos la funcién

o(z) = (1 —4z)" 2,

Veamos su desarrollo en serie de potencias para luego poder comparar sus coeficientes
con los de 1. Sabemos que

(Lt =3" (Z)t”

n>0
donde
(cx) o oa(a—l)...('oz—n—',-l)
v (ot 1)
F'(n+1)I'(a—n+1)
Reemplazando t = —42 , a = —% , obtenemos:

%)
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_1 I'(—3+1) n
(1—dx)™2 = ano F(n+1)1"(27%7n+1) (—4z)
_ rp(E=nm4r o,
- ZnZO F(nj—l)F(%—n)

Recordemos algunas propiedades bésicas de la funcion Gammea:

I'(n) = (n—1)! VneN
(o —)I'(av — 1) Vo € Dom(T")

Entonces,

(3) El tercer y ultimo paso serd comparar los coeficientes de ambas series de poten-

clas:

VHENO

n

2n\ 72(—1)"4n
> - nll(3 —n)

blo) = ol) &
Es decir, que todo se reduce a probar que la siguiente igualdad vale Vn € Ny :

(2n)!  w2(—1)"4"
n! (3 —n)

Primero trabajemos con el miembro izquierdo agrupando pares e impares:

(2n)! = (2n)(2n—1)(2n —2)(2n — 3)...2.1
= 2.n(2n—1)2(n—1)(2n —3)2(n —2)...2.1
= oI T, (2 — 1)
0 T 2i— 1)
= 22" [[L,(i—3)
= 4" H?:l(i - %)

Es decir,
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Luego para ver que los coeficientes de la serie de potencias de ¢(z) coinciden con
los de 9 (z, x) basta ver que

—

S
r(—m—lyé_”

[N

Para ello recordemos el simbolo de Pochammer (cap.6) y veamos algunas de sus
propiedades bésicas:

(@)p =ala+1)(a+2)...(a+n—1)

(1), = n!
(m), = (77(1:?;)1!)! Ym e N
(a)n = S5 Vad Za

1_

Entonces para nuestro caso, llamando a = 5 — n tenemos que

n

PG _Ttn) o TTia 1o =TT 01
L(3-n)  T(a) = (@n=]Jle-1+0=1]G L)

2 =1 =1

Si ahora llamamos —i := —n — 1 + ¢ obtenemos
ry
SICE
o LG
lo cual concluye la demostracién. o

Coémo se prueba lo mismo computacionalmente

Recordemos que la conjetura original era

no(m\2 (=9"T(5)
D i0 (z) - nzr(féfn)

—1)n4n
= & (%_n)n

Siguiendo la notacién de Gosper y W Z:

n n 2
(n) = Zk2:0 ()
(n,k) = (}) (es claramente hipergeométrica)

rin) = SG -
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Ahora apliquemos el algoritmo Gosper:

Paso 1: normalizar

F(n,k)

Renombramos F(n, k) := 0> ©s deir,
2
7(=1)"n!

Ahora queremos probar que p(n) =1 Vne Z.

Paso 2: certificado de W Z
Para obtener el cerfificado R(n, k) usamos el Gosper con ty = F(n+1,k)— F(n, k) :

(T (D D+ DL () (1)l
4""'1(% —(n+ 1))t 4n(% —N)n

ty =

Para implementar en Maple volvemos a la notacion anterior, escribiendo en términos
de la funcién Gamma en vez del simbolo de Pochammer. Es decir, cambiamos

1
(3 — n)n por % Entonces el dato para poner en Maple es:
2

ty = ~F&

() =D+ D+ (@ =1
)

1
gn+1_LG
r—3-n-1 r-

b= ' EDR+ D+ DIN(=E—n) () (=1)"nT(=% - n)

4n+1p(%) 4nr(%)

A partir de aqui pasamos a Maple y terminamos como en el capitulo 5.

Proyecto de trabajo

Una idea que tenemos y en la que esperamos poder trabajar mas adelante es la
de estudiar qué pasarfa para otros valores de p,q, k. Conjeturar la (z) tal que
o(x) = ¢(x,x) y hacer lo mismo que hicimos aqui : hallar el desarrollo en serie de
Taylor de ¢(z) y comparar los coeficientes, usando W Z (que trabaja con conjeturas

de identidades combinatorias) o Gosper.



Apéndice 1
Sobre las raices enteras de un

polinomio

Sea K un cuerpo y sea P € K|[z]|. Nos interesan los ceros de P en Z. Todo depende
fuertemente de cudl sea el cuerpo K en el que trabajamos.

Si K = Q el problema se resuelve, por ejemplo, con el criterio de Gauss. De un
polinomio en Q[z] pasamos facilmente a uno en Z[z] (con las mismas raices) via la
cancelacién del denominador comtn de los coeficientes. Y una vez en Z[z], las tinicas
posibles raices enteras del polinomio son los divisores del término independiente.
Es claro que podemos suponer que éste término no es nulo, ya que en caso de
serlo, tenemos que cero es raiz de multiplicidad m, luego sacando factor comun x™
obtenemos un polinomio que se anula en las mismas raices no nulas que el original

y que no se anula en cero, por lo tanto su término constante es no nulo.

Existe un algoritmo atin més eficiente usando métodos p-adicos en [L].

Si K = R o C el problema se cierra, por ejemplo, acotando el intervalo al que
pertenecen las raices reales, y evaluando en los finitos puntos enteros que pertenecen

a ese intervalo.

Sobre cémo acotar el intervalo, Gentile prueba en [8] pag. 67 que si P(z) = 2" +
S y si g € R es raiz de P, entonces |xo| < max{1, 3" |a;|}. Observemos
que Gentile esta usando polinomios moénicos, pero esto no restringe la generalidad,
ya que como estamos en C, siempre podemos, dado un polinomio no nulo, dividir

por el coeficiente principal y obtener un polinomio ménico con las mismas raices.

Existe otro resultado similar a éste pero con una cota diferente. Bajo las mismas
hipétesis, |ZEO| S 1+ méxog,;gn_ﬂai].

99
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Esta cota no es mejor ni peor, sino que depende del polinomio en cuestion. Por
ejemplo, si P(z) = x + 2, la primera cota es méx{1,2} = 2 mientras que la segunda
es 1 + max{2} = 1+ 2 = 3, luego la primera cota es mejor.

Pero si P(z) = a* + 2 + 2% + 2 + 1, la primera cota es max{1, 3> 1} = 4 mientras

que la segunda es 1 + méx{1} = 2, con lo cual la mejor cota es la segunda.

Como dijimos, la primera cota estd demostrada en [8]. La segunda, figura como
ejercicio en (3] (chap.2, sec.1, €j.10). Veamos una prueba.
Proposicién 5 Sea P € Clz] mdnico, P = x" + Y7~ a;a’.

Si g € R es una raiz de P, entonces |xo| < B, donde B := 1+ méxo<i<n—1|a;]

Demostracion: Queremos ver que Vo € R, P(x) = 0 = |z| < B. Por contrarre-
ciproco, probemos que Vz € R, |z| > B = |P(z)| > 0 en dos pasos:

L |z| > k= |P(2)] > k™ — S0 ||k (Vk € Rso)
2. B" — Z?:_ol |a;|B" >0

Uniendo ambos resultados obtenemos |z| > B = |P(z)| > B" — 3. |a;| B’ > 0.

Por induccién en n :

n=1 = P(z)=u1x+ag
= [P(z)| = |z] — |ao| > k — |ao|

Paso inductivo Supongamos que vale para n — 1, veamos que vale para n.

|P(z)] = |2"+an 12" '+ + a1z + ag)
> 2" + a2+ agx] — aol
= [zf|z" ™ + @12 4 | = aol
> k(k" = 202 ais |[kY) — |ao| (hipStesis inductiva)

k" — 2?2—01 a;| k'
Llamemos P(z) := 2" — 321" |a;|2*. Queremos ver que P(B) > 0.

P(B) = B" — |ay_1|B" ™ — --- — |ag|B% — |a1| B* — |ay|
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Vamos acotando por pasos. Antes recordemos que

B=1 +méx0§i§n_1|a,~|
= lag| < By |a;|+1<BV1I<i<n-—1

Paso 1

lag| < B = —|ay|B—lag| > —|a1|B—B = —B(|a1|+1) = P(B) > B"—|a,,|B"' —
- — lag| B* = B(|ai| + 1)

Paso 2

la1| +1 < B= —B(Jay| + 1) > —B* = P(B) > B" — |a,,|B"" — - — |as| B® —
B?(|as| + 1)

Paso 3

las| +1 < B = —B*(|ag|+1) > =B = P(B) > B" — |a,,|B" ' —--- — B*(|as| + 1)

Pason —1

|ap_o| + 1< B= —B"2(|an_s| +1) > —=B" ' = P(B) > B" — B" '(|a,,| +1)
Paso n

|an_1| +1 < B= —B" Yap_1| +1) > —B" = P(B) > B"— B" =0

— P(B) >0

Con esto queda cerrado el problema de hallar las raices enteras de cualquier poli-
nomio con coeficientes en C. Si trabajamos en un cuerpo de caracteristica p > 0, las
eventuales raices enteras se encuentran simplemente evaluando el polinomio en los
finitos restos modulo p.
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Apéndice 2
Sobre el dominio de convergencia

Si bien no ha sido el tema central de este trabajo, es de notar que el dominio de
convergencia de 1) contiene siempre un abierto no vacio alrededor del origen. Esto
podria deducirse a partir de resultados generales de la teoria de D-modulos y del
hecho de que ¢ es una solucién formal del sistema de Horn (ver [10] pag. 295-296).
Gelfand, Kapranov y Zelevinsky afirman que el citado sistema es holénomo regular,

pero aun no se ha publicado ninguna demostracién de este hecho.

Veamos un ejemplo, una vez mas para el casop=qg=k=1:

ste= 0 (") e

m,n>0

donde x,y son variables complejas. Si x = 0 o bien y = 0 queda una serie de una
variable que converge cuando la variable tiene médulo menor que uno:

v(0,9) = (Z)y” =Yy

n>0 n>0
Supongamos zy # 0 y separemos el andlisis en dos casos segin sea |z| < |y| o
ly| < |z| (es claro que son casos simétricos.)

En la region |z| < |y| podemos escribir y = Az con [A| <1 (A = £.) Entonces para
todo par (z,y) € {(z,y) € C*: |z| < |y|} tenemos que

2
vle) = vlern) = 3 (") e
m,n>0

luego (ver capitulo 6)
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2
|¢<l’,y)| S Zm,nZO (m'anr,n) |x|ern
2
= ano(:ﬂﬂn
Esta tltima expresién es una serie de potencias de una variable real (|z| € R).
Analizamos el cociente de D’Alambert de los coeficientes:

Con?)  _ Cnsor a2
(27?) T (n41)!12 (2n)!
_ (@n+2)(2n+1)
o (n+1)2
_ 2n+1
= 2 n+1

(i)

)
es i. Esto significa que siempre que |z| < i, tendremos que ¥ (z, Ar) converge para
todo valor de A € C, || < 1.

. ’ . . : 2n n
Es decir que lim,, .« = 4 con lo cual, el radio de convergencia de Y-, - (*) |z|

Como la cuenta que acabamos de hacer es simétrica en x y en y, tenemos que lo
mismo vale para ¥(A\z,z). Es decir, hemos probado que, ya sea que estemos en la
region {(z,y) € C? : |z| < |y|} o en {(z,y) € C? : |y| < |z|} podemos garantizar
convergencia absoluta para |z| < 1 y |y| < 3.

Para p, q, k arbitrarios creemos poder conjeturar que hay convergencia absoluta siem-
pre que |z| y |y| sean menores que 1/(p + q)®+9 pero la demostracién previa no se

generaliza de manera trivial.
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