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3.1 Número promedio de ceros en Fnq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2 Estimación sobre los ceros q-racionales de f . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4 Aplicaciones a la Teoŕıa de Códigos 56
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Bibliograf́ıa 68

4



Introducción

Diversos algoritmos de factorización utilizan el esquema de levantamiento de Hensel
y recombinación. A grandes rasgos estos algoritmos están conformados por tres etapas.
La primera de ellas consiste en especializar n − 1 variables del polinomio f para obtener
un polinomio univariado y posteriormente factorizarlo. Esta factorización permite, en la
segunda etapa, obtener los factores anaĺıticos de f con un cierto grado de precisión; es
decir, los factores en el álgebra de series de potencias (levantamiento de Hensel). La tercera
y última etapa consiste en recombinar dichos factores anaĺıticos para obtener los factores
de f en el cuerpo de base.

La idea de factorizar polinomios utilizando el levantamiento de Hensel surge por
primera vez en un trabajo de H. Zassenhaus del año 1969 para polinomios con coeficientes
enteros [Zas69]. En la década del 70 este método comienza a utilizarse para factorizar
polinomios bivariados, a partir de los trabajos de R. Musser [Mus75] y P. Wang y L.
Rothschild [WR75, Wan78]. En el peor de los casos, la tercera etapa exiǵıa calcular todas
las posibles combinaciones. El costo de este proceso era exponencial en el número de fac-
tores anaĺıticos y, luego, en el grado total del polinomio. En los años 80 surgieron diversos
algoritmos de factorización de tiempo polinomial a partir de los trabajos de A. Lenstra
(1984, 1985 y 1987), A. L. Chistov (1984, 1987, 1991), D. Grigoriev (1984) y E. Kaltofen
(1985, 1990, 1995), quien junto a J.von zur Gathen obtienen un algoritmo de tiempo poli-
nomial utilizando el método de aproximación de Newton para polinomios multivariados
con coeficientes racionales o en un cuerpo finito. Más allá de estos avances, los algoritmos
basados en el levantamiento de Hensel y la recombinación permanecieron vigentes ya que
sólo en el peor de los casos, la recombinación pod́ıa ser muy costosa.

En 1999, W. Ruppert [Rup86, Rup99] vincula la absoluta irreducibilidad de un poli-
nomio f con la existencia de una 1-forma cerrada W = h

f dx + g
f dy, donde g y h son

polinomios en K[X,Y ] satisfaciendo ciertas condiciones de grado. A partir de esta carac-
terización S. Gao [Gao03] obtiene un algoritmo que calcula la factorización absoluta y
racional de un polinomio. El núcleo de su trabajo reside en resolver de manera eficiente el
sistema lineal de ecuaciones que se construye a partir de la condición

∂

∂X

(
g

f

)
=

∂

∂Y

(
h

f

)
.

En el año 2004, K. Belabas, M. Van Hoeij, J. Klüeners y A. Steel desarrollaron el método
de la derivada logaŕıtmica para la recombinación, que en polinomios bivariados requiere
precisión mayor o igual a dX(dY −1)+1, siendo dX y dY los grados en las variables X e Y
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respectivamente, y sin imponer condiciones sobre la caracteŕıstica del cuerpo [BHKS04].
También en el año 2004, A.Bostan, G.Lecerf, B.Salvy, É.Schost y B.Wiebelt, desarrollan
un algoritmo basado en el levantamiento de Hensel que requiere precisión σ = 3d − 2 y
caracteŕıstica cero o mayor o igual a d(d−1)+1 [AGS+04]. En esta tesina estudiaremos el
algoritmo desarrollado por G. Lecerf [Lec06, Lec07], el cual requiere encontrar los factores
anaĺıticos de f a precisión mayor o igual a 2d (o sea precisión lineal en el grado del poli-
nomio) y permite obtener la recombinación resolviendo un sistema de ecuaciones lineales,
imponiendo ciertas condiciones sobre la caracteŕıstica. Lecerf combina el levantamiento de
Hensel con las ideas de Gao y su algoritmo se basa en encontrar expresiones para g y h

de la ecuación de Ruppert, en términos de los factores anaĺıticos de f .
A partir de los años 80, se obtuvieron diferentes versiones del Teorema de Bertini a

partir de algoritmos de factorización para polinomios multivariados. Dado un polinomio
f ∈ K[X1, . . . , Xn], se quiere caracterizar las 3n-uplas en K3n para las cuales se preserva
el patrón de factorización al considerar el polinomio

fγ,α,β(γ1 + α1X + β1Y, . . . , γn + αnX + βnY ).

El teorema de Bertini nos proporciona una estimación sobre la cantidad de 3n-uplas para
las cuales esto no sucede. El algoritmo que estudiaremos en esta tesina nos permite derivar
en la que actualmente es la mejor versión del Teorema de Bertini. Como consecuencia de
esto, proporcionaremos una mejora en la estimación sobre la cantidad de ceros q-racionales
de un polinomio absolutamente irreducible en Fq[X1, . . . , Xn].

El primer resultado expĺıcito para la estimación de ceros q-racionales de un polinomio
absolutamente irreducible fue obtenido por W.Schmidt [Sch76], quien demostró que si
f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] es un polinomio absolutamente irreducible de grado d > 0 entonces el
número N de ceros de f en Fnq satisface:

|N − qn−1| ≤ qn−2(
√

2d
5
2 q

1
2 + 2dθ)

donde θ es igual a 2dk2k y k =
(
d+1

2

)
. A. Cafure y G. Matera [CM06], siguiendo las técnicas

de Schmidt e inspirados en un trabajo de E. Kaltofen [Kal91], mejoran exponencialmente
esta estimación obteniendo

|N(f)− qn−1| < (d− 1)(d− 2)qn−
3
2 + 5d

13
3 qn−2,

donde este resultado es válido para una caracteŕıstica arbitraria. Utilizando la versión del
Teorema de Bertini que se deriva del algoritmo de Lecerf, probaremos que la cantidad N

de ceros en Fnq de un polinomio absolutamente irreducible de grado d satisface

|N − qn−1| < (d− 1)(d− 2)qn−
3
2 + 6d3qn−2, (1)

con la condición de que la caracteŕıstica sea mayor o igual a d(d − 1) + 1. También ex-
hibiremos una estimación que mejora (1), aunque será válida bajo una cierta condición de
regularidad. Schmidt probó [Sch74] que si f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] es un polinomio absoluta-
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mente irreducible de grado d > 0 entonces, suponiendo que q > c0(ε)n3d5+ε, se verifica

|N − qn−1| < (d− 1)(d− 2)qn−
3
2 + 6d2qn−2.

Por otra parte A. Cafure y G.Matera [CM06] demuestran que bajo la condición q > 15d
13
3

se tiene
|N − qn−1| < (d− 1)(d− 2)qn−

3
2 + (5d2 + d+ 1)qn−2. (2)

En esta tesina mostraremos que la estimación (2) es también válida para q ≥ 16d4 pero
para caracteŕıstica mayor o igual a d(d− 1) + 1.

Las estimaciones sobre la cantidad de ceros q-racionales tienen diversas aplicaciones,
entre ellas podemos nombrar: algoritmos de busqueda de puntos q-racionales, problemas
de criptograf́ıa, problemas relacionados con la teoŕıa de códigos. Nosotros finalizaremos
este trabajo estudiando un problema concreto de teoŕıa de códigos. Los códigos de Reed-
Solomon fueron inventados por I.Reed y G.Solomon en el año 1960. Estos son muy utiliza-
dos en aplicaciones tecnológicas entre las que se encuentran, entre otras, el almacenamiento
de datos y las comunicaciones inalámbricas y satelitales. En 2007, Q.Cheng y E.Murray
[CM07] estudiaron el problema de determinar si una palabra recibida es o no un deep
hole. Concretamente ellas traducen dicho problema al de determinar si una hipersuperficie
absolutamente irreducible posee puntos en Fnq con coordenadas no nulas y distintas entre
si. En el trabajo mencionado demuestran que si u ∈ Fnq es una palabra recibida generada

por un polinomio de grado k + d, u no puede ser un deep hole si d < q
3
13
−ε y k < q

1
4
−ε.

Mostraremos que estas condiciones pueden ser optimizadas a partir de la mejora en las
estimaciones para hipersuperficies.

La tesina está organizada de la siguiente manera.
En el caṕıtulo 1 hacemos una revisión de los conceptos básicos de geometŕıa algebraica

para establecer nociones que utilizaremos a lo largo de esta tesina. También estudiaremos
resultados relacionados con la absoluta irreducibilidad de polinomios y presentaremos el
método de levantamiento de Hensel que utilizaremos posteriormente. En este caṕıtulo
seguimos a [LN83], [CLO98], [Kun85] y [Hei83].

En el caṕıtulo 2 desarrollamos en una primera instancia el algoritmo de factorización
de Lecerf para polinomios bivariados y posteriormente exhibimos su generalización a poli-
nomios multivariados. Finalmente, basándonos en dichos algoritmos, obtenemos la mejor
versión del Teorema de Bertini.

En el caṕıtulo 3 presentamos, en primer lugar, los resultados clásicos sobre cotas para
los ceros de polinomios sobre cuerpos finitos y número promedio de ceros en Fnq . Luego
estimamos la cantidad de ceros en Fnq de un polinomio absolutamente irreducible. Para
ello, nos basamos en el trabajo de A.Cafure y G.Matera [CM06]. Finalmente estableciendo
condiciones sobre la caracteŕıstica y sobre la cantidad de elementos del cuerpo finito,
mostraremos que es posible mejorar aún más nuestra estimación.

En el caṕıtulo 4 desarrollamos los conceptos básicos de la teoŕıa de códigos. Para
ello hemos consultado los textos [HP04], [Pre92] y [WP03]. Luego seguimos el trabajo de
Q.Chen y E.Murray [CM07] obteniendo los resultados arriba mencionados.
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Caṕıtulo 1

Variedades algebraicas y

polinomios absolutamente

irreducibles

En primer lugar, haremos una revisión de los conceptos básicos de geometŕıa alge-
braica con el objetivo de presentar las nociones que utilizaremos a lo largo de esta tesina.
Por otra parte, estudiaremos un concepto central en este trabajo que es el de polinomio
absolutamente irreducible y repasaremos algunos resultados clásicos para determinar la
absoluta irreducibilidad. Finalizamos el caṕıtulo desarrollando el método de levantamiento
de Hensel, en el cual se basará el algoritmo de factorización que describiremos posterior-
mente.

1.1. Preliminares de Geometŕıa Algebraica

Sea K un cuerpo y K su clausura algebraica. Denotamos como An(K) el espacio af́ın
definido sobre K de dimensión n. Cuando consideremos el espacio af́ın sobre Kn dotado
de la topoloǵıa Zariski, simplemente escribiremos An.

Definición 1.1. Un subconjunto V ⊂ An se denomina una K-variedad af́ın si existen
polinomios f1, . . . , fm ∈ K[X1, . . . , Xn] tales que V es el conjunto de ceros comunes de
f1, . . . , fm en An. Es decir

V := V (f1, . . . , fm) := {x ∈ An | f1 = 0, . . . , fm = 0} .

En particular una K-variedad af́ın se dice una K-hipersuperficie si es el conjunto
de ceros de un único polinomio f ∈ K[X1, . . . , Xn].

Definición 1.2. Sea V una K-variedad af́ın. El conjunto de los polinomios en K[X1, . . . , Xn]
que se anulan sobre V

I(V ) := {f ∈ K[X1, . . . , Xn] : f(x) = 0 para todox ∈ V } ,

se denomina el ideal de la variedad. Además, se verifica que I(V ) es un ideal radical.
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Definición 1.3. Sea V una K-variedad. Decimos que es irreducible si no se puede
descomponer como unión de K-variedades propias. Si V es irreducible como K-variedad
entonces V se dice absolutamente irreducible.

Una forma de decidir si una variedad es irreducible o no es estudiar su ideal. Con-
cretamente, V es irreducible si y solo si su ideal es primo. Como consecuencia, una K-
hipersuperficie es irreducible si y solo si es el conjunto de ceros de un polinomio irreducible
f ∈ K[X1, . . . , Xn].

1.1.1. Dimensión y Grado de una variedad

Definición 1.4. Sea V una K-variedad af́ın. Entonces el anillo

K[V ] := K[X1, . . . , Xn] / I(V )

se denomina el anillo de coordenadas de V .

Una K-variedad es irreducible si y solo si K[V ] es un dominio ı́ntegro. Su cuerpo de
fracciones, notado K(V ), se denomina el cuerpo de funciones racionales de V . Damos
ahora la definición de dimensión de una variedad.

Definición 1.5. Sea V una K-variedad irreducible. Definimos la dimensión de V como
el grado de trascendencia de K(V ) sobre K:

dimV = tr deg(K(V )/K).

Es decir, el máximo número de elementos algebraicamente independientes sobre K. Si V
es una K-variedad arbitraria y V = V1 ∪ · · · ∪ Vr es su descomposición en componentes
K-irreducibles, entonces definimos su dimensión como

dimV = máx
1≤i≤r

{dim Vi} .

Ejemplo 1.6. Si V = An(K) entonces K(V ) = K(X1, . . . , Xn), cuyo grado de trascenden-
cia sobre K igual a n y por lo tanto la dimensión de An(K) es n.

Ejemplo 1.7. Sea V := V (2X+Y −Z) una K-variedad lineal. El ideal de V (2X+Y −Z),
que resulta primo ya que el polinomio f(X,Y, Z) = 2X + Y − Z es irreducible sobre
K[X,Y, Z]. Por lo tanto V es una variedad irreducible. El anillo de coordenadas K[V ]
resulta isomorfo al anillo de polinomios K[X,Y ], luego V tiene dimensión 2. En general,
en el caso de K-variedades lineales el anillo de coordenadas es isomorfo a un anillo de
polinomios sobre K. En consecuencia, las variedades lineales son irreducibles.

Observación 1.8. Si H es una K-hipersuperficie en An su dimensión es n−1. Una manera
de demostrar este resultado es probar que todas sus componentes K-irreducibles tienen
dimensión n− 1.

Observación 1.9. Si V es una K-variedad en An de dimensión cero entonces V está for-
mada por finitos puntos. Rećıprocamente, si V está formada por finitos puntos, entonces
su dimensión es cero.
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A continuación damos la definición de grado de una variedad.

Definición 1.10. Sea V una K-variedad equidimensional de dimensión r. Definimos el
grado de V como el número máximo de puntos en la intersección de V con una variedad
lineal L de codimensión r para la cual el número |V ∩L| es finito. Si V es una K-variedad
arbitraria y V = V1∪· · ·∪Vs es su descomposición en K-componentes irreducibles, siguiendo
[Hei83] definimos el grado de V como la suma de los grados de sus K-componentes:

deg V =
s∑
i=1

deg Vi.

Ejemplo 1.11. Si V una variedad lineal entonces su grado es 1. El grado de una hiper-
superficie irreducible coincide con el grado del polinomio f que la define. El grado de una
variedad de dimensión cero es la cantidad de puntos de la misma.

Una de las principales propiedades de la definición de grado que hemos dado es su
comportamiento con respecto a la intersección de variedades. A continuación enunciamos
la denominada Desigualdad de Bézout ([Hei83]).

Teorema 1.12 (Desigualdad de Bézout). Sean V y W variedades de An.Entonces

deg (V ∩W ) ≤ deg V · deg W.

Finalizamos esta sección enunciando un resultado que será de suma importancia al
momento de obtener las estimaciones.

Proposición 1.13. [HS82] Sean V1, . . . , Vs ⊂ An variedades. Sea r la dimensión de V1 y
notemos D = máx{deg V2, . . . ,deg Vs}. Entonces se verifica

deg (V1 ∩ · · · ∩ Vs) ≤ deg V1 ·Dr.

Demostración. Observemos que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que V1 es
irreducible. En efecto, si no lo fuera entonces podemos escribir V1 = C1 ∪ · · · ∪ Ct donde
cada Ck es una componente irreducible de V1. Supongamos que para cada Ck se verifica
la desigualdad dada por el teorema, es decir

deg (Ck ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vs) ≤ deg Ck ·Ddim Ck .
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Entonces se verifica que

deg (V1 ∩ · · · ∩ Vs) ≤
t∑

k=1

deg (Ck ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vs)

≤
t∑

k=1

deg Ck ·Ddim Ck

≤
t∑

k=1

deg Ck ·Dr

≤ deg V1 ·Dr.

Entonces asumimos que V1 es irreducible y hacemos inducción en la dimensión de V1.
Notemos que si V1 ⊂ V2∩· · ·∩Vs, entonces V1∩· · ·∩Vs = V1 con lo cual deg (V1∩· · ·∩Vs) =
deg V1 y luego vale el resultado. Supongamos entonces que V1 no está contenido en V2 lo
que implica que dim (V1 ∩ V2) < dim V1 = r. Entonces aplicando hipótesis inductiva a
V1 ∩ V2 tenemos:

deg ((V1 ∩ V2) ∩ V3 ∩ · · · ∩ Vs) ≤ deg (V1 ∩ V2) ·Dr−1,

por último, por la desigualdad de Bézout, obtenemos

deg V1 · deg V2 ·Dr−1 ≤ deg V1 ·Dr.

1.2. Polinomios absolutamente irreducibles

Definición 1.14. Sea K un cuerpo arbitrario. Un polinomio f ∈ K[X1, . . . , Xn] se dice
absolutamente irreducible si es irreducible como polinomio en K[X1, . . . , Xn].

Ejemplo 1.15. El polinomio f(X,Y ) = X2 − 2Y 2 ∈ F5[X,Y ] es irreducible en F5[X,Y ],
pero visto en F5(

√
2)[X,Y ] no lo es ya que admite la factorización g(X,Y ) = (X −

√
2Y ) ·

(X +
√

2Y ). Notemos que F5(
√

2) es el cuerpo finito de 25 elementos F25.

Presentamos a continuación un criterio de absoluta irreducibilidad para polinomios
f ∈ K[X,Y ] de la forma:

f(X,Y ) = a0Y
n + a1(X)Y n−1 + · · ·+ an(X), (1.1)

siendo K un cuerpo arbitrario, ai ∈ K[X] para i ∈ {1, . . . , n} y a0 ∈ K no nulo. Para
polinomios con estas caracteŕısticas definimos la función:

ϕ(f) = máx
1≤i≤n

{
deg ai
i

}
.
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Lema 1.16. Sea f ∈ K[X,Y ] un polinomio como en (1.1). Si existen polinomios no
constantes g,h ∈ K[X,Y ] tales que f(X,Y ) = g(X,Y ) · h(X,Y ) (i.e., f no es irreducible)
entonces se verifica que

ϕ(f) = máx {ϕ(g), ϕ(h)} .

Demostración. En primer lugar observemos que los polinomios g y h son de la forma (1.1).
Escribimos entonces

g(X,Y ) = b0Y
r + b1(X)Y r−1 + · · ·+ br(X)

h(X,Y ) = c0Y
s + c1(X)Y s−1 + · · ·+ cs(X)

donde bj ∈ K[X], ck ∈ K[X] y c0 y b0 son constantes no nulas en K. Es claro que r+s = n

y que r, s < n. Observemos luego que para todo i ∈ {1, . . . , n} se verifica la siguiente
igualdad:

ai(X) =
∑
j+k=i

bj(X) · ck(X). (1.2)

Por definición de la función ϕ se tiene

deg(ck(X) · bj(X)) ≤ jϕ(g) + kϕ(h)

≤ (j + k) ·máx{ϕ(g), ϕ(h)},

luego por (1.2) concluimos que

deg ai(X) ≤ i ·máx{ϕ(g), ϕ(h)},

por lo tanto
ϕ(f) ≤ máx {ϕ(g), ϕ(h)} .

Probaremos a continuación la otra desigualdad. Notamos ϕ(f) = ϕ; luego

f(X,Y ϕ) = g(X,Y ϕ) · h(X,Y ϕ). (1.3)

Observemos que la igualdad anterior tiene sentido a pesar de que ϕ ∈ Q y podŕıa entonces
no ser un entero positivo. Afirmamos que el grado total de f(X,Y ϕ) es nϕ. Esto se debe
a que

f(X,Y ϕ) = a0Y
nϕ + a1(X)Y (n−1)ϕ + · · ·+ an(X),

y al hecho de que para todo 1 ≤ i ≤ n se verifica

deg(ai(X)Y (n−i)ϕ) = deg ai(X) + (n− i)ϕ

≤ iϕ+ (n− i)ϕ = nϕ.

Por otra parte, dado que deg g(X,Y ϕ) ≥ rϕ y deg h(X,Y ϕ) ≥ sϕ obtenemos

deg(g(X,Y ϕ) · h(X,Y ϕ)) ≥ rϕ+ sϕ = nϕ,
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luego como deg f(X,Y ϕ) = nϕ, la igualdad (1.3) implica que

deg g(X,Y ϕ) = rϕ y deg h(X,Y ϕ) = sϕ.

De la expresión
g(X,Y ) = a0Y

rϕ + a1(X)Y (r−1)ϕ + · · ·+ ar(X),

y de la igualdad deg g(X,Y ϕ) = rϕ, deducimos

deg(bj(X)Y (r−j)ϕ) = deg bj(X) + (r − j)ϕ ≤ rϕ.

Por lo tanto probamos que para todo j ∈ {1, . . . , r} se verifica que deg bj(X) ≤ jϕ, y luego
ϕ(g) ≤ ϕ. Análogamente se demuestra que ϕ(h) ≤ ϕ, y aśı se obtiene la desigualdad

ϕ(f) ≥ máx {ϕ(g), ϕ(h)} ,

lo que concluye la demostración.

Teorema 1.17. Sea f ∈ K[X,Y ] un polinomio de la forma dada en (1.1). Supongamos
que el grado de an es m, que los enteros m y n son coprimos y además se verifica

m

n
>

deg ai
i

,

para todo i ∈ {1, . . . , n− 1}. Entonces f es absolutamente irreducible.

Demostración. Supongamos que existen g,h ∈ K[X,Y ] tales que

f(X,Y ) = g(X,Y ) · h(X,Y ).

Con las notaciones dadas anteriormente, tenemos

ϕ(g) =
α

β
y ϕ(h) =

γ

δ
,

siendo α, β, γ, δ números naturales y además β ≤ r < n y δ ≤ s < n. Por hipótesis
sabemos que ϕ(f) = m

n . Por otra parte como m y n son coprimos y β y δ son menores a
n, deducimos que

m

n
6= máx

{
α

β
,
γ

δ

}
,

obteniendo de esta forma
ϕ(f) 6= máx {ϕ(g), ϕ(h)} ,

lo que contradice el lema anterior. Luego f es absolutamente irreducible.

Ejemplo 1.18. Sea el polinomio f(X,Y ) = 2Y 3−XY 2 + 4Y 2 +Y X2 + 3XY +Y +X5 ∈
Q[X,Y ]. Notemos que f se puede escribir como: f(X,Y ) = 2Y 3 + (−X + 4)Y 2 + (X2 +
3X + 1)Y +X5 ∈ Q[X,Y ]. Luego deg a3 = 5 que es coprimo con n = 3. Por otro lado se
tiene que 5

3 >
deg ai
i para i = 1, 2. Por lo tanto f es absolutamente irreducible.
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Finalizamos esta seccion con el Criterio de absoluta irreducibilidad de Stepanov.
Seguimos la demostración del libro [LN83].

Teorema 1.19. Sea K un cuerpo arbitrario, f ∈ K[X] un polinomio no constante, y
m ∈ N. Supongamos que f se factoriza en K como

f(X) = a(X − α1)e1 · · · (X − αd)ed ,

con αi 6= αj si i 6= j. Entonces el polinomio Y m − f(X) es absolutamente irreducible si y
solo si gcd(m, e1, . . . , ed) = 1.

Demostración. Vamos a probar que Y m − f(X) no es absolutamente irreducible si y solo
si gcd(m, e1, . . . , ed) > 1. Supongamos que Y m−f(X) es reducible sobre alguna extensión
algebraica L de K. Consideremos el polinomio Y m−1. Podemos asumir que este se factoriza
como producto de polinomios de grado uno sobre L. Escribamos entonces

Y m − 1 = (Y − ξ1) · · · (Y − ξm)

con ξi ∈ L. Como Y m − f(X) es reducible sobre L existen entonces polinomios F ,G ∈
L[X,Y ] de grados positivos, tales que

Y m − f(X) = r(X,Y ) · s(X,Y ).

Consideramos a Y m− f(X) como un polinomio en Y con coeficientes en L(X), luego este
se factoriza como producto de polinomios de grado uno sobre la clausura algebraica de
L(X), escribimos entonces

Y m − f(X) = (Y − β1) · · · (Y − βm), (1.4)

donde β1, . . . , βm ∈ L(X). Sea θ ∈ L(X) una solución de la ecuación Y m = f(X). Luego
se verifica

θm = f(X). (1.5)

Notemos que (1.4) se puede factorizar de la siguiente manera

Y m − f(X) = (Y − ξ1θ) · · · (Y − ξmθ).

Por unicidad de la factorización obtenemos

r(X,Y ) = b(Y − ξj1θ) · · · (Y − ξjnθ), (1.6)

para j1, . . . , jn ∈ {1, . . . ,m}, con b ∈ L no nulo y 1 ≤ n < m. Comparando ambos lados
de la igualdad (1.6) deducimos que

(−1)nbξj1 · · · ξjnθn ∈ L[X],

y, por lo tanto, que θn ∈ L[X]. Consideramos ` el menor entero positivo tal que θ` ∈ L(X).
Luego ` ≤ n < m, y para cada natural u tal que θu ∈ L(X) se tiene que u es múltiplo
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de `. En particular, resulta que ` divide a m. Notamos t = m
` , luego t > 1 y θ` = g

h con
g, h ∈ L[X], coprimos y h no nulo. De acuerdo a esta notación y a la igualdad (1.5), se
verifica la siguiente identidad:

f · ht = gt (1.7)

Si comparamos en ambos lados de la igualdad (1.7) las multiplicidades de las ráıces αi,
1 ≤ i ≤ d, deducimos que t divide a cada ei y luego t divide a gcd(m, e1, . . . , ed), lo que
implica que gcd(m, e1, . . . , ed) > 1.

Rećıprocamente, supongamos que e = gcd(m, e1, . . . , ed) y que e > 1. Sabemos que f
se factoriza en K como

f(X) = a(X − α1)e1 · · · (X − αd)ed .

Consideramos un elemento δ ∈ K tal que δe = a y sea el polinomio

g(X) = δ(X − α1)
e1
e · · · (X − αd)

ed
e .

Entonces tomando s = m
e , obtenemos

Y m − f(X) = (Y s)e − g(X)e

= (Y s − g(X))(Y (e−1)s + Y (e−2)sg(X) + · · ·+ g(X)e−1),

y por lo tanto Y m − f(X) no es absolutamente irreducible.

Ejemplo 1.20. Sea el polinomio f(X,Y ) = Y 5 + X2 + 1 ∈ F2[X,Y ]. Como los grados
de X e Y son coprimos entonces aplicando el criterio de Stepanov, f es absolutamente
irreducible.

Ejemplo 1.21. Sea f(Z1, . . . , Zn, Y ) = Y d + Zd−1
1 Y − Zd−1

2 − 1 ∈ C[Z1, . . . , Zn, Y ], con
n ≥ 2. Utilizando el criterio de Stepanov probaremos que f es absolutamente irreducible.
Consideremos el polinomio g(Z2, Y ) = f(0, Z2, 0, . . . , 0, Y ), es decir, g(Z2, Y ) = Y d −
Zd−1

2 − 1. Luego g es un polinomio de grado d. Dado que d y d − 1 son coprimos, por
el criterio de Stepanov, g resulta absolutamente irreducible. Como f y g tienen el mismo
grado esto implica que f es absolutamente irreducible.

1.3. Levantamiento de Hensel

En esta tesina estudiaremos un algoritmo de factorización de polinomios que se basa en
un método llamado levantamiento de Hensel. En lineas generales, la idea es la siguiente:
dado un polinomio f y una factorización de él módulo un ideal I, el levantamiento de
Hensel permite obtener factorizaciones de f módulo I2k , para un k positivo arbitrario.
Describiremos a continuación dicho método siguiendo el libro [vzGG99].

Lema 1.22 (Lema de Hensel). Sean R un anillo conmutativo con unidad, I ⊂ R un ideal
y f un elemento de R. Supongamos que existen g, h ∈ R tales que
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1. sg + th ≡ 1 (I) con s, t ∈ R

2. f ≡ gh (I).

Entonces existen g∗, h∗ ∈ R que verifican

1. f ≡ g∗h∗ (I2)

2. g∗ ≡ g (I)

3. h∗ ≡ h (I)

4. s∗g∗ + t∗h∗ ≡ 1 (I2) con s∗, t∗ ∈ R.

Además g∗ y h∗ son únicos en el siguiente sentido: si existen g′ ≡ g (I) y h′ ≡ h (I)
tales que f ≡ g′ · h′ (I2) entonces se verifica g′ ≡ g∗(1 + u) (I2) y h′ ≡ h∗(1− u) (I2),
para algún u ∈ I.

Demostración. Consideramos m := f − gh. Luego, como f ≡ gh (I) se tiene que m ∈ I.
Definimos g∗ := g + tm y h∗ := h + sm. Dado que m ∈ I, se verifica que g∗ ≡ g (I) y
h∗ ≡ h (I). Veamos entonces que f ≡ g∗h∗ (I2). En efecto,

f − g∗h∗ = f − (g + tm) · (h+ sm)

= f − gh−m(sg + th)− stm2

= m(1− (sg + th))− stm2

≡ 0 (I2),

pues m ∈ I y sg + th ≡ 1 (I). Probemos que s∗g∗ + t∗h∗ ≡ 1 (I2) con s∗, t∗ ∈ R. Para
ello consideramos q = sg∗ + th∗ − 1, como sg∗ + th∗ ≡ sg + th (I), se verifica que q ∈ I.
Definimos luego s∗ = s− sq y t∗ = t− tq. Verifiquemos que s∗g∗ + t∗h∗ ≡ 1 (I2).

s∗g∗ + t∗h∗ − 1 = sg∗ − sqg∗ + th∗ − tqh∗ − 1

= sg∗ + th∗ − 1− q(sg∗ + th∗)

= q(1− (sg∗ + th∗))

= −q2

≡ 0 (I2).

Finalmente veamos la unicidad. Sean m1 := g′ − g∗ y m2 := h′ − h∗. Se tiene que m1 ∈ I
pues g′ y g∗ son congruentes módulo I. Análogamente tenemos m2 ∈ I. Tomamos u :=
m1s

∗ −m2t
∗, de donde u ∈ I. Por hipótesis f ≡ g′h′ ≡ g∗h∗ (I2). Por lo tanto podemos
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escribir
(g∗ +m1) · (h∗ +m2) ≡ g∗h∗ (I2)

m1h
∗ +m2g

∗ ≡ 0 (I2)

m2g
∗ ≡ −m1h

∗ (I2)

s∗m2g
∗ ≡ −s∗m1h

∗ (I2)

m2(1− t∗h∗) ≡ −s∗m1h
∗ (I2)

m2 ≡ h∗(−u) (I2)

h′ ≡ h∗(1− u) (I2).

De manera similar se prueba g′ ≡ g∗(1 + u) (I2).

Ejemplo 1.23. Consideramos el polinomio f(X,Y ) = X2 + X + Y 2 ∈ R[X,Y ] y el
polinomio univariado f(X, 0) = X2 + X = X(X + 1). Podemos pensar que esta es una
factorización de f módulo (Y ). Es decir

f(X,Y ) ≡ X(X + 1) (Y ).

Encontremos una factorización módulo (Y 2). Sean g0 = X, s0 = −1, h0 = X + 1 y t0 = 1.
Entonces se verifica

s0g0 + t0h0 ≡ 1 (Y ).

Calculamos m0 = f − g0h0 = Y 2 ≡ 0 (Y 2). Luego,

g1 = g0 + t0m0 = X

h1 = h0 + s0m0 = X + 1,

con lo cual
f(X,Y ) ≡ X(X + 1) (Y 2).

Continuando, m1 = f − g1h1 ≡ Y 2 (Y 4), g2 = X + Y 2, h2 = X + 1 − Y 2, obteniendo
aśı una factorización módulo (Y 4)

f(X,Y ) ≡ (X + Y 2)(X + 1− Y 2) (Y 4).
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Caṕıtulo 2

Algoritmos de factorización y una

versión del Teorema de Bertini

Mediante algoritmos de factorización para polinomios multivariados se pueden obtener
diferentes versiones del Teorema de Bertini. En este caṕıtulo estudiaremos el algoritmo
desarrollado por G. Lecerf [Lec06] para polinomios bivariados y su generalización a n

variables [Lec07]. Finalmente exhibiremos la actualmente mejor versión del teorema de
Bertini, obtenida a partir de dicho algoritmo.

2.1. Algoritmo de factorización para polinomios bivariados

Sea K un cuerpo y sea f ∈ K[X,Y ] un polinomio de grado d. Estudiaremos un al-
goritmo que nos permitirá encontrar los factores racionales irreducibles de f , es decir,
f1, . . . , fr ∈ K[X,Y ]. El algoritmo que describiremos en esta sección es el desarrollado
por G. Lecerf en [Lec06]. Muchos algoritmos de factorización se pueden dividir a grandes
rasgos en tres pasos. En primer lugar se especializa una de las variables y se factoriza
el polinomio univariado obtenido. A partir de esta factorización y utilizando el levan-
tamiento de Hensel encontramos f1, . . . , fs ∈ K[[X]][Y ], los factores anaĺıticos de f con
un cierto orden de precisión. Finalmente los factores racionales se obtienen recombinando
los anaĺıticos. La etapa de recombinación presentaba la dificultad de exigir una cantidad
exponencial de combinaciones. G.Lecerf reduce este problema al de resolver un sistema de
ecuaciones lineales. Su trabajo combina el levantamiento de Hensel con las ideas de W.
Ruppert [Rup99] y S.Gao [Gao03]. En 1999 Ruppert exhibe un resultado en el cual vincula
la absoluta irreducibilidad de un polinomio con la existencia de soluciones no nulas de una
cierta ecuación diferencial. A continuación enunciamos dicho resultado.

Teorema 2.1. [Rup99] Sea K un cuerpo de caracteŕıstica cero y sea f ∈ K[X,Y ] un poli-
nomio de grado m en la variable X y grado n en la variable Y. Entonces f es absolutamente
irreducible si y solo si no existen polinomios no nulos g, h ∈ K[X,Y ] con degX h ≤ m− 1,
degY h ≤ n, degX g ≤ m y degY g ≤ n− 2 que verifiquen la siguiente ecuación diferencial

∂

∂X

(
g

f

)
=

∂

∂Y

(
h

f

)
. (2.1)

18



En un cuerpo de caracteŕıstica positiva se verifica que si f es un polinomio reducible,
de grado m en la variable X y grado n en la variable Y, entonces existen polinomios no
nulos g, h ∈ K[X,Y ] con degX h ≤ m− 1, degY h ≤ n, degX g ≤ m y degY g ≤ n− 2 que
son soluciones de la ecuación diferencial (2.1).

Notemos que la ecuación (2.1) puede reescribirse de la siguiente manera

g
∂f

∂X
− f ∂g

∂X
= h

∂f

∂Y
− f ∂h

∂Y
. (2.2)

Esta ecuación diferencial da lugar a un sistema de ecuaciones lineales cuyas incógnitas
son los coeficientes de g y h. Gao [Gao03] toma estas ideas y muestra que la dimensión
del espacio de soluciones del sistema en K y K coincide con la cantidad de factores irre-
ducibles sobre K y K, respectivamente. Además hallando una base del mismo se tiene una
factorización de f .

Observación 2.2. Damos algunas notaciones que utilizaremos a lo largo del caṕıtulo.
El espacio vectorial de los polinomios de grado a lo sumo m lo notamos como K[X,Y ]m.
El cuerpo de fracciones de K[X] es K(X). El álgebra de series de potencias sobre K la
notamos como K[[X]] y K((X)) es su respectivo cuerpo de fracciones.

Vamos a trabajar bajo la siguiente hipótesis:

Hipótesis (S)


(i) degY (f) = deg(f) = d

(ii) ResY (f(0, Y ),
∂f

∂Y
(0, Y )) 6= 0

Observación 2.3. Notemos que la condición (i) de la hipótesis (S) implica que f es
mónico en Y , por lo tanto sus factores racionales y anaĺıticos son mónicos en Y . Es claro
que r, s ≥ 1 y que s ≥ r debido a que K[X,Y ] ⊂ K[[X,Y ]].

Por otra parte la condición (ii) implica que d ≥ 1 y que f(0, Y ) es separable sobre
K. Luego los factores anaĺıticos f1, . . . , fs son distintos entre śı ya que estos se obtienen a
partir de los factores de f(0, Y ).

Recombinando los factores anaĺıticos de f se obtienen sus factores racionales. Es decir
se verifica la siguiente igualdad

fi =
s∏
j=1

f
µij
j

para µi = (µi1, . . . , µis) ∈ {0, 1}s para i ∈ {1, . . . , r}, además tenemos que µ1 + · · ·+ µr =
(1, . . . , 1). En consecuencia, podemos suponer que los vectores µ1, . . . , µr son ortogonales
dos a dos con el producto escalar canónico y forman una base escalonada reducida. El
método de recombinación de Lecerf consiste en resolver un sistema de ecuaciones lineales
que nos proporciona los valores de los µi para i ∈ {1, . . . .r}.

Lema 2.4. Sea f ∈ K[X1, . . . , Xn] un polinomio libre de cuadrados, de grado d. Supong-
amos que la caracteŕıstica de K es cero o mayor o igual a d(d− 1) + 1. Entonces a través
de un cambio lineal de coordenadas se puede recuperar la hipótesis (S).
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Demostración. Veamos que podemos obtener la condición (i). Sea fd la componente ho-
mogénea de mayor grado de f y supongamos que Y tiene grado positivo en fd. Por lo
tanto

fd =
∑

j1+j2=d

aj1j2X
j1Y j2 .

Hacemos el siguiente cambio de variables:

X = Y1 + βY2 , Y = Y2,

con β ∈ K. Se obtiene que el coeficiente de Y d
2 en f(Y1 + βY2, Y2) es∑

j1 : j1+j2=d

aj1j2β
j1 . (2.3)

Por lo tanto si podemos elegir β tal (2.3) sea no nulo, resultará que f es mónico en Y ,
y el grado en dicha variable es d. En cuerpos de caracteŕıstica cero es siempre posible
encontrar tal β, en cuerpos de caracteŕıstica positiva nos alcanza con que la cantidad de
elementos del cuerpo sea mayor al grado del polinomio. Notemos que la condición (i) se
puede obtener independientemente de que el polinomio sea libre de cuadrados.

Veamos como obtener la condición (ii). Recordemos que la carateŕıstica del cuerpo
es cero o mayor o igual a d(d − 1) + 1. Como f es libre de cuadrados entonces podemos
asumir que gcd(f, ∂f∂Y ) = 1. En particular, por la condición de la caracteŕıstica, se tiene
que ∂f

∂Y 6= 0. Luego si D(X) es el discriminante con respecto a la variable Y entre f y ∂f
∂Y ,

entonces D es un polinomio no nulo de grado a lo sumo d(d−1), por lo tanto existe γ ∈ K
tal que D(γ) 6= 0. Haciendo el siguiente cambio lineal de variables

X = Y1 + γ , Y = Y2,

se tiene que f cumple la condición (ii).

Observación 2.5. Definimos los siguientes polinomios:

f̂i :=
∏
j 6=i

fj f̂k :=
∏
j 6=k

fj

para i ∈ {1, . . . , r} y k ∈ {1, . . . , s}.

Observación 2.6. Supongamos que conocemos los vectores µ1, . . . , µr. Para cada i ∈

{1, . . . , r}, derivamos ambos lados de fi =
s∏
j=1

f
µij
j respecto de la variable Y , obteniendo

∂fi
∂Y

=
s∑
j=1

µij
∂fj
∂Y

s∏
k 6=j

fµikk . (2.4)
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Observemos que f̂i se puede escribir como

f̂i =
s∏

k=1

f 1−µik
k ,

y entonces multiplicando ambos lados de (2.4) por f̂i se tiene

f̂i
∂fi
∂Y

=
s∑
j=1

µij f̂j
∂fj
∂Y

.

Análogamente obtenemos

f̂i
∂fi
∂X

=
s∑
j=1

µij f̂j
∂fj
∂X

.

Por otro lado como
∂fi
∂X

y
∂fi
∂Y

tienen grado a lo sumo deg fi − 1 y el grado de f̂i es

d− deg fi, se verifica que f̂i
∂fi
∂X

y f̂i
∂fi
∂Y

tienen grados a lo sumo d− 1. Si consideramos σ
un entero positivo y definimos los polinomios

g(X,Y ) = f̂i
∂fi
∂Y

y h(X,Y ) = f̂i
∂fi
∂X

,

se verifica entonces que

g −
s∑
j=1

µij f̂j
∂fj
∂Y
∈ (X,Y )σ,

h−
s∑
j=1

µij f̂j
∂fj
∂X
∈ (X,Y )σ + (Xσ−1).

Posteriormente veremos que g y h definidos como en la observación anterior, son solu-
ciones de la ecuación (2.1) para un cierto valor de σ. Luego estamos encontrando expre-
siones para dichas soluciones en términos de los factores anaĺıticos de f . Esta es la idea
principal del algoritmo de Lecerf. Motivados por lo dicho anteriormente, consideramos la
siguiente familia de espacios vectoriales.

Definición 2.7. Para cada σ ≥ 1 definimos la siguiente familia de espacios vectoriales:

Lσ := {((`1, . . . , `s), g, h) ∈ Ks ×K[X,Y ]d−1 ×K[X,Y ]d−1 |

g −
s∑
j=1

`j f̂j
∂fj
∂Y
∈ (X,Y )σ,

h−
s∑
j=1

`j f̂j
∂fj
∂X
∈ (X,Y )σ + (Xσ−1)},
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con (X,Y )σ, (X,Y )σ + (Xσ−1) ⊂ K[[X]][Y ].

Sea Π la proyección canónica de Lσ en Ks. Vamos a probar que si tomamos σ ≥ 2d
entonces

Π(Lσ) =< µ1, . . . , µr >

y como estos son linealmente independientes luego forman una base de Π(Lσ). Por lo tanto
la dimensión del subespacio Π(Lσ) nos proporciona la cantidad de factores irreducibles de
f en K[X,Y ]. En la Observación 2.6 hemos demostrado el siguiente Lema:

Lema 2.8. Con las notaciones y definiciones anteriores y bajo la hipótesis (S) se verifica
que para cada σ ≥ 1

< µ1, . . . , µr >⊂ Π(Lσ).

Demostración. Mostramos que (
µi, f̂i

∂fi
∂Y

, f̂i
∂fi
∂X

)
∈ Lσ,

luego µi ∈ Π(Lσ).

Notación Llamamos hipótesis (C) a la siguiente condición sobre la caracteŕıstica de
K:

Hipótesis (C) : car K = 0 ó car K ≥ d(d− 1) + 1.

A continuación, veremos un Lema que nos permitirá probar que los vectores µ1, . . . , µr
forman una base del subespacio Π(Lσ). Concretamente este Lema muestra que ser solución
de la ecuación (2.1) implica que la derivada del residuo de g

f en φ con f(X,φ) = 0 es nula.

Lema 2.9. Supongamos que se verifica la hipótesis (S) y sean g, h ∈ K[X,Y ]d−1 que
verifican la ecuación (2.2). Sea φ ∈ K[[X]] tal que f(X,φ) = 0, entonces:

1.
d

dX

 g(X,φ)
∂f

∂Y
(X,φ)

 = 0.

2. Si se cumple la hipótesis (C) entonces
g(X,φ)
∂f

∂Y
(X,φ)

∈ K.

Demostración. De acuerdo con la hipótesis (S) el polinomio f(0, Y ) es separable sobre

K, luego f(0, Y ) =
d∏
i=1

(Y − ai) ∈ K[Y ] con ai 6= aj si i 6= j. Aplicando el método de

aproximación de Newton asociamos a cada ai la serie de potencias φi ∈ K[[X]] tal que

f(X,φi) = 0, φi(0) = ai y φi 6= φj .
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Podemos escribir entonces f =
d∏
i=1

(Y − φi) ∈ K[[X]][Y ] y definir la partición (Si)i∈{1,...,s}

de {1, . . . , d} satisfaciendo fi =
∏
j∈Si

(Y − φj). Observemos que el grado en la variable Y

de g y h es menor o igual a d − 1, mientras que el grado en Y de f es exactamente d;
podemos desarrollar g

f y h
f en fracciones simples obteniendo:

g

f
=

d∑
j=1

gj
Y − φj

,
h

f
=

d∑
j=1

hj
Y − φj

(2.5)

con
gj =

g(X,φj)
∂f
∂Y (X,φj)

, hj =
h(X,φj)
∂f
∂Y (X,φj)

.

De la hipótsis (S) se deduce que
∂f

∂Y
(X,φj) es un elemento inversible de K[[X]] y, por lo

tanto, gj , hj ∈ K[[X]] para cada j ∈ {1, . . . , d}, de esta forma concluimos que las igualdades
de (2.5) vale en K((X))(Y ).

Derivando
g

f
con respecto de X y

h

f
con respecto a Y obtenemos

∂

∂X

(
g

f

)
=

d∑
j=1

(
gj

(Y − φj)2

dφj
dX

+
1

Y − φj
dgj
dX

)

∂

∂Y

(
h

f

)
= −

d∑
j=1

hj
(Y − φj)2

.

Luego de la identidad (2.2) y por la unicidad en la descomposición en fracciones simples,
deducimos

dgj
dX

= 0 ∀j ∈ {1, . . . , d}.

De esta manera queda demostrada la primera afirmación del Lema.
Si car K = 0 se verifica que gj = gj(0) ∈ K debido a que dgj

dX = 0. Supongamos que
car K = p. En este caso dgj

dX = 0 implica que gj = gj(0) +O(Xp). Sea factor irreducible de
f , f i ∈ K[X,Y ], tal que f i(X,φj). Consideramos la siguiente resultante

Γ(X) := ResY

(
f i(X,Y ), g(X,Y )− gj(0)

∂f

∂Y

)
.

Se tiene que Γ(X) es un polinomio de grado a lo sumo (d− 1) · deg f i ≤ d(d− 1). Por otro
lado se verifica que

Γ(X) =
∏

φl | fi(X,φl)=0

(
g(X,φl)− gj(0)

∂f

∂Y
(X,φl))

)
Como g(X,φj)−gj(0) ∂f∂Y (X,φj) = O(Xp) y como la caracteŕıstica de K es mayor a d(d−1)
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necesariamente Γ(X) debe ser el polinomio nulo. Por lo tanto, como f i es irreducible se
verifica que f i divide a g(X,Y ) − gj(0) ∂f∂Y con lo cual g(X,φj) − gj(0) ∂f∂Y (X,φj) = 0.
Deducimos finalmente que gj = gj(0).

A continuación demostraremos el teorema principal de esta sección. A partir de dicho
teorema podremos obtener la recombinación.

Teorema 2.10. Bajo las hipótesis (S) y (C), y considerando σ ≥ 2d se verifica

Π(Lσ) =< µ1, . . . , µr > .

Demostración. De acuerdo con el Lema 2.8 solo resta demostrar Π(Lσ) ⊂< µ1, . . . , µr > .

Sea (`1, . . . , `s) ∈ Π(Lσ) y g, h ∈ K[X,Y ]d−1 tales que

g −
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y
∈ (X,Y )σ h−

s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂X
∈ (X,Y )σ + (Xσ−1).

Derivamos la primera expresión con respecto a X, y la segunda con respecto a Y

obteniendo

∂g

∂X
−

s∑
i=1

`i

(
∂ f̂i
∂X

∂fi
∂Y

+ f̂i
∂2fi
∂XY

)
∈ (X,Y )σ−1,

∂h

∂Y
−

s∑
i=1

`i

(
∂ f̂i
∂Y

∂fi
∂X

+ f̂i
∂2fi
∂XY

)
∈ (X,Y )σ−1.

(2.6)

Si multiplicamos las expresiones de (2.6) por f , los resultados obtenidos pertenecen al
ideal (X,Y )σ−1. Por otro lado, notemos que

∂f
∂X ·

(
g −

s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y

)
∈ (X,Y )σ,

∂f
∂Y ·

(
h−

s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂X

)
∈ (X,Y )σ + (Xσ−1).

Luego, podemos deducir que

g · ∂f
∂X
− f · ∂g

∂X
−

s∑
i=1

`îfi

(
∂fi
∂Y

(
∂f

∂X
− fi ·

∂ f̂i
∂X

)
− f · ∂

2fi
∂XY

)
∈ (X,Y )σ−1,

h · ∂f
∂Y
− f · ∂h

∂Y
−

s∑
i=1

`îfi

(
∂fi
∂X

(
∂f

∂Y
− fi ·

∂ f̂i
∂Y

)
− f · ∂

2fi
∂XY

)
∈ (X,Y )σ−1.
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Entonces, usando

∂f

∂X
− fi ·

∂ f̂i
∂X

=
s∑
j=1

f̂j ·
∂fj
∂X
−

s∑
j=1,j 6=i

f̂j ·
∂fj
∂X

= f̂i ·
∂fi
∂X

,

∂f

∂Y
− fi ·

∂ f̂i
∂Y

=
s∑
j=1

f̂j ·
∂fj
∂Y
−

s∑
j=1,j 6=i

f̂j ·
∂fj
∂Y

= f̂i ·
∂fi
∂Y

,

obtenemos

g · ∂f
∂X
− f · ∂g

∂X
−
(
h · ∂f

∂Y
− f · ∂h

∂Y

)
∈ (X,Y )σ−1.

Como g · ∂f
∂X
− f · ∂g

∂X
y h · ∂f

∂Y
− f · ∂h

∂Y
tienen grados a lo sumo 2d − 2 y σ ≥ 2d

deducimos
g · ∂f

∂X
− f · ∂g

∂X
= h · ∂f

∂Y
− f · ∂h

∂Y

en K[[X]][Y ] y, luego, en K[X,Y ].
Sea i ∈ {1, . . . , r} y para j tal que µij = 1, consideramos una ráız φj ∈ K[[X]] de

fj(X,−); es decir, fj(X,φj) = 0. Para este j, el Lema 2.9 nos muestra que
g(X,φj)
∂f
∂Y (X,φj)

∈ K.

Reemplazando X = 0 en g(X,Y )−
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y

(X,Y ) obtenemos

g(0, Y )−
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y

(0, Y ) ∈ (Y )σ.

Como σ ≥ 2d ≥ d y los grados en la variable Y de g y de f̂i
∂fi
∂Y

son menores o iguales a
d− 1 concluimos que

g(0, Y )−
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y

(0, Y ) = 0.

En particular, se verifica la igualdad

g(0, φj(0))−
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y

(0, φj(0)) = 0. (2.7)

Teniendo en cuenta que fj(X,φj) = 0 obtenemos

s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y

(0, φj(0)) = `j f̂j
∂fj
∂Y

(0, φj(0)). (2.8)

Por otro lado observemos que

∂f

∂Y
(0, φj(0)) =

s∑
k=1

∂fk
∂Y

(0, φj(0)) · f̂k(0, φj(0)) =
∂fj
∂Y

(0, φj(0)) · f̂j(0, φj(0)). (2.9)
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Combinando (2.7), (2.8) y (2.9) se deduce

`j =
g(0, φj(0))
∂f
∂Y (0, φj(0))

=
g(X,φj)
∂f
∂Y (X,φj)

.

O sea `j es igual al residuo de g
f en φj . Sea k tal que µik = 1, haciendo la misma cuenta

anterior deducimos
`k =

g(X,φk)
∂f
∂Y (X,φk)

,

pero como fi divide a g−`j ∂f∂Y entonces vale que `j = `k. Es claro que para cada 1 ≤ k ≤ s
existe un único i tal que µik = 1, luego mostramos que dados m y k tal que µik = µim = 1
se verifica que `m = `k = αi, finalmente entonces podemos escribir:

(`1, . . . , `s) = α1µ1 + · · ·+ αrµr.

Observación 2.11. Observando la demostración del Teorema anterior podemos deducir
que si ((`1, . . . , `s), g, h) ∈ Lσ con σ ≥ 2d entonces g y h son soluciones de la ecuación
(2.1). Concretamente mostramos que si (`1, . . . , `s) ∈ Π(Lσ) entonces se verifica que

g · ∂f
∂X
− f · ∂g

∂X
−
(
h · ∂f

∂Y
− f · ∂h

∂Y

)
∈ (X,Y )σ−1. (2.10)

Dado que g · ∂f
∂X
− f · ∂g

∂X
y h · ∂f

∂Y
− f · ∂h

∂Y
son polinomios de grado a lo sumo 2d− 2,

la expresión (2.10) implica que g y h son soluciones de la ecuación (2.2).

Ahora mostraremos con un ejemplo que si tomamos σ = 2d − 2 no se cumple que
Π(Lσ) =< µ1, . . . , µr > . Con lo cual la cota σ ≥ 2d es óptima.

Ejemplo 2.12. Sean K = C y el polinomio f(X,Y ) = Y d − Y − Xd−1 con d ≥ 2.
En principio, notemos que mediante el criterio de Eisenstein f resulta absolutamente
irreducible. Observemos que el polinomio f(0, Y ) = Y d−Y tiene d ráıces diferentes en C.
A saber, si w es una ráız primitiva de la unidad de orden d − 1, el conjunto de ráıces de
f(0, Y ) es: {1, w, . . . , wd−2, 0}. Las ráıces φ1, . . . , φd de f en C[[X]], obtenidas a partir de
las de f(0, Y ) en C, pueden expresarse como:

φi = wi−1 + Xd−1

d−1 +O(X2d−2), para i ∈ {1, . . . , d− 1} y φd = −Xd−1 +O(X2d−2).

Luego como cada Y − φi ∈ C[[X]][Y ] y f = (Y − φ1) · · · (Y − φd) entonces f posee d
factores anaĺıticos: fi = Y −φi para i ∈ {1, . . . , d} y de acuerdo a nuestra notación d = s.

Definimos los polinomios

g(X,Y ) = (d− 1)(Y +Xd−1) y h(X,Y ) = (d− 1)Xd−2Y,

sea (`1, . . . , `s) = (1, w, . . . , wd−2, 0). Vamos a probar que ((`1, . . . , `s), g, h) ∈ L2d−2. Para
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i ∈ {1, . . . , d− 1} calculamos

g(X,φi)
∂f
∂Y (X,φi)

=
(d− 1)(wi−1 + d

d−1X
d−1)

d(wi−1 + Xd−1

d−1 )d−1 − 1
+O(X2d−2)

=
(d− 1)(wi−1 + d

d−1X
d−1)

d((wi−1)d−1 + (wi−1)d−2Xd−1)− 1
+O(X2d−2)

= (d−1)wi−1+dXd−1

d−1+dw−(i−1)Xd−1 +O(X2d−2)

= wi−1 +O(X2d−2).

(2.11)

Notemos que
∂f

∂Y
= f̂1 + · · · + f̂s verificándose entonces ∂f

∂Y (X,φi) = f̂i(X,φi). Por (2.11)

se tiene que g(X,φi) = wi−1 · f̂i(X,φi) +O(X2d−2) para i ∈ {1, . . . , d− 1}, luego

g(X,Y ) =
s∑
i=1

wi−1 · f̂i(X,Y ) +O(X2d−2),

de lo que deducimos

g −
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y

= g −
s∑
i=1

wi−1 · f̂i ∈ O(X2d−2).

Esto último prueba que

g −
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y
∈ (X,Y )2d−2. (2.12)

Veamos ahora que h−
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂X
∈ (X,Y )2d−2 + (X2d−3). Multiplicamos ambos lados de

(2.12) por Xd−2 =
∂fi
∂X

+O(X2d−3), y usamos que
∂fi
∂Y

= 1, de esta forma obtenemos

Xd−2 · g −
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂X
∈ (X2d−3),

ahora como Xd−2 · g − h ∈ (X2d−3) deducimos

h−
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂X
∈ (X2d−3). (2.13)

Combinando (2.12) y (2.13) hemos probamos que ((`1, . . . , `s), g, h) ∈ L2d−2. Por lo tanto
(`1, . . . , `s) ∈ Π(L2d−2).

Supongamos que Π(L2d−2) =< µ1, . . . , µr >, entonces (`1, . . . , `s) = α1µ1 + · · ·+αrµr.
Existe i ∈ {1, . . . , r} tal que µid = 1, pero como `d = 0 entonces αi = 0. Luego si
existe µij = 1 con j 6= d se verifica que `j = 0, pero esto no es posible por contrucción
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de (`1, . . . , `s). Deducimos entonces que µij = 0 para todo j 6= d, lo que implica que
fd = fi ∈ C[X,Y ] llegando aśı a un absurdo.

A continuación vamos a mostrar cómo calcular {µ1, . . . , µr} a partir de conocer los
factores anaĺıticos f1, . . . , fs con un cierto grado de precisión σ. Por el teorema anterior,
si tomamos precisión σ ≥ 2d debemos calcular entonces la base escalonada reducida de
Π(Lσ) y de esta forma hallamos los {µ1, . . . , µr}.

2.1.1. Recombinación

Supongamos que conocemos los factores anaĺıticos f1, . . . , fs con precisión σ. Como
hemos visto en la sección anterior, calculando la base escalonada reducida del subespacio
Π(Lσ), podemos obtener los factores racionales de f . Para ello consideramos el siguiente
sistema lineal Dσ con s incógnitas `1, . . . , `s:

Dσ



s∑
i=1

`icoef(̂fi
∂fi
∂Y

,XjY k) = 0, k ≤ d− 1, d ≤ j + k ≤ σ − 1

s∑
i=1

`icoef(̂fi
∂fi
∂X

,XjY k) = 0, k ≤ d− 1, j ≤ σ − 2, d ≤ j + k ≤ σ − 1,

donde coef(g,XjY k) denota el coeficiente del monomio XjY k de g ∈ K[[X]][[Y ]]. Como
cada fi es mónico en Y entonces ∂fi

∂X tiene grado en Y a lo sumo deg fi − 1. De esto se
deduce que f̂i

∂fi
∂Y y f̂i

∂fi
∂X tienen grados en Y a lo sumo d− 1, lo cual justifica la restricción

k ≤ d − 1. Por otra parte, notemos que el primer conjunto de ecuaciones recorre los
monomios XjY k que no pertenecen a (X,Y )σ ni a K[X,Y ]d−1, mientras que el segundo
conjunto de ecuaciones recorre los monomios XjY k que no pertenecen a (X,Y )σ+(Xσ−1)
ni a K[X,Y ]d−1. Veremos ahora un lema que proporciona la relación entre Π(Lσ) y Dσ.

Lema 2.13. Bajo la hipótesis (S) y dado σ ≥ d se verifica que

Π(Lσ) = {(`1, . . . , `s) | (`1, . . . , `s) es solución de Dσ}.

Demostración. Sea (`1, . . . , `s) solución de Dσ. Para que (`1, . . . , `s) ∈ Π(Lσ) debemos ver
que existen g, h ∈ K[X,Y ]d−1 tales que

g −
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y
∈ (X,Y )σ, h−

s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂X
∈ (X,Y )σ + (Xσ−1).

Construimos g de la siguiente manera:

g(X,Y ) =
s∑
i=1

`icoef(̂fi
∂fi
∂Y

,XjY k)XjY k j, k ≥ 0 j + k ≤ d− 1.
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Luego, por construcción de g y por ser (`1, . . . , `s) solución de Dσ obtenemos

g −
s∑
i=1

`îfi
∂fi
∂Y
∈ (X,Y )σ.

Análogamente definimos

h(X,Y ) =
s∑
i=1

`icoef(̂fi
∂fi
∂X

,XjY k)XjY k j, k ≥ 0 j + k ≤ d− 1.

Aśı ((`1, . . . , `s), g, h) ∈ Lσ.
Por otro lado, supongamos que (`1, . . . , `s) ∈ Π(Lσ). Dado que g −

∑s
i=1 `îfi

∂fi
∂Y ∈

(X,Y )σ entonces cada uno de sus monomios es divisible por XmY n con n + m = σ;
en particular esto se debe cumplir para cada monomio XjY k con d ≤ j + k ≤ σ − 1.
Concluimos entonces que

s∑
i=1

`icoef(̂fi
∂fi
∂Y

,XjY k) = 0, k ≤ d− 1, d ≤ j + k ≤ σ − 1,

de esta forma (`1, . . . , `s) verifica el primer conjunto de ecuaciones de Dσ. De la misma
manera se prueba que verifica el segundo conjunto de ecuaciones con lo cual (`1, . . . , `s)
es solución de Dσ.

Si consideramos σ ≥ 2d y buscamos una base escalonada reducida del espacio de solu-
ciones del sistema Dσ, obtendremos los vectores µ1, . . . , µr que nos permitirán recombinar
los factores anaĺıticos de f para encontrar los racionales. Finalmente enunciamos el al-
goritmo de factorización que calcula los factores racionales de f , combinando el Teorema
2.10 y el Lema 2.13.

Algoritmo de Factorización:

Input: Sea f de grado total d que satisface las hipótesis (S) y (C).
Output: f1, . . . , fr los factores irreducibles racionales de f.

1. Factorizar el polinomio univariado f(0, Y ) en K[Y ]

2. Hallar los factores irreducibles f1(X,Y ), . . . , fs(X,Y ) a precisión σ = 2d utilizando
el levantamiento de Hensel.

3. Recombinación:

a) Para cada i ∈ {1, . . . , s} calcular f̂i como el cociente de f por fi, dividiendo con
respecto a la variable Y y tomando precisión σ.

b) Calcular
(̂
f1
∂f1
∂Y , . . . , f̂s

∂fs
∂Y

)
con precisión σ en X.

c) Calcular
(̂
f1
∂f1
∂X , . . . , f̂s

∂fs
∂X

)
con precisión σ en X.

d) Calcular la base escalonada reducida {µ1, . . . , µr} de Dσ.
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e) Si r = 1 entonces obtenemos f . Si no para cada i ∈ {1, . . . , r} calcular fi como

fi =
s∏
j=1

f
µij
j a precisión Xdeg fi+1.

A continuación ilustraremos con algunos ejemplos el algoritmo descripto.

Ejemplo 2.14. Sea f(X,Y ) = Y 2 − (X + 1) ∈ C[X,Y ]. Por el criterio de Eisenstien
sabemos que este polinomio es absolutamente irreducible. Aplicamos el algoritmo a este
polinomio y mostramos que la dimensión del espacio de soluciones del sistema lineal es 1.
Notemos que degY f = deg f = 2, entonces σ = 4 y f(0, Y ) = Y 2 − 1 ∈ C[Y ]. Aplicamos
el levantamiento de Hensel a partir de la factorización de f(0, Y ) obteniendo:

α1,0 = 1 α2,0 = −1

α1,1 = 1 + 1
2X α2,1 = −1− 1

2X

α1,2 = 1 + 1
2X −

1
8X

2 + 1
16X

3 α2,2 = −1− 1
2X + 1

8X
2 − 1

16X
3.

Los factores anaĺıticos a precisión σ son:

f1 = Y − 1− 1
2X + 1

8X
2 − 1

16X
3 , f2 = Y + 1 + 1

2X −
1
8X

2 + 1
16X

3.

Luego

f̂1
∂f1
∂Y

= Y + 1 +
1
2
X − 1

8
X2 +

1
16
X3 f̂2

∂f2
∂Y

= Y − 1− 1
2
X +

1
8
X2 − 1

16
X3

f̂1
∂f1
∂X

= −1
2
− 1

2
Y +

1
4
XY − 3

16
X2Y f̂2

∂f2
∂X

= −1
2

+
1
2
Y − 1

4
XY +

3
16
X2Y

El proceso de recombinación da lugar al siguiente sistema lineal:

−1
8`1 +

1
8
`2 = 0

1
16`1 − 1

16`2 = 0

1
4`1 − 1

4`2 = 0

− 3
16`1 + 3

16`2 = 0

El espacio de soluciones de Dσ es

{(`1, `2) | `1 = `2} =< (1, 1) >,

luego f es irreducible y se puede obtener multiplicando a precisión 2 los factores anaĺıticos
dados anteriormente.

Ejemplo 2.15. Consideremos el polinomio f(X,Y ) = Y 4 − X4 − 2Y 3 + 2Y X2 − Y 2 −
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X2 + 2Y ∈ Q[X,Y ]. Comenzamos factorizando el polinomio f(0, Y ), obtenemos entonces

f(0, Y ) = Y (Y − 1)(Y + 1)(Y − 2).

Hacemos levantamiento de Hensel para encontrar los factores anaĺıticos a precisión σ = 2d

f1 = Y − 2 + 1
2X

2 + 1
8X

4 + 1
16X

6

f2 = Y − 1− 1
2X

2 + 1
8X

4 − 1
16X

6

f3 = Y − 1
2X

2 − 1
8X

4 − 1
16X

6

f4 = Y + 1 + 1
2X

2 − 1
8X

4 + 1
16X

6.

Calculando, con ayuda del Maple, los
(̂
f1
∂f1
∂Y , . . . , f̂4

∂f4
∂Y

)
a precisión σ = 8, se tiene

f̂1
∂f1
∂Y = −Y X2 + Y 3 − Y + 1

2X
2 + 5

8X
4 + 3

16X
6 1

2Y
2X2 − 1

8Y
2X4 − 1

16Y
2X6−

f̂2
∂f2
∂Y = Y 3 − 2Y +X2 + 1

2X
4 − 1

8X
6 − Y 2 + 1

2X
2Y 2 − 1

8X
2Y 4 + 1

16X
6Y 2−

1
8X

6Y + 1
4Y X

4

f̂3
∂f3
∂Y = 2− Y X2 + Y 3 − Y + 3

2X
2 − 5

8X
4 − 3

16X
6 − 2Y 2 + 1

2Y
2X2 + 1

8Y
2X4+

1
16Y

2X6

f̂4
∂f4
∂Y = 2X2Y + Y 3 + 2Y −X2 − 1

2X
4 + 1

8X
6 − 3Y 2 − 1

2Y
2X2 + 1

8Y
2X4 − 1

16Y
2X6+

1
8Y X

6 − 1
4Y X

4.

Por otro lado, encontramos los
(̂
f1
∂f1
∂X , . . . , f̂4

∂f4
∂X

)
a precisión σ − 1 = 7

f̂1
∂f1
∂X = 1

2X
3 + 7

8X
5 − 3

2Y X
3 − 7

8Y X
5 +XY 3 + 1

2X
3Y 3 + 3

8X
5Y 3 − Y X − 1

2Y
2X3−

3
8X

5Y 2

f̂2
∂f2
∂X = −X3 − Y X3 + 1

2Y X
5 −XY 3 + 1

2X
3Y 3 − 3

8Y
3X5 + 2XY − Y 2X3 + Y 2X+

3
4Y

2X5

f̂3
∂f3
∂X = −2X − 5

2X
3 − 7

8X
5 + 3

2Y X
3 + 7

8Y X
5 − Y 3X − 1

2Y
3X3 − 3

8Y
3X5 + Y X+

1
2Y

2X3 + 3
8Y

2X5 + 2Y 2X

f̂4
∂f4
∂X = −X3 − 1

2Y X
5 + Y X3 + Y 3X − 1

2Y
3X3 + 3

8Y
3X5 + 2Y X − 3

4Y
2X5 − 3Y 2X+

Y 2X3.

Finalmente, resolvemos el sistema lineal cuya solución nos proporcionará la cantidad de
factores de f en Q[X,Y ] y nos permitirá recombinar los cuatro factores anaĺıticos para
obtener dichos factores racionales. El sitema original tiene 12 ecuaciones y 4 incógnitas.
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Este resulta equivalente al sistema
`1 − `2 − `3 + `4 = 0

`1 + `2 − `3 − `4 = 0

Por lo tanto, una base escalonada reducida del espacio de soluciones es

{(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)} ,

de donde hallamos que f tiene dos factores irreducibles en Q[X,Y ]. Del vector (1, 0, 1, 0)
deducimos que uno de los factores racionales se obtiene multiplicando los factores anaĺıticos
f1 y f3; es decir

f1 = f1 · f2 = Y 2 − 2Y +X2.

Y por otro lado, del vector (0, 1, 0, 1) sabemos que el segundo factor racional se obtiene
multiplicando los anaĺıticos f2 y f4:

f2 = f2 · f4 = Y 2 −X2 − 1.

En particular, como el vector (1, 0, 1, 0) ∈ Π(Lσ) podemos encontrar las expresiones para
g y h de forma tal que ((1, 0, 1, 0), g, h) ∈ Lσ. En efecto, dado que

g + f̂1
∂f1
∂Y

+ f̂3
∂f3
∂Y
∈ (X,Y )σ,

h+ f̂1
∂f1
∂X

+ f̂3
∂f3
∂X
∈ (X,Y )σ + (Xσ−1),

obtenemos que
g(X,Y ) = 2− 2Y X2 + 2Y 3 − 2Y + 2X2 − 2Y 2

h(X,Y ) = −2X − 2X3 + 2XY 2,

además g y h verifican la ecuación (2.2). Análogamente podemos encontrar g′ y h′ tales
que ((0, 1, 0, 1), g′, h′) ∈ Lσ.En este caso se tiene

g′ + f̂2
∂f2
∂Y

+ f̂4
∂f4
∂Y
∈ (X,Y )σ,

h′ + f̂2
∂f2
∂X

+ f̂4
∂f4
∂X
∈ (X,Y )σ + (Xσ−1),

luego
g′(X,Y ) = 2Y 3 − 4Y 2 + 2Y X2

h′(X,Y ) = −2X3 + 4XY − 2XY 2,

verificándose que g′ y h′ son soluciones de la ecuación (2.2). Como g, h, g′ y h′ satisfacen
las condiciones de grado que enuncia el teorema de Ruppert, establecemos de otra forma
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que f no es irreducible.

2.2. Generalización a polinomios multivariados

Estudiaremos a continuación la generalización para polinomios bivariados desarro-
llada por G.Lecerf en [Lec07]. Sea K un cuerpo verificando la hipótesis (C) y sea f ∈
K[Z1, . . . , Zn, Y ] de grado total d. Supongamos que f cumple la hipótesis (S′):

Hipótesis (S′)


(i) degY (f) = deg(f) = d

(ii) ResY (f(0, . . . , 0, Y ),
∂f

∂Y
(0, . . . , 0, Y )) 6= 0.

Nuestro objetivo es encontrar los factores irreducibles f1, . . . , fr en K[Z1, . . . , Zn, Y ].
Sean f1, . . . , fs ∈ K[[Z1, . . . , Zn]][Y ], los factores anaĺıticos de f . Por la hipótesis (S′) tanto
f como sus factores anaĺıticos y racionales son mónicos en Y . Como en la sección anterior,
a cada i ∈ {1, . . . , r} le asociamos el vector µi ∈ {0, 1}s definido por

fi =
s∏
j=1

f
µij
j , (2.14)

y el conjunto de vectores {µ1, . . . , µr} que resultan linealmente independientes.
La idea será reducir este problema a dos variables para aplicar el algoritmo descripto

en la sección anterior.

2.2.1. Reducción a dos variables

Consideramos un conjunto auxiliar de variables a1, . . . , an y el polinomio

g(X,Y ) := f(a1X, . . . , anX,Y ) ∈ Ka[X,Y ]

donde Ka := K(a1, . . . , an).

Observación 2.16. Dado que f es mónico en Y y deg f = degY = d deducimos que g es
mónico en Y visto en K[a1, . . . , an, X][Y ] y además se verifica deg g = degY g = d.

La hipótesis (S′) implica de forma directa que g verifica:

Hipótesis (Sa)


(i) degY (g) = deg(g) = d

(ii) ResY (g(0, Y ),
∂g

∂Y
(0, Y )) 6= 0

Se verifica que los factores irreducibles de g en Ka[X,Y ] están en correspondencia
biuńıvoca con los de f ; o sea, los factores irreducibles de g se expresan como gi(X,Y ) =
fi(a1X, . . . , anX,Y ) para i ∈ {1, . . . , r}.

Consideramos los factores anaĺıticos en Ka[X,Y ] de g: g1, . . . , gs, que se relacionan con
los fi de la siguiente manera: gi(X,Y ) = fi(a1X, . . . , anX,Y ) para i ∈ {1, . . . , s}. Luego
vale que gi ∈ K[a1, . . . , an][[X]][Y ]. Como consecuencia de (2.14) se satisface:
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gi =
s∏
j=1

g
µij
j .

Observación 2.17. Definimos los siguientes polinomios:

f̂i =
∏
j 6=i

fi ĝi =
∏
j 6=i

gi

para i ∈ {1, . . . , s}.

Estamos entonces en condiciones de aplicar el algoritmo dado en la sección anterior a
g, obteniendo el siguiente sistema lineal sobre Ka, con s incógnitas `1, . . . , `s:

Da,σ



s∑
i=1

`icoef(ĝi
∂gi
∂Y

,XjY k) = 0, k ≤ d− 1, d ≤ j + k ≤ σ − 1

s∑
i=1

`icoef(ĝi
∂gi
∂X

,XjY k) = 0, k ≤ d− 1, j ≤ σ − 2, d ≤ j + k ≤ σ − 1.

(2.15)

Observación 2.18. Por el Teorema 2.10 y el Lema 2.13, si σ ≥ 2d y se verifican las
hipótesis (S′) y (C), entonces encontrando una base escalonada reducida del espacio de
soluciones del sistema Da,σ podremos recombinar los factores anaĺıticos de f para obtener
aśı su factorización racional. Notemos que en este caso tenemos que resolver un sistema
de ecuaciones lineales sobre Ka. En lo que sigue vamos a mostrar que se puede eliminar la
sustitución Zi por aiX y obtener aśı una generalización más directa del algoritmo en dos
variables. Con este objetivo vamos a probar primero un lema que permite resolver Da,σ
sobre K en vez de hacerlo sobre Ka.

Lema 2.19. Sean E un subcuerpo de K, σ ≥ 2d y el subespacio de Es

Sa,σ = {(`1, . . . , `s) ∈ Es | (`1, . . . , `s) es solución de Da,σ}.

Se tiene que {µ1, . . . , µr} es base escalonada reducida de Sa,σ.

Demostración. Dado que para i ∈ {1, . . . , r} µi ∈ {0, 1}s entonces se verifica que µi ∈ Sa,σ
para cada i ∈ {1, . . . , r}. Sea (`1, . . . , `s) ∈ Es solución de Da,σ. Por la Observación 2.18
existen γ1, . . . , γr ∈ Ka tal que

(`1, . . . , `s) = γ1µ1 + · · ·+ γrµr. (2.16)

Luego por (2.16) y por ser µ1, . . . , µr una base escalonada reducida tenemos que para cada
γi existe `j tal que γi = `j , luego γ1, . . . , γr ∈ E.

Observación 2.20. Damos ahora la generalización más directa del algoritmo descripto
en la sección anterior, para ello consideramos el siguiente operador:

Θ := Z1
∂

∂Z1
+ · · ·+ Zn

∂

∂Zn
,
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y el sistema lineal:

Dσ



s∑
i=1

`icoef(̂fi
∂fi
∂Y

, Zj11 · · ·Z
jn
n Y

k) = 0, k ≤ d− 1, d ≤ j + k ≤ σ − 1

s∑
i=1

`icoef(̂fiΘfi, Z
j1
1 · · ·Z

jn
n Y

k) = 0, k ≤ d− 1, j ≤ σ − 1, d ≤ j + k ≤ σ − 1,

con j = j1 + · · ·+ jn.

Proposición 2.21. Con las hipótesis (S′) y (C) y σ ≥ 2d, la base escalonada reducida
de Dσ es {µ1, . . . , µr}.

Demostración. Si vemos que las soluciones de Da,σ coinciden con las de Dσ sobre Ks,
entonces por el Lema 2.19 resulta que {µ1, . . . , µr} es base del espacio de soluciones de
Dσ. Como ĝi

∂gi
∂Y = f̂i

∂fi
∂Y (a1X, . . . , anX,Y ), deducimos que coef(ĝi

∂gi
∂Y , X

jY k) coincide con
la componente homogénea de grado j del coeficiente de Y k en f̂i

∂fi
∂Y (a1, . . . , an, Y ) mirado

en K[[a1, . . . , an]][Y ]. Sean j y k fijos, tomamos la siguiente ecuación de Da,σ:

s∑
i=1

`icoef(ĝi
∂gi
∂Y

,XjY k) = 0. (2.17)

Notemos que por lo observado anteriormente, (2.17) se puede escribir como

∑
j1+···+jn=j

aj11 · · · a
jn
n

s∑
i=1

`icoef(̂fi
∂fi
∂Y

, Zj11 · · ·Z
jn
n Y

k) = 0,

de esto deducimos que (`1, . . . , `s) ∈ Ks es solución de la ecuación (2.17) si y solo si verifica
las ecuaciones

s∑
i=1

`icoef(̂fi
∂fi
∂Y

, Zj11 · · ·Z
jn
n Y

k) = 0,

con j1 + . . . + jn = j, luego el primer conjunto de ecuaciones de Da,σ y Dσ tienen el
mismo conjunto de soluciones sobre Ks. Por otro lado observemos

X
∂gi
∂X

= X
∂

∂X
(fi(a1X, . . . , anX,Y ))

=
n∑
j=1

X · aj
∂fi
∂Zj

(a1X, . . . , anX,Y )

= (Θfi)(a1X, . . . , anX,Y ),

de lo que deducimos coef(ĝi
∂gi
∂X

,XjY k) =coef(ĝiX
∂gi
∂X

,Xj+1Y k) que es igual a la com-

ponente homogénea de grado j + 1 del coeficiente de Y k en (f̂iΘfi)(a1, . . . , an, Y ) visto en
K[[a1, . . . , an]][Y ]. Análogamente se prueba que el segundo conjunto de ecuaciones de Da,σ
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y Dσ tienen el mismo conjunto de soluciones sobre Ks.

Enunciamos ahora el algoritmo de factorización.

Algoritmo de Factorización:

Input: f de grado total d que satisface las hipótesis (S′) y (C).
Output: f1, . . . , fr los factores irreducibles racionales de f .

1. A partir del polinomio univariado f(0, . . . , 0, Y ) calcular los factores irreducibles
f1(0, . . . , 0, Y ), . . . , fs(0, . . . , 0, Y ) ∈ K[Y ].

2. Utilizando el levantamiento de Hensel (ver [] )obtener f1, . . . , fs a precisión (Z1, . . . , Zn)σ

con σ = 2d.

3. Recombinación:

a) Para cada i ∈ {1, . . . , s} calcular f̂i como el cociente de f por fi en K[[Z1, . . . , Zn]][Y ]
a precisión (Z1, . . . , Zn)σ.

b) Calcular
(̂
f1
∂f1
∂Y , . . . , f̂s

∂fs
∂Y

)
con precisión (Z1, . . . , Zn)σ.

c) Calcular
(̂
f1
∂f1
∂X , . . . , f̂s

∂fs
∂X

)
con precisión (Z1, . . . , Zn)σ.

d) Calcular la base escalonada reducida de Dσ.

e) Si r = 1 entonces obtenemos f . Si no para cada i ∈ {1, . . . , r} calcular fi como

fi =
s∏
j=1

f
µij
j a precisión (Z1, . . . , Zn)deg fi+1.

2.3. Teorema de Bertini

En esta sección estudiaremos la versión del teorema de Bertini que se obtiene a partir
del algoritmo desarrollado anteriormente. Para ello seguiremos el trabajo de G.Lecerf
[Lec07].

Definición 2.22. Sean f ∈ K[Z1, . . . , Zn, Y ] de grado total d y (α1, . . . , αn) ∈ Kn. Deci-
mos que (α1, . . . , αn) es un punto de Bertini para f si para todo factor irreducible
fi de f el polinomio fi(α1X, . . . , αnX,Y ) es irreducible. En otras palabras, si existe
una correspondencia biuńıvoca entre los factores irreducibles de f y los de h(X,Y ) :=
f(α1X, . . . , αnX,Y ) ∈ K[X,Y ]. Denotamos por Bh(f) al complemento del conjunto de
puntos de Bertini.

Observación 2.23. En general, el punto (α1, . . . , αn) es elegido con coordenadas en un
subconjunto finito S ⊂ K.

Ejemplo 2.24. Sean n ≥ 2 , K = C y f(Z1, . . . , Zn, Y ) = Y d + Zd−1
1 Y − Zd−1

2 − 1. En el
caṕıtulo 1, Ejemplo 1.21 probamos que este polinomio es absolutamente irreducible.

Consideramos S = {z ∈ C | z es ráız de Y d(d−1) − 1}. Dado (α1, . . . , αn) ∈ Sn

queremos determinar si es o no un punto de Bertini para f . Consideramos entonces el
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polinomio h(X,Y ) := f(α1X, . . . , αnX,Y ). Para cada (α1, . . . , αn) ∈ Sn el polinomio
g(Y ) = Y −(α2

α1
)d−1 divide a h(X,Y ) = Y d+αd−1

1 Xd−1Y −αd−1
2 Xd−1−1. En consecuencia,

cada punto de Sn no es un punto de Bertini para f . La proporción de puntos que no son
de Bertini para f en Sn es:

|Bh(f) ∩ Sn|
|S|n

=
d(d− 1)
|S|

= 1.

Observación 2.25. Continuando con el ejemplo 2.24, afirmamos que no existe un poli-
nomio no nulo A ∈ K[a1, . . . , an] de grado menor o igual a d(d− 1)− 1 que se anule en el
conjunto Bh(f). En efecto, supongamos que existe un polinomio con dichas caracteŕısticas.
Por el Lema de Zippel-Schwartz sabemos que A tiene a lo sumo deg A|S|n−1 ceros en Sn.
Por lo tanto se verifica la siguiente desigualdad:

|{(x1, . . . , xn) ∈ Sn | A(x1, . . . , xn) = 0}|
|S|n

≤ deg A

|S|
≤ d(d− 1)− 1

d(d− 1)
< 1

Por otro lado, como A se anula en Bh(f) y Sn ⊂ Bh(f) entonces obtenemos

|{(x1, . . . , xn) ∈ Sn | A(x1, . . . , xn) = 0}|
|S|n

= 1,

llegando de esta forma a un absurdo.

Teorema 2.26. Sea f ∈ K[Z1, . . . , Zn, Y ] de grado total d verificando las hipótesis (S′) y
(C). Existe un polinomio no nulo A ∈ K[a1, . . . , an] de grado menor o igual a (2d−1)(d−1)
que se anula en Bh(f).

Demostración. Observemos que podemos suponer que f es irreducible. En efecto, si f =
f1 · · · fm, donde cada fi es irreducible de grado positivo di (1 ≤ i ≤ m), aplicamos el
teorema a cada fi y hallamos Ai ∈ A ∈ K[a1, . . . , an] de grado a lo sumo (di − 1)(2di − 1)
para 1 ≤ i ≤ m. El polinomio buscado será A =

∏m
i=1 Ai. Como la aplicación δ : d −→

(d− 1)(2d− 1) verifica que δ(d1) + δ(d2) ≤ δ(d1 + d2) entonces deducimos que deg(A) ≤
(d− 1)(2d− 1). Por lo tanto trabajaremos con p irreducible.

Sean σ = 2d, (α1, . . . , αn) ∈ Kn y h(X,Y ) := f(α1X, . . . , αnX,Y ) ∈ K[X,Y ]. Consi-
deramos el siguiente sistema:

Dα,σ



s∑
i=1

`icoef(ĥi
∂hi
∂Y

,XjY k) = 0, k ≤ d− 1, d ≤ j + k ≤ σ − 1

s∑
i=1

`icoef(ĥi
∂hi
∂X

,XjY k) = 0, k ≤ d− 1, j ≤ σ − 2, d ≤ j + k ≤ σ − 1,

donde h1(X,Y ),. . . ,hs(X,Y ) representan los factores mónicos irreducibles de h(X,Y ) en
el anillo de series formales K[[X]][Y ] y ĥi =

∏
j 6=i hj para i ∈ {1, . . . , s}. Por el Teorema

2.10 y el Lema 2.13, la dimensión del espacio de soluciones de Dα,σ es igual a la cantidad
de factores irreducibles de h. Sea Da,σ, el sistema definido como en (2.15). Luego, su rango
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es s−1 ya que f es irreducible. De esto se deduce que existe un menor A ∈ K[a1, . . . , an] de
rango s−1 de la matriz Da,σ. Notemos que Dα,σ coincide con la especialización de Da,σ en
a1 = α1,. . . ,an = αn. Por lo tanto si elegimos (α1, . . . , αn) de forma tal que A(α1, . . . , αn) 6=
0 la matriz Dα,σ tiene rango s − 1 y por lo tanto h es irreducible. Concluimos que si
(α1, . . . , αn) ∈ Bh(f) entonces (α1, . . . , αn) es ráız de A. Probemos ahora que A satisface
la condición sobre el grado. Por la demostración de la Proposición 2.21 para cada j ∈
{0, . . . , σ − 1}, coef(ĝi

∂gi
∂Y , X

jY k) es un polinomio de grado a lo sumo j y para cada
j ∈ {0, . . . , σ−2}, coef(ĝi

∂gi
∂X , X

jY k) es un polinomio de grado a lo sumo j+ 1; deducimos
entonces que deg A ≤ (s− 1)(2d− 1) ≤ (d− 1)(2d− 1).

Observación 2.27. Del Teorema 2.26 y del Ejemplo 2.24 se deduce la siguiente cota:

máx
f
{mı́n

A
{deg(A) | A(Bh(f)) = 0}} ≥ d(d− 1),

donde el máximo se toma sobre f ∈ K[Z1, . . . , Zn, Y ] que cumplen las hipótesis (C) y (S′)
y el mı́nimo se toma sobre A ∈ K[a1, . . . , an] no nulos.

Corolario 2.28. Sea f ∈ K[Z1, . . . , Zn, Y ] verificando las hipótesis (C) y (S′). Para todo
subconjunto no vaćıo y finito S ⊂ K se tiene

|Bh(f) ∩ Sn|
|S|n

≤ (d− 1)(2d− 1)
|S|

.

Demostración. Por el Teorema 2.26 existe un polinomio A de grado a lo sumo (d−1)(2d−1)
que se anula en Bh(f). Se verifica entonces

|Bh(f) ∩ Sn|
|S|n

≤ |{(x1, . . . , xn) ∈ Sn | A(x1, . . . , xn) = 0}|
|S|n

.

Por otro lado por Zippel-Schwartz aplicado al polinomio A se deduce

|{(x1, . . . , xn) ∈ Sn | A(x1, . . . , xn) = 0}|
|S|n

≤ (d− 1)(2d− 1)
|S|

,

concluyendo que
|Bh(f) ∩ Sn|
|S|n

≤ (d− 1)(2d− 1)
|S|

.

Observación 2.29. Informalmente hablando, por el Corolario anterior deducimos que
es necesario y suficiente tomar S con |S| � d2 para tener alta probabilidad de éxito en
encontrar un punto de Bertini al elegir aleatoriamente en el conjunto Sn.

Observación 2.30. Nuevamente por el Ejemplo 2.24 y el Corolario 2.28 deducimos que

máx
(
|Bh(f) ∩ Sn|
|S|n−1

| S ⊂ K y f satisfaciendo las hipótesis (C) y (S’)
)
≥ d(d− 1),

donde el máximo se toma sobre los subconjuntos finitos S ⊂ K.
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Dado un polinomio p ∈ K[v1, . . . , vn] de grado total d ≥ 1 y elementos α, β , γ ∈ K3n,
definimos el siguiente polinomio de K[X,Y ]:

pαβγ := p(α1X + β1Y + γ1, . . . , αnX + βnY + γn).

Definición 2.31. Con las notaciones y definiciones dadas anteriormente, decimos que
(α, β, γ) ∈ K3n es un punto de Bertini para p si existe una correspondencia biuńıvoca
entre los factores irreducibles de p y los de pαβγ . Notamos como B(p) al complemento del
conjunto de puntos de Bertini para p en K3n.

Observación 2.32. Dado un subconjunto finito S ⊂ K, notemos con B(p,S) a la propor-
ción de puntos que no son de Bertini para p en S3n; es decir,

B(p,S) :=
|B(p) ∩ S3n|
|S|3n

Corolario 2.33. Sea p ∈ K[v1, . . . , vn] de grado total d ≥ 1. Supongamos que se cumple
la hipótesis (C). Sea S ⊂ K un subconjunto no vaćıo y finito. Se verifica entonces

B(p,S) ≤ 3d(d− 1) + 1
|S|

.

Demostración. Al igual que en el teorema 2.26, como la aplicación δ : d −→ 3d(d− 1) + 1
verifica que δ(d1) + δ(d2) ≤ δ(d1 + d2) podemos suponer que p es irreducible.

Sean w1, . . . , wn, z1, . . . , zn nuevas variables y sean β y γ elementos de Kn. Definimos
los siguientes polinomios:

pβ := p(w1 + β1Y, . . . , wn + βnY ) ∈ K[w1, . . . , wn, Y ]

pβγ := pβ(z1 + γ1, . . . , zn + γn, Y ) ∈ K[z1, . . . , zn, Y ].

En primer lugar, vamos a mostrar que podemos elegir β y γ ∈ Kn de forma tal que pβγ
verifique las condiciones del Teorema 2.26; para ello tenemos que mostrar que se satisface
la hipótesis(S′) para pβγ . Sea pd ∈ K[v1, . . . , vn] la componente homogénea de mayor grado
de p. Observemos que si tomamos β de forma tal que pd(β1, . . . , βn) 6= 0 entonces se verifica
que deg pβ = degY pβ = d y además es mónico en Y . Entonces para β bajo esta condición
consideramos Dβ ∈ K[w1, . . . , wn], el discriminante de pβ con respecto a Y . La hipótesis
(C) implica que ∂pβ

∂Y no es el polinomio nulo, como pβ es libre de cuadrados obtenemos
entonces que Dβ es un polinomio no nulo de grado a lo sumo d(d−1). Por lo tanto podemos
elegir γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Kn tal que Dβ(γ1, . . . , γn) 6= 0. Afirmamos que con β y γ elegidos
de esta forma pβγ cumple la hipótesis (S′). En efecto, como pd(β1, . . . , βn) 6= 0 resulta que
pβγ es mónico en Y y además deg pβγ = degY pβγ = d. Por otro lado

ResY

(
pβγ(0, . . . , 0, Y ),

∂pβγ
∂Y

(0, . . . , 0, Y )
)
6= 0,

dado que
pβγ(0, . . . , 0, Y ) = pβ(γ1, . . . , γn, Y )
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∂pβγ
∂Y

(0, . . . , 0, Y ) =
∂pβ
∂Y

(γ1, . . . , γn, Y )

y Dβ(γ1, . . . , γn) 6= 0. Por el Teorema 2.26 existe Aβγ ∈ K[a1, . . . , an] de grado a lo sumo
(d−1)(2d−1) con la siguiente propiedad: si (α1, . . . , αn) ∈ Kn verifica que Aβγ(α1, . . . , αn) 6=
0 entonces el polinomio h(X,Y ) := pβγ(α1X, . . . , αnX,Y ) es irreducible. Observemos que
en realidad h(X,Y ) = p(α1X + β1Y + γ1, . . . , αnX + βnY + γn). Por lo tanto

B(p) ⊂ Kn × {β ∈ Kn | pd(β) = 0} ×Kn

∪ Kn ×
{

(β, γ) ∈ K2n | pd(β) 6= 0, Dβ(γ) = 0
}

∪
{

(α, β, γ) ∈ K3n | pd(β) 6= 0, Dβ(γ) 6= 0, Aβγ(α) = 0
}
.

Notando
A = Sn × {β ∈ Sn | pd(β) = 0} × Sn

B = Sn ×
{

(β, γ) ∈ S2n | pd(β) 6= 0, Dβ(γ) = 0
}

C =
{

(α, β, γ) ∈ S3n | pd(β) 6= 0, Dβ(γ) 6= 0, Aβγ(α) = 0
}
,

se verifica
B(p) ∩ S3n ⊂ A ∪ B ∪ C.

Luego,
|B(p) ∩ S3n| ≤ |A|+ |B|+ |C|

Aplicando Zippel-Schwartz a pd, Dβ y a Aβγ obtenemos:

|A| ≤ d|S|3n−1

|B| ≤ d(d− 1)|S|3n−1

|C| ≤ (2d− 1)(d− 1)|S|3n−1,

y por lo tanto concluimos

B(p,S) ≤ 3d(d− 1) + 1
|S|

.

Corolario 2.34. Sea f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] absolutamente irreducible de grado positivo d y
supongamos que la caracteŕıstica de Fq es mayor o igual a d(d − 1) + 1. Notamos como
fγαβ al siguiente polinomio:

fγαβ(X,Y ) = f(γ1 + α1X + β1Y, . . . , γn + αnX + βnY ).

Se verifica entonces

|
{

(γ, α, β) ∈ F3n
q |fγαβ no es absolutamente irreducible

}
| ≤ (3d(d− 1) + 1)q3n−1.

Demostración. Aplicamos el Corolario 2.33 con K = Fq y S = Fq. Por hipótesis f es
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irreducible en Fq[X1, . . . , Xn]. Notamos al conjunto de puntos que no son de Bertini para
f en F3n

q como B(f). Por lo tanto se tiene que (γ, α, β) ∈ B(f) si el polinomio fγαβ no es
irreducible en Fq[X,Y ]. Por el Corolario 2.33 tenemos la estimación

|B(f) ∩ F3n
q | ≤ (3d(d− 1) + 1)q3n−1.

Ahora observemos que{
(γ, α, β) ∈ F3n

q |fγαβ no es absolutamente irreducible
}
⊂ B(f) ∩ F3n

q ,

de lo que se deduce lo que queŕıamos probar.
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Caṕıtulo 3

Estimación sobre la cantidad de

ceros q-racionales de un polinomio

absolutamente irreducible

En este caṕıtulo probaremos una estimación sobre la cantidad de ceros q-racionales
de un polinomio absolutamente irreducible. Seguiremos el trabajo de [CM06] con algunas
modificaciones que provienen de utilizar la versión del Teorema de Bertini desarrollada en
el caṕıtulo anterior. Esto último nos permitirá obtener una mejora en las estimaciones.
Previamente proporcionaremos algunas cotas superiores para la cantidad de puntos q-
racionales de una variedad y resultados relacionados con el número promedio de ceros en
Fnq .

3.1. Número promedio de ceros en Fnq
Una cantidad de resultados de álgebra se basan en el hecho de encontrar elementos

de un cuerpo dado que no anulen a un cierto polinomio. Cuando trabajamos con cuerpos
infinitos esto siempre es posible, pero en el caso de cuerpos finitos puede no ocurrir. Por
ejemplo si consideramos en F5[X] el polinomio f(X) = X5 − X, resulta f(x) = 0 para
todo x en F5. Esto se debe a que en cuerpo finitos un polinomio no nulo puede inducir la
función nula. En esta sección revisaremos algunos resultados relacionados con la existencia
de ceros q-racionales de un polinomio.

Proposición 3.1. [CM06, Lema 2.1] Sea V una Fq-variedad de dimensión r ≥ 0 y grado
δ. Entonces se satisface la siguiente desigualdad

|V ∩ Fnq | ≤ δqr.
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Demostración. Consideramos las siguientes Fq-variedades

V1 = {x ∈ Fq
n : Xq

1 −X1 = 0}
...

Vn = {x ∈ Fq
n : Xq

n −Xn = 0}.

El grado de V es δ y el grado de cada Vi es q, por otra parte se verifica la siguiente
igualdad: ∣∣V ∩ Fnq

∣∣ = |V ∩ V1 ∩ · · · ∩ Vn|.

Dado que V ∩V1∩ · · ·∩Vn tiene finitos puntos, resulta ser una variedad de dimensión cero
y por lo tanto su grado coincide con el cardinal de la misma. De esta forma se obtiene∣∣V ∩ Fnq

∣∣ = deg(V ∩ V1 ∩ · · · ∩ Vn).

Finalmente de la desigualdad de Bézout y de la Proposición 1.13 deducimos la estimación
buscada: ∣∣V ∩ Fnq

∣∣ ≤ degV qr = δ · qr.

Observación 3.2. Notemos que en el caso en que r = n − 1, es decir cuando V es
una hipersuperficie definida por un polinomio f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] de grado δ, el resultado
anterior implica que la cantidad de ceros de f en Fnq es a lo sumo δqn−1.

Corolario 3.3. Sea f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] un polinomio no nulo de grado d. Si q > d entonces
existe x ∈ Fnq tal que f(x) 6= 0.

Demostración. Por la Proposición 3.2 f tiene a los sumo d ·qn−1 ceros en Fnq . Como q > d,
la cantidad de elementos de Fnq es mayor que la cantidad de ceros de f en Fnq . Por lo tanto
debe existir x ∈ Fnq tal que f(x) 6= 0.

Observación 3.4. Notemos que la condición q > d puede ser desmedida. Por ejemplo,
consideremos el polinomio f(X,Y, Z) = X2 · Y 3 · Z2 + 1 en f ∈ F5[X,Y, Z]. En este caso
q = 5 y d = 6 con lo cual no se verifica la condición q > d, sin embargo existen elementos
de F3

5 que no lo anulan (por ejemplo (1, 1, 1)).

Proposición 3.5. Sea V una Fq-variedad de dimensión r ≥ 0 y grado δ. Entonces se
satisface la siguiente desigualdad

|V ∩ (F∗q )n| ≤ δ(q − 1)r.

Demostración. La demostración es análoga a la de la Proposición 3.2, considerando las
variedades

Vi = {x ∈ Fq
n : Xq−1

i − 1 = 0},

para i ∈ {1, . . . , r}.
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Podemos obtener un resultado similar al de la Observación 3.2 pero considerando los
ceros de f en (F∗q )n, es decir con coordenadas no nulas.

Observación 3.6. Sea f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] un polinomio no nulo de grado d. Entonces se
satisface la siguiente estimación

|
{
x ∈ (F∗q )n : f(x) = 0

}
| ≤ d · (q − 1)n−1.

Proposición 3.7. Sean f, g ∈ Fq[X1, . . . , Xn] polinomios no nulos y coprimos, de grados
d1 y d2 respectivamente. Entonces se verifica la siguiente cota superior:

|
{
x ∈ Fnq : f(x) = g(x) = 0

}
| ≤ d1d2q

n−2.

Demostración. Definimos la variedad V =
{
x ∈ Fq

n : f(x) = g(x) = 0
}

. De la desigualdad
de Bézout obtenemos que degV ≤ d1d2. Notamos N = |V ∩ Fnq |. Podemos suponer que
N > 0 y que d1 y d2 son positivos. Dado que f y g son coprimos la dimensión de V es
menor o igual a n− 2. Luego se verifica la siguiente igualdad{

x ∈ Fnq : f(x) = g(x) = 0
}

= V ∩ V1 ∩ · · · ∩ Vn,

donde V1, . . . , Vn denotan las variedades de la Observación 3.2. Cada Vi tiene grado igual
a q y el grado de V ∩ V1 ∩ · · · ∩ Vn es igual a la cantidad de puntos de la misma pues es
una variedad de dimensión cero. Finalmente de la Proposición 1.13 se deduce

N ≤ degV qdimV ≤ d1d2q
n−2.

A continuación damos una cota para la cantidad de ceros con alguna coordenada nula o
con algún par de coordenadas iguales. Este resultado será utilizado en el caṕıtulo siguiente
para obtener la estimación del teorema principal.

Proposición 3.8. Sea f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] un polinomio irreducible de grado d y sea N(f)
la cantidad de ceros de f en Fnq con alguna coordenada nula o algún par de coordenadas
iguales. Se verifica la siguiente cota superior:

N(f) ≤ n(n+ 1)
2

dqn−2

Demostración. Sea H1 la Fq-hipersuperficie que define el polinomio
∏n
i=1Xi

∏
i 6=j(Xi−Xj)

y H2 la Fq-hipersuperficie que define f . Sus grados son n(n+1)
2 y d respectivamente. Luego,

por la desigualdad de Bézout obtenemos

deg(H1 ∩H2) ≤ n(n+ 1)
2

d.

Notemos que podemos asumir que f no es asociado con Xi para i ∈ {1, . . . , n}, ni a Xi−Xj

para i 6= j, ya que si no el resultado se verifica trivialmente. Luego la dimensión de la
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variedad H1∩H2 es n−2 pues f y el polinomio que define a H1 son coprimos. Nos interesa
dar una cota superior para |(H1 ∩H2) ∩ Fnq |. Aplicando entonces [HS82] deducimos que

|(H1 ∩H2) ∩ Fnq | ≤
n(n+ 1)

2
dqn−2,

lo que concluye la demostración.

Proposición 3.9 (Número promedio de ceros de un polinomio). Sea d un entero positivo y
sea Ωd el conjunto de los polinomios en Fq[X1, . . . , Xn] de grado a lo sumo d. Consideramos
f ∈ Ωd y notamos como N(f) el número de ceros de f en Fnq . Se verifica entonces la
siguiente identidad:

1
|Ωd|

∑
f∈Ωd

N(f) = qn−1.

Demostración. Fijemos a = (a1, . . . , an) ∈ Fnq y contemos la cantidad de polinomios en Ωd

para los cuales a es ráız. Dado un polinomio g ∈ Ωd este se puede escribir como

g(X) =
∑

(i1,...,in)∈ωd

bi1,...,inX
i1
1 · · ·X

in
n

donde ωd es el conjunto de las n-uplas de enteros no negativos (i1, . . . , in) cumpliendo
i1 + · · ·+ in ≤ d. Si a es ráız de g entonces a verifica la identidad∑

(i1,...,in)∈ωd

bi1,...,ina
i1
1 · · · a

in
n = 0,

que resulta una ecuación con |ωd| incógnitas bi1,...,in . Se deduce entonces que existen q|ωd|−1

polinomios distintos, para los cuales a es ráız. Luego, podemos escribir∑
f∈Ωd

N(f) =
∑
f∈Ωd

∑
x∈Fnq
f(x)=0

1

=
∑
x∈Fnq

∑
f∈Ωd
f(x)=0

1

=
∑
x∈Fnq

q|ωd|−1

= qnq|ωd|−1,

como |Ωd| = q|ωd| obtenemos ∑
f∈Ωd

N(f) = qn−1|Ωd|,

lo que concluye la demostración.

Observación 3.10. De manera similar se puede probar que el número promedio de ceros
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con coordenadas no nulas de un polinomio f de grado d es

1
|Ωd|

∑
f∈Ωd

N∗(f) =
(q − 1)n

q
,

donde N∗(f) denota los ceros de f en (F∗q )n.

Observación 3.11. Dado un polinomio f ∈ Fq[X1, . . . , Xn], puede ocurrir que la cantidad
de ceros del mismo difiera bastante del número promedio. Por ejemplo si consideramos
el polinomio f(X,Y ) = X4 + Y 4 − 2 ∈ F5[X,Y ] el número promedio de ceros es q = 5,
mientras que la cantidad de ceros de f es 16.

Sabemos que la cantidad promedio de ceros de un polinomio de Fq[X1, . . . , Xn] de grado
a lo sumo d es qn−1. A continuación presentaremos un resultado que permite obtener una
expresión de la desviación de este promedio.

Proposición 3.12. Considerando las notaciones del Teorema 3.9 se tiene la siguiente
igualdad:

1
|Ωd|

∑
f ∈Ωd

(N(f)− qn−1)2 = qn−1 − qn−2.

Demostración. Fijamos b = (b1, . . . , bn) ∈ Fnq y c = (c1, . . . , cn) ∈ Fnq . Se tiene∑
f ∈Ωd

N(f)2 =
∑
f ∈Ωd

(
∑
c∈Fnq
f(c)=0

1)2

=
∑
f ∈Ωd

∑
b∈Fnq
f(b)=0

∑
c∈Fnq
f(c)=0

1

=
∑

b,c∈Fnq

∑
f ∈Ωd

f(b)=f(c)=0

1.

Si b = c vimos en la demostración del Teorema 3.9 que el valor de la suma interna es
q|ωd|−1. Por otra parte, si b 6= c entonces de la condición f(b) = f(c) = 0 se obtiene un
sistema de dos ecuaciones lineales de rango 2 cuyas incógnitas son los coeficientes de f .
Por lo tanto, tenemos q|ωd|−2 soluciones. De esto se deduce∑

f ∈Ωd

N(f)2 =
∑
c∈Fnq

|Ωd|q−1 +
∑

b,c∈Fnq
b 6=c

|Ωd|q−2

= qn|Ωd|q−1 + qn(qn − 1)|Ωd|q−2

= |Ωd|(q2n−2 + qn−1 − qn−2).
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De esta última igualdad y el Teorema 3.9 obtenemos∑
f ∈Ωd

(N(f)− qn−1)2 =
∑
f ∈Ωd

N(f)2 − 2qn−1
∑
f ∈Ωd

N(f) + q2n−2
∑
f ∈Ωd

1

= |Ωd|(q2n−2 + qn−1 − qn−2)− 2qn−1|Ωd|qn−1 + q2n−2|Ωd|

= |Ωd|(qn−1 − qn−2),

lo que concluye la demostración.

Este teorema establece que el valor promedio de (N(f)− qn−1)2 es del orden O(qn−1).
Es de esperar entonces que a menudo se verifique N(f)− qn−1 = O(q

n−1
2 ). En particular,

esto se alcanza para el caso de curvas absolutamente irreducibles como muestra el teorema
de Weil (Teorema 3.13).

Las estimaciones sobre la cantidad de ceros q-racionales de un polinomio absolutamente
irreducible se apoyan en un resultado fundamental de A.Weil para curvas sobre cuerpos
finitos. Weil obtuvo la siguiente estimación

Teorema 3.13. [Wei48] Sea f(X,Y ) un polinomio de Fq[X,Y ] absolutamente irreducible
de grado d > 0. Sea N el número de ceros de f en F2

q . Entonces se verifica que

|N − q| ≤ ω(q, d), (3.1)

donde ω(q, d) = (d− 1)(d− 2)q
1
2 + d+ 1.

En particular, para polinomios absolutamente irreducibles de Fq[X,Y ], este resultado
nos da una cota para el error que se comete al estimar la cantidad de ceros q-racionales
con el número promedio de ceros. Existen polinomios para los cuales se verifica la igualdad
en (3.1), ejemplos de ello se pueden ver en [Gar95].

3.2. Estimación sobre los ceros q-racionales de f

Definición 3.14. Sea V una Fq-variedad y x ∈ V ∩ Fnq . Llamaremos a x un punto q-
racional de V .

Observación 3.15. Es fácil exhibir Fq-variedades que no poseen puntos q-racionales. Por
ejemplo, consideramos la F5-hipersuperficie definida por el polinomio f(X,Y ) = X2 −
2(XY + 1)2. Notemos que f admite la factorización f(X,Y ) = (X −

√
2(XY + 1)) · (X +√

2(XY + 1)) en F5(
√

2)[X,Y ]. Luego si (x, y) ∈ F2
5 es un cero de f , tenemos que x = 0,

lo que implica que
√

2(x · y+ 1) 6= 0. Por lo tanto la hipersuperficie no tiene puntos en F5.

Sea L una Fq-variedad lineal de dimensión 2. Entonces esta puede ser parametrizada
de la siguiente manera: 

X1 = γ1 + α1X + β1Y
...

Xn = γn + αnX + βnY
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con α = (α1, . . . , α1), β = (β1, . . . , β1) y γ = (γ1, . . . , γ1) elementos de Fnq y α y β

linealmente independientes.
Notaremos como M2 al conjunto de las Fq-variedades lineales de dimensión 2. Dados

f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] y L ∈M2, definimos el polinomio fL ∈ Fq[X,Y ] como

fL(X,Y ) := f(γ1 + α1X + β1Y, . . . , γn + αnX + βnY ).

Observación 3.16. Notemos que para cada variedad L el polinomio fL está bien definido
salvo un cambio de coordenadas lineales sobre Fq. Por lo tanto tiene sentido referirse al
grado de fL y a la absoluta irreducibilidad del mismo ([Sch76]).

Para deducir nuestra estimación recurriremos al teorema de A.Weil para polinomios
bivariados absolutamente irreducibles sobre cuerpos finitos. Es por esto que debemos dis-
tinguir los casos en los que fL sea absolutamente irreducible o no. Si fL no es absoluta-
mente irreducible podŕıa ocurrir que fL sea el polinomio nulo, un ejemplo sencillo de esto
se obtiene considerando f(X1, X2, X3) = X1 + X2 − X3 en F5[X1, X2, X3] y la variedad
L parametrizada por: (X1, X2, X3) = γ + α · X + β · Y con α = (1, 0, 1), β = (4, 2, 1),
γ = (3, 2, 0).

De acuerdo con la versión del Teorema de Bertini que utilizaremos, debemos considerar
la condición sobre la caracteŕıstica: p > d(d − 1) + 1. Luego si fL no es el polinomio
nulo, como q > d, fL no induce la función nula. En otras palabras, no tiene q2 ceros.
Distinguiremos entonces los siguientes situaciones:

(i) fL(X,Y ) es absolutamente irreducible.

(ii) fL(X,Y ) no es absolutamente irreducible y no es el polinomio nulo.

(iii) fL(X,Y ) es el polinomio nulo.

Luego estan bien definidos los siguientes números:

1. A = |M2|

2. B = | {L ∈M2 | fL no es absolutamente irreducible y no es el polinomio nulo} |

3. C = | {L ∈M2 | fL es el polinomio nulo} |.

A continuación veremos una serie de lemas que nos permitirán probar el resultado principal
del caṕıtulo. En dichos lemas exhibiremos cotas superiores para las proporciones: B

A y C
A .

Comenzamos calculando el valor de A.

Lema 3.17. Se verifica

A =
qn(qn − 1)(qn − q)
q2(q2 − q)(q2 − 1)

.

Demostración. Dado que los vectores α = (α1, . . . , αn) y β = (β1, . . . , βn) deben ser
linealmente independientes, la cantidad de parametrizaciones para elementos de M2 es

qn(qn − 1)(qn − q).
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Por otro lado diferentes parametrizaciones pueden definir una misma variedad L. Un
Fq-subespacio de dimensión 2 posee q2 vectores, luego tenemos q2−1 posibilidades de elegir
un vector no nulo del mismo. Dado un vector fijo del subespacio, este tiene q múltiplos;
por lo tanto un Fq-subespacio de dimensión 2 admite (q2 − 1)(q2 − q) parametrizaciones
distintas. Cocluimos entonces que dada una variedad en M2 esta posee

q2(q2 − 1)(q2 − q)

parametrizaciones distintas, lo que implica que

A =
qn(qn − 1)(qn − q)
q2(q2 − q)(q2 − 1)

.

Lema 3.18. Sea f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] un polinomio absolutamente irreducible de grado
d > 0 y p ≥ d(d− 1) + 1. Se satisface la siguiente estimación:

B

A
≤ 6d2 − 6d+ 2

q
.

Demostración. El conjunto de los (γ, α, β) ∈ F3n
q que parametrizan una Fq-variedad lineal

de dimensión 2 sobre la cual fL no es absolutamente irreducible está contenido en el
siguiente conjunto:

{(γ, α, β) ∈ F3n
q | f(γ1+α1X+β1Y, . . . , γn+αnX+βnY ) no es absolutamente irreducible}.

Luego por el Corolario 2.34 deducimos que∣∣{(γ, α, β) ∈ F3n
q |fL no es absolutamente irreducible}

∣∣ ≤ (3d(d− 1) + 1)q3n−1.

Notemos que cada Fq-variedad lineal de dimensión 2 admite q2(q2−q)(q2−1) parametriza-
ciones distintas, por lo tanto se tiene la siguiente cota superior para B:

B ≤ (3d(d− 1) + 1)q3n−1

q2(q2 − q)(q2 − 1)
.

Luego
B

A
≤ (3d(d− 1) + 1)q3n−1

qn(qn − q)(qn − 1)
.

Finalmente utilizando la siguiente cota:

q3n

2
≤ qn(qn − q)(qn − 1)

concluimos
B

A
≤ 6d2 − 6d+ 2

q
.
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A continuación damos una definición que será de utilidad en los próximos resultados.

Definición 3.19. Sean K un cuerpo arbitrario, f ,g ∈ K[X1, . . . , Xn]. Decimos que f es
equivalente a g si existe una matriz C ∈ Kn×n inversible y un vector v ∈ Kn tal que

f(X1, . . . , Xn) = g((X1, . . . , Xn) · C + v).

Lema 3.20. Sea f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] un polinomio irreducible de grado d > 0. Supongamos
que f no es equivalente a un polinomio g ∈ Fq[X1, . . . , Xn−2]. Se verifica entonces la
siguiente acotación:

C

A
≤ d2

q2
.

Demostración. Consideramos el subespacio X1 = . . . = Xn−2 = 0 de M2. Existen qn−2

variedades lineales de dimensión 2 paralelas a él. Sea L : X1 = c1, . . . , Xn−2 = cn−2 una
de ellas, verificando además que fL es el polinomio nulo. Escribimos a f de la siguiente
manera:

f(X1, . . . , Xn) =
∑
i,j∈I

fij(X1, . . . , Xn−2)Xi
n−1X

j
n,

con I ⊂ N2
0 un subconjunto finito. Afirmamos que los polinomios fij no pueden tener un

factor en común. En efecto si existiera g ∈ Fq[X1, . . . , Xn−2] factor en común entonces g
divide a f , luego como f es irreducible se verifica que f = c · g con c ∈ F∗q , pero esto es
absurdo pues f no es equivalente a un polinomio en n− 2 variables. Por otra parte como
f se anula sobre L entonces se debe cumplir que fij(c1, . . . , cn−2) = 0 ∀i, j ∈ I. Como los
fij no tienen factores en común, por la Proposición 3.7 deducimos que

|{c ∈ Fn−2
q | fij(c) = 0 ∀i, j ∈ I}| ≤ d2qn−4,

por lo tanto existen a lo sumo d2qn−4 Fq-variedades lineales de dimensión 2 paralelas
a X1 = . . . = Xn−2 = 0, verificando que la restricción de f a las mismas resulta el
polinomio nulo. Notamos con M0 la cantidad de subespacios distintos de M2. Repitiendo
el razonamiento anterior para cada uno de ellos obtenemos

C ≤ d2qn−4M0.

Finalmente obtenemos

C

A
≤ d2qn−4M0

qn−2M0
=
d2

q2
.

Observación 3.21. Notemos que para cada x ∈ Fq la cantidad de variedades de M2 a las
que pertenece dicho punto es

D =
(qn − q)(qn − 1)
(q2 − q)(q2 − 1)

,
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luego se verifica
A

D
= qn−2.

A continuación enunciamos el teorema principal del caṕıtulo.

Teorema 3.22. Consideremos f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] un polinomio absolutamente irreducible
de grado d > 0. Supongamos que p > d(d− 1) + 1. Sea N(f) el número de ceros de f en
F2
q , se verifica entonces la siguiente estimación

|N(f)− qn−1| ≤ (d− 1)(d− 2)qn−
3
2 + 6d3qn−2.

Demostración. Es claro que vale para n = 1. Si n = 2 se deduce inmediatamente del
Teorema de Weil. Suponemos entonces que n ≥ 3. Por otra parte podemos asumir que
f no es equivalente a un polinomio en n − 2 variables, es decir que no existe un cambio
de coordenadas Fq-lineal de forma tal que f ∈ Fq[X1, . . . , Xn−2]. Si esto fuera asi, como el
número de ceros de f en Fnq es igual a q2N

′
(f) siendo N

′
(f) el número de ceros de f en

Fn−2
q , tendŕıamos

|N(f)− qn−1| = |q2N
′
(f)− qn−1| = q2|N ′(f)− qn−3|

y podŕıamos deducir el resultado por inducción en n.
Notamos como N(fL) al número de ceros de fL en Fnq . Por lo tanto se verifica que

N(f) =
1
D

∑
L∈M2

N(fL),

luego como qn−1 = A
D · q, obtenemos

|N(f)− qn−1| = | 1
D

∑
L∈M2

N(fL)− A

D
.q| ≤ 1

D

∑
L∈M2

|N(fL)− q|.

Definimos los siguientes conjuntos:
M1 = {L ∈M2 | fL es absolutamente irreducible}
M2 = {L ∈M2 | fL no es absolutamente irreducible y no es el polinomio nulo}
M3 = {L ∈M2 | fL es el polinomio nulo} ,
entonces con estas notaciones escribimos

1
D

∑
L∈M2

|N(fL)− q| = 1
D

 ∑
L∈M1

|N(fL)− q|+
∑
L∈M2

|N(fL)− q|+
∑
L∈M3

|N(fL)− q|

 .

Del Teorema de Weil y de la Proposición 3.2 se deduce

|N(fL)−q| ≤



w(q, d) si fL es absolutamente irreducible

dq si fL no es absolutamente irreducible y no es el polinomio nulo

q2 si fL es el polinomio nulo
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y por lo tanto se verifica ∑
L∈M1

|N(fL)− q| ≤ w(q, d)A

∑
L∈M2

|N(fL)− q| ≤ dqB

∑
L∈M3

|N(fL)− q| ≤ q2C.

Entonces
1
D

∑
L∈M2

|N(fL)− q| ≤ A

D

(
w(q, d) + dq

B

A
+ q2C

A

)
.

Por los Lemas 3.18, 3.20 y la Observación 3.21 se tiene:

B

A
≤ 6d2 − 6d+ 2

q
,

C

A
≤ d2

q2
y

A

D
= qn−2,

con lo cual

1
D

∑
L∈M2

|N(fL)− q| ≤ qn−2
(
w(q, d) + 6d3 − 5d2 + 2d

)
≤ qn−2

(
(d− 1)(d− 2)q

1
2 + 6d3 − 5d2 + 2d+ d+ 1

)
≤ qn−2

(
(d− 1)(d− 2)q

1
2 + 6d3

)
= (d− 1)(d− 2)qn−

3
2 + 6d3qn−2.

concluyendo aśı la demostración.

Observación 3.23. En [CM06], A.Cafure y G.Matera exhiben la siguiente estimación:

|N(f)− qn−1| < (d− 1)(d− 2)qn−
3
2 + 5d

13
3 qn−2,

sin imponer condiciones sobre la caracteŕıstica. Hemos mostrado que dicha estimación
mejora utilizando la versión del Teorema de Bertini obtenida por Lecerf [Lec07], pero
pidiendo que la caracteŕıstica sea p > d(d− 1) + 1.

Vamos a exhibir a continuación una estimación que mejora la dada en el Teorema 3.22,
aunque esta es válida bajo una cierta condición de regularidad. Invocamos las notaciones
utilizadas a lo largo de todo el caṕıtulo y comenzamos dando algunas definiciones.

Definición 3.24. Sea L una Fq-variedad lineal de dimensión 2. Supongamos que fL no es
el polinomio nulo. Notamos como ν(L) al número de factores absolutamente irreducibles
de fL en Fq[X,Y ]. Luego se verifica que 0 ≤ ν(L) ≤ d. Si fL es el polinomio nulo entonces
definimos ν(L) := q.
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Definición 3.25. Con las notaciones de la definición anterior, consideramos para cada
j ∈ {0, 1, 2, . . . , d− 1} el conjunto

πj := {L ∈M2 | |ν(L)− 1| = j},

es decir, si j ∈ {0, 2, . . . , d− 1} entonces πj es el conjunto de las Fq-variedades lineales de
dimensión 2 para las cuales fL tiene j+ 1 factores absolutamente irreducibles en Fq[X,Y ].
Si j = 1 y L ∈ π1 entonces fL tiene 0 ó 2 factores absolutamente irreducibles en Fq[X,Y ].
Por último definimos πq−1 como el conjunto de las Fq-variedades lineales de dimensión 2
tales que fL es el polinomio nulo.

Enunciamos un resultado de [Sch74] que utilizaremos para deducir la nueva estimación.

Lema 3.26. [Sch74, Lema 5] Sea f ∈ Fq[X,Y ] un polinomio de grado d > 0 y sea ν el
número de factores absolutamente irreducibles de f en Fq[X,Y ]. Entonces el número N de
ceros de f en F2

q satisface
|N − νq| ≤ w(q, d) + d2,

donde w(q, d) := (d− 1)(d− 2)q
1
2 + d+ 1.

Teorema 3.27. Sea f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] un polinomio de grado d > 0. Supongamos que la
caracteŕıstica de Fq es mayor o igual a d(d− 1) + 1 y que q ≥ 16d4. Entonces se satisface
la siguiente estimación

|N(f)− qn−1| ≤ (d− 1)(d− 2)qn−
3
2 + (d2 + 5d+ 1)qn−2.

Demostración. Es claro que la estimación es válida para d = 1, supongamos entonces
d ≥ 2. Sea L ∈ πj con j > 0, por lo tanto fL tiene (j + 1) factores absolutamente
irreducibles en Fq[X,Y ]. Por el Lema anterior se verifica

|N(fL)− (j + 1)q| ≤ w(q, d) + d2,

siendo N(fL) la cantidad de ceros de fL en F2
q . Por lo tanto se tiene la siguiente cota

inferior
N(fL)− q ≥ jq − w(q, d)− d2. (3.2)

Utilizando (3.2) y la estimación obtenida en el Teorema 3.22, deducimos

|N(fL)−N(f)q2−n| ≥ |N(fL)− q| − q2−n|N(f)− qn−1|
≥ jq − w(q, d)− d2 − w(q, d)− 6d3

≥ 1
2jq,

donde esta última desigualdad se satisface si

1
2
jq ≥ 2q

1
2 (d− 1)(d− 2) + 2(d+ 1) + d2 + 6d3. (3.3)

Para que se verifique la desigualdad (3.3), necesitamos q ≥ 16d4. Luego estamos en las
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hipótesis del Lema 6 de [Sch74] y por lo tanto se tiene

q2

4

q−1∑
j=1

j2|πj | ≤ dDqn−1,

lo que implica que
q−1∑
j=1

j|πj | ≤ 4dDqn−3. (3.4)

Por el Lema 3.26, si j ∈ {0, . . . , d− 1} y L ∈ πj , se verifica

|N(fL)− q| ≤ w(q, d) + d2 + jq. (3.5)

Finalmente combinando (3.4) y (3.5) obtenemos

|N(f)− qn−1| ≤ 1
D

∑
L∈M2

|N(fL)− q|

≤ 1
D

d−1∑
j=0

∑
L∈πj

|N(fL)− q|+
∑

L∈πq−1

|N(fL)− q|



≤ 1
D

d−1∑
j=0

∑
L∈πj

(w(q, d) + d2 + jq) + |πq−1|(q2 − q)



≤ 1
D

d−1∑
j=0

(w(q, d) + d2 + jq)|πj |+ |πq−1|(q2 − q)



≤ 1
D

d−1∑
j=0

|πj |

 (w(q, d) + d2) + q

q−1∑
j=1

j|πj |


≤ 1

D

(
A(w(q, d) + d2) + 4qn−2dD

)
≤ qn−2(w(q, d) + d2 + 4d)

≤ qn−2(w(q, d) + 5d2)

= (d− 1)(d− 2)qn−
3
2 + qn−2(d2 + 5d+ 1),

lo que concluye la demostración.

Observación 3.28. Consideremos el cuerpo primo Fp, en esta tesina logramos dar una
mejor estimación para la cantidad de ceros q-racionales de un polinomio absolutamente
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irreducible de grado d, en los casos en los que d2 < p < d4.

En lo siguiente enunciaremos un resultado de existencia de ceros en Fnq de un polinomio
absolutamente irreducible.

Teorema 3.29. [CM06, Teorema 5.4] Si q > 2d4 y f ∈ Fq[X1, . . . , Xn] es un polinomio
absolutamente irreducible de grado d > 0, entonces f tiene al menos un cero en Fnq .

Demostración. Sea f un polinomio absolutamente irreducible de grado d > 0. Como
q > 2d4 por el Corolario 2.34 sabemos que existe (γ, α, β) ∈ F3n

q tal que el polinomio
fL(X,Y ) := f(γ1 +α1X +β1Y, . . . , γn +α1X +βnY ) es absolutamente irreducible. Luego
por la estimación de Weil sabemos que fL tiene al menos q − (d− 1)(d− 2)qn−

1
2 − d− 1

ceros en F2
q . Para que este número sea positivo necesitamos tomar q > 2d4. Finalmente

entonces bajo esta condición sobre q podemos garantizar que f tiene al menos un cero en
Fnq .

Observación 3.30. Mediante una mejor versión del Teorema de Bertini desarrollada
en esta tesina pudimos mejorar la estimación de la cantidad de ceros q-racionales de un
polinomio absolutamente irreducible, obtenida en [CM06], pero no se logra mejorar el
resultado de existencia.
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Caṕıtulo 4

Aplicaciones a la Teoŕıa de

Códigos

En este caṕıtulo presentaremos las definiciones y resultados básicos de la Teoŕıa de
Códigos de Reed-Solomon. La idea es hacerlo a modo ilustrativo para tener noción del
contexto en el que vamos a trabajar. El problema de códigos que trataremos es el de
determinar si una palabra recibida es o no un deep hole. Q. Cheng y E. Murray, siguiendo
el trabajo de [CM06], traducen este problema al de determinar si una hipersuperficie
absolutamente irreducible posee puntos q-racionales con coordenadas distintas y no nulas.
Nuestro objetivo es, basándonos en el trabajo de Q. Cheng y E. Murray [CM07] y en las
estimaciones del caṕıtulo anterior, presentar una caracterización más precisa acerca de
cuando una palabra recibida es un deep hole.

4.1. Generalidades sobre Códigos

Un alfabeto A es un conjunto finito de śımbolos. Una palabra es una sucesión finita
de elementos de A. Un códigos lineal es un subespacio de Fnq . Debido a esto la codificación
y decodificación resultan más prácticas y eficientes. La situación que se presenta en general
es la siguiente. Supongamos que queremos transmitir una palabra a través de un canal
de comunicación. En primer lugar se hace una traducción entre la palabra original: x (o
palabra fuente) y el tipo de mensaje c que el canal está capacitado para enviar (palabra
código). Este proceso se llama codificación. Una vez codificada, la palabra se env́ıa a
través del canal y el receptor recibe la palabra codificada y posiblemente errónea, ya que
en todo el proceso de comunicación hay ruido e interferencias. La palabra recibida c′ es
decodificada obteniendo aśı x′. Puede verse todo el proceso resumido en el Esquema 1.

Puede ocurrir que x 6= x′, en estos casos se quiere poder detectar el error y en lo
posible corregirlo. La teoŕıa de códigos auto-correctores se ocupa de la codificación y
decodificación junto con el problema de detectar y corregir errores. Un código se dice que
no detecta errores si al haber un error en la transmisión la palabra recibida es otra palabra
del código. Por ejemplo si consideramos C = {00, 01, 10, 11} y la palabra transmitida es
00, si cometemos un error en la transmisión recibimos 01, 10 que son elementos del código.
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Esquema 1. Proceso de transmisión de mensaje.

En lo que sigue formalizaremos estas ideas, y nos concentraremos en los códigos de
Reed-Solomon. Trabajaremos con Fq un cuerpo finito de caracteŕıstica p.

Sea n ≤ q, fijamos un subconjunto D = {x1, x2, . . . , xn} contenido en Fq al que deno-
minaremos conjunto de evaluación. Consideramos un entero positivo k menor o igual
a n, y la siguiente transformación lineal:

α : Fkq → Fnq | α(a0, . . . , ak−1) = (f(x1), . . . , f(xn)),

donde f(X) = ak−1X
k−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ Fq[X]. La función α es la función de codifi-

cación, (a0, . . . , ak−1) es la palabra o mensaje a codificar y (f(x1), . . . , f(xn)) es la palabra
o mensaje codificado.

Observación 4.1. Es sencillo probar que α es monomorfismo. Luego dos palabras dis-
tintas tienen distintas codificaciones. Por lo tanto la imagen de α es un subespacio de
dimensión k de Fnq .

Definición 4.2. Con las notaciones anteriores, se denomina un código de Reed-Solomon
de longitud n y dimensión k al subespacio imagen de α, y lo notamos como Cq(D, k). En
otras palabras, un código de Reed-Solomon Cq(D, k) de longitud n y dimensión k sobre Fq
es:

Cq(D, k) = {(f(x1), f(x2), . . . , f(xn)) ∈ Fnq | f(x) ∈ Fq[X],deg f ≤ k − 1}.

Sus elementos se llaman códigos o palabras código.

Notemos entonces que los códigos de Reed-Solomon son lineales.

Definición 4.3. Sean C un código de Reed-Solomon, c ∈ C y un polinomio f ∈ Fq[X].
Decimos entonces que c es generado por f si se verifica que c = (f(x1), . . . , f(xn)).

Observación 4.4. La matriz de α en las bases canónicas de Fkq y Fnq es la siguiente matriz:

[α]E =


1 x1 · · · xk−1

1

1 x2 · · · xk−1
2

· · · · · · · · · · · ·
1 xn · · · xk−1

n

 .

Como α es monomorfismo el rango de esta matriz es k. Por otro lado observemos que para
codificar una palabra a = (a1, . . . , ak−1) debemos hacer el producto [α]E · a.
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Supongamos que hemos recibido una palabra B que no es un elemento del código. Para
su decodificación trataremos de encontrar el elemento del código más cercano a B. Es por
esto que necesitamos tener una noción de distancia en C.

Definición 4.5. Dados x, y ∈ Fnq se define la distancia de Hamming entre x e y como
la cantidad de coordenadas en las que difieren. Es decir,

d(x, y) := |{i : xi 6= yi, 1 ≤ i ≤ n}|.

A continuación definiremos la distancia mı́nima de un código. Este concepto es
importante a la hora de determinar la capacidad que tiene el código para corregir errores.

Definición 4.6. Sea C un código de Reed-Solomon, definimos la distancia mı́nima de
C como:

d(C) := mı́n{d(w, t) | w 6= t, w, t ∈ C}.

Definición 4.7. Sea u ∈ Fnq . Definimos la distancia de u al código como

d(u, C) := mı́n
c∈C
{d(u, c)}.

Observemos que dado u ∈ Fnq , u es un elemento del código si y solo si d(u, C) = 0.

Proposición 4.8. Sea Cq(D, k) un Código de Reed-Solomon de longitud n y dimensión k.
Se verifica que la distancia mı́nima es n− k + 1.

Demostración. Para simplificar la escritura notamos C = Cq(D, k). Primero veamos que
d(C) ≥ n − k + 1. Supongamos que w y t son dos elementos del código que coinciden en
k o más coordenadas. Consideremos los polinomios w(X) y t(X) que generan a w y a t,
respectivamente. Por lo tanto obtenemos que el polinomio r(X) = w(X) − t(X) tiene al
menos k ráıces, lo que es absurdo pues su grado es menor o igual a k − 1.

Por otro lado consideramos x1, . . . , xk−1 elementos distintos en D y definimos el sigu-
iente polinomio en Fq[X] :

w(X) = (X − x1) . . . (X − xk−1).

Si w es la palabra que genera w(X), se verifica que la distancia entre el código nulo y w

es n− k + 1. Concluimos entonces que d(C) = n− k + 1.

Definición 4.9. Sea C un código de Reed-Solomon. Definimos el radio de recubrim-
iento de C como

ρ := máx
y∈Fnq
{mı́n
c∈C

d(y, c)} = máx
y∈Fnq

d(y, C).

Proposición 4.10. Sea C un Código de Reed-Solomon de longitud n y dimensión k.
Entonces su radio de recubrimiento es n− k.

Demostración. Sea f ∈ Fq[X] un polinomio de grado k y x = (f(x1), . . . , f(xn)) ∈ Fnq .
Afirmamos que la distancia de x al código es mayor o igual a n− k. Supongamos que no.
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Existe entonces c ∈ C tal que d(c, x) ≤ n − k − 1. Siendo c(X) el polinomio de grado a
lo sumo k − 1 que genera a c, tenemos que f(X) − c(X) tiene grado k y al menos k + 1
ráıces, lo que resulta absurdo. Concluimos que d(x, C) ≥ n− k, luego ρ ≥ n− k.

Veamos que para todo y ∈ Fnq se verifica que d(y, C) ≤ n− k. Si y es un elemento del
código es claro pues d(y, C) = 0. Sea entonces y /∈ C. Como C es un subespacio de dimensión
k de Fnq podemos encontrar un sistema de n−k ecuaciones linealmente independientes que
lo definen sobre Fq. Podemos elegir k coordenadas de y, y reemplazando en dicho sistema,
encontrar un elemento del código que coincida con y en por lo menos k coordenadas.
Entonces obtenemos ρ ≤ n− k, lo que concluye la demostración.

Definición 4.11. Sean C un código de Reed-Solomon y u ∈ Fnq tal que u no es un elemento
del código. Decimos que u es un deep hole si verifica

d(u, C) = ρ.

El siguiente lema nos permite dar una caracterización de los deep holes de un código.

Lema 4.12. Sean x ∈ Fnq y B(x, ρ) = {y ∈ Fnq | d(y, x) < ρ}. Se verifica que x es un deep
hole si y solo si B(x, ρ) ∩ C = ∅.

Demostración. Si x es un deep hole entonces d(x, C) = ρ, luego no puede existir ningún
elemento del código en B(x, ρ) y, por lo tanto, B(x, ρ) ∩ C = ∅.

Rećıprocamente, si B(x, ρ) ∩ C = ∅, entonces d(x, C) ≥ ρ. Pero como ρ es el radio de
recubrimiento tenemos que d(x, C) = ρ. Es decir, x es un deep hole.

Definición 4.13. Sea Cq(D, k) un código de Reed-Solomon de longitud n y dimensión
k. Si el conjunto evaluación D es F∗q entonces el código recibe el nombre de código de
Reed-Solomon Standard.

En lo que sigue, trabajaremos con códigos de Reed-Solomon Standard.

4.1.1. Problema de decodificación en Reed-Solomon

Sea C un código de Reed-Solomon de longitud n y dimensión k y seaD = {x1, . . . , xn} el
conjunto evaluación. Supongamos que hemos recibido una palabra u = (u1, . . . , un) ∈ Fnq .
Para decodificar nos interesa encontrar un polinomio de grado menor o igual a k − 1 que
pase por la mayor cantidad posible de los puntos:

(x1, u1), . . . , (xn, un).

Con ese objetivo construimos el polinomio interpolador de Lagrange para los puntos
(x1, u1), . . . , (xn, un) en Fq[X]

u(X) =
n∑
i=1

ui

∏
j 6=i

(X − xj)∏
j 6=i

(xi − xj)
.
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Observemos que u(X) es el único polinomio de grado a lo sumo n − 1 que verifica que
u(xi) = ui para 1 ≤ i ≤ n. Si el grado de u(X) es menor o igual a k− 1 entonces u es una
palabra del código y por lo tanto no es un deep hole. Veamos que ocurre en los casos en
los que el grado de u(X) es mayor o igual a k.

Proposición 4.14. Sea u = (u1, . . . , un) ∈ Fnq una palabra recibida y supongamos que el
grado de u(X) es k. Entonces u es un deep hole.

Demostración. Supongamos que u no es un deep hole entonces, por el Lema 4.12 existe
c = (c1, . . . , cn) generado por un polinomio c(X) de grado menor o igual a k − 1 tal que
c ∈ B(u, ρ). Luego d(u, c) ≤ ρ− 1 = n− k− 1 o sea c y u coinciden en por lo menos k+ 1
coodenadas. Esto último implica que el polinomio r(x) = u(X)−c(X) tiene al menos k+1
ráıces, lo cual es absurdo porque tiene grado k. Luego u es un deep hole.

Proposición 4.15. Sea u = (u1, . . . , un) ∈ Fnq una palabra recibida y supongamos que el
grado de u(X) es k + 1. Entonces u no es un deep hole.

Demostración. Supongamos que u es un deep hole, entonces d(u, C) = n− k. Luego existe
un elemento del código c tal que d(y, c) = n − k. Si notamos como c(X) al polinomio
que genera a c, obtenemos que u(X)− c(X) es un polinomio de grado k + 1 con k ráıces
distintas. Luego como el grado de u(X)− c(X) es k+ 1 entonces u(X)− c(X) posee k+ 1
ráıces distintas, pero esto contradice que d(y, c) = n − k. Concluimos que los polinomios
de grado k + 1 no generan deep holes.

Hacemos algunos ejemplos para terminar esta sección.

Ejemplo 4.16. Sea el código C3(F3, 1) cuya matriz en las bases canónicas es: 1
1
1


Luego, C =< (1, 1, 1) > y el radio de recubrimiento es ρ = 2. Por lo tanto, si u = (a, b, c)
con todas coodenadas distintas entonces u es un deep hole. En efecto, si c es un elemento
del código, entonces la distancia de c a u es 2. Si tomamos u = (a, a, b) con a 6= b entonces
u no es un deep hole ya que d((a, a, b), C) = 1.

Ejemplo 4.17. Sea C5(F∗5 , 3). Consideremos un polinomio de la forma f(X) = (X −
1)(X−2)(X−3)Xd con d ≥ 1 y u una palabra generada por él. El radio de recubrimiento
es ρ = 1. Afirmamos que d(u, C) = 1. En efecto, la distancia de u al código nulo es 1.
Si la distancia de u al código fuese menor a 1 entonces u ∈ C, lo que implicaŕıa que un
polinomio de grado menor o igual a 2 tenga 3 ráıces distintas. Por lo tanto d(u, C) = 1 = ρ.
Es decir u es un deep hole.
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4.2. Reducción a una Hipersuperficie

Motivados por la sección anterior vamos a estudiar bajo qué condiciones una palabra
recibida, generada por un polinomio de grado mayor a k, es o no un deep hole. En particular
consideramos el caso en que la palabra recibida u es generada por un polinomio de la forma:

f(X) = Xk+d + fd−1X
k+d−1 + · · ·+ f0X

k + t(X) ∈ Fq[X],

donde t(X) es un polinomio de grado menor o igual a k − 1 y k ≥ d. Consideramos las
variables x1, . . . , xk+1 y definimos el siguiente polinomio

Π = (X − x1)(X − x2) · · · (X − xk+1).

Pensamos a Π como un polinomio en la variable X con coeficientes en Fq[x1, . . . , xk+1].
Luego si hacemos la división f(X) : Π(X) en Fq[x1, . . . , xk+1][X], el resto resulta un
polinomio cuyo grado en X es menor o igual a k. Sea Cf0,...,fd−1

∈ Fq[x1, . . . , xk+1] el
coeficiente principal del resto. Nuestro objetivo será estudiar si es posible o no elegir
x1, . . . , xk+1, elementos distintos de F∗q de forma tal que Cf0,...,fd−1

sea nulo. Si esto ocurre,
por el algoritmo de división tendremos:

f(X)− r(X) = Π(X) · c(X), (4.1)

con deg r(X) menor o igual a k − 1. Luego, r(X) genera un elemento del código al que
denotaremos r. Como el lado derecho de (4.1) se anula en k+ 1 elementos distintos de F∗q ,
obtenemos que la distancia entre r y u es menor o igual a n − k − 1 y por lo tanto u no
es un deep hole.

Las estimaciones sobre la cantidad de ceros q-racionales de un polinomio absolutamente
irreducible serán utilizadas para poder determinar bajo qué condiciones podemos encontrar
x1, . . . , xk+1 de forma tal que el coeficiente principal del resto Cf0,...,fd−1

sea nulo. Es por
esto que debemos probar que Cf0,...,fd−1

es absolutamente irreducible.

4.2.1. Absoluta Irreducibilidad de Cf0,...,fd

Observemos que Π(X) se puede escribir en términos de los polinomios simétricos de
la siguiente manera:

Π(X) = Xk+1 + Π1X
k + Π2X

k−1 + · · ·+ Πk+1,

donde Πi es el i-ésimo polinomio simétrico en las variables x1, . . . , xk+1.
El resto de la división f(X) : Π(X) es un polinomio en Fq[x1, . . . , xk+1][X] de grado

menor o igual a k, su coeficiente principal Cf0,...,fd−1
es un polinomio en las variables

x1, . . . , xk+1 de grado total d.
Para probar que Cf0,...,fd−1

es absolutamente irreducible vamos a mostrar que su com-
ponente homogénea de mayor grado χf0,...,fd−1

es absolutamente irreducible. Esto se jus-
tifica con el siguiente lema.

Lema 4.18. Sea K un cuerpo y f ∈ K[X1, . . . , Xn]. Supongamos que f tiene grado d y
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f(X) = fd(X) + · · · + f0(X), donde fi(X) es la componente homogénea de grado i. Si
fd(X) es absolutamente irreducible, entonces f(X) también lo es.

Demostración. Supongamos que f no es absolutamente irreducible. Entonces existen g y
h ∈ K[X1, . . . , Xn] no constantes, de grados d1 y d2 respectivamente, tales que f = g · h.
Sean gd1 y hd2 las componentes homogéneas de mayor grado de g y h respectivamente,
luego fd = gd1 · hd2 , pero esto es absurdo ya que fd es absolutamente irreducible.

Observación 4.19. No vale el rećıproco del lema anterior. Por ejemplo f(X,Y ) = X3+Y 2

es absolutamente irreducible (esto se puede obtener, por ejemplo, utilizando el criterio de
Stepanov) pero su componente homogénea de mayor grado no.

Debemos probar entonces que χf0,...,fd−1
es absolutamente irreducible. Para ello va-

mos a encontrar una expresión del polinomio χf0,...,fd−1
(x1, x2, 1, 0, 0, . . . , 0) y además

mostraremos que su grado es d. Luego como los polinomios χf0,...,fd−1
(x1, x2, 1, 0, 0, . . . , 0)

y χf0,...,fd−1
(x1, x2, x3, . . . , xk+1) tienen el mismo grado, la absoluta irreducibilidad del

primero implica la absoluta irreducibilidad del último. Concretamente probaremos que
χf0,...,fd−1

(x1, x2, 1, 0, 0, . . . , 0) es absolutamente irreducible. A continuación encontraremos
una expresión para el polinomio χf0,...,fd−1

(x1, x2, 1, 0, 0, . . . , 0).

Observación 4.20. Notemos que se verifica que χf0,...,fd−1
coincide con el coeficiente

principal del resto de la división Xk+d : Π. En particular esto nos permite independizarnos
de los coeficientes f0, . . . , fd−1, por lo que podemos notar al coeficiente principal del resto
como C y su componente homogénea de grado d como χd.

Lema 4.21. Se verifica que χd(x1, x2, 1, 0, 0, . . . , 0) =
∑
i+j≤d

xi1x
j
2.

Demostración. Por la Observación 4.20 anterior necesitamos calcular el coeficiente prin-
cipal del resto de la división: Xk+d : (X − x1)(X − x2)(X − 1)xk−2. Esto es equivalente al
calcular el coeficiente principal del resto de la división: Xd+2 : (X − x1)(X − x2)(X − 1).
Dicho resto m(X) es un polinomio de grado 2 en la variable x que verifica: m(x1) = xd+2

1 ,
m(x2) = xd+2

2 y m(1) = 1. Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

ax2
1 + bx1 + c = xd+2

1

ax2
2 + bx2 + c = xd+2

2

a + b + c = 1

Sustituimos en las dos primeras ecuaciones c = 1− b− a y obtenemos

a(x2
1 − 1) + b(x1 − 1) = xd+2

1 − 1

a(x2
2 − 1) + b(x2 − 1) = xd+2

2 − 1,

despejando a se tiene

(xd+1
1 + · · ·+ 1)− (xd+1

2 + · · ·+ 1) = a(x1 − x2),
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finalmente se obtiene

a =
xd+1

2 − xd+1
1

x2 − x1
+
xd2 − xd1
x2 − x1

+ · · ·+ x2 − x1

x2 − x1

Por lo tanto,

a = (xd2 + xd−1
2 x1 + · · ·+ xd1) + (xd−1

2 + xd−2
2 x1 + · · ·+ xd−1

1 ) + · · ·+ x2 + x1 + 1.

Finalizamos esta sección probando que el polinomio χd(x1, x2, 1, 0, 0, . . . , 0) es absolu-
tamente irreducible. En realidad vamos a demostrar un resultado más fuerte que es que
la curva C ⊂ P2 (el espacio proyectivo de dimensión 2), definida por la homogeneización
del polinomio

f(X,Y ) =
∑
i+j≤d

XiY j

no tiene puntos singulares. En el espacio proyectivo las componentes irreducibles de una
hipersuperficie tienen intersección no vaćıa, de hecho dicha intersección está contenida en
la variedad de puntos singulares de la misma. Por lo tanto una manera de probar que el
polinomio es absolutamente irreducible es viendo que la curva que este define no posee
puntos singulares.

Lema 4.22. Sea p un número primo mayor a 2 y d un entero positivo tal que d+ 2 < p.
El polinomio f(X,Y ) =

∑
i+j≤d

XiY j es absolutamente irreducible.

Demostración. Tenemos que ver entonces que el sistema

f(X,Y ) = 0

∂f
∂X = 0

∂f
∂Y = 0

no tiene solución. Observemos que f(X,Y ) se puede escribir como

f(X,Y ) = Xd + (Y + 1)Xd−1 + (Y 2 + Y + 1)Xd−2 + · · ·+ Y d + Y d−1 + · · ·+ 1,

o equivalentemente

f(X,Y ) = Y d + (X + 1)Y d−1 + (X2 +X + 1)Y d−2 + · · ·+Xd +Xd−1 + · · ·+ 1.

Luego las derivadas son:

∂f

∂X
= dXd−1 + (d− 1)(Y + 1)Xd−2 + (d− 2)(Y 2 + Y + 1)Xd−3 + · · ·+ Y d−1 + · · ·+ 1,
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∂f

∂Y
= dY d−1 + (d− 1)(X + 1)Y d−2 + (d− 2)(X2 +X + 1)Y d−3 + · · ·+Xd−1 + · · ·+ 1.

Supongamos que existe una solución (x, y) del sistema. En primer lugar vamos a probar
que necesariamente debe ser x = y. Con este objetivo, hallamos las siguientes expresiones:

(X − Y )f(X,Y ) y f(X,Y ) + (X − Y ) ∂f∂X .

Es sencillo ver que

(X − Y )f(X,Y ) = Xd+1 +Xd + · · ·+X − Y d+1 − Y d − · · · − Y. (4.2)

Si reemplazamos en (4.2) X = x e Y = y, como (x, y) es solución del sistema se tiene la
siguiente igualdad

xd+1 + xd + · · ·+ x = yd+1 + yd + · · ·+ y. (4.3)

Trabajamos ahora con f(X,Y ) + (X − Y ) ∂f∂X . De las identidades

X
∂f

∂X
= dXd + (d− 1)(Y + 1)Xd−1 + · · ·+X(Y d−1 + · · ·+ 1)

y

Y
∂f

∂X
= dXd−1Y + (d− 1)(Y 2 + Y )Xd−2 + · · ·+ Y d + · · ·+ Y,

obtenemos
f(X,Y ) + (X − Y )

∂f

∂X
= (d+ 1)Xd + dXd−1 + · · ·+ 1.

Reemplazando en la expresión anterior X = x e Y = y, se verifica entonces

0 = (d+ 1)xd + dxd−1 + · · ·+ 1. (4.4)

Si multiplicamos (4.4) por x y a este resultado le restamos (4.4) obtenemos

(d+ 1)xd+1 = xd + xd−1 + · · ·+ 1. (4.5)

Haciendo el mismo procedimiento con ∂f
∂Y concluimos que vale la siguiente igualdad

(d+ 1)yd+1 = yd + yd−1 + · · ·+ 1. (4.6)

En particular de (4.5) y (4.6) se deduce que x e y son no nulos. Por otra parte por (4.3),
(4.5) y (4.6) se verifica

(d+ 2)xd+1 = (d+ 2)yd+1,

y como p no divide a (d+ 2) obtenemos

xd+1 = yd+1. (4.7)

Por otro lado si multiplicamos (4.5) por x, (4.6) por y, y utilizamos (4.4) concluimos que
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(d+ 1)xd+2 = (d+ 1)yd+2, nuevamente como p no divide a (d+ 1) se tiene

xd+2 = yd+2. (4.8)

Luego por (4.7) y (4.8) se tiene que x = y. Reescribimos f(x, y) y ∂f
∂X (x, y) teniendo

en cuenta que x = y, esto da lugar a las siguientes identidades

(d+ 1)xd + dxd−1 + · · ·+ 1 = 0, (4.9)

(d+ (d− 1) + · · ·+ 1)xd−1 + ((d− 1) + · · ·+ 1)xd−2 + · · ·+ 1 = 0. (4.10)

Si restamos de (4.9) la identidad (4.10), se tiene

(d+ 1)xd − ((d− 1) + · · ·+ 1)xd−1 − · · · − x = 0

Sacando factor común x y utilizando el hecho que x 6= 0 obtenemos

(d+ 1)xd−1 − ((d− 1) + · · ·+ 1)xd−2 − · · · − 1 = 0

Reemplazamos por (4.10) en esta última igualdad para finalmente obtener

(d+ 1)xd−1 + (d+ (d− 1) + · · ·+ 1)xd−1 = 0

((d+ 1) + d+ · · ·+ 1)xd−1 = 0

1
2

(d+ 1)(d+ 2)xd−1 = 0 (4.11)

Como p no divide a (d + 1) ni a (d + 2) entonces la igualdad (4.11) implica que x = 0
y luego y = 0, pero (0, 0) no puede ser solución del sistema ya en particular no verifica
la ecuación f(X,Y ) = 0. Hemos visto entonces que la curva no posee puntos singulares
afines. Para finalizar la demostración debemos probar que no tiene puntos singulares en
el infinito. Para ello mostraremos que si el polinomio F (X,Y, Z) es la homogeneización de
f(X,Y ), entonces el sistema 

F (X,Y, Z) = 0

∂F
∂X = 0

∂F
∂Y = 0

∂F
∂Z = 0

(4.12)

tiene única solución igual a (0,0,0). Sea (x : y : 0) un punto infinito que es solución del
sistema (4.12). De las condiciones F (X,Y, Z) = 0 y ∂F

∂Z = 0 se obtienen las siguientes
ecuaciones:

Xd + Y Xd−1 + Y 2Xd−2 + · · ·+ Y d−1X + Y d = 0, (4.13)
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y
Xd−1 + Y Xd−2 + Y 2Xd−2 + · · ·+ Y d−2X + Y d−1 = 0. (4.14)

De (4.13) y (4.14) deducimos que Xd = 0, con lo cual X = 0. Por otro lado si reemplazamos
en ∂F

∂X = 0, X = 0 y Z = 0 concluimos que Y = 0 y por lo tanto la única solución del
sistema es (0, 0, 0).

Observación 4.23. Notemos que en el Lema anterior se impuso una condición sobre la
caracteŕıstica del cuerpo. Mostraremos con un ejemplo que dicha restricción es esencial.
Consideremos el caso d = 3 y p = 5. Luego estamos en la situación p−2 = d. El polinomio
en cuestión es f(X,Y ) = X3+(Y +1)X2+(Y 2+Y +1)X+Y 3+Y 2+Y +1. Este polinomio
no es absolutamente irreducible en F5[X,Y ] pues admite la siguiente factorización:

f(X,Y ) = (X + 2Y + 2) · (X + 3Y + 1) · (X + Y + 3).

4.3. Aplicación de las estimaciones al problema de códigos

Consideramos nuevamente C ∈ Fq[X1, . . . , Xk+1] el coeficiente principal del resto de
la división f : Π. En la sección anterior mostramos que C es absolutamente irreducible
si d < p − 2. Luego por el Teorema 3.22, si notamos como N a la cantidad de ceros
q-racionales de C, deducimos la siguiente cota inferior:

N ≥ qk − (d− 1)(d− 2)qk−
1
2 − 6d3qk−1.

Recordemos que esta cota es válida bajo la condición de que la caracteŕıstica sea mayor
a d(d − 1) + 1. En lo que sigue trabajaremos bajo esta hipótesis. Para nuestro problema
de códigos además de estar interesados en encontrar ceros q-racionales de C tales que
sus coordenadas distintas entre śı y no nulas. Es decir buscamos soluciones en Fk+1

q de la
ecuación C(x1, . . . , xk+1) = 0 que no sean soluciones de

k+1∏
i=1

Xi

∏
i 6=j

(Xi −Xj) = 0.

Vamos a dar entonces una cota superior para el número de soluciones del sistema
C(x1, . . . , xk+1) = 0

k+1∏
i=1

Xi

∏
i 6=j

(Xi −Xj) = 0
(4.15)

Proposición 4.24. El sistema (4.15) tiene a lo sumo d
2(k2 + 3k + 2)qk−1 soluciones en

Fk+1
q .

Demostración. Se obtiene de la Proposición 3.8.
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Por lo tanto la cantidad de puntos q-racionales con todas sus coordenadas distintas y
no nulas que anulan a C, es mayor o igual a:

qk − (d− 2)(d− 1)qk−
1
2 − 6d3qk−1 − d

2
(k2 + 3k + 2)qk−1.

Si consideramos d < q
1
4 y k < q

1
4 , este número resulta positivo y luego podemos garantizar

soluciones q-racionales de la ecuación C(x1, . . . , xk+1) = 0 con coordenadas no nulas y
distintas entre śı, lo que implica que la palabra generada por el polinomio f(X) no sea un
deep hole. En conclusión hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 4.25. Sea Fq un cuerpo de caracteŕıstica p > d(d−1)+1, C = C(F∗q , k) un código
de Reed-Solomon Standard de longitud n y dimensión k y u ∈ Fnq una palabra recibida,

generada por un polinomio de grado k + d. Si se verifica que d < q
1
4 y k < q

1
4 entonces u

no es un deep hole.

Observación 4.26. Sea Fq un cuerpo de caracteŕıstica p > d(d− 1) + 1, C = C(F∗q , k) un

código de Reed-Solomon Standard de longitud n y dimensión k < q
1
4 . De manera sencilla

probábamos que las palabras generadas por polinomios de grado k son deep holes, y las
generadas por polinomios de grado k+ 1 no. A partir del teorema anterior obtenemos que
todas las palabras generadas por polinomios de grado k + d con d < q

1
4 tampoco pueden

ser deep holes.

Observación 4.27. En [CM07] obtienen las condiciones d < q
3
13
−ε y k < q

1
4
−ε. Dichas

condiciones se han podido mejorar gracias a la utilización de una cota más fina para la
cantidad de ceros q-racionales de un polinomio absolutamente irreducible, y a una mejor
estimación sobre la cantidad de soluciones del sistema (4.15).

67



Bibliograf́ıa
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[Gar95] A. Garćıa. Pontos racionais em curvas sobre corpos finitos. IMPA, 1995.

[GCL92] K. Geddes, S. Czapor, and G. Labahn. Algorithms for computer algebra. Kluwer
Acad. Publ., Dordrecht, 1992.

[Hei83] J. Heintz. Definability and fast quantifier elimination in algebraically closed
fields. Theoret. Comput. Sci., 24(3):239–277, 1983.

[HP04] J.F. Humphreys and M.Y. Prest. Numbers, Groups and Codes, volume 2. Cam-
bridge, 2004.

[HS82] J. Heintz and C. P. Schnorr. Testing polynomials which are easy to compute.
In International Symposium on Logic and Algorithmic, Zurich 1980, volume 30
of Monogr. Enseig. Math., pages 237–254, 1982.

[Kal91] E. Kaltofen. Effective Noether irreducibility forms and applications. In Pro-
ceedings of the 23rd Annual ACM Symposium on Theory of Computing (New
Orleans, Louisiana, May 6-8, 1991), pages 54–63, New York, 1991. ACM Press.

68



[Kun85] E. Kunz. Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry.
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