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Introduccion

Diversos algoritmos de factorizacién utilizan el esquema de levantamiento de Hensel
y recombinacion. A grandes rasgos estos algoritmos estan conformados por tres etapas.
La primera de ellas consiste en especializar n — 1 variables del polinomio f para obtener
un polinomio univariado y posteriormente factorizarlo. Esta factorizacién permite, en la
segunda etapa, obtener los factores analiticos de f con un cierto grado de precisién; es
decir, los factores en el dlgebra de series de potencias (levantamiento de Hensel). La tercera
y ultima etapa consiste en recombinar dichos factores analiticos para obtener los factores
de f en el cuerpo de base.

La idea de factorizar polinomios utilizando el levantamiento de Hensel surge por
primera vez en un trabajo de H. Zassenhaus del ano 1969 para polinomios con coeficientes
enteros [Zas69]. En la década del 70 este método comienza a utilizarse para factorizar
polinomios bivariados, a partir de los trabajos de R. Musser [Mus75] y P. Wang y L.
Rothschild [WR75, Wan78]. En el peor de los casos, la tercera etapa exigia calcular todas
las posibles combinaciones. El costo de este proceso era exponencial en el nimero de fac-
tores analiticos y, luego, en el grado total del polinomio. En los anos 80 surgieron diversos
algoritmos de factorizacion de tiempo polinomial a partir de los trabajos de A. Lenstra
(1984, 1985 y 1987), A. L. Chistov (1984, 1987, 1991), D. Grigoriev (1984) y E. Kaltofen
(1985, 1990, 1995), quien junto a J.von zur Gathen obtienen un algoritmo de tiempo poli-
nomial utilizando el método de aproximacién de Newton para polinomios multivariados
con coeficientes racionales o en un cuerpo finito. Més alld de estos avances, los algoritmos
basados en el levantamiento de Hensel y la recombinacién permanecieron vigentes ya que
sélo en el peor de los casos, la recombinacién podia ser muy costosa.

En 1999, W. Ruppert [Rup86, Rup99| vincula la absoluta irreducibilidad de un poli-
nomio f con la existencia de una 1-forma cerrada W = %d:z: + %dy, donde g y h son
polinomios en K[X, Y] satisfaciendo ciertas condiciones de grado. A partir de esta carac-
terizacion S. Gao [Gao03] obtiene un algoritmo que calcula la factorizacién absoluta y
racional de un polinomio. El nicleo de su trabajo reside en resolver de manera eficiente el
sistema lineal de ecuaciones que se construye a partir de la condicién

5(0)-5 )

En el ano 2004, K. Belabas, M. Van Hoeij, J. Klileners y A. Steel desarrollaron el método
de la derivada logaritmica para la recombinacién, que en polinomios bivariados requiere
precisién mayor o igual a dx (dy —1)+1, siendo dx y dy los grados en las variables X e Y’



respectivamente, y sin imponer condiciones sobre la caracteristica del cuerpo [BHKS04].
También en el ano 2004, A.Bostan, G.Lecerf, B.Salvy, E.Schost y B.Wiebelt, desarrollan
un algoritmo basado en el levantamiento de Hensel que requiere precision ¢ = 3d — 2 y
caracteristica cero o mayor o igual a d(d —1)+1 [AGST04]. En esta tesina estudiaremos el
algoritmo desarrollado por G. Lecerf [Lec06, Lec07], el cual requiere encontrar los factores
analiticos de f a precisién mayor o igual a 2d (o sea precision lineal en el grado del poli-
nomio) y permite obtener la recombinacién resolviendo un sistema de ecuaciones lineales,
imponiendo ciertas condiciones sobre la caracteristica. Lecerf combina el levantamiento de
Hensel con las ideas de Gao y su algoritmo se basa en encontrar expresiones para g y h
de la ecuacién de Ruppert, en términos de los factores analiticos de f.

A partir de los anos 80, se obtuvieron diferentes versiones del Teorema de Bertini a
partir de algoritmos de factorizaciéon para polinomios multivariados. Dado un polinomio
f € K[Xy,...,X,], se quiere caracterizar las 3n-uplas en K3" para las cuales se preserva
el patrén de factorizacion al considerar el polinomio

f'y,a,ﬁ(’}’l + a1 X+ 3Y,... s Yn + o X + ﬂnY)

El teorema de Bertini nos proporciona una estimacion sobre la cantidad de 3n-uplas para
las cuales esto no sucede. El algoritmo que estudiaremos en esta tesina nos permite derivar
en la que actualmente es la mejor version del Teorema de Bertini. Como consecuencia de
esto, proporcionaremos una mejora en la estimacién sobre la cantidad de ceros ¢g-racionales
de un polinomio absolutamente irreducible en F,[X1, ..., X,].

El primer resultado explicito para la estimacion de ceros g-racionales de un polinomio
absolutamente irreducible fue obtenido por W.Schmidt [Sch76], quien demostré que si
f € E[X1,...,X,] es un polinomio absolutamente irreducible de grado d > 0 entonces el
numero N de ceros de f en Fy satisface:

IN = ¢"| < " 2(V2d2 g2 + 2d0)

donde 6 es igual a 2dk?" yk= (d;ﬂ). A. Cafure y G. Matera [CM06], siguiendo las técnicas
de Schmidt e inspirados en un trabajo de E. Kaltofen [Kal91], mejoran exponencialmente
esta estimacién obteniendo

IN(f) ="' < (d—1)(d—2)¢" % +5d5 ¢" 2,

donde este resultado es valido para una caracteristica arbitraria. Utilizando la version del
Teorema de Bertini que se deriva del algoritmo de Lecerf, probaremos que la cantidad N
de ceros en ' de un polinomio absolutamente irreducible de grado d satisface

IN —¢" | < (d—1)(d - 2)¢" "7 + 6d°¢" 2, (1)

con la condicién de que la caracteristica sea mayor o igual a d(d — 1) + 1. También ex-
hibiremos una estimacién que mejora (1), aunque serd valida bajo una cierta condicién de
regularidad. Schmidt probé [Sch74] que si f € F,[X1,...,X,] es un polinomio absoluta-



mente irreducible de grado d > 0 entonces, suponiendo que q > co(e)n3d®+<, se verifica
IN — " < (d - 1)(d — 2)¢""% + 6d2¢"2.

Por otra parte A. Cafure y G.Matera [CM06] demuestran que bajo la condicién g > 15ds
se tiene
3
IN —¢" Y < (d—1)(d—2)¢g""2 + (5d* +d + 1)¢" 2. (2)

En esta tesina mostraremos que la estimacién (2) es también vélida para ¢ > 16d* pero
para caracteristica mayor o igual a d(d — 1) + 1.

Las estimaciones sobre la cantidad de ceros g-racionales tienen diversas aplicaciones,
entre ellas podemos nombrar: algoritmos de busqueda de puntos g-racionales, problemas
de criptografia, problemas relacionados con la teoria de cédigos. Nosotros finalizaremos
este trabajo estudiando un problema concreto de teoria de cédigos. Los codigos de Reed-
Solomon fueron inventados por I.Reed y G.Solomon en el ano 1960. Estos son muy utiliza-
dos en aplicaciones tecnoldgicas entre las que se encuentran, entre otras, el almacenamiento
de datos y las comunicaciones inalambricas y satelitales. En 2007, Q.Cheng y E.Murray
[CMO7] estudiaron el problema de determinar si una palabra recibida es o no un deep
hole. Concretamente ellas traducen dicho problema al de determinar si una hipersuperficie
absolutamente irreducible posee puntos en F* con coordenadas no nulas y distintas entre
si. En el trabajo mencionado demuestran que si u € F}" es una palabra recibida generada
por un polinomio de grado k 4+ d, u no puede ser un deep hole si d < ql%_e v k< qi_e.
Mostraremos que estas condiciones pueden ser optimizadas a partir de la mejora en las
estimaciones para hipersuperficies.

La tesina estd organizada de la siguiente manera.

En el capitulo 1 hacemos una revisién de los conceptos basicos de geometria algebraica
para establecer nociones que utilizaremos a lo largo de esta tesina. También estudiaremos
resultados relacionados con la absoluta irreducibilidad de polinomios y presentaremos el
método de levantamiento de Hensel que utilizaremos posteriormente. En este capitulo
seguimos a [LN83], [CLO98], [Kun85] y [Hei83].

En el capitulo 2 desarrollamos en una primera instancia el algoritmo de factorizacién
de Lecerf para polinomios bivariados y posteriormente exhibimos su generalizacion a poli-
nomios multivariados. Finalmente, basdndonos en dichos algoritmos, obtenemos la mejor
version del Teorema de Bertini.

En el capitulo 3 presentamos, en primer lugar, los resultados clasicos sobre cotas para
los ceros de polinomios sobre cuerpos finitos y ntimero promedio de ceros en F'. Luego
estimamos la cantidad de ceros en ' de un polinomio absolutamente irreducible. Para
ello, nos basamos en el trabajo de A.Cafure y G.Matera [CM06]. Finalmente estableciendo
condiciones sobre la caracteristica y sobre la cantidad de elementos del cuerpo finito,
mostraremos que es posible mejorar aiin mas nuestra estimacion.

En el capitulo 4 desarrollamos los conceptos bésicos de la teoria de codigos. Para
ello hemos consultado los textos [HP04], [Pre92] y [WP03]. Luego seguimos el trabajo de
Q.Chen y E.Murray [CMO07] obteniendo los resultados arriba mencionados.



Capitulo 1

Variedades algebraicas y
polinomios absolutamente
irreducibles

En primer lugar, haremos una revisién de los conceptos bésicos de geometria alge-
braica con el objetivo de presentar las nociones que utilizaremos a lo largo de esta tesina.
Por otra parte, estudiaremos un concepto central en este trabajo que es el de polinomio
absolutamente irreducible y repasaremos algunos resultados cldsicos para determinar la
absoluta irreducibilidad. Finalizamos el capitulo desarrollando el método de levantamiento
de Hensel, en el cual se basard el algoritmo de factorizacién que describiremos posterior-
mente.

1.1. Preliminares de Geometria Algebraica

Sea K un cuerpo y K su clausura algebraica. Denotamos como A™(KK) el espacio afin
definido sobre K de dimension n. Cuando consideremos el espacio afin sobre K" dotado
de la topologia Zariski, simplemente escribiremos A™.

Definiciéon 1.1. Un subconjunto V' C A" se denomina una K-variedad afin si existen
polinomios fi,..., fm € K[X1,...,X,] tales que V es el conjunto de ceros comunes de
fi,..., fm en A™. Es decir

VZ:V(fl,...,fm) ::{Z'GAH ’ f1:0,,fm:0}

En particular una K-variedad afin se dice una K-hipersuperficie si es el conjunto
de ceros de un unico polinomio f € K[X7y,..., X,].

Definicién 1.2. Sea V una K-variedad afin. El conjunto de los polinomios en K[ X7, ..., X,]
que se anulan sobre V

I(V):={f eK[Xy,...,X,] : f(z) =0para todox € V},
se denomina el ideal de la variedad. Ademads, se verifica que I(V') es un ideal radical.
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Definicion 1.3. Sea V una K-variedad. Decimos que es irreducible si no se puede
descomponer como unién de K-variedades propias. Si V' es irreducible como K-variedad
entonces V se dice absolutamente irreducible.

Una forma de decidir si una variedad es irreducible o no es estudiar su ideal. Con-
cretamente, V' es irreducible si y solo si su ideal es primo. Como consecuencia, una K-
hipersuperficie es irreducible si y solo si es el conjunto de ceros de un polinomio irreducible
fe K[Xl,...,Xn}.

1.1.1. Dimension y Grado de una variedad

Definicion 1.4. Sea V una K-variedad afin. Entonces el anillo
K[V] :=K[Xy,...,X,]/ I(V)

se denomina el anillo de coordenadas de V.

Una K-variedad es irreducible si y solo si K[V] es un dominio integro. Su cuerpo de
fracciones, notado K(V'), se denomina el cuerpo de funciones racionales de V. Damos
ahora la definicion de dimensiéon de una variedad.

Definicion 1.5. Sea V una K-variedad irreducible. Definimos la dimension de V' como
el grado de trascendencia de K(V') sobre K:

dimV = trdeg(K(V)/K).

Es decir, el maximo ntimero de elementos algebraicamente independientes sobre K. Si V'
es una K-variedad arbitraria y V = V3 U--- UV, es su descomposicién en componentes

K-irreducibles, entonces definimos su dimensién como
dimV = méx {dim V;}.
1<i<r

Ejemplo 1.6. Si V = A"(K) entonces K(V) = K(X1,...,X,), cuyo grado de trascenden-
cia sobre K igual a n y por lo tanto la dimensién de A™(K) es n.

Ejemplo 1.7. Sea V := V(2X +Y — Z) una K-variedad lineal. El ideal de V' (2X +Y —Z2),
que resulta primo ya que el polinomio f(X,Y,Z) = 2X + Y — Z es irreducible sobre
K[X,Y, Z]. Por lo tanto V es una variedad irreducible. El anillo de coordenadas K[V]
resulta isomorfo al anillo de polinomios K[X, Y], luego V tiene dimensién 2. En general,
en el caso de K-variedades lineales el anillo de coordenadas es isomorfo a un anillo de
polinomios sobre K. En consecuencia, las variedades lineales son irreducibles.

Observacién 1.8. Si H es una K-hipersuperficie en A™ su dimensién es n—1. Una manera
de demostrar este resultado es probar que todas sus componentes K-irreducibles tienen
dimensién n — 1.

Observacion 1.9. Si V es una K-variedad en A™ de dimension cero entonces V' esté for-
mada por finitos puntos. Reciprocamente, si V' estd formada por finitos puntos, entonces
su dimension es cero.



A continuacién damos la definicién de grado de una variedad.

Definiciéon 1.10. Sea V una K-variedad equidimensional de dimensién r. Definimos el
grado de V como el nimero maximo de puntos en la intersecciéon de V' con una variedad
lineal L de codimensién r para la cual el nimero |V N L| es finito. Si V' es una K-variedad
arbitrariay V = VjU- - -UV; es su descomposicién en K-componentes irreducibles, siguiendo
[Hei83] definimos el grado de V' como la suma de los grados de sus K-componentes:

deg V = Zdeg V.
i=1

Ejemplo 1.11. Si V una variedad lineal entonces su grado es 1. El grado de una hiper-
superficie irreducible coincide con el grado del polinomio f que la define. El grado de una
variedad de dimension cero es la cantidad de puntos de la misma.

Una de las principales propiedades de la definicién de grado que hemos dado es su
comportamiento con respecto a la interseccién de variedades. A continuacién enunciamos
la denominada Desigualdad de Bézout ([Hei83]).

Teorema 1.12 (Desigualdad de Bézout). Sean V' y W variedades de A™.Entonces

deg (VNW) <deg V -deg W.

Finalizamos esta seccién enunciando un resultado que serda de suma importancia al

momento de obtener las estimaciones.

Proposicién 1.13. [HS82] Sean Vi,...,Vs C A™ variedades. Sea r la dimension de Vi y
notemos D = méx{deg V>, ...,deg Vi}. Entonces se verifica

deg(Vin---NVy) <deg Vq,-D".

Demostracion. Observemos que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que V; es
irreducible. En efecto, si no lo fuera entonces podemos escribir V3 = Cy U --- U C}y donde
cada C} es una componente irreducible de V;. Supongamos que para cada C} se verifica
la desigualdad dada por el teorema, es decir

deg (C,NVaN---NV,) < deg Cy, - DY Ck
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Entonces se verifica que

t
D deg (CrNVan---N Vi)

deg(Vin---NVy) <
k=1
t .
S Edeg Ck . Ddlm Cr
k=1
t
< Zdeg Cy- D"
k=1
< degVi-D".

Entonces asumimos que Vi es irreducible y hacemos induccién en la dimensién de V.
Notemos que si Vi C VaN---NV;, entonces ViN---NVs =V} con lo cual deg (ViN---NV;) =
deg V1 y luego vale el resultado. Supongamos entonces que Vi no esta contenido en V5 lo
que implica que dim (V3 N V2) < dim V; = r. Entonces aplicando hipdtesis inductiva a
Vi NV, tenemos:

deg (VinVa)NV3N---NV;) < deg(VinVe)- DY
por tultimo, por la desigualdad de Bézout, obtenemos

deg Vi -deg Vo - D" ! < deg Vi - D".

1.2. Polinomios absolutamente irreducibles

Definicién 1.14. Sea K un cuerpo arbitrario. Un polinomio f € K[Xy,...,X,] se dice
absolutamente irreducible si es irreducible como polinomio en K[ X7, ..., X,].

Ejemplo 1.15. El polinomio f(X,Y) = X2 — 2Y2 € F[X, Y] es irreducible en F[X, Y],
pero visto en F5(v/2)[X, Y] no lo es ya que admite la factorizacién g(X,Y) = (X — /2Y)-
(X ++/2Y). Notemos que F(1/2) es el cuerpo finito de 25 elementos Fs.

Presentamos a continuacion un criterio de absoluta irreducibilidad para polinomios
f e K[X,Y] de la forma:

fX,Y) =aoY" + a1 (X)Y" L 4o 4 a,(X), (1.1)

siendo K un cuerpo arbitrario, a; € K[X] para i € {1,...,n} y ap € K no nulo. Para
polinomios con estas caracteristicas definimos la funcion:

¢(f) = mdx {deg.ai } :

1<i<n 1

11



Lema 1.16. Sea f € K[X,Y]| un polinomio como en (1.1). Si existen polinomios no
constantes g,h € K[X,Y] tales que f(X,Y) =g(X,Y) -h(X,Y) (i.e., f no es irreducible)
entonces se verifica que

¢(f) = max{p(g), p(h)}.

Demostracion. En primer lugar observemos que los polinomios g y h son de la forma (1.1).
Escribimos entonces

Q(Xv Y) = byY" —{—bl(X)YT_l R bT(X)

R(X,Y) = coY*+ci(X)Y5 14 4 co(X)

donde b; € K[X], ¢, € K[X] y cg y by son constantes no nulas en K. Es claro que r+s =n
y que 7,8 < n. Observemos luego que para todo i € {1,...,n} se verifica la siguiente
igualdad:

a;i(X) = > bi(X) - ex(X). (1.2)

J+k=i

Por definicién de la funcién ¢ se tiene
deg(cr(X) - b;(X)) < jolg) + ke(h)

< (4 + k) - mix{p(g), p(h)},

luego por (1.2) concluimos que

dega;(X) < i-méx{p(g),p(h)},

por lo tanto

@(f) < max{p(g), p(h)}.

Probaremos a continuacién la otra desigualdad. Notamos ¢(f) = ¢; luego
f(X7Y80) :g(Xv YW) h(X7 Y¢) (13)

Observemos que la igualdad anterior tiene sentido a pesar de que ¢ € Q y podria entonces
no ser un entero positivo. Afirmamos que el grado total de f(X,Y¥) es ny. Esto se debe
a que

FIX,Y?) = agY™ + ay(X)Y D% 4 4 a,(X),

y al hecho de que para todo 1 < i < n se verifica
deg(a;(X)Y"=9%) = degai(X) + (n — i)y
<ip+(n—1i)p = npe.
Por otra parte, dado que deg g(X,Y?) > rp y deg h(X,Y?) > sy obtenemos
deg(g(X,Y¥) - h(X,Y¥?)) > ro + sp = ngp,
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luego como deg f(X,Y?) = nep, la igualdad (1.3) implica que
degg(X,Y?)=rp y degh(X,Y?) = sp.

De la expresion
g(X,Y) = aoY"? + a1 (X)YT D% 4. g, (X),

y de la igualdad deg g(X,Y¥) = r¢, deducimos
deg(b; (X)Y %) = degb;(X) + (r — j)¢ < re.

Por lo tanto probamos que para todo j € {1,...,7} se verifica que degb;(X) < jo, y luego
©(g) < . Andlogamente se demuestra que ¢(h) < ¢, y asi se obtiene la desigualdad

o(f) > max{p(g), p(h)},

lo que concluye la demostracién. O

Teorema 1.17. Sea f € K[X,Y] un polinomio de la forma dada en (1.1). Supongamos
que el grado de a, es m, que los enteros m y n son coprimos y ademds se verifica
m _ dega;

— > > ,
n 2

para todo i € {1,...,n —1}. Entonces f es absolutamente irreducible.

Demostracion. Supongamos que existen g,h € K[X, Y] tales que
Con las notaciones dadas anteriormente, tenemos
~
= — h = —
©(9) 5 ¥ p(h) = <,

siendo «, B, 7, 6 numeros naturales y ademas f < r < ny d < s < n. Por hipétesis
sabemos que ¢(f) = =. Por otra parte como m y n son coprimos y # y ¢ son menores a

m , a7y
n#max{675}7

o(f) # mix{p(g),p(h)},

lo que contradice el lema anterior. Luego f es absolutamente irreducible. O

n, deducimos que

obteniendo de esta forma

Ejemplo 1.18. Sea el polinomio f(X,Y) =2Y3 - XY?2+4Y?2+ Y X2+ 3XY +Y + X5 €
Q[X,Y]. Notemos que f se puede escribir como: f(X,Y) = 2Y3 + (=X +4)Y? + (X% +
3X +1)Y + X° € Q[X,Y]. Luego degas = 5 que es coprimo con n = 3. Por otro lado se

dega;

: 5
tiene que 3 > —

para i = 1,2. Por lo tanto f es absolutamente irreducible.
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Finalizamos esta seccion con el Criterio de absoluta irreducibilidad de Stepanov.
Seguimos la demostracién del libro [LN83].

Teorema 1.19. Sea K un cuerpo arbitrario, f € K[X] un polinomio no constante, y
m € N. Supongamos que f se factoriza en K como

FOX) = a(X — 1) - (X — ag)*,

con o # o si i # j. Entonces el polinomio Y™ — f(X) es absolutamente irreducible si y
solo si ged(m,eq, ..., eq) = 1.

Demostracion. Vamos a probar que Y — f(X) no es absolutamente irreducible si y solo
si ged(m,eq,...,eq) > 1. Supongamos que Y — f(X) es reducible sobre alguna extensién
algebraica L de K. Consideremos el polinomio Y —1. Podemos asumir que este se factoriza
como producto de polinomios de grado uno sobre L. Escribamos entonces

V1= (V=) (Y — )

con § € L. Como Y™ — f(X) es reducible sobre L existen entonces polinomios F,G €
L[X,Y] de grados positivos, tales que

Y™ — f(X)=r(X,Y)- s(X,Y).

Consideramos a Y™ — f(X) como un polinomio en Y con coeficientes en L(X), luego este
se factoriza como producto de polinomios de grado uno sobre la clausura algebraica de
L(X), escribimos entonces

Y"—f(X) = =B1)- (Y = Bm), (1.4)

donde i, ..., 0m € L(X). Sea § € L(X) una solucién de la ecuacién Y™ = f(X). Luego
se verifica
0" = f(X). (1.5)

Notemos que (1.4) se puede factorizar de la siguiente manera
Yo —f(X) = =&b) - (Y = &nb).
Por unicidad de la factorizacién obtenemos

r(X,Y) =b(Y = &,0)--- (Y = &.0), (1.6)

para ji,...,jn € {1,...,m}, con b € L no nulo y 1 < n < m. Comparando ambos lados
de la igualdad (1.6) deducimos que

(=1)"b&), - -~ &;,0™ € LIX],

y, por lo tanto, que 0™ € L[X]. Consideramos ¢ el menor entero positivo tal que 6‘ € L(X).
Luego ¢ < n < m, y para cada natural u tal que §* € L(X) se tiene que u es multiplo
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de ¢. En particular, resulta que ¢ divide a m. Notamos ¢ = 7, luego t > 1y 6 = 4 con

g
R
g, h € L[X], coprimos y h no nulo. De acuerdo a esta notacién y a la igualdad (1.5), se
verifica la siguiente identidad:
f-nt=4 (1.7)

Si comparamos en ambos lados de la igualdad (1.7) las multiplicidades de las raices «,
1 <i < d, deducimos que t divide a cada e; y luego t divide a ged(m, e, ..., eq), lo que
implica que ged(m, eq,...,eq) > 1.

Reciprocamente, supongamos que e = ged(m, eq,...,eq) y que e > 1. Sabemos que f
se factoriza en K como

FX) = a(X —ar)® - (X — ag)®.

Consideramos un elemento § € K tal que 6° = a y sea el polinomio

€1 ed

g(X)=6(X —an)e -+ (X —aq) .
Entonces tomando s = “*, obtenemos
ym—f(X) =) —g(X)°

= (V* = g(X)) (D2 4 Y Dog(X) + - 4 g(X)“),
y por lo tanto Y™ — f(X) no es absolutamente irreducible. O

Ejemplo 1.20. Sea el polinomio f(X,Y) = Y® + X2 +1 € B[X,Y]. Como los grados
de X e Y son coprimos entonces aplicando el criterio de Stepanov, f es absolutamente
irreducible.

Ejemplo 1.21. Sea f(Z1,...,Z,,Y) =Y + Zfl_lY — Zg_l -1eCl[Zy,...,Z,,Y], con
n > 2. Utilizando el criterio de Stepanov probaremos que f es absolutamente irreducible.
Consideremos el polinomio g(Zs,Y) = £(0,Z2,0,...,0,Y), es decir, g(Z2,Y) = Y¢ —
qu — 1. Luego g es un polinomio de grado d. Dado que d y d — 1 son coprimos, por
el criterio de Stepanov, g resulta absolutamente irreducible. Como f y g tienen el mismo
grado esto implica que f es absolutamente irreducible.

1.3. Levantamiento de Hensel

En esta tesina estudiaremos un algoritmo de factorizacion de polinomios que se basa en
un método llamado levantamiento de Hensel. En lineas generales, la idea es la siguiente:
dado un polinomio f y una factorizacion de él médulo un ideal I, el levantamiento de
Hensel permite obtener factorizaciones de f médulo I Qk, para un k positivo arbitrario.
Describiremos a continuacién dicho método siguiendo el libro [vzGG99].

Lema 1.22 (Lema de Hensel). Sean R un anillo conmutativo con unidad, I C R un ideal

y f un elemento de R. Supongamos que existen g, h € R tales que
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1. sg+th=1 (I) cons,teR
2. f=gh (I).
Entonces existen g*, h* € R que verifican
1. f=g*h* (I?)
2.g°=g (I)
3. h*=h (I)
4. s*g* +t*h* =1 (I?) con s*,t* € R.

Ademds g* y h* son tnicos en el siguiente sentido: si existen ¢ =g (I) yh' =h (I)
tales que f =g -h'  (I%) entonces se verifica ¢ = g*(1 +u) (I%) y ' = h*(1 —u) (I?),
para algin u € 1.

Demostracion. Consideramos m := f — gh. Luego, como f = gh (I) se tiene que m € I.
Definimos g* := g+ tm y h* := h + sm. Dado que m € I, se verifica que g* = g(I) y
h* =h (I). Veamos entonces que f = g*h* (I?). En efecto,
f-gh* = f—(g+tm)(h+sm)
= f—gh—m(sg+th) — stm?

= m(1 — (sg + th)) — stm?

0 (I?),

pues m € Iy sg+th=1 (I). Probemos que s*g* +t*h* =1 (I?) con s*,t* € R. Para
ello consideramos ¢ = sg* + th* — 1, como sg* + th* = sg + th (I), se verifica que ¢q € I.
Definimos luego s* = s — sq y t* = t — tq. Verifiquemos que s*¢* + t*h* =1 (I?).

s*g*+t*h* —1 = sg* —sqg" +th* —tgh* — 1
= sg*+th* —1—q(sg* + th*)

= q(1— (sg* +th"))

= —q2

= 0 (I?).

Finalmente veamos la unicidad. Sean m; := ¢’ — ¢g* y mo := I/ — h*. Se tiene que m; € I
pues ¢’ y g* son congruentes médulo I. Andlogamente tenemos mo € I. Tomamos u :=
m1s* — mat*, de donde u € I. Por hipétesis f = ¢g'h’' = g*h* (I?). Por lo tanto podemos
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escribir
(g" +mq) - (h*+m2) = g*h* (I?)

mih* +mag* = 0 (I?)
mag* = —mih* (I?)
s*mog* = —s*mih*  (I?)
mo(1 —t*h*) = —s*mah* (I?)

me = h*(—u) (I?)

R = h*(1—w) (I?).
De manera similar se prueba ¢’ = ¢*(1 +u) (I?). O

Ejemplo 1.23. Consideramos el polinomio f(X,Y) = X2+ X +Y?2 € R[X,Y] y el
polinomio univariado f(X,0) = X? + X = X(X + 1). Podemos pensar que esta es una
factorizacién de f médulo (V). Es decir

JLY)=X(X +1) (V).

Encontremos una factorizacién médulo (Y?2). Sean go = X, so = —1, hg = X + 1y to = 1.
Entonces se verifica
s0g0 + toho =1 (Y)

Calculamos mg = f — goho = Y2 =0 (Y?). Luego,
g1 = go +tomo = X

h1 = ho + somg = X + 1,

con lo cual

fX,Y)=X(X+1) (Y?.

Continuando, m; = f — g1h1 = Y2(Y*), g0 = X + Y2, hy = X + 1 — Y2, obteniendo
asi una factorizacién médulo (Y4)

fX,Y)=(X+YH(X +1-Y?) (Y.
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Capitulo 2

Algoritmos de factorizaciéon y una
version del Teorema de Bertini

Mediante algoritmos de factorizacién para polinomios multivariados se pueden obtener
diferentes versiones del Teorema de Bertini. En este capitulo estudiaremos el algoritmo
desarrollado por G. Lecerf [Lec06] para polinomios bivariados y su generalizacién a n
variables [Lec07]. Finalmente exhibiremos la actualmente mejor versién del teorema de
Bertini, obtenida a partir de dicho algoritmo.

2.1. Algoritmo de factorizacion para polinomios bivariados

Sea K un cuerpo y sea f € K[X,Y] un polinomio de grado d. Estudiaremos un al-
goritmo que nos permitird encontrar los factores racionales irreducibles de f, es decir,
fi,--o, fr € K[X,Y]. El algoritmo que describiremos en esta seccién es el desarrollado
por G. Lecerf en [Lec06]. Muchos algoritmos de factorizacién se pueden dividir a grandes
rasgos en tres pasos. En primer lugar se especializa una de las variables y se factoriza
el polinomio univariado obtenido. A partir de esta factorizacién y utilizando el levan-
tamiento de Hensel encontramos fi,...,fs € K[[X]][Y], los factores analiticos de f con
un cierto orden de precision. Finalmente los factores racionales se obtienen recombinando
los analiticos. La etapa de recombinacion presentaba la dificultad de exigir una cantidad
exponencial de combinaciones. G.Lecerf reduce este problema al de resolver un sistema de
ecuaciones lineales. Su trabajo combina el levantamiento de Hensel con las ideas de W.
Ruppert [Rup99] y S.Gao [Gao03]. En 1999 Ruppert exhibe un resultado en el cual vincula
la absoluta irreducibilidad de un polinomio con la existencia de soluciones no nulas de una

cierta ecuacién diferencial. A continuacién enunciamos dicho resultado.

Teorema 2.1. [Rup99] Sea K un cuerpo de caracteristica cero y sea f € K[X,Y] un poli-
nomio de grado m en la variable X y grado n en la variable Y. Entonces f es absolutamente
irreducible si y solo si no existen polinomios no nulos g,h € K[X,Y] con degxy h <m —1,
degy h < n, degy g < m ydegy g <n—2 que verifiquen la siguiente ecuacion diferencial

5 (0)-5 )
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En un cuerpo de caracteristica positiva se verifica que si f es un polinomio reducible,
de grado m en la variable X y grado n en la variable Y, entonces existen polinomios no
nulos g, h € K[X,Y] con degy h <m — 1, degy h < n, degy g < my degy g <n —2 que
son soluciones de la ecuacién diferencial (2.1).

Notemos que la ecuacién (2.1) puede reescribirse de la siguiente manera

of g of oh

99x fax = "oy ~Tov (2:2)

Esta ecuacion diferencial da lugar a un sistema de ecuaciones lineales cuyas incégnitas
son los coeficientes de g y h. Gao [Gao03] toma estas ideas y muestra que la dimensién
del espacio de soluciones del sistema en K y K coincide con la cantidad de factores irre-
ducibles sobre K y K, respectivamente. Ademés hallando una base del mismo se tiene una
factorizaciéon de f.

Observaciéon 2.2. Damos algunas notaciones que utilizaremos a lo largo del capitulo.
El espacio vectorial de los polinomios de grado a lo sumo m lo notamos como K[X, Y],,.
El cuerpo de fracciones de K[X] es K(X). El élgebra de series de potencias sobre K la
notamos como K[[X]] y K((X)) es su respectivo cuerpo de fracciones.

Vamos a trabajar bajo la siguiente hipotesis:
(1) degy(f) =deg(f) =d

of
oY

Observacién 2.3. Notemos que la condicién (i) de la hipétesis (S) implica que f es

Hipotesis (S)

(it) Resy(f(0,Y), 2(0,Y)) #0

monico en Y, por lo tanto sus factores racionales y analiticos son moénicos en Y. Es claro
que r,s > 1y que s > r debido a que K[X, Y| C K[[X,Y]].

Por otra parte la condicién (i) implica que d > 1 y que f(0,Y) es separable sobre
K. Luego los factores analiticos f1,...,fs son distintos entre si ya que estos se obtienen a
partir de los factores de f(0,Y).

Recombinando los factores analiticos de f se obtienen sus factores racionales. Es decir

se verifica la siguiente igualdad
S

fi= H fi
j=1
para f; = (i1, - - -, pis) € {0,1}° para i € {1,...,r}, ademds tenemos que pq + -+ p, =
(1,...,1). En consecuencia, podemos suponer que los vectores i1, ..., i, son ortogonales
dos a dos con el producto escalar candnico y forman una base escalonada reducida. El
método de recombinacién de Lecerf consiste en resolver un sistema de ecuaciones lineales
que nos proporciona los valores de los u; para i € {1,....r}.

Lema 2.4. Sea f € K[X1,...,X,] un polinomio libre de cuadrados, de grado d. Supong-
amos que la caracteristica de K es cero o mayor o igual a d(d — 1)+ 1. Entonces a través
de un cambio lineal de coordenadas se puede recuperar la hipdtesis (S).
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Demostracion. Veamos que podemos obtener la condicién (7). Sea fy la componente ho-
mogénea de mayor grado de f y supongamos que Y tiene grado positivo en f;. Por lo
tanto
Z aj1j2Xj1Yj2'
Jitje=d

Hacemos el siguiente cambio de variables:
X=V1+pYs , Y=Y
con 3 € K. Se obtiene que el coeficiente de Y5’ en f(Y7 + 8Yz,Y2) es

Z ajljzﬁjl- (2.3)

J1:j1+j2=d

Por lo tanto si podemos elegir 3 tal (2.3) sea no nulo, resultard que f es ménico en Y,
v el grado en dicha variable es d. En cuerpos de caracteristica cero es siempre posible
encontrar tal 3, en cuerpos de caracteristica positiva nos alcanza con que la cantidad de
elementos del cuerpo sea mayor al grado del polinomio. Notemos que la condicién (7) se
puede obtener independientemente de que el polinomio sea libre de cuadrados.

Veamos como obtener la condicién (i7). Recordemos que la carateristica del cuerpo
es cero o mayor o igual a d(d — 1) + 1. Como f es libre de cuadrados entonces podemos
asumir que ged(f, 8—) = 1. En particular, por la condicién de la caracteristica, se tiene
que BY # 0. Luego si D(X) es el discriminante con respecto a la variable Y entre f y g—{j,
entonces D es un polinomio no nulo de grado a lo sumo d(d — 1), por lo tanto existe v € K
tal que D(v) # 0. Haciendo el siguiente cambio lineal de variables

X:Yl—’_/y ) Y:Y27

se tiene que f cumple la condicién (i7). O

Observacion 2.5. Definimos los siguientes polinomios:

fi::Hfj ?k::Hfj

J#i i#k
parai € {1,...,r} y ke {l,...,s}.
Observacion 2.6. Supongamos que conocemos los vectores pi, ..., u,. Para cada ¢ €
S
{1,...,r}, derivamos ambos lados de f; = H f;L “ respecto de la variable Y, obteniendo
j=1
0
o zmg )0 (2.4
k#]
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Observemos que fz se puede escribir como
S
~ s
fi=TI 8",
k=1
y entonces multiplicando ambos lados de (2.4) por ﬁ se tiene

SOfi O
9y j;“”f]ay'

Andlogamente obtenemos

20fi = = Of
BX —;“w%x

afi  Of; -~
Por otro lado como &{é y 8{; tienen grado a lo sumo deg f; — 1 y el grado de f; es
~0fi ~0f;
d — deg f;, se verifica que f; 8)fé y fzaf}f; tienen grados a lo sumo d — 1. Si consideramos o
un entero positivo y definimos los polinomios
+0fi < 0fi
X, Y) = fi—= h(X,Y)=fi—=
g( ’ ) fl aY y ( ? ) fl aX 9

se verifica entonces que

./ .
g_ZMijfjaiiiE(va) )
j=1

- - Of; o o—
h—zuijfja—)ée(X,Y) + (X 1).
j=1

Posteriormente veremos que g y h definidos como en la observacién anterior, son solu-
ciones de la ecuacién (2.1) para un cierto valor de o. Luego estamos encontrando expre-
siones para dichas soluciones en términos de los factores analiticos de f. Esta es la idea
principal del algoritmo de Lecerf. Motivados por lo dicho anteriormente, consideramos la
siguiente familia de espacios vectoriales.

Definicion 2.7. Para cada o > 1 definimos la siguiente familia de espacios vectoriales:

Lo = {((t1,...,0),9.h) € K& x K[X,Y]y_1 x K[X,Y]a1 |
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con (X,Y)7,(X,Y)? + (X°71) c K[ X]][Y].

Sea II la proyeccién candnica de L, en K®. Vamos a probar que si tomamos o > 2d
entonces

II(Ly) =< i1y .oy por >

y como estos son linealmente independientes luego forman una base de II(L, ). Por lo tanto
la dimensién del subespacio II(L,) nos proporciona la cantidad de factores irreducibles de
f en K[X,Y]. En la Observacién 2.6 hemos demostrado el siguiente Lema:

Lema 2.8. Con las notaciones y definiciones anteriores y bajo la hipdtesis (S) se verifica
que para cada o > 1
< iy ey por > CII(Ly).

Demostracion. Mostramos que

< @,flaf%fﬁﬂ) L.

Y ' 0X
luego p; € II(Ly). O
NOTACION Llamamos hipétesis (C) a la siguiente condicién sobre la caracteristica de
K:
Hipétesis (C) : carK=0 6 carK>d(d—1)+1.
A continuacién, veremos un Lema que nos permitird probar que los vectores pq, ..., fir

forman una base del subespacio II(L,). Concretamente este Lema muestra que ser solucién
de la ecuacién (2.1) implica que la derivada del residuo de % en ¢ con f(X,¢) =0 es nula.

Lema 2.9. Supongamos que se verifica la hipétesis (S) y sean g,h € K[X,Y]q_1 que
verifican la ecuacion (2.2). Sea ¢ € K[[X]] tal que f(X,¢) =0, entonces:

i 9(x.0)
1. — = 0.
X\ (x4

oYy

ag f(X’ ¢) e K.
S (X,0)

Demostracion. De acuerdo con la hipédtesis (S) el polinomio f(0,Y") es separable sobre
d

K, luego f(0,Y) = H(Y —a;) € K[Y] con a; # aj sii # j. Aplicando el método de
i=1
aproximacién de Newton asociamos a cada a; la serie de potencias ¢; € K[[X]] tal que

2. Si se cumple la hipétesis (C) entonces

f(X,0:) =0, ¢i(0)=ai y ¢ #¢;.
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d
Podemos escribir entonces f = H(Y — ¢i) € K[[X]][Y] y definir la particién (Si)ieq1,. .5}
i=1
de {1,...,d} satisfaciendo f; = H (Y — ¢;). Observemos que el grado en la variable Y
JES;
de g y h es menor o igual a d — 1, mientras que el grado en Y de f es exactamente d;
podemos desarrollar % y % en fracciones simples obteniendo:

e

d gi d hs
=D v 4 XV (2.5)

J=1 J=1

%\?

con

o) hK)

%(X ,¢;j) es un elemento inversible de K[[X]] y, por lo

tanto, g;, h; € K[[X]] paracada j € {1,...,d}, de esta forma concluimos que las igualdades
de (2.5) vale en K((X))(Y).

De la hipétsis (S) se deduce que

Derivando % con respecto de X y ? con respecto a Y obtenemos

0 (g B d gi do; 1 dg
8X<f) - Z((Y —gax TV @d)é’)

Luego de la identidad (2.2) y por la unicidad en la descomposicién en fracciones simples,

deducimos
dg;
dX

De esta manera queda demostrada la primera afirmacion del Lema

=0 Vjed{l,...,d}.

Si carK = 0 se verifica que g; = g;(0) € K debido a que d—J = 0. Supongamos que
car K = p. En este caso % = 0 implica que g; = ¢;(0) + O(XP). Sea factor irreducible de

f, f; € K[X,Y], tal que f;(X, ;). Consideramos la siguiente resultante

) = Resy (F,(X V)00 7) - 5057 ).

Se tiene que I'(X) es un polinomio de grado a lo sumo (d — 1) -deg f; < d(d —1). Por otro
lado se verifica que

rx) - (905,00 - 5,0 510X 00)
év | fi(X,¢1)=0

Como g(X, ¢;)—g (O)TJ;(X ¢j) = O(XP) y como la caracteristica de K es mayor a d(d—1)

23



necesariamente I'(X) debe ser el polinomio nulo. Por lo tanto, como f; es irreducible se
verifica que f; divide a g(X,Y) — gj(O)% con lo cual g(X,¢;) — gj(O)%(X, ¢j) = 0.
Deducimos finalmente que g; = ¢;(0). O

A continuacién demostraremos el teorema principal de esta seccion. A partir de dicho
teorema podremos obtener la recombinacion.

Teorema 2.10. Bajo las hipétesis (S) y (C), y considerando o > 2d se verifica

II(Lo) =< f1y .oy iy > .

Demostracion. De acuerdo con el Lema 2.8 solo resta demostrar II(L,) C < i1, ...,y > .
Sea (¢1,...,4s) € I(Ly) y g,h € K[X,Y]4_1 tales que

~ 2 Of Lo,
D 4fii e (XY)T h=) 4fi— € (X,Y)+ (X7,
g 2; oy € (X.Y) 2; ox € (X.V)7+ (X7

Derivamos la primera expresiéon con respecto a X, y la segunda con respecto a Y
obteniendo

g < of; Of;  ~ O°f; o1
X 1<8X8Y +fzaXY> € (XY)7,

=1

oh < o of;  ~ 0%, o-1

Si multiplicamos las expresiones de (2.6) por f, los resultados obtenidos pertenecen al
ideal (X,Y)°~!. Por otro lado, notemos que

°L - Of;
of £ 2 o
oL <g — ;:1 &fZay> € (X,Y)7,

°L - Of; _
oz (h—Z&fiaX> € (X,Y)7 4+ (X771,
=1

Luego, podemos deducir que

=1
of oh < of; [ of of; 02f; o1
oy T 81/_;% <8X <8Y f 8Y> I axy (X,Y)
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Entonces, usando

of ; - of S of - o
aiX*fi'aiX:ij' Z f - :

of O s Of ~ off - Of;
7_fi.7:ij.7]_ Z fi =L =T1- ,

oYy oY st oY Py oYy oYy
obtenemos o7 3 o7 5k
. 79 o A il o—1
9 ox 1 ax <h % ay) € (X.Y)
of of oh
9 _ on . > 9
Como g - X f- 8X y oy 1oy tienen grados a lo sumo 2d — 2 y o d
deducimos
of _, 99 _, of . Oh
Tox Tax T oy T oy
en K[[X]][Y] vy, luego, en K[X,Y].
Sea i € {1,...,r} y para j tal que u;; = 1, consideramos una raiz ¢; € K[[X]] de
X,05)  —
f;(X, —); es decir, f;(X, ¢j) = 0. Para este j, el Lema 2.9 nos muestra que 5(];7’%) e K.
oY (Xv ¢])
Reemplazando X =0 en g(X,Y) Z l; f ) obtenemos

- Of .
Y) — ZeifiaT/(O’ Y) e (V).
=1

~ Of; .
Como o > 2d > d y los grados en la variable Y de g y de f; son menores o iguales a

oy
d — 1 concluimos que
Zz 7 =0.
En particular, se verifica la igualdad
.
9(0,6;(0)) = > tifi(0,¢5(0)) = 0. (2.7)
i=1
Teniendo en cuenta que f;(X, ¢;) = 0 obtenemos
L O ~ Of;
Z&fia—y(o, ;(0)) = Kjfja—}i(O, ¢;(0))- (2.8)
i=1
Por otro lado observemos que
6f ofy. ~ of ; ~
oy (0:05(0)) = 8Y( ,$;(0)) - (0, ¢;(0)) = 87;(0, ;(0)) - £;(0, ¢;(0)). (2.9)

k=1
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Combinando (2.7), (2.8) y (2.9) se deduce

0 — g(0,¢](0)) _ g(Xa¢j) )
700 (0,650)  2L(X, ;)

O sea /; es igual al residuo de % en ¢;. Sea k tal que j;; = 1, haciendo la misma cuenta

9(X, ¢r)
A (X, b1)

pero como f; divide a g—@%{ entonces vale que /; = {},. Es claro que paracada 1 <k <'s

anterior deducimos

existe un unico 7 tal que p;; = 1, luego mostramos que dados m y k tal que puix = pim = 1
se verifica que £, = £;, = oy, finalmente entonces podemos escribir:

(fl,...,fs) = o1+ Q.
]

Observacién 2.11. Observando la demostracién del Teorema anterior podemos deducir

que si ((41,...,45),9,h) € Ly con 0 > 2d entonces g y h son soluciones de la ecuacién
(2.1). Concretamente mostramos que si (41, ..., %) € II(L,) entonces se verifica que
of dg of oh _1
oL S (2l ) e (X, Y) L 2.10
9" ox ax(ay gy ) € XY (2.10)
0 0 0
Dado que g - 87){' —f- 87)!;' v h- a—{; — oy son polinomios de grado a lo sumo 2d — 2,

la expresién (2.10) implica que g y h son soluciones de la ecuacién (2.2).

Ahora mostraremos con un ejemplo que si tomamos ¢ = 2d — 2 no se cumple que
II(Ly) =< p1,- -,y > . Con lo cual la cota o > 2d es 6ptima.

Ejemplo 2.12. Sean K = C y el polinomio f(X,Y) = Y¢ - Y — X% con d > 2.
En principio, notemos que mediante el criterio de Eisenstein f resulta absolutamente
irreducible. Observemos que el polinomio f(0,Y) = Y —Y tiene d raices diferentes en C.
A saber, si w es una raiz primitiva de la unidad de orden d — 1, el conjunto de raices de
£(0,Y) es: {1,w,...,w? 2 0}. Las raices ¢1,...,¢q de f en C[[X]], obtenidas a partir de
las de f(0,Y) en C, pueden expresarse como:

b =wl )fld:ll +O(X?2=2) para ic{l,....,d—1} v ¢g=—-X"1+0O(X%2).

Luego como cada Y — ¢; € C[[X]][Y] v f = (Y — ¢1)--- (Y — ¢q) entonces f posee d
factores analiticos: f; =Y —¢; para ¢ € {1,...,d} y de acuerdo a nuestra notacién d = s.
Definimos los polinomios

g(X.Y) = (d=1)(Y + X)) y h(XY)=(d—1)X2Y,

sea (£1,...,05) = (1,w,...,w%2,0). Vamos a probar que ((¢1,...,%s),g,h) € Lyg_o. Para
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i€ {l,...,d—1} calculamos

agf(X,Gf)i) _ (d—1)(w i_ljldile_l)JrO(deq)
v (X, é4) d(w=1 + 3 )41 -1

(d =™ + 75X -
T (DT 1 (wie 13ld 12Xd—1)_1 +0(X%72)

(2.11)

_ (d-Dw'"l4dxd-! 2d—2
- d—l—&—dw_(i_l)Xd*l + O(X )

— wifl_i_O(XdeZ)'

Notemos que 31]; =f, 4 -+ 4 f, verificindose entonces STJ;(X, ®i) :/Fi(Xa ¢i). Por (2.11)

se tiene que g(X, ¢;) = w1 - F(X, ¢;) + O(X22) parai € {1,...,d — 1}, luego

g(X,Y) =Y w T F(X,Y) + O(X*2),
=1

de lo que deducimos
5. < Of 5. o
g=Y lbifiso = g=> wl-fie OX*?).

i=1 oY i=1

Esto ultimo prueba que

sz (X,Y)%2, (2.12)

of;

S
Veamos ahora que h — Z Eﬁza—)z, € (X,Y)%=2 4 (X?4-3). Multiplicamos ambos lados de

i=1
of: ,
87)1( + O(X??73), y usamos que —— = 1, de esta forma obtenemos

2.12 Xd-2 =
(2.12) por aY

XQd 3)

aX

ahora como X% 2. g — h € (X??3) deducimos
h— Ze f € (X273, (2.13)

Combinando (2.12) y (2.13) hemos probamos que ((1,...,%s),g,h) € Lag_o. Por lo tanto
(fl, . ,Es) S H(Lgd_Q).

Supongamos que II(Log_2) =< 1, ..., pr >, entonces (f1,...,0s) = ajps+- -+ apfir.
Existe ¢ € {1,...,7} tal que ;g = 1, pero como ¢; = 0 entonces o; = 0. Luego si
existe u;; = 1 con j # d se verifica que ¢; = 0, pero esto no es posible por contruccién
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de (¢1,...,4s). Deducimos entonces que p;; = 0 para todo j # d, lo que implica que
fq = fi € C[X,Y] llegando asi a un absurdo.

A continuacién vamos a mostrar cémo calcular {u1,...,u,} a partir de conocer los
factores analiticos fi,...,fs con un cierto grado de precisiéon o. Por el teorema anterior,
si tomamos precisién o > 2d debemos calcular entonces la base escalonada reducida de
II(Ly) y de esta forma hallamos los {p1, ..., gy}

2.1.1. Recombinacion

Supongamos que conocemos los factores analiticos fi,...,fs con precision o. Como
hemos visto en la seccién anterior, calculando la base escalonada reducida del subespacio
II(Ly), podemos obtener los factores racionales de f. Para ello consideramos el siguiente

sistema lineal D, con s incégnitas 1, ..., l:
- ~ Of; ,
E&coef(fiay, )=0, k<d—1, d<j+k<o—1
i=1

Zecoef XJY’“)—O k<d—1, j<oc-2, d<j+k<o-1,

\

donde coef(g, X7Y*) denota el coeficiente del monomio X7Y* de g € K[[X]][[Y]]. Como

cada f; es ménico en Y entonces gﬁé tiene grado en Y a lo sumo degf; — 1. De esto se

deduce que fl vy fz g;l( tienen grados en Y a lo sumo d — 1, lo cual justifica la restriccién

k < d — 1. Por otra parte, notemos que el primer conjunto de ecuaciones recorre los
monomios X/Y”* que no pertenecen a (X,Y)? ni a K[X,Y];_1, mientras que el segundo
conjunto de ecuaciones recorre los monomios X7Y* que no pertenecen a (X,Y)7 +(X7~1)
ni a K[X,Y]4—1. Veremos ahora un lema que proporciona la relacién entre II(L,) y D,.

Lema 2.13. Bajo la hipdtesis (S) y dado o > d se verifica que
II(Ly) ={(l1,...,¢s) | (£1,...,Ls) es solucion de Dy }.

Demostracion. Sea ({1, ...,{s) solucién de D,. Para que (¢1,...,¢;) € II(L,) debemos ver
que existen g, h € K[X,Y];_1 tales que

g— ZM (X,Y)?, h— ZM € (X,Y)" 4+ (X°7Y).

Construimos ¢ de la siguiente manera:

Z ¢; coef

)XIYE j k>0 j4+k<d-1.
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Luego, por construccién de g y por ser (¢1,...,¢s) solucién de D, obtenemos

- Of;
— lfi— € (X,Y .
; 5y € (X.Y)
Anélogamente definimos

Zecoef XJY’“)XJY’“ k>0 j4+k<d-1.

Asi ((41,...,45),9,h) € Ly.

Por otro lado, supongamos que (¢1,...,¢s) € II(L,). Dado que g — > 7, 4; flggj
(X,Y)? entonces cada uno de sus monomios es divisible por X™Y" con n + m = o;
en particular esto se debe cumplir para cada monomio XJY* cond < j+k < o — 1.
Concluimos entonces que

Z 4 coef

)=0, k<d—1, d<j+k<o-1,

de esta forma (¢1,...,¢s) verifica el primer conjunto de ecuaciones de D,. De la misma
manera se prueba que verifica el segundo conjunto de ecuaciones con lo cual (¢1,...,¥s)
es solucién de D,,. O

Si consideramos ¢ > 2d y buscamos una base escalonada reducida del espacio de solu-
ciones del sistema D,, obtendremos los vectores p1,. .., i, que nos permitiran recombinar
los factores analiticos de f para encontrar los racionales. Finalmente enunciamos el al-
goritmo de factorizacion que calcula los factores racionales de f, combinando el Teorema
2.10 y el Lema 2.13.

ALGORITMO DE FACTORIZACION:

Input: Sea f de grado total d que satisface las hipétesis (S) y (C).
Output: fi,..., f; los factores irreducibles racionales de f.

1. Factorizar el polinomio univariado f(0,Y") en K[Y]

2. Hallar los factores irreducibles fi(X,Y),...,fs(X,Y) a precisién o = 2d utilizando
el levantamiento de Hensel.

3. Recombinacion:

a) Paracadaie€ {1,...,s} calcular f; como el cociente de f por f;, dividiendo con
respecto a la variable Y y tomando precisién o.
b) Calcular (fl gg}, . fs gg,) con precisién o en X.
T Ofy Of s . e,
c¢) Calcular <f1877 .. fs 8X> con precisién o en X.

d) Calcular la base escalonada reducida {1, ..., iy} de Ds.
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e) Sir =1 entonces obtenemos f. Si no para cada i € {1,...,r} calcular f; como
S
fi= H f;-”j a precisién Xdegfit+1,
Jj=1

A continuacion ilustraremos con algunos ejemplos el algoritmo descripto.

Ejemplo 2.14. Sea f(X,Y) = Y2 — (X + 1) € C[X,Y]. Por el criterio de Eisenstien
sabemos que este polinomio es absolutamente irreducible. Aplicamos el algoritmo a este
polinomio y mostramos que la dimensién del espacio de soluciones del sistema lineal es 1.
Notemos que degy f = deg f = 2, entonces 0 =4y f(0,Y) = Y2 — 1 € C[Y]. Aplicamos
el levantamiento de Hensel a partir de la factorizacién de f(0,Y) obteniendo:

aro =1 ago = —1
—1+1x —_1-1x
a1 =145 Qg1 = 3
g =1+3X —3X2+ EX3  apo=-1-3X+1X>— X3

Los factores analiticos a precisién o son:

=Y -1-3X+3iX?2-LX3 | f=Y+14+3X-1X>+ X3
Luego
~ 0f; 1 1 1 ~ 0fy 1 1 1
fles =Y +14+X-=X?+—-X3 fh—=Y-1--X+=-X2-_-Xx3
L R ST 29y 2 T8 T 16
~ Of 11 1 3 ~ Ofy 11 1 3
fles=—C—Y+ XY - —=X?Y f——=——+Y-XY+ XY
9x T 272" g 16 2ox ~ 2t Tt g

El proceso de recombinacion da lugar al siguiente sistema lineal:

(

1
—%fl + gfgz 0

%61 — %62— 0
Zfl - %62: O

\ 16
El espacio de soluciones de D, es

{(b1, ) | o=t} =<(1,1) >,

luego f es irreducible y se puede obtener multiplicando a precisién 2 los factores analiticos
dados anteriormente.

Ejemplo 2.15. Consideremos el polinomio f(X,Y) = Y4 — X* —2Y3 4+ 2vY X2 — Y2 —
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X2 4+2Y € Q[X,Y]. Comenzamos factorizando el polinomio f(0,Y’), obtenemos entonces
fOY)=YXY -1)(Y +1)(Y —2).

Hacemos levantamiento de Hensel para encontrar los factores analiticos a precisién o = 2d
fi=Y -2+1X2+1X"+ LXO
fo=Y—-1-1X241X1- LX6
f=Y — 3X%— 1x1— LX6

fi=Y+1+21X2—1X*+ X

Calculando, con ayuda del Maple, los (?1%, . ,?4%) a precision o = 8, se tiene
o _ 2, v3 1yv2  5y4_ 3 y6ly2y2 _ ly2yv4 _ 1vy2y6
f&}— “YX+Y? -V + X+ 3X°+ 5 X053V X7 — gV X" — YV X0 —

£l = y3 oy 4 X2 4 lxt - LXO y2 4 lx2y? o lx2yt gy Lxby2
$ X0y 4+ 7y x*

falfi= 2 YX24 V3 -y 4 3X2-3xt - 3x6 _9oy?qly2x?y ly2xty
LY2X6
16

fu o = 2X2Y 4y 42y - X2 - IX4 4 LX0 - 3y2 - ly2x? 4 ly2x4 - Ly2x64
1Y X6 — 1y x4,

Por otro lado, encontramos los (f1 g}, .. f4 8f4> a precision o — 1 =17

oft _ 1y3_, 7y5 _ 3 3 _T7yvyb 3, 1yv3y3, 3ybys3 1y2vy3
o = LX34IX% -3y X3 Ty XS4+ XV3 4+ 1X3Y3 + 3X5Y3 — v X - Ly2Xx3-

3 y5y2
X0y
0% = —X3-VX?+ iy XS - XY3 41XV - 3y3X5 4 oXxY — VX3 4 Y2X +
3y2y5
3y2x
f3df = 2x —3x% - IXS 43y XP 4 Iy XS - Y3X - ly3X® - 2v3XS Ly X+

TY2X3 4+ 3Y2X5 422X

fidfs = X3 lyxS 4y X3 4y3x - 1v3X3 4 3Y3XP 42y X — 3V2X5 - 3V2X+
V2X3,

Finalmente, resolvemos el sistema lineal cuya solucién nos proporcionard la cantidad de
factores de f en Q[X,Y] y nos permitird recombinar los cuatro factores analiticos para
obtener dichos factores racionales. El sitema original tiene 12 ecuaciones y 4 incognitas.
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Este resulta equivalente al sistema
by —ly—l3+40,= 0
bi+4ls—0l3—4y4= O
Por lo tanto, una base escalonada reducida del espacio de soluciones es
{(1,0,1,0),(0,1,0,1)},

de donde hallamos que f tiene dos factores irreducibles en Q[X, Y]. Del vector (1,0,1,0)
deducimos que uno de los factores racionales se obtiene multiplicando los factores analiticos
f1 y f3; es decir

f1 :fl-f2:Y2—2Y+X2.

Y por otro lado, del vector (0,1,0,1) sabemos que el segundo factor racional se obtiene
multiplicando los analiticos fy y fy:

fo=fy-f4=Y2—-X2_1.

En particular, como el vector (1,0,1,0) € II(L,) podemos encontrar las expresiones para
g y h de forma tal que ((1,0,1,0),g,h) € L,. En efecto, dado que
~ 0fy  ~ Ofy

9+f187+f387€ (X,Y)7,

S Of - Of o
hot s + g € (V)7 + (X770,

obtenemos que
g(X,Y)=2-2Y X2 +2Y3 - 2Y 4 2X2 - 2Y?
h(X,Y)=—-2X —2X3 4+ 2XY?2,

ademds g y h verifican la ecuacién (2.2). Andlogamente podemos encontrar ¢’ y h' tales
que ((0,1,0,1),¢', 1) € L,.En este caso se tiene

-~ Ofy = Of
g+t g € (XY),

S Ofy - Of
W+ fga—)? + f4a—; € (X,Y)? + (X1,

luego
J(X,Y)=2Y3 —4Y? 4 2V X?

R(X,Y) = —2X34+4XY —2XY?

verificdindose que ¢’ y h' son soluciones de la ecuacién (2.2). Como g, h, ¢’ y b’ satisfacen
las condiciones de grado que enuncia el teorema de Ruppert, establecemos de otra forma
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que f no es irreducible.

2.2. Generalizacién a polinomios multivariados

Estudiaremos a continuacion la generalizacién para polinomios bivariados desarro-
llada por G.Lecerf en [Lec07]. Sea K un cuerpo verificando la hipétesis (C) y sea f €
K[Z1,...,Z,,Y] de grado total d. Supongamos que f cumple la hipétesis (S'):

(i) degy(f)=deg(f)=d

Hipétesis (S') 5
(i) ResY(f(o,...,o,Y),aT{(o,...,o,Y));Ao.
Nuestro objetivo es encontrar los factores irreducibles fi,..., f, en K[Z1,...,Z,,Y].

Sean fi,...,fs € K[[Z1,..., Z,]][Y], los factores analiticos de f. Por la hipétesis (S’) tanto
f como sus factores analiticos y racionales son ménicos en Y. Como en la seccién anterior,
acada i € {1,...,7} le asociamos el vector u; € {0,1}* definido por

S

fi=1[#", (2.14)

J=1

y el conjunto de vectores {u1, ..., iy} que resultan linealmente independientes.
La idea sera reducir este problema a dos variables para aplicar el algoritmo descripto
en la seccién anterior.

2.2.1. Reduccién a dos variables

Consideramos un conjunto auxiliar de variables ay, ..., a, y el polinomio
9(X,Y) = f(a X,...,a, X,Y) € K, [X,Y]

donde K, :=K(aq,...,an,).

Observacion 2.16. Dado que f es moénico en Y y deg f = degy = d deducimos que g es
moénico en Y visto en Klay, ..., an, X][Y] y ademds se verifica deg g = degy g = d.
La hip6tesis (S’) implica de forma directa que g verifica:

(i) degy(g) = deg(g) =d
Hipétesis (Sa)

dg

Se verifica que los factores irreducibles de g en K,[X,Y] estdn en correspondencia

(ii) Resy(g(0,Y)

biunivoca con los de f; o sea, los factores irreducibles de g se expresan como g;(X,Y) =
filaX,...;a,X,Y) paraic {1,...,7}.

Consideramos los factores analiticos en K,[X,Y] de ¢: g1, ..., g, que se relacionan con
los f; de la siguiente manera: g;(X,Y) = fi(a1 X,...,a,X,Y) para i € {1,...,s}. Luego
vale que g; € K[ay, ..., a,][[X]][Y]. Como consecuencia de (2.14) se satisface:
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Observacion 2.17. Definimos los siguientes polinomios:
=1t &=]]e
J# J#
parai € {1,...,s}.

Estamos entonces en condiciones de aplicar el algoritmo dado en la seccién anterior a
g, obteniendo el siguiente sistema lineal sobre K, con s incognitas f1, ..., {s:

Zecoef 08; LYk =0, k<d-1, d<j+k<o—1

ZﬁcoefglalX]Yk)—O k<d—1, j<o-2 d<j+k<o—1.
(2.15)

Observacion 2.18. Por el Teorema 2.10 y el Lema 2.13, si ¢ > 2d y se verifican las
hipétesis (S’) y (C), entonces encontrando una base escalonada reducida del espacio de
soluciones del sistema D, , podremos recombinar los factores analiticos de f para obtener
asi su factorizacién racional. Notemos que en este caso tenemos que resolver un sistema
de ecuaciones lineales sobre K,. En lo que sigue vamos a mostrar que se puede eliminar la
sustitucion Z; por a; X y obtener asi una generalizacién més directa del algoritmo en dos
variables. Con este objetivo vamos a probar primero un lema que permite resolver D, »
sobre K en vez de hacerlo sobre K,.

Lema 2.19. Sean E un subcuerpo de K, 0 > 2d y el subespacio de E®
Sa0 ={(l1,...,4s) €E® | (l1,...,4s) es solucion de Dgq}.

Se tiene que {p1,. .., 1y} es base escalonada reducida de S .

Demostracion. Dado que parai € {1,...,7} u; € {0,1}* entonces se verifica que p; € Sg o
para cada i € {1,...,r}. Sea (¢1,...,4;) € E* solucién de D, ,. Por la Observacién 2.18
existen y1,...,7 € K, tal que

(s ooy ls) = y11 + -+ Yrhtr. (2.16)
Luego por (2.16) y por ser p1, ..., i, una base escalonada reducida tenemos que para cada
7 existe ¢; tal que v; = /;, luego v1,...,v, € E. O

Observacién 2.20. Damos ahora la generalizacién mas directa del algoritmo descripto
en la seccién anterior, para ello consideramos el siguiente operador:

9
— 72 A
O=Zigz +t gy
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y el sistema lineal:

ZJl...Z£nyk):o, k<d-1, d<j+k<o-1

Z 4; coef

S
> ticoef (f0F;, Z{* - ZIYF) =0, k<d—1, j<o-1, d<j+k<o—1,

\ =1
con j = j1+ -+ jn.

Proposicién 2.21. Con las hipdtesis (S') y (C) y o > 2d, la base escalonada reducida
de Dy es {1, .., iy}

Demostracion. Si vemos que las soluciones de D, coinciden con las de D, sobre K¢,

entonces por el Lema 2.19 resulta que {u1,...,u,} es base del espacio de soluciones de
D,. Como g; g%} =1 g; (a1 X,...,anX,Y), deducimos que coef(gl gf},Xij) coincide con
la componente homogénea de grado j del coeficiente de Y* en fl g{,(al, ...y ap, YY) mirado
en K[[a1,...,a,]][Y]. Sean j y k fijos, tomamos la siguiente ecuacién de D, ,:
- 0g; k
ZE coef gZa ,X7YR) = 0. (2.17)

Notemos que por lo observado anteriormente, (2.17) se puede escribir como

of; 4
| Z all - aJ"Z€coef iy 2 ZinyRy =,
Ji++in=j

de esto deducimos que (41, ..., /s) € K* es solucién de la ecuacién (2.17) si y solo si verifica

Z l; coef

con ji + ...+ jn = j, luego el primer conjunto de ecuaciones de D,, y D, tienen el

las ecuaciones

- ZYh) =0,

mismo conjunto de soluciones sobre K. Por otro lado observemos

XaX = XaiX (fz(alX,...,anX,Y))

of;
= le aJaZ (a1 X,...,a,X,Y)
J

= (6f))(a1X,...,a, X,Y),

de lo que deducimos coef(g; Oe; , XIY*) =coef(g; X6gz , X7T1Y*) que es igual a la com-

Biax D
ponente homogénea de grado j + 1 del coeficiente de Y* en (fi@fi)(al, ..., G, Y) visto en
K[a1,...,an]][Y]. Andlogamente se prueba que el segundo conjunto de ecuaciones de D,
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y D, tienen el mismo conjunto de soluciones sobre K?. O

Enunciamos ahora el algoritmo de factorizacién.
ALGORITMO DE FACTORIZACION:

Input: f de grado total d que satisface las hipétesis (S') y (C).
Output: fi,..., f; los factores irreducibles racionales de f .

1. A partir del polinomio univariado f(0,...,0,Y) calcular los factores irreducibles
f1(0,...,0,Y),...,fs(0,...,0,Y) € K[Y].

2. Utilizando el levantamiento de Hensel (ver [| )Jobtener fy, ..., fs a precisién (Z1, ..., Z,)°
con o = 2d.

3. Recombinacion:

a) Paracadai e {1,...,s} calcular f; como el cociente de f por f; en K[[Z1,...,Zy]][Y]
a precision (Z1,...,2Zy,)°.

b) Calcular (?1%, o fs gii) con precision (Z1, ..., Z,)°.

¢) Calcular (?1%, . ,/1‘\33;?) con precisiéon (Z1, ..., Z,)°.

d) Calcular la base escalonada reducida de D, .

e) Sir =1 entonces obtenemos f. Si no para cada i € {1,...,r} calcular f; como
S

fi = H f;”j a precision (71, .. ., Zn)degfiH.
i=1

2.3. Teorema de Bertini

FEn esta seccion estudiaremos la version del teorema de Bertini que se obtiene a partir
del algoritmo desarrollado anteriormente. Para ello seguiremos el trabajo de G.Lecerf
[Lec07].

Definicién 2.22. Sean f € K[Z1,...,Z,,Y] de grado total d y (aq,...,a,) € K" Deci-
mos que (aq,...,q,) es un punto de Bertini para f si para todo factor irreducible
fi de f el polinomio fi(a1X,...,a,X,Y) es irreducible. En otras palabras, si existe
una correspondencia biunivoca entre los factores irreducibles de f y los de A(X,Y) :=
flan X, ..., 0, X,Y) € K[X,Y]. Denotamos por By (f) al complemento del conjunto de
puntos de Bertini.

Observacién 2.23. En general, el punto (aq,...,a,) es elegido con coordenadas en un
subconjunto finito S C K.

Ejemplo 2.24. Seann>2 , K=Cy f(Z1,...,Z,,Y) =Y+ Zf_lY — Zg_l —1.Enel

capitulo 1, Ejemplo 1.21 probamos que este polinomio es absolutamente irreducible.
Consideramos & = {z € C | z es raiz de Y44~ — 1}, Dado (aq,...,0a,) € S”

queremos determinar si es o no un punto de Bertini para f. Consideramos entonces el
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polinomio A(X,Y) = f(1X,...,0,X,Y). Para cada (aq,...,a,) € 8™ el polinomio
g(Y) = Y—(g—f)d_l divide a h(X,Y) = Y94+ 1 X1y — o471 X491 _1. En consecuencia,
cada punto de 8™ no es un punto de Bertini para f. La proporcién de puntos que no son
de Bertini para f en S™ es:

Br(f)NS"| _d(d—1)

— = =1
S| S|

Observacion 2.25. Continuando con el ejemplo 2.24, afirmamos que no existe un poli-
nomio no nulo A € Kiay, ..., a,] de grado menor o igual a d(d — 1) — 1 que se anule en el
conjunto By (f). En efecto, supongamos que existe un polinomio con dichas caracteristicas.
Por el Lema de Zippel-Schwartz sabemos que A tiene a lo sumo deg A|S\"_1 ceros en S™.
Por lo tanto se verifica la siguiente desigualdad:

H(z1,...,2n) €S™ | A(z1,...,25) =0} < deg A < did—1)—-1

n > S <1
S| 5| d(d—1)

Por otro lado, como A se anula en By, (f) y 8™ C By(f) entonces obtenemos

H(x1,...,2n) €S™ | Alxy,...,2,) =0}
S B

L,

llegando de esta forma a un absurdo.

Teorema 2.26. Sea f € K[Z1,...,Z,,Y] de grado total d verificando las hipdtesis (S') y
(C). Eziste un polinomio no nulo A € Klay, ..., a,] de grado menor o igual a (2d—1)(d—1)
que se anula en By(f).

Demostracion. Observemos que podemos suponer que f es irreducible. En efecto, si f =
fi+++ fm, donde cada f; es irreducible de grado positivo d; (1 < i < m), aplicamos el
teorema a cada f; y hallamos A; € A € Klay, ..., ay] de grado a lo sumo (d; — 1)(2d; — 1)
para 1 < ¢ < m. El polinomio buscado serd A = [["; A;. Como la aplicacién ¢ : d —
(d —1)(2d — 1) verifica que 6(dy) + 6(da) < §(dy + d2) entonces deducimos que deg(A) <
(d—1)(2d — 1). Por lo tanto trabajaremos con p irreducible.

Sean 0 = 2d, (ai,...,ap) € K"y h(X,Y) == f(a1 X,...,0,X,Y) € K[X,Y]. Consi-
deramos el siguiente sistema:

> ~Oh; .
Z&coef(hiay,Xij):O, k<d—1, d<j+k<o-—1

=1

S
~ oh; . .
Zficoef(hiaX,Xij):(), k<d-1, j<o-2, d<j+k<o-1,
i=1

donde hy(X,Y),...,hs(X,Y) representan los factores ménicos irreducibles de h(X,Y) en
el anillo de series formales K[[X]][Y] y h; = [I;zihj parai € {1,...,s}. Por el Teorema
2.10 y el Lema 2.13, la dimensién del espacio de soluciones de D, , es igual a la cantidad
de factores irreducibles de h. Sea D, 4, el sistema definido como en (2.15). Luego, su rango
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es s—1 ya que f es irreducible. De esto se deduce que existe un menor A € Klaq,...,a,| de
rango s — 1 de la matriz D, ,. Notemos que D, , coincide con la especializacién de D, , en
a1 = aq,...,a, = ay. Por lo tanto si elegimos (ayq, . . ., ;) de forma tal que A(aq, ..., a,) #
0 la matriz D, tiene rango s — 1 y por lo tanto h es irreducible. Concluimos que si
(a1,...,an) € Bp(f) entonces (a1, ...,ay,) es raiz de A. Probemos ahora que A satisface
la condicién sobre el grado. Por la demostracién de la Proposicién 2.21 para cada j €

{0,...,0 — 1}, coef@ig%}',Xij) es un polinomio de grado a lo sumo j y para cada

j€40,...,0—2}, coef(g; gii , X7Y*) es un polinomio de grado a lo sumo j + 1; deducimos
entonces que degA < (s —1)(2d —1) < (d—1)(2d —1). O

Observacion 2.27. Del Teorema 2.26 y del Ejemplo 2.24 se deduce la siguiente cota:

méx{min{deg(A) | A(Bn(f)) = 0}} = d(d 1),

donde el méximo se toma sobre f € K[Z1,...,Z,,Y] que cumplen las hipétesis (C) y (S')
y el minimo se toma sobre A € K|ay, ..., a,] no nulos.

Corolario 2.28. Sea f € K[Z1,...,Z,,Y] verificando las hipdtesis (C) y (S'). Para todo
subconjunto no vacio y finito S C K se tiene

Br(f)n 8" _ (d—-1)(2d - 1)
s T S| '

Demostracion. Por el Teorema 2.26 existe un polinomio A de grado a lo sumo (d—1)(2d—1)
que se anula en By (f). Se verifica entonces

Bu(f) NS _ (1. 20) €S | Ay, @) = 0}
s T |sI

Por otro lado por Zippel-Schwartz aplicado al polinomio A se deduce

H{(x1,...,2n) €S™ | A(z1,...,2,) =0} < (d—1)(2d—1)
|S[" - S| ’
concluyendo que
Br(f)n 8" _ (d—-1)(2d —1)
I S|

O]

Observacién 2.29. Informalmente hablando, por el Corolario anterior deducimos que
es necesario y suficiente tomar S con |S| > d? para tener alta probabilidad de éxito en
encontrar un punto de Bertini al elegir aleatoriamente en el conjunto S™.

Observacion 2.30. Nuevamente por el Ejemplo 2.24 y el Corolario 2.28 deducimos que

. (IBh(f) ns"|

mMax SJrT

| S C Ky f satisfaciendo las hipédtesis (C) y (S’)) >d(d—1),

donde el maximo se toma sobre los subconjuntos finitos S C K.
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Dado un polinomio p € K[vy, ..., v,] de grado total d > 1 y elementos a, 3 , v € K37,
definimos el siguiente polinomio de K[X, Y]:

Papy ‘= p(OélX + /Y + Viy-ory X + 6Y +’Yn)

Definiciéon 2.31. Con las notaciones y definiciones dadas anteriormente, decimos que
(o, 3,7) € K3 es un punto de Bertini para p si existe una correspondencia biunivoca
entre los factores irreducibles de p y los de pogy. Notamos como B(p) al complemento del
conjunto de puntos de Bertini para p en K3".

Observacién 2.32. Dado un subconjunto finito S C K, notemos con B(p,S) a la propor-
cién de puntos que no son de Bertini para p en S3"; es decir,
B(p) N &
‘8|3n
Corolario 2.33. Sea p € K[vy,...,v,] de grado total d > 1. Supongamos que se cumple

B(p,S) =

la hipdtesis (C). Sea S C K un subconjunto no vacio y finito. Se verifica entonces

—-1)+1
B(p,S) < 3d(d|5|)+

Demostracion. Al igual que en el teorema 2.26, como la aplicacién ¢ : d — 3d(d — 1)+ 1
verifica que §(dy) + 6(dz2) < d(dy + da) podemos suponer que p es irreducible.

Sean wi, ..., Wy, 21, - . . , 2n, NUevas variables y sean 3 y v elementos de K". Definimos
los siguientes polinomios:

pg = p('wl —i—ﬁlY, , Wy +6ny> S K[U}h...,wrz,y]

Py =p3(21 + 71, 2+, Y) € Klzg, .., 20, Y.

En primer lugar, vamos a mostrar que podemos elegir 8y v € K" de forma tal que pg,
verifique las condiciones del Teorema 2.26; para ello tenemos que mostrar que se satisface
la hipétesis(S’) para pgy. Sea pg € K[vy, ..., vy,] la componente homogénea de mayor grado
de p. Observemos que si tomamos (3 de forma tal que py(01, .. ., Bn) # 0 entonces se verifica
que degpg = degy pg = d y ademds es ménico en Y. Entonces para 3 bajo esta condicién
consideramos Dg € Kwy, ..., wy], el discriminante de pg con respecto a Y. La hipétesis
(C) implica que %L}f no es el polinomio nulo, como pg es libre de cuadrados obtenemos
entonces que Dg es un polinomio no nulo de grado a lo sumo d(d—1). Por lo tanto podemos
elegir v = (71,...,7) € K" tal que Dg(v1,...,vn) # 0. Afirmamos que con 3y v elegidos
de esta forma pg, cumple la hipétesis (S’). En efecto, como pg(5i, ..., 5,) # 0 resulta que

pgy €s moénico en Y y ademds degpg, = degy pg, = d. Por otro lado

ReSY <p5’7(07 s 707 Y)a aapé'Y (07 st 707 Y)> ?é 07

dado que
P+(0,...,0,Y) = pg(n,.. -, m,Y)
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8]957 . apﬁ
8Y (0,,0,Y) = 67(71,-~-77nvy)

y Dg(715---,7m) # 0. Por el Teorema 2.26 existe Ag, € K[ai,...,a,]| de grado a lo sumo

(d—1)(2d—1) con la siguiente propiedad: si (a1, ..., a,) € K" verifica que Agy (a1, ..., an) #
0 entonces el polinomio h(X,Y) := pg, (a1 X,...,a,X,Y) es irreducible. Observemos que
en realidad A(X,Y) =plar X + 1Y + 71, .., an X + 5,Y + ,,). Por lo tanto
B(p) CK" x{feK" | py(F) =0} x K"
U K" x {(8,7) €K™ | pa(B) #0, Ds(y) =0}
U {(e.8,9) €K™ | pa(B) # 0, Ds(y) #0, Agyla) =0}.

Notando
A=8"x{BeS8" | pa(B) =0} xS
B=58"x{(8,7) €S8 | pa(B)#0, Ds(y) =0}
C= {(Oé,ﬁ,’)’) € S3n | pd(ﬁ) 7é 07 Dﬁ(’}/) 7é 07 Aﬁ’y(a) = 0}7
se verifica
B(p)nS* c AUBUC.
Luego,

B(p) N S*"| < |A| +|B| +[C]
Aplicando Zippel-Schwartz a pg, Dg y a Ag, obtenemos:
A| <d|sP
|B| < d(d—1)IS[>*
€l < (2d = 1)(d - 1)|S["
y por lo tanto concluimos

did—1 1
B<p7$)§3(|5|)+'

O

Corolario 2.34. Sea f € F,[X1,...,X,] absolutamente irreducible de grado positivo d y
supongamos que la caracteristica de F, es mayor o igual a d(d — 1) + 1. Notamos como
frap al siguiente polinomio:

f’YCVB(X7Y) = f(’)/l +a X +61Y,. . o X + /Bny)
Se verifica entonces
] {(7, a, B) € IFqB"\fmg no es absolutamente irreducible} | < (3d(d—1)+ 1)q3”_1.

Demostracién. Aplicamos el Corolario 2.33 con K = F, y & = F,. Por hipétesis f es
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irreducible en F,[Xi, ..., X,]. Notamos al conjunto de puntos que no son de Bertini para
f en Fqgn como B(f). Por lo tanto se tiene que (v, a, 3) € B(f) si el polinomio fyng no es
irreducible en F,[X,Y]. Por el Corolario 2.33 tenemos la estimacién

B(f) NE"| < (3d(d — 1) + 1)g>" .
Ahora observemos que
{(v,a, 8) € IFq?’"| f~ap MO es absolutamente irreducible} C B(f) N Fq?’”,

de lo que se deduce lo que queriamos probar. ]
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Capitulo 3

Estimacion sobre la cantidad de
ceros g-racionales de un polinomio
absolutamente irreducible

En este capitulo probaremos una estimacién sobre la cantidad de ceros g-racionales
de un polinomio absolutamente irreducible. Seguiremos el trabajo de [CM06] con algunas
modificaciones que provienen de utilizar la version del Teorema de Bertini desarrollada en
el capitulo anterior. Esto ultimo nos permitird obtener una mejora en las estimaciones.
Previamente proporcionaremos algunas cotas superiores para la cantidad de puntos g¢-
racionales de una variedad y resultados relacionados con el nimero promedio de ceros en
Fy-

3.1. Numero promedio de ceros en F}

Una cantidad de resultados de algebra se basan en el hecho de encontrar elementos
de un cuerpo dado que no anulen a un cierto polinomio. Cuando trabajamos con cuerpos
infinitos esto siempre es posible, pero en el caso de cuerpos finitos puede no ocurrir. Por
ejemplo si consideramos en F[X] el polinomio f(X) = X® — X, resulta f(x) = 0 para
todo x en . Esto se debe a que en cuerpo finitos un polinomio no nulo puede inducir la
funcién nula. En esta seccién revisaremos algunos resultados relacionados con la existencia

de ceros g-racionales de un polinomio.

Proposicién 3.1. [CM06, Lema 2.1] Sea V' una F;-variedad de dimension r > 0 y grado
0. Entonces se satisface la siguiente desigualdad

IVAE" < 4q"
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Demostracion. Consideramos las siguientes [f;-variedades

Vi = {zeF": X/-X;,=0}

Vo = {zeE": X1 - X, =0}

El grado de V es § y el grado de cada V; es ¢, por otra parte se verifica la siguiente
igualdad:
VAE|=VaVin---NV,l

Dado que VNViN---NV, tiene finitos puntos, resulta ser una variedad de dimensién cero
y por lo tanto su grado coincide con el cardinal de la misma. De esta forma se obtiene

[VNE| =deg(VNVin---NV,).

Finalmente de la desigualdad de Bézout y de la Proposicién 1.13 deducimos la estimacién

buscada:
‘V OIFq”‘ <degVq¢ =6-¢".

O]

Observacion 3.2. Notemos que en el caso en que r = n — 1, es decir cuando V es
una hipersuperficie definida por un polinomio f € F,[X},...,X,] de grado ¢, el resultado
anterior implica que la cantidad de ceros de f en F" es a lo sumo dq" L.

Corolario 3.3. Sea f € F,[ X1, ..., X,] un polinomio no nulo de grado d. Si q > d entonces
existe x € B tal que f(x) # 0.

1

Demostracion. Por la Proposicion 3.2 f tiene a los sumo d-¢" ™" ceros en F'. Como ¢ > d,

la cantidad de elementos de Ej' es mayor que la cantidad de ceros de f en E}'. Por lo tanto
debe existir = € F" tal que f(x) # 0. O

Observacion 3.4. Notemos que la condiciéon ¢ > d puede ser desmedida. Por ejemplo,
consideremos el polinomio f(X,Y,Z) = X?-Y3.Z2 4+ 1en f € B[X,Y, Z]. En este caso
g =57y d=6 con lo cual no se verifica la condicién g > d, sin embargo existen elementos
de F? que no lo anulan (por ejemplo (1,1,1)).

Proposicién 3.5. Sea V' una F;-variedad de dimension r > 0 y grado §. Entonces se
satisface la siguiente desigualdad

V()" <d(g—1)".

Demostracion. La demostracion es andloga a la de la Proposicion 3.2, considerando las

variedades
Vi={zeR" : X' ~1=0},

parai € {1,...,7}. O
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Podemos obtener un resultado similar al de la Observacion 3.2 pero considerando los
ceros de f en (IF)", es decir con coordenadas no nulas.

Observacién 3.6. Sea f € F;[X1,...,X,] un polinomio no nulo de grado d. Entonces se
satisface la siguiente estimacién

[{z € (E)" : flz) =0} <d-(¢—1)""

Proposicién 3.7. Sean f,g € F[X1,...,X,] polinomios no nulos y coprimos, de grados
dy y do respectivamente. Entonces se verifica la siguiente cota superior:

[{z € B : fz) = g(x) = 0} | < didag" 2.

Demostracién. Definimos la variedad V = {z € E" : f(z) =g(x) = 0}. De la desigualdad
de Bézout obtenemos que degV < dydy. Notamos N = |V N Fq”]. Podemos suponer que
N > 0y que di y do son positivos. Dado que f y g son coprimos la dimension de V es
menor o igual a n — 2. Luego se verifica la siguiente igualdad

{z el : fz)=g(x) =0} =VNViNn---NV,,

donde V7, ...,V, denotan las variedades de la Observacion 3.2. Cada Vj; tiene grado igual
agyelgradode VNViNn-.-NV, esigual a la cantidad de puntos de la misma pues es
una variedad de dimension cero. Finalmente de la Proposicién 1.13 se deduce

N < degVq®™V < didyq" 2.
O

A continuacién damos una cota para la cantidad de ceros con alguna coordenada nula o
con algin par de coordenadas iguales. Este resultado sera utilizado en el capitulo siguiente
para obtener la estimacién del teorema principal.

Proposicién 3.8. Sea f € Fy[X1,..., X,] un polinomio irreducible de grado d y sea N(f)
la cantidad de ceros de f en E' con alguna coordenada nula o algin par de coordenadas
iguales. Se verifica la siguiente cota superior:

(n+1)

N(f) < =5 dg"?

Demostracion. Sea Hy la Fy-hipersuperficie que define el polinomio [T;_; X; [, ;(Xi—X})

y Ha la [F-hipersuperficie que define f. Sus grados son @ y d respectivamente. Luego,
por la desigualdad de Bézout obtenemos
1
deg(Hy N Hy) < ”(”;)d.
Notemos que podemos asumir que f no es asociado con X; parai € {1,...,n}, nia X;—X;

para ¢ # j, ya que si no el resultado se verifica trivialmente. Luego la dimensién de la
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variedad H1 N Hy es n—2 pues f y el polinomio que define a H; son coprimos. Nos interesa
dar una cota superior para |(Hy N H) NF!|. Aplicando entonces [HS82] deducimos que

n(n+ 1)

|(H 1 H) NEY| < dg"?,

lo que concluye la demostracién. ]

Proposicién 3.9 (Nimero promedio de ceros de un polinomio). Sea d un entero positivo y
sea Qg el conjunto de los polinomios en ;[ X1, ..., X,] de grado a lo sumo d. Consideramos
f € Qq y notamos como N(f) el mimero de ceros de f en K. Se verifica entonces la
stguiente identidad:

1 _
= > N =d""
Qal 5
d
Demostracion. Fijemos a = (a1,...,a,) € F;" y contemos la cantidad de polinomios en {24

para los cuales a es raiz. Dado un polinomio g € €} este se puede escribir como

g(X)=" D bya X X

(i1,...,in)6wd

donde wy es el conjunto de las n-uplas de enteros no negativos (i1, ...,i,) cumpliendo
i1+ -+ 1, <d. Siaesraiz de g entonces a verifica la identidad

i1 in __
E : bi1,~~~7ina1 ey, = 07

(i1:~~~7in)€wd

que resulta una ecuacién con |wg| incégnitas b;, .. ;,. Se deduce entonces que existen q""d‘*1
polinomios distintos, para los cuales a es raiz. Luego, podemos escribir

D ND = 3 !

FeQq fEQy weEn
f(z)=0

- Yy

xGEI” f€Qy
fx)=0

— Z q\wd\—l

z€RP
_ n |lwqg|—1
= ¢"qi,

como |Qy| = ¢! obtenemos

SN = ¢ |9l

feQq

lo que concluye la demostracién. O

Observacién 3.10. De manera similar se puede probar que el niimero promedio de ceros
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con coordenadas no nulas de un polinomio f de grado d es

md\ 2 N ="

Fey q

donde N*(f) denota los ceros de f en (F;)".

Observacién 3.11. Dado un polinomio f € F,[X}, ..., X,], puede ocurrir que la cantidad
de ceros del mismo difiera bastante del niimero promedio. Por ejemplo si consideramos
el polinomio f(X,Y) = X%+ Y* -2 € K[X,Y] el ntimero promedio de ceros es ¢ = 5,
mientras que la cantidad de ceros de f es 16.

Sabemos que la cantidad promedio de ceros de un polinomio de Fy[ X7, ..., X,,] de grado
a lo sumo d es ¢"!. A continuacién presentaremos un resultado que permite obtener una
expresion de la desviacion de este promedio.

Proposicion 3.12. Considerando las notaciones del Teorema 3.9 se tiene la siguiente
tqualdad:

1
- N n-1\2 _ n-1__ n-2
IQd!Z((f) ") =q q
f€EQa
Demostracion. Fijamos b= (by,...,bn) € Fy y ¢ = (c1,...,cn) € Fy. Se tiene
DNWT = X ()
F€Qq F€EQq ceRp

f(e)=0

=2 2 2!

fE€Qq bEE® cEEP
F(6)=0 f(c)=0

-y ¥ oo

beeEr  feQy
F(b)=F(c)=0

Si b = ¢ vimos en la demostracién del Teorema 3.9 que el valor de la suma interna es
¢!“dl=1. Por otra parte, si b # ¢ entonces de la condicién f(b) = f(c) = 0 se obtiene un
sistema de dos ecuaciones lineales de rango 2 cuyas incégnitas son los coeficientes de f.
Por lo tanto, tenemos ¢/“¢=2 soluciones. De esto se deduce

SONU?E = D e+ D (ulg?

feQy cERr beeEr
b#c

= ¢"|Qdlq "+ ¢"(¢" — 1)|Qulq?

= @2+ ¢ =g ).
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De esta tltima igualdad y el Teorema 3.9 obtenemos

SN - = Y NG -2 Y N+ Y

feQq feQq feQq Feq
= [Qal(@® 7+ ¢ = ¢"%) = 2¢" Ml + 2 Q]

— ’Qd‘(qnfl _ qn72)7
lo que concluye la demostracién. O

Este teorema establece que el valor promedio de (N (f) —¢"!)? es del orden O(¢"~1).
Es de esperar entonces que a menudo se verifique N(f) —¢" ! = O(q%). En particular,
esto se alcanza para el caso de curvas absolutamente irreducibles como muestra el teorema
de Weil (Teorema 3.13).

Las estimaciones sobre la cantidad de ceros g-racionales de un polinomio absolutamente
irreducible se apoyan en un resultado fundamental de A.Weil para curvas sobre cuerpos

finitos. Weil obtuvo la siguiente estimacion
Teorema 3.13. [Wei48] Sea f(X,Y) un polinomio de F,[X,Y] absolutamente irreducible
de grado d > 0. Sea N el numero de ceros de f en IF'qQ. Entonces se verifica que

IN —¢q| <wl(q,d), (3.1)

donde w(q,d) = (d —1)(d — 2)q% +d+1.

En particular, para polinomios absolutamente irreducibles de F,[X, Y], este resultado
nos da una cota para el error que se comete al estimar la cantidad de ceros g-racionales
con el nimero promedio de ceros. Existen polinomios para los cuales se verifica la igualdad
en (3.1), ejemplos de ello se pueden ver en [Gar95].

3.2. Estimacion sobre los ceros ¢-racionales de f
Definicién 3.14. Sea V' una Fj-variedad y = € V N Fy. Llamaremos a z un punto ¢-
racional de V.

Observacién 3.15. Es facil exhibir [f;-variedades que no poseen puntos g-racionales. Por
ejemplo, consideramos la Fs-hipersuperficie definida por el polinomio f(X,Y) = X? —
2(XY +1)2. Notemos que f admite la factorizacién f(X,Y) = (X —v2(XY +1))- (X +
V2(XY +1)) en F(v/2)[X,Y]. Luego si (z,y) € F2 es un cero de f, tenemos que z = 0,
lo que implica que \/i(x -y + 1) # 0. Por lo tanto la hipersuperficie no tiene puntos en F;.

Sea L una [F-variedad lineal de dimensién 2. Entonces esta puede ser parametrizada
de la siguiente manera:

Xi=m+auX+5Y

Xp = Tn + o, X +ﬁnY
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con a = (a1,...,01), B = (B1,.-,01) y v = (7,...,7) elementos de Fy y a y 3
linealmente independientes.

Notaremos como M al conjunto de las [-variedades lineales de dimensién 2. Dados
fel[X1,...,X,] y L € My, definimos el polinomio f;, € F,[X,Y] como

LX) = f(m+aX +5Y,. .., +anX + 6,Y).

Observacién 3.16. Notemos que para cada variedad L el polinomio f7, estd bien definido
salvo un cambio de coordenadas lineales sobre ;. Por lo tanto tiene sentido referirse al
grado de f1, y a la absoluta irreducibilidad del mismo ([Sch76]).

Para deducir nuestra estimacion recurriremos al teorema de A.Weil para polinomios
bivariados absolutamente irreducibles sobre cuerpos finitos. Es por esto que debemos dis-
tinguir los casos en los que fr sea absolutamente irreducible o no. Si fr, no es absoluta-
mente irreducible podria ocurrir que f;, sea el polinomio nulo, un ejemplo sencillo de esto
se obtiene considerando f(X7, X2, X3) = X1 + Xy — X3 en K[X;, X9, X3] v la variedad
L parametrizada por: (X1, X9, X3) =v+a-X+3-Y con a = (1,0,1), 8 = (4,2,1),
v =(3,2,0).

De acuerdo con la version del Teorema de Bertini que utilizaremos, debemos considerar
la condicién sobre la caracteristica: p > d(d — 1) + 1. Luego si fr, no es el polinomio
nulo, como ¢ > d, fr no induce la funcién nula. En otras palabras, no tiene ¢ ceros.
Distinguiremos entonces los siguientes situaciones:

(i) fo(X,Y) es absolutamente irreducible.
(ii) fo(X,Y) no es absolutamente irreducible y no es el polinomio nulo.

(iii) fr(X,Y) es el polinomio nulo.
Luego estan bien definidos los siguientes nimeros:
1. A= |Ms|
2. B=|{L € My | fr no es absolutamente irreducible y no es el polinomio nulo} |
3. C=|{L € My | fr eselpolinomio nulo} |.

A continuacién veremos una serie de lemas que nos permitiran probar el resultado principal
; . 1 . . . B _C
del capitulo. En dichos lemas exhibiremos cotas superiores para las proporciones: 7 y 7.

Comenzamos calculando el valor de A.

Lema 3.17. Se verifica
4o @ —1)(¢" —q)
(> —q)(¢> — 1)

Demostracion. Dado que los vectores a« = (aq,...,ap) y 8 = (B1,...,0,) deben ser

linealmente independientes, la cantidad de parametrizaciones para elementos de Ms es

q"(¢" = 1)(¢" — )
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Por otro lado diferentes parametrizaciones pueden definir una misma variedad L. Un
[F,-subespacio de dimensién 2 posee q? vectores, luego tenemos ¢ —1 posibilidades de elegir
un vector no nulo del mismo. Dado un vector fijo del subespacio, este tiene g multiplos;
por lo tanto un F,-subespacio de dimensién 2 admite (¢* — 1)(¢> — ¢) parametrizaciones
distintas. Cocluimos entonces que dada una variedad en My esta posee

(=1 —q)

parametrizaciones distintas, lo que implica que

q"(¢" —1)(¢" —q)
A —a)(?—1)

A:

O]

Lema 3.18. Sea f € F[Xi,...,X,] un polinomio absolutamente irreducible de grado
d>0yp>d(d—1)+1. Se satisface la siguiente estimacion:

B _ 6d* — 6d + 2
A~ q ’
Demostracion. El conjunto de los (v, a, ) € E;’" que parametrizan una [-variedad lineal

de dimensién 2 sobre la cual fr no es absolutamente irreducible estd contenido en el
siguiente conjunto:

{(v,a,) € Fan | f(mt+ar X+61Y, ..., mt+an X+6,Y) no es absolutamente irreducible}.
Luego por el Corolario 2.34 deducimos que
{(y, e, 8) € IF';’" | /L no es absolutamente irreducible}| < (3d(d — 1) + gL

Notemos que cada If;-variedad lineal de dimensién 2 admite *(¢*—q)(¢*>—1) parametriza-
ciones distintas, por lo tanto se tiene la siguiente cota superior para B:

(3d(d — 1) + 1)g3n—1

Sl P pop

Luego
(3d(d — 1) + 1)g3n !

(" —q)(qg" = 1)

Finalmente utilizando la siguiente cota:

B
— <
1=

q?m
o <q"(¢" —q)(¢" - 1)

concluimos
6d? — 6d + 2

B
— <
AT q
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A continuacién damos una definicion que serd de utilidad en los préximos resultados.

Definicién 3.19. Sean K un cuerpo arbitrario, f,g € K[X7,...,X,]. Decimos que f es
equivalente a g si existe una matriz C' € K™*" inversible y un vector v € K" tal que

(X1, X)) = g((X1, ..., X)) - C + ).

Lema 3.20. Sea f € F[X},...,X,] un polinomio irreducible de grado d > 0. Supongamos

que f no es equivalente a un polinomio g € F;[X1,...,X,_2]. Se verifica entonces la
stguiente acotacion:

C 2

=<

A~ ¢
Demostracién. Consideramos el subespacio X1 = ... = X,,_o = 0 de M,. Existen ¢" 2
variedades lineales de dimensién 2 paralelas a él. Sea L : X; =1¢1,...,Xu_92 = ¢p_2 una

de ellas, verificando ademés que fr, es el polinomio nulo. Escribimos a f de la siguiente
manera:

FX LX) =D (X, X)X X,
ijel
con I C N% un subconjunto finito. Afirmamos que los polinomios f;; no pueden tener un
factor en comun. En efecto si existiera g € I;[X1,..., X,,_2] factor en comin entonces g
divide a f, luego como f es irreducible se verifica que f = c¢- g con ¢ € FJ, pero esto es
absurdo pues f no es equivalente a un polinomio en n — 2 variables. Por otra parte como
f se anula sobre L entonces se debe cumplir que fij(ci,...,cp—2) =0 Vi, j € I. Como los
fij no tienen factores en comun, por la Proposicién 3.7 deducimos que

{ceE 2 | fiy(c)=0 Vi,j eI} <d*¢"

por lo tanto existen a lo sumo d2¢"* [F,-variedades lineales de dimensién 2 paralelas
a X; = ... = Xp_o = 0, verificando que la restriccién de f a las mismas resulta el
polinomio nulo. Notamos con My la cantidad de subespacios distintos de M>. Repitiendo
el razonamiento anterior para cada uno de ellos obtenemos

C < d2qn_4M0.
Finalmente obtenemos
g - d2qnf4M0 _ d72
A7 ¢ My ¢*

O]

Observacién 3.21. Notemos que para cada x € [, la cantidad de variedades de M5 a las
que pertenece dicho punto es

(" —a(¢" - 1)
(> —a)(¢® = 1)’

D=
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luego se verifica

A continuacién enunciamos el teorema principal del capitulo.

Teorema 3.22. Consideremos f € F;[X1,..., X,] un polinomio absolutamente irreducible
de grado d > 0. Supongamos que p > d(d — 1) + 1. Sea N(f) el nimero de ceros de f en
FqQ, se verifica entonces la siguiente estimacion

IN(F) = ¢" 7Y < (d—1)(d — 2)¢" 2 + 6d°¢" 2.

Demostracion. Es claro que vale para n = 1. Si n = 2 se deduce inmediatamente del
Teorema de Weil. Suponemos entonces que n > 3. Por otra parte podemos asumir que
f no es equivalente a un polinomio en n — 2 variables, es decir que no existe un cambio
de coordenadas F,-lineal de forma tal que f € [F,[X1,..., X, —2]. Si esto fuera asi, como el
nimero de ceros de f en F' es igual a ¢®N'(f) siendo N'(f) el ntimero de ceros de f en
Fq”_z, tendriamos

IN() =" =N (f) =" =PIN (f) ="
y podriamos deducir el resultado por induccién en n.
Notamos como N (fz) al nimero de ceros de fr, en ;. Por lo tanto se verifica que

N(f) =5 3 N,

LEMQ

1

luego como ¢" " = % - ¢, obtenemos

NG~ =1 NG~ Bl < 55 S ING) ~al

LeM> LeMos

Definimos los siguientes conjuntos:
M'={L € My | f, es absolutamente irreducible}
M? ={L € My | fL, no es absolutamente irreducible y no es el polinomio nulo}
M3 ={L € My | f es el polinomio nulo},
entonces con estas notaciones escribimos

EY NG —d =5 [ X NG —al+ X INGD —al+ Y NG~

LeM> LeM? LeM? LeM3

Del Teorema de Weil y de la Proposicién 3.2 se deduce

w(q, d) si fr, es absolutamente irreducible
IN(fr)—q| << dg si fr, no es absolutamente irreducible y no es el polinomio nulo
7 si fr, es el polinomio nulo
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y por lo tanto se verifica

> IN(fL) —dl < w(gd)A
LeM?

> IN(fL)—dl < dgB
LeM?

Y IN(f) —d < ¢C

LeM3

Entonces

1 A B ,C
= —ql< = = — .
D 2 IN(fr) —q| < 5 (w(q,d)erqA +4q A)

Por los Lemas 3.18, 3.20 y la Observacion 3.21 se tiene:

6d% — 6d + 2
q b

| S

B C
< — <
A~ A~

<
Sl

I

L

q

con lo cual

1
5 2 INGL) —dl < ¢ (w(g,d) + 64 — 5d? + 2d)
LeMs
< ¢ ((d —1)(d — 2)q% + 6d3 — 5d2 + 2d + d + 1)
< ¢ ((d-1)(d-2)g* +64°)
= (d—1)(d~2)g"7 + 62,
concluyendo asi la demostracion. O

Observacién 3.23. En [CMO06], A.Cafure y G.Matera exhiben la siguiente estimacién:

- n—é E n—
IN(f) = ¢" Y| < (d—1)(d — 2)¢" "2 +5d 3 ¢" 2,

sin imponer condiciones sobre la caracteristica. Hemos mostrado que dicha estimacién
mejora utilizando la versién del Teorema de Bertini obtenida por Lecerf [Lec07], pero
pidiendo que la caracteristica sea p > d(d — 1) + 1.

Vamos a exhibir a continuacién una estimacién que mejora la dada en el Teorema 3.22,
aunque esta es valida bajo una cierta condiciéon de regularidad. Invocamos las notaciones
utilizadas a lo largo de todo el capitulo y comenzamos dando algunas definiciones.

Definicién 3.24. Sea L una [;-variedad lineal de dimensién 2. Supongamos que f7, no es
el polinomio nulo. Notamos como v(L) al nimero de factores absolutamente irreducibles
de fr, en F,[X, Y]. Luego se verifica que 0 < v(L) < d. Si fr, es el polinomio nulo entonces
definimos v (L) := q.
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Definicion 3.25. Con las notaciones de la definicion anterior, consideramos para cada
j€{0,1,2,...,d— 1} el conjunto

7= {L € My| (L) — 1] = j},

es decir, si j € {0,2,...,d — 1} entonces 7; es el conjunto de las F,-variedades lineales de
dimensién 2 para las cuales fr, tiene j + 1 factores absolutamente irreducibles en [, [X,Y].
Sij=1y L € m entonces fr, tiene 0 6 2 factores absolutamente irreducibles en F,[X, Y].
Por tltimo definimos 7,—; como el conjunto de las If;,-variedades lineales de dimensién 2
tales que fr, es el polinomio nulo.

Enunciamos un resultado de [Sch74] que utilizaremos para deducir la nueva estimacién.

Lema 3.26. [Sch7/4, Lema 5] Sea f € F[X,Y]| un polinomio de grado d > 0 y sea v el
nimero de factores absolutamente irreducibles de f en F,[X,Y]. Entonces el nimero N de
ceros de f en IFqQ satisface

IN —vq| < w(g,d) + d°,

donde w(q,d) := (d —1)(d — 2)q% +d+1.
Teorema 3.27. Sea f € F,[X1,...,X,] un polinomio de grado d > 0. Supongamos que la

caracteristica de I, es mayor o igual a d(d —1)+1 y que g > 16d*. Entonces se satisface
la siguiente estimacion

IN(f) ="M < (d=1)(d—2)¢" "7 + (d* + 5d + 1)¢" 2.

Demostracion. Es claro que la estimacién es valida para d = 1, supongamos entonces
d > 2. Sea L € mj con j > 0, por lo tanto fr tiene (j + 1) factores absolutamente
irreducibles en [f;[X, Y]. Por el Lema anterior se verifica

IN(fL) = (j + Dal < w(q,d) + d?,

siendo N(fr) la cantidad de ceros de fr, en IFQQ. Por lo tanto se tiene la siguiente cota
inferior

N(f1) = a > jg—wig,d) - d (3:2)
Utilizando (3.2) y la estimacién obtenida en el Teorema 3.22, deducimos
IN(fL) —al = "IN (f) — "]
jq —w(g,d) — d* — w(g,d) — 64
34

IN(fr) = N(f)g*™"]

VIV IV

donde esta ultima desigualdad se satisface si
1
574> 2¢2(d = 1)(d ~2) +2(d + 1) + & + 6" (3.3)

Para que se verifique la desigualdad (3.3), necesitamos ¢ > 16d*. Luego estamos en las
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hipétesis del Lema 6 de [Sch74] y por lo tanto se tiene

2 q—1
q n—1

lo que implica que
q—1

> jlmjl < 4dDg"3, (3.4)
j=1

Por el Lema 3.26, si j € {0,...,d — 1} y L € mj, se verifica
IN(f1) = al <w(g,d)+d* + jg. (3.5)

Finalmente combinando (3.4) y (3.5) obtenemos

N - < 5 3 ING)

LeMs
1 d—1
< SIS v -d+ ¥ NG -a
Jj=0 Lemn; Lemg_1
=
< 5 > (w(g, d) +d* + jq) + |mq-1l(a* — q)
j=0 Lem;
=
< 5 | 2_wled) +d* + ja)lm| + Imgal(a® — q)
7=0
1 d—1 q—1
< D 5] | (w( d) + d?) +QZ3‘WJ‘
7=0 Jj=1
1
< ) (A(w(q, d) + d?) + 4¢"~2dD)
< @ 2(wlg,d) + d2 + 4d)
n—2 2
< ¢ (w(g,d) +5d7)
= (d—1)(d—2)¢"2 +q"2(d® + 5d + 1),
lo que concluye la demostracién. O

Observacién 3.28. Consideremos el cuerpo primo [,, en esta tesina logramos dar una
mejor estimacién para la cantidad de ceros g-racionales de un polinomio absolutamente
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irreducible de grado d, en los casos en los que d? < p < d*.

En lo siguiente enunciaremos un resultado de existencia de ceros en F* de un polinomio
absolutamente irreducible.

Teorema 3.29. [CMO06, Teorema 5.4] Si q¢ > 2d* y f € F,[X1,...,Xn] es un polinomio
absolutamente irreducible de grado d > 0, entonces [ tiene al menos un cero en E'.

Demostracion. Sea f un polinomio absolutamente irreducible de grado d > 0. Como
q > 2d* por el Corolario 2.34 sabemos que existe (v, a,3) € Fq3” tal que el polinomio
fo(X)Y):=f(m+aX+6Y,...,7%m+a1 X+ 3,Y) es absolutamente irreducible. Luego
por la estimacién de Weil sabemos que f, tiene al menos ¢ — (d — 1)(d — 2)q”7% —d—1
ceros en ]Fq2. Para que este ntimero sea positivo necesitamos tomar ¢ > 2d*. Finalmente
entonces bajo esta condicién sobre ¢ podemos garantizar que f tiene al menos un cero en
Fr. O

Observacion 3.30. Mediante una mejor version del Teorema de Bertini desarrollada
en esta tesina pudimos mejorar la estimacion de la cantidad de ceros g-racionales de un
polinomio absolutamente irreducible, obtenida en [CMO06|, pero no se logra mejorar el
resultado de existencia.
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Capitulo 4

Aplicaciones a la Teoria de
Caodigos

En este capitulo presentaremos las definiciones y resultados basicos de la Teoria de
Cédigos de Reed-Solomon. La idea es hacerlo a modo ilustrativo para tener nocién del
contexto en el que vamos a trabajar. El problema de cédigos que trataremos es el de
determinar si una palabra recibida es o no un deep hole. Q. Cheng y E. Murray, siguiendo
el trabajo de [CMOG6], traducen este problema al de determinar si una hipersuperficie
absolutamente irreducible posee puntos g-racionales con coordenadas distintas y no nulas.
Nuestro objetivo es, basandonos en el trabajo de Q. Cheng y E. Murray [CMO07] y en las
estimaciones del capitulo anterior, presentar una caracterizacién mas precisa acerca de
cuando una palabra recibida es un deep hole.

4.1. Generalidades sobre Cdédigos

Un alfabeto A es un conjunto finito de simbolos. Una palabra es una sucesién finita
de elementos de A. Un cddigos lineal es un subespacio de F;'. Debido a esto la codificacion
v decodificacién resultan mas préacticas y eficientes. La situacion que se presenta en general
es la siguiente. Supongamos que queremos transmitir una palabra a través de un canal
de comunicacién. En primer lugar se hace una traduccién entre la palabra original: = (o
palabra fuente) y el tipo de mensaje ¢ que el canal estd capacitado para enviar (palabra
cédigo). Este proceso se llama codificacién. Una vez codificada, la palabra se envia a
través del canal y el receptor recibe la palabra codificada y posiblemente errénea, ya que
en todo el proceso de comunicacién hay ruido e interferencias. La palabra recibida ¢ es
decodificada obteniendo asi 2’. Puede verse todo el proceso resumido en el Esquema 1.

Puede ocurrir que x # 2/, en estos casos se quiere poder detectar el error y en lo
posible corregirlo. La teoria de cédigos auto-correctores se ocupa de la codificacién y
decodificacién junto con el problema de detectar y corregir errores. Un cédigo se dice que
no detecta errores si al haber un error en la transmisién la palabra recibida es otra palabra
del cédigo. Por ejemplo si consideramos C = {00,01, 10,11} y la palabra transmitida es
00, si cometemos un error en la transmisién recibimos 01, 10 que son elementos del cédigo.
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codificacion CANAL decodificacion

X —Xp ¢ » C —» X

Palabra Coddigo Cddigo Palabra

interferencia

Esquema 1. Proceso de transmisién de mensaje.

En lo que sigue formalizaremos estas ideas, y nos concentraremos en los cédigos de
Reed-Solomon. Trabajaremos con F; un cuerpo finito de caracteristica p.

Sea n < ¢, fijamos un subconjunto D = {z1,x2,...,x,} contenido en F, al que deno-
minaremos conjunto de evaluacién. Consideramos un entero positivo £ menor o igual
an, y la siguiente transformacién lineal:

o Fqk — ' alao,...,ak—1) = (f(z1), ..., f(2n)),

donde f(X) = a1 X* 1+ - +a1X + ap € F,[X]. La funcién « es la funcién de codifi-
cacién, (ag, ..., a;_1) es la palabra o mensaje a codificar y (f(x1),..., f(z,)) es la palabra
o mensaje codificado.

Observaciéon 4.1. Es sencillo probar que a es monomorfismo. Luego dos palabras dis-
tintas tienen distintas codificaciones. Por lo tanto la imagen de « es un subespacio de
dimensién £ de E}'.

Definicion 4.2. Con las notaciones anteriores, se denomina un cédigo de Reed-Solomon
de longitud n y dimensién k al subespacio imagen de «, y lo notamos como G(D, k). En

otras palabras, un cédigo de Reed-Solomon (D, k) de longitud n y dimensién k sobre F,

es:

G(D, k) ={(f(x1), f(z2),..., f(zn)) € Fj'| f(z) € F[X], deg f <k —1}.
Sus elementos se llaman cédigos o palabras cdédigo.
Notemos entonces que los cédigos de Reed-Solomon son lineales.

Definicién 4.3. Sean C un cédigo de Reed-Solomon, ¢ € C y un polinomio f € F,[X].
Decimos entonces que ¢ es generado por f si se verifica que ¢ = (f(x1),..., f(zn)).

Observacion 4.4. La matriz de « en las bases candnicas de F’; y Fy es la siguiente matriz:

1 z9 .- mgfl
(e =

Como a es monomorfismo el rango de esta matriz es k. Por otro lado observemos que para
codificar una palabra a = (ay,...,ax_1) debemos hacer el producto [a]g - a.

o7



Supongamos que hemos recibido una palabra B que no es un elemento del cédigo. Para
su decodificacién trataremos de encontrar el elemento del c6digo mas cercano a B. Es por
esto que necesitamos tener una nocién de distancia en C.

Definicion 4.5. Dados z, y € F' se define la distancia de Hamming entre z e y como
la cantidad de coordenadas en las que difieren. Es decir,

dlx,y)=|{i: zi#y, 1<i<n}|.

A continuacién definiremos la distancia minima de un cédigo. Este concepto es

importante a la hora de determinar la capacidad que tiene el cédigo para corregir errores.

Definicion 4.6. Sea C un cédigo de Reed-Solomon, definimos la distancia minima de
C como:
d(C) := min{d(w,t) | w#t, w,teC}.

Definicion 4.7. Sea u € Fy. Definimos la distancia de u al codigo como

d(u,C) := Icnelél{d(u, o)}

Observemos que dado u € F}', u es un elemento del cdédigo si y solo si d(u,C) = 0.

Proposicién 4.8. Sea Cy(D, k) un Cddigo de Reed-Solomon de longitud n y dimension k.
Se verifica que la distancia minima esn — k + 1.

Demostracion. Para simplificar la escritura notamos C = (D, k). Primero veamos que
d(C) > n — k + 1. Supongamos que w y t son dos elementos del cédigo que coinciden en
k o més coordenadas. Consideremos los polinomios w(X) y ¢(X) que generan a w y a t,
respectivamente. Por lo tanto obtenemos que el polinomio 7(X) = w(X) — ¢(X) tiene al
menos k raices, lo que es absurdo pues su grado es menor o igual a k — 1.

Por otro lado consideramos x1, ..., zr_1 elementos distintos en D y definimos el sigu-
iente polinomio en F,[X] :

wX)=X—-z1)... (X —x)-1).

Si w es la palabra que genera w(X), se verifica que la distancia entre el cédigo nulo y w
es n — k + 1. Concluimos entonces que d(C) =n —k + 1. O

Definicion 4.9. Sea C un cédigo de Reed-Solomon. Definimos el radio de recubrim-
iento de C como

= max{mind(y, c)} = maxd(y,C).
p yEEIn{cEC (y,0)} s (¥,C)

Proposicion 4.10. Sea C un Cddigo de Reed-Solomon de longitud n y dimension k.
Entonces su radio de recubrimiento es n — k.

Demostracion. Sea f € Fy[X] un polinomio de grado k y x = (f(x1),..., f(zs)) € F.
Afirmamos que la distancia de x al c6digo es mayor o igual a n — k. Supongamos que no.
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Existe entonces ¢ € C tal que d(c,z) < n — k — 1. Siendo ¢(X) el polinomio de grado a
lo sumo k — 1 que genera a ¢, tenemos que f(X) — ¢(X) tiene grado k y al menos k + 1
raices, lo que resulta absurdo. Concluimos que d(x,C) > n — k, luego p > n — k.

Veamos que para todo y € F' se verifica que d(y,C) <n —k. Siy es un elemento del
c6digo es claro pues d(y,C) = 0. Sea entonces y ¢ C. Como C es un subespacio de dimensién
k de ;" podemos encontrar un sistema de n—k ecuaciones linealmente independientes que
lo definen sobre F,. Podemos elegir k coordenadas de y, y reemplazando en dicho sistema,
encontrar un elemento del cédigo que coincida con y en por lo menos k coordenadas.
Entonces obtenemos p < n — k, lo que concluye la demostracién. O

Definicion 4.11. Sean C un c6digo de Reed-Solomon y u € Fj' tal que u no es un elemento
del cédigo. Decimos que u es un deep hole si verifica

d(u,C) = p.
El siguiente lema nos permite dar una caracterizacion de los deep holes de un cédigo.

Lema 4.12. Sean v € F' y B(z,p) = {y € F}' | d(y, ) < p}. Se verifica que x es un deep
hole si y solo si B(z,p)NC = 0.

Demostracion. Si x es un deep hole entonces d(z,C) = p, luego no puede existir ningin
elemento del c6digo en B(x, p) vy, por lo tanto, B(x,p) NC = .

Reciprocamente, si B(z, p) N C = (), entonces d(z,C) > p. Pero como p es el radio de
recubrimiento tenemos que d(z,C) = p. Es decir, z es un deep hole. ]

Definicién 4.13. Sea G (D, k) un cédigo de Reed-Solomon de longitud n y dimensién
k. Si el conjunto evaluacion D es F entonces el codigo recibe el nombre de cédigo de
Reed-Solomon Standard.

En lo que sigue, trabajaremos con cédigos de Reed-Solomon Standard.

4.1.1. Problema de decodificacion en Reed-Solomon

Sea C un cddigo de Reed-Solomon de longitud n y dimensién k y seaD = {x1,...,2x,} €l
conjunto evaluacién. Supongamos que hemos recibido una palabra u = (ug,...,u,) € F
Para decodificar nos interesa encontrar un polinomio de grado menor o igual a k — 1 que
pase por la mayor cantidad posible de los puntos:

(:vl,ul), ey (:vn,un)

Con ese objetivo construimos el polinomio interpolador de Lagrange para los puntos
(x1,u1), ..., (Tn, up) en F[X]

59



Observemos que u(X) es el tinico polinomio de grado a lo sumo n — 1 que verifica que
u(x;) = u; para 1 < i < n. Siel grado de u(X) es menor o igual a k — 1 entonces u es una
palabra del cédigo y por lo tanto no es un deep hole. Veamos que ocurre en los casos en
los que el grado de u(X) es mayor o igual a k.

Proposicién 4.14. Sea u = (u1,...,u,) € E una palabra recibida y supongamos que el
grado de u(X) es k. Entonces u es un deep hole.

Demostracion. Supongamos que u no es un deep hole entonces, por el Lema 4.12 existe
¢ = (c1,...,¢n) generado por un polinomio ¢(X) de grado menor o igual a k — 1 tal que
¢ € B(u,p). Luego d(u,c) < p—1=n—k—1o0seacy u coinciden en por lo menos k + 1
coodenadas. Esto tltimo implica que el polinomio r(z) = u(X ) —c¢(X) tiene al menos k+ 1
raices, lo cual es absurdo porque tiene grado k. Luego u es un deep hole. O

Proposicién 4.15. Sea u = (uq,...,uy) € F" una palabra recibida y supongamos que el
grado de u(X) es k+ 1. Entonces u no es un deep hole.

Demostracion. Supongamos que u es un deep hole, entonces d(u,C) = n — k. Luego existe
un elemento del cédigo ¢ tal que d(y,c) = n — k. Si notamos como ¢(X) al polinomio
que genera a ¢, obtenemos que u(X) — ¢(X) es un polinomio de grado k + 1 con k raices
distintas. Luego como el grado de u(X) —¢(X) es k+ 1 entonces u(X) — ¢(X) posee k + 1
raices distintas, pero esto contradice que d(y,c) = n — k. Concluimos que los polinomios
de grado k + 1 no generan deep holes. O

Hacemos algunos ejemplos para terminar esta seccion.

Ejemplo 4.16. Sea el cédigo C3(IF;, 1) cuya matriz en las bases canénicas es:

1
1
1

Luego, C =< (1,1,1) > y el radio de recubrimiento es p = 2. Por lo tanto, si u = (a, b, ¢)
con todas coodenadas distintas entonces u es un deep hole. En efecto, si ¢ es un elemento
del cédigo, entonces la distancia de ¢ a u es 2. Si tomamos u = (a, a,b) con a # b entonces
u no es un deep hole ya que d((a,a,b),C) = 1.

Ejemplo 4.17. Sea C5(F,3). Consideremos un polinomio de la forma f(X) = (X —
1)(X —2)(X —3)X? con d > 1 y u una palabra generada por él. El radio de recubrimiento
es p = 1. Afirmamos que d(u,C) = 1. En efecto, la distancia de u al c6digo nulo es 1.
Si la distancia de u al c6digo fuese menor a 1 entonces u € C, lo que implicaria que un
polinomio de grado menor o igual a 2 tenga 3 raices distintas. Por lo tanto d(u,C) =1 = p.
Es decir u es un deep hole.
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4.2. Reduccién a una Hipersuperficie

Motivados por la seccién anterior vamos a estudiar bajo qué condiciones una palabra
recibida, generada por un polinomio de grado mayor a k, es o no un deep hole. En particular
consideramos el caso en que la palabra recibida u es generada por un polinomio de la forma:

FX) = XFHd oy XA £ XP (X)) € (X,

donde ¢(X) es un polinomio de grado menor o igual a k — 1 y k > d. Consideramos las
variables 1, ..., 2,41 v definimos el siguiente polinomio

II = (X —331)(X—$2)-~~(X—1'k+1).

Pensamos a II como un polinomio en la variable X con coeficientes en F,[z1, ..., zp41].
Luego si hacemos la division f(X) : II(X) en Fxi,...,2541][X], el resto resulta un
polinomio cuyo grado en X es menor o igual a k. Sea Cy, . 7, , € Flz1,...,2541] el

coeficiente principal del resto. Nuestro objetivo serd estudiar si es posible o no elegir
T1,...,Tk41, elementos distintos de F" de forma tal que Cy,  r, | sea nulo. Si esto ocurre,
por el algoritmo de divisiéon tendremos:

f(X) =r(X) =1I(X) - ¢(X), (4.1)

con degr(X) menor o igual a k — 1. Luego, 7(X) genera un elemento del cédigo al que
denotaremos 7. Como el lado derecho de (4.1) se anula en k + 1 elementos distintos de [,
obtenemos que la distancia entre r y u es menor o igual an — k — 1 y por lo tanto u no
es un deep hole.

Las estimaciones sobre la cantidad de ceros g-racionales de un polinomio absolutamente
irreducible seran utilizadas para poder determinar bajo qué condiciones podemos encontrar
x1,...,2p41 de forma tal que el coeficiente principal del resto Cy, . r, | sea nulo. Es por
esto que debemos probar que Cy,, . r, , es absolutamente irreducible.

4.2.1. Absoluta Irreducibilidad de CYy, .,

Observemos que II(X) se puede escribir en términos de los polinomios simétricos de
la siguiente manera:

(X) = X" 4 I XY + X 4 T,

donde II; es el ¢-ésimo polinomio simétrico en las variables x1, ..., Tk41.

El resto de la divisiéon f(X) : II(X) es un polinomio en F[z1, ..., z541][X] de grado
menor o igual a k, su coeficiente principal Cy, ., , es un polinomio en las variables
Z1,...,TEry1 de grado total d.

Para probar que C'y, . r, , es absolutamente irreducible vamos a mostrar que su com-
ponente homogénea de mayor grado xy, .. r, , es absolutamente irreducible. Esto se jus-
tifica con el siguiente lema.

Lema 4.18. Sea K un cuerpo y f € K[X1,...,X,]. Supongamos que f tiene grado d y
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f(X) = fa(X)+ -+ fo(X), donde fi(X) es la componente homogénea de grado i. Si
fa(X) es absolutamente irreducible, entonces f(X) también lo es.

Demostracion. Supongamos que f no es absolutamente irreducible. Entonces existen g y
h € K[X1,...,X,] no constantes, de grados d; y do respectivamente, tales que f = g - h.
Sean gq, v hg, las componentes homogéneas de mayor grado de g y h respectivamente,
luego fq = g4, - ha,, pPero esto es absurdo ya que f; es absolutamente irreducible. O

Observacién 4.19. No vale el reciproco del lema anterior. Por ejemplo f(X,Y) = X3+Y?
es absolutamente irreducible (esto se puede obtener, por ejemplo, utilizando el criterio de
Stepanov) pero su componente homogénea de mayor grado no.

Debemos probar entonces que Xy, r, , e absolutamente irreducible. Para ello va-
mos a encontrar una expresién del polinomio xy, . ¢, ,(21,22,1,0,0,...,0) y ademas
mostraremos que su grado es d. Luego como los polinomios xy,, .7, ,(z1,22,1,0,0,...,0)
Y Xforfa1(@1,22,23,...,Tk41) tienen el mismo grado, la absoluta irreducibilidad del
primero implica la absoluta irreducibilidad del ltimo. Concretamente probaremos que
X forfa_i(®1,22,1,0,0,...,0) es absolutamente irreducible. A continuacién encontraremos
una expresion para el polinomio xy, .., ,(z1,22,1,0,0,...,0).

Observacién 4.20. Notemos que se verifica que Xy, . r, , coincide con el coeficiente
principal del resto de la divisién X**+¢ : II. En particular esto nos permite independizarnos
de los coeficientes fy, ..., fa_1, por lo que podemos notar al coeficiente principal del resto
como C'y su componente homogénea de grado d como g .

Lema 4.21. Se verifica que x4(x1,x2,1,0,0,...,0) = Z x’lxé

i+j<d
Demostracion. Por la Observacion 4.20 anterior necesitamos calcular el coeficiente prin-
cipal del resto de la division: X*¥¢: (X — 21)(X — 22)(X — 1)2*~2. Esto es equivalente al
calcular el coeficiente principal del resto de la divisién: X2 : (X — 21)(X — 29)(X — 1).

Dicho resto m(X) es un polinomio de grado 2 en la variable z que verifica: m(z;) = 2912,
m(ze) = 232 y m(1) = 1. Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
ar} + br; + ¢ = zdt?
ard + bry + ¢ = a¥?
a + b + ¢ = 1

Sustituimos en las dos primeras ecuaciones ¢ =1 — b — a y obtenemos

a(x? —1)+b(x —1) = af? -1
a(xd —1) 4+ bz —1) = x32 -1,
despejando a se tiene
@+ ) = @ 1) = a(ar - ),
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finalmente se obtiene

gt — gt gd g T — X1
T2 —I1 T2 — 1 T2 —a

Por lo tanto,

d—1

a= (@i +af o+ )+ (@ Py e ) b b+ L

O]

Finalizamos esta seccién probando que el polinomio yx4(z1,22,1,0,0,...,0) es absolu-
tamente irreducible. En realidad vamos a demostrar un resultado mas fuerte que es que
la curva C' C P2 (el espacio proyectivo de dimensién 2), definida por la homogeneizacién
del polinomio

FXY) =) X'y
i+j<d
no tiene puntos singulares. En el espacio proyectivo las componentes irreducibles de una
hipersuperficie tienen interseccién no vacia, de hecho dicha interseccién estd contenida en
la variedad de puntos singulares de la misma. Por lo tanto una manera de probar que el
polinomio es absolutamente irreducible es viendo que la curva que este define no posee
puntos singulares.

Lema 4.22. Sea p un numero primo mayor a 2 y d un entero positivo tal que d + 2 < p.

El polinomio f(X,Y) = Z XY es absolutamente irreducible.
i+j<d

Demostracion. Tenemos que ver entonces que el sistema

fIX;)Y) =0
0
%o
0
%=

no tiene solucién. Observemos que f(X,Y’) se puede escribir como
X)) =X+ (Y + D)X+ (V24 Yy + D)X 24y vyt 4
o equivalentemente
FXY) =Y 4+ (X + )YV (X2 X+ )YV 2 4 X X
Luego las derivadas son:
of

a—X:dXd‘1+(d—1)(Y+1)Xd‘2+(d—2)(Y2+Y+1)Xd‘3+---+Yd—1+---+1,
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g}"izdyd1+(d—1)(X+1)Yd2+(d—2)(X2+X+1)Yd3+---+Xd1+---+1.

Supongamos que existe una solucién (z,y) del sistema. En primer lugar vamos a probar
que necesariamente debe ser x = y. Con este objetivo, hallamos las siguientes expresiones:

0
(X -YV)f(X,Y) vy f(X,Y)+ (X -Y)F%.
Es sencillo ver que
X -VfXY) =X Xdp. b X —yitl —yd ...y (4.2)

Si reemplazamos en (4.2) X =z e Y =y, como (z,y) es solucién del sistema se tiene la

siguiente igualdad
.’Ed+1+l‘d+"'+$:yd+l+yd+"'+y' (43)

Trabajamos ahora con f(X,Y) 4+ (X — Y)%. De las identidades

of

Xo% =dX'+(d-DY + D)X o+ XY 4]
Y B,
Ya—){, =dXTWYW + (d- )Y+ )X p Y4,
obtenemos
af d d—1
FLY)+ (X =Y)ge =@+ DX +dX T 4 4 1

Reemplazando en la expresién anterior X =z e Y = y, se verifica entonces
0=(d+ 1)z +de 1+ +1. (4.4)
Si multiplicamos (4.4) por x y a este resultado le restamos (4.4) obtenemos
(d+1)z™ =28 427t 4 4 1. (4.5)
Haciendo el mismo procedimiento con g—{j concluimos que vale la siguiente igualdad
(d+ 1)y =yt 4yt 4 1 (4.6)

En particular de (4.5) y (4.6) se deduce que = e y son no nulos. Por otra parte por (4.3),
(4.5) y (4.6) se verifica
(d+ 2)$d+1 — (d+ 2)yd+1,

y como p no divide a (d + 2) obtenemos

Al _ 1 (4.7)

Por otro lado si multiplicamos (4.5) por z, (4.6) por y, y utilizamos (4.4) concluimos que
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(d+ 1)z%? = (d 4+ 1)y™2, nuevamente como p no divide a (d + 1) se tiene

d+2 _ ,d+2 (4.8)

Luego por (4.7) y (4.8) se tiene que x = y. Reescribimos f(z,y) y g—)f((az,y) teniendo
en cuenta que r = y, esto da lugar a las siguientes identidades

(d+1)zt+de? P 4. +1=0, (4.9)

d+@d-1)+--+Da¥ 4 (d=1)+---+ D22 4...41=0. (4.10)

Si restamos de (4.9) la identidad (4.10), se tiene
(d+1)z?—(d-1)+--+1DzTt—c. 2 =0
Sacando factor comun z y utilizando el hecho que x # 0 obtenemos
d+1D)zt = ((d=1)+-+1)z¥2—...—1=0

Reemplazamos por (4.10) en esta tltima igualdad para finalmente obtener

(d+Dat 4+ d+d-1)+---+1z¢t=0
(d+1)+d+---+ 1)z =0
%(d+1)(d+2)xd*1 =0 (4.11)

Como p no divide a (d+ 1) ni a (d + 2) entonces la igualdad (4.11) implica que z = 0
y luego y = 0, pero (0,0) no puede ser solucién del sistema ya en particular no verifica
la ecuacién f(X,Y) = 0. Hemos visto entonces que la curva no posee puntos singulares
afines. Para finalizar la demostracién debemos probar que no tiene puntos singulares en
el infinito. Para ello mostraremos que si el polinomio F'(X,Y, Z) es la homogeneizacién de
f(X,Y), entonces el sistema

([ F(X,Y,Z) = 0
% =0
(4.12)
oF _
o = 0
oF
oz =0

tiene unica solucién igual a (0,0,0). Sea (z : y : 0) un punto infinito que es solucién del
sistema (4.12). De las condiciones F(X,Y,Z) = 0
ecuaciones:

y g—g = (0 se obtienen las siguientes

X4 yxd-t py2xd-2 ... 1 yd-lx 4 yd =0, (4.13)
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X4y X2 4 y2X92 4 4 YVI2X Y = (4.14)
De (4.13) y (4.14) deducimos que X¢ = 0, con lo cual X = 0. Por otro lado si reemplazamos
en g—f; =0, X =0y Z = 0 concluimos que Y = 0 y por lo tanto la tinica solucién del
sistema es (0,0, 0). O

Observacion 4.23. Notemos que en el Lema anterior se impuso una condicién sobre la
caracteristica del cuerpo. Mostraremos con un ejemplo que dicha restricciéon es esencial.
Consideremos el caso d = 3 y p = 5. Luego estamos en la situaciéon p—2 = d. El polinomio
en cuestién es f(X,Y) = X34+ (Y + D) X2+ (Y2 4+ Y +1) X +Y34+Y2+Y +1. Este polinomio
no es absolutamente irreducible en F5[ X, Y] pues admite la siguiente factorizacion:

FX,Y)=(X42Y +2)- (X +3Y +1)- (X +Y +3).

4.3. Aplicacion de las estimaciones al problema de cédigos

Consideramos nuevamente C' € F,[X1,..., X;4+1] el coeficiente principal del resto de
la division f : II. En la seccién anterior mostramos que C' es absolutamente irreducible
sid < p— 2. Luego por el Teorema 3.22, si notamos como N a la cantidad de ceros
g-racionales de C, deducimos la siguiente cota inferior:

N>qg" —(d—1)(d—2)¢" 2 — 6d3¢" .

Recordemos que esta cota es valida bajo la condicion de que la caracteristica sea mayor
a d(d — 1)+ 1. En lo que sigue trabajaremos bajo esta hipétesis. Para nuestro problema
de cédigos ademas de estar interesados en encontrar ceros g-racionales de C' tales que
sus coordenadas distintas entre si y no nulas. Es decir buscamos soluciones en Fqkﬂ de la

ecuacién C(z1,...,25+1) = 0 que no sean soluciones de
k+1
[[x]]x-X) =0
i=1  i#j

Vamos a dar entonces una cota superior para el nimero de soluciones del sistema

C(.’El,...,SU]H_l) = 0
kil (4.15)
[Ix]][x-X) = o0
=1 i#j
Proposicién 4.24. El sistema (4.15) tiene a lo sumo (k* + 3k + 2)¢"~! soluciones en
k+1
.
Demostracion. Se obtiene de la Proposicién 3.8. O

66



Por lo tanto la cantidad de puntos g-racionales con todas sus coordenadas distintas y
no nulas que anulan a C, es mayor o igual a:
1 d
q" —(d—2)(d—1)¢"2 —6d3¢" — 5(14:2 + 3k + 2)gF L.
: : 1 1 . . .
Si consideramos d < ¢4 y k < ¢4, este ntimero resulta positivo y luego podemos garantizar
soluciones g-racionales de la ecuacién C(z1,...,z511) = 0 con coordenadas no nulas y

distintas entre si, lo que implica que la palabra generada por el polinomio f(X) no sea un
deep hole. En conclusion hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 4.25. Sea [, un cuerpo de caracteristica p > d(d—1)+1, C = C(E}, k) un cédigo
de Reed-Solomon Standard de longitud n y dimension k y u € F' una palabra recibida,
generada por un polinomio de grado k + d. Si se verifica que d < q% y k< qi entonces u
no es un deep hole.

Observacién 4.26. Sea [, un cuerpo de caracterfstica p > d(d — 1) + 1, C = C(F;, k) un
c6digo de Reed-Solomon Standard de longitud n y dimensién k < qi. De manera sencilla
probabamos que las palabras generadas por polinomios de grado k son deep holes, y las
generadas por polinomios de grado k41 no. A partir del teorema anterior obtenemos que
todas las palabras generadas por polinomios de grado k4 d con d < q% tampoco pueden
ser deep holes.

Observacién 4.27. En [CMO07] obtienen las condiciones d < q%_e v k< qi_e. Dichas
condiciones se han podido mejorar gracias a la utilizaciéon de una cota ma&s fina para la
cantidad de ceros g-racionales de un polinomio absolutamente irreducible, y a una mejor
estimacion sobre la cantidad de soluciones del sistema (4.15).
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