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Capitulo 1

Introducci on

Los resultados que desarrollaremos en esta tesis se ubieho@ntexto de la
Teoria Geomeétrica de la Medida, en particular en el problde la dimension.

La teoria de la dimension, iniciada por Haudtie@an 1919, en su semi-
nal articulo [4], define para cada numero real no negativaina medida
s—dimensionafH®.

La propiedad basica es que para cada conji&ntdel espacio euclideo existe
un nimero reatl > 0 tal que la medid&{® es infinita para valores demenores
guedy es cero para valores mayores gué&l conjuntoE se dice en ese caso que
tiene dimension de Hausdbd y lo notamos com = dimy (E).

Sid = dimy(E) y 0 < HYE) < +co se dice queE es und-set. Si por el
contrarioHY(E) es cero o infinito, el conjunt& no es tipicamente un conjunto
d-dimensional, pese a que su dimension de Haubkdsd.

Una forma de solucionar este problema podria ser utilirar definicion de
dimension. En esta direccion Tricot [13], introduce laedinlas packing donde los
cubrimientos de las medidas de Hausfleon reemplazados por empaquetados
por bolas disjuntas.

La nocion de dimension obtenida a partir de estas nuevdglasees en cier-
ta forma dual a la dimension de Hausfligr no resuelve el problema de la no-
dimensionalidad.

Otra posible estrategia es utilizar la generalizaciomaidi por Hausddf de
las medidas s-dimensionales. Haustlextendio la teoria reemplazando en la de-
finicibn de medida{® la funcibnh(x) = x° por una funcion arbitrarid que
esta definida en los reales no negativos, que en cero valgaeciente y con-
tinua por derecha, es decir lo que se define como funcionrdiive. La medida
obtenida en este caso, que llamareifis se denomin&-dimensional. Un con-
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junto con la propiedad de que su medigddimensional es positiva y finita se
denomina urh-set yh se denomina la funcion dimension exacta, para el conjunto
E.

La pregunta que surge es si esta teoria alcanza, en elsdatsilitodo conjunto
de un espacio métricd es unh-set para alguna funcion dimensibn

Varios autores, en particular el mismo Haustatieron ejemplos dé-sets
con funcibn dimensioh distinta de una potencia. En particular se sabe que dada
cualquier funcibn dimensidmsiempre existe uh-set para esa funcidn Ver para
esto, por ejemplo [11].

En esta tesis se estudiara la pregunta reciproca en ektoaldeo, es decir,
si cada conjunto del espacio euclideo es un conjurdonensional para alguna
funcion dimensiorh.

Mostraremos primero dos ejemplos construidos por E. Best989 [1] de
conjuntos inconmensurables, es decir, conjuiasira los cualeg{"(E) es cero
o infinito para cualquier funcion dimensibn

Luego se estudiara el conjunto de los nimeros de Liouville

L:{xeR\Q:VneNexistenp,quconq>1talque‘x—E

3

< (-
al 9
Siguiendo el desarrollo de Olsen ([7], [8]), mostraremosIges inconmensura-
ble. Mas atin, mostraremos cual es el “punto de corte ekantel cual la medida
de Hausddf H"(L) pasa de infinito a cero, clasificando las funciones dintensi’
en dos clase%{, y ‘H., de forma tal que la medida es cero paran el primer
conjunto y es infinito para en el segundo.

Posteriormente se estudiara un resultado mas genebadpdeElekes y Keleti
[3], que muestra que el conjunto de Liouvilldiene medida cero o ne-finita no
sblo para las medidasdimensionales sino también para cada medida de Borel
deR invariante por traslaciones.



Capitulo 2

Definiciones y Notaciones

La medida de Hausdfir proporciona un camino natural para medir el
volument-dimensional de un conjunto. Estas ideas fueron introdwscpbr C.
Carathéodory en 1914 y luego generalizadas por F. Hafisetor1919. La idea
de definir una medida para extender la nocion de longitudndimtervalo para
conjuntos mas complicados se remonta a la década de 1980.

Carathéodory se intereso en la siguiente cuestiorakgdua “medida” natural
de un conjunto d&"?

Denotemos con diark( = |E| para todcE c R".
Paras > 0, definimos las— aproximacion de la medida de un conjunt®de

R" por:
H;(E) = inf {Z IE|: Ec U E;, |Ei| < 5},

i i>1

es decir, miramos todos los cubrimientosElpor conjuntos de diametro menor
qued y minimizamos la suma de sus diametros.laagitud (0 medida erR)
H(E) deE es ahora definida por:

H(E) = supH;(E).

6>0

Hausdoff extendio la idea en el caso- dimensional.
La medidam-dimensional se basa en la suma

DUEM
i

de diametros de los conjunt&sa lam—ésima potencia.
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Sea ahor&X un espacio métrico (Hausdbtrabajo en realidad eR"), yt > 0
un namero real arbitrario positivo. SEBac X un subconjunto y > 0.

La é-aproximacion de la medida de Hausfidrdimensional/}(E) de E se

define por:
H(E) = inf{z El':Ec U E, |E| < 5},

i>1
y la medida de Hausdoff t-dimensional de E, que la notamos cot'(E), se
define por:

H'(E) = supHL(E).
6>0

Se puede ver que para cada conjuitexiste un tnico valor = dim(E), para
el cual la medida de Hausdb#{'(E) “salta” de infinito a ceroi.e.,

tey | oo parat < dim(E),
H(E) = { 0 parat > dim(E).

El nimero dimE) se llamadimension de Hausdofff de E.

Listemos ahora algunas propiedades principales de la meéeitHausddt y
de la dimension de Hausdbgue luego usaremos:

1. Si f es una similaridad emR", i.e, [f(X)— f(y) =r|x—y| para todos
X,y € R", entoncesH'(f(E)) = r'H"'(E) para toddE c R".

2. La dimension de Hausdbres monobtona: siE < F, entonces
dim(E) < dim(F).

3. dim(UnewEn) = sup,,; dim(Ey).
4. SIiE es un subconjunto numerable @& entonces dintf) = 0.

5. Los subconjuntos abiertos &8 tienen la "dimension correcta”: & es un
abierto deR" entonces din) = n.

6. En el espacio euclidea-dimensionalR", la medida de Hausdfir n-
dimensional es proporcional a la medida de Lebesgdienensional.

Como ejemplo probemos ahora que la dimension de Hafistel€ = Cantor

log2 . .
1/3 es%. Para esto consideremos dos similaridades:

+

wl x
AN

W0=5 ¥ ()=
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Tenemos entonces que

C = 1,(C) U f(C) = %C U (%C + %)

Como f;(C) y f,(C) son disjuntos yH' es una medida, obtenemos

H'(C) = H'(12(C)) + H'(F2(C)).

Por otro lado tenemos que

H(WC) = 3HC) Y H(B(O) = HO)

Entonces resulta

H'(C) = %Wt(C) + %Wt(C) = 2%%{‘(0),

. 1 . log2
de lo que se tiene qued2—, es decirt = —.
au I au 3 " log3

. . ., . log2
Asi deducimos que la dimension de Haustide C es igual 612_33'

Lo anterior es sb6lo un razonamiento heuristico que s@&li& qustifica-
do si H'(C) es finito y positivo; pero esto es asi: se puede probar que si
: log2
t = dim(C) = — entonces”'(C) = 1.
© =g $'(C)
En el anterior ejemplo, entonces, la medida de HauBdaf(C) con
t = dim(C) es finita y positiva, pero no siempre ocurre esto.

Una posible forma de solucionar este problema es utilizgeleeralizacion
definida por Hausddirde las medidasdimensionales.

Hausdoff extendio la teoria reemplazando en la definicion de laidaeti!
la funcionh(x) = X! por otro tipo de funciones definidas en los reales no negati-
VOS, que en cero valen cero, crecientes y continuas porlterpe son llamadas
funciones dimenson.

Para una funcion dimensidndefinimos lamedida h-dimensional de Haus-
dorff H" como sigue. ParE c Xy § > 0 escribimos

HME) = inf {Z h(Ei|) : E c U E, |E| < 5}.

i>1
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La medidah-dimensional de HausdrH"(E) de E es entonces definida por

H"(E) = supH;(E).

6>0

Un conjunto con la propiedad que su medidadimensional es positiva y
finita se denomina uh-sety h se denomina luncion dimensibn exactapara el
conjuntoE.

. : ., log2 L .,
Asi, por ejemplo, la funciom(r) = rt cont = %’ es la funcidon dimension

exacta del Cantor/B.
Otro ejemplo es el siguiente:

Un camino browninan& tiene, con probabilidad, dimension de Hausdfir
2 sin embargo su medida de Haudfl@-dimensional es cero. En este caso la
funcion dimensionk® requiere una correccion logaritmica para obteneh-set.
La funciobn dimension exacta viene dada por

) r2log () logloglog(%) paran =2,
r“loglog () paran > 3.

Una vez dada la definicion de medida de Haufdedimensional corh una
funcion dimension y desarrollada esta teoria, una priggque surge es si esta
teoria alcanza, en el sentido de si todo conjunto ek-set para alguna funcion
dimension.

Varios autores (en particular el mismo HaugBadieron ejemplos dé-sets
con funcibn dimensioh distinta de una potencia. En particular se sabe que dada
cualquier funcibn dimensiéim siempre existe uh-set para esa funciém Ver por
ejemplo [11].

Interesa entonces la pregunta reciproca, es decir, siomagianto es un con-
junto h-dimensional para alguna funcion dimension

En 1939 E. Best [1], construy0 el primer ejemplo de un cotgatotadoE
tal que para cada funcion dimensibyse tiene que+"(E) es cero o infinito. Un
conjunto con esta propiedad lo llamarenrasonmensurableo también inmedi-
ble.

Una pregunta mas interesante es si existen conjuntosritersurables tales
gue para toda funcion dimensibnsu medida Hausdfirh es cero o nar-finita.
En el capitulo 5 mostraremos que el conjunto de Liouvidadi esta propiedad.

Mas adelante, en el Gltimo capitulo, daremos una deawétr debida a Ele-
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kes y Keleti que prueba un resultado mas fuerte. Se veralquomjunto de Liou-
ville tiene medida cero o no-finita para toda medida de Borel @&einvariante
por traslaciones, esto incluye en particular a las medidaascking. Esto da una
nocion de inconmensurabilidad mas general.

La importancia de esta prueba es que da un método parawionstos ejem-
plos de conjuntos inconmensurables en este sentido fyartgje no se conocen
muchos ejemplos en la literatura.






Capitulo 3

Primeros ejemplos erR y R?

En este capitulo nos dedicaremos a mostrar los dos ejengsasrollados por
E. Best en 1939 [1] de conjuntos inconmensurables, es d&eis, que su medida
de Hausddf generalizada es cero o infinito.

Trabajaremos con(t) una funcion de variable reéldefinida en algin inter-
valo 0< t < to, continua, concava, estrictamente creciente y talt{Qg= 0. (Es
decirA es una funcion dimension concava.)

Vamos a contruir primero el ejemplo &4.

Tomemos un conjunto cerraddc [0, 1]. Luego consideremos para cada
N el conjuntoA, = {%} x By parar = 0 definamos®, = {0} x B. CadaA, es
cerrado. Definamo& = [ J;2, Ar. Entonces resulta que

SiHY(A) = 0entoncesH'(A) = 0.
SiHY(A) > 0entonces{'(A) = c.

Veamos la anterior afirmacion.

SeanA; y Al conr # r’. Supongamos qu% < %

Dadop > 0, siU, = U(A/, p) es unp-cubrimiento deA;, entonces (usando la
similaridad entréX; y A)) la traslacion del cubrimientd, en% - r—l, > 0, al que
llamamogU,}, es cubrimiento dé\ tal que|U,| = |U,| para todm.

Observemos ademas que hay una biyeccion ddtrey {U,} por lo que

#U, = #{Up}.
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Entonces inpy,, A(dn) = inf 3,5, A(dn); de lo que resulta que

lim inf Z A(d)
U(Ar.p)

= Ll_rglnf Z A(dy)

U(A.0)

HR).

HA(A)

Es decirHY(A) = H(A-) para todos, r’.
Luego, siH*(A;) = 0 para algm, entoncesH*(A;) = 0 para toda; entonces

HYA) = H' (O Ar) - YAy =0
r=0

r=0

Si HY(A/) = « > 0 para algum entoncesH*(A,) = a para toda’; entonces

(o]
S
r=0

Luego el conjunt® es inconmensurable.

HAB) = ) H(A)
r=0

Observemos que en el anterior ejemplo no usamosigea concava por lo
gue dicho ejemplo sirve para cualquier funcion dimension

Notemos ademas que éste es un ejemplo de un conjurik3 goe resulta
de medida de Hausd®rcero o infinita para cualquier funciobn dimensidry de
medidac-finita. En los siguientes capitulos nos dedicaremos aemgp de un
conjunto que para toda funcion dimensidmesulta de medida de Hausétoh-
dimensional o bien cero o bien wofinita.

Pasemos ahora al ejemploRn
Hausdoff demostro que si definimos en forma analoga al Cahtet Cantor

1 . : :
£, Cg, coné < > (sacando en un primer paso del intervalpl]ouna longitud de

1-2¢ del centro del intervalo, y luego sacando una medida prapaata 1-2¢ de
cada uno de los centros de los dos intervalos del primer pasbsucesivamente),
—log2
entoncesH*(C;) = 1, donded(t) = t*y a = Ioggic .
Es facil probar que si queremos reducir este conj@tole manera unifor-
me a un intervalo de longitud entonces su medida €& con la misma funcion
dimension.
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En efecto, sabemos qué*(C,) = 1 donded(t) = t*y a = %gg;. Si llama-

mosCé,_j a la reduccion deC; a un intervalo de longitud, entonces resultara que

ﬂ”(Cg) =d, At) =tya = %gg;. En efecto, por definicion es

HIC)=inf ) ad) y HA(Co)=lmH}(Co),
U(Cen) e

(analogamente paf).

EscribamodJ, = U(C;, p). Si las esferad), tienen diametral, entonces para
C{ tenemodJ(C{, p) = UY, donde notamos cody' a las esferas de diameiid,.

De la definicion del tenemos que

A(dd) = (dd)* = d*d’ = d"A(d,).

Asi,
D, Add) = ) duad)
U(Cl.p) U(Ce.p)
= d* ) ).
U(Cs.p)

Tomando infimo,
HA(CE) = d"HY(C) y M H(CP) = o im H(Ce).

Luego,
?{*(Cg) = d“ﬂ”(Cg) =d".

. . 1 1
Parar € N consideremos ahora el mterve(l(ran, F) enR. Construyamos

sobre éste el conjunto considerado antes pafe}ﬁ y llamésmoloE;.

—log2

. 1 log¢ .
Resulta que su medida é?m) . Esto se debe a que la longitud del

—log2
logé *

. 1 1 1
intervalo P esd = T Yya=

Agregando el origen para que sea un conjunto cerrado, defgiam

E:OEr.

r=1
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. 1 1 1 1
Entonces, comd, NE,, = 0 sir # 1’ pues(— —)ﬂ( ) =0y

r+21’'r rr+1r
1 1
— Z|VE.
Erc(r+1’r)y rc(

i HY(E,) = H* (U ErJ = H(E).
r=1

r=1

,— |, tenemos qu& es medible
r+1 r') g y

Consideremos la funcion dimensid(t) = t*, entonces tenemos que

—log2
logé

(o)

HE)= ) HIE) =Y

r=1

1
r(r+1)

Si elegimo¢ tal ue_Iogz < 1 esto es, tal u¢<} entonces
gimogtalque <5 aalE =7
0 1 —llogZ
0g¢
(¢4 E =
HE) ; r(r+1)
1
oo 1 5
>
- Z r(r+1)
r=1
o1
> _—
B Z r+1

Il
5

2

luegoH*(E) = +oo.

Ahora probaremos que si tomamos cualquier funcion dinberigt) entonces
H"'E) = 0 0H"(E) = co.
Por seth una funcion dimension, tenemos dos casos a considerar:

h(t)

(|) [im inft_>0 t_a = k, donde O< k < 400
I h(t
(i) lim |nft_>0% =0.
Para el primer caso, notemoXt) = t*. Entonces resulta que, como
HAE) = +co0, también esH"(E) = +co. En efecto, por (i) tenemos que
. h(t .
l[iminfi_o ®) = k, donde O0< k < +o0; entonces dado & ¢ < k, existe un

Tt
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h(®)

6 > Otal que sit| < 6 entoncek—e < —= -
gue teniamos

,es decirt*(k—¢) < h(t). Recordemos

H"(E) = lim VH)(E) = lim inf > h(d).

U(E.p)

De la definicion deU(E, p) erand, < p y como luego vamos a tomar limi-
te enp — 0, podemos suponer qui son suficientemente chicos. Entonces
h(d;) > (d;)*(k — £.) Asi tenemos que

Z h(d,) > ( Z d?] (k - &).

U(E,p) U(E,p)

Resulta

H(E) t ), hid)

U(E.p)

inf[ Z (dr)“] (K - &)

U(E.p)

(k- )HE).

\%

Luego,

H"(E)

. h
lim ) (E)

(k= &) lim H,E
(K — &)H(E).

\%

Como k- &) > 0y HY(E) = +o0, entoncesH"(E) = +co.
El caso (ii) lo miraremos con mas detalle.

h(t)

Como liminf_o—= w 0, entonces existe una sucesifint,, --- tal que

h(t,)

Ca < g, cone > 0, tal que{t,} es decreciente ty, — 0.
r

Podemos cubrir &, con 2" intervalos de Iongitudﬁ donde se tiene que
Zné:na 1 0
= N — 1 = -
T+ DF oo sp 0% Parae =g

Ademas siempre podemos seleccionar una subsucgsign- - - de la suce-
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sionty, tp, - - - tal que

§n1+l S]_ < fnl

S < &M

IA A

§n2+l

é_—np+1

IA

Sp < &

La necesidad de seleccionar una subsucesion viene pated de que puede
encontrarse mas de tnentre cualquieg” y &M

Para calcular H"(E), por definicion, debemos considerar primero
HS(Er) = inf Yy ) h(dy), donde escribimodJ(E;,p) = {Un} con {U,} co-
leccion de esferas de diametlp < p. En este caso, las esferas de la definicion
son intervalos de igual longitud y los diametm)sde las esferas son ahora las
longitudes de los intervalos.

Np+1
Tomemoso = ¢™*1. CubrimosE, con 2**! intervalos de longitu r(é; D
Observemos que la longitud de los intervalos es
Np+1 Np+1
‘f P f P < é_-np+1 =p.

n:r(r+1)< 2

Entonces usando quees creciente por ser funcion dimension, que hy!2
intervalos erJ(E;, p) y que&™*! < s, < £", tenemos que

> hd) < > hEmh
U(E:.p) U(Er.p)
— 2np+1h(§np+1)
< 2%*Ih(sy).

. . . h(t;
Comos, = tj para algn y teniamos para la sucesiftp} que% < &, entonces

h(s) ’

p

< g, por lo que

h(sp) < esp < &(é™)”.
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Luego,

IA

HI(E)

2, hady)

U(Er.p)
< 2np+18§npa
= 26(2"&™)
= 2¢,

pues (2»&*") = 1. EntoncesH"(E,) = lim,_o(H/(E;)) = 0, puese era arbitrario.
Luego,

(o)

H'E) = H" (U ErJ = iﬂh(Er) = 0.
r=1

r=1






Capitulo 4

NUmeros de Liouville

En este capitulo nos dedicaremos a un conjunto de nunreaggnales con
el cual trabajaremos a lo largo de los siguientes dos dapitaracterizando su
medida de Hausdfirgeneralizada. Es €onjunto de los NOmeros de Liouville
al que definimos de la siguiente manera:

p

o
<—3.
ql o

L= {x e R\ Q: paratodm € N existen enterop y g conq > 1 tal que‘x - =

: 1 ] o |
Por ejemploz= 7 10 es un nimero de Liouville (tomandp= 10™).

Recordemos que deciamos que un nunees algebraico si satisface una
ecuacion de la forma

A +aqzZ+ 2 +...+a,2'=0

cong; enteros y no todos nulos. El grado de un numero algebrascel minimo
exponente entenotal quez satisface una ecuacion entera de gnador ejemplo,
cualquier nimero racional es algebraico de grad¢2.es algebraico de grado 2,
y V2 + V3 es algebraico de grado 4.

Decimos que un numero real gascendentesi no es algebraico.

Probaremos que los numeros de Liouville son trascendeRas ello,
siguiendo lo desarrollado por Oxtoby [9], usaremos el gigid lema.

Lema 4.1. Para todo nUmero real algebraico z de grada>nl existe un entero
positivo M tal que

p 1
‘z > e
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para todos enteros p y g con>g0.

Demostracion.Comoz es un numero algebraico de gragexiste un polinomio
f de gradan con coeficientes enteros tal qlig) = 0

SeaM un entero positivo tal qud’(x)| < M paralz- X| < 1. Entonces por el
Teorema del valor medio,
[T(X)| =1f(2 - f(X)| < M|z— x| parajlz— x| < 1. (4.1)
Consideremos ahora dos entepyg g conq > 0. Queremos ver que
o2 L
ql Mq

Esto es claramente cierto |gi— ‘a’| > 1, entonces asumamos (lre- apl <1
Entonces, por (4.1),
it

ol

La ecuacionf(x) = 0 no tiene raices racionales (pues skiseria solucion de gra-
do menor que n).Ademé\q’Jf(ap) es un namero entero. Ahora, como el miembro
izquierdo de (4.2) es mayor o igual que 1, entonces

<M‘z——‘

y entonces

n D‘
z——|. 4.2
q (4.2)

|z— —| >
q Mg
La igualdad no puede valer porqmes irracional. |

Teorema 4.2.Todo niumero de Liouville es trascendente.

Demostracion.Supongamos que existe un niumero de Liouwvligie es algebrai-
co, de grado n. Compes irracional debe ser> 1. Por lema 4.1, existe un entero
positivoM tal que

‘z— —‘ M (4.3)
para cualesquierpy g enteros com > O.

Elijamos un entero positivk tal que 2 > 2"M. Comoz es un numero de
Liouville, existen enterop y g, conq > 1, tales que

‘z— L P (4.4)

ql g«
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1 .
De (4.3) y (4.4), tenemos qudg: > Asi,M > <" > 2" > M, lo cual es

o Mg
una contradiccion.

Luego,z es trascendente para cualquier nUmero de Liouxille

De la definicion del conjunto de los nimeros de Liouvilledpmos escribir
L=@®\Q) N[ |Gn (4.5)
n=1

o | oo 1 1
dondeG, = Uq:2 Up:—oo (ap - E,g + a)

Gn es union de intervalos abiertos. Ademas incluye a todosloneros de la
1“ormaaIO conq > 2, entonce®) c G,. Entonces tenemos qu&, es un conjunto
abierto denso y su complemento es nunca denso.

Como, por (4.5),

R\L=Qu| J®\G),
n=1

se obtiene quiR \L es un conjunto de primera categoria. Luego el Teorema de Bai
re implica que existen numeros de Liouville en cualquigznvalo (en particular,
hay nUmeros trascendentes en cualquier intervalo).

Otra caracteristica del conjunto de los numeros de Limuwes que
dimy(L) = 0. Para demostrarlo hagamos antes algunas observaciones.

De (4.5), tenemos que c G, para toda > 1. Parag = 2,3, ... sean

B p 1p 1
o= U (2-gara)

p=—c0

Para cualesquiera dos enteros positiviosn tenemos

00 ) mq
LNn(-mm)cG,Nn(-mm) = U [Gn,q N (—m,m)] C U U (g - %g + q—ln)
=2 q=2 p=-mq

Entonced N (—-m, m) puede ser cubierto por una sucesion de intervalos dorsde su
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medidas sumadas dan, para 2,

o 2 > 2
_ g=2

°° 1
> (4ma+a)—
o2 g

IA

IA

q:2 qn—l
(4m+ 1) f —— dx
1

im+1
n-2"

Teorema 4.3. El conjuntoL de los niUmeros de Liouville tiene medida de
Hausdoyf s-dimensional cero, para todoss0.

Demostracion.De la definiciobn de la medida de Hausfi-dimensional, para
demostrar lo que queremos, es suficiente encontrar paracaday para cada
entero positivan, una sucesion de intervalbstal que

LoEmmc| Jin, Yl <e, vl <e.
n=1 n=1

Para cada enterotenemos que
(e mq
1 1
Lﬂ(—m,m)CU U (E——n,E-I-—n)
=2 p—mg\d add G
Ahora elijamos tal que cumpla simultaneamente las siguientes condisione

, my Dz
2n-1 ’ ' ns=2 &

1 2
Entonces cada uno de los mterva((gs— —, kB i q—) tiene Iongltudq— < o <eg,
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y ademas tenemos que

2 2.¢

g=2 p=—mq
B i (2mqg+ 1)2°
q:2 an
> 1
< @Em+1)2 ) o
=2
<1
< (2m+ 1)23fl sl dx
S
_ (2m+ 1)2 <o
ns—2
que es lo que queriamos. |

Corolario 4.4. dimg(L) = 0.

Del resultado del Teorema anterior tenemos entonces quad&hh(x) = x°
no da para el conjuntb una medidah-dimensional ni positiva ni finita. Obser-
vando esto es natural preguntarse si el conjlintiene una funciébn dimension
exacta. Esta pregunta se responde facilmente usandmlaisgades de invarian-
za por traslaciones del Conjunto de los nUmeros de Liauvill

Proposicion 4.5. Si E es un subconjunto detal que E+m = E paratodo nUmero
entero m yu es una medida eR invariante por traslaciones entonces

M(E) € {0, co}.
En particular, si h es una funcion dimension, entonc&€Me {0, o).

Demostracion.Si u(E) = 0 listo.
Supongamos quygE) > 0.

Como} .z u(ENn[n,n+1)) = u(E) > 0, entonces existe um € Z tal que
,U(E N [no, No + 1)) > 0.

Usando la invarianza por traslacionesudg el hecho de qu& + m = E para
todom € Z, concluimos que para todoe Z

u(E N[N, no+1)) = wp((EN[no, N+ 1))+ (n—ng))
M((E + (n=ng)) N ([No, g + 1) + (N = ng)))
w(EnN[nn+1)).
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Entonces

u(E) = Zﬂ(E N [n,n+ 1)) = co.
nez

Luego,u(E) € {0, +oo}.

Veamos por ultimo que el conjunto de los NUmeros de Lidendgumple que
L +m=1L paratodan € Z.

Comom € Z, alcanza con ver una inclusion para tener la igualdadnsed.
Veamos qué. + mc L.

Six € L + mentoncex = y + mpara algury € L. Ahora, comoy € L, para

. 1
todon € N, existen enterop y q conqg > 1 tales qu#y— 5‘ < T Entonces
tenemos que

b

p|_ p+ mq)‘ 1
q q q"
es decirx e L. O

‘y— ‘y+m:g—m‘:‘(y+m)—(

En vista de esta Proposicion es interesante buscar eldmentorte exacto”
para el cual la medida de Haustfdr-dimensional dé. salta de infinito a cero.
Esto lo desarrollaremos en el capitulo 5.

Existen otras formas de definir el conjunto de los nUmerdsialville. Una
gue mencionaremos es usando la nocion de medida de iradidiath desarrollada,
por ejemplo, por Jonathan Sondow [12]. S6lo daremos laid&finpues no nos
manejaremos en este trabajo usando este enfoque.

Definicion 4.6. Unamedida deirracionalidad es una funcion (g, 1) de un nime-
ro natural g y un namero real positiv, que toma valores en los reales positivos
y es decreciente tanto en g comoen

Dado un nimero irracionad, si existed > 0 con la propiedad de que para
cualquiere > 0 existe un entero positivdg) tal que

> f(g,4+ &) para py q enteros con g g(e),

‘ p
a —_——
q

denotamos cor(a) al menor de lost y decimos que tiene medida de irracio-
nalidad f(g, A(@)).

Definicion 4.7. Si a tiene medida de irracionalidad (f, u) = & para algun

u = u(a), entoncesu(a) € [2,+o0) se llama elexponente de irracionalidad (o
también, abusando de la terminologia, la medida de iwaalidad) dea. Por
lo contrario, si talu no existe, escribimog(e) = o y decimos quer es un
numero de Liouville.



Capitulo 5

Medida Generalizada de Hausdoff
del Conjunto de Liouville

En este capitulo, como ya anunciamos en el capitulo 4,edisaremos a tra-
tar de encontrar el "punto de corte exacto’para el cual laideede Hausddf
h-dimensional del conjuntd salta de infinito a cero. Ademas daremos una
caracterizacion completa de todas las medidas de Hatigdd({) deL sin asu-
mir nada acerca de la funcion dimensi@rPara ello seguiremos lo desarrollado
por L. Olsen ([7], [8]).

Empecemos con una definicion.

Definicion 5.1. Para una funcion dimension lse define la funcioiy, de la si-

guiente manera:

0 = ot

Enunciaremos ahora el principal resultado de este capitul

Teorema 5.2.Sea h una funcion dimension cualquiera. Entonces:

e Ih(r §
1. Silimsup. 4 % = O para algin t> 0 entoncesH"(L) = O.
- h(r . .
2. Silimsup. 4 # > 0 para todo t> 0 entonces el conjuntb no tiene
medidaH" o-finita.

Para demostrar este teorema necesitaremos primero enyideiaostrar otros
resultados.
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Teorema 5.3.Sea h una funcion dimension.

h(r)

rt

h(r) ( )

- > Q paratodo t> Oy lafuncibn r— —= es decreciente
en un entorno del cero, entoncgg(L) = oo

1. Silimsup. o—= = 0paraalgint>0 entoncesH"(L) =0

2. Silimsup. o —+

Antes de dedicarnos a la demostracion del Teorema 5.3rv@mses que éste
esta relacionado con el Teorema de Jarnik de 1931 ([5]).

Para un entero positivodefinimos el conjunta-ésimo de Jarnik., por:
L,= {x € R\ Q: existen enterop,qcong>1: ‘x— —i }

Observar quel(,), €s una sucesion decreciente de conjuntosicoa (,L,
Jarnik calcul6 el "punto de corte exacto”para el cual la il@de Hausddf delL,,

()

salta de infinito a cero. Sies una funcion dimension tal que la funcitbh— —=
es decreciente, entonces

H"(L,) = Osiysolo sif h(2x")xdx< oo
1

H"(L,) = oosiysdlosi f h(2x ™)x dx = co.
1

Sin embargo, esto no nos alcanza para probar la parte (2)edetha 5.3. De
hecho, consideremos la siguiente condicion:
[im inf 5)

nir > 0 para todd > 0. (5.1)

Es facil ver que la condicion (5.1) implica qlﬁo h(2x™)xdx = oo para todo
n e N,y el Teorema de Jarnik muestra entonces que

HM(L,) = oo para todm € N. (5.2)

Por supuesto, en general, no es verdad quE.3j €S una sucesion decreciente
de subconjuntos dR tal queH"(E,) = « para todon € N entonces esto impli-
que queH" (N, En) = ;Y la conclusion de (2) del Teorema 5.3, es decir que
H" (N, Ln) = oo, por lo tanto no se desprende de (5.2).

Por lo tanto atn suponiendo que vale la condicion (5.1¢, @ mucho mas
fuerte que la que se tiene como hipotesis en (2), el Teorendarmhik no nos per-
mite demostrar la parte (2) del Teorema 5.3. El anélisiadeddida dé&. = N, L,
va a requerir algunos argumentos un poco mas delicados.
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Luego de esta observacion dediquémosnos a la demastidel Teorema 5.3.
Observemos que la parte (1) del Teorema no da ningUn rdeuitaevo, éste no es
mas que otra forma de decir que la dimension de Hatisdiek es cero (resultado
que ya probamos en el cuarto capitulo). Lo que debemos demestonces es
la parte (2). Para ello observemos que alcanza con ver qjte)dsahipotesis,
H"(L N 1) = o para todo intervalo abierto no vadio

Los pasos a seguir para la demostracion seran los sigsigmimero proba-
remos que sH"(L N J) = oo para algln intervalo abierto y no vaclpentonces
H'(L N1) = « para todo intervalo abierto no vacioLuego probaremos que
HML N (0, 3)) = co. Para esto necesitaremos algunos resultados previos.

Definicion 5.4. Para una funcion dimension h y un nimero real positiyoedini-

"~ h(sr) dn(s) = Ilmsuph(sr)
h(r) " ~o = h(r)

Lema 5.5. Sea h una funcion dimension y sea R — RY una similitud con
radio s es decir|f(x) — f(y)| = Sx — Y| para todos xy € RY. Luego,

d.(s) = I|m |nf

d.(9H"(E) < H"(f(E)) < dn(9H"(E) para todo Ec R,
Demostracion.Seas > 0y seaE;}; un cubrimiento dé& con|E;| < 6, entonces,

comoE c | J; E;, tenemos qud (E) c |J; f(E). Ademas|f(E)| = 9Ei| < 0.
Entonces

h(E
dy(9) ), h(IEi)
HO(E).

2, hIfE)) = Zh(SED h(IEil)

\%

\%

Asi,
d(IH(E) < ) h(F(ED). (5.3)

para todas-cubrimiento deE, es decir, para todsj-cubrimiento def (E).
Asi obtenemos que

d (9H;(E) < Hg(f(E)).
Entonces tomando limite cuanddiende a cero se obtiene que

d,(9H"(E) < H"(f(E)).
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Ademas de la anterior cuenta también tenemos que
HE(F(E)) < dn(9) Y (IEi). (5.4)
i

para todas-cubrimiento deE.

Observemos que sk (s) = 0 0dn(s) = + la desigualdad que queremos se
obtiene trivialmente.

Si 0 < dn(S) < +0, entonces de (5.4) obtenemos que

al HO(f () < HI(E).

h(S,

Por tltimo tomando limite cuandbtiende a cero se obtiene la otra desigualdad
gue queriamos.

O

Proposicion 5.6. Sea h una funcion dimension y supongamos que la funcién
h(r)

r — —~ es decreciente en un entorno del cero8{L N J) = o para algin

r
intervalo abierto no vacio,&ntoncesH{"(L. N 1) = co para todo intervalo abierto
no vacio |

Demostracion.Seal un intervalo abierto no vacio.

Podemos elegir enterosy mconn > 1 tales quef(J) c | dondef : R — R
es la funcionf(x) = 2x + m. En efecto, escribamod = (a,b) e | = (c,d). Si

. J J .
|J] > [l], existe um € N tal queu < 31) tomandon > Zu. Consideremos ahora
2 ||

n
=0
Siﬁ>dtomamosm:[ﬁ—c].

Sig> # tomamosn = [% - c]

Sl

) c+d
Si ﬁ < 5 tomamoan = 0.

Entonces tenemos Ql%é +mcl.
Analogamente se demuestraJi< |l|.

Usando las caracteristicas que tiene el conjunto de loweris de Liouville
se puede ver quﬁL +mc L paratodosne Zy n € N. Este lo demostraremos al
final para no perder el hilo de la demostracion.
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Usando lo anterior tenemos q@i€L N J) c LN 1. Esta inclusiony el lema 5.5
implican que

d, (%)?{h(lb nJ) < H'(FLNI)) <H LA, (5.5)

usando qud (x) = %x+ mes una similaridad cos = % ~yquef(LnJ)cLnl.

Ahora, como la funcibm — ( ) es decreciente en un entorno del cero, tenemos
h(:
que (L”) ( ) para toda > O suficientemente chico; de lo que deducimos
n
h(f) 1
d =liminf =X > = > 0. 5.6
h(n) 2o vy S n (5:6)

Luego, de (5.5) y (5.6) resulta
Wh(Lﬂ ) > gh(%)q_{h(Lm J) > ]ﬁ'oo = oo,

que era lo que queriamos demostrar.

Para terminar con la demostracion de la proposicion veame%L +nclL
para todos € Zy m e N. Ya habiamos visto en el capitulo 4 que- n = L para
todon € Z, con lo que sblo resta ver qLﬁ‘, c L paratodan e N.

Seam > 1 natural. Sex e L queremos ver qug € LL. Si x € L existengp, py

enteros com, > 1 tales qu%x _ P

On

< R
o
Consideremo}n-1. Afirmamos que

1. {gn}n=1 NO esta acotada superiormente, por lo que existe una |f)Snc
{0 }; tal queg,, — +oo.

2. Basta ver la condicion de Liouville pafapara @;) ;1.

Entonces, dadn; con j > 1 queremos ver que existgre Ny p € Z tales que

X p 1
m q Q”J
Comox € L, tomandon = 2n;, sabemos que existgmp,, Y Oz, enteros con
pan 1
O2n, > 1 tales quex — <= _,entonces
q2nj q2n
X , 1
X _ P | (5.7)
J
m  may, qun,
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Ahora, comog, — +oo, existe unj, € N tal queq, > mpara todoj > jo.
Entonces
) o )
Coyy 2M2M ™ " >m " -,

nj—l

Por lo tantoggnj > Qq,m " . Se obtiene de lo anterior

nj—l nj
2 \nj no
()" = (qznjm“l)
Nj =1
qZﬂjmnJ .

L , on; M)"™ ., . o
Esto pasa siy solo séﬂj > % y esto siy solo squ:j > (On, ™. Luego,

de (5.7), tenemos que
1

X Pa2n;
] < (mQan)nj .

m  mep,

Para finalizar veamos (1) y (2).
(1) Queremos ver qu@{)n-1 NO esta acotada superiormente.

Supongamos que no sucede, entonces existiriaalib tal que ,) (asociada
a x) es tal que existt > 0 cong, < M para todon > 1. Comoq; = 1y
(an) es creciente, existen finitags (puesq, < M). Llamémoslogq;, . . ., gm} con
01 < G < ... < O Ahora, dadon > 1 existe un 1< j < mtal queq, = q;,

entonces

Asociemos para cadiglos n’stales quey, = q;. Notemos que existgtal que
tiene asociados infinitos valores d@uesN es infinitoy #1,...,m} = m.

Supongamos qué = 1. Entonces existe una subsecion{dg}: {qdn Jxk=1 CON
On, = O paratoddk > 1. Asi, comoq; > 1,

Luego, tendriamos qug, — xq,. Pero, comay, € Ny p,, € Z, tendriamos que
X € Z lo cual es un absurdo.

Asi, (gn) no esta acotada superiormente.

(2) Veamos ahora que alcanza con ver que se cumple la condieiLiouville
para para (i)k-1, Una subsucesion da)fs.
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Supongamos que para tokle: 1, dadon, existep,, € Z, d,, > 1 tales que
X_ P L
M On| (Gn)™

Sean > 1 cualquiera fijo y supongamos gueao cumple la condicion de Liouville
paraZ, entonces tendriamos que

X p>i

mql %@
para todop € Z y para todaj € N. Por lo tanto,

L_|X_Pl_|X_P, &_E'
g Im ¢ M On, O d
De lo que se deduce que
L _|X_Paf (P _P
qn ~|m an an q ’
siy solo si,
[P E‘ S| x
d" |On Q] |M O
Ahora, como g, — oo, entonces existe urk, > 1 tal que
l 1 pnko p ., .
— - < — - — 4> con lo que tendriamos, de lo anterior, que
(Oh,)™ = On | Oy,
P
o ol > — lo cual es absurdo.
ano (ano) o
Esto completa la demostracion de la proposicion. O

Dediguémosnos ahora a la demostrar el Teorema 5.3.

Demostracion.del Teorema 5.3

Por lo que observamos antes sblo tenemos que ver la pagte$®) se reduce
por los anteriores resultados a mostrar %L N (0, 3)) = .

h(r)

Seah una funcion dimension tal que lim SUR—¢

h(r)

y tal que la funciénr +— - es decreciente en un entorno del cero. Como

h(r)

limsup. o ke 0 para todd > 0, tenemos para tocto> 0,

lim supi:) =lim supi— = oo. (5.8)

r\0 r r\0

> 0 para todat > 0
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Supongamos, para obtener luego una contradiccion-iie N (0, 3)) < co.

Comoh es continua por derecha ct(0) = 0, obtenemos qué{"({x}) =0
para todox € R y por lo tanto H"(Q) = 0. De esto se deduce que
H"(L U Q) n (0,3)) < co. Por lo tanto podemos elegir un nimero reat 1 tal
que

HN(LUQ)N(0,3)) <c.

De (5.8), podemos encontrar ypn> O tal que

hr)  g5¢ (5.9)

o

Ademas, como
H(LUQ)N(0,3)) < H'(LUQ)N(0,3)) < C < oo,

existe un cubrimiento numerablg;}; de LUQ)N (0, 3) de intervalos de diametro
menor o igual que, tal que

> h(E) <c. (5.10)

i
Lo que vamos a construir ahora es una sucesion de conjGniGs, .. ... . tales

que
()Ca0 (5.11)
n
(Crc@u@n(0,3) (5.12)
n

(ﬂ cn] N (U E-) = 0. (5.13)

Como LUQ)n(0, 3) c | Ei, tendremos la contradiccion que queriamos pues
por (5.11), existex e N, C, y por (5.12),x € | J; Ej, lo cual contradice (5.13).

Lo que haremos ahora es construir los conjuQs,, . ...... Esta construc-
cion se divide en cuatro pasos. Comencemos dando notaeédespués usare-
mos.

Para un entero positivie escribiremos coiN" a la familia de lan-uplas de
naturales, i.elN" = {p1p2...pn: pi € N}

Primero construiremos una sucesion auxiliar de entersisiyms @,),. Luego
usando esta sucesion construiremos conjulito$l,, ... e |, enR parap € II,
conll, c N". Luego, construiremos conjuntbg, I'», ... conI', c II,, y por Gltimo
los conjunto<C,, Co, . ...
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1. Construccion de los entergs oo, . . ..
Seac = 128C.

De (5.8), se puede ver que existe una sucesi@p €onr, > 0 tal que
r, — 0y tal que

h(rl”) >1 (5.14)
re
1 n
< |1- o7 (5.15)
1 rn_l 2n
n< = : 5.16
' 2( C ) ( )

1
Para obtener (5.15), observar c(lle- —) — 0.
21/n

Ahora contruiremos inductivamente la sucesigy).£1 de enteros positivos
tal que las siguientes condiciones se satisfacen parantod?

(1.1n) o > (D%

1 1
(I2n) Z—qH <rh < q_ﬂ

Paran = 1, tenemos que; = 1.

Para el paso inductivo, asumamos que 2 y que los enteroqy, ..., 0n-1
fueron construidos de forma tal ggecumple las condiciones (1.1j) y (11.2j)
paraj € {2,...,n—1}.

Observemos que, como de (5.15), tenemos que

1
I’nl/n < (1— m),

1 1

entonces
1

1
@

Entonces existe un entegg con

— <O < —. 517
@ =% = e ©10

Tenemos de (5.17) que (1.2n) se cumple.

Veamos ahora que la condicion (1.1n) se cumple. Para elidatnos la
demostracion en dos casos.
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Casoln=2

En este caso (5.16) y el hecho de que< 1 (lo que se tiene por (5.15))
implican que

2
Q2 2 @ 2 (r_cl) > ¢ = (cqp)®.

ot o

En efecto, de (5.16) pana = 2 tenemos que, < %(El) si y solo si
1 c\? c\?

——— >|—| . Ademas como; < 1, obtenemos qu > ¢ = (cqb)>.

(2r)12 ‘(rl) P | 67) 20= ()

Por Gltimo de (1.22) se deduce qqge> @)

Caso2n> 3.

Para este caso, (5.16), (5.17) y la hip6tesis inductitér(i1)) implican que

2
On 2 (Zr;L)l/n 2 (r:il) 2 (Cqﬂ—l(n - 1))2

Esto completa el paso inductivo en la construccion de lteresg;, Oy, . . . .

2. Construccion de los conjuntdl, Iy, ... y del,.

Paran, p € N definimos los conjuntos,,, ¢ N,X, c N,II, c N"el, c R
parap € I, inductivamente como sigue.

Pongamos
L1 = {1
X = 11
Hl = Zl

=
I

[1 1 1]
—, —+ =
0 Q1 Q3

Luego asumamos que> 2 y que los conjuntos,_1 p, -1, [1n-1 €1, para
p € I1,,_; fueron definidos.
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Sea ahora,
Thp = NN qnl,qn + P + gn——| parap € Z,_1,
On-1 On-1 ZQR:i
Zno= | Znp
peZn-1
I, = {plpz . pn eN":Ipr €, P2E€Xop,..-sPn € ann_l} dondepy = 1
Pn Pn
I, = |— —+—| parap = ... Ppn eIl
p & On qnp P=pPiP2...P

Demos ahora algunas propiedades principales de los cosjyrgue luego
usaremos en el siguiente paso en la construccion. DenwodareonB(E, r)
alr-entorno cerrado dg, i.e.,B(E,r) = {ye R: d(y,E) <r}.
Proposicion 5.7. a) Si Pp € lnyg con pe Iy, entoncesp|p Cly

b) Si pi, p2 € I1,, son distintos, entonces

1 2
dist{ B(Ip,, ) B(lp,, )) ——-—=>0.
> P2 o o
En particular, |, N 1,, = 0.
c) Tenemo$)\, Upen, Ip € (L UQ) N (0, 3).
. Pn Pn 1
Demostracion.(a) Sean > 1. Sabemos qué, = q— q— + q— para
n n n
p=(ps...,Pn) €I,
Seap € IIn.1, entonceP = (Ps, ..., Pn, P) CONP € Zp,q p,. ENtonces,

p P 1 ] [pn P, ]
I, = , + C lipy....on —
P [Qn+1 Ga gt PP T g g

p .1 _m 1

La anterior inclusion sucede siy solo—£— >y — < .
On+1 q qn+1 d.1 On n

Y ambas cosas suceden. En efecto, cgneoX,,, j,,, entoncegp > qn+1%
n
es decir, P (I;Jn Para la otra desigualdad, comoc X1 p,, tenemos
n+1 n
Pn 1
quep < Ony1— + One15— POr lo que

O 205
P 1 _p 1 1

nl = n n+l°
Oz Opp Oh 205 Ons1
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Ahora el miembro derecho de la anterior desigualdad es neigual a

1 1
Pn + — siy s0lo si— < ——. Pero sabemos quR,; > (cof))? por lo que
On n n+l 205 n

n+1 2(n+1 n
oni1 > (c)*™ > e} > 2,
con lo cual obtenemos lo que queriamos.

(b) Si p,p2 € II, son distintos y escribimo$; = (pPis-.-.,Pw),
P2 = (P21, - - - » P2n), €NtONCeS existe und i < ntal quepy # Pai.

Afirmamos que spy # pz entonces, # Pan.

Notemos que por la construccion de los intervadlgssolo nos interesa la
coordenada-ésima, pues

qn qn qn
parai = 1, 2.
Si pin # P2n, COMO son ambos nUmeros naturales, si suponemaos, por ejem-
plo, quep:, < pan, €Ntonces debe s@p, > pin + 1. Seama = 22” z—gn y
n n

b= Zl” q_ + Ziq” Supongamos qupo, = Pin + 1 (éste es el peor de los
casosg. "
Luego,
1 1
dist{B|l,, =—],B{lp, =——|| < a-Db
( (p ZQH) ("2 ZQH))
_ pln+1_i_(pln+_ 1)
On 205 O OF 207
_ 1.2
O O
Comoace Bl i be Bl i la—b| = 1 entonces
p1> ZqR y P2> ZqR y - 27
Oh — q

oo ol )22

Para terminar con la demostracion de (b) nos queda ver gpg & pai
entoncePi, # Pon.
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Para simplificar la demostracion veamos que si tenem@s.(. P1n,)Pn) Y
(P21- - - P2(ny) P2n) CON Py # P2ny) ENtONCES deben sei, # Pon.
Supongamos qup, = Pa2n = a. Luego, por definicion tendriamos que

acx nx

N, pin-1) N, P2(n-1)*
Entonces
Pipn-1) P1(n-1) 1
q < q +q —
" s "1 2007
q
OnPin-1) < A0h-1 < OnPip-1) + %
2qn—l
On-1 1
Pio-y < 8- — < Pro-y) + 55 < Preea)-

qn 2q2:1
Analogamente obtendriamos que

qn—l
n<a—< _1) + < _1)-
P2(n-1) o P2(n-1) ZQQf P2(n-1)
Como pin-1y € N parai = 1,2 Yy 0y 01 > 1, tendriamos que
Po(n-1) = & a_l = P1p-1), |0 cual es un absurdo.
n

Luego, debe sepi, # pan.

(c) Queremos ver qué), Uper, Ip € (L U Q) N (0, 3).
Seax € (MNm U per,, Ip-

Dividamos la demostracion en dos casos.

Si x € Q, entonces claramente

xe(ﬂUlp)UQ c Ulp)UQ
m  pelly pelly
= |1UQ
(11 1
- E’EW_}]UQ

[1,2]UQ c (LU Q) N (0,3).

Sea ahorx e R\ Q.
Seann un entero positivo. Comox € Jpep, lp, €ntonces existe

1
p:pl...pneHntanuexeIp:[&,&+—n],deloque
O O Oy

<

X— —

5
On

1
o
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Comox € R \ Q, esto muestra quees un namero de Liouville, y entonces
x € LU Q. Ademas,

xeﬂ U I, C U |p:|1:[q—11,%+q—11]:[1,2]c(o,3).

m  pelly pelly 1

Luego obtenemos lo deseado.

3. Construccion de los conjuntds, Iy, .. ..

Lo que vamos a hacer es construir subconjuiitosc I1;,I, c Iy, ...
inductivamente tales que las siguientes tres condicioaesusiplan para
todon > 2.

. 1
(I.1n) Si|Ej| > Z_q” entoncess; N |, = @ para todop € I',.
n

On
n-1
n-1

(1.3n) Thc{ppellpel}.

(I1.2n) |l >

ICn-al.

Paran = 1, tenemos qué; = I1;.

Para el paso inductivo, supongamos que> 2 y que los conjuntos
Iy c Iy, T, c Iy,..., I, c II,.; fueron construidos de forma tal que
el conjuntol’; cumple las condiciones (II.1j), (11.2)) y (II.3]) para todo

jel{2,...,n=1}
1 1 1
Ei N B(lpp,z—qn) < Z ‘B(Ipp, 2_C|n)

Sea
Dedemos probar que el conjunig asi definido cumple las condiciones
(I.2n), (1.2n) y (11.3n).

Escribamos

X = {ppenn: pern—l}\rn

Iy = {pp ell: peln, para todd}.

3

1 1
> —|Bll, ,—
‘4' (p"’Zqﬂ)

1 1
= ZiB('pp’z—qa)}

. 1
= {pp eIl : pan_l,EII . ‘E, N B(Ipp,z—qn)
n

Y notemos también con

1
X = {pp ell,:pelny, BN B(Ipp, Z_q”)
n
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para todd.
Claramente tenemos qie= [ J; X.

Probaremos ahora las siguientes cuatro proposicionessguiernos luego
para ver qué’, definido como arriba cumple las condiciones (II.1n), (1).2n

y (11.3n).

Proposicion 5.8. Se tiene que

: On
“pp €ell,:pe Fn—l}' > mmn—ﬂ-
Demostracion.Tenemos que
pn—l pn—l 1
p,ell:pelyy = NN gy > On + On _]
H ’ }’ p:pl--;lernl Ohn-1 Ohn-1 ZQE_%
- Y g 1
= AP
peln-1 ZqE_i
= LI
ZqE:i n-1
i
Proposicion 5.9.
h(E
X < 4g,/E + XED

1
"(za)
205
Demostracion.Dividamos la demostracion en dos pasos.
Primero supongamos qi§| = 1.
En este cas¥; = {p} para algrmp € II,,, entonces

1 1 1
E|l>-|Bll,, — || = —.
=7 (p’ZQH)

: 1 1 :
Observemos que efectwamer#lp, Z_qf‘) = 20 En efecto, si llamamos
n n
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. 1
SIX,ye B(I P> Z_q”) entonces

n

oo 2|

IX=yl < d(x1p)+d(y,lp)

< 1 N 1
C207 209
B 1
an
2
< —.
an
_ Pn IO
Por otro lado com@ = p;...pn € I, tenemoslp =|—, = n . En-
n
1
tonces si tomamos = P2 Y = p” —n ( ) resulta
O 200 On O

2 2
IX—y| = q_ﬂ Luego,d = a

n

1
Comoh es una funcibn dimension, es creciente, entoh{&s) > h(Zq )
de lo que resulta "

h(Eil)

1
h(z_qn)

4qn|Ei| +

IXil <

h(Eil)
),
h(z_qn)

Esto prueba la proposicion en el caxgp = 1.

IA

Ahora supongamos qui;| > 2.

En este cas&; = {ps,..., Pm} para algunog; € I, y m > 2. ComoE;
es un intervalo, deducimos q&gdebe contener las — 1 “gaps” entre los
intervalos

1 1
B(lp,, Z_q”)’ .., B(lpy Z_q”)

y como la proposicion 5.7 muestra que la longitud de cadp™ga igual a
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1 2 .
— — —, concluimos que
n O
1 2
Bl > (m—l)(———n)
O Oy
1
> (IM-1)—
> (Mg
m
> —
44,
_ X
4q,
Esto implica que
IXil < 4q./Eil
h(E;
< g g+ NED
hl—
)
lo cual completa la demostracion. ]

Proposicion 5.10.Si2 < m< n, entonce$l 1| > 1y

(2 :

m -1 m-1

i Z ng—lqm |rm_l| *
205

Demostracion.Primero probemos quE, 1| > 1.
Para 2< |j < n -1, la hipbtesis inductiva (I1.2]) y el hecho de que
gj > (cg3)? > 4q'"; implican quell’j| > 2 ) I |

j-1
-1
Si repetimos varias veces esta desigualdad, obtenemos

Tme1l = Tmo| > ... > 4| = 1.

Probemos ahora que
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De (5.14)y de la desigualdegél— <rm< ] se tiene que
Om Om

1
h(ﬁ) 1
1qm 2 — = qgnt2, (5.18)
- (_)l—l/2m
20% Om
Ademas comajy, > (¢ 1)?y [Tm-1| > 1, se deduce que
m-1.m-1 1 m-1.m-1 1 m-1/2
On-19m 7= = 0n-10m ~ = Z0m . (5-19)
U1 C
Combinando (5.18) y (5.19), obtenemos lo deseado. |

Proposicion 5.11.
IX| < % {Ppe iy perna.

Demostracion.Dividamos la demostracion en dos casos.
Casoln=2

En este caso la proposicion 5.9 implica que

X< D IXI <4 Y IEl+——— D h(ED.  (5.20

hl—]1 i
(Zqé)
ComolEj| < rg, (5.9) implica que

h(Eil) S h(ro) S 390
El — ro .

Entonces concluimos de (5.20) que

4(:]2 1
X < ﬁZh(E'l)+r,(—l)Zh(lE'l)
2q§
< %+ ! C.
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Entonces, usando la proposicion 5.9, obtenemos que

g
2 1 -
i 2 quq2|1—«l|
2%
= CCp.
’ O 20 . I o
Asi, [X] < 8 + TC' Ademas la proposicion 5.8 implica que
Ppetz:pen)| = -2y
P 20
_ %
5
Esto y la anterior desigualdad dan
1 4
|X| < (Z + EC) '{pp ell,: pe Fl}‘

%'{ppenz: pel“l}‘.

IA

Lo cual completa la demostracion en el caso 2.
Caso2n > 3.
Tenemos que

XI < D IXl. (5.21)

Afirmamos que parase cumple lo siguiente

Si|Ej| >

entoncesX = 0. (5.22)

n-1
n-1

En efecto, si (5.22) no se cumpliera existiriapgne I, conp € I'h 4 tal

que
1 1 1
\Ei”B('pp’z—qa) 2 Z\B('pp’z—qn)

En particular, esto implica qug N 1, # 0, de dondeE; N 1, # 0 (usan-
do el hecho de qug, c I,). Pero esto contradice la hip6tesis inductiva

1
(I1,2(n - 1)) con|Ej| > W Esto prueba (5.22).
n-1
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Entonces de (5.21), (5.22) y de la proposicion 5.9, teneques

X< ), Xi<da D, IEl+ % 2 h(ED.  (5.23)
pety ) ")
1 n—l 2

Ademas paracon|E;j| < ——, la proposicion 5.10 implica que

1
2qn oqn-1°

)
hED _ \2003

&l 1
an—l
1
>
ql 2qn l|rn 2|

Concluimos de (5.23) que

X < 4%”'2’]‘ 2 Z (BN + ——— > hEI
g [z

40,1 l
q”_|2 ”n_2|2 C+ C.
Ccﬂ—zqn—l h i
20,

Luego, usando la hipbtesis inductiva (ll.2(n-1)) tenemagie

Tho1]| > 4q” 2|l“n o/, de lo que resulta que

6q2ﬂ n- 1| C4 11
1 _—
()

Usando la proposicion 5.10, obtenemos que
1
"(aa) |
qn
2qn
Esto y la anterior desigualdad implican que
16qn|1:‘r]1-—l|c + 2qn|r_n£l|
Co 1 Coh 1

IX| < C.

= cﬂlqn

ICr-al

IX] <
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Finalmente, usando la proposicion 5.8, obtenemos

(32 4

X < [Zc+ EC) {Pp €T pe T

IA

1
5‘{ppeHn : pel“n_l}'.
Esto completa la demostracion de la Proposicion en elicasa. ]

Ahora, usando las anteriores proposiciones, probaremmfogLconjuntos
I',, satisfacen las condiciones (11.1n), (11.2n) y (11.3n).

Comencemos viendo que cumplen la condicion (11.1n)

1
Queremos ver que Ht;| > 2—2 entoncesEs; N1, = 0 para todop € I',. Esto
lo vamos a obtener directamente de la definicion del coajopntEn efecto,

: . 1
Si suponemos que existeon |Ej| > Z_q” yunpehtalqueEinl, # 0
esto claramente implica que

n
1 1
= 08{h 2] o{in 33)
Pero la desigualdad (5.24) contradice el hecho degai&',. Luego vale la
condicion (1.1n) pard’,.

1 1

e . .24
® o~ 4 (5:24)

Veamos ahora que cumple la condicion (11.2n)
Queremos ver que

ComoX = {pp ell,:pe Fn_l} \ I, se tiene por la proposicion 5.8 y la
proposicion 5.11 que

Tl = |{ppe Mz pelnaf\ X

\%

%“pp €lly: pern—l})

1 gn

—— |
On

= ——|h-1l.
4q2:%| n 1|

\%

Esto prueba quE, cumple la condicion (I1.2n).

Por tltimo, la condicion (11.3n) se obtiene directamedéela definicion de
losT .
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4. Construccion de los conjunt@s, C,, ....
SeaCh = Uper, lp-

Como ya habiamos dicho antes, en este paso completaremeststra-
cion del Teorema 5.3 mostrando que los conju@gsumplen las condi-
ciones (5.11), (5.12) y (5.13).

Para (5.11), primero observemos due # 0 para todon. De hecho, ra-
zonando como en la demostracion de la proposicid 5.10pseqme para
j > 2, la condicion (11.2)) y el hecho de qug > (cq}j)2 > 4q}j implican
que

4q;
ITj| > —=j-1] > Tjal.
4q/71
-1

Repitiendo esta desigualdad para catienemos que
Tl = Tpeal > ... > g > 1,

y el conjuntoC,, = Uy, | €S entonces no vacio.

Por otro lado, la condicion (I1.3n) implica qu&,.; c C, para todany en-
tonces la sucesiort(),.; es decreciente de conjuntos compactos no vacios

y por lo tanto
()Cn 0,

n>1
gue era lo que buscabamos.
En cuanto a (5.12), queremos ver que

ﬂcnc(LuQ)n(o,s).

n>1

Pero esto se tiene por la proposicion 5.7, pues

ﬂcncﬂU I, c (LUQ)N(O,3).

n>1 n>1 pelly

Por ltimo la condicion (5.13) se tiene de la definicibrGley de la condi-
cion (I.1n).

Con esto completamos la demostracion del Teorema 5.3.
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Antes de dedicarnos a la demostracion del Teorema 5.2v@ses que dh es

h(r)

una funcibn dimensién para la cual la functbrR—» —= es decreciente, entonces

()

I', = h. En efecto, como la funcion— ——= es decreciente, paratodeOs <,

se tiene que
s r
Luego,
h(S) (r )r = h(r) paratodos & s<r.
Asi,
. h(s
In(r) = olgir r%
> h(r).
( )

Por otro lado tomande = r resulta que— = h(r), de lo que obtenemos,

[h(r) < h(r).

Luego,l', = h.
Por lo antes observado,sies una funcion dimension para la cual la funcion

()

r — ——= es decreciente, el teorema que queremos demostrar se etdecee-
ma 5.3.

Probaremos dos lemas que necesitaremos para la demastlatieorema.

()

Lema 5.12. Sea h una funcion dimension tal que la funcibr+ —— es decre-

ciente en un entorno del cero y tal que

()

[im sup
n\,0

> 0 paratodo t> 0.

g()

Entonces existe una nueva funcion dimension g tal quenleida r — ——= es
decreciente en un entorno del cero y tal que

) g(r)

(@) limsup.,—— . > 0 paratodo t> 0.

co o) _
(b) ||mr\0 m =0.
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Demostracion.Como limsup, 4 (t) > 0 para todd > 0, obtenemos que
[im sup——= (t) = o0. (5.25)
"0 r
En efecto,
h(r) 1
lim sup——= h(r) = limsup (l)—t = oo,
rno I N0 2 rz

para todd > 0. Observemos ademas que

h
fim 1) _ (5.26)
N\O
En efecto, como la funcién+— Q es decreciente y por shruna funcion di-

()

mensionh(0) = O, tenemos que el Ilmlte limo —= existe y es infinito aplicando

(5.25) cont = 1.

Usando (5.25) y (5.26) podemos elegir una sucesion decreci(,), de
nameros reales positivos en el intervalolpconr, — 0y tal que las siguientes
condiciones valen para toaio

h(rr)

1
n
I'n

> e, (5.27)

h(rn+l) > n+1 h(rn)

> . 5.28
M1 n M ( )

L ()
"n+1 h(ry)
De (5.28) tenemos que

Seap, =

h(rn, n+1h(ry, h(rn,
(rn+1l) > . (rn) siy solo S|rn ) r(](rn;) > e,

es decir que, > r,.1. Ademas comd es creciente por ser una funcion dimension,

tenemos que

h(rn.1) <

h(rn)
y por lo tantqo,, < r,.. Asi,rn1 < pn < rpy por lo tanto podemos definir la funcién
g: [0, +o) > [0, +o0) de la siguiente manera:
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0 sir =0,
h(r )
g(r) = % Sifp <T < pp,
h(rn) .
r Si r<r,.
nr, prn<T =T

Su grafico en el intervala |4, rn] es el siguiente

h(rn)

h(rnia) |
n+1

Es claro que es creciente y continua cg0) = 0. En particular, esto muestra
qgueg es una funcién dimension.

., r .
Probemos que la funcion+— @ es decreciente en un entorno del cero y

r
gueg satisface las condiciones (a) y (b).
Dediguémonos primero a la condicion (a).
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Para todd > 0, usando (5.27) y la definicion dg tenemos

lim supg(t) > lim supg( o)
r\0 r n—oo rn
h(rs)
=1
gL
> lim suph(r'l‘)

n—oo

n>$ nra
; n®
[im sup— = oo,

N—oo

\%

1
n>¢

lo que muestra que la condicion (a) se cumple.
Para la condicion (b), observemos que comes creciente y la funcion

() (rn)

n
obtenemos que

es decreciente, tenemos qag— para todor € [rp1,rn] Yy

h(rn.1) = (N+ 1)g(r) > ng(r) pararn,y <r < pp,
h(r) > (5.29)
h(r”)r = ng(r) parap, < r < rp.

De (5.29) se desprende qﬁg < < para todany por lo tanto

gue es lo que queriamos.

g()

Finalmente vamos a mostrar que la funcior— es decreciente. Para

esto notemos que

hrn)l
@_ n+1? S|rn+1<rgpn, (530)
=) 1 |

Siph<r <rp.
nor Pn n
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Como paran,; < I < p, tenemos que

o) _ h(rna)l
r n+1r
h(rn+l) 1
n+1 py,
h(rn) 1
n ry

9(en)
pn

IA

entonces resulta que

9(r) _ 9(n)
r—  pn

paratoda,,; <r < pp.

Concluimos de (5.30) que la funcign— g( ) es decreciente en el intervalo
(rns1,rn]. ESto es pues sabemos qug; < pn < r, para todony en [op, ]

tenemos qugy = @rﬁ = g(rn) para toda.

Por otro lado como pang < r < p,_1 Se tiene que
g(rn) _ h(r) 1

M n ry
. hey)1
nr
r 2
se concluye de (5.30) que la funcion— g( ) es decreciente en el intervalo

(r”) — para tOdG‘ € [on, Inl.

(On, pn-1]. ESto es pUegg
g( )

De lo anterior obtenemos que la funcibn— es decreciente. Esto se

L o(r . ,
debe a que la funuogg es decreciente en cada mterval;M, rn) y continua
por lo que resulta decreciente en todo su dominio.

Lema 5.13. Sea h una funcion dimension arbitraria.

1. La funciénT} es una funcion dimension. En particular, la medida de
Hausdoyf T'y-dimensionaiH'" esta bien definida.
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2. Lafuncion r— es decreciente en un entorno del cero.

I'n(r)
r

3. Tenemos

H™(E) < H'(E) < 2H™(E)

paratodo Ec R.

Demostracion.Para (1), es claro qug, es continua por derecha y qlig0) =
con lo cual solo falta ver quE;, es creciente. Para esto, fjemosOr; < rp y
observemos que

() _ o p, PO

Ih(ry) = inf r <
h( l) O<s<ry 'y S O<s<ry S

Ademas,

I'h(rq) inf ri—

0<s<ry S
h(ra)
r N
= h(ry)
= inf h(s)

r1<s<rj

< inf h(s)—

r1<s<rp

r1<s<rp S

h(s) h(s)

Tenemos entonces quig(ry) < iNfocser, ro—— Y Th(ry) < infcser, ro—— S . En-

tonces

Ih(ry) < m:min( inf r,—=

() inf rzﬁ)

O<s<ry S r1<ssr2 S
h(s
= inf r,— (5
0<s<r, S
= TIh(ro).

Para terminar la demostracion de (1) veamos que efectivieme

h(s)

M = iNfocser, F2—— S . Para ver quem es cota inferior observemos que como

O<ry<r,si0< s<r;entonces

h .. h(

_ > —2>m;
2S 0<s<r12$
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y sir; < s<r,, tenemos que

S .
2Q > inf rzﬁ > m.
S r1<s<rp S
o h(s)
Para ver que es la mayor de las cotas inferiores, supongarno >t para
( S)

todo O< s< r, y veamos qué < m. Pero como tenemos qug—
0 < s<rqentonces

inf r2— > t.
O<s<ry S

> t para todo

()

Ademas, como,— >t paratoda; < s<r,, entonces

Luego,m > t.
Para (2) observemos que sk, < r,, entonces claramente

() _ o O
rl B 0<SSI'1 S
> inf @
O<s<r, S
_ Ih(ro)
)
I'n(r)

r
Para (3), recordemos que queremos ver que

H™(E) < H"(E) < 2H™(E)
para toddE c R.
Primero mostraremos qué'"(E) < H"(E). Claramente tenemos que

Ih(r) = inf r— () ()

O<s<r

= h(r).

De esta desigualdad obtenemos qﬂé(E) < 7{“(E) para todoE c R. En efec-
to, comoI'y(r) < h(r) para todor > O, tenemos que par& > 0 y para todo

cubrimiento{E;}; deE,
ZrhoE )< Z h(Eil).
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Asi, H;"(E) < H"(E) para toda > 0. Luego,H™(E) < H"(E).
Mostraremos ahora que"(E) < 2H™(E) para todcE c R.
Consideremo& c Ry fijemos und > 0. Sea E;)ic; un §-cubrimiento dekE.
Momentaneamente fijemos el indicgescribamos; = |Ej|. Como

[n(ri) = g > Tn(ri) = inf ri@,

< S<I; S
por ser infimo, existe ug con O< § < r; tal que

[y(ri) = % > s (5.31)

. . . r
Si denotamos con; al Gnico entero positivo tal que — 1 < g' < n;, tenemos

que, comgEj| = r; < n;s, el conjuntoE; puede ser cubierto pay conjuntos
Ei1.....Ein conlE | = s paratodoj = 1,...,n;.

Claramente, como

EcuEiCUQELj Yy niS1+232%,

P

ri .
pues 1< g' concluimos de (5.31), que

In(IEil) + g)

[

Z Ih(Eil) + 6

)
(

W%

\%

%Z nih(s)

= I3 hes)
j=1

= 23T E)
»3

%

1
Eﬂ?(E).
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Esto implica queH;"(E) + 6 > 2H"(E). En efecto, para cada> 0 obtenemos
que

1
2 ThllEiD) + 82 SH(E)
entoncesH;"(E) > 1H"(E) - 5. Asi,

H™ME) = L’l{r(m)(ﬂgh(E)+6)

1 1 h
> —_
= Ll@)ﬂé(E)
1 h
= = E
>H'E).
es decir,
H"(E) > 2H"™(E).
Esto completa la demostracion del lema. |

Demostracion.del Teorema 5.2

In(r .
h(t ) = Q paraalgun > 0.
Entonces por el Teorema 5.3 aplicado a la fundipgue es también una funcién

dimension (usando la parte (1) del lema 5.13), se tienefdit€L) = 0. Ahora
usando la parte (3) del Lema 5.13, concluimos #(i¢L) = 0

h()

conjuntoL no tiene medidagH"o-finita. Supongamos, para llegar luego a una

L , Lo - . [n(r
contradiccion, que existe una funcion dimensiotal que limsup, , h(t ) >0

para todot > 0 y tal quelL tiene medida de Hausd®h-dimensionalr--finita.
Entonces, tendriamos qilgpuede escribirse como

L:UEn
n

dondeE, c R conH"(E,) < +o para todm.

I
Como limsup. , h( ) > 0 para todd > 0y la funcionr +— n(r) es decre-
ciente en un entorno deI cero (por la parte (2)del lema 5u]§£1)1d0 ellema5.12,

9()

podemos encontrar una nueva funcion dimengital que la funciorr — =—=
es decreciente en un entorno del cero y tal que

9(r)

(@) limsup. o e > 0 para todd > O.

(2) Queremos ver que si limsup

> 0 para toda > 0, entonces el
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(b) lime %(rr)) -

Tenemos entonces usando (a) y el teorema 5.3, que
HIL) = oo. (5.32)

ComoH"(E,) < +co para todon, entoncesH™(E,) < +co para todon (usan-
do la parte (3) del lema 5.13); y por lo tanto, usando (b), puxededucir que
HY(E,) = 0 para toda. En efecto, como

~9r)
lfl{r(]) Tn(r)

0,

dadoe > 0 existe ury > 0 tal que sir| < § entonce 8 <e&.

Sea E!); tal queE, c |J; E! con|E!| < 6. Entonces

StatEn = 3 =D g < o S e < 7

Th(IEL)

cong arbitrario, con lo cuad{9(E,) = 0 para todm. Asi,
HO(L) = HO [U En) < Y HE) =0. (5.33)

Luego, la contradiccibn que buscabamos se tiene de (%.(3233). O

Nos podemos preguntar en base a este teorema si realmestéeLgrd funcion
dimensionh tal que H"(L) > 0 y el conjunto de los numeros de Liouville
tenga medidaH"o-finita. Esta pregunta fue formulada por R. D. Mauldin ([2].)
El siguiente corolario responde a esta pregunta.

Corolario 5.14. Sea h una funcion dimension arbitraria. Entonde&(L) = 0 o
el conjuntaL no tiene medidg{" o-finita.

Demostracion.En el capitulo 4 habiamos visto g#£'(L) € {0, +co} entonces te-
nemos que-"(L) = 0 o siH"(L) > 0 (lo que es equivalente a q#€'(L) = +o0),
usando (1) del Teorema 52 no tiene medidg+" o- finita. |

El corolario 5.14 también fue obtenido por Elekes y Kelf8])(usando di-
ferentes métodos. Ellos probaron que: §s una medida sobi® invariante por
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traslaciones entoncegll) = 0 o el conjuntoL no tiene medida: o-finita. A
desarrollar esta demostracion nos dedicaremos en eésigutapitulo.

Notemos que el verdadero significado del Teorema 5.2 no eslguees-
tra que la medida de Hausdibh-dimensional del conjunto de los nUmeros de
Liouville es igual a cero o a infinito para toda funcion direé&m h, sino que, en
primer lugar pone de manifiesto que si la mediedimensional de Hausddrde
L es infinita entoncesk no tiene medida de Hausdbh-dimensionab--finita y,
en segundo lugar, que localiza el "punto de corte exacta’gbcual la medida de
Hausdoft deL salta de infinito a cero: $i es una funcién dimension para la cual

., . h(s f .
la funcionr +— I'y(r) = infocse r% decrece mas rapido que cualquier poten-

cia cerca del cero, entoncgf'(L) = oo, y si h es una funcion dimension para la
cual la funciorr — T'(r) decrece mas lento que alguna potencia cerca del cero,
entoncesH"(L) = 0.

Observemos ademas que si bien el resultado obtenido pkeEieKeleti,
que desarrollaremos en el siguiente capitulo, es masajereel sentido en que
no trabaja s6lo con mediddsdimensionales de Hausdbicon h una funcion
dimension, éste no da una clasificacion de las medidassen&do de para cuales
H(L) = 0y para cualeg{"(L) = .






Capitulo 6

Inconmensurabilidad del Conjunto
de Liouville

En este capitulo mostraremos, como lo ya lo habiamos &dmen el capitu-
lo anterior, que el conjunto de los nUmeros de Liouvilla¢ienedida cero o medi-
da noo-finita respecto de toda medida de BorelRemvariante por traslaciones,
en particular, con respecto a cualquier medida de Hafis#iSrcon funcion di-
mensiong. Para ello nos basaremos en un paper de M. Elekes y T. Keleti [3]

Para este capitulo tendremos en cuenta la siguiente d@finic

Definicion 6.1. Un conjunto de Borel B- R no vacio se dicénconmensurable
si tiene medida cero o ne- finita para toda medida de Borel deinvariante por
traslaciones.

Ademas cuando decimos medida de Borel nos referimos a uthidagefinida
en unac-algebra que contiene a los conjuntos borelianos.

Teorema 6.2.El conjuntoLL de los nUmeros de Liouville es inconmensurable.

En los anteriores capitulos ya observamos Igues de medida de Lebesgue
cero, densoG; y peribdico moéduloQ (esto esLL + q = L para todog € Q).
Entonces el anterior teorema es un corolario del siguiezeeha.

Teorema 6.3.Sea Bc R un conjunto no vacio &de medida de Lebesgue cero.
Supongamos qué € R : B+t c B} es denso ef. Entonces B es inconmensura-
ble.

Para demostrar este teorema nos basaremos en dos lemasdibpte los
dos lemas se basa en un resultado probado por V. Prokaj [dfjledse prueba
algo similar pero para medidas finitas usando métodos oraplcados.
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Lema 6.4. Sea B un conjunto de Borel de medida de Lebesgue cerairya
medida de Borel eft tal que B es de medida positivaryfinita. Entonces

(i) u(BNn(B+t)) =0parad-c.t.p.t@: medida de Lebesgue).

(i) Existe un conjunto de Borel’B: B conu(B’) > 0O e int(B’ — B") = 0.

(iif) Existe un conjunto compacto € B conu(C) > 0e in{C — C) = 0.
Demostracion.(i) Seau : S — [0, +o0] la medida dada, dond8 es unao-

algebra de subconjuntos deconteniendo a los conjuntos de Borel. Definimos
una nueva medidag como sigue:

us(S) = u(Bn S) paratodose S.

ug €s claramente una medida de BoreRear-finita (puesu lo es).
Definimos N
B= {(x,y) eR?:x+ye B}.

Este es claramente un conjunto de Borel (pBel® es) y por lo tantqugxA-
medible. Como ambas medidas soffinitas, podemos aplicar el Teorema de Fu-
bini aB.
Las secciones verticales 8eson de la forma
{[yeR:x+yeB}={yeR:yeB-x}=B-x

luego son todas de medida de Lebesgue cero. Entonces, por, k1) (B) = 0
y por lo tanto la seccion horizontal @es de medidag cero, para casi todo punto
respecto de la medida de Lebesgue.

La seccion horizontal dB es
{xeR:x+yeB}=B-y,

luego tenemos que
O=pe(B-y)=u(Bn(B-Y)
para casi todg.
Reemplazando ahoygpor —t se obtiene que

O=u(BNn(B+1t))1-_c.tpt,

que es lo que queriamos.
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(i) Queremos ver que existe un conjunto de Bdselc B conu(B’) > 0 e
int(B'— B’) = 0.

Por (i) podemos elegir un conjunto denso numerablec R tal que
u(BN (B+d)) =0paratodd € D.

Definimos

B’:B\U(B+d).

deD
Luego,B’ resulta un conjunto de Borel incluido & Ademas,

5(B) —uB(U(B + d))

deD

us(B’)

> u(B)~ ) ue(B+d)
deD

= uB)-0

= u(B)>0.

Luegou(B’) > u(B) > 0.

Mas aln, comd®’ c B, tenemos que(B’) < u(B) por lo queu(B) = u(B').
Nos falta ver que in§ — B’) = 0. Para esto, combD es denso eR, veremos que
Dn(B -B)=0.

Esto es cierto, en efecto, si existierayua D N (B’ — B’), entonces € D e
y =d; —d, condy, d, € B, es decird;, d, € By dy, d, ¢ B+d para ningurd € D.
Entonces tendriamos qde=y + d, € B+ Y, esto es absurdo pugs D.

Luego, int@ — B') = 0.

(iif) Queremos ver que existe un conjunto compdacta B conu(C) > O e
int(C —C) = 0. Como por (ii), int@’ — B") = 0, alcanza con encontrar un conjunto
compactaC c B’ conu(C) > 0.

ComoB’ c By B tiene medidar-finita respecto de, entoncesB’ también
tiene medida: o-finita. Escribamos entonces

(9]

conSy e Sy u(Sy) < +co.

Ahora, como por (iiju(B") > 0, existe algurs = S, ¢ B’ con 0< u(S) < +co.
Definamos

us(A) = u(S N A) para todo conjunto de Borél c R.
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Notemos que a diferencia de la medigaesta medida esta definida sblo para los
conjuntos borelianos.

us es claramente una medida finita sobre los conjuntos de Bl lp tanto,
para todo conjunto medibke

us(A) = supfus(K) : K c A, Kcompacté.

El anterior resultado puede verse por ejemplo en Classesdritive set
theory, A. S. Kechris, Teorema 17.11 ([6]).

Aplicando esto &', conjunto de Borel cops(B’) = u(S N B’) = u(S) > 0,
obtenemos un conjunto compa&a- B’ conus(C) = u(SNC) > 0.

Luego,u(C) > 0 con lo cual demostramos lo que queriamos.
]

Lema 6.5. Sea B un conjunto £&denso tal quét € R : B+t c B} es denso eR,
y C c B un conjunto compacto con {@& — C) = 0. Entonces existe una cantidad
no numerable de traslaciones disjuntas de C dentro de B

Demostracion.Consideremos

T={teR:C+tcB}

Como por hipotesiB es un conjuntaG;, existen abiertod), tales que
B=oUn.

Claramente&C +t ¢ (.o Un = Bsiy sdlo siC +t c U, para todan € N.

Entoncesl = N, GndondeG, = {teR:C+tc Uy}

ComoC es compacto W, es abierto entonces, es abierto. Ademas,, es
denso.

Observemos que es suficiente construir un conjunto de CéntorC con
la propiedad de queC(+ po) N (C + p1) = 0 para todo par de puntos distintos
Po, P1 € P.

Definamos entonceB usando el usual esquema con el que se contruyen los
conjuntos de Cantor.

Construyamos para catgiac N intervalos compactos no degeneradipson
s € {0,1}" (sucesiones de ceros y unos de longiupie sabemos que hay en total
2").

Fijemosl, tal quel c Go.
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Una vez qudg esta definido para algim € {0, 1}", elijamosx € Is N Gpy1.
ComoGy,; es abierto y denso € — C tiene interior vacio, podemos encontrar
ye [IS N Gn+l] \ [(C - C) + X]-

En efecto, comds,,; es abierto y € I N G,,1, entonces existe un> 0 tal
queB(x,r) c Gn,1. Ademas, comads es un intervalo € |, existe uns < r tal
que B(X, 5) C Gn+l m Is.

Ahora, si suponemos que para toge B(x, ),y € (C — C) + x, entonces
B(x,6) c (C-C) + x, pero int(C — C) + x) = 0 pues intC — C) = 0, lo cual nos
lleva a un absurdo.

Luego, existe uy € [Is N Gy,1] \ [(C - C) + X].

Lo anterior asegura queC(+ x) N (C +y) = 0, pues de lo contrario
existirian cy,c; € C tales quecy + X = ¢; + Yy, entonces tendriamos que
y=(co—¢Cy) + x€e(C-C)+ x locual es un absurdo.

Por compacidad podemos encontrgtly < Is N Gy,q disjuntos tales que
Xelg,Velgy(C+lg)N(C+1g)=0.

P:ﬁ ls.

n=0 s<{0,1}"

Definimos ahora

Claramentd® es un conjunto de Cantd?,c T = (., Gy, puesls ¢ G, para todos
ne Nyse{0,1".

Ademas, sipg, p1 € P conpy # p; entonces existeny s € {0, 1}" tales
quepo € gy p1 € I (0 al revés) con lo qued + po) N (C + p1) = 0 (pues
C+lg)N(C+1g)=0.)

Esto completa la demostracion del Lema.
]

La demostracion del Teorema 6.3, sale razonando por efddoaplicando el
Lema 6.5 & del Lema 6.4 parte (iii).

Para terminar este capitulo, observemos que el Teoren@@8rciona una
gran cantidad de ejemplos de conjuntos inconmensurat#ags 8n conjunto no
vacio con medida de Lebesgue cero, y Bam conjuntoG; de medida cero que
contiene &+ Q. Entonces| (B + () esta en las hipotesis del Teorema 6.3, por
lo tanto es inconmensurable.

ClaramenteA C Mg (B + ), luego todo conjunto con medida de Lebesgue
cero puede ser cubierto por un conjunto inconmensurable.
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