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Caṕıtulo 1

Introducci ón

Los resultados que desarrollaremos en esta tesis se ubican en el contexto de la
Teorı́a Geométrica de la Medida, en particular en el problema de la dimensión.

La teorı́a de la dimensión, iniciada por Hausdorff en 1919, en su semi-
nal artı́culo [4], define para cada número real no negativos, una medida
s−dimensionalH s.

La propiedad básica es que para cada conjuntoE del espacio euclideo existe
un número reald ≥ 0 tal que la medidaH s es infinita para valores des menores
qued y es cero para valores mayores qued. El conjuntoE se dice en ese caso que
tiene dimensión de Hausdorff d y lo notamos cond = dimH(E).

Si d = dimH(E) y 0 < Hd(E) < +∞ se dice queE es und-set. Si por el
contrarioHd(E) es cero o infinito, el conjuntoE no es tipicamente un conjunto
d-dimensional, pese a que su dimensión de Hausdorff esd.

Una forma de solucionar este problema podrı́a ser utilizar otra definición de
dimensión. En esta dirección Tricot [13], introduce las medidas packing donde los
cubrimientos de las medidas de Hausdorff son reemplazados por empaquetados
por bolas disjuntas.

La noción de dimensión obtenida a partir de estas nuevas medidas es en cier-
ta forma dual a la dimensión de Hausdorff y no resuelve el problema de la no-
dimensionalidad.

Otra posible estrategia es utilizar la generalización definida por Hausdorff de
las medidas s-dimensionales. Hausdorff extendió la teorı́a reemplazando en la de-
finición de medidaH s la función h(x) = xs por una función arbitrariah que
está definida en los reales no negativos, que en cero vale cero, creciente y con-
tinua por derecha, es decir lo que se define como función dimensión. La medida
obtenida en este caso, que llamaremosHh, se denominah-dimensional. Un con-
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junto con la propiedad de que su medidah-dimensional es positiva y finita se
denomina unh-set yh se denomina la función dimensión exacta, para el conjunto
E.

La pregunta que surge es si esta teorı́a alcanza, en el sentido de si todo conjunto
de un espacio métricoX es unh-set para alguna función dimensiónh.

Varios autores, en particular el mismo Hausdorff, dieron ejemplos deh-sets
con función dimensiónh distinta de una potencia. En particular se sabe que dada
cualquier función dimensiónh siempre existe unh-set para esa funciónh. Ver para
esto, por ejemplo [11].

En esta tesis se estudiará la pregunta recı́proca en el casoeuclideo, es decir,
si cada conjunto del espacio euclideo es un conjuntoh-dimensional para alguna
función dimensiónh.

Mostraremos primero dos ejemplos construidos por E. Best en1939 [1] de
conjuntos inconmensurables, es decir, conjuntosE para los cualesHh(E) es cero
o infinito para cualquier función dimensiónh.

Luego se estudiará el conjunto de los números de Liouville

L =

{
x ∈ R \ Q : ∀n ∈ N existenp, q ∈ Z conq > 1 tal que

∣∣∣∣∣x−
p
q

∣∣∣∣∣ <
1
qn

}
.

Siguiendo el desarrollo de Olsen ([7], [8]), mostraremos queL es inconmensura-
ble. Más aún, mostraremos cuál es el “punto de corte exacto” en el cual la medida
de Hausdorff Hh(L) pasa de infinito a cero, clasificando las funciones dimensi´on
en dos clasesH0 y H∞ de forma tal que la medida es cero parah en el primer
conjunto y es infinito parah en el segundo.

Posteriormente se estudiará un resultado más general, debido a Elekes y Keleti
[3], que muestra que el conjunto de LiouvilleL tiene medida cero o noσ-finita no
sólo para las medidash-dimensionales sino también para cada medida de Borel
deR invariante por traslaciones.
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Definiciones y Notaciones

La medida de Hausdorff proporciona un camino natural para medir el
volumen t-dimensional de un conjunto. Estas ideas fueron introducidas por C.
Carathéodory en 1914 y luego generalizadas por F. Hausdorff en 1919. La idea
de definir una medida para extender la noción de longitud de un intervalo para
conjuntos más complicados se remonta a la década de 1980.

Carathéodory se interesó en la siguiente cuestión: ¿Cu´al es la “medida” natural
de un conjunto deRn?

Denotemos con diám(E) = |E| para todoE ⊂ Rn.

Paraδ > 0, definimos laδ− aproximación de la medida de un conjuntoE de
Rn por:

Hδ(E) = ı́nf


∑

i

|Ei | : E ⊂
⋃

i≥1

Ei , |Ei | < δ
 ,

es decir, miramos todos los cubrimientos deE por conjuntos de diámetro menor
queδ y minimizamos la suma de sus diámetros. Lalongitud (o medida enR)
H(E) deE es ahora definida por:

H(E) = sup
δ>0
Hδ(E).

Hausdorff extendió la idea en el casom− dimensional.

La medidam-dimensional se basa en la suma
∑

i

|Ei |m,

de diámetros de los conjuntosEi a lam−ésima potencia.
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Sea ahoraX un espacio métrico (Hausdorff trabajó en realidad enRn), y t ≥ 0
un número real arbitrario positivo. SeaE ⊂ X un subconjunto yδ > 0.

La δ-aproximación de la medida de Hausdorff t-dimensionalH t
δ
(E) de E se

define por:

H t
δ(E) = ı́nf


∑

i

|Ei |t : E ⊂
⋃

i≥1

Ei, |Ei | < δ
 ,

y la medida de Hausdorff t-dimensional de E, que la notamos conH t(E), se
define por:

H t(E) = sup
δ>0
H t
δ(E).

Se puede ver que para cada conjuntoE existe un único valort = dim(E), para
el cual la medida de HausdorffH t(E) “salta” de infinito a cero,i.e.,

H t(E) =

{
∞ parat < dim(E),
0 parat > dim(E).

El número dim(E) se llamadimensión de Hausdorff deE.

Listemos ahora algunas propiedades principales de la medida de Hausdorff y
de la dimensión de Hausdorff que luego usaremos:

1. Si f es una similaridad enRn, i.e., | f (x) − f (y)| = r |x− y| para todos
x, y ∈ Rn, entoncesH t( f (E)) = r tH t(E) para todoE ⊂ Rn.

2. La dimensión de Hausdorff es monótona: siE ⊂ F, entonces
dim(E) ≤ dim(F).

3. dim(∪n∈NEn) = supn∈N dim(En).

4. SiE es un subconjunto numerable deRn, entonces dim(E) = 0.

5. Los subconjuntos abiertos deRn tienen la ”dimensión correcta”: SiG es un
abierto deRn entonces dim(G) = n.

6. En el espacio euclideon-dimensionalRn, la medida de Hausdorff n-
dimensional es proporcional a la medida de Lebesguen-dimensional.

Como ejemplo probemos ahora que la dimensión de Hausdorff deC = Cantor

1/3 es
log2
log3
. Para esto consideremos dos similaridades:

f1(x) =
x
3

y f2(x) =
x
3
+

2
3
.
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Tenemos entonces que

C = f1(C) ∪ f2(C) =
1
3

C ∪
(
1
3

C +
2
3

)
.

Como f1(C) y f2(C) son disjuntos yH t es una medida, obtenemos

H t(C) = H t( f1(C)) +H t( f2(C)).

Por otro lado tenemos que

H t( f1(C)) =
1
3t
H t(C) y H t( f2(C)) =

1
3t
H t(C).

Entonces resulta

H t(C) =
1
3t
H t(C) +

1
3t
H t(C) = 2

1
3t
H t(C),

de lo que se tiene que 1= 2
1
3t

, es decir,t =
log2
log3
.

Ası́ deducimos que la dimensión de Hausdorff deC es igual a
log2
log3
.

Lo anterior es sólo un razonamiento heurı́stico que sólo está justifica-
do si H t(C) es finito y positivo; pero esto es ası́: se puede probar que si

t = dim(C) =
log2
log3

entoncesH t(C) = 1.

En el anterior ejemplo, entonces, la medida de Hausdorff H t(C) con
t = dim(C) es finita y positiva, pero no siempre ocurre esto.

Una posible forma de solucionar este problema es utilizar lageneralización
definida por Hausdorff de las medidast-dimensionales.

Hausdorff extendió la teorı́a reemplazando en la definición de la medidaH t

la funciónh(x) = xt por otro tipo de funciones definidas en los reales no negati-
vos, que en cero valen cero, crecientes y continuas por derecha que son llamadas
funciones dimensíon.

Para una función dimensiónh definimos lamedida h-dimensional de Haus-
dorff Hh como sigue. ParaE ⊂ X y δ > 0 escribimos

Hh
δ (E) = ı́nf


∑

i

h(|Ei |) : E ⊂
⋃

i≥1

Ei, |Ei | < δ
 .
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La medidah-dimensional de HausdorffHh(E) deE es entonces definida por

Hh(E) = sup
δ>0
Hh
δ (E).

Un conjunto con la propiedad que su medidah−dimensional es positiva y
finita se denomina unh-sety h se denomina lafunción dimensíon exactapara el
conjuntoE.

Ası́, por ejemplo, la funciónh(r) = r t con t =
log2
log3

es la función dimensión

exacta del Cantor 1/3.

Otro ejemplo es el siguiente:

Un camino browninanoX tiene, con probabilidad 1, dimensión de Hausdorff
2 sin embargo su medida de Hausdorff 2-dimensional es cero. En este caso la
función dimensiónx2 requiere una corrección logarı́tmica para obtener unh-set.
La función dimensión exacta viene dada por

h(r) =


r2log

(
1
r

)
logloglog

(
1
r

)
paran = 2,

r2loglog
(

1
r

)
paran ≥ 3.

Una vez dada la definición de medida de Hausdorff h-dimensional conh una
función dimensión y desarrollada esta teorı́a, una pregunta que surge es si esta
teorı́a alcanza, en el sentido de si todo conjunto es unh-set para alguna función
dimensiónh.

Varios autores (en particular el mismo Hausdorff) dieron ejemplos deh-sets
con función dimensiónh distinta de una potencia. En particular se sabe que dada
cualquier función dimensiónh, siempre existe unh-set para esa funciónh. Ver por
ejemplo [11].

Interesa entonces la pregunta recı́proca, es decir, si cadaconjunto es un con-
juntoh-dimensional para alguna función dimensiónh.

En 1939 E. Best [1], construyó el primer ejemplo de un conjunto acotadoE
tal que para cada función dimensiónh, se tiene queHh(E) es cero o infinito. Un
conjunto con esta propiedad lo llamaremosinconmensurableo también inmedi-
ble.

Una pregunta más interesante es si existen conjuntos inconmensurables tales
que para toda función dimensiónh, su medida Hausdorff h es cero o noσ-finita.
En el capı́tulo 5 mostraremos que el conjunto de Liouville tiene esta propiedad.

Más adelante, en el último capı́tulo, daremos una demostración debida a Ele-
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kes y Keleti que prueba un resultado más fuerte. Se verá queel conjunto de Liou-
ville tiene medida cero o noσ-finita para toda medida de Borel deR invariante
por traslaciones, esto incluye en particular a las medidash-packing. Esto da una
noción de inconmensurabilidad más general.

La importancia de esta prueba es que da un método para construir otros ejem-
plos de conjuntos inconmensurables en este sentido fuerte,ya que no se conocen
muchos ejemplos en la literatura.
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Primeros ejemplos enR y R2

En este capı́tulo nos dedicaremos a mostrar los dos ejemplosdesarrollados por
E. Best en 1939 [1] de conjuntos inconmensurables, es decir,tales que su medida
de Hausdorff generalizada es cero o infinito.

Trabajaremos conλ(t) una función de variable realt, definida en algún inter-
valo 0≤ t ≤ t0, continua, cóncava, estrictamente creciente y tal queλ(0) = 0. (Es
decirλ es una función dimensión cóncava.)

Vamos a contruir primero el ejemplo enR2.

Tomemos un conjunto cerradoB ⊂ [0, 1]. Luego consideremos para cadar ∈
N el conjuntoAr =

{
1
r

}
× B y parar = 0 definamosA0 = {0} × B. CadaAr es

cerrado. DefinamosA =
⋃∞

r=0 Ar . Entonces resulta que

SiHλ(Ar) = 0 entoncesHλ(A) = 0.

SiHλ(Ar) > 0 entoncesHλ(A) = ∞.

Veamos la anterior afirmación.

SeanAr y A′r conr , r ′. Supongamos que
1
r ′
<

1
r
.

Dadoρ > 0, si Un = U(A′r , ρ) es unρ-cubrimiento deA′r , entonces (usando la

similaridad entreAr y A′r) la traslación del cubrimientoUn en
1
r
− 1

r ′
> 0, al que

llamamos{Ũn}, es cubrimiento deAr tal que|Un| = |Ũn| para todon.

Observemos además que hay una biyección entreUn y {Ũn} por lo que
#Un = #{Ũn}.
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Entonces ı́nf
∑
{Un} λ(dn) = ı́nf

∑
{Ũn} λ(d̃n); de lo que resulta que

Hλ(Ar) = lı́m
ρ→0

ı́nf
∑

U(Ar ,ρ)

λ(dn)

= lı́m
ρ→0

ı́nf
∑

U(A′r ,ρ)

λ(d̃n)

= Hλ(A′r).

Es decir,Hλ(Ar) = Hλ(Ar ′) para todosr, r ′.

Luego, siHλ(Ar) = 0 para algúnr, entoncesHλ(Ar) = 0 para todor; entonces

Hλ(A) = Hλ

∞⋃

r=0

Ar

 =
∞∑

r=0

Hλ(Ar) = 0.

SiHλ(Ar) = α > 0 para algúnr entoncesHλ(Ar) = α para todor; entonces

Hλ(A) =
∞∑

r=0

Hλ(Ar) =
∞∑

r=0

α = ∞.

Luego el conjuntoA es inconmensurable.

Observemos que en el anterior ejemplo no usamos queλ sea cóncava por lo
que dicho ejemplo sirve para cualquier función dimensión.

Notemos además que éste es un ejemplo de un conjunto enR2 que resulta
de medida de Hausdorff cero o infinita para cualquier función dimensiónh y de
medidaσ-finita. En los siguientes capı́tulos nos dedicaremos a un ejemplo de un
conjunto que para toda función dimensiónh resulta de medida de Hausdorff h-
dimensional o bien cero o bien noσ-finita.

Pasemos ahora al ejemplo enR.

Hausdorff demostró que si definimos en forma análoga al Cantor1
3, el Cantor

ξ, Cξ, conξ <
1
2

(sacando en un primer paso del intervalo [0, 1] una longitud de

1−2ξ del centro del intervalo, y luego sacando una medida proporcional a 1−2ξ de
cada uno de los centros de los dos intervalos del primer paso,y ası́ sucesivamente),

entoncesHλ(Cξ) = 1, dondeλ(t) = tα y α =
−log2
logξ

.

Es fácil probar que si queremos reducir este conjuntoCξ de manera unifor-
me a un intervalo de longitudd entonces su medida esdα con la misma función
dimensión.
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En efecto, sabemos queHλ(Cξ) = 1 dondeλ(t) = tα y α =
−log2
logξ

. Si llama-

mosCd
ξ

a la reducción delCξ a un intervalo de longitudd, entonces resultará que

Hλ(Cd
ξ
) = dα, λ(t) = tα y α =

−log2
logξ

. En efecto, por definición es

Hλρ (Cξ) = ı́nf
∑

U(Cξ ,ρ)

λ(dr) y Hλ(Cξ) = lı́m
ρ→0
Hλρ (Cξ),

(análogamente paraCd
ξ
).

EscribamosUr = U(Cξ, ρ). Si las esferasUr tienen diámetrodr entonces para
Cd
ξ

tenemosU(Cd
ξ
, ρ) = Ud

r , donde notamos conUd
r a las esferas de diámetroddr .

De la definición deλ tenemos que

λ(ddr) = (ddr)
α = dαdαr = dαλ(dr).

Ası́,
∑

U(Cd
ξ
,ρ)

λ(ddr) =
∑

U(Cξ ,ρ)

dαλ(dr)

= dα
∑

U(Cξ ,ρ)

λ(dr).

Tomando ı́nfimo,

Hλ(Cd
ξ ) = dαHλ(Cξ) y lı́m

ρ→0
Hλρ (Cd

ξ ) = dα lı́m
ρ→0
Hλρ (Cξ).

Luego,
Hλ(Cd

ξ ) = dαHλ(Cξ) = dα.

Parar ∈ N consideremos ahora el intervalo

(
1

r + 1
,
1
r

)
enR. Construyamos

sobre éste el conjunto considerado antes parad = 1
r(r+1) y llamésmoloEr .

Resulta que su medida es

(
1

r(r + 1)

) −log2
logξ

. Esto se debe a que la longitud del

intervalo

(
1

r + 1
,
1
r

)
esd = 1

r(r+1) y α = −log2
logξ .

Agregando el origen para que sea un conjunto cerrado, definamos

E =
∞⋃

r=1

Er .
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Entonces, comoEr ∩ Er ′ = ∅ si r , r ′ pues

(
1

r + 1
,
1
r

)⋂ (
1

r ′ + 1
,

1
r ′

)
= ∅ y

Er ⊂
(

1
r + 1

,
1
r

)
y Er ′ ⊂

(
1

r ′ + 1
,

1
r ′

)
, tenemos queE es medible y

∞∑

r=1

Hλ(Er) = Hλ

∞⋃

r=1

Er

 = Hλ(E).

Consideremos la función dimensiónλ(t) = tα, entonces tenemos que

Hα(E) =
∞∑

r=1

Hα(Er) =
∞∑

r=1

[
1

r(r + 1)

] −log2
logξ

.

Si elegimosξ tal que
−log2
logξ

≤ 1
2
, esto es, tal queξ ≤ 1

4
, entonces

Hα(E) =
∞∑

r=1

[
1

r(r + 1)

] −log2
logξ

≥
∞∑

r=1

[
1

r(r + 1)

] 1
2

≥
∞∑

r=1

1
r + 1

= +∞,

luegoHα(E) = +∞.
Ahora probaremos que si tomamos cualquier función dimensiónh(t) entonces

Hh(E) = 0 oHh(E) = ∞.
Por serh una función dimensión, tenemos dos casos a considerar:

(i) lı́m inf t→0
h(t)
tα
= k, donde 0< k ≤ +∞

(ii) lı́m inf t→0
h(t)
tα
= 0.

Para el primer caso, notemosλ(t) = tα. Entonces resulta que, como
Hλ(E) = +∞, también esHh(E) = +∞. En efecto, por (i) tenemos que

lı́m inf t→0
h(t)
tα
= k, donde 0< k ≤ +∞; entonces dado 0< ε < k, existe un
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δ > 0 tal que si|t| < δ entoncesk−ε < h(t)
tα
, es decir,tα(k−ε) < h(t). Recordemos

que tenı́amos

Hh(E) = lı́m
ρ→0
Hh
ρ (E) = lı́m

ρ→0
ı́nf

∑

U(E,ρ)

h(dr).

De la definición deU(E, ρ) eran dr < ρ y como luego vamos a tomar lı́mi-
te enρ → 0, podemos suponer quedr son suficientemente chicos. Entonces
h(dr) > (dr)α(k − ε.) Ası́ tenemos que

∑

U(E,ρ)

h(dr) >


∑

U(E,ρ)

dαr

 (k− ε).

Resulta

Hh
ρ (E) = ı́nf

∑

U(E,ρ)

h(dr)

≥ ı́nf


∑

U(E,ρ)

(dr)
α

 (k− ε)

= (k− ε)HλρE).

Luego,

Hh(E) = lı́m
ρ→0
Hh
ρ (E)

≥ (k− ε) lı́m
ρ→0
HλρE

= (k− ε)Hλ(E).

Como (k− ε) > 0 yHλ(E) = +∞, entoncesHh(E) = +∞.
El caso (ii) lo miraremos con más detalle.

Como lı́m inft→0
h(t)
tα
= 0, entonces existe una sucesiónt1, t2, · · · tal que

h(tr)
trα
< ε, conε > 0, tal que{tn} es decreciente ytn→ 0.

Podemos cubrir aEr con 2n intervalos de longitud
ξn

r(r + 1)
donde se tiene que

2nξnα

[r(r + 1)]α
=

1
[r(r + 1)]α

o sea 2nξnα = 1, paraα =
−log2
logξ

.

Además siempre podemos seleccionar una subsucesións1, s2, · · · de la suce-
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siónt1, t2, · · · tal que

ξn1+1 ≤ s1 < ξ
n1

ξn2+1 ≤ s2 < ξ
n2

...

ξnp+1 ≤ sp < ξ
np

...

La necesidad de seleccionar una subsucesión viene por el hecho de que puede
encontrarse más de untp entre cualquierξn y ξn+1.

Para calcular Hh(E), por definición, debemos considerar primero
Hh
ρ (Er) = ı́nf

∑
U(Er ,ρ) h(dn), donde escribimosU(Er , ρ) = {Un} con {Un} co-

lección de esferas de diámetrodn < ρ. En este caso, las esferas de la definición
son intervalos de igual longitud y los diámetrosdn de las esferas son ahora las
longitudes de los intervalos.

Tomemosρ = ξnp+1. CubrimosEr con 2np+1 intervalos de longitud
ξnp+1

r(r + 1)
.

Observemos que la longitud de los intervalos es

dn =
ξnp+1

r(r + 1)
<
ξnp+1

2
< ξnp+1 = ρ.

Entonces usando queh es creciente por ser función dimensión, que hay 2np+1

intervalos enU(Er , ρ) y queξnp+1 ≤ sp < ξ
np, tenemos que

∑

U(Er ,ρ)

h(dn) ≤
∑

U(Er ,ρ)

h(ξnp+1)

= 2np+1h(ξnp+1)

≤ 2np+1h(sp).

Comosp = t j para algúnj y tenı́amos para la sucesión{tn} que
h(t j)

tαj
< ε, entonces

h(sp)

sαp
< ε, por lo que

h(sp) < εs
α
p < ε(ξ

np)α.
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Luego,

Hh
ρ (Er) ≤

∑

U(Er ,ρ)

h(dn)

≤ 2np+1εξnpα

= 2ε(2npξαnp)

= 2ε,

pues (2npξαnp) = 1. EntoncesHh(Er) = lı́mρ→0(Hh
ρ (Er)) = 0, puesε era arbitrario.

Luego,

Hh(E) = Hh


∞⋃

r=1

Er

 =
∞∑

r=1

Hh(Er) = 0.





Caṕıtulo 4

Números de Liouville

En este capı́tulo nos dedicaremos a un conjunto de números irracionales con
el cual trabajaremos a lo largo de los siguientes dos capı́tulos caracterizando su
medida de Hausdorff generalizada. Es elConjunto de los Números de Liouville
al que definimos de la siguiente manera:

L =

{
x ∈ R \ Q : para todon ∈ N existen enterosp y q conq > 1 tal que

∣∣∣∣∣x−
p
q

∣∣∣∣∣ <
1
qn

}
.

Por ejemplo,z=
∑∞

1
1

10k!
es un número de Liouville (tomandoq = 10n!).

Recordemos que decı́amos que un númeroz es algebraico si satisface una
ecuación de la forma

ao + a1z+ a2z
2 + . . . + anz

n = 0

conai enteros y no todos nulos. El grado de un número algebraicozes el mı́nimo
exponente enteron tal quezsatisface una ecuación entera de gradon. Por ejemplo,
cualquier número racional es algebraico de grado 1,

√
2 es algebraico de grado 2,

y
√

2+
√

3 es algebraico de grado 4.

Decimos que un numero real estrascendentesi no es algebraico.

Probaremos que los números de Liouville son trascendentes. Para ello,
siguiendo lo desarrollado por Oxtoby [9], usaremos el siguiente lema.

Lema 4.1. Para todo número real algebraico z de grado n> 1 existe un entero
positivo M tal que ∣∣∣∣∣z−

p
q

∣∣∣∣∣ >
1

Mqn
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para todos enteros p y q con q> 0.

Demostración.Comoz es un número algebraico de gradon, existe un polinomio
f de gradon con coeficientes enteros tal quef (z) = 0.

SeaM un entero positivo tal que| f ′(x)| ≤ M para|z− x| ≤ 1. Entonces por el
Teorema del valor medio,

| f (x)| = | f (z) − f (x)| ≤ M|z− x| para|z− x| ≤ 1. (4.1)

Consideremos ahora dos enterosp y q conq > 0. Queremos ver que
∣∣∣∣∣z−

p
q

∣∣∣∣∣ >
1

Mqn
.

Esto es claramente cierto si|z − p
q | > 1, entonces asumamos que|z − p

q | ≤ 1.
Entonces, por (4.1), ∣∣∣∣∣∣ f

(
p
q

)∣∣∣∣∣∣ ≤ M
∣∣∣∣∣z−

p
q

∣∣∣∣∣
y entonces ∣∣∣∣∣∣q

n f

(
p
q

)∣∣∣∣∣∣ ≤ Mqn
∣∣∣∣∣z−

p
q

∣∣∣∣∣ . (4.2)

La ecuaciónf (x) = 0 no tiene raı́ces racionales (pues si nozserı́a solución de gra-
do menor que n).Además,qn f ( p

q) es un número entero. Ahora, como el miembro
izquierdo de (4.2) es mayor o igual que 1, entonces

|z− p
q
| ≥ 1

Mqn
.

La igualdad no puede valer porquez es irracional. �

Teorema 4.2.Todo número de Liouville es trascendente.

Demostración.Supongamos que existe un número de Liouvillezque es algebrai-
co, de grado n. Comozes irracional debe sern > 1. Por lema 4.1, existe un entero
positivoM tal que ∣∣∣∣∣z−

p
q

∣∣∣∣∣ >
1

Mqn
(4.3)

para cualesquierap y q enteros conq > 0.

Elijamos un entero positivok tal que 2k ≥ 2nM. Como z es un número de
Liouville, existen enterosp y q, conq > 1, tales que

∣∣∣∣∣z−
p
q

∣∣∣∣∣ <
1
qk
. (4.4)
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De (4.3) y (4.4), tenemos que
1
qk
>

1
Mqn
. Ası́, M > qk−n ≥ 2k−n ≥ M, lo cual es

una contradicción.

Luego,z es trascendente para cualquier número de Liouvillez.

�

De la definición del conjunto de los números de Liouville, podemos escribir

L = (R \ Q) ∩
∞⋂

n=1

Gn, (4.5)

dondeGn =
⋃∞

q=2

⋃∞
p=−∞

(
p
q −

1
qn
,

p
q +

1
qn

)
.

Gn es unión de intervalos abiertos. Además incluye a todos los números de la
forma p

q conq ≥ 2, entoncesQ ⊂ Gn. Entonces tenemos queGn es un conjunto
abierto denso y su complemento es nunca denso.

Como, por (4.5),

R \ L = Q ∪
∞⋃

n=1

(R \Gn),

se obtiene queR\L es un conjunto de primera categorı́a. Luego el Teorema de Bai-
re implica que existen números de Liouville en cualquier intervalo (en particular,
hay números trascendentes en cualquier intervalo).

Otra caracterı́stica del conjunto de los números de Liouville es que
dimH(L) = 0. Para demostrarlo hagamos antes algunas observaciones.

De (4.5), tenemos queL ⊂ Gn para todon ≥ 1. Paraq = 2, 3, . . . sean

Gn,q =

∞⋃

p=−∞

(
p
q
− 1

qn
,

p
q
+

1
qn

)
.

Para cualesquiera dos enteros positivosm y n tenemos

L∩ (−m,m) ⊂ Gn∩ (−m,m) =
∞⋃

q=2

[
Gn,q ∩ (−m,m)

]
⊂
∞⋃

q=2

mq⋃

p=−mq

(
p
q
− 1

qn
,

p
q
+

1
qn

)
.

EntoncesL∩ (−m,m) puede ser cubierto por una sucesión de intervalos donde sus
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medidas sumadas dan, paran > 2,

∞∑

q=2

mq∑

p=−mq

2
qn
=

∞∑

q=2

(2mq+ 1)
2
qn

≤
∞∑

q=2

(4mq+ q)
1
qn

= (4m+ 1)
∞∑

q=2

1
qn−1

≤ (4m+ 1)
∫ ∞

1

1
xn−1

dx

=
4m+ 1
n− 2

.

Teorema 4.3. El conjunto L de los números de Liouville tiene medida de
Hausdorff s-dimensional cero, para todo s> 0.

Demostración.De la definición de la medida de Hausdorff s-dimensional, para
demostrar lo que queremos, es suficiente encontrar para cadaε > 0 y para cada
entero positivom, una sucesión de intervalosIn tal que

L ∩ (−m,m) ⊂
∞⋃

n=1

In ,

∞∑

n=1

|In|s < ε , y |In| < ε.

Para cada enteron tenemos que

L ∩ (−m,m) ⊂
∞⋃

q=2

mq⋃

p=−mq

(
p
q
− 1

qn
,

p
q
+

1
qn

)
.

Ahora elijamosn tal que cumpla simultáneamente las siguientes condiciones:

1
2n−1

< ε, ns> 2,
(2m+ 1)2s

ns− 2
< ε.

Entonces cada uno de los intervalos

(
p
q −

1
qn
,

p
q +

1
qn

)
tiene longitud

2
qn
≤ 2

2n
< ε,
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y además tenemos que

∞∑

q=2

mq∑

p=−mq

(
2
qn

)s

=

∞∑

q=2

(2mq+ 1)2s

qns

≤ (2m+ 1)2s
∞∑

q=2

1
qns−1

≤ (2m+ 1)2s

∫ ∞

1

1
xns−1

dx

=
(2m+ 1)2s

ns− 2
< ε,

que es lo que querı́amos. �

Corolario 4.4. dimH (L) = 0.

Del resultado del Teorema anterior tenemos entonces que la funciónh(x) = xs

no da para el conjuntoL una medidah-dimensional ni positiva ni finita. Obser-
vando esto es natural preguntarse si el conjuntoL tiene una función dimensión
exacta. Esta pregunta se responde fácilmente usando las propiedades de invarian-
za por traslaciones del Conjunto de los números de Liouville.

Proposición 4.5.Si E es un subconjunto deR tal que E+m= E para todo número
entero m yµ es una medida enR invariante por traslaciones entonces

µ(E) ∈ {0,∞}.

En particular, si h es una función dimensión, entonces Hh(L) ∈ {0,∞}.

Demostración.Si µ(E) = 0 listo.

Supongamos queµ(E) > 0.

Como
∑

n∈Z µ(E ∩ [n, n + 1)) = µ(E) > 0, entonces existe unn0 ∈ Z tal que
µ(E ∩ [n0, n0 + 1)) > 0.

Usando la invarianza por traslaciones deµ y el hecho de queE +m = E para
todom ∈ Z, concluimos que para todon ∈ Z

µ(E ∩ [n0, n0 + 1)) = µ((E ∩ [n0, n0 + 1))+ (n− n0))

= µ((E + (n− n0)) ∩ ([n0, n0 + 1)+ (n− n0)))

= µ(E ∩ [n, n+ 1)).
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Entonces
µ(E) =

∑

n∈Z
µ(E ∩ [n, n+ 1)) = ∞.

Luego,µ(E) ∈ {0,+∞}.
Veamos por último que el conjunto de los Números de Liouville cumple que

L +m= L para todom ∈ Z.
Comom ∈ Z, alcanza con ver una inclusión para tener la igualdad. Seam ∈ Z.

Veamos queL +m⊂ L.
Si x ∈ L +m entoncesx = y+m para algúny ∈ L. Ahora, comoy ∈ L, para

todo n ∈ N, existen enterosp y q con q > 1 tales que
∣∣∣∣y− p

q

∣∣∣∣ <
1
qn
. Entonces

tenemos que
∣∣∣∣∣y−

p
q

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣y+m=

p
q
−m

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣(y+m) −

(
p+mq

q

)∣∣∣∣∣∣ <
1
qn
,

es decir,x ∈ L. �

En vista de esta Proposición es interesante buscar el “punto de corte exacto”
para el cual la medida de Hausdorff h-dimensional deL salta de infinito a cero.
Esto lo desarrollaremos en el capı́tulo 5.

Existen otras formas de definir el conjunto de los números deLiouville. Una
que mencionaremos es usando la noción de medida de irracionalidad desarrollada,
por ejemplo, por Jonathan Sondow [12]. Sólo daremos la definición pues no nos
manejaremos en este trabajo usando este enfoque.

Definición 4.6.Unamedida de irracionalidad es una función f(q, λ) de un núme-
ro natural q y un número real positivoλ, que toma valores en los reales positivos
y es decreciente tanto en q como enλ.

Dado un número irracionalα, si existeλ > 0 con la propiedad de que para
cualquierε > 0 existe un entero positivo q(ε) tal que

∣∣∣∣∣α −
p
q

∣∣∣∣∣ > f (q, λ + ε) para p y q enteros con q≥ q(ε),

denotamos conλ(α) al menor de losλ y decimos queα tiene medida de irracio-
nalidad f(q, λ(α)).

Definición 4.7. Si α tiene medida de irracionalidad f(q, µ) =
1
qµ

para algún

µ = µ(α), entoncesµ(α) ∈ [2,+∞) se llama elexponente de irracionalidad (o
también, abusando de la terminologı́a, la medida de irracionalidad) deα. Por
lo contrario, si tal µ no existe, escribimosµ(α) = ∞ y decimos queα es un
número de Liouville.



Caṕıtulo 5

Medida Generalizada de Hausdorff
del Conjunto de Liouville

En este capı́tulo, como ya anunciamos en el capı́tulo 4, nos dedicaremos a tra-
tar de encontrar el ”punto de corte exacto”para el cual la medida de Hausdorff
h-dimensional del conjuntoL salta de infinito a cero. Además daremos una
caracterización completa de todas las medidas de Hausdorff Hh(L) deL sin asu-
mir nada acerca de la función dimensiónh. Para ello seguiremos lo desarrollado
por L. Olsen ([7], [8]).

Empecemos con una definición.

Definición 5.1. Para una función dimensión h, se define la funciónΓh de la si-
guiente manera:

Γh(r) = ı́nf
0<s≤r

r
h(s)

s
.

Enunciaremos ahora el principal resultado de este capı́tulo.

Teorema 5.2.Sea h una función dimensión cualquiera. Entonces:

1. Silı́m suprց0
Γh(r)

r t
= 0 para algún t> 0 entoncesHh(L) = 0.

2. Si lı́m suprց0

Γh(r)
r t
> 0 para todo t> 0 entonces el conjuntoL no tiene

medidaHh σ-finita.

Para demostrar este teorema necesitaremos primero enunciar y demostrar otros
resultados.
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Teorema 5.3.Sea h una función dimensión.

1. Silı́m suprց0

h(r)
r t
= 0 para algún t> 0 entoncesHh(L) = 0.

2. Silı́m suprց0
h(r)
r t
> 0 para todo t> 0 y la función r 7−→ h(r)

r
es decreciente

en un entorno del cero, entoncesHh(L) = ∞.

Antes de dedicarnos a la demostración del Teorema 5.3, observemos que éste
está relacionado con el Teorema de Jarnik de 1931 ([5]).

Para un entero positivon definimos el conjunton-ésimo de JarnikLn por:

Ln =

{
x ∈ R \ Q : existen enterosp, q conq > 1 :

∣∣∣∣∣x−
p
q

∣∣∣∣∣ <
1
qn

}
.

Observar que (Ln)n es una sucesión decreciente de conjuntos conL =
⋂

nLn.

Jarnik calculó el ”punto de corte exacto”para el cual la medida de Hausdorff deLn

salta de infinito a cero. Sih es una función dimensión tal que la funciónr 7−→ h(r)
r

es decreciente, entonces

Hh(Ln) = 0 si y sólo si
∫ ∞

1
h(2x−n)x dx< ∞

Hh(Ln) = ∞ si y sólo si
∫ ∞

1
h(2x−n)x dx= ∞.

Sin embargo, esto no nos alcanza para probar la parte (2) del Teorema 5.3. De
hecho, consideremos la siguiente condición:

lı́m inf
rց0

h(r)
r t
> 0 para todot > 0. (5.1)

Es fácil ver que la condición (5.1) implica que
∫ ∞

1
h(2x−n)x dx = ∞ para todo

n ∈ N, y el Teorema de Jarnik muestra entonces que

Hh(Ln) = ∞ para todon ∈ N. (5.2)

Por supuesto, en general, no es verdad que si (En)n es una sucesión decreciente
de subconjuntos deR tal queHh(En) = ∞ para todon ∈ N entonces esto impli-
que queHh (

⋂
n En) = ∞; y la conclusión de (2) del Teorema 5.3, es decir que

Hh (
⋂

nLn) = ∞, por lo tanto no se desprende de (5.2).

Por lo tanto aún suponiendo que vale la condición (5.1), que es mucho más
fuerte que la que se tiene como hipótesis en (2), el Teorema de Jarnik no nos per-
mite demostrar la parte (2) del Teorema 5.3. El análisis de la medida deL =

⋂
nLn

va a requerir algunos argumentos un poco más delicados.
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Luego de esta observación dediquémosnos a la demostraci´on del Teorema 5.3.
Observemos que la parte (1) del Teorema no da ningún resultado nuevo, éste no es
más que otra forma de decir que la dimensión de Hausdorff deL es cero (resultado
que ya probamos en el cuarto capı́tulo). Lo que debemos demostrar entonces es
la parte (2). Para ello observemos que alcanza con ver que, bajo las hipótesis,
Hh(L ∩ I ) = ∞ para todo intervalo abierto no vacı́oI .

Los pasos a seguir para la demostración serán los siguientes: primero proba-
remos que siHh(L ∩ J) = ∞ para algún intervalo abierto y no vacı́oJ, entonces
Hh(L ∩ I ) = ∞ para todo intervalo abierto no vacı́oI . Luego probaremos que
Hh(L ∩ (0, 3)) = ∞. Para esto necesitaremos algunos resultados previos.

Definición 5.4. Para una función dimensión h y un número real positivo s, defini-
mos

dh(s) = lı́m inf
rց0

h(sr)
h(r)

dh(s) = lı́m sup
rց0

h(sr)
h(r)
.

Lema 5.5. Sea h una función dimensión y sea f: Rd −→ Rd una similitud con
radio s, es decir,| f (x) − f (y)| = s|x− y| para todos x, y ∈ Rd. Luego,

dh(s)H
h(E) ≤ Hh( f (E)) ≤ dh(s)Hh(E) para todo E⊂ Rd.

Demostración.Seaδ > 0 y sea{Ei}i un cubrimiento deE con |Ei | < δ, entonces,
como E ⊂ ⋃

i Ei , tenemos quef (E) ⊂ ⋃
i f (Ei). Además| f (Ei)| = s|Ei | < sδ.

Entonces

∑

i

h(| f (Ei)|) =
∑

i

h(s|Ei |)
h(|Ei |)

h(|Ei |)

≥ dh(s)
∑

i

h(|Ei |)

≥ Hh
δ (E).

Ası́,
dh(s)H

h
δ (E) ≤

∑

i

h(| f (Ei)|), (5.3)

para todoδ-cubrimiento deE, es decir, para todosδ-cubrimiento def (E).

Ası́ obtenemos que

dh(s)H
h
δ (E) ≤ Hh

sδ( f (E)).

Entonces tomando lı́mite cuandoδ tiende a cero se obtiene que

dh(s)H
h(E) ≤ Hh( f (E)).
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Además de la anterior cuenta también tenemos que

Hh
sδ( f (E)) ≤ dh(s)

∑

i

h(|Ei |), (5.4)

para todoδ-cubrimiento deE.

Observemos que sidh(s) = 0 o dh(s) = +∞ la desigualdad que queremos se
obtiene trivialmente.

Si 0< dh(s) < +∞, entonces de (5.4) obtenemos que

1

dh(s)
Hh

sδ( f (E)) ≤ Hh
δ (E).

Por último tomando lı́mite cuandoδ tiende a cero se obtiene la otra desigualdad
que querı́amos.

�

Proposición 5.6. Sea h una función dimensión y supongamos que la función

r 7−→ h(r)
r

es decreciente en un entorno del cero. SiHh(L ∩ J) = ∞ para algún

intervalo abierto no vacı́o J, entoncesHh(L∩ I ) = ∞ para todo intervalo abierto
no vacı́o I.

Demostración.SeaI un intervalo abierto no vacı́o.

Podemos elegir enterosn y m conn ≥ 1 tales quef (J) ⊂ I dondef : R −→ R
es la funciónf (x) = 1

nx + m. En efecto, escribamosJ = (a, b) e I = (c, d). Si

|J| ≥ |I |, existe unn ∈ N tal que
|J|
n
≤ 1

2 |I | tomandon ≥ 2
|J|
|I | . Consideremos ahora

J
n =

(
a
n,

b
n

)
.

Si a
n > d tomamosm=

[
a
n − c

]
.

Si a
n >

c+ d
2

tomamosm=
[

a
n − c

]

Si a
n <

c+ d
2

tomamosm= 0.

Entonces tenemos que1
nJ +m⊂ I .

Análogamente se demuestra si|J| ≤ |I |.
Usando las caracterı́sticas que tiene el conjunto de los números de Liouville

se puede ver que1nL +m⊂ L para todosm∈ Z y n ∈ N. Este lo demostraremos al
final para no perder el hilo de la demostración.
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Usando lo anterior tenemos quef (L∩ J) ⊂ L∩ I . Esta inclusión y el lema 5.5
implican que

dh

(
1
n

)
Hh(L ∩ J) ≤ Hh( f (L ∩ J)) ≤ Hh(L ∩ I ), (5.5)

usando quef (x) = 1
nx+m es una similaridad cons = 1

n y que f (L ∩ J) ⊂ L ∩ I .

Ahora, como la funciónr −→ h(r)
r

es decreciente en un entorno del cero, tenemos

que
h( r

n)
r
n

≥ h(r)
r

para todor > 0 suficientemente chico; de lo que deducimos

dh

(
1
n

)
= lı́m inf

rց0

h( r
n)

h(r)
≥ 1

n
> 0. (5.6)

Luego, de (5.5) y (5.6) resulta

Hh(L ∩ I ) ≥ dh

(
1
n

)
Hh(L ∩ J) ≥ 1

n
∞ = ∞,

que era lo que querı́amos demostrar.

Para terminar con la demostración de la proposición veamos que1
mL + n ⊂ L

para todosn ∈ Z y m ∈ N. Ya habı́amos visto en el capı́tulo 4 queL + n = L para
todon ∈ Z, con lo que sólo resta ver que1mL ⊂ L para todom ∈ N.

Seam≥ 1 natural. Seax ∈ L queremos ver quexm ∈ L. Si x ∈ L existenqn, pn

enteros conqn > 1 tales que
∣∣∣∣∣x−

pn

qn

∣∣∣∣∣ <
1
qn

n

.

Consideremos{qn}n≥1. Afirmamos que

1. {qn}n≥1 no está acotada superiormente, por lo que existe una subsucesión
{qnj } j tal queqnj −→ +∞.

2. Basta ver la condición de Liouville paraxm para (n j) j≥1.

Entonces, dadon j con j ≥ 1 queremos ver que existenq ∈ N y p ∈ Z tales que
∣∣∣∣∣
x
m
− p

q

∣∣∣∣∣ <
1

qnj
.

Como x ∈ L, tomandon = 2n j, sabemos que existenp2nj y q2nj enteros con

q2nj ≥ 1 tales que

∣∣∣∣∣∣x−
p2nj

q2nj

∣∣∣∣∣∣ <
1

q
2nj

2nj

, entonces

∣∣∣∣∣∣
x
m
−

p2nj

mq2nj

∣∣∣∣∣∣ <
1

mq
2nj

2nj

. (5.7)
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Ahora, comoqnj −→ +∞, existe un j0 ∈ N tal queqnj ≥ m para todoj ≥ j0.
Entonces

q2nj ≥ m≥ m
(

2nj−1

2nj
) ≥ m

(
nj−1

nj
)
.

Por lo tanto,q2
2nj
≥ q2nj m

nj−1

nj . Se obtiene de lo anterior

(q2
2nj

)nj ≥
(
q2nj m

nj−1

nj

)nj

= q
nj

2nj
mnj−1.

Esto pasa si y sólo siq2nj

2nj
≥

(q2nj m)nj

m
y esto si y sólo simq

2nj

2nj
≥ (q2nj m)nj . Luego,

de (5.7), tenemos que ∣∣∣∣∣∣
x
m
−

p2nj

mq2nj

∣∣∣∣∣∣ <
1

(mq2nj )
nj
.

Para finalizar veamos (1) y (2).

(1) Queremos ver que (qn)n≥1 no está acotada superiormente.

Supongamos que no sucede, entonces existirı́a unx ∈ L tal que (qn) (asociada
a x) es tal que existeM > 0 con qn ≤ M para todon ≥ 1. Como q1 = 1 y
(qn) es creciente, existen finitosq′ns (puesqn ≤ M). Llamémoslos{q1, . . . , qm} con
q1 ≤ q2 ≤ . . . ≤ qm. Ahora, dadon ≥ 1 existe un 1≤ j ≤ m tal queqn = q j ,

entonces ∣∣∣∣∣∣x−
pn

q j

∣∣∣∣∣∣ <
1
qn

j

≤
(

1
q1

)n

.

Asociemos para cadaj los n′s tales queqn = q j. Notemos que existej tal que
tiene asociados infinitos valores den puesN es infinito y #{1, . . . ,m} = m.

Supongamos quej = 1. Entonces existe una subseción de{qn}: {qnk}k≥1 con
qnk = q1 para todok ≥ 1. Ası́, comoq1 > 1,

∣∣∣∣∣x−
pnk

q1

∣∣∣∣∣ <
1

qnk
1

−→ 0.

Luego, tendrı́amos quepnk −→ xq1. Pero, comoq1 ∈ N y pnk ∈ Z, tendrı́amos que
x ∈ Z lo cual es un absurdo.

Ası́, (qn) no está acotada superiormente.

(2) Veamos ahora que alcanza con ver que se cumple la condici´on de Liouville
para x

m para (nk)k≥1, una subsucesión de (n)n≥1.
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Supongamos que para todok ≥ 1, dadonk, existepnk ∈ Z, qnk ≥ 1 tales que
∣∣∣∣∣∣
x
m
− pnk

qnk

∣∣∣∣∣∣ <
1

(qnk)nk
.

Sean ≥ 1 cualquiera fijo y supongamos quen no cumple la condición de Liouville
para x

m, entonces tendrı́amos que
∣∣∣∣∣
x
m
− p

q

∣∣∣∣∣ ≥
1
qn

para todop ∈ Z y para todoq ∈ N. Por lo tanto,

1
qn
≤

∣∣∣∣∣
x
m
− p

q

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
x
m
− pnk

qnk

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣
pnk

qnk

− p
q

∣∣∣∣∣∣
De lo que se deduce que

1
qn
≤

∣∣∣∣∣∣
x
m
− pnk

qnk

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣
pnk

qnk

− p
q

∣∣∣∣∣∣ ,

si y sólo si,
1
qn
−

∣∣∣∣∣∣
pnk

qnk

− p
q

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
x
m
− pnk

qnk

∣∣∣∣∣∣ .

Ahora, como qnk −→ ∞, entonces existe unk0 ≥ 1 tal que
1

(qnk0
)nk0
≤ 1

qn
−

∣∣∣∣∣∣
pnk0

qnk0

− p
q

∣∣∣∣∣∣ , con lo que tendrı́amos, de lo anterior, que
∣∣∣∣∣∣

x
m −

pnk0

qnk0

∣∣∣∣∣∣ ≥
1

(qnk0
)nk0

lo cual es absurdo.

Esto completa la demostración de la proposición. �

Dediquémosnos ahora a la demostrar el Teorema 5.3.

Demostración.del Teorema 5.3

Por lo que observamos antes sólo tenemos que ver la parte (2)y esto se reduce
por los anteriores resultados a mostrar queHh(L ∩ (0, 3)) = ∞.

Seah una función dimensión tal que lı́m suprց0

h(r)
r t
> 0 para todot > 0

y tal que la funciónr 7−→ h(r)
r

es decreciente en un entorno del cero. Como

lı́m suprց0
h(r)
r t
> 0 para todot > 0, tenemos para todot > 0,

lı́m sup
rց0

h(r)
r t
= lı́m sup

rց0

1
r t/2

h(r)
r t/2
= ∞. (5.8)
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Supongamos, para obtener luego una contradicción, queHh(L ∩ (0, 3)) < ∞.
Comoh es continua por derecha conh(0) = 0, obtenemos queHh({x}) = 0

para todo x ∈ R y por lo tantoHh(Q) = 0. De esto se deduce que
Hh((L ∪ Q) ∩ (0, 3)) < ∞. Por lo tanto podemos elegir un número realc > 1 tal
que

Hh((L ∪ Q) ∩ (0, 3)) < c.

De (5.8), podemos encontrar unr0 > 0 tal que

h(r0)
r0
≥ 32c. (5.9)

Además, como

Hh
r0

((L ∪ Q) ∩ (0, 3)) ≤ Hh((L ∪ Q) ∩ (0, 3)) < c < ∞,

existe un cubrimiento numerable (Ei)i de (L∪Q)∩ (0, 3) de intervalos de diámetro
menor o igual quer0 tal que ∑

i

h(|Ei |) ≤ c. (5.10)

Lo que vamos a construir ahora es una sucesión de conjuntosC1,C2, . . . . . . tales
que ⋂

n

Cn , ∅ (5.11)

⋂

n

Cn ⊂ (L ∪ Q) ∩ (0, 3) (5.12)


⋂

n

Cn

 ∩

⋃

i

Ei

 = ∅. (5.13)

Como (L∪Q)∩(0, 3) ⊂ ⋃
i Ei, tendremos la contradicción que querı́amos pues

por (5.11), existex ∈ ⋂
n Cn y por (5.12),x ∈ ⋃

i Ei , lo cual contradice (5.13).

Lo que haremos ahora es construir los conjuntosC1,C2, . . . . . . . Esta construc-
ción se divide en cuatro pasos. Comencemos dando notaciónque después usare-
mos.

Para un entero positivon escribiremos conNn a la familia de lasn-uplas de
naturales, i.e.,Nn = {p1p2 . . . pn : pi ∈ N}.

Primero construiremos una sucesión auxiliar de enteros positivos (qn)n. Luego
usando esta sucesión construiremos conjuntosΠ1,Π2, . . . e Ip enR parap ∈ Πn

conΠn ⊂ Nn. Luego, construiremos conjuntosΓ1, Γ2, . . . conΓn ⊂ Πn y por último
los conjuntosC1,C2, . . . .
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1. Construcción de los enterosq1, q2, . . . .

Seac = 128C.

De (5.8), se puede ver que existe una sucesión (rn)n con rn > 0 tal que
rn→ 0 y tal que

h(rn)

r
1
2n
n

≥ 1 (5.14)

rn ≤
(
1− 1

21/n

)n

(5.15)

rn ≤
1
2

( rn−1

c

)2n

. (5.16)

Para obtener (5.15), observar que

(
1− 1

21/n

)
−→ 0.

Ahora contruiremos inductivamente la sucesión (qn)n≥1 de enteros positivos
tal que las siguientes condiciones se satisfacen para todon ≥ 2.

(I.1n) qn ≥ (cqn−1
n−1)

2.

(I.2n)
1

2qn
n

≤ rn ≤
1
qn

n

.

Paran = 1, tenemos queq1 = 1.

Para el paso inductivo, asumamos quen ≥ 2 y que los enterosq1, . . . , qn−1

fueron construı́dos de forma tal queq j cumple las condiciones (I.1j) y (II.2j)
para j ∈ {2, . . . , n− 1}.
Observemos que, como de (5.15), tenemos que

rn
1/n ≤

(
1− 1

21/n

)
,

entonces ∣∣∣∣∣∣
1

(2rn)1/n
,

1

r1/n
n

∣∣∣∣∣∣ =
1

r1/n
n

(
1− 1

21/n

)
≥ 1.

Entonces existe un enteroqn con

1
(2rn)1/n

≤ qn ≤
1

r1/n
n

. (5.17)

Tenemos de (5.17) que (I.2n) se cumple.

Veamos ahora que la condición (I.1n) se cumple. Para ello dividamos la
demostración en dos casos.
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Caso 1: n = 2.

En este caso (5.16) y el hecho de quer1 < 1 (lo que se tiene por (5.15))
implican que

q2 ≥
1

(2r2)1/2
≥

(
c
r1

)2

≥ c2 = (cq1
1)

2.

En efecto, de (5.16) paran = 2 tenemos quer2 ≤ 1
2

( r1

c

)4

si y sólo si

1
(2r2)1/2

≥
(

c
r1

)2

. Además comor1 < 1, obtenemos que

(
c
r1

)2

≥ c2 = (cq1
1)

2.

Por último de (I.22) se deduce queq2 ≥
1

(2r2)1/2
.

Caso 2: n ≥ 3.

Para este caso, (5.16), (5.17) y la hipótesis inductiva (I.1(n-1)) implican que

qn ≥
1

(2rn)1/n
≥

(
c

rn−1

)2

≥ (cqn−1(n− 1))2.

Esto completa el paso inductivo en la construcción de los enterosq1, q2, . . . .

2. Construcción de los conjuntosΠ1,Π2, . . . y de Ip.

Paran, p ∈ N definimos los conjuntosΣn,p ⊂ N,Σn ⊂ N,Πn ⊂ Nn e Ip ⊂ R
parap ∈ Πn inductivamente como sigue.

Pongamos

Σ1,1 = {1}
Σ1 = Σ1,1

Π1 = Σ1

I1 =

[
1
q1
,

1
q1
+

1

q1
1

]
.

Luego asumamos quen ≥ 2 y que los conjuntosΣn−1,p,Σn−1,Πn−1 e Ip para
p ∈ Πn−1 fueron definidos.
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Sea ahora,

Σn,p = N ∩
[
qn

p
qn−1
, qn +

p
qn−1
+ qn

1

2qn−1
n−1

]
parap ∈ Σn−1,

Σn =
⋃

p∈Σn−1

Σn,p

Πn =
{
p1p2 . . . pn ∈ Nn : p1 ∈ Σ1,p0, p2 ∈ Σ2,p1, . . . , pn ∈ Σnpn−1

}
dondep0 = 1

Ip =

[
pn

qn
,

pn

qn
+

1
qn

n

]
parap = p1p2 . . . pn ∈ Πn.

Demos ahora algunas propiedades principales de los conjuntosIp que luego
usaremos en el siguiente paso en la construcción. Denotaremos conB(E, r)
al r-entorno cerrado deE, i.e.,B(E, r) = {y ∈ R : d(y,E) ≤ r} .

Proposición 5.7. a) Si pp ∈ Πn+1 con p∈ Πn entonces Ipp
⊂ Ip

b) Si p1, p2 ∈ Πn son distintos, entonces

dist

(
B(Ip1,

1
2qn

n

), B(Ip2,
1

2qn
n

)

)
=

1
qn
− 2

qn
n

> 0.

En particular, Ip1 ∩ Ip2 = ∅.
c) Tenemos

⋂
n
⋃

p∈Πn
Ip ⊂ (L ∪ Q) ∩ (0, 3).

Demostración.(a) Sean ≥ 1. Sabemos queIp =

[
pn

qn
,

pn

qn
+

1
qn

n

]
para

p = (p1, . . . , pn) ∈ Πn.

Seap ∈ Πn+1, entoncesp = (p1, . . . , pn, p) con p ∈ Σn+1,pn. Entonces,

Ip =

[
p

qn+1
,

p
qn+1
+

1

qn+1
n+1

]
⊂ I(p1,...,pn) =

[
pn

qn
,

pn

qn
+

1
qn

n

]
.

La anterior inclusión sucede si y sólo si
p

qn+1
≥ pn

qn
y

p
qn+1
+

1

qn+1
n+1

≤ pn

qn
+

1
qn

n

.

Y ambas cosas suceden. En efecto, comop ∈ Σn+1,pn, entoncesp ≥ qn+1
pn

qn
,

es decir,
p

qn+1
≥ pn

qn
. Para la otra desigualdad, comop ∈ Σn+1,pn, tenemos

quep ≤ qn+1
pn

qn
+ qn+1

1
2qn

n

, por lo que

p
qn+1
+

1

qn+1
n+1

≤ pn

qn
+

1
2qn

n

+
1

qn+1
n+1

.
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Ahora, el miembro derecho de la anterior desigualdad es menor o igual a
pn

qn
+

1
qn

n

si y sólo si
1

qn+1
n+1

≤ 1
2qn

n

. Pero sabemos queqn+1 ≥ (cqn
n)

2 por lo que

qn+1
n+1 ≥ (cqn

n)
2(n+1) ≥ cqn

n ≥ 2qn
n,

con lo cual obtenemos lo que querı́amos.

(b) Si p1, p2 ∈ Πn son distintos y escribimosp1 = (p11, . . . , p1n),
p2 = (p21, . . . , p2n), entonces existe un 1≤ i ≤ n tal quep1i , p2i .

Afirmamos que sip1i , p2i entoncesp1n , p2n.

Notemos que por la construcción de los intervalosIp, sólo nos interesa la
coordenadan-ésima, pues

Ipi =

[
pin

qn
,

pin

qn
+

1
qn

n

]

parai = 1, 2.

Si p1n , p2n, como son ambos números naturales, si suponemos, por ejem-

plo, quep1n < p2n, entonces debe serp2n ≥ p1n + 1. Seana =
p2n

qn
− 1

2qn
n

y

b =
p1n

qn
+

1
qn

n

+
1

2qn
n

. Supongamos quep2n = p1n + 1 (éste es el peor de los

casos).

Luego,

dist

(
B

(
Ip1,

1
2qn

n

)
, B

(
Ip2,

1
2qn

n

))
≤ a− b

=
p1n + 1

qn
− 1

2qn
n

−
(
p1n

qn
+

1
qn

n

+
1

2qn
n

)

=
1
qn
− 2

qn
n

.

Comoa ∈ B

(
Ip1,

1
2qn

n

)
y b ∈ B

(
Ip2,

1
2qn

n

)
y |a− b| = 1

qn −
2
qn

n

, entonces

dist

(
B

(
Ip1,

1
2qn

n

)
, B

(
Ip2,

1
2qn

n

))
=

1
qn
− 2

qn
n

> 0.

Para terminar con la demostración de (b) nos queda ver que sip1i , p2i

entoncesp1n , p2n.
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Para simplificar la demostración veamos que si tenemos (p11 . . . p1(n1)p1n) y
(p21 . . . p2(n1)p2n) con p1(n1) , p2(n1) entonces deben serp1n , p2n.

Supongamos quep1n = p2n = a. Luego, por definición tendrı́amos que

a ∈ Σn,p1(n−1) ∩ Σn,p2(n−1).

Entonces

qn
p1(n−1)

qn−1
≤ qn

p1(n−1)

qn−1
+ qn

1

2qn−1
n−1

qnp1(n−1) ≤ aqn−1 ≤ qnp1(n−1) +
qn

2qn−2
n−1

p1(n−1) ≤ a
qn−1

qn
≤ p1(n−1) +

1

2qn−2
n−1

≤ p1(n−1).

Análogamente obtendrı́amos que

p2(n−1) ≤ a
qn−1

qn
≤ p2(n−1) +

1

2qn−2
n−1

≤ p2(n−1).

Como pi(n−1) ∈ N para i = 1, 2 y qn, qn−1 ≥ 1, tendrı́amos que

p2(n−1) = a
qn−1

qn
= p1(n−1), lo cual es un absurdo.

Luego, debe serp1n , p2n.

(c) Queremos ver que
⋂

n
⋃

p∈Πn
Ip ⊂ (L ∪ Q) ∩ (0, 3).

Seax ∈ ⋂
m
⋃

p∈Πm
Ip.

Dividamos la demostración en dos casos.

Si x ∈ Q, entonces claramente

x ∈

⋂

m

⋃

p∈Πm

Ip

 ∪ Q ⊂

⋃

p∈Π1

Ip

 ∪ Q

= I1 ∪ Q

=

[
1
q1
,

1
q1
+

1

q1
1

]
∪ Q

= [1, 2] ∪ Q ⊂ (L ∪ Q) ∩ (0, 3).

Sea ahorax ∈ R \ Q.
Sean n un entero positivo. Comox ∈ ⋃

p∈Πn
Ip, entonces existe

p = p1 . . . pn ∈ Πn tal quex ∈ Ip =

[
pn

qn
,

pn

qn
+

1
qn

n

]
, de lo que

∣∣∣∣∣x−
pn

qn

∣∣∣∣∣ ≤
1
qn

n

.
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Comox ∈ R \ Q, esto muestra quex es un número de Liouville, y entonces
x ∈ L ∪ Q. Además,

x ∈
⋂

m

⋃

p∈Πm

Ip ⊂
⋃

p∈Π1

Ip = I1 =

[
1
q1
,

1
q1
+

1

q1
1

]
= [1, 2] ⊂ (0, 3).

Luego obtenemos lo deseado.

�

3. Construcción de los conjuntosΓ1, Γ2, . . . .

Lo que vamos a hacer es construir subconjuntosΓ1 ⊂ Π1, Γ2 ⊂ Π2, . . .

inductivamente tales que las siguientes tres condiciones se cumplan para
todon ≥ 2.

(II.1n) Si |Ei | ≥
1

2qn
n

, entoncesEi ∩ Ip = ∅ para todop ∈ Γn.

(II.2n) |Γn| ≥
qn

4qn−1
n−1

|Γn−1|.

(II.3n) Γn ⊂ { pp ∈ Π:p ∈ Γn−1} .

Paran = 1, tenemos queΓ1 = Π1.

Para el paso inductivo, supongamos quen ≥ 2 y que los conjuntos
Γ1 ⊂ Π1, Γ2 ⊂ Π2, . . . , Γn−1 ⊂ Πn−1 fueron construı́dos de forma tal que
el conjuntoΓ j cumple las condiciones (II.1j), (II.2j) y (II.3j) para todo
j ∈ { 2, . . . , n− 1}.
Sea

Γn =

{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1,

∣∣∣∣∣∣Ei ∩ B

(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ <
1
4

∣∣∣∣∣∣B
(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ para todoi

}
.

Dedemos probar que el conjuntoΓn ası́ definido cumple las condiciones
(II.1n), (II.2n) y (II.3n).

Escribamos

X =
{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1

}
\ Γn

=

{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1,∃i :

∣∣∣∣∣∣Ei ∩ B

(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ ≥
1
4

∣∣∣∣∣∣B
(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣

}
.

Y notemos también con

Xi =

{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1,

∣∣∣∣∣∣Ei ∩ B

(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ ≥
1
4

∣∣∣∣∣∣B
(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣

}
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para todoi.

Claramente tenemos queX =
⋃

i Xi .

Probaremos ahora las siguientes cuatro proposiciones que usaremos luego
para ver queΓn definido como arriba cumple las condiciones (II.1n), (II.2n)
y (II.3n).

Proposición 5.8. Se tiene que

∣∣∣∣
{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1

}∣∣∣∣ ≥
qn

2qn−1
n−1

|Γn−1|.

Demostración.Tenemos que

∣∣∣∣
{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1

}∣∣∣∣ ≥
∑

p=p1...pn−1∈Γn−1

∣∣∣∣∣∣N ∩
[
qn

pn−1

qn−1
, qn

pn−1

qn−1
+ qn

1

2qn−1
n−1

]∣∣∣∣∣∣

=
∑

p∈Γn−1

qn
1

2qn−1
n−1

=
qn−1

2qn−1
n−1

|Γn−1|.

�

Proposición 5.9.

|Xi | ≤ 4qn|Ei | +
h(|Ei |)

h

(
1

2qn
n

) .

Demostración.Dividamos la demostración en dos pasos.

Primero supongamos que|Xi | = 1.

En este casoXi = {p} para algúnp ∈ Πn, entonces

|Ei | ≥
1
4

∣∣∣∣∣∣B
(
Ip,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ =
1

2qn
n

.

Observemos que efectivamente

∣∣∣∣∣∣B
(
Ip,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ =
1

2qn
n

. En efecto, si llamamos
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d =

∣∣∣∣∣∣B
(
Ip,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ , si x, y ∈ B

(
Ip,

1
2qn

n

)
, entonces

|x− y| ≤ d(x, Ip) + d(y, Ip)

≤ 1
2qn

n

+
1

2qn
n

=
1
qn

n

≤ 2
qn

n

.

Por otro lado comop = p1 . . . pn ∈ Πn, tenemosIp =

[
pn

qn
,

pn

qn
+

1
qn

n

]
. En-

tonces si tomamosx =
pn

qn
− 1

2qn
n

, y =
pn

qn
+

1
qn

n

+
1

2qn
n

∈ B

(
Ip,

1
2qn

n

)
, resulta

|x− y| = 2
qn

n

. Luego,d =
2
qn

n

.

Comoh es una función dimensión, es creciente, entoncesh(|Ei |) ≥ h

(
1

2qn
n

)

de lo que resulta

|Xi | ≤
h(|Ei |)

h

(
1

2qn
n

)

≤ 4qn|Ei | +
h(|Ei |)

h

(
1

2qn
n

) .

Esto prueba la proposición en el caso|Xi | = 1.

Ahora supongamos que|Xi | ≥ 2.

En este casoXi = {p1, . . . , pm} para algunospi ∈ Πn y m ≥ 2. Como Ei

es un intervalo, deducimos queEi debe contener losm− 1 “gaps” entre los
intervalos

B(Ip1,
1

2qn
n

), . . . , B(Ipm,
1

2qn
n

)

y como la proposición 5.7 muestra que la longitud de cada “gap” es igual a
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1
qn
− 2

qn
n

, concluimos que

|Ei | ≥ (m− 1)

(
1
qn
− 2

qn
n

)

≥ (m− 1)
1

2qn
n

≥ m
4qn

=
|Xi |
4qn
.

Esto implica que

|Xi | ≤ 4qn|Ei |

≤ 4qn|Ei | +
h(|Ei |)

h

(
1

2qn
n

) ,

lo cual completa la demostración. �

Proposición 5.10.Si 2 ≤ m≤ n, entonces|Γm−1| ≥ 1 y

h

(
1

2qm
m

)

1
2qm

m

≥ cqm−1
m−1q

m−1
m

1
|Γm−1|

.

Demostración.Primero probemos que|Γm−1| ≥ 1.

Para 2 ≤ j ≤ n − 1, la hipótesis inductiva (II.2j) y el hecho de que

q j ≥ (cqj−1
j−1)

2 ≥ 4q j−1
j−1 implican que|Γ j | ≥

q j

4q j−1
j−1

|Γ j−1| ≥ |Γ j−1|.

Si repetimos varias veces esta desigualdad, obtenemos

|Γm−1| ≥ |Γm−2| ≥ . . . ≥ |Γ1| = 1.

Probemos ahora que

h

(
1

2qm
m

)

1
2qm

m

≥ cqm−1
m−1q

m−1
m

1
|Γm−1|

.
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De (5.14) y de la desigualdad
1

2qm
m

≤ rm ≤
1
qm

m

se tiene que

h

(
1

2qm
m

)

1
2qm

m

≥ 1

(
1
qm

m

)1−1/2m

= qm−1/2
m . (5.18)

Además comoqm ≥ (cqm−1
m−1)

2 y |Γm−1| ≥ 1, se deduce que

qm−1
m−1q

m−1
m

1
|Γm−1|

≤ qm−1
m−1q

m−1
m ≤ 1

c
qm−1/2

m . (5.19)

Combinando (5.18) y (5.19), obtenemos lo deseado. �

Proposición 5.11.

|X| ≤ 1
2

∣∣∣∣
{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1

}∣∣∣∣ .

Demostración.Dividamos la demostración en dos casos.

Caso 1. n = 2.

En este caso la proposición 5.9 implica que

|X| ≤
∑

i

|Xi | ≤ 4q2

∑

i

|Ei | +
1

h

(
1

2q2
2

)
∑

i

h(|Ei |). (5.20)

Como|Ei | ≤ r0, (5.9) implica que

h(|Ei |)
|Ei |

≥ h(r0)
r0
≥ 32C.

Entonces concluimos de (5.20) que

|X| ≤ 4q2

32C

∑

i

h(|Ei |) +
1

h

(
1

2q2
2

)
∑

i

h(|Ei |)

≤ q2

8
+

1

h

(
1

2q2
2

)C.
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Entonces, usando la proposición 5.9, obtenemos que

h

(
1

2q2
2

)

1

2q2
2

≥ cq1
1q

1
2

1
|Γ1|

= cq2.

Ası́, |X| ≤ q2

8
+

2q2

c
C. Además la proposición 5.8 implica que

∣∣∣∣
{
pp ∈ Π2 : p ∈ Γ1

}∣∣∣∣ ≥
q2

2q1
|Γ1|

=
q2

2
.

Esto y la anterior desigualdad dan

|X| ≤
(
1
4
+

4
c
C

) ∣∣∣∣
{
pp ∈ Π2 : p ∈ Γ1

}∣∣∣∣

≤ 1
2

∣∣∣∣
{
pp ∈ Π2 : p ∈ Γ1

}∣∣∣∣ .

Lo cual completa la demostración en el cason = 2.

Caso 2n ≥ 3.

Tenemos que
|X| ≤

∑

i

|Xi |. (5.21)

Afirmamos que parai se cumple lo siguiente

Si |Ei | ≥
1

2qn−1
n−1

entoncesXi = ∅. (5.22)

En efecto, si (5.22) no se cumpliera existirı́a unpp ∈ Πn con p ∈ Γn−1 tal
que ∣∣∣∣∣∣Ei ∩ B

(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ ≥
1
4

∣∣∣∣∣∣B
(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ .

En particular, esto implica queEi ∩ Ipp
, ∅, de dondeEi ∩ Ip , ∅ (usan-

do el hecho de queIpp
⊂ Ip). Pero esto contradice la hipótesis inductiva

(II ,1(n− 1)) con|Ei | ≥
1

2qn−1
n−1

. Esto prueba (5.22).
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Entonces de (5.21), (5.22) y de la proposición 5.9, tenemosque

|X| ≤
∑

{
i:|Ei |< 1

2qn−1
n−1

}
|Xi | ≤ 4qn

∑
{

i:|Ei |< 1
2qn−1

n−1

}
|Ei | +

1

h

(
1

2q2
2

)
∑

i

h(|Ei |). (5.23)

Además parai con |Ei | <
1

2qn−1
n−1

, la proposición 5.10 implica que

h(|Ei |)
|Ei |

≥
h

(
1

2qn−1
n−1

)

1

2qn−1
n−1

≥ cqn−2
n−2q

n−2
n−1

1
|Γn−2|

.

Concluimos de (5.23) que

|X| ≤ 4qn|Γn−2|
cqn−2

n−2q
n−2
n−1

∑
{

i:|Ei |< 1
2qn−1

n−1

}
h(|Ei |) +

1

h

(
1

2qn
n

)
∑

i

h(|Ei |)

≤ 4qn|Γn−2|
cqn−2

n−2q
n−2
n−1

c+
1

h

(
1

2qn
n

)c.

Luego, usando la hipótesis inductiva (II.2(n-1)) tenemosque

|Γn−1| ≥
qn−1

4qn−2
n−2

|Γn−2|, de lo que resulta que

|X| ≤ 16qn|Γn−1|
cqn−1

n−1

C +
1

h

(
1

2qn
n

)C.

Usando la proposición 5.10, obtenemos que

h

(
1

2qn
n

)

1
2qn

n

≥ cqn−1
n−1q

n−1
n

1
|Γn−1|

.

Esto y la anterior desigualdad implican que

|X| ≤ 16qn|Γn−1|
cqn−1

n−1

C +
2qn|Γn−1|

cqn−1
n−1

c.
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Finalmente, usando la proposición 5.8, obtenemos

|X| ≤
(
32
c

C +
4
c
C

) ∣∣∣∣
{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1

}∣∣∣∣

≤ 1
2

∣∣∣∣
{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1

}∣∣∣∣ .

Esto completa la demostración de la Proposición en el cason ≥ 3. �

Ahora, usando las anteriores proposiciones, probaremos que los conjuntos
Γn satisfacen las condiciones (II.1n), (II.2n) y (II.3n).

Comencemos viendo que cumplen la condición (II.1n)

Queremos ver que si|Ei | ≥
1

2qn
n

, entoncesEi ∩ Ip = ∅ para todop ∈ Γn. Esto

lo vamos a obtener directamente de la definición del conjuntoΓn. En efecto,

si suponemos que existei con |Ei | ≥
1

2qn
n

y un p ∈ Γn tal queEi ∩ Ip , ∅
esto claramente implica que

∣∣∣∣∣∣Ei ∩ B

(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ ≥
1

2qn
n

=
1
4

∣∣∣∣∣∣B
(
Ipp
,

1
2qn

n

)∣∣∣∣∣∣ . (5.24)

Pero la desigualdad (5.24) contradice el hecho de quep ∈ Γn. Luego vale la
condición (II.1n) paraΓn.

Veamos ahora que cumple la condición (II.2n)

Queremos ver que

|Γn| ≥
qn

4qn−1
n−1

|Γn−1|.

Como X =
{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1

}
\ Γn, se tiene por la proposición 5.8 y la

proposición 5.11 que

|Γn| =
∣∣∣∣
{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1

}
\ X

∣∣∣∣

≥ 1
2

∣∣∣∣
{
pp ∈ Πn : p ∈ Γn−1

}∣∣∣∣

≥ 1
2

qn

2qn−1
n−1

|Γn−1|

=
qn

4qn−1
n−1

|Γn−1|.

Esto prueba queΓn cumple la condición (II.2n).

Por último, la condición (II.3n) se obtiene directamentede la definición de
losΓn.
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4. Construcción de los conjuntosC1,C2, . . . .

SeaCn =
⋃

p∈Γn
Ip.

Como ya habı́amos dicho antes, en este paso completaremos lademostra-
ción del Teorema 5.3 mostrando que los conjuntosCn cumplen las condi-
ciones (5.11), (5.12) y (5.13).

Para (5.11), primero observemos queCn , ∅ para todon. De hecho, ra-
zonando como en la demostración de la proposició 5.10, vemos que para
j ≥ 2, la condición (II.2j) y el hecho de queq j ≥ (cqj−1

j−1)
2 ≥ 4q j−1

j−1 implican
que

|Γ j | ≥
4q j

4q j−1
j−1

|Γ j−1| ≥ |Γ j−1|.

Repitiendo esta desigualdad para cadaj tenemos que

|Γn| ≥ |Γn−1| ≥ . . . ≥ |Γ1| ≥ 1,

y el conjuntoCn =
⋃

p∈Γn
Ip es entonces no vacı́o.

Por otro lado, la condición (II.3n) implica queCn+1 ⊂ Cn para todon y en-
tonces la sucesión (Cn)n≥1 es decreciente de conjuntos compactos no vacı́os
y por lo tanto ⋂

n≥1

Cn , ∅,

que era lo que buscábamos.

En cuanto a (5.12), queremos ver que

⋂

n≥1

Cn ⊂ (L ∪ Q) ∩ (0, 3).

Pero esto se tiene por la proposición 5.7, pues

⋂

n≥1

Cn ⊂
⋂

n≥1

⋃

p∈Πn

Ip ⊂ (L ∪ Q) ∩ (0, 3).

Por último la condición (5.13) se tiene de la definición deCn y de la condi-
ción (II.1n).

Con esto completamos la demostración del Teorema 5.3.

�
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Antes de dedicarnos a la demostración del Teorema 5.2 observemos que sih es

una función dimensión para la cual la funciónr 7−→ h(r)
r

es decreciente, entonces

Γh = h. En efecto, como la funciónr 7−→ h(r)
r

es decreciente, para todo 0< s≤ r,

se tiene que
h(s)

s
≥ h(r)

r
.

Luego,

r
h(s)

s
≥ h(r)

r
r = h(r) para todos 0< s≤ r.

Ası́,

Γh(r) = ı́nf
0<s≤r

r
h(s)

s
≥ h(r).

Por otro lado tomandos= r resulta quer
h(r)

r
= h(r), de lo que obtenemos,

Γh(r) ≤ h(r).

Luego,Γh = h.

Por lo antes observado, sih es una función dimensión para la cual la función

r 7−→ h(r)
r

es decreciente, el teorema que queremos demostrar se reduceal Teore-

ma 5.3.

Probaremos dos lemas que necesitaremos para la demostraci´on del teorema.

Lema 5.12. Sea h una función dimensión tal que la función r7−→ h(r)
r

es decre-

ciente en un entorno del cero y tal que

lı́m sup
rց0

h(r)
r t
> 0 para todo t> 0.

Entonces existe una nueva función dimensión g tal que la función r 7−→ g(r)
r

es

decreciente en un entorno del cero y tal que

(a) lı́m suprց0

g(r)
r
> 0 para todo t> 0.

(b) lı́mrց0
g(r)
h(r)
= 0.
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Demostración.Como lı́m suprց0
h(r)
r t
> 0 para todot > 0, obtenemos que

lı́m sup
rց0

h(r)
r t
= ∞. (5.25)

En efecto,

lı́m sup
rց0

h(r)
r t
= lı́m sup

rց0

h(r)

r
t
2

1

r
t
2

= ∞,

para todot > 0. Observemos además que

lı́m
rց0

h(r)
r
= ∞. (5.26)

En efecto, como la funciónr 7−→ h(r)
r

es decreciente y por serh una función di-

mensión,h(0) = 0, tenemos que el lı́mite lı́mrց0
h(r)

r
existe y es infinito aplicando

(5.25) cont = 1.

Usando (5.25) y (5.26) podemos elegir una sucesión decreciente (rn)n de
números reales positivos en el intervalo (0, 1) conrn → 0 y tal que las siguientes
condiciones valen para todon.

h(rn)

r
1
n
n

≥ n2. (5.27)

h(rn+1)
rn+1

≥ n+ 1
n

h(rn)
rn
. (5.28)

Seaρn = rn
n

n+ 1
h(rn+1)
h(rn)

.

De (5.28) tenemos que

h(rn+1)
rn+1

≥ n+ 1
n

h(rn)
rn

si y sólo sirn
n

n+ 1
h(rn+1)
h(rn)

≥ rn+1,

es decir queρn ≥ rn+1.Además comohes creciente por ser una función dimensión,
tenemos que

h(rn+1)
h(rn)

≤ 1

y por lo tantoρn ≤ rn. Ası́, rn+1 ≤ ρn ≤ rn y por lo tanto podemos definir la función
g : [0,+∞) 7−→ [0,+∞) de la siguiente manera:
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g(r) =



0 si r = 0,

h(rn+1)
n+ 1

si rn+1 < r ≤ ρn,

r
h(rn)
nrn

si ρn < r ≤ rn.

Su gráfico en el intervalo [rn+1, rn] es el siguiente

rn+1 ρn rn r

h(rn+1)
n+1

h(rn)
n

g(r)

Es claro queg es creciente y continua cong(0) = 0. En particular, esto muestra
queg es una función dimensión.

Probemos que la funciónr 7−→ g(r)
r

es decreciente en un entorno del cero y

queg satisface las condiciones (a) y (b).

Dediquémonos primero a la condición (a).
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Para todot > 0, usando (5.27) y la definición deg, tenemos

lı́m sup
rց0

g(r)
r t

≥ lı́m sup
n→∞

g(rn)
r t

n

= lı́m sup
n→∞

h(rn)
nrt

n

≥ lı́m sup
n→∞
n≥ 1

t

h(rn)

nr
1
n
n

≥ lı́m sup
n→∞
n≥ 1

t

n2

n
= ∞,

lo que muestra que la condición (a) se cumple.

Para la condición (b), observemos que comoh es creciente y la función

r 7−→ h(r)
r

es decreciente, tenemos que
h(r)

r
≥ h(rn)

rn
para todor ∈ [rn+1, rn] y

obtenemos que

h(r) ≥



h(rn+1) = (n+ 1)g(r) ≥ ng(r) pararn+1 < r ≤ ρn,

h(rn)
rn

r = ng(r) paraρn < r ≤ rn.
(5.29)

De (5.29) se desprende que
g(r)
h(r)
≤ 1

n para todon y por lo tanto

lı́m
rց0

g(r)
h(r)
= 0,

que es lo que querı́amos.

Finalmente vamos a mostrar que la funciónr 7−→ g(r)
r

es decreciente. Para
esto notemos que

g(r)
r
=



h(rn+1)
n+ 1

1
r

si rn+1 < r ≤ ρn,

h(rn)
n

1
rn

si ρn < r ≤ rn.

(5.30)



Medida Generalizada de Hausdorff del Conjunto de Liouville 51

Como pararn+1 < r ≤ ρn tenemos que

g(r)
r
=

h(rn+1)
n+ 1

1
r

≤ h(rn+1)
n+ 1

1
ρn

=
h(rn)

n
1
rn

=
g(ρn)
ρn
,

entonces resulta que

g(r)
r
≥ g(ρn)
ρn

para todorn+1 < r ≤ ρn.

Concluimos de (5.30) que la funciónr 7−→ g(r)
r

es decreciente en el intervalo

(rn+1, rn]. Esto es pues sabemos quern+1 ≤ ρn ≤ rn para todon y en [ρn, rn]

tenemos que
g(r)

r
=

h(rn)
n

1
rn
= g(rn) para todor.

Por otro lado como pararn < r ≤ ρn−1 se tiene que

g(rn)
rn

=
h(rn)

n
1
rn

≥ h(rn)
n

1
r

=
g(r)

r
,

se concluye de (5.30) que la funciónr 7−→ g(r)
r

es decreciente en el intervalo

(ρn, ρn−1]. Esto es pues
g(r)

r
=

h(rn)
n

1
rn

para todor ∈ [ρn, rn].

De lo anterior obtenemos que la funciónr 7−→ g(r)
r

es decreciente. Esto se

debe a que la función
g(r)

r
es decreciente en cada intervalo [rn+1, rn) y continua

por lo que resulta decreciente en todo su dominio.

�

Lema 5.13.Sea h una función dimensión arbitraria.

1. La funciónΓh es una función dimensión. En particular, la medida de
Hausdorff Γh-dimensionalHΓh está bien definida.
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2. La función r7−→ Γh(r)
r

es decreciente en un entorno del cero.

3. Tenemos
HΓh(E) ≤ Hh(E) ≤ 2HΓh(E)

para todo E⊂ R.

Demostración.Para (1), es claro queΓh es continua por derecha y queΓh(0) = 0,
con lo cual sólo falta ver queΓh es creciente. Para esto, fijemos 0< r1 ≤ r2 y
observemos que

Γh(r1) = ı́nf
0<s≤r1

r1
h(s)

s
≤ ı́nf

0<s≤r1

r2
h(s)

s
.

Además,

Γh(r1) = ı́nf
0<s≤r1

r1
h(s)

s

≤ r1
h(r1)

r1

= h(r1)

= ı́nf
r1≤s≤r2

h(s)

≤ ı́nf
r1≤s≤r2

h(s)
r2

s

= ı́nf
r1≤s≤r2

r2
h(s)

s
.

Tenemos entonces queΓh(r1) ≤ ı́nf0<s≤r1 r2
h(s)

s
y Γh(r1) ≤ ı́nfr1≤s≤r2 r2

h(s)
s
. En-

tonces

Γh(r1) ≤ m= min

(
ı́nf

0<s≤r1

r2
h(s)

s
, ı́nf

r1≤s≤r2

r2
h(s)

s

)

= ı́nf
0<s≤r2

r2
h(s)

s
= Γh(r2).

Para terminar la demostración de (1) veamos que efectivamente

m= ı́nf0<s≤r2 r2
h(s)

s
. Para ver quem es cota inferior observemos que como

0 < r1 ≤ r2, si 0< s≤ r1 entonces

r2
h(s)

s
≥ ı́nf

0<s≤r1

r2
h(s)

s
≥ m;
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y si r1 ≤ s≤ r2, tenemos que

r2
h(s)

s
≥ ı́nf

r1≤s≤r2
r2

h(s)
s
≥ m.

Para ver que es la mayor de las cotas inferiores, supongamos quer2
h(s)

s
≥ t para

todo 0< s≤ r2 y veamos quet ≤ m. Pero como tenemos quer2
h(s)

s
≥ t para todo

0 < s≤ r1 entonces

ı́nf
0<s≤r1

r2
h(s)

s
≥ t.

Además, comor2
h(s)

s
≥ t para todor1 ≤ s≤ r2, entonces

ı́nf
r1≤s≤r2

r2
h(s)

s
≥ t.

Luego,m≥ t.

Para (2) observemos que si 0< r1 ≤ r2, entonces claramente

Γh(r1)
r1

= ı́nf
0<s≤r1

h(s)
s

≥ ı́nf
0<s≤r2

h(s)
s

=
Γh(r2)

r2

con lo cual la funciónr 7−→ Γh(r)
r

es decreciente que era lo que querı́amos ver.

Para (3), recordemos que queremos ver que

HΓh(E) ≤ Hh(E) ≤ 2HΓh(E)

para todoE ⊂ R.
Primero mostraremos queHΓh(E) ≤ Hh(E). Claramente tenemos que

Γh(r) = ı́nf
0<s≤r

r
h(s)

s
≤ r

h(r)
r
= h(r).

De esta desigualdad obtenemos queHΓh(E) ≤ Hh(E) para todoE ⊂ R. En efec-
to, comoΓh(r) ≤ h(r) para todor > 0, tenemos que paraδ > 0 y para todo
cubrimiento{Ei}i deE, ∑

i

Γh(|Ei |) ≤
∑

i

h(|Ei |).
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Ası́,HΓh
δ

(E) ≤ Hh
δ
(E) para todoδ > 0. Luego,HΓh(E) ≤ Hh(E).

Mostraremos ahora queHh(E) ≤ 2HΓh(E) para todoE ⊂ R.
ConsideremosE ⊂ R y fijemos unδ > 0. Sea (Ei)i∈I un δ-cubrimiento deE.

Momentáneamente fijemos el ı́ndicei y escribamosr i = |Ei |. Como

Γh(r i) =
δ

2i
> Γh(r i) = ı́nf

0<s≤r i

r i
h(s)

s
,

por ser ı́nfimo, existe unsi con 0< si ≤ r i tal que

Γh(r i) =
δ

2i
≥ r i

h(si)
si
. (5.31)

Si denotamos conni al único entero positivo tal queni − 1 <
r i

si
≤ ni, tenemos

que, como|Ei | = r i < ni si, el conjuntoEi puede ser cubierto porni conjuntos
Ei,1, . . . ,Ei,ni con |Ei, j | = si para todoj = 1, . . . , ni.

Claramente, como

E ⊂
⋃

i

Ei ⊂
⋃

i

ni⋃

j=1

Ei, j y ni ≤ 1+
r i

si
≤ 2

r i

si
,

pues 1≤ r i

si
, concluimos de (5.31), que

∑

i

Γh(|Ei |) + δ =
∑

i

(
Γh(|Ei |) +

δ

2i

)

=
∑

i

(
Γh(r i) +

δ

2i

)

≥
∑

i

r i

si
h(si)

≥ 1
2

∑

i

nih(si)

=
1
2

∑

i

ni∑

j=1

h(sj)

=
1
2

∑

i

ni∑

j=1

h(|Ei, j |)

≥ 1
2
Hh
δ (E).
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Esto implica queHΓh
δ

(E) + δ ≥ 1
2Hh
δ
(E). En efecto, para cadaδ > 0 obtenemos

que ∑

i

Γh(|Ei |) + δ ≥
1
2
Hh
δ (E)

entoncesHΓh
δ

(E) ≥ 1
2Hh
δ
(E) − δ. Ası́,

HΓh(E) = lı́m
δց0

(
HΓh
δ

(E) + δ
)

≥ 1
2

lı́m
δց0
Hh
δ (E)

=
1
2
Hh(E),

es decir,
Hh(E) ≥ 2HΓh(E).

Esto completa la demostración del lema. �

Demostración.del Teorema 5.2

(1) Seah una función dimensión tal que lı́m suprց0

Γh(r)
r t
= 0 para algúnt > 0.

Entonces por el Teorema 5.3 aplicado a la funciónΓh que es también una función
dimensión (usando la parte (1) del lema 5.13), se tiene queHΓh(L) = 0. Ahora
usando la parte (3) del Lema 5.13, concluimos queHh(L) = 0.

(2) Queremos ver que si lı́m suprց0
Γh(r)

r t
> 0 para todot > 0, entonces el

conjuntoL no tiene medidaHhσ-finita. Supongamos, para llegar luego a una

contradicción, que existe una función dimensiónh tal que lı́m suprց0

Γh(r)
r t
> 0

para todot > 0 y tal queL tiene medida de Hausdorff h-dimensionalσ-finita.
Entonces, tendrı́amos queL puede escribirse como

L =
⋃

n

En

dondeEn ⊂ R conHh(En) < +∞ para todon.

Como lı́m suprց0
Γh(r)

r t
> 0 para todot > 0 y la funciónr 7−→ Γh(r)

r
es decre-

ciente en un entorno del cero (por la parte (2)del lema 5.13),usando el lema 5.12,

podemos encontrar una nueva función dimensióng tal que la funciónr 7−→ g(r)
r

es decreciente en un entorno del cero y tal que

(a) lı́m suprց0

g(r)
r t
> 0 para todot > 0.
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(b) lı́mrց0
g(r)
Γh(r)

= 0.

Tenemos entonces usando (a) y el teorema 5.3, que

Hg(L) = ∞. (5.32)

ComoHh(En) < +∞ para todon, entoncesHΓh(En) < +∞ para todon (usan-
do la parte (3) del lema 5.13); y por lo tanto, usando (b), podemos deducir que
Hg(En) = 0 para todon. En efecto, como

lı́m
rց0

g(r)
Γh(r)

= 0,

dadoε > 0 existe unδ > 0 tal que si|r | < δ entonces
g(r)
h(r)
< ε.

Sea (Ei
n)i tal queEn ⊂

⋃
i Ei

n con |Ei
n| < δ. Entonces

∑

i

g(|Ei
n|) =

∑

i

g(|Ei
n|)

Γh(|Ei
n|)
Γh(|Ei

n|) < ε
∑

i

Γh(|Ei
n|) < ε̃

con ε̃ arbitrario, con lo cualHg(En) = 0 para todon. Ası́,

Hg(L) = Hg


⋃

n

En

 ≤
∑

n

Hg(En) = 0. (5.33)

Luego, la contradicción que buscábamos se tiene de (5.32)y (5.33). �

Nos podemos preguntar en base a este teorema si realmente existe una función
dimensiónh tal queHh(L) > 0 y el conjunto de los números de LiouvilleL
tenga medidaHhσ-finita. Esta pregunta fue formulada por R. D. Mauldin ([2].)
El siguiente corolario responde a esta pregunta.

Corolario 5.14. Sea h una función dimensión arbitraria. EntoncesHh(L) = 0 o
el conjuntoL no tiene medidaHh σ-finita.

Demostración.En el capı́tulo 4 habı́amos visto queHh(L) ∈ {0,+∞} entonces te-
nemos queHh(L) = 0 o siHh(L) > 0 (lo que es equivalente a queHh(L) = +∞),
usando (1) del Teorema 5.2,L no tiene medidaHh σ- finita. �

El corolario 5.14 también fue obtenido por Elekes y Keleti ([3]) usando di-
ferentes métodos. Ellos probaron que siµ es una medida sobreR invariante por
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traslaciones entoncesµ(L) = 0 o el conjuntoL no tiene medidaµ σ-finita. A
desarrollar esta demostración nos dedicaremos en el siguiente capı́tulo.

Notemos que el verdadero significado del Teorema 5.2 no es quedemues-
tra que la medida de Hausdorff h-dimensional del conjunto de los números de
Liouville es igual a cero o a infinito para toda función dimensiónh, sino que, en
primer lugar pone de manifiesto que si la medidah-dimensional de Hausdorff de
L es infinita entoncesL no tiene medida de Hausdorff h-dimensionalσ-finita y,
en segundo lugar, que localiza el ”punto de corte exacto”para el cual la medida de
Hausdorff deL salta de infinito a cero: sih es una función dimensión para la cual

la funciónr 7−→ Γh(r) = ı́nf0<s≤r r
h(s)

s
decrece más rápido que cualquier poten-

cia cerca del cero, entoncesHh(L) = ∞, y si h es una función dimensión para la
cual la funciónr 7−→ Γh(r) decrece más lento que alguna potencia cerca del cero,
entoncesHh(L) = 0.

Observemos además que si bien el resultado obtenido por Elekes y Keleti,
que desarrollaremos en el siguiente capı́tulo, es más general en el sentido en que
no trabaja sólo con medidash-dimensionales de Hausdorff con h una función
dimensión, éste no da una clasificación de las medidas en el sentido de para cuáles
Hh(L) = 0 y para cuálesHh(L) = ∞.





Caṕıtulo 6

Inconmensurabilidad del Conjunto
de Liouville

En este capı́tulo mostraremos, como lo ya lo habı́amos anunciado en el capı́tu-
lo anterior, que el conjunto de los números de Liouville tiene medida cero o medi-
da noσ-finita respecto de toda medida de Borel enR invariante por traslaciones,
en particular, con respecto a cualquier medida de Hausdorff Hg con función di-
mensióng. Para ello nos basaremos en un paper de M. Elekes y T. Keleti [3].

Para este capı́tulo tendremos en cuenta la siguiente definición.

Definición 6.1. Un conjunto de Borel B⊂ R no vacı́o se diceinconmensurable
si tiene medida cero o noσ- finita para toda medida de Borel deR invariante por
traslaciones.

Además cuando decimos medida de Borel nos referimos a una medida definida
en unaσ-álgebra que contiene a los conjuntos borelianos.

Teorema 6.2.El conjuntoL de los números de Liouville es inconmensurable.

En los anteriores capı́tulos ya observamos queL es de medida de Lebesgue
cero, denso,Gδ y periódico móduloQ (esto es,L + q = L para todoq ∈ Q).
Entonces el anterior teorema es un corolario del siguiente Teorema.

Teorema 6.3.Sea B⊂ R un conjunto no vacı́o Gδ de medida de Lebesgue cero.
Supongamos que{t ∈ R : B+ t ⊂ B} es denso enR. Entonces B es inconmensura-
ble.

Para demostrar este teorema nos basaremos en dos lemas. El primero de los
dos lemas se basa en un resultado probado por V. Prokaj [10], donde se prueba
algo similar pero para medidas finitas usando métodos más complicados.
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Lema 6.4. Sea B un conjunto de Borel de medida de Lebesgue cero yµ una
medida de Borel enR tal que B es de medida positiva yσ-finita. Entonces

(i) µ(B∩ (B+ t)) = 0 paraλ-c.t.p. t (λ: medida de Lebesgue).

(ii) Existe un conjunto de Borel B′ ⊂ B conµ(B′) > 0 e int(B′ − B′) = ∅.

(iii) Existe un conjunto compacto C⊂ B conµ(C) > 0 e int(C −C) = ∅.

Demostración.(i) Seaµ : S −→ [0,+∞] la medida dada, dondeS es unaσ-
álgebra de subconjuntos deR conteniendo a los conjuntos de Borel. Definimos
una nueva medidaµB como sigue:

µB(S) = µ(B∩ S) para todos ∈ S.

µB es claramente una medida de Borel enR σ-finita (puesµ lo es).

Definimos
B̃ =

{
(x, y) ∈ R2 : x+ y ∈ B

}
.

Éste es claramente un conjunto de Borel (puesB lo es) y por lo tantoµBxλ-
medible. Como ambas medidas sonσ-finitas, podemos aplicar el Teorema de Fu-
bini a B̃.

Las secciones verticales dẽB son de la forma

{y ∈ R : x+ y ∈ B} = {y ∈ R : y ∈ B− x} = B− x,

luego son todas de medida de Lebesgue cero. Entonces, por Fubini, (µBxλ)(B̃) = 0
y por lo tanto la sección horizontal dẽB es de medidaµB cero, para casi todo punto
respecto de la medida de Lebesgue.

La sección horizontal dẽB es

{x ∈ R : x+ y ∈ B} = B− y,

luego tenemos que
0 = µB(B− y) = µ(B∩ (B− y))

para casi todoy.

Reemplazando ahoray por−t se obtiene que

0 = µ(B∩ (B+ t)) λ − c.t.p.t,

que es lo que querı́amos.
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(ii) Queremos ver que existe un conjunto de BorelB′ ⊂ B con µ(B′) > 0 e
int(B′ − B′) = ∅.

Por (i) podemos elegir un conjunto denso numerableD ⊂ R tal que
µ(B∩ (B+ d)) = 0 para todod ∈ D.

Definimos
B′ = B \

⋃

d∈D
(B+ d).

Luego,B′ resulta un conjunto de Borel incluido enB. Además,

µB(B′) = µB(B) − µB


⋃

d∈D
(B+ d)



≥ µ(B) −
∑

d∈D
µB(B+ d)

= µ(B) − 0

= µ(B) > 0.

Luegoµ(B′) ≥ µ(B) > 0.

Más aún, comoB′ ⊂ B, tenemos queµ(B′) ≤ µ(B) por lo queµ(B) = µ(B′).
Nos falta ver que int(B′ − B′) = ∅. Para esto, comoD es denso enR, veremos que
D ∩ (B′ − B′) = ∅.

Esto es cierto, en efecto, si existiera uny ∈ D ∩ (B′ − B′), entoncesy ∈ D e
y = d1−d2 cond1, d2 ∈ B′, es decir,d1, d2 ∈ B y d1, d2 < B+d para ningúnd ∈ D.
Entonces tendrı́amos qued1 = y+ d2 ∈ B+ y, esto es absurdo puesy ∈ D.

Luego, int(B′ − B′) = ∅.
(iii) Queremos ver que existe un conjunto compactoC ⊂ B conµ(C) > 0 e

int(C−C) = ∅. Como por (ii), int(B′−B′) = ∅, alcanza con encontrar un conjunto
compactoC ⊂ B′ conµ(C) > 0.

ComoB′ ⊂ B y B tiene medidaσ-finita respecto deµ, entoncesB′ también
tiene medidaµ σ-finita. Escribamos entonces

B′ =
∞⋃

n=0

Sn

conSn ∈ S y µ(Sn) < +∞.
Ahora, como por (ii)µ(B′) > 0, existe algúnS = Sn ⊂ B′ con 0< µ(S) < +∞.

Definamos

µS(A) = µ(S ∩ A) para todo conjunto de BorelA ⊂ R.
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Notemos que a diferencia de la medidaµB, esta medida está definida sólo para los
conjuntos borelianos.

µS es claramente una medida finita sobre los conjuntos de Borel ypor lo tanto,
para todo conjunto medibleA

µS(A) = sup
{
µS(K) : K ⊂ A,Kcompacto

}
.

El anterior resultado puede verse por ejemplo en Classical descriptive set
theory, A. S. Kechris, Teorema 17.11 ([6]).

Aplicando esto aB′, conjunto de Borel conµS(B′) = µ(S ∩ B′) = µ(S) > 0,
obtenemos un conjunto compactoC ⊂ B′ conµS(C) = µ(S ∩C) > 0.

Luego,µ(C) > 0 con lo cual demostramos lo que querı́amos.

�

Lema 6.5. Sea B un conjunto Gδ denso tal que{t ∈ R : B+ t ⊂ B} es denso enR,
y C ⊂ B un conjunto compacto con int(C −C) = ∅. Entonces existe una cantidad
no numerable de traslaciones disjuntas de C dentro de B.

Demostración.Consideremos

T = {t ∈ R : C + t ⊂ B}.

Como por hipótesisB es un conjuntoGδ, existen abiertosUn tales que
B =

⋂∞
n=0 Un.

ClaramenteC + t ⊂ ⋂∞
n=0 Un = B si y sólo siC + t ⊂ Un para todon ∈ N.

EntoncesT =
⋂∞

n=0 Gn dondeGn = {t ∈ R : C + t ⊂ Un}.
ComoC es compacto yUn es abierto entoncesGn es abierto. AdemásGn es

denso.

Observemos que es suficiente construir un conjunto de CantorP ⊂ C con
la propiedad de que (C + p0) ∩ (C + p1) = ∅ para todo par de puntos distintos
p0, p1 ∈ P.

Definamos entoncesP usando el usual esquema con el que se contruyen los
conjuntos de Cantor.

Construyamos para cadan ∈ N intervalos compactos no degeneradosIs con
s ∈ {0, 1}n (sucesiones de ceros y unos de longitudn que sabemos que hay en total
2n).

FijemosI∅ tal queI ⊂ G0.
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Una vez queIs está definido para algúns ∈ {0, 1}n, elijamosx ∈ Is ∩ Gn+1.

ComoGn+1 es abierto y denso yC − C tiene interior vacı́o, podemos encontrar
y ∈ [Is ∩Gn+1] \ [(C −C) + x].

En efecto, comoGn+1 es abierto yx ∈ Is ∩Gn+1, entonces existe unr > 0 tal
queB(x, r) ⊂ Gn+1. Además, comoIs es un intervalo yx ∈ Is, existe unδ < r tal
queB(x, δ) ⊂ Gn+1 ∩ Is.

Ahora, si suponemos que para todoy ∈ B(x, δ), y ∈ (C − C) + x, entonces
B(x, δ) ⊂ (C −C) + x, pero int((C − C) + x) = ∅ pues int(C − C) = ∅, lo cual nos
lleva a un absurdo.

Luego, existe uny ∈ [Is ∩Gn+1] \ [(C −C) + x].

Lo anterior asegura que (C + x) ∩ (C + y) = ∅, pues de lo contrario
existirı́an c0, c1 ∈ C tales quec0 + x = c1 + y, entonces tendrı́amos que
y = (c0 − c1) + x ∈ (C −C) + x, lo cual es un absurdo.

Por compacidad podemos encontrarIs0, Is1 ⊂ Is ∩ Gn+1 disjuntos tales que
x ∈ Is0, y ∈ Is1 y (C + Is0) ∩ (C + Is1) = ∅.

Definimos ahora

P =
∞⋂

n=0

⋃

s∈{0,1}n
Is.

ClaramenteP es un conjunto de Cantor,P ⊂ T =
⋂∞

n=0 Gn puesIs ⊂ Gn para todos
n ∈ N y s ∈ {0, 1}n.

Además, sip0, p1 ∈ P con p0 , p1 entonces existenn y s ∈ {0, 1}n tales
que p0 ∈ Is0 y p1 ∈ Is1 (o al revés) con lo que (C + p0) ∩ (C + p1) = ∅ (pues
(C + Is0) ∩ (C + Is1) = ∅.)

Esto completa la demostración del Lema.

�

La demostración del Teorema 6.3, sale razonando por el absurdo aplicando el
Lema 6.5 aC del Lema 6.4 parte (iii).

Para terminar este capı́tulo, observemos que el Teorema 6.3proporciona una
gran cantidad de ejemplos de conjuntos inconmensurables: SeaA un conjunto no
vacı́o con medida de Lebesgue cero, y seaB un conjuntoGδ de medida cero que
contiene aA+Q. Entonces,

⋂
q∈Q(B+q) está en las hipótesis del Teorema 6.3, por

lo tanto es inconmensurable.

ClaramenteA ⊂ ⋂
q∈Q(B + q), luego todo conjunto con medida de Lebesgue

cero puede ser cubierto por un conjunto inconmensurable.
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