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Si humildes semillas, en complemento casamiento con el agua (mediadora entre la
vida y la muerte, en la doble corriente de creación y destrucción) despiertan a su

destino, inician un armónico fenómeno, que la ciencia nos explica en parte, y son
capaces de tender a su ”ser final”, desplazando lo fijo que se interpone, mudando

formas, irrumpiendo el espacio más allá del asignado, cómo no entrever el
misterio, la precariedad del continente frente al contenido viviente, la poética

emanada de una experiencia simple, śımbolo de la regeneración periódica de la
naturaleza y del hombre, de la muerte y la resurrección. ”He aqúı un nuevo d́ıa, de

un nuevo mes, de un nuevo año; hay que remover lo que el tiempo ha gastado”:
invocación que reiteran los tártaros para cada año nuevo, cuando siembran en la

tierra una jarra llena de tierra. Lo hacen siempre en recuerdo de la creación.
Vı́ctor Grippo

Quiero agradecer a Fran, Pablo y Guille; a Maxi; a mis papás y mis hermanos; y a
Fernando.
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1. Introducción

Abordaremos el problema de clasificar funciones diferenciables a valores reales sal-
vo cambio de coordenadas. Estudiaremos familias de singularidades (despliegues).
Y finalmente aplicaremos los resultados a la Teoŕıa de Catástrofes de R. Thom.
En el caṕıtulo 2, se definen los objetos con los que trabajaremos a lo largo de este
trabajo: gérmenes y k-jets de funciones diferenciables. También probaremos una
generalización del Teorema de Preparación de Weierstrass para el caso C∞ (2.20) y
la formulación más algebraica del mismo dada por Mather (2.22).
Sentadas las bases técnicas, en el caṕıtulo 3, estudiaremos gérmenes finitamente de-
terminados. Un germen está k-determinado cuando es equivalente a cualquier otro
germen con su mismo k-jet, en este sentido está determinado por su polinomio de
Taylor de orden k. Para eso, se define la noción de equivalencia de gérmenes con la
que trabajaremos a lo largo de la tesis, y se estudian algunos ejemplos ilustrativos.
Luego, se expone una demostración del Teorema de Mather (3.7) que da una carac-
terización algebraica para determinar cuándo un germen está k-determinado.
En el caṕıtulo 4, nos introduciremos en el estudio de despliegues (o deformaciones)
de singularidades y daremos una condición algebraica para saber en qué caso un de-
spliegue es lo suficientemente general como para inducir cualquier otro despliegue,
es decir, en qué caso un despliegue resulta miniversal (4.11). Una medida de la
complejidad de un germen es la codimensión del ideal generado por sus derivadas
parciales en el ideal maximal, que es, a su vez, la cantidad de parámetros de un
despliegue miniversal. R. Thom probó que esencialmente (salvo la adición de una
forma cuadrática no degenerada y el signo) existen siete singularidades con codi-
mensión ≤ 4, estas son las siete catástrofes elementales (caṕıtulo 5). En el último
caṕıtulo veremos algunas aplicaciones y ejemplos.
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2. Gérmenes y Jets.

Este primer caṕıtulo es esencialmente técnico. En primer lugar, haremos las defini-
ciones pertinentes y sentaremos notación. El resultado principal es la generalización
del Teorema de Preparación de Weierstrass para funciones C∞(Rn). La demostración
presentada (que sigue, principalmente, la demostración de Nirenberg en [10]) vale
tanto en el caso complejo como en el caso real, pero es una versión local del teorema
de preparación. El mismo es válido globalmente para funciones holomorfas o C∞ y el
resultado global es utilizado en la demostración de la equivalencia entre estabilidad
infinitesimal y estabilidad estructural. Para lo que nosotros veremos alcanza con el
resultado local.

2.1. Definiciones y notación

2.1 Definición. SeanM yN dos variedades diferenciables. Sean U, V ⊂M entornos
abiertos de un punto p ∈M , f : U → N y g : V → N diferenciables. Decimos que f
y g tienen el mismo germen en el punto p si existe un abierto no vaćıo W tal que
f |W= g |W . Esto define una relación de equivalencia en el conjunto de las funciones
diferenciables definidas en un entorno de p. Se llama C∞p (M,N) al conjunto las clases
de equivalencia de esta relación y cada clase será un germen. Notaré h : (M, p)→ N
si h ∈ C∞p (M,N) y f̄ ∈ C∞p (M,N) al germen que tiene como representante a la
función f : U → N .

2.2. Observemos que si f y g son dos representantes de un germen h ∈ C∞p (M)
entonces f(p) = g(p), por lo tanto, h(p) designará el valor en p de cualquier repre-
sentante. Todas las derivadas en p tampoco dependen del representante del germen.
Si f̄ ∈ C∞p (M,N) con f(p) = q y ḡ ∈ C∞q (N,L) entonces ḡ ◦ f̄ := g ◦ f ∈ C∞p (M,L)
está bien definida.

2.3. Se nota C∞p (M) al anillo de gérmenes en p con valores reales. La estructura de
anillo es la heredada por la de C∞(M). Ya que C∞p (M)=C∞(M)/I donde

I = {f ∈ C∞(M)/f |U= 0 para algún abierto U que contiene a p }.

Ahora, sea
m = {f : (M, p)→ R/f(p) = 0}.

Este ideal es maximal y, de hecho, el único ya que si f(p) 6= 0, f es no nula en un
entorno y, por lo tanto, es una unidad en el anillo de gérmenes.

2.4. A lo largo de la tesis, trabajaré sobre todo con M = Rn, N = Rm y p = 0 para
esto introduciré la notación:
E(n,m) := C∞0 (Rn,Rm)
E(n) := C∞0 (Rn)
m(n) := m(Rn)
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2.5 Definición. Sea jk : E(n)→ E(n)/m(n)k+1 la proyección al cociente. Llamamos
k-jet de un germen f a la imagen jk(f). Sean m(n)∞ =

⋂∞
k=1 m(n)k y

j∞ : E(n) → E(n)/m(n)∞. A la imagen j∞(f) le diremos el jet del germen f y lo
notaremos f̂ . Llamamos:
J k(n) := E(n)/m(n)k+1

J∞(n) := E(n)/m(n)∞

Cuando no haga falta indicar el valor de n, notaré m, E , J , etc.

2.6. Del mismo modo, todas estas definiciones se pueden hacer para el caso holomor-
fo. La analoǵıa es directa. Notaremos H(n,m) a los gérmenes en 0 de funciones de
Cn a Cm y H(n) := H(n, 1). También llamaremos m(n) ⊂ H(n) al ideal de gérmenes
que se anulan en 0. En el transcurso de la tesis intentaré remarcar paralelismos entre
el caso holomorfo y el caso C∞.

2.7 Lema. (Fórmula de Taylor sin resto 1.) Sea f ∈ C∞(Rn+k). Si llamamos
(x, y) = (x1, ..., xn, y1, ..., yk) a las coordenadas de Rn+k, Entonces,

f(x, y)− f(x, 0) = f1(x, y)y1 + ...+ fk(x, y)yk

Demostración. Considero f : Rn+k → R.

f(x, y)− f(x, 0) =

∫ 1

0

∂

∂t
f(x, ty) dt

⇒ f(x, y)− f(x, 0) =

∫ 1

0

k∑
i=1

∂f

∂yi
(x, ty).yi dt

⇒ f(x, y)− f(x, 0) =
k∑
i=1

yi

∫ 1

0

∂f

∂yi
(x, ty) dt

�

2.8. Sea i : Rn → Rn+k la inclusión definida por i(x1, ..., xn) = (x1, ..., xn, 0, ..., 0).
Este morfismo induce uno en los gérmenes, i∗ : E(n + k) → E(n) definido como
i∗(f̄) = f ◦ i. Dada f ∈ m(n + k), notaremos f |Rn×0:= i∗(f) o también f(x, 0). A
su vez, E(n) ⊂ E(n+ k) y m(k).E(n+ k) = {f ∈ E(n+ k)/f(x, 0) = 0}.

2.9 Corolario. El ideal m(k).E(n + k) está generado por los gérmenes de las fun-
ciones coordenadas y1, y2, ..., yk. En particular, m(n) ⊂ E(n) está generado por
x1, x2, ..., xn.

2.10 Teorema. (Fórmula de Taylor sin resto 2.) Sea f ∈ C∞(Rn) y m ∈ N.
Entonces,

f(x) = f(0)+
n∑
i=1

∂f

∂xi
(0)xi+

∑
1≤i,j≤n

1

2

∂2f

∂xi∂xj
(0)xixj+

∑
|β|=3

1

3!

∂3f

∂xβ
(0)xβ+...+

∑
|α|=m

rα(x)xα.

(1)
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Con,

rα(0) =
1

m!

∂|α|f

∂xα
(0).

Donde α = (α1, ..., αn) ∈ Nn
0 es un multíındice, |α| =

n∑
i=1

αi,
∂|α|f

∂xα
=

∂|α|f

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

y xα = xα1
1 x

α2
2 ...x

αn
n .

Demostración. Por inducción en m. El caso m = 1 es consecuencia directa del
lema anterior. Supongamos que

f(x) = f(0) +
n∑
i=1

∂f

∂xi
xi + ...+

∑
|β|=m−1

rβ(x)xβ y rβ(0) =
1

m− 1!

∂|β|f

∂xβ
(0).

A su vez, rβ(x)− 1

m− 1!

∂|β|f

∂xβ
(0) =

n∑
i=1

∂rβ
∂xi

(0)xi. Por ende, se concluye (1). �

2.11 Corolario. J k(n) ' R[x1, ..., xn]
/
〈x1, ..., xn〉k

Demostración. El isomorfismo está dado por

jk(f) 7−→ el polinomio de Taylor de orden k de f.

�

2.2. Una fórmula integral de Cauchy

Sea f : C→ C diferenciable, consideremos las coordenadas z = x+ iy y z̄ = x− iy.
Entonces,

x =
z + z

2
, y =

z − z
2

Entonces,

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy =

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
dz +

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
dz.

Y se define ∂
∂z

y ∂
∂z̄

como,

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

2.12. En estos términos, son equivalentes,
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m f es anaĺıtica

m f es holomorfa

m f verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

m df =
∂f

∂z
dz

m
∂f

∂z
dz = 0

2.13 Lema. Una fórmula integral de Cauchy. Sean f : C → C diferenciable
(no necesariamente holomorfa), D el disco unitario cerrado y α ∈ D◦. Entonces,

f(α) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − α
dz +

1

2πi

∫
D

1

z − α
∂f

∂z
(z)dz ∧ dz.

Demostración. Consideremos una bola centrada en α de radio ε, Bε ⊂ D◦. La
función 1/(z−α) es anaĺıtica fuera de la bola Bε, por lo tanto, g(z) = f(z)/(z−α)
es diferenciable. Entonces, por el teorema de Stokes,∫

DrBε
dg ∧ dz =

∫
∂D

gdz−
∫
∂Bε

gdz. (2)

Pero,

dg∧dz =

(
∂g

∂z
dz +

∂g

∂z
dz

)
∧dz =

∂f

∂z

1

z − α
+f

∂

∂z
(

1

z − α
)dz∧dz =

∂f

∂z

1

z − α
dz∧dz.

(3)
Por lo tanto, reemplazando en (2),∫

DrBε

∂f

∂z

1

z − α
dz ∧ dz =

∫
∂D

f(z)
1

z − α
dz−

∫ 2π

0

g(α + εeiθ)iεeiθdθ (4)

=

∫
∂D

f(z)
1

z − α
dz−

∫ 2π

0

f(α + εeiθ)idθ. (5)

Considerando ε→ 0 obtenemos el resultado deseado. �

2.3. El teorema de división

2.14 Lema. Si los coeficientes de un polinomio tienden a cero entonces las ráıces
tienden a cero.

Demostración. Quiero ver que dado ε > 0, existe δ > 0 tal que si |σi| < δ para
i ≤ n entonces |x| < ε si

∑n
i=1 σix

n−i = 0.
Sea x 6= 0 y p(x) =

∑n
i=1 σix

n−i = xn
(
1+σ1

x
+...+σn

xn

)
. Supongamos | x |≥ ε, entonces

si δ es lo suficientemente chico | σ1
x

+ ...+ σn
xn
|< 1 y, por lo tanto, 1+ σ1

x
+ ...+ σn

xn
6= 0.

Entonces, p(x) 6= 0. Por lo cual, si p(x) = 0 y δ suficientemente chico entonces
| x |< ε. �
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2.15. Teorema de división de Weierstrass. Sea f : U ⊂ C × Cn → C una
función anaĺıtica definida en un entorno del origen U y sea P : C × Cp → C el
polinomio general de grado p,

P (t, λ) = tp +

p∑
j=1

λjt
p−j (6)

Entonces, en un entorno del origen,

f(t, x) = Q(t, x, λ)P (t, λ) +R(t, x, λ)

donde

R(t, x, λ) =

p∑
j=1

hj(x, λ)tp−j.

Demostración. Como f es anaĺıtica tenemos la fórmula integral de Cauchy:

f(t, x) =
1

2πi

∫
∂D

f(z, x)

z − t
dz

Si |λ| es lo suficientemente chico, D es un disco que contiene a t y a todas las ráıces
de P en su interior. La función

r(t, z, λ) =
P (z, λ)− P (t, λ)

z − t

es un polinomio en t de grado menor que p. Ahora,

1

z − t
=

P (z, λ)

P (z, λ)(z − t)
=

P (t, λ)

P (z, λ)(z − t)
+
r(t, z, λ)

P (z, λ)

Reemplazando en la fórmula de Cauchy, obtenemos

f(t, x) =
1

2πi

∫
∂D

P (t, λ)

P (z, λ)(z − t)
+
r(t, z, λ)

P (z, λ)
f(z, x)dz (7)

= P (t, λ)
1

2πi

∫
∂D

f(z, x)

P (z, λ)(z − t)
dz +

1

2πi

∫
∂D

f(z, x)

P (z, λ)
r(t, z, λ)dz (8)

Es decir, obtuvimos (6) con Q = 1
2πi

∫
∂D

f(z,x)
P (z,λ)(z−t)dz y R = 1

2πi

∫
∂D

f(z,x)
P (z,λ)

r(t, z, λ)dz
que es un polinomio en t de grado menor que p. �

Ahora seguiremos estos pasos para probar el caso C∞. Para eso necesitamos el
siguiente lema:

9



2.16. Un lema de Extensión Sea f : R × Rn → C diferenciable con soporte en
la bola unitaria entonces existe una función diferenciable F : C×Rn ×Cp → C que
verifica:
i)F (t, x, λ) = f(t, x) si (t, x) ∈ Rn+1

ii)Las derivadas de todos los órdenes de la función
∂F
∂z se anulan en los puntos

(z, x, λ) tal que Im(z) = 0 o P (z, λ) = 0, donde P (t, λ) = tp +
∑p

j=1 λjt
p−j.

Demostración. Esta demostración consta de tres pasos.
Primer paso: Probaremos la siguiente afirmación.
Sea f : R × Rn → C diferenciable con soporte en la bola unitaria. Entonces existe
F : C × Rn → C tal que F |R×Rn= f y las derivadas de todos los órdenes de ∂F

∂z̄
se

anulan en R × Rn.
Consideremos las coordenadas (z, λ) = (x + iy, λ) ∈ C × Rn. Y se F dada por la
serie,

F (z, λ) =
∞∑
j=0

ij
∂jf

∂xj
(x, λ).

yj

j!
.φ(tj.y)

Donde, φ : R → R es tal que φ(y) = 1 si |y| ≤ 1/2 y φ(y) = 0 si |y| ≥ 1, tj
es una sucesión tal que |tj| crece lo suficientemente rápido para que la serie sea
diferenciable (tj dependerá de f). Veamos que verifica lo que queŕıamos. Es claro
que F (x, λ) = f(x) si x es real. Por otro lado,

∂F

∂z̄
(z, λ) =

∞∑
j=0

ij
∂j+1f

∂xj+1
(x, λ).

yj

j!
.φ(tj.y) +

∞∑
j=1

ij+1∂
jf

∂xj
(x, λ).

yj−1

(j − 1)!
.φ(tj.y)

+
∞∑
j=0

ij+1∂
jf

∂xj
(x, λ).

yj

j!
.φ′(tj.y)

=
∞∑
j=0

ij+2∂
j+1f

∂xj+1
(x, λ).

yj

j!
.(φ(tj+1y)− φ(tj.y)) +

∞∑
j=0

ij+1∂
jf

∂xj
(x, λ).

yj

j!
.φ′(tj.y)

Evaluando en y = 0 sólo sobrevive el primer término de la segunda suma, pero este
es nula ya que φ es constante en un entorno de y = 0 y, por lo tanto, φ′(0) = 0. Y
el resultado queda demostrado.
Segundo paso: En este paso queremos probar que si u, v : Rm × Rn × Rk → C son
funciones con soporte en la bola unitaria que verifican que las derivadas de todos
los órdenes de (u − v) se anulan en {0} × {0} × Rk, entonces existe una función
F : Rm×Rn×Rk → C tal que todas las derivadas deF − u y de F − v se anulan en
{0} × Rn × Rk y en Rm × {0} × Rk respectivamente.
Llamemos (x, y, z) a las coordenadas de Rm × Rn × Rk y sea para cada multíındice

α, fα(y, z) = ∂α(u−v)
∂xα

(0, y, z). Se define,

F (x, y, z) = v(x, y, z) +
∑
α

fα(y, z).
xα

α!
.φ(t|α|.x)
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Donde φ es tal que φ : Rm → R es tal que φ(x) = 1 si |x| ≤ 1/2 y φ(x) = 0 si
|x| ≥ 1, t|α| es una sucesión que crece lo suficientemente rápido y; si α = (α1, ..., αm),
α1 = α1!.α2!...αm!. En y = 0, fα y todas sus derivadas se anulan, por lo tanto, las
derivadas F coinciden con las derivadas de v en Rm × {0} × Rk. Sean α, β, γ
multíındices, entonces,

∂α,β,γF

∂xα∂yβ∂zγ
(0, y, z) =

∂α,β,γv

∂xα∂yβ∂zγ
(0, y, z) +

∂β,γfα
∂yβ∂zγ

(y, z)

=
∂α,β,γv

∂xα∂yβ∂zγ
(0, y, z) +

∂α,β,γ(u− v)

∂xα∂yβ∂zγ
(0, y, z)

=
∂α,β,γu

∂xα∂yβ∂zγ
(0, y, z).

Y obtenemos lo que queŕıamos.
Tercer paso: Queremos probar el enunciado del lema. Lo haremos por inducción en
p, el grado del polinomio P (z, λ) = zp +

∑p
j=1 λjz

p−j. El caso p = 0 es el paso 1.
Supongamos que vale el enunciado para p− 1. Primero, consideremos el cambio de
variables

(z, λ) 7→ (z, λ′, P (z, λ))

donde, λ′ = (λ1, ..., λp−1) y llamemos µ = P (z, λ). Entonces, en las nuevas variables
la variedad P (z, λ) = 0 es µ = 0 y el operador ∂

∂z̄
se convierte en:

L =
∂

∂z̄
+ P ′(z, λ′)

∂

∂µ̄

P ′ denota la derivada con respecto a z, y observar que P ′ no depende de λp. Ahora,
construiremos funciones diferenciable v(z, x, λ′), u(z, x, λ′, µ) definidas en z ∈ C,
x ∈ Rn, λ′ ∈ Cp−1, µ ∈ C que verifiquen

(a) v(t, x, λ) = f(t, x) para x real

(b) las derivadas de todo los órdenes de ∂v
∂z̄

se anulan en Imz = 0

(c) u = v si µ = 0

(d) L(u) se anula en orden infinito si µ = 0

(e) todas las derivadas de u− v se anulan en Imz =Reµ =Imµ=0.

Una vez construidas u y v, la función F que estamos buscando es la hallada en el
paso 2. Por hipótesis inductiva existe v que verifica (a),(b) y tal que ∂v

∂z̄
= 0 cuando

P ′(z, λ′) = 0. La función u se construye aśı:

u =
∞∑
j=0

(−1

P̄ ′
)j ∂jv
∂z̄j

(z, x, λ′)
µ̄j

j!
φ(|µ|2tj)
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Donde, φ es como en el primer paso, tj es una sucesión tal que |tj| crece lo suficien-

temente rápido para que la serie sea diferenciable y
(−1
P̄ ′

)j ∂jv
∂z̄

(z, x, λ′) = 0 si P̄ ′ = 0,

j ≥ 1 (todos los términos son diferenciables ya que ∂jv
∂(̄z)

y todas sus derivadas se

anulan en P ′ = 0). Es claro que se satisface (c). Ahora computemos L(u),

L(u) = P̄ ′
( 1

P̄ ′
∂u

∂z̄
+
∂u

∂µ̄

= −P̄ ′
∞∑
j=0

(−1

P̄ ′
)j+1 ∂j+1v

∂(̄z)j+1
(z, x, λ′)

µ̄j

j!
φ(|µ|2tj)

+ P̄ ′
∞∑
j=1

(−1

P̄ ′
)j ∂jv
∂(̄z)j

(z, x, λ′)
µ̄j−1

(j − 1)!
φ(|µ|2tj)

+ P̄ ′
∞∑
j=0

(−1

P̄ ′
)j ∂jv
∂(̄z)j

(z, x, λ′)
µ̄j

j!
φ′(|µ|2tj)µtj

= −P̄ ′
∞∑
j=0

(−1

P̄ ′
)j+1 ∂j+1v

∂(̄z)j+1
(z, x, λ′)

µ̄j

j!
(φ(|µ|2tj)− |µ|2tj+1)

+ P̄ ′
∞∑
j=0

(−1

P̄ ′
)j ∂jv
∂(̄z)j

(z, x, λ′)
µ̄j

j!
φ′(|µ|2tj)µtj

Evaluando en µ = 0, vemos que se satisface (d) (φ′(0) = 0). Como vale (b),

u(z, x, λ′, µ)− v(z, x, λ′)φ(|µ|2t0)

se anula en todos los órdenes en Imz = 0 y, a su vez, v−vφ(|µ|2t0) también se anula
en todos los órdenes cuando µ = 0 (φ es localmente constante). Entonces, se deduce
(e). �

2.17 Teorema. (División con Resto) Sea f̄ : (R × Rn, 0) → C un germen diferen-
ciable y sea P : (R× Cp, 0)→ C el polinomio general de grado p,

P (t, λ) = tp +

p∑
j=1

λjt
p−j.

Entonces,
f̄(t, x) = Q̄(t, x, λ)P̄ (t, λ) + R̄(t, x, λ) (9)

donde

R(t, x, λ) =

p∑
j=1

hj(x, λ)tp−j

y si f y λ son reales Q y R se pueden elegir reales.

12



Demostración. Consideremos una extensión de f(t, x) con la forma del lema (2.16).
Si t ∈ R,

f(t, x) = F (t, x, λ) =
1

2πi

∫
∂D

F (z, x, λ)

z − t
dz +

1

2πi

∫
D

1

z − t
∂F

∂z
(z, x, λ)dz ∧ dz̄

Como antes,

1

z − t
=

P (z, λ)

P (z, λ)(z − t)
=

P (t, λ)

P (z, λ)(z − t)
+
r(t, z, λ)

P (z, λ)

y reemplazando en la fórmula anterior obtenemos lo que queŕıamos con

Q =
1

2πi

∫
∂D

F (z, x, λ)

(z − t)P (z, λ)
dz +

1

2πi

∫
D

1

(z − t)P (z, λ)

∂F

∂z
(z, x, λ)dz ∧ dz̄ (10)

R =
1

2πi

∫
∂D

F (z, x, λ)
r(t, z, λ)

P (z, λ)
dz +

1

2πi

∫
D

r(t, z, λ)

P (z, λ)

∂F

∂z
(z, x, λ)dz ∧ dz̄ (11)

Los primeros términos de R y Q son diferenciables porque los integrandos son contin-
uos en ∂D. Las integrales en los segundos términos son absolutamente convergentes

ya que todas las derivadas de todos los órdenes de la función
∂F
∂z se anulan en los

puntos (z, x, λ) tal que Im(z) = 0 o P (z, λ) = 0, donde P (t, λ) = tp +
∑p

j=1 λjt
p−j.

Y podemos derivar bajo el signo de la integral, por ende, R y Q resultan C∞. Si f
y P son reales,

f =
f + f

2
=
Q+Q

2
P (t, λ) +

R +R

2
.

�
2.18 Definición. Un germen f ∈ E(1 + n) se dice p-regular (con respecto a la
primera variable), si f |R×0∈ m(1)p rm(1)p+1.
Si llamamos t a la primera coordenada decir que es p-regular significa que

f(0, 0) =
∂f

∂t
(0, 0) = ... =

∂p−1f

∂tp−1
(0, 0) = 0,

∂pf

∂tp
(0, 0) 6= 0

Equivalentemente, f̂(t, 0) = atp + ‘términos de orden superior’ con a 6= 0.

2.19 Observación. Sea f ∈ E(n + 1) tal que f̂ 6= 0 y sea p tal que f ∈ m(n + 1)p

y f /∈ m(n+ 1)p+1. Entonces, existe cambio de coordenadas lineal h tal que f ◦ h es
p-regular.

Demostración. f̂ = fp(x1, ..., xn+1) + ψ(x1, ..., xn+1) donde fp es un polinomio
homogéneo de grado p y ψ ∈ m(n + 1)p+1. Sea a ∈ Rn+1 tal que fp(a) 6= 0 y
h : Rn+1 → Rn+1 lineal inversible con h(1, 0, ..., 0) = a. Entonces,

f̂ ◦ h(t, 0, ..., 0) = f̂ ◦ ĥ(t, 0, ..., 0) = f̂(ta1, ..., tan+1)

= fp(ta1, ..., tan+1) + ψ(ta1, ..., tan+1)

= tpfp(a1, ..., an+1) + ψ(ta)

donde fp(a1, ..., an+1) 6= 0 y ψ(ta) ∈ m(1)p+1 �
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2.4. El teorema de Preparación

2.20 Teorema. (Malgrange) Sea f ∈ E(1 + n) un germen p-regular con respecto
a la primera variable. Entonces, existen gérmenes u1, ...., up ∈ m(n) y una unidad
Q ∈ E(1 + n) tales que, en un entorno del cero,

f(t, x) = Q(t, x)

[
tp +

p∑
j=1

uj(x).tp−j
]

Demostración. Por el teorema de división sabemos que:

f(t, x) = Q(t, x, λ)P (t, λ) +R(t, x, λ) (12)

donde

R(t, x, λ) =

p∑
j=1

hj(x, λ)tp−j

La idea es hallar uj(x) ∈ m(n) tal que hj(x, u(x)) = 0 (u = (u1, ..., up)). Primero
veamos que

(a) Q(0, 0, 0) 6= 0 y hj(0, 0) = 0

(b) ∂hi
∂λj

(0, 0) = 0 si i < j y
∂hj
∂λj

(0, 0) 6= 0

(a) Basta evaluar (12) en x = λ = 0.

f(t, 0) = Q(t, 0, 0)P (t, 0) +R(t, 0, 0) = Q(t, 0, 0)tp +

p∑
j=1

hj(0, 0)tp−j

Como f es p-regular, Q(0, 0, 0) 6= 0 y hj(0, 0) = 0.

(b) Derivemos (12) con respecto a λi:

0 = Q(t, x, λ)tp−i + P (t, λ)
∂Q

∂λi
(t, x, λ) +

p∑
j=1

∂hj
∂λi

(x, λ)tp−j

Evaluando en x = λ = 0,

0 = Q(t, 0, 0)tp−i + tp
∂Q

∂λi
(t, 0, 0) +

p∑
j=1

∂hj
∂λi

(0, 0)tp−j

Considerando esta ecuación módulo tp

0 = q(t)tp−i +

p∑
j=1

∂hj
∂λi

(0, 0)tp−j (13)

14



Entonces,

0 =

p∑
j=i+1

∂hj
∂λi

(0, 0)tp−j módulo tp−i

y se sigue que
∂hj
∂λi

(0, 0) = 0 si i < j. Por otro lado, considerando (13) módulo

tp−i+1,

0 = q(t)tp−i +
∂hi
∂λi

(0, 0)tp−i

como q(t) 6= 0 resulta que ∂hi
∂λi

(0, 0) 6= 0.

Ahora, sea φ : Rn × Rp → Rn × Rp definido por

φ(x, λ) = (x, h(x, λ))

donde
h(x, λ) = (h1(x, λ), ..., hp(x, λ))

La matriz jacobiana de φ en (0, 0) tiene la forma

1 · · · 0
...

. . .
... 0

0 · · · 1

? ∂hi
∂λi

(0, 0)


Como la matriz

(
∂hi
∂λi

(0, 0)
)

es triangular inferior y tiene toda la diagonal no nula, φ

es inversible en un entorno del (0, 0). Sea i : Rn → Rn×Rp, i(x) = (x, 0). Entonces,
la función u : Rn → Rp que buscábamos será la composición

Rn i //Rn × Rp φ−1
//Rn × Rp π2 //Rp

�

2.21 Corolario. Lema de división generalizado. Sean f, g ∈ E(n + 1), f p-
regular, entonces, existen Q ∈ E(n+ 1) y p gérmenes hj ∈ E(n) tales que

g = Q.f +R donde R(t, x) =

p∑
j=1

hj(x)tp−j.
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Demostración. Sabemos que

f(t, x) = Q1(t, x)

[
tp +

p∑
j=1

uj(x).tp−j
]

y
g(t, x) = Q2(t, x, λ)P (t, λ) +R(t, x, λ)

donde

R(t, x, λ) =

p∑
j=1

hj(x, λ)tp−j.

Poniendo λ = uj(x), entonces,

g(t, x) =
Q2(t, x, h(x))

Q1(t, x)
f(t, x) +R(t, x, h(x)).

�

2.22. El teorema de preparación según Mather. Sea f : (Rn, 0) → (Rp, 0)
un germen diferenciable y f ∗ : E(p) → E(n) el morfismo inducido por f . Sea A un
E(n)-módulo finitamente generado entonces, son equivalentes:

i. A está finitamente generado como E(p)-módulo

ii. A/(f ∗m(p).A) tiene dimensión finita como R-espacio vectorial.

Demostración. Observemos que si f = (f1, f2, ..., fp) entonces

f ∗(m(p)) = 〈f1, .., fn〉.

Ya que si g ∈ m(p), g =
∑p

i=1 xi.hi entonces,

g ◦ f =

p∑
i=1

fi.hi ◦ f.

Si A está generado por a1, ..., ar como E(p)-módulo, entonces, también generan
A/(f ∗m(p).A) sobre E(p)/m(p) = R (esto es consecuencia de la f́romula de Tay-
lor sin resto).
La otra implicación es la más sutil. Veamos primero el caso particular en que
n = p + 1 y f(t, x) = x. Consideremos a1, a2, ..., ak ∈ A que generan A como
E(p + 1)-módulo y cuyas clases generan A/(m(p).A) como R-espacio vectorial (en
este caso, f ∗m(p) = m(p)). Entonces, si a ∈ A se escribe como

a =
k∑
j=1

cjaj +

p∑
j=1

zjaj con cj ∈ R, zj ∈ m(p).E(p+ 1)

16



En particular,

tai =
k∑
j=1

cijaj +

p∑
j=1

zijaj para 1 ≤ i ≤ k

En forma matricial, si a = (a1, .., ak)
t, c = (cij), z = (zij)

(t.Id− c− z).a = 0

Llamo b = t.Id− c− z, entonces

Adj(b).b = det(b).Id

y resulta que det(b).ai = 0 para todo 1 ≤ i ≤ k. Por otro lado, χ(x, t) = det(t.Id−c−
z) cuando x = 0 es un polinomio mónico de grado k. Ya que, como z(t, 0) = 0, χ(t, 0)
es el polinomio caracteŕıstico de la matriz c. Entonces, χ es q-regular para algún
q ≤ k. Por ende, el lema de división generalizado nos dice que E(p + 1)/χE(p + 1)
está generado por 1, t, ..., tq−1 como E(p)-módulo. Pero, como χ.ai = 0 para todo
1 ≤ i ≤ k, χ.A = 0 y, por lo tanto, A es un módulo sobre E(p + 1)/χE(p + 1)
que es finitamente generado por hipótesis. Entonces, resulta que A está finitamente
generado como E(p)-módulo.
Ahora, analicemos el caso en que f : Rn → Rp es una inmersión en el origen (i.e. tiene
rango n). Por el teorema del rango, existen coordenadas tales que f(x1, ..., xn) =
(x1, ..., xn, 0, ..., 0). En este caso, f ∗ : E(p) → E(n) resulta sobreyectiva. Entonces,
los generadores de A como E(n)-módulo también lo generan como E(p)-módulo.
Finalmente, si f : (Rn, 0) → (Rp, 0) es un germen cualquiera lo podemos escribir
como la composición de una inmersión y n proyecciones del primer caso:

Rn (id,f) //Rn × Rp π2 //Rp

Nos resta ver que si la tesis del teorema vale para f : (Rn, 0) → (Rp, 0) y para
g : (Rp, 0) → (Rn, 0) entonces vale para g ◦ f . Supongamos, entonces, que A es un
E(n)-módulo finitamente generado y tal que A/(g ◦f)∗m(q).A tiene dimensión finita
como R-espacio vectorial. Como, g∗m(q) ⊂ m(p), se sigue que f ∗g∗m(q) ⊂ f ∗m(p)
y, por lo tanto, A/f ∗m(p)A también tiene dimensión finita. Entonces, A es un E(p)-
módulo finitamente generado. Como la estructura de A como un E(p)-módulo es v́ıa
f ∗,

A/g∗m(q).A = A/(f ∗g∗m(q).A)

que tiene dimensión finita sobre R. Entonces, estamos en la hipótesis del teorema
para g y A resulta finitamente generado como E(q)-módulo, y la estructura es v́ıa
(g ◦ f)∗. �

2.23 Corolario. Bajo las hipótesis del teorema anterior, {a1, ..., ak} generan A
como E(p)-módulo si y solo si representan generadores de A/(f ∗m(p).A) como R-
espacio vectorial.
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Demostración. Que si {a1, ..., ak} generan A como E(p)-módulo entonces repre-
sentan generadores de A/(f ∗m(p).A) como R-espacio vectorial lo vimos en la de-
mostración del teorema precedente. Veamos la otra implicación. Si {a1, ..., ak} rep-
resentan generadores de A/(f ∗m(p).A) como R-espacio vectorial, entonces,

A = 〈a1, ..., ak〉R + f ∗m(p).A = 〈a1, ..., ak〉m(p) + m(p)A

Como A está finitamente generado como E(p)-módulo, el lema de Nakayama implica
que

A = 〈a1, ..., ak〉m(p)

�
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3. Gérmenes finitamente determinados

3.1. Definiciones y ejemplos elementales

3.1 Definición. m Llamemos B(n) := {h ∈ E(n, n)/h es inversible y h(0) = 0}.

m Decimos que f, g ∈ E(n) son equivalentes a derecha si existe h ∈ B(n) tal que
f ◦h = g. (Ser equivalente a derecha es una relación de equivalencia.) Diremos
que f y g son equivalentes. Decimos que f, g ∈ H(n) son equivalentes a derecha
si existe h ∈ {h ∈ H(n, n)/h es inversible y h(0) = 0} tal que f ◦ h = g.

m Decimos que f ∈ E(n) (o en H(n)) está k-determinado1 si todo germen g ∈
E(n) con jk(f) = jk(g) es equivalente a derecha a f . Si existe k ∈ N tal
que f ∈ E(n) está k-determinado entonces decimos que f está finitamente
determinado.

3.2 Observación. f ∈ E(n) está k-determinado si y solo si todo g ∈ E(n) tal que
jk(f) = jk(g) está k-determinado ya que ser equivalente a derecha es de equivalencia.
En particular, f ∈ E(n) está k-determinado si y solo si su k-jet está k-determinado.
Es decir, que f esté k-determinado depende solo de su k-jet.

3.3 Ejemplos. Ningún 0-jet determina. Si Df 6= 0, el teorema de rango implica
que f es equivalente a la proyección a la primera coordenada. Por lo tanto, está 1-
determinada (los gérmenes con diferencial no nula forman una sóla órbita por la
acción).

3.4 Definición. Sea f ∈ E(n), si f(0) = Df(0) = 0, decimos que es una singulari-
dad.

3.5 Proposición. Una singularidad f ∈ E(n) está 2-determinada si y solo si j2(η)
es una forma no degenerada, es decir, det(∂2f/∂xi∂xj)i,j 6= 0.

Demostración. El lema de Morse dice que si p ∈M es un punto cŕıtico no degen-
erado de f : M → R entonces podemos elegir un sistema de coordenadas alrededor
de p tal que en estas coordenadas f =

∑
0≤i≤n λix

2
i + f(p) donde λi = ±1. Por lo

tanto, si j2(f) es una forma no degenerada f está 2-determinada.
Supongamos que j2(f) es una forma degenerada, para ver que f no está 2-determinada
alcanza ver que su 2-jet no está 2-determinado. Podemos suponer que tiene la forma
q(x1, ..., xn−1, xn) =

∑
0≤i≤n−1 λix

2
i con λi = ±1. Supongamos que q es equivalente

a g = q(x1, ..., xn−1) + x3
n. Entonces, existe h ∈ m(n, n), h = (h1, · · · , hn) inversible,

tal que η ◦ h = g. ∑
0≤i≤n−1

λih
2
i = q(x1, ..., xn−1) + x3

n (14)

1Mather en [8] define diferentes equivalencias dadas por la acción de otros grupos, y en cada
caso, da una condición algebraica que asegura que un germen esté k-determinado con la noción de
equivalencia dada.
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Derivando con respecto a xk,

∑
0≤i≤n−1

λi2hi
∂hi
∂xk

=

{
±2xk si k 6= n,

3x2
n si k = n.

∀1 ≤ k ≤ n (15)

Derivando con respecto a xn,

∑
0≤i≤n−1

λi2(
∂hi
∂xn

∂hi
∂xk

+ hi
∂2hi

∂xn∂xk
) =

{
0 si k 6= n,

6xn si k = n.
∀1 ≤ k ≤ n (16)

Como hi(0, ..., 0) = 0,∑
0≤i≤n−1

λi2
∂hi
∂xn

(0)
∂hi
∂xk

(0) = 0 ∀1 ≤ k ≤ n (17)

Como det(∂hi/∂xk(0))i,k 6= 0,

∂hi/∂xn(0) = 0 ∀1 ≤ i ≤ n− 1 (18)

Ahora, derivando (16) con respecto a xn obtengo,∑
1≤i≤n−1

2λi(3
∂hi
∂xn

∂2hi
∂x2

n

+ hi
∂3hi
∂x3

n

) = 6 (19)

Evaluando en 0, ∑
1≤i≤n−1

2λi3
∂hi
∂xn

(0)
∂2hi
∂x2

n

(0) = 6 (20)

Llegamos a una contradicción, por lo tanto q no está 2-determinado. �

3.6. Nos preguntamos si esta proposición se puede generalizar. En este sentido,
¿será cierto que dada f ∈ m(n)r−1 entonces, f está r-determinado si y sólo si jr(f) es
un polinomio homogéneo de rango máximo? Donde el rango se define de la siguiente
manera. Dado p ∈ K[x1, .., xn] (K = R o C),

rg(p) ≤ r ⇔ existe A ∈ Gl(n) tal que p ◦ A ∈ K[x1, ..., xr]

rg(p) = r ⇔ r = min{k : rg(p) ≤ k}.

Veremos más adelante que, si f está r-determinado, su forma inicial debe tener rango
máximo, es decir, no existe un cambio de coordenadas tal que pueda escribirse en
menos de n variables. También mostraremos un ejemplo de un polinomio de rango
máximo que no está finitamente determinado.
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3.2. El teorema de Mather y su interpretación geométrica

3.7 Teorema. (Mather) Sea f ∈ E(n). Si

mk+1 ⊂ m2〈 ∂f
∂x1

, ...,
∂f

∂xn
〉+ mk+2. (21)

Entonces, f está k-determinada.

Al ideal 〈 ∂f
∂x1
, ..., ∂f

∂xn
〉 lo llamaré indistintamente 〈 ∂f

∂xi
〉 o 〈∂f〉.

Demostración. Sean f, g ∈ E(n) con el mismo k-jet, es decir, tales que f−g ∈ mk+1.
Queremos ver que son equivalentes.Considero representantes de f y g y los llamo
igual. Definamos la curva de funciones,

F (x, t) = (1− t)f(x) + tg(x) con t ∈ R, x ∈ Rn.

Llamo Ft(x) = F (t, x). Si vemos que dado t0 existe ε > 0 tal que Ft es equivalente
a Ft0 siempre que |t− t0| < ε, entonces, como R es conexo, f resultará equivalente
a g (el conjunto {t ∈ R/Ft es equivalente a F0} seŕıa abierto y cerrado).
Llamemos E(n+ 1) al anillo de gérmenes centrados en (0, t0), y veamos a
E(n) ⊂ E(n+ 1) como el subanillo de los gérmenes que no dependen de t.
La hipótesis implica que

m(n)k+1E(n+ 1) ⊂ m(n)2.〈 ∂f
∂xi
〉E(n+1) + m(n)k+2.E(n+ 1). (22)

Como ∂F
∂xi
− ∂f

∂xi
= t ∂

∂xi
(g − f) ∈ m(n)k.E(n+ 1), entonces

m(n)2〈 ∂f
∂xi
〉E(n+1) ⊂ m(n)2.〈∂F

∂xi
〉E(n+1) + m(n)k+2.E(n+ 1). (23)

De (22) + (23) y del hecho que m(n) ⊂ m(n+ 1) se deduce que

m(n)k+1.E(n+ 1) ⊂ m(n)2.〈∂F
∂xi
〉E(n+1) + m(n+ 1)m(n)k+1.E(n+ 1).

Por el lema de Nakayama,

m(n)k+1.E(n+ 1) ⊂ m(n)2.〈∂F
∂xi
〉E(n+1)

Como, ∂F
∂t

= g − f ∈ m(n)k+1, entonces,

∂F

∂t
∈ m(n)2〈∂F

∂xi
〉E(n+1)

21



Es decir, existen αi ∈ m(n)2E(n+ 1) tales que

∂F

∂t
=

n∑
i=1

αi.
∂F

∂xi
(24)

Sea α = (−α1, ...,−αn) y H : Rn × [t0 − ε, t0 + ε] → Rn la solución de la ecuación
diferencial

∂H

∂t
(x, t) = α(H(x, t), t)

con condición inicial Ht0 = id. Que existe, cerca de t0, por el teorema de existencia
y unicidad de solución (diferenciable respecto a parámetros y condiciones iniciales)
de una ecuación diferencial ordinaria ( [1], pág. 52). Como α(0, t) = 0 (ya que
αi ∈ m(n)2.E(n+ 1)), H(0, t) = 0 es la única solución de la ecuación:

∂H

∂t
(0, t) = α(H(0, t), t).

Por lo tanto, encontramos una función H : Rn × [t0 − ε, t0 + ε]→ Rn que verifica:

(i) Ht0 = id

(ii) Ht(0) = 0

(iii)
∑n

i+1
∂F
∂xi

(H(x, t), t)∂Hi
∂t

(x, t) + ∂F
∂t

(H(x, t), t) = 0

Observemos que la condición (III) nos dice que

∂

∂t
(Ft ◦Ht) = 0

Es decir que Ft ◦Ht no depende de t. Pero,

Ft0 ◦Ht0 = Ft0(H(x, t0)) = Ft0(x)

Entonces, el germen H̄ : (Rn × R, (0, t0))→ Rn verifica

(i) H̄t0 = id

(ii) H̄t(0) = 0 ∀ t

(iii) F̄t ◦ H̄t = Ft0

La primera condición implica que H̄t es inversible cerca de t0, por lo tanto, (II) nos
dice que H̄t ∈ B(n) y (III) que Ft0 y Ft son equivalentes si |t− t0| < ε. �

3.8 Observación. La misma demostración prueba que el teorema de Mather vale
en el caso holomorfo.
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3.9. Sea f ∈ E(n), entonces vale la siguiente implicación,

m(n)k ⊂ m(n)〈 ∂f
∂x1

, ...,
∂f

∂xn
〉+ m(n)k+1 (25)

⇒ m(n)k+1 ⊂ m(n)2〈 ∂f
∂x1

, ...,
∂f

∂xn
〉+ m(n)k+2

Brocker en [3] demuestra (25). Demazure en [5] enuncia el teorema de Mather con
la condición (21). Nosotros seguimos la demostración de Brocker para probar el
enunciado de Demazure.

3.10 Corolario. Sea f ∈ E(n) un germen tal que dim(E(n)/〈∂f〉) = k. Entonces,
f está k+1-determinado.

Demostración. Sea A = E(n)/〈∂f〉. Consideremos la cadena de módulos,

A ⊃ m(n).A ⊃ m(n)2.A ⊃ ... ⊃ m(n)h.A ⊃ m(n)h+1.A ⊃ ...

Por el lema de Nakayama, tenemos que

A ) m(n).A ) m(n)2.A ) ... ) m(n)h.A = 0

con h ≤ dim(A) = k. Por lo tanto,

m(n)k ⊂ m(n)h ⊂ 〈∂f〉

y multiplicando por m(n)
m(n)k+1 ⊂ m(n)〈∂f〉 (26)

y, en particular,
m(n)k+1 ⊂ m(n)〈∂f〉+ m(n)k+1 (27)

�

Observar que las condiciones (26) y (27) son equivalentes (Nakayama).

3.11 Ejemplos. a) Si Of 6= 0 entonces, 〈∂f〉 = E(n) (ya que todo germen que
no se anula en 0 es inversible en E(n)) y f resulta 1-determinada. Si j2(f) es
una forma no degenerada, entonces, 〈∂f〉 = m(n) módulo m(n)2, entonces f
está 2-determinado.

b) El ”k”del corolario no es óptimo. Sea f(x, y) = x3 + y3, dim(E(n)/〈∂f〉) =
dim(E(n)/〈x2, y2〉) = 4, por lo tanto, f está 5-determinado. Sin embargo, m(n)〈∂f〉 =
〈x, y〉〈x2, y2〉 = 〈x3, yx2, y3, xy2〉 = m(n)3. Por lo tanto,(25) se cumple para k = 3
y f resulta estar 3-determinado.
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c) Sea f(x, y) = x3 + yx2.

m(n)〈∂f〉 = 〈3x3 + 2yx2, 3x2y + 2y2x, x3, x2y〉 = 〈y2x, x3, x2y〉 = I.

El monomio yk /∈ I cualquiera sea k (ya que el conjunto de puntos en R2 que se
anulan en I es la recta x = 0 que no está contenido en el (0, 0)). Por lo tanto,
f no está finitamente determinado. Sin embargo, f es un polinomio de rango
máximo. Para ver esto, calculemos el determinante de su matriz Hessiana.

det

(
6x+ 2y 2x

2x 0

)
= −4x2

Como su hessiano no es idénticamente nulo, entonces f es de rango máximo2.

d) Si dim(E(n)/〈∂f〉) < ∞, entonces, por el argumento dado en la demostración
anterior, m(n)k ⊂ 〈∂f〉 para algún k. Por lo tanto, si f es un polinomio,

E(n)
/
〈∂f〉 = R[x1, .., xn]

/
〈∂f〉

Por otro lado, dimR(R[x1, .., xn]
/
〈∂f〉) = dimC(C[x1, .., xn]

/
〈∂f〉). Si escribi-

mos,

∂f

∂xi
=

di∑
j=ri

gj donde gj es homogéneo de grado j.

Entonces,

dimC(C[x1, .., xn]
/
〈∂f〉) ≥

n∏
i=1

ri (28)

Y vale la igualdad si y sólo si el único cero en común de los fri es el cero. Por
ejemplo, sea f(x, y) = xα ± yβ con g un polinomio de grado mayor que α y β.
Entonces,

dim(E(n)
/
〈∂f〉) = dimC(C[x1, .., xn]

/
〈αxα−1, βxβ−1〉 = (α− 1)(β − 1).

Por lo tanto, f resulta ((α− 1)(β − 1) + 1)-determinado.
Ahora, veamos para qué valores de k vale la inclusión (25). Es decir,

〈x, y〉k ⊂ 〈x, y〉〈xα−1, yβ−1〉
2Hesse afirmó que un polinomio homogéneo en C[x0, ..., xn] se puede escribir en menos que

n + 1 variables si y sólo si el determinante de su matriz hessiana en idénticamente nulo. Noether
y Gordan probaron que esto es cierto si n ≤ 3 ( [6]). En el caso general, vale que si no tiene rango
máximo entonces, el determinante de su matriz hessiana es idénticamente nulo. Sylvester dio un
método para determinar el rango de un polinomio mediante la construcción de una matriz cuyo
rango coincide con el del polinomio.
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Si,
xk, yk ∈ 〈xα, xyβ−1, yxα−1, yβ〉,

entonces, k ≥ max(α, β). Además,

xiyk−i ∈ 〈xα, xyβ−1, yxα−1, yβ〉 para 1 ≤ i ≤ k,

implica que, i ≥ α − 1 o k − i ≥ β − 1. Como k − i ≥ k − α + 2, alcanza tomar
k = max{α + β − 3, α, β}.
Por otro lado,

〈x, y〉2〈xα−1yβ−1〉 = 〈xα+1, x2yβ−1, y2xα−1, yβ+1, yxα, xyβ〉

y haciendo un cálculo análogo, vemos que,

〈x, y〉α+β ⊂ 〈x, y〉2〈∂f〉.

Es decir, (21) vale para k = α+β−4 y, por lo tanto, f está (α+β−4)-determinado.

3.12. Hasta ahora hab́ıamos hablado de jets de funciones de una variedad cualquiera
con valores reales. Podemos definir, más en general, Sea

Bk(n) = los k-jets de gérmenes en B(n).

Este es el grupo de n-tuplas de polinomios de grado k cuya matriz diferencial en 0
es inversible. Es un grupo de Lie que actúa sobre la variedad J k(n). Las órbitas por
esta acción son las clases de equivalencia de k-jets.

3.13 Observación. Sea G un grupo de Lie que actúa a derecha sobre una variedad
M, definimos el morfismo

τx : G→M

τx(g) = x.g

Es un resultado conocido que si e ∈ G es la identidad del grupo y x.G ⊂ M es la
órbita de x, la diferencial

Dτx(e) : Te(G)→ Tx(G.x)

resulta sobreyectiva.

3.14 Lema. Sea η ∈ E(n). Denotemos ηk = jk(η). Entonces, el espacio tangente a
la órbita ηkBk(n) ⊂ J k(n) en ηk es

m(n)〈 ∂η
∂xi
〉 módulo m(n)k+1 (29)
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Demostración. Identificamos el espacio tangente a J k(n) en ηk con J k(n) ya que
es un espacio vectorial real. Por la observación anterior, un vector tangente a la
órbita en ηk es el vector velocidad en t = 0 de una curva de la forma ηk ◦ δt con
δt ∈ Bk(n) y δ0 = IdRn . Consideremos un representante de δt de la forma x+ ε(x, t),
x ∈ Rn donde ε(x, 0) = 0, ε(0, t) = 0. Llamo ηk ∈ C∞(Rn) a un representante.
Entonces,

∂

∂t
(ηk(x+ ε(x, t))) =

n∑
i=1

∂ηk
∂xi

(x+ ε(x, t)).
∂εi
∂t

Evaluando en t = 0, vemos que cualquier vector en el tangente tiene la forma

n∑
i=1

∂ηk
∂xi

(x).
∂εi
∂t

(x, 0) módulo m(n)k+1

donde ∂εi
∂t

(x, 0) ∈ m(n) ya que ε(0, t) = 0. Además, dada una n-tupla de funciones
(f1, ..., fn) que se anulan en 0,

ε(x, t) = (f1(x).t, ..., fn(x).t)

verifica

ε(x, 0) = 0 y
∂εi
∂t

(x, 0) = (f1(x), ..., fn(x)).

�

3.15 Proposición. Sea f ∈ E(n) tal que f está k-determinado. Entonces,

m(n)k+1 ⊂ m(n)〈∂f〉 (30)

Demostración. Sean

U = {g ∈ J k+1(n)/jk(g) = jk(f)}

V = jk(f).Bk(n)

Como f está k-determinado, U ⊂ V (ya que jk(g ◦ h) = jk(g) ◦ jk(h)). Por lo
tanto, Tjk(f)U ⊂ Tjk(f)V . Calculemos Tjk(f)U , Sea α : Rn+1 → U una curva en U con
α(0, x) = jk(f)(x). Entonces,

α(t, x) = f(x) + g(t, x)

donde g(0, x) = 0, g(t, x) ∈ m(n)k+1 Por lo tanto,

∂

∂t
α(t, x)|t=0 =

∂

∂t
g(t, x)|t=0
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y ∂
∂t
g(t, x)|t=0 es cualquier germen en m(n)k+1. Es decir, Tjk(f)U = m(n)k+1 módulo

m(n)k+2. Entonces,
m(n)k+1 ⊂ m(n)〈∂f〉+ m(n)k+2

Por el lema de Nakayama,
m(n)k+1 ⊂ m(n)〈∂f〉.

�

3.16 Ejemplo. Sea f(x, y) = x5 + y5.

x3y3 /∈ 〈x, y〉〈x4, y4〉

Por lo tanto, f no está 5-determinada. De hecho, g(x, y) = x5 + y5 + λx3y3 no es
equivalente a f para algún λ.
Más en general, consideremos como antes, f(x, y) = xα ± yβ,

xα−2yβ−2 /∈ m(n)〈∂f〉.

Entonces, f no está (α+ β − 5)-determinado y g(x, y) = xα± yβ + λxα−2yβ−2 no es
equivalente a f , para algún λ.

3.17 Corolario. Sea f ∈ E(n). Entonces, f está finitamente determinada si y solo
si dim(E(n)/〈∂f〉) <∞.

3.18. Sea f ∈ m(n) una singularidad. Decimos que f está algebraicamente aislada
si dim(E(n)/〈∂f〉) <∞ y f es una singularidad aislada si {x ∈ Rn/f(x) = Df(x) =
0} = {0}. Una singularidad algebraicamente aislada está aislada. Ya que,

dim(E(n)/〈∂f〉) <∞

⇒ mk ⊂ 〈∂f〉 para algún k

⇒ xki ∈ 〈∂f〉 para todo i

y se sigue que Df(x) = 0 implica x = 0. La rećıproca no es cierta, por ejemplo,
f(x) = e−1/x2 está aislado y no algebraicamente aislada. Sin embargo, si trabajamos
en el cuerpo de números complejos estas dos nociones son equivalentes.

3.19 Proposición. Sea f ∈ m(n)r−1. Si jr(f) es un polinomio homogéneo q(x) que
puede escribirse en menos de n variables, entonces f no está r-determinado.

Demostración. Sea h ∈ B(n) tal que q ◦ h no depende de xn. Llamemos f̃ =
f ◦ h y q̃ = jr(f̃). Veamos que q̃ no está r-determinada. Para esto, veamos que
m(n)r+1 * m(n)〈∂q̃〉 + m(n)r+2. Pero, q̃ = jr(f ◦ h) = jr(q ◦ h) que no depende
de xn. Entonces, xr+1

n ∈ m(n)r+1 y xr+1
n /∈ m(n)〈∂q̃〉 + m(n)r+2. Como q̃ no está r-

determinado, tampoco lo está f̃ y existe g ∈ E(n) tal que jr(g) = jr(f̃) y no son
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equivalentes. Entonces, f̃ ◦h−1 y g◦h−1 tampoco son equivalentes. Pero, f̃ ◦h−1 = f
y,

jr(g ◦ h−1) = jr(jr(g) ◦ jr(h−1))

= jr(jr(f̃) ◦ jr(h−1))

= jr(jr(f ◦ h) ◦ jr(h−1)) = jr(f).

Entonces, f no está r-determinado. �

28



4. Despliegues

4.1. Definiciones y propiedades.

Definiciones y notación. m Sea η ∈ E(n), si f ∈ m(n+ r) es tal que f |Rn= η
decimos que (r, f) es un r-despliegue (o una deformación) de η.

m Llamaré (x, u) a las coordenadas de Rn+r, x son las coordenadas de la singu-
laridad y u las del despliegue.

4.1 Ejemplos. a) El despliegue constante, f(x, u) = η(x).

b) Dados b1, ..., br ∈ E(n), f(x, u) = η(x) + u1b1(x) + u2b2(x) + ... + urbr(x) es un
r-despliegue.

4.2 Definición. Sea f ∈ m(n + r) un despliegue de una singularidad η. Definimos
la función T kf : Rn+r → J k

0 (n) como

(x, u) 7−→ el k-jet de (y 7→ f(x+ y, u)− f(x, u)).

Decimos que el despliegue f es k-transversal si T kf es transversal en el origen a la
órbita ηk.Bk(n) (ηk = jk(η)).

4.3 Lema. Sea (r, f) un despliegue de una singularidad η. Entonces, f es k-transversal
si y solo si

m(n) = 〈 ∂η
∂xi
〉+ 〈 ∂f

∂uj

∣∣∣∣
Rn
− ∂f

∂uj
(0)〉R + m(n)k+1. (31)

Demostración. Una vez más, identificamos los espacios tangentes a Rn+r y a J k
0 (n)

con śı mismos ya que son espacios vectoriales reales. Ya vimos que el tangente a la
órbita jk(η).Bk(n) es

m(n)〈 ∂η
∂xi
〉 módulo m(n)k+1

Por lo tanto, f resulta k-transversal si y solo si

J k
0 (n) = m(n)/m(n)k+1 =

(
m(n)〈 ∂η

∂xi
〉+ 〈∂Tkf

∂xi
(0), ∂T

kf
∂uj

(0)〉R
)/

m(n)k+1

Ya que, la imagen de la diferencial D0(T kf) está generada por

∂T kf

∂xi
(0),

∂T kf

∂uj
(0) 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r.

Computando el desarrollo de Taylor con respecto a la primer variable centrado en
x vemos que

T kf(x, u)(y) =
∑
|α|≤k

∂|α|f

∂xα
(x, u)yα
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donde, α = (α1, ..., αn) es un multíındice, |α| =
∑
αi,

∂|α|f

∂xα
=

∂|α|f

∂xα1
1 x

α2
2 ...x

αn
n

y

yα = yα1
1 .yα2

2 ....yαnn .
Y si ϕ : J k

0 (n)→ RN es la carta dada por

ϕ
(∑
|α|≤k

aαx
α
)

= (aα1 , aα2 , ..., aαN )

donde N = dim(J k(n)0) =

(
n+ k
k

)
− 1. Entonces,

ϕ ◦ T kf(x, u) =
(∂|α1|f

∂xα1 ,
∂|α

2|f

∂xα2 , ...,
∂|α

N |f

∂xαN
)∣∣∣

(x,u)

y derivando,

∂T kf

∂xi
(x, u) = T k

∂f

∂xi
(x, u),

∂T kf

∂uj
(x, u) = T k

∂f

∂uj
(x, u).

Por otra parte,

T k
∂f

∂uj
(0, 0) es el k-jet de

∂f

∂uj
(y, 0)− ∂f

∂uj
(0, 0)

T k
∂f

∂xi
(0, 0)(y) es el k-jet de

∂f

∂xi
(y, 0)− ∂f

∂xi
(0, 0) =

∂η

∂xi
(y)− ∂η

∂xi
(0) =

∂η

∂xi
(y)

Por lo tanto, f resulta k-transversal si y solo si

m(n)/m(n)k+1 =
(
m(n)〈 ∂η

∂xi
〉+ 〈jk( ∂η

∂xi
)〉R + 〈jk( ∂f

∂uj

∣∣∣∣
Rn
− ∂f

∂uj
(0))〉R

)/
m(n)k+1 .

Y el lema se deduce de las siguientes igualdades,

〈∂η〉E(n)+m(n)k+1 = 〈∂η〉R+m(n)〈∂η〉+m(n)k+1 = 〈jk( ∂η
∂xi

)〉R+m(n)〈∂η〉+m(n)k+1

〈 ∂f
∂uj

∣∣∣∣
Rn
− ∂f

∂uj
(0)〉R + m(n)k+1 = 〈jk( ∂f

∂uj

∣∣∣∣
Rn
− ∂f

∂uj
(0))〉R + m(n)k+1.

�

4.4 Corolario. Si b1, .., br son representantes de una base de m(n)/(〈∂η〉+m(n)k+1),
entonces, f(x, u) = η(x) + u1b1(x) + u2b2(x) + ...+ urbr(x) es k-transversal.

Demostración. Como los bi son base, m(n) = 〈b1, ..., br〉+〈∂η〉+m(n)k+1. Además,
∂f
∂uj

= bj. Por lo tanto, vale la igualdad (31). �
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Observemos que m(n)/(〈∂η〉+m(n)k+1) tiene dimensión finita, por lo tanto, existe
un despliegue k-transversal para cada k.

4.5 Definición. m Un morfismo entre despliegues de η

(φ, α) : (r, f)→ (s, g)

consiste de:
i) φ ∈ E(n+ r, n+ s) con φ(x, 0) = (x, 0)
ii)ϕ ∈ E(r, s) tal que πs ◦ φ = ϕ ◦ πr
iii)α ∈ m(r) tal que f = g ◦ φ+ α ◦ πr
Es decir, f(x, u) = g(φ1(x, u), ϕ(u)) + α(u).3

m La composición de morfismos se define:

(ψ, β)(φ, α) = (ψ ◦ φ, α + β ◦ ϕ)

Un morfismo resulta un isomorfismo cuando φ es inversible.

m Decimos que (r, f) es un despliegue inducido por (s, g) a través de (φ, α) si
verifican las condiciones (i), (ii) y (iii) de la definición anterior.

m Un despliegue es versal si cualquier otro despliegue es inducido por él.

m Un despliegue miniversal (r, f) es un despliegue versal con parámetro r mı́ni-
mo4.

Sea αu ∈ E(1), αu(t) = t+ α(u) entonces la condición iii) se puede escribir

f(x, u) = αu(g(φ(x, u))).

4.6 Ejemplos. a) El despliegue constante es inducido por cualquier otro despliegue.

b) Sean (r, f) y (s, g) despliegues de η. Definimos el despliegue f + g ∈ E(n+ r+ s)
como,

(f + g)(x, u, v) = f(x, u) + g(x, v)− η(x).

El despliegue f está inducido por la suma. Basta considerar el germen de φ : Rn+r+s →
Rn+r, φ(x, u, v) = (x, u, 0) y α = 0. Observar que si f es k-transversal entonces
f + g es k-transversal.

4.7 Proposición. Si (r, f) es versal, entonces f es k-transversal para todo k.

3Otra definición posible de morfismo entre despliegues es permitir que αu ∈ E(1) sea cualquiera
y no solo las traslaciones. Todo lo que haremos vale también en es caso.

4Esta es la denominación que adopta Arnold, la mayoŕıa de la bibliograf́ıa denomina universal
a un despliegue con esta propiedad pero como no verifica la unicidad de una propiedad universal,
adoptamos la forma de Arnold.
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Demostración. Elijamos un despliegue k-transversal (s, g). Como, (r, f) es versal
existe un morfismo de despliegues,

(φ, α) : (s, g)→ (r, f).

Entonces, g(x, u) = f ◦ φ(x, u) + α(u). Llamemos

Vf = 〈 ∂f
∂uj

∣∣∣∣
Rn
− ∂f

∂uj
(0)〉R .

Ahora, computemos Vf◦φ,

∂f ◦ φ
∂uj

=
n∑
i=1

∂f

∂xi

∂φi
∂uj

+
n∑
l=1

∂f

∂vl

∂φl
∂uj

Evaluando, u = 0

∂f ◦ φ
∂uj

(x) =
n∑
i=1

∂η

∂xi
(x)

∂φi
∂uj

(x, 0) +
r∑
l=1

∂f

∂vl
(x, 0)

∂φl
∂uj

(0)

Como ∂φl
∂uj

(0) ∈ R, entonces, Vg = Vf◦φ ⊂ 〈∂η〉+Vf . Entonces, la condición (31) para

g implica (31) para f . Y por lo tanto, como g es k-transversal, f también lo es.�

4.8 Definición. Definimos la codimensión de η como codim(η) := dim(m(n)/〈∂η〉).

4.9 Corolario. Si (r, f) es un despliegue versal de η, entonces codim(η) ≤ r.

Demostración. Por la proposición anterior, (r, f) es k-transversal y m(n) = 〈∂η〉+
Vf + m(n)k+1 para todo k. Entonces,

dim(m(n)
/
〈∂η〉+ m(n)k+1 ) ≤ dim(Vf ) ≤ r ∀k

Sea A = m(n)
/
〈∂η〉+ m(n)k+1 , considero la cadena de ideales,

A ⊃ m(n).A ⊃ m(n)2.A ⊃ ... ⊃ m(n)h.A ⊃ m(n)h+1.A ⊃ ...

Por el lema de Nakayama, tenemos que

A ) m(n).A ) m(n)2.A ) ... ) m(n)h.A = 0

con h ≤ dim(A) ≤ r. Por lo tanto, m(n)r ⊂ 〈∂η〉+ m(n)k+1. Y para todo k ≥ r,

m(n)k ⊂ 〈∂η〉+ m(n)k+1.

Aplicando Nakayama una vez más, m(n)k ⊂ 〈∂η〉. Por ende,

m(n)
/
〈∂η〉 = 〈∂η〉+ Vf + m(n)k+1

/
〈∂η〉 = 〈∂η〉+ Vf

/
〈∂η〉 = Vf

/
Vf ∩ 〈∂η〉

Entonces, codim(η) ≤ dim(Vf ) ≤ r �
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4.2. Teorema principal sobre despliegues y consecuencias

Por un momento, asumamos verdadero el siguiente lema:

4.10 Lema. Si η está k-determinada, (r, f) y (r, g) son dos despliegues k-transversales,
entonces son isomorfos.

Ahora, podemos probar el teorema principal sobre despliegues:

4.11 Teorema Principal sobre Despliegues. (TPD)

I. Si η está k-determinada. Un despliegue de η es versal si y solo si es k-transversal.

II. Una singularidad η admite un despliegue versal si y sólo si tiene codimensión
finita.

III. Dos r-despliegues versales son isomorfos.

IV. Todo despliegue versal es isomorfo a despliegue miniversal + constante.

V. Si m(n)/〈∂η〉 = 〈b1, ..., br〉, el despliegue definido por

f(x, u) = η(x) + b1(x)u1 + ...+ br(x)ur

es miniversal.

Demostración. I. Ya vimos que si un despliegue es versal entonces es k-transversal
para todo k. Ahora, sea η un singularidad k-determinada y (r, f) un despliegue
k-transversal. Dado otro despliegue (s, g), queremos un morfismo (s, g) →
(r, f). Éste será la composición de los siguientes morfismos:

(s, g)→ (s, g) + (r, f)

dado por φ(x, u) = (x, u, 0), α = 0

(s, g) + (r, f)→ η + (r, f)

que existe por el lema anterior

η + (r, f)→ (r, f)

es evidente.

II. Sea (r, f) un despliegue versal de η, del corolario 4.9 se sigue que codim(η) ≤
r. Ahora, sea η una singularidad con codimensión finita, entonces η está k-
determinada para algún k. Sea (r, f) un despliegue k-transversal (que existe
por el corolario 4.4), por el ı́tem anterior, el mismo resulta versal.
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III. Si (r, f) y (r, g) son versales entonces son k-transversales para todo k. Como η
admite un despliegue versal, sea k tal que η resulta k-determinada. Entonces,
por el lema, los despliegues son isomorfos.

IV. Se deduce de III.

V. Como η tienen codimensión finita, para algún k, está k]determinada y el de-
spliegue f(x, u) = η(x) + b1(x)u1 + ...+ br(x)ur es k-transversal (corolario 4.4)
y por lo tanto versal. Pero, r es mı́nimo y, por ende, el despliegue es miniversal.

�

4.12 Corolario. Sea (r, f) un despliegue de η k-tranversal para todo k, entonces
(r, f) es versal.

Demostración. Por el teorema anterior alcanza ver que η está finitamente deter-
minada. Pero, vimos en el corolario 4.9 que codim(η) ≤ r entonces η está (al menos)
(r + 1)-determinada. �

4.13. Probamos que un despliegue es versal si y solo si es k-transversal. Otra noción
equivalente a estas es la de un despliegue estructuralmente estable (lo llamamos
aśı para distinguir esta estabilidad de la de los puntos de equilibrio). El tema de
la estabilidad de funciones y de deformaciones es un tema muy rico e interesante
del que yo solo haré algunos comentarios ( [9], [2]). En general, una objeto f es
estable cuando todo objeto suficientemente cerca es equivalente a f . Entonces, para
definir estabilidad necesitamos una topoloǵıa y una noción de equivalencia. Por
ende, hay muchas definiciones de estabilidad posibles. Si la equivalencia está dada
por la acción de un grupo, f es estable si su oŕbita contiene un entorno de f .
Wassermann en [12] define 6 tipos de estabilidad, prueba que son todas equivalentes
y que a su vez son equivalentes a que el despliegue sea versal (Wassermann llama
universal a un despliegue versal). Cinco de estas nociones dependen de la topoloǵıa
que uno considere en el espacio de funciones salvo la de infinitesimalmente estable
que es una condición algebraica. Uno pensaŕıa en definir que un despliegue (s, g)
es equivalente a un despliegue (r, f) si g induce a f , sin embargo, esto no sirve.
Sea f : Rn+r → R un representante de un despliegue de una singularidad η. Si
g : Rn+r → R está cerca (alguna topoloǵıa usual del espacio de funciones), el germen
de g |Rn×0 no necesariamente será equivalente a η, pero lo que śı podemos esperar
es que exista un punto (x, u) ∈ Rn+r tal que el germen alrededor de x de g |Rn× sea
equivalente a η. Una definición posible (la que da Wassermann) es la siguiente:

4.14 Definición. Sean U, V ⊂ Rn+r abiertos, f : U → R, g : V → R diferenciables.
Entonces, f en (z, w) es equivalente como r-despliegue a g en (y, v) si existen W1 y
W2 entornos abiertos de z y w respectivamente con W2×W2 ⊂ U , ϕ : W2×W2 → Rn,
ψ : W2 → Rr y α : Rr → R que verifican:
i)(ϕ(x, u), ψ(u)) ∈ V para todo (x, u) ∈ W1 ×W2
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ii)ϕ(z, w) = y y ψ(w) = v
iii)ϕ |W1×w es no singular en z, ψ es no singular en w
iv) para todo (x, u) ∈ W1 ×W2, f(x, u) = g(ϕ(x, u), ψ(u)) + α(u)

Al estudiar fenómenos de la naturaleza resulta natural pedir que el modelo sea
estable. Para motivar esta idea, pensemos en una gota que cae en el centro de una
taza con café ( este ejemplo se lo debo a Arnold). En la realidad es imposible tener
una taza perfectamente circular y que la gota caiga exactamente en el medio. Sin
embargo, al realizar el experimento podemos observar olas concéntricas y el modelo
donde todo es exacto se refleja en la realidad.

4.15 Observación. Sea f(x1, ..., xn, u) = η(x1, ...xn)+g(x1, ..., xn, u) un despliegue
miniversal de η y considero una forma cuadrática no degenerada q(xn+1, ..., xm).
Entonces, η + q + g es un despliegue miniversal de η + q. Ya que q es equiva-
lente a

∑
n+1≤i≤m±x2

i , entonces 〈∂η + q〉 = 〈 ∂η
∂x1
, ..., ∂η

∂xn
, xn+1, ..., xm〉. Entonces,

m(m)/〈∂(η + q)〉 y m(n)/〈∂η〉 tiene la misma base.

4.16 Definición. El corango de η es el corango de la matriz hessiana, es decir, la
matriz (∂2η/∂xi∂xj)i,j. Lo notamos corg(η)

4.17. Lema de descomposición. Sea η ∈ m(n) una singularidad, corg(η) = n−r.
Entonces, η es equivalente a un germen de la forma:

q(x1, ..., xr) + µ(xr+1, ..., xn)

Donde q(x1, ..., xr) es una forma cuadrática no degenerada y j2(µ) = 0.

Demostración. Podemos suponer que el 2-jet de η tiene la forma q =
∑

1≤j≤r±x2
j .

Sea θ(x1, ..., xr) = η(x1, ..., xr, 0, ..., 0), el 2-jet de θ es q y q es no degenerada, por
lo tanto θ está 2-determinada y es equivalente a q. Entonces, podemos suponer
que η(x1, ..., xr, 0, ..., 0) = q(x1, ..., xr), es decir, (n − r, η) induce a (0, q). Como
〈∂q〉 = 〈x1, ..., xr〉, por el teorema principal de despliegues (TPD), (0, q) resulta un
despliegue miniversal de q, por lo tanto, (n− r, η) es un despliegue versal. Por TPD,
(n − r, q) es isomorfo a (n − r, η). Es decir, existen (φ, α) tal que q(x1, ..., xr) =
ηφ(x1, ..., xn) + α(xr+1, ..., xn). �

4.18 Proposición. Si corg(η) = r, entonces codim(η) ≥
(
r + 1

2

)
.

Demostración. Como el corg(η) = r, por el lema anterior, η = µ(x1, .., xr) +
q(xr+1, ..., xn) donde q es una forma cuadrática no degenerada y j2(µ) = 0. Quere-
mos acotar la dim(m(n)/〈∂η〉). Considero el morfismo φ : m(n)/〈∂η〉 → m(r)/〈∂µ〉
definido por φ(f̄) = f(x1, ..., xr, 0, ..,0). Está bien definido ya que,

f̄ = ḡ ⇔ f = g + a1
∂η

∂x1

+ ...+ an
∂η

∂xn
con ai ∈ E(n)
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⇔ f = g + a1
∂µ

∂x1

+ ...+ ar
∂µ

∂xr
+ ar+1

∂q

∂xr+1

+ ...+ an
∂q

∂xn

⇒ f(x1, ..., xr, 0, .,0) = g(x1, ..., xr, 0, ..., 0)+

a1(x1, ..., xr, 0, ..., 0)
∂µ

∂x1

(x1, ..., xr) + ...+ ar(x1, ..., xr, 0, ..., 0)
∂µ

∂xr
(x1, ..., xr)

Este morfismo es claramente sobreyectivo, por lo tanto, dim(m(n)/〈∂η〉) ≥ dim(m(r)/〈∂µ〉)
A su vez, dim(m(r)/〈∂µ〉) ≥ dim(j2(m(r))/j2(〈∂µ〉)). Pero, dim(j2(m(r)) = r +(
r + 1

2

)
. Ahora, j2(µ) = 0 ⇒ ∂µ

∂xi
∈ m(n)2 ⇒ si h ∈ 〈∂µ〉 se escribe como

h = a1
∂µ
∂x1

+ ... + ar
∂µ
∂xr

, j2(h) = a1(0) ∂µ
∂x1

+ ... + ar(0) ∂µ
∂xr
⇒ ∂µ

∂xi
generan j2(〈∂µ〉)

como R-espacio vectorial ⇒ dim(j2(〈∂µ〉)) ≤ r. Finalmente,

dim(j2(m(r))/j2(〈∂µ〉)) ≥ r +

(
r + 1

2

)
− r =

(
r + 1

2

)
�

4.3. Demostración del lema 4.10

4.19 Observación. En las condiciones del lema, codim(η) ≤ r. Ya que, sabemos
que

m(n)k+1 ⊂ m(n)〈∂η〉 ⊂ 〈∂η〉 porque η esta k-determinada

m(n) = 〈∂η〉+ Vf + m(n)k+1 porque f es k-transversal.

Por lo tanto,

m(n)
/
〈∂η〉 = 〈∂η〉+ Vf + m(n)k+1

/
〈∂η〉 = 〈∂η〉+ Vf

/
〈∂η〉 = Vf

/
〈∂η〉 ∩ Vf

y codim(η) ≤ r.

Demostración del lema 4.10. Sea η una singularidad k-determinada, (r, f) y
(r, g) dos despliegues k-transversales. Queremos ver que son isomorfos. Para eso,
en primer lugar, buscaremos Ft una curva de despliegues de η k-transversales con
F0 = f y F1 = g.
Cualquier despliegue (r,f), puede escribirse como f = η + δ con δ ∈ m(r).m(n + r)
ya que f(x, 0)− η(x) = 0. Ahora, Vη+δ = Vδ y buscamos δ tal que Vδ sea transversal
a 〈∂η〉 en J k

0 (n). Consideremos el morfismo lineal,

m(r).m(n+ r) θ //Hom(Rr, Jk0 (n))
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δ 7−→ (ei 7→ jk(
∂δ

∂ui
|Rn×0 −

∂δ

∂ui
(0)))

Este morfismo es sobreyectivo, basta considerar δ con la forma δ =
∑r

i=1 pi(x)ui con
pi ∈ R[x1, ..., xn]. Sea A ⊂ Hom el conjunto de aquellas transformaciones lineales
cuya imagen no es transversal a 〈∂η〉/m(n)k+1. Si s = codim(η), vimos que s ≤ r.
Llamemos S = 〈∂η〉/m(n)k+1 y N = dimR(Jk0 (n)), entonces,

A = {a : Rr → RN lineales/Im(a) no es transversal a S}

SeaB una base de RN cuyos primerosN−s vectores son una base de S. Considerando
coordenadas de RN en esa base,

A = {a ∈ RN×r/a =

(
a1

a2

)
donde a2 ∈ Rs×r no tiene rango máximo }

La subvariedad algebraica {a ∈ Rn×m/rg(a) ≤ r} ⊂ Rn×m tiene dimensión es
m.n− (n− r)(m− r). Entonces, la dimensión de

A = {a ∈ RN×r/a =

(
a1

a2

)
donde rg(a2) ≤ s− 1}

es s.r − (s − (s − 1))(r − (s − 1)) + (N − s).r = N.r − (r − s + 1). Es decir,
codim(A) = r − s+ 1.
Si r > s, codim(A) > 1 entonces Homr A es arcoconexo (ver, por ejemplo, [4]).
Si r = s,

Homr A ' Rr×(N−r) ×Gl(r)
que tiene dos componentes arcoconexas (ver, por ejemplo, [11] pág 131). Sea φ ∈
Gl(r) entonces,

δ(x, u) 7→ aδ

⇒ δ(x, φ(u)) 7→ aδ.φ

Por ende, si det(φ) < 0, δ(x, u) y δ(x, φ(u)) están en diferentes componentes conexas
pero η+δ(x, u) y η+δ(x, φ(u)) son isomorfos. Por lo tanto, dados f, g k-transversales,
f = η + δf , g = η + δg, podemos suponer que θ(δf ) y θ(δg) caen en la misma
componente conexa y por ende podemos unirlas con un camino poligonal (son todas
variedades C∞). Entonces, podemos suponer que podemos unir θ(δf ) y θ(δg) con
segmento, es decir, que θ(δf )t + (1− t)θ(δg) ∈ Hom \ A para todo t ∈ [0, 1]. Como
θ es lineal,

θ(δf t+ (1− t)δg) = θ(δf )t+ (1− t)θ(δg) ∈ Hom \ A
Entonces, el segmento es de despliegues k-transversales y tenemos lo que queŕıamos.
Podemos suponer, f(0, u) = g(0, u) = 0, ya que Ft es isomorfo a

(1− t)(f(x, u)− f(0, u)) + t(g(x, u)− g(0, u))

v́ıa (Id, αt) donde αt = (1− t)f(0, u)+ tg(0, u). Fijemos t0, queremos encontrar para
cada t en un entorno de t0 un par (φt, αt) que verifiquen:
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(a) φt(x, 0) = (x, 0), αt(0) = 0

(b) Ft(φt(x, u)) + αt(u) = Ft0(x, u)

(c) φt0 = id, αt0 = 0

Estas condiciones las queremos diferenciables con respecto a t, es decir, φ(x, u, t) ∈
E(n+ r+ 1, n+ r), α(x, u) ∈ E(r+ 1), donde E(n+ r+ 1, n+ r) y E(r+ 1) denotan
los gérmenes en (0, 0, t0) y (0, t0) respectivamente. La condición (c) nos asegura que
φt es inversible para t ∈ (t0 − ε, t0 + ε). Y podemos cambiar (b) por

∂

∂t
(Ft(φt(x, u)) + αt(u)) = 0

Como φ(x, u, t) = (ϕ(x, u, t), ψ(u, t)),

n∑
i=1

∂F

∂xi
(φ, t).

∂ϕi
∂t

(x, t) +
r∑
j=1

∂F

∂uj
.
∂ψj
∂t

(u, t) +
∂F

∂t
(φ, t) +

∂α

∂t
(u, t)) = 0.

Por lo tanto, buscamos gérmenes γi ∈ E(n+ r + 1), σj ∈ E(r + 1) tales que

n∑
i=1

∂F

∂xi
.γi +

r∑
j=1

∂F

∂uj
.σj + σj+1 = −∂F

∂t

γi(x, 0, t) = 0

σj(0, t) = 0

Como ∂F
∂t

= g − f ∈ m(r)E(n+ r + 1), alcanza ver que

m(r)E(n+ r + 1) ⊂ 〈∂F
∂xi
〉m(r)E(n+r+1) + 〈 ∂F

∂uj
〉m(r).E(r+1) + m(r)E(r + 1).

Probaremos que

E(n+ r + 1) = 〈∂F
∂xi
〉E(n+r+1) + 〈 ∂F

∂uj
〉E(r+1) + E(r + 1).

Por un lado, la k-transversalidad de Ft nos asegura que

m(n) = 〈∂η〉E(n) + 〈∂Ft
∂uj
|Rn×0 −

∂Ft
∂uj

(0, 0)〉R + m(k + 1) (32)

La singularidad η está k-determinada, por lo tanto,

m(k + 1) ⊂ m(n)〈∂eta〉 ⊂ 〈∂η〉
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y ∂Ft
∂uj

(0, 0) = 0 porque Ft(0, u, t) = 0. Observando que ∂η
∂xi

= ∂Ft
∂xi
|Rn×0, (32) implica

m(n) = 〈∂Ft
∂xi
|Rn×0〉E(n) + 〈∂Ft

∂uj
|Rn×0〉R (33)

Si g ∈ E(n+ r+ 1) entonces g = g1 + g2 con g2 ∈ m(n)E(n+ r+ 1) y g1 ∈ E(r+ 1).
Por (33), existe g̃2 ∈ 〈 ∂F∂xi 〉E(n+r+1) + 〈 ∂F

∂uj
〉E(r + 1) con g̃2(x, 0, t0) = g2(x, 0, t0).

Por lo cual, si g ∈ E(n + r + 1) entonces g = g1 + g2 + g3 con g1 ∈ E(r + 1),
g2 ∈ 〈 ∂F∂xi 〉E(n+r+1) + 〈 ∂F

∂uj
〉E(r + 1), g3 ∈ m(r + 1)E(n+ r + 1). Es decir,

E(n+ r + 1) = 〈∂F
∂xi
〉E(n+r+1) + 〈 ∂F

∂uj
〉E(r + 1) + E(r + 1) + m(r + 1)E(n+ r + 1)

Llamemos A = 〈 ∂F
∂xi
〉E(n+r+1), B = 〈 ∂F

∂uj
〉E(r+ 1) + E(r+ 1) +m(r+ 1)E(n+ r+ 1) y

C = E(n+ r + 1). Queremos

A+B = C ⇔ B = C módulo A

y tenemos

A+B + m(r + 1)C = C ⇔ B + m(r + 1)C = C módulo A (34)

Son todos E(n+r+1)-módulos que pueden ser considerados como E(r+1)-módulo v́ıa
π∗ donde π : (Rn+r+1)→ Rr+1 es la proyección. Ahora, C está finitamente generado
como E(n+ r + 1)-módulo, B está finitamente generado como E(r + 1)-módulo. La
ecuación (34) nos dice que los generadores de B son generadores de C/m(r + 1)C
como R-espacio vectorial y, por el lema de preparación, resultan generadores de C
como E(r + 1)-módulo. Entonces, B = C. �
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5. Catástrofes

Si consideramos despliegues de η con codim(η) ≤ 4, la proposición anterior nos dice
que corg(η) ≤ 2. Por lo tanto, si r ≤ 4 un despliegue η será equivalente a un germen
de la forma µ(x, y) + q(z1, z2, ...) donde q es una forma cuadrática. El teorema de las
siete catástrofes elementales clasifica la forma que puede tomar µ salvo equivalencia.
Como,

codim(η) = dim(m(n)/〈∂η〉) ≤ 4

⇒ m(n)5 ⊂ 〈∂η〉
⇒ m(n)6 ⊂ m(n)〈∂η〉
⇒ η está 6-determinada.

Entonces, µ será equivalente a un polinomio de grado a lo sumo 6.

5.1. El teorema de las siete catástrofes elementales

5.1 Teorema. Una singularidad η con codim(η) ≤ 4 es equivalente a alguno de
los siguientes polinomios, salvo multiplicación por -1 y la adición de una forma
cuadrática.

codim η despliegue miniversal nombre (en inglés)
1 x3 x3 + ux fold
2 x4 x4 − ux2 + vx cusp
3 x5 x5 + ux3 + vx2 + wx swallowtail
3 x3 + y3 x3 + y3 + wxy − ux− vy hyperbollic umbilic
3 x3 − xy2 x3 − xy2 + w(x2 + y2)− ux− vy elliptic umbilic
4 x6 x6 + tx4 + ux3 + vx2 + wx butterfly
4 x2y + y4 x2y + y4 + wx2 + ty2 − ux− vy parabolic umbilic

Demostración. Supongamos que η ∈ m3.
Si corg(η) = 1, entonces, η ∼ ±xk, ya que η está finitamente determinada (notaré la
equivalencia a derecha con ∼). Como codim(η) ≤ 4, entonces k = 3, 4, 5 o 6.

Si corg(η) = 2, entonces codim(η) ≥
(

2 + 1
2

)
= 3. Sea P (x, y) = j3(η). Como es un

polinomio homogéneo de grado 3, admite una descomposición en C

P (x, y) = (a1x+ b1y)(a2x+ b2y)(a3x+ b3y)

Analicemos los siguientes casos,

1. Los (ai, bi) linealmente independientes en C2.

2. Si la dimC〈(ai, bi)〉 = 2, entonces, podemos suponer P (x, y) = (a1x+ b1y)(a2x+
b2y)2. Y, como P tiene coeficientes reales, los (ai, bi) podemos tomarlos reales.
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3. Todos linealmente dependientes, no nulos. P (x, y) = (ax+ by)3, a, b 6= 0.

4. P (x, y) = 0

Caso 1. Primero supongamos que los (ai, bi) ∈ R2. Como los (ai, bi) son l. i.
φ(x, y) = ((a1x+ b1y, a2x+ b2y)) es inversible, por lo tanto,

P (x, y) ∼ xy(ax+ by) v́ıa el cambio de variables φ−1

xy(ax+ by) ∼ (ab)−1xy(x+ y) a través de (x, y) 7→ (a−1x, b−1y)

(ab)−1xy(x+ y) ∼ xy(x+ y) a través de (x, y) 7→ ab1/3(x, y)

xy(x+ y) ∼ 2x(x2 − y2) a través de (x, y) 7→ (x+ y, x− y)

2x(x2 − y2) ∼ x(x2 − y2) a través de (x, y) 7→ 2−1/3(x, y).

Finalmente, P (x, y) ∼ x3−xy2. Pero, m〈∂P 〉 = m〈x2−y2,−2xy〉 = 〈x3−xy2,−2x2y, yx2−
y3,−2xy2〉 = m3. Por ende, P está 3-determinado y η ∼ x3 − xy2.
Ahora, si (ai, bi) no son reales, P (x, y) = (a1x+ b1y)(a2x+ b2y)(ā2x+ b̄2y). El pro-
ducto de los últimos dos factores es una forma cuadrática definida positiva, por lo
tanto, mediante un cambio de coordenadas lineal se puede transformar en x2 + y2 y

P (x, y) ∼ (ax+ by)(x2 + y2).

Mediante un cambio de coordenadas ortogonal y uno escalar,

P (x, y) ∼ cx(x2 + y2) ∼ x(x2 + y2) = x3 + y2x ∼ 2x3 + 6xy2.

Y haciendo el cambio de variables (x, y) 7→ (x+y
2
, x−y

2
), vemos que,

2x3 + 6xy2 ∼ x3 + y3.

Pero x3 + y3 resulta 3-determinado. Por ende, η ∼ x3 + y3.

Caso 2. Mediante un cambio de coordenadas lineal,

P (x, y) = (a1x+ b1y)(a2x+ b2y)2 ∼ x2y.

Computando 〈∂P 〉 = 〈xy, x2〉, vemos que mk * 〈∂P 〉 cualquiera sea k. Entonces, P
no está finitamente determinado. Pero η está 6-determinado, entonces

η ∼ jn(η) con 4 ≤ n ≤ 6.

Ahora, sea k el máximo tal que jk(η) ∼ x2y, entonces, jk+1(η) = x2y + h(x, y).
Consideremos un difeomorfismo de la forma ϕ(x, y) = (x + φ, y + ψ) con φ, ψ
polinomios homogéneos de grado k − 1. Se sigue que,

jk+1(η ◦ ϕ) = jk+1((x+ φ)2(y + ψ) + h(x+ φ, y + ψ))

= jk+1(x2y + 2φxy + φ2y + x2ψ + φ2ψ + h(x, y))

= jk+1(x2y + 2φxy + x2ψ + h(x, y))

41



Eligiendo los polinomios φ y ψ podemos cancelar los términos de h que son múltiplos
de xy y x2, y de este modo, tendremos que Q(x, y) = jk+1(η) = x2y + ayk+1 con
a 6= 0, k ≥ 3. Ahora bien,

m.〈∂Q〉 = m.〈2xy, x2 + a(k + 1)yk〉
= 〈x2y, xy2, x3 + a(k + 1)ykx, x2y + a(k + 1)yk+1〉
= 〈x2y, xy2, x3, yk+1〉.

En consecuencia, Q está (k + 1)-determinado y η ∼ x2y + ayk+1 ∼ x2y ± yk+1 con
k ≥ 3. Pero, 〈∂η〉 = 〈x2 ± yk, xy〉 ( 〈x2, yk, xy〉, entonces

4 ≥ dim
(
m
/
〈∂η〉

)
> dim

(
m
/
〈x2, yk, xy〉

)
= k.

Por lo tanto, k = 3 y η ∼ x2y + y4 ∼ x2y − y4.

Caso 3. En este caso, P (x, y) = (ax + by)3 ∼ x3. Es decir, podemos suponer que
j3(η) = x3 y j4(η) = x3 + h con h homogéneo de grado 4. Ahora bien,

dim
(
m
/
〈∂η〉

)
≥ dim

(
m/m4

/
〈∂η〉 ∩m4

/
m4

)
=
(
m/m4

/
〈∂j4(η)〉 ∩m4

/
m4

)
dim

(
m/m4

)
= 9

La dimensión de (
〈3x2 + ∂h

∂x
, ∂h
∂y
〉 ∩m4

/
m4

)
podemos calcularla como,

dim
(
〈3x2 +

∂h

∂x
, x(3x2 +

∂h

∂x
), y(3x2 +

∂h

∂x
),
∂h

∂y
〉R
)
≤ 4

Entonces,

dim
(
m
/
〈∂η〉

)
≥ 5 > 4

y este caso no es posible.

Caso 4. Si P = 0, η ∈ m4, entonces 〈∂η〉 ⊂ m3. De donde,

dim
(
m
/
〈∂η〉

)
≥ dim

(
m/m3

)
= 5

y llegamos a una contradicción. �
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6. Aplicaciones y ejemplos

6.1. Generalidades

Muchos fenómenos de la naturaleza pueden ser pensados siendo gobernados por
una función potencial. Bajo esa ĺınea de interpretación, los estados estables, los
observables, los “que ocurren” pueden ser considerados como los estados donde una
función potencial alcanza su mı́nimo. Por ejemplo, el recorrido que hace un rayo de
luz que parte de un punto A a un punto B, cuando A y B están en diferentes medios
es aquel que minimiza el tiempo que tarda el rayo para ir de A a B. Si sumergimos
un aro en detergente con agua, la superficie que se genera al sacarlo delicadamente
es aquella de área mı́nima.
A modo de ejemplo, consideremos un sistema de la forma

x′(t) = f(x)

Los puntos de equilibrio serán aquellos donde x′(t) = f(x) = 0. Pensando a x′ como
un flujo en la recta real, dibujemos flechas hacia la derecha cuando f > 0 y hacia
la izquierda cuando f < 0 sobre el gráfico de f (Figura 1). De este modo, podemos
decir cuando un punto de equilibrio es localmente estable o inestable. El equilibrio
es estable (un atractor) cuando f es positiva a la izquierda del punto y negativa a
la derecha y es inestable (un expulsor) cuando ocurre lo contrario. Si f no cambia
de signo se trata de un equilibrio semi-estable.

Figura 1: A es un punto de equilibrio estable, B es de equilibrio inestable y C es
semi-estable.

Ahora, si existe una función potencial V que gobierna el sistema, es decir, tal que

x′ = −∂V
∂x

El equilibrio es estable en aquellos puntos donde el potencial alcanza un mı́nimo
relativo. Cuando uno vaŕıa los parámetros de control del sistema la función poten-
cial que gobierna el sistema puede cambiar cualitativamente, sus mı́nimos pueden
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desaparecer o cambiar de altura. De este modo, una variación diferenciable de los
parámetros de control puede generar una alteración discontinua de los equilibrios
estables que puede presentar el sistema. En la naturaleza con frecuencia se observan
discontinuidades. Ese cambio abrupto es lo que R. Thom llamó catástrofe.
Más precisamente, vamos a estudiar cómo vaŕıan los mı́nimos de una familia de
funciones potenciales Vu ∈ E(n) cuando variamos los parámetros u. Las variables x
refieren al estado de un sistema, las llamaremos variables de estado y las variables
u serán los parámetros de control del sistema (constantes de elasticidad, concen-
traciones, presión de un gas, etc.). Genéricamente, una tal familia es un despliegue
V (x, u) de una singularidad definido en un entorno E ×U de (0, 0) y el conjunto de
puntos cŕıticos de V :

M = {(x, u) ∈ E × U/∂V
∂xi

(x, u) = 0, 1 ≤ i ≤ n}

es una variedad de dimensión r (esto es consecuencia de los teoremas de transver-
salidad de R. Thom, [7], [5]]). La llamaremos la variedad de equilibrio. Observemos
que en esta variedad también encontramos los máximos de Vu y los puntos cŕıticos
degenerados, es decir, no sólo los equilibrios estables. A la proyección

χV : M → Rr

(x, u) 7→ u

le diremos función catástrofe. Sean

C = {(x, u)/χV es singular en (x, u)}

B = χV (C)

Si u ∈ B entonces Vu tiene puntos cŕıticos degenerados. Si “perseguimos” un punto
cŕıtico de Vu cuando recorremos una curva en el espacio de parámetros de control,
al encontrarnos con el conjunto B el punto cŕıtico se ramifica, o se encuentra con
otro, por esto B es el conjunto de bifurcación. Otro conjunto que va a ser de nuestro
interés es el conjunto de Maxwell que es el conjunto de parámetros u para los cuales
Vu tiene al menos dos mı́nimos absolutos. Queremos entender cómo se modifican
los equilibrios del sistema al perturbar los parámetros de control. Como la función
χV es localmente un revestimiento en M \ C uno podŕıa pensar que al cambiar
suavemente los parámetros los equilibrios variarán suavemente, pero esto no es aśı,
se producen cambios abruptos. El conjunto de catástrofes es el conjunto de puntos
en el espacio de parámetros donde ocurren estas discontinuidades. Para definir más
precisamente este conjunto necesitamos lo que Thom llamó una convención. Como
vimos, los equilibrios de un sistema están definidos por los atractores estables de
−OVu es decir los mı́nimos de Vu. Cuando la función Vu tiene varios mı́nimos, la
convención es la “regla” que rige que el sistema adquiera uno u otro estado, es decir,
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la convención define una sección de χV . Ejemplificaremos dos convenciones, la de
Maxwell y la de dilación.
En un sistema que se rige según la convención de Maxwell, el estado de equilibrio x
permanece en el mı́nimo absoluto hasta que aparece otro mı́nimo con valor menor.
En este caso el conjunto de catástrofe es el conjunto de Maxwell. En cambio, si
está regido por la convención de dilación el x permanece en el mismo mı́nimo hasta
que este mı́nimo “desaparece”. Bajo esta convención, el conjunto de catástrofe es el
de bifurcación.
El teorema de las siete catástrofes elementales clasifica las singularidades de corango
≤ 4 salvo multiplicación por -1, la adición de una forma cuadrática no degenerada
y un cambio de coordenadas diferenciable. Veamos que la adición de una variable al
cuadrado es una operación inocua para el análisis de las catástrofes.
Sea η = η(x) ∈ E(n) una singularidad y {b1, ..., br} ⊂ m(n) representan una base de
m(n)/〈∂η〉. Consideremos η′(x, y) = η(x) +

∑k
i=1 λiy

2
i con λi = ±1. El despliegue

V (x, u) = η(x) + u1.b1(x) + ...+ ur.br(x)

es miniversal. Entonces,

V ′(x, y, u) = η′(x, y)+u1.b1(x)+...ur.br(x) = η(x)+
k∑
i=1

λiy
2
i +u1.b1(x)+...+ur.br(x)

resulta un despliegue miniversal de η′. Analicemos como se relacionan sus variedades
de equilibrio y sus funciones catástrofe. A saber,

M = {(x, u)/
∂V

∂xi
(x, u) = 0, 1 ≤ i ≤ n}

M ′ =

{
(x, y, u)/

∂V ′

∂xi
(x, y, u) = 0,

∂V ′

∂yj
(x, y, u) = 0 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k

}
=

{
(x, y, u)/

∂V

∂xi
(x, u) = 0, 2yj = 0 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k

}
= M × {0}

Entonces, podemos identificar M con M ′ a través del morfismo (x, u) 7→ (x, 0, u) y
la función catástrofe es la misma para ambos. Ahora, si los λi son todos positivos,
Vu alcanza un mı́nimo en x si y solo si V ′u alcanza un mı́nimo en (x, 0), Por ende
basta analizar el comportamiento de V . Si algún λi es negativo, V ′u no tiene mı́nimos
y no resulta de nuestro interés.
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6.2. Geometŕıa del pliegue y de la cúspide

La catástrofe elemental más sencilla es el pliegue. Esta es la dada por el despliegue

V (x, u) = x3 + ux.

Este caso es poco interesante. La variedad de equilibrio es

M = {(x, u)/3x2 + u = 0}

Cuando u > 0, Vu no tiene puntos cŕıticos, si u < 0 tiene un máximo y un mı́nimo.
Si u = 0 tiene un solo punto cŕıtico degenerado. El origen es el punto de bifurcación
y no tiene conjunto de Maxwell. Ahora, analizaremos la geometŕıa de la cúspide. Es
decir, del despliegue miniversal de x4/4, dado por

V (x, u, v) = x4/4 + ux2/2 + vx

(cambiamos constantes para que las cuentas sean más prolijas). Entonces, la variedad
de equilibrio es

M =
{

(x, u, v) ∈ R3/x3 + ux+ v = 0
}
.

El conjunto de bifurcación es la cúbica conocida como cúspide:

B =
{

(u, v) ∈ R2/4u3 + 27v2 = 0
}

y el conjunto de Maxwell son los puntos (u, v) tal que v = 0 y u < 0. El conjunto de
bifurcación divide el plano en dos componentes conexas, U+ = {(u, v) ∈ R2/4u3 + 27v2 > 0}
y U− = {(u, v) ∈ R2/4u3 + 27v2 < 0}. Para los parÃ¡metros en U+ la función poten-
cial tiene un solo mı́nimo. En cambio, si (u, v) ∈ U− la función potencial Vuv tiene
dos mı́nimos relativos y un máximo (Figura 3).

Figura 2
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(a)

(b) (c) (d)

(e) (f) (g)

(h) (i) (j)

Figura 3: Gráficos de Vuv(x) = x4/4 + ux2/2 + vx para distintos valores de (u, v)
sobre la curva. (a) Gráfico de la curva y los puntos (u, v) elegidos; (b) V13, (c) V1 o
V3; (d) V2 o V10, (e) V4 o V9 (f) V5, (g) V6 o V8, (h) V7, (i) V11, (j) V12.
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6.3. Ejemplos

A continuación, ejemplificaremos la convención de Maxwell y la de dilación en
aplicaciones de la cúspide.

6.3.1. La ecuación de Van der Waals.

La ecuación de Van der Waals para un gas ideal es

(P + a/V 2)(V − b) = NkT

donde (P, T, V ) son la presión, la temperatura y el volumen, a está relacionada con
la atracción de las part́ıculas, b con el ”tamaño”de las moléculas y k es la constante
de Boltzmann. Si fijamos la temperatura obtenemos una isoterma con la siguiente
forma:

Figura 4

Sin embargo, hay regiones de esta gráfica que no se observan en la realidad. No
es f́ısicamente posible que ∂P

∂V
tome valores positivos. Consideremos un gas ideal (en

estado gaseoso) en una recipiente que dispone de un pistón que, a su vez, está den-
tro de una caja con paredes aislantes. Manteniendo la temperatura contante, si
disminuimos el volumen del gas observamos que al alcanzar cierto volumen, en el
momento que el gas empieza a condensarse, la presión se mantiene constante durante
la fase de transición hasta que todo el gas está en estado ĺıquido y la presión vuelve
a aumentar. Es decir, lo que observamos se puede graficar de la siguiente manera:
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Figura 5

donde Pα es tal que las áreas A1 y A2 son iguales. Esta es la regla de Maxwell que
le da el nombre a la convención. Ahora, para aplicar la teoŕıa buscamos una función
potencial. Para esto introducimos variables de la termodinámica.
La enerǵıa libre se define como F = E−TS donde E es la enerǵıa interna y S es la
entroṕıa. Diferenciando obtenemos que

dF = dE − TdS − SdT (35)

Por otro lado, la primera ley de la termodinámica enuncia

dE = dQ+ dW (36)

donde Q es el calor y dW = −PdV es la diferencial del trabajo. Si la temperatura
T es constante, la segunda ley implica que

dQ ≤ TdS. (37)

y junto con (35) y (36) obtenemos

dF ≤ −PdV. (38)

Ahora, para cada valor dado de P, T la función de Gibbs se define como
G(P,T ) = G = F+PV . Diferenciando, como resultado de (38), obtenemos la ecuación,

dG ≤ 0.

Entonces, si la temperatura y la presión se mantienen constantes a lo largo de un
proceso que empieza en un estado (volumen) A y termina en un estado B, la función
de Gibbs verifica

G(A) ≤ G(B).
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Por lo tanto, los estados que minimizan la función de Gibbs son estados de equilibrio
estable. Más aún, las isotermas de Van der Waals muestran los mı́nimos de G(P,T )

y G(Pα,T )(A) = G(Pα,T )(B) son dos mı́nimos en los que G(Pα,T ) vale lo mismo. Las
funciones potenciales G(P.T ) tiene la forma de los gráficos en la figura 3 donde (u, v)
son (P, T ). Si fijamos la temperatura cuando P = Pα G tiene la forma de la figura
3 (e). Ahora, aplicando el teorema de las siete catástrofes elementales podemos
deducir que para un cambio de variables adecuado G(P, T, V ) puede escribirse como
x4/4 +ux2/2 + vx. Veamos que la superficie dada por la ecuación de Van der Waals

(P + a/V 2)(V − b) = NkT

resulta ser la superficie de equilibro del despliegue f(x, u, v) = x4/4 + ux2/2 + vx
para el cambio de coordenadas adecuado. Empecemos calculando el punto cúspide de
(P +a/V 2)(V −b) = NkT . Este es (P0.T0) = (a/27b2, 8a/27br). Ahora consideremos
las variables normalizadas

P̄ =
27b2

a
P

T̄ =
27br

8a
T

V̄ =
V

3b
.

La ecuación de Van der Waals nos queda:

(P̄ +
3

V̄ 2
)(V̄ − 1

3
) =

8

3
T̄ .

Haciendo el cambio de variable X̄ = 1
V̄

, obtenemos

(P̄ + 3X̄2)(
1

X̄
− 1

3
) =

8

3
T̄ .

donde (1, 1, 1) es el punto cuspidal. Lo llevamos al origen considerando

p = P̄ − 1

x = X̄/1

t = T̄ − 1

y la ecuación de Van der Waals es

x3 +
1

3
(8t+ p)x+

2

3
(8t− 2p) = 0

Finalmente, la transformación

u =
1

3
(8t+ p)
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v =
2

3
(8t− 2p)

concluye el cambio de variables que estábamos buscando.
Este análisis nos permite dar una fórmula para Pα dependiendo de la temperatura.
Ya que los parámetros (u, v) para las cuales f(u,v) tiene dos mı́nimos con el mismo
valor, es el semi eje v = 0, u < 0. Es decir,

0 = 4t− p = 4T̄ − P̄ − 3 =
27br

2a
T − 27b2

a
P − 3

8t+ p = 0.

Por lo tanto,

Pα(T ) =
r

2b
T − a

9b2
.

6.3.2. Un ejemplo de la regla de dilación

Consideremos un resorte fijo a una base en sus dos extremos a cierta distancia y
una barra pesada que está fija por su extremo inferior sin rozamiento en el medio
de los extremos del resorte, de forma que su movimiento está restringido a un plano
vertical. La barra está atada al resorte a un ángulo θ0 del eje perpendicular a la
base. Ver Figura 6.

Figura 6

Si θ denota el ángulo entre la barra y el eje vertical, entonces el movimiento de la
barra se rige por la ecuación diferencial

θ = −a(θ − θ0) + g.sen(θ)

donde g depende del peso (está fijo) y a de la constante elástica. Llamo b = −aθ0,
si V es la función potencial, es decir,

∂V

∂θ
= −b− aθ + g.sen(θ)
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entonces,

Vab(θ) = bθ + a
θ2

2
+ g(cos(θ)− 1) = bθ +

(a− g)

2
θ +

g

24
θ4 + ...

Veamos que esta ecuación es equivalente a la cúspide. Para eso calculemos los
parámetros de (a, b) tal que Vab tiene un punto punto critico degenerado (ese será nue-
stro origen). Si b = 0 y a− g = 0, entonces

Vg,0 =
g

24
θ4 + ...

está 4-determinada y por lo tanto es equivalente a x4 v́ıa un cambio de variables
θ 7→ x. Entonces,

Ṽab(x) = bx− (a− g)

2
x+ x4

es un despliegue miniversal de x4. Llamo b = v, a − g = u, analicemos el compor-
tamiento del sistema a partir de la geometŕıa de la cúspide.
Si fijamos la constante elástica y disminuimos el ángulo inicial, es decir, fijamos
u = 1, empezamos con v “grande” y vamos disminuyendo su valor, la función po-
tencial al principio tiene un solo punto cŕıtico que es mı́nimo y, cuando u alcanza el
conjunto de bifurcación, aparece un punto cŕıtico degenerado que se bifurca en un
máximo y un mı́nimo. Pero la barra solo abandona el mı́nimo en el que se encuentra
cuando este desaparece, es decir, la barra cambia abruptamente de posición cuando
la función potencial vuelve a tener un solo mı́nimo (Figura 7). Es decir, el sistema
se rige con la convención de dilación. Ahora pensemos en el problema simétrico, es
decir, cuando b = 0. Si a > g, el sistema tiene un único equilibrio en θ = 0 y este
es estable (la fuerza del resorte supera el peso), cuando a < g el sistema tiene un
equilibrio inestable para θ = 0 y dos estables simétricos. Cuando a = 0, observamos
una bifurcación de puntos cŕıticos, sin embargo la barra no se queda en posición
vertical, esta situación en la realidad no es realizable porque el sistema simétrico no
es estable estructuralmente y lo que es observable es lo que ocurre cuando b 6= 0.
Para analizar este sistema el modelo debe tener en cuenta la asimetŕıa para que
el despliegue de funciones potenciales sea versal y de este modo estructuralmente
estable.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 7
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