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A la educación pública en general, y a la Universidad de Buenos Aires en par-

ticular. Gracias.
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Índice general 5

Introducción 7

1 Recuperación de fase abstracta 11

1.1 Inyectividad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Recuperación de fase a través de la transformada de Fourier 29

2.1 Recuperación de fase en espacios de dimensión finita . . . . . . . . . 29

2.2 Recuperación de fase en espacios de dimensión infinita . . . . . . . . 37

3 Recuperación de fase a partir de marcos de Gabor 43

3.1 Inyectividad para mediciones de Gabor completas . . . . . . . . . . . 48

3.2 Generadores que permiten la recuperación de fase . . . . . . . . . . . 49

3.3 Generadores que no permiten la recuperación de fase . . . . . . . . . 52

4 Restricciones que permiten recuperar la fase 55

4.1 Restricciones al problema de recuperación de fase en R . . . . . . . . 55

4.2 Recuperación de fase a partir de mediciones holomorfas . . . . . . . . 58

4.3 Recuperación de fase a través de la STFT a tiempo continuo . . . . . 60

4.4 Una condición de inyectividad para señales ralas . . . . . . . . . . . . 64

Bibliograf́ıa 69

5
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Introducción

El problema de recuperación de fase consiste en recuperar una señal a partir de

ciertas mediciones sin fase. Generalmente, interesa reconstruir una función f a

partir del valor absoluto de su transformada de Fourier |f̂ | o de cierto conjunto de

mediciones t|fpλq|uλPΛ.

Este problema aparece naturalmente en varias áreas de la f́ısica, como puede

ser la astronomı́a [14], radares [20], reconocimiento de voz [32] y mecánica cuántica

[29]. El ejemplo más destacado, sin embargo, es el de la difracción de imágenes

donde en un experimento básico un objeto es colocado frente a un láser que emite

radiación electromagnética. El objeto interactúa con la onda incidente de forma

difractiva creando una nueva onda. El objetivo de la difracción de imágenes es de-

terminar el objeto a partir de las mediciones de la onda difractada. Esto se encuentra

seriamente obstaculizado por el hecho de que la mayoŕıa de los elementos de medición

sólo son capaces de capturar la intensidad de la onda, generando una pérdida de

información de fase. La reconstrucción del objeto a partir de la intensidad de sus

ondas difractadas, llamado patrón de difracción, requiere resolver el problema de

recuperación de fase de Fourier, i.e., dado |f̂ | hallar f , salvo ambigüedades triviales.

En microscoṕıa se utiliza un lente para invertir la trasformada de Fourier y aśı

crear la imagen el objeto. Sin embargo, esto no es posible para longitudes de onda

demasiado cortas como pueden ser los rayos-x. Para obtener una mayor resolución

es necesario recuperar la imagen a partir de su patrón de difracción.

Determinar objetos a partir de su patrón de difracción, y de alĺı el problema

de recuperación de fase, se volvió relevante por primera vez cuando Max von Laue

descubrió en 1912 que los rayos-x se difractan al interactuar con cristales, lo cual le

valió el Premio Nobel en f́ısica dos años después. Esto dió comienzo al campo de

la cristalograf́ıa de rayos-x. Para quien se encuentre interesade en una descripción

más exhaustiva puede dirigirse a [24],[17].

Su formulación matemática abstracta consiste en considerar B un espacio de

Banach sobre K P tR,Cu, Λ un conjunto de ı́ndices no necesariamente numerables
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y Φ � tφλ : λ P Λu una familia de funcionales lineales acotados contenida en el dual

topológico de B, el objetivo será analizar la inyectividad y estabilidad del operador

AΦf :� t|xf, φλy|uλPΛ

donde xf, φλy � φλpfq.

Esta tesis está basada principalmente en los trabajos de Grohs, Koppensteiner

y Rathmair en [15] y de Bojarovska y Flinth en [8]. En el primer caṕıtulo abor-

daremos el problema de recuperación de fase en su versión abstracta. Probaremos

condiciones necesarias y suficientes sobre Φ que nos garanticen la inyectividad. Con

respecto a la estabilidad, vamos a considerar de forma diferenciada los casos en que

B tenga dimensión finita e infinita. En ambas situaciones es cierto que la inversa

del operador es continua, pero necesitaremos estar en un espacio de dimensión finita

para asegurar la continuidad Lipschitz del mismo. Más aún, probaremos que no es

posible recuperar la fase de forma estable en dimensión infinita. Un aspecto impor-

tante a destacar es que para que el operador AΦ sea estable, es condición necesaria

que Φ sea un marco de B (continuo si el conjunto de ı́ndices no es discreto). Sin

embargo, esta condición sobre Φ no garantiza la estabilidad de AΦ. Esta es una

diferencia crucial con el problema de sampling donde se consideran muestras con

fase, es decir, donde se estudia el operador CΦf :� pxf, φλyqλPΛ con xf, φλy � φλpfq.

Es este caso, la condición de estabilidad de CΦ es equivalente a la condición de marco

de Φ.

En el Caṕıtulo 2 abordaremos el problema de recuperación de fase a partir de las

mediciones sin fase de la transformada de Fourier. En primer lugar, caracterizaremos

las ambigüedades que pueden aparecer si consideramos la transformada de Fourier

discreta sobre CN . Esto nos permitirá contar la cantidad, además de conocer la

forma de las ambigüedades que posee una señal genérica. De forma análoga, en la

segunda parte de este caṕıtulo trabajaremos con la transformada de Fourier continua

sobre L2pRdq.

En el Caṕıtulo 3 trabajaremos con marcos de Gabor, o dicho de otro modo,

con mediciones de la transformada de Fourier a tiempo corto, esto es el conjunto

de traslaciones tiempo-frecuencia de un generador fijo. Estos tipos de mediciones

son de especial interés en procesamiento de voz y en las llamadas imagenes de

difracción coherente (CDI por sus siglas en inglés) [16]. Este último proceso consiste

en dos pasos, primero se obtiene uno o múltiples patrones de difracción para luego

procesarlos con el objetivo de obtener la imagen del objeto inicial, generalemente

a partir de algoritmos de recuperación de fase iterativos. Los resultados teóricos

de este caṕıtulo se centrarán en el estudio de condiciones de inyectividad sobre los
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marcos de Gabor y condiciones sobre los generadores que permitan esa recuperación

de fase.

Por último, en el Caṕıtulo 4 consideraremos algunos casos particulares en los

cuales introduciremos modificaciones o bien sobre el operador AΦ o bien sobre la

familia de funciones que queremos recuperar con el objetivo de asegurar la recu-

peración de fase.
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Caṕıtulo 1

Recuperación de fase abstracta

A lo largo de este caṕıtulo, B denota un espacio de Banach sobre K P tR,Cu , B1 su

espacio dual topológico y Λ es un conjunto de ı́ndices no necesariamente numerable.

Dada una familia de funcionales lineales acotados Φ :� tφλ : λ P Λu definimos el

operador

AΦf :� p|xf, φλy|qλPΛ

donde xf, φλy � φλpfq.

Es inmediato que AΦpcfq � AΦpfq para todo escalar c de módulo 1. Es por esto

que definimos en B la relación de equivalencia cf � f sii |c| � 1 y decimos que Φ

permite recuperar la fase si

AΦ : B{ �Ñ RΛ
�

es inyectivo.

1.1 Inyectividad

Supongamos que Φ � B1 es una familia de funcionales lineales acotados y S � Λ.

Notaremos por ΦS al conjunto ΦS :� tφλ : λ P Su � Φ . Si V es un subespacio de

B1 denotaremos al anulador de V en B por VK que se define como VK :� tf P B :

xf, vy � 0 @v P V u.

Definición 1.1. Una familia Φ � B1 satisface la propiedad del complemento si para

todo subconjunto S � Λ, pspan ΦSqK � 0 ó pspan ΦΛzSqK � 0.

Teorema 1.2. Sea B un espacio de Banach sobre K y Φ � B1 una familia de

funcionales lineales acotados. Entonces:

1. Si AΦ es inyectivo entonces Φ satisface la propiedad del complemento.

11



12 1.1. Inyectividad

2. Si K � R y Φ satisface la propiedad del complemento entonces AΦ es inyectivo.

Demostración.

1. Supongamos que AΦ es inyectivo, S � Λ es un subconjunto cualquiera y

además existe f P pspan ΦSqK no nula. Sea h P(span ΦΛzSqK, queremos ver

que h � 0.

Con esta elección de f y h tenemos que

|xf � h, φλy|
2 � |xf, φλy|

2 � 2Repxf, φλyxh, φλyqlooooooooooomooooooooooon
�0

�|xh, φλy|
2 @λ P Λ

por lo que AΦpf � hq � AΦpf � hq. Como AΦ es inyectivo existe c P K con

|c| � 1 tal que f � h � cpf � hq, pero además c � �1 dado que f � 0. Con

esto, tenemos

h �
c� 1

c� 1
f P (span ΦSqK X (span ΦΛzSqK

lo que implica que AΦh � 0 y, por lo tanto h � 0.

2. Supongamos que existen f y h P B tales que AΦf � AΦh. Como K � R cada

una de las coordenadas de pxf, φλyqλPΛ y pxh, φλyqλPΛ difieren a lo sumo en su

signo. Tiene sentido considerar la siguiente partición de Λ,

S :� tλ P Λ : xf, φλy � xh, φλyu y por lo tanto ΛzS � tλ P Λ : xf, φλy �

�xh, φλyu. Aśı f � h P (span ΦSqK y f � h P (span ΦΛzSqK. Pero por hipótesis

alguno de los dos anuladores sólo contiene al 0. Por lo tanto f � h o f � �h

y AΦ resulta inyectivo.

El siguiente ejemplo fue extráıdo del trabajo de Alfari y Grohs en [4].

Ejemplo 1.3. Como una aplicación para demostrar la inyectividad usando la propiedad

del complemento, vamos a considerar la recuperación de fase en el espacio de Paley-

Wiener

PWp,b
R :� tf P LppR,Rq : soppf̂q � r�b{2, b{2su

con la norma que hereda de Lp y p � 2.

Observación 1.4. Vı́a el Teorema de Paley-Wiener-Schwartz [19, Teo 7.3.1], el

espacio el Paley-Wiener se identifica con las funciones enteras de tipo exponencial

cuya restricción a los números reales está en L2. Por lo cual, toda función en PW2,b
R

en particular es holomorfa.
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Sea Λ � R. Consideremos el conjunto Φ :� tφλuλPΛ dado por

xf, φλy :� fpλq.

Decimos que Λ es un conjunto de muestreo para PW2,b
R si para todo

f P PW2,b
R

xf, φλy � 0 @λ P Λ ùñ f � 0.

Existen varias condiciones que hacen de Λ una sucesión de muestreo. Una manera

de caracterizarla es a través de la densidad inferior de Beurling que para un conjunto

Λ se define como

D�pΛq :� lim inf
rÑ8

inf
aPR

#pΛX ra, a� rqq

r
.

Aśı, los conjuntos de muestreo se pueden caracterizar de la siguiente forma:

Teorema 1.5. ([9], [33])Para p P p1,8q, Λ es un conjunto de muestreo si D�pΛq ¡

b y sólo si D�pΛq ¥ b.

Con esto, podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 1.6. Supongamos que Λ es un conjunto de muestreo para PW1,2b
R . En-

tonces

AΦ : PW2,b
R {t1,�1u Ñ RΛ

�

es inyectivo.

Demostración. Por el Teorema 1.2, basta con ver que Φ satisface la propiedad del

complemento. Supongamos que esto no es aśı, entonces existen f, g P PW2,b
R zt0u y

S � Λ tales que fpSq � 0 y gpΛzSq � 0. Sea h :� f.g P PW1,2b
R , por la Observación

1.4 f , g y h son funciones holomorfas. Supongamos que h se anula en un intervalo

abierto I � R. Como f � 0, existe un subintervalo U � I en el cual f no tiene

ceros. Pero entonces g � 0 en U , lo cual implica que g � 0 en R y eso contradice

nuestra suposición. En consecuencia, h P PW1,2b
R zt0u. Pero hpΛq � fpΛq.gpΛq � 0,

contradiciendo la condición de muestreo sobre Λ.

Corolario 1.7. Sea Λ un conjunto con densidad inferior de Beurling D�pΛq ¡ b.

Entonces

AΦ : PW2,b
R {t1,�1u Ñ RΛ

�

es inyectivo.
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En lo que resta de la sección, estudiaremos la inyectividad en espacios de di-

mensión finita. Para ello, utilizaremos algunas nociones de marcos en dimensión

finita que se detallan en el apéndice. De aqúı en adelante notaremos por N � #Λ

y d será la dimensión de B. El resultado que sigue es un corolario del Teorema 1.2.

Corolario 1.8. Si N   2d � 1 entonces AΦ no es inyectivo para ninguna familia

Φ � Kd de N elementos.

Demostración. Basta con tomar una partición de Λ de modo tal que ambos sub-

conjuntos tengan a lo sumo d � 1 elementos. De esta forma span ΦS � Kd y

span ΦΛzS � Kd, lo que claramente contradice la propiedad del complemento.

El rećıproco no es cierto en general. Sin embargo, si K � R la otra implicación

es cierta para casi todo marco. Para precisar mejor esto, es necesario definir algunos

conceptos de geometŕıa algebraica. Una variedad algebraica en Kd es el conjunto

de ceros comunes de una familia finita de polinomios en Krx1, ..., xds. Si definimos

estas variedades como cerrados de Kd obtenemos la topoloǵıa Zariski. Observemos

que la topoloǵıa habitual de Kd es más fina que esta nueva topoloǵıa, por lo cual los

abiertos Zariski son también abiertos de Kd y por lo tanto son conjuntos medibles

Lebesgue. Más aún, los abiertos Zariski son densos respecto de la topoloǵıa usual

de Kd por lo cual su complemento es un conjunto cerrado con medida de Lebesgue

cero.

Decimos que un punto genérico en Kd cumple cierta propiedad P si existe un

abierto Zariski para el cual P es válida. Identificando los marcos de Kd de N

elementos con las matrices de rango máximo de Kd�N , resultan ser un abierto Zariski

por lo que tiene sentido estudiar los puntos genéricos dentro del conjunto de los

marcos. A estos puntos genéricos los llamaremos marcos genéricos.

El siguiente resultado fue probado por Radu Balan, Pete Casazza y Dan Edidin

en [6] y nos permite terminar de caracterizar la inyectividad en el caso real.

Teorema 1.9. Si N ¥ 2d� 1 entonces AΦ es inyectivo para un marco genérico de

N elementos en Rd.

Antes de probar esto veamos los siguientes lemas.

Lema 1.10. Un subespacio genérico W � RN de dimensión d tiene intersección

nula con un subespacio fijo L � RN de codimpLq ¥ d.

Demostración. Queremos ver que el conjunto de subespacios que cumplen esta

condición es un abierto Zariski de Gpd,Nq, la variedad de subespacios de dimensión

d en RN .
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Podemos caracterizar esta variedad como el cociente entre los elementos de Rd�N

de rango máximo bajo la relación de equivalencia

W � W 1 sii DG P GLpd,Rq tal queW � W 1G

con la topoloǵıa Zariski cociente, donde GLpd,Rq es el conjunto de matrices in-

versibles de tamaño d � d sobre R. Es decir, estamos identificando todas las bases

de un mismo subespacio.

Consideremos

U � tW P Gpd,Nq : W X L � t0uu � Gpd,Nq.

Basta ver que U es abierto Zariski. Como Gpd,Nq tiene la topoloǵıa cociente eso

es equivalente a ver que π�1pUq � Rd�N es abierto Zariski invariante por GLpd,Rq,
donde π es la proyección al cociente.

Si dimpLq � l, tenemos

π�1pUq � tA P Rd�N : Ran(A)=d y dim( Im(A) + L )= d� lu.

Esto es lo mismo que considerar la matriz ampliada MA de columnas de A y

generadores de L y pedirle que tenga rango máximo. Esto sucede si y sólo si algún

menor de tamaño pd � lq � pd � lq es distinto de cero. En una matriz de tamaño

pd � lq �N tendremos
�
N
d�l
�

menores de ese tamaño. Como los determinantes son

polinomios en los coeficientes de A, π�1pUq resulta ser abierto Zariski.

Por último, este conjunto es GLpd,Rq-invariante dado que multiplicar a derecha

solo realiza operaciones de columna en la matriz A y no modifica ImpAq.

Luego U es un abierto Zariski del conjunto de todos los subespacios de dimensión

d en RN .

Dado un conjunto S � t1, ...Nu notaremos χSpiq a la función caracteŕıstica de

S. Definimos σ : RN Ñ RN como

σSpuq :� pp�1qχSp1qu1, ..., p�1qχSpNquNq.

Claramente σ2 � id y σSc � �σS.

Lema 1.11. Si N ¥ 2d � 1 lo que sigue vale para un subespacio genérico W de

dimensión d en RN . Dado u P W , σSpuq P W ô σSpuq � �u.
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Demostración. Si u P W y σSpuq � �u, claramente σSpuq P W . Supongamos

entonces que σSpuq P W pero que σSpuq � �u. Consideremos LS :� tpa1, ...aNq P

RN : ai � 0 @i P Su que es un subespacio de dimensión N�|S|. Como σSpuq�u P  LS,

pues está fijo por σS, y σSpuq�u � 0 por hipótesis resulta queWXLS � t0u. Además

0 � u� σSpuq � u� σScpuq por lo que W X LS
c
� t0u.

LS y LS
c

son subespacios fijos de dimensión N � |S| y |S| respectivamente y

N ¥ 2d � 1 por lo que alguno de los dos tiene codimensión mayor o igual a d. Por

el lema anterior, esta condición no puede cumplirse para W subespacio genérico de

dimensión d.

Demostración del Teorema 1.9. Supongamos que existen f , g P B tales que AΦpfq �

AΦpgq. Sean pf1, ..., fNq y pg1, ..., gNq las tiras de coeficientes de f y g, es decir,

fi � xf, φiy y gi � xg, φiy @i P t1, ..., Nu. Entonces AΦpfq � AΦpgq si y sólo si

existe un subconjunto de ı́ndices S � t1, ..., Nu tal que fi � p�1qχpiqgi @i. Esto a su

vez es equivalente a que exista un subconjunto S � t1, ...Nu tal que pf1, ..., fNq y

pp�1qχp1qf1, ..., p�1qχpNqfNq pertenecen a W :� ImpCΦq. Por el Lema 1.11, para un

subespacio genérico esto sólo es posible si f � �g.

El caso en el que K � C es bastante más complicado. En [7], Bandeira et al. en

2013 plantea la Conjetura 4d� 4 que resulta análoga al caso real.

La Conjetura 4d-4. Sea Φ � Cd un marco de N elementos. Si d ¥ 2 vale:

1. Si N   4d� 4 entonces AΦ no es inyectivo.

2. Si N ¥ 4d� 4 entonces AΦ es inyectivo para un marco genérico.

Esta conjetura dejó de serlo cuando fue probada la segunda parte por Conca et

al. en [12, Teorema 1.1] en 2014. Alli mismo prueban que la primera parte es cierta

si tomamos espacios de dimensión d � 2k � 1 [12, Teorema 1.2]. Sin embargo, esto

no es cierto en general. En [34] Vinzant da un ejemplo de un marco de 11 � 4d� 5

elementos en C4 para el cual AΦ es inyectivo.
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1.2 Estabilidad

La estabilidad de este problema está relacionada con la continuidad del operador

A�1
Φ : ranAΦ Ñ B{�. Para esto, es necesario definir una topoloǵıa en B{� y encon-

trar un espacio de Banach D adecuado de modo que ranAΦ � D � KΛ. La elección

natural para B{� es la métrica cociente dada por

dpf, gq :� inf
|c|�1

}f � cg}B.

El espacio de análisis para marcos en espacios de Hilbert separables es `2pΛq. Sin

embargo, durante esta sección estudiaremos la estabilidad en espacios de Banach.

Una generalización apropiada de `2pΛq es tomar un espacio de Banach D admisible

que contenga al rango del operador de análisis

CΦpfq � pxf, φλyqλPΛ.(1.1)

Definición 1.12. Sea Λ un espacio topológico σ-compacto. Un espacio de Banach

D � KΛ se dice admisible si:

1. La función caracteŕıstica χK de todo compacto K � Λ cumple que }χK}   8.

2. Cada vez que z P D y |wpλq| ¤ |zpλq| para todo λ P Λ, se tiene que w P D y

además }w} ¤ }z}. Es decir, el espacio de Banach D es sólido.

3. Los elementos de D de soporte compacto son densos en D.

Esta definición no es muy restrictiva, por ejemplo todos los espacios Lp con

1 ¤ p   8 la cumplen. Si p � 8 no es cierto que los elementos de soporte compacto

sean densos en L8, pero śı se cumplen las otras dos condiciones.

Con esto, ya podemos definir la estabilidad de manera más precisa.

Definición 1.13. Sean Φ � B1 una familia de funcionales lineales acotados y D un

espacio de Banach admisible tal que CΦ : B Ñ D, donde CΦ está definido como en

(1.1). Diremos que la recuperación de fase de Φ es estable (con respecto a D) si

existen constantes 0   α ¤ β   8 tales que

αdpf, gq ¤ }AΦpfq �AΦpgq}D ¤ βdpf, gq @f, g P B.(1.2)

Más aún, llamaremos αΦ y βΦ a las constantes óptimas.
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Definición 1.14. Sea Φ � B1 un familia de funcionales lineales acotados tales que

la aplicación λ ÞÑ φλ es continua. Decimos que Φ es un marco de Banach continuo

si existe un espacio de Banach admisible tal que:

1. Existen constantes positivas 0   A ¤ B   8 tal que

A}f}B ¤ }CΦpfq}D ¤ B}f}B @f P B.(1.3)

A los valores óptimos los llamaremos AΦ y BΦ.

2. Existe un operador continuo R : D Ñ B, llamado operador de reconstrucción,

que cumple

RCΦpfq � f @f P B.

Observemos que si CΦ llega a un espacio de Banach admisible, la solidés implica

que }AΦf}D � }CΦf}D. Por lo tanto, es posible ver que la condición de marco dada

en (1.3) es necesaria para que se cumpla la condición de estabilidad en el sentido de

(1.2) tomando en esta última g � 0. De aqúı se desprende también que BΦ ¤ βΦ.

De aqúı en adelante, salvo que se especifique lo contrario, Λ será un espacio

topológico σ-compacto.

Proposición 1.15. Si Φ � B1 es un marco de Banach continuo tal que CΦpBq � D,

donde D es un espacio de Banach admisible, entonces βΦ � BΦ.

Demostración. Resta ver que βΦ ¤ BΦ. Sean f, g P B, λ P Λ. Tenemos que para

todo c P K con |c| � 1:

|pAΦf �AΦgqλ| � ||xf, φλy| � |xg, φλy||

� ||xf, φλy| � |xcg, φλy||

¤ |xf � cg, φλy|.

Como además D es sólido se tiene que:

}AΦf �AΦg}D ¤ min
|c|�1

}|xf � cg, φλy|}D

� min
|c|�1

}AΦpf � cgq}D

� min
|c|�1

}CΦpf � cgq}D

¤ BΦdpf, gq

Por lo tanto βΦ ¤ BΦ.

Aunque no es suficiente para alcanzar la estabilidad que buscamos, el siguiente

resultado nos asegura que el inverso de AΦ siempre es continuo.
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Teorema 1.16. [4, Teorema 3.3] Sea Φ � B1 un marco de Banach continuo y

supongamos que AΦ es inyectivo. Entonces A�1
Φ es continuo en el rango de AΦ.

Demostración. Queremos ver que si pAΦpfkqqk � D es una sucesión convergente

entonces pfkqk � B también converge. Como pAΦpfkqqk es de Cauchy, el conjuntorK :� tAΦpfkq : k P Nu es relativamente compacto. Por ser D un espacio de Banach

esto es equivalente a ser totalmente acotado. En particular, rK es un conjunto

acotado y como además

}fk}B ¤
1

AΦ

}CΦpfkq}D �
1

AΦ

}AΦpfkq}D

se sigue que tfkukPK también lo es.

Por otro lado, como la aplicación λ ÞÑ φλ es continua, dados λ P Λ y ε ¡ 0 existe

un entorno Uεpλq � Λ tal que

}φλ � φµ}B1 ¤
ε

c
@µ P Uεpλq.

Combinando estas dos cosas, si µ P Uεpλq:

sup
kPN

|xfk, φλy � xfk, φµy| � sup
kPN

|xfk, φλ � φµy|

¤ c}φλ � φµ}B1

¤ ε.

Esto prueba que el conjunto K � tCΦpfkq : k P Nu es fuertemente equicon-

tinuo, es decir que para todo ε, λ ¡ 0 existe Uεpλq � Λ tal que vale esta última

desigualdad. Como además rK es relativamente compacto, por el Corolario A.4 de

[4] tenemos que K también lo es. Consideremos pCΦpfnkqqkPN � D una subsucesión

convergente. Dado que Φ es un marco continuo, fnk � RpCΦpfnkqq y pfnkqkPN resulta

ser una sucesión de Cauchy que converge a algún f P B. Como AΦ es continuo,

AΦpfnkq ÝÑ AΦpfq.

Supongamos que existe otra subsucesión que converge a f 1, por inyectividad de

AΦ necesariamente se tiene que f 1 � f . Podemos concluir que A�1
Φ es continuo en

el rango de AΦ.

La continuidad de A�1
Φ no es suficiente para obtener la estabilidad en el sentido

de (1.2). De hecho, esta sólo va a ser posible en aquellos casos en los que B tenga

dimensión finita. La demostración de este resultado se puede encontrar en [11,

Proposición 1.4].
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Teorema 1.17. Si B es un espacio de Banach de dimensión finita y Φ � tφλuλPΛ es

un marco que permite la recuperación de fase (i.e.: AΦ es inyectivo) entonces existe

αΦ ¡ 0 que cumple la desigualdad (1.2).

Demostración. B es un espacio de Banach sobre K de dimensión finita d, por lo cual

es isomorfo a Kd. Para esto basta con tomar una base ordenada de B y mandarla

a la base canónica de Kd . Además, sobre Kd todas las normas son equivalentes.

Es por esto que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que B es Kd con la

norma que proviene del producto interno canónico, i.e.   x, y ¡�
°d
i�1 xiyi y la

norma sobre B es }.}2. Por último, como la desigualdad αdpf, gq ¤ }AΦf �AΦg}D

permite sacar escalares afuera, podemos suponer que }f}B � 1 y }g}B ¤ 1.

Consideremos Hd el conjunto de las matrices Hermitianas de tamaño d � d con

el producto interno de Hilbert-Schmidt xX, Y yHS � TrazapXY q. Como estamos

considerando la restricción a las matrices Hermitianas, no es necesario considerar la

adjunta de Y . Además, con este producto interno Hd resulta un espacio de Hilbert

real.

Definimos el operador lineal A2
Φ : Hd Ñ l2pΛq como

A2
ΦpXq :� pxX,φλφ

�
λyHSqλPΛ,(1.4)

donde hh� es el operador de rango uno definido por hh�pgq :� xg, hyh @g P Kd. Se

puede ver que A2
ΦpXq � pxXφλ, φλyqλPΛ. Observemos que si X es una matriz de

rango uno, X � ff� para alguna f P Kd y A2
ΦpXq � p|xf, φλy|

2qλPΛ por lo cual la

notación A2
Φ tiene sentido.

Se puede probar (ver Lema 1.18) que Φ permite la recuperación de fase si y sólo

si ker(A2
Φ) no contiene matrices de rango 1 ó 2. Esto, junto con el hecho de que

el conjunto S � tX P HN : ranpXq ¤ 2 }X} � 1u es compacto (pues HN es de

dimensión finita) implica que

min
XPS

}A2
ΦpXq} � c ¡ 0

donde }X} es la norma en el sentido de operadores. Sin embargo, para cualquier

norma sobre HN sigue siendo cierto.

Dados f, g P KN consideramos el operador ff� � gg� de rango 1 ó 2. Tenemos

entonces

}ff� � gg�}2 ¤
1

c2
}A2

Φpff
� � gg�q}2

�
1

c2
}A2

Φpff
�q �A2

Φpgg
�q}2

�
1

c2

¸
λPΛ

p|xf, φλy|
2 � |xg, φλy|

2q2.
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Además, como }f} � 1 y }g} ¤ 1¸
λPΛ

p|xf, φλy|
2 � |xg, φλy|

2q2 �
¸
λPΛ

p|xf, φλy| � |xg, φλy|q
2p|xf, φλy| � |xg, φλy|q

2

¤
¸
λPΛ

p|xf, φλy| � |xg, φλy|q
2p2}φλ}q

2

¤ p4 max
λPΛ

}φλ}
2q
¸
λPΛ

p|xf, φλy| � |xg, φλy|q
2

� p4 max
λPΛ

}φλ}
2q}AΦf �AΦg}

2

Usando nuevamente que }f} � 1 y }g} ¤ 1 junto con el Lema 1.19 (ver más

adelante), tenemos que el autovalor con mayor valor absoluto de ff� � gg� es

1

2
p}f}2 � }g}2 � pp}f}2 � }g}2q2 � 4|xf, gy|2q

1
2 q.

Como la norma de un operador es mayor o igual que su radio espectral, que en

este caso es el máximo de los valores valores absolutos de los autovalores, tenemos

que

}ff� � gg�} ¥
1

2
p}f}2 � }g}2 � pp}f}2 � }g}2q2 � 4|xf, gy|2q

1
2 q

¥
1

2
pp}f}2 � }g}2q2 � 4|xf, gy|2q

1
2

�
1

2
p}f}2 � }g}2 � 2|xf, gy|q

1
2 p}f}2 � }g}2 � 2|xf, gy|q

1
2

¥
1

2
inf
|c|�1

}f � cg}

donde en el último paso usamos que p}f}2�}g}2�2|xf, gy|q
1
2 � }f�cg} con c � xf,gy

|xf,gy|
(si xf, gy � 0, }f}2�}g}2 � }f�cg} para todo |c| � 1) y que p}f}2�}g}2�2|xf, gy|q ¥

1.

Juntando todo,

dpf, gq ¤ 2}ff� � gg�} ¤
�

4

c
max
λPΛ

}φλ}



}AΦf �AΦg}.

Lema 1.18. [7, Lemma 9] AΦ es inyectivo si y sólo si el núcleo de A2
Φ no contiene

matrices de rango 1 ó 2.
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Demostración.

ðq Si AΦ no es inyectivo, existen f y g P Kd con f � cg para todo |c| � 1 tales

que AΦf � AΦg. Entonces A2
Φpff

�q � A2
Φpgg

�q, por lo que ff� � gg� pertenece al

núcleo de A2
Φ. Pero ff� � gg� tiene rango 1 ó 2, lo cual contradice la hipótesis.

ñq Supongamos primero que existe una matriz H de rango 1 en el núcleo de

A2
Φ. Entonces existe f P Kd, f � 0, tal que H � ff� y AΦf � A2

Φpff
�q � 0.

Como f � 0 resulta que AΦ no es inyectiva, contradiciendo la hipótesis. Si, en

cambio, existe una matriz H de rango 2 en el núcleo de A2
Φ , por el teorema de

diagonalización para operadores autoadjuntos (ver [13, Cap. 2, Teo 5.1]) existen

v1,v2 P Kd ortonormales y a1 ¥ a2 distintos de cero tales que H � a1v1v
�
1 � a2v2v

�
2 .

Como H está en el núcleo de A2
Φ se tiene para todo λ P Λ

0 � xH,φλφ
�
λyHS � xa1v1v

�
1 � a2v2v

�
2 , φλφ

�
λyHS � a1|xv1, φλy|

2 � a2|xv2, φλy|
2.(1.5)

Consideremos f :� |a1|
1{2v1 y g :� |a2|

1{2v2. Por un lado, f � cg dado que v1 y v2

son ortogonales. Por otro lado, nos gustaŕıa ver que AΦf � AΦg. En efecto, si a1 y

a2 tienen el mismo signo, reescribiendo (1.5) tenemos |xf, φλy|
2�|xg, φλy|

2 � 0. Esto

implica que |xf, φλy|
2 � |xg, φλy|

2 � 0 @λ P Λ, con lo cual AΦ no es inyectivo. Si, por

otro lado a1 ¥ 0 ¥ a2, ff� � gg� � a1v1v
�
1 � a2v2v

�
2 � H. Luego AΦf � AΦg.

Lema 1.19. Si f y g P Kd, los autovalores de ff� � gg� son 0 y

1

2
p}f}2 � }g}2 � pp}f}2 � }g}2q2 � 4|xf, gy|2q

1
2 q.

Demostración. Obeservemos en primer lugar que Ran(ff� � gg�)¤ 2, pues es la

resta de dos operadores de rango 1. Además, f y g pertenecen a la imagen del

operador. Para ver esto basta con tomar h � g � xg, fy f
}f}2 , con lo cual resulta

que pff� � gg�qh � αg para algún α P K. Del mismo modo se puede ver que f P

Im(ff� � gg�). Por lo tanto, la imagen del operador tendrá rango 2 en el caso en

que f y g sean linealmente independientes y rango 1 si no lo son.

Veamos cada uno de los casos por separado:

1. Si Ranpff� � gg�q � 2, vamos a considerar la matriz del operador en la base

B � tf, g, h1, ..., hd�2u donde th1, ..., hd�2u es una base del núcleo de ff��gg�.

Tenemos que

rpff� � gg�qf sB � rxf, fyf � xf, gygsB � p}f}2,�xf, gy, 0, ..., 0q

y

rpff� � gg�gsB � rxg, fyf � xg, gygsB � pxf, gy,�}g}2, 0, ..., 0q.



1.2. Estabilidad 23

Por lo tanto

rff� � gg�sB �

��������
}f}2 xf, gy � � � 0

�xf, gy �}g}2 � � � 0

0 0 � � � 0
...

...
. . .

...

0 0 � � � 0

�������
y su polinomio caracteŕıstico será

ppxq � p�xqd�2
�
p}f}2 � xqp�}g}2 � xq � |xf, gy|2

�
� p�xqd�2px2 � p�}f}2 � }g}2qx� |xf, gy|2 � }f}2}g}2q.

De aqúı obtenemos que los autovalores serán x � 0 y las ráıces del polinomio

x2 � p�}f}2 � }g}2qx� |xf, gy|2 � }f}2}g}2 que son

1

2

�
}f}2 � }g}2 �

�
p�}f}2 � }g}2q2 � 4p|xf, gy|2 � }f}2}g}2q

�1{2	
�

1

2

�
}f}2 � }g}2 � pp}f}2 � }g}2q2 � 4|xf, gy|2q1{2

�
como queŕıamos ver.

2. Si Ranpff� � gg�q � 1, existe α � 0 tal que g � αf . Considero nuevamente

la matriz del operador en la base B � tf, h1, ..., hd�1u donde th1, ..., hd�1u es

una base del núcleo de ff� � gg�. En este caso,

rpff��gg�qf sB � rxf, fyf�xf, αfyαf sB � r}f}2p1�|α|2qf sB � }f}2p1�|α|2q

por lo que la matriz del operador queda

rff� � gg�sB �

������
}f}2p1� |α|2q 0 � � � 0

0 0 � � � 0
...

...
. . .

...

0 0 � � � 0

�����.
Veamos que esto coincide con el resultado que estamos buscando. En efecto,

reemplazando g por αf obtenemos

1

2
p}f}2�}g}2�pp}f}2�}g}2q2�4|xf, gy|2q

1
2 q �

1

2
p}f}2p1�|α|2q�}f}2p1�|α|2qq,

que da 0 ó }f}2p1� |α|2q, como queŕıamos.
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Para ver que no es posible obtener estabilidad en espacios de Banach de di-

mensión infinita, debemos introducir una versión más fuerte de la propiedad del

complemento.

Definición 1.20. Decimos que la familia Φ � B cumple la σ-propiedad del comple-

mento fuerte (σ-SCP por sus siglas en inglés) si existe σ ¡ 0 tal que para cualquier

subconjunto S � Λ o bien ΦS o bien ΦSc es un marco y además

maxtAΦS , AΦScu ¥ σ.

Llamaremos σΦ al supremo de todas estas constantes.

Observación 1.21. Sea S � Λ. Usando que Φ es un marco y D es sólido, la

constante superior de marco BΦ también sirve para ΦS. Es decir

}CΦS}D � }CΦχS}D ¤ }CΦ}D ¤ BΦ.

Esto nos dice que para que ΦS sea un marco es condición necesaria y suficiente la

existencia de la constante inferior AΦS .

Teorema 1.22. (Condición necesaria para la estabilidad [4]) Sea B un espacio de

Banach sobre K P tR,Cu y Φ � B1 un marco de Banach continuo. Si existe αΦ ¡ 0

entonces Φ cumple la σ-propiedad del complemento fuerte.

Demostración. Supongamos que no vale la σ-SCP.

Sea σ ¡ 0 y sea S � Λ tal que o bien ni ΦS ni ΦSc son marcos, o bien

maxtAΦS , AΦScu   σ.

Si ninguno de los dos es un marco sumado a la Observación (1.21) deben existir

f ,g P B con }f}B � 1 � }g}B tales que

}CΦSf}D   σ y }CΦScg}D   σ.(1.6)

Si maxtAΦS , AΦScu   σ, queremos ver que también vale (1.6). Si no, tendŕıamos

que para toda f ,g P B con }f}B � 1 � }g}B

}CΦSf}D ¥ σ y }CΦScg}D ¥ σ

pero entonces ambos subconjuntos forman marcos y sus constantes inferiores son

mayores o iguales a σ lo cual contradice nuestras hipótesis.
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En conclusión, si no vale la σ-SCP para cada σ ¡ 0 existe S � Λ y f ,g P B de

norma uno tales que vale (1.6).

Sean x :� f � g e y :� f � g, entonces

}AΦx�AΦy}D ¤ }p|xx, φλy| � |xy, φλy|qλPS}D � }p|xx, φλy| � |xy, φλy|qλPSc}D

¤ }CΦSpx� yq}D � }CΦSc px� yq}D

� 2}CΦSf}D � 2}CΦScg}D

¤ 4σ

donde usamos que D es sólido junto con la desigualdad triangular inversa.

Por definición de αΦ tenemos que

αΦdpx, yq ¤ }AΦx�AΦy}D ¤ 4σ.(1.7)

Llegado este momento, debemos separar en dos casos.

Si K � R, dpx, yq � mint}x � y}B, }x � y}Bu � 2 mint}f}B, }g}Bu � 2 y por lo

tanto

αΦ ¤ 2σ

lo cual es un absurdo dado que σ era arbitrario y αΦ ¡ 0.

Si K � C aunque es un poco más complicado, es cierto también que dpx, yq

se encuentra lejos de cero cuando σ es arbitrariamente pequeño. Veamos primero

algunas observaciones.

Por un lado para cualquier subconjunto Λ1 � Λ, }CΦΛ1
}D � }CΦ.χΛ1}D ¤ }CΦ}D.

Además, como Φ es un marco

AΦ ¤ }CΦf}D ¤ }CΦSf}D � }CΦScf}D ¤ σ � }CΦScf}D

por lo cual AΦ�σ ¤ }CΦScf}D. Razonando de la misma forma, AΦ�σ ¤ }CΦSg}D.

Queremos encontrar una cota inferior para }x � ty} con |t| � 1. Como Φ es un

marco

BΦ}x� ty}B ¥ }CΦpx� tyq}D

¥
1

2
}CΦSpx� tyq}D �

1

2
}CΦSc px� tyq}D

�
1

2
}CΦSpp1� tqf � p1� tqgq}D �

1

2
}CΦSc pp1� tqf � p1� tqgq}D.
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Usando desigualdad triangular inversa y las cotas obtenidas anteriormente,

BΦ}x� ty}B ¥
|1� t|

2
}CΦSg}D �

|1� t|

2
}CΦSf}D

�
|1� t|

2
}CΦScf}D �

|1� t|

2
}CΦScg}D

¥
|1� t| � |1� t|

2
pAΦ � 2σq ¡ 0

si tomamos σ   AΦ

2
.

Como |1� t| � |1� t| ¥ |p1� tq � p1� tq| � 2, tenemos que @t P C con |t| � 1

BΦ}x� ty}B ¥ AΦ � 2σ,

pero entonces

dpx, yq � inf
|t|�1

}x� ty}B ¥
AΦ � 2σ

BΦ

.

Reemplazando en (1.7) y despejando,

αΦ ¤
4σBΦ

AΦ � 2σ

que nuevamente es un absurdo dado que αΦ ¡ 0 y σ es arbitrariamente pequeño.

En el caso real, del mismo modo que la propiedad del complemento era condición

suficiente para la inyectividad, resulta que la σ- SCP es condición suficiente para la

estabilidad de AΦ.

Lema 1.23. Sea B un espacio de Banach sobre R y Φ � B1 un marco continuo. Si

existe σΦ ¡ 0 entonces existe la constante inferior de (1.2), αΦ ¡ 0.

Demostración. Razonemos por el absurdo. Si no existe tal αΦ, entonces para todo

α ¡ 0 existen f y g P B tales que αdpf, gq ¡ }AΦg �AΦg}D.

Sea S :� tλ P Λ : sgpxf, φλyq � �sgpxg, φλyqu, u :� f � g y v :� f � g. Entonces

}AΦSu}D � }p|xf, φλy � xg, φλy|qλPS}D

� }p|xf, φλy| � |xg, φλy|qλPS}D

¤ }p|xf, φλy| � |xg, φλy|qλPΛ}D

� }AΦf �AΦg}D

  αdpf, gq � αmint}f � g}B, }f � g}Bu

¤ α}u}B.
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Razonando de la misma forma con ΛzS y v, obtenemos que

0   σΦ ¤ maxtAΦS , AΦΛzS
u ¤ α.

Como α es arbitrario y σΦ ¡ 0, esto es un absurdo que proviene de suponer que

no existe αΦ ¡ 0.

Estos resultados implican que la σ-propiedad del complemento fuerte es necesaria

para la estabilidad que estamos buscando. Más aún, es suficiente si K � R. En

particular, en dimensión finita siempre se satisface. Sin embargo, en dimensión

infinita ningún marco continuo va a cumplirla y por lo tanto, nunca es estable la

recuperación de fase en estos casos. Para ver esto primero probaremos un resultado

de [4] que dice que si el conjunto de ı́ndices es compacto, no existen marcos de

Banach continuos en dimensión infinita.

Teorema 1.24. Supongamos que B es un espacio de Banach de dimensión infinita

y Λ un conjunto de ı́ndices compacto. Si Φ :� tφλ : λ P Λu � B1 es una familia de

operadores y la aplicación λ ÞÑ φλ es continua entonces @ε ¡ 0 existe f P B tal que

}CΦf}D   ε}f}B.

Es decir, no satisface la desigualdad inferior para ser un marco.

Demostración. Sea ε ¡ 0. Como la aplicación λ ÞÑ φλ es continua, para cada λ P Λ

existe un entorno abierto Uλ tal que

}φλ � φµ}B1  
ε

}χΛ}D
@µ P Uλ.

Como Λ es compacto, el cubrimiento pUλqλ de Λ admite un subcubrimiento finito

tUλ1 , ..., UλN u. Considero el conjunto de abiertos disjuntos dado por U1 :� Uλ1 ,

Uk :� Uλkz
�k�1
j�1 Uj para k � 2, ...N .

Por desigualdad triangular tenemos

|xf, φλy| ¤ |xf, φλjy| � |xf, φλ � φλjy|

Para todo j � 1, ..., N . Multiplicando por la caracteŕıstica de Uλj y sumando sobre
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j obtenemos:

pAφfqλ �
Ņ

j�1

|xf, φλy|χUjpλq

¤
Ņ

j�1

|xf, φλjy|χUjpλq �
Ņ

j�1

|xf, φλ � φλjy|χUjpλq

 
Ņ

j�1

|xf, φλjy|χUjpλq �
ε}f}D
}χΛ}D

χΛpλq.

Como D es sólido, para toda f P Bzt0u se tiene:

}CΦf} � }AΦf}  
Ņ

j�1

|xf, φλjy|}χUj}D � ε}f}D.

Como B tiene dimensión infinita, debe existir una fε P B no nula tal que

xfε, φλjy � 0 para todo j � 1, ..., N y por lo tanto }CΦfε}   ε}fε}.

Teorema 1.25. Si B es un espacio de Banach de dimensión infinita sobre R ó C
y Φ � B1 es un marco de Banach continuo, entonces Φ no cumple la propiedad del

complemento fuerte.

Demostración. Queremos ver que para todo ε ¡ 0 existe un subconjunto S � Λ y

dos elementos f, g P B tales que }CΦSf}D   ε}f}B y }CΦΛzS
g}D   ε}g}B.

Sea f P B cualquiera, con }f}B � 1. Como los elementos de soporte compacto

son densos en D, puedo tomar una sucesión de compactos encastrados crecientes de

modo que
�
nPNKn � Λ tales que

}CΦf � CΦf.χKn}D ÝÑnÑ8 0

Considero N suficientemente grande de modo que }CΦf � CΦf.χKN }D   ε .

Tomando S � ΛzKN , obtenemos }CΦSf}D   ε}f}B. Nos resta mirar el complemento

de S que resulta ser el compacto KN por lo que el teorema anterior nos asegura que

existe g P B tal que }CΦΛzS
g}D   ε}g}B.

Corolario 1.26. Sea B un espacio de Banach de dimensión infinita y Φ � B1

un marco de Banach continuo. Entonces Φ no permite recuperar la fase de forma

estable. Es decir, para todo ε ¡ 0 existen f, g P B tales que }AΦf �AΦg}D   ε pero

dpf, gq ¥ 1.



Caṕıtulo 2

Recuperación de fase a través de

la transformada de Fourier

Durante este caṕıtulo nos dedicaremos a estudiar la recuperación de fase para medi-

ciones de Fourier en CN y en L2pRdq. El objetivo principal será caracterizar las

ambigüedades que puedan aparecer. En el caso de dimensión finita, la inyectividad

nos asegura también la estabilidad a través del Teorema 1.17.

2.1 Recuperación de fase en espacios de dimensión

finita

En lo que sigue abordaremos el problema de recuperar una señal a partir de su

transformada de Fourier sin fase. Para ello vamos a considerar señales discretas

multilineales. Es decir, dado n � pn1, ..., ndq P Nd una señal discreta es una función

a valores complejos definida en

Jn :� t0, ..., n1 � 1u � ...� t0, ..., nd � 1u.

La transformada discreta de Fourier (DFT por sus siglas en inglés) de una señal

x � pxjqjPJn la definimos como

x̂pωq :�
¸
jPJn

xje
�2πij.ω{n ω P Rd,

donde j.ω es el producto interno usual en Rd y ω{n :� pω1{n1, ..., ωd{ndq.

El objetivo entonces será recuperar x P CJn conociendo |x̂|.

29
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Observación 2.1. Para x P CJn, |x̂|2 resulta ser un polinomio trigonométrico por

lo cual está determinado por sus valores en algún subconjunto finito Ω � Rd. Por

ejemplo si d � 1 sabemos que un polinomio trigonométrico de grado N tiene a lo

sumo 2N ráıces en cualquier intervalo de longitud 2π. El problema de recuperar x

a través de |x̂pωq| para todo ω P Rd es equivalente a hacerlo a través de |x̂pωq| para

todo ω P Ω.

Antes de caracterizar las ambigüedades, necesitamos definir la reflexión y traslación

de una señal x P CJn . Definimos el operador de reflexión R en CJn como

pRxqj � x�j (mód n) @j P Jn

y el operador de traslación Tτ con τ P Zd como

pTτxqj � xj�τ (mód n) @j P Jn

donde el módulo debe tomarse coordenada a coordenada. Por último, para z P Cd

y j P Zd diremos z�1 :� pz�1
1 , ..., z�1

d q y zj :� zj11 ...z
jd
d .

Proposición 2.2. Sea x P CJn . Las siguientes elecciones de y nos dan las mismas

magnitudes para la transformada de Fourier, i.e. |x̂| � |ŷ|:

i. y � cx con |c| � 1,

ii. y � Tτx con τ P Zd,

iii. y � Rx.

Demostración.

i. Si y � cx con |c| � 1,

|ŷpωq| � |
¸
jPJn

cxje
�2πij�ω{n| � |c||x̂pωq| � |x̂pωq|.

ii. Si y � Tτx,

|ŷpωq| � |
¸
jPJn

xj�τe�2πij�ω{n| � |e�2πiτ �ω{n||
¸
jPJn

xj�τe�2πipj�τq�ω{n| � |x̂pωq|.

iii. Si y � Rx,

|ŷpωq| � |
¸
jPJn

x�je�2πij�ω{n| � |
¸
jPJn

x�je2πij�ω{n|

� |
¸
jPJn

xje�2πij�ω{n| � |
¸
jPJn

xje
�2πij�ω{n| � |x̂pωq|.
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A este tipo de ambigüedades, aśı como a composiciones de ellas, las llamaremos

ambigüedades triviales. Para mayor comodidad, las identificaremos en CJn bajo la

relación de equivalencia

x � y ðñ y � cTτRx donde τ P Zd, y |c| � 1.

En lo que resta de esta sección intentaremos caracterizar las ambigüedades no

triviales y para ello necesitaremos definir y estudiar la transformada Z.

Definición 2.3. Sea x P CJn. Definimos la transformada Z de x como

Xpzq :� Zpxqpzq :�
¸
jPJn

xjz
j @z P Cd.

La unicidad de la recuperación de fase en este caso estará estrechamente rela-

cionada con la factorización de su Z-transformada en Cd.

En lo que sigue ppzq �
°
j cjz

j denotará un polinomio en Cd. Definimos el grado

de p como el grado en cada variable, es decir degppq P Nd
0 y

degppqk � maxtjk : cj � 0u para k � 1, ..., d.

Diremos que p es reducible si existen polinomios no constantes q y r tales que p � q.r,

en caso contrario p se dice irreducible. Más adelante necesitaremos considerar la

aplicación z ÞÑ ppz�1q que no tiene por qué ser un polinomio. Sin embargo, podemos

quitarle sus singularidades multiplicando por un monomio apropiado. Consideramos

entonces

p�pzq � ppz�1q.zdegppq(2.1)

que es nuevamente un polinomio. Por último, definimos νppq P Nd
0 como el mayor

exponente, tomado coordenada a coordenada, para el cual zνppq divide a p. Esto nos

permite descomponer p de manera única como

ppzq � zνppqp0pzq.(2.2)

Lema 2.4. Sea p un polinomio no nulo y consideramos p� y p0 como en (2.1) y

(2.2) respectivamente. Entonces

1. νpp�q � 0
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2. p0 es irreducible si y sólo si p� lo es.

Demostración.

1. Sea ppzq �
°
j cjz

j y supongamos que existe ν P Nd
0, ν � 0, tal que zν es un

divisor de p�. Esto quiere decir que

p�pzq.z�ν � ppz�1q.zdegppq.z�ν �
¸
j

cjz
�j�degppq�ν

es un polinomio. Sea i tal que νi ¥ 1, por definición de grado existe un

sub́ındice k P Jn tal que ck � 0 y ki � degppqi. Pero entonces p�pzq.z�ν

contiene al sumando ckz
�k�degppq�ν que tiene exponente negativo en la i�ésima

coordenada. Esto contradice el hecho de que zν sea un divisor de p�.

2. Supongamos que p0 es reducible. Es decir que existen p1 y p2 polinomios

no constantes tales que p0 � p1p2. Para i � 1, 2 consideramos p�i pzq :�

pipz
�1qzdegppiq. Resulta entonces

p�pzq � zdegppqppz�1q � zdegppq�νppq.p1pz
�1q.p2pz

�1q � p�1pzqp
�
2pzq

dado que degppq � νppq � degpp1q � degpp2q. Como νppq es maximal, ninguno

de los dos factores puede ser constante. Por lo tanto p� es reducible.

Supongamos ahora que puedo descomponer p� � p�1 .p
�
2 donde p�1 y p�2 son

polinomios no constantes. Con los mismos argumentos que en el paso anterior

p0pzq � zdegppq�νppqp�1pz
�1q.p�2pz

�1q.

Además degpp�1q � degpp�2q � degpp�q ¤ degppq � νppq, pues en otro caso el

término de la derecha no resultaŕıa un polinomio. Por otro lado, los factores

zdegpp
�
i q.p�i pz

�1q i � 1, 2

son polinomios no constantes. Si lo fueran, podŕıamos hallar un monomio que

divida a p� pero esto contradice el hecho de que νpp�q � 0. Por lo tanto, p0

resulta reducible.

Con todo esto, tenemos la siguiente caracterización:
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Teorema 2.5. Sean x,y P CJn y X e Y sus respectivas transformadas Z. Entonces

|x̂| � |ŷ| si y sólo si existe una factorización Y � Y1.Y2, una constante γ de módulo

1 y τ P Zd tales que

Xpzq � γzτY1pzqY2pz
�1q.

Demostración. Supongamos primero que |x̂| � |ŷ|. Por definición Xpzq �
°
jPJn xjz

j

y usando la notación e�2πiω{n � pe�2πiω1{n1 , ..., e�2πiωd{ndq para ω P Rd se tiene que

Xpe�2πiω{nq � x̂pωq.

Elevando el módulo de la transformada de Fourier al cuadrado,

|x̂pωq|2 � Xpe�2πiω{nqXpe�2πiω{nq � Xpe�2πiω{nqXpe�2πiω{n�1
q

dado que |e�2πiωj{nj | � 1 para todo j y el conjugado y el inverso se toman coorde-

nada a coordenada. Como esta identidad vale sobre todo S1 y además |x̂| � |ŷ|,

extendiendo anaĺıticamente tenemos que

XpzqXpz�1q � Y pzqY pz�1q @z P Cdzt0u.(2.3)

Consideremos la factorización de X e Y en polinomios irreducibles:

Xpzq � zνpXq
L¹
i�1

pipzq e Y pzq � zνpY q
M¹
i�1

qipzq.

Multiplicando ambos lados de (2.3) por zn y reemplazando sus respectivas factor-

izaciones obtenemos la siguiente igualdad

zn�
°L
i�1 degppiq

L¹
i�1

pipzq
L¹
i�1

zdegppiqpipz�1q � zn�
°M
i�1 degpqiq

M¹
i�1

qipzq
M¹
i�1

zdegpqiqqipz�1q.

Como pi es irreducible tenemos que p�i � zdegppiqpipz�1q también lo es y además

νpp�i q � 0. Razonando de la misma forma obtenemos los mismos resultados para qi

y q�i .

Por unicidad de la factorización debe ser L �M y

L¹
i�1

pipzq
L¹
i�1

zdegppiqpipz�1q �
M¹
i�1

qipzq
M¹
i�1

zdegpqiqqipz�1q.(2.4)

Sea I el subconjunto maximal de t1, ..., Lu tal que
±

iPI pi divide a
±L

i�1 qi. Reor-

denando los ı́ndices podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
±

i¤l pi divide
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a
±

i¤l qi para cierto l ¤ L. Como ambos son producto de polinomios irreducibles

con la misma cantidad de factores, existe a P C no nula tal que¹
i¤l

pi � a
¹
i¤l

qi

y en consecuencia ¹
i¤l

p�i � a
¹
i¤l

q�i .

Reemplazando en la expresión (2.4) y cancelando, obtenemos¹
i¡l

pi
¹
i¡l

p�i � b
¹
i¡l

qi
¹
i¡
q�i

para alguna constante b � 0. Por la maximalidad de I necesariamente
±

i¡l pi
divide a

±
i¡l q

�
i y

±
i¡l p

�
i divide a

±
i¡l qi. Entonces existe c � 0 tal que

±
i¡l p

�
i �

c
±

i¡l qi.

Con todo esto obtenemos que

Xpzq � zνpXq
¹
i l

pipzq
¹
i¡l

pipzq � zνpXq
�
a
¹
i l

qipzq

��
c
¹
i¡l

q�i pzq

�
.

Evaluando en z � 1 tenemos que

|Xp1q| � |ac|
¹
i l

|qip1q|
¹
i¡l

|q�i p1q| � |ac|
¹
i l

|qip1q|
¹
i¡l

|qip1q| � |ac|.|Y p1q|

y por lo tanto |ac| � 1.

Tomando Y1pzq :�
±

i l qipzq, Y2pzq :�
±

i¡l qipzq , γ :� ac y τ � νpXq P Zd

podemos concluir que

Xpzq � γzτY1pzqY2pz
�1q.

Si por otro lado, asumimos que tenemos la factorización del enunciado y

evaluamos en ω P Rd obtenemos

|x̂pωq|2 � Xpe�2πiω{nqXpe�2πiω{nq

� Y1pe
�2πiω{nqY1pe�2πiω{nqY2pe

�2πiω{nqY2pe�2πiω{nq � |ŷpωq|2.

Un corolario inmediato de este teorema es que si X es irreducible entonces x̂ solo

puede tener ambigüedades triviales.

Corolario 2.6. Sean x e y P CJn. Si |x̂| � |ŷ| y además X es irreducible entonces

la ambigüedad es trivial, es decir y � cTτRx para τ P Zd y |c| � 1.
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Demostración. Como |x̂| � |ŷ| por el Teorema 2.5 existen τ P Zd y |γ| � 1 tales que

Xpzq � γzτY1pzqY2pz
�1q.

Como X es irreducible, debe ser Y1 constante y τ � degpY2q por lo que nos queda

Xpzq � γzdegpY2qY2pz
�1q.

Por el Lema 2.4 Y2 es irreducible y por lo tanto Y lo es. Si escribimos

Y pzq �
°
jPCJn yjz

j tenemos

Xpzq � γzdegpY2q
¸
jPCJn

yjz
�j �

¸
jPCJn

γyjz
degpY2q�j.

Si cambiamos de ı́ndices módulo n, resulta que x � pγydegpY2q�jqjPCJn � γRpTdegpY2qyq.

El Teorema 2.5 también nos permite obtener una cota superior para la cantidad

de posibles ambigüedades no triviales de x P CJn , número al que llamaremos

N pxq :� #ty P CJn{|ŷ| � |x̂|u.

Corolario 2.7. Sea x P CJn y X su transformada Z. Entonces N pxq ¤ 2L�1 donde

L es la cantidad de factores no triviales de X.

Demostración. Supongamos que X se factoriza como

X � X1 . . . XL.

Para contar la cantidad de ambigüedades no triviales debemos contar todas las

posibles maneras de escribir Y � Y1 � Y2 donde Yi están formados por factores

disjuntos de X. Esto nos da 2L posibilidades distintas. Sin embargo, considerar

Y1 �
±

J�t1,...,LuXj e Y2 �
±

t1,...,LuzJ Xj o viceversa nos da el mismo polinomio Y .

Por lo tanto, tendremos a lo sumo 2L�1 ambigüedades no triviales.

En el caso en que d � 1 la transformada Z de una señal x es un polinomio de

una variable de grado k ¤ n. Por el teorema fundamental del álgebra, X tiene k

ráıces y se puede expesar como el producto de k factores lineales. La situación en

dimensiones mayores es abismalmente distinta.

Teorema 2.8. Sea Crx1, ..., xds¤k el conjunto de los polinomios en d ¡ 1 variables

de grado a lo sumo k, donde aqúı el grado de un polinomio está dado por la suma

de los grados en cada variable. El conjunto de los polinomios reducibles dentro de

Crx1, ..., xds¤k tiene medida cero.
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Demostración. Sea S :� tP P Crx1, ..., xds¤k : P es reducibleu y consideremos la

aplicación bilineal

Φa : Crx1, ..., xds¤a � Crx1, ..., xds¤k�a Ñ Crx1, ..., xds¤k

pQ,Rq ÞÑ Q.R.

Podemos escribir S �
�k�1
a�1 ImpΦaq y por lo tanto, basta ver que Im(Φa) mide 0 para

todo a. Para ello vamos a usar un argumento de dimensión. Por un lado tenemos

que

dimpImpΦaqq ¤ dimpCrx1, ..., xds¤a � Crx1, ...xds¤k�aq

dimpCrx1, ..., xds¤aq � dimpCrx1, ..., xds¤k�aq

y nos gustaŕıa ver que esto es menor estricto que la dimensión de Crx1, ..., xds¤k. En

efecto, dim(pCrx1, ..., xds¤kq=dim(pCHrx0, x1, ..., xdsk) donde CHrx0, x1, ..., xdsk es el

conjunto de polinomios homogéneos en d � 1 variables de grado k. La dimensión

de estos espacios es más sencilla de calcular dado que debemos contar todos los

posibles monomios de grado k que podemos armar don d � 1 variables y eso es el

combinatorio
�
d�k
k

�
.

Con todo esto,

dimpImpΦaqq ¤

�
d� a

a



�

�
d� pk � aq

k � a



 

�
d� k

a



�

�
d� k � a

k � a



�

�
d� k

k



.

Por lo tanto dim(Im(Φa)) dim(Crx1, ..., xds¤k) y aśı, la medida de Im(Φa) es 0.

Corolario 2.9. Si d ¡ 1, para todo n P Nd fijo el conjunto tx P CJn : N pxq ¡ 1u

tiene medida 0.

Si d � 1, para todo n P N fijo el conjunto tx P Cn : N pxq   2n�1u tiene medida

0.

Demostración. Si d ¡ 1 y n P Nd fijo, el conjunto

tx P CJn : N pxq ¡ 1u � tx P CJn : Xes reducibleu

que mide cero por el Teorema 2.8.

Si, por otro lado, d � 1 y n P N está fijo podemos escribir

tx P Cn : N pxq   2n�1u � tx P Cn : xn � 0uYtx P Cn : Xpzq tiene ráıces múltiplesu

ya que de otro modo la transformada Z de x seŕıa un polinomio de grado n con n

factores lineales distintos que nos daŕıan 2n�1 posibles factorizaciones distintas. El
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conjunto txn � 0u tiene medida de Lebesgue cero por ser un subespacio de dimensión

n� 1. Por otro lado, dados p,q P Crxs definimos la resultante entre p y q como

Respp, qq �
¹

x:ppxq�0

¹
y:qpyq�0

px� yq.

Con esta definición, podemos reescribir el conjunto de polinomios con ráıces múltiples

como

tx P Cn : RespX,X 1q � 0u.

Este conjunto tiene medida de Lebesgue cero por ser un cerrado de la topoloǵıa

Zariski, i.e., es una ecuación polinomial igualada a cero. Por lo tanto,

tx P Cn : N pxq   2n�1u tiene medida de Lebesgue cero, como queŕıamos ver.

2.2 Recuperación de fase en espacios de dimensión

infinita

El objetivo de esta sección es caracterizar, de forma análoga al caso de dimensión

finita, todas las posibles ambigüedades que pueden aparecer al intentar recuperar la

fase de una función f P L2pRdq de soporte compacto, conociendo el módulo de su

transformada de Fourier.

Definición 2.10. Sea f P L1pRdq. La transformada de Fourier f̂ de f la definimos

como

Ffpξq :� f̂pξq :�

»
Rd
fpxqe�2πiξ�xdx @ξ P Rd.

Para f P L2pRdq la extendemos por continuidad, usando la densidad de L1 X L2 en

L2.

Comenzaremos por identificar las ambigüedades triviales. Del mismo modo que

en el caṕıtulo anterior, definimos el operador de traslación como Tτfpxq � fpx� τq

para τ P Rd y el operador de reflexión R como Rfpxq � fp�xq.

Proposición 2.11. Sea f P L2pRdq. Las siguientes elecciones de g P L2pRdq nos

dan las mismas magnitudes en sus transformadas de Fourier, i.e., |ĝ| � |f̂ |:

1. g � cf para |c| � 1,

2. g � Tτf para τ P Rd,

3. g � Rf .
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La demostración es análoga al caso de dimensión finita. Nuevamente, estas

ambigüedades las consideraremos ambigüedades triviales.

Es estandar considerar funciones de soporte compacto. En el contexto de las

aplicaciones a procesamiento de imágenes esto sólo requiere que el objeto de estudio

sea de extensión finita. La gran ventaja de esta suposición es que la transformada

de Fourier de funciones de soporte compacto se extiende de manera anaĺıtica a todo

Cd y, por lo tanto, se puede utilizar toda la teoŕıa del análisis complejo y de las

funciones enteras en particular. Por el teorema de Paley-Wiener [28] para funciones

de una variable el rećıproco es cierto también, i.e., la restricción de ciertas funciones

enteras al eje real resulta ser la transformada de Fourier de alguna función de L2

de soporte compacto. La extensión de este resultado a más dimensiones se debe a

Plancherel y Pólya [31].

Teorema 2.12. (Paley-Wiener). Sea f P L2pRdq una función de soporte compacto.

Entonces su transformada de Fourier-Laplace dada por

F pzq :�

»
Rd
fpxqe�2πiz�xdx @z P Cd,

es una función entera de tipo exponencial, i.e., existen A,B ¡ 0 tal que

|F pzq| ¤ AeB|z| @z P Cd.

Reciprocamente, supongamos que F : Cd Ñ C es una función entera de tipo exponen-

cial y su restricción al plano real Rd está en L2pRdq. Entonces F es la transformada

de Fourier-Laplace de una función de soporte compacto f P L2pRdq.

Observación 2.13. El Teorema 2.12 se puede extender a distribuciones de soporte

compacto. Este resultado es conocido bajo el nombre de Teorema de Paley-Wiener-

Schwartz. Ver [19, Caṕıtulo 7] para más detalles.

Definición 2.14. Sea F una función entera de una o varias variables. Diremos que

F es reducible si existen funciones G,H � 0 no nunca nulas tales que F � G.H.

En otro caso, F se dice reducible.

La descomposición de una función entera de tipo exponencial en factores irre-

ducibles es única salvo factores no nulos. Para funciones en una variable esto se debe

al Teorema de factorización de Weierstrass [23], y para funciones de varias variables

se debe a Osgood [27]. Probaremos entonces un resultado similar al del caso discreto

(Teorema 2.5).
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Teorema 2.15. Sean f, g P L2pRdq funciones de soporte compacto y sean F y G

sus transformadas de Fourier-Laplace respectivamente. Entonces |f̂ | � |ĝ| si y sólo

si existe una factorización G � G1 �G2 y una función entera Q donde Q|Rd P R, tal

que

F pzq � eiQpzq �G1pzq �G2pzq.

Demostración.

ñq Supongamos que |f̂ | � |ĝ|. De forma análoga al caso de dimensión finita,

tenemos que |f̂pωq|2 � F pωqF pωq � F pωqF pωq para todo ω P Rd. Extendiendo

anaĺıticamente a todo Cd obtenemos que

F pzqF pzq � GpzqGpzq @z P Cd.(2.5)

Como F y G son enteras de tipo exponencial, existen tpjpzqujPN y tqjpzqujPN fun-

ciones enteras irreducibles tales que

F pzq �
¹
jPN

pjpzq y Gpzq �
¹
jPN

qjpzq.

Reemplazando en la igualdad (2.5) nos queda¹
jPN

pjpzq �
¹
jPN

pjpzq �
¹
jPN

qjpzq �
¹
jPN

qjpzq.

Sea J � N un conjunto maximal tal que
±

jPJ pj divide a
±

jPN qj. Por unicidad de

la factorización, existe J 1 � N y una función entera hpzq nunca nula tal que¹
jPJ

pjpzq � hpzq
¹
jPJ 1

qjpzq.

Mas aún, evaluando la igualdad anterior en z y conjugándola, resulta que J también

es maximal para pjpzq y por lo tanto¹
jPJ

pjpzq � hpzq
¹
jPJ 1

qjpzq.

Reemplazando y cancelando nos queda

hpzqhpzq
¹
jPJc

pjpzqpjpzq �
¹
jPJ 1c

qjpzqqjpzq.

Como J es maximal, necesariamente
±

jPJc pjpzq divide a
±

jPJ 1c qjpzq por lo que

existe g entera y nunca nula tal que¹
jPJc

pjpzq � gpzq
¹
jPJ 1c

qjpzq.
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Aśı

F pzq �
¹
jPN

pjpzq �
¹
jPJ

pjpzq
¹
jPJc

pjpzq

� hpzq
¹
jPJ 1

qjpzqlooomooon
:�G1pzq

�gpzq
¹
jPJ 1c

qjpzqloooomoooon
:�G2pzq

.

Como h y g son nunca nulas, existe Q entera tal que hpzq � gpzq � eiQpzq y aśı

F pzq � eiQpzqG1pzqG2pzq.

Falta ver que Qpωq P Rd para todo ω P Rd. Sea entonces ω P Rd, tenemos

|F pωq| � |eiQpωq||G1pωq||G2pωq| � |eiQpωq||Gpomegaq|.

Se sigue que |eiQpωq| � 1 para todo ω P Rd y por lo tanto Qpωq P Rd para todo ω P Rd.

ðq Si existe tal factorización, evaluando en ω P Rd obtenemos

|f̂pωq| � |F pωq| � |eiQpωq|loomoon
�1

|G1pωq||G2pωq| � |Gpωq| � |ĝpωq|.

Usando el teorema de Paley-Wiener junto con el teorema anterior podemos

caracterizar todas las posibles ambigüedades de una f dada.

Corolario 2.16. Sea f P L2pRdq de soporte compacto y F su transformada de

Fourier-Laplace. Supongamos además que F � F1 � F2 tal que Gpzq :� F1pzq � F2pzq

es entera de tipo exponencial. Entonces para toda constante γ con |γ| � 1 y τ P Rd

la función

g :� γ � TτF�1pG|Rdq

es ambigua con respecto a f , i.e., |f̂ | � |ĝ|.

Para funciones de una variable el problema de la unicidad fue estudiado en

los años 50 por Akutowicz ([2],[3]) y unos años más tarde, independientemente,

por Walther [35] y Hofstetter [18]. Sus resultados indican que todas las soluciones

ambiguas de la recuperación de fase se obtienen conjugando un subconjunto de los

ceros de la transformada de Fourier-Laplace.

Teorema 2.17. (Walther [20]) Sean f, g P L2pRq funciones de soporte compacto y

sean F y G sus respectivas transformadas de Fourier-Laplace. Sea m la multiplicidad
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del origen como ráız de F y ZpF q el conjunto de ceros restantes de F , donde cada

uno aparece con su respectiva multiplicidad. Entonces |f̂ | � |ĝ| si y sólo si existen

a, b P R y E � ZpF q tal que

Gpzq � eipaz�bq �
¹
ξPE

�
1� z

ξ

	
ez{ξ�

1� z
ξ

	
ez{ξ

� F pzq.

La demostración de este resultado está basada en el teorema de factorización de

Hadamard (ver, por ejemplo, [1]), que para funciones enteras de tipo exponencial se

puede enunciar del siguiente modo:

Teorema 2.18. Sea F una función entera de tipo exponencial con un cero de orden

m en el origen. Entonces existen a,b P C tales que

F pzq � eaz�bzm
¹

ξPZpF q

�
1�

z

ξ



e
z
ξ .

Demostración del Teorema 2.17. Supongamos primero que |f̂ | � |ĝ|. Por el

Teorema 2.15 sabemos que F pzq � eiQpzqG1pzq �G2pzq y, por lo tanto

ξ P ZpF q ô ξ ó ξ P ZpGq.

Sea E :� tξ P ZpF q : ξ P ZpGqu. Por otro lado, la multiplicidad del origen como

ráız de ambas funciones debe ser la misma, por lo cual podemos suponer sin pérdida

de generalidad que m � 0. De la misma forma que en el Teorema 2.15, tenemos que

F pzq � F pzq � Gpzq �Gpzq @z P C.(2.6)

Por otro lado, el teorema de factorización de Hadamard nos asegura que existen

A,B,C,D P C tales que

F pzq � eAz�B
¹

ξPZpF q

�
1�

z

ξ



ez{ξ y

Gpzq � eCz�D
¹
ξPE

�
1�

z

ξ



ez{ξ

¹
ξPZpGqzE

�
1�

z

ξ



ez{ξ.

Para mayor simplicidad, notaremos Epz, ξq :�
�

1� z
ξ

	
ez{ξ. Reemplazando esta

factorización en (2.6) obtenemos la siguiente identidad

e2pRepAqz�RepBqq ¹
ξPZpF q

Epz, ξq � Epz, ξq � e2pRepCqz�RepDqq ¹
ξPZpF q

Epz, ξq � Epz, ξq
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donde utilizamos que Epz, ξq � Epz, ξq. De aqúı se sigue inmediatamente que

e2pRepAqz�RepBqq � e2pRepCqz�RepDqq @z P Cd,

por lo cual RepAq � RepCq y RepBq � RepDq. Existen entonces a,b P R tales que

C � A� ia y D � B � ib.

Juntando todo esto, podemos escribir a G como

Gpzq � eipaz�bq � eAz�B
¹
ξPE

�
1�

z

ξ



ez{ξ

¹
ξPZpGqzE

�
1�

z

ξ



ez{ξ

� eipaz�bq �
¹
ξPE

�
1� z

ξ

	
ez{ξ�

1� z
ξ

	
ez{ξ

� F pzq.

Rećıprocamente, supongamos que Gpzq � eipaz�bq �
±

ξPE

�
1� z

ξ

	
ez{ξ

p1� z
ξ qez{ξ

� F pzq para

ciertos a,b P R y E � ZpF q. Dado ω P R, queremos ver que |Gpωq| � |F pωq|. Para

ello observemos primero que si ω P R, |Epω, ξq| � |Epω, ξq|. Entonces

|Gpωq| � |eipaω�bq|
¹
ξPE

|Epω, ξq|

|Epω, ξq|
� |F pωq| � |F pωq|.



Caṕıtulo 3

Recuperación de fase a partir de

marcos de Gabor

Durante este caṕıtulo intentaremos decidir bajo qué condiciones una señal x P CN

que pertenece a una familia C � CN puede ser recuperada a partir de algún con-

junto de mediciones de Gabor. Del mismo modo que en los caṕıtulos anteriores, las

mediciones son invariantes por multiplicación por constantes de módulo 1, por lo

cual la igualdad módulo 1 sigue siendo una ambigüedad trivial. Los resultados de

este caṕıtulo están basados en el trabajo de Irena Bojarovska y Axel Flinth en [8].

De aqúı en adelante vamos a trabajar con señales finitas x P CN . Para mayor

comodidad, consideraremos a las señales extendidas de forma periódica, i.e., xj ó

xpjq con j P Z será siempre interpretado módulo N . Es por ello que consideraremos

el dominio t0, ..., N �1u y escribiremos j P ZN . Consideraremos el producto interno

usual de de CN y además, el producto interno de Hilbert-Schmidt para matrices de

N �N definido como

xA,ByHS :� trpAB�q �
¸
iPZN

xAei, Beiy,

donde teiuiPZN es la base canónica de CN . Recordemos que la definición de este

producto interno no depende de la base elegida. Como vimos en el Caṕıtulo 2,

la transformada de Fourier discreta mapea señales finitas en señales finitas. Está

definida como

x̂pjq :�
N�1̧

n�0

xnω
�nj @j P ZN

y su inversa está dada por

qxpjq � 1

N

N�1̧

n�0

xnω
nj @j P ZN

43
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donde ω � e2πi{N . Con esta normalización de la inversa, el teorema de Plancharel

queda como

xx̂, ŷy � Nxx, yy.

Definimos además los operadores de modulación y traslación (circulares) como

pTkxqj :� xj�k y pMlxqj :� ωljxj.

Como transformando Fourier las modulaciones en el tiempo se corresponden con

traslaciones en frecuencia, llamaremos operadores de traslación tiempo-frecuencia a

πλ � πpk,lq :� MlTk para λ � pk, lq P Z2
N . Un sistema de Gabor es la colección de

todas las posibles traslaciones y modulaciones de un vector generador fijo g P CN ,

pπλgqλPZ2
N
.

En el caso en el que el sistema es completo diremos que es un marco de Gabor. Es

bien sabido que si g � 0 el sistema generado por todas las traslaciones y modula-

ciones resulta ser un marco. Para más detalles se puede ver el trabajo de Pfander

en [30].

Para mayor simplicidad, notaremos gλ :� πλg. Los operadores πλ, λ P Z2
N , son

unitarios y forman una base de CN�N [30], más aún

xπλ, πµyHS � Nδλ,µ.(3.1)

Vamos a necesitar las siguientes relaciones de conmutatividad entre modulaciones y

traslaciones.

Lema 3.1. Sean λ � pk, lq y µ � pp, qq P Z2
N . Entonces

1. MlTk � ωlkTkMl

2. πλπµ � ω�k�q�p�lπµπλ.

Demostración.

1. Para cada x P CN vale que

MlTkx � pωljpTkxqjqj

� pωljxj�kqj

� pωlj�lk�lkxj�kqj

� ωlkTkMlx.
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2. Sea x P CN . Por un lado tenemos que

πµπλx � πµppω
jlxj�kqjq

� pωjqωpj�pqlxj�k�pqj

� pωjq�jl�plxj�k�pqj.

Invirtiendo los roles de λ y µ obtenemos

πλπµ � pωjl�jq�kqxj�p�kqj.

Multiplicando y dividiendo por ωpl en esta última expresión nos queda

πλπµ � pωjl�jq�kq�pl�plxj�p�kqj

� ω�k�q�p�lpωjl�jq�plxj�p�kqj

� ω�k�q�p�lπµπλ.

En lo que sigue trateremos el problema de recuperación de fase de señales arbi-

trarias a partir de todas las medidas, es decir, C � CN , Λ � Z2
N y Φ � tgλuλPZ2

N

para algún generador g P CN . Con el objetivo de caracterizar los marcos de

Gabor que permiten la recuperación de fase, i.e., aquellos g P CN tales que el

operador AΦx � p|xx, gλy|qλPΛ es inyectivo, consideraremos nuevamente el operador

A2
Φ definido en (1.4) junto con el Lema 1.18 que relaciona la inyectividad de AΦ con

las matrices del núcleo de A2
Φ. Recordemos que dado un conjunto de mediciones

Φ � tφiu
m
i�1 � CN y H P CN�N , este operador está definido como

A2
ΦpHq :� pxH,φiφ

�
i yHSq

m
i�1.

Además si H es de la forma xx� con x P CN ,

A2
ΦpHq � xH,φiφ

�
i yHS � xHφi, φiy � |xx, φiy|

2.(3.2)

El siguiente resultado nos da una condición que asegura la recuperación de fase para

marcos de Gabor.

Teorema 3.2. Sea g P CN un generador tal que

xg, gλy � 0

para todo λ P Z2
N . Entonces, el marco de Gabor asociado Φ � tgλuλPZ2

N
permite la

recuperación de fase, i.e., AΦ es inyectivo.
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Demostración. Por el Lema 1.18 basta ver que no hay matrices Hermitianas de

rango 1 ó 2 en el núcleo de A2
Φ. Si además recordamos que A2

ΦpHq � xH, gλg
�
λyHS �

xHgλ, gλy , tiene sentido trabajar con xHgλ, gλy para H P HN .

El conjunto t πλ?
N
uλPZ2

N
resulta una base ortonormal del espacio de matrices de

tamaño N �N como consecuencia de la igualdad (3.1), por lo cual podemos escribir

a H como

H �
1

N

¸
µPZ2

N

xH, πµyHSπµ.

Si µ � pp, qq, tenemos

xH, πµyHS �
¸
iPZN

xHei, πµeiy

�
¸
iPZN

xHei, ω
qpi�pqei�py

�
¸
iPZN

ω�qixHei�p, eiy

� Ĥppqq,

donde Ĥp es la transformada de Fourier discreta del vector Hp definido por

Hppiq :� xHei�p, eiy � Hi,i�p. Entonces tenemos

A2
ΦpHq � xH, gλg

�
λyHS � xHgλ, gλy

�
1

N

¸
µ�pp,qqPZ2

N

xĤppqqπµgλ, gλy �
1

N

¸
µ�pp,qqPZ2

N

Ĥppqqxπµgλ, gλy.

Si escribimos λ � pk, lq, sabemos por el Lema 3.1 que πµgλ � πµπλg � ω�pl�qkπλπµg.

Usando esto y el hecho de que los operadores πλ son unitarios, obtenemos que

xHgλ, gλy �
1

N

¸
µ�pp,qqPZ2

N

ω�plωqkĤppqqxgµ, gy.(3.3)

Sea H P Ker(A2
Φ), i.e., xHgλ, gλy � 0 para todo λ � pk, lq P Z2

N . Si fijamos l, la

expresión (3.3) es precisamente la coordenada l-ésima de la transformada de Fourier

del vector V k P CN cuya coordenada p-ésima está dada por

V kppq �
¸
q

ωqkĤppqqxgµ, gy.

Como la expresión (3.3) es igual a cero para todo l P ZN , el vector V k es el vector

nulo para todo k P ZN . Por otro lado, V kppq es N veces el valor en k de la inversa

de la transformada de Fourier del vector vp P CN dado por

vppqq :� Ĥppqqxgµ, gy,(3.4)
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y por lo tanto debe ser igual a cero para todo p,q P ZN . Como por hipótesis

xgµ, gy � 0, debe ser Ĥppqq � 0 para todo p,q P ZN . Pero entonces H � 0. En

particular, no puede tener rango 1 ó 2 que es lo que queŕıamos probar.

Mirando con cuidado el final de la demostración, podemos ver que el único

elemento en el núcleo de A2
Φ es la matriz nula. Por lo tanto, bajo las hipótesis

del Teorema 3.2 el operador A2
Φ es inyectivo. Usando esta idea, podemos probar el

siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sea g P CN tal que xg, gλy � 0 para todo λ P Z2
N . Entonces los

N2 operadores de rango 1 dados por pgλg
�
λqλPZ2

N
forman un marco de CN�N con la

norma de Hilbert-Schmidt y, por lo tanto, son una base. Las cotas del marco están

dadas por

A � N � min
λPZ2

N

|xg, gλy|
2, B � N �max

λPZ2
N

|xg, gλy|
2.

Demostración. Queremos probar que para todo H P CN�N vale que

A}H}2
HS ¤

¸
λPZ2

N

|xH, gλg
�
λy|

2 ¤ B}H}2
HS,

i.e., queremos ver que A}H}2
HS ¤ }A2

ΦpHq}
2 ¤ B}H}2HS, donde Φ � tgλuλPZ2

N
.

Usando la notación del Teorema 3.2, la identidad (3.3) nos dice que las N -tuplas

pV kqNk�1 P pCNqN se obtienen al aplicar la transformada de Fourier inversa a las

columnas de la matriz pNxH, gλg
�
λyHSqλPZ2

N
� NA2

ΦpHq. Entonces, aplicando la

identidad de Plancharel obtenemos

}A2
ΦpHq}

2 � }pV̂ kqNk�1}
2 � N}pV kqNk�1}

2.

Repitiendo el argumento, tenemos que

}pV kqNk�1}
2 � }pNqvpqNp�1}

2 �
N2

N
}pvpqNp�1}

2

y además

}pĤpq
N
p�1}

2 � N}pHpq
N
p�1}

2.

Las N -tuplas Hp y vp están relacionadas por la identidad (3.4) para todo p P ZN ,

por lo cual vale que

}pvpqNp�1}
2 �

¸
pp,lqPZ2

N

|vpplq|2 �
¸

λ�pp,lqPZ2
N

���Ĥpplqxg, gλy
���2



48 3.1. Inyectividad para mediciones de Gabor completas

Aśı, definiendo α � minλPZ2
N
|xg, gλy|, β � maxλPZ2

N
|xg, gλy| tenemos que

α2}pĤpq
N
p�1}

2 ¤ }pvpqNp�1}
2 ¤ β2|pĤpq

N
p�1}

2.

Finalmente, como Hppiq � Hi,i�p la matriz H se obtiene reacomodando los

elementos de Hp y por lo tanto }H}2
HS � }pHpq

N
p�1}

2. Combinando todo obten-

emos que

}A2
ΦpHq}

2
HS �

N

N2
}pV kqNk�1}

2 � }pvpqNp�1}
2 ¤ β2}pĤpq

N
p�1}

2 � Nβ2}pHpq
N
p�1}

2 � B}H}2
HS.

De manera análoga se ve que }A2
ΦpHq}

2
HS ¥ A}H}2

HS.

3.1 Inyectividad para mediciones de Gabor

completas

Veremos a lo largo de esta sección que si consideramos la subfamilia de vectores de

CN que no se anulan, podemos debilitar las condiciones sobre el generador y aún aśı

recuperar la fase.

Definición 3.4. Un vector x P CN se dice completo si todas sus coordenadas son

distintas de cero, i.e.,

xj � 0 @j � 0, . . . , N � 1.

Notaremos por Cf (la f proviene de full, su nombre en inglés) a la familia de vectores

completos en CN .

Esta situación es bastante más sencilla de manejar. Usaremos las mismas técnicas

que en el Teorema 3.2 para ver cómo debilitando sus hipótesis es posible recuperar

la fase de señales completas.

Teorema 3.5. Sea g P CN y λ � pp, qq P Z2
N . Supongamos que

xg, gλy � 0 para p � 0, 1 y q P ZN .

Entonces el marco de Gabor generado por g, Φ � pgλqλPZ2
N

permite la recuperación

de fase para todo x P Cf .
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Demostración. Supongamos que se cumplen las hipótesis del teorema y, además, x e

y son vectores completos cuyas medidas de Gabor son iguales, i.e., |xx, gλy| � |xy, gλy|

para todo λ P Z2
N . Entonces la matriz Hermitiana H definida como H :� xx�� yy�

pertenece al núcleo de A2
Φ. En efecto, para todo λ P Z2

N tenemos

A2
Φpxx

� � yy�qpλq � xpxx� � yy�qgλ, gλy � |xx, gλy|
2 � |xy, gλy|

2 � 0.

La prueba del Teorema 3.2 implica que Ĥp � 0 para p � 0, 1. Pero entonces

H0 � H1 � 0. Recordando que Hppiq � xHei�p, eiy obtenemos

0 � xixi � yiyi � xixi�1 � yiyi�1 i � 0, . . . , N � 1.

De la primera parte de la igualdad obtenemos que |xi| � |yi| para todo

i � 0, . . . , N � 1, i.e., existen ci con |ci| � 1 tales que xi � ciyi para todo i.

Reemplazando esto en la segunda parte de la igualdad obtenemos

0 � yiyi�1pcici�1 � 1q.

Como todas las coordenadas de y son distintas de cero, necesariamente debe ser

cici�1 � 1 por lo cual ci � ci�1. Pero entonces ci � c0 :� c para todo i. Luego

x � cy con |c| � 1, como queŕıamos ver.

3.2 Generadores que permiten la recuperación de

fase

Durante esta sección, presentaremos dos grupos diferentes de generadores que cumplen

las hipótesis del Teorema 3.2 y por lo tanto permiten la recuperación de fase a través

de las N2 mediciones de Gabor. En primer lugar vamos a considerar el caso en que g

es un generador genérico en CN y luego tomaremos g como la función caracteŕıstica

de un conjunto de diferencias.

Teorema 3.6. Existe un conjunto E � CN de medida de Lebesgue cero tal que para

todo g P CNzE la familia pgλqλPZ2
N

admite la recuperación de fase.

Demostración. Usando el resultado del Teorema 3.2 y que además hay finitos λ P Z2
N ,

basta encontrar un conjunto de medida cero tal que para un λ0 arbitrario pero fijo,

se verifique

xg, gλ0y � 0.
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Como πλ0 es unitario, existe una base ortonornal tqju
N
j�1 de CN y α1, . . . , αN todos

de módulo 1 tales que

πλ0 �
Ņ

j�1

αjqjq
�
j .

Si escribimos g en la base tqju
N
j�1, tenemos g �

°N
j�1 βjqj y aśı

xg, gλy � x
¸
j

βjqj,
¸
l

αlβlqly �
¸
j

αj|βj|
2.

Como E 1
λ0

:� tβ P CN :
°
j αj|βj|

2 � 0u es un variedad de codimensión uno en

CN , tiene medida de Lebesgue cero. Además, la aplicación β ÞÑ g �
°
j βjqj es una

isometŕıa, por lo cual

Eλ0 :� tg �
¸
j

βjqj, β P E
1
λ0
u

también tiene medida de Lebesgue cero. Tomando entonces E :�
�
λPZ2

N
Eλ, resulta

que E tiene medida de Lebesgue cero y para todo g P CNzE tenemos que xg, gλy � 0,

como queŕıamos ver.

El segundo ejemplo es llamado conjunto de diferencias, una construcción que

proviene de la teoŕıa combinatoria. El objetivo será probar que el conjunto de

todas las modulaciones y traslaciones de la función caracteŕıstica de un conjunto de

diferencias cumple la propiedad deseada para recuperar la fase.

Definición 3.7. Un subconjunto K � tu1, . . . , uKu de ZN se dice un pN,K, νq

conjunto de diferencias si el conjunto de las KpK � 1q diferencias

puk � ujq mod N, k � j

toma todos los posibles valores no nulos 1, 2, . . . , N � 1, donde cada valor aparece

exactamente ν veces.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.8. Sea N � 7. El subconjnto K � t1, 2, 4u es un p7, 3, 1q conjunto

de diferencias. Podemos chequear esto considerando todas las posibles diferencias

módulo 7:

p1� 2q � 6, p1� 4q � 4, p2� 4q � 5,

p2� 1q � 1, p4� 1q � 3, p4� 2q � 2.
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Dado un conjunto K de diferencias con parámetros pN,K, νq, denotaremos

χK P t0, 1u
N a la función caracteŕıstica de K definida de la forma usual,

χKpjq �

#
1 si j P K
0 si j R K.

Probaremos ahora que si estas funciones las usamos como generadores, su marco

de Gabor asociado satisface la condición del Teorema 3.2 y por lo tanto permite la

recuperación de fase para señales arbitrarias.

Teorema 3.9. Sea N P N cuya factorización en primos está dada por N � pa1
1 . . . parr .

Sea K un conjunto de diferencias con parámetros pN,K, νq tales que

ν,K   min tp1 . . . , pru.

Entonces, si g � χK,

xg, gλy � 0 @λ P Z2
N .

Demostración. Sea λ � pq, jq con ambos q,j � 0. Usando la definición de gλ y K
obtenemos

xg, gλy �
¸
nPZN

gpnqpMjTqgqpnq �
¸
nPZN

gpnqgpn� qqω�jn �
¸
nPK,
n�qPK

ω�jn.(3.5)

Teniendo en cuenta el hecho de que K es un conjunto de diferencias, el conjunto

dado por

tn : n P K, n� q P Ku

debe tener siempre ν elementos. Esto es porque para cada q P ZN existen exacta-

mente ν maneras distintas de escribir q como diferencias de elementos de K y esas

son precisamente n� pn� qq.

Si ν � 1, la expresión (3.5) es simplemente ωjn0 por lo que la suma es no nula.

Si ν � 1, tenemos en (3.5) la suma de ν distintas ráıces N -ésimas de la unidad.

Vamos a utilizar un resultado de [25] sobre sumas de ráıces de la unidad que se anu-

lan. En su Teorema principal, este art́ıculo prueba que para cualquier

N � pa1
1 . . . parr las únicas cantidades posibles de ráıces N -ésimas de la unidad que

suman cero están dadas por M1p1� . . .�Mrpr, donde Mi P Z¥0. Con este resultado

es claro que la condición ν   min tp1, . . . , pru nos asegura que no tenemos una suma

nula en ningún caso.

Supongamos ahora que λ � p0, jq. La sumatoria será en este caso sobre todos

los elementos de K, y como K   min tp1, . . . , pru, nuevamente la suma no puede ser

nula.
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Por último, si λ � pq, 0q tenemos una suma de ν veces el número 1 con lo cual

hemos probado que xg, gλy � 0 para todo λ P Z2
N .

Si consideramos el conjunto del Ejemplo 3.8, está en las condiciones del Teorema

3.9. En general vale que si q � pr � 3 mod 4, con p un número primo y N � q,

K � p�1
2

, ν � p�3
4

entonces el conjunto dado por tt2 : t P ZNzt0uu es un pN,K, νq

conjunto de diferencias. Si r � 1 este conjunto cumple las hipótesis del Teorema

3.9.

3.3 Generadores que no permiten la recuperación

de fase

En esta sección consideraremos dos casos en los que las hipótesis del Teorema 3.9

no se satisfacen y veremos que, en esos casos, no es posible la recuperación de

fase. Para facilitar la escritura, durante esta sección escribiremos gλ � gpp,lq para

λ � pp, lq P Z2
N .

Veamos primero el siguiente lema.

Lema 3.10. Sea g P CN y pp, lq P Z2
N . Entonces

xg, gpp,lqy � ω�lpxg, gp�p,�lqy.

Demostración. Sean g P CN y λ � pp, lq P Z2
N . Por un lado tenemos que

xg, gpp,lqy �
N�1̧

j�0

gjω
�jlgj�p.

Por otro lado,

xg, gp�p,�lqy � xgp�p,�lq, gy � xpω�jlgj�pqj, gy �
N�1̧

j�0

ω�jlgj�pgj

�
N�1̧

i�0

ω�pi�pqlgigi�p � ωplxg, gpp,lqy.

Dividiendo por ωpl obtenemos la identidad buscada.

Proposición 3.11. Sea g P CN un generador tal que alguna de las siguientes condi-

ciones se cumple

xg, gpp0,lqy � 0 para p0 P ZNzt0u fijo y todo l P ZN .(3.6)
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xg, gpp0,lqy � 0 para p0 � 0 y todo l P ZNzt0u.(3.7)

Entonces el marco de Gabor asociado a g, Φ � tgλuλPZ2
N

no permite la recuperación

de fase en CN .

Demostración. Supongamos primero que se cumple al condición (3.6). Vamos a

considerar la matriz Hermitiana de CN�N dada por

H1 � e0e
�
�p0

� e�p0e
�
0 ,

donde recordemos que e0 es el primer vector canónico dado que estamos considerando

los ı́ndices en ZN .

Como e0 y e�p0 son linealmente independientes, H1 es una matriz de rango 2.

Veamos que además pertenece al núcleo de A2
Φ. Usando la notación del

Teorema 3.2, tenemos que

Hppiq � xHei�p, eiy � Hi,i�p �

$'&'%
1 si i � 0, p � p0

1 si i � p � �p0

0 si no

En particular Hp � 0 para todo p � �p0. Por el Lema 3.10 sabemos que xg, gpp,lqy �

ω�lpxg, gp�p,�lqy, por lo cual la ecuación (3.6) implica que xg, gp�p0,lqy � 0 para todo

l P ZN . Sumando todo esto tenemos que

Ĥpplqxg, gpp,lqy � 0 @p, l P ZN .

Usando la misma técnica que en el Teorema 3.2, resulta que A2
ΦpH1q � 0. Como H1

es una matriz Hermitiana de rango 2 que pertenece al núcleo de A2
Φ, por el Lema

1.18 no es posible recuperar la fase en este caso.

Supongamos ahora que vale la condición (3.7). En este caso consideramos la

matriz Hermitiana de CN�N definida como

H2 � e0e
�
0 � e1e

�
1 .

Nuevamente H2 es una matriz de rango 2 y, en este caso, Hp � 0 para todo p � 0.

Además, como H00 � 1, H11 � �1 y Hjj � 0 para todo j � 0, 1, resulta que

Ĥpp0q �
°N�1
j�0 Hjj � 0. Sumando estas dos condiciones a las hipótesis sobre g,

obtenemos nuevamente que

Ĥpplqxg, gpp,lqy � 0 @p, l P ZN ,

y con el mismo argumento que antes, H2 pertenece al núlceo de A2
Φ por lo cual

tampoco es posible recuperar la fase.
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Un caso en el cual se cumple la condición (3.6) es cuando g es lo que llamamos

una ”ventana corta”. Esto es, si el soporte de g está contenido en un intervalo

de longitud menor a N
2

. En este caso, g y MlTpg tienen soporte disjunto cuando

consideramos un valor de p adecuado por lo cual el producto escalar entre g y gp,l

se anulará.



Caṕıtulo 4

Restricciones que permiten

recuperar la fase

4.1 Restricciones al problema de recuperación de

fase en R

Durante esta sección abordaremos distintas restricciones sobre la familia de funciones

a recuperar que nos permitan asegurar la unicidad del problema de recuperación de

fase sobre R.

Teorema 4.1. Sea f P L2pRq de soporte compacto y supongamos que existe t0 P R
tal que

fpt0 � tq � fpt0 � tq @t P R.

Entonces f está uńıvocamente determinada, salvo ambigüedades triviales, por |f̂ |.

Demostración. Como las traslaciones son ambigüedades triviales, podemos suponer

sin pérdida de generalidad que t0 � 0. Como consecuencia de la simetŕıa de f , su

transformada de Fourier-Laplace satisface la siguiente identidad

F pzq �

»
R
fptqe2πiztdt �

»
R
fp�tqe2πiztdt � F pzq @z P C.(4.1)

En particular, los ceros de F aparecen de manera simétrica respecto al eje real, i.e.,

z P ZpF q ô z P ZpF q. Sabemos que la única manera de introducir ambigüedades en

este caso es simetrizando algunos de los factores de la factorización de Hadamard de

la transformada de Fourier-Laplace. Pero si eso sucede, entonces también debemos

simetrizar a su factor conjugado para mantener la identidad (4.1). Por lo tanto, no

es posible introducir ambigüedades no triviales en este caso.

55
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Otra alternativa para garantizar la unicidad es tomar una segunda medida a

partir de una distorsión aditiva de una señal conocida. Una versión bastante general

puede encontrarse en [22].

Teorema 4.2. ([22]) Sea g P L2pRq una función de soporte compacto cuya transfor-

mada de Fourier toma valores reales y sea f P L2pRq con soporte compacto contenido

en r0,8q. Entonces f está uńıvocamente determinada por |f̂ | y |f̂ � ĝ|.

Si la distorsión aditiva g se elige como un múltiplo apropiado de la distribución

delta, la magnitud de f̂ es dispensable, i.e, si c es suficientemente grande comparado

con f , es posible recuperar f a partir de |f̂ � c|. La interferencia de f con esta g

empuja todos los ceros de la extensión anaĺıtica de la transformada de Fourier al

semiplano superior. En este caso, la transformada de Hilbert nos da una relación

entre fase y maginitud y la recuperación de fase resulta estable, además de única.

Teorema 4.3. Para a,b ¡ 0 definimos

Ba,b :� tf P L2pRq : }f}L8pRq   a y soppfq � r0, bsu

y para c P R sea L2
cpRq :� tf � c : f P L2pRqu con la métrica

dL2
cpRqpf, gq :� }f � g}L2pRq.

Supongamos que c ¡ ab. Entonces A : f ÞÑ |f̂ � c| es un operador inyectivo de Ba,b
en L2

cpRq y A�1 : ApBa,bq � L2
cpRq Ñ Ba,b es uniformemente continua. Más aún,

existe C ¡ 0 tal que

}f1 � f2}L2pRq ¤ C � dL2
cpRqp|f̂1 � c|, |f̂2 � c|q @f1, f2 P L

2pRq.

Demostración. Veamos primero la buena definición de A. Sea f P Ba,b � L2pRq,
queremos ver que Af P L2

cpRq, i.e., Af � c P L2pRq. Usando que c ¡ ab ¡ 0 y la

desigualdad triangular inversa tenemos que

|Af � c| � ||f̂ � c| � c| ¤ |f̂ � c� c| � |f̂ |.

Como f̂ P L2pRq, Af � c P L2pRq.
Denotaremos por g a la extensión anaĺıtica de f̂ � c, es decir

gpzq �

»
R
fptqe�2πiztdt� c @z P C.
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Entonces, suponiendo que g tiene todos su ceros en el semiplano superior (o inferior),

la fase y la magnitud de g se relacionan a través de la transformada de Hilbert de

la siguiente manera. Sea

αpxq :� Hpln|g|q :� �
1

π
V.P.

»
R

ln|gptq|

t� x
dt @x P R,(4.2)

entonces g � |g|eiα (para más detalles sobre esta identidad ver [10]).

Veamos entonces que g tiene todos sus ceros en el semiplano superior. Para

Imz ¤ 0, como f P Ba,b es cierto que

|

»
R
fptqe�2πiztdt| ¤

»
soppfq

|fptq|e2πImpzqt ¤ }f}L1pRq ¤ ab

y tenemos entonces |gpzq| ¥ ||f̂pzq| � |c|| ¥ c� ab ¡ 0 en el semiplano inferior, dado

que c ¡ ab.

Para f1,f2 P Ba,b sea gk :� f̂k � c y sea αk :� Hpln|gk|q. Entonces tenemos para

k � 1, 2 y x P R que

|gkpxq| � |f̂kpxq � c| ¥ c� |f̂kpxq ¥ c� ab ¡ 0

y, similarmente |gkpxq| ¤ c�ab. Como |gk| está acotado, existe una constante C1 ¡ 0

que depende de a,b,c tal que

|ln|g1pxq| � ln|g2pxq|| ¤ C1||g1pxq| � |g2pxq|| @x P R.(4.3)

Esto último implica que la diferencia ln|g1pxq| � ln|g2pxq| pertenece a L2pRq. De

acuerdo con (4.2) la diferencia de fase entre g1 y g2, δ :� α1 � α2, puede escribirse

como δ � Hpln|g1| � ln|g2|q. Usando el hecho de que la transformada de Hilbert es

una isometŕıa en L2pRq y la desigualdad (4.3) se sigue que

}δ}L2pRq ¤ C1}|g1pxq| � |g2pxq|}L2pRq.

Con todo esto, sumado a que |1� eit| ¤ |t|, t P R, obtenemos

}f1 � f2}L2pRq � }f̂1 � f̂2}L2pRq � }g1 � g2}L2pRq

� }|g1|e
iα1 � |g2|e

iα2}L2pRq

� }|g1|e
iα1 � |g1|e

iα2 � |g1|e
iα2 � |g2|e

iα2}L2pRq

¤ }|g1|e
iα1p1� e�iδ}L2pRq � }|g1| � |g2|}L2pRq

¤ }g1}L8pRq}δ}L2pRq � }|g1| � |g2|}L2pRq

¤ pc� ab� 1qlooooomooooon
�C

}|g1| � |g2|}L2pRq.
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4.2 Recuperación de fase a partir de mediciones

holomorfas

Por el Teorema de Paley-Wiener existe una correspondencia uno a uno entre ciertas

funciones holomorfas y las funciones de L2 de soporte compacto, a través de la

extensión de la transformada de Fourier al plano complejo. Como vimos en el

Caṕıtulo 2, esto juega un rol fundamental en la caracterización de las ambigüedades

en el problema de recuperación de fase a partir de la transformada de Fourier.

Supongamos que D � C es un abierto, X � OpDq un subconjunto de las fun-

ciones homomorfas en D y S � D. El problema que nos interesa abordar en esta

sección es el siguiente: dada F P X , encontrar todas las G P X tales que

|Gpzq| � |F pzq| @z P S.

Si D es el plano complejo, S el eje real y X son las funciones enteras de tipo

exponencial cuya restricción al eje real son cuadrado integrables entonces el Teorema

2.17 prueba que tenemos un gran número de ambigüedades no triviales que surgen

de conjugar algún subconjunto de ceros.

Sin embargo si el módulo de la función es conocido en dos rectas adecuadas, se

puede garantizar la unicidad. Veremos primero el caso de dos rectas que pasan por

el origen. Para ello, recordaremos la siguiente definición.

Definición 4.4. Decimos que una función entera f es de tipo finito con orden ρ ¡ 0

si existen constantes A,B ¡ 0 tales que

|fpzq| ¤ AeB|z|
ρ

@z P C.

La prueba del siguiente resultado se encuentra en [21, Teorema 3.3].

Teorema 4.5. Sea X el conjunto de funciones enteras de tipo finito y S la unión

de dos rectas que pasan por el origen, i.e.,

S � tz � teiα1 : t P Ru Y tz � teiα2 : t P Ru

donde α1,α2 P r0, 2πq cumple α1 � α2 R πQ.

Supongamos que F ,G P X cumplen |F pzq| � |Gpzq| para todo z P S. Entonces

existe θ P R tal que Gpzq � eiθF pzq.

Demostración. Si F tiene un cero de orden m en el origen, entonces G también. Por

lo tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que F y G no se anulan en el
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origen. Sea ρ el máximo de los órdenes de F y G. Para k � 1, 2 definimos cuatro

funciones enteras de orden menor o igual a ρ, Fkpzq :� F pzeiαkq y Gkpzq :� Gpzeiαkq.

Por hipótesis |Fkpxq| � |Gkpxq| para todo x P R. Podemos reescribir esta igualdad

como

FkpzqFkpzq � GkpzqGkpzq @z P R.(4.4)

Pero como es una igualdad entre funciones enteras, puede extenderse a todo el plano

complejo.

Escribamos la factorización de Hadamard de F y G

F pzq � e
°rρs
j�0 ajz

j
¹

zlPZpF qXZpGq
Erρspz, zlq

¹
zlPZpF qzZpGq

Erρspz, zlq

Gpzq � e
°rρs
j�0 bjz

j
¹

zlPZpF qXZpGq
Erρspz, zlq

¹
zlPZpGqzZpF q

Erρspz, zlq

donde Erρspz, zlq �
�

1� z
zl

	
e
°rρs
j�1

1
j
p z
zl
qj

y ρ es mayor o igual al orden de F y G.

Reemplazando las factorizaciones en (4.4) y cancelando los ceros en común

obtenemos

e2
°rρs
j�0Repajeijαk qzj

¹
zlPZpF qzZpGq

Erρspz, e�iαkzlqErρspz, e�iαkzlq �

e2
°rρs
j�0 Repbjeijαk qzj

¹
zlPZpGqzZpF q

Erρspz, e�iαkzlqErρspz, e�iαkzlq.

De esta identidad se siguen dos consecuencias. En primer lugar

rρş

j�0

Repaje
ijαkqzj �

rρş

j�0

Repbje
ijαkqzj

para k � 1, 2 y para todo z P C. Del término j � 0 obtenemos que Repa0q � Repb0q

y por lo tanto b0 � a0 � iθ, θ P R. Si j � 0, para k � 1, 2

Repaje
ijαkq � Repbje

ijαkq

Repajqcospαkq � Impajqsenpαkq � Repbjqcospαkq � Impbjqsenpαkq

pRepajq �Repbjqqcospαkq � pImpajq � Impbjqqsenpαkq

Si Repajq � Repbjq y Impajq � Impbjq dividiendo las ecuaciones para k � 1, 2

obtenemos que tgpα1q � tgpα2q lo cual es absurdo pues α1 � α2 R πQ. Por lo tanto

Repajq � Repbjq ó Impajq � Impbjq. Nuevamente, como α1�α2 R πQ no es posible

que alguna de esas dos igualdades no se cumpla. Luego aj � bj para todo j � 0.
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En segundo lugar, zl P ZpF qzZpGq śı y sólo śı e2iαkzl P ZpGqzZpF q para

k � 1, 2 y viceversa. Esto nos dice que el conjunto pZpF qzZpGqq
�
pZpGqzZpF qq

es estable por la rotación de ángulo 2pα1 � α2q. Pero como este ángulo no es un

múltiplo racional de π, su órbita no puede ser un conjunto discreto. Esto último no

es compatible con el hecho de que pZpF qzZpGqq
�
pZpGqzZpF qq sea un subconjunto

de ceros de una función entera, por lo tanto ZpF qzZpGq � ZpGqzZpF q � H, i.e.,

ZpF q � ZpGq.

Sumando todo esto, resulta que Gpzq � eiθF pzq.

Si consideramos funciones en el espacio de Hardy del semiplano superior H,

conocer el módulo de la función en dos rectas paralelas es suficiente para garantizar

la unicidad.

Teorema 4.6. Sea a ¡ 0 fijo y consideramos el espacio de Hardy

X :� tF P OpHq : sup
y¡0

»
R
|F px� iyq|2dx   8u.

Sean F ,G P X tales que

1. |Gpx� iaq| � |F px� iaq| para casi todo x P R y

2. limyÑ0� |Gpx� iyq| � limyÑ0� |F px� iyq| para casi todo x P R.

Entonces existe θ P R tal que G � eiθF .

Como las funciones consideradas en este teorema no son enteras si no

holomorfas en el semiplano superior, el teorema de factorización de Hadamard no

puede ser aplicado en este caso. Sin embargo, las funciones del espacio de Hardy

pueden factorizarse de manera única v́ıa el producto de sus factores de Blaschke. La

demostración de este teorema puede verse en [26, Teorema 2.1].

4.3 Recuperación de fase a través de la transfor-

mada de Fourier a tiempo corto

A lo largo de esta sección estudiaremos la posibilidad de recuperar la fase de

f P L2pRdq conociendo su transformada de Fourier a tiempo corto (STFT, por

sus siglas en inglés). Dada g P L2pRdq, definimos la STFT de f P L2pRdq respecto

de la ventana g como

Vgfpx, ξq :� pf � Txgq
ppξq �

»
Rd
fptqgpt� xqe�2πit�ξdx @x, ξ P Rd.
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Para una ventana g fija, Vgf es un operador lineal de L2pRdq en L2pR2dq por lo cual

multiplicar a f por una constante unimodular nos devuelve la misma medida sin fase

de la STFT. Es por esto que, nuevamente, consideraremos esta ambigüedad como

trivial.

Una primera observación es que Vgfpx, ξq � xf, gλy donde el producto interno es

el usual de L2 y gλ está definida como en el Caṕıtulo 3, i.e., gλ � MξTxg para

λ � px, ξq. Del mismo modo que en el caso de los marcos de Gabor, una condición

suficiente para recuperar f a partir de |Vgf | está dada en términos de los ceros de

Vgg. Para probar esto, necesitamos enunciar y demostrar algunas propiedades de la

STFT.

Del mismo modo que en el caso discreto, llamaremos πλ a los operadores de

traslación tiempo-frecuencia, donde ahora λ � px, ξq P R2d. En este caso tenemos

la misma propiedad de conmutatividad que enunciamos en el Lema 3.1. La de-

mostración es análoga, razón por la cual la omitiremos.

Lema 4.7. Sean λ � px, ξq y µ � py, βq P R2d. Entonces vale que

πλπµ � e2πip�xβ�ξyqπµπλ.

Lema 4.8 (Propiedad de covarianza). Sean λ y µ P R2d. Entonces

Vπλgpπλfqpµq � e2πiµIλVgfpµq,

donde I �

�
0 1

�1 0

�
y f ,g P L2pRdq.

Demostración. Sean λ, µ P R2d y f ,g P L2pRdq. Entonces

Vπλgpπλfqpµq � xπλf, πµπλgy

� e2πiµIλxπλf, πλπµgy

� e2πiµIλxf, πµgy

� e2πiµIλVgfpµq,

donde aqúı usamos el lema anterior y el hecho de que los operadores πλ son unitarios.

Proposición 4.9 (Relación de ortogonalidad). Sean f1,f2,g1,g2 P L
2pRdq. Entonces

xVg1f1, Vg2f2y � xf1, f2yxg1, g2y.
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Demostración. Asumiremos primero que gj pertenecen a L1 X L8pRdq � L2pRdq,

por lo cual fj � Txgj P L
2pRdq para todo x P Rd. Entonces la identidad de Parseval

puede aplicarse a la integral respecto de ω y aśı obtenemos que»
Rd

»
Rd
Vg1f1px, ωqVg2f2px, ωqdωdx

�

»
Rd

�»
Rd
pf1 � Txg1q

ppωqpf2 � Txg2qppωqdω


dx

�

»
Rd

�»
Rd
f1ptqf2ptq g1pt� xqg2pt� xqdt



dx.

Como f1,f2 P L
2pRdq tenemos que f1f2 P L

1pRd, dtq, además g1g2 P L
1pRd, dxq

con lo cual el teorema de Fubini nos permite intercambiar el orden de integración.

Obtenemos entonces

xvg1f1, Vg2f2y �

»
Rd
f1ptqf2ptq

�»
Rd
g1pt� xqg2pt� xqdx



dt

� xf1, f2y xg1, g2y.

La extensión a gj P L2pRdq la haremos por densidad de L1 X L8 en L2. Si

g1 P L1 X L8 está fija, la aplicación g2 ÞÑ xVg1f1, Vg2f2y es un funcional lineal

que coincide con xf1, f2yxg2, g1y en un subespacio denso de L2. Además es aco-

tado, con lo cual se puede extender a toda g2 P L
2pRdq. Del mismo modo, para

f1,f2 y g2 P L
2pRdq, el funcional lineal conjugado g1 ÞÑ xVg1f1, Vg2f2y coincide con

xf1, f2yxg1, g2y en L1 X L8 y se extiende a todo L2.

Aśı, quedan probadas las relaciones de ortogonalidad para toda fj,gj P L
2pRdq.

Con todo esto, podemos probar la siguiente identidad.

Proposición 4.10. Sean f ,g,h,u P L2pRdq. Entonces

pVgf � Vuhq
ppx, ξq � pVhf � Vugqp�ξ, xq @x, ξ P Rd.

Demostración. Primero observemos que I2 �

�
0 1

�1 0

�2

� �I, donde I es la matriz

identidad. Por el Lema 4.8 tenemos que

e�2πiµ�λVhfpµq � e2πiµI2λVhfpµq � VπIλhpπIλfqpµq.
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Con esto obtenemos que

pVhf � Vugq
ppλq �

»
VhfpµqVugpµqe

�2πiµ�λdµ

�

»
VπIλhpπIλfqpµqvugpµqdµ

� xVπIλhpπIλfq, Vugy � xπIλf, gyxu, πIλhy,

donde en el último paso usamos la relación de ortogonalidad de la Proposición 4.9.

Observemos que el operador adjunto π�λ � cπ�λ donde |c| � 1. Sin embargo,

este factor se cancela al pasar a los dos operadores hacia el otro lado del producto

interno, es decir

pVhf � Vugq
ppλq � xπIλf, gyxu, πIλhy � xf, π�Iλgyxh, π�Iλuy � pVhf � Vugqp�Iλq.

Si λ � px, ξq entonces �Iλ � p�ξ, xq, con lo cual hemos probado lo que queŕıamos.

Lema 4.11. Sea f P L2pRdq. Entonces Vff determina uńıvocamente a f , i.e., si

existen f ,g P L2pRdq tales que Vff � Vgg en casi todo punto entonces existe α P R
tal que f � eiαg.

Demostración. Sean f ,g P L2pRdq tales que Vffpx, ξq � Vggpx, ξq en casi todo

punto de R2d. Aplicando la inversa de la transformada de Fourier en la variable ξ

obtenemos la siguiente igualdad en L1pRdq

f � Txf � g � Txg c.t.p. x P Rd.

Si f � 0 en un conjunto de medida positiva, existe t0 tal que fpt0q � 0 y gpt0q � 0.

Por lo tanto

fpt0q � fpt0 � xq � gpt0q � gpt0 � xq.

Esto quiere decir que existe una constante c � gpt0q
fpt0q tal que f � c � g y además debe

ser |c| � 1 dado que Vff � Vgg.

Si f � 0 c.t.p. tenemos por la igualdad anterior que

g � Txg � 0 c.t.p. x P Rd.

Esto implica que g � 0 c.t.p.. Supongamos por el contrario que E � tg � 0u tiene

medida de Lebesgue positiva, pero entonces debe ser TxgpEq � gpE � xq � 0 para

casi todo t P E. Esta última igualdad implica que g � 0 en E � x para casi todo

x P Rd. Veamos que esto implica que g � 0 c.t.p.



64 4.4. Una condición de inyectividad para señales ralas

Como gpEq � 0 y gpE � xq � 0, tenemos que E X pE � xq � H para casi todo

x P Rd. Además, si z P pE � xq X pE � yq tenemos que

z �e1 � x � e2 � y

e1 � e2 � py � xq,

como E X pE � xq � H c.t.p. x, resulta que pE � xq X pE � yq � H c.t.p. x,y.

Como |E�x| � |E| ¡ 0, podemos tomar para cada x P A :� tx P Cd : g�Txg � 0u

un elemento qx P Q X pE � xq. Como todos los pE � xq son disjuntos, resulta que

todos los qx son distintos. Por lo tanto el cardinal de A es a lo sumo numerable

y eso es una contradicción porque A tiene medida de Lebesgue total en Rd. Esta

contradicción vino de suponer que el conjunto en donde g � 0 tiene medida de

Lebesgue positiva.

Para más detalles sobre la recuperación de f a partir de Vff ver [5].

Teorema 4.12. Sea g P L2pRdq con Vggpx, ξq � 0 para casi todo x,ξ P Rd. En-

tonces para toda f P L2pRdq, |Vgf | permite recuperar f de manera uńıvoca, i.e. si

f ,h P L2pRdq son tales que |Vgf | � |Vgh| entonces existe α P R tal que h � eiαf .

Demostración. Por la Proposición 4.10 tenemos

p|Vgf |
2qppx, ξq � Vffp�ξ, xq � Vggp�ξ, xq @x, ξ P Rd.

De alĺı podemos recuperar Vff en casi todo punto. Por el Lema 4.11 esto determina

f salvo constantes de módulo 1. Luego si f y h son tales que |Vgf | � |Vgh| c.t.p.

existe α P R tal que f � eiαh.

4.4 Una condición de inyectividad para señales

ralas

En esta sección vamos a considerar señales ralas en un diccionario. Un diccionario

D es un conjunto de d vectores en CN y lo identificaremos con la matriz que tiene

como columnas a los d vectores que forman el diccionario. La clase de señales que

llamaremos k-ralas en el diccionario D, o simplemente señales kD-ralas, es

Ck,D � tx P CN : Dz P Cd, }z}0 ¤ k tal que x � Dzu
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donde }z}0 es la cantidad de coordenadas no nulas de z. Para mayor comodidad,

diremos kD-recuperación de fase en lugar de recuperación de fase para Ck,D.

Dado un diccionario D � pdiq
d
i�1 y un conjunto de ı́ndices K � t1, . . . , du,

notaremos WK :� spantdiuiPK . Con esto, podemos caracterizar el conjunto de

mediciones que permiten la kD-recuperación de fase. Sea A2
Φ el operador definido

en (1.4) donde Φ � tfiu
m
i1

para fi P CN un marco.

Teorema 4.13. [8, Teorema 3.1] Con las notaciones de arriba, vale lo siguiente:

1. Si para todo K con |K| � 2k el núcleo de A2
Φ no contiene matrices Hermitianas

de rango 1 ó 2 cuyo rango esté contenido en WK, entonces Φ � tfiu
m
i�1 permite

la kD-recuperación de fase.

2. Si Φ � tfiu
m
i�1 permite la kD-recuperación de fase, entonces para todo K con

|K| � k el núcleo de A2
Φ no contiene matrices Hermitianas de rango 1 ó 2

cuyo rango esté contenido en WK.

Demostración.

1. Probaremos la primera parte por contrarrećıproco, i.e., queremos ver que si

Φ � tfiu
m
i�1 no permite la kD-recuperación de fase entonces existe algún K

con |K| � 2k tal que hay alguna matriz Hermitiana de rango 1 ó 2 en el

núcleo de A2
Φ cuya imagen está contenida en WK . Supongamos entonces que

Φ � tfiu
m
i�1 no permite la kD-recuperación de fase y sean x � y módulo

constantes de módulo 1 señales k-ralas tales que

xxx�, fif�i yHS � |xx, fiy|
2 � |xy, fiy|

2 � xyy�, fif�i yHS @i � 1, . . . ,m.

Entonces, xx�� yy� es una matriz Hermitiana de rango menor o igual a 2 que

pertenece al núcleo de A2
Φ. Sean zx y zy tales que }zx}0,}zy}0 ¤ k y x � Dzx

e y � Dzy, entonces ranpxx� � yy�q � WsoppzxqYsoppzyq donde soppzxq � ti :

pzxqi � 0u. Si podemos ver que el rango de xx� � yy� es al menos 1 habremos

logrado probar lo que queŕıamos dado que |soppzxq Y soppzyq| ¤ 2k.

Supongamos que no es el caso, es decir, que xx� � yy� � 0. Como además

x � cy para todo |c| � 1, ambos vectores son no nulos. Entonces existe v P CN

tal que xv, xy � 0. Evaluando xx� � yy� en v y despejando x obtenemos que

x �
xv, yy

xv, xy
y,

es decir, x � λy para λ P C. Reemplazando nuevamente en xx� � yy� � 0

obtenemos que |λ| � 1, lo cual es una contradicción.
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2. Supongamos que Φ � tfiu
m
i�1 permite la kD-recuperación de fase pero existe

un K tal que |K| � k y el núcleo de A2
Φ contiene una matriz Hermitiana H

de rango 1 ó 2 cuya imagen está contenida en WK . Por el teorema de diago-

nalización para operadores autoadjuntos (ver [13, Cap. 2, Teo 5.1]) existe una

base ortonormal tφ1, � � � , φNu de CN de autovectores de H, con sus correspon-

dientes autovalores reales pλjq
N
j�1. Entonces podemos escribir H �

°
j λjφjφ

�
j .

Como el rango de H es menor ó igual 2 y H � 0, existen a lo sumo dos

autovalores no nulos. Es claro que los respectivos autovectores asociados están

contenidos en WK , dado que forman una base de la imagen de H, y por lo

tanto son kD-ralos.

Supongamos en primer lugar que sólo hay un autovalor distinto de cero λ1. Si

escribimos x � |λ1|
1{2φ1, entonces H � sgpλ1qxx

� y por lo tanto

0 � xxx�, fif�i y � |xx, fiy|
2 � 0.

Esto quiere decir que las dos señales kD-ralas x y 0 tienen la misma medida

sin fase, pero x � 0 con lo cual AΦ no es inyectivo. Esto es una contradicción.

Si, por otro lado, existen dos autovalores λ1 y λ2 no nulos escribimos x �

|λ1|
1{2φ1 e y � |λ2|

1{2φ2 y resulta que H � �xx� � yy�, donde el signo de-

pende del signo de los autovalores. Si los signos son iguales, reemplazando

las escrituras de x e y obtenemos que |xx, fiy|
2 � |xy, fiy|

2 � 0 por lo cual

nuevamente tenemos dos señales kD-ralas que miden 0. Si los signos no son

iguales, nos queda que |xx, fiy|
2 � |xy, fiy|

2 � 0 y por lo tanto AΦx � AΦy.

Ambas señales son kD-ralas y no pueden ser múltiplos entre śı porque son

ortogonales.



Apéndice

Marcos en dimensión finita

Sea B un espacio de Banach de dimensión finita d y Φ :� tφ1, ..., φNu � B1 un

conjunto de funcionales lineales y acotados. Consideramos el operador CΦ : B Ñ KN

dado por

CΦpfq � pxf, φiyq
N
i�1.

Definición 4.14. Diremos que Φ � B1 es un marco si existen constantes 0   A ¤

B   8 tales que

A}f}B ¤ }CΦf} ¤ B}f}B(4.5)

donde en KN podemos tomar cualquier norma.

Una consecuencia inmediata de esta definición es que si Φ es un marco entonces

los elementos de Φ generan todo el espacio B1 y por lo tanto N ¥ d. Si no fuera

aśı, debeŕıa existir f P B tal que φipfq � xf, φiy � 0 para todo i pero f � 0 lo cual

contradice la desigualdad (4.5).

Como B es un K-espacio vectorial de dimensión finita, resulta que B es isomorfo

a Kd y por lo tanto B1 también. Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos

suponer que B y B1 son Kd y por lo tanto Φ � tφ1, ..., φNu � Kd.

Lema 4.15. Sea N ¥ d. Existe una relación uno a uno entre los marcos Φ � Kd

de N elementos y las matrices de Kd�N de rango máximo.

Demostración. Si Φ � tφ1, ..., φNu � Kd es un marco de N elementos, considero

la matriz que tiene a φi como columnas. Como Φ es un sistema de generadores de

Kd, la matriz debe tener rango máximo igual a d. Reciprocamente, si M P Kd�N es

una matriz de rango máximo d entonces sus columnas tC1, ..., CNu sos un sistema

de generadores de Kd. Más aún, consideremos el operador definido de Rd Ñ RN

dado por f ÞÑ fM � pxf, C1y, ..., xf, CNyq. Por razones de dimensión éste resulta

67
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inyectivo y por lo tanto existen 0   A ¤ B   8 tales que A ¤ }Mtf}
}f} ¤ B para toda

f P Kd con }f} � 1. Por lo tanto las columnas de M forman un marco en Kd de N

elementos.
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