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Introduccion

El problema de recuperacion de fase consiste en recuperar una senal a partir de
ciertas mediciones sin fase. Generalmente, interesa reconstruir una funcion f a
partir del valor absoluto de su transformada de Fourier |f| o de cierto conjunto de

mediciones {|f(\)|}rea-

Este problema aparece naturalmente en varias areas de la fisica, como puede
ser la astronomia [14], radares [20], reconocimiento de voz [32] y mecdnica cudntica
[29]. El ejemplo més destacado, sin embargo, es el de la difraccién de imagenes
donde en un experimento basico un objeto es colocado frente a un laser que emite
radiacion electromagnética. El objeto interactia con la onda incidente de forma
difractiva creando una nueva onda. El objetivo de la difraccion de iméagenes es de-
terminar el objeto a partir de las mediciones de la onda difractada. Esto se encuentra
seriamente obstaculizado por el hecho de que la mayoria de los elementos de medicion
solo son capaces de capturar la intensidad de la onda, generando una pérdida de
informacion de fase. La reconstruccion del objeto a partir de la intensidad de sus
ondas difractadas, llamado patron de difraccion, requiere resolver el problema de

recuperacion de fase de Fourier, i.e., dado | f | hallar f, salvo ambigiiedades triviales.

En microscopia se utiliza un lente para invertir la trasformada de Fourier y asi
crear la imagen el objeto. Sin embargo, esto no es posible para longitudes de onda
demasiado cortas como pueden ser los rayos-x. Para obtener una mayor resolucion

es necesario recuperar la imagen a partir de su patrén de difraccion.

Determinar objetos a partir de su patréon de difraccion, y de alli el problema
de recuperacion de fase, se volvié relevante por primera vez cuando Max von Laue
descubri6 en 1912 que los rayos-x se difractan al interactuar con cristales, lo cual le
valié el Premio Nobel en fisica dos anos después. Esto dié comienzo al campo de
la cristalografia de rayos-x. Para quien se encuentre interesade en una descripcion

mas exhaustiva puede dirigirse a [24],[17].

Su formulaciéon matematica abstracta consiste en considerar B un espacio de

Banach sobre K € {R,C}, A un conjunto de indices no necesariamente numerables
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8 Indice general

y ® = {¢, : A € A} una familia de funcionales lineales acotados contenida en el dual

topoldgico de B, el objetivo sera analizar la inyectividad y estabilidad del operador

Aaf = {[{f; o)l aea
donde {f, ¢x) = or(f).

Esta tesis estd basada principalmente en los trabajos de Grohs, Koppensteiner
y Rathmair en [15] y de Bojarovska y Flinth en [8]. En el primer capitulo abor-
daremos el problema de recuperacion de fase en su version abstracta. Probaremos
condiciones necesarias y suficientes sobre ® que nos garanticen la inyectividad. Con
respecto a la estabilidad, vamos a considerar de forma diferenciada los casos en que
B tenga dimension finita e infinita. En ambas situaciones es cierto que la inversa
del operador es continua, pero necesitaremos estar en un espacio de dimension finita
para asegurar la continuidad Lipschitz del mismo. Mas atin, probaremos que no es
posible recuperar la fase de forma estable en dimension infinita. Un aspecto impor-
tante a destacar es que para que el operador Ag sea estable, es condicién necesaria
que ® sea un marco de B (continuo si el conjunto de indices no es discreto). Sin
embargo, esta condicion sobre ® no garantiza la estabilidad de Ag. Esta es una
diferencia crucial con el problema de sampling donde se consideran muestras con
fase, es decir, donde se estudia el operador Co f := ({f, ®r))aeca con {f, or> = oA(f).
Es este caso, la condicion de estabilidad de C'g es equivalente a la condicion de marco
de ®.

En el Capitulo 2 abordaremos el problema de recuperacion de fase a partir de las
mediciones sin fase de la transformada de Fourier. En primer lugar, caracterizaremos
las ambigiiedades que pueden aparecer si consideramos la transformada de Fourier
discreta sobre CV. Esto nos permitird contar la cantidad, ademds de conocer la
forma de las ambigiiedades que posee una senal genérica. De forma andloga, en la
segunda parte de este capitulo trabajaremos con la transformada de Fourier continua
sobre L?(R%).

En el Capitulo 3 trabajaremos con marcos de Gabor, o dicho de otro modo,
con mediciones de la transformada de Fourier a tiempo corto, esto es el conjunto
de traslaciones tiempo-frecuencia de un generador fijo. Estos tipos de mediciones
son de especial interés en procesamiento de voz y en las llamadas imagenes de
difraccién coherente (CDI por sus siglas en inglés) [16]. Este ltimo proceso consiste
en dos pasos, primero se obtiene uno o multiples patrones de difraccién para luego
procesarlos con el objetivo de obtener la imagen del objeto inicial, generalemente
a partir de algoritmos de recuperacion de fase iterativos. Los resultados tedricos

de este capitulo se centraran en el estudio de condiciones de inyectividad sobre los
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marcos de Gabor y condiciones sobre los generadores que permitan esa recuperacion
de fase.

Por 1ltimo, en el Capitulo 4 consideraremos algunos casos particulares en los
cuales introduciremos modificaciones o bien sobre el operador Ag o bien sobre la
familia de funciones que queremos recuperar con el objetivo de asegurar la recu-

peracion de fase.
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Capitulo 1

Recuperaciéon de fase abstracta

A lo largo de este capitulo, B denota un espacio de Banach sobre K € {R,C} , B su
espacio dual topolégico y A es un conjunto de indices no necesariamente numerable.
Dada una familia de funcionales lineales acotados ® := {¢, : A € A} definimos el

operador

Aaf = (Kf, &) Drea

donde (f, ¢x) = or(f)-
Es inmediato que Ag(cf) = As(f) para todo escalar ¢ de médulo 1. Es por esto

que definimos en B la relacion de equivalencia c¢f ~ f sii |¢| = 1 y decimos que &

permite recuperar la fase si
.Acp : B/ ~—> Rﬁ

es inyectivo.

1.1 Inyectividad

Supongamos que & € B’ es una familia de funcionales lineales acotados y S < A.
Notaremos por ®g al conjunto ®g := {¢) : A€ S} € & . Si V es un subespacio de
B’ denotaremos al anulador de V en B por V| que se define como V| := {f € B :
{(fyv)y=0YveV}.

Definicién 1.1. Una familia ® < B’ satisface la propiedad del complemento si para

todo subconjunto S < A, (span ®g); =0 ¢ (span Pps)1 = 0.

Teorema 1.2. Sea B un espacio de Banach sobre K y ® < B’ una familia de

funcionales lineales acotados. Entonces:

1. Si Ag es inyectivo entonces ® satisface la propiedad del complemento.

11



12 1.1. Inyectividad

2. SiK =R y ® satisface la propiedad del complemento entonces Ag es inyectivo.
Demostracion.

1. Supongamos que Ag es inyectivo, S © A es un subconjunto cualquiera y
ademés existe f € (span ®g); no nula. Sea h €(span ®p\g) |, queremos ver

que h = 0.
Con esta elecciéon de f y h tenemos que

[(f £ ha o)l = [KF, @01 £ 2Re((f, axCh, 63)) +[Ch, ) YA€ A

=0

por lo que Ag(f + h) = As(f — h). Como Ag es inyectivo existe ¢ € K con
le| =1 tal que f+ h = ¢(f — h), pero ademés ¢ # —1 dado que f # 0. Con

esto, tenemos

c—1
h = C+1f€ (span @)1 N (span Pp\g)1

lo que implica que Agh = 0y, por lo tanto h = 0.

2. Supongamos que existen f y h € B tales que Asf = Aph. Como K = R cada
una de las coordenadas de ({f, dx))aea ¥ ((h, ¢a))aen difieren a lo sumo en su
signo. Tiene sentido considerar la siguiente particion de A,
S:={xe A :{fion) = (h, o} v por lo tanto A\S = {\ € A : {f, o)) =
—(h, ¢a)}. Ast f —h e (span ®g) 1 v f+ h e (span ®p\g)1. Pero por hipdtesis
alguno de los dos anuladores sélo contiene al 0. Por lo tanto f = h o f = —h

y Ag resulta inyectivo.

]

El siguiente ejemplo fue extraido del trabajo de Alfari y Grohs en [4].

Ejemplo 1.3. Como una aplicacion para demostrar la inyectividad usando la propiedad
del complemento, vamos a considerar la recuperacion de fase en el espacio de Paley-

Wiener
PWRY = {f e I(R,R) : sop(f) < [~b/2,b/2]}
con la norma que hereda de LP y p = 2.

Observaciéon 1.4. Via el Teorema de Paley-Wiener-Schwartz [19, Teo 7.3.1], el
espacio el Paley-Wiener se identifica con las funciones enteras de tipo exponencial
cuya restriccion a los nimeros reales estd en L?. Por lo cual, toda funcion en PW%’b

en particular es holomorfa.
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Sea A € R. Consideremos el conjunto ® := {¢r}rea dado por

(frba) = V).

Decimos que A es un conjunto de muestreo para PW%b st para todo
fePwz®
{fyory =0 YAe A= f=0.

Existen varias condiciones que hacen de A una sucesion de muestreo. Una manera
de caracterizarla es a través de la densidad inferior de Beurling que para un conjunto

A se define como

D~ (A) := liminf inf #hnlaat T))

r—o0 a€eR r

Ast, los conjuntos de muestreo se pueden caracterizar de la siguiente forma:

Teorema 1.5. ([9], [33])Parap e (1,0), A es un conjunto de muestreo si D~ (A) >
by sélo si D~ (A) = b.

Con esto, podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 1.6. Supongamos que A es un conjunto de muestreo para PW%’%. En-
tonces
Ay : PWE/(1, -1} - RY

es inyectivo.

Demostracion. Por el Teorema 1.2, basta con ver que ® satisface la propiedad del
complemento. Supongamos que esto no es asi, entonces existen f,g € PW%I’\{O} Yy
S < A tales que f(S) =0y g(A\S) = 0. Sea h:= f.g € PWg®, por la Observacion
1.4 f, g y h son funciones holomorfas. Supongamos que h se anula en un intervalo
abierto I < R. Como f # 0, existe un subintervalo U < I en el cual f no tiene
ceros. Pero entonces g = 0 en U, lo cual implica que g = 0 en R y eso contradice
nuestra, suposicion. En consecuencia, h € PWEZ\{0}. Pero h(A) = f(A).g(A) = 0,

contradiciendo la condicion de muestreo sobre A. O]

Corolario 1.7. Sea A un conjunto con densidad inferior de Beurling D~(A) > b.
Entonces
Ag - PWRP/{1, 1} — RY

es inyectivo.
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En lo que resta de la seccién, estudiaremos la inyectividad en espacios de di-
mension finita. Para ello, utilizaremos algunas nociones de marcos en dimension
finita que se detallan en el apéndice. De aqui en adelante notaremos por N = #A

y d sera la dimension de B. El resultado que sigue es un corolario del Teorema 1.2.

Corolario 1.8. §i N < 2d — 1 entonces Ag no es inyectivo para ninguna familia
d < K? de N elementos.

Demostracion. Basta con tomar una particion de A de modo tal que ambos sub-
conjuntos tengan a lo sumo d — 1 elementos. De esta forma span &g # K? y

span ®y\g # K, lo que claramente contradice la propiedad del complemento. O

El reciproco no es cierto en general. Sin embargo, si K = R la otra implicacién
es cierta para casi todo marco. Para precisar mejor esto, es necesario definir algunos
conceptos de geometria algebraica. Una wvariedad algebraica en K? es el conjunto
de ceros comunes de una familia finita de polinomios en K|z, ..., z4]. Si definimos
estas variedades como cerrados de K¢ obtenemos la topologia Zariski. Observemos
que la topologia habitual de K¢ es més fina que esta nueva topologia, por lo cual los
abiertos Zariski son también abiertos de K? y por lo tanto son conjuntos medibles
Lebesgue. Mas atn, los abiertos Zariski son densos respecto de la topologia usual
de K9 por lo cual su complemento es un conjunto cerrado con medida de Lebesgue
cero.

Decimos que un punto genérico en K? cumple cierta propiedad P si existe un
abierto Zariski para el cual P es vélida. Identificando los marcos de K¢ de N

KN resultan ser un abierto Zariski

elementos con las matrices de rango maximo de
por lo que tiene sentido estudiar los puntos genéricos dentro del conjunto de los
marcos. A estos puntos genéricos los llamaremos marcos genéricos.

El siguiente resultado fue probado por Radu Balan, Pete Casazza y Dan Edidin

en [6] y nos permite terminar de caracterizar la inyectividad en el caso real.

Teorema 1.9. Si N > 2d — 1 entonces Ag es inyectivo para un marco genérico de

N elementos en RY.
Antes de probar esto veamos los siguientes lemas.

Lema 1.10. Un subespacio genérico W < RN de dimensidén d tiene interseccion

nula con un subespacio fijo L € RN de codim(L) = d.

Demostracion. Queremos ver que el conjunto de subespacios que cumplen esta

condicién es un abierto Zariski de G(d, N), la variedad de subespacios de dimensién
den RV,
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Podemos caracterizar esta variedad como el cociente entre los elementos de R#*N

de rango maximo bajo la relacion de equivalencia
W ~ W' siidG e GL(d,R) tal queW = W'G

con la topologia Zariski cociente, donde GL(d,R) es el conjunto de matrices in-
versibles de tamano d x d sobre R. Es decir, estamos identificando todas las bases
de un mismo subespacio.

Consideremos
U={WeG(d,N): Wn L={0}} €G(d,N).

Basta ver que U es abierto Zariski. Como G(d, N) tiene la topologia cociente eso
es equivalente a ver que 7 1(U) € R¥¥ es abierto Zariski invariante por GL(d, R),
donde 7 es la proyeccion al cociente.

Si dim(L) = [, tenemos

7N (U) = {Ae R : Ran(A)=d y dim( Im(A) + L )= d +1}.

Esto es lo mismo que considerar la matriz ampliada M, de columnas de A y
generadores de L y pedirle que tenga rango maximo. Esto sucede si y sélo si algiin
menor de tamano (d + ) x (d + ) es distinto de cero. En una matriz de tamano
(d +1) x N tendremos ( d]il) menores de ese tamano. Como los determinantes son
polinomios en los coeficientes de A, 7 !(U) resulta ser abierto Zariski.

Por tltimo, este conjunto es GL(d, R)-invariante dado que multiplicar a derecha
solo realiza operaciones de columna en la matriz A y no modifica Im(A).

Luego U es un abierto Zariski del conjunto de todos los subespacios de dimensién
den RY.

O

Dado un conjunto S < {1,...N} notaremos ys(i) a la funcién caracteristica de

S. Definimos ¢ : RN — RY como
os(u) = ((=1)sWayy, . (=1)sWyy),
Claramente 0% = id y 0gc = —0g.

Lema 1.11. Si N > 2d — 1 lo que sigue vale para un subespacio genérico W de
dimension d en RN. Dado ue W, os(u) € W < o5(u) = tu.
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Demostracion. Si uw € Wy og(u) = tu, claramente og(u) € W. Supongamos
entonces que og(u) € W pero que og(u) # u. Consideremos L° := {(ay,...ay) €
RY : a; = 0Vi € S} que es un subespacio de dimensién N —|S|. Como og(u)+u € L,
pues esta fijo por o5, y os(u)+u # 0 por hipétesis resulta que Wn L # {0}. Ademés
0 # u—og(u) = u+ oge(u) por lo que W n L # {0}.

L% y L°° son subespacios fijos de dimensién N — |S| y |S| respectivamente y
N = 2d — 1 por lo que alguno de los dos tiene codimensién mayor o igual a d. Por
el lema anterior, esta condiciéon no puede cumplirse para W subespacio genérico de

dimensién d. ]

Demostracion del Teorema 1.9. Supongamos que existen f, g € B tales que Ag(f) =
As(g). Sean (f1,...,fn) v (g1,...,g9n) las tiras de coeficientes de f y g, es decir,
fi =<{f,0y g ={g,0:) Vi € {1,...., N}. Entonces As(f) = As(g) si y sélo si
existe un subconjunto de indices S < {1,..., N} tal que f; = (—1)XVg; Vi. Esto a su
vez es equivalente a que exista un subconjunto S < {1,...N} tal que (fi,..., fx) v
(=X £y (=1)X) £ pertenecen a W= Im(Cs). Por el Lema 1.11, para un

subespacio genérico esto sélo es posible si f = +g. O]

El caso en el que K = C es bastante més complicado. En [7], Bandeira et al. en

2013 plantea la Conjetura 4d — 4 que resulta analoga al caso real.

La Conjetura 4d-4. Sea ® = C% un marco de N elementos. Si d = 2 vale:
1. 8i N < 4d — 4 entonces Ag no es inyectivo.
2. Si N = 4d — 4 entonces Ag es inyectivo para un marco genérico.

Esta conjetura dejé de serlo cuando fue probada la segunda parte por Conca et
al. en [12, Teorema 1.1] en 2014. Alli mismo prueban que la primera parte es cierta
si tomamos espacios de dimensién d = 2% + 1 [12, Teorema 1.2]. Sin embargo, esto
no es cierto en general. En [34] Vinzant da un ejemplo de un marco de 11 = 4d — 5

elementos en C* para el cual Ag es inyectivo.
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1.2 Estabilidad

La estabilidad de este problema estd relacionada con la continuidad del operador
A,' i ranAg — B/.. Para esto, es necesario definir una topologfa en B/.. y encon-
trar un espacio de Banach D adecuado de modo que ran Ay € D < K. La eleccién

natural para B/. es la métrica cociente dada por

d(f,9) := nf [f —cgls.

le|=1
El espacio de anélisis para marcos en espacios de Hilbert separables es £2(A). Sin
embargo, durante esta seccion estudiaremos la estabilidad en espacios de Banach.
Una generalizacién apropiada de £*(A) es tomar un espacio de Banach D admisible

que contenga al rango del operador de analisis

(1.1) Co(f) = ({f, oa))ren-

Definicién 1.12. Sea A un espacio topolégico o-compacto. Un espacio de Banach

D < KA se dice admisible si:

1. La funcidn caracteristica xi de todo compacto K = A cumple que | x| < o0.

2. Cada vez que z € D y |[w(N)| < |2(N)| para todo X € A, se tiene que w € D y

ademds ||w| < ||z||. Es decir, el espacio de Banach D es solido.

3. Los elementos de D de soporte compacto son densos en D.

Esta definicion no es muy restrictiva, por ejemplo todos los espacios LP con
1 < p < o la cumplen. Sip = 00 no es cierto que los elementos de soporte compacto
sean densos en L*, pero si se cumplen las otras dos condiciones.

Con esto, ya podemos definir la estabilidad de manera més precisa.

Definicién 1.13. Sean ® < B’ una familia de funcionales lineales acotados y D un
espacio de Banach admisible tal que Co : B — D, donde Cq estd definido como en
(1.1). Diremos que la recuperacion de fase de ® es estable (con respecto a D) si

existen constantes 0 < a < 8 < o0 tales que

(1.2) ad(f,g) < | As(f) — As(9)p < Bd(f,g) Vf,g€B.

Mas aun, llamaremos ag y Bo a las constantes optimas.
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Definicién 1.14. Sea ® < B’ un familia de funcionales lineales acotados tales que
la aplicacion A — ¢y es continua. Decimos que ® es un marco de Banach continuo

st existe un espacio de Banach admaisible tal que:

1. FExisten constantes positivas 0 < A < B < oo tal que

(1.3) Alfls <ICe(f)llo < Blfls  VfeB.

A los valores dptimos los llamaremos A y Bg.

2. Existe un operador continuo R : D — B, llamado operador de reconstruccion,

que cumple

RCs(f) = f VfeB.

Observemos que si Cg llega a un espacio de Banach admisible, la solidés implica
que |As f|p = |Ca f|p. Por lo tanto, es posible ver que la condicién de marco dada
en (1.3) es necesaria para que se cumpla la condicién de estabilidad en el sentido de
(1.2) tomando en esta tltima g = 0. De aqui se desprende también que Bg < fo.

De aqui en adelante, salvo que se especifique lo contrario, A serd un espacio

topoldgico o-compacto.

Proposicién 1.15. Si & < B’ es un marco de Banach continuo tal que Cs(B) < D,

donde D es un espacio de Banach admisible, entonces ¢ = Bg.

Demostracion. Resta ver que S < Bg. Sean f,g € B, A € A. Tenemos que para

todo c € K con |c| = 1:

(Ao f — Asg)r| = [Kf, o) = [{g: o)l
= [[<f; o0l = [Keg, o)
< [(f —cg, dx)|.

Como ademds D es sélido se tiene que:
|As f — Asg|p < |fcf|1gll II<f = cg, o)lllp
= min | As(f = cg)|p
= min [Ca(f —cg)lp
< Bad(f, g)

Por lo tanto fe < Bs. O

Aunque no es suficiente para alcanzar la estabilidad que buscamos, el siguiente

resultado nos asegura que el inverso de Ag siempre es continuo.
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Teorema 1.16. [4, Teorema 3.3/ Sea ® < B’ un marco de Banach continuo y

supongamos que Ag es inyectivo. Entonces A;l es continuo en el rango de Ag.

Demostracion. Queremos ver que si (Ag(fr))r S D es una sucesién convergente
entonces (fx)r S B también converge. Como (As(fx))r es de Cauchy, el conjunto
K = {As(fr) : k € N} es relativamente compacto. Por ser D un espacio de Banach
esto es equivalente a ser totalmente acotado. En particular, K es un conjunto
acotado y como ademas

Il < 5 ICa o = - As o

se sigue que { fi}rex también lo es.
Por otro lado, como la aplicacion X — ¢, es continua, dados A € A y € > 0 existe

un entorno U (\) < A tal que

oA — dulls < Ve U(N).

€
c
Combinando estas dos cosas, si € U (\):

sup |<fk, ¢A> - <fk> ¢u>| = sup |<fk, Ox — ¢u>|
keN keN
clox — duls

<
< e

Esto prueba que el conjunto K = {Co(fr) : k € N} es fuertemente equicon-
tinuo, es decir que para todo ¢, A > 0 existe U (\) € A tal que vale esta ultima
desigualdad. Como ademas K es relativamente compacto, por el Corolario A.4 de
[4] tenemos que K también lo es. Consideremos (Co(fy,))ren © D una subsucesion
convergente. Dado que ® es un marco continuo, f,,, = R(Co(fn,)) v ([, )ren resulta
ser una sucesién de Cauchy que converge a algin f € B. Como Ag es continuo,
Aa(fn,) — Aa(f).

Supongamos que existe otra subsucesion que converge a f’, por inyectividad de
Ag necesariamente se tiene que f/ = f. Podemos concluir que Ag' es continuo en
el rango de Ag.

[

La continuidad de .A;l no es suficiente para obtener la estabilidad en el sentido
de (1.2). De hecho, esta sélo va a ser posible en aquellos casos en los que B tenga
dimensién finita. La demostracién de este resultado se puede encontrar en [11,

Proposicién 1.4].
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Teorema 1.17. Si B es un espacio de Banach de dimensidn finita y ® = {¢px}rer €S
un marco que permite la recuperacion de fase (i.e.: Ag es inyectivo) entonces existe

ag > 0 que cumple la desigualdad (1.2).

Demostracion. B es un espacio de Banach sobre K de dimension finita d, por lo cual
es isomorfo a K¢. Para esto basta con tomar una base ordenada de B y mandarla
a la base canénica de K¢ . Ademads, sobre K¢ todas las normas son equivalentes.
Es por esto que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que B es K¢ con la
norma que proviene del producto interno canénico, i.e. < x,y >= Zle xy; v la
norma sobre B es |.|2. Por tltimo, como la desigualdad ad(f, g) < || Asf — Asgllp
permite sacar escalares afuera, podemos suponer que ||f|lz =1y ||lg|ls < 1.

Consideremos Hy el conjunto de las matrices Hermitianas de tamano d x d con
el producto interno de Hilbert-Schmidt (X,Y)ps = Traza(XY). Como estamos
considerando la restriccion a las matrices Hermitianas, no es necesario considerar la
adjunta de Y. Ademads, con este producto interno Hy resulta un espacio de Hilbert
real.

Definimos el operador lineal A2 : Hy; — [?(A) como

(1.4) AL (X) := (X, 920518 ) aen

donde hh* es el operador de rango uno definido por hh*(g) := (g, h)h Vg e K% Se
puede ver que A%(X) = ((X¢y, dr))ren. Observemos que si X es una matriz de
rango uno, X = ff* para alguna f € K¢y A2(X) = (|{f, oa)[*)rea por lo cual la
notaciéon A3 tiene sentido.

Se puede probar (ver Lema 1.18) que ® permite la recuperacién de fase si y sélo
si ker(A%) no contiene matrices de rango 1 6 2. Esto, junto con el hecho de que
el conjunto S = {X € Hy : ran(X) < 2 |X| = 1} es compacto (pues Hy es de
dimensién finita) implica que

min A (X)] = ¢ >0
donde |X| es la norma en el sentido de operadores. Sin embargo, para cualquier
norma sobre Hy sigue siendo cierto.

Dados f, g € KV consideramos el operador ff* — gg* de rango 1 6 2. Tenemos

entonces

SIS~ 0"

= SIS~ Aaag")P

5 SO = g, )P

AEA

Iff* = g9%I?

N
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Ademds, como |[f| =1y |lg] <1

2L o0 = Kg, o) = X (KF ol = Kg, oD (IKF, ol + g, o)1)

< I 801 = Ko o))’
< (4max |62 2) 3 (KF on)] = Ko on)])?

AEA

= (4max [6:%) | Aef ~ Asg]?

Usando nuevamente que |[f| = 1y [lg]] < 1 junto con el Lema 1.19 (ver més

adelante), tenemos que el autovalor con mayor valor absoluto de ff* — gg* es

%(fH2 — gI” + ((LF> + 191%)” = 4K S, DI?)?).

Como la norma de un operador es mayor o igual que su radio espectral, que en
este caso es el maximo de los valores valores absolutos de los autovalores, tenemos

que

1£5% = 991 = A1 = Igl? + (17 + 1glP)? ~ 4KKF, D))
> SR + IglP)? — 417, 93P
= SO+ Igl? = 2K S, DI + gl + 214 93D

1
> inf ||f —
5 inf If —cgl

donde en el wltimo paso usamos que (| 2+ |gll2=2[<f, g>])2 = ||f —cg|| con ¢ = é?"g]i‘

(si<f,9) =0, |fIP+]g]* = | f—cgl para todo [c] = 1) y que (|f|*+]lg*+2[<f. 9)]) =
1.

Juntando todo,

4
£.9) <2015 - 0% < (Smalonl ) 14af - Augl

Lema 1.18. [7, Lemma 9] As es inyectivo si y sélo si el nicleo de A3 no contiene

matrices de rango 1 ¢ 2.
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Demostracion.

<) Si Ag no es inyectivo, existen f y g € K% con f # cg para todo |c| = 1 tales
que As f = Apg. Entonces A%(ff*) = A%(gg*), por lo que ff* — gg* pertenece al
niicleo de A3. Pero ff* — gg* tiene rango 1 6 2, lo cual contradice la hipdtesis.

=) Supongamos primero que existe una matriz H de rango 1 en el nicleo de
A2. Entonces existe f € K% f # 0, tal que H = ff*y Aof = A3(ff*) = 0.
Como f # 0 resulta que Ag no es inyectiva, contradiciendo la hipdtesis. Si, en
cambio, existe una matriz H de rango 2 en el nicleo de A% | por el teorema de
diagonalizacién para operadores autoadjuntos (ver [13, Cap. 2, Teo 5.1]) existen
v1,v5 € K¢ ortonormales y a; = as distintos de cero tales que H = 10107 + agUav;.

Como H estd en el nticleo de A3 se tiene para todo A € A

(1.5) 0 ={H, ¢rd5rms = {a1v10} + aguavi, drdiyms = ar|{vr, df° + aal(va, o).

1/2 1/2

V1 y g = |as|"?vy. Por un lado, f # cg dado que vy y vy

son ortogonales. Por otro lado, nos gustaria ver que A¢ f = Agg. En efecto, si a; y

Consideremos f := |a|

as tienen el mismo signo, reescribiendo (1.5) tenemos [{f, ox>|> + (g, px>|* = 0. Esto
implica que |[(f, oa>* = |{g, dr)|> = 0 VA € A, con lo cual Ag no es inyectivo. Si, por
otro lado a1 = 0 = ag, ff* — gg* = ayv1v] + agvavy = H. Luego Asf = Asg. [

Lema 1.19. Si f y g € K%, los autovalores de ff* — gg* son 0 y

%(}“H2 — glI” £ ((1F> + 191%)” = 4K, DI?)?).

Demostracion. Obeservemos en primer lugar que Ran(ff* — gg*)< 2, pues es la
resta de dos operadores de rango 1. Ademas, f y g pertenecen a la imagen del
operador. Para ver esto basta con tomar h = g — (g, f>#, con lo cual resulta
que (ff* — gg*)h = ag para algin a € K. Del mismo modo se puede ver que f €
Im(ff* — gg*). Por lo tanto, la imagen del operador tendrd rango 2 en el caso en
que f y g sean linealmente independientes y rango 1 si no lo son.

Veamos cada uno de los casos por separado:

1. Si Ran(ff* — gg*) = 2, vamos a considerar la matriz del operador en la base
B ={f,9,h1,...,hq 2} donde {hy, ..., hq o} es una base del nicleo de f f*—gg*.
Tenemos que

[(ff* = 99") fls = KF. Of =9l = (If P, ={f. 9),0, ..., 0)

("= 99915 = 9. /) — 9. 99]5 = ({f, 9), —]g[* 0, ..., 0).
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Por lo tanto

If1? - <{fogy -+ 0
—(f,9 —lgl?
[ff*—99"]B = 0 0
0 6 0

y su polinomio caracteristico serd

(=) ((IFI* = 2)(=lg|* = 2) + KF, )
(=) 2@ + (=1 + g ) + KE ol = 1£1P19]?)-

p()

De aqui obtenemos que los autovalores seran x = 0 y las raices del polinomio
a? + (= f 17 + lgl*)z + Kf, o = [ f17l9]* que son

(12 = Il (=112 + 16l = 45007 — 17 Plal®) ) =
(17 = lgl* = CAFIP + 1912 = 41K aIDHY?)

N | =

N | —

como queriamos ver.

2. Si Ran(ff* — gg*) = 1, existe a # 0 tal que g = af. Considero nuevamente
la matriz del operador en la base B = {f, hi,..., h4—1} donde {hy,...,hq_1} es
una base del nicleo de ff* — gg*. En este caso,

[(£1*=99") 18 = [f, Of ={faf)afls = [IF1P(A=1al*) fls = IFIP(1—]af?)

por lo que la matriz del operador queda

P —1al®) 0 --- 0
0 0 --- 0

[ff* =99 =
0 0 --- 0

Veamos que esto coincide con el resultado que estamos buscando. En efecto,

reemplazando g por «.f obtenemos

%(||f|2—g||2i((||f2+gll2)2—4l<f, D7) = %(||f|2(1—la|2)i||f2(1—Ial2)),

que da 0 6 || f||*(1 — |@|?), como querfamos.
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]

Para ver que no es posible obtener estabilidad en espacios de Banach de di-
mensién infinita, debemos introducir una versiéon mas fuerte de la propiedad del

complemento.

Definicién 1.20. Decimos que la familia ® < B cumple la o-propiedad del comple-
mento fuerte (c-SCP por sus siglas en inglés) si existe o > 0 tal que para cualquier

subconjunto S € A o bien ®g o bien Pgc es un marco y ademds
maz{Aeg, Aoy} = 0.
Llamaremos o¢ al supremo de todas estas constantes.

Observacién 1.21. Sea S < A. Usando que ® es un marco y D es solido, la

constante superior de marco Bg también sirve para ®g. Fs decir
|Casllp = |Caxsllp < [|Callp < Ba.

Esto nos dice que para que ®g sea un marco es condicion necesaria y suficiente la

existencia de la constante inferior Ag, .

Teorema 1.22. (Condicion necesaria para la estabilidad [4]) Sea B un espacio de
Banach sobre K € {R,C} y ® < B' un marco de Banach continuo. Si existe cg > 0

entonces ® cumple la o-propiedad del complemento fuerte.

Demostracion. Supongamos que no vale la o-SCP.

Sea 0 > 0y sea S © A tal que o bien ni &5 ni $g. son marcos, o bien
maz{Ae,, Asg. } < 0.

Si ninguno de los dos es un marco sumado a la Observacién (1.21) deben existir

f.g€Bcon ||fls=1=|g|s tales que

(1.6) |Cos flp <o y 1Cage9

"D<O'.

Si max{Ag¢g, Ap,.} < o, queremos ver que también vale (1.6). Si no, tendriamos

que para toda f,ge B con ||f|zg=1=|9g|s

ICosflp =0 y ICosglp =0

pero entonces ambos subconjuntos forman marcos y sus constantes inferiores son

mayores o iguales a ¢ lo cual contradice nuestras hipotesis.
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En conclusién, si no vale la 0-SCP para cada ¢ > 0 existe S € Ay f,g e B de
norma uno tales que vale (1.6).

Sean r := f+gey:= f— g, entonces

lsx — Asy|p < [|([Kz; a0l — Ky, &) Dresllo + [z, o] = [<ys da)[)aese o
< [Cos(z + y)llp + [Cose(z = y)|p
= 2[Coy fllp + 2[Cogegllp
< 4o

donde usamos que D es sélido junto con la desigualdad triangular inversa.

Por definicion de ag tenemos que
(1.7) agd(z,y) < |Asx — Asyllp < 40

Llegado este momento, debemos separar en dos casos.
SiK =R, d(z,y) = min{[z + ys, |+ — yls} = 2min{][f]s, |g]s} = 2y por lo

tanto

ap < 20

lo cual es un absurdo dado que o era arbitrario y agp > 0.

Si K = C aunque es un poco méas complicado, es cierto también que d(z,y)
se encuentra lejos de cero cuando o es arbitrariamente pequeno. Veamos primero
algunas observaciones.

Por un lado para cualquier subconjunto A’ € A, |Cs,,|p = |Cs.xn'||p < |Collp.

Ademas, como ® es un marco

< |Caflp < [Casflo + |Cos f

flo <o+ |Coy f

|

por lo cual Ap —o < ||Cy,. f|p. Razonando de la misma forma, Ag — o < |Cog9|p-

Queremos encontrar una cota inferior para |z — ty| con |t| = 1. Como ® es un

marco
Bg|x —ty|s = HC@(iU —ty)|p
1
> §HC<I>S (x —ty)|p + §HC<I’SC (z —ty)|p

= 1Ca (=17 + (L4 Dg)llo + 5 |Cae (1 =117 + (14 D)o



26 1.2. Estabilidad

Usando desigualdad triangular inversa y las cotas obtenidas anteriormente,

1+t 1—t
Bale — tyls > i 1,010~ 2 a1l
11— ¢ 114 ¢
6 flo~ 2 gl
1+t +1-1
>| |2| |(A<p—20')>0

si tomamos o < AT‘P.
Como [1+¢t|+|1—t|=|(1+1t)+ (1 —1t)| =2, tenemos que V¢t € C con [t| =1
Bsg|x — ty|s = As — 20,
pero entonces
dlay) = it o= tyls > 2222

Reemplazando en (1.7) y despejando,

40'Bq>

ap < ————
\A¢—20'

que nuevamente es un absurdo dado que ag > 0 y o es arbitrariamente pequeno.
O

En el caso real, del mismo modo que la propiedad del complemento era condicién
suficiente para la inyectividad, resulta que la o- SCP es condicion suficiente para la
estabilidad de Ag.

Lema 1.23. Sea B un espacio de Banach sobre R y ® € B’ un marco continuo. Si

existe o > 0 entonces existe la constante inferior de (1.2), agp > 0.

Demostracion. Razonemos por el absurdo. Si no existe tal ag, entonces para todo

a > 0 existen [y g € B tales que ad(f,g) > || Asg — Asg|p-
Sea S :={Ae A:sg({f,or)) = —59({g, o))}, u:= f+ gy v:= f —g. Entonces

| Asgullp = [(IKf; éa) + {9, @) aes|p
= [(IKfs a0l = Kg, @) resllp
< |(IKF, o0l = g, @)D realp
= || As f — Aaglp
< ad(f,g) = amin{|f + gz, I f — g]s}

< afuls.
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Razonando de la misma forma con A\S y v, obtenemos que
0<o0p < max{A%,A@A\S} < a.

Como «a es arbitrario y 0 > 0, esto es un absurdo que proviene de suponer que

no existe ag > 0.
O

Estos resultados implican que la o-propiedad del complemento fuerte es necesaria
para la estabilidad que estamos buscando. Mas atn, es suficiente si K = R. En
particular, en dimension finita siempre se satisface. Sin embargo, en dimension
infinita ningdn marco continuo va a cumplirla y por lo tanto, nunca es estable la
recuperacion de fase en estos casos. Para ver esto primero probaremos un resultado
de [4] que dice que si el conjunto de indices es compacto, no existen marcos de

Banach continuos en dimensién infinita.

Teorema 1.24. Supongamos que B es un espacio de Banach de dimension infinita
y A un conjunto de indices compacto. Si ® := {¢) : A€ A} € B es una familia de

operadores y la aplicacion A — ¢, es continua entonces Ye > 0 existe f € B tal que

ICaflp <€l fls-

Es decir, no satisface la desigualdad inferior para ser un marco.

Demostracion. Sea e > 0. Como la aplicacion \ — ¢, es continua, para cada A € A

existe un entorno abierto U, tal que

|63 = duls < Ve Un.

€
Ixallp

Como A es compacto, el cubrimiento (U, ), de A admite un subcubrimiento finito
{Uy,,...,Uxy}. Considero el conjunto de abiertos disjuntos dado por U; := U,,,
Uy := UAk\U?;ll U; para k =2, ...N.

Por desigualdad triangular tenemos

[Fs ol < IS, da 0l + Kf, da — éa,)]

Para todo j = 1,..., N. Multiplicando por la caracteristica de U, y sumando sobre
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J obtenemos:

N

(As ) Z<f elxu, (V)

7j=1

elflo
Ixallp

Como D es solido, para toda f € B\{0} se tiene:

[y oa0Ixo; () +

Z <5 a0 Ixw, (A +Z|<f,¢,\ D) Ixu; (A)
Z T XA(A).

N
ICafll = [Aaf] < X IKF: oallxus o + €l £l
j=1
Como B tiene dimension infinita, debe existir una f. € B no nula tal que
{fe;dx;) = 0 para todo j = 1,..., N y por lo tanto ||Cq fe| < €| f]|. O

Teorema 1.25. Si B es un espacio de Banach de dimension infinita sobre R ¢ C
y ® < B es un marco de Banach continuo, entonces ® no cumple la propiedad del

complemento fuerte.

Demostracion. Queremos ver que para todo € > 0 existe un subconjunto S € Ay
dos elementos f, g € B tales que |Cog flp < €| flls v [|Ca, s9lp < €lg]s-

Sea f € B cualquiera, con ||f|z = 1. Como los elementos de soporte compacto
son densos en D, puedo tomar una sucesién de compactos encastrados crecientes de

modo que | J, . K = A tales que

neN
||C¢’f - C(I)fXKnHD —n—w 0

Considero N suficientemente grande de modo que |[Cof — Cofxrylp < € .
Tomando S = A\K, obtenemos |Co, f|p < €| f|5. Nos resta mirar el complemento
de S que resulta ser el compacto Ky por lo que el teorema anterior nos asegura que
existe g € B tal que ||Cy, ,9|p < €|g]5. O

Corolario 1.26. Sea B un espacio de Banach de dimension infinita y ® < B’
un marco de Banach continuo. Entonces ® no permite recuperar la fase de forma
estable. Es decir, para todo € > 0 existen f, g € B tales que | Asf — Asg|p < € pero

d(f,g) =1



Capitulo 2

Recuperaciéon de fase a través de

la transformada de Fourier

Durante este capitulo nos dedicaremos a estudiar la recuperacion de fase para medi-
ciones de Fourier en CV y en L*(RY). El objetivo principal serd caracterizar las
ambigiiedades que puedan aparecer. En el caso de dimension finita, la inyectividad

nos asegura también la estabilidad a través del Teorema 1.17.

2.1 Recuperacién de fase en espacios de dimension
finita

En lo que sigue abordaremos el problema de recuperar una senal a partir de su
transformada de Fourier sin fase. Para ello vamos a considerar senales discretas
multilineales. Es decir, dado n = (n1, ...,ng) € N? una senal discreta es una funcién

a valores complejos definida en
Jn:=10,....,n1 — 1} x ... x {0, ...,ng — 1}.

La transformada discreta de Fourier (DET por sus siglas en inglés) de una senal

x = (z;)jes, la definimos como

T(w) = Z e 2mie/n weR?,

Jj€Jn

donde j.w es el producto interno usual en R? y w/n = (wy/ny, ..., wq/ng).

El objetivo entonces serd recuperar x € C’* conociendo |Z|.

29
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Observacién 2.1. Para x € C/, ||? resulta ser un polinomio trigonométrico por
lo cual estd determinado por sus valores en algin subconjunto finito Q < R?. Por
ejemplo si d = 1 sabemos que un polinomio trigonométrico de grado N tiene a lo
sumo 2N raices en cualquier intervalo de longitud 2mw. FEl problema de recuperar x
a través de |2(w)| para todo w € RY es equivalente a hacerlo a través de |&(w)| para
todo w € Q2.

Antes de caracterizar las ambigiliedades, necesitamos definir la reflexion y traslacion

de una sefial € C’». Definimos el operador de reflexién R en C’» como
(Rzx); =x_; (méd n) Vije J,

y el operador de traslacién T, con T € Z% como
(Ix); = xj—, (mdd n) VijeJ,

donde el médulo debe tomarse coordenada a coordenada. Por tltimo, para z € C?

: d J; -1 ._ (,—1 -1 jo._ 1 Jd
y j€Z* diremos z 7' 1= (27, ...,z )y 27 =22

Proposicién 2.2. Sea x € C’*. Las siguientes elecciones de y nos dan las mismas

magnitudes para la transformada de Fourier, i.e. |Z| = |]:
i. y =cx con |c| =1,
ii. y = T,x con 7€ Z%,
iii. y = Ru.
Demostracion.
i. Siy =cx con|c| =1,

(Gl = | D ex;e™®™ | = |e||i(w)| = |#(w)].

J€JIn
ii. Siy=T.x,

|g(w)| _ | Z l‘j77672m]"w/n| _ |6727ri7-.w/n|| Z xj7T€727ri(j77-).w/n| _ |:%(w)|

VD j€JIn
iii. Siy= Rz,

|1&(w)| = | Z x—_je—Qwij-w/n| _ |Z x_jegﬂij.w/n|

jEJn jEJn

=13 e = | 3 e | = [(w))

J€JIn J€Jn
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]

A este tipo de ambigiiedades, asi como a composiciones de ellas, las llamaremos
ambigiiedades triviales. Para mayor comodidad, las identificaremos en C’» bajo la

relacion de equivalencia

r~y < y=cl.Rx donde 7eZ%y |c|=1.
En lo que resta de esta seccién intentaremos caracterizar las ambigiiedades no

triviales y para ello necesitaremos definir y estudiar la transformada 7.

Definicién 2.3. Sea x € C'*. Definimos la transformada Z de x como

X(z):=Z(x)(z) := Z x;2 vz e CY.

jEJn

La unicidad de la recuperacion de fase en este caso estara estrechamente rela-

cionada con la factorizacién de su Z-transformada en C¢.

En lo que sigue p(z) = >, ¢;2? denotard un polinomio en C?. Definimos el grado

de p como el grado en cada variable, es decir deg(p) € N¢ y
deg(p)r = max{jy : c; # 0} para k=1,...,d.

Diremos que p es reducible si existen polinomios no constantes q y r tales que p = q.r,
en caso contrario p se dice irreducible. Mas adelante necesitaremos considerar la
aplicacién z — p(z~!) que no tiene por qué ser un polinomio. Sin embargo, podemos
quitarle sus singularidades multiplicando por un monomio apropiado. Consideramos

entonces
(2.1) p*(2) = p(z~1).z0e9)

que es nuevamente un polinomio. Por tltimo, definimos v(p) € N& como el mayor
exponente, tomado coordenada a coordenada, para el cual z/® divide a p. Esto nos

permite descomponer p de manera unica como

(2.2) p(z) = z”(p)po(z).

Lema 2.4. Sea p un polinomio no nulo y consideramos p* y py como en (2.1) y

(2.2) respectivamente. Entonces

1. v(p*) =0
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2. po es irreducible si y solo si p* lo es.

Demostracion.

1. Sea p(z) = Zj c;2? y supongamos que existe v € N, v # 0, tal que z” es un

divisor de p*. Esto quiere decir que

p* (Z).Zil/ _ m deg(p Z 7]+deg(p
J

es un polinomio. Sea i tal que v; > 1, por definicion de grado existe un
subindice k € J, tal que ¢, # 0y k; = deg(p);. Pero entonces p*(z).z7"
contiene al sumando ¢z ¥t49(P) = que tiene exponente negativo en la i—ésima

coordenada. Esto contradice el hecho de que z” sea un divisor de p*.

2. Supongamos que pg es reducible. Es decir que existen p; y ps polinomios
no constantes tales que pg = pips. Para i = 1,2 consideramos pf(z) :=

pi(Z~ )Zdeg i) Resulta entonces

p*(z) = 209Wp(z 1) = 219Dy (271 py(27T) = pi(2)p5(2)
dado que deg(p) = v(p) + deg(p1) + deg(p2). Como v(p) es maximal, ninguno
de los dos factores puede ser constante. Por lo tanto p* es reducible.

Supongamos ahora que puedo descomponer p* = pj.p; donde pj y pj5 son

polinomios no constantes. Con los mismos argumentos que en el paso anterior

po(z) = 0@ =) pr(z=Ty pr(z 1),

Ademis deg(p}) + deg(p3) = deg(p*) < deg(p) — v(p), pues en otro caso el

término de la derecha no resultaria un polinomio. Por otro lado, los factores
2dea i) pr(z=T) i=1,2

son polinomios no constantes. Si lo fueran, podriamos hallar un monomio que
divida a p* pero esto contradice el hecho de que v(p*) = 0. Por lo tanto, pg

resulta reducible.

Con todo esto, tenemos la siguiente caracterizacion:
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Teorema 2.5. Sean x,y € C’» y X eY sus respectivas transformadas Z. Entonces
|z| = |g| si y sdlo si existe una factorizacion Y = Y1.Y,, una constante vy de mddulo

1 y71eZ tales que
X(2) = = Vi %E D).

Demostracion. Supongamos primero que || = [g]. Por definicién X (z) = 3 .., x;2/

y usando la notacién e 27w/n = (e=2miwr/m e =2miwa/ma) para w € R se tiene que
X (e 7y = 2(w).
Elevando el médulo de la transformada de Fourier al cuadrado,
3(0) P = X{e 27l X T = X (e 2 X (e T )

dado que |e~2™*i/"| = 1 para todo j y el conjugado y el inverso se toman coorde-
nada a coordenada. Como esta identidad vale sobre todo S y ademés |z| = |g],

extendiendo analiticamente tenemos que

(2.3) X)XEH=Y(>)YE Yz e CN\{0}.

Consideremos la factorizacion de X e Y en polinomios irreducibles:

z) = 2/ le-(z) e Y(z) = 2/Y) n q(2).

Multiplicando ambos lados de (2.3) por 2" y reemplazando sus respectivas factor-

izaciones obtenemos la siguiente igualdad

L L M M
Zn—ZiL=1 deg(pi) sz(z) n Zdeg(pi)pi(gfl) — Z”—Zfil deg(q;) n i(2) n ZdEQ(Qi)q (Zfl)
i=1 i=1 i=1

i=1

Como p; es irreducible tenemos que p} = 29°9(P)p;(z~1) también lo es y ademds

v(p¥) = 0. Razonando de la misma forma obtenemos los mismos resultados para g;

Y 4 -
Por unicidad de la factorizacién debe ser L = M y

M
(24) H 1_[ deig(pz —1 _ 1_[ 1_[ Zdeg ql —1

Sea I el subconjunto maximal de {1, ..., L} tal que [ [, p; divide a I_L-L=1 g;- Reor-

denando los indices podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que [ [,, p; divide
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a [[,<; @ para cierto I < L. Como ambos son producto de polinomios irreducibles

con la misma cantidad de factores, existe a € C no nula tal que
sz‘ =a H 4q;
i<l i<l

Yy en consecuencia

| [pi=a] [a

i<l i<l
Reemplazando en la expresién (2.4) y cancelando, obtenemos
Hpinp;‘k = bH%HCJ:
1> 1> 1> >
para alguna constante b # 0. Por la maximalidad de I necesariamente []._,p;

divide a | [,-, ¢ v | L,~, pf divide a [ [, ¢;- Entonces existe ¢ # 0 tal que | [, pf =

¢ Hi>l ;-

Con todo esto obtenemos que

X(2) =2 w2 | [ pitz) = 29 (a]_[ qi(2)> (C]_[ ¢ (2)> :

i<l >0 i<l >0
Evaluando en z = 1 tenemos que
(X)) = lael | [laMI] [lar I = lacl | [la)I] [la)] = lac|- [y (1)]
i<l 1> i<l 1>
y por lo tanto |ac| = 1.

Tomando Yi(2) = [[,_; ¢i(2), Ya(2) == [[,o,¢i(2) , v == acy 7 = v(X) € 7.2
podemos concluir que

X(2) = 1= V(TG D).
Si por otro lado, asumimos que tenemos la factorizacién del enunciado y
evaluamos en w € R? obtenemos
()P = X (e 2 X (e
— }/'1(6*27”"”/71)}/1(6727riw/n)}/2(6*27"1'0-’/”)}/2(6727%0.:/71) — |Z)(UJ)|2

]

Un corolario inmediato de este teorema es que si X es irreducible entonces & solo

puede tener ambigiiedades triviales.

Corolario 2.6. Sean z e y e C/. Si |2] = |§| y ademds X es irreducible entonces

la ambigiiedad es trivial, es decir y = ¢TI, Rz para T € Z% y |c| = 1.



2.1. Recuperacion de fase en espacios de dimension finita 35

Demostracion. Como |Z| = || por el Teorema 2.5 existen 7 € Z¢ y |y| = 1 tales que
X(2) = V()2 ).

Como X es irreducible, debe ser Y; constante y 7 = deg(Ys) por lo que nos queda
X(z) = 720Dz ).

Por el Lema 2.4 Y, es irreducible y por lo tanto Y lo es. Si escribimos

Y(2) = X jccom ¥5#° tenemos

X(z) = 2 0e9(Y2) Z T = Z 'yy_jzdeg(YQ)_j.
jeCIn jeCIn
Si cambiamos de indices médulo n, resulta que = = (VY eq(v)—; ) jecsn = VF(Tdeg(y2)y).
]

El Teorema 2.5 también nos permite obtener una cota superior para la cantidad

de posibles ambigiiedades no triviales de x € C’», niimero al que llamaremos
N(x) = #{y € C™/|g| = |2[}.

Corolario 2.7. Sea x € C'» y X su transformada Z. Entonces N'(x) <2171 donde

L es la cantidad de factores no triviales de X.

Demostracion. Supongamos que X se factoriza como
X=X...X,.

Para contar la cantidad de ambigiiedades no triviales debemos contar todas las
posibles maneras de escribir Y = Y] - Y5 donde Y; estan formados por factores
disjuntos de X. Esto nos da 2% posibilidades distintas. Sin embargo, considerar
Vi=]1ljcq..yXieYa =]l ppsX; o viceversa nos da el mismo polinomio Y.

Por lo tanto, tendremos a lo sumo 2-~1 ambigiiedades no triviales. O]

En el caso en que d = 1 la transformada Z de una senal x es un polinomio de
una variable de grado k£ < n. Por el teorema fundamental del dlgebra, X tiene k
raices y se puede expesar como el producto de k factores lineales. La situacién en

dimensiones mayores es abismalmente distinta.

Teorema 2.8. Sea C|z1,...,24|<k el conjunto de los polinomios en d > 1 variables
de grado a lo sumo k, donde aqui el grado de un polinomio estd dado por la suma
de los grados en cada variable. El conjunto de los polinomios reducibles dentro de

Clzy, ..., xa]<k tiene medida cero.
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Demostracion. Sea S := {P € C|z1,...,x4]<k : P es reducible} y consideremos la

aplicacion bilineal
(I)a . C[:L‘l, ---7$d]<a X C[.ﬁbl, ceey xd]gkfa — (C[:L‘l, vy xd]gk

(Q,R) —» Q.R.
Podemos escribir S = UZ;% Im(®,) y por lo tanto, basta ver que Im(®,) mide 0 para

todo a. Para ello vamos a usar un argumento de dimensién. Por un lado tenemos

que

dzm([m(@a)) < dzm(C[azl, ceey xd]ga X C[Jfl, '--xd]skfa)
dim(Clxy, ..., xal<a) + dim(Clz1, ..., Tq] <k—a)

y nos gustaria ver que esto es menor estricto que la dimensién de C[z, ..., z4]<x. En
efecto, dim((Clzy, ..., za]<x)=dim((Cg[zo, 21, ..., z4]x) donde Cy |z, 21, ..., Ta]x €s €l
conjunto de polinomios homogéneos en d + 1 variables de grado k. La dimension
de estos espacios es mas sencilla de calcular dado que debemos contar todos los

posibles monomios de grado k& que podemos armar don d + 1 variables y eso es el

dJlgk) )

Con todo esto,

s« () (41,7) < (1) (4227 (1)

Por lo tanto dim(Im(®,))<dim(C[z1, ..., z4]<x) v asi, la medida de Im(®,) es 0. [

combinatorio (

Corolario 2.9. Si d > 1, para todo n € N¢ fijo el conjunto {x € C'» : N'(z) > 1}
tiene medida 0.

Sid =1, para todo n € N fijo el conjunto {x € C" : N'(z) < 2"'} tiene medida
0.

Demostracion. Sid > 1y n e N? fijo, el conjunto
{reC™ : N(z) > 1} € {r € C’" : Xes reducible}

que mide cero por el Teorema 2.8.

Si, por otro lado, d = 1 y n € N esta fijo podemos escribir
{zeC":N(x) <2 ={reC": 2, =0}u{r e C": X(2) tiene raices miiltiples}

ya que de otro modo la transformada Z de z seria un polinomio de grado n con n

factores lineales distintos que nos darfan 2" ! posibles factorizaciones distintas. El
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conjunto {x, = 0} tiene medida de Lebesgue cero por ser un subespacio de dimensién

n — 1. Por otro lado, dados p,q € C[x] definimos la resultante entre p y ¢ como
reswa) =[] [] (e
z:p(z)=0y:q(y)=0

Con esta definicién, podemos reescribir el conjunto de polinomios con raices multiples

como
{z € C": Res(X, X') = 0}.
Este conjunto tiene medida de Lebesgue cero por ser un cerrado de la topologia

Zariski, i.e., es una ecuacién polinomial igualada a cero. Por lo tanto,

{z e C": N(z) < 2"} tiene medida de Lebesgue cero, como querfamos ver. O

2.2 Recuperacion de fase en espacios de dimension
infinita

El objetivo de esta seccion es caracterizar, de forma analoga al caso de dimension
finita, todas las posibles ambigiiedades que pueden aparecer al intentar recuperar la
fase de una funcién f € L?*(R?) de soporte compacto, conociendo el médulo de su

transformada de Fourier.

Definicién 2.10. Sea f € L'(R?). La transformada de Foum'erf de [ la definimos

como

FF&) = f(&) := Rdf(x)e*?ﬂé-xdx Ve e R,

Para f € L*(RY) la extendemos por continuidad, usando la densidad de L' n L? en
L2

Comenzaremos por identificar las ambigiiedades triviales. Del mismo modo que
en el capitulo anterior, definimos el operador de traslaciéon como T, f(z) = f(z — 7)

para 7 € R? y el operador de reflexién R como Rf(z) = f(—z).

Proposicién 2.11. Sea f € L?*(RY). Las siguientes elecciones de g € L*(R?) nos

dan las mismas magnitudes en sus transformadas de Fourier, i.e., |§| = | f]:
1. g = cf para |c| =1,
2. g="T,f para 7€ RY,

3. g=Rf.



38 2.2. Recuperacion de fase en espacios de dimension infinita

La demostracién es andloga al caso de dimensién finita. Nuevamente, estas
ambigiiedades las consideraremos ambigiiedades triviales.

Es estandar considerar funciones de soporte compacto. En el contexto de las
aplicaciones a procesamiento de imagenes esto sélo requiere que el objeto de estudio
sea de extension finita. La gran ventaja de esta suposiciéon es que la transformada
de Fourier de funciones de soporte compacto se extiende de manera analitica a todo
C? y, por lo tanto, se puede utilizar toda la teoria del andlisis complejo y de las
funciones enteras en particular. Por el teorema de Paley-Wiener [28] para funciones
de una variable el reciproco es cierto también, i.e., la restriccién de ciertas funciones
enteras al eje real resulta ser la transformada de Fourier de alguna funcién de L2
de soporte compacto. La extensién de este resultado a mas dimensiones se debe a
Plancherel y Pélya [31].

Teorema 2.12. (Paley-Wiener). Sea f € L*(RY) una funcién de soporte compacto.

Entonces su transformada de Fourier-Laplace dada por
F(z) := ) flx)e ™= dy Vze CY
R
es una funcion entera de tipo exponencial, i.e., existen A,B > 0 tal que
|F(2)| < AePl vz e C

Reciprocamente, supongamos que F': C* — C es una funcion entera de tipo exponen-
cial y su restriccion al plano real R estd en L*(RY). Entonces F es la transformada

de Fourier-Laplace de una funcion de soporte compacto f € L?(R%).

Observacion 2.13. El Teorema 2.12 se puede extender a distribuciones de soporte
compacto. Este resultado es conocido bajo el nombre de Teorema de Paley-Wiener-
Schwartz. Ver [19, Capitulo 7] para mas detalles.

Definicién 2.14. Sea F' una funcion entera de una o varias variables. Diremos que
F' es reducible si existen funciones G, H # 0 no nunca nulas tales que F = G.H.

En otro caso, F se dice reducible.

La descomposicion de una funcién entera de tipo exponencial en factores irre-
ducibles es unica salvo factores no nulos. Para funciones en una variable esto se debe
al Teorema de factorizacién de Weierstrass [23], y para funciones de varias variables
se debe a Osgood [27]. Probaremos entonces un resultado similar al del caso discreto

(Teorema 2.5).
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Teorema 2.15. Sean f,g € L*(R?) funciones de soporte compacto y sean F y G
sus transformadas de Fourier-Laplace respectivamente. Entonces |f| = |g| si y sélo

si existe una factorizacion G = Gy - Gy y una funcion entera @@ donde Q|ra € R, tal

que
F(z) = 9% . Gy (2) - Go(3).
Demostracion.
—) Supongamos que |f| = |g|. De forma ansloga al caso de dimensién finita,

tenemos que |f(w)|? = F(w)F(w) = F(w)F(w) para todo w € R% Extendiendo
analiticamente a todo C? obtenemos que

(2.5) F(:)F() = G(2)GE) Vz e C.

Como F y G son enteras de tipo exponencial, existen {p;(z)}jen v {¢;(2)}jen fun-

ciones enteras irreducibles tales que
F(z) =] [pi(2) y G(z) =] a2
jeN jeN
Reemplazando en la igualdad (2.5) nos queda
[1pi2) -] 1p® =[]0 ]]a®.
jeN jeN jeN JeN
Sea J € N un conjunto maximal tal que | [;.;p; divide a | [,y ¢;. Por unicidad de

la factorizacién, existe J' € N y una funcién entera h(z) nunca nula tal que
[ [pi(2) = n2) [ [ as(2).
jedJ jeJ’

Mas aun, evaluando la igualdad anterior en Z y conjugandola, resulta que J también

es maximal para p;(Z) y por lo tanto

[1p:®=0G)]]43-

jeJ jeJ’

Reemplazando y cancelando nos queda

W) [ [ 0s(200,3) = [ | 4(2)a;(2)-

jeJe jeJe

Como J es maximal, necesariamente [ [ ;. p;j(2) divide a [ [, . ¢;(Z) por lo que

existe g entera y nunca nula tal que

[1pi(2) =9(2) [ | ;).

jeJe jeJre
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Asi

F(z) =] [pi(x) =] [wi(2) ] [ i)

jeN JjeJ jeJe
=) [[4(2)9) [ 43
JeJ’ jeJ'e
— —
=G1(?) =Ga(z)

Como h y g son nunca nulas, existe @ entera tal que h(z) - g(z) = €9 y asi
F(z2) = e9¥G(2)Gs(Z).
Falta ver que Q(w) € R para todo w € R?%. Sea entonces w € R%, tenemos
|[F(w)] = e 99G1(w)[|Ga(w)] = [¢9¢)]|G(omega)|.

Se sigue que |e’?®)| = 1 para todo w € R? y por lo tanto Q(w) € R? para todo w € RY.

<) Si existe tal factorizacién, evaluando en w € R? obtenemos

[f@)] = [F(@)] = [ |G1(w)l|G2(w)] = |G(w)] = 1g(w)].

=1

Usando el teorema de Paley-Wiener junto con el teorema anterior podemos

caracterizar todas las posibles ambigiiedades de una f dada.

Corolario 2.16. Sea f € L*(RY) de soporte compacto y F su transformada de
Fourier-Laplace. Supongamos ademds que F = Fy - Fy tal que G(z) := Fi(2) - F5(%)
es entera de tipo exponencial. Entonces para toda constante v con |y| =1y 1€ R4
la funcion

g:=7 T:F (Glga)

es ambigua con respecto a f, i.e., |f| = 9.

Para funciones de una variable el problema de la unicidad fue estudiado en
los afios 50 por Akutowicz ([2],[3]) y unos anos mas tarde, independientemente,
por Walther [35] y Hofstetter [18]. Sus resultados indican que todas las soluciones
ambiguas de la recuperacion de fase se obtienen conjugando un subconjunto de los
ceros de la transformada de Fourier-Laplace.

Teorema 2.17. (Walther [20]) Sean f,g € L*(R) funciones de soporte compacto y

sean F' y G sus respectivas transformadas de Fourier-Laplace. Sea m la multiplicidad



2.2. Recuperacion de fase en espacios de dimension infinita 41

del origen como raiz de F' y Z(F) el conjunto de ceros restantes de F', donde cada

uno aparece con su respectiva multiplicidad. Entonces |f| = |g| si y sdlo si existen
a,beR y E < Z(F) tal que

G(z) = €'t +b)-él;lﬂm-F(z).

La demostracion de este resultado esta basada en el teorema de factorizacion de
Hadamard (ver, por ejemplo, [1]), que para funciones enteras de tipo exponencial se

puede enunciar del siguiente modo:

Teorema 2.18. Sea F una funcion entera de tipo exponencial con un cero de orden

m en el origen. Entonces existen a,b € C tales que

F(z) = et T (1__) :

§eZ(F)

Demostracion del Teorema 2.17. Supongamos primero que |f| = |§|. Por el
Teorema 2.15 sabemos que F(z) = ¢’®*)Gy(z) - G5(Z) v, por lo tanto

(e Z(F)= ¢ 6 e Z(G).

Sea E := {¢ € Z(F): £e Z(G)}. Por otro lado, la multiplicidad del origen como
raiz de ambas funciones debe ser la misma, por lo cual podemos suponer sin pérdida
de generalidad que m = 0. De la misma forma que en el Teorema 2.15, tenemos que

(2.6) F(2)-F(Z) = G(2)-GZ) Vz e C.

Por otro lado, el teorema de factorizacién de Hadamard nos asegura que existen
A,B,C,D e C tales que

FZ Az+B H (1__) z/€ y

EeZ(F

G(z) = e“*tP H (1 — i) /¢ n (1 — E) e/,
eE 5 EeZ(G\F £

Para mayor simplicidad, notaremos E(z,§) := (1 — f) e*/¢. Reemplazando esta

factorizacién en (2.6) obtenemos la siguiente identidad

e2(Re(A)z+Re(B)) 1_[ E(Z,f) . E(Z,E) _ 62(Re(C)z+Re(D)) 1_[ E(Z,ﬁ) -E(Z,E)

§eZ(F) ceZ(F)
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donde utilizamos que E(Z,€) = E(z,€). De aqui se sigue inmediatamente que
2(Re(A)z+Re(B)) _ ,2(Re(C)z+Re(D)) VzeCl
por lo cual Re(A) = Re(C) y Re(B) = Re(D). Existen entonces a,b € R tales que
C=A+ia y D = B +1b.

Juntando todo esto, podemos escribir a G como

G(Z) _ ei(aerb) . 6AerB H (1 _ i) ez/E H (1 _ E) 62/5
: LT

eE eZ(G)

(1 — ﬁ) 62/5
_ ei(az—i-b) . H ; F(Z)
3

) ez/ﬁ

Reciprocamente, supongamos que G(z) = ei(e#+h) . H&E 12— - F(z) para
~E

ciertos a,b e Ry F < Z(F). Dado w € R, queremos ver que |G(w)| = |F(w)|. Para

ello observemos primero que si w € R, |E(w, £)| = |E(w, €)|. Entonces
- |B(w,©)]
|G(w)] = [e" ] | F ()] = [Fw)].
56 o)



Capitulo 3

Recuperaciéon de fase a partir de

marcos de Gabor

Durante este capitulo intentaremos decidir bajo qué condiciones una sefial € CV
que pertenece a una familia C € CV puede ser recuperada a partir de algin con-
junto de mediciones de Gabor. Del mismo modo que en los capitulos anteriores, las
mediciones son invariantes por multiplicacién por constantes de modulo 1, por lo
cual la igualdad médulo 1 sigue siendo una ambigiiedad trivial. Los resultados de
este capitulo estan basados en el trabajo de Irena Bojarovska y Axel Flinth en [8].

De aqui en adelante vamos a trabajar con sefales finitas z € CV. Para mayor
comodidad, consideraremos a las senales extendidas de forma periddica, i.e., z; 6
x(j) con j € Z serd siempre interpretado médulo N. Es por ello que consideraremos
el dominio {0, ..., N — 1} y escribiremos j € Zy. Consideraremos el producto interno
usual de de CV y ademds, el producto interno de Hilbert-Schmidt para matrices de
N x N definido como

(A, Byps :=tr(AB*) = ) (Ae;, Bey),
1ELN
donde {e;}iez, es la base candnica de CN. Recordemos que la definicién de este
producto interno no depende de la base elegida. Como vimos en el Capitulo 2,
la transformada de Fourier discreta mapea senales finitas en senales finitas. Esta

definida como

N—1
(j) = Z Tpw ™™ Vje€Zn
n=0
y su inversa esta dada por
| N
5i) =+ nzo L™ Vj e Zy



44

donde w = €2™/N . Con esta normalizacién de la inversa, el teorema de Plancharel

queda como
(&,9) = N(z,y).

Definimos ademés los operadores de modulacién y traslacién (circulares) como
— e sl
(Tyx); = g y (Miz); == wx;.

Como transformando Fourier las modulaciones en el tiempo se corresponden con
traslaciones en frecuencia, llamaremos operadores de traslacion tiempo-frecuencia a
T\ = Ty = MTy para X\ = (k,1) € Z3. Un sistema de Gabor es la coleccién de

todas las posibles traslaciones y modulaciones de un vector generador fijo g € CV,

(7T/\9),\ez§v-

En el caso en el que el sistema es completo diremos que es un marco de Gabor. Es
bien sabido que si g # 0 el sistema generado por todas las traslaciones y modula-
ciones resulta ser un marco. Para mas detalles se puede ver el trabajo de Pfander
en [30].

Para mayor simplicidad, notaremos gy := m,g. Los operadores 7y, A € Z%, son
unitarios y forman una base de CNV* [30], mds atin

(3.1) (mx, Tuyms = Noy -

Vamos a necesitar las siguientes relaciones de conmutatividad entre modulaciones y

traslaciones.
Lema 3.1. Sean A\ = (k,l) y u = (p,q) € Z%. Entonces

1. MlTk = w”“Tle

—k-q+p~l

2. TAT, =W TN

Demostracion.

1. Para cada z € CV vale que

M Ty = (W (Tyz););
= (Wmj_)j
)

= W T M,z

:(w
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2. Sea x € CV. Por un lado tenemos que

mumaa = 1 (W' j-1);)
- (quw(j’pﬂmj,k,p)j
= (W )

Invirtiendo los roles de A y p obtenemos

wjlﬂqfkqxj

T, = ( o)

Multiplicando y dividiendo por w” en esta tltima expresién nos queda

TNy = (Wﬂﬂq_kﬁpl_plxjfpfk)j

_ . —kqtply, jl+ig—pl
= katp (wJ Jq pxj_p_k)j

,k.q+p.l

=W T Tx-

]

En lo que sigue trateremos el problema de recuperacion de fase de senales arbi-
trarias a partir de todas las medidas, es decir, C = CN, A = Z% y & = {g,\}Aez?V
para algtin generador ¢ € CV. Con el objetivo de caracterizar los marcos de
Gabor que permiten la recuperacién de fase, i.e., aquellos g € CV tales que el
operador Aex = (|{x, gr)|)rea €s inyectivo, consideraremos nuevamente el operador
A% definido en (1.4) junto con el Lema 1.18 que relaciona la inyectividad de Ag con
las matrices del ntcleo de A2%. Recordemos que dado un conjunto de mediciones

d = {¢;}, = CV y He CV*N este operador estd definido como
AL (H) = ((H, $i¢} )rs)ity.

Ademas si H es de la forma xz* con x € CV,

(3.2) AL (H) = (H, $:i0} yus = (Heu, i) = [, o).

El siguiente resultado nos da una condicién que asegura la recuperacion de fase para
marcos de Gabor.

Teorema 3.2. Sea g € CV un generador tal que

<gag)\> # 0

para todo \ € Z3,. Entonces, el marco de Gabor asociado ® = {g,\}~>\ez§V permite la

recuperacion de fase, i.e., As es inyectivo.
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Demostracion. Por el Lema 1.18 basta ver que no hay matrices Hermitianas de
rango 1 6 2 en el nicleo de A3. Si ademds recordamos que A%(H) = (H, gg}Yus =
(Hgy, gy , tiene sentido trabajar con (Hgy, gy para H € Hy.

El conjunto {J—%} xezz, Tesulta una base ortonormal del espacio de matrices de
tamano N x N como consecuencia de la igualdad (3.1), por lo cual podemos escribir
a H como .

H = N Z <H77T;L>HS7T/J,'
MEZ?\,
Si p = (p,q), tenemos
(H,muynus = Z (He;, mue;)

i€ELN

— Z (Hes,w*Pe; Y
€L N

= Z w "(He; ,, ;)
€L N

= }ZP(Q)a

donde 7—2p es la transformada de Fourier discreta del vector H, definido por
H, (i) :=(Hei_p,e;y = H;;_,. Entonces tenemos

A<21>(H) = (H, x93 )ns = CHgx, 9r)

1 N 1 .
- N Z Mp(@)mugr, 92) = N Z Hp(@){mugr, gr)-
p=(p,q)€Z%

p=(p,q)€Z%
Si escribimos A = (k, 1), sabemos por el Lema 3.1 que m,g\ = 7,m\g = w P % r,7,9.
Usando esto y el hecho de que los operadores ) son unitarios, obtenemos que
1 B .
(3.3) CHgx, gr) = N > WP Hy () g, 9)-

u=(p,q)€Z%

Sea H € Ker(A3), i.e., (Hgy,g»» = 0 para todo A\ = (k,l) € Z%. Si fijamos [, la
expresion (3.3) es precisamente la coordenada [-ésima de la transformada de Fourier

del vector V¥ € CV cuya coordenada p-ésima estd dada por

Vi (p) = Z Wq]ﬁ,]'zp(qxgm 9)-

Como la expresién (3.3) es igual a cero para todo [ € Zy, el vector V¥ es el vector
nulo para todo k € Zy. Por otro lado, V*(p) es N veces el valor en k de la inversa

de la transformada de Fourier del vector v» € CV dado por

(3.4) vP(q) = ﬁp(qxgu,g%
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y por lo tanto debe ser igual a cero para todo p,g € Zy. Como por hipdtesis
{gu, 9> # 0, debe ser H,(q) = 0 para todo p,q € Zy. Pero entonces H = 0. En

particular, no puede tener rango 1 6 2 que es lo que queriamos probar. O

Mirando con cuidado el final de la demostraciéon, podemos ver que el tnico
elemento en el nicleo de A2 es la matriz nula. Por lo tanto, bajo las hipétesis
del Teorema 3.2 el operador A2 es inyectivo. Usando esta idea, podemos probar el

siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sea g € CV tal que {g,9,) # 0 para todo X\ € Z3,. Entonces los

CNXN

N2 operadores de rango 1 dados por (g,\gj))\ez?v forman un marco de con la

norma de Hilbert-Schmidt y, por lo tanto, son una base. Las cotas del marco estin

dadas por
A= N - min [(g, 2 B = N -max [(g, 2,
AET2, <9, 9»)| \ezz, <9, 92)|

Demostracién. Queremos probar que para todo H € CN*V vale que

AlH|zs < ) [KH, 920 < BlH s,
AeZ3,
i.e., queremos ver que A|H|%g < [AZ(H)|? < B|H|2us, donde & = {gr}sezz -
Usando la notaciéon del Teorema 3.2, la identidad (3.3) nos dice que las N-tuplas
(VEYN_ e (CM)N se obtienen al aplicar la transformada de Fourier inversa a las
columnas de la matriz (NCH, gag3)ms)rezz, = NA3(H). Entonces, aplicando la
identidad de Plancharel obtenemos

|G (E)]* = [(VFRL 2 = NIV,

Repitiendo el argumento, tenemos que

- N?
[(VRRZ? = I(NTP)L 2 = == (07)pl)
N

y ademas
|y I* = NI (Hp)p-all*.

Las N-tuplas H” y vP estan relacionadas por la identidad (3.4) para todo p € Zy,

por lo cual vale que

[yl = Y or= Y 0|

(p,1)eZ3, A=(p,D)eLy;
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Asf, definiendo o = minyezz (g, 9»)[, 8 = max,ezz [(g, g»)| tenemos que

P (Hp)plI? < 1)L 1P < B2I(H,) 0

Finalmente, como H,(i) = H,, , la matriz H se obtiene reacomodando los
elementos de H, y por lo tanto [H|}g = [(Hp);2,]*. Combinando todo obten-
emos que

N .
A (D) s = w7z | (VERm = 1@)p0]® < B2I(Hp)m0 1 = NB2|(My),0|* = Bl H|[Zs:

De manera andloga se ve que |A%(H)|%q = AllH|%s-

3.1 Inyectividad para mediciones de Gabor

completas

Veremos a lo largo de esta seccion que si consideramos la subfamilia de vectores de
C¥ que no se anulan, podemos debilitar las condiciones sobre el generador y atin asi

recuperar la fase.

Definicién 3.4. Un vector x € CV se dice completo si todas sus coordenadas son

distintas de cero, i.e.,
.17]'750 VjZO,...7N—1.

Notaremos por Cy (la f proviene de full, su nombre en inglés) a la familia de vectores

completos en CV.

Esta situacion es bastante mas sencilla de manejar. Usaremos las mismas técnicas
que en el Teorema 3.2 para ver como debilitando sus hipdtesis es posible recuperar

la fase de senales completas.
Teorema 3.5. Sea g€ CN y \ = (p,q) € Z%. Supongamos que
(9.9)#0  parap=0,1yqeLy.

Entonces el marco de Gabor generado por g, & = (gA),\,gZ%v permite la recuperacion

de fase para todo x € Cy.



3.2. Generadores que permiten la recuperacion de fase 49

Demostracion. Supongamos que se cumplen las hipotesis del teorema y, ademas, x e
y son vectores completos cuyas medidas de Gabor son iguales, i.e., |[{z, gx)| = [{y, g»)|
*

para todo A € Z3.. Entonces la matriz Hermitiana H definida como H := xz* —yy

pertenece al niicleo de A%. En efecto, para todo A € Z3 tenemos

AG (zz* — yy*)(A) = {(@z* — yy*)gn, on) = Kz, o> = [y, 90> = 0.

La prueba del Teorema 3.2 implica que ﬁp = 0 para p = 0,1. Pero entonces
Ho = Hi = 0. Recordando que H,(i) = (He;_p, €;) obtenemos

0= xﬁl — ylyz = l’ifi,1 — 3/@'@'—1 9 = O7 Ce ,N — 1.
De la primera parte de la igualdad obtenemos que |z;| = |y;| para todo
i =0,...,N —1, ie., existen ¢; con |¢;| = 1 tales que x; = c¢;y; para todo i.

Reemplazando esto en la segunda parte de la igualdad obtenemos
0= yi@i_l(cﬁi_l — 1)

Como todas las coordenadas de y son distintas de cero, necesariamente debe ser
c;c;_1 = 1 por lo cual ¢; = ¢;_1. Pero entonces ¢; = ¢y := ¢ para todo i. Luego

x = ¢y con |c¢| = 1, como queriamos ver. O

3.2 Generadores que permiten la recuperacién de

fase

Durante esta seccion, presentaremos dos grupos diferentes de generadores que cumplen
las hipotesis del Teorema 3.2 y por lo tanto permiten la recuperacion de fase a través
de las N? mediciones de Gabor. En primer lugar vamos a considerar el caso en que ¢
es un generador genérico en C y luego tomaremos g como la funcién caracterfstica

de un conjunto de diferencias.

Teorema 3.6. Eziste un conjunto E < CV de medida de Lebesque cero tal que para

todo g € CN\E la familia (QA),\eZi, admite la recuperacion de fase.

Demostracidn. Usando el resultado del Teorema 3.2 y que ademés hay finitos A € Z%;,
basta encontrar un conjunto de medida cero tal que para un \q arbitrario pero fijo,

se verifique
<ga g)\0> # 0.
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Como T, es unitario, existe una base ortonornal {g; }jvzl de CV y ay,...,ay todos

de moédulo 1 tales que
N
T = Z ;45 q; -
j=1

Si escribimos g en la base {g;}}_,, tenemos g = Z;VZI B;q; v asi

(9. 950 = OB, Y By = 7518,
J l J

Como B} :={feCN : . @|8;> = 0} es un variedad de codimensién uno en
C¥, tiene medida de Lebesgue cero. Ademds, la aplicacién 3 +— g = Zj Bjq; es una

isometria, por lo cual

By i=1{g= Zﬂj% pe EIAO}

también tiene medida de Lebesgue cero. Tomando entonces £ := [ | NeZ2, E), resulta
que E tiene medida de Lebesgue cero y para todo g € CV\E tenemos que (g, gx» # 0,

como queriamos ver. 0

El segundo ejemplo es llamado conjunto de diferencias, una construccion que
proviene de la teoria combinatoria. El objetivo serd probar que el conjunto de
todas las modulaciones y traslaciones de la funcién caracteristica de un conjunto de

diferencias cumple la propiedad deseada para recuperar la fase.

Definicién 3.7. Un subconjunto K = {us,...,ux} de Zy se dice un (N, K,v)

conjunto de diferencias si el conjunto de las K(K — 1) diferencias
(u, —u;)  mod N, k#3j

toma todos los posibles valores no nulos 1,2,..., N — 1, donde cada valor aparece

exactamente v veces.
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.8. Sea N = 7. El subconjnto K = {1,2,4} es un (7,3,1) conjunto
de diferencias. Podemos chequear esto considerando todas las posibles diferencias

maodulo T:
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Dado un conjunto K de diferencias con pardametros (N, K,v), denotaremos

xx € {0,1} a la funcién caracteristica de K definida de la forma usual,
gL ek
XK 0 si jé¢K.

Probaremos ahora que si estas funciones las usamos como generadores, su marco
de Gabor asociado satisface la condicién del Teorema 3.2 y por lo tanto permite la

recuperacion de fase para senales arbitrarias.

Teorema 3.9. Sea N € N cuya factorizacion en primos estd dada por N = pi* ... p?".

Sea K un conjunto de diferencias con pardmetros (N, K,v) tales que
v, K <min{p;...,p}.

Entonces, si g = xx,

{g,9x) # 0 Y\ e Z3.
Demostracion. Sea A\ = (q,j) con ambos ¢,j # 0. Usando la definicién de g, y K
obtenemos
(35)  {ggv =, 9m)(MTyg)(n) = >, g(n)g(n — ™" = > w™".
neZ N YAN neICIC
n—qe

Teniendo en cuenta el hecho de que K es un conjunto de diferencias, el conjunto
dado por
{n:nek,n—qek}

debe tener siempre v elementos. Esto es porque para cada g € Zy existen exacta-
mente v maneras distintas de escribir ¢ como diferencias de elementos de K y esas
son precisamente n — (n — q).

Si v =1, la expresién (3.5) es simplemente w’™ por lo que la suma es no nula.

Si v # 1, tenemos en (3.5) la suma de v distintas raices N-ésimas de la unidad.
Vamos a utilizar un resultado de [25] sobre sumas de raices de la unidad que se anu-
lan. En su Teorema principal, este articulo prueba que para cualquier
N = p{*...p% las tnicas cantidades posibles de raices N-ésimas de la unidad que
suman cero estan dadas por Mip; +...+ M,p,, donde M; € Z-,. Con este resultado
es claro que la condicién v < min {py, ..., p,} nos asegura que no tenemos una suma
nula en ningin caso.

Supongamos ahora que A = (0, 7). La sumatoria serd en este caso sobre todos
los elementos de K, y como K < min {py, ..., p,}, nuevamente la suma no puede ser

nula.
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Por ultimo, si A = (¢,0) tenemos una suma de v veces el nimero 1 con lo cual

hemos probado que (g, gx» # 0 para todo \ € Z3. O

Si consideramos el conjunto del Ejemplo 3.8, esta en las condiciones del Teorema
3.9. En general vale que si ¢ = p" = 3 mod 4, con p un nimero primo y N = g,

K =21y = =2 entonces el conjunto dado por {t* : t € Zy\{0}} es un (N, K, v)

conjunto de diferencias. Si r = 1 este conjunto cumple las hipdtesis del Teorema
3.9.

3.3 Generadores que no permiten la recuperacion

de fase

En esta seccién consideraremos dos casos en los que las hipdtesis del Teorema 3.9
no se satisfacen y veremos que, en esos casos, no es posible la recuperacion de
fase. Para facilitar la escritura, durante esta seccién escribiremos gy = g, para
A= (pl) e Z%.

Veamos primero el siguiente lema.
Lema 3.10. Sea g € CV y (p,1) € Z3. Entonces

<g7 g(p,l)> = w—lp<g7 g(—p,—l)>'

Demostracién. Sean g€ CV y X\ = (p,1) € Z%. Por un lado tenemos que

N-1

9, 9y = Z gjwfjlgjfp
j=0

Por otro lado,
‘ N—-1 ‘
9. 9p) = Gpy:9) = (W 'gi1)5. 9 = D w4055
=0
N—-1 ‘
= > w Pl = Wy, gy
=0

Dividiendo por w?" obtenemos la identidad buscada. O

Proposicién 3.11. Sea g € C un generador tal que alguna de las siguientes condi-

ciones se cumple

(3.6) {9, Ipoy) = 0 para po € Z¥\{0} fijo y todo 1 € Zy.
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(3.7) {9, 9woy) = 0 para po =0 y todo [ € Zy\{0}.

Entonces el marco de Gabor asociado a g, ® = {g,} xezz, IO permite la recuperacion

de fase en CV.

Demostracion. Supongamos primero que se cumple al condicién (3.6). Vamos a

considerar la matriz Hermitiana de C¥*¥ dada por
o ® *
Hy = epe” , + e pep,

donde recordemos que e es el primer vector canonico dado que estamos considerando
los indices en Zy.

Como ¢y y e_,, son linealmente independientes, H; es una matriz de rango 2.
Veamos que ademds pertenece al ntcleo de A23.  Usando la notacién del

Teorema 3.2, tenemos que

1 st 1=0,p=pg
Hy(i) =(Heip,e;y=Hi; p=X 1 si i=p=—pg

0 s2 no

En particular H,, = 0 para todo p # +py. Por el Lema 3.10 sabemos que (g, g(.1)) =
w (g, g(_p,—1)), por lo cual la ecuacién (3.6) implica que {g, g(_p, 1)) = 0 para todo

l € Zx. Sumando todo esto tenemos que

H,(1){g, g1y = 0 Vp,l € Zn.

Usando la misma técnica que en el Teorema 3.2, resulta que A%(H;) = 0. Como H;
es una matriz Hermitiana de rango 2 que pertenece al niicleo de A%, por el Lema
1.18 no es posible recuperar la fase en este caso.

Supongamos ahora que vale la condicién (3.7). En este caso consideramos la

matriz Hermitiana de CV*V definida como
Hy = epel — eqe].

Nuevamente H; es una matriz de rango 2 y, en este caso, H, = 0 para todo p # 0.
Ademads, como Hy = 1, H;; = =1y H;; = 0 para todo j # 0,1, resulta que
ﬂp(o) = Z?Bl H;; = 0. Sumando estas dos condiciones a las hipétesis sobre g,

obtenemos nuevamente que

H,(1)4g, 9oy = 0 Vp,l € Zy,

y con el mismo argumento que antes, Hy pertenece al nilceo de A2 por lo cual

tampoco es posible recuperar la fase. O
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Un caso en el cual se cumple la condicién (3.6) es cuando g es lo que llamamos

una ”ventana corta”. Esto es, si el soporte de g estda contenido en un intervalo

de longitud menor a % En este caso, g y M;T,g tienen soporte disjunto cuando

consideramos un valor de p adecuado por lo cual el producto escalar entre g y g,

se anulara.



Capitulo 4

Restricciones que permiten

recuperar la fase

4.1 Restricciones al problema de recuperacién de

fase en R

Durante esta seccién abordaremos distintas restricciones sobre la familia de funciones
a recuperar que nos permitan asegurar la unicidad del problema de recuperaciéon de

fase sobre R.

Teorema 4.1. Sea f € L*(R) de soporte compacto y supongamos que eziste ty € R

tal que
flto—1t) = f(to+1) vt e R.

Entonces f estd univocamente determinada, salvo ambigiedades triviales, por |f|.

Demostracion. Como las traslaciones son ambigiiedades triviales, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que ty = 0. Como consecuencia de la simetria de f, su

transformada de Fourier-Laplace satisface la siguiente identidad
(4.1) F(z) = J Ft)er™=dt = J f(=t)e*™tdt = F(z) VzeC.
R R

En particular, los ceros de F' aparecen de manera simétrica respecto al eje real, i.e.,
ze Z(F) < zZe Z(F). Sabemos que la tinica manera de introducir ambigiiedades en
este caso es simetrizando algunos de los factores de la factorizacién de Hadamard de
la transformada de Fourier-Laplace. Pero si eso sucede, entonces también debemos
simetrizar a su factor conjugado para mantener la identidad (4.1). Por lo tanto, no

es posible introducir ambigiiedades no triviales en este caso. O

55
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Otra alternativa para garantizar la unicidad es tomar una segunda medida a
partir de una distorsion aditiva de una senal conocida. Una versién bastante general

puede encontrarse en [22].

Teorema 4.2. ([22]) Sea g € L*(R) una funcién de soporte compacto cuya transfor-
mada de Fourier toma valores reales y sea f € L*(R) con soporte compacto contenido

en [0,00). Entonces f estd univocamente determinada por |f] y |f + §|.

Si la distorsion aditiva g se elige como un multiplo apropiado de la distribucién
delta, la magnitud de f es dispensable, i.e, si ¢ es suficientemente grande comparado
con f, es posible recuperar f a partir de | f+ c|. La interferencia de f con esta g
empuja todos los ceros de la extension analitica de la transformada de Fourier al
semiplano superior. En este caso, la transformada de Hilbert nos da una relaciéon

entre fase y maginitud y la recuperacion de fase resulta estable, ademas de tnica.
Teorema 4.3. Para a,b > 0 definimos
Buy:={fe L*R) : [fle=mw <a y sop(f) < [0,0]}
y para c € R sea L2(R) :={f +c¢ : fe L*(R)} con la métrica
dramwy(f,9) = | — 9l

Supongamos que ¢ > ab. Entonces A : f — |f + ¢| es un operador inyectivo de B,
en LZR) y A7 A(B.p) © LA(R) — B,y es uniformemente continua. Mds ain,

existe C' > 0 tal que

I f1 — f2||L2(]R) <C- dLg(R)(|f1 + |, |f2 + ¢|) Vi, fa € L2(R)-

Demostracién. Veamos primero la buena definiciéon de A. Sea f € B,, < L*(R),
queremos ver que Af € L?(R), i.e., Af —c € L*(R). Usando que ¢ > ab > 0 y la
desigualdad triangular inversa tenemos que

[Af =l = |If +el —cl <|f+e—cl=|fl.

Como f € LA(R), Af —ce L2(R).

Denotaremos por g a la extension analitica de f + ¢, es decir

g(z) = J ft)e 2™ dt + ¢ Vz e C.
R
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Entonces, suponiendo que g tiene todos su ceros en el semiplano superior (o inferior),
la fase y la magnitud de g se relacionan a través de la transformada de Hilbert de

la siguiente manera. Sea

(4.2) a(z) := H(in|g|) = —%V.P.J ilg®l 4, Wz € R,

R — X
entonces g = |g|e'® (para mds detalles sobre esta identidad ver [10]).

Veamos entonces que ¢ tiene todos sus ceros en el semiplano superior. Para

Imz <0, como f € B, es cierto que
[ et < | 1@ < gy < b
R sop(f)

y tenemos entonces |g(z)| = ||f(2)| = |¢|| = ¢ — ab > 0 en el semiplano inferior, dado
que ¢ > ab.
Para fi,fs € By sea gi, 1= fi + ¢y sea ay 1= H(In|g|). Entonces tenemos para
k=1,2yxeR que
l9(@)] = [ fule) + | = ¢ = | fulx) = ¢ —ab> 0

y, similarmente |g(z)| < ¢+ab. Como |gi| estd acotado, existe una constante C; > 0

que depende de a,b,c tal que

(4.3) [Inlgy ()] = Inlgz(2)|] < Chllgr(2)] — lg2(2)]| VzeR.

Esto tltimo implica que la diferencia in|g;(z)| — In|ga(x)| pertenece a L*(R). De
acuerdo con (4.2) la diferencia de fase entre g; y g2, 0 := a1 — a2, puede escribirse
como d = H(In|g1| — In]gz|). Usando el hecho de que la transformada de Hilbert es

una isometria en L*(R) y la desigualdad (4.3) se sigue que

1012y < Cilllga(@)] = |g2(2)]| 2wy -
Con todo esto, sumado a que |1 — e”| < [t[, t € R, obtenemos
1 = follzmy = | = follizmy = g1 — 92l 2y
= [lg1le

= |lg1]e* — |g1]e

i |92|€m2HL2(R)

(1% 1%

+ |g1]e" = |gale’ | L2y
< g1l (1 = e | oy + llo1] — |92l 22y
< gl @ 0]l 2wy + Mlg1] = lg2lll 22wy

<

(c+ab+1)||g1] — |g2|HL2(R)'
;*K—J
=C
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4.2 Recuperacion de fase a partir de mediciones

holomorfas

Por el Teorema de Paley-Wiener existe una correspondencia uno a uno entre ciertas
funciones holomorfas y las funciones de L? de soporte compacto, a través de la
extensién de la transformada de Fourier al plano complejo. Como vimos en el
Capitulo 2, esto juega un rol fundamental en la caracterizacién de las ambigiiedades
en el problema de recuperacién de fase a partir de la transformada de Fourier.
Supongamos que D < C es un abierto, X < O(D) un subconjunto de las fun-
ciones homomorfas en D y S < D. El problema que nos interesa abordar en esta

seccién es el siguiente: dada F' € X, encontrar todas las G € X tales que
|G(2)| = |F(2)] VzeS.

Si D es el plano complejo, S el eje real y X son las funciones enteras de tipo
exponencial cuya restriccion al eje real son cuadrado integrables entonces el Teorema
2.17 prueba que tenemos un gran nimero de ambigiiedades no triviales que surgen
de conjugar algiin subconjunto de ceros.

Sin embargo si el médulo de la funcién es conocido en dos rectas adecuadas, se
puede garantizar la unicidad. Veremos primero el caso de dos rectas que pasan por
el origen. Para ello, recordaremos la siguiente definicién.

Definicién 4.4. Decimos que una funcion entera f es de tipo finito con orden p > 0

si existen constantes A,B > 0 tales que
|£(2)] < APl vz e C.
La prueba del siguiente resultado se encuentra en [21, Teorema 3.3].

Teorema 4.5. Sea X el conjunto de funciones enteras de tipo finito y S la union

de dos rectas que pasan por el origen, i.e.,
S={z=te : teR}u{z=te" : teR}

donde ay,a € (0, 27) cumple a; — as ¢ TQ.
Supongamos que F,G € X cumplen |F(z)| = |G(2)| para todo z € S. Entonces
existe 0 € R tal que G(2) = ¢ F(2).

Demostracion. Si F tiene un cero de orden m en el origen, entonces GG también. Por

lo tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que F' y G no se anulan en el
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origen. Sea p el maximo de los érdenes de F' y G. Para k = 1,2 definimos cuatro
funciones enteras de orden menor o igual a p, Fi(2) := F(ze') y Gi(2) := G(ze"™*).
Por hipétesis |Fi(z)| = |Gi(z)| para todo = € R. Podemos reescribir esta igualdad

como

(44) Fk(Z)Fk(i) = Gk(Z)Gk(f) Vz e R.

Pero como es una igualdad entre funciones enteras, puede extenderse a todo el plano
complejo.
Escribamos la factorizacion de Hadamard de F' y G

el . od
F(z) = eXj=0 % H E(z,2) H E(z,2)

2€Z(F)nZ(G) 21€Z(FN\Z(G)

Pl .50
G(z) = eXi-ob [l Eukza ] Euea)

2€Z(F)nZ(G) 2E€Z(GN\Z(F)

[p] 17 2z1\j
donde Ej,(z,2) = (1 — 2) eZim1 5GP y p es mayor o igual al orden de F'y G.

Reemplazando las factorizaciones en (4.4) y cancelando los ceros en comun

obtenemos

22T Re(ajeon)zI H By (z, €% 2) By (2, € 0k 2) =
e Z(F\Z(G)

2 20 Re(bje?k)zI 1_[ Epp (z,e " Zz)E[p] (z,e i z;).
2€2(G\Z(F)

De esta identidad se siguen dos consecuencias. En primer lugar

o] - A - '
Z Re(aje”%)z) = Z Re(bje*) 2’
j=0 J=0

para k = 1,2 y para todo z € C. Del término j = 0 obtenemos que Re(ag) = Re(by)
y por lo tanto by = ag + 160, 0 € R. Si j # 0, para k = 1,2

Re(aje’**) = Re(b;e”™*)
Re(aj)cos(ay) — Im(aj)sen(ay) = Re(bj)cos(ay) — Im(b;)sen(ay)

(Re(a;) — Re(b;))cos(ag) = (Im(aj) — Im(b;))sen(ay)

Si Re(a;) # Re(b;) y Im(a;) # Im(b;) dividiendo las ecuaciones para k = 1,2
obtenemos que tg(ay) = tg(az) lo cual es absurdo pues oy — g ¢ 7Q. Por lo tanto
Re(a;) = Re(b;) 6 Im(a;) = Im(b;). Nuevamente, como a3 — s ¢ mQ no es posible

que alguna de esas dos igualdades no se cumpla. Luego a; = b; para todo j # 0.
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En segundo lugar, z; € Z(F)\Z(G) si y sélo si e**7z € Z(G)\Z(F) para
k = 1,2 y viceversa. Esto nos dice que el conjunto (Z(F)\Z(G)) | J(Z(G)\Z(F))
es estable por la rotacién de dangulo 2(c; — ap). Pero como este déngulo no es un
multiplo racional de 7, su érbita no puede ser un conjunto discreto. Esto 1ltimo no
es compatible con el hecho de que (Z(F)\Z(G)) | J(Z(G)\Z(F')) sea un subconjunto
de ceros de una funcién entera, por lo tanto Z(F)\Z(G) = Z(G)\Z(F) = &, i.e.,
Z(F) = Z(Q).

Sumando todo esto, resulta que G(z) = e F(2). O

Si consideramos funciones en el espacio de Hardy del semiplano superior H,
conocer el modulo de la funcién en dos rectas paralelas es suficiente para garantizar

la unicidad.

Teorema 4.6. Sea a > 0 fijo y consideramos el espacio de Hardy
X :={FeOH) : supf |F(x + iy)|*dx < o0}.
y>0 JR

Sean F,G € X tales que
1. |G(z + ia)| = |F(x + ia)| para casi todo x € R y

2. limy o+ |G(x +1y)| = lim,_,o+ |F'(z + iy)| para casi todo x € R.
Entonces existe § € R tal que G = €F.

Como las funciones consideradas en este teorema no son enteras si no
holomorfas en el semiplano superior, el teorema de factorizacion de Hadamard no
puede ser aplicado en este caso. Sin embargo, las funciones del espacio de Hardy
pueden factorizarse de manera unica via el producto de sus factores de Blaschke. La

demostracién de este teorema puede verse en [26, Teorema 2.1].

4.3 Recuperacion de fase a través de la transfor-

mada de Fourier a tiempo corto

A lo largo de esta seccién estudiaremos la posibilidad de recuperar la fase de
f € L*(R?) conociendo su transformada de Fourier a tiempo corto (STFT, por
sus siglas en inglés). Dada g € L?(R?), definimos la STFT de f € L*(R?) respecto

de la ventana g como

Vof(2,6) = (f-Tog)(&) = | f(t)gt — 2)e™*"*da Vo, & e RY.

Rd
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Para una ventana g fija, V, f es un operador lineal de L*(R%) en L*(R*?) por lo cual
multiplicar a f por una constante unimodular nos devuelve la misma medida sin fase
de la STFT. Es por esto que, nuevamente, consideraremos esta ambigiiedad como
trivial.
Una primera observacion es que V, f(z,§) = {f,g») donde el producto interno es
el usual de L? y g, estd definida como en el Capitulo 3, i.e., g» = MT,g para
A = (z,£). Del mismo modo que en el caso de los marcos de Gabor, una condicién
suficiente para recuperar f a partir de |V, f| estd dada en términos de los ceros de
Vyg9. Para probar esto, necesitamos enunciar y demostrar algunas propiedades de la
STFT.

Del mismo modo que en el caso discreto, llamaremos 7, a los operadores de
traslacién tiempo-frecuencia, donde ahora A = (x,¢) € R*. En este caso tenemos
la misma propiedad de conmutatividad que enunciamos en el Lema 3.1. La de-

mostracion es analoga, razén por la cual la omitiremos.

Lema 4.7. Sean A\ = (z,€) y p = (y,8) € R*1. Entonces vale que

— 2mi(—zB+Ey)

TIAT, T TN

Lema 4.8 (Propiedad de covarianza). Sean A\ y u € R*!. Entonces

Vg (maf) (1) = 2V, (),

0

donde T = <
—1

1
0) y f.ge L*(RY).
Demostracion. Sean \, p € R* y f g e L?(R?). Entonces

Vﬂ'x!] (’N}\f) (:u) = <71')\f, 7Tu7T)\g>
— 627riuI/\<ﬂ_>\f’ 7T,WMg>
= 627ri,u2)\<f7 7TM9>

_ e?ﬂ'iul'/\%f(lu)’

donde aqui usamos el lema anterior y el hecho de que los operadores 7y son unitarios.

[]

Proposicién 4.9 (Relacién de ortogonalidad). Sean fi,f2,91,92 € L*(R?). Entonces

<V;11f17 ‘/92f2> = <f17 f2><gla92>‘
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Demostracién. Asumiremos primero que g; pertenecen a L' n L®(RY) < L*(R?),
por lo cual f; - T.g; € L*(R?Y) para todo z € R%. Entonces la identidad de Parseval

puede aplicarse a la integral respecto de w y asi obtenemos que

[ -
|| Viudito ) Vol o

Rd JRE

P

- [ ([ ¢ maT el T ) e

Rd

[

[

r -
- [ ([ # 00 5=t - 0t
JRd R4

Como f1,f> € L*(R%) tenemos que f,f, € L'(R? dt), ademés ¢:5; € L'(R?, dx)
con lo cual el teorema de Fubini nos permite intercambiar el orden de integracion.

Obtenemos entonces

(g, f1, Vg, fo) = JW f1(t) f2(t) (JRd g1(t — x)ga(t — x)dx) dt
= {fi F2) {1, 92)-

La extensién a g; € L?*(R?) la haremos por densidad de L' n L® en L2. Si
g1 € L' n L* estd fija, la aplicacién go — (V, f1, Vg, f2) es un funcional lineal
que coincide con {fy, fa){g2,91» en un subespacio denso de L?. Ademds es aco-
tado, con lo cual se puede extender a toda g, € L?(R?). Del mismo modo, para
fi.fa ¥ g2 € L*(R?), el funcional lineal conjugado g; — {Vj, f1,V,, f2) coincide con
{1y f2)Xg1, g2) en LY A L% y se extiende a todo L2.

Asi, quedan probadas las relaciones de ortogonalidad para toda f;,g; € L*(R?).

]

Con todo esto, podemos probar la siguiente identidad.

Proposicién 4.10. Sean f,g,h,u € L?(R?). Entonces
(Vof - Vah)(2,6) = (Vif - Vag) (=€, ) vz, € e R

0 1

2
. 0) = —1, donde I es la matriz

Demostracién. Primero observemos que Z? = <

identidad. Por el Lema 4.8 tenemos que

=2 £ (1) = GQWiMIZAVhf(,u) = Vepan(mzaf) (1)
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Con esto obtenemos que
(Vaf - Vag)(A) = Jvhf (1)Vag(p)e > dp

~ [Verustaa ) gl
= Vapn (m2xf), Vug) = (monf, g)Xu, mrahy),

donde en el ultimo paso usamos la relacion de ortogonalidad de la Proposicién 4.9.
Observemos que el operador adjunto 75 = cm_y donde |¢| = 1. Sin embargo,
este factor se cancela al pasar a los dos operadores hacia el otro lado del producto

interno, es decir

(Vif - Vug)(N) = (o f, g9 u, mrahy = {f, m_mag)Xh, m_pau) = (Vi f - Vag)(—IN).

Si A = (z,€) entonces —Z\ = (=&, z), con lo cual hemos probado lo que queriamos.
]

Lema 4.11. Sea f € L*(RY). Entonces V;f determina univocamente a f, i.e., si
existen f,g € L*(R?) tales que Vi f = V,g en casi todo punto entonces existe o € R
tal que f = e'“yg.

Demostracion. Sean f,g € L*(R?) tales que V;f(z,£) = V,g(x,€) en casi todo
punto de R??. Aplicando la inversa de la transformada de Fourier en la variable &

obtenemos la siguiente igualdad en L'(R%)
f'ng-m c.t.p.xeRd.

Si f # 0 en un conjunto de medida positiva, existe to tal que f(to) # 0y g(to) # 0.
Por lo tanto
f(to) - f(to —x) = g(to) - g(to — ).

g(to
f(to)

[

Esto quiere decir que existe una constante ¢ = tal que f = c¢- g y ademas debe
ser |c| = 1 dado que Vyf = V,g.

Si f =0 c.t.p. tenemos por la igualdad anterior que

g-T,g=0 ctp. xeR%

Esto implica que g = 0 c.t.p.. Supongamos por el contrario que E = {g # 0} tiene
medida de Lebesgue positiva, pero entonces debe ser T,g(E) = g(E — z) = 0 para
casi todo t € E. Esta ultima igualdad implica que ¢ = 0 en ¥ — x para casi todo

x € R?. Veamos que esto implica que g = 0 c.t.p.
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Como g(E) # 0y g(E — ) = 0, tenemos que E n (E — x) = J para casi todo
r e RY Ademss, si z € (E —z) n (E — y) tenemos que

Z =€ —T =€ Y
er = ey — (Y — ),

como En (F —x) = ct.p. z, resulta que (£ —z) n (E —y) = J c.t.p. 2.
Como |E—z| = |E| > 0, podemos tomar paracadaz € A := {x € C?: g-T,g = 0}
un elemento ¢, € Q N (E — z). Como todos los (E — ) son disjuntos, resulta que
todos los ¢, son distintos. Por lo tanto el cardinal de A es a lo sumo numerable
y eso es una contradicciéon porque A tiene medida de Lebesgue total en R?. Esta
contradiccion vino de suponer que el conjunto en donde g # 0 tiene medida de
Lebesgue positiva.
O

Para mas detalles sobre la recuperacién de f a partir de Vyf ver [5].

Teorema 4.12. Sea g € L*(RY) con V,g(z,&) # 0 para casi todo z,& € R En-
tonces para toda f € L*(R?), |V, f| permite recuperar f de manera univoca, i.e. si
f,h e L2(R?) son tales que |V, f| = |V,h| entonces existe a € R tal que h = e f.

Demostracion. Por la Proposicién 4.10 tenemos
(IVafIP)(2,€) = Vif(=€.2) - Vog(=€, ) vz, £ e R

De alli podemos recuperar V; f en casi todo punto. Por el Lema 4.11 esto determina
f salvo constantes de médulo 1. Luego si f y h son tales que |V, f| = |V,h| c.t.p.
existe o € R tal que f = e*®h.

]

4.4 Una condicién de inyectividad para senales

ralas

En esta seccién vamos a considerar senales ralas en un diccionario. Un diccionario
D es un conjunto de d vectores en CV y lo identificaremos con la matriz que tiene
como columnas a los d vectores que forman el diccionario. La clase de senales que

llamaremos k-ralas en el diccionario D, o simplemente senales kD-ralas, es

Crp={reC":32eC%|z|o <k tal que x = Dz}
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donde |z]o es la cantidad de coordenadas no nulas de z. Para mayor comodidad,
diremos kD-recuperacién de fase en lugar de recuperacién de fase para Cy p.

Dado un diccionario D = (d;)%, y un conjunto de indices K < {1,...,d},
notaremos Wy := span{d;}icx. Con esto, podemos caracterizar el conjunto de
mediciones que permiten la kD-recuperacién de fase. Sea A% el operador definido
en (1.4) donde ® = {f;}7 para f; € CV un marco.

Teorema 4.13. [8, Teorema 3.1] Con las notaciones de arriba, vale lo siguiente:

1. Sipara todo K con |K| = 2k el nicleo de A% no contiene matrices Hermitianas
de rango 1 6 2 cuyo rango esté contenido en Wy, entonces ® = {f;}1*, permite

la kD-recuperacion de fase.

2. 81 ® = {f;}", permite la kD-recuperacion de fase, entonces para todo K con
|K| = k el nicleo de A3 no contiene matrices Hermitianas de rango 1 6 2

cuyo rango esté contenido en Wi .
Demostracion.

1. Probaremos la primera parte por contrarreciproco, i.e., queremos ver que si
® = {f;}", no permite la kD-recuperacién de fase entonces existe algin K
con |K| = 2k tal que hay alguna matriz Hermitiana de rango 1 6 2 en el
niicleo de A2 cuya imagen estd contenida en Wx. Supongamos entonces que
® = {f;}", no permite la kD-recuperaciéon de fase y sean = # y mddulo

constantes de médulo 1 senales k-ralas tales que

(xx®, fifomns = Ko, fol? = Ky, ol = uy*, fifius Vi=1,...,m.

Entonces, xx* — yy* es una matriz Hermitiana de rango menor o igual a 2 que
pertenece al nicleo de A%. Sean z, y z, tales que ||z;]o,|2,llo <k y 2 = Dz,
e y = Dz, entonces ran(zx* — yy*) S Wiop(zu)usop(z,) donde sop(z,) = {i :
(zz)i # 0}. Si podemos ver que el rango de zx* — yy* es al menos 1 habremos

logrado probar lo que querfamos dado que |sop(z,) U sop(z,)| < 2k.

Supongamos que no es el caso, es decir, que zz* — yy* = 0. Como ademas
x # cy para todo |c| = 1, ambos vectores son no nulos. Entonces existe v € CV

tal que (v, ) # 0. Evaluando zz* — yy* en v y despejando = obtenemos que

x <v,:13>y’

es decir, x = Ay para A € C. Reemplazando nuevamente en xz* — yy* = 0

obtenemos que || =1, lo cual es una contradiccion.
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2. Supongamos que ¢ = {f;}, permite la kD-recuperacién de fase pero existe

un K tal que |K| = k y el nticleo de A% contiene una matriz Hermitiana H
de rango 1 6 2 cuya imagen esta contenida en Wy. Por el teorema de diago-
nalizacién para operadores autoadjuntos (ver [13, Cap. 2, Teo 5.1]) existe una
base ortonormal {¢, - ,¢xn} de CV de autovectores de H, con sus correspon-

dientes autovalores reales ();)}_;. Entonces podemos escribir H = 3, \;j¢;¢%.

Como el rango de H es menor 6 igual 2 y H # 0, existen a lo sumo dos
autovalores no nulos. Es claro que los respectivos autovectores asociados estan
contenidos en Wy, dado que forman una base de la imagen de H, y por lo

tanto son kD-ralos.

Supongamos en primer lugar que sélo hay un autovalor distinto de cero A;. Si

escribimos o = |\ |"/2¢y, entonces H = sg(\;)zx* y por lo tanto

0= (wa”, fif) = Kz, fi)l* = 0.

Esto quiere decir que las dos senales kD-ralas x y 0 tienen la misma medida

sin fase, pero x # 0 con lo cual Ag no es inyectivo. Esto es una contradiccion.

Si, por otro lado, existen dos autovalores A; y Ay no nulos escribimos x =
IM|Y201 ey = |Ao|Y2¢y y resulta que H = +xx* + yy*, donde el signo de-
pende del signo de los autovalores. Si los signos son iguales, reemplazando
las escrituras de z e y obtenemos que |[(z, f;)|* + [y, fi>]> = 0 por lo cual
nuevamente tenemos dos senales kD-ralas que miden 0. Si los signos no son
iguales, nos queda que |{z, f)|* — [{y, fi>]* = 0 y por lo tanto Asz = Asy.
Ambas senales son kD-ralas y no pueden ser multiplos entre si porque son

ortogonales.



Apéndice

Marcos en dimension finita

Sea B un espacio de Banach de dimensién finita d y ® := {¢1,...,6n5} S B un
conjunto de funcionales lineales y acotados. Consideramos el operador Cp : B — K¥

dado por
C@(f) = (<f7 ¢z>)fi1

Definicién 4.14. Diremos que ® < B’ es un marco si existen constantes 0 < A <

B < oo tales que
(4.5) Al fls < |Cef]| < B|fls

donde en KV podemos tomar cualquier norma.

Una consecuencia inmediata de esta definicion es que si ® es un marco entonces
los elementos de & generan todo el espacio B’ y por lo tanto N > d. Si no fuera
asi, deberfa existir f € B tal que ¢;(f) = {f, ¢;) = 0 para todo i pero f # 0 lo cual
contradice la desigualdad (4.5).

Como B es un K-espacio vectorial de dimensién finita, resulta que B es isomorfo
a K¢ y por lo tanto B’ también. Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos

suponer que By B’ son K y por lo tanto ® = {¢y, ..., on} < K<

Lema 4.15. Sea N > d. Ezxiste una relacién uno a uno entre los marcos ® < K¢

de N elementos y las matrices de KN de rango mdzimo.

Demostracién. Si ® = {¢1,...,on} S K? es un marco de N elementos, considero
la matriz que tiene a ¢; como columnas. Como ® es un sistema de generadores de
K<, la matriz debe tener rango méximo igual a d. Reciprocamente, si M € KV es
una matriz de rango méximo d entonces sus columnas {C1, ..., Cy} sos un sistema
de generadores de K¢. Més atn, consideremos el operador definido de R¢ — R¥
dado por f + fM = ({f,C1),...,{f,Cn)). Por razones de dimensién éste resulta

67
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inyectivo y por lo tanto existen 0 < A < B < oo tales que A < ”]F‘/[]:”f“ < B para toda

feK?con |f| = 1. Por lo tanto las columnas de M forman un marco en K% de N

elementos. O
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