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Introduccion

En un articulo de 1966, Vladimir Arnold observé que muchas ecuaciones bésicas en
fisica, como las ecuaciones de Euler de movimiento de un cuerpo rigido y las ecuacio-
nes de Euler de la dindmica de fluidos ideales pueden verse (al menos formalmente)
como ecuaciones de las geodésicas de una variedad riemanniana (de dimensién fini-
ta o infinita). Y no cualquier variedad riemanniana: estas resultan ser grupos de Lie
equipados con una métrica invariante a derecha (o a izquierda, segtin convenciones).
En el contexto de cuerpos rigidos, el grupo de Lie es el grupo de matrices de rotacién
SO(3), y en el caso de fluidos ideales es el grupo Diff, (M ): los difeomorfismos de una
variedad compacta M que preservan el volumen. Al ser este dltimo un grupo de Lie
de dimensién infinita (mds precisamente, un grupo de Fréchet-Lie), el estudio de las
geodésicas suele ser un tanto mas complicado. Es por esto (entre otras cosas) que re-
sulta interesante comprender las ecuaciones de Euler. Desarrollando la teoria necesaria
acerca de variedades infinito-dimensionales y grupos de Fréchet-Lie, veremos que po-
demos describir estas ecuaciones utilizando tinicamente la accién coadjunta del dlgebra
de Lie en su espacio dual. Ambos ejemplos mencionados pueden leerse del articulo ori-
ginal de Arnold [Ar66], o también pueden encontrarse en libros un poco mas modernos
como [AK98] o [MR99].

Una cuestiéon muy interesante es pensar como es que se relaciona esta “correspon-
dencia” descubierta por Arnold con el significado de subvariedades totalmente geo-
désicas. Veremos que tanto en dimensién finita como en dimension infinita es posible
construir una métrica en un grupo de Lie G de modo que las soluciones de las ecuacio-
nes de Euler de un subgrupo dado H también sean soluciones de la ecuacién de Euler
en G. En uno de los teoremas principales de este trabajo demostraremos que hay dis-
tintas equivalencias a ser solucién de la ecuacion de Euler (en términos de dlgebras de
Lie) y en base a ese resultado deduciremos condiciones que debe satisfacer la métrica
buscada.

Desde aquel entonces ha habido mucho interés en intentar generalizar las ecua-
ciones de Euler (también conocidas como ecuaciones de Euler-Arnold), es decir, las



ecuaciones de las geodésicas en un grupo de Lie equipado con una métrica invarian-
te. Tales ecuaciones son, por ejemplo: la ecuacién de Burgers (Diff(S') con una métrica
L? invariante a derecha), Korteweg-de Vries (el grupo de Virasoro-Bott con una métri-
ca L? invariante a derecha), Camassa-Holm (Diff(S') con una métrica H' invariante a
derecha). Estos ejemplos y algunos mas estan detallados en [Vi08].

Fijada una métrica riemanniana en un grupo de Lie GG, un subgrupo de Lie H C G
se dice “totalmente geodésico” en G si las geodésicas en H son también geodésicas
en G. Debido a las aplicaciones fisicas, es comiin preguntarse cudles subgrupos (de
un grupo dado) son totalmente geodésicos con respecto a una métrica dada. En este
trabajo nosotros abordaremos una pregunta diferente: no fijaremos la métrica, y nos
preguntaremos si es posible elegir una de modo tal que un subgrupo dado H C G sea
totalmente geodésico.

No existe mucha literatura en cuanto a subgrupos totalmente geodésicos. Sin em-
bargo, en el caso del grupo de difeomorfismos, los siguientes resultados son conocidos:

1. El subgrupo de difeomorfismos exactos que preservan el volumen de una va-
riedad riemanniana plana y compacta sin borde es totalmente geodésico en el
grupo de difeomorfismos que preservan el volumen, con respecto a la métrica L?
invariante a derecha. (Los difeomorfismos exactos que preservan el volumen es-
tdn generados por campos suaves que tienen un potencial vectorial en términos
del operador curl). Este resultado estd explicado y demostrado en [AK98] y en
[HTVO02].

2. El subgrupo de difeomorfismos hamiltonianos de una variedad de Kéahler cerra-
da con métrica plana es totalmente geodésico en el grupo de difeomorfismos sim-
plécticos, con respecto a la métrica L? invariante a derecha. Este resultado también
puede hallarse en [AK98] y [HTV02].

3. Sea G un grupo de Lie compacto que acttia por isometrias sobre una variedad
riemanniana ). Denotemos por ®, a la accion. El subgrupo de difeomorfismos
equivariantes Diffs (M) es totalmente geodésico en Diff(M) y en Diff,, (M) con
respecto a la métrica invariante a derecha L?. Este resultado estd demostrado en
[Vi99].

4. El subgrupo de difeomorfismos que dejan fijo un punto de una subvariedad N de
una variedad riemanniana M es totalmente geodésico con respecto a la métrica

L? invariante a derecha. Este resultado fue probado en [Vi99].



5. El subgrupo de difeomorfismos del cilindro S! x [0, 1] que rotan rigidamente to-
dos los circulos horizontales en un angulo es totalmente geodésico en el grupo
de difeomorfismos que preservan el volumen de S' x [0, 1]. Este resultado esta
demostrado en [BR97].

Lo que haremos en este trabajo, siguiendo el paper de Modin, et al. [MPMM10], serd
construir una familia de métricas invariantes en un algebra de Lie g de modo que un
subgrupo dado H C G sea totalmente geodésico con respecto a cada métrica de la fami-
lia. Lo que necesitaremos es una forma bilineal simétrica en el dlgebra de Lie g de G con
cierta propiedad de bi-invariancia y no degenerada. Esta construccién funciona tanto
en el caso finito dimensional como en el caso infinito dimensional (trabajaremos en la
categoria de grupos de Fréchet-Lie). En el caso de dimensién finita, usando la forma de
Killing como forma bilineal simétrica, el tinico requerimiento es que la subalgebra h sea
semisimple.

Usando esta técnica, puede extenderse la lista de los ejemplos de subgrupos total-
mente geodésicos:

6. Sea G un grupo de Lie de dimensiéon n, y sea H C G un subgrupo de Lie semi-
simple de dimensién m. Construiremos una variedad de dimensién (n + 1)5 —
(n—m)m de métricas invariantes a izquierda (o a derecha) en G, para las cuales H
es totalmente geodésico en G. En particular, daremos un ejemplo de una métrica

invariante a izquierda tal que SO(3) resulta totalmente geodésico en GL(3).

En el caso infinito dimensional de grupos de difeomorfismos, debemos hallar for-
mas bi-invariantes. Para campos exactos con divergencia nula y campos hamiltom-
nianos respectivamente, una forma bilineal simétrica no degenerada y bi invariante
fue dada por Smolentsev en [Sm86], [Sm83], [Sm06]. Daremos una generalizaciéon del
resultado de Smolentsev, extendiéndolo a variedades con borde. Usando este marco de
trabajo, daremos los siguientes ejemplos de subgrupos de difeomorfismos totalmente
geodésicos:

7. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién n compacta y con borde. El
grupo de isometrds Diffis, (M) es totalmente geodésico en Diff(A) con respecto a
la métrica Sobolev invariante a derecha H_}.

8. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién n compacta y con borde. Da-
remos una condicién mas fuerte para que Diff (M) sea totalmente geodésico en
Diff, (M) con respecto a la métrica invariante a derecha H.. Esta es una exten-

sién de Modin et al. de un resultado dado en [HTV02].



9. Sea (M, g) una variedad de contacto con borde, compacta, de dimensién 3. Enton-
ces el subgrupo de difeomorfismos exactos de contacto es totalmente geodésico
en el grupo de difeomorfismos exactos que preservan el volumen, con respecto a
la métrica invariante a derecha L>.

Lo que sigue a continuacién es un breve detalle acerca de cémo estd organizada esta
tesis. En el Capitulo 1 se podrdn encontrar resultados preliminares acerca de espacios
localmente convexos y variedades diferenciables en dimensién infinita. La idea es que
el lector tenga presentes todas las definiciones y resultados que figuran alli ya que se-
rén utilizados a lo largo de todo el trabajo. En el Capitulo 2 hablaremos de grupos de
Lie en dimensién infinita: mds precisamente grupos de Fréchet-Lie. En particular ha-
remos la construccion de la estructura diferenciable del grupo de difeomorfismos de
una variedad compacta M. El Capitulo 3 comienza con una serie de resultados acer-
ca de célculo de variaciones, luego definiremos las ecuaciones de Euler-Arnold, y por
ultimo daremos una descripcion detallada acerca de como representar el espacio dual
g* de un élgebra de Lie g mediante una eleccién de pairing. Daremos varios ejemplos
de posibles pairings y en cada uno de ellos veremos qué forma toma la ecuacién de
Euler-Arnold. En el Capitulo 4 daremos una caracterizacién de subgrupos totalmente
geodésicos mirando su 4lgebra de Lie. Para pensarlo desde un punto de vista mds geo-
métrico, veremos cudndo un subgrupo es totalmente geodésico analizando su segunda
forma fundamental. En la tltima seccion de este capitulo analizaremos nuevamente es-
ta condicién pero desde un punto de vista de coordenadas: es decir, en términos de las
constantes de estructura del dlgebra de Lie. En el Capitulo 5 presentaremos un marco de
trabajo para construir métricas totalmente geodésicas. Esta construccién caracterizara
todas las métricas que hagan que un subgrupo sea ETG: es decir, que el complemento
ortogonal de la subdlgebra sea invariante bajo la accién adjunta del grupo. Analizare-
mos en particular el caso especial de productos semidirectos. Finalmente en el Capitulo
6 veremos en detalle los ejemplos de subgrupos totalmente geodésicos que listamos
anteriormente.
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Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de este capitulo introduciremos algunos conceptos bésicos acerca del es-
tudio de las variedades diferenciables infinito dimensionales. Asumiremos que el lector
estd familiarizado con las definiciones y resultados mas conocidos en dimensién finita.

Sabemos que las variedades finito dimensionales son espacios topolégicos local-
mente euclideos, es decir, estin modeladas por R". La generalizacién mas inmediata
al caso de dimensién infinita es considerar variedades diferenciables modeladas en es-
pacios de Banach. Sin embargo, a lo largo de estre trabajo consideraremos un tipo de
espacios un poco maés generales: los espacios de Fréchet. Esta eleccién se debe a que el
resultado final de esta tesis involucra al grupo de difeomorfismos de una cierta varie-

dad compacta M, que no puede ser modelado por un espacio de Banach.

1.1. Espacios localmente convexos

Los espacios de Fréchet son casos particulares de espacios localmente convexos.
Comenzaremos definiendo estos espacios y recordando algunas de sus propiedades.

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial topoldgico E es un espacio vectorial sobre un cuerpo
K dotado de una topologia de modo que las aplicaciones + : ExE — Ey-: KxE — E

son continuas.

Definicién 1.1.2. Un espacio vectorial topolégico E se dice localmente convexo si todo
entorno de 0 € E contiene un entorno de 0 convexo. En todo momento asumiremos

que los espacios vectoriales topolégicos E2 son Hausdorff.

Definicién 1.1.3. Un espacio localmente convexo E es un espacio de Fréchet si existe una
sucesion {p, : n € N} de seminormas en F, tal que la topologia de E estd inducida por

11



la métrica

=y
neN + pn(z —y)
y el espacio métrico (E, d) es completo.

Observacién 1.1.4. Todo espacio de Banach es un espacio de Fréchet. En este caso, la
topologia estd definida por una tnica (semi-)norma.

Ejemplos 1.1.5. (a) Sea 2 un subconjunto abierto no vacio de algtin espacio euclideo.
Entonces 2 es una unién numerable de conjuntos compactos K,, # () que pueden
ser elegidos de modo que K,, C K,,11 para todon € N. Consideramos el conjunto
C(€,R) junto con la topologia dada por la familia de seminormas

pu(f) :=sup{|f(z)| : v € Kpn}.
Entonces C(£2, R) es un espacio de Fréchet (ver detalles en Ejemplo 1.44 de [Ru73]).

(b) Con las mismas definiciones que el item anterior, el conjunto C*°(£2, R) junto con
la familia de seminormas

pn(f) :=max{|Df(z) : x € Kn, |a| < n},
es un espacio de Fréchet (ver detalles en Ejemplo 1.46 de [Ru73]).

Como se dijo anteriormente, el espacio de Fréchet que serd de nuestro mayor interés
en este trabajo, es el grupo de difeomorfismos de una variedad diferenciable y compac-
ta M. En el Capitulo 2 veremos que este espacio es un grupo de Fréchet-Lie modelado
por el espacio de campos suaves de M, el cual notaremos X ().

Definicién 1.1.6. Sean E, I espacios localmente convexos, Y C E abiertoy f : U — F
una funcién. Definimos la derivada de f en x en la direccion h como:

A (@) (h) = (Duf)(w) = | o+ th) = lim L(f( +th) — ()

d

dt lt=0
siempre que exista. La funcién f se dice diferenciable en z si df (z)(h) existe para todo
h € E. Decimos que f es de clase C* para k € N U {co} si f es continua, las derivadas
direccionales iteradas

djf(l‘)(hl, ey h]) = (Dhj ce Dhlf)(x)

existen para todos los enteros j < k, x € U y hy,...,h; € E,y todas las funciones
d'f :U x E7 — F son continuas.
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Ahora que tenemos definido el concepto de “funcién de clase C*”, recordamos los
enunciados de los hechos mas fundamentales del célculo en espacios localmente con-

vexos.

Proposicion 1.1.7. Sean E, F espacios localmente convexos, U C E un abiertoy f : U — F
una funcién de clase C*.

1. Para todo x € U, la aplicacién df (x) : E — F es lineal y continua.

2. (Teorema Fundamental del Cdlculo) Si x + [0, 1]h C U, entonces

1
flx+h)=flz)+ / df (x +th)(h)dt.
0
En particular, f es localmente constante si y solo si df = 0.

3. f es continua.

4. Si f esdeclase C™ paran > 2, las funciones d" f(x) para x € U son funciones n- lineales
simétricas.

5. Six+[0,1]h C Uy f es de clase C", tenemos la formula de Taylor

F@+h) = f(z) +df(x)(h) +... + (nil)!dn_lf(x)(h, ., h)
1

1

— [ (1=t th)(h, ... h)dt.

o | A= @ )

6. (Regla de la cadena) Si Z es un espacio localmente convexo, V C F' es un abierto y
fi:U =V, fa:V = Z son funciones de clase C', entonces fao f1 : U — Z es de clase
C* y vale que

d(fao f1)(x) = dfa(fi(x)) o dfi(x)para todo x € U.

Si f1 y fa son de clase Cck para k € N U {oo}, la regla de la cadena implica que f5 o fi
también es de clase C*.

Las demostraciones de esta proposicién seran omitidas ya que son parecidas a las
ya conocidas en R". Igualmente aquel lector que desee leerlas en detalle las puede con-
sultar en [Ne05].

Sin embargo, no todos los resultados que conocemos en dimensién finita siguen
siendo validos. Un ejemplo de esto es el teorema de la funcién inversa: en el contex-
to de espacios de Banach es cierto, pero al generalizar a espacios de Fréchet pierde su
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validez. Veamos un ejemplo: consideremos A := C(R,R) el algebra de todas las fun-
ciones continuas en R con la topologia de convergencia uniforme sobre subconjuntos
compactos, la cual convierte a A en un espacio de Fréchet en el cual la multiplicacién
del algebra es continua. Tenemos un mapa exponencial suave

epr:A—>A
f»—>ef

tal que su diferencial en cero es la funcién identidad. Notar que el rango del operador
exp , es un subconjunto del espacio C(R,R+() y por lo tanto ningtn entorno de la
funcién constante 1 podra ser la imagen de un entorno del 0 (ya que con la topologia
dada por convergencia uniforme sobre compactos, todo entorno de la funcién constante
1 contiene funciones que asumen valores negativos). Es por eso que el teorema de la
funcién inveresa falla en este caso.

Otro contraejemplo se puede encontrar en la Seccién LL5 del libro [Ha82]. Conside-
rando el espacio de Fréchet C*°[—1, 1] y el operador

P:0®[-1,1 = C®[-1,1]
fef—zff,

se tiene que P es suave y su diferencial estd dada por

dP(f)g=g—xgf —afyg'.

Como dP(0) = Id, si el teorema de la funcién inversa fuese vélido tendriamos que la
imagen de P contiene a algtin entorno de la funcién cero. Sin embargo, Hamilton en su
libro prueba que la sucesién (g, ),en dada por g, := 1 + Z; converge a la funcién cero
pero no pertenece a la imagen de P para ningtin n € N.

1.2. Variedades diferenciables en dimension infinita

En esta seccion hablaremos acerca de variedades diferenciables en dimensioén infi-
nita modeladas por espacios localmente convexos. Definiremos las nociones de subva-
riedad, diferenciablidad, vector tangente, espacio tangente, campo vectorial y fibrado
cotangente.

Dado que la regla de la cadena es valida para funciones suaves entre subconjuntos
abiertos de espacios localmente convexos, podemos definir variedades suaves como en

el caso de dimension finita:
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Definicién 1.2.1. Sea £/ un espacio vectorial topolégico localmente convexo y M un
espacio topolégico Hausdorff. Supongamos que existe una colecciéon de abiertos ¢ C
M que lo recubren y una coleccién de mapas ¢ : U — E de manera que o(U) C
E es abiertoy ¢ : U — ¢(U) es un homeomorfismo. Los pares (U, ¢) se denominan
cartas de M y diremos que M es una variedad diferenciable modelada en E si se satisface la
siguiente condicién de compatibilidad: si (V, ¢) es otra carta de M, entonces la funcién

de transicién
pop lioUNV) = oUNY)

es suave. Decimos que M es una variedad diferenciable de Fréchet si el espacio E es de
Fréchet.

Definicién 1.2.2. Sea M una variedad diferenciable modelada por un espacio E, y sea
N C M un subconjunto.

(a) Decimos que N es una subvariedad de M si existe un subespacio cerrado F' C E
tal que para cada n € N existe una carta (i, p) de M con n € U donde se satisface
que p(UNN) =pU)NF.

(b) Decimos que N es una subvariedad split de M si, ademds, existe un subespacio G C

E para el cual la aplicaciéon suma F' x G — E, (f,g) — f + g es un isomorfismo.

Observacién 1.2.3. Si N C M es una subvariedad, entonces N posee estructura de va-
riedad diferenciable. Para demostrarlo debemos ver que las aplicaciones dadas por res-
tringir las cartas de M inducen cambios de coordenadas suaves. Si M es de dimensién
finita, toda subvariedad es split ya que todo subespacio cerrado de R™ es complemen-
tado. Asi, podemos decir que los cambios de coordenadas de N son los cambios de
coordenadas suaves de M compuestos con la inclusién y la proyeccién sobre el espacio
complementado. (Ver [Leel2]). Aqui aparece la primera diferencia con el caso infinito
dimensional: no todas las subvariedades de una variedad de dimensién infinita son
subvariedades split. Si V es una subvariedad no split, veamos que los cambios de coor-
denadas restringidos forman un atlas: sean (U, ¢) y (V, ) cartas de M. Consideremos
T := ¢ o1~! y llamemos

ti=potp lipU)NY(V)NF — oU)Np(V)NF

a la restriccion de 7" al subespacio F. Queremos probar que ¢ es diferenciable, sabiendo
que T lo es. Para eso, veamos que la diferencial de 71" se restringe bien. Consideremos
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dT'(p) : E — E,la diferencial de 7" en un punto p € F'. Por definicién tenemos que

i L +2) —T(p) — dT(p)z

=0.
x—0 |JI’

Si existiera un elemento v € F' tal que w = dT'(p)v ¢ F, por el teorema de Hahn-Banach
podemos considerar ® € E* tal que ®(F') = 0y ®(w) = d = dist(w, F') # 0. Aplicando
® al limite a lo largo de la recta p + v, tendriamos que

S T d) -~ T(p) - AR(w)  —d
A0+ Alv] ]

puesto que T'(p + \v) — T'(p) € F por hipétesis. Pero esto es un absurdo, y por lo tanto
debe ser dT'(p)(F) C F.Como dT'(p) es continuo en E, su restricciéon a F' también lo es
y por lo tanto ¢ es diferenciable, con diferencial es dT'(p)|r : F' — F.

La nocién de funcién diferenciable entre variedades diferenciables se define al igual
que para el caso finito dimensional:

Definicién 1.2.4. Sean M, N variedades diferenciables modeladas en espacios local-
mente convexos E, F' respectivamente. Una funcién f : M — N es diferenciable si para
todo par de cartas (U, ¢), (V, ¢) de M y N respectivamente se tiene que la composicion
¢ o f oy~ !es diferenciable.

Al trabajar sobre dimension finita, sabemos que el espacio tangente a una variedad
se puede definir de (al menos) dos formas distintas: podemos pensarlo como clases
de equivalencias de cierto tipo de curvas, o también como un espacio de derivaciones.
Ambas definiciones en ese caso son equivalentes. Sin embargo, esto no sucede en di-
mensioén infinita. La definicién que usaremos en este trabajo para espacio tangente es la

que daremos a continuacion.

Definicién 1.2.5. Dado p € M, definimos los vectores tangentes v € T,,M como clases de
equivalencias de curvas suaves v : (—¢,e) — M cone > 0y v(0) = p, bajo la relacién
de equivalencia dada por 1 ~ 72 si (¢ o 71)"(0) = (¢ ©42)’(0) para alguna carta (p,U)
conp € U.

Observacion 1.2.6. Notar que T),M tiene una estructura natural de espacio vectorial, don-
de ademads para cada carta (p,U), la aplicacién

T,M — E
[v] = (¢ o) (0)

es un isomorfismo lineal.
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Definicién 1.2.7. Definimos el fibrado tangente a M como T'M := |J T,M, y llamamos
peM
m:TM — M ala proyeccion que asigna p € M a cada vector v € T,,M.

Observacion 1.2.8. T'M es una variedad diferenciable modelada en el espacio localmente
convexo I x E. Su estructura diferenciable se define igual que en el caso finito dimen-

sional.

Definiciéon 1.2.9. Dada f : M — N una funcién suave entre variedades diferencia-
bles, definimos la diferencial de f en p € M como la aplicacion lineal entre los espacios
tangentes dada por:

Tp(f) : TpM — Tf(p)N
] = [f ol
Esta definicién induce una aplicacién entre espacios tangentes T'(f) : TM — TN
que satisface el siguiente diagrama conmutativo:

v 29 pyy

o | |7

MﬁN

Definicién 1.2.10. Un campo vectorial suave en M es una seccién diferenciable de la pro-
yeccion 7 : T'M — M. Es decir, una funcién diferenciable X : M — T M tal que para
todo p € M vale que X(p) := X, € T,M. Denotamos por X(M) al espacio de los
campos suaves en M.

Dados un campo X € X(M) y una funcién suave f € C*°(M), definimos una nueva
aplicaciéon X f : M — R dada por

(XF)(p) = (T(f) o X)(p)-

Si X,Y € X(M), existe un tnico campo [X,Y] € X(M) que satisface la siguiente
propiedad:

(X, Y]f = X(Yf) - Y(X])
para toda f € C°°(M). Asi, tenemos que X (M) tiene estructura de dlgebra de Lie.

Definicién 1.2.11. Si M es una variedad diferenciable con borde, definimos el conjunto

de los campos suaves tangentes a OM como

Xi(M) ={X e X(M): X, € T,0M para todop € OM }.
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Definicién 1.2.12. Sean M una variedad diferenciable modelada sobre un espacio E
y F un espacio localmente convexo. Un fibrado vectorial suave de tipo F sobre M es un
par (7,F) donde I es una variedad diferenciable y 7 : F — M una funcién suave que

cumplen las siguientes propiedades:

e Para cada p € M, la fibra F, := 7~ !(p) tiene estructura de espacio localmente
convexo y es isomorfa a F'.

e Cada punto p € M tiene un entorno abierto U/ para el cual existe un difeomorfis-
mo ¢y : 7 L(U) — U x F tal que el siguiente diagrama conmuta:

HU) 24U x F

™
\L pri

M

Observacion 1.2.13. Un ejemplo de fibrado vectorial es (7, 7'M ), el cual llamamos “fibra-
do tangente de la variedad M”.

Definicién 1.2.14. Dada una variedad diferenciable M modelada en un espacio lo-

calmente convexo E, definimos el fibrado cotangente como T*M := |J T,M* donde
peEM
T,M* es el espacio dual topolégico de T}, M, es decir: las funcionales lineales continuas

fT,M — R.

Observacion 1.2.15. Notar que, como conjunto, el fibrado cotangente posee una estructu-
ra natural de fibrado vectorial sobre M. Sin embargo, para darle una estructura de va-
riedad diferenciable necesitamos una topologia localmente convexa en el espacio dual
E*, de modo que para cada difeomorfismo local f : &/ — E con U C FE abierto, la

aplicacion

UxE*— E*
(x,\) = Aodf(x)

sea suave. Si I es un espacio de Banach, la topologia dada por la norma en E* tiene esta
propiedad, pero en general, esta propiedad falla para variedades que no son modeladas
en espacios de Banach. En el siguiente capitulo veremos que el espacio dual de un
espacio de Fréchet no es necesariamente un espacio de Fréchet, e introduciremos la
nocién de “dual regular”.

18



Formas diferenciales en dimension infinita

En esta subseccion desarrollaremos algunos conceptos acerca de formas diferencia-
les en variedades modeladas en espacios localmente convexos, y ciertos operadores
que tienen como dominio a estos espacios de k-formas, como la diferencial exterior, la
derivada de Lie, el operador estrella de Hodge y algunos otros.

Definicién 1.2.16. Sea M una variedad diferenciable modelada en un espacio local-
mente convexo E. Una k-forma diferencial en M con valores en E es una funcién w que
asocia a cada elemento p € M una funcion k-lineal alternada w,, : (T,M)* — E tal que

en coordenadas locales la aplicacién (p, v, ..., v;) — wp(v1,...,v;) €s suave.

Notacién 1.2.17. Denotaremos por Q2*(M, E) al espacio de las k-formas en M con valo-
res en E e identificaremos a °(M, E) con el espacio de las funciones suaves C* (M, E).

Una diferencia importante con el caso finito dimensional, es que dada una carta no
hay una descripcién natural de las k-formas en términos de formas maés bdésicas, por
lo tanto las formas diferenciales no pueden ser definidas como secciones suaves de un
fibrado vectorial.

Observacion 1.2.18. Notar que el espacio de 1-formas diferenciales Q!(M, E) no es otra
cosa que T'M*, el dual topolégico del fibrado tangente. Por otro lado, tenemos que

Q*(M,E) = QY(M,E) x QY(M,E)/ ~

donde cocientamos por todas las relaciones necesarias para que las aplicaciones sean
alternadas. Asi, al espacio de 2-formas diferenciales podemos dotarlo de la topologia
cociente. De la misma forma, consideramos a Q¥ (M, F) con la topologia cociente para
todo k € Ny por lo tanto podemos considerar en
QM E) = @ QF(M, E)
keNo

la topologia de la suma directa. Es decir: si para cada k € Ny consideramos la inlcusién
ix : QF(M, E) — Q(M, E) entonces un subconjunto & C Q(M, E) es abierto si y s6lo si
i, ' (U) es abierto en Q¥ (M, E) para todo k € Np.

Definicién 1.2.19. Sea M una variedad diferenciable modelada en un espacio localmen-
te convexo E. El producto wedge

OF(M,E) x QY(M, E) — Q"' (M,E), (w,n) = wAn

esta definido como (w A 1), := wy, A1, donde

1
(wp Amp) (V1,5 -+ Vyr) == T Z 59(0)wp (Vo (1) - -+ Vo (k) )Ip (Vo (et 1)5 - - - » Vor(lot1) ) -
o UESk+l
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La definicién de diferencial exterior d : QF(M, E) — QF+1(M, E) es un poco més
sutil que en dimensién finita, donde normalmente se utilizan coordenadas locales para
definirla en cartas. Aqui establecemos que (df )(X)(p) := T,(f)(X,) para las O-formas f
y luego extendemos la férmula inductivamente del siguiente modo:

k
(dw)(Xo,..., Xp) = Y (1) Xiw(Xo,..., Xi, ..., Xp)
=0
) (—D)"o((X, X1, Xoy ooy Xiy ooy Xy e oy Xp)
1<J

Al igual que en el caso finito dimensional, esta diferencial exterior también tiene
las propiedades usuales como d*> = 0 y la compatibilidad con el pullback: ¢*(dw) =
d(p*w).

Extendiendo d a una aplicaci6n lineal en el espacio Q(M, E) := P;.cy, QF(M, E) de
todas las formas diferenciales en M con valores en E, la relacién d* = 0 implica que el
espacio

ZgR(Mv E):= kel‘(d|ﬂk(M,E))
de k-formas cerradas contiene al espacio
Bjr(M, E) := d(Q"~(M, E))

de k-formas exactas, y por lo tanto podemos definir el espacio de cohomologia de de Rham
como

Hip(M,E) == Z5(M, E) /Bl (M, E).

Para variedades de dimension finita, usualmente se define la derivada de Lie de una
forma diferencial en la direccién de un campo suave X usando su flujo local t — FI;X:

d
Lxw:=—| (FI¥)*w.

Como los campos suaves en una variedad infinito dimensional pueden no admitir
un flujo local (como mencionaremos més adelante en la Seccién 2.1), introduciremos la

definicién de derivada de Lie de forma maés directa.

Definiciones 1.2.20. Dada una variedad diferenciable // modelada en un espacio lo-

calmente convexo E, definimos los siguientes operadores:
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(a) Paracada Y € X(M) la derivada de Lie £y : QF(M, E) — QF(M, F) estéd dada por
Ly (f) =Y fsik =0 (ver Definicién (1.2.10)) y para & > 1 tenemos la siguiente

formula:

(Lyw) (X1, ..., Xp) =Yw(Xy, ..., Xp) = > w(X,.. [V, X, Xp).
=1

Se puede verificar que el lado derecho de esta igualdad en algtin p € M depende
tnicamente de los valores de los campos X; en p.

(b) Para cada X € X(M) definimos el producto interior ix : Q**1(M, E) — QF(M, E)

para k > 1 como
ix(w)(Xi,..., Xg) =w(X, Xq,..., Xp).
Paraw € Q°(M, E) = C*(M, E) definimos ixw := 0.
En lo que sigue asumiremos que M es una variedad riemanniana con métrica g.
(¢) Definimos el operador flatb : X(M) — QY(M, E) como
(X)(Y) = X(Y) = (X,Y),
y su inverso, el operador sharp f : Q1 (M, E) — X(M).

(d) Si (M, g) es de dimension finita, la métrica induce un producto interno en el espa-
cio de k-formas Q% (M) el cual define un operador x : Q*(M) — Q"~*(M) llamado
“operador estrella de Hodge”. Este operador estd dado por la siguiente relacion: si
B € QF(M) entonces x3 cumple

a A *p = {(a, ) vol Vo € QF (M),
donde vol € Q"(M) es la forma de volumen asociada a la métrica g.

(e) Al igual que antes, si (M, g) es de dimensién finita, definimos el operador co-
diferencial 6 : QF(M) — QF=1(M) como

68 :=(—1)Fxtdxg= (1), Dl dx 8

para todo 3 € QF(M). Como d? = 0 y %* es un mdltiplo de la identidad, tenemos
que 6% = 0.

(f) El operador gradiente grad : C°*°(M) — X(M) se define como
grad(f) := (df)".

21



(9) Ladivergencia div : X(M) — C°°(M) de un campo X es la tinica funcién suave en
M que satisface la siguiente igualdad:

d(ix vol) = div(X) vol.
Mas precisamente, div(X) = xd x X°.

(h) Por ultimo definimos el operador curl, como la aplicaciéon curl : X(M) — X(M)
dada por

curl(X) = (xdX")%.

A continuacién listaremos algunas propiedades que satisfacen estos operadores y
que utilizaremos en los siguientes ejemplos. Pueden encontrarse sus demostraciones
en la Seccién 6.4 de [AMRS8] y a lo largo del Capitulo V de [Lan94].

Proposicion 1.2.21. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimension finita. Son vdlidas:
1. d(aAB) =daAB+(—1)kaAdB para todo o € QF(M), 3 € QY(M) (Regla de Leibniz).
2. do = 0 para todo oo € Q*(M) con n = dim(M).
3. d(¢*a) = ¢*(da).
4 ¢*(aAB) = ¢"(a) A &*(B).
5. ixoix =0.

6. ix(aAB) = (ixa) AB+ (—1)*a A (ixB) para todo o € QF(M), B € QL (M) (Regla de
Leibniz).

7. % xa = (—1)*"=Fq para todo o € QF (M), n = dim(M).
8. x6 = (—Dkdx y »d = (—1)"15x
9.dofx =~£xo0d.

10. ix o £x = £x oix.

11. £x(iya) =ixyja+iyLxa

12. £x(aAB)=(£xa) AL+ aA(£LxpP) (Reglade Leibniz).

13. ix(vol) = %X".
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14. ZX(¢*Q) = qb*(i,w(x)a).
15. £x =doix +ix od (Férmula mdgica de Cartan).

En la siguiente figura podemos observar el complejo de de Rham de una variedad
riemanniana M de dimension n. La sucesién superior se corresponde con la sucesién
inferior via las identificaciones dadas por las flechas verticales (las cuales son isomor-
fismos). De la misma forma, las flechas curvadas superiores se corresponden con las
flechas curvadas inferiores.

Id
Id
0o grad /_\ div 00
Cco (M) 55 x2(M) X(M) — s coo(M)
Id #1 |b Errigvol fr=fvol
0 —— QM) —45 () —4 . 4 o) —s Qr(M) —— 0

~_ .

*

(1.2.1)

El teorema de descomposicién de Hodge

Este teorema nos brinda una descomposiciéon ortogonal del espacio de k-formas
diferenciales Q¥ (M). Es un resultado que tiene muchas apliaciones en el 4rea de la fisica
matematica o la ingenieria. En particular, juega un rol muy importante en el estudio de
hidrodindmica de fluidos incompresibles (ver [AMRS88]): permite la introduccién de la
presion para un estado de fluido dado.

Para poder hablar de ortogonalidad, definimos el producto interno L? en Q¥(M) co-
mo:

(0, B) 2 1= / o B, (122)
M
donde « es el operador estrella de Hodge definido anteriormente en (1.2.20).

Definicién 1.2.22. Dada M una variedad suave con borde, decimos que una forma
diferenciable o € Q¥ (M) es tangente a OM sii*(xa) = 0y que es normal a OM si i*(a) =
0. (Aquii: OM — M denota la inclusioén).
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Ast, definimos los espacios de k-formas tangentes y k-formas normales

QF (M) = {a € QF(M) : a es tangente a IM}
QF(M) = {a € QF(M) : aesnormal a M}
y el espacio de k-formas armonicas

HE (M) = {a € QF(M) : dae = 0,60 = 0}.

Observacion 1.2.23. Sea X € X(M) un campo suave en M. Usando la métrica podemos
saber cuando X es tangente o normal (perpendicular) a dM. Ahora, el campo X se
corresponde con la 1-forma X” y con la (n — 1)-forma ix vol = *X’. Se puede ver
entonces que X es tangente a M si y s6lo si X” es tangente a 9M si y s6lo si ix vol es

normal a M. Andlogamente para campos normales.

Teorema 1.2.24 (Teorema de descomposicién de Hodge para variedades con borde). Sea
M una variedad riemanniana compacta, orientada y con borde. Entonces es vdlida la siguiente

descomposicion:
QF (M) = dQk=Y (M) @ sQF T (M) & HP.

La demostracion de este teorema es un tanto complicada y requiere ciertos conoci-
mientos de andlisis que no serdn utilizados a lo largo de este trabajo, sin embargo quien
desee leer la demostraciéon puede encontrarla en la Seccién 2.4 de [Sc95]. En el caso
donde M es una variedad sin borde, la descomposicién que nos provee el teorema de

Hodge es
QF (M) = dQF 1 (M) @ 6QF (M) @ H¥ (M)

y una demostracién accesible se puede encontrar en el Capitulo 6 del libro [Wa83].

A continuacién daremos tinicamente la prueba de la ortogonalidad entre los subes-
pacios, omitiendo la demostracién de que estos son cerrados y que todo w € Q¥(M) se
puede escribir como w = da + 63 + 7 con a € Q¥ (M), B € QFFL(M), v € HF(M).

Demostracion de la ortogonalidad. Para comenzar, veamos que dQ2X~1(M) es ortogonal al
espacio de k-formas cocerradas: sean o € QE~1(M) y g € QF(M) tal que 63 = 0.

<da,ﬁ>:/Mda/\*ﬁ:/Md(a/\*B)i/Ma/\d*B.

Comodxf = (— 1)’“*5 B = 0,1a dltima integral se anula. A su vez, usando el teorema

de Stokes, tenemos que:
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(da, B) = /M d(a AxB)

:/aMz'*(oz/\*B)
_ /a i* () Ad*(xB) = 0.

MG

Como H¥(M) estd contenido en el espacio de k-formas cocerradas, tenemos que
dQE—1(M) L H*(M). Ahora veamos que §QF ™! (M) es ortogonal al espacio de k-formas
cerradas: sean o € QF (M) y 5 € QF(M) tal que d = 0. Entonces,

(B,0a) = MB/\*(Sa::l:/MB/\d*a::t/Md(ﬁ/\*a)—I—/Mdﬂ/\*a.

La segunda integral de la suma se anula ya que /3 es cerrada, y usando nuevamente
el teorema de Stokes en la primera integral de la suma, tenemos que:

(3.50) = [ (5 na)

- /W (8 A *a)
= | #@nrea)

=0.

Al igual que antes, como H"*(M) esta contenido en el espacio de k-formas cerra-
das, tenemos que 6QF (M) L HF(M). Por dltimo nos falta ver la ortogonalidad entre
dQE=1(M) y 6QFF1(M). Pero esto es claro, ya que todas las k-formas que pertenecen a
dQk=1(M) son cerradas. O

Hay otras dos descomposiciones vélidas que serdn de nuestro interés, llamadas
"descomposicién de Helmholtz". Si denotamos por Df (M) = {a € QF (M) : 6o = 0} al
espacio de k-formas co-cerradas tangentes a M y por C¥(M) = {a € QF(M) : da = 0}
al espacio de k-formas cerradas normales a M, entonces:

QF (M) = dQ* Y (M) @ DE(M), (1.2.3)
QF (M) = sQF Y (M) @ CF(M). (1.2.4)

Se puede verificar la ortogonalidad entre cada uno de estos subespacios de la misma
forma que lo hicimos anteriormente. Para detalles acerca del resto de la prueba, ver
Corolario 2.4.9 de [Sc95].
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Capitulo 2

El grupo de difeomorfismos y su
estructura de variedad diferenciable

La idea principal de este capitulo es presentar Diff(M): el grupo de difeomorfismos
de una variedad diferenciable ), que en principio no posee una estructura de variedad
diferenciable natural. Para comenzar introduciremos nociones basicas acerca de grupos
de Lie (tanto finito como infinito dimensionales), luego hablaremos sobre la estructura
de espacio de Fréchet del conjunto de campos suaves X(M) y por ultimo haremos la
construccion de la estructura diferenciable de Diff(1/). Veremos que éste resulta ser un
grupo de Fréchet-Lie modelado sobre el espacio X(M).

2.1. Grupos de Lie en dimensién infinita

Definicién 2.1.1. Un grupo de Lie localmente convexo G es una variedad diferenciable
localmente convexa junto con una estructura de grupo de modo que la multiplicacién
mqg : G x G — Gy lainversiéon ng : G — G son funciones suaves.

Notacién 2.1.2. De ahora en adelante, notaremos por Ly, R, : G — G a las traslaciones
aizquierda y a derecha respectivamente y por Cy := LgoRy-1 : G — G ala conjugacion.

Definicién 2.1.3. Un campo suave X : G — T'G se dice que es invariante a izquierda si
ThLg(Xp) = Xgn

para todo g, h € G.

Definicién 2.1.4. Dado un grupo de Lie G, definimos su dlgebra de Lie como el conjunto

Lie(G) := g ={X € X(G) : X esinvariante a izquierda},
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dotado de la operacién [-, -] definida en (1.2.10).

Observacién 2.1.5. Notar que el dlgebra de Lie g puede ser identificada con el espacio
tangente a G en la identidad. Todo campo invariante a izquierda X define univocamen-
te un elemento X (e) € T.G. Por otro lado, dado un vector X € T.G, podemos asociarle
un campo vectorial X : G - TG dado por X(g) = T(Lg)e(X) € Ty4G. Es evidente
que X es invariante a izquierda. Si consideramos esta identificacién, la operacién en el

algebra estaria dada por:
[X,Y] = [X,Y](e).

Ambas definiciones son equivalentes, por lo tanto usaremos la que sea de conveniencia
segun el contexto.

El siguiente teorema es una herramienta elemental pero muy til que sirve para
construir estructuras de grupos de Lie en grupos que contienen a un grupo de Lie local.
Lo usaremos a la hora de construir la estructura diferenciable del grupo de difeomor-

fismos en la Seccién 2.4.

Teorema 2.1.6. Sea G un grupoy U = U~' un subconjunto simétrico de G que contiene al
elemento neutro. Supongamos que U es una variedad diferenciable modelada sobre un espacio
localmente convexo E que satisface:

1. Existe un entorno del elemento neutro V. C U tal que V. = VL Vv.v CU, yla
multiplicacion my : V x V. — U es suave,

2. La inversion ny : U — U es suave,

3. Paratodo g € G, existe un entorno abierto del elemento neutro Vy C U tal que Vg = V71,
Cy(Vy) € U y la conjugacion Cy : V4 — U es suave.

Entonces existe una vinica estructura de grupo de Lie en G para la cual hay un entorno del
elemento neutro Uy C U tal que la inclusion Uy — G induce un difeomorfismo con un sub-
conjunto abierto de G. Ademds, si el grupo G estd generado por V., la tercera condicion puede
omitirse.

Demostracién. Sea A C V un subconjunto abierto y vy un elemento tal que v9pA C V.
Notar que v9A = {v € V : vy 'v € A}. Asi, por la primera hip6tesis, tenemos que v A

es un abierto. Mds atin, si consideramos las aplicaciones

f: A=A g:vpA — A

a — Vs voa — a,
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la condicién 1 nos dice que son biyecciones inversas y diferenciables, y por lo tanto
tenemos que vp A es difeomorfo a A.

Consideremos W C V un abierto simétrico (W = W~!) alrededor del elemento
neutro que sea dominio de alguna carta en U tal que W - W - W C V. Denotaremos
por (W, p) a esta carta. Para cada g € G, sea ¢, : gW — E dada por h — ¢(g71h).
Consideremos el atlas {(¢WV, ¢4) } gcc Yy veamos que se trata de cartas compatibles:

Sean g¢1,92 € G dos elementos diferentes tales que g;W N g2W # (. Esto implica
que g5 'g1 'y g7 ‘g2 son elementos de W vy, por lo probado anteriormente, tenemos que
91 LgoW es un abierto y por lo tanto W N g; LgoW es abierto por ser interseccion de
abiertos. Dado que ¢, (g1 W N g2W) = o(W N gy LgaW), resulta que ¢, (g1 W N g2 W) es
un abierto de 'y ademads la funcién de transicién esta dada por

Pgr © g1 gy (GIW N gaW) = 04, (1 W N g W)
z = (g5 9107 (%)),

que es diferenciable por las hipétesis 1y 2.

Sea go € G. Notar que la aplicacién jg4, : G — G dada por la multiplicaciéon a
izquierda por g es diferenciable. En efecto, si g € G tenemos que @gyq © fig, 0 @, ' (z) =
©a0a(9099 1 (z)) = ¢(p ! (x)) = 2z y la identidad es claramente diferenciable. Resta
entonces verificar que la multiplicacién y la inversién son diferenciables. Para esto,
basta encontrar para cada g € G un entorno abierto del elemento neutro tal que la
aplicacién (g,h) — g~ 1'h sea diferenciable en ese entorno, y un entorno abierto del
elemento neutro en el que la conjugacion por g resulte también diferenciable. Ambas
condiciones se cumplen por las hipétesis 1 y 3 y lo demostrado anteriormente.

Para ver que U es un abierto de G con esta estructura de variedad, alcanza con
notar que para todo u € U existe un entorno abierto A C W del elemento neutro tal
que uA C U por la primera hipétesis.

La unicidad de la estructura se sigue del hecho de que las traslaciones deben ser
difeomorfismos en ambas estructuras diferenciables, y las dos coinciden en un entorno
de la identidad.

O

Representaciones de grupos de Lie

Una representacién de un grupo de Lie G en un espacio vectorial V' es una accién suave
de G en V. Todo grupo de Lie tiene dos representaciones distinguidas: la representaciéon
adjunta y la coadjunta. Como estas juegan un rol importante a lo largo de este trabajo,
las describiremos en detalle.
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Definicién 2.1.7. Sea Ad, la diferencial de la conjugacién por g en el elemento neu-
tro. Es decir, Ad, := T'(Cy)e : ¢ — g. Llamamos representacion adjunta de G en g a la
representaciéon dada por

Ad : G — Aut(g)
g — Ady.

Observacion 2.1.8. A su vez, la diferencial en la identidad de la representaciéon adjunta
de G induce una representacién

ad :=T(Ad). : g — End(g),

llamada representacion adjunta del dlgebra de Lie g.

Observacién 2.1.9. Para que la definicién anterior tenga sentido tenemos que hacer una
pequefia observacién. En el caso donde el dlgebra de Lie g no es un espacio de Banach,
tenemos que Aut(g) no posee estructura de grupo de Lie, por lo cual no podemos con-
siderar la diferencial de Ad. Sin embargo, podemos pensar a Aut(g) como un subgrupo
de Diff(g) (que si posee estructura diferenciable, y lo veremos en la Secciéon 2.4) y asi
pensar a la representacién adjunta Ad como una funcién con codominio Diff(g).

A continuacién nombraremos una propiedad que serd de mucha utilidad para las
cuentas que haremos més adelante, cuya demostraciéon puede encontrarse en la Propo-
sicion II1.1.16 de [Ne05].

Proposicion 2.1.10. La representacion adjunta de un dlgebra de Lie en si misma coincide con
el corchete de Lie de la siguiente manera: ad,(w) = [v, w].

Notacién 2.1.11. En lo que sigue denotaremos por g* al dual de g, es decir: al conjunto
de funcionales f : g — R lineales y continuas.

Definicién 2.1.12. La representacion coadjunta de un grupo de Lie G es la aplicaciéon Ad™ :
G — g* dada por Ad*(g)(§) = Ad(§) :  — &(Adg-1(z)). Es decir, si notamos por (-, -)
al pairing entre g y g*, la representacién coadjunta queda definida por la relacién:

(Ad,(€), X) = (6, Ady-1 (X))
paratodo{ € g*y X € g.

Definicién 2.1.13. Al igual que para la representacion adjunta, definimos la representa-
cién coadjunta del dlgebra de Lie g como la diferencial de Ad* en la identidad. Es decir:

ad* :=T(Ad"). : g — End(g").
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Observacion 2.1.14. Por lo general cuando nos referimos a la representaciéon coadjunta
estamos hablando en realidad de una subrepresentaciéon de (2.1.12). Esto se debe a que
el dual de un espacio de Fréchet no es necesariamente un espacio de Fréchet.

Definicién 2.1.15. Llamamos dual reqular de g a un subespacio de Fréchet G-invariante
gfeg C g* que satisface que para todo X € gno nulo, existe un elemento { € g;“eg tal que
(¢, X) # 0y viceversa.

Fijado un dual regular, la representacién coadjunta de g en gy, esté univocamente
determinada por la condicién de la Definicién (2.1.12).

El mapa exponencial

Alahora de estudiar grupos de Lie de dimension finita, el mapa exponencial es una
herramienta fundamental que se suele utilizar para pasar informacién del grupo de Lie
a su respectiva dlgebra de Lie y viceversa. Recordemos que tanto la existencia como la
unicidad de esta aplicacién se deben al teorema de Piccard-Lindelof, que establece la
existencia y unicidad de soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios
euclideos de dimensién finita. En el caso de los grupos de Banach-Lie, se puede definir
el mapa exponencial de la misma forma que en el caso finito dimensional, debido a
que la herramienta principal en la demostracién del teorema de Picard-Lindelof es el
teorema del punto fijo de Banach, el cual es valido en espacios de Banach. Desafortuna-
damente esto no es cierto para espacios de Fréchet: alli existen ecuaciones diferenciales
ordinarias que no admiten solucién o que admiten mdltiples soluciones, y por lo tanto
debemos considerar una nueva definiciéon de mapa exponencial. Para eso, definiremos

primero el concepto de “derivada logaritmica”.

Definicién 2.1.16. Sea M una variedad diferenciable y G’ un grupo de Lie con algebra
de Lie g. Dada una funcién suave f : M — G, definimos su derivada logaritmica (a
izquierda) como la aplicacion 6(f) : TM — g dada por

5(f)(v) = Tf(p)(Lf(p)—1) o Tp(f)(v) siv € TpM.

Proposicién 2.1.17. Dadas dos funciones suaves f,g : M — G, son vilidas las siquientes
reglas de derivacion:

1. Regla del producto: 6(fg) = 6(g) + Adg-1(6(f)),

2. Regla del cociente: §5(fg~') = Ady(6(f) — 6(g)).
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Demostracién. En lo que sigue se omitirdn los puntos donde debe ser evaluada cada

funcién por cuestiones de simplicidad. En cuanto a la regla del producto, dadas dos

funciones suaves f,g : M — G tenemos que:

5(fg) = Tyg 1) o T(fg)

(Lqg
(L

= Tyq(L,- 1oLf 1)oT(fg)

= Ty(Lg-1) 0 Tyg(Ly—1) o (Ty(Ls)T(g) + Ty (Rg)T(f))

= Ty(Lyg-1) o T(g) + Ty(Lg-1) o Tf(Ly-1 0 Ry) o T(f)

= Ty(Lyg-1) o T(g) + Ty(Lg-1) o Tf(Rg 0 Ly-1) o T(f)

= Ty(Lyg-1) o T(g) + Ty(Ly-1) o Te(Ry) o T§(Ly—1) o T(f)

= 3(g) + Ady 1 (5(/)).
Utilizando esta igualdad para el producto fg~' tenemos que:

3(fg~") = d(g™") + Ady(a(f)).

Asi, para probar la regla del cociente basta ver que

8(g7") = —Ady((g))-
Veamos:

—Ady(0(g)) = —Te(Lg o Ry-1) 0 6(g)
= Tg-1(Lg) 0 =Te(Rg-1) 0 Ty(Lg-1) 0 T(g)
=T, 1(Ly)oT (g7 ")
1

))-

=d(yg

g

Observacion 2.1.18. Aunque a lo largo de este trabajo solo usaremos la derivada logarit-

mica a izquierda, notar que se puede definir la derivada logaritmica a derecha de una

funcién suave f : M — G como la aplicacién 6" (f) : TM — g dada por

5" (F)(v) = Ty (Rypy-1) o Tp(F)(v)  siv e T,M.

Al igual que para el caso anterior, tenemos las siguientes reglas de derivacion:

1. Regla del producto: §"(fg) = 6"(f) + Adf(0"(g)),

2. Regla del cociente: 6" (fg~1) = 6"(f) — Ad,-1(6"(9)).
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Definicién 2.1.19. Dado un grupo de Lie G con algebra de Lie g, llamamos mapa expo-
nencial de G' a una aplicacion exp,, : g — G suave tal que para todo X € g, la curva
Yx (t) := exp(tX) es un grupo a un parametro que satisface 7 (0) = X.

Es sencillo ver que cualquier curva de este tipo es una solucién del problema de
valores iniciales
10) =e
o(y) =X

donde 0 es la derivada logaritmica definida anteriormente.

Preguntarnos por la existencia de una aplicacién exponencial nos lleva a una pre-
gunta mds general: jpara toda curva suave { € C*([0,1],g) el problema de valores
iniciales

7(0) =e

o(y) =¢
tiene solucién? En caso de que si, para las funciones constantes (t) = X, las solu-
ciones correspondientes son las curvas yx que necesitamos para obtener una funcién
exponencial. Més adelante veremos que estas soluciones de hecho son tinicas.

Un grupo de Lie en donde este problema de valores iniciales admite una solucién
7¢ € C*([0,1], g) y el mapa evolucién

evolg : C°([0,1],9) = G, & e(1)

es suave se dice regular.

Que un grupo de Lie sea regular nos proporciona una gran cantidad de métodos pa-
ra pasar del nivel infinitesimal al global. Este concepto de regularidad se debe a Milnor
([Mi84]). Al dia de hoy no se conoce ningtn grupo de Lie modelado en un espacio com-
pleto que no sea regular. Para todos los ejemplos que nombraremos de aqui en adelante
se puede demostrar la regularidad, pero no hay un teorema general que afirme que to-
do grupo de Lie localmente convexo modelado sobre un espacio completo sea regular
o incluso tenga una funcién exponencial. Probar o refutar este teorema es actualmente

un problema abierto.

2.2. Espacios de funciones suaves

En esta secciéon describiremos una topologia en los espacios de funciones suaves,
que se obtiene de la topologia compacto-abierta. A esta nueva topologia la llamaremos
“topologia C" compacto-abierta”.
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Definicién 2.2.1. Si X e Y son espacios topolégicos Hausdorff, la topologia compacto-
abierta en el espacio C'(X,Y) esta definida como la topologia generada por los conjuntos
de la forma

W(K,U):={feC(X,Y): f(K)CU},

donde K es un subconjunto compacto de X y U/ es un subconjunto abierto de Y. De-
notaremos por C(X,Y). al espacio topolégico de las funciones continuas de X en Y
dotado de la topologia compacto-abierta.

Observacion 2.2.2. Si 'Y es un espacio localmente convexo, tenemos que C(X,Y’) es un
espacio vectorial con respecto a las operaciones punto a punto. Asi, la topologia en
C(X,Y). esta definida por las seminormas

pic(f) = sup{p(f(z)) : z € K},

donde £ C X es un subconjunto compacto y p es una seminorma continua en Y. En
particular, esto nos dice que C(X,Y ). es un espacio localmente convexo.

Sean M y N variedades diferenciables (posibilemente de dimensién infinita). Cada
funcién suave f : M — N define una sucesién de funciones suaves T f : TEM — TEN
en los espacios tangentes iterados. Asi, obtenemos para r € Ny U {oo} un embedding

r
C"(M,N) < [[ c(T*M, T*N),,
k=0

en un espacio producto, que usaremos para definir una topologia en C"(M,N) a la
cual llamaremos la topologia C" compacto-abierta. Para r < oo, es suficiente considerar el
embedding C"(M,N) — C(T"M,T"N),. En el conjunto C*°(M, N), la topologia C'*°
compacto-abierta es el refinamiento comiin de todas las topologias C" para r < oo.
Como cada subconjunto compacto de M esta contenido en una unién finita de abier-
tos coordenados, la topologia en C"(M, N) estd generada por conjuntos de la forma
W(KC,U) en C(T*M, T*N), donde K C T*U para alguna carta (U, ¢) de M.

Si E es un espacio localmente convexo, todos los espacios C(T*M,T*E) son lo-
calmente convexos por la Observacion (2.2.2). Ademds, la correspondiente topologia
del producto es localmente convexa y por lo tanto C*°(M, E) es un espacio localmen-
te convexo. Si M es de dimensioén finita, para cada carta (U, ) de M, la topologia en
C*(U, E) coincide con la topologia de convergencia uniforme de todas las derivadas
parciales en cada subconjunto compacto de /.
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Definicién 2.2.3. Como los campos vectoriales son funciones suaves X : M — TM,
tenemos un embedding natural X(M) — C°°(M,TM) que define una topologia en
X(M). Si (U, p) es una carta de M, tenemos que TU = U x E y los campos suaves
de U se corresponden con funciones suaves i/ — E. Esto nos dice que, dotado de esta
topologia, X(M) es un espacio localmente convexo. De hecho, X(M) es un espacio de
Fréchet si consideramos la sucesién de seminormas que definiremos mds adelante en
(3.4.1).

2.3. Suavidad de aplicaciones en grupos de difeomorfismos

Aunque la nocién de variedad diferenciable nos proporciona una nocién natural de
funcidén suave entre variedades, resulta conveniente tener también una nocién de sua-
vidad para aquellas aplicaciones que tengan como dominio a una variedad suave, pero
cuyo codominio sea un espacio de funciones suaves que en principio no tenga estruc-
tura de variedad diferenciable. En lo que sigue discutiremos esta nocién de suavidad
con énfasis en aplicaciones con valores en grupos de difeomorfismos de variedades lo-
calmente convexas, y en la préxima seccion veremos que si la variedad M es compacta
entonces podemos definir una estructura diferenciable en su grupo de difeomorfismos.

Definicién 2.3.1. Sean M una variedad diferenciable localmente convexa, y Diff(M) su
grupo de de difeomorfismos, el cual en principio no posee ninguna estructura diferen-
ciable natural. Sea N una variedad diferenciable cualquiera. Diremos que una aplica-
cién ¢ : N — Diff(M) es suave si la aplicacién

O:NXM—MxM
(z,p) = (p()(p), o(z) " (p))
essuave. Si NV es un intervalo en IR, obtenemos en particular una nocién de curva suave.

Para hablar acerca de la diferencial de una aplicacién ¢ : N — Diff(M), debemos
primero definir qué significa el “espacio tangente” a Diff()) cuando éste no posee
estructura de grupo de Lie. Lo pensaremos como el conjunto

T(Diff(M)) :={X € C®°(M,TM) : mppr o X € Diff(M)},
junto con la “proyeccién”
7 : T(Diff(M)) — Diff(M)

X*—)?TTMOX.
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En el caso donde M es una variedad compacta, veremos en la préxima seccién que
Diff(M) posee estructura diferenciable y el espacio tangente (como lo definimos en
(1.2.5)) coincidira con esta definicion.

Observacion 2.3.2. Llamaremos espacio tangente en f € Diff(M), al conjunto dado por
T¢(Diff(M)) := 7w 1(f).

Notar que Diff(M ) acttia de forma natural en 7'(Diff(A/)) tanto a izquierda como a
derecha:

[-X=T(f)leX y X -f=Xof.
Definicién 2.3.3. Llamamos accién adjunta de Diff(M ) en X(M ) a la accién dada por
Ad : Diff(M) x X(M) — X(M)
(f, X) = T(f)oXofh
Las curvas suaves ¢ : J C R — Diff(M) tienen derivadas logaritmicas (a izquierda)
) : JJ = X (M)
t = o(t) (1)

que son curvas suaves en el dlgebra de Lie X()/) de campos suaves de M. Para una
variedad cualquiera NV, las derivadas logaritmicas son 1-formas valuadas en X(M) que
se definen de la siguiente forma:

Siyp: N — Diff(M) essuavey @ : N x M — M esta dada por @(x,p) := ¢(z)(p),

entonces tenemos una aplicaciéon tangente suave
T(@): T(NxM)=TNxTM —TM,
y para cada v € TN la aplicacién parcial

T.(p)v: M —TM
p= T(x,p) ((1/5) (U7 0)
es un elemento de T,y (Diff(1)). Asi obtenemos entonces una aplicacién tangente

T(p) : TN — T(Diff(M))
v Te(p) siveT,N.

Definicién 2.3.4. Definimos la derivada logaritmica (a izquierda) de ¢ como la aplicacién
d(¢) : TN — X(M) dada por

6(90)1)(29) = Tap(ar)(p) (90('1‘)_1) o T(z,p) (@)(U7 0) siveT;N.
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Se puede probar que 6(¢) es una 1-forma en N que toma valores en X(M) (ver
[Ne05] para detalles), pero recordemos que X(A/) no tiene por qué ser un algebra de

Lie topolégica si M no es de dimension finita.

Como consecuencia de la regla de la cadena, tenemos un resultado analogo al que

definimos en la Proposicién (2.1.17):

Lema 2.3.5. Dadas dos funciones suaves f,g : N — Diff(M), definimos el producto como
(fg)(x) := f(x) o g(x) y el cociente como (fg~')(z) := f(z) o g(x)~t. Son vdlidas:

1. Regla del producto: 6(fg) = 6(g) + Adg-1(5(f)),
2. Regla del cociente: §(fg=1) = Ady,(6(f) — 6(g)),
donde (Ady () := Ad () (o) para o una 1-forma de N que toma valores en X(M).

Demostracion. Si f,g: N — Diff(M), v € T, N y p € M entonces:

6(fg)v(p) = Tf(x)(g(x) ((fa(@) ™) 0 Tiupy (F9) (v, 0)

) (9() ™) 0 Ty 9wy (F(@) ™) © [T ga) () (F) (v, 0)
(p)( (@)1 (2 )(9) (v, 0)]

m(9(@) o [ @) (F (@)1 0 Tl (F(v,0)] 0 g(x)

(p)(g(fﬂ) Y o Tt (g(a )(p))(f(l‘)_l)OTg(z)(p)(f(IE))OT(z,p)@)(UaO)
= Ad )-1(6(f)o(P)) 4 6(g)u(p)-

Usando esta igualdad para el producto fg~! tenemos que:

5(fg7)u(p) = 6(g7")u(p) + Ady(u)(5(f)u(p))-

Entonces, alcanza con probar la igualdad

~0(g7")u(p) = Ady(a)(3(9)w(p)).

Observar que, siv € T, N y p € M entonces:

)
)OTg<x>(g<x>—1< 1(9(@) ™) 0 Tl g@) 1)) (@) (0, 0)
) o Ty gw)-1(p) (@) (0,0)
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Considerando la igualdad

—_—

p=g(z)og(z)  (p) =Gz, g~ (z,p)),

y derivando respecto de z, tenemos que

— - ~ /_\1
0= T(:C,g—l(xm))(g)(v) T($7p)g (v,0)).

Usando esto tltimo y la linealidad de 7'(g), podemos afirmar entonces que

—

Adyy(6(9)v(P)) = ~Tia,g(2)-1(p) (0, T )9~ (v, 0)).

Veamos entonces que efectivamente la expresion del lado derecho es —6(g~ 1), (p). Para
eso, consideremos primero la siguiente igualdad:

—

gz, 9(x) 7 (p) = g(x)g~ (x,p).
Derivando respecto de x:

—_ —

Ta,9(2) 1 () (@) (0, Tz p) 91 (v, 0)) = Ty(a)-1(p) (9(2)) © T(z p) g~ (v, 0)
[Ty -1 (9@ 0 Tl o)1) @) (0, Ty g~ (v,0)) = T g~ (0, 0).

Finalmente, tenemos que:

que era lo que queriamos ver.
O

Observacién 2.3.6. Al igual que lo hicimos anteriormente, recalcamos que se puede de-
finir la derivada logaritmica a derecha de una funcién suave ¢ : N — Diff()) como

0" (9)o(p) = (Tiap) (D) (v,0)) 0 (2) ' (p)  siz € TuN,

que también define un elemento de Q!(N,X(M)), y que ademds satisface la igualdad
8" (p) = Ad,(0(p)) = —6(p1). Las reglas de derivacion se deducen de la misma forma
que como lo hicimos en la Observacién (2.1.18).
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Como ya nombramos anteriormente cuando definimos el mapa exponencial, hay
ciertas ecuaciones diferenciales ordianarias con coeficientes constantes en espacios de
Fréchet E para las cuales las soluciones no son tinicas. Sin embargo, el lema que enun-
ciaremos a continuacion afirma que las soluciones de los correspondientes problemas
de valores inciales en el grupo GL(E) C Diff(E) son tinicas siempre que existan.

Lema 2.3.7 (Lema de unicidad). Sea N una variedad diferenciable conexa. Dadas dos apli-
caciones suaves f,g : N — Diff(M), la relacion 6(f) = 0(g) es equivalente a la existencia de
¢ € Diff(M) tal que g(z) = ¢ o f(x) para todo x € N. En particular, g(xo) = f(xo) para
algiin xo € N implica que f = g.

Demostracion. Si g(z) = ¢ o f(x) para todo z € N, entonces T3, (g) = ¢(x).T,(f) y por lo
tanto §(g) = o(f).

Si por el contrario, 6(g) = d(f) y definimos v := gf~!, la regla del cociente implica
que 6(y) = 0, que a su vez implica que para cada p € M la aplicacién = — ~(z)(p) tiene
derivada nula, y por lo tanto es localmente constante. Como N es conexo, debe ser ~y
constante. Asi, concluimos que g = ¢ o f para algtin ¢ € Diff(M). O

Observacién 2.3.8. El lema de unicidad implica en particular que una accién suave a
izquierda de un grupo de Lie G conexo en una variedad suave M dada por un morfismo
o : G — Diff(M), estd univocamente determinada por el correspondiente morfismo de
algebras de Lie dado por

¢ :=—0(0). : Lie(G) — X(M)

ya que (o) es una 1-forma invariante a izquierda en G' que toma valores en X(M), y

por lo tanto estd completamente determinada por su valor en e.

2.4. La estructura diferenciable de Diff(M)

Sea M una variedad diferenciable compacta sin borde y g = X(M) el algebra de
Lie de los campos suaves en M. En lo que sigue demostraremos cémo el grupo de
difeomorfismos Diff()) posee una estructura diferenciable que lo hace ser un grupo
de Fréchet-Lie modelado en X(M).

Si FIX : R x M — M, (t,p) — FI¥(p) denota el flujo de un campo vectorial X, el
mapa exponencial en el grupo Diff(M) deberia estar dado por

eXPpigg(ay) * X(M) — Ditf(M)
X — FIE.
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Desafortunadamente, esta aplicacién no es un difeomorfismo local entre un entorno de
0 € X(M) y un entorno de Idy, € Diff(M) (para detalles ver [Gr88]). Por lo tanto no
podemos usarla para definir una carta alrededor de Idy,.

Sin embargo, existe una forma sencilla de solucionar este problema. Sea g una mé-
trica riemanniana en M y sea Exp : TM — M su mapa exponencial, el cual asigna a
v € T, M el punto v,(1), donde v, : [0,1] — M es la geodésica que satisface v,(0) = py
74(0) = v. Asi obtenemos la aplicacion suave

O:TM — MxM
v = (p, Exp(v)) siveT,M.

Existe un entorno abierto &Y C T'M de 0 tal que ® es un difeomorfismo entre ¢/ y un
entorno abierto V de la diagonal de M x M. Ahora, el conjunto

Uy ={X eX(M): X(M) CU}
es un subconjunto abierto del espacio de Fréchet X(M ), y definimos la aplicacién
p:lUy — C(M, M),  o(X)(p) :=Exp(X(p)).

Es claro que ¢(0) = Idys. Ademas, se puede ver que luego de achicar U/ a un entorno de
0 lo suficientemente pequefio en la topologia C! compacto-abierta de X(M), obtenemos
que ¢(Uy) C Diff(M). Para ver que Diff(M) posee una estructura de grupo de Lie para
la cual ¢ es una carta, se debe verificar que las operaciones de grupo son suaves en
un entorno del 0 cuando se transfieren a U, via ¢, de modo que podamos aplicar el
Teorema (2.1.6).

Notar que si (Id, f)(M) C V, entonces podemos definir

e '(f)p) =Y

donde Y € Uy estal que Y, = @ 1(p, f(p)). Asi, ¢! es una funcion suave y por lo tanto
el par (Uy, p) es una carta para ¢(Uy). Entonces hemos probado que ¢(U,;) C Diff(M)
es una variedad diferenciable. Para poder usar el Teorema (2.1.6) debemos ver que la
multiplicacién, la inversion y la conjugacion en ¢(U;) son diferenciables.

Si consideramos X, Y € U, tenemos que:

m(e(X),¢(Y))(p) = (p(X) 0 o(Y))(p) = ¢(X)(Exp(Yp)) = Exp(Xexp(v;)),

por lo tanto, la multiplicacién es suave por ser composiciéon de funciones suaves.
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Por otro lado, veamos qué sucede con la inversién: por cémo definimos la inversa

de ¢ mads arriba, tenemos que si X € Uj:

donde Y € U, es tal que Y, = @~ 1(p, o(X)(p)) para todo p € M. Esto es:

d(Yy) = (p, Exp(Yy)) = (p, o(X)(p)) = (p, Exp(X}))

y como & es un difeomorfismo entre U4 y un entorno de V, entonces debe ser Y}, = X,
para todo p € M, es decir: Y = X. Asi, (X)™! = p(X) y por lo tanto la inversién en
p(Uy) es suave.

Por tltimo, debemos corroborar que la conjugacioén por cualquier elemento de Diff(M)
es una aplicacién suave. Si f € Diff(M) y X € U, tenemos que:

Cr(e(X))(p) = (fop(X) o fTH)(p) = Fe(X)(f () = F(Exp ;1))

que es una funcién suave por ser composiciéon de funciones suaves.
Finalmente, gracias al teorema del grupo de Lie local nombrado anteriormente, te-
nemos que Diff()M) tiene estructura de grupo de Lie.

De la suavidad de la aplicacién

Ug x M — M
(X,p) = »(X)(p) = Exp(X(m)),
se sigue que la accién candnica a izquierda
o : Diff(M) x M — M
(#,p) = @ (p)

es suave en un entorno de la identidad de Diff(M), y por lo tanto es suave, ya que es
una accién por funciones suaves.

El morfismo correspondiente de algebras de Lie (2.3.8) ¢ : Lie(Diff(M)) — X(M)
estd dado por

6(X)(p) = —To(X,0p) = —X(p),
estoes, 6 = —Idx(r), lo cual nos dice que

Lie(Diff(M)) = (X(M), [, ])°P,
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donde g°P es el opuesto del dlgebra de Lie g con el corchete dado por [ X, Y]op := [V, X].

Este signo “menos” se debe al hecho de que consideramos a Diff(1/) como un grupo
que actta sobre M a izquierda. Si en cambio lo considerdramos actuando a derecha, ob-
tendriamos la multiplicacién opuesta: ¢ *1) := Yo y asi tendriamos que Lie(Diff())°P)
= (X(M),[,]). Aqui escribimos G°P para el grupo opuesto con el orden de la multipli-
cacién invertido.

Proposicion 2.4.1. Si M es una variedad diferenciable compacta con borde, entonces el dlgebra
de Fréchet-Lie de Diff(M) es el espacio de campos suaves tangentes al borde X(M).

Demostracién. Por un lado, si X € Lie(Diff(M)) = T74Diff(M) entonces existe una cur-
va f; C Diff(M) tal que fo = Idy fo = X.Como fj es un difeomorfismo, tenemos que
floar : OM — M. Asi, sip € M entonces X, = fo(p) € T,0M y por lo tanto X es un
campo suave tangente al borde.

Por otro lado, si X € X¢(M) y p es un punto cualquiera de M, consideremos las
curvas vx, : [0,1] — M que satisfacen que vx,(0) = py ¥x,(0) = X,,. Si denotamos por
gt + M — M a las aplicaciones dadas por p — vx, (t), gracias al Teorema fundamental
de flujos podemos afirmar que ¢: es una curva en el grupo de difeomorfismos de M
(ver Teorema 9.34 de [Leel2]), que ademads satisface que g9 = Idy go = X. De esta
forma podemos afirmar que entonces X € Lie(Diff(M)). O
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Capitulo 3

Flujo geodésico y ecuaciones de
Euler-Arnold

El objetivo principal de este capitulo es definir las ecuaciones de Euler-Arnold y
analizar en distintos ejemplos qué forma toman estas ecuaciones. Dado un grupo de
Lie G junto con una métrica invariante a izquierda, lo que queremos hacer es calcular

sus geodésicas.

3.1. Métricas en variedades de dimensidon infinita
Definicién 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable. Una métrica de Riemann g en M es
una seccion diferenciable del fibrado
T°MxT*M — M
con las siguientes propiedades:
e g essimétrico: g,(X,Y) = g,(Y, X) paratodop e My X,Y € T,M.
e g es definido positivo: g,(X, X) > 0 paratodop € M, X € T,M.
e g esno degenerado: g,(X,X) =0siysoélosi X = 0.
Notacién 3.1.2. Notaremos gp(-,-) := (-, )p-
Definicién 3.1.3. Decimos que una métrica de Riemann es fuerte si para cada p € M la
aplicacion
gp : TyM — T,M*
X —gp(X,")
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es un isomorfismo de espacios vectoriales. En caso contrario, diremos que la métrica es
aebil.

Observacién 3.1.4. Notar que las métricas de Riemann débiles inducen un monomorfis-
mo de espacios vectoriales. Asi, toda métrica de Riemann en una variedad de dimen-

sién finita es fuerte.

Definicién 3.1.5. Sea (M, g) una variedad riemanniana. La conexién de Levi-Civita es
una conexion V que satisface las siguientes condiciones:

e Preservalamétrica:si X,Y,Z € X(M)entonces X¢(Y,Z) = g(VxY,Z)+g9(Y,VxZ)
donde X ¢(Y, Z) denota la derivada de la funcién g(Y, Z) alo largo del campo vec-
torial X.

e Es libre de torsion: si X, Y € X(M) entonces VxY — Vy X = [X,Y].

Observacion 3.1.6. Una métrica de Riemann débil no necesariamente induce una cone-
xién de Levi-Civita en la variedad. Para més detalles se puede consultar [Br16] o [K195].

3.2. Calculo de variaciones

El célculo de variaciones estd relacionado con los extremos de funcionales que tie-
nen como dominio a un espacio de curvas. Un ejemplo de este tipo de funcionales es la
longitud de una curva en el espacio euclideo: si~ : [a,b] — R" es una curva cualquiera,
su longitud esta dada por ¢(v) = f; |7 (2)]|dt.

Definicién 3.2.1. Se dice que un funcional ® es diferenciable si ®(y + h) — ®(y) = F +
R, donde F' depende linealmente de h y R(h,7y) = O(h?). A la parte lineal de este
incremento, F'(h), la llamamos diferencial de ®.

Se puede ver que si ¢ es diferenciable, su diferencial es tinica. La diferencial de un

funcional también es llamada variacién, y & es llamada la variacién de la curva.

Teorema 3.2.2. Sea L = L(z,y, z) una funcién diferenciable de tres variables, y sea X un es-
pacio de curvas. El funcional ® : X — R dado por ®(y) = ff L(~(t),7(t),t)dt es diferenciable
y su derivada estd dada por la férmula

b
bTOL  d OL oL
F(h) _/a [37 - dtay} hdt + (Mh> ‘ . (3.2.1)

43



Observacion 3.2.3. Para evitar posibles confusiones aclaramos que aqui

oL 0L
oy a’
oL 0L
9y oy’

Al espacio vectorial de curvas X lo pensamos como un espacio de Fréchet y usamos las
nociones de derivacién dadas en el Capitulo 1.

Demostracién. Tenemos que

b
By + h) — () = / L(y+ b+ b t) — Ly, 4, 0)] dt

bror, oL, )
_/a [%h—%mh} dt +O(h2) = F(h) + R,
donde

b
F(h):/ <‘2}§h+?§h> dt y R=0(h?).

Integrando por partes, obtenemos que

b
b b
6U}hdtz/ hi a—L dt + h% .
o 0% o At \ 0y oy
O
Definicién 3.2.4. Un extremal de un funcional difrerenciable ® es una curva « tal que

F(h) = 0 para todo h.

Existe una equivalencia de la definicién de extremal, la cual nos conducira hacia
la ecuacién de Euler-Lagrange. Antes de enunciarla y dar su respectiva demostracién,
enunciaremos y demostraremos un lema previo que serd de utilidad.

Lema 3.2.5. Si una funcién continua f : [a,b] — R satisface que fab f(t)g(t)dt = 0 para toda
funcién continua g : [a,b] — R con g(a) = g(b) = 0, entonces f = 0.

Demostracién. Supongamos que f(x) # 0 para algin z € [a, b]. Sin pérdida de genera-
lidad, podemos suponer que f(z) > 0. Como f es continua, tenemos que f(t) > ¢ > 0
en algtn subintervalo [zg, z1] C [a, b] alrededor de z.
Consideremos la funcién g : [a, b] — R dada por
(t —xo)(x1 —t) sit € [xg,z1]

g(t) = . . (3.2.2)
0 si no
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Notar que g satisface las hip6tesis del enunciado pero sin embargo,

b 1
[ rwgtar= [ swatar =0

pues ambas funciones son positivas en el intervalo (zg, z1). Lo cual es absurdo, y por lo
tanto debe ser f(z) = 0 para todo z € [a, b]. O

Teorema 3.2.6. Una curva « es extremal del funcional () = f; L(~y,7,t)dt si y solo si

oLy oL _

dt \ O oo
Demostracion. Recordemos que el Teorema (3.2.2) nos da la siguiente expresion para la
diferencial del funcional ®:

o= 35 ) (20

y notar que el término que le sigue a la integral es nulo, ya que h(a) = h(b) = 0.

d (0L oL
f0:= 5 (m) ~ 9

Notar que si « es extremal, tenemos que F'(h) = 0 para todo h con h(a) = h(b) = 0. Esto

9

Consideremos la funciéon

es,

/bf(t)h(t)dt =0

para toda h tal que h(a) = h(b) = 0y por lo tanto el lema previo nos indica que f = 0.
Asuvez, si f =0, entonces es claro que F'(h) = 0y asi o es extremal. O

d (oL _oL _
dt \ 0% oy

es llamada la ecuacion de Euler-Lagrange del funcional ®(vy) = ff L(y(t),~(t),t)dt.

Definicion 3.2.7. La ecuacién

Hasta aqui hemos mencionado algunas definiciones y resultados del calculo de va-
riaciones sin hablar de variedades diferenciables. En lo que sigue veremos cémo rela-
cionar la teoria del cdlculo de variaciones con las geodésicas de una variedad diferen-
ciable.
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Definicion 3.2.8. Dada una variedad diferenciable M, decimos que una curvay : [0, 1] —
M es admisible si es C' y con derivada no nula a trozos.

Definicién 3.2.9. Dada una curva admisible v : [0,1] — M, definimos una variacién
como una funcién continua v : (—¢,¢) x [0, 1] — M que satisface v(0,t) = y(t), v(t) :=
v(s,t) es admisible para cada s fijo, y si 7 = {0 = to,?1,...,t, = 1} es una particién

de [0,1] tal que 7|, 4,,,] es diferenciable, entonces la restriccion de v a los recténgulos

it1]
(—e,&) X [ti, tiy+1] es dos veces diferenciable.
Decimos que una variacién v(s, t) es con extremos fijos si v5(0) = v(0) y v5(1) = (1)

para todo s € (—¢,¢).

Definicién 3.2.10. Sea M una variedad riemanniana. Definimos el mapa exponencial de
M como la aplicacién Exp : TM — M dada por

Exp, (v) = (1)
siv € T,M, donde v, : [0,1] — M es la tnica geodésica en M tal que v(0) = py
v (0) = v.

Lema 3.2.11. Sea M una variedad riemanniana de dimension finita y sea exp su mapa expo-
nencial. Consideremos ~y : [0, 1] — M una curva admisible y p : [0,1] — T'M una curva suave
a trozos tal que 7 o p = ~y. Entonces existe un ¢ > 0 tal que si v : (—e,¢) x [0,1] — M estd
dada por

v(s,) = Exp. g (su(t))

entonces v es una variacion de  con Sv/(0,t) = u(t). Ademds, la variacion tiene extremos fijos
si y solo si 1(0) = p(1) = 0.

Demostracién. Refinando la particién de ser necesario, podemos suponer que los inter-
valos donde 7 y i son suaves son los mismos. Tomando s lo suficientemente pequefio
para que su(t) € T4 M pertenezca al entorno en el que exp.(;) es un difeomorfismo
(el cual existe pues M es de dimensioén finita), podemos asegurar que v es suave en los
rectdngulos donde v lo era y, ademads, cada v, es admisible puesto que

vs it — Equ{(t)(su(t)).

Como vp = Exp, (0u(t)) = ~(t), se trata de una variacién de ~. Por otro lado,

ds (O’t)l/(s,t) - TO(EXpy(t))(M(t)) = u(t).
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Por dltimo, como

v5(0) = Bxp. ) (s1(0)) y ve(1) = Exp, ) (spu(1))

para todo s € (—¢,¢), se deduce que v es una variaciéon con extremos fijos si y sélo si
u(0) = p(1) = 0. O

Toda variacién induce un campo, y con este lema acabamos de probar que dado un
campo f, podemos construir una variaciéon de modo que x sea el campo variacional.
Notar que la variacién construida sera de clase C? en la variable s sin importar la regu-
laridad de p ni de v, por la regularidad de la exponencial. Sin embargo, la regularidad
en la variable ¢ si estd condicionada por la de v, p.

A continuacién enunciaremos la férmula de la primera variacion del funcional de

longitud de arco L. Se puede encontrar su demostracién en [Lan94] o [Lar12].

Teorema 3.2.12. Sean (M, g) una variedad riemanniana de dimension finita, v C M una
curva parametrizada por longitud de arco y p : [0,1] — T'M una curva suave a trozos tal que
7 o p = . Consideremos v (s, t) la variacion de y definida en el lema previo y supongamos que
tiene extremos fijos. Entonces

1 n
L) G| ) = = [Ty e+ 300 460 = 3¢ .
i=1

Corolario 3.2.13. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimension finita y sea ~y : [0, 1] —
M una curva. Entonces:

1. Si~y esuna geodésica de M entonces es punto critico de L para toda variacion con extremos
fijos.

2. Si~ es Cy punto critico de L (en particular minimal), entonces ~ es una geodésica de
M.

Demostracién. Dada una variacién cualquiera v(s, t) con extremos fijos de v, considera-

mos el campo p a lo largo de v dado por pu(t) := %‘ _O(Vs(t)). Este campo induce una

variacién v via el Lema (3.2.11).
Si observamos la férmula de la primera variacién, tenemos que la integral vale ce-
ro ya que al ser v una geodésica el integrando es nulo. Ademads, la sumatoria es de

términos nulos pues 7 es suave. Esto nos dice entonces que < L(vs) = 0. Como las
0

.
derivadas con respecto a s de v; y v coinciden para todo ¢, tenemos que % ’ L(vs) =0
s=0

y asi 7y es punto critico de L para toda variacién con extremos fijos.
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Por otro lado, si v es C1, el término de la suma no est4 presente en la formula de
la primera variacién. Si 7 es minimal, es un extremo del funcional L para cualquier
variacién, en particular para p = 7}y y entonces debe ser 73y = 0 y por lo tanto 7 es
una geodésica. O

Estos resultados nos indican que podriamos definir las geodésicas de una variedad
diferenciable de dimension finita como los puntos criticos del funcional de longitud de
arco. Sin embargo, esta definicién da lugar a una ambigiiedad: toda reparametrizacién
de una geodésica resultaria ser una geodésica, y esto es algo que no es cierto cuando se
utiliza la definicién convencional en términos de la derivada covariante.

Para evitar esta ambigtiedad, definimos el funcional de energia de una variedad (M, g)

(pseudo-)riemanniana como:

EG(0) = 5 [ 060,30t 3:23)

Las curvas extremales del funcional de energia son también curvas extremales del
funcional de longitud de arco, que ademds satisfacen la condicién de tener velocidad
constante. Esto tltimo es lo que hace que los puntos criticos del funcional de energia
sean exactamente las geodésicas de la variedad M.

Recordemos que nuestro enfoque estd puesto en las variedades diferenciables infi-
nito dimensionales. Para estudiar sus geodésicas debemos primero fijar qué definicién
usaremos de geodésica. Como indicamos en la Observacion (3.1.6), las métricas rieman-
nianas débiles en espacios de Fréchet no inducen conexiones de modo usual, por lo que
la definicién mds inmediata para generalizar a variedades de Fréchet es la que podemos

describir en términos del cdlculo de variaciones, como definiremos a continuacién.

Definicién 3.2.14. Dada una variedad (M, g) con g una métrica riemanniana débil en
M, decimos que una curva v C M es una geodésica si es un punto critico del funcional
de energia.

3.3. Ecuaciones de Euler-Arnold

Con los resultados previos, en esta seccién definiremos qué son las ecuaciones de
Euler-Arnold y analizaremos cémo hallar soluciones.

Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g. Denotamos por |-, -] al corchete de Lie
en g, y por e al elemento neutro en G. Por simplicidad trabajaremos con traslaciones
a izquierda, aunque todos los siguientes resultados seguirdn valiendo si trasladamos a
derecha.
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Consideremos un producto interno real (-, -) en g. Este estd asociado a un operador
A : g — g* (llamado operador de inercia) de modo que (-,-) = (A-,-). A partir de ahora lo
notaremos (-, -) 4. La aplicacién dada por

T,G x TyG > (Uga wg) — <Tng—1vgngLg—1wg>A = <<Ug>wg>>A,g-

define una métrica riemanniana ((-,-)) 4 en G.

Sea v(t) C G una geodésica. Consideremos su vector velocidad en cada punto ¥(t)
y llamemos () a su traslacion al dlgebra de Lie. Es decir: £(t) := T’y Ly -1 (§(t)) C 9.
La evolucién de este vector estd codificada en las ecuaciones de las geodésicas de G.

Estas ecuaciones nos dan un sistema no lineal en g de la forma

d
6 = BEW). (331)

Definicién 3.3.1. Dado un grupo de Lie G junto con una métrica invariante a izquierda,
a la ecuacion (3.3.1) la llamamos ecuacion de Euler-Arnold en g.

A continuacién enunciaremos el resultado de Arnold, que nos permitira describir la
ecuacion de Euler-Arnold utilizando la accién coadjunta del grupo de Lie G.

Teorema 3.3.2 (Teorema de Arnold). Sea G un grupo de Lie y sea A : g — g* un operador
de inercia. La ecuacion de Euler-Arnold asociada a la métrica invariante a izquierda ((-,-)) 4 es

%m(t) = —ad 1) (m(1)),

al verla en g* via el operador de inercia.

Al momento de la publiacién del articulo [Ar66] no existian estudios profundos
acerca de la teoria de grupos de Fréchet-Lie. Es por esto que la demostracién dada
por Arnold en su articulo original en su momento se creia vélida para todo tipo de
grupos de Lie. Hoy en dia sabemos que vale tinicamente en el contexto de grupos de
Banach-Lie, ya que utiliza la existencia de una carta alrededor del origen con ciertas
propiedades de simetrias que, en general, los grupos localmente convexos no poseen.
Quien desee leer la demostracion para el caso general puede encontrarla en el Apéndice
de [Az19].

El flujo geodésico «y : [0, 1] — G entre dos puntos go, g1 € G satisface (por definicién)
el problema variacional

1
R GIORC P
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Esto puede ser visto como un problema lagrangiano con L : TG — R definido como
L(vg) = %«Ugvvg»fl,g'

De la construccién de la métrica en G se sigue que L es invariante a izquierda,
es decir: L(vy) = L(TyLp(vy)) para todo h € G. En particular, esto significa que el
lagrangiano L esta completamente determinado por ! : g — R, donde [ = L‘g.

Obtenemos entonces el siguiente Teorema que es un caso particular del Teorema de
Arnold.

Teorema 3.3.3. Sea G un grupo de Liey sea L : TG — R el lagrangiano invariante a izquierda
dado por L(vg) := £ ((vg,vg)) a4 Llamamos | : g — R a su restriccion al espacio tangente en la
identidad. Dada una curva (t) € G, definimos §(t) := T, ;)L )-17(t). Son equivalentes:

(a) ~(t) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange para L en G;

(b) € = ad}“(f), donde ad ™ es la traspuesta de la representacion adjunta con respecto al

producto interno (-, -) 4.

Demostracién. La siguiente demostracion es valida tiinicamente para grupos de Lie G
que estén contenidos en el conjunto de elementos inversibles de un algebra de Banach.

Notar que el lagrangiano L es exactamente el funcional de energia definido en
(3.2.3). Entonces, tenemos que la condicién (a) es equivalente a decir que () es una
geodésica de G.

Para simplificar notacion, escribiremos (t)~'4(t) := T} Ly -15(t) = £(t). (Si G
es un grupo de matrices, esta notacion coincide con el significado usual de la expresiéon
v(t)~14(t) como producto de matrices).

Sea p : [0,1] — T'G un campo cualquiera con p(0) = ,u( ) = 0. Consideremos la
sV (8:1) = p(t).

En lo que sigue, notaremos por (-) a la derivada con respecto a s y por (-) a la

variacion v : (—¢,¢) x [0,1] = G de y(t) € G tal que |

derivada con respecto a ¢.
Consideremos la funcién f : (—¢,e) — R dada por

£(5) = Lt / s (1)~ (1)) .

Derivando respecto de s (y omitiendo la variable ¢ por simplicidad), obtenemos que
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1
<(Vg1y;)', 1/;11)8) dt +/ [1/;11/'3, y;lu;] , uglu's) dt
0

Evaluando en s = 0 y usando que vy(t) = v(t) y v (t) = p(t) obtenemos:
1 1
f'(0) = /0 (vt ) dt + /0 (v ], ) dt

1 1
. / e, ()Y de + / (4, v, v ) de
0 0

donde la altima igualdad se obtiene integrando por partes y usando que x tiene extre-
mos nulos.

Si v es geodésica, entonces por el Corolario (3.2.13) tenemos que f'(0) = 0 para
cualquier eleccién del campo p. Esto es:

1 1
[ ot e = [ ) e
0 0
Recordemos que ¢ := v~ 14 y llamemos 1 := v~ 1. As,
1 1
[ éyar= [ e ar
0 0
1 1
[ éyan= [ tadetn). e
0 0
I 1
[ éae= [ . aal )
0 0

1 .
0= [ 0. adf(6) & a

Como esto debe valer para todo 7, se satisface la condicién (b).

A su vez, si se satisface la condicién (b), es claro que f'(0) = 0 para toda variacién
y usando de nuevo el Corolario (3.2.13) tenemos que vy es geodésica, es decir, vale la
condicion (a). O
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Decimos que la forma débil de la ecuacién de Euler-Arnold esta dada por

Ema=(&adem)a, Vneg (3.3.2)

donde ad¢ = [¢, ]. Y su forma fuerte estd dada por
£ =ad4(9), (3.3.3)

que es exactamente la parte (b) del teorema anterior.

En lo que sigue asumiremos que ad}“ estd bien definida para cualquier £ € g,y
que la forma fuerte de la ecuacién de Euler-Arnold esta bien definida para cualquier
eleccion de datos iniciales. En dimension finita esto siempre sucede ya que el producto
interno es no degenerado y por lo tanto A es un isomorfismo. En dimensién infinita,
como veremos en la Seccién 3.4, estas suposiciones no son triviales.

Dada una curva £(t) € g solucién de la ecuacién de Euler-Arnold, la correspondien-
te geodésica (t) € G se obtiene de la ecuacion §(t) = Te L) &(t).

La ecuacién fuerte de Euler-Arnold (3.3.3) estd descripta en el marco lagrangiano
de la mecénica. También es posible obtener una descripcién hamiltoniana gracias a la
transformacién de Legendre: considerando la variable de momentos p := j—é({ ) = AE,
la ecuacién de Euler-Arnold toma la forma

f=adi(p), €=A"y, (33.4)

donde ad” : g* — g* estd definida de modo que (u,ad¢(n)) = (adg(u),n) para todo
n € gy p € g*. Este es un sistema hamiltoniano con respecto al corchete canénico de Lie-
Poisson (para detalles ver [MR99]), para la funcién hamiltoniana cuadrética reducida
h(p) = 5, A" p).

Observacién 3.3.4. Si consideramos un lagrangiano que sea invariante a derecha en vez
de invariante a izquierda, todo funciona de igual manera, pero en la Ecuacion (3.3.2) el
lado derecho cambia de signo.

3.4. Ajustes en dimensién infinita

Como ya mencionamos, lo descripto anteriormente ademds de ser valido para gru-
pos de Lie de dimensién finita, funciona para los grupos infinito dimensionales de
Fréchet-Lie. Los principales ejemplos (y los tinicos que consideraremos nosotros en esta
tesis), son subgrupos -incluyendo el grupo en si- del grupo Diff()/) de difeomorfismos
de una variedad compacta n-dimensional M. Si M no tiene borde, la correspondiente
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algebra de Fréchet-Lie es el espacio X(M) de campos suaves en M. Para el caso de una
variedad M con borde, vimos en la Proposicion (2.4.1) que el dlgebra de Fréchet-Lie es
el espacio X{(M) de campos suaves tangentes al borde. El corchete de Lie en X(M) es
(menos) el corchete de Jacobi-Lie, esto es: ad¢(n) = [£,1] = —[£,n]x. La topologia en
X(M) que lo hace ser un espacio de Fréchet estd dada por la sucesion de seminormas

[€lo: NEll s donde [i¢llm := 3 sup D_ |6 @), =3 &0 (B4
k=0z€M i=1 i=1
El corchete de Jacobi-Lie [-, -]x : X(M)xX(M) — X(M) es una aplicaciéon suave con esta
topologia, asi como también lo es cualquier operador diferencial X(A) — X(M). Para
maés detalles acerca de la categoria del dlgebras de Frechét-Lie y grupos de Fréchet-Lie
ver [Ha82].

Observacion 3.4.1. La topologia definida en (3.4.1) es independiente de la eleccién de
coordenadas en M, ya que todas las métricas en M son equivalentes.

Proposicion 3.4.2. Sea E un espacio locamente convexo y metrizable. Entonces, el espacio dual
E* es metrizable si y sélo si E es un espacio normado.

La demostracion de esta proposicion puede encontrarse en la Seccién 29.1 de [Ko69].
Notar que este resultado nos dice que el dual de un espacio de Fréchet no es necesa-
riamente un espacio de Fréchet. Entonces, el punto de vista hamiltoniano dado por la
Ecuacion (3.3.4) no tiene sentido, ya que asume que g y g* son isomorfos. Para solucio-
nar esto, usaremos la definicién de “dual regular” dada en (2.1.15). En este caso, esta
dado por la imagen del operador de inercia g;., := Ag. A lo largo de este trabajo tra-
bajaremos tnicamente con el dual regular, asi que omitiremos el subindice: g* = g;.,.
Ademés, si son considerados varios operadores de inercia A;, Az para la misma 4l-
gebra de Fréchet-Lie, asumiremos que la parte regular del dual es invariante, esto es:

Arg = Aqg.

3.5. Eleccion del pairing

La forma mds sencilla de obtener una representacién en coordenadas de la ecuacién
de Euler-Arnold es introduciendo coordenadas en g y luego calculando la traspuesta de
ad¢ (con respecto al producto interno dado (-, -) 4) en esas coordenadas. Sin embargo,
esto depende de la elecciéon del producto interno y no queremos que eso suceda. Ade-
mas, en el caso infinito dimensional (por ejemplo, cuando trabajemos con el grupo de
difeomorfismos), s6lo es posible calcular explicitamente la traspuesta de ad¢ en unos
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pocos casos. Entonces, queremos dar una representacion en coordenadas que sea inde-
pendiente del producto interno elegido. Es decir, queremos una representacién de la
eucacion de Euler-Arnold similar a la forma hamiltoniana (3.3.4). Para eso, necesitamos
definir una correspondencia entre los elementos de g* y los elementos en g sin hacer re-
ferencia al producto interno. En dimensién finita podriamos elegir una base cualquiera
de g y luego usar su base dual en g*. En general, debemos identificar cada elemento de
g* con un elemento de un espacio g*, isomorfo a g* via un isomorfismo £ : g* — g*
el cual llamaremos operador de pairing. Esto quiere decir que un elemento p € g* estara
representado por i = L7 € g°. La idea es encontrar algtn espacio isomorfo g® y un
operador conveniente £ de modo que ad; sea representada de forma cémoda, es decir,
que adg := £L7! o ad; o £ sea facil de describir.

Desde el punto de vista hamiltoniano, la ecuacién de Euler-Arnold (3.3.4) puede ser
escrita en términos de i como:

& =adg(n)
poo=8¢

(3.5.1)

donde J :=L1'A:g — g°.

También podemos reescribir la ecuacion desde el punto de vista lagrangiano como
3¢ = ad{ (3¢). (3.5.2)
Notar que en ambos casos estamos usando la aplicacion ad{ en vez de adzf‘ o adg.
La eleccion del producto interno (-, -) 4 es equivalente a la eleccién de .

Las variables reconstruidas u(t) = L(ji(t)) y £(t) = J71ji(t) son independientes de
la elecciéon de g*® y de L. Si tomamos g* = gy £ = A, tanto la Ecuacién (3.5.1) como la
Ecuacién (3.5.2) son exactamente la ecuaciéon original (3.3.3). A esta eleccion de g°® y de
L la llamamos “pairing de inercia”.

Observacién 3.5.1. Asi como describimos ad_ en términos de adg, resulta ttil (para las
cuentas que haremos mas adelante) tener también una descripcion de ad¢ en términos
de adET““. Por definicion, sabemos que para todo v, £, n € g vale:

(. ade(n)) 4 = (ad {4 (1), n) 4
A@)(ade(n) = Alad]A () ().

Es decir, A(¢) oad¢ = A(adg““ (1)) como elementos de g*.
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A su vez, por definicién de adg tenemos que .A(1) o ad¢ = adg o A(¢)). Por lo tanto,
igualando las expresiones obtenidas podemos afirmar que

adf o A(¥) = A(ad]* (1))

para todo ¢ € g. Es decir, adg cA=Ao ad?‘.
Recordando que adz =Lo adg o £71, tenemos entonces

adg =Jo adgf‘ oJ L.

A continuacién daremos dos ejemplos originales del libro de Arnold [Ar66]. Uti-
lizando nuestro marco de trabajo, daremos una lista de varios pairings que son co-
munmente utilizados. En cada caso describiremos la forma hamiltoniana y la forma
lagrangiana de las ecuaciones de Euler-Arnold:

W adzm),
3¢ = ad$ (3¢).

Ejemplo 3.5.2 (Cuerpo rigido). En este primer ejemplo el grupo es el conjunto de ma-
trices de rotaciéon SO(3). Su édlgebra de Lie es el espacio de matrices antisimétricas
50(3). Una métrica invariante a izquierda en SO(3) se obtiene del operador de iner-
cia A : s50(3) — s0(3)* correspondiente a los momentos de inercia del cuerpo rigido. En
lo que sigue especificaremos dos posibles pairings.

(a) Consideremos g* = s0(3), y la aplicacién £ : g* — so(3)* definida por el producto
interno de Frobenius: (Lfi, &) = $tr(i' €). Con este operador de pairing tenemos
que ad () = —ade¢() = —&i + i€, lo cual se sigue del hecho de que el pro-
ducto interno de Frobenius en so(3) es menos la forma de Killing en s0(3). Asi, la
ecuacién del cuerpo rigido en forma hamiltoniana (3.5.1) estd dada por

Cfl—’; =-l6n =pE =&, p=13¢
y en forma lagrangiana (3.5.2) por

9§ = —[§, 3] = 36§ — £ 3¢,

donde J = L71 A : 50(3) — s0(3).

Si en el dlgebra de Lie s0(3) consideramos la métrica de Frobenius dada por

() :==Re(tr(én")) = —tr(&n),
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entonces tenemos que A(§) = —tr(§:) = 2£(&). En este caso, J(§) = 2¢ y por lo
tanto la ecuacion de Euler-Arnold se traduce en

£=0.

Entonces, tenemos que £ = &, es constante y como la ecuacién que satisfacen las
geodésicas es ¥ = ¢ (ver Seccién (3.3)), tenemos que (t) = e'*. Es decir, las
geodésicas en este caso son los grupos a un pardmetro dados por exponenciales.

En general, si consideramos un producto interno cualquiera (-,-) en so(3), por
el Teorema de Representacion de Riesz tenemos que existe un operador positivo
A :50(3) — s0(3) tal que

(& n) = (A),mr = —tr(A()n).

Entonces en este caso el operador de inercia A estd dado por A(§) = —tr(A(§)-)y
en consecuencia J(§) = 2A(&).

Esta segunda eleccién de pairing es mds usada por lo general. Sea {e;, ez, €3} la

base
0 0 0 1 0 -1 0
-11, 0O 00,1 o
1 0 -1 0 0 0O 0 0

de 50(3). En este caso elegimos g* = R?. Adem4s usamos la notacién tradicional
para el vector i = 7 = (m, w2, m3), correspondiente al momento angular. El opera-
dor de pairing esta dado por L = Y27 mef donde {e, e}, €5} es la base dual de
50(3)*. Con este operador de pairing tenemos que ad{ () = 7 X w, donde w € R?
son las coordenadas de £ en la base {e;, e2, €3} correspondiente a la velocidad an-
gular. Asi recuperamos la cldsica versién de la ecuaciéon de un cuerpo rigido, en
forma hamiltoniana:

T=7TXw, 7wT=J=Iw
y en forma lagrangiana:
Tw=Tw x w

donde I € R3**3 es la matriz simétrica asociada al tensor de inercia. Este es un
tensor simétrico de segundo orden tal que la forma cuadrética construida a partir
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del tensor y la velocidad angular €2 da la energia cinética de la rotacion, es decir:

Ia:x I:cy Ixz Qw
Q) [ 1, I, I.]| |

Iy Izy Y.. Qz

1
Erot = 5

Las componentes de este tensor de inercia en una base ortonormal pueden calcu-
larse a partir de los tres momentos de inercia segtin esos tres ejes perpendiculares:

I, = /Vp(y2 + 22) dedydz

I, = /Vp(z2 + 2?) dedydz

L.= /V p(a? +y?) dedydz,
y los tres productos de inercia se calculan como

Iy = Iy = /v —pxy dxdydz

Iy,=1,= /V —pyz drdydz

I m:/ —pzx dxdydz
\%4

Ademais se satisface que Ie; = Je; = L1 Ae;, donde {ei}?zl es la base candnica
de R3.

En el siguiente ejemplo trabajaremos mucho con la correspondencia entre campos
suaves y formas diferenciales. Usaremos los operadores definidos sobre el espacio de
k-formas diferenciales Q¥ (M) y las propiedades que satisfacen, nombradas en la Pro-
posiciéon (1.2.21). Ademas, el teorema de descomposicién de Hodge (1.2.24) serd una
herramienta fundamental a la hora de entender qué forma toman las ecuaciones de
Euler-Arnold para cada eleccién de pairing distinta.

Ejemplo 3.5.3 (Hidrodindmica ideal). Este es el segundo ejemplo que Arnold propone
en su libro [Ar66]. Sea (M, g) una variedad riemanniana compacta de dimensién n, po-
siblemente con borde. El grupo que consideraremos primero es Diff, (M ): el conjunto
de difeomorfismos de M que preservan el volumen.

Tenemos que Diff,, (M) es un subgrupo de Fréchet-Lie de Diff()/). Su dlgebra de
Fréchet-Lie es Xy, t(M) = Xyo1 (M) N X (M), es decir, el conjunto de campos vectoriales
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de M que tienen divergencia cero y son tangentes al borde 9M. La métrica ((-,-)) 4 en
Diff,o (M) es la traslacion a derecha del producto interno L?:

€ mha = (Em) 2 = /Mg@, nyvol,

donde vol es la forma de volumen asociada con la métrica riemanniana g. En lo que
sigue definiremos pairings que nos daran diferentes representaciones de la ecuacién de
Euler-Arnold para la hidrodindmica ideal.

(a) La eleccion clésica es el pairing de inercia: g* = Xyo (M) y £ = A (usando el
producto interno L?). Aqui J = Id y por lo tanto ad{ = ad;*‘ (ver Observacion

(3.5.1)). Entonces tenemos que:

ad¢(n)) A

g(ft, [n,€]) vol

I
<

(ad¢ (i), m) A

g(ﬂa vné - an) vol

I
g T

9, 7€) vol — /M Leg(am) vol + /Mg(Vau,n) vol
=0

9((v§)Tﬂ7 1) vol + / 9(Vefi, n) vol
M

T

g(P((VE) i+ Vep),n) vol
= (P((V&) i+ Veii),m) 4,

donde V denota la derivada de Levi-Civita y P : X(M) — Xyo1+(M) es la proyec-
cién ortogonal respecto del producto interno L?. Asi, afirmamos que

ad? (€) = P((VE) €+ Vet)
= P(V¢6).

Observacion 3.5.4. La integral que se marc6é como nula en la cuenta anterior se
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debe a que:

[ elatmnyvol = [ celatponyvol — [ gl Lelvol
M M M N—

=0

:/ ig(dg(ﬂ,n)V01)+/ d(ie(g(f, n) vol))
M S~ JM

=0

_ / i*(ie(g (2, ) vol))
oM

= / i*(g(2, n)ig vol),
oM

y como { es tangente al borde, veamos que la restriccién de i¢ vol a OM es nula:

i*(if VO])P(le s 7Xn—1) = (15 VOl)z(p)( ( )(X1)7 s va(i)(Xn—l))
= volip) (§,5(X1), - .-, j(Xn-1)) =0,

donde j : T(OM) — TM es lainclusion, y la tltima expresién es nula ya que “vol”
es una aplicaciéon multilineal alternada y {¢, j(X1),...,7(X,—1)} es un conjunto
linealmente dependiente pues £ es un campo tangente al borde.

Notar que esta misma cuenta también sirve para probar que P((V¢)'¢) = 0, pues:

(P((VE)T€),m)

(VE)T&,m)

g(( n) vol

:\s\

9(€, V&) vol

1
§£,7 )) vol.

-,

vol, t(

g

Ahora nos gustaria saber quién es X ) para poder describir mejor esta pro-

yeccién.

Tenemos un isomorfismo entre X(M) y Q"1 (M) dado por £ — i¢ vol, el cual envia
campos tangentes a dM en formas normales. Por otro lado, tenemos el operador
estrella de Hodge, que envia k-formas tangentes en (n — k)-formas normales y
k-formas co-cerradas en (n — k)-formas cerradas. Asi, la aplicacién

%Vol,t(M) — l)t1 (M)

&= *_1i§ vol
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1

esta bien definida y, como *~!ig vol = x~! x £ = ¢, tenemos que de hecho es un

isomorfismo.

Usando la Ecuacién (1.2.3) que nos da el teorema de descomposicion de Hodge,

tenemos que
%(M) = dQO(M) @ xvol,t(M)'

Por lo tanto, X-4, = dQ°(M) = grad(C°°(M)).

vol,t

Asi obtenemos la conocida ecuacién de Euler para un fluido ideal incompresible:
£ = -V —gradp, dive=0, (3.5.3)

donde p € C™ (M) es la tnica funcién (salvo una constante) que satisface que
Ap = div(Ve€).

Existe otro pairing que es usado frecuentemente, en el cual la ecuacién de Euler
para un fluido toma una forma bastante simple.

Consideremos la aplicacién T : Q1(M) — X,o11(M) dada por Ta = Pa¥, donde
P es la proyeccién ortogonal definida en (a). Notar que « estd en el nticleo de 7'
siempre que af € %éo“i‘/t(M) = grad(C°°(M)). Esto es: of = grad(f) para alguna

f € C>®(M),y por lo tanto a = grad(f)’. Asi, tenemos que
Ker(T) = grad(C™(M))’ = dQ°(M),
es decir, el ntcleo de T es el espacio de todas las 1-formas exactas.

Entonces, tenemos un isomorfismo 7 : QY(M)/dQ°(M) — Im(T) = Xyoii(M),
por lo que podemos considerar g® = Q!(M)/dQ"(M) con el operador de pairing
definido por

<[‘ﬁ7£> = <T:D‘7£>L2 v& € %Vol,t(M)'

Como Diffy (M) acttia en Xy, +(M) por cambios de coordenadas, y debido a que
la forma de volumen se preserva, tenemos que adg (@) = £¢fi, donde la derivada
de Lie est4 bien definida en Q'(M)/dQ°(M) ya que manda formas exactas en
formas exactas. Para detalles sobre esto tltimo ver [KW09]. Entonces, la forma
hamiltoniana de la ecuacién de Euler-Arnold con este pairing es

d

%ﬂ = —£Lel, E=Th, (3.5.4)
y la forma lagrangiana correspondiente es
d o >
—[&] = = £[€°). 5.
¢ el€’] (35.5)
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(c) Existe otra eleccién de pairing “en el medio” de los ejemplos (a) y (b). Recordemos

que en el ejemplo (a) vimos que
Ryole(M) 3 € =+ Hevol =+ 1 % & = ¢ € DY(M)

es un isomorfismo. Por lo tanto, podemos considerar g* = D} (M) junto con el

operador de pairing dado por

(L, €) = (1. €)1z

Veamos entonces cudl serd la expresién de ad; en este caso:

Por un lado, usando la definicién de adz, tenemos que
(adg (1), m) = (n.adg(n)) = (L, ade(n)) = (i, (ade(1))’) 12-
Por otro lado, usando la relacién adz =Lo adg oL,
(adg (), m) = (L(adg (L7 ), m) = (L(adg (1)), n) = (ad¢ (i), n’) 12
Entonces:

(adg (), 1) 12 = (B, (adg(m)) 2 = {7, —

:—/ /u/\l[gnvol

:—/ ﬂ/\fginvol+/ fi Ny £evol
M M S——

:/ £§,u/\i77vol/ Le(f Nipvol)
M M
— [ geunar = [ iGeuns)
M oM
:/ fgﬂ/\*?]b—/

M oM
= <£§,a777b>L2

Por lo tanto, ad{(z) = P(£¢ji), donde P : Q'(M) — D{(M) es la proyec-
cién ortogonal. Notar que a lo largo de esta cuenta hemos usado muchas de

=g (" (1) A" (%))
=0

las propiedades que nombramos en la Proposicién (1.2.21), ademads del teore-
ma de Stokes. Como el complemento ortogonal de D{ es dQ2°(M) (por el teore-
ma de descomposiciéon de Hodge), tenemos que ad; (1) = £¢/i + dp para algtn
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p € Q°(M) = C>(M). Asi, la forma hamiltoniana de la ecuacién de Euler-Arnold

es
d _ _ _ _
i=—Li—dp, p=0, p=¢, (3.5.6)

y la forma lagrangiana es
d > >
58 = £ —dp, 0 =0. (3.5.7)

Observar el parecido tanto con la Ecuacion (3.5.3) como con las Ecuaciones (3.5.4)
y (3.5.5). De hecho, aplicando el levantamiento riemanniano obtenemos la ecua-
cién del pairing en (a) y con la aplicacién cociente obtenemos las ecuaciones del
pairing en (b).

Sea M una variedad diferenciable de dimension n, definimos el dlgebra de Lie de

campos exactos con divergencia nula como

XE(M) = {€ € Xyq(M) : 3o € Q" 2z tal queig vol = da}.

vol

En este caso consideraremos una variedad suave M de dimensién 3 junto con

ex

el subgrupo Diff (M), que es aquel subgrupo de Diff(M) cuya élgebra de Lie
estd dada por X8 (M) = X N X(M). Recordemos que el espacio X8 .(M)

vol, t vol vol,t
es isomorfo al espacio de 2-formas exactas normales d{2} (M), via el isomorfismo

dado por ¢ + i¢ vol. También tenemos que el operador (dx)~! estd bien definido
en dQL (M), es no degenerado y autoadjunto con respecto al producto interno L?
(todo esto lo probaremos mds adelante en el Lema (6.5.3)).

Consideremos g* = d2} (M) con el operador de pairing definido por
(L, &) = (@, (dx) " tigvol) .

Veamos entonces como es la expresion de ad; en este caso.

Para &, € X .(M), tenemos que

vol,t
(adg (), m) = (u.ade(n)) = (L, ade(n)) = (i, (d%) " Mad (g vOL) L2

y asuvez,

(adg (1), m) = (L(adg (L7 ), m) = (L(ad (1)), m) = (adg (1), (dx) ™"y vol) 2.
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Por lo tanto,

(ad (), (d) " iyvol) 2 = (7, (d4) gy voll 2
= —(, (d*)ili[évn]xV01>L2
= —(, (d*)ilfginVODLQ + (@, (d*)ilin ££V01>L2
=0

:—/ fi Ad™t £ei, vol
M
:—/ i A £Led™ i, vol
M
:/ £§/1/\d_1i,7v01—/ Le(i A d 1, vol)
M M

:/ Lennd, vol—/ dig (i A d ™1, vol)
M M

+igd (@ A d i, vol)
=0
:/ Lepnd, vol—/ i*(ie(n A d ™ty vol))
M oM
:/ £§ﬁ/\d_linvol—/ ieg (4% (1) Ai*(d iy vol))
M oM

N——

= (Left, (dx) " H,vol) 2

donde nuevamente hemos usado propiedades nombradas en la Proposicién (1.2.21),
el teorema de Stokes y el hecho de que i es una 2-forma exacta.

Notar que £¢/i es exacto ya que d conmuta con la derivada de Lie. Asi, ad (1) =
Lefi.

Notar que A¢ = Ld xi¢ vol y por lo tanto g€ = d xig vol = d x > = dé¢”. Entonces,
la forma hamiltoniana de la ecuacién de Euler-Arnold es

d
= —ktep, p=36=dg (35.8)

y la forma lagrangiana es
de” = —£.de. (3.5.9)

El requisito para que las soluciones de la Ecuacién (3.5.9) también cumplan la
Ecuacién (3.5.7) es que Diff o (M) sea totalmente geodésico en Diff, (M) (defi-
niremos en detalle el concepto de subgrupo totalmente geodésico en el proximo
capitulo). La condicién exacta para que esto suceda estd dada en [HTV02], para

el caso donde M es una variedad sin borde. También se puede extender al caso
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donde M es una variedad con borde y para una métrica H' posiblemente altera-
da (correspondiente a la ecuacién de fluidos promediada de Euler) y lo veremos
mas adelante en el Teorema (6.2.1).

Existe otra elecciéon de pairing, la cual es quizéds la forma mas elegante de la

ecuacion de un fluido hidrodindmico ideal. Nuevamente consideramos una va-

ex

riedad suave M de dimensién 3 y el subgrupo Diff [}

(M). En este caso tomamos
g* =X (M) y el operador de pairing dado por

vol,t
(Lh, &) = (@, curl™'¢) fa.

La buena definicién del operador curl ! en X0 (M) la veremos méas adelante
en el Lema (6.5.3). Ademds, demostraremos en el Teorema (6.5.1) que el producto

interno (-, curl!.) ;> es bi-invariante. Entonces en este caso tenemos que
ad?(p) = —ade (1) = [¢, .

Mas atn, J¢ = curlg, y por lo tanto la forma hamiltoniana de la ecuacién de Euler-
Arnold toma la forma del par de Lax

d

==&y, =3¢ = curld. (3.5.10)

La forma lagrangiana correspondiente de la ecuacion es
curl € = —[¢, curl €. (3.5.11)

Del complejo de de Rham (ver Figura (1.2.1)) para una variedad de dimensién
3 se sigue que el ejemplo previo (d) se obtiene de estas ecuaciones aplicando el
operador flat seguido del operador estrella de Hodge. Nuevamente, observemos
que estas ecuaciones nos dan soluciones de la ecuacién de Euler completa sélo en

ex

el caso donde Diff ]

(M) es totalmente geodésico en Diff,q (M).
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Capitulo 4

Subgrupos totalmente geodésicos

En este capitulo definiremos el concepto de “totalmente geodésico”. Demostrare-
mos un teorema que sera fundamental para nuestro trabajo de aqui en adelante, y lo
analizaremos desde diferentes puntos de vista.

4.1. Definiciones generales

Definicién 4.1.1. Sea M una variedad riemanniana con métrica (-, NayMC M una
subvariedad con la métrica inducida. Decimos que M es totalmente geodésica con res-
pecto a ((-,-)) 4 si toda geodésica de M embebida en M es también una geodésica de
M.

Sea G un grupo de Lie equipado con una métrica invariante a izquierda (o a dere-
cha) y sea H un subgrupo de Lie de G. Nuestro principal objetivo en este trabajo es
encontrar ciertas condiciones de la métrica invariante ((-, -)) 4 bajo las cuales un subgru-
po dado H sea totalmente geodésico en G. Debido a la invariancia a izquierda de la
métrica, es suficiente considerar la subalgebra de Lie f de g:

Lema 4.1.2. H es totalmente geodésico en G si y solo si todas las soluciones £(t) € b de la
ecuacion de Euler-Arnold en b son también soluciones de la ecuacion de Euler-Arnold en g.

Demostracién. Seai : H — G la inclusién y dados h € H, g € G, denotamos L}/ y LS a
las traslaciones a izquierda en H y G respectivamente. Como io L = Lfgh) o, tenemos
que Tio TLjl = TLF, o Ti.

Ahora, sea £(t) € g la solucién a la ecuacion de Euler-Arnold en g con dato inicial
£(0) = Teivyo para algtn 19 € b. Por otro lado, sea 1(t) € b la solucién a la ecuacién
de Euler-Arnold en h con dato inicial ¢(0) = %y. Sean ¢(t) € G y h(t) € H las co-

rrespondientes geodésicas. Lo que queremos probar es que i(h(t)) = g(t) si y s6lo si
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£(t) = T,itp(t). Sabemos que la curva h(t) satisface que h(t) = TeLhH(t)w(t) con h(0) = e.
Usando la relacién entre las diferenciales nombrada anteriormente, tenemos que:
4,
dt

Luego, i(h(t)) satisface la misma ecuacién de reconstruccién que g(t) siy sélo si §(t) =

(A(t)) = Theyi o TeLypyb(t) = TeLi(y ) 0 Teinp(),  i(R(0)) = e.

Teirp(t) y por lo tanto el resultado que queriamos se obtiene de la unicidad de solucio-
nes. O

Asi, decimos que una subdélgebra ) es totalmente geodésica en g con respecto a (-, -) 4
si las soluciones de la ecuaciéon de Euler-Arnold para h son también soluciones a la
ecuacién de Euler-Arnold para g. Si esto se cumple o no, depende de la eleccién de
la subélgebra h y de la eleccién de la métrica (-,-) 4. Para esto, tenemos el siguiente
resultado obtenido por Modin en [MPMM10]:

Teorema 4.1.3. Sea b una subdlgebra de g, y sea hA el complemento ortogonal de b con
respecto al producto interno (-, -) 4. Son equivalentes:

1. b es totalmente geodésica en g con respecto a (-, -) 4.

2. (& [&m))a=0paratodo & € hyn € hA.
3. (v, [&ml)a+ (& [, m))a = O paratodo &, € hyn € hHA,
4. ad;““ (&) € hparatodo & € by.

5. adg““ (¥) + ad;““ (&) € b para todo &, € b.

Demostracion. 1 < 2 : Sea £(t) una solucién a la ecuacién de Euler-Arnold en h. Con-
sideremos la forma débil de la ecuacién, dada en (3.3.2). Sabamos que cualquier n € g
puede ser escrito de forma tnica como n = 7 +na con g € hy n2 € htA. Como
£(t) € b, para todo ¢ se tiene que (£(t),72).4 = 0. Entonces, para que £(t) cumpla la
ecuaciéon de Euler-Arnold en g, una condicién suficiente es que (£(t), [£(t),72])a = 0
para todo 72 € h4. Como la condicién inicial £(0) € b es arbitraria, la condicién es
también necesaria.

2 = 3: Fijado n € h14, consideremos la forma bilineal Q,,(&,v) = (£, [1,7]) 4. Por
hipétesis, tenemos que @, (¢, &) = 0 para todo & € h. En particular, Q, (£ + ¢, +¢) =0
y de la bilinealidad obtenemos la condicién (3).

3 = 2: Considerando la misma forma bilineal @, y tomando £ = v obtenemos la
condicién (2).

2 & 4y 3 & 5se deducen de la definiciéon de ad£L “y el hecho de que g estd generada
por b @ hla. ]
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Una interpretacion geométrica de este resultado es que h es totalmente geodésica
siy solo si [£,n] L4 & paratodo & € hyn € htA. Esto es, [¢,7] debe pertenecer al
hiperplano que es .A-ortogonal a .

Observacion 4.1.4. Notar que el Teorema (4.1.3) es valido incluso en el caso donde g es un
algebra de Fréchet-Lie infinito dimensional. En efecto, una subdlgebra de Fréchet-Lie
es (por definicién) un subespacio lineal topolégicamente cerrado de g que es cerrado
por la operacién dada por el corchete. Por lo tanto, todo n € g admite una tinica des-
composicion 7 = 1, +n2 conny € hy na € hHA.

Ejemplo 4.1.5 (Cuerpo rigido, continuacién). Consideremos de nuevo el Ejemplo (3.5.2).
Una subdlgebra de dimensién 1 de so(3) estd dada por h = {£ € s0(3) : £ = aey,a € R}.
Como es unidimensional, el corchete es trivial y por lo tanto la ecuacién de Euler-
Arnold en § se reduce a f = 0, es decir, todas las soluciones son estacionarias.

Del Teorema (4.1.3) obtenemos que h es totalmente geodésica si y sélo si ad}“ (&) eh
para todo £ € h. Como la subalgebra h estd generada por ey, basta probar que ad_A(e) =
bei para algtin b € R. Expresado en términos de ad?, (ver la Observacion (3.5.1)), esto
significa que ad;, (Je1) = J(be1). Usando que Je; = Ie; tenemos:

ad; (Iey) = ble

Ie1 X e = bIe1

Como sabemos que las soluciones son estacionarias, tenemos que b = 0. Por lo tanto
la ecuacién de arriba se cumple si y sélo si Ie; y e; son paralelos, es decir: si e; es un
autovector de I. De hecho, es bien sabido que las tinicas soluciones estacionarias de la
ecuaciéon de Euler-Arnold en so(3) estdn dadas por el conjunto de autovectores de la
matriz de inercia I.

4.2. Deducciéon usando la segunda forma fundamental

En esta seccion daremos una version diferente del Teorema (4.1.3), basada en la
segunda forma fundamental de la subvariedad. Esta nueva versién nos proporcionara
una vision més geométrica de todo el trabajo.

Antes de reformular el teorema, recordaremos algunas nociones bésicas acerca de
la segunda forma fundamental de una variedad riemanniana.

Sea M una variedad riemanniana de dimensi6n finita ysea M C M una subvarie-
dad. Es sencillo ver que el conjunto

T™|,, = [[ T,M
peEM
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es un fibrado vectorial suave sobre M. Todo campo vectorial suave en M claramente
se restringe a una seccién suave de TM ‘ v Y asuvez, toda seccién suave de TM ‘ M
puede ser extendida a una seccién suave de TM. Cuando no haya riesgo de confusién
usaremos la misma letra para denotar tanto un campo vectorial como una funcién en
M y su extension a M.

En cada punto p € M, el espacio tangente TPM se puede escribir como una suma
directa T,M = T,M & N,M donde N,M := (T,M)" es el Complemento ortogonal con
respecto al producto interno en 7}, M dado por la métrica en M. Al conjunto

NM =[] MM
peEM
lo denominamos fibrado normal de M. Notaremos N (M) al espacio de secciones suaves
de NM.
Proyectar ortogonalmente en cada punto p € M sobre los subespacios T,M y N,M
nos da las aplicaciones que llamaremos proyeccion tangencial y normal respectivamen-
te:

T TM|,, —»TM
L TM|,, —» NM.

Notacién 4.2.1. Si X es una seccién de TM } )y usaremos las notaciones X | := 7' X y
X+ := 71 X para sus proyecciones tangencial y normal.

Nuestra principal tarea ahora es comparar la conexion riemanniana de M con la de
M. Para eso usaremos la descomposiciéon ortogonal de secciones de TM ‘ ) €N compo-
nente tangencial y componente ortogonal como mostramos anteriormente.

SiX,Y € X(M), podemos extenderlos a campos suaves en M, aplicarles la deriv-
vada covariante V de M y luego descomponer en los puntos de M para obtener

%XY = (%XY)T + (6){Y)L. 4.2.1)

Nos concentraremos en la componente normal de esta descomposicion. Definimos
la sequnda forma fundamental de M como la aplicacion IT : X(M) x X(M) — N (M) dada
por

I(X,Y):= (VxY)", (4.2.2)

1

donde X, Y son extendidos arbitrariamente a M. Como 7 manda secciones suaves a

secciones suaves, II(X,Y) es una secciéon suave de N M.

Lema 4.2.2. La sequnda forma fundamental es independiente de las extensiones de X e Y, es
bilineal sobre C*° (M) y simétricaen X e Y.
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Demostracién. Veamos primero que la simetria de II se deduce de la simetria de la co-
nexion V. Sean X, Y extendidos arbitrariamente a M. Entonces,

I(X,Y)—I(Y,X) = (VxY — Vy X)) = [X,Y]*.

Como X e Y son tangentes a M en todos los puntos de M, también lo es su corchete de
Lie. Por lo tanto [X, Y]+ = 0, y asi II es simétrica.

Por otro lado, como v XY‘p depende tnicamente de X, es claro que II(X,Y) es
independiente de la extensién de X, y que II(X,Y’) es lineal sobre C*°(M) en X. Por

simetria, lo mismo vale para Y. O

Atn no hemos dicho nada acerca del término tangencial en la descomposicién de
VxY. El siguiente teorema muestra que no es otra cosa que VY, la derivada cova-
riante con respecto a la métrica riemanniana de M. Por lo tanto, podemos interpretar
a la segunda forma fundamental como una medida de la diferencia entre la conexién
riemanniana de M y la de M.

Teorema 4.2.3 (Formula de Gauss). Si X, Y € X(M) son extendidos arbitrariamente a
campos en M, la siguiente formula es vdlida en M:

VxY = VxY + II(X,Y).

Demostracién. Debido a la descomposicion dada en (4.2.1) y la definicién de segunda
forma fundamental, es suficiente probar que (VxY)T = VxY en todos los puntos de
M. Consideremos la aplicacién V' : X(M) x X(M) — X(M) dada por

ViY = (VxY)T,

donde X,Y son extendidos arbitrariamente a M. Se puede ver en [Lee97] que V' es
una conexién en M. Una vez probadas la simetria y la compatibilidad con la métrica, la
unicidad de la conexién riemanniana en M nos permitir afrimar que V' = V.

Para probar que es simétrica, usaremos la simetria de v y el hecho de que [X,Y] es
tangente a M:

VLY —Vy X = (VxY —VyX) T
= [X,Y]" = [X,Y].

Ahora demostremos la compatibilidad con la métrica de M. Sean X.Y,Z € X(M)
y consideremos extensiones arbitrarias a M. Usando la que V es compatible con la
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métrica de M y evaluando en puntos de M tenemos que:

X(Y, Z) = (VxY, Z) + (Y, VxZ)
(VxY)T,2) + (Y. (Vx2)T)
= (VxY. 2) + (Y, VxZ).

Finalmente, tenemos entonces que V' = V. [

Con estos conceptos y resultados en mente, nos concentraremos en el siguiente teo-

rema:

Teorema 4.2.4. Sea (M, g) una subvariedad riemanniana de una variedad riemanniana (M . q)-
Entonces, M es totalmente geodésica en M si y s6lo si la segunda forma fundamental de M es
idénticamente nula.

Demostracién. Primero asumamos que M es totalmente geodésica en M y supongamos
que su segunda forma fundamental no es nula. Sea X € X(M) tal que II(X, X) # 0.
Dado ¢ > 0 lo suficientemente chico, existe vy : (—¢,¢) — M una geodésica en (M, g)
con 7/(0) = X. Por definicién de geodésica, tenemos que V5% = 0. Pero entonces, por
la férmula de Gauss tenemos que:
VxX = VxX 4+ 1I(X, X)
——

———
=0 7&0

y esto nos dice que v no es una geodésica en (M, ), 1o cual es absurdo pues habiamos
asumido que M era totalmente geodésica en M.

Para probar la otra implicacién, usando nuevamente la férmula de Gauss esta vez
obtenemos

VxY = VxY + II(X,Y)
=0

y por lo tanto es claro que toda geodésica de (MM, g) es a su vez una geodésica de (M, 3)
como queriamos. [

Entonces, un enfoque alternativo del Teorema (4.1.3) se basa en calcular la segunda
forma fundamental del subgrupo H C G. Nuevamente, ((-,-)) 4 denota una métrica
invariante a izquierda en G y usaremos la misma notacién para su restricciéon a H.

Como la métrica es invariante, la segunda forma fundamental como la definimos en
(4.2.2) estd completamente determinada por sus valores en vectores tangentes a I en la
identidad. Por lo tanto, podemos determinar este tensor calculando una férmula para

(Vx Yo, Zyp)) e
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donde X, denota el campo invariante a izquierda en G cuyo valor en e es £, y similar-
mente tenemos las definiciones para Y;), Z,;. De hecho, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.2.5. Si X¢,Y;, son campos invariantes a izquierda en G, se satisface:

1
Vi Yy(e) = 5 ([ 1) — adg* (n) — ad A (€)). (4.2.3)
Demostracién. Por propiedades de la conexion, sabemos que vale la férmula

2(Vx. Yy, Zahae = XYV 2D ae + Yol Zx, Xe) ae — Z0(Xe, Vo) ae
— (Yo, [Xe, Zal) ae — (2n: [V, Xel D e + (Xe, [Ya, Z0]) Ae-

Debido a la invariancia a izquierda de los campos y la métrica, los primeros tres térmi-
nos se anulan, y obtenemos:

2(Vx. Yy, Za)ae = — (Yo, [ Xe, 20N ae — (2, [V, Xel) e + (X, [Ya, Za]) e
=—(n,[§AD)a— N [0, ]+ (€ [N 1)) a
= (—ad{*(n), A\ a — ([, A\ a — (ad, 2 (€),m)

([€m] — ad/A(n) —ad, 4 (), \).4,

lo cual prueba el resultado. ]
Gracias a esta igualdad, tenemos lo siguiente:

Otra demostracién del Teorema (4.1.3): Utilizando la proposicion demostrada recientemen-
te tenemos que

H(X,V)(e) = (VxV )4 = S(I6,0] — ad 4 () — ad]4(6)) 4

donde £,% € hy X e Y son campos arbitrarios que extienden ¢ y ¢. Entonces, la forma
fundamental de H se anula si y s6lo si el lado derecho de esta ecuacion se anula para
todo n € hA. Esto es: la segunda forma fundamental es cero si y s6lo si para todo
£, € hyn € ht4 se tiene que (([¢, 7] — adgf‘(u)) - ad;}u(f)),n)A = 0.Como [£,¢] € b,
esto se cumple si y sélo si para todo &, € b vale que (adgf‘ () + ad;f‘ (&),ma = 0.
Esto dltimo es equivalente a (1, [£,1]) 4 = — (&, [, n]) 4 paratodo &,v) € hyn € h-A. En
particular, tomando ¢ = ¢, esta dltima ecuacién dice que (€, [§,n]) 4 = —(&, [€,1]) 4 para
todo 1 € h4 y por lo tanto debe ser (£, [¢,7]) 4 = 0. Esto es justamente la condicién 2
del Teorema (4.1.3). O
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4.3. El Teorema (4.1.3) en coordenadas

En esta seccién trabajaremos la consecuencia del Teorema (4.1.3) en términos de
las constantes de estructura del algebra de Lie y de la matriz simétrica del producto
interno. Es decir, investigaremos la condicién para que una subalgebra sea totalmente
geodésica desde el punto de vista de coordenadas. Observemos que para hablar de
coordenadas, necesitamos trabajar en dimension finita, por lo tanto los resultados vistos
en esta seccion no aplican para el caso donde G = Diff(M).

Definicion 4.3.1. Dada un élgebra de Lie de dimensién finita g y {es, ..., e, } una base,
definimos las constantes de estructura del dlgebra como los escalares cfj tales que

n
lei,e;] = Zcfjek.
k=1

Sea g un algebra de dimensioén finita n y sea h una subalgebra de dimensién m < n.
Consideremos {ey, ..., e, } una base de g de modo que h esté generada por {ey, ..., en}.
Alos vectores canénicos de R™ los notaremos ey, . . ., e,,. Denotaremos por C; a la matriz
de representacion de ad, en la base dada. En términos de las constantes de estructura
cfj para el corchete tenemos que e/ C;e; = cfj

A todo producto interno (-, -) 4 en g le corresponde una matriz simétrica A = (a;;)
definida por a;; = (e;, ;) 4. El siguiente resultado es una reformulacién del Teorema

(4.1.3) en término de las matrices C; y A:

Proposicion 4.3.2. La subdlgebra Y es totalmente geodésica con respecto a (g, (-, -).4) si y sélo
si

i,7€{1,...,m}

T -1 T -1
e; AC;A e +e; AC;A e, =0 para todo
! A g P { kEe{m+1,...,n}

Demostracién. El Teorema (4.1.3) nos dice que b es totalmente geodésica si y sélo si

€& [&n)a=0 VEebh, nebhh

Notar que esto es cierto si y s6lo si el niicleo de cada una de las 1-formas dadas por
de 2 = (&, [€,m]).4 (con & € ), contiene a ht. Como & — ¢¢ es cuadratica, esto es cierto
si y solo si cada una de las ¢¢ son de la forma

de= Y Ebrler,)a (43.1)

i k=1
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para algun tensor b; ;5. Por otro lado, una expansion de ¢¢ en la base nos da la expresién

de= > e e, NDa= Y &¢ad] (ei),)a=>_ Y &V ler, ) (432)

ij=1 ij=1 k=1 i,j=1
donde b, = el A~'C] Ae;. (Notar que A~'C A es la representacion matricial de

adeTjA). Comparando las Ecuaciones (4.3.1) y (4.3.2) obtenemos la condicién

m
Y el ATIC] Ae; =0,  Vke{m+1,...,n} (4.3.3)
ij=1
Entonces hasta ahora tenemos que h es totalmente geodésica en g si y sélo si la
ecuacion (4.3.3) vale para todo £ € R™. La condicién del teorema claramente implica
esta tltima condicién. Para ver la otra implicacién, llamemos S a la sumatoria. Notar

que
T A, A—1 T A ALl — Qla. 1 a. , ,
e, ACjA  ep +e; AC; A" e, = S(e; +ej) — S(e;) — S(ej).

Como estamos asumiendo que S(§) = 0 para todo £ € R entonces la condicién del
enunciado es cierta y por lo tanto tenemos la equivalencia que queriamos probar.  [J

Notar que si la base ey, . .., e, diagonaliza a 4, la condicién se lee como e; Cjej, +
ejTCiek = 0. De la anti-simetria del corchete obtenemos que eiTC’kej + ejTC’kei = 0.
A su vez, esto implica que el bloque principal de tamafio m x m de las matrices Cj,
es antisimétrico para k € {m + 1,...,n}. La afirmacién equivalente sin apelar a las
coordenadas es que (ad, (&), )4 + (ad}“ (€),9)4 = O paratodon € h4 y £ 4 € b, que
es la equivalencia 3 del Teorema (4.1.3).
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Capitulo 5

Métricas totalmente geodésicas

En este capitulo la idea serd la siguiente: dado un grupo de Lie G’ y un subgrupo
H, queremos encontrar una métrica riemanniana invariante a derecha de modo que H
resulte totalmente geodésico. Entonces, la condiciéon del Teorema (4.1.3) serd interpre-
tada como una condicién en el producto interno (-, -) 4 para que la subalgebra h de H

sea totalmente geodésica en el dlgebra g de G.

Definicién 5.0.1. Dada un dlgebra de Lie de dimensién finita g, llamamos forma de Ki-

lling a la forma bilineal simétrica K : g x g — R dada por

(€M = tr(ad(§) o ad(n)).

Observacion 5.0.2. La forma de Killing de un algebra de Lie g es bi-invariante, esto es:
(& ¥)myx = = (¥, [§,m])x paratodo &, 4,7 € g. (Ver Definicion 5.1.6).

5.1. Construccion usando una forma invariante

Para comenzar, consideremos primero el caso donde el dlgebra g es de dimensién
finita y semisimple. En particular, esto implica que la forma de Killing, denotada por
(-,-)x, es no degenerada (pero no necesariamente definida negativa). Si el correspon-
diente operador K : g — g* es usado como operador de pairing, la forma lagrangiana
de la ecuacién de Euler-Arnold toma la forma del ejemplo de cuerpo rigido nombrado
en (3.5.2):

Jé = —[¢,d¢], donde J=K'A, (5.1.1)

la cual es una consecuencia directa de la propiedad de bi-invariancia. De hecho, va-
le que (v,ad¢(n))x = —(ade(v),n)k y por lo tanto tenemos que ad{ = —ad¢. Notar
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que tanto XJ como AJ son operadores autoadjuntos, por lo tanto J es autoadjunto con
respectoa (-, )k ya () A

Observacién 5.1.1. Si ademds de ser semisimple g es compacta, su forma de Killing es de-
finida negativa. Asi, podemos usar (-, -) 4 = (—-, -)x como producto interno. Dado que
es bi-invariante, todas las subdlgebras de g satisfacen la condicién 2 del Teorema (4.1.3),
por lo tanto todas las subalgebras son totalmente geodésicas con respecto a un producto
interno bi-invariante. Como en este caso J = —Id, la ecuaciéon de Euler-Arnold (5.1.1) se
reduce a & = [¢, —¢] = 0. En el ejemplo del cuerpo rigido esto sucede cuando todos los
momentos de inercia son iguales. Desde un punto de vista geométrico, la bi-invariancia

de la métrica implica que las geodésicas estan dadas por la exponencial del grupo.

Proposicién 5.1.2. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita semisimple, y b una subdlgebra.
Son equivalentes:

1. b C ges totalmente geodésica,

~1¢, €] € b para todo € € b.

Demostracién. De la Observacion (3.5.1), tenemos que adgA =J'o ad o J. Como en

este caso ad = —ad¢, tenemos las siguientes equivalencias:
adg*(€) € b & 7' (ad? (36) € b
“H(-adg(39)) € b
“H(-l6,3¢]) € h
~H(13¢,€) €

Finalmente el Teorema (4.1.3) nos dice que adg““ (&) € b es equivalente a que la

subdlgebra h sea totalmente geodésica en g, que era lo que queriamos probar. O

Continuaremos con una generalizacion de estas ideas, la cual nos conducira a una

receta para la construccion de métricas totalmente geodésicas.

Definicién 5.1.3. Sea (-, -) 4 un producto interno en g. Decimos que h C g es una subal-
gebra ETG (por las siglas de easy totally geodesic) con respecto a (-, -) 4 si h14 es inva-
riante por ady, es decir si adh(bLA) C hta,

Veamos que las subdlgebras ET'G son, en particular, totalmente geodésicas:

Proposicion 5.1.4. Sea b una subdlgebra ET'G de g con respecto a (-, -) 4. Entonces 1) es total-
mente geodésica en g con respecto a (-, -) A.
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Demostracion. Sean &,v € hyn € ht4. Como hes ETG, ([€,1],¥) 4 = (ad¢(n), ¥)a =0,
pues ad¢(n) € h4 y ¢ € b. Entonces, el resultado se sigue del Teorema (4.1.3) tomando

Y =¢ O

Notar que la condicién para que h C g sea una subalgebra ETG es que ady(h4)
sea ortogonal a toda la subdlgebra h. Sin embargo, para que sea totalmente geodésica
s6lo necesitamos que ady(h=4) sea ortogonal a un tnico vector de h. Entonces, pode-
mos decir que las subdlgebras ET'G son més fuertes que las subalgebras totalmente
geodésicas.

Observacion 5.1.5. Observar que la definicién de subélgebra ET'G esté relacionada con
la definiciéon de “espacios homogéneos reductivos”. Si pedimos que una subalgebra
h C g verifique

L. [b,b] b,

2. [¢,m] L ¢paratodo € € h,n € b,

3. [b,b"]C b,
entonces h es una subdlgebra ET'G. Si ademds pedimos que cumpla

4. [ht bt Ch
entonces tendremos que h es una “subdlgebra reductiva”.

En lo que sigue desarrollaremos un método para construir productos internos para
los cuales una subdlgebra dada sea una subdlgebra ET'G. La construccién generaliza

el enfoque que describimos anteriormente, donde la forma de Killing era usada como
operador de pairing.

Definicién 5.1.6. Sea h una subdlgebra y V' un subespacio de g. Se dice que una forma
bilineal simétrica (-, -)x en g es ady-invariante en V' si

<ad$(77)7¢>lc+<7%ad£(¢)>lcIO VgE[] y VnﬂﬂEV-
SiV = g decimos que (-, -)x es ady-invariante.

Notar que la bi-invariancia es equivalente a la adg-invariancia.

Dada una forma ady-invariante en g, la cual es no degenerada en h, podemos cons-
truir una clase de productos internos en g para los cuales h es totalmente geodésica. De
hecho, tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 5.1.7. Sea g un dlgebra de Lie y by C g una subdlgebra. Sea (-,-)x una forma ady-
invariante en g tal que su restriccion a b es no degenerada, y sea (-,-) o un producto interno en
g. Entonces:

1. Sibhtx = b4, entonces b es una subdlgebra ETG de g con respectoa (-,-) 4. '

2. Si[h,b] = bybesunasubdlgebra ETG de g con respecto a (-,-) 4, entonces hx = hA.

Demostracién. En general, el dlgebra g admite dos descomposiciones g = h © h+4 y
g = h @ hx. El operador de inercia A : g — g* se puede descomponer como A¢ =
A& + Az6s, donde € = & + & son las tinicas componentes en la descomposicién de
g con respectoa (-,-) 4,y A1 : h — b*, Ay : ht4 — (h+4)* son operadores inversibles.
Ademas, el operador K : g — g* puede descomponerse como K¢ = K&, + Kpép, donde
¢ = &, +& son las tnicas componentes en la descomposicién g = h & hx,y K, 0 h — b*
es inversible (pues sabemos que la restriccion de (-, -)x a h es no degenerada).
Probemos primero la afirmacién 1. Sean &, € h y € h-4. Entonces,

<[£777]>¢>A = <AQZ)7 [5,77]> = <A1wa [5777]>

- <IC0« ]CglAl 1/}7 [§777]> - <]C311/)7 [5777]>
=:J1
= <311/}7 [5777]>IC = _<[§7311/1L77>1C =0

donde la dltima igualdad se sigue de que [¢,d1%] € by n € h+4 = hrx. Asi, tenemos
que ([¢,n],1) 4 = 0 para todo &,v € b, € h14, lo cual significa que [£,7] € h14 para
todo ¢ € h,n € h14, es decir, b es una subélgebra ETG.

Ahora probemos la afirmacién 2. De nuevo, consideramos &, € hy n € h+4. Como
b es una subdlgebra ETG, se tiene que

0= <[§an]7¢>¢4 - <~Aw7 [5)77]> = <~Alw? [‘5?77]>
- <IC0LK:;1A1w7 [&WD = <31¢7 [éuﬁb’c = _<[£731¢]777>1C‘

Entonces, como J; : h — b es no degenerado y £, son arbitrarias, debe valer que
([h,b],n)x = 0 para todo n € h*4. Usando ahora que [h, h] = b, tenemos que (h, n)x = 0
para todo i € h-4. Como todo elemento en h1~ también satisface esto, y como h4 y
h1x son isomorfos, debe ser h-4 = h1x, como queriamos probar. O

'Aqui, h™< = {n € g : (n,h)x = 0} denota el complemento ortogonal generalizado con respecto a

<'7'>IC~
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De la primera parte del Teorema (5.1.7) obtenemos una receta para construir produc-
tos internos ET'G. De hecho, podemos tomar cualquier producto interno de la forma

<€v¢>A = <§la w1>.A1 + <£27¢2>A27

donde £ = & + & y ¥ = 1 + 12 son las tnicas componentes en la descomposicion
g=haptr.

Y de la segunda parte del Teorema (5.1.7) podemos ver que si [h, h] = b, entonces
podemos caracterizar los productos internos que hacen que ) sea una subélgebra ETG.
Por ejemplo, en el caso finito dimensional tenemos el siguiente resultado:

Corolario 5.1.8. Sea g un dlgebra de Lie de dimensién n, y sea by C g una subdlgebra semisimple
de dimension m. Denotemos por (-,-)x a la forma de Killing en g. La subdlgebra by es ETG en
g con respecto a (-, -) 4 si y s6lo si b4 = hx. Ademds, el conjunto de productos internos en g
que hacen de b una subdlgebra ET'G define una variedad de dimensién (n +1)5 — (n —m)m.

Demostraciéon. Como h es semisimple, la forma de Killing restringida a h es no degene-
rada y [h, h] = b. Entonces, se sigue del Teorema (5.1.7) que (-, -) 4 hace de ) una subal-
gebra ETG siy s6lo si h14 = h1x. Ademads, todo operador de inercia A con h4 = h1x

es de la forma
A = A& + A2,

donde A; : h — h*y Ay : htx — (h1x)* son operadores lineales autoadjuntos. El
conjunto de pares (A1, Az) forma un espacio lineal de dimension (n + 1)§ — (n —m)m.
El subconjunto de los pares que tienen autovalores definido positivos es entonces una
variedad de dimension (n + 1)§ — (n — m)m. O

En contraste con el caso no-ET'G, el siguiente resultado vale para subalgebras ET'G:

Proposicion 5.1.9. Sean g un dlgebra de Lie, y (-,-) 4 un producto interno. Consideremos b
una subdlgebra de g y | una subdlgebra de V. Si | es una subdlgebra ETG de g con respecto a
(-, )4, entonces | es una subdlgebra ETG de b con respecto a (-, -) a.

Demostracion. Sea I*4 el complemento ortogonal de [ en g con respecto a (-, ) 4. En-
tonces, ad[([lA) C [ta pues [ es una subédlgebra ET'G de g. Ahora, como h es una

subélgebra tenemos que
ad((I™4 Np) C 4N,
lo cual prueba la proposicion. O
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Ejemplo 5.1.10. Sea g = gl(3) y h = s0(3). Una base {e, ..

A R W AT A W (S A 01 0
— oo =1l,—=o0o oo, —=|1 0 o|l,—=]1 0 0],
2 2 2 2
\[010 ~10 0 000‘[000

00 1 00 0 10 1 0 0 100
Liloool. oo 1], L]0 o Llo 20|l .L]o1o0
2 NG V2 ' V6 B V3
f100f010f00—1f001\[001

.,e9} de gl(3) estda dada por

Los primeros tres elementos forman la base estandar de so(3). Es sencillo ver que la
matriz simétrica que representa la forma de Killing con respecto a esta base es diagonal
con entradas (—1,—1,—1,1,1,1,1,1,0). Entonces, el complemento ortogonal s0(3)* es
el subespacio generado por ey, ..., e9. Usando el Teorema (5.1.7), tenemos que so(3) es
una subdlgebra ET'G de gl(3) para cualquier operador de inercia A : gl(3) — gl(3)* que
sea representado por una matriz diagonal con bloques de 3 x 3 y de 6 x 6 con respecto
e}

Dado un producto interno de esa forma, la forma débil de la ecuacién de Euler-

alabase {ey,...

Arnold en la descomposicién € = & + & relativaa g = h @ h2% es

(€1,m)a, = (& [Enm)a, + (o, [om))a, Ym eb
(Ca,m) 4y = (& [C2,ml)a + (&2, (€1, m2))as Vi € B

Notar que el acoplamiento entre las variables de 50(3) y 50(3)*4 es no trivial. Esto es,
la ecuacién de Euler-Arnold de (gl(3), (-, -) 4) para un operador de inercia diagonal por
bloques A como antes, no se descompone simplemente como una “parte de rotacién”
y una “parte de no-rotaciéon”. También notar que & = 0 implica que & = 0, y asi
la ecuacion se reduce a la ecuacién de Euler-Arnold para &;, como se esperaba de la
propiedad de ser totalmente geodésica. En cambio, £; = 0 no implica 51 =0ni {2 =0.

Es sencillo ver que el dlgebra de matrices de traza cero sl(3) estd generada por los
elementos ey, . . ., eg. Entonces, usando la Proposicién (5.1.9), tenemos que so(3) es ETG
también como subalgebra de s((3) para cualquiera de los productos internos construi-

dos restringidos a sl(3).

5.2. Productos semidirectos

Consideremos el producto semidirecto G x V' del grupo G con el espacio vectorial
V, con la multiplicacién dada por

(9,v) - (hyu) := (gh,g v+ u),
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donde g-v denota la accion lineal (representaciéon) de G en V. El dlgebra de Liede G x V'
se nota g x V' y el corchete estd dado, en términos del corchete de g, por

(€, 0), (n,w)] := ([ m), € - w—m - v)

donde £ - v indica la accién infinitesimal de g en V' de la accion de G en V.

El elemento neutro en G x V es (e,0). Hay dos subgrupos naturales: G x {0} y el
subgrupo normal {e} x V. Sus algebras de Lie son g x {0} y {0} x V respectivamente. A
un producto interno (-,-) 4 en g x V tal que (g x {0})*4 = {0} x V lo llamamos métrica
partida.

Teorema 5.2.1. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1. La subdlgebra g x {0} es ET'G en g x V con respecto a cualquier métrica partida (-, -) 4.

2. Lasubdlgebra {0} 'V es totalmente geodésica en g x V' con respecto a cualquier producto
interno (-,-) 4 en g x V si y sélo si G actiia en V por isometrias con respecto a (-,-) 4
restringidoa V.

Demostracién. Para (£,0) € g x {0}y (0,v) € (g x {0})14, tenemos que

[(€,0), (0,v)] = (0,€ - v) € {0} x V = (g » {0}).

Entonces, concluimos que la subdlgebra g x {0} es ET'G en g x V para cualquier métrica
partida.

Ahora consideremos la subélgebra {0} x V. Parav € V, (n, ) € ({0} xV)14 tenemos
que

((57 0)7 [(07 U)’ (77) U)DA = <(07 U)v (07 —-n- U)>A = _<Uv U U)A\va
donde (-, ) 4, es la restriccién de (-,-)4 a V. Ahora, sea g(t) una curva en G tal que

g(0) = ey g(0) =n. Asi,

d
| ) g0

N

(0,1 0) 4, =

El lado derecho se anula para todon € gy v € V siy sélo si G acttia por isometrias en
V' con respecto a (-, -) 4, - O

Ejemplo 5.2.2 (Grupos magnéticos). Dado un grupo cualquiera G, podemos considerar
la accién de coadjunta de G en g*, como la definimos en (2.1.12). Asi, podemos consi-
derar el producto semidirecto G x g*, de modo que g* ahora juega el papel del espacio
vectorial V' en todo lo desarrollado anteriormente.
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Este ejemplo se presenta al estudiar magnetohidrodinamica, donde el grupo esta da-
do por G = Diff,, (M), formando asi el producto semidirecto Diffyq (M) X Xyor (M )*.
El producto interno esta dado por ((§,a), (n,b)) — (£,m)r2 + (a,b) 2. Como este pro-
ducto interno es una métrica partida, el Teorema (5.1.7) nos indica que Xy ¢(M) x {0}
es ETG. Desde un punto de vista fisico, esto significa que si el campo magnético es
inicialmente cero, entonces permanece nulo y asi el flujo se reduce al fluido de Euler.

Ahora queremos construir las ecuaciones de Euler en general, para una métrica par-
tida en el grupo magnético G » g*. Vedmoslo en el siguiente teorema:

Teorema 5.2.3. Sea A : g — g* un operador de inercia en g. La ecuacion a derecha de
Euler-Arnold en el dlgebra de Lie del grupo magnético G x g* asociada a la métrica partida

(&), (n,0))a == (&, m)a + (p,0) 41 estd dada por

§=—ad[A(&) + ad g1y 0 A p

(5.2.1)
fr=Aocadeo A p.

Demostracién. La forma débil de la ecuacion de Euler en g x g* para la métrica partida
dada es

—~

&), [(€ 1), (o)) a

Em), ([En], €0 —n-p))a
6 ma— (&0 —n- )4
= —(adA(€),m)a — (& - )t + (- p)acr-

(S6m). (7, 0)) = -

—

Veamos ahora qué sucede con estos tltimos dos términos de la igualdad por sepa-

rado. Para el segundo término, tenemos que
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y para el dltimo termino, tenemos

(Hom - pha-1 = (p, —ady (1)) 4

= (—adj(u), A" p)

= (p, —ad, (A "))

= (1, ad 4-1,(n))
= (A7 (1) ad 4-1,(n)) 4
= (ad %, 0 A ) A

Entonces, concluimos que

<%(€,u),(mo)>A=<—adgT*‘(£)+ad A, 0 AT )+ (Aoadg o A7H(p), ) 41

Como esto debe valer para todo par (7, 0), se verifican las ecuaciones del enunciado.
O

Ahora investiguemos directamente de las ecuaciones de Euler obtenidas del teore-
ma anterior, las condiciones para que los subgrupos G x {0} y {e} x g* sean totalmente
geodésicos. Se ve claramente de las ecuaciones que g x {0} es invariante bajo el flujo de
las Ecuaciones (5.2.1). Sin embargo, para que el flujo de Euler sea tangente a {0} x g*,
necesitamos que para todo & € g, (ad ““1 ,5) A = 0. Pero, tenemos que

(ad 4 Al o A7, &) a = (A i ad 41,,(6)) 4
= (A7, —ade (A7 ) a
= (1, —adg(A™" 1))
= (—ad¢(p), A ')
=

Eop A ) = (€ ) 4

y este tltimo término se anula (para todo £ y para todo p) si y sélo si g acttia en g* por
isometrias con respecto a (-, -) 4—1 , usando el Teorema (5.1.7).

Ejemplo 5.2.4 (Cuerpo rigido en fluidos). Otro ejemplo en fisica estd dado por las ecua-
ciones de Kirchhoff para un cuerpo rigido en un fluido. Aqui, G = SO(3) y V = R3,
formando el grupo especial euclideano SO(3) x R3. La variable de SO(3) describe la
orientacion del cuerpo, mientras que la variable de R? describe la posicion de traslacion
de su centro de masa. El 4lgebra de Lie estd dada por s0(3) x R3, y el producto interno
(que describe la energfa cinética total) es de la forma

(€, ), (0, 0)) = (&, m g +mlu,v) 2 + Q€ v) + Qn, w),
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donde J : s0(3) — s0(3)* es el operador de momentos rotacionales de inercia, m > 0
es la masa efectiva, y ) es positiva y bilineal (depende de la geometria del cuerpo).
Entonces, el producto interno por lo general no es una métrica partida, y por lo tanto
50(3) x {0} no suele ser totalmente geodésico. En términos fisicos, esto implica que si
la velocidad inicial del centro de masa de un cuerpo rigido que gira en un fluido es
cero, generalmente no seguird siendo cero (debido a la interseccién con el fluido). Sin
embargo, como m(g - u, g - v);2 = m(u,v) 2 para todo g € SO(3), tenemos que SO(3)
actta en R?® por isometrias. Asi, debido al Teorema (5.1.7), tenemos que {0} x V es
totalmente geodésico, lo cual significa que un cuerpo rigido inicialmente no giratorio
que se mueve en un fluido seguird siendo no giratorio.
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Capitulo 6

Ejemplos de grupos de
difeomorfismos

El Teorema (5.1.7) que caracteriza los productos internos para los cuales una subal-
gebra es una subdalgebra ET'G es valido incluso en el caso de dlgebras de Fréchet-Lie
de dimensién infinita. Como hemos visto en en el capitulo anterior, en el caso finito
dimensional podemos utilizar la forma de Killing como forma ady-invariante y asi el
Unico requerimiento para poder aplicar este teorema es que la forma de Killing sea no
degenerada en b, lo cual es equivalente a pedir que la subdlgebra h sea semisimple.
En el caso infinito dimensional la situacién es un poco mds complicada: debemos ha-
llar explicitamente una forma ady-invariante en g. A lo largo de este capitulo daremos

diferentes ejemplos.

6.1. Isometrias y la métrica A}

Sea (M, g) una variedad riemanniana. Consideremos el producto interno (-, -);2 en
el espacio de k-formas diferenciables % (M) definido en (1.2.2). En lo que sigue usare-

mos varios de los operadores definidos en (1.2.20) y algunas de sus propiedades.

Definicién 6.1.1. La métrica H} a izquierda en Diff(M) es la métrica invariante a iz-
quierda dada por la traslacion a izquierda del correspondiente producto interno H! en
X(M) y estd dada por:

Ema = (€0 )2 + o(d€, dn’) 12 + (0, 61°) 2.

Observacion 6.1.2. La métrica H! aqui definida contiene 1 + @ términos de deriva-

das parciales. En algunos textos también puede estar definida con los n? términos de
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derivadas parciales.

Sea Xjso(M) = {£ € X(M) : £¢9 = 0} el conjunto de campos de Killing de M. Sea
Diffiso (M) C Diff(M) el subgrupo de isometrias. La subalgebra correspondiente esta
dada por los campos de Killing tangenciales Xiso (M) = Xiso (M) N X¢(M).

Proposicion 6.1.3. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién n. Entonces el produc-
to interno H}, en X1(M) es adx, (np)-invariante.

Para demostrar esta proposicion necesitaremos el siguiente resultado:
Lema 6.1.4. Sea 3 € QF (M) y & € Xi5o(M). Entonces Lex B =xLep.

Demostracion. Sea o € QF(M). El operador estrella de Hodge satisface (por definicion)
aAxB = ¢’(a, B)vol, donde ¢ es el producto interno en Q¥(M) inducido por g. Usando
las propiedades definidas en la Proposicion (1.2.21) es sencillo ver que £¢g = 0 implica
Leg” = 0. Asi,

Le(aAxfp) = fg(gb(oz, B) vol)
T
LeaNkB+an £exB= £eg (o, B)vol +¢°(£ea, B) vol
o
+ (o, £¢B) vol +¢’ (a, B) £¢ vol
=0
)

a A £exfB =g (a,£e8)vol = a Ax£ef,

donde usamos que £¢¢g° = 0 pues ¢ es un campo de Killing, y £¢ vol = 0 pues todo
campo de Killing tiene divergencia nula. Ahora, como « es arbitrario, tenemos que la
derivada de Lie £¢ conmuta con el operador estrella de Hodge en Q% (M). O

Demostracion de la Proposicion (6.1.3). Dados campos suaves &,7 € X(M), como la deri-
vada de Lie £ satisface la regla de Leibniz con respecto a la contraccién con la métrica
g, tenemos que £¢n’ = (£en)” + (£eg)(n, ). Asi, i€ € Xiso y 1,1 € Xi(M) vale que:

(ade(n), ) s = —([€,nlx, V) s = —(£en’, 0" ) 2 — aldLen’, d) 2 — a0 Len”, 09°) 1.

Veamos que cada uno de estos tres términos es invariante. Para el primer término,
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tenemos que:

(£en? 4°) Len) Ax)’ = / £5(77b/\*1/1b)—/M77b/\£§*1/1b

=,
:/ dlg?? /\*w /nb/\i‘g*wb
M

/dM (ie(n” Ax¢”)) = /nbAfa*W
= [ el @) Ar ) = [ n e

donde hemos usado la férmula mégica de Cartan, el teorema de Stokes y la regla de

Leibniz. Como v es tangente al borde 0, tenemos que 7* (*Q/Jb) = 0. Asi, el término del

borde se anula. Usando ahora el lema previo tenemos que (£ gnb, VY2 =—(, £ §¢b) 12
Para el segundo término, recordemos que la identidad

(da, B)r2 = (a,608) 12 +/ a A

oM
vale para todo o € Q¥(M) y B € Q¥F1(M). Usando esta férmula, el lema previo, el he-
cho de que £¢ conmuta con d, y la cuenta que hicimos para el primer término, tenemos
que:

<d£§nba d¢b>L2 = <5d£§?7b, ¢b>L2 + / Z*(d.fg?]b A *wb)
oM

- <*d*d£§77b,1bb>L2+/ i*(dLen’) N it (k1))
oM = :VO

= (Lexdxdn’, ) 2 = (Leddn’,¥’) 12

= —(0dn’, £Ley)’) 2

= —(dn’,dL£ey’) Lo dn’ A £¢¢7)

+ / (
= (AL} o+ [ ) AT )

= —(dif d£ey?’) 2
El dltimo término del borde se anula pues
P (x£et)’) = i (Le %)) = i (dig % ") + i (ied % ") = digeg i (%8)°) Higeed i (37 .
=0 =0

De la misma forma, para el tercer término obtenemos que:

(8Len’, 00 2 = (6L, W°) 1o = (£eddn,4") 12
—{(don], £’ 2 = — (01, L) 2
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Juntando todos estos resultados, nos queda lo siguiente:

(ade(n), vy = —([&; n)x, V) my
= (1, £’ 12 4+ a{dn’, d£et)’) 12 4+ (0, 8 £e0°) 2
=6, ¥]x)m = —(n,ade(m)) 1 s

lo cual prueba la proposicion. O

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Corolario 6.1.5. Diff, (M) es ETG en Diff(M) con respecto a la métrica H. De hecho, si & €
Xiso, entonces & es una solucion estacionaria a la ecuacion de Euler-Arnold de (Diff(M), (-, ) g1 )-

Demostracién. La primera afirmacion es consecuencia directa de la proposicién anterior
y la Proposicion (5.1.4). Ademds, si £ € Xiso, entonces la ecuacion de Euler-Arnold esta

dada por

(€n)my = (ade(n), &)y, = (n,ade())my =0,

para todo n € X(M). Entonces, £ es una solucién estacionaria. O

6.2. Difeomorfismos exactos que preservan el volumen y la mé-
trica H!

En esta seccion, siguiendo [MPMM10] extenderemos un resultado dado en [HTV02]:
dada una variedad riemanniana compacta sin borde, nos dan una condicién para que
el subgrupo de difeomorfismos exactos que preservan el volumen, correspondiente a
la subdlgebra de Lie de campos suaves exactos de divergencia nula, sea totalmente
geodésico con respecto a la métrica L?. Modin extiende este resultado a variedades
riemannianas compactas con borde con respecto a la métrica H!.

Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién n con borde. Recordemos que
los campos suaves exactos de divergencia nula estdn dados por

X (M) = {£€ € Xyoi(M) : 3 € Q"1 (M) tal que i¢ vol = da}.

vol

Es sencillo ver que es una subéalgebra. De hecho, si {,n € X (M) entonces

i[e ) VOl = Leiy vol +i) £¢ vol = £eda = dLea,
——
=0
entonces i, vol es exacta. El subgrupo de Diff,, (M) correspondiente a X3 (M) =

vol,t
X (M) N Xy(M) se denota Diff &y (M).

vol vol
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Teorema 6.2.1. Diff; (M) es totalmente geodésico en Diff, (M) con respecto a la métrica H,,
si y sélo si

(ied€” vy 2 =0

para todo £ € X2 (M) y v € H1(M).

vol,t

Demostracién. El espacio Xy (M) se corresponde con el espacio D{ (M) de las 1-formas
tangentes co-cerradas, y }I\f(’)‘llt(M ) se corresponde con las 1-formas tangentes co-exactas
(6Q2(M))y = §Q%(M) via el operador flat. Del teorema de descomposicién de Hod-
ge para variedades con borde (1.2.24), tenemos que el complemento L2-ortogonal de
§Q2(M) en Qf (M) esté dado por las 1-formas tangentes cerradas C{ (M). Asi, el com-
plemento L2-ortogonal de 6Q2(M) en D{ (M) estéd dado por Cf (M) N D (M), el conjun-
to de campos arménicos y tangentes al cual denotaremos por H{(M). Como éy = 0y
dy = 0 para todo campo armoénico, se sigue que H{ (M) es el complemento ortogonal
de 6Q2(M) también con respecto a H_..

En el item (c) del Ejemplo (3.5.3) vimos que ad; representada en D{(M) toma la
forma ad(v) = P(£¢’), donde P es la proyeccién L*-ortogonal Q{ (M) — D{(M).
Ahora, el Teorema (4.1.3) afirma que X7} (M) es totalmente geodésica en Xyo¢(M) si
y sélo si

0= (ad{*(£), v = (37" (ad$ (39)), v
= (P(£e€), ) = (P(£€7),7) 12
= (L& +dp, )12 = (£e€,7) 12

para todo { € X& (M), y para todo v € H{(M). La tltima igualdad se sigue de que

vol,t

dQY(M) es ortogonal a H{ (M). Por lo tanto, tenemos que

<"€£§b77>L2 = <i§d§b77>L2 + <di§€b77>L2

= (igd€’, )12 + <i»:§b,\5%/>L2 +/Mi*(is£b) AT (%)
= =0

= <1§d§b7 ’7>L2
lo cual prueba el teorema. O

Observacion 6.2.2. En el caso donde o = 0 y M no tiene borde, el Teorema (6.2.1) es la
equivalencia 1 <+ 5 del Teorema 1 en [HTV02].
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6.3. Forma bi-invariante en Xy,m(M)

Comenzaremos esta seccion definiendo el concepto de variedad simpléctica. Este
tipo de variedades surgen de la mecénica cldsica: en particular, son una generalizacién
del espacio de fase de un sistema cerrado. De la misma manera que las ecuaciones de
Hamilton permiten deducir la evolucién temporal de un sistema a partir de un con-
junto de ecuaciones diferenciales, la forma simpléctica nos permite obtener un campo
vectorial que describe el flujo del sistema a partir de la diferencial dH de una funcién

hamiltoniana H.

Definicién 6.3.1. Sea M una variedad diferenciable y w € Q2(M). Decimos que el par
(M,w) es una variedad simpléctica si w es cerrada y no degenerada. Llamamos forma

simpléctica de M a la 2-forma w.

Observacion 6.3.2. Que la 2-forma w sea no degenerada significa que si p € M y existe
X € T,M tal que wy(X,Y) = 0 para todo Y € T),M, entonces debe ser X = 0. Esta con-
dicién nos asegura que para cada diferencial d # hay un tinico campo correspondiente
¢p talque dH = w(ém, ).

Definicién 6.3.3. Sea (M, w) una variedad simpléctica. Decimos que un campo suave
§ € X(M) es simpléctico si i¢w es cerrada. Y decimos que es hamiltoniano si izw es
exacta.

Sea (M, w) una variedad simpléctica con borde. Los campos hamiltonianos Xtjam (M)
son campos simplécticos tangentes que tienen un hamiltoniano definido globalmente.

Consideremos la siguiente forma simétrica bilineal en Xjam (M ):

(. 66) /M HGW" =: (41, £6)ttom (63.1)

donde H, G estan normalizados de modo que [,, Hw" = [,, Gu™ = 0. Consideremos
Diffs, (M) C Diff(M): el subgrupo de difeomorfismos que preservan la estructura sim-
pléctica. Notar que si ® € Diffg, (M) entonces Ade(§x) = o € XHam (M), pues ©
preserva la estructura simpléctica. Ahora,

(Ada(€x), Ade(66))Ham = /

M

:/ (@*H)((I)*G)((I)*w”)Z/ " (HGwW")

M

(0" H)(®*G)w" = /M(QD*H)(CD*G)((I)*w)”

M
= HGw" = <§H7£G>Ham
M
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donde usamos que ®*w = w. Entonces, como el dlgebra de Lie de Diffg, (M) es Xg +(M)
tenemos el siguiente resultado, el cual estd dado para variedades sin borde en [Ho93] y
[Sm86].

Proposicién 6.3.4. La forma bilineal (6.3.1) define un producto interno adx  ,(nr)-invariante
en Xpgm(M).

6.4. Toro maximal de los difeomorfismos que preservan el vo-

lumen

Consideremos el cilindro finito M = S! x [0, 1], parametrizado por (6, z) junto con
la estructura riemanniana natural. En [BR92], [BR93], [BR97] se estudia el grupo de
difeomorfismos de M que preservan el volumen. En particular, en [BR97] se muestra
que el subgrupo abeliano maximal de Diff, (M) estd dado por

T = {¢ € Diffy(M) : $(0,2) = (0 + f(2), 2) con f € C*([0,1], 5)}.
El dlgebra correspondiente esta dada por
t={¢ € Xyae(M) : £(0,2) = T'(2)9 con T € C>([0, 1], R)}.

También en [BR97] se demuestra que 7 es totalmente geodésico en Diff, (M) con
respecto al producto interno L2. Usando las herramientas que hemos desarrollado en

los capitulos anteriores, probaremos un resultado un poquito mads fuerte: en realidad es
ETG.

Definicién 6.4.1. Una variedad de Kihler es una variedad que posee tres estructura mu-
tuamente compatibles: una estructura simpléctica, una estructura compleja, y una es-
tructura riemanniana. Es por eso que estas variedades pueden ser descriptas desde
diferentes puntos de vista:

e Punto de vista simpléctico: una variedad de Kahler es una variedad simpléctica
(M,w) equipada con una estructura casi-compleja integrable ./, la cual es compa-
tible con la forma simpléctica w en el siguiente sentido: la forma bilineal

g(u,v) == w(u, Jv)

es simétrica y definida positiva en cada espacio tangente 7,,M (y por lo tanto es

una métrica riemanniana en M).
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e Punto de vista complejo: una variedad de Kéhler es una variedad compleja M
(aqui una variedad compleja es una variedad cuyos abiertos coordenados son sub-
conjuntos abiertos de C" y las funciones de transicioén entre las cartas son funcio-
nes holomorfas) junto con una métrica hermitiana h cuya 2-forma asociada w es
cerrada. Mds detalladamente, como h es una forma hermitiana, es definida posi-

tiva en los espacios tangentes 7}, M y la 2-forma cerrada w estd definida como
w(u,v) := Re(h(iu,v)) = Im(h(u,v)).
para vectores tangentes u, v. A suvez,
g(u,v) := Re(h(u,v))
define una métrica riemanniana en M.

e Punto de vista riemanniano: una variedad de Kéhler es una variedad riemannia-
na (M, g) que satisface que en cada espacio tangente 7),M existe una estructura
compleja J que preserva la métrica (es decir, que g(Ju, Jv) = g(u,v)) y J se pre-
serva por el transporte paralelo.

Como en este ejemplo M es una variedad de dimensioén 2, la métrica junto con la for-
ma de volumen inducida le dan a M una estructura de variedad de Kihler. Asi, como
la forma de volumen es la forma simpléctica, el dlgebra de campos tangentes de diver-
gencia nula en M es igual al espacio de campos simplécticos tangentes en M. Ademas,
gracias al operador flat, el espacio de campos tangentes de divergencia nula en M es iso-
morfo al espacio de 1-formas tangentes co-cerradas en M, es decir: Xo1 (M)’ = D} (M).
Es un resultado de [BR97] que D{ (M) = 6Q2(M), es decir, toda 1-forma tangente co-
cerrada del cilindro finito es co-exacta. A su vez, esto implica que X, +(M) consiste de
campos hamiltonianos tangentes en /. Notar que un campo hamiltoniano es tangente
siy so6lo si la funcién hamiltoniana correspondiente es constante cuando se restringe a
cada componente conexa del borde.

A continuacién, calcularemos el complemento ortogonal de t en Xy +(M). Sea {1 €
t, y consideremos un elemento £y = %—Ij@g — %—15[82 € Xyot(M). Ahora:

(&r,&m) 2 == /Mg(fT,ﬁH)Volz/

*dT/\**dH:/ dT N xdH.
M M

Usando una expansién de Fourier, podemos ver que ({7,&x) 2 = 0 paratodo {r € t
siy s6lo si H es de la forma

H(0,z) = cte + Z ax(z)cos(k@) + by (z)sen (k). (6.4.1)
k=1
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Asi, el complemento L2-ortogonal de ten X +(M) esta dado por

o)

th=rv={&n € Xyoe(M) : H(0,2) = _ ag(2)cos(k) + by(z)sen(kd),
k=1

ar, by € C([0,1],R)}.

Ahora, sean {7 € ty &y € v. Tenemos que ade,.(Ex) = [€r,8u] = &r,m), donde
{T\H} = —%—Ig%—f. Es sencillo verificar que %—Ig%—z es de la forma (6.4.1). Asi, ad¢(r) C v,
y por lo tanto t es una subdlgebra ET'G de Xyq¢(M).

6.5. Forma bi-invariante en X (M)

Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién 3. Los campos exactos de di-
vergencia nula X (M) son los campos en M que tienen potenciales vectoriales glo-
balmente definidos. Esto es: { € X (M) implica que £ = curly para algtin campo
Y € X(M). Equivalentemente, en términos de formas diferenciales: §{ € X5 (M) impli-
ca que i¢ vol = da para algin a € Q!(M), el cual es tinico salvo por 1-formas cerradas.

Recordemos que el complejo de de Rham para una variedad suave M de dimensién

3 esta dado por:

S xvn) —2 x(v) —Y o)

Id[ ﬁ/[ lb lgmg vol l fis fvol (6.5.1)

0 —— QM) —4— o'(Mm) — Q2(M) —4 3(M) —— 0

Ahora, sean i¢ vol = da y i, vol = df3 y consideremos la siguiente forma bilineal:

€ n) /M o AdB =: (€, 652)
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llamada “helicidad cruzada”. Esta forma es simétrica e independiente de la eleccién de «
(ver Seccién II1.1.D. del libro [AK98]). Equivalentemente, en términos del operador curl

tenemos que

(€& Mhel = /M g(&, curl ™) vol.

El siguiente resultado estd dado en [Ar86]. Aqui daremos una prueba diferente,
basada en el teorema de descomposicion de Hodge.

Teorema 6.5.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana con borde de dimension 3. Entonces

(6.5.2) define una forma ady,, ,vr)-invariante, no degenerada, simétrica y bilineal en X5, ,(M).

Definimos Xyo|, n(M) = X (M) N Xn(M). Para la demostracion del teorema ante-

rior, necesitaremos los siguientes lemas previos:

Lema 6.5.2. X2 (M) es un ideal de X0 +(M).

vol, t

Demostracion. Sean & € Xyo (M) yn € X, (M). Notar que [£,n] € X8 (M) siy s6lo

vol,t vol, t

siif,; vol € A (M). Como 7 € X2 ,, tenemos que i, vol = da para algtn a € Qf, (M)

vol, t/
(no necesariamente tinico). Ahora,

ijg ) Vol = Le¢iy vol — iy £ vol = £eda = dLea € dQL (M),
=0

lo cual prueba el resultado. O

Lema 6.5.3. Sea (dQ(M)); el espacio de 2-formas tangentes exactas. El operador dx es un

isomorfismo autoadjunto entre los espacios (dQ'(M)); — dQL(M) (con respecto al produc-

to interno L?). Equivalentemente, curl es un isomorfismo L2-autoadjunto entre los espacios
o (M) = X2 (M).

vol, n vol, t

Demostracién. Por el teorema de descomposicion de Hodge (1.2.3), tenemos la descom-
posicién Q*(M) = dQY (M) @ D(M). Ademas, (dQ'(M)), = dQL (M) pues d conmuta
con el pullback de la inclusion i : OM — M. Como X¢(M) = QZ(M) y X&(M) =
dQ!(M) via el isomorfismo £ +— ig¢ vol, tenemos que Xop(M) = X710 X(M) =
dQY (M) N Q2 (M) = dQL (M) usando el mismo isomorfismo.

En el complejo de de Rham (6.5.1) podemos notar que el operador curl se corres-
ponde con el operador dx en Q2(M). El nticleo de dx contiene a DZ(M): usando la
propiedad x6 = (—1)*dx, como en este caso k = 2 tenemos que x5 = dx. Entonces, si
B € D}(M),d* 3 = %53 = 0 pues 3 es co-cerrada. Ademas, es claro que la imagen de

dx es dQ!' (M) (la suryectividad se sigue del hecho de que % es un isomorfismo).
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Veamos entonces que dx mapea de forma isomorfa a (dQ'(M)) con dQ}(M). Pri-
mero mostraremos que la imagen de (dQ!(M)); estd contenida en dQL(M). Si da €
(dQY(M)); entonces

i*(d xda) = i*(x6da) =0

donde la tltima igualdad se sigue del hecho de que § envia formas tangentes en formas
tangentes. Asi, d xda es normal. Ahora veamos la suryectividad. Sea d3 € dQ}(M). De
una variante del teorema de descomposicién de Hodge para variedades con borde se
sigue que 8 = §y + p con §y € 6Q?(M) y p una 1-forma cerrada normal. Como (3 y p
son normales, debe valer que 6y € (6Q?(M)),. Entonces tenemos que

dg=d(0y+p)=d oy =dx %oy , (6.5.3)
nErggl taxggr:te

donde hemos usado que el operador estrella de Hodge manda formas normales en for-
mas tangentes, y formas co-exactas en formas exactas. Entonces, todo d3 € dQ} (M) es
la imagen bajo dx de un elemento de (dQ*(M)), por lo tanto probamos que la aplica-
ciéon dx : (dQY(M))e — dQL(M) es suryectiva. Ademds, x5 en la ecuacién (6.5.3) es
tnico pues * : (dQY(M)); — (6Q%(M))n es un isomorfismo, &y es tnico gracias a la
descomposicién de Hodge, y d es no generada en (62%(M))y,. De hecho,

(@57, )12 = (0. Gaha + [ (0) A" (v0) = (67, 50) 5
BM\ZB—’

el cual es cero para todo da € (6Q%(M))y siy s6lo si 6y = 0. Juntando toda esta informa-
cién, tenemos que dx : (dQ(M)); — dQL(M) es biyectiva, es decir, es un isomorfismo.
Notar también que d* es autoadjunto con respecto al producto interno L2. De hecho, si
da,dB € (dQ(M)); entonces

(dxda,dp) 2 = (xda, 6dB) 2 + / i* (xda) A i* (+dB)
oM N——

= (xda,*d xdf) 2 = (da,d xdf) 2.

Para campos suaves el resultado implica que curl es un isomorfismo entre los cam-

pos suaves exactos con divergencia nula normales al borde de M y XX . (M). ]

Demostracién del Teorema (6.5.1). Usando el Lema (6.5.3), tenemos que la forma dada en
(6.5.2), la cual notaremos como (-, -)x, es una forma bilineal bien definida, simétrica y
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no degenerada en X (M). De hecho, dx es un isomorfismo L2-autoadjunto, y por lo
tanto (dx) ! es también L?-autoadjunto. Entonces, si &,n € Xyo1:(M), tenemos que

(&) = (& curl ') 2 = (i¢ vol, (dx) 1, vol) 1
= ((d*)~ig vol, iy vol) 2 = (curl ™€, m) 12 = (0, €.

Ahora si estamos listos para mostrar la adgvou( a-invariancia. Sea § € Xyoit(M) y
sean 7, € X (M). Primero, se sigue del Lema (6.5.2) que ad¢(n) € X (M), asi que

incluso aunque (-, )i esté solo definida en X (M), tiene sentido que sea ady, (1r)-

invariante. Denotemos por da = i, vol y d8 = iy, vol los correspondientes elementos en
dQL(M). Ahora,

(ade(n), ¥)x = (=[&n], ¥)x =
= _<i[§77l] vol, (d*)_ldﬂ>L2 = —<i[§m] vol, (d*)_ld * *[3) 12

= _<i[§ﬂ7] vol, xB) 2 = — /M i[ﬁﬂ?] vol AS3

_—/ £§da/\ﬂ+/ infgvol/\ﬂ
M M H,/-/

—<i[§m vol, (d*)_liw VO]>L2

_/ doz/\£§6+/ Le(da A B)

M M

:/ dawgm/ i*(ig(da A 8))
M oM

— / da A £¢8 + / i=¢(1" (dev) Ni™(B))
M OM SN——

:/ a/\d£§ﬁ—|—/ i () Ni*(£eP)
M OM N~~~

= / a N Ledf = (xa, LedfB) 2

M
= ((d*)fld**a, LedB) 2 = (da, £:dB)k
= (n,[&m)k = —(n,ade(¥))k,

lo cual prueba el resultado. O

Observacién 6.5.4. Notar que la normalidad de da es usada en la prueba anterior, pero
sin embargo la de d 5 nunca la usamos. Ademads, nunca usamos el hecho de que £ es tan-
gente. Asi, (1, 1)k estd bien definida paran € X37) (M) y ¢ € X3(M), y tenemos que

(ade(n), ) = —(n,ade())k para todo & € Xy01(M). En particular, esto nos permite
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escribir al producto interno L? en X (M) usando (-, -)x. De hecho, tenemos que

(n,¥) 2 = (iy vol,iy vol) ;2 = (d x (dx) ™1, vol, iy vol) 2

= (x(d*) "1, vol, diy vol) 12 + / i* (%(dx) ", vol) Ai* (xiy vol)
oM
=0

= ((d*) i, vol,d x iy vol) 2 = (1, curl ¥)xc

donde los términos del borde se anulan pues x(dx) ™! : dQL (M) — QL(M).

Con este resultado, obtenemos una caracterizacion de las subélgebras de X3 (M)

que son totalmente geodésicas con respecto al producto interno L.

Teorema 6.5.5. Sea b una subdlgebra de X5, (M). Entonces, b es totalmente geodésica en

oot (M) con respecto al producto interno L? si y s6lo si ady (curlh) C b.

Demostracion. Sea h* el complemento ortogonal de h en X & ,(M). Entonces, b es total-

mente geodésica si y s6lo si (ady(ht), h) ;2 = {0}. Ahora,

(ady(b™),b) 2 = (ady(h"), curl ) = — (b, ady(curl h)).

Esto prueba que la hipétesis es suficiente. Para ver que es necesaria, debemos pro-
bar que ady(curlh) C Xy :(M), pues de ser asi (h1,ady(curl h))c = {0} implica que
ady(curlh) C bh. Pero esto es cierto porque Xy, (M) es un ideal de Xy (M ). De hecho,
sié € Xyol(M)yn € Xyl t(M) entonces

i* (i[&m VOI) = i* (f&in VOI)

i* (digi,, vol +i¢di,, vol)
= dij«¢ 3" (i, vol) +ij+¢d i*(iy, vol) = 0,
=0 =0
donde i : 9M — M denota la inclusién, como siempre. Asi, if , vol es normal, lo cual
es equivalente a que [£, n] € Xyot(M). O

Para finalizar, definiremos la nocién de “variedad de contacto” para poder dar un
altimo ejemplo.

Definicién 6.5.6. Una variedad de contacto (M, ) es un par donde M es una variedad
suave de dimension impar 2n + 1y 0 € QY (M) es la forma de contacto, que cumple que
la (2n + 1)-forma 6 A (d#)™ es nunca nula.

Consideremos una variedad de contacto M de dimensién 3, con forma de contacto
6 € Q'(M). Para més detalles acerca de variedades de contacto ver [Sm06]. En nuestro

contexto, es suficiente tener en cuenta las siguientes propiedades:
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e )M tiene una estructura natural de variedad riemanniana de contacto,
e la forma de volumen esta dada por 6 A d6,

e el campo de Reeb estd dado por g = 6. Asumiremos estructura de K-contacto
(ver [Sm06]), es decir: el campo de Reeb es un campo de Killing. Este es el caso

usual, aunque no es siempre cierto.

Consideremos el subgrupo de difeomorfismos de contacto exactos Diffy* (M) = {¢ €
Diff(M) : ¢*0 = 0}. Se puede ver en [Sm06] que Diff;* (M) es un subgrupo de Diff 5 (M).

vol
Ahora, usando el Teorema (6.5.5), daremos un nuevo ejemplo de un subgrupo ETG de

DiffES (M).

vol

Corolario 6.5.7. Diff;*(M) es ETG en Diff,(M) con respecto a la métrica L*.

Demostracion. El dlgebra de Lie de Diffy™ (M) estd dada por X7 (M) = {{ € X3 (M) :
£L¢0 = 0}. Primero mostraremos que £q1c60 = 0, y luego usaremos el Teorema (6.5.5).
Como 0 = 5'}%, y como £ es un campo de Killing, tenemos que £y¢0 = [curlé, £ R]b.
En el libro de Smolentsev ([Sm06]) podemos encontrar que curlé = (f — Af)ér + &r ¥
grad f, donde f = i¢f es el hamiltoniano de contacto. Recordemos que el campo de Reeb
conserva todos los hamiltonianos de contacto. Ademds, también tenemos que [{r, {r X
grad f] = 0. Entonces, basta con demostrar que [(f — Af){r,{r] = 0. Pero, como fy Af

son ambos contactos hamiltonianos, tenemos que
[€r, (f = A)ER] = £en(f = ANER = (£enf = £en AS)ER + ([ = Af) £enér -
=0 =0 =0
Asi, [eurl¢, n] € X5%(M) para todo ) € X5 (M), y el resultado se sigue del Teorema
(6.5.5). O

Con esta serie de ejemplos damos por finalizada la tesis, y esperamos que sea de
utilidad como una introduccién al tema de los subgrupos totalmente geodésicos y sus

aplicaciones a la hidrodindmica y la mecénica en general.
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