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Introducción

En un artículo de 1966, Vladimir Arnold observó que muchas ecuaciones básicas en
física, como las ecuaciones de Euler de movimiento de un cuerpo rígido y las ecuacio-
nes de Euler de la dinámica de fluidos ideales pueden verse (al menos formalmente)
como ecuaciones de las geodésicas de una variedad riemanniana (de dimensión fini-
ta o infinita). Y no cualquier variedad riemanniana: estas resultan ser grupos de Lie
equipados con una métrica invariante a derecha (o a izquierda, según convenciones).
En el contexto de cuerpos rígidos, el grupo de Lie es el grupo de matrices de rotación
SO(3), y en el caso de fluidos ideales es el grupo Diffvol(M): los difeomorfismos de una
variedad compacta M que preservan el volumen. Al ser este último un grupo de Lie
de dimensión infinita (más precisamente, un grupo de Fréchet-Lie), el estudio de las
geodésicas suele ser un tanto más complicado. Es por esto (entre otras cosas) que re-
sulta interesante comprender las ecuaciones de Euler. Desarrollando la teoría necesaria
acerca de variedades infinito-dimensionales y grupos de Fréchet-Lie, veremos que po-
demos describir estas ecuaciones utilizando únicamente la acción coadjunta del álgebra
de Lie en su espacio dual. Ambos ejemplos mencionados pueden leerse del artículo ori-
ginal de Arnold [Ar66], o también pueden encontrarse en libros un poco más modernos
como [AK98] o [MR99].

Una cuestión muy interesante es pensar cómo es que se relaciona esta “correspon-
dencia” descubierta por Arnold con el significado de subvariedades totalmente geo-
désicas. Veremos que tanto en dimensión finita como en dimensión infinita es posible
construir una métrica en un grupo de Lie G de modo que las soluciones de las ecuacio-
nes de Euler de un subgrupo dado H también sean soluciones de la ecuación de Euler
en G. En uno de los teoremas principales de este trabajo demostraremos que hay dis-
tintas equivalencias a ser solución de la ecuación de Euler (en términos de álgebras de
Lie) y en base a ese resultado deduciremos condiciones que debe satisfacer la métrica
buscada.

Desde aquel entonces ha habido mucho interés en intentar generalizar las ecua-
ciones de Euler (también conocidas como ecuaciones de Euler-Arnold), es decir, las
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ecuaciones de las geodésicas en un grupo de Lie equipado con una métrica invarian-
te. Tales ecuaciones son, por ejemplo: la ecuación de Burgers (Diff(S1) con una métrica
L2 invariante a derecha), Korteweg-de Vries (el grupo de Virasoro-Bott con una métri-
ca L2 invariante a derecha), Camassa-Holm (Diff(S1) con una métrica H1 invariante a
derecha). Estos ejemplos y algunos más están detallados en [Vi08].

Fijada una métrica riemanniana en un grupo de Lie G, un subgrupo de Lie H ⊆ G

se dice “totalmente geodésico” en G si las geodésicas en H son también geodésicas
en G. Debido a las aplicaciones físicas, es común preguntarse cuáles subgrupos (de
un grupo dado) son totalmente geodésicos con respecto a una métrica dada. En este
trabajo nosotros abordaremos una pregunta diferente: no fijaremos la métrica, y nos
preguntaremos si es posible elegir una de modo tal que un subgrupo dado H ⊆ G sea
totalmente geodésico.

No existe mucha literatura en cuanto a subgrupos totalmente geodésicos. Sin em-
bargo, en el caso del grupo de difeomorfismos, los siguientes resultados son conocidos:

1. El subgrupo de difeomorfismos exactos que preservan el volumen de una va-
riedad riemanniana plana y compacta sin borde es totalmente geodésico en el
grupo de difeomorfismos que preservan el volumen, con respecto a la métrica L2

invariante a derecha. (Los difeomorfismos exactos que preservan el volumen es-
tán generados por campos suaves que tienen un potencial vectorial en términos
del operador curl). Este resultado está explicado y demostrado en [AK98] y en
[HTV02].

2. El subgrupo de difeomorfismos hamiltonianos de una variedad de Kähler cerra-
da con métrica plana es totalmente geodésico en el grupo de difeomorfismos sim-
plécticos, con respecto a la métricaL2 invariante a derecha. Este resultado también
puede hallarse en [AK98] y [HTV02].

3. Sea G un grupo de Lie compacto que actúa por isometrías sobre una variedad
riemanniana M . Denotemos por Φg a la acción. El subgrupo de difeomorfismos
equivariantes DiffΦg(M) es totalmente geodésico en Diff(M) y en Diffvol(M) con
respecto a la métrica invariante a derecha L2. Este resultado está demostrado en
[Vi99].

4. El subgrupo de difeomorfismos que dejan fijo un punto de una subvariedadN de
una variedad riemanniana M es totalmente geodésico con respecto a la métrica
L2 invariante a derecha. Este resultado fue probado en [Vi99].
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5. El subgrupo de difeomorfismos del cilindro S1 × [0, 1] que rotan rígidamente to-
dos los círculos horizontales en un ángulo es totalmente geodésico en el grupo
de difeomorfismos que preservan el volumen de S1 × [0, 1]. Este resultado está
demostrado en [BR97].

Lo que haremos en este trabajo, siguiendo el paper de Modin, et al. [MPMM10], será
construir una familia de métricas invariantes en un álgebra de Lie g de modo que un
subgrupo dadoH ⊆ G sea totalmente geodésico con respecto a cada métrica de la fami-
lia. Lo que necesitaremos es una forma bilineal simétrica en el álgebra de Lie g deG con
cierta propiedad de bi-invariancia y no degenerada. Esta construcción funciona tanto
en el caso finito dimensional como en el caso infinito dimensional (trabajaremos en la
categoría de grupos de Fréchet-Lie). En el caso de dimensión finita, usando la forma de
Killing como forma bilineal simétrica, el único requerimiento es que la subálgebra h sea
semisimple.

Usando esta técnica, puede extenderse la lista de los ejemplos de subgrupos total-
mente geodésicos:

6. Sea G un grupo de Lie de dimensión n, y sea H ⊆ G un subgrupo de Lie semi-
simple de dimensión m. Construiremos una variedad de dimensión (n + 1)n2 −
(n−m)m de métricas invariantes a izquierda (o a derecha) enG, para las cualesH
es totalmente geodésico en G. En particular, daremos un ejemplo de una métrica
invariante a izquierda tal que SO(3) resulta totalmente geodésico en GL(3).

En el caso infinito dimensional de grupos de difeomorfismos, debemos hallar for-
mas bi-invariantes. Para campos exactos con divergencia nula y campos hamiltom-
nianos respectivamente, una forma bilineal simétrica no degenerada y bi invariante
fue dada por Smolentsev en [Sm86], [Sm83], [Sm06]. Daremos una generalización del
resultado de Smolentsev, extendiéndolo a variedades con borde. Usando este marco de
trabajo, daremos los siguientes ejemplos de subgrupos de difeomorfismos totalmente
geodésicos:

7. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión n compacta y con borde. El
grupo de isometrás Diffiso(M) es totalmente geodésico en Diff(M) con respecto a
la métrica Sobolev invariante a derecha H1

α.

8. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión n compacta y con borde. Da-
remos una condición más fuerte para que Diff ex

vol(M) sea totalmente geodésico en
Diffvol(M) con respecto a la métrica invariante a derecha H1

α. Esta es una exten-
sión de Modin et al. de un resultado dado en [HTV02].
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9. Sea (M, g) una variedad de contacto con borde, compacta, de dimensión 3. Enton-
ces el subgrupo de difeomorfismos exactos de contacto es totalmente geodésico
en el grupo de difeomorfismos exactos que preservan el volumen, con respecto a
la métrica invariante a derecha L2.

Lo que sigue a continuación es un breve detalle acerca de cómo está organizada esta
tesis. En el Capítulo 1 se podrán encontrar resultados preliminares acerca de espacios
localmente convexos y variedades diferenciables en dimensión infinita. La idea es que
el lector tenga presentes todas las definiciones y resultados que figuran allí ya que se-
rán utilizados a lo largo de todo el trabajo. En el Capítulo 2 hablaremos de grupos de
Lie en dimensión infinita: más precisamente grupos de Fréchet-Lie. En particular ha-
remos la construcción de la estructura diferenciable del grupo de difeomorfismos de
una variedad compacta M . El Capítulo 3 comienza con una serie de resultados acer-
ca de cálculo de variaciones, luego definiremos las ecuaciones de Euler-Arnold, y por
último daremos una descripción detallada acerca de cómo representar el espacio dual
g∗ de un álgebra de Lie g mediante una elección de pairing. Daremos varios ejemplos
de posibles pairings y en cada uno de ellos veremos qué forma toma la ecuación de
Euler-Arnold. En el Capítulo 4 daremos una caracterización de subgrupos totalmente
geodésicos mirando su álgebra de Lie. Para pensarlo desde un punto de vista más geo-
métrico, veremos cuándo un subgrupo es totalmente geodésico analizando su segunda
forma fundamental. En la última sección de este capítulo analizaremos nuevamente es-
ta condición pero desde un punto de vista de coordenadas: es decir, en términos de las
constantes de estructura del álgebra de Lie. En el Capítulo 5 presentaremos un marco de
trabajo para construir métricas totalmente geodésicas. Esta construcción caracterizará
todas las métricas que hagan que un subgrupo sea ETG: es decir, que el complemento
ortogonal de la subálgebra sea invariante bajo la acción adjunta del grupo. Analizare-
mos en particular el caso especial de productos semidirectos. Finalmente en el Capítulo
6 veremos en detalle los ejemplos de subgrupos totalmente geodésicos que listamos
anteriormente.
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Capítulo 1

Preliminares

A lo largo de este capítulo introduciremos algunos conceptos básicos acerca del es-
tudio de las variedades diferenciables infinito dimensionales. Asumiremos que el lector
está familiarizado con las definiciones y resultados más conocidos en dimensión finita.

Sabemos que las variedades finito dimensionales son espacios topológicos local-
mente euclídeos, es decir, están modeladas por Rn. La generalización más inmediata
al caso de dimensión infinita es considerar variedades diferenciables modeladas en es-
pacios de Banach. Sin embargo, a lo largo de estre trabajo consideraremos un tipo de
espacios un poco más generales: los espacios de Fréchet. Esta elección se debe a que el
resultado final de esta tesis involucra al grupo de difeomorfismos de una cierta varie-
dad compacta M , que no puede ser modelado por un espacio de Banach.

1.1. Espacios localmente convexos

Los espacios de Fréchet son casos particulares de espacios localmente convexos.
Comenzaremos definiendo estos espacios y recordando algunas de sus propiedades.

Definición 1.1.1. Un espacio vectorial topológicoE es un espacio vectorial sobre un cuerpo
K dotado de una topología de modo que las aplicaciones + : E×E → E y · : K×E → E

son continuas.

Definición 1.1.2. Un espacio vectorial topológico E se dice localmente convexo si todo
entorno de 0 ∈ E contiene un entorno de 0 convexo. En todo momento asumiremos
que los espacios vectoriales topológicos E son Hausdorff.

Definición 1.1.3. Un espacio localmente convexo E es un espacio de Fréchet si existe una
sucesión {pn : n ∈ N} de seminormas en E, tal que la topología de E está inducida por
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la métrica

d(x, y) :=
∑
n∈N

2−n
pn(x− y)

1 + pn(x− y)
,

y el espacio métrico (E, d) es completo.

Observación 1.1.4. Todo espacio de Banach es un espacio de Fréchet. En este caso, la
topología está definida por una única (semi-)norma.

Ejemplos 1.1.5. (a) Sea Ω un subconjunto abierto no vacío de algún espacio euclídeo.
Entonces Ω es una unión numerable de conjuntos compactos Kn 6= ∅ que pueden
ser elegidos de modo que Kn ⊆ Kn+1 para todo n ∈ N. Consideramos el conjunto
C(Ω,R) junto con la topología dada por la familia de seminormas

pn(f) := sup{|f(x)| : x ∈ Kn}.

EntoncesC(Ω,R) es un espacio de Fréchet (ver detalles en Ejemplo 1.44 de [Ru73]).

(b) Con las mismas definiciones que el ítem anterior, el conjunto C∞(Ω,R) junto con
la familia de seminormas

pn(f) := max{|Dαf(x)| : x ∈ Kn, |α| ≤ n},

es un espacio de Fréchet (ver detalles en Ejemplo 1.46 de [Ru73]).

Como se dijo anteriormente, el espacio de Fréchet que será de nuestro mayor interés
en este trabajo, es el grupo de difeomorfismos de una variedad diferenciable y compac-
ta M . En el Capítulo 2 veremos que este espacio es un grupo de Fréchet-Lie modelado
por el espacio de campos suaves de M , el cual notaremos X(M).

Definición 1.1.6. Sean E,F espacios localmente convexos, U ⊆ E abierto y f : U → F

una función. Definimos la derivada de f en x en la dirección h como:

df(x)(h) := (Dhf)(x) :=
d

dt

∣∣∣
t=0

f(x+ th) = ĺım
t→0

1

t
(f(x+ th)− f(x))

siempre que exista. La función f se dice diferenciable en x si df(x)(h) existe para todo
h ∈ E. Decimos que f es de clase Ck para k ∈ N ∪ {∞} si f es continua, las derivadas
direccionales iteradas

djf(x)(h1, . . . , hj) := (Dhj . . . Dh1f)(x)

existen para todos los enteros j ≤ k, x ∈ U y h1, . . . , hj ∈ E, y todas las funciones
djf : U × Ej → F son continuas.
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Ahora que tenemos definido el concepto de “función de clase Ck”, recordamos los
enunciados de los hechos más fundamentales del cálculo en espacios localmente con-
vexos.

Proposición 1.1.7. Sean E, F espacios localmente convexos, U ⊆ E un abierto y f : U → F

una función de clase C1.

1. Para todo x ∈ U , la aplicación df(x) : E → F es lineal y continua.

2. (Teorema Fundamental del Cálculo) Si x+ [0, 1]h ⊆ U , entonces

f(x+ h) = f(x) +

∫ 1

0
df(x+ th)(h)dt.

En particular, f es localmente constante si y sólo si df = 0.

3. f es continua.

4. Si f es de clase Cn para n ≥ 2, las funciones dnf(x) para x ∈ U son funciones n- lineales
simétricas.

5. Si x+ [0, 1]h ⊆ U y f es de clase Cn, tenemos la fórmula de Taylor

f(x+ h) = f(x) + df(x)(h) + . . .+
1

(n− 1)!
dn−1f(x)(h, . . . , h)

+
1

(n− 1)!

∫ 1

0
(1− t)n−1dnf(x+ th)(h, . . . , h)dt.

6. (Regla de la cadena) Si Z es un espacio localmente convexo, V ⊆ F es un abierto y
f1 : U → V , f2 : V → Z son funciones de clase C1, entonces f2 ◦ f1 : U → Z es de clase
C1 y vale que

d(f2 ◦ f1)(x) = df2(f1(x)) ◦ df1(x)para todo x ∈ U .

Si f1 y f2 son de clase Ck para k ∈ N ∪ {∞}, la regla de la cadena implica que f2 ◦ f1

también es de clase Ck.

Las demostraciones de esta proposición serán omitidas ya que son parecidas a las
ya conocidas en Rn. Igualmente aquel lector que desee leerlas en detalle las puede con-
sultar en [Ne05].

Sin embargo, no todos los resultados que conocemos en dimensión finita siguen
siendo válidos. Un ejemplo de esto es el teorema de la función inversa: en el contex-
to de espacios de Banach es cierto, pero al generalizar a espacios de Fréchet pierde su
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validez. Veamos un ejemplo: consideremos A := C(R,R) el álgebra de todas las fun-
ciones continuas en R con la topología de convergencia uniforme sobre subconjuntos
compactos, la cual convierte a A en un espacio de Fréchet en el cual la multiplicación
del álgebra es continua. Tenemos un mapa exponencial suave

expA : A→ A

f 7→ ef

tal que su diferencial en cero es la función identidad. Notar que el rango del operador
expA es un subconjunto del espacio C(R,R>0) y por lo tanto ningún entorno de la
función constante 1 podrá ser la imagen de un entorno del 0 (ya que con la topología
dada por convergencia uniforme sobre compactos, todo entorno de la función constante
1 contiene funciones que asumen valores negativos). Es por eso que el teorema de la
función inveresa falla en este caso.

Otro contraejemplo se puede encontrar en la Sección I.I.5 del libro [Ha82]. Conside-
rando el espacio de Fréchet C∞[−1, 1] y el operador

P : C∞[−1, 1]→ C∞[−1, 1]

f 7→ f − xff ′,

se tiene que P es suave y su diferencial está dada por

dP (f)g = g − xgf ′ − xfg′.

Como dP (0) = Id, si el teorema de la función inversa fuese válido tendríamos que la
imagen de P contiene a algún entorno de la función cero. Sin embargo, Hamilton en su
libro prueba que la sucesión (gn)n∈N dada por gn := 1

n + xn

n! converge a la función cero
pero no pertenece a la imagen de P para ningún n ∈ N.

1.2. Variedades diferenciables en dimensión infinita

En esta sección hablaremos acerca de variedades diferenciables en dimensión infi-
nita modeladas por espacios localmente convexos. Definiremos las nociones de subva-
riedad, diferenciablidad, vector tangente, espacio tangente, campo vectorial y fibrado
cotangente.

Dado que la regla de la cadena es válida para funciones suaves entre subconjuntos
abiertos de espacios localmente convexos, podemos definir variedades suaves como en
el caso de dimensión finita:
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Definición 1.2.1. Sea E un espacio vectorial topológico localmente convexo y M un
espacio topológico Hausdorff. Supongamos que existe una colección de abiertos U ⊆
M que lo recubren y una colección de mapas ϕ : U → E de manera que ϕ(U) ⊆
E es abierto y ϕ : U → ϕ(U) es un homeomorfismo. Los pares (U , ϕ) se denominan
cartas de M y diremos que M es una variedad diferenciable modelada en E si se satisface la
siguiente condición de compatibilidad: si (V, φ) es otra carta de M , entonces la función
de transición

φ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V)→ φ(U ∩ V)

es suave. Decimos que M es una variedad diferenciable de Fréchet si el espacio E es de
Fréchet.

Definición 1.2.2. Sea M una variedad diferenciable modelada por un espacio E, y sea
N ⊆M un subconjunto.

(a) Decimos que N es una subvariedad de M si existe un subespacio cerrado F ⊆ E

tal que para cada n ∈ N existe una carta (U , ϕ) de M con n ∈ U donde se satisface
que ϕ(U ∩N) = ϕ(U) ∩ F .

(b) Decimos queN es una subvariedad split deM si, además, existe un subespacioG ⊆
E para el cual la aplicación suma F ×G→ E, (f, g) 7→ f + g es un isomorfismo.

Observación 1.2.3. Si N ⊆ M es una subvariedad, entonces N posee estructura de va-
riedad diferenciable. Para demostrarlo debemos ver que las aplicaciones dadas por res-
tringir las cartas de M inducen cambios de coordenadas suaves. Si M es de dimensión
finita, toda subvariedad es split ya que todo subespacio cerrado de Rn es complemen-
tado. Así, podemos decir que los cambios de coordenadas de N son los cambios de
coordenadas suaves de M compuestos con la inclusión y la proyección sobre el espacio
complementado. (Ver [Lee12]). Aquí aparece la primera diferencia con el caso infinito
dimensional: no todas las subvariedades de una variedad de dimensión infinita son
subvariedades split. SiN es una subvariedad no split, veamos que los cambios de coor-
denadas restringidos forman un atlas: sean (U , ϕ) y (V, ψ) cartas de M . Consideremos
T := ϕ ◦ ψ−1 y llamemos

t := ϕ ◦ ψ−1 : ϕ(U) ∩ ψ(V) ∩ F → ϕ(U) ∩ ψ(V) ∩ F

a la restricción de T al subespacio F . Queremos probar que t es diferenciable, sabiendo
que T lo es. Para eso, veamos que la diferencial de T se restringe bien. Consideremos
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dT (p) : E → E, la diferencial de T en un punto p ∈ F . Por definición tenemos que

ĺım
x→0

T (p+ x)− T (p)− dT (p)x

|x|
= 0.

Si existiera un elemento v ∈ F tal que w = dT (p)v /∈ F , por el teorema de Hahn-Banach
podemos considerar Φ ∈ E∗ tal que Φ(F ) ≡ 0 y Φ(w) = d = dist(w,F ) 6= 0. Aplicando
Φ al límite a lo largo de la recta p+ λv, tendríamos que

0 = ĺım
λ→0+

Φ(T (p+ λv)− T (p))− λΦ(w)

λ|v|
=
−d
|v|

puesto que T (p+ λv)− T (p) ∈ F por hipótesis. Pero esto es un absurdo, y por lo tanto
debe ser dT (p)(F ) ⊆ F . Como dT (p) es continuo en E, su restricción a F también lo es
y por lo tanto t es diferenciable, con diferencial es dT (p)|F : F → F .

La noción de función diferenciable entre variedades diferenciables se define al igual
que para el caso finito dimensional:

Definición 1.2.4. Sean M,N variedades diferenciables modeladas en espacios local-
mente convexos E,F respectivamente. Una función f : M → N es diferenciable si para
todo par de cartas (U , ϕ), (V, φ) de M y N respectivamente se tiene que la composición
φ ◦ f ◦ ϕ−1 es diferenciable.

Al trabajar sobre dimensión finita, sabemos que el espacio tangente a una variedad
se puede definir de (al menos) dos formas distintas: podemos pensarlo como clases
de equivalencias de cierto tipo de curvas, o también como un espacio de derivaciones.
Ambas definiciones en ese caso son equivalentes. Sin embargo, esto no sucede en di-
mensión infinita. La definición que usaremos en este trabajo para espacio tangente es la
que daremos a continuación.

Definición 1.2.5. Dado p ∈M , definimos los vectores tangentes v ∈ TpM como clases de
equivalencias de curvas suaves γ : (−ε, ε) → M con ε > 0 y γ(0) = p, bajo la relación
de equivalencia dada por γ1 ∼ γ2 si (ϕ ◦ γ1)′(0) = (ϕ ◦ γ2)′(0) para alguna carta (ϕ,U)

con p ∈ U .

Observación 1.2.6. Notar que TpM tiene una estructura natural de espacio vectorial, don-
de además para cada carta (ϕ,U), la aplicación

TpM → E

[γ] 7→ (ϕ ◦ γ)′(0)

es un isomorfismo lineal.
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Definición 1.2.7. Definimos el fibrado tangente a M como TM :=
⋃
p∈M

TpM , y llamamos

π : TM →M a la proyección que asigna p ∈M a cada vector v ∈ TpM .

Observación 1.2.8. TM es una variedad diferenciable modelada en el espacio localmente
convexo E × E. Su estructura diferenciable se define igual que en el caso finito dimen-
sional.

Definición 1.2.9. Dada f : M → N una función suave entre variedades diferencia-
bles, definimos la diferencial de f en p ∈ M como la aplicación lineal entre los espacios
tangentes dada por:

Tp(f) : TpM → Tf(p)N

[γ] 7→ [f ◦ γ].

Esta definición induce una aplicación entre espacios tangentes T (f) : TM → TN

que satisface el siguiente diagrama conmutativo:

TM TN

M N

T (f)

πM πN

f

Definición 1.2.10. Un campo vectorial suave en M es una sección diferenciable de la pro-
yección π : TM → M . Es decir, una función diferenciable X : M → TM tal que para
todo p ∈ M vale que X(p) := Xp ∈ TpM . Denotamos por X(M) al espacio de los
campos suaves en M .

Dados un campoX ∈ X(M) y una función suave f ∈ C∞(M), definimos una nueva
aplicación Xf : M → R dada por

(Xf)(p) := (T (f) ◦X)(p).

Si X,Y ∈ X(M), existe un único campo [X,Y ] ∈ X(M) que satisface la siguiente
propiedad:

[X,Y ]f = X(Y f)− Y (Xf)

para toda f ∈ C∞(M). Así, tenemos que X(M) tiene estructura de álgebra de Lie.

Definición 1.2.11. Si M es una variedad diferenciable con borde, definimos el conjunto
de los campos suaves tangentes a ∂M como

Xt(M) := {X ∈ X(M) : Xp ∈ Tp∂M para todo p ∈ ∂M}.
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Definición 1.2.12. Sean M una variedad diferenciable modelada sobre un espacio E

y F un espacio localmente convexo. Un fibrado vectorial suave de tipo F sobre M es un
par (π,F) donde F es una variedad diferenciable y π : F → M una función suave que
cumplen las siguientes propiedades:

• Para cada p ∈ M , la fibra Fp := π−1(p) tiene estructura de espacio localmente
convexo y es isomorfa a F .

• Cada punto p ∈ M tiene un entorno abierto U para el cual existe un difeomorfis-
mo ϕU : π−1(U)→ U × F tal que el siguiente diagrama conmuta:

π−1(U)
ϕU //

π

��

U × F

pr1
yy

M

Observación 1.2.13. Un ejemplo de fibrado vectorial es (π, TM), el cual llamamos “fibra-
do tangente de la variedad M”.

Definición 1.2.14. Dada una variedad diferenciable M modelada en un espacio lo-
calmente convexo E, definimos el fibrado cotangente como T ∗M :=

⋃
p∈M

TpM
∗ donde

TpM
∗ es el espacio dual topológico de TpM , es decir: las funcionales lineales continuas

f : TpM → R.

Observación 1.2.15. Notar que, como conjunto, el fibrado cotangente posee una estructu-
ra natural de fibrado vectorial sobre M . Sin embargo, para darle una estructura de va-
riedad diferenciable necesitamos una topología localmente convexa en el espacio dual
E∗, de modo que para cada difeomorfismo local f : U → E con U ⊆ E abierto, la
aplicación

U × E∗ → E∗

(x, λ) 7→ λ ◦ df(x)

sea suave. SiE es un espacio de Banach, la topología dada por la norma enE∗ tiene esta
propiedad, pero en general, esta propiedad falla para variedades que no son modeladas
en espacios de Banach. En el siguiente capítulo veremos que el espacio dual de un
espacio de Fréchet no es necesariamente un espacio de Fréchet, e introduciremos la
noción de “dual regular”.
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Formas diferenciales en dimensión infinita

En esta subsección desarrollaremos algunos conceptos acerca de formas diferencia-
les en variedades modeladas en espacios localmente convexos, y ciertos operadores
que tienen como dominio a estos espacios de k-formas, como la diferencial exterior, la
derivada de Lie, el operador estrella de Hodge y algunos otros.

Definición 1.2.16. Sea M una variedad diferenciable modelada en un espacio local-
mente convexo E. Una k-forma diferencial en M con valores en E es una función ω que
asocia a cada elemento p ∈ M una función k-lineal alternada ωp : (TpM)k → E tal que
en coordenadas locales la aplicación (p, v1, . . . , vk) 7→ ωp(v1, . . . , vk) es suave.

Notación 1.2.17. Denotaremos por Ωk(M,E) al espacio de las k-formas en M con valo-
res enE e identificaremos a Ω0(M,E) con el espacio de las funciones suavesC∞(M,E).

Una diferencia importante con el caso finito dimensional, es que dada una carta no
hay una descripción natural de las k-formas en términos de formas más básicas, por
lo tanto las formas diferenciales no pueden ser definidas como secciones suaves de un
fibrado vectorial.

Observación 1.2.18. Notar que el espacio de 1-formas diferenciales Ω1(M,E) no es otra
cosa que TM∗, el dual topológico del fibrado tangente. Por otro lado, tenemos que

Ω2(M,E) = Ω1(M,E)× Ω1(M,E)/ ∼

donde cocientamos por todas las relaciones necesarias para que las aplicaciones sean
alternadas. Así, al espacio de 2-formas diferenciales podemos dotarlo de la topología
cociente. De la misma forma, consideramos a Ωk(M,E) con la topología cociente para
todo k ∈ N y por lo tanto podemos considerar en

Ω(M,E) :=
⊕
k∈N0

Ωk(M,E)

la topología de la suma directa. Es decir: si para cada k ∈ N0 consideramos la inlcusión
ik : Ωk(M,E) → Ω(M,E) entonces un subconjunto U ⊆ Ω(M,E) es abierto si y sólo si
i−1
k (U) es abierto en Ωk(M,E) para todo k ∈ N0.

Definición 1.2.19. SeaM una variedad diferenciable modelada en un espacio localmen-
te convexo E. El producto wedge

Ωk(M,E)× Ωl(M,E)→ Ωk+l(M,E), (ω, η) 7→ ω∧η

está definido como (ω ∧ η)p := ωp ∧ ηp, donde

(ωp ∧ ηp)(v1, . . . , vk+l) :=
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sg(σ)ωp(vσ(1), . . . , vσ(k))ηp(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)).
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La definición de diferencial exterior d : Ωk(M,E) → Ωk+1(M,E) es un poco más
sutil que en dimensión finita, donde normalmente se utilizan coordenadas locales para
definirla en cartas. Aquí establecemos que (df)(X)(p) := Tp(f)(Xp) para las 0-formas f
y luego extendemos la fórmula inductivamente del siguiente modo:

(dω)(X0, . . . , Xk) :=

k∑
i=0

(−1)iXiω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk).

Al igual que en el caso finito dimensional, esta diferencial exterior también tiene
las propiedades usuales como d2 = 0 y la compatibilidad con el pullback: ϕ∗(dω) =

d(ϕ∗ω).
Extendiendo d a una aplicación lineal en el espacio Ω(M,E) :=

⊕
k∈N0

Ωk(M,E) de
todas las formas diferenciales en M con valores en E, la relación d2 = 0 implica que el
espacio

ZkdR(M,E) := ker(d|Ωk(M,E))

de k-formas cerradas contiene al espacio

Bk
dR(M,E) := d(Ωk−1(M,E))

de k-formas exactas, y por lo tanto podemos definir el espacio de cohomología de de Rham
como

Hk
dR(M,E) := ZkdR(M,E)/Bk

dR(M,E).

Para variedades de dimensión finita, usualmente se define la derivada de Lie de una
forma diferencial en la dirección de un campo suave X usando su flujo local t 7→ FlXt :

£Xω :=
d

dt

∣∣∣
t=0

(FlX−t)
∗ω.

Como los campos suaves en una variedad infinito dimensional pueden no admitir
un flujo local (como mencionaremos más adelante en la Sección 2.1), introduciremos la
definición de derivada de Lie de forma más directa.

Definiciones 1.2.20. Dada una variedad diferenciable M modelada en un espacio lo-
calmente convexo E, definimos los siguientes operadores:
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(a) Para cada Y ∈ X(M) la derivada de Lie £Y : Ωk(M,E) → Ωk(M,E) está dada por
£Y (f) = Y f si k = 0 (ver Definición (1.2.10)) y para k ≥ 1 tenemos la siguiente
fórmula:

(£Y ω)(X1, . . . , Xk) = Y.ω(X1, . . . , Xk)−
k∑
i=1

ω(X1, . . . , [Y,Xj ], . . . , Xk).

Se puede verificar que el lado derecho de esta igualdad en algún p ∈M depende
únicamente de los valores de los campos Xi en p.

(b) Para cada X ∈ X(M) definimos el producto interior iX : Ωk+1(M,E) → Ωk(M,E)

para k ≥ 1 como

iX(ω)(X1, . . . , Xk) := ω(X,X1, . . . , Xk).

Para ω ∈ Ω0(M,E) = C∞(M,E) definimos iXω := 0.

En lo que sigue asumiremos que M es una variedad riemanniana con métrica g.

(c) Definimos el operador flat [ : X(M)→ Ω1(M,E) como

[(X)(Y ) = X[(Y ) := 〈X,Y 〉g

y su inverso, el operador sharp ] : Ω1(M,E)→ X(M).

(d) Si (M, g) es de dimensión finita, la métrica induce un producto interno en el espa-
cio de k-formas Ωk(M) el cual define un operador ? : Ωk(M)→ Ωn−k(M) llamado
“operador estrella de Hodge”. Este operador está dado por la siguiente relación: si
β ∈ Ωk(M) entonces ?β cumple

α ∧ ?β = 〈α, β〉 vol ∀α ∈ Ωk(M),

donde vol ∈ Ωn(M) es la forma de volumen asociada a la métrica g.

(e) Al igual que antes, si (M, g) es de dimensión finita, definimos el operador co-
diferencial δ : Ωk(M)→ Ωk−1(M) como

δβ := (−1)k ?−1 d ? β = (−1)n(k−1)+1 ? d ? β

para todo β ∈ Ωk(M). Como d2 = 0 y ?? es un múltiplo de la identidad, tenemos
que δ2 = 0.

(f) El operador gradiente grad : C∞(M)→ X(M) se define como

grad(f) := (df)].
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(g) La divergencia div : X(M)→ C∞(M) de un campo X es la única función suave en
M que satisface la siguiente igualdad:

d(iX vol) = div(X) vol .

Más precisamente, div(X) = ?d ? X[.

(h) Por último definimos el operador curl, como la aplicación curl : X(M) → X(M)

dada por

curl(X) = (?dX[)].

A continuación listaremos algunas propiedades que satisfacen estos operadores y
que utilizaremos en los siguientes ejemplos. Pueden encontrarse sus demostraciones
en la Sección 6.4 de [AMR88] y a lo largo del Capítulo V de [Lan94].

Proposición 1.2.21. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión finita. Son válidas:

1. d(α∧β) = dα∧β+(−1)kα∧dβ para todo α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωl(M) (Regla de Leibniz).

2. dα = 0 para todo α ∈ Ωn(M) con n = dim(M).

3. d(φ∗α) = φ∗(dα).

4. φ∗(α ∧ β) = φ∗(α) ∧ φ∗(β).

5. iX ◦ iX = 0.

6. iX(α ∧ β) = (iXα) ∧ β + (−1)kα ∧ (iXβ) para todo α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωl(M) (Regla de
Leibniz).

7. ? ? α = (−1)k(n−k)α para todo α ∈ Ωk(M), n = dim(M).

8. ?δ = (−1)kd ? y ? d = (−1)k+1δ?.

9. d ◦£X = £X ◦ d.

10. iX ◦£X = £X ◦ iX .

11. £X(iY α) = i[X,Y ]α+ iY£Xα.

12. £X(α ∧ β) = (£Xα) ∧ β + α ∧ (£Xβ) (Regla de Leibniz).

13. iX(vol) = ?X[.
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14. iX(φ∗α) = φ∗(idφ(X)α).

15. £X = d ◦ iX + iX ◦ d (Fórmula mágica de Cartan).

En la siguiente figura podemos observar el complejo de de Rham de una variedad
riemanniana M de dimensión n. La sucesión superior se corresponde con la sucesión
inferior vía las identificaciones dadas por las flechas verticales (las cuales son isomor-
fismos). De la misma forma, las flechas curvadas superiores se corresponden con las
flechas curvadas inferiores.

C∞(M) X(M) X(M) C∞(M)

0 Ω0(M) Ω1(M) . . . Ωn−1(M) Ωn(M) 0

Id

grad

Id [

Id

div

ξ 7→iξvol f 7→f vol

d

?

d

?

d

]

d d

(1.2.1)

El teorema de descomposición de Hodge

Este teorema nos brinda una descomposición ortogonal del espacio de k-formas
diferenciales Ωk(M). Es un resultado que tiene muchas apliaciones en el área de la física
matemática o la ingeniería. En particular, juega un rol muy importante en el estudio de
hidrodinámica de fluidos incompresibles (ver [AMR88]): permite la introducción de la
presión para un estado de fluido dado.

Para poder hablar de ortogonalidad, definimos el producto interno L2 en Ωk(M) co-
mo:

〈α, β〉L2 :=

∫
M
α ∧ ?β, (1.2.2)

donde ? es el operador estrella de Hodge definido anteriormente en (1.2.20).

Definición 1.2.22. Dada M una variedad suave con borde, decimos que una forma
diferenciable α ∈ Ωk(M) es tangente a ∂M si i∗(?α) = 0 y que es normal a ∂M si i∗(α) =

0. (Aquí i : ∂M →M denota la inclusión).
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Así, definimos los espacios de k-formas tangentes y k-formas normales

Ωk
t (M) = {α ∈ Ωk(M) : α es tangente a ∂M}

Ωk
n(M) = {α ∈ Ωk(M) : α es normal a ∂M}

y el espacio de k-formas armónicas

Hk(M) = {α ∈ Ωk(M) : dα = 0, δα = 0}.

Observación 1.2.23. Sea X ∈ X(M) un campo suave en M . Usando la métrica podemos
saber cuándo X es tangente o normal (perpendicular) a ∂M . Ahora, el campo X se
corresponde con la 1-forma X[ y con la (n − 1)-forma iX vol = ?X[. Se puede ver
entonces que X es tangente a ∂M si y sólo si X[ es tangente a ∂M si y sólo si iX vol es
normal a ∂M . Análogamente para campos normales.

Teorema 1.2.24 (Teorema de descomposición de Hodge para variedades con borde). Sea
M una variedad riemanniana compacta, orientada y con borde. Entonces es válida la siguiente
descomposición:

Ωk(M) = dΩk−1
n (M)⊕ δΩk+1

t (M)⊕Hk.

La demostración de este teorema es un tanto complicada y requiere ciertos conoci-
mientos de análisis que no serán utilizados a lo largo de este trabajo, sin embargo quien
desee leer la demostración puede encontrarla en la Sección 2.4 de [Sc95]. En el caso
donde M es una variedad sin borde, la descomposición que nos provee el teorema de
Hodge es

Ωk(M) = dΩk−1(M)⊕ δΩk+1(M)⊕Hk(M)

y una demostración accesible se puede encontrar en el Capítulo 6 del libro [Wa83].

A continuación daremos únicamente la prueba de la ortogonalidad entre los subes-
pacios, omitiendo la demostración de que estos son cerrados y que todo ω ∈ Ωk(M) se
puede escribir como ω = dα+ δβ + γ con α ∈ Ωk−1(M), β ∈ Ωk+1(M), γ ∈ Hk(M).

Demostración de la ortogonalidad. Para comenzar, veamos que dΩk−1
n (M) es ortogonal al

espacio de k-formas cocerradas: sean α ∈ Ωk−1
n (M) y β ∈ Ωk(M) tal que δβ = 0.

〈dα, β〉 =

∫
M

dα ∧ ?β =

∫
M

d(α ∧ ?β)±
∫
M
α ∧ d ? β.

Como d?β = (−1)k?δβ = 0, la última integral se anula. A su vez, usando el teorema
de Stokes, tenemos que:
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〈dα, β〉 =

∫
M

d(α ∧ ?β)

=

∫
∂M

i∗(α ∧ ?β)

=

∫
∂M

i∗(α)︸ ︷︷ ︸
=0

∧i∗(?β) = 0.

Como Hk(M) está contenido en el espacio de k-formas cocerradas, tenemos que
dΩk−1

n (M) ⊥ Hk(M). Ahora veamos que δΩk+1
t (M) es ortogonal al espacio de k-formas

cerradas: sean α ∈ Ωk+1
t (M) y β ∈ Ωk(M) tal que dβ = 0. Entonces,

〈β, δα〉 =

∫
M
β ∧ ?δα = ±

∫
M
β ∧ d ? α = ±

∫
M

d(β ∧ ?α) +

∫
M

dβ ∧ ?α.

La segunda integral de la suma se anula ya que β es cerrada, y usando nuevamente
el teorema de Stokes en la primera integral de la suma, tenemos que:

〈β, δα〉 =

∫
M

d(β ∧ ?α)

=

∫
∂M

i∗(β ∧ ?α)

=

∫
∂M

i∗(β) ∧ i∗(?α)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Al igual que antes, como Hk(M) está contenido en el espacio de k-formas cerra-
das, tenemos que δΩk+1

t (M) ⊥ Hk(M). Por último nos falta ver la ortogonalidad entre
dΩk−1

n (M) y δΩk+1
t (M). Pero esto es claro, ya que todas las k-formas que pertenecen a

dΩk−1
n (M) son cerradas.

Hay otras dos descomposiciones válidas que serán de nuestro interés, llamadas
"descomposición de Helmholtz". Si denotamos por Dk

t (M) = {α ∈ Ωk
t (M) : δα = 0} al

espacio de k-formas co-cerradas tangentes a ∂M y por Ckn (M) = {α ∈ Ωk
n(M) : dα = 0}

al espacio de k-formas cerradas normales a ∂M , entonces:

Ωk(M) = dΩk−1(M)⊕Dk
t (M), (1.2.3)

Ωk(M) = δΩk+1(M)⊕ Ckn (M). (1.2.4)

Se puede verificar la ortogonalidad entre cada uno de estos subespacios de la misma
forma que lo hicimos anteriormente. Para detalles acerca del resto de la prueba, ver
Corolario 2.4.9 de [Sc95].
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Capítulo 2

El grupo de difeomorfismos y su
estructura de variedad diferenciable

La idea principal de este capítulo es presentar Diff(M): el grupo de difeomorfismos
de una variedad diferenciableM , que en principio no posee una estructura de variedad
diferenciable natural. Para comenzar introduciremos nociones básicas acerca de grupos
de Lie (tanto finito como infinito dimensionales), luego hablaremos sobre la estructura
de espacio de Fréchet del conjunto de campos suaves X(M) y por último haremos la
construcción de la estructura diferenciable de Diff(M ). Veremos que éste resulta ser un
grupo de Fréchet-Lie modelado sobre el espacio X(M).

2.1. Grupos de Lie en dimensión infinita

Definición 2.1.1. Un grupo de Lie localmente convexo G es una variedad diferenciable
localmente convexa junto con una estructura de grupo de modo que la multiplicación
mG : G×G→ G y la inversión ηG : G→ G son funciones suaves.

Notación 2.1.2. De ahora en adelante, notaremos por Lg, Rg : G→ G a las traslaciones
a izquierda y a derecha respectivamente y porCg := Lg◦Rg−1 : G→ G a la conjugación.

Definición 2.1.3. Un campo suave X : G→ TG se dice que es invariante a izquierda si

ThLg(Xh) = Xgh

para todo g, h ∈ G.

Definición 2.1.4. Dado un grupo de Lie G, definimos su álgebra de Lie como el conjunto

Lie(G) := g = {X ∈ X(G) : X es invariante a izquierda},
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dotado de la operación [·, ·] definida en (1.2.10).

Observación 2.1.5. Notar que el álgebra de Lie g puede ser identificada con el espacio
tangente aG en la identidad. Todo campo invariante a izquierdaX define unívocamen-
te un elemento X(e) ∈ TeG. Por otro lado, dado un vector X ∈ TeG, podemos asociarle
un campo vectorial X̃ : G → TG dado por X̃(g) := T (Lg)e(X) ∈ TgG. Es evidente
que X̃ es invariante a izquierda. Si consideramos esta identificación, la operación en el
álgebra estaría dada por:

[X,Y ] := [X̃, Ỹ ](e).

Ambas definiciones son equivalentes, por lo tanto usaremos la que sea de conveniencia
según el contexto.

El siguiente teorema es una herramienta elemental pero muy útil que sirve para
construir estructuras de grupos de Lie en grupos que contienen a un grupo de Lie local.
Lo usaremos a la hora de construir la estructura diferenciable del grupo de difeomor-
fismos en la Sección 2.4.

Teorema 2.1.6. Sea G un grupo y U = U−1 un subconjunto simétrico de G que contiene al
elemento neutro. Supongamos que U es una variedad diferenciable modelada sobre un espacio
localmente convexo E que satisface:

1. Existe un entorno del elemento neutro V ⊆ U tal que V = V −1, V · V ⊆ U , y la
multiplicación mV : V × V → U es suave,

2. La inversión ηU : U → U es suave,

3. Para todo g ∈ G, existe un entorno abierto del elemento neutro Vg ⊆ U tal que Vg = V −1
g ,

Cg(Vg) ⊆ U y la conjugación Cg : Vg → U es suave.

Entonces existe una única estructura de grupo de Lie en G para la cual hay un entorno del
elemento neutro U0 ⊆ U tal que la inclusión U0 ↪→ G induce un difeomorfismo con un sub-
conjunto abierto de G. Además, si el grupo G está generado por V , la tercera condición puede
omitirse.

Demostración. Sea A ⊆ V un subconjunto abierto y v0 un elemento tal que v0A ⊆ V .
Notar que v0A = {v ∈ V : v−1

0 v ∈ A}. Así, por la primera hipótesis, tenemos que v0A

es un abierto. Más aún, si consideramos las aplicaciones

f : A→ v0A g : v0A→ A

a 7→ v0a v0a 7→ a,
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la condición 1 nos dice que son biyecciones inversas y diferenciables, y por lo tanto
tenemos que v0A es difeomorfo a A.

Consideremos W ⊆ V un abierto simétrico (W = W−1) alrededor del elemento
neutro que sea dominio de alguna carta en U tal que W · W · W ⊆ V . Denotaremos
por (W,ϕ) a esta carta. Para cada g ∈ G, sea ϕg : gW → E dada por h 7→ ϕ(g−1h).
Consideremos el atlas {(gW,ϕg)}g∈G y veamos que se trata de cartas compatibles:

Sean g1, g2 ∈ G dos elementos diferentes tales que g1W ∩ g2W 6= ∅. Esto implica
que g−1

2 g1 y g−1
1 g2 son elementos de W y, por lo probado anteriormente, tenemos que

g−1
1 g2W es un abierto y por lo tanto W ∩ g−1

1 g2W es abierto por ser intersección de
abiertos. Dado que ϕg1(g1W ∩ g2W ) = ϕ(W ∩ g−1

1 g2W ), resulta que ϕg1(g1W ∩ g2W ) es
un abierto de E y además la función de transición está dada por

ϕg2 ◦ ϕ−1
g1 : ϕg1(g1W ∩ g2W )→ ϕg2(g1W ∩ g2W )

x 7→ (g−1
2 g1ϕ

−1(x)),

que es diferenciable por las hipótesis 1 y 2.
Sea g0 ∈ G. Notar que la aplicación µg0 : G → G dada por la multiplicación a

izquierda por g0 es diferenciable. En efecto, si g ∈ G tenemos que ϕg0g ◦ µg0 ◦ ϕ−1
g (x) =

ϕg0g(g0gϕ
−1(x)) = ϕ(ϕ−1(x)) = x y la identidad es claramente diferenciable. Resta

entonces verificar que la multiplicación y la inversión son diferenciables. Para esto,
basta encontrar para cada g ∈ G un entorno abierto del elemento neutro tal que la
aplicación (g, h) 7→ g−1h sea diferenciable en ese entorno, y un entorno abierto del
elemento neutro en el que la conjugación por g resulte también diferenciable. Ambas
condiciones se cumplen por las hipótesis 1 y 3 y lo demostrado anteriormente.

Para ver que U es un abierto de G con esta estructura de variedad, alcanza con
notar que para todo u ∈ U existe un entorno abierto A ⊆ W del elemento neutro tal
que uA ⊆ U por la primera hipótesis.

La unicidad de la estructura se sigue del hecho de que las traslaciones deben ser
difeomorfismos en ambas estructuras diferenciables, y las dos coinciden en un entorno
de la identidad.

Representaciones de grupos de Lie

Una representación de un grupo de LieG en un espacio vectorial V es una acción suave
deG en V . Todo grupo de Lie tiene dos representaciones distinguidas: la representación
adjunta y la coadjunta. Como estas juegan un rol importante a lo largo de este trabajo,
las describiremos en detalle.
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Definición 2.1.7. Sea Adg la diferencial de la conjugación por g en el elemento neu-
tro. Es decir, Adg := T (Cg)e : g → g. Llamamos representación adjunta de G en g a la
representación dada por

Ad : G→ Aut(g)

g 7→ Adg.

Observación 2.1.8. A su vez, la diferencial en la identidad de la representación adjunta
de G induce una representación

ad := T (Ad)e : g→ End(g),

llamada representación adjunta del álgebra de Lie g.

Observación 2.1.9. Para que la definición anterior tenga sentido tenemos que hacer una
pequeña observación. En el caso donde el álgebra de Lie g no es un espacio de Banach,
tenemos que Aut(g) no posee estructura de grupo de Lie, por lo cual no podemos con-
siderar la diferencial de Ad. Sin embargo, podemos pensar a Aut(g) como un subgrupo
de Diff(g) (que sí posee estructura diferenciable, y lo veremos en la Sección 2.4) y así
pensar a la representación adjunta Ad como una función con codominio Diff(g).

A continuación nombraremos una propiedad que será de mucha utilidad para las
cuentas que haremos más adelante, cuya demostración puede encontrarse en la Propo-
sición III.1.16 de [Ne05].

Proposición 2.1.10. La representación adjunta de un álgebra de Lie en sí misma coincide con
el corchete de Lie de la siguiente manera: adv(w) = [v, w].

Notación 2.1.11. En lo que sigue denotaremos por g∗ al dual de g, es decir: al conjunto
de funcionales f : g→ R lineales y continuas.

Definición 2.1.12. La representación coadjunta de un grupo de Lie G es la aplicación Ad∗ :

G→ g∗ dada por Ad∗(g)(ξ) = Ad∗g(ξ) : x 7→ ξ(Adg−1(x)). Es decir, si notamos por 〈·, ·〉
al pairing entre g y g∗, la representación coadjunta queda definida por la relación:

〈Ad∗g(ξ), X〉 = 〈ξ,Adg−1(X)〉

para todo ξ ∈ g∗ y X ∈ g.

Definición 2.1.13. Al igual que para la representación adjunta, definimos la representa-
ción coadjunta del álgebra de Lie g como la diferencial de Ad∗ en la identidad. Es decir:

ad∗ := T (Ad∗)e : g→ End(g∗).
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Observación 2.1.14. Por lo general cuando nos referimos a la representación coadjunta
estamos hablando en realidad de una subrepresentación de (2.1.12). Esto se debe a que
el dual de un espacio de Fréchet no es necesariamente un espacio de Fréchet.

Definición 2.1.15. Llamamos dual regular de g a un subespacio de Fréchet G-invariante
g∗reg ⊆ g∗ que satisface que para todo X ∈ g no nulo, existe un elemento ξ ∈ g∗reg tal que
〈ξ,X〉 6= 0 y viceversa.

Fijado un dual regular, la representación coadjunta de g en g∗reg esté unívocamente
determinada por la condición de la Definición (2.1.12).

El mapa exponencial

A la hora de estudiar grupos de Lie de dimensión finita, el mapa exponencial es una
herramienta fundamental que se suele utilizar para pasar información del grupo de Lie
a su respectiva álgebra de Lie y viceversa. Recordemos que tanto la existencia como la
unicidad de esta aplicación se deben al teorema de Piccard-Lindelöf, que establece la
existencia y unicidad de soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios
euclídeos de dimensión finita. En el caso de los grupos de Banach-Lie, se puede definir
el mapa exponencial de la misma forma que en el caso finito dimensional, debido a
que la herramienta principal en la demostración del teorema de Picard-Lindelöf es el
teorema del punto fijo de Banach, el cual es válido en espacios de Banach. Desafortuna-
damente esto no es cierto para espacios de Fréchet: allí existen ecuaciones diferenciales
ordinarias que no admiten solución o que admiten múltiples soluciones, y por lo tanto
debemos considerar una nueva definición de mapa exponencial. Para eso, definiremos
primero el concepto de “derivada logarítmica”.

Definición 2.1.16. Sea M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie con álgebra
de Lie g. Dada una función suave f : M → G, definimos su derivada logarítmica (a
izquierda) como la aplicación δ(f) : TM → g dada por

δ(f)(v) := Tf(p)(Lf(p)−1) ◦ Tp(f)(v) si v ∈ TpM.

Proposición 2.1.17. Dadas dos funciones suaves f, g : M → G, son válidas las siguientes
reglas de derivación:

1. Regla del producto: δ(fg) = δ(g) + Adg−1(δ(f)),

2. Regla del cociente: δ(fg−1) = Adg(δ(f)− δ(g)).
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Demostración. En lo que sigue se omitirán los puntos donde debe ser evaluada cada
función por cuestiones de simplicidad. En cuanto a la regla del producto, dadas dos
funciones suaves f, g : M → G tenemos que:

δ(fg) = Tfg(Lg−1f−1) ◦ T (fg)

= Tfg(Lg−1 ◦ Lf−1) ◦ T (fg)

= Tg(Lg−1) ◦ Tfg(Lf−1) ◦ (Tg(Lf )T (g) + Tf (Rg)T (f))

= Tg(Lg−1) ◦ T (g) + Tg(Lg−1) ◦ Tf (Lf−1 ◦Rg) ◦ T (f)

= Tg(Lg−1) ◦ T (g) + Tg(Lg−1) ◦ Tf (Rg ◦ Lf−1) ◦ T (f)

= Tg(Lg−1) ◦ T (g) + Tg(Lg−1) ◦ Te(Rg) ◦ Tf (Lf−1) ◦ T (f)

= δ(g) + Adg−1(δ(f)).

Utilizando esta igualdad para el producto fg−1 tenemos que:

δ(fg−1) = δ(g−1) + Adg(δ(f)).

Así, para probar la regla del cociente basta ver que

δ(g−1) = −Adg(δ(g)).

Veamos:

−Adg(δ(g)) = −Te(Lg ◦Rg−1) ◦ δ(g)

= Tg−1(Lg) ◦ −Te(Rg−1) ◦ Tg(Lg−1) ◦ T (g)

= Tg−1(Lg) ◦ T (g−1)

= δ(g−1)).

Observación 2.1.18. Aunque a lo largo de este trabajo solo usaremos la derivada logarít-
mica a izquierda, notar que se puede definir la derivada logarítmica a derecha de una
función suave f : M → G como la aplicación δr(f) : TM → g dada por

δr(f)(v) := Tf(p)(Rf(p)−1) ◦ Tp(f)(v) si v ∈ TpM.

Al igual que para el caso anterior, tenemos las siguientes reglas de derivación:

1. Regla del producto: δr(fg) = δr(f) + Adf (δr(g)),

2. Regla del cociente: δr(fg−1) = δr(f)−Adfg−1(δr(g)).

31



Definición 2.1.19. Dado un grupo de Lie G con álgebra de Lie g, llamamos mapa expo-
nencial de G a una aplicación expG : g → G suave tal que para todo X ∈ g, la curva
γX(t) := expG(tX) es un grupo a un parámetro que satisface γ′X(0) = X .

Es sencillo ver que cualquier curva de este tipo es una solución del problema de
valores iniciales γ(0) = e

δ(γ) = X

donde δ es la derivada logarítmica definida anteriormente.
Preguntarnos por la existencia de una aplicación exponencial nos lleva a una pre-

gunta más general: ¿para toda curva suave ξ ∈ C∞([0, 1], g) el problema de valores
iniciales γ(0) = e

δ(γ) = ξ

tiene solución? En caso de que sí, para las funciones constantes ξ(t) = X , las solu-
ciones correspondientes son las curvas γX que necesitamos para obtener una función
exponencial. Más adelante veremos que estas soluciones de hecho son únicas.

Un grupo de Lie en donde este problema de valores iniciales admite una solución
γξ ∈ C∞([0, 1], g) y el mapa evolución

evolG : C∞([0, 1], g)→ G, ξ 7→ γξ(1)

es suave se dice regular.

Que un grupo de Lie sea regular nos proporciona una gran cantidad de métodos pa-
ra pasar del nivel infinitesimal al global. Este concepto de regularidad se debe a Milnor
([Mi84]). Al día de hoy no se conoce ningún grupo de Lie modelado en un espacio com-
pleto que no sea regular. Para todos los ejemplos que nombraremos de aquí en adelante
se puede demostrar la regularidad, pero no hay un teorema general que afirme que to-
do grupo de Lie localmente convexo modelado sobre un espacio completo sea regular
o incluso tenga una función exponencial. Probar o refutar este teorema es actualmente
un problema abierto.

2.2. Espacios de funciones suaves

En esta sección describiremos una topología en los espacios de funciones suaves,
que se obtiene de la topología compacto-abierta. A esta nueva topología la llamaremos
“topología Cr compacto-abierta”.
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Definición 2.2.1. Si X e Y son espacios topológicos Hausdorff, la topología compacto-
abierta en el espacioC(X,Y ) está definida como la topología generada por los conjuntos
de la forma

W (K,U) := {f ∈ C(X,Y ) : f(K) ⊆ U},

donde K es un subconjunto compacto de X y U es un subconjunto abierto de Y . De-
notaremos por C(X,Y )c al espacio topológico de las funciones continuas de X en Y

dotado de la topología compacto-abierta.

Observación 2.2.2. Si Y es un espacio localmente convexo, tenemos que C(X,Y ) es un
espacio vectorial con respecto a las operaciones punto a punto. Así, la topología en
C(X,Y )c está definida por las seminormas

pK(f) := sup {p(f(x)) : x ∈ K},

donde K ⊆ X es un subconjunto compacto y p es una seminorma continua en Y . En
particular, esto nos dice que C(X,Y )c es un espacio localmente convexo.

Sean M y N variedades diferenciables (posibilemente de dimensión infinita). Cada
función suave f : M → N define una sucesión de funciones suaves T kf : T kM → T kN

en los espacios tangentes iterados. Así, obtenemos para r ∈ N0 ∪ {∞} un embedding

Cr(M,N) ↪→
r∏

k=0

C(T kM,T kN)c,

en un espacio producto, que usaremos para definir una topología en Cr(M,N) a la
cual llamaremos la topología Cr compacto-abierta. Para r <∞, es suficiente considerar el
embedding Cr(M,N) ↪→ C(T rM,T rN)c. En el conjunto C∞(M,N), la topología C∞

compacto-abierta es el refinamiento común de todas las topologías Cr para r < ∞.
Como cada subconjunto compacto de M está contenido en una unión finita de abier-
tos coordenados, la topología en Cr(M,N) está generada por conjuntos de la forma
W (K,U) en C(T kM,T kN), donde K ⊆ T kU para alguna carta (U , ϕ) de M .

Si E es un espacio localmente convexo, todos los espacios C(T kM,T kE) son lo-
calmente convexos por la Observación (2.2.2). Además, la correspondiente topología
del producto es localmente convexa y por lo tanto C∞(M,E) es un espacio localmen-
te convexo. Si M es de dimensión finita, para cada carta (U , ϕ) de M , la topología en
C∞(U , E) coincide con la topología de convergencia uniforme de todas las derivadas
parciales en cada subconjunto compacto de U .
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Definición 2.2.3. Como los campos vectoriales son funciones suaves X : M → TM ,
tenemos un embedding natural X(M) ↪→ C∞(M,TM) que define una topología en
X(M). Si (U , ϕ) es una carta de M , tenemos que TU ∼= U × E y los campos suaves
de U se corresponden con funciones suaves U → E. Esto nos dice que, dotado de esta
topología, X(M) es un espacio localmente convexo. De hecho, X(M) es un espacio de
Fréchet si consideramos la sucesión de seminormas que definiremos más adelante en
(3.4.1).

2.3. Suavidad de aplicaciones en grupos de difeomorfismos

Aunque la noción de variedad diferenciable nos proporciona una noción natural de
función suave entre variedades, resulta conveniente tener también una noción de sua-
vidad para aquellas aplicaciones que tengan como dominio a una variedad suave, pero
cuyo codominio sea un espacio de funciones suaves que en principio no tenga estruc-
tura de variedad diferenciable. En lo que sigue discutiremos esta noción de suavidad
con énfasis en aplicaciones con valores en grupos de difeomorfismos de variedades lo-
calmente convexas, y en la próxima sección veremos que si la variedad M es compacta
entonces podemos definir una estructura diferenciable en su grupo de difeomorfismos.

Definición 2.3.1. Sean M una variedad diferenciable localmente convexa, y Diff(M ) su
grupo de de difeomorfismos, el cual en principio no posee ninguna estructura diferen-
ciable natural. Sea N una variedad diferenciable cualquiera. Diremos que una aplica-
ción ϕ : N → Diff(M) es suave si la aplicación

ϕ̂ : N ×M →M ×M

(x, p) 7→ (ϕ(x)(p), ϕ(x)−1(p))

es suave. SiN es un intervalo en R, obtenemos en particular una noción de curva suave.

Para hablar acerca de la diferencial de una aplicación ϕ : N → Diff(M), debemos
primero definir qué significa el “espacio tangente” a Diff(M) cuando éste no posee
estructura de grupo de Lie. Lo pensaremos como el conjunto

T (Diff(M)) := {X ∈ C∞(M,TM) : πTM ◦X ∈ Diff(M)},

junto con la “proyección”

π : T (Diff(M))→ Diff(M)

X 7→ πTM ◦X.
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En el caso donde M es una variedad compacta, veremos en la próxima sección que
Diff(M) posee estructura diferenciable y el espacio tangente (como lo definimos en
(1.2.5)) coincidirá con esta definición.

Observación 2.3.2. Llamaremos espacio tangente en f ∈ Diff(M), al conjunto dado por
Tf (Diff(M)) := π−1(f).

Notar que Diff(M) actúa de forma natural en T (Diff(M)) tanto a izquierda como a
derecha:

f ·X = T (f) ◦X y X · f = X ◦ f.

Definición 2.3.3. Llamamos acción adjunta de Diff(M) en X(M) a la acción dada por

Ad : Diff(M)× X(M)→ X(M)

(f,X) 7→ T (f) ◦X ◦ f−1.

Las curvas suaves ϕ : J ⊆ R→ Diff(M) tienen derivadas logarítmicas (a izquierda)

δ(ϕ) : J → X(M)

t 7→ ϕ(t)−1.ϕ′(t)

que son curvas suaves en el álgebra de Lie X(M) de campos suaves de M . Para una
variedad cualquiera N , las derivadas logarítmicas son 1-formas valuadas en X(M) que
se definen de la siguiente forma:

Si ϕ : N → Diff(M) es suave y ϕ̂ : N ×M → M está dada por ϕ̂(x, p) := ϕ(x)(p),
entonces tenemos una aplicación tangente suave

T (ϕ̂) : T (N ×M) ∼= TN × TM → TM,

y para cada v ∈ TxN la aplicación parcial

Tx(ϕ)v : M → TM

p 7→ T(x,p)(ϕ̂)(v, 0)

es un elemento de Tϕ(x)(Diff(M)). Así obtenemos entonces una aplicación tangente

T (ϕ) : TN → T (Diff(M))

v 7→ Tx(ϕ)v si v ∈ TxN.

Definición 2.3.4. Definimos la derivada logarítmica (a izquierda) de ϕ como la aplicación
δ(ϕ) : TN → X(M) dada por

δ(ϕ)v(p) := Tϕ(x)(p)(ϕ(x)−1) ◦ T(x,p)(ϕ̂)(v, 0) si v ∈ TxN.
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Se puede probar que δ(ϕ) es una 1-forma en N que toma valores en X(M) (ver
[Ne05] para detalles), pero recordemos que X(M) no tiene por qué ser un álgebra de
Lie topológica si M no es de dimensión finita.

Como consecuencia de la regla de la cadena, tenemos un resultado análogo al que
definimos en la Proposición (2.1.17):

Lema 2.3.5. Dadas dos funciones suaves f, g : N → Diff(M), definimos el producto como
(fg)(x) := f(x) ◦ g(x) y el cociente como (fg−1)(x) := f(x) ◦ g(x)−1. Son válidas:

1. Regla del producto: δ(fg) = δ(g) + Adg−1(δ(f)),

2. Regla del cociente: δ(fg−1) = Adg(δ(f)− δ(g)),

donde (Adf (α))x := Adf(x)(αx) para α una 1-forma de N que toma valores en X(M).

Demostración. Si f, g : N → Diff(M), v ∈ TxN y p ∈M entonces:

δ(fg)v(p) = Tf(x)(g(x)(p))((fg(x))−1) ◦ T(x,p)(f̂g)(v, 0)

= Tg(x)(p)(g(x)−1) ◦ Tf(x)(g(x)(p))(f(x)−1) ◦ [T(x,g(x)(p))(f̂)(v, 0)

+ Tg(x)(p)(f(x))T(x,p)(ĝ)(v, 0)]

= Tg(x)(p)(g(x)−1) ◦ [Tf(x)(p)(f(x)−1) ◦ T(x,p)(f̂)(v, 0)] ◦ g(x)

+ Tg(x)(p)(g(x)−1) ◦ Tf(x)(g(x)(p))(f(x)−1) ◦ Tg(x)(p)(f(x)) ◦ T(x,p)(ĝ)(v, 0)

= Adg(x)−1(δ(f)v(p)) + δ(g)v(p).

Usando esta igualdad para el producto fg−1 tenemos que:

δ(fg−1)v(p) = δ(g−1)v(p) +Adg(x)(δ(f)v(p)).

Entonces, alcanza con probar la igualdad

−δ(g−1)v(p) = Adg(x)(δ(g)v(p)).

Observar que, si v ∈ TxN y p ∈M entonces:

Adg(x)(δ(g)v(p)) = Tg(x)−1(p)(g(x)) ◦ δ(g)v ◦ g(x)−1(p)

= Tg(x)−1(p)(g(x)) ◦ Tg(x)(g(x)−1(p))(g(x)−1) ◦ T(x,g(x)−1(p))(ĝ)(v, 0)

= Tg(x)−1(p)(g(x)) ◦ [Tg(x)−1(p)(g(x))]−1 ◦ T(x,g(x)−1(p))(ĝ)(v, 0)

= T(x,g(x)−1(p))(ĝ)(v, 0).
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Considerando la igualdad

p = g(x) ◦ g(x)−1(p) = ĝ(x, ĝ−1(x, p)),

y derivando respecto de x, tenemos que

0 = T
(x,ĝ−1(x,p))

(ĝ)(v, T(x,p)ĝ−1(v, 0)).

Usando esto último y la linealidad de T (ĝ), podemos afirmar entonces que

Adg(x)(δ(g)v(p)) = −T(x,g(x)−1(p))(0, T(x,p)ĝ−1(v, 0)).

Veamos entonces que efectivamente la expresión del lado derecho es −δ(g−1)v(p). Para
eso, consideremos primero la siguiente igualdad:

ĝ(x, g(x)−1(p)) = g(x)ĝ−1(x, p).

Derivando respecto de x:

T(x,g(x)−1(p))(ĝ)(0, T(x,p)ĝ−1(v, 0)) = Tg(x)−1(p)(g(x)) ◦ T(x,p)ĝ−1(v, 0)

[Tg(x)−1(p)(g(x))]−1 ◦ T(x,g(x)−1(p))(ĝ)(0, T(x,p)ĝ−1(v, 0)) = T(x,p)ĝ−1(v, 0).

Finalmente, tenemos que:

−δ(g(x)−1)v(p) = −Tg(x)−1(p)(g(x)) ◦ T(x,p)(ĝ−1)(v, 0)

= −Tg(x)−1(p)(g(x)) ◦ [Tg(x)−1(p)(g(x))]−1◦

◦ T(x,g(x)−1(p))(ĝ)(0, T(x,p)ĝ−1(v, 0))

= −T(x,g(x)−1(p))(ĝ)(0, T(x,p)ĝ−1(v, 0))

= Adg(x)(δ(g)v(p)),

que era lo que queríamos ver.

Observación 2.3.6. Al igual que lo hicimos anteriormente, recalcamos que se puede de-
finir la derivada logarítmica a derecha de una función suave ϕ : N → Diff(M) como

δr(ϕ)v(p) := (T(x,p)(ϕ̂)(v, 0)) ◦ ϕ(x)−1(p) si x ∈ TxN,

que también define un elemento de Ω1(N,X(M)), y que además satisface la igualdad
δr(ϕ) = Adϕ(δ(ϕ)) = −δ(ϕ−1). Las reglas de derivación se deducen de la misma forma
que como lo hicimos en la Observación (2.1.18).
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Como ya nombramos anteriormente cuando definimos el mapa exponencial, hay
ciertas ecuaciones diferenciales ordianarias con coeficientes constantes en espacios de
Fréchet E para las cuales las soluciones no son únicas. Sin embargo, el lema que enun-
ciaremos a continuación afirma que las soluciones de los correspondientes problemas
de valores inciales en el grupo GL(E) ⊆ Diff(E) son únicas siempre que existan.

Lema 2.3.7 (Lema de unicidad). Sea N una variedad diferenciable conexa. Dadas dos apli-
caciones suaves f, g : N → Diff(M), la relación δ(f) = δ(g) es equivalente a la existencia de
ϕ ∈ Diff(M) tal que g(x) = ϕ ◦ f(x) para todo x ∈ N . En particular, g(x0) = f(x0) para
algún x0 ∈ N implica que f ≡ g.

Demostración. Si g(x) = ϕ ◦ f(x) para todo x ∈ N , entonces Tx(g) = ϕ(x).Tx(f) y por lo
tanto δ(g) = δ(f).

Si por el contrario, δ(g) = δ(f) y definimos γ := gf−1, la regla del cociente implica
que δ(γ) = 0, que a su vez implica que para cada p ∈M la aplicación x 7→ γ(x)(p) tiene
derivada nula, y por lo tanto es localmente constante. Como N es conexo, debe ser γ
constante. Así, concluimos que g = ϕ ◦ f para algún ϕ ∈ Diff(M).

Observación 2.3.8. El lema de unicidad implica en particular que una acción suave a
izquierda de un grupo de LieG conexo en una variedad suaveM dada por un morfismo
σ : G→ Diff(M), está unívocamente determinada por el correspondiente morfismo de
álgebras de Lie dado por

σ̇ := −δ(σ)e : Lie(G)→ X(M)

ya que δ(σ) es una 1-forma invariante a izquierda en G que toma valores en X(M), y
por lo tanto está completamente determinada por su valor en e.

2.4. La estructura diferenciable de Diff(M)

Sea M una variedad diferenciable compacta sin borde y g = X(M) el álgebra de
Lie de los campos suaves en M . En lo que sigue demostraremos cómo el grupo de
difeomorfismos Diff(M) posee una estructura diferenciable que lo hace ser un grupo
de Fréchet-Lie modelado en X(M).

Si FlX : R ×M → M , (t, p) 7→ FlXt (p) denota el flujo de un campo vectorial X , el
mapa exponencial en el grupo Diff(M ) debería estar dado por

expDiff(M) : X(M)→ Diff(M)

X 7→ FlX1 .
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Desafortunadamente, esta aplicación no es un difeomorfismo local entre un entorno de
0 ∈ X(M) y un entorno de IdM ∈ Diff(M ) (para detalles ver [Gr88]). Por lo tanto no
podemos usarla para definir una carta alrededor de IdM .

Sin embargo, existe una forma sencilla de solucionar este problema. Sea g una mé-
trica riemanniana en M y sea Exp : TM → M su mapa exponencial, el cual asigna a
v ∈ TpM el punto γv(1), donde γv : [0, 1]→M es la geodésica que satisface γv(0) = p y
γ′v(0) = v. Así obtenemos la aplicación suave

Φ : TM →M ×M

v 7→ (p,Exp(v)) si v ∈ TpM.

Existe un entorno abierto U ⊆ TM de 0 tal que Φ es un difeomorfismo entre U y un
entorno abierto V de la diagonal de M ×M . Ahora, el conjunto

Ug := {X ∈ X(M) : X(M) ⊆ U}

es un subconjunto abierto del espacio de Fréchet X(M), y definimos la aplicación

ϕ : Ug → C∞(M,M), ϕ(X)(p) := Exp(X(p)).

Es claro que ϕ(0) = IdM . Además, se puede ver que luego de achicar Ug a un entorno de
0 lo suficientemente pequeño en la topologíaC1 compacto-abierta de X(M), obtenemos
que ϕ(Ug) ⊆ Diff(M ). Para ver que Diff(M ) posee una estructura de grupo de Lie para
la cual ϕ es una carta, se debe verificar que las operaciones de grupo son suaves en
un entorno del 0 cuando se transfieren a Ug vía ϕ, de modo que podamos aplicar el
Teorema (2.1.6).

Notar que si (Id, f)(M) ⊆ V , entonces podemos definir

ϕ−1(f)(p) := Y

donde Y ∈ Ug es tal que Yp = Φ−1(p, f(p)). Así, ϕ−1 es una función suave y por lo tanto
el par (Ug, ϕ) es una carta para ϕ(Ug). Entonces hemos probado que ϕ(Ug) ⊆ Diff(M)

es una variedad diferenciable. Para poder usar el Teorema (2.1.6) debemos ver que la
multiplicación, la inversión y la conjugación en ϕ(Ug) son diferenciables.

Si consideramos X,Y ∈ Ug tenemos que:

m(ϕ(X), ϕ(Y ))(p) = (ϕ(X) ◦ ϕ(Y ))(p) = ϕ(X)(Exp(Yp)) = Exp(XExp(Yp)),

por lo tanto, la multiplicación es suave por ser composición de funciones suaves.
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Por otro lado, veamos qué sucede con la inversión: por cómo definimos la inversa
de ϕ más arriba, tenemos que si X ∈ Ug:

ϕ(X)−1(p) = ϕ(Y )(p)

donde Y ∈ Ug es tal que Yp = Φ−1(p, ϕ(X)(p)) para todo p ∈M . Esto es:

Φ(Yp) = (p,Exp(Yp)) = (p, ϕ(X)(p)) = (p,Exp(Xp))

y como Φ es un difeomorfismo entre Ug y un entorno de V , entonces debe ser Yp = Xp

para todo p ∈ M , es decir: Y ≡ X . Así, ϕ(X)−1 = ϕ(X) y por lo tanto la inversión en
ϕ(Ug) es suave.

Por último, debemos corroborar que la conjugación por cualquier elemento de Diff(M)

es una aplicación suave. Si f ∈ Diff(M) y X ∈ Ug, tenemos que:

Cf (ϕ(X))(p) = (f ◦ ϕ(X) ◦ f−1)(p) = f(ϕ(X)(f−1(p))) = f(Expf−1(p))

que es una función suave por ser composición de funciones suaves.
Finalmente, gracias al teorema del grupo de Lie local nombrado anteriormente, te-

nemos que Diff(M) tiene estructura de grupo de Lie.

De la suavidad de la aplicación

Ug ×M →M

(X, p) 7→ ϕ(X)(p) = Exp(X(m)),

se sigue que la acción canónica a izquierda

σ : Diff(M)×M →M

(ϕ, p) 7→ ϕ(p)

es suave en un entorno de la identidad de Diff(M ), y por lo tanto es suave, ya que es
una acción por funciones suaves.

El morfismo correspondiente de álgebras de Lie (2.3.8) σ̇ : Lie(Diff(M)) → X(M)

está dado por

σ̇(X)(p) = −Tσ(X, 0p) = −X(p),

esto es, σ̇ = −IdX(M), lo cual nos dice que

Lie(Diff(M)) = (X(M), [·, ·])op,
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donde gop es el opuesto del álgebra de Lie g con el corchete dado por [X,Y ]op := [Y,X].
Este signo “menos” se debe al hecho de que consideramos a Diff(M ) como un grupo

que actúa sobreM a izquierda. Si en cambio lo consideráramos actuando a derecha, ob-
tendríamos la multiplicación opuesta: ϕ∗ψ := ψ◦ϕ y así tendríamos que Lie(Diff(M )op)
∼= (X(M), [·, ·]). Aquí escribimos Gop para el grupo opuesto con el orden de la multipli-
cación invertido.

Proposición 2.4.1. Si M es una variedad diferenciable compacta con borde, entonces el álgebra
de Fréchet-Lie de Diff(M) es el espacio de campos suaves tangentes al borde Xt(M).

Demostración. Por un lado, si X ∈ Lie(Diff(M)) = TIdDiff(M) entonces existe una cur-
va ft ⊆ Diff(M) tal que f0 = Id y ḟ0 = X . Como f0 es un difeomorfismo, tenemos que
f |∂M : ∂M → ∂M . Así, si p ∈ ∂M entonces Xp = ḟ0(p) ∈ Tp∂M y por lo tanto X es un
campo suave tangente al borde.

Por otro lado, si X ∈ Xt(M) y p es un punto cualquiera de M , consideremos las
curvas γXp : [0, 1]→M que satisfacen que γXp(0) = p y γ̇Xp(0) = Xp. Si denotamos por
gt : M → M a las aplicaciones dadas por p 7→ γXp(t), gracias al Teorema fundamental
de flujos podemos afirmar que gt es una curva en el grupo de difeomorfismos de M
(ver Teorema 9.34 de [Lee12]), que además satisface que g0 = Id y ġ0 = X . De esta
forma podemos afirmar que entonces X ∈ Lie(Diff(M)).
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Capítulo 3

Flujo geodésico y ecuaciones de
Euler-Arnold

El objetivo principal de este capítulo es definir las ecuaciones de Euler-Arnold y
analizar en distintos ejemplos qué forma toman estas ecuaciones. Dado un grupo de
Lie G junto con una métrica invariante a izquierda, lo que queremos hacer es calcular
sus geodésicas.

3.1. Métricas en variedades de dimensión infinita

Definición 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable. Una métrica de Riemann g en M es
una sección diferenciable del fibrado

T ∗M × T ∗M →M

con las siguientes propiedades:

• g es simétrico: gp(X,Y ) = gp(Y,X) para todo p ∈M y X,Y ∈ TpM .

• g es definido positivo: gp(X,X) ≥ 0 para todo p ∈M , X ∈ TpM .

• g es no degenerado: gp(X,X) = 0 si y sólo si X = 0.

Notación 3.1.2. Notaremos gp(·, ·) := 〈·, ·〉p.

Definición 3.1.3. Decimos que una métrica de Riemann es fuerte si para cada p ∈ M la
aplicación

gp : TpM → TpM
∗

X 7→ gp(X, ·)
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es un isomorfismo de espacios vectoriales. En caso contrario, diremos que la métrica es
débil.

Observación 3.1.4. Notar que las métricas de Riemann débiles inducen un monomorfis-
mo de espacios vectoriales. Así, toda métrica de Riemann en una variedad de dimen-
sión finita es fuerte.

Definición 3.1.5. Sea (M, g) una variedad riemanniana. La conexión de Levi-Civita es
una conexión∇ que satisface las siguientes condiciones:

• Preserva la métrica: siX,Y, Z ∈ X(M) entoncesXg(Y,Z) = g(∇XY,Z)+g(Y,∇XZ)

dondeXg(Y,Z) denota la derivada de la función g(Y,Z) a lo largo del campo vec-
torial X .

• Es libre de torsión: si X,Y ∈ X(M) entonces∇XY −∇YX = [X,Y ].

Observación 3.1.6. Una métrica de Riemann débil no necesariamente induce una cone-
xión de Levi-Civita en la variedad. Para más detalles se puede consultar [Br16] o [Kl95].

3.2. Cálculo de variaciones

El cálculo de variaciones está relacionado con los extremos de funcionales que tie-
nen como dominio a un espacio de curvas. Un ejemplo de este tipo de funcionales es la
longitud de una curva en el espacio euclídeo: si γ : [a, b]→ Rn es una curva cualquiera,
su longitud está dada por `(γ) =

∫ b
a ||γ̇(t)||dt.

Definición 3.2.1. Se dice que un funcional Φ es diferenciable si Φ(γ + h) − Φ(γ) = F +

R, donde F depende linealmente de h y R(h, γ) = O(h2). A la parte lineal de este
incremento, F (h), la llamamos diferencial de Φ.

Se puede ver que si Φ es diferenciable, su diferencial es única. La diferencial de un
funcional también es llamada variación, y h es llamada la variación de la curva.

Teorema 3.2.2. Sea L = L(x, y, z) una función diferenciable de tres variables, y sea X un es-
pacio de curvas. El funcional Φ : X → R dado por Φ(γ) =

∫ b
a L(γ(t), γ̇(t), t)dt es diferenciable

y su derivada está dada por la fórmula

F (h) =

∫ b

a

[
∂L

∂γ
− d

dt

∂L

∂γ̇

]
h dt+

(
∂L

∂γ̇
h

) ∣∣∣∣∣
b

a

. (3.2.1)

43



Observación 3.2.3. Para evitar posibles confusiones aclaramos que aquí

∂L

∂γ
=
∂L

∂x
,

∂L

∂γ̇
=
∂L

∂y
.

Al espacio vectorial de curvas X lo pensamos como un espacio de Fréchet y usamos las
nociones de derivación dadas en el Capítulo 1.

Demostración. Tenemos que

Φ(γ + h)− Φ(γ) =

∫ b

a
[L(γ + h, γ̇ + ḣ, t)− L(γ, γ̇, t)] dt

=

∫ b

a

[
∂L

∂γ
h+

∂L

∂γ̇
ḣ

]
dt+O(h2) = F (h) +R,

donde

F (h) =

∫ b

a

(
∂L

∂γ
h+

∂L

∂γ̇
ḣ

)
dt y R = O(h2).

Integrando por partes, obtenemos que∫ b

a

∂L

∂γ̇
ḣdt = −

∫ b

a
h
d

dt

(
∂L

∂γ̇

)
dt+

(
h
∂L

∂γ̇

) ∣∣∣∣∣
b

a

.

Definición 3.2.4. Un extremal de un funcional difrerenciable Φ es una curva α tal que
F (h) = 0 para todo h.

Existe una equivalencia de la definición de extremal, la cual nos conducirá hacia
la ecuación de Euler-Lagrange. Antes de enunciarla y dar su respectiva demostración,
enunciaremos y demostraremos un lema previo que será de utilidad.

Lema 3.2.5. Si una función continua f : [a, b]→ R satisface que
∫ b
a f(t)g(t)dt = 0 para toda

función continua g : [a, b]→ R con g(a) = g(b) = 0, entonces f ≡ 0.

Demostración. Supongamos que f(x) 6= 0 para algún x ∈ [a, b]. Sin pérdida de genera-
lidad, podemos suponer que f(x) > 0. Como f es continua, tenemos que f(t) > c > 0

en algún subintervalo [x0, x1] ⊆ [a, b] alrededor de x.
Consideremos la función g : [a, b]→ R dada por

g(t) =

 (t− x0)(x1 − t) si t ∈ [x0, x1]

0 si no
. (3.2.2)
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Notar que g satisface las hipótesis del enunciado pero sin embargo,∫ b

a
f(t)g(t)dt =

∫ x1

x0

f(t)g(t)dt > 0

pues ambas funciones son positivas en el intervalo (x0, x1). Lo cual es absurdo, y por lo
tanto debe ser f(x) = 0 para todo x ∈ [a, b].

Teorema 3.2.6. Una curva α es extremal del funcional Φ(γ) =
∫ b
a L(γ, γ̇, t)dt si y sólo si

d

dt

(
∂L

∂α̇

)
− ∂L

∂α
= 0.

Demostración. Recordemos que el Teorema (3.2.2) nos da la siguiente expresión para la
diferencial del funcional Φ:

F (h) =

∫ b

a

[
∂L

∂α
− d

dt

(
∂L

∂α̇

)]
h dt+

(
∂L

∂α̇
h

) ∣∣∣∣∣
b

a

,

y notar que el término que le sigue a la integral es nulo, ya que h(a) = h(b) = 0.
Consideremos la función

f(t) :=
d

dt

(
∂L

∂α̇

)
− ∂L

∂α
.

Notar que si α es extremal, tenemos que F (h) = 0 para todo h con h(a) = h(b) = 0. Esto
es, ∫ b

a
f(t)h(t)dt = 0

para toda h tal que h(a) = h(b) = 0 y por lo tanto el lema previo nos indica que f ≡ 0.
A su vez, si f ≡ 0, entonces es claro que F (h) ≡ 0 y así α es extremal.

Definición 3.2.7. La ecuación

d

dt

(
∂L

∂γ̇

)
− ∂L

∂γ
= 0

es llamada la ecuación de Euler-Lagrange del funcional Φ(γ) =
∫ b
a L(γ(t), γ̇(t), t)dt.

Hasta aquí hemos mencionado algunas definiciones y resultados del cálculo de va-
riaciones sin hablar de variedades diferenciables. En lo que sigue veremos cómo rela-
cionar la teoría del cálculo de variaciones con las geodésicas de una variedad diferen-
ciable.
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Definición 3.2.8. Dada una variedad diferenciableM , decimos que una curva γ : [0, 1]→
M es admisible si es C1 y con derivada no nula a trozos.

Definición 3.2.9. Dada una curva admisible γ : [0, 1] → M , definimos una variación
como una función continua ν : (−ε, ε)× [0, 1]→M que satisface ν(0, t) = γ(t), νs(t) :=

ν(s, t) es admisible para cada s fijo, y si π = {0 = t0, t1, . . . , tn = 1} es una partición
de [0, 1] tal que γ|[ti,ti+1] es diferenciable, entonces la restricción de ν a los rectángulos
(−ε, ε)× [ti, ti+1] es dos veces diferenciable.

Decimos que una variación ν(s, t) es con extremos fijos si νs(0) = γ(0) y νs(1) = γ(1)

para todo s ∈ (−ε, ε).

Definición 3.2.10. Sea M una variedad riemanniana. Definimos el mapa exponencial de
M como la aplicación Exp : TM →M dada por

Expp(v) = γv(1)

si v ∈ TpM , donde γv : [0, 1] → M es la única geodésica en M tal que γ(0) = p y
γ′(0) = v.

Lema 3.2.11. Sea M una variedad riemanniana de dimensión finita y sea exp su mapa expo-
nencial. Consideremos γ : [0, 1]→M una curva admisible y µ : [0, 1]→ TM una curva suave
a trozos tal que π ◦ µ = γ. Entonces existe un ε > 0 tal que si ν : (−ε, ε) × [0, 1] → M está
dada por

ν(s, t) := Expγ(t)(sµ(t))

entonces ν es una variación de γ con d
dsν(0, t) = µ(t). Además, la variación tiene extremos fijos

si y sólo si µ(0) = µ(1) = 0.

Demostración. Refinando la partición de ser necesario, podemos suponer que los inter-
valos donde γ y µ son suaves son los mismos. Tomando s lo suficientemente pequeño
para que sµ(t) ∈ Tγ(t)M pertenezca al entorno en el que expγ(t) es un difeomorfismo
(el cual existe pues M es de dimensión finita), podemos asegurar que ν es suave en los
rectángulos donde γ lo era y, además, cada νs es admisible puesto que

νs : t 7→ Expγ(t)(sµ(t)).

Como ν0 = Expγ(t)(0µ(t)) = γ(t), se trata de una variación de γ. Por otro lado,

d

ds

∣∣∣
(0,t)

ν(s, t) = T0(Expγ(t))(µ(t)) = µ(t).
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Por último, como

νs(0) = Expγ(0)(sµ(0)) y νs(1) = Expγ(1)(sµ(1))

para todo s ∈ (−ε, ε), se deduce que ν es una variación con extremos fijos si y sólo si
µ(0) = µ(1) = 0.

Toda variación induce un campo, y con este lema acabamos de probar que dado un
campo µ, podemos construir una variación de modo que µ sea el campo variacional.
Notar que la variación construida será de clase C2 en la variable s sin importar la regu-
laridad de µ ni de γ, por la regularidad de la exponencial. Sin embargo, la regularidad
en la variable t sí está condicionada por la de γ, µ.

A continuación enunciaremos la fórmula de la primera variación del funcional de
longitud de arco L. Se puede encontrar su demostración en [Lan94] o [Lar12].

Teorema 3.2.12. Sean (M, g) una variedad riemanniana de dimensión finita, γ ⊆ M una
curva parametrizada por longitud de arco y µ : [0, 1] → TM una curva suave a trozos tal que
π ◦ µ = γ. Consideremos ν(s, t) la variación de γ definida en el lema previo y supongamos que
tiene extremos fijos. Entonces

L(γ)
d

ds

∣∣∣
s=0

L(νs) = −
∫ 1

0
〈Ttγ̇, µ〉g dt+

n∑
i=1

〈µ(ti), γ̇(t−i )− γ̇(t+i )〉g.

Corolario 3.2.13. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión finita y sea γ : [0, 1]→
M una curva. Entonces:

1. Si γ es una geodésica deM entonces es punto crítico deL para toda variación con extremos
fijos.

2. Si γ es C1 y punto crítico de L (en particular minimal), entonces γ es una geodésica de
M .

Demostración. Dada una variación cualquiera ν(s, t) con extremos fijos de γ, considera-
mos el campo µ a lo largo de γ dado por µ(t) := d

ds

∣∣∣
s=0

(νs(t)). Este campo induce una
variación ν̃ vía el Lema (3.2.11).

Si observamos la fórmula de la primera variación, tenemos que la integral vale ce-
ro ya que al ser γ una geodésica el integrando es nulo. Además, la sumatoria es de
términos nulos pues γ es suave. Esto nos dice entonces que d

ds

∣∣∣
s=0

L(ν̃s) = 0. Como las

derivadas con respecto a s de ν̃s y νs coinciden para todo t, tenemos que d
ds

∣∣∣
s=0

L(νs) = 0

y así γ es punto crítico de L para toda variación con extremos fijos.
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Por otro lado, si γ es C1, el término de la suma no está presente en la fórmula de
la primera variación. Si γ es minimal, es un extremo del funcional L para cualquier
variación, en particular para µ = Ttγ̇ y entonces debe ser Ttγ̇ = 0 y por lo tanto γ es
una geodésica.

Estos resultados nos indican que podríamos definir las geodésicas de una variedad
diferenciable de dimensión finita como los puntos críticos del funcional de longitud de
arco. Sin embargo, esta definición da lugar a una ambigüedad: toda reparametrización
de una geodésica resultaría ser una geodésica, y esto es algo que no es cierto cuando se
utiliza la definición convencional en términos de la derivada covariante.

Para evitar esta ambigüedad, definimos el funcional de energía de una variedad (M, g)

(pseudo-)riemanniana como:

E(γ(t)) :=
1

2

∫
gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t))dt. (3.2.3)

Las curvas extremales del funcional de energía son también curvas extremales del
funcional de longitud de arco, que además satisfacen la condición de tener velocidad
constante. Esto último es lo que hace que los puntos críticos del funcional de energía
sean exactamente las geodésicas de la variedad M .

Recordemos que nuestro enfoque está puesto en las variedades diferenciables infi-
nito dimensionales. Para estudiar sus geodésicas debemos primero fijar qué definición
usaremos de geodésica. Como indicamos en la Observación (3.1.6), las métricas rieman-
nianas débiles en espacios de Fréchet no inducen conexiones de modo usual, por lo que
la definición más inmediata para generalizar a variedades de Fréchet es la que podemos
describir en términos del cálculo de variaciones, como definiremos a continuación.

Definición 3.2.14. Dada una variedad (M, g) con g una métrica riemanniana débil en
M , decimos que una curva γ ⊆M es una geodésica si es un punto crítico del funcional
de energía.

3.3. Ecuaciones de Euler-Arnold

Con los resultados previos, en esta sección definiremos qué son las ecuaciones de
Euler-Arnold y analizaremos cómo hallar soluciones.

Sea G un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Denotamos por [·, ·] al corchete de Lie
en g, y por e al elemento neutro en G. Por simplicidad trabajaremos con traslaciones
a izquierda, aunque todos los siguientes resultados seguirán valiendo si trasladamos a
derecha.
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Consideremos un producto interno real 〈·, ·〉 en g. Este está asociado a un operador
A : g→ g∗ (llamado operador de inercia) de modo que 〈·, ·〉 = 〈A·, ·〉. A partir de ahora lo
notaremos 〈·, ·〉A. La aplicación dada por

TgG× TgG 3 (vg, wg) 7−→ 〈TgLg−1vg, TgLg−1wg〉A =: 〈〈vg, wg〉〉A,g.

define una métrica riemanniana 〈〈·, ·〉〉A en G.
Sea γ(t) ⊆ G una geodésica. Consideremos su vector velocidad en cada punto γ̇(t)

y llamemos ξ(t) a su traslación al álgebra de Lie. Es decir: ξ(t) := Tγ(t)Lγ(t)−1(γ̇(t)) ⊆ g.
La evolución de este vector está codificada en las ecuaciones de las geodésicas de G.
Estas ecuaciones nos dan un sistema no lineal en g de la forma

d

dt
ξ(t) = B(ξ(t)). (3.3.1)

Definición 3.3.1. Dado un grupo de LieG junto con una métrica invariante a izquierda,
a la ecuación (3.3.1) la llamamos ecuación de Euler-Arnold en g.

A continuación enunciaremos el resultado de Arnold, que nos permitirá describir la
ecuación de Euler-Arnold utilizando la acción coadjunta del grupo de Lie G.

Teorema 3.3.2 (Teorema de Arnold). Sea G un grupo de Lie y sea A : g → g∗ un operador
de inercia. La ecuación de Euler-Arnold asociada a la métrica invariante a izquierda 〈〈·, ·〉〉A es

d

dt
m(t) = −ad∗A−1m(t)(m(t)),

al verla en g∗ vía el operador de inercia.

Al momento de la publiación del artículo [Ar66] no existían estudios profundos
acerca de la teoría de grupos de Fréchet-Lie. Es por esto que la demostración dada
por Arnold en su artículo original en su momento se creía válida para todo tipo de
grupos de Lie. Hoy en día sabemos que vale únicamente en el contexto de grupos de
Banach-Lie, ya que utiliza la existencia de una carta alrededor del origen con ciertas
propiedades de simetrías que, en general, los grupos localmente convexos no poseen.
Quien desee leer la demostración para el caso general puede encontrarla en el Apéndice
de [Az19].

El flujo geodésico γ : [0, 1]→ G entre dos puntos g0, g1 ∈ G satisface (por definición)
el problema variacional

δ

∫ 1

0

1

2
〈〈γ̇(t), γ̇(t)〉〉A,γ(t)dt = 0.
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Esto puede ser visto como un problema lagrangiano con L : TG→ R definido como
L(vg) = 1

2〈〈vg, vg〉〉A,g.
De la construcción de la métrica en G se sigue que L es invariante a izquierda,

es decir: L(vg) = L(TgLh(vg)) para todo h ∈ G. En particular, esto significa que el
lagrangiano L está completamente determinado por l : g→ R, donde l = L

∣∣
g
.

Obtenemos entonces el siguiente Teorema que es un caso particular del Teorema de
Arnold.

Teorema 3.3.3. SeaG un grupo de Lie y sea L : TG→ R el lagrangiano invariante a izquierda
dado por L(vg) := 1

2〈〈vg, vg〉〉A,g. Llamamos l : g→ R a su restricción al espacio tangente en la
identidad. Dada una curva γ(t) ∈ G, definimos ξ(t) := Tγ(t)Lγ(t)−1 γ̇(t). Son equivalentes:

(a) γ(t) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange para L en G;

(b) ξ̇ = ad>Aξ (ξ), donde ad>A es la traspuesta de la representación adjunta con respecto al
producto interno 〈·, ·〉A.

Demostración. La siguiente demostración es válida únicamente para grupos de Lie G
que estén contenidos en el conjunto de elementos inversibles de un álgebra de Banach.

Notar que el lagrangiano L es exactamente el funcional de energía definido en
(3.2.3). Entonces, tenemos que la condición (a) es equivalente a decir que γ(t) es una
geodésica de G.

Para simplificar notación, escribiremos γ(t)−1γ̇(t) := Tγ(t)Lγ(t)−1 γ̇(t) = ξ(t). (Si G
es un grupo de matrices, esta notación coincide con el significado usual de la expresión
γ(t)−1γ̇(t) como producto de matrices).

Sea µ : [0, 1] → TG un campo cualquiera con µ(0) = µ(1) = 0. Consideremos la
variación ν : (−ε, ε)× [0, 1]→ G de γ(t) ∈ G tal que d

ds

∣∣
s=0

ν(s, t) = µ(t).
En lo que sigue, notaremos por (·)′ a la derivada con respecto a s y por (·). a la

derivada con respecto a t.
Consideremos la función f : (−ε, ε)→ R dada por

f(s) := L(νs(t)) =
1

2

∫ 1

0
||νs(t)−1.ν̇s(t)||2dt.

Derivando respecto de s (y omitiendo la variable t por simplicidad), obtenemos que
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f ′(s) =

∫ 1

0
〈−ν−1

s ν ′sν
−1
s ν̇s + ν−1

s (ν̇s)
′, ν−1

s ν̇s〉 dt

=

∫ 1

0
〈(ν−1

s ν ′s)
. + [ν−1

s ν̇s , ν
−1
s ν ′s] , ν

−1
s ν̇s〉 dt

=

∫ 1

0
〈(ν−1

s ν ′s)
. , ν−1

s ν̇s〉 dt+

∫ 1

0
[ν−1
s ν̇s , ν

−1
s ν ′s] , ν

−1
s ν̇s〉 dt

Evaluando en s = 0 y usando que ν0(t) = γ(t) y ν ′0(t) = µ(t) obtenemos:

f ′(0) =

∫ 1

0
〈(γ−1µ). , γ−1γ̇〉 dt +

∫ 1

0
〈[γ−1γ̇ , γ−1µ] , γ−1γ̇〉 dt

= −
∫ 1

0
〈γ−1µ , (γ−1γ̇).〉 dt +

∫ 1

0
〈[γ−1γ̇ , γ−1µ] , γ−1γ̇〉 dt

donde la última igualdad se obtiene integrando por partes y usando que µ tiene extre-
mos nulos.

Si γ es geodésica, entonces por el Corolario (3.2.13) tenemos que f ′(0) = 0 para
cualquier elección del campo µ. Esto es:∫ 1

0
〈γ−1µ , (γ−1γ̇).〉 dt =

∫ 1

0
〈[γ−1γ̇ , γ−1µ] , γ−1γ̇〉 dt

Recordemos que ξ := γ−1γ̇ y llamemos η := γ−1µ. Así,∫ 1

0
〈η , ξ̇〉 dt =

∫ 1

0
〈[ξ, η] , ξ〉 dt∫ 1

0
〈η , ξ̇〉 dt =

∫ 1

0
〈adξ(η) , ξ〉 dt∫ 1

0
〈η , ξ̇〉 dt =

∫ 1

0
〈η , ad>ξ (ξ)〉 dt

0 =

∫ 1

0
〈η , ad>ξ (ξ)− ξ̇〉 dt

Como esto debe valer para todo η, se satisface la condición (b).
A su vez, si se satisface la condición (b), es claro que f ′(0) = 0 para toda variación

y usando de nuevo el Corolario (3.2.13) tenemos que γ es geodésica, es decir, vale la
condición (a).

51



Decimos que la forma débil de la ecuación de Euler-Arnold está dada por

〈ξ̇, η〉A = 〈ξ, adξ(η)〉A, ∀η ∈ g (3.3.2)

donde adξ = [ξ, ·]. Y su forma fuerte está dada por

ξ̇ = ad>Aξ (ξ), (3.3.3)

que es exactamente la parte (b) del teorema anterior.
En lo que sigue asumiremos que ad>Aξ está bien definida para cualquier ξ ∈ g, y

que la forma fuerte de la ecuación de Euler-Arnold está bien definida para cualquier
elección de datos iniciales. En dimensión finita esto siempre sucede ya que el producto
interno es no degenerado y por lo tanto A es un isomorfismo. En dimensión infinita,
como veremos en la Sección 3.4, estas suposiciones no son triviales.

Dada una curva ξ(t) ∈ g solución de la ecuación de Euler-Arnold, la correspondien-
te geodésica γ(t) ∈ G se obtiene de la ecuación γ̇(t) = TeLγ(t)ξ(t).

La ecuación fuerte de Euler-Arnold (3.3.3) está descripta en el marco lagrangiano
de la mecánica. También es posible obtener una descripción hamiltoniana gracias a la
transformación de Legendre: considerando la variable de momentos µ := dl

dξ (ξ) = Aξ,
la ecuación de Euler-Arnold toma la forma

µ̇ = ad∗ξ(µ), ξ = A−1µ, (3.3.4)

donde ad∗ : g∗ → g∗ está definida de modo que 〈µ, adξ(η)〉 = 〈ad∗ξ(µ), η〉 para todo
η ∈ g y µ ∈ g∗. Este es un sistema hamiltoniano con respecto al corchete canónico de Lie-
Poisson (para detalles ver [MR99]), para la función hamiltoniana cuadrática reducida
h(µ) = 1

2〈µ,A
−1µ〉.

Observación 3.3.4. Si consideramos un lagrangiano que sea invariante a derecha en vez
de invariante a izquierda, todo funciona de igual manera, pero en la Ecuación (3.3.2) el
lado derecho cambia de signo.

3.4. Ajustes en dimensión infinita

Como ya mencionamos, lo descripto anteriormente además de ser válido para gru-
pos de Lie de dimensión finita, funciona para los grupos infinito dimensionales de
Fréchet-Lie. Los principales ejemplos (y los únicos que consideraremos nosotros en esta
tesis), son subgrupos -incluyendo el grupo en sí- del grupo Diff(M ) de difeomorfismos
de una variedad compacta n-dimensional M . Si M no tiene borde, la correspondiente
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álgebra de Fréchet-Lie es el espacio X(M) de campos suaves en M . Para el caso de una
variedad M con borde, vimos en la Proposición (2.4.1) que el álgebra de Fréchet-Lie es
el espacio Xt(M) de campos suaves tangentes al borde. El corchete de Lie en X(M) es
(menos) el corchete de Jacobi-Lie, esto es: adξ(η) ≡ [ξ, η] = −[ξ, η]X. La topología en
X(M) que lo hace ser un espacio de Fréchet está dada por la sucesión de seminormas

‖ξ‖0, ‖ξ‖1, ‖ξ‖2, . . . donde ‖ξ‖m :=
m∑
k=0

sup
x∈M

n∑
i=1

|ξ(k)
i (x)|, ξ =

n∑
i=1

ξi∂i (3.4.1)

El corchete de Jacobi-Lie [·, ·]X : X(M)×X(M)→ X(M) es una aplicación suave con esta
topología, así como también lo es cualquier operador diferencial X(M) → X(M). Para
más detalles acerca de la categoría del álgebras de Frechét-Lie y grupos de Fréchet-Lie
ver [Ha82].

Observación 3.4.1. La topología definida en (3.4.1) es independiente de la elección de
coordenadas en M , ya que todas las métricas en M son equivalentes.

Proposición 3.4.2. SeaE un espacio locamente convexo y metrizable. Entonces, el espacio dual
E∗ es metrizable si y sólo si E es un espacio normado.

La demostración de esta proposición puede encontrarse en la Sección 29.1 de [Ko69].
Notar que este resultado nos dice que el dual de un espacio de Fréchet no es necesa-
riamente un espacio de Fréchet. Entonces, el punto de vista hamiltoniano dado por la
Ecuación (3.3.4) no tiene sentido, ya que asume que g y g∗ son isomorfos. Para solucio-
nar esto, usaremos la definición de “dual regular” dada en (2.1.15). En este caso, está
dado por la imagen del operador de inercia g∗reg := Ag. A lo largo de este trabajo tra-
bajaremos únicamente con el dual regular, así que omitiremos el subíndice: g∗ = g∗reg.
Además, si son considerados varios operadores de inercia A1,A2 para la misma ál-
gebra de Fréchet-Lie, asumiremos que la parte regular del dual es invariante, esto es:
A1g = A2g.

3.5. Elección del pairing

La forma más sencilla de obtener una representación en coordenadas de la ecuación
de Euler-Arnold es introduciendo coordenadas en g y luego calculando la traspuesta de
adξ (con respecto al producto interno dado 〈·, ·〉A) en esas coordenadas. Sin embargo,
esto depende de la elección del producto interno y no queremos que eso suceda. Ade-
más, en el caso infinito dimensional (por ejemplo, cuando trabajemos con el grupo de
difeomorfismos), sólo es posible calcular explícitamente la traspuesta de adξ en unos
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pocos casos. Entonces, queremos dar una representación en coordenadas que sea inde-
pendiente del producto interno elegido. Es decir, queremos una representación de la
eucación de Euler-Arnold similar a la forma hamiltoniana (3.3.4). Para eso, necesitamos
definir una correspondencia entre los elementos de g∗ y los elementos en g sin hacer re-
ferencia al producto interno. En dimensión finita podríamos elegir una base cualquiera
de g y luego usar su base dual en g∗. En general, debemos identificar cada elemento de
g∗ con un elemento de un espacio g•, isomorfo a g∗ vía un isomorfismo L : g• → g∗

el cual llamaremos operador de pairing. Esto quiere decir que un elemento µ ∈ g∗ estará
representado por µ̄ = L−1µ ∈ g•. La idea es encontrar algún espacio isomorfo g• y un
operador conveniente L de modo que ad∗ξ sea representada de forma cómoda, es decir,
que ad•ξ := L−1 ◦ ad∗ξ ◦ L sea fácil de describir.

Desde el punto de vista hamiltoniano, la ecuación de Euler-Arnold (3.3.4) puede ser
escrita en términos de µ̄ como: 

dµ̄
dt = ad •ξ (µ̄)

µ̄ = Jξ
(3.5.1)

donde J := L−1A : g→ g•.
También podemos reescribir la ecuación desde el punto de vista lagrangiano como

Jξ̇ = ad •ξ (Jξ). (3.5.2)

Notar que en ambos casos estamos usando la aplicación ad •ξ en vez de ad>Aξ o ad∗ξ .
La elección del producto interno 〈·, ·〉A es equivalente a la elección de J.

Las variables reconstruidas µ(t) = L(µ̄(t)) y ξ(t) = J−1µ̄(t) son independientes de
la elección de g• y de L. Si tomamos g• = g y L = A, tanto la Ecuación (3.5.1) como la
Ecuación (3.5.2) son exactamente la ecuación original (3.3.3). A esta elección de g• y de
L la llamamos “pairing de inercia”.

Observación 3.5.1. Así como describimos ad •ξ en términos de ad∗ξ , resulta útil (para las
cuentas que haremos más adelante) tener también una descripción de ad •ξ en términos
de ad>Aξ . Por definición, sabemos que para todo ψ, ξ, η ∈ g vale:

〈ψ, adξ(η)〉A = 〈ad>Aξ (ψ), η〉A

A(ψ)(adξ(η)) = A(ad>Aξ (ψ))(η).

Es decir, A(ψ) ◦ adξ = A(ad>Aξ (ψ)) como elementos de g∗.
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A su vez, por definición de ad∗ξ tenemos que A(ψ) ◦ adξ = ad∗ξ ◦ A(ψ). Por lo tanto,
igualando las expresiones obtenidas podemos afirmar que

ad∗ξ ◦ A(ψ) = A(ad>Aξ (ψ))

para todo ψ ∈ g. Es decir, ad∗ξ ◦ A = A ◦ ad>Aξ .
Recordando que ad∗ξ = L ◦ ad •ξ ◦ L−1, tenemos entonces

ad •ξ = J ◦ ad>Aξ ◦ J
−1.

A continuación daremos dos ejemplos originales del libro de Arnold [Ar66]. Uti-
lizando nuestro marco de trabajo, daremos una lista de varios pairings que son co-
munmente utilizados. En cada caso describiremos la forma hamiltoniana y la forma
lagrangiana de las ecuaciones de Euler-Arnold:

dµ̄

dt
= ad •ξ (µ̄),

Jξ̇ = ad •ξ (Jξ).

Ejemplo 3.5.2 (Cuerpo rígido). En este primer ejemplo el grupo es el conjunto de ma-
trices de rotación SO(3). Su álgebra de Lie es el espacio de matrices antisimétricas
so(3). Una métrica invariante a izquierda en SO(3) se obtiene del operador de iner-
cia A : so(3)→ so(3)∗ correspondiente a los momentos de inercia del cuerpo rígido. En
lo que sigue especificaremos dos posibles pairings.

(a) Consideremos g• = so(3), y la aplicación L : g• → so(3)∗ definida por el producto
interno de Frobenius: 〈Lµ̄, ξ〉 = 1

2 tr(µ̄
>ξ). Con este operador de pairing tenemos

que ad •ξ (µ̄) = −adξ(µ̄) = −ξµ̄ + µ̄ξ, lo cual se sigue del hecho de que el pro-
ducto interno de Frobenius en so(3) es menos la forma de Killing en so(3). Así, la
ecuación del cuerpo rígido en forma hamiltoniana (3.5.1) está dada por

dµ̄

dt
= −[ξ, µ̄] = µ̄ξ − ξµ̄, µ̄ = Jξ

y en forma lagrangiana (3.5.2) por

Jξ̇ = −[ξ, Jξ] = Jξ ξ − ξ Jξ,

donde J = L−1A : so(3)→ so(3).

Si en el álgebra de Lie so(3) consideramos la métrica de Frobenius dada por

〈·, ·〉F := Re(tr(ξη>)) = −tr(ξη),
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entonces tenemos que A(ξ) = −tr(ξ·) = 2L(ξ). En este caso, J(ξ) = 2ξ y por lo
tanto la ecuación de Euler-Arnold se traduce en

ξ̇ = 0.

Entonces, tenemos que ξ = ξ0 es constante y como la ecuación que satisfacen las
geodésicas es γ̇ = γξ (ver Sección (3.3)), tenemos que γ(t) = etξ0 . Es decir, las
geodésicas en este caso son los grupos a un parámetro dados por exponenciales.

En general, si consideramos un producto interno cualquiera (·, ·) en so(3), por
el Teorema de Representación de Riesz tenemos que existe un operador positivo
A : so(3)→ so(3) tal que

(ξ, η) = 〈A(ξ), η〉F = −tr(A(ξ)η).

Entonces en este caso el operador de inercia A está dado por A(ξ) = −tr(A(ξ)·) y
en consecuencia J(ξ) = 2A(ξ).

(b) Esta segunda elección de pairing es más usada por lo general. Sea {e1, e2, e3} la
base 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

0 −1 0

1 0 0

0 0 0


de so(3). En este caso elegimos g• = R3. Además usamos la notación tradicional
para el vector µ̄ = π = (π1, π2, π3), correspondiente al momento angular. El opera-
dor de pairing está dado por Lπ =

∑3
i=1 πie

∗
i donde {e∗1, e∗2, e∗3} es la base dual de

so(3)∗. Con este operador de pairing tenemos que ad •ξ (π) = π×ω, donde ω ∈ R3

son las coordenadas de ξ en la base {e1, e2, e3} correspondiente a la velocidad an-
gular. Así recuperamos la clásica versión de la ecuación de un cuerpo rígido, en
forma hamiltoniana:

π̇ = π × ω, π = Jξ = Iω

y en forma lagrangiana:

Iω̇ = Iω × ω

donde I ∈ R3×3 es la matriz simétrica asociada al tensor de inercia. Este es un
tensor simétrico de segundo orden tal que la forma cuadrática construida a partir
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del tensor y la velocidad angular Ω da la energía cinética de la rotación, es decir:

Erot =
1

2
(ΩxΩy Ωz)

Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Yzz


Ωx

Ωy

Ωz

 .

Las componentes de este tensor de inercia en una base ortonormal pueden calcu-
larse a partir de los tres momentos de inercia según esos tres ejes perpendiculares:

Ixx =

∫
V
ρ(y2 + z2) dxdydz

Iyy =

∫
V
ρ(z2 + x2) dxdydz

Izz =

∫
V
ρ(x2 + y2) dxdydz,

y los tres productos de inercia se calculan como

Ixy = Iyx =

∫
V
−ρxy dxdydz

Iyz = Izy =

∫
V
−ρyz dxdydz

Izx = Ixz =

∫
V
−ρzx dxdydz

Además se satisface que Iei = Jei = L−1Aei, donde {ei}3i=1 es la base canónica
de R3.

En el siguiente ejemplo trabajaremos mucho con la correspondencia entre campos
suaves y formas diferenciales. Usaremos los operadores definidos sobre el espacio de
k-formas diferenciales Ωk(M) y las propiedades que satisfacen, nombradas en la Pro-
posición (1.2.21). Además, el teorema de descomposición de Hodge (1.2.24) será una
herramienta fundamental a la hora de entender qué forma toman las ecuaciones de
Euler-Arnold para cada elección de pairing distinta.

Ejemplo 3.5.3 (Hidrodinámica ideal). Este es el segundo ejemplo que Arnold propone
en su libro [Ar66]. Sea (M, g) una variedad riemanniana compacta de dimensión n, po-
siblemente con borde. El grupo que consideraremos primero es Diffvol(M): el conjunto
de difeomorfismos de M que preservan el volumen.

Tenemos que Diffvol(M) es un subgrupo de Fréchet-Lie de Diff(M ). Su álgebra de
Fréchet-Lie es Xvol, t(M) = Xvol(M)∩Xt(M), es decir, el conjunto de campos vectoriales
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de M que tienen divergencia cero y son tangentes al borde ∂M . La métrica 〈〈·, ·〉〉A en
Diffvol(M) es la traslación a derecha del producto interno L2:

〈ξ, η〉A = 〈ξ, η〉L2 :=

∫
M
g(ξ, η)vol,

donde vol es la forma de volumen asociada con la métrica riemanniana g. En lo que
sigue definiremos pairings que nos darán diferentes representaciones de la ecuación de
Euler-Arnold para la hidrodinámica ideal.

(a) La elección clásica es el pairing de inercia: g• = Xvol,t(M) y L = A (usando el
producto interno L2). Aquí J = Id y por lo tanto ad •ξ = ad>Aξ (ver Observación
(3.5.1)). Entonces tenemos que:

〈ad •ξ (µ̄), η〉A = 〈µ̄, adξ(η)〉A

=

∫
M
g(µ̄, [η, ξ]) vol

=

∫
M
g(µ̄,∇ηξ −∇ξη) vol

=

∫
M
g(µ̄,∇ηξ) vol−

∫
M

£ξ(g(µ̄, η)) vol︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
M
g(∇ξµ̄, η) vol

=

∫
M
g((∇ξ)>µ̄, η) vol +

∫
M
g(∇ξµ̄, η) vol

=

∫
M
g(P ((∇ξ)>µ̄+∇ξµ̄), η) vol

= 〈P ((∇ξ)>µ̄+∇ξµ̄), η〉A,

donde ∇ denota la derivada de Levi-Civita y P : X(M)→ Xvol,t(M) es la proyec-
ción ortogonal respecto del producto interno L2. Así, afirmamos que

ad •ξ (ξ) = P ((∇ξ)>ξ +∇ξξ)

= P (∇ξξ).

Observación 3.5.4. La integral que se marcó como nula en la cuenta anterior se

58



debe a que:∫
M

£ξ(g(µ̄, η)) vol =

∫
M

£ξ(g(µ̄, η) vol)−
∫
M
g(µ̄, η)£ξ(vol)︸ ︷︷ ︸

=0

=

∫
M

iξ(dg(µ̄, η) vol)︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
M

d(iξ(g(µ̄, η) vol))

=

∫
∂M

i∗(iξ(g(µ̄, η) vol))

=

∫
∂M

i∗(g(µ̄, η)iξ vol),

y como ξ es tangente al borde, veamos que la restricción de iξ vol a ∂M es nula:

i∗(iξ vol)p(X1, . . . , Xn−1) = (iξ vol)i(p)(Tp(i)(X1), . . . , Tp(i)(Xn−1))

= voli(p)(ξ, j(X1), . . . , j(Xn−1)) = 0,

donde j : T (∂M)→ TM es la inclusión, y la última expresión es nula ya que “vol”
es una aplicación multilineal alternada y {ξ, j(X1), . . . , j(Xn−1)} es un conjunto
linealmente dependiente pues ξ es un campo tangente al borde.

Notar que esta misma cuenta también sirve para probar que P ((∇ξ)>ξ) = 0, pues:

〈P ((∇ξ)>ξ), η〉 = 〈(∇ξ)>ξ, η〉

=

∫
M
g((∇ξ)>ξ, η) vol

=

∫
M
g(ξ,∇ηξ) vol

=

∫
M

1

2
£η(g(ξ, ξ)) vol .

Ahora nos gustaría saber quién es X⊥Avol,t(M) para poder describir mejor esta pro-
yección.

Tenemos un isomorfismo entre X(M) y Ωn−1(M) dado por ξ 7→ iξ vol, el cual envía
campos tangentes a ∂M en formas normales. Por otro lado, tenemos el operador
estrella de Hodge, que envía k-formas tangentes en (n − k)-formas normales y
k-formas co-cerradas en (n− k)-formas cerradas. Así, la aplicación

Xvol,t(M)→ D1
t (M)

ξ 7→ ?−1iξ vol
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está bien definida y, como ?−1iξ vol = ?−1 ? ξ[ = ξ[, tenemos que de hecho es un
isomorfismo.

Usando la Ecuación (1.2.3) que nos da el teorema de descomposición de Hodge,
tenemos que

X(M) ∼= dΩ0(M)⊕ Xvol,t(M).

Por lo tanto, X⊥Avol,t = dΩ0(M) = grad(C∞(M)).

Así obtenemos la conocida ecuación de Euler para un fluido ideal incompresible:

ξ̇ = −∇ξξ − grad p, div ξ = 0, (3.5.3)

donde p ∈ C
∞

(M) es la única función (salvo una constante) que satisface que
∆p = div(∇ξξ).

(b) Existe otro pairing que es usado frecuentemente, en el cual la ecuación de Euler
para un fluido toma una forma bastante simple.

Consideremos la aplicación T : Ω1(M) → Xvol,t(M) dada por Tα = Pα], donde
P es la proyección ortogonal definida en (a). Notar que α está en el núcleo de T
siempre que α] ∈ X⊥Avol,t(M) = grad(C∞(M)). Esto es: α] = grad(f) para alguna
f ∈ C∞(M), y por lo tanto α = grad(f)[. Así, tenemos que

Ker(T ) = grad(C∞(M))[ = dΩ0(M),

es decir, el núcleo de T es el espacio de todas las 1-formas exactas.

Entonces, tenemos un isomorfismo T : Ω1(M)/dΩ0(M) → Im(T ) = Xvol,t(M),
por lo que podemos considerar g• = Ω1(M)/dΩ0(M) con el operador de pairing
definido por

〈Lµ̄, ξ〉 = 〈T µ̄, ξ〉L2 ∀ ξ ∈ Xvol,t(M).

Como Diffvol(M) actúa en Xvol,t(M) por cambios de coordenadas, y debido a que
la forma de volumen se preserva, tenemos que ad •ξ (µ̄) = £ξµ̄, donde la derivada
de Lie está bien definida en Ω1(M)/dΩ0(M) ya que manda formas exactas en
formas exactas. Para detalles sobre esto último ver [KW09]. Entonces, la forma
hamiltoniana de la ecuación de Euler-Arnold con este pairing es

d

dt
µ̄ = −£ξµ̄, ξ = T µ̄, (3.5.4)

y la forma lagrangiana correspondiente es

d

dt
[ξ[] = −£ξ[ξ

[]. (3.5.5)
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(c) Existe otra elección de pairing “en el medio” de los ejemplos (a) y (b). Recordemos
que en el ejemplo (a) vimos que

Xvol,t(M) 3 ξ 7→ ?−1iξ vol = ?−1 ? ξ[ = ξ[ ∈ D1
t (M)

es un isomorfismo. Por lo tanto, podemos considerar g• = D1
t (M) junto con el

operador de pairing dado por

〈Lµ̄, ξ〉 = 〈µ̄, ξ[〉L2 .

Veamos entonces cuál será la expresión de ad •ξ en este caso:

Por un lado, usando la definición de ad∗ξ , tenemos que

〈ad∗ξ(µ), η〉 = 〈µ, adξ(η)〉 = 〈Lµ̄, adξ(η)〉 = 〈µ̄, (adξ(η))[〉L2 .

Por otro lado, usando la relación ad∗ξ = L ◦ ad •ξ ◦ L−1,

〈ad∗ξ(µ), η〉 = 〈L(ad •ξ (L−1µ)), η〉 = 〈L(ad •ξ (µ̄)), η〉 = 〈ad •ξ (µ̄), η[〉L2 .

Entonces:

〈ad •ξ (µ̄), η[〉L2 = 〈µ̄, (adξ(η))[〉L2 = 〈µ̄,−[ξ, η][〉L2

= −
∫
M
µ̄ ∧ ?[ξ, η][ =

∫
M
µ̄ ∧ i[ξ,η]vol

= −
∫
M
µ̄ ∧£ξiηvol +

∫
M
µ̄ ∧ iη £ξvol︸ ︷︷ ︸

= 0

=

∫
M

£ξµ̄ ∧ iηvol−
∫
M

£ξ(µ̄ ∧ iηvol)

=

∫
M

£ξµ̄ ∧ ?η[ −
∫
∂M

i∗(iξ(µ̄ ∧ ?η[))

=

∫
M

£ξµ̄ ∧ ?η[ −
∫
∂M

ii∗ξ(i∗(µ̄) ∧ i∗(?η[))︸ ︷︷ ︸
= 0

= 〈£ξµ̄, η
[〉L2 .

Por lo tanto, ad •ξ (µ̄) = P (£ξµ̄), donde P : Ω1(M) → D1
t (M) es la proyec-

ción ortogonal. Notar que a lo largo de esta cuenta hemos usado muchas de
las propiedades que nombramos en la Proposición (1.2.21), además del teore-
ma de Stokes. Como el complemento ortogonal de D1

t es dΩ0(M) (por el teore-
ma de descomposición de Hodge), tenemos que ad •ξ (µ̄) = £ξµ̄ + dp para algún
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p ∈ Ω0(M) = C∞(M). Así, la forma hamiltoniana de la ecuación de Euler-Arnold
es

d

dt
µ̄ = −£ξµ̄− dp, δµ̄ = 0, µ̄ = ξ[, (3.5.6)

y la forma lagrangiana es

d

dt
ξ[ = −£ξξ

[ − dp, δξ[ = 0. (3.5.7)

Observar el parecido tanto con la Ecuación (3.5.3) como con las Ecuaciones (3.5.4)
y (3.5.5). De hecho, aplicando el levantamiento riemanniano obtenemos la ecua-
ción del pairing en (a) y con la aplicación cociente obtenemos las ecuaciones del
pairing en (b).

(d) Sea M una variedad diferenciable de dimensión n, definimos el álgebra de Lie de
campos exactos con divergencia nula como

X ex
vol(M) = {ξ ∈ Xvol(M) : ∃α ∈ Ωn−2x tal que iξ vol = dα}.

En este caso consideraremos una variedad suave M de dimensión 3 junto con
el subgrupo Diff ex

vol(M), que es aquel subgrupo de Diff(M) cuya álgebra de Lie
está dada por X ex

vol, t(M) = X ex
vol ∩ Xt(M). Recordemos que el espacio X ex

vol,t(M)

es isomorfo al espacio de 2-formas exactas normales dΩ1
n(M), vía el isomorfismo

dado por ξ 7→ iξ vol. También tenemos que el operador (d?)−1 está bien definido
en dΩ1

n(M), es no degenerado y autoadjunto con respecto al producto interno L2

(todo esto lo probaremos más adelante en el Lema (6.5.3)).

Consideremos g• = dΩ1
n(M) con el operador de pairing definido por

〈Lµ̄, ξ〉 = 〈µ̄, (d?)−1iξvol〉L2 .

Veamos entonces cómo es la expresión de ad •ξ en este caso.

Para ξ, η ∈ X ex
vol,t(M), tenemos que

〈ad∗ξ(µ), η〉 = 〈µ, adξ(η)〉 = 〈Lµ̄, adξ(η)〉 = 〈µ̄, (d?)−1iadξ(η) vol〉L2 ,

y a su vez,

〈ad∗ξ(µ), η〉 = 〈L(ad •ξ (L−1µ)), η〉 = 〈L(ad •ξ (µ̄)), η〉 = 〈ad •ξ (µ̄), (d?)−1iη vol〉L2 .
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Por lo tanto,

〈ad •ξ (µ̄), (d?)−1iηvol〉L2 = 〈µ̄, (d?)−1iadξ(η)vol〉L2

= −〈µ̄, (d?)−1i[ξ,η]Xvol〉L2

= −〈µ̄, (d?)−1£ξiηvol〉L2 + 〈µ̄, (d?)−1iη £ξvol︸ ︷︷ ︸
=0

〉L2

= −
∫
M
µ̄ ∧ d−1£ξiη vol

= −
∫
M
µ̄ ∧£ξd−1iη vol

=

∫
M

£ξµ̄ ∧ d−1iη vol−
∫
M

£ξ(µ̄ ∧ d−1iη vol)

=

∫
M

£ξµ̄ ∧ d−1iη vol−
∫
M

diξ(µ̄ ∧ d−1iη vol)

+ iξd(µ̄ ∧ d−1iη vol)︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫
M

£ξµ̄ ∧ d−1iη vol−
∫
∂M

i∗(iξ(µ̄ ∧ d−1iη vol))

=

∫
M

£ξµ̄ ∧ d−1iη vol−
∫
∂M

ii∗ξ(i∗(µ̄)︸ ︷︷ ︸
=0

∧i∗(d−1iη vol))

= 〈£ξµ̄, (d?)−1iηvol〉L2

donde nuevamente hemos usado propiedades nombradas en la Proposición (1.2.21),
el teorema de Stokes y el hecho de que µ̄ es una 2-forma exacta.

Notar que £ξµ̄ es exacto ya que d conmuta con la derivada de Lie. Así, ad •ξ (µ̄) =

£ξµ̄.

Notar que Aξ = Ld ? iξ vol y por lo tanto Jξ = d ? iξ vol = d ? ?ξ[ = dξ[. Entonces,
la forma hamiltoniana de la ecuación de Euler-Arnold es

d

dt
µ̄ = −£ξµ̄, µ̄ = Jξ = dξ[ (3.5.8)

y la forma lagrangiana es
dξ̇[ = −£ξdξ[. (3.5.9)

El requisito para que las soluciones de la Ecuación (3.5.9) también cumplan la
Ecuación (3.5.7) es que Diff ex

vol(M) sea totalmente geodésico en Diffvol(M) (defi-
niremos en detalle el concepto de subgrupo totalmente geodésico en el próximo
capítulo). La condición exacta para que esto suceda está dada en [HTV02], para
el caso donde M es una variedad sin borde. También se puede extender al caso
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donde M es una variedad con borde y para una métrica H1
α posiblemente altera-

da (correspondiente a la ecuación de fluidos promediada de Euler) y lo veremos
más adelante en el Teorema (6.2.1).

(e) Existe otra elección de pairing, la cual es quizás la forma más elegante de la
ecuación de un fluido hidrodinámico ideal. Nuevamente consideramos una va-
riedad suave M de dimensión 3 y el subgrupo Diff ex

vol(M). En este caso tomamos
g• = X ex

vol,t(M) y el operador de pairing dado por

〈Lµ̄, ξ〉 = 〈µ̄, curl−1ξ〉L2 .

La buena definición del operador curl−1 en X ex
vol,t(M) la veremos más adelante

en el Lema (6.5.3). Además, demostraremos en el Teorema (6.5.1) que el producto
interno 〈·, curl−1·〉L2 es bi-invariante. Entonces en este caso tenemos que

ad •ξ (µ̄) = −adξ(µ̄) = [ξ, µ̄]X.

Más aún, Jξ = curlξ, y por lo tanto la forma hamiltoniana de la ecuación de Euler-
Arnold toma la forma del par de Lax

d

dt
µ̄ = −[ξ, µ̄]X, µ̄ = Jξ = curl ξ. (3.5.10)

La forma lagrangiana correspondiente de la ecuación es

curl ξ̇ = −[ξ, curl ξ]X. (3.5.11)

Del complejo de de Rham (ver Figura (1.2.1)) para una variedad de dimensión
3 se sigue que el ejemplo previo (d) se obtiene de estas ecuaciones aplicando el
operador flat seguido del operador estrella de Hodge. Nuevamente, observemos
que estas ecuaciones nos dan soluciones de la ecuación de Euler completa sólo en
el caso donde Diff ex

vol(M) es totalmente geodésico en Diffvol(M).
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Capítulo 4

Subgrupos totalmente geodésicos

En este capítulo definiremos el concepto de “totalmente geodésico”. Demostrare-
mos un teorema que será fundamental para nuestro trabajo de aquí en adelante, y lo
analizaremos desde diferentes puntos de vista.

4.1. Definiciones generales

Definición 4.1.1. Sea M̃ una variedad riemanniana con métrica 〈〈·, ·〉〉A, y M ⊆ M̃ una
subvariedad con la métrica inducida. Decimos que M es totalmente geodésica con res-
pecto a 〈〈·, ·〉〉A si toda geodésica de M embebida en M̃ es también una geodésica de
M̃ .

Sea G un grupo de Lie equipado con una métrica invariante a izquierda (o a dere-
cha) y sea H un subgrupo de Lie de G. Nuestro principal objetivo en este trabajo es
encontrar ciertas condiciones de la métrica invariante 〈〈·, ·〉〉A bajo las cuales un subgru-
po dado H sea totalmente geodésico en G. Debido a la invariancia a izquierda de la
métrica, es suficiente considerar la subálgebra de Lie h de g:

Lema 4.1.2. H es totalmente geodésico en G si y sólo si todas las soluciones ξ(t) ∈ h de la
ecuación de Euler-Arnold en h son también soluciones de la ecuación de Euler-Arnold en g.

Demostración. Sea i : H → G la inclusión y dados h ∈ H , g ∈ G, denotamos LHh y LGg a
las traslaciones a izquierda en H y G respectivamente. Como i◦LHh = LGi(h) ◦ i, tenemos
que Ti ◦ TLHh = TLGi(h) ◦ Ti.

Ahora, sea ξ(t) ∈ g la solución a la ecuación de Euler-Arnold en g con dato inicial
ξ(0) = Teiψ0 para algún ψ0 ∈ h. Por otro lado, sea ψ(t) ∈ h la solución a la ecuación
de Euler-Arnold en h con dato inicial ψ(0) = ψ0. Sean g(t) ∈ G y h(t) ∈ H las co-
rrespondientes geodésicas. Lo que queremos probar es que i(h(t)) = g(t) si y sólo si
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ξ(t) = Teiψ(t). Sabemos que la curva h(t) satisface que ḣ(t) = TeL
H
h(t)ψ(t) con h(0) = e.

Usando la relación entre las diferenciales nombrada anteriormente, tenemos que:

d

dt
i(h(t)) = Th(t)i ◦ TeLHh(t)ψ(t) = TeL

G
i(h(t)) ◦ Teiψ(t), i(h(0)) = e.

Luego, i(h(t)) satisface la misma ecuación de reconstrucción que g(t) si y sólo si ξ(t) =

Teiψ(t) y por lo tanto el resultado que queríamos se obtiene de la unicidad de solucio-
nes.

Así, decimos que una subálgebra h es totalmente geodésica en g con respecto a 〈·, ·〉A
si las soluciones de la ecuación de Euler-Arnold para h son también soluciones a la
ecuación de Euler-Arnold para g. Si esto se cumple o no, depende de la elección de
la subálgebra h y de la elección de la métrica 〈·, ·〉A. Para esto, tenemos el siguiente
resultado obtenido por Modin en [MPMM10]:

Teorema 4.1.3. Sea h una subálgebra de g, y sea h⊥A el complemento ortogonal de h con
respecto al producto interno 〈·, ·〉A. Son equivalentes:

1. h es totalmente geodésica en g con respecto a 〈·, ·〉A.

2. 〈ξ, [ξ, η]〉A = 0 para todo ξ ∈ h y η ∈ h⊥A .

3. 〈ψ, [ξ, η]〉A + 〈ξ, [ψ, η]〉A = 0 para todo ξ, ψ ∈ h y η ∈ h⊥A .

4. ad>Aξ (ξ) ∈ h para todo ξ ∈ h.

5. ad>Aξ (ψ) + ad>Aψ (ξ) ∈ h para todo ξ, ψ ∈ h.

Demostración. 1 ⇔ 2 : Sea ξ(t) una solución a la ecuación de Euler-Arnold en h. Con-
sideremos la forma débil de la ecuación, dada en (3.3.2). Sabamos que cualquier η ∈ g

puede ser escrito de forma única como η = η1 + η2 con η1 ∈ h y η2 ∈ h⊥A . Como
ξ(t) ∈ h, para todo t se tiene que 〈ξ̇(t), η2〉A = 0. Entonces, para que ξ(t) cumpla la
ecuación de Euler-Arnold en g, una condición suficiente es que 〈ξ(t), [ξ(t), η2]〉A = 0

para todo η2 ∈ h⊥A . Como la condición inicial ξ(0) ∈ h es arbitraria, la condición es
también necesaria.

2 ⇒ 3 : Fijado η ∈ h⊥A , consideremos la forma bilineal Qη(ξ, ψ) := 〈ξ, [ψ, η]〉A. Por
hipótesis, tenemos que Qη(ξ, ξ) = 0 para todo ξ ∈ h. En particular, Qη(ξ +ψ, ξ +ψ) = 0

y de la bilinealidad obtenemos la condición (3).
3 ⇒ 2 : Considerando la misma forma bilineal Qη y tomando ξ = ψ obtenemos la

condición (2).
2⇔ 4 y 3⇔ 5 se deducen de la definición de ad⊥Aξ y el hecho de que g está generada

por h⊕ h⊥A .
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Una interpretación geométrica de este resultado es que h es totalmente geodésica
si y sólo si [ξ, η] ⊥A ξ para todo ξ ∈ h y η ∈ h⊥A . Esto es, [ξ, η] debe pertenecer al
hiperplano que es A-ortogonal a ξ.

Observación 4.1.4. Notar que el Teorema (4.1.3) es válido incluso en el caso donde g es un
álgebra de Fréchet-Lie infinito dimensional. En efecto, una subálgebra de Fréchet-Lie
es (por definición) un subespacio lineal topológicamente cerrado de g que es cerrado
por la operación dada por el corchete. Por lo tanto, todo η ∈ g admite una única des-
composición η = η1 + η2 con η1 ∈ h y η2 ∈ h⊥A .

Ejemplo 4.1.5 (Cuerpo rígido, continuación). Consideremos de nuevo el Ejemplo (3.5.2).
Una subálgebra de dimensión 1 de so(3) está dada por h = {ξ ∈ so(3) : ξ = ae1, a ∈ R}.
Como es unidimensional, el corchete es trivial y por lo tanto la ecuación de Euler-
Arnold en h se reduce a ξ̇ = 0, es decir, todas las soluciones son estacionarias.

Del Teorema (4.1.3) obtenemos que h es totalmente geodésica si y sólo si ad>Aξ (ξ) ∈ h

para todo ξ ∈ h. Como la subálgebra h está generada por e1, basta probar que ad>Ae1 (e1) =

be1 para algún b ∈ R. Expresado en términos de ad•e1 (ver la Observación (3.5.1)), esto
significa que ad •e1(Je1) = J(be1). Usando que Jei = Iei tenemos:

ad •e1(Ie1) = bIe1

Ie1 × e1 = bIe1

Como sabemos que las soluciones son estacionarias, tenemos que b = 0. Por lo tanto
la ecuación de arriba se cumple si y sólo si Ie1 y e1 son paralelos, es decir: si e1 es un
autovector de I . De hecho, es bien sabido que las únicas soluciones estacionarias de la
ecuación de Euler-Arnold en so(3) están dadas por el conjunto de autovectores de la
matriz de inercia I .

4.2. Deducción usando la segunda forma fundamental

En esta sección daremos una versión diferente del Teorema (4.1.3), basada en la
segunda forma fundamental de la subvariedad. Esta nueva versión nos proporcionará
una visión más geométrica de todo el trabajo.

Antes de reformular el teorema, recordaremos algunas nociones básicas acerca de
la segunda forma fundamental de una variedad riemanniana.

Sea M̃ una variedad riemanniana de dimensión finita y sea M ⊆ M̃ una subvarie-
dad. Es sencillo ver que el conjunto

TM̃
∣∣
M

:=
∐
p∈M

TpM̃
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es un fibrado vectorial suave sobre M . Todo campo vectorial suave en M̃ claramente
se restringe a una sección suave de TM̃

∣∣
M

y, a su vez, toda sección suave de TM̃
∣∣
M

puede ser extendida a una sección suave de TM̃ . Cuando no haya riesgo de confusión
usaremos la misma letra para denotar tanto un campo vectorial como una función en
M y su extensión a M̃ .

En cada punto p ∈ M , el espacio tangente TpM̃ se puede escribir como una suma
directa TpM̃ = TpM ⊕NpM donde NpM := (TpM)⊥ es el complemento ortogonal con
respecto al producto interno en TpM̃ dado por la métrica en M̃ . Al conjunto

NM :=
∐
p∈M

NpM

lo denominamos fibrado normal de M . NotaremosN (M) al espacio de secciones suaves
de NM .

Proyectar ortogonalmente en cada punto p ∈ M sobre los subespacios TpM y NpM

nos da las aplicaciones que llamaremos proyección tangencial y normal respectivamen-
te:

π> : TM̃
∣∣
M
→ TM

π⊥ : TM̃
∣∣
M
→ NM.

Notación 4.2.1. Si X es una sección de TM̃
∣∣
M

, usaremos las notaciones X> := π>X y
X⊥ := π⊥X para sus proyecciones tangencial y normal.

Nuestra principal tarea ahora es comparar la conexión riemanniana de M con la de
M̃ . Para eso usaremos la descomposición ortogonal de secciones de TM̃

∣∣
M

en compo-
nente tangencial y componente ortogonal como mostramos anteriormente.

Si X,Y ∈ X(M), podemos extenderlos a campos suaves en M̃ , aplicarles la deriv-
vada covariante ∇̃ de M̃ y luego descomponer en los puntos de M para obtener

∇̃XY = (∇̃XY )> + (∇̃XY )⊥. (4.2.1)

Nos concentraremos en la componente normal de esta descomposición. Definimos
la segunda forma fundamental de M como la aplicación II : X(M)×X(M)→ N (M) dada
por

II(X,Y ) := (∇̃XY )⊥, (4.2.2)

donde X,Y son extendidos arbitrariamente a M̃ . Como π⊥ manda secciones suaves a
secciones suaves, II(X,Y ) es una sección suave de NM .

Lema 4.2.2. La segunda forma fundamental es independiente de las extensiones de X e Y , es
bilineal sobre C∞(M) y simétrica en X e Y .
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Demostración. Veamos primero que la simetría de II se deduce de la simetría de la co-
nexión ∇̃. Sean X,Y extendidos arbitrariamente a M̃ . Entonces,

II(X,Y )− II(Y,X) = (∇̃XY − ∇̃YX)⊥ = [X,Y ]⊥.

Como X e Y son tangentes a M en todos los puntos de M , también lo es su corchete de
Lie. Por lo tanto [X,Y ]⊥ = 0, y así II es simétrica.

Por otro lado, como ∇̃XY
∣∣
p

depende únicamente de Xp, es claro que II(X,Y ) es
independiente de la extensión de X , y que II(X,Y ) es lineal sobre C∞(M) en X . Por
simetría, lo mismo vale para Y .

Aún no hemos dicho nada acerca del término tangencial en la descomposición de
∇̃XY . El siguiente teorema muestra que no es otra cosa que ∇XY , la derivada cova-
riante con respecto a la métrica riemanniana de M . Por lo tanto, podemos interpretar
a la segunda forma fundamental como una medida de la diferencia entre la conexión
riemanniana de M y la de M̃ .

Teorema 4.2.3 (Fórmula de Gauss). Si X,Y ∈ X(M) son extendidos arbitrariamente a
campos en M̃ , la siguiente fórmula es válida en M :

∇̃XY = ∇XY + II(X,Y ).

Demostración. Debido a la descomposición dada en (4.2.1) y la definición de segunda
forma fundamental, es suficiente probar que (∇̃XY )> = ∇XY en todos los puntos de
M . Consideremos la aplicación∇> : X(M)× X(M)→ X(M) dada por

∇>XY := (∇̃XY )>,

donde X,Y son extendidos arbitrariamente a M̃ . Se puede ver en [Lee97] que ∇> es
una conexión en M . Una vez probadas la simetría y la compatibilidad con la métrica, la
unicidad de la conexión riemanniana en M nos permitirá afrimar que∇> = ∇.

Para probar que es simétrica, usaremos la simetría de ∇̃ y el hecho de que [X,Y ] es
tangente a M :

∇>XY −∇>YX = (∇̃XY − ∇̃YX)>

= [X,Y ]> = [X,Y ].

Ahora demostremos la compatibilidad con la métrica de M . Sean X,Y, Z ∈ X(M)

y consideremos extensiones arbitrarias a M̃ . Usando la que ∇̃ es compatible con la

69



métrica de M̃ y evaluando en puntos de M tenemos que:

X〈Y,Z〉 = 〈∇̃XY, Z〉+ 〈Y, ∇̃XZ〉

= 〈(∇̃XY )>, Z〉+ 〈Y, (∇̃XZ)>〉

= 〈∇>XY, Z〉+ 〈Y,∇>XZ〉.

Finalmente, tenemos entonces que∇> = ∇.

Con estos conceptos y resultados en mente, nos concentraremos en el siguiente teo-
rema:

Teorema 4.2.4. Sea (M, g) una subvariedad riemanniana de una variedad riemanniana (M̃, g̃).
Entonces, M es totalmente geodésica en M̃ si y sólo si la segunda forma fundamental de M es
idénticamente nula.

Demostración. Primero asumamos que M es totalmente geodésica en M̃ y supongamos
que su segunda forma fundamental no es nula. Sea X ∈ X(M) tal que II(X,X) 6= 0.
Dado ε > 0 lo suficientemente chico, existe γ : (−ε, ε) → M̃ una geodésica en (M, g)

con γ′(0) = X . Por definición de geodésica, tenemos que ∇γ̇ γ̇ = 0. Pero entonces, por
la fórmula de Gauss tenemos que:

∇̃XX = ∇XX︸ ︷︷ ︸
=0

+ II(X,X)︸ ︷︷ ︸
6=0

y esto nos dice que γ no es una geodésica en (M̃, g̃), lo cual es absurdo pues habíamos
asumido que M era totalmente geodésica en M̃ .

Para probar la otra implicación, usando nuevamente la fórmula de Gauss esta vez
obtenemos

∇̃XY = ∇XY + II(X,Y )︸ ︷︷ ︸
=0

y por lo tanto es claro que toda geodésica de (M, g) es a su vez una geodésica de (M̃, g̃)

como queríamos.

Entonces, un enfoque alternativo del Teorema (4.1.3) se basa en calcular la segunda
forma fundamental del subgrupo H ⊆ G. Nuevamente, 〈〈·, ·〉〉A denota una métrica
invariante a izquierda en G y usaremos la misma notación para su restricción a H .

Como la métrica es invariante, la segunda forma fundamental como la definimos en
(4.2.2) está completamente determinada por sus valores en vectores tangentes aH en la
identidad. Por lo tanto, podemos determinar este tensor calculando una fórmula para

〈〈∇XξYη, Zψ〉〉A,e,
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donde Xξ denota el campo invariante a izquierda en G cuyo valor en e es ξ, y similar-
mente tenemos las definiciones para Yη, Zψ. De hecho, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 4.2.5. Si Xξ, Yη son campos invariantes a izquierda en G, se satisface:

∇XξYη(e) =
1

2
([ξ, η]− ad>Aξ (η)− ad>Aη (ξ)). (4.2.3)

Demostración. Por propiedades de la conexión, sabemos que vale la fórmula

2〈〈∇XξYη, Zλ〉〉A,e = Xξ〈〈Yη, Zλ〉〉A,e + Yη〈〈Zλ, Xξ〉〉A,e − Zλ〈〈Xξ, Yη〉〉A,e
− 〈〈Yη, [Xξ, Zλ]〉〉A,e − 〈〈Zλ, [Yη, Xξ]〉〉A,e + 〈〈Xξ, [Yη, Zλ]〉〉A,e.

Debido a la invariancia a izquierda de los campos y la métrica, los primeros tres térmi-
nos se anulan, y obtenemos:

2〈〈∇XξYη, Zλ〉〉A,e = −〈〈Yη, [Xξ, Zλ]〉〉A,e − 〈〈Zλ, [Yη, Xξ]〉〉A,e + 〈〈Xξ, [Yη, Zλ]〉〉A,e
= −〈η, [ξ, λ]〉A − 〈λ, [η, ξ]〉A + 〈ξ, [λ, η]〉A
= 〈−ad>Aξ (η), λ〉A − 〈[η, ξ], λ〉A − 〈ad>Aη (ξ), η〉A

= 〈[ξ, η]− ad>Aξ (η)− ad>Aη (ξ), λ〉A,

lo cual prueba el resultado.

Gracias a esta igualdad, tenemos lo siguiente:

Otra demostración del Teorema (4.1.3): Utilizando la proposición demostrada recientemen-
te tenemos que

II(X,Y )(e) = (∇XY )⊥A =
1

2
([ξ, ψ]− ad>Aξ (ψ)− ad>Aψ (ξ))⊥A

donde ξ, ψ ∈ h y X e Y son campos arbitrarios que extienden ξ y ψ. Entonces, la forma
fundamental de H se anula si y sólo si el lado derecho de esta ecuación se anula para
todo η ∈ h⊥A . Esto es: la segunda forma fundamental es cero si y sólo si para todo
ξ, ψ ∈ h y η ∈ h⊥A se tiene que 〈([ξ, η]− ad>Aξ (ψ)− ad>Aψ (ξ)), η〉A = 0. Como [ξ, ψ] ∈ h,
esto se cumple si y sólo si para todo ξ, ψ ∈ h vale que 〈ad>Aξ (ψ) + ad>Aψ (ξ), η〉A = 0.
Esto último es equivalente a 〈ψ, [ξ, ψ]〉A = −〈ξ, [ψ, η]〉A para todo ξ, ψ ∈ h y η ∈ h⊥A . En
particular, tomando ψ = ξ, esta última ecuación dice que 〈ξ, [ξ, η]〉A = −〈ξ, [ξ, η]〉A para
todo η ∈ h⊥A y por lo tanto debe ser 〈ξ, [ξ, η]〉A = 0. Esto es justamente la condición 2

del Teorema (4.1.3).
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4.3. El Teorema (4.1.3) en coordenadas

En esta sección trabajaremos la consecuencia del Teorema (4.1.3) en términos de
las constantes de estructura del álgebra de Lie y de la matriz simétrica del producto
interno. Es decir, investigaremos la condición para que una subálgebra sea totalmente
geodésica desde el punto de vista de coordenadas. Observemos que para hablar de
coordenadas, necesitamos trabajar en dimensión finita, por lo tanto los resultados vistos
en esta sección no aplican para el caso donde G = Diff(M).

Definición 4.3.1. Dada un álgebra de Lie de dimensión finita g y {e1, . . . , en} una base,
definimos las constantes de estructura del álgebra como los escalares ckij tales que

[ei, ej ] =
n∑
k=1

ckijek.

Sea g un álgebra de dimensión finita n y sea h una subálgebra de dimensión m < n.
Consideremos {e1, . . . , en} una base de g de modo que h esté generada por {e1, . . . , em}.
A los vectores canónicos de Rn los notaremos e1, . . . , en. Denotaremos porCi a la matriz
de representación de adei en la base dada. En términos de las constantes de estructura
ckij para el corchete tenemos que e>k Ciej = ckij .

A todo producto interno 〈·, ·〉A en g le corresponde una matriz simétrica A = (aij)

definida por aij = 〈ei, ej〉A. El siguiente resultado es una reformulación del Teorema
(4.1.3) en término de las matrices Cj y A:

Proposición 4.3.2. La subálgebra h es totalmente geodésica con respecto a (g, 〈·, ·〉A) si y sólo
si

e>i ACjA
−1ek + e>j ACiA

−1ek = 0 para todo

{
i, j ∈ {1, . . . ,m}
k ∈ {m+ 1, . . . , n}

Demostración. El Teorema (4.1.3) nos dice que h es totalmente geodésica si y sólo si

〈ξ, [ξ, η]〉A = 0 ∀ ξ ∈ h, η ∈ h⊥.

Notar que esto es cierto si y sólo si el núcleo de cada una de las 1-formas dadas por
φξ : η 7→ 〈ξ, [ξ, η]〉A (con ξ ∈ h), contiene a h⊥. Como ξ 7→ φξ es cuadrática, esto es cierto
si y sólo si cada una de las φξ son de la forma

φξ =
m∑

i,j,k=1

ξiξjbijk〈ek, ·〉A (4.3.1)
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para algún tensor bijk. Por otro lado, una expansión de φξ en la base nos da la expresión

φξ =
m∑

i,j=1

ξiξj〈ei, [ej , ·]〉A =
m∑

i,j=1

ξiξj〈ad>ej (ei), ·〉A =
n∑
k=1

m∑
i,j=1

ξiξjb′ijk〈ek, ·〉A (4.3.2)

donde b′ijk = e>k A
−1C>j Aei. (Notar que A−1C>j A es la representación matricial de

ad>Aej ). Comparando las Ecuaciones (4.3.1) y (4.3.2) obtenemos la condición

m∑
i,j=1

ξiξje>k A
−1C>j Aei = 0, ∀k ∈ {m+ 1, . . . , n}. (4.3.3)

Entonces hasta ahora tenemos que h es totalmente geodésica en g si y sólo si la
ecuación (4.3.3) vale para todo ξ ∈ Rm. La condición del teorema claramente implica
esta última condición. Para ver la otra implicación, llamemos S a la sumatoria. Notar
que

e>i ACjA
−1ek + e>j ACiA

−1ek = S(ei + ej)− S(ei)− S(ej).

Como estamos asumiendo que S(ξ) = 0 para todo ξ ∈ Rm entonces la condición del
enunciado es cierta y por lo tanto tenemos la equivalencia que queríamos probar.

Notar que si la base e1, . . . , en diagonaliza a A, la condición se lee como e>i Cjek +

e>j Ciek = 0. De la anti-simetría del corchete obtenemos que e>i Ckej + e>j Ckei = 0.
A su vez, esto implica que el bloque principal de tamaño m × m de las matrices Ck
es antisimétrico para k ∈ {m + 1, . . . , n}. La afirmación equivalente sin apelar a las
coordenadas es que 〈adη(ξ), ψ〉A + 〈ad>Aη (ξ), ψ〉A = 0 para todo η ∈ h⊥A y ξ, ψ ∈ h, que
es la equivalencia 3 del Teorema (4.1.3).
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Capítulo 5

Métricas totalmente geodésicas

En este capítulo la idea será la siguiente: dado un grupo de Lie G y un subgrupo
H , queremos encontrar una métrica riemanniana invariante a derecha de modo que H
resulte totalmente geodésico. Entonces, la condición del Teorema (4.1.3) será interpre-
tada como una condición en el producto interno 〈·, ·〉A para que la subálgebra h de H
sea totalmente geodésica en el álgebra g de G.

Definición 5.0.1. Dada un álgebra de Lie de dimensión finita g, llamamos forma de Ki-
lling a la forma bilineal simétrica K : g× g→ R dada por

〈ξ, η〉K := tr(ad(ξ) ◦ ad(η)).

Observación 5.0.2. La forma de Killing de un álgebra de Lie g es bi-invariante, esto es:
〈[ξ, ψ], η〉K = −〈ψ, [ξ, η]〉K para todo ξ, ψ, η ∈ g. (Ver Definición 5.1.6).

5.1. Construcción usando una forma invariante

Para comenzar, consideremos primero el caso donde el álgebra g es de dimensión
finita y semisimple. En particular, esto implica que la forma de Killing, denotada por
〈·, ·〉K, es no degenerada (pero no necesariamente definida negativa). Si el correspon-
diente operador K : g → g∗ es usado como operador de pairing, la forma lagrangiana
de la ecuación de Euler-Arnold toma la forma del ejemplo de cuerpo rígido nombrado
en (3.5.2):

Jξ̇ = −[ξ, Jξ], donde J = K−1A, (5.1.1)

la cual es una consecuencia directa de la propiedad de bi-invariancia. De hecho, va-
le que 〈ψ, adξ(η)〉K = −〈adξ(ψ), η〉K y por lo tanto tenemos que ad •ξ = −adξ. Notar
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que tanto KJ como AJ son operadores autoadjuntos, por lo tanto J es autoadjunto con
respecto a 〈·, ·〉K y a 〈·, ·〉A.

Observación 5.1.1. Si además de ser semisimple g es compacta, su forma de Killing es de-
finida negativa. Así, podemos usar 〈·, ·〉A = 〈−·, ·〉K como producto interno. Dado que
es bi-invariante, todas las subálgebras de g satisfacen la condición 2 del Teorema (4.1.3),
por lo tanto todas las subálgebras son totalmente geodésicas con respecto a un producto
interno bi-invariante. Como en este caso J = −Id, la ecuación de Euler-Arnold (5.1.1) se
reduce a ξ̇ = [ξ,−ξ] = 0. En el ejemplo del cuerpo rígido esto sucede cuando todos los
momentos de inercia son iguales. Desde un punto de vista geométrico, la bi-invariancia
de la métrica implica que las geodésicas están dadas por la exponencial del grupo.

Proposición 5.1.2. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita semisimple, y h una subálgebra.
Son equivalentes:

1. h ⊆ g es totalmente geodésica,

2. J−1[ξ, Jξ] ∈ h para todo ξ ∈ h.

Demostración. De la Observación (3.5.1), tenemos que ad>Aξ = J−1 ◦ ad •ξ ◦ J. Como en
este caso ad •ξ = −adξ, tenemos las siguientes equivalencias:

ad>Aξ (ξ) ∈ h⇔ J−1(ad •ξ (Jξ)) ∈ h

⇔ J−1(−adξ(Jξ)) ∈ h

⇔ J−1(−[ξ, Jξ]) ∈ h

⇔ J−1([Jξ, ξ]) ∈ h

Finalmente el Teorema (4.1.3) nos dice que ad>Aξ (ξ) ∈ h es equivalente a que la
subálgebra h sea totalmente geodésica en g, que era lo que queríamos probar.

Continuaremos con una generalización de estas ideas, la cual nos conducirá a una
receta para la construcción de métricas totalmente geodésicas.

Definición 5.1.3. Sea 〈·, ·〉A un producto interno en g. Decimos que h ⊆ g es una subál-
gebra ETG (por las siglas de easy totally geodesic) con respecto a 〈·, ·〉A si h⊥A es inva-
riante por adh, es decir si adh(h

⊥A) ⊆ h⊥A .

Veamos que las subálgebras ETG son, en particular, totalmente geodésicas:

Proposición 5.1.4. Sea h una subálgebra ETG de g con respecto a 〈·, ·〉A. Entonces h es total-
mente geodésica en g con respecto a 〈·, ·〉A.
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Demostración. Sean ξ, ψ ∈ h y η ∈ h⊥A . Como h es ETG, 〈[ξ, η], ψ〉A = 〈adξ(η), ψ〉A = 0,
pues adξ(η) ∈ h⊥A y ψ ∈ h. Entonces, el resultado se sigue del Teorema (4.1.3) tomando
ψ = ξ.

Notar que la condición para que h ⊆ g sea una subálgebra ETG es que adh(h
⊥A)

sea ortogonal a toda la subálgebra h. Sin embargo, para que sea totalmente geodésica
sólo necesitamos que adh(h

⊥A) sea ortogonal a un único vector de h. Entonces, pode-
mos decir que las subálgebras ETG son más fuertes que las subálgebras totalmente
geodésicas.

Observación 5.1.5. Observar que la definición de subálgebra ETG está relacionada con
la definición de “espacios homogéneos reductivos”. Si pedimos que una subálgebra
h ⊆ g verifique

1. [h, h] ⊆ h,

2. [ξ, η] ⊥ ξ para todo ξ ∈ h, η ∈ h⊥,

3. [h, h⊥] ⊆ h⊥,

entonces h es una subálgebra ETG. Si además pedimos que cumpla

4. [h⊥, h⊥] ⊆ h

entonces tendremos que h es una “subálgebra reductiva”.

En lo que sigue desarrollaremos un método para construir productos internos para
los cuales una subálgebra dada sea una subálgebra ETG. La construcción generaliza
el enfoque que describimos anteriormente, donde la forma de Killing era usada como
operador de pairing.

Definición 5.1.6. Sea h una subálgebra y V un subespacio de g. Se dice que una forma
bilineal simétrica 〈·, ·〉K en g es adh-invariante en V si

〈adξ(η), ψ〉K + 〈η, adξ(ψ)〉K = 0 ∀ ξ ∈ h y ∀ η, ψ ∈ V.

Si V = g decimos que 〈·, ·〉K es adh-invariante.

Notar que la bi-invariancia es equivalente a la adg-invariancia.
Dada una forma adh-invariante en g, la cual es no degenerada en h, podemos cons-

truir una clase de productos internos en g para los cuales h es totalmente geodésica. De
hecho, tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 5.1.7. Sea g un álgebra de Lie y h ⊆ g una subálgebra. Sea 〈·, ·〉K una forma adh-
invariante en g tal que su restricción a h es no degenerada, y sea 〈·, ·〉A un producto interno en
g. Entonces:

1. Si h⊥K = h⊥A , entonces h es una subálgebra ETG de g con respecto a 〈·, ·〉A. 1

2. Si [h, h] = h y h es una subálgebraETG de g con respecto a 〈·, ·〉A, entonces h⊥K = h⊥A .

Demostración. En general, el álgebra g admite dos descomposiciones g = h ⊕ h⊥A y
g = h ⊕ h⊥K . El operador de inercia A : g → g∗ se puede descomponer como Aξ =

A1ξ1 + A2ξ2, donde ξ = ξ1 + ξ2 son las únicas componentes en la descomposición de
g con respecto a 〈·, ·〉A, y A1 : h → h∗, A2 : h⊥A → (h⊥A)∗ son operadores inversibles.
Además, el operador K : g→ g∗ puede descomponerse como Kξ = Kaξa +Kbξb, donde
ξ = ξa+ξb son las únicas componentes en la descomposición g = h⊕h⊥K , yKa : h→ h∗

es inversible (pues sabemos que la restricción de 〈·, ·〉K a h es no degenerada).
Probemos primero la afirmación 1. Sean ξ, ψ ∈ h y η ∈ h⊥A . Entonces,

〈[ξ, η], ψ〉A = 〈Aψ, [ξ, η]〉 = 〈A1ψ, [ξ, η]〉

= 〈KaK−1
a A1︸ ︷︷ ︸
=:J1

ψ, [ξ, η]〉 = 〈KJ1ψ, [ξ, η]〉

= 〈J1ψ, [ξ, η]〉K = −〈[ξ, J1ψ], η〉K = 0

donde la última igualdad se sigue de que [ξ, J1ψ] ∈ h y η ∈ h⊥A = h⊥K . Así, tenemos
que 〈[ξ, η], ψ〉A = 0 para todo ξ, ψ ∈ h, η ∈ h⊥A , lo cual significa que [ξ, η] ∈ h⊥A para
todo ξ ∈ h, η ∈ h⊥A , es decir, h es una subálgebra ETG.

Ahora probemos la afirmación 2. De nuevo, consideramos ξ, ψ ∈ h y η ∈ h⊥A . Como
h es una subálgebra ETG, se tiene que

0 = 〈[ξ, η], ψ〉A = 〈Aψ, [ξ, η]〉 = 〈A1ψ, [ξ, η]〉

= 〈KaK−1
a A1ψ, [ξ, η]〉 = 〈J1ψ, [ξ, η]〉K = −〈[ξ, J1ψ], η〉K.

Entonces, como J1 : h → h es no degenerado y ξ, ψ son arbitrarias, debe valer que
〈[h, h], η〉K = 0 para todo η ∈ h⊥A . Usando ahora que [h, h] = h, tenemos que 〈h, η〉K = 0

para todo η ∈ h⊥A . Como todo elemento en h⊥K también satisface esto, y como h⊥A y
h⊥K son isomorfos, debe ser h⊥A = h⊥K , como queríamos probar.

1Aquí, h⊥K = {η ∈ g : 〈η, h〉K = 0} denota el complemento ortogonal generalizado con respecto a
〈·, ·〉K.
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De la primera parte del Teorema (5.1.7) obtenemos una receta para construir produc-
tos internos ETG. De hecho, podemos tomar cualquier producto interno de la forma

〈ξ, ψ〉A = 〈ξ1, ψ1〉A1 + 〈ξ2, ψ2〉A2 ,

donde ξ = ξ1 + ξ2 y ψ = ψ1 + ψ2 son las únicas componentes en la descomposición
g = h⊕ h⊥K .

Y de la segunda parte del Teorema (5.1.7) podemos ver que si [h, h] = h, entonces
podemos caracterizar los productos internos que hacen que h sea una subálgebra ETG.
Por ejemplo, en el caso finito dimensional tenemos el siguiente resultado:

Corolario 5.1.8. Sea g un álgebra de Lie de dimensión n, y sea h ⊆ g una subálgebra semisimple
de dimensión m. Denotemos por 〈·, ·〉K a la forma de Killing en g. La subálgebra h es ETG en
g con respecto a 〈·, ·〉A si y sólo si h⊥A = h⊥K . Además, el conjunto de productos internos en g

que hacen de h una subálgebra ETG define una variedad de dimensión (n+ 1)n2 − (n−m)m.

Demostración. Como h es semisimple, la forma de Killing restringida a h es no degene-
rada y [h, h] = h. Entonces, se sigue del Teorema (5.1.7) que 〈·, ·〉A hace de h una subál-
gebra ETG si y sólo si h⊥A = h⊥K . Además, todo operador de inerciaA con h⊥A = h⊥K

es de la forma

Aξ = A1ξ1 +A2ξ2,

donde A1 : h → h∗ y A2 : h⊥K → (h⊥K)∗ son operadores lineales autoadjuntos. El
conjunto de pares (A1,A2) forma un espacio lineal de dimensión (n+ 1)n2 − (n−m)m.
El subconjunto de los pares que tienen autovalores definido positivos es entonces una
variedad de dimensión (n+ 1)n2 − (n−m)m.

En contraste con el caso no-ETG, el siguiente resultado vale para subálgebrasETG:

Proposición 5.1.9. Sean g un álgebra de Lie, y 〈·, ·〉A un producto interno. Consideremos h

una subálgebra de g y l una subálgebra de h. Si l es una subálgebra ETG de g con respecto a
〈·, ·〉A, entonces l es una subálgebra ETG de h con respecto a 〈·, ·〉A.

Demostración. Sea l⊥A el complemento ortogonal de l en g con respecto a 〈·, ·〉A. En-
tonces, adl(l

⊥A) ⊆ l⊥A pues l es una subálgebra ETG de g. Ahora, como h es una
subálgebra tenemos que

adl(l
⊥A ∩ h) ⊆ l⊥A ∩ h,

lo cual prueba la proposición.
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Ejemplo 5.1.10. Sea g = gl(3) y h = so(3). Una base {e1, . . . , e9} de gl(3) está dada por

1√
2

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

, 1√
2

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,
1√
2

0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 ,
1√
2

0 1 0

1 0 0

0 0 0

 ,

1√
2

0 0 1

0 0 0

1 0 0

, 1√
2

0 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,
1√
2

1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 ,
1√
6

1 0 0

0 −2 0

0 0 1

 ,
1√
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Los primeros tres elementos forman la base estándar de so(3). Es sencillo ver que la
matriz simétrica que representa la forma de Killing con respecto a esta base es diagonal
con entradas (−1,−1,−1, 1, 1, 1, 1, 1, 0). Entonces, el complemento ortogonal so(3)⊥K es
el subespacio generado por e4, . . . , e9. Usando el Teorema (5.1.7), tenemos que so(3) es
una subálgebra ETG de gl(3) para cualquier operador de inerciaA : gl(3)→ gl(3)∗ que
sea representado por una matriz diagonal con bloques de 3× 3 y de 6× 6 con respecto
a la base {e1, . . . , e9}.

Dado un producto interno de esa forma, la forma débil de la ecuación de Euler-
Arnold en la descomposición ξ = ξ1 + ξ2 relativa a g = h⊕ h⊥K es

〈ξ̇1, η1〉A1 = 〈ξ1, [ξ1, η1]〉A1 + 〈ξ2, [ξ2, η1]〉A2 ∀ η1 ∈ h

〈ξ̇2, η2〉A2 = 〈ξ, [ξ2, η2]〉A + 〈ξ2, [ξ1, η2]〉A2 ∀ η2 ∈ h⊥K .

Notar que el acoplamiento entre las variables de so(3) y so(3)⊥A es no trivial. Esto es,
la ecuación de Euler-Arnold de (gl(3), 〈·, ·〉A) para un operador de inercia diagonal por
bloques A como antes, no se descompone simplemente como una “parte de rotación”
y una “parte de no-rotación”. También notar que ξ2 = 0 implica que ξ̇2 = 0, y así
la ecuación se reduce a la ecuación de Euler-Arnold para ξ1, como se esperaba de la
propiedad de ser totalmente geodésica. En cambio, ξ1 = 0 no implica ξ̇1 = 0 ni ξ̇2 = 0.

Es sencillo ver que el álgebra de matrices de traza cero sl(3) está generada por los
elementos e1, . . . , e8. Entonces, usando la Proposición (5.1.9), tenemos que so(3) esETG
también como subálgebra de sl(3) para cualquiera de los productos internos construi-
dos restringidos a sl(3).

5.2. Productos semidirectos

Consideremos el producto semidirecto G o V del grupo G con el espacio vectorial
V , con la multiplicación dada por

(g, v) · (h, u) := (gh, g · v + u),
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donde g ·v denota la acción lineal (representación) deG en V . El álgebra de Lie deGoV
se nota go V y el corchete está dado, en términos del corchete de g, por

[(ξ, v), (η, u)] := ([ξ, η], ξ · u− η · v)

donde ξ · v indica la acción infinitesimal de g en V de la acción de G en V .
El elemento neutro en G o V es (e, 0). Hay dos subgrupos naturales: G o {0} y el

subgrupo normal {e}oV . Sus álgebras de Lie son go{0} y {0}oV respectivamente. A
un producto interno 〈·, ·〉A en go V tal que (go {0})⊥A = {0}o V lo llamamos métrica
partida.

Teorema 5.2.1. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. La subálgebra go {0} es ETG en go V con respecto a cualquier métrica partida 〈·, ·〉A.

2. La subálgebra {0}oV es totalmente geodésica en goV con respecto a cualquier producto
interno 〈·, ·〉A en g o V si y sólo si G actúa en V por isometrías con respecto a 〈·, ·〉A
restringido a V .

Demostración. Para (ξ, 0) ∈ go {0} y (0, v) ∈ (go {0})⊥A , tenemos que

[(ξ, 0), (0, v)] = (0, ξ · v) ∈ {0}o V = (go {0})⊥A .

Entonces, concluimos que la subálgebra go{0} esETG en goV para cualquier métrica
partida.

Ahora consideremos la subálgebra {0}oV . Para v ∈ V , (η, µ) ∈ ({0}oV )⊥A tenemos
que

〈(ξ, 0), [(0, v), (η, u)]〉A = 〈(0, v), (0,−η · v)〉A = −〈v, η · v〉A|V ,

donde 〈·, ·〉A|V es la restricción de 〈·, ·〉A a V . Ahora, sea g(t) una curva en G tal que
g(0) = e y ġ(0) = η. Así,

〈v, η · v〉A|V =
1

2

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

〈g(t) · v, g(t) · v〉A|V .

El lado derecho se anula para todo η ∈ g y v ∈ V si y sólo si G actúa por isometrías en
V con respecto a 〈·, ·〉A|V .

Ejemplo 5.2.2 (Grupos magnéticos). Dado un grupo cualquieraG, podemos considerar
la acción de coadjunta de G en g∗, como la definimos en (2.1.12). Así, podemos consi-
derar el producto semidirecto Go g∗, de modo que g∗ ahora juega el papel del espacio
vectorial V en todo lo desarrollado anteriormente.
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Este ejemplo se presenta al estudiar magnetohidrodinámica, donde el grupo está da-
do por G = Diffvol(M), formando así el producto semidirecto Diffvol(M) o Xvol,t(M)∗.
El producto interno está dado por ((ξ, a), (η, b)) 7→ 〈ξ, η〉L2 + 〈a, b〉L2 . Como este pro-
ducto interno es una métrica partida, el Teorema (5.1.7) nos indica que Xvol,t(M) o {0}
es ETG. Desde un punto de vista físico, esto significa que si el campo magnético es
inicialmente cero, entonces permanece nulo y así el flujo se reduce al fluido de Euler.

Ahora queremos construir las ecuaciones de Euler en general, para una métrica par-
tida en el grupo magnético Go g∗. Veámoslo en el siguiente teorema:

Teorema 5.2.3. Sea A : g → g∗ un operador de inercia en g. La ecuación a derecha de
Euler-Arnold en el álgebra de Lie del grupo magnético G o g∗ asociada a la métrica partida
〈(ξ, µ), (η, σ)〉A := 〈ξ, η〉A + 〈µ, σ〉A−1 está dada por

ξ̇ = −ad>Aξ (ξ) + adA−1(µ) ◦ A−1µ

µ̇ = A ◦ adξ ◦ A−1µ.
(5.2.1)

Demostración. La forma débil de la ecuación de Euler en g o g∗ para la métrica partida
dada es

〈 d
dt

(ξ, µ), (η, σ)〉A = −〈(ξ, µ), [(ξ, µ), (η, σ)]〉A

= −〈(ξ, µ), ([ξ, η], ξ · σ − η · µ)〉A
= −〈ξ, [ξ, η]〉A − 〈µ, ξ · σ − η · µ〉A−1

= −〈ad>Aξ (ξ), η〉A − 〈µ, ξ · σ〉A−1 + 〈µ, η · µ〉A−1 .

Veamos ahora qué sucede con estos últimos dos términos de la igualdad por sepa-
rado. Para el segundo término, tenemos que

〈µ, ξ · σ〉A−1 = 〈µ,−ad∗ξ(σ)〉A−1

= 〈−ad∗ξ(σ),A−1µ〉

= 〈σ,−adξ ◦ A−1µ〉

= 〈σ,−A ◦ adξ ◦ A−1µ〉A−1 ,
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y para el último termino, tenemos

〈µ, η · µ〉A−1 = 〈µ,−ad∗η(µ)〉A−1

= 〈−ad∗η(µ),A−1µ〉

= 〈µ,−adη(A−1µ)〉

= 〈µ, adA−1µ(η)〉

= 〈A−1(µ), adA−1µ(η)〉A
= 〈ad>AA−1µ

◦ A−1µ, η〉A.

Entonces, concluimos que

〈 d
dt

(ξ, µ), (η, σ)〉A = 〈−ad>Aξ (ξ) + ad>AA−1µ
◦ A−1µ, η〉A + 〈A ◦ adξ ◦ A−1(µ), σ〉A−1 .

Como esto debe valer para todo par (η, σ), se verifican las ecuaciones del enunciado.

Ahora investiguemos directamente de las ecuaciones de Euler obtenidas del teore-
ma anterior, las condiciones para que los subgrupos Go {0} y {e}o g∗ sean totalmente
geodésicos. Se ve claramente de las ecuaciones que go {0} es invariante bajo el flujo de
las Ecuaciones (5.2.1). Sin embargo, para que el flujo de Euler sea tangente a {0} o g∗,
necesitamos que para todo ξ ∈ g, 〈ad>AA−1µ

, ξ〉A = 0. Pero, tenemos que

〈ad>AA−1µ
◦ A−1µ, ξ〉A = 〈A−1µ, adA−1µ(ξ)〉A

= 〈A−1µ,−adξ(A−1µ)〉A
= 〈µ,−adξ(A−1µ)〉

= 〈−ad∗ξ(µ),A−1µ〉

= 〈ξ · µ,A−1µ〉 = 〈µ, ξ · µ〉A−1

y este último término se anula (para todo ξ y para todo µ) si y sólo si g actúa en g∗ por
isometrías con respecto a 〈·, ·〉A−1 , usando el Teorema (5.1.7).

Ejemplo 5.2.4 (Cuerpo rígido en fluidos). Otro ejemplo en física está dado por las ecua-
ciones de Kirchhoff para un cuerpo rígido en un fluido. Aquí, G = SO(3) y V = R3,
formando el grupo especial euclideano SO(3) o R3. La variable de SO(3) describe la
orientación del cuerpo, mientras que la variable de R3 describe la posición de traslación
de su centro de masa. El álgebra de Lie está dada por so(3) o R3, y el producto interno
(que describe la energía cinética total) es de la forma

((ξ, u), (η, v)) 7→ 〈ξ, η〉J +m〈u, v〉L2 +Q(ξ, v) +Q(η, u),
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donde J : so(3) → so(3)∗ es el operador de momentos rotacionales de inercia, m > 0

es la masa efectiva, y Q es positiva y bilineal (depende de la geometría del cuerpo).
Entonces, el producto interno por lo general no es una métrica partida, y por lo tanto
so(3) o {0} no suele ser totalmente geodésico. En términos físicos, esto implica que si
la velocidad inicial del centro de masa de un cuerpo rígido que gira en un fluido es
cero, generalmente no seguirá siendo cero (debido a la intersección con el fluido). Sin
embargo, como m〈g · u, g · v〉L2 = m〈u, v〉L2 para todo g ∈ SO(3), tenemos que SO(3)

actúa en R3 por isometrías. Así, debido al Teorema (5.1.7), tenemos que {0} o V es
totalmente geodésico, lo cual significa que un cuerpo rígido inicialmente no giratorio
que se mueve en un fluido seguirá siendo no giratorio.
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Capítulo 6

Ejemplos de grupos de
difeomorfismos

El Teorema (5.1.7) que caracteriza los productos internos para los cuales una subál-
gebra es una subálgebra ETG es válido incluso en el caso de álgebras de Fréchet-Lie
de dimensión infinita. Como hemos visto en en el capítulo anterior, en el caso finito
dimensional podemos utilizar la forma de Killing como forma adh-invariante y así el
único requerimiento para poder aplicar este teorema es que la forma de Killing sea no
degenerada en h, lo cual es equivalente a pedir que la subálgebra h sea semisimple.
En el caso infinito dimensional la situación es un poco más complicada: debemos ha-
llar explícitamente una forma adh-invariante en g. A lo largo de este capítulo daremos
diferentes ejemplos.

6.1. Isometrías y la métrica H1
α

Sea (M, g) una variedad riemanniana. Consideremos el producto interno 〈·, ·〉L2 en
el espacio de k-formas diferenciables Ωk(M) definido en (1.2.2). En lo que sigue usare-
mos varios de los operadores definidos en (1.2.20) y algunas de sus propiedades.

Definición 6.1.1. La métrica H1
α a izquierda en Diff(M) es la métrica invariante a iz-

quierda dada por la traslación a izquierda del correspondiente producto interno H1
α en

X(M) y está dada por:

〈ξ, η〉H1
α

:= 〈ξ[, η[〉L2 + α〈dξ[,dη[〉L2 + α〈δξ[, δη[〉L2 .

Observación 6.1.2. La métrica H1
α aquí definida contiene 1 + n(n−1)

2 términos de deriva-
das parciales. En algunos textos también puede estar definida con los n2 términos de
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derivadas parciales.

Sea Xiso(M) = {ξ ∈ X(M) : £ξg = 0} el conjunto de campos de Killing de M . Sea
Diffiso(M) ⊆ Diff(M) el subgrupo de isometrías. La subálgebra correspondiente está
dada por los campos de Killing tangenciales Xiso,t(M) = Xiso(M) ∩ Xt(M).

Proposición 6.1.3. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión n. Entonces el produc-
to interno H1

α en Xt(M) es adXiso(M)-invariante.

Para demostrar esta proposición necesitaremos el siguiente resultado:

Lema 6.1.4. Sea β ∈ Ωk(M) y ξ ∈ Xiso(M). Entonces £ξ ? β = ?£ξβ.

Demostración. Sea α ∈ Ωk(M). El operador estrella de Hodge satisface (por definición)
α∧?β = g[(α, β)vol, donde g[ es el producto interno en Ωk(M) inducido por g. Usando
las propiedades definidas en la Proposición (1.2.21) es sencillo ver que £ξg = 0 implica
£ξg

[ = 0. Así,

£ξ(α ∧ ?β) = £ξ(g
[(α, β) vol)

m

£ξα ∧ ?β + α ∧£ξ ? β = £ξg
[︸︷︷︸

=0

(α, β) vol +g[(£ξα, β) vol

+ g[(α,£ξβ) vol +g[(α, β)£ξ vol︸ ︷︷ ︸
=0

m

α ∧£ξ ? β = g[(α,£ξβ) vol = α ∧ ?£ξβ,

donde usamos que £ξg
[ = 0 pues ξ es un campo de Killing, y £ξ vol = 0 pues todo

campo de Killing tiene divergencia nula. Ahora, como α es arbitrario, tenemos que la
derivada de Lie £ξ conmuta con el operador estrella de Hodge en Ωk(M).

Demostración de la Proposición (6.1.3). Dados campos suaves ξ, η ∈ X(M), como la deri-
vada de Lie £ξ satisface la regla de Leibniz con respecto a la contracción con la métrica
g, tenemos que £ξη

[ = (£ξη)[ + (£ξg)(η, ·). Así, si ξ ∈ Xiso y η, ψ ∈ Xt(M) vale que:

〈adξ(η), ψ〉H1
α

= −〈[ξ, η]X, ψ〉H1
α

= −〈£ξη
[, ψ[〉L2 − α〈d£ξη

[,dψ[〉L2 − α〈δ£ξη
[, δψ[〉L2 .

Veamos que cada uno de estos tres términos es invariante. Para el primer término,
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tenemos que:

〈£ξη
[, ψ[〉L2 =

∫
M

£ξη
[ ∧ ?ψ[ =

∫
M

£ξ(η
[ ∧ ?ψ[)−

∫
M
η[ ∧£ξ ? ψ

[

=

∫
M

diξ(η[ ∧ ?ψ[)−
∫
M
η[ ∧£ξ ? ψ

[

=

∫
∂M

i∗(iξ(η[ ∧ ?ψ[))−
∫
M
η[ ∧£ξ ? ψ

[

=

∫
∂M

ii∗ξ(i∗(η[) ∧ i∗(?ψ[))−
∫
M
η[ ∧£ξ ? ψ

[

donde hemos usado la fórmula mágica de Cartan, el teorema de Stokes y la regla de
Leibniz. Como ψ es tangente al borde ∂M , tenemos que i∗(?ψ[) = 0. Así, el término del
borde se anula. Usando ahora el lema previo tenemos que 〈£ξη

[, ψ[〉L2 = −〈η[,£ξψ
[〉L2 .

Para el segundo término, recordemos que la identidad

〈dα, β〉L2 = 〈α, δβ〉L2 +

∫
∂M

α ∧ ?β

vale para todo α ∈ Ωk(M) y β ∈ Ωk+1(M). Usando esta fórmula, el lema previo, el he-
cho de que £ξ conmuta con d, y la cuenta que hicimos para el primer término, tenemos
que:

〈d£ξη
[,dψ[〉L2 = 〈δd£ξη

[, ψ[〉L2 +

∫
∂M

i∗(d£ξη
[ ∧ ?ψ[)

= 〈?d ? d£ξη
[, ψ[〉L2 +

∫
∂M

i∗(d£ξη
[) ∧ i∗(?ψ[)︸ ︷︷ ︸

=0

= 〈£ξ ? d ? dη[, ψ[〉L2 = 〈£ξδdη[, ψ[〉L2

= −〈δdη[,£ξψ
[〉L2

= −〈dη[,d£ξψ
[〉L2 +

∫
∂M

i∗(dη[ ∧£ξψ
[)

= −〈dη[,d£ξψ
[〉L2 +

∫
∂M

i∗(dη[) ∧ i∗(?£ξψ
[)

= −〈dη[,d£ξψ
[〉L2 .

El último término del borde se anula pues

i∗(?£ξψ
[) = i∗(£ξ ? ψ

[) = i∗(diξ ? ψ[) + i∗(iξd ? ψ[) = dii∗ξ i∗(?ψ[)︸ ︷︷ ︸
=0

+ii∗ξd i∗(?ψ[)︸ ︷︷ ︸
=0

.

De la misma forma, para el tercer término obtenemos que:

〈δ£ξη
[, δψ[〉L2 = 〈dδ£ξη

[, ψ[〉L2 = 〈£ξdδη[, ψ[〉L2

= −〈dδη[,£ξψ
[〉L2 = −〈δη[, δ£ξψ

[〉L2 .
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Juntando todos estos resultados, nos queda lo siguiente:

〈adξ(η), ψ〉H1
α

= −〈[ξ, η]X, ψ〉H1
α

= 〈η[,£ξψ
[〉L2 + α〈dη[,d£ξψ

[〉L2 + α〈δη[, δ£ξψ
[〉L2

= 〈η, [ξ, ψ]X〉H1
α

= −〈η, adξ(η)〉H1
α
,

lo cual prueba la proposición.

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Corolario 6.1.5. Diffiso(M) esETG en Diff(M) con respecto a la métricaH1
α. De hecho, si ξ ∈

Xiso, entonces ξ es una solución estacionaria a la ecuación de Euler-Arnold de (Diff(M), 〈〈·, ·〉〉H1
α
).

Demostración. La primera afirmación es consecuencia directa de la proposición anterior
y la Proposición (5.1.4). Además, si ξ ∈ Xiso, entonces la ecuación de Euler-Arnold está
dada por

〈ξ̇, η〉H1
α

= 〈adξ(η), ξ〉H1
α

= 〈η, adξ(ξ)〉H1
α

= 0,

para todo η ∈ X(M). Entonces, ξ es una solución estacionaria.

6.2. Difeomorfismos exactos que preservan el volumen y la mé-
trica H1

α

En esta sección, siguiendo [MPMM10] extenderemos un resultado dado en [HTV02]:
dada una variedad riemanniana compacta sin borde, nos dan una condición para que
el subgrupo de difeomorfismos exactos que preservan el volumen, correspondiente a
la subálgebra de Lie de campos suaves exactos de divergencia nula, sea totalmente
geodésico con respecto a la métrica L2. Modin extiende este resultado a variedades
riemannianas compactas con borde con respecto a la métrica H1

α.
Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión n con borde. Recordemos que

los campos suaves exactos de divergencia nula están dados por

X ex
vol(M) = {ξ ∈ Xvol(M) : ∃α ∈ Ωn−1(M) tal que iξ vol = dα}.

Es sencillo ver que es una subálgebra. De hecho, si ξ, η ∈ X ex
vol(M) entonces

i[ξ,η] vol = £ξiη vol +iη £ξ vol︸ ︷︷ ︸
=0

= £ξdα = d£ξα,

entonces i[ξ,η] vol es exacta. El subgrupo de Diffvol(M) correspondiente a X ex
vol,t(M) =

X ex
vol(M) ∩ Xt(M) se denota Diff ex

vol(M).
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Teorema 6.2.1. Diff ex
vol(M) es totalmente geodésico en Diffvol(M) con respecto a la métrica H1

α

si y sólo si

〈iξdξ[, γ〉L2 = 0

para todo ξ ∈ X ex
vol,t(M) y γ ∈ H1(M).

Demostración. El espacio Xvol,t(M) se corresponde con el espacioD1
t (M) de las 1-formas

tangentes co-cerradas, y X ex
vol,t(M) se corresponde con las 1-formas tangentes co-exactas

(δΩ2(M))t = δΩ2
t (M) vía el operador flat. Del teorema de descomposición de Hod-

ge para variedades con borde (1.2.24), tenemos que el complemento L2-ortogonal de
δΩ2

t (M) en Ω1
t (M) está dado por las 1-formas tangentes cerradas C1

t (M). Así, el com-
plemento L2-ortogonal de δΩ2

t (M) enD1
t (M) está dado por C1

t (M)∩D1
t (M), el conjun-

to de campos armónicos y tangentes al cual denotaremos por H1
t (M). Como δγ = 0 y

dγ = 0 para todo campo armónico, se sigue que H1
t (M) es el complemento ortogonal

de δΩ2
t (M) también con respecto a H1

α.
En el ítem (c) del Ejemplo (3.5.3) vimos que ad∗ξ representada en D1

t (M) toma la
forma ad •ξ (ψ) = P (£ξψ

[), donde P es la proyección L2-ortogonal Ω1
t (M) → D1

t (M).
Ahora, el Teorema (4.1.3) afirma que X ex

vol,t(M) es totalmente geodésica en Xvol,t(M) si
y sólo si

0 = 〈ad>Aξ (ξ), γ]〉H1
α

= 〈J−1(ad •ξ (Jξ)), γ]〉H1
α

= 〈P (£ξξ
[), γ〉H1

α
= 〈P (£ξξ

[), γ〉L2

= 〈£ξξ
[ + dp, γ〉L2 = 〈£ξξ

[, γ〉L2

para todo ξ ∈ X ex
vol,t(M), y para todo γ ∈ H1

t (M). La última igualdad se sigue de que
dΩ0(M) es ortogonal aH1

t (M). Por lo tanto, tenemos que

〈£ξξ
[, γ〉L2 = 〈iξdξ[, γ〉L2 + 〈diξξ[, γ〉L2

= 〈iξdξ[, γ〉L2 + 〈iξξ[, δγ︸︷︷︸
=0

〉L2 +

∫
M
i∗(iξξ[) ∧ i∗(?γ)︸ ︷︷ ︸

=0

= 〈iξdξ[, γ〉L2

lo cual prueba el teorema.

Observación 6.2.2. En el caso donde α = 0 y M no tiene borde, el Teorema (6.2.1) es la
equivalencia 1↔ 5 del Teorema 1 en [HTV02].
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6.3. Forma bi-invariante en XHam(M)

Comenzaremos esta sección definiendo el concepto de variedad simpléctica. Este
tipo de variedades surgen de la mecánica clásica: en particular, son una generalización
del espacio de fase de un sistema cerrado. De la misma manera que las ecuaciones de
Hamilton permiten deducir la evolución temporal de un sistema a partir de un con-
junto de ecuaciones diferenciales, la forma simpléctica nos permite obtener un campo
vectorial que describe el flujo del sistema a partir de la diferencial dH de una función
hamiltoniana H .

Definición 6.3.1. Sea M una variedad diferenciable y ω ∈ Ω2(M). Decimos que el par
(M,ω) es una variedad simpléctica si ω es cerrada y no degenerada. Llamamos forma
simpléctica de M a la 2-forma ω.

Observación 6.3.2. Que la 2-forma ω sea no degenerada significa que si p ∈ M y existe
X ∈ TpM tal que ωp(X,Y ) = 0 para todo Y ∈ TpM , entonces debe ser X = 0. Esta con-
dición nos asegura que para cada diferencial dH hay un único campo correspondiente
ξH tal que dH = ω(ξH , ·).

Definición 6.3.3. Sea (M,ω) una variedad simpléctica. Decimos que un campo suave
ξ ∈ X(M) es simpléctico si iξω es cerrada. Y decimos que es hamiltoniano si iξω es
exacta.

Sea (M,ω) una variedad simpléctica con borde. Los campos hamiltonianos XHam(M)

son campos simplécticos tangentes que tienen un hamiltoniano definido globalmente.
Consideremos la siguiente forma simétrica bilineal en XHam(M):

(ξH , ξG) 7→
∫
M
HGωn =: 〈ξH , ξG〉Ham (6.3.1)

donde H,G están normalizados de modo que
∫
M Hωn =

∫
M Gωn = 0. Consideremos

DiffSp(M) ⊆ Diff(M): el subgrupo de difeomorfismos que preservan la estructura sim-
pléctica. Notar que si Φ ∈ DiffSp(M) entonces AdΦ(ξH) = ξΦ∗H ∈ XHam(M), pues Φ

preserva la estructura simpléctica. Ahora,

〈AdΦ(ξH),AdΦ(ξG)〉Ham =

∫
M

(Φ∗H)(Φ∗G)ωn =

∫
M

(Φ∗H)(Φ∗G)(Φ∗ω)n

=

∫
M

(Φ∗H)(Φ∗G)(Φ∗ωn) =

∫
M

Φ∗(HGωn)

=

∫
M
HGωn = 〈ξH , ξG〉Ham
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donde usamos que Φ∗ω = ω. Entonces, como el álgebra de Lie de DiffSp(M) es XSp,t(M)

tenemos el siguiente resultado, el cual está dado para variedades sin borde en [Ho93] y
[Sm86].

Proposición 6.3.4. La forma bilineal (6.3.1) define un producto interno adXSp,t(M)-invariante
en XHam(M).

6.4. Toro maximal de los difeomorfismos que preservan el vo-
lumen

Consideremos el cilindro finito M = S1 × [0, 1], parametrizado por (θ, z) junto con
la estructura riemanniana natural. En [BR92], [BR93], [BR97] se estudia el grupo de
difeomorfismos de M que preservan el volumen. En particular, en [BR97] se muestra
que el subgrupo abeliano maximal de Diffvol(M) está dado por

T = {φ ∈ Diffvol(M) : φ(θ, z) = (θ + f(z), z) con f ∈ C∞([0, 1], S1)}.

El álgebra correspondiente está dada por

t = {ξ ∈ Xvol,t(M) : ξ(θ, z) = T ′(z)∂θ con T ∈ C∞([0, 1],R)}.

También en [BR97] se demuestra que T es totalmente geodésico en Diffvol(M) con
respecto al producto interno L2. Usando las herramientas que hemos desarrollado en
los capítulos anteriores, probaremos un resultado un poquito más fuerte: en realidad es
ETG.

Definición 6.4.1. Una variedad de Kähler es una variedad que posee tres estructura mu-
tuamente compatibles: una estructura simpléctica, una estructura compleja, y una es-
tructura riemanniana. Es por eso que estas variedades pueden ser descriptas desde
diferentes puntos de vista:

• Punto de vista simpléctico: una variedad de Kähler es una variedad simpléctica
(M,ω) equipada con una estructura casi-compleja integrable J , la cual es compa-
tible con la forma simpléctica ω en el siguiente sentido: la forma bilineal

g(u, v) := ω(u, Jv)

es simétrica y definida positiva en cada espacio tangente TpM (y por lo tanto es
una métrica riemanniana en M ).

90



• Punto de vista complejo: una variedad de Kähler es una variedad compleja M
(aquí una variedad compleja es una variedad cuyos abiertos coordenados son sub-
conjuntos abiertos de Cn y las funciones de transición entre las cartas son funcio-
nes holomorfas) junto con una métrica hermitiana h cuya 2-forma asociada ω es
cerrada. Más detalladamente, como h es una forma hermitiana, es definida posi-
tiva en los espacios tangentes TpM y la 2-forma cerrada ω está definida como

ω(u, v) := Re(h(iu, v)) = Im(h(u, v)).

para vectores tangentes u, v. A su vez,

g(u, v) := Re(h(u, v))

define una métrica riemanniana en M .

• Punto de vista riemanniano: una variedad de Kähler es una variedad riemannia-
na (M, g) que satisface que en cada espacio tangente TpM existe una estructura
compleja J que preserva la métrica (es decir, que g(Ju, Jv) = g(u, v)) y J se pre-
serva por el transporte paralelo.

Como en este ejemploM es una variedad de dimensión 2, la métrica junto con la for-
ma de volumen inducida le dan a M una estructura de variedad de Kähler. Así, como
la forma de volumen es la forma simpléctica, el álgebra de campos tangentes de diver-
gencia nula en M es igual al espacio de campos simplécticos tangentes en M . Además,
gracias al operador flat, el espacio de campos tangentes de divergencia nula enM es iso-
morfo al espacio de 1-formas tangentes co-cerradas enM , es decir: Xvol,t(M)[ = D1

t (M).
Es un resultado de [BR97] que D1

t (M) = δΩ2
t (M), es decir, toda 1-forma tangente co-

cerrada del cilindro finito es co-exacta. A su vez, esto implica que Xvol,t(M) consiste de
campos hamiltonianos tangentes en M . Notar que un campo hamiltoniano es tangente
si y sólo si la función hamiltoniana correspondiente es constante cuando se restringe a
cada componente conexa del borde.

A continuación, calcularemos el complemento ortogonal de t en Xvol,t(M). Sea ξT ∈
t, y consideremos un elemento ξH = ∂H

∂z ∂θ −
∂H
∂θ ∂z ∈ Xvol,t(M). Ahora:

〈ξT , ξH〉L2 :=

∫
M
g(ξT , ξH) vol =

∫
M
?dT ∧ ? ? dH =

∫
M

dT ∧ ?dH.

Usando una expansión de Fourier, podemos ver que 〈ξT , ξH〉L2 = 0 para todo ξT ∈ t

si y sólo si H es de la forma

H(θ, z) = cte +

∞∑
k=1

ak(z)cos(kθ) + bk(z)sen(kθ). (6.4.1)
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Así, el complemento L2-ortogonal de t en Xvol,t(M) está dado por

t⊥ = r = {ξH ∈ Xvol,t(M) : H(θ, z) =

∞∑
k=1

ak(z)cos(kθ) + bk(z)sen(kθ),

ak, bk ∈ C∞([0, 1],R)}.

Ahora, sean ξT ∈ t y ξH ∈ r. Tenemos que adξT (ξH) = [ξT , ξH ] = ξ{T,H}, donde
{T,H} = −∂H

∂θ
∂T
∂z . Es sencillo verificar que ∂H

∂θ
∂T
∂z es de la forma (6.4.1). Así, adt(r) ⊆ r,

y por lo tanto t es una subálgebra ETG de Xvol,t(M).

6.5. Forma bi-invariante en X ex
vol, t(M)

Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensión 3. Los campos exactos de di-
vergencia nula X ex

vol(M) son los campos en M que tienen potenciales vectoriales glo-
balmente definidos. Esto es: ξ ∈ X ex

vol(M) implica que ξ = curlψ para algún campo
ψ ∈ X(M). Equivalentemente, en términos de formas diferenciales: ξ ∈ X ex

vol(M) impli-
ca que iξ vol = dα para algún α ∈ Ω1(M), el cual es único salvo por 1-formas cerradas.

Recordemos que el complejo de de Rham para una variedad suaveM de dimensión
3 está dado por:

C∞(M) X(M) X(M) C∞(M)

0 Ω0(M) Ω1(M) Ω2(M) Ω3(M) 0

Id

grad

Id

[

Id

curl

ξ 7→iξ vol

div

f 7→fvol

d

?

d

]

?

d

(6.5.1)

Ahora, sean iξ vol = dα y iη vol = dβ y consideremos la siguiente forma bilineal:

(ξ, η) 7→
∫
M
α ∧ dβ =: 〈ξ, η〉hel (6.5.2)
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llamada “helicidad cruzada”. Esta forma es simétrica e independiente de la elección de α
(ver Sección III.1.D. del libro [AK98]). Equivalentemente, en términos del operador curl
tenemos que

〈ξ, η〉hel =

∫
M
g(ξ, curl−1η) vol .

El siguiente resultado está dado en [Ar86]. Aquí daremos una prueba diferente,
basada en el teorema de descomposición de Hodge.

Teorema 6.5.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana con borde de dimensión 3. Entonces
(6.5.2) define una forma adXvol, t(M)-invariante, no degenerada, simétrica y bilineal en X ex

vol, t(M).

Definimos Xvol, n(M) = X ex
vol(M) ∩ Xn(M). Para la demostración del teorema ante-

rior, necesitaremos los siguientes lemas previos:

Lema 6.5.2. X ex
vol, t(M) es un ideal de Xvol, t(M).

Demostración. Sean ξ ∈ Xvol, t(M) y η ∈ X ex
vol,t(M). Notar que [ξ, η] ∈ X ex

vol, t(M) si y sólo
si i[ξ,η] vol ∈ dΩ1

n(M). Como η ∈ X ex
vol, t, tenemos que iη vol = dα para algún α ∈ Ω1

n(M)

(no necesariamente único). Ahora,

i[ξ,η] vol = £ξiη vol− iη£ξ vol︸ ︷︷ ︸
=0

= £ξdα = d£ξα ∈ dΩ1
n(M),

lo cual prueba el resultado.

Lema 6.5.3. Sea (dΩ1(M))t el espacio de 2-formas tangentes exactas. El operador d? es un
isomorfismo autoadjunto entre los espacios (dΩ1(M))t → dΩ1

n(M) (con respecto al produc-
to interno L2). Equivalentemente, curl es un isomorfismo L2-autoadjunto entre los espacios
X ex

vol, n(M)→ X ex
vol, t(M).

Demostración. Por el teorema de descomposición de Hodge (1.2.3), tenemos la descom-
posición Ω2(M) = dΩ1(M)⊕D2

t (M). Además, (dΩ1(M))n = dΩ1
n(M) pues d conmuta

con el pullback de la inclusión i : ∂M → M . Como Xt(M) ∼= Ω2
n(M) y X ex

vol(M) ∼=
dΩ1(M) vía el isomorfismo ξ 7→ iξ vol, tenemos que X ex

vol,t(M) = X ex
vol ∩ Xt(M) ∼=

dΩ1(M) ∩ Ω2
n(M) = dΩ1

n(M) usando el mismo isomorfismo.
En el complejo de de Rham (6.5.1) podemos notar que el operador curl se corres-

ponde con el operador d? en Ω2(M). El núcleo de d? contiene a D2
t (M): usando la

propiedad ?δ = (−1)kd?, como en este caso k = 2 tenemos que ?δ = d?. Entonces, si
β ∈ D2

t (M), d ? β = ?δβ = 0 pues β es co-cerrada. Además, es claro que la imagen de
d? es dΩ1(M) (la suryectividad se sigue del hecho de que ? es un isomorfismo).
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Veamos entonces que d? mapea de forma isomorfa a (dΩ1(M))t con dΩ1
n(M). Pri-

mero mostraremos que la imagen de (dΩ1(M))t está contenida en dΩ1
n(M). Si dα ∈

(dΩ1(M))t entonces

i∗(d ? dα) = i∗(?δdα) = 0

donde la última igualdad se sigue del hecho de que δ envía formas tangentes en formas
tangentes. Así, d?dα es normal. Ahora veamos la suryectividad. Sea dβ ∈ dΩ1

n(M). De
una variante del teorema de descomposición de Hodge para variedades con borde se
sigue que β = δγ + p con δγ ∈ δΩ2(M) y p una 1-forma cerrada normal. Como β y p
son normales, debe valer que δγ ∈ (δΩ2(M))n. Entonces tenemos que

dβ = d(δγ + p) = d δγ︸︷︷︸
normal

= d ? ?δγ︸︷︷︸
tangente

, (6.5.3)

donde hemos usado que el operador estrella de Hodge manda formas normales en for-
mas tangentes, y formas co-exactas en formas exactas. Entonces, todo dβ ∈ dΩ1

n(M) es
la imagen bajo d? de un elemento de (dΩ1(M))t, por lo tanto probamos que la aplica-
ción d? : (dΩ1(M))t → dΩ1

n(M) es suryectiva. Además, ?δγ en la ecuación (6.5.3) es
único pues ? : (dΩ1(M))t → (δΩ2(M))n es un isomorfismo, δγ es único gracias a la
descomposición de Hodge, y d es no generada en (δΩ2(M))n. De hecho,

〈dδγ, α〉L2 = 〈δγ, δα〉L2 +

∫
∂M

i∗(δγ)︸ ︷︷ ︸
=0

∧i∗(?α) = 〈δγ, δα〉L2

el cual es cero para todo δα ∈ (δΩ2(M))n si y sólo si δγ = 0. Juntando toda esta informa-
ción, tenemos que d? : (dΩ1(M))t → dΩ1

n(M) es biyectiva, es decir, es un isomorfismo.
Notar también que d? es autoadjunto con respecto al producto interno L2. De hecho, si
dα,dβ ∈ (dΩ1(M))t entonces

〈d ? dα,dβ〉L2 = 〈?dα, δdβ〉L2 +

∫
∂M

i∗(?dα) ∧ i∗(?dβ)︸ ︷︷ ︸
=0

= 〈?dα, ?d ? dβ〉L2 = 〈dα,d ? dβ〉L2 .

Para campos suaves el resultado implica que curl es un isomorfismo entre los cam-
pos suaves exactos con divergencia nula normales al borde de M y X ex

vol,t(M).

Demostración del Teorema (6.5.1). Usando el Lema (6.5.3), tenemos que la forma dada en
(6.5.2), la cual notaremos como 〈·, ·〉K, es una forma bilineal bien definida, simétrica y

94



no degenerada en Xvol,t(M). De hecho, d? es un isomorfismo L2-autoadjunto, y por lo
tanto (d?)−1 es también L2-autoadjunto. Entonces, si ξ, η ∈ Xvol,t(M), tenemos que

〈ξ, η〉K = 〈ξ, curl−1η〉L2 = 〈iξ vol, (d?)−1iη vol〉L2

= 〈(d?)−1iξ vol, iη vol〉L2 = 〈curl−1ξ, η〉L2 = 〈η, ξ〉K.

Ahora sí estamos listos para mostrar la adXvol,t(M)-invariancia. Sea ξ ∈ Xvol,t(M) y
sean η, ψ ∈ X ex

vol,t(M). Primero, se sigue del Lema (6.5.2) que adξ(η) ∈ X ex
vol,t(M), así que

incluso aunque 〈·, ·〉K esté solo definida en X ex
vol,t(M), tiene sentido que sea adXvol,t(M)-

invariante. Denotemos por dα = iη vol y dβ = iψ vol los correspondientes elementos en
dΩ1

n(M). Ahora,

〈adξ(η), ψ〉K = 〈−[ξ, η], ψ〉K = −〈i[ξ,η] vol, (d?)−1iψ vol〉L2

= −〈i[ξ,η] vol, (d?)−1dβ〉L2 = −〈i[ξ,η] vol, (d?)−1d ? ?β〉L2

= −〈i[ξ,η] vol, ?β〉L2 = −
∫
M

i[ξ,η] vol∧β

= −
∫
M

£ξdα ∧ β +

∫
M

iη £ξ vol︸ ︷︷ ︸
=0

∧β

=

∫
M

dα ∧£ξβ +

∫
M

£ξ(dα ∧ β)

=

∫
M

dα ∧£ξβ +

∫
∂M

i∗(iξ(dα ∧ β))

=

∫
M

dα ∧£ξβ +

∫
∂M

ii∗ξ(i∗(dα)︸ ︷︷ ︸
=0

∧i∗(β))

=

∫
M
α ∧ d£ξβ +

∫
∂M

i∗(α)︸ ︷︷ ︸
=0

∧i∗(£ξβ)

=

∫
M
α ∧£ξdβ = 〈?α,£ξdβ〉L2

= 〈(d?)−1d ? ?α,£ξdβ〉L2 = 〈dα,£ξdβ〉K
= 〈η, [ξ, η]〉K = −〈η, adξ(ψ)〉K,

lo cual prueba el resultado.

Observación 6.5.4. Notar que la normalidad de dα es usada en la prueba anterior, pero
sin embargo la de dβ nunca la usamos. Además, nunca usamos el hecho de que ξ es tan-
gente. Así, 〈η, ψ〉K está bien definida para η ∈ X ex

vol,t(M) y ψ ∈ X ex
vol(M), y tenemos que

〈adξ(η), ψ〉K = −〈η, adξ(ψ)〉K para todo ξ ∈ Xvol(M). En particular, esto nos permite
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escribir al producto interno L2 en X ex
vol,t(M) usando 〈·, ·〉K. De hecho, tenemos que

〈η, ψ〉L2 = 〈iη vol, iψ vol〉L2 = 〈d ? (d?)−1iη vol, iψ vol〉L2

= 〈?(d?)−1iη vol, δiψ vol〉L2 +

∫
∂M

i∗(?(d?)−1iη vol)︸ ︷︷ ︸
=0

∧i∗(?iψ vol)

= 〈(d?)−1iη vol,d ? iψ vol〉L2 = 〈η, curlψ〉K

donde los términos del borde se anulan pues ?(d?)−1 : dΩ1
n(M)→ Ω1

n(M).

Con este resultado, obtenemos una caracterización de las subálgebras de X ex
vol,t(M)

que son totalmente geodésicas con respecto al producto interno L2.

Teorema 6.5.5. Sea h una subálgebra de X ex
vol,t(M). Entonces, h es totalmente geodésica en

X ex
vol,t(M) con respecto al producto interno L2 si y sólo si adh(curlh) ⊆ h.

Demostración. Sea h⊥ el complemento ortogonal de h en X ex
vol,t(M). Entonces, h es total-

mente geodésica si y sólo si 〈adh(h
⊥), h〉L2 = {0}. Ahora,

〈adh(h
⊥), h〉L2 = 〈adh(h

⊥), curl h〉K = −〈h⊥, adh(curl h)〉K.

Esto prueba que la hipótesis es suficiente. Para ver que es necesaria, debemos pro-
bar que adh(curl h) ⊆ Xvol,t(M), pues de ser así 〈h⊥, adh(curl h)〉K = {0} implica que
adh(curl h) ⊆ h. Pero esto es cierto porque Xvol,t(M) es un ideal de Xvol(M). De hecho,
si ξ ∈ Xvol(M) y η ∈ Xvol, t(M) entonces

i∗(i[ξ,η] vol) = i∗(£ξiη vol)

= i∗(diξiη vol +iξdiη vol)

= dii∗ξ i∗(iη vol)︸ ︷︷ ︸
=0

+ii∗ξd i∗(iη vol)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

donde i : ∂M → M denota la inclusión, como siempre. Así, i[ξ,η] vol es normal, lo cual
es equivalente a que [ξ, η] ∈ Xvol,t(M).

Para finalizar, definiremos la noción de “variedad de contacto” para poder dar un
último ejemplo.

Definición 6.5.6. Una variedad de contacto (M, θ) es un par donde M es una variedad
suave de dimensión impar 2n + 1 y θ ∈ Ω1(M) es la forma de contacto, que cumple que
la (2n+ 1)-forma θ ∧ (dθ)n es nunca nula.

Consideremos una variedad de contacto M de dimensión 3, con forma de contacto
θ ∈ Ω1(M). Para más detalles acerca de variedades de contacto ver [Sm06]. En nuestro
contexto, es suficiente tener en cuenta las siguientes propiedades:
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• M tiene una estructura natural de variedad riemanniana de contacto,

• la forma de volumen está dada por θ ∧ dθ,

• el campo de Reeb está dado por ξR = θ]. Asumiremos estructura de K-contacto
(ver [Sm06]), es decir: el campo de Reeb es un campo de Killing. Este es el caso
usual, aunque no es siempre cierto.

Consideremos el subgrupo de difeomorfismos de contacto exactos Diff ex
θ (M) = {φ ∈

Diff(M) : φ∗θ = θ}. Se puede ver en [Sm06] que Diff ex
θ (M) es un subgrupo de Diff ex

vol(M).
Ahora, usando el Teorema (6.5.5), daremos un nuevo ejemplo de un subgrupo ETG de
Diff ex

vol(M).

Corolario 6.5.7. Diff ex
θ (M) es ETG en Diff ex

vol(M) con respecto a la métrica L2.

Demostración. El álgebra de Lie de Diff ex
θ (M) está dada por X ex

θ,t (M) = {ξ ∈ X ex
vol,t(M) :

£ξθ = 0}. Primero mostraremos que £curlξθ = 0, y luego usaremos el Teorema (6.5.5).
Como θ = ξ[R, y como ξR es un campo de Killing, tenemos que £curlξθ = [curlξ, ξR][.
En el libro de Smolentsev ([Sm06]) podemos encontrar que curlξ = (f −∆f)ξR + ξR ×
gradf , donde f = iξθ es el hamiltoniano de contacto. Recordemos que el campo de Reeb
conserva todos los hamiltonianos de contacto. Además, también tenemos que [ξR, ξR ×
gradf ] = 0. Entonces, basta con demostrar que [(f −∆f)ξR, ξR] = 0. Pero, como f y ∆f

son ambos contactos hamiltonianos, tenemos que

[ξR, (f −∆f)ξR] = £ξR(f −∆f)ξR = (£ξRf︸ ︷︷ ︸
=0

−£ξR∆f︸ ︷︷ ︸
=0

)ξR + (f −∆f)£ξRξR︸ ︷︷ ︸
=0

.

Así, [curlξ, η] ∈ X ex
θ,t (M) para todo η ∈ X ex

θ,t (M), y el resultado se sigue del Teorema
(6.5.5).

Con esta serie de ejemplos damos por finalizada la tesis, y esperamos que sea de
utilidad como una introducción al tema de los subgrupos totalmente geodésicos y sus
aplicaciones a la hidrodinámica y la mecánica en general.
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〈·, ·〉L2 Producto interno L2 entre k-formas diferenciales 20
〈·, ·〉L2 Producto interno L2 entre campos vectoriales 55
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α en Diff(M) 81
〈·, ·〉F Métrica de Frobenius 52
〈〈·, ·〉〉A Métrica riemanniana asociada a A 46

A Operador de inercia 46
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Ad Representación adjunta de G en g 26
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ad∗ Representación coadjunta de g en g∗ 26
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dR(M,E) Espacio de k-formas diferenciales exactas 17
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Diffiso(M) Isometrías de M 82
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Diff ex
θ (M) Difeomorfismos de contacto exactos de M 94
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Exp Exponencial riemanniana 36, 43
End(g) Endomorfismos del álgebra g 26

Fl Flujo de un campo 35

g Métrica riemanniana 39
g Álgebra de Lie de un grupo G 23
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grad Operador gradiente 18
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II Segunda forma fundamental 65
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£ Derivada de Lie 18
L Operador de pairing 51
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Ωk(M,E) Espacio de k-formas diferenciales de la variedad M 16
Ωk

n(M) Espacio de k-formas diferenciales normales a ∂M 21
Ωk

t (M) Espacio de k-formas diferenciales tangentes a ∂M 21

π Momento angular 53
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Tp(f) Diferencial de una función f en un punto p 14
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vol Forma de volumen 18

ω Velocidad angular 53
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Entrada Descripción Lista de páginas

X> Proyección tangencial de un campo X 65
X⊥ Proyección normal de un campo X 65
X(M) Campos suaves de la variedad M 14
Xt(M) Campos suaves tangentes a ∂M 14
Xvol(M) Campos suaves de divergencia nula 54
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Xiso(M) Campos de Killing de M 82
Xiso,t(M) Campos de Killing tangenciales 82
X ex

vol(M) Campos suaves exactos de divergencia nula 59
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