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Fenémeno de Bohr y sumabilidad para funciones en el cubo Booleano

Resumen

Esta tesis tiene como objetivo estudiar el comportamiento de los coeficientes de Fourier
para funciones a valores reales con dominio en los vértices de un cubo n-dimensional en
términos de la norma uniforme. Nuestra motivacién proviene de la teoria hecha en el anali-
sis complejo, particularmente para polinomios complejos en varias variables. Realizamos
constantemente este paralelismo a lo largo del trabajo y observamos una notable similitud
con los resultados, pero también ciertas diferencias que traen como consecuencia nuevas
técnicas y preguntas.

Probaremos que la constante de Bohnenblust-Hille para funciones Booleanas de grado
d estd acotada superiormente por una constante absoluta con exponente +/dlogd.

Definimos el concepto de radio de Bohr en este contexto y estimamos el comportamiento
asint6tico del mismo para varias subclases de funciones sobre cubos Booleanos finitos,
como por ejemplo: la clase de todas las funciones reales, la subclase de todas las funciones
homogéneas y por ultimo la clase de aquellas funciones en que la esperanza se mantiene
muy por debajo de la norma uniforme.

Por dltimo, estudiaremos las desigualdades hipercontractivas, las mismas cumplen un
rol fundamental en los conceptos mencionados.



Introduccion

Las funciones Booleanas son quizds el objeto de estudio m&s basico en informaética
tedrica, y el andlisis de Fourier se ha convertido en una herramienta indispensable en este
campo. El tema también ha desempenado un papel clave en otras dreas de la matematica,
desde la combinatoria, la teoria de grafos aleatorios y la fisica estadistica, hasta la geometria
Gaussiana, los espacios métricos/de Banach y la teoria de la eleccién social.

Generalmente (dependiendo el contexto) este tipo de funciones tienen el siguiente as-
pecto f :{0,1}" — {0,1} que asigna cada vector binario de longitud n, o cadena, en un
solo valor binario, o bit. Por lo general hay varias maneras de representar los bits. A veces
se escribe verdadero y falso; a veces -1 y 1, considerados como ntimeros reales. Otras veces
0 y 1, también como elementos del cuerpo Fy de tamano 2, o simplemente como simbolos.
Nosotros usaremos en la totalidad del trabajo el -1 y 1, por tanto una funcién Booleana se
verd como f: {+1}" — {£+1}.

Aqui hay algunos ejemplos de aplicaciones:

= En el diseno de circuitos, una funcion Booleana puede representar el comportamiento
deseado de un circuito con n entradas y una salida.

= En combinatoria extrema, una funcién Booleana f puede identificarse con un “sistema
de conjuntos” .Z en [n] = {1,2,...,n}, donde los conjuntos X  [n] se identifican con
sus indicadores 0 — 1y X € % siy solosi f(X) = 1.

= En la teoria de codificacién, una funcién Booleana podria ser la funcion indicadora
para el conjunto de mensajes en un cédigo binario de correccion de errores de longitud
n.

= En la teoria del aprendizaje, una funciéon Booleana puede representar un “concepto”
con n atributos binarios.

= En la teoria de eleccién social, una funcién Booleana se puede identificar con una
“regla de votacién” para una elecciéon con dos candidatos llamados 0 y 1.

El dominio de una funcién Booleana {+1}" se lo suele llamar cubo de Hamming o
hipercubo, cubo Booleano o cubo discreto. El nombre “cubo de Hamming” enfatiza que
a menudo estamos interesados en la distancia de Hamming entre cadenas z,y € {+1}",
definido por

Az, y) = #{i : z; # yi}.

A%
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Si suponemos que se tiene un problema relacionado con las funciones Booleanas con alguna
de las siguientes dos caracteristicas:

= la distancia de Hamming es relevante;

= se estd contando cadenas, o en donde estd involucrada la distribucién de probabilidad
uniforme en {+1}";

entonces puede ayudar el andlisis de las funciones Booleanas. En términos generales, esto
significa obtener informacion sobre las funciones mediante el analisis de su expansién de
Fourier.

La expansion de Fourier de una funcién Booleana f : {£1}" — {£1} es simplemente su
representacién como un polinomio real, tetraedral (tetraedral significa que ninguna variable
x; aparece al cuadrado, en cubos, etc.) por ejemplo, suponga que n = 2 y f = maxs, la
funciéon “méximo” en 2 bits:

maxa(+1, +1) = +1,
maxo(+1,—1) = +1,
maxp(—1,+1) = +1

(—1,-1) = —1

- )
maxol —

Entonces maxo se puede representar como un polinomio tetraedral,

1 1 1 1
InaXz(IL‘l,ZL‘Q) = 5 + 51‘1 + 51‘2 — 51’11’2.

Podemos obtener esta representacién polinomial tetraedral para cualquier funciéon Boolea-
na arbitraria y podemos generalizar el concepto al caso mas general que son las funciones
Booleanas a valores reales f : {+1}" — R. De hecho, lo que termina ocurriendo es que
podemos representar estas iltimas funciones como una suma de polinomios tetraedrales.
El polinomio tetraedral para f puede tener hasta 2™ términos, correspondiente a los sub-
conjuntos S < [n]. Escribimos los monomios para cada S como:

¥ = Hmz (con 9 =1 por convencioén),
€S
que suelen llamarse funciones de Walsh y encontrarse con otra notacién yg, para todo
S < [n]. En cuanto a los coeficientes de f, tenemos:

S

f (S) = coeficiente del monomio z”en la representacién polinomial de f.

Obteniendo asf para toda f : {+1}" — R una tnica expresién como un polinomio tetraedral

fla)=), f(8)a®. (1)
Scn]

Esta expresion se llama expansion de Fourier de f (o también Fourier-Walsh), y el nimero
real f(95) se llama coeficiente de Fourier de f en S. Colectivamente, los coeficientes se
conocen como el espectro de Fourier de f.
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Con todo este desarrollo es bastante natural definir la nocién de grado para una funcién
f:{+1}" - R. Decimos que f tienen grado d si f(S) = 0 para todo S c [n] tal que |S| > d,
i.e., el espectro de Fourier se concentra en niveles menores o iguales a d. Decimos que f es
d-homogénea si cumple que f(S) = 0 con |S| # d, i.e., el espectro de Fourier se concentra
en el nivel d.

La magnifica expresion polinomial de las funciones Booleanas a valores reales motivé
que se pueda estudiar la sumabilidad de los coeficientes de Fourier en comparacién con la
norma uniforme de la funcién. Estas ideas provienen del andlisis complejo, més precisa-
mente lo que se conoce como el estudio del radio de Bohr.

La historia del radio de Bohr comienza a principios del siglo XX junto al desarrollo de
la teoria de holomorfia en infinitas variables. Bajo esta atmédsfera Harald Bohr encuentra
un profundo vinculo entre las series de potencias en infinitas variables con las series de
Dirichlet. Las regiones de convergencia, convergencia absoluta y uniforme de las series de
Dirichlet definen semiplanos en el plano complejo. Bohr estaba principalmente interesado
en controlar la region de convergencia absoluta de cada serie. Para esto se concentré en
particular en hallar el ancho de la banda ma&s grande en que una serie de Dirichlet puede
converger uniformemente pero no absolutamente. A esta cuestién se la conoce como pro-
blema de convergencia absoluta de Bohr. Este ciclo de ideas llevé a Bohr a preguntarse si
era posible comparar el valor absoluto de una serie de potencias en una variable con la
suma de los valores absolutos de sus coeficientes. Como respuesta, logré demostrar:

Teorema 0.0.1. (Bohr) El radio v = 1/3 es el valor dptimo para el cual se verifica la
desigualdad:
Z crzt

k=0

Z ey < sup
k>0 zeD

)

para toda funcion holomorfa f(z) = >3~ cr2® en el disco con sup,cp | f(2)] < 0.

El problema de convergencia absoluta de Bohr fue resuelto 20 anos maés tarde por
Bohnenblust y Hille, ellos mostraron en [BH31] que el ancho méximo de dicha banda es %
Usando la descomposiciéon de Taylor en polinomios homogéneos para funciones holomorfas
e inspirados en la desigualdad 4/3 de Littlelwood logran traducir el problema planteado por
Bohr en el estudio de ciertas desigualdades que relacionan la sumabilidad de los coeficientes

de polinomios homogéneos con su norma uniforme en la bola £,. Asi prueban que para

. . . . . . - o
cualquier polinomio m-homogéneo en n variables complejas P = )] T an(P)z4,
vale que la ”;—;Ll—norma de los coeficientes de P se acota superiormente con el producto

de C,, > 0 y la norma uniforme de P en la bola {4, donde la constante C,, > 0 es una
constante independiente de la cantidad de variables n. Este tipo de constantes adquirié
el nombre de constantes de Bohenblust-Hille (al igual que la desigualdad) y se estudié el
crecimiento asintdtico en funciéon de m, el grado de homogeneidad de los polinomios.

En 1989, bastante tiempo después, se retoma el estudio del Teorema de Bohr
en [DTRI|, generalizdndolo y conectdndolo con nociones de la teoria local de espacio de
Banach. Comienza un estudio sistematico de lo que se conoce como radio de Bohr n-
dimensional. Dada alguna norma sobre C", es decir X = (C", | - | x), se estudia la variante
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del problema de Bohr que proviene de reemplazar al disco unidad por la bola de X. Se
busca asi el mayor radio r > 0 tal que para toda funciéon holomorfa en la bola de X de la

forma f(z) = ZaeNg ao(f)z* valga

sup Z laq 2™ < sup Z ao(f)z"].
lzlx <r qenn l2I<1 | qenp

A este radio maximal se lo llama radio de Bohr de la bola de X y se lo nota K(Bx). De
este modo podemos decir que el resultado de Bohr se traduce como K (D) = 1/3. Vale
comentar que para la bola de ningin espacio con dimensiéon més grande que uno, se sabe
el valor preciso del radio de Bohr. Los avances en este campo estan ligados a entender
el comportamiento asintotico de este radio para las bolas de ciertos espacios cuando su
dimension tiende a infinito.

Como ya mencionamos las constantes de Bohnenblust-Hille fueron de total importancia
en los avances de teoria de series de Dirichlet. Ron Blei probé en [Ble01] que para todo
d < n existe una constante C(d) > 0 tal que para cada funciéon Booleana f : {+1}" — R
de grado d se tiene

d+1
2d
~ 2d
d+1
>, I <C@lfln, (2)
Sc[n],|S|<d
y este exponente dQ—fl es 6ptimo, en el sentido que no se puede reemplazar el factor C(d) por

una constante independiente de n para exponentes menores. La mejor constante posible
C(d) es denotada por

<d
BH{J_rl}.

La desigualdad ([2)) es la version Booleana analoga a la desigualdad para polinomios comple-
jos ya comentada. La misma afirma (con esta notacién) que para todo d existe una constante
(la mejor) BHFd tal que para todo polinomio complejo de grado d, P(z) = ZaeN{Ha\gd aa2®
con n variables complejas z1, ..., 2z, cumple

d+1
2d

2d_
D, lad|® < BH5Y| P|ya; (3)
aeNY|a|<d
donde el exponente %dl no se puede mejorar (en el mismo sentido que antes). Originalmente,
este resultado fue probado para los polinomios homogéneos de grado d. Podemos entonces
denotar la constante en este caso como

=d
BHT?,
junto a un truco béasico de homogeneizacién se puede demostrar que

BH;? = BH:Y. (4)



IX

~ . . < o .
En anos recientes la constante de Bohnenblust-Hille BHfd tuvo un estudio intensivo. La
demostracién original de y sus mejoras dan estimaciones superiores que son esencial-

mente de orden \/Ed, pero en [DFOC™11] se probé que BH%d crece como mucho ﬁd, luego
esto se mejoré en [PSS14] donde los autores muestran que existe una constante absoluta
C > 0 tal que

BHS? < ¢Vdlosd, (5)

Por lo tanto, la constante BH%d crece subexponencialmente con respecto al grado d. En

particular esto implica que
lim sup 4/ BH,Fd = 1. (6)

d—0

<d
{1}
que para cada n € N el grupo T™ es reemplazado por el grupo {+1}". Tenemos el siguiente
resultado andlogo:

Ahora nos preguntamos como es el crecimiento asintético de BH como funcién de d, tal

Teorema 0.0.2. Ezxiste una constante absoluta C > 0 tal que para cada d € N

<d dlogd
BHS, < CViled,

en particular, limsup,_,,, ¢ BHS® =1,

Uno de los objetivos de esta tesis es recrear la demostracién de este resultado, ademas
de comentar algunas aplicaciones y preguntas abiertas que se relacionan con estas ideas.
El otro objetivo es hacer un estudio similar al radio de Bohr pero en el contexto Booleano,
es decir estudiar el radio Booleano para distintas familia de funciones f : {£1}" — R.

Vale destacar que estos trabajos fueron realizados recientemente por Andreas Defant,
Mieczystaw Mastylo y Antonio Pérez, podemos encontrarlos en [DMP19] y [DMP1§].

Con respecto al estudio del radio Booleano comenzaremos con la familia mas grande
posible, calcularemos exactamente el radio Booleano de todas las funciones en el cubo n-
dimensional {£+1}" a valores reales, obteniendo un 2% — 1 como resultado. Si observamos
el caso analogo, es decir, el radio de Bohr de todos los polinomios complejos en el toro
n-dimensional sabemos que sélo se conoce el valor exacto para n = 1. Por lo tanto, la
comparacién que podemos realizar entre estos es una comparacién asintotica .

También estudiaremos los radios Booleanos para las familias de funciones m-homogéneas
B, y homogéneas B}' en {£1}". Demostraremos que para cada 1 < m < n existe Cy,

hom
(independiente de n) tal que

1 1
4 1 (n\ m 1 (n\ m
Cm1n2m (m) < p(BL,) < Cpnim <m> ,

donde ademas lim,,, C,, = 1. La demostracion de la acotacion inferior se basa en el uso
de la desigualdad de Bohnenblust-Hille mientras que la estimacién superior requiere de un



argumento probabilistico del tipo Kahane-Salem-Zygmund. El hecho que C,, converge a

uno es la llave para probar
n /logn
p(Bhom) = n (1 + O(1>)

También haremos la comparacion con el radio de Bohr de todos los polinomios complejos m-
homogéneos en varias variables K™ y el radio de Bohr de todos los polinomios homogéneos
complejos K:me‘

La siguiente familia para estimar el radio Booleano sera de todas las funciones de
grado d en {+1}", el cudl denotaremos p(BZ;). El resultado (menos preciso que el caso
homogéneo) afirma que para cada 1 < d < n, existen constantes ¢y y Cy (independientes
de n) tal que

1 1
mn
ca—1 < p( <d) <Ci——-
nz n 2d

La demostracién de la acotacién inferior requiere una desigualdad para funciones en {+1}"
que podria ser de interés independiente, y afirma lo siguiente: si f : {+1}" — R es una
funcién de grado d, entonces

( 3 |f<s>|2> <21 - |f(D)])-

S#

Por tltimo estimaremos el radio Booleano de la familia de funciones f : {£1}" — R
tal que |E[f]| < (1 —9)|f|w, la misma denotaremos Bj. El resultado principal muestra la
existencia de una constante absoluta C' > 0 tal que para todone Ny 2% <6<l

1 1
cle < pBY) <O

Vvn log(%) Vn log(%)

La demostracién de la estimacién inferior depende de la desigualdad hipercontractiva,
mientras que para la estimacién superior realizaremos el estudio del radio Booleano de la
siguiente familia de funciones (del tipo threshold)

Yan A1} > R, Yon(zr) =sign(z1 + ...+, —a), 0<a<n.

Probaremos que existe una constante C' > 0 tal que para todo 0 < a < n

1 1
cl—— < <C——.

a+4/n P(Yan) a+/n

La estrategia de la prueba permite dar la precisién asintética del radio Booleano de la
funcién mayoria Maj, = 1o, para n impar, la misma es un cldsico ejemplo en teoria de
eleccién social.
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Por 1ltimo, un factor comin que podemos encontrar en el estudio de estas ideas es la
comparacién de las p-normas para funciones Booleanas a valores reales para distintos valo-
res de p, con ésto se logran muchos de los pasos relevantes para la distintas demostraciones
del trabajo. La norma p-ésima en este contexto es

£, = E[f(z)["]7.

Las desigualdades que realizan esta tarea son conocidas cominmente como desigualdades
hipercontractivas. Se puede encontrar un largo camino en la historia de las mismas. Sus
raices mds tempranas estan en el trabajo de Paley [Pal32] de 1932, que usando un teore-
ma de interpolacién probd que se puede comparar la norma 2 con la norma p € R, para
funciones Booleanas homogéneas de grados 2 a valores reales. En 1968 Bonami en [Bon6§]
prueba que para funciones de grado k, se tiene | f|l; < cx+/q| f[2 para todo ¢ = 2. Indepen-
dientemente en 1969, Kiener publicé en su tesis doctoral [Kie69], la extension del resultado
de hipercontractividad de Paley que afirma que si f : {1} — R es k-homogénea entonces
il fle < Ifllp < Cpillfl2 para todo p € Ry . También de forma independiente en 1969,
Schreiber consider6 en [Sch69] polinomios tetraedrales sobre una sucesién ortonormal Xy,...,
x,, de variables aleatorias reales (o complejas) centradas. Mostré que si f tiene un grado
como mucho k, entonces, para cualquier nimero entero par ¢ > 4, vale que | f|, < C| f|2,
donde C' depende solo de k, ¢ y las normas ¢ de los x;’s. En 1970, Bonami publicé en su
tesis doctoral [Bon70] el teorema de hipercontractividad completo:

Teorema 0.0.3. (Bonami) Sea f: {£1}" —> R y sean 1 < p < ¢ < 0. Entonces

p—1
|Tofllg < [l para 0 < p < =1 (7)
Considerando la expansién de Fourier de f en , tenemos la expresién del operador
de ruido T}, dada por

Tpf(z):= Y, f(S)pl¥la?,
Sc[n]

con z € {£1}". Si bien no veremos la demostracién general, probaremos algunos casos
particulares con el fin de motivar/comentar las ideas que subyacen a estas desigualdades.
Tomamos como principal referencia el acabado libro de Ryan O’Donnell [O’D14].

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera.

En el Capitulo [1] comenzaremos definiendo conceptos generales que seran tutiles en
el desarrollo de la monografia. También estimaremos el comportamiento asintético de la
constante de Bohnenblust-Hille para polinomios reales en el cubo real [—1,1]|" y ademads
comentaremos algunas propiedades de comparacion de normas de polinomios sobre el to-
ro n-dimensional complejo T™ y el cubo real [—1,1]", que sirven como puente entre los
resultados del caso complejo y el caso Booleano.

En el Capitulo [2] tenemos como objetivo principal demostrar que la constante de

Bohnenblust-Hille BH édl} para funciones Booleanas de grado d (como indica el supraindi-

ce) se acota superiormente por una constante absoluta con potencia 1/d log d. Realizaremos
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primero la demostracion para el caso homogéneo, es decir para funciones d-homogéneas,
con la idea de mostrar con mayor claridad los pasos de la prueba. En ambos casos segui-
remos la estrategia conceptual de la famosa desigualdad 4/3 de Littlewood, refinando los
argumentos. Finalizando el capitulo comentaremos informalmente algunas aplicaciones y
preguntas abiertas. Como por ejemplo la famosa conjetura de Aaronson-Ambainis que de
ser cierta implicaria preguntas abiertas como, por ejemplo, una famosa conjetura en teoria
de informacién cuédntica.

En el Capitulo [3| estudiaremos el radio Booleano para distintas familias de funciones
f: {£1}" - R. En todo momento haremos un paralelismo comparativo enunciando los
resultados andlogos para el clasico caso complejo, es decir para polinomios complejos en
varias variables.

Para finalizar el trabajo escribimos el Capitulo [4] con el objetivo de demostrar ciertas
desigualdades que usamos en los capitulos precedentes. Ademas de que cada uno de los
resultados tienen un interés propio en si mismo, todos son fundamentales para el desarrollo
de estas ideas. En la primera seccion simplemente se demostrara la famosa desigualdad
de Blei y en la ltima seccién estudiaremos las desigualdades hipercontractivas. Si bien
los enunciados de estas tltimas se pueden genealizar a otros espacios, nuestro estudio sera
especificamente en el cubo Booleano {+1}". Tendremos como fin mostrar las estrategias e
interpretaciones generales que se suelen hacer en este contexto.
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Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos definiendo las nociones méas basicas para el estudio de funciones en
el cubo Booleano {£1}". Para una mayor informacién referimos a las fuentes [O’D0§] y
[DWOS], o el libro més extenso [O'D14].

1.0.1. Funciones Booleanas

En la introduccién mostramos el desarrollo polinomial de la funciéon méaxo

, 1 1 1
maxs(z1,T2) = 5 + 5301 + 51‘2 — iwlxg.

Para obtener tales representaciones polinomiales en general podemos proceder de la siguien-
te manera. Dada una funcién Booleana arbitraria f : {+1}" — {£1} existe un método para
encontrar un polinomio que interpola los 2" valores que f asigna a los puntos {+1}". Para
cada a = (a1, ...,an) € {£1}" el polinomio indicador

1+ a1z 1+ asxo 1+a,x,
oo = (5 (5522 - (55,

toma 1 cuando z = ay 0 cuando z € {+1}"\{a}. Entonces f tiene la siguiente representacién
polinomial

fl@) =), )@@

as{£1}"

1
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Tlustrando con el ejemplo f = maxs nuevamente, tenemos

-0 () (42)
+(+1)<1-—2x1> <1—;x1>
_+(+1)<1—;x1) <1—;x1>

1—x 1—x 1 1 1 1
-1 = -+ — —X9 — — .
+ ( ) ( 5 ) < 5 ) 5 + 2.%‘1 + 21‘2 21‘11‘2

Hacemos dos comentarios sobre este procedimiento de interpolacién. Primero, funciona
igualmente bien en el caso més general de las funciones Booleanas a valores reales

[ {£1}" >R

Segundo, dado que los polinomios indicadores son tetraedrales cuando se expanden, la in-
terpolacién siempre produce un polinomio tetraedral. De hecho, tiene sentido que podamos
representar funciones f : {£1}" — R con polinomios multilineales: dado que sélo nos in-
teresan las entradas x donde x; = +1, y cualquier factor de mf puede ser reemplazado por
1.

Tomemos una funcién f : {£1}" — R. Una representacién candnica de f se hace en
términos de las funciones de Walsh, que estan definidas para S < [n] = {1, ...,n} como:

xs {1 — {£1},

xs(z) = ka, x e {£1}",
keS
donde xg(x) := 1 para todo x € {£1}". Vimos que para cada f : {+1}" — R la expansién
de Fourier-Walsh es

i)=Y A [Tan= 3 FSnsl). w1 (1)
Sc(n] Scn]

keS

Es til explorar esta idea desde la perspectiva del dlgebra lineal. El conjunto de todas las
funciones f : {+1}" — R forma un espacio vectorial V', ya que podemos sumar dos funciones
(punto a punto) y podemos multiplicar una funcién por un escalar real. El espacio vectorial
V es 2"-dimensional: podemos pensar a las funciones en este espacio vectorial como vectores
en R?", donde apilamos los 2" valores de f(x) en un vector columna (en un orden fijo). A
continuacién ilustramos la expansién de Fourier de la funcién méxs con esta perspectiva

+1 +1 +1 +1 +1
, +1 11 +1 11-1 1 [ +1 11-1
S ST AN RS E Rl R N T Rl R (1.2)

—1 +1 -1 —1 +1



En términos mas generales, la expansién de Fourier muestra que cada funcién f : {£1}" — R
en V es una combinacién lineal de las funciones de Walsh; es decir, son un conjunto gene-
rador para V. Dado que el nimero de funciones de Walsh es 2" = dim V', podemos deducir
que de hecho son una base para V. En particular, esto justifica la unicidad de la expansién
de Fourier.

También podemos introducir un producto interno para el par de funciones f,g e V. El
producto interno habitual en R?" corresponderfa a > (x1y~ f(2)g(z), pero es més conve-
niente reescalar esto por un factor de 2", convirtiéndolo en un promedio en lugar de una
suma. De esta manera, una funcién Booleana f : {£1}" — {£1} tendra {f, f)=1, es decir,
serd un “vector unitario”.

Definicién 1.0.1. Definimos el producto interno {-,-y en el par f,g: {£1}" — R por
Frgy=2"" ) f@)g(@) = Exepup[f(x)g(x)].

ze{t1}"

Usamos la notacion | fla2 = A/{f, f), mds en general
1
I£llp = E[lf )7

Notar que hemos introducido la notacién probabilistica que se utilizara en gran medida
a lo largo del trabajo:

Escribimos x ~ {+1}" para denotar que x es una cadena aleatoria (o vector aleatorio)
elegida uniformemente de {£1}". De manera equivalente, las n coordenadas x; se eligen
independientemente para que sean +1 con probabilidad 1/2 y -1 con probabilidad 1/2.
Por lo general escribimos variables aleatorias en negrita y esperanza con E siempre sera
con respecto a una variable aleatoria uniforme x ~ {£1}" a menos que se especifique lo
contrario. Por lo tanto, podriamos escribir la esperanza como E.[f(x)g(x)] o E[f(x)g(x)]
o incluso E[fg].

Volviendo a la base de las funciones de Walsh para V', el hecho crucial que subyace en
todo anadlisis de las funciones Booleanas es que esta es una base ortonormal.

Teorema 1.0.2. Las 2™ funciones de Walsh xs forman una base ortonormal para el espacio
vectorial V' de las funciones {£1}" — R; es decir,

( s [1sis=T
XS XT/) =1 siS#T.

Recordando la definicién {xs, x7) = E[xs(x)x7(x)], el Teorema se deduce inme-
diatamente de dos hechos:

Proposicién 1.0.3. Para x € {+1}" tenemos que xs(z)xr(z) = xsar(z), donde S AT
denota la diferencia simétrica de S y T.

Demostracion. Tenemos las siguientes igualdades
2
xs@xr@) =]z Joi= [] @ [[ «7= [] = = xsar().
€S €T 1E€SAT  ieSnT 1€SAT

Luego se concluye lo deseado. O
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Proposicién 1.0.4. Sea x ~ {+1}", tenemos

E[xs(x)] = E[[ [zi] =

1€eS

1 siS=¢,
0 siS#J.

Demostracion. Si S = & entonces E[ys(x)] = E[1] = 1. Caso contrario

B[ [xi] = [ Elx.

€S €S

porque los bit aleatorios (variables aleatorias uniformes en {£1}) x1,...,x;, son indepen-
dientes. Pero cada uno de los factores E[x;] en el producto anterior (no vacio) es (1/2) (+
1) + (1/2) (-1) = 0. O

Como hemos visto, la expansién de Fourier de f : {£1}" — R puede considerarse como
la representacién de f sobre la base ortonormal de las funciones de Walsh (xs)s, S < [n].
Sobre esta base, f tiene 2" “coordenadas”, y estos son precisamente los coeficientes de
Fourier de f. La “coordenada” de f en la “direccién” g es {f, xs); es decir, tenemos la
siguiente férmula para los coeficientes de Fourier:

Proposicién 1.0.5. Sean f : {£1}" — R y S < [n], el coeficiente de Fourier de f estd
dado por

F(8) = (f.xs) = E[f (x)xs(x))].

Podemos verificar esta formula explicitamente:

fixsy =D FDxr,xs)y = Y, F(T)xr xs) = F(9),

Tc[n] Tc[n]

donde usamos la expansién de Fourier de f, la linealidad de {-,-), y finalmente el Teo-
rema Esta férmula es la forma maés simple de calcular los coeficientes de Fourier
de una funcién dada; también se puede ver como una version simplificada del método de
interpolacién ilustrado en la introduccién. Alternativamente, esta férmula puede tomarse
como la definicién de los coeficientes de Fourier. La base ortonormal de las funciones de
Walsh también nos permite medir la “longitud” al cuadrado (norma 2) de f: {£1}" — R
eficientemente: es solo la suma de los cuadrados de las “coordenadas” de f, es decir, los
coeficientes de Fourier. Este hecho simple pero crucial se llama Teorema de Parseval.

Teorema 1.0.6. (Teorema de Parseval) Para toda f : {+1}" — R,

G =EF) = Y A8
Scn]

En particular, si f: {£1}" — {+1} entonces

S F(S)* = E[f(x)?] = E[1] = L.
Sc(n]



Més generalmente, dadas dos funciones f,g : {£1}" — R, podemos calcular {f, g)
tomando el “producto punto” de sus coordenadas en la base ortonormal de Walsh. De esta
manera tenemos el Teorema de Plancherel.

Teorema 1.0.7. (Teorema de Plancherel) Para todas f,g: {£1}" — R,

{f,9) = E[f( Z f(s

Podemos verificar esta férmula explicitamente:

Fy =D fOxs, D) dMxry= D] f TYxs,xr) = Y, f(S

Scn] Tc[n] S,Tc[n Sc[n]

y asi concluir lo deseado.

1.0.2. Radios de Bohr

Los ultimos anos mostraron un notable aumento de articulos sobre el fenémeno de Bohr
en el andlisis complejo. En término del andlisis de Fourier, podemos reformular el Teorema
de Bohr con la siguiente notacién: el radio r = 1/3 es el valor éptimo (més grande)
para el cual se verifica

d
DFEIF < | flr, (1.3)
k=0

donde | | es la norma supremo en el toro T = {z € C : |2| = 1}, f(k) como es usual denota
el k-ésimo coeficiente de f como funcién en T. Como ya comentamos en la introduccion, este
interesante resultado fue mayormente olvidado hasta los trabajos relativamente recientes
de Dineen, Dixon, y Boas y Khavinson. Por ejemplo en [BK97] los autores analizaron si se
producia un fenémeno similar para series de potencias en varias variables. En lo que sigue
escribiremos los radios de Bohr con la notacién que usaremos en el desarrollo de la tesis:
tomando N € N, el N-ésimo radio de Bohr Ky es el mejor (i.e. mayor) 0 < r < 1 tal que
para todo polinomio f en N variables complejas se cumple

D) F @) <[ flpw, (1.4)
aEN(])V

donde ahora el a-ésimo coeficiente de Fourier de f esta dado por

fla)= | flw)w dw,
TN

(dw es la medida de Lebesgue normalizada en el toro N-dimensional TV y | f|r~ denota la
norma supremo de f en TV). Como ya comentamos sélo se conoce el valor exacto para el
caso unidimensional, K1 = 1/3. Se mostr6 en [BK97| a través de métodos probabilisticos
que
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N
i Ky <1,
o \log NN

y en [DFOC™11] basado en la hipercontractividad de la desigualdad de Bohnenblust-Hille
tenemos

N 1

Ky > — 1).
logN ¥ \/§+0()

La mejora de las técnicas que conducen al resultado anterior podemos encontrarla en

[PSS14], donde se muestra
| N
I Ky =1. 1.
N log N N (15)

Notar que esta igualdad es basicamente un resultado en el decaimiento asintético del es-
pectro de Fourier ( f () aeNY de polinomios f en el grupo abeliano compacto TV para
dimensiones altas de N.

En la definicién de radio Bohr podemos reemplazar la familia de todos los polinomios en
N variables por subfamilias de ésta y obtener nuevos radios. Por ejemplo, si nos quedamos
con la subfamilia de los polinomios homogéneos, naturalmente definimos el N-radio de
Bohr homogéneo

Khom, (1.6)

como la mejor constante r (0 < r < 1) que cumple la desigualdad ([1.4]) pero ahora para
los polinomios homogéneos en N variables.
Si nos quedamos con todos los polinomios en N variables de grado a lo sumo m,
definimos
<
K3™,

es decir el mejor 7 (0 < r < 1) tal que

Y @l <lIfir (1.7)

aeNY |al<m

para todo polinomio f(z) = ZaeNé\’,|a\<m f(a)z®. De igual manera, tomando todos los
polinomios m-homogéneos en N variables, obtenemos la definicién del N-ésimo radio m-
homogéneo de Bohr, al mismo denotaremos como

K™, (1.8)

1.0.3. Constantes de Bohnenblust-Hille caso real.

Una comparacion de la prueba que haremos del Teorema con muestra que en
el caso Booleano nuevas dificultades aparecen. Observando el desarrollo de Fourier-Walsh



(1.1) tenemos que toda funcién Booleana f : {£1}" — R es la restricciéon de un tnico
polinomio Py : R™ — R afin en cada variable

Pr(a) = Y. F(S) [ zeR™.
Scn]

keS

Este tipo especial de polinomio lo llamaremos tetraedral

()R
N
R

Esta identificacién es una isometria para la norma supremo, es decir

[flloo := sup [f(2)| = sup [Pr(z)]= sup [Pp(x)]=:|Pt|o, (1.9)
ze{+1}m ze{+1}n ze[—1,1]™

donde la antedltima igualdad es valida ya que el polinomio es afin en cada variable: pues
si suponemos que no, el maximo de f se alcanza en un punto del cubo donde alguna
coordenada es menor en moédulo a 1, fijando las demas, obtenemos una funcién lineal no
constante en [—1,1] y el méximo se alcanza en los extremos.

Entonces podemos mirar a este objeto de forma diferente, combinando técnicas del
andlisis de Fourier en teoria de polinomios y formas multilineales para estudiar el espectro
de Fourier de estas funciones. Basado en resultados e ideas que se han desarrollado en los
ultimos anos en el campo de polinomios complejos llevaremos a cabo el trabajo.

;,Qué ocurre con la desigualdad de Bohnenblust-Hille para los polinomios reales en el
cubo n-ésimo [—1,1]"?

Denotamos por

la mejor constante C' > 1 tal que para todo polinomio real de grado d, P(z) = ZaeNg,\a|<d Ao 1
tenemos

d+1
2d

2d_
Sl <BHS Ifl e (1.10)

aeNY|a|<d

y analogamente reemplazando los polinomios reales de grado d por los d-homogéneo reales
en la definicién anterior podemos definir la constante BH [:_ dl 1> con esta notacién tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 1.0.8.

lim sup { BH[=_d171] =2, (1.11)
d—0

ligljozlp 4d/BH[§d171] =1+V2. (1.12)
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Vale destacar que la primera igualdad se debe a [CJRMET15|. Mientras que el teorema
anterior muestra que para polinomios reales generales la situacion es draméaticamente di-
ferente del caso complejo @ donde los limites son iguales. El resultado del Teorema
indica que los polinomios tetraedrales parecen estar a medio camino.

Para dar una prueba del Teorema [I.0.§ necesitamos resultados preliminares, recolecta-
mos algunas desigualdades cruciales para polinomios que “regulan el trafico” entre la norma
supremo de un polinomio real en [—1,1]™ con la norma supremo en T", como también la
misma relacién entre los polinomios homogéneos

Lema 1.0.9. Sea P(z) = Z\a|<d aa2® un polinomio en C" con coeficientes complejos aq,
y con m < d denotamos por Pp,(z) = Z‘M:m aq2® a su parte m-homogénea. Entonces

L [P fze < [Pl
2. |Plrr < (1 + V2) I P11

3. | Palrn < 2d_1||PH[—1,1]n para todo P con coeficiente reales. Mds ain C = 2 es la
mejor constante posible que cumple |Py|tn < C | P||_q 1pn.

4 | Palli—1n < 1+ V2)¥ P|{—11)» para todo P con coeficientes reales. Mds aiin C' =
1+ /2 es la mejor constante posible que cumple || Pr||[—1,1n < C4|P|[—1,1jn-

A continuacién demostraremos I, comentaremos las ideas para probar 4 y en cuanto
a la prueba de 2 y 8 podemos encontrarlas en el trabajo de Klimek, sobre métricas en la
familia de conjuntos L-regulares compactos polinémicamente convexos en C [KIi95] y en
la generalizacién por parte de Visser de lo que se conoce como Teorema de Markov [Vis46]
respectivamente.

Demostracion. Comencemos por el primer item. Sabemos por la férmula de Cauchy que si
consideramos para cada x € T" el polinomio P,(w) = P(wzy,...,wzy,) = Zglzo w™ P (z),
w € C tenemos

| P ()| =

< sup [Pp(w)] < sup [P(2)],

|w|=1 zeTn

1 f Po(w)

2 =1 wm+1

la ultima desigualdad se debe a que si |w| = 1y x € T" entonces wz € T", luego concluimos
la afirmacién tomando supremo en todo los x € T"™.

Por ultimo comentemos las ideas principales para probar el item 4. Recordemos la
definicién de los polinomios de Chebyshev. Dado k € N U {0} definimos

Ty (x) = cos(k arc cos(x))

el k-ésimo polinomio de Chebychev. Mediante propiedades del coseno, se puede obtener
una relacién de recurrencia entre estos polinomios:



T() (x) =1
Ti(z) =x (1.13)
Tiot1(z) = 22Tk (2) — Tjp—1(2),

y asi una equivalente definicién recursiva. Escribimos

d
Ty(x) = Z am (Tg)x™, z € R,

m=0

el polinomio de Chebyshev de grado d, del cual se conocen muchas propiedades, por ejemplo,
usando la definicién no recursiva, se puede ver que [T/ = 1. Podemos considerar también
los nimeros de Markov M,, 4 para 0 < m < d dados por

_ |am(Td)| sim=d(2)
Mde a { |am(Td—1)| sim=d— 1(2)7 (1.14)
donde A
- d (w),
|am(Td)‘ =2 1ﬁ_277

(5m)!
cond=dsim=d(mod?2),yd=d—1si m=d—1(mod 2) (véase [Nat64, p. 56]).
Un punto crucial a lo largo del trabajo es lo que se conoce como el Teorema de Markov

(ver [BE95, p. 248]), cuya demostracién podemos encontrar en [Nat64, p.56], el cual dice
que todo polinomio real p(t) = ZZI:O amt™ de grado d satisface

lam| < My, q sup |p(t)], 0<m<d, (1.15)
te[—1,1]
y tomando Ty se muestra que la estimacién es éptima. Sea un polinomio P en [—1,1]™ con
coeficientes reales, fijando z € R™ tenemos el polinomio

d
pa(t) = P(tzy, ... twn) = > " P(x), teR,

m=0
entonces usando el Teorema de Markov y tomando supremo en todos los x € [—1,1]",
obtenemos

1Pml=1,1) < My al Pll—1,17n-

Se puede probar utilizando la férmula de Stirling y la expresién explicita de M,, 4 que

lim sup(sup &/ Mp.q) = 1+ V2. (1.16)

d—o  m<d
Esto prueba la desigualdad del item 4 con constante (1 4+ /2)?. Finalmente, si asumimos
que la desigualdad se logra con alguna constante C?, tomando el polinomio de Chebyshev

Ty conseguimos que M,, g < C? para todo m < d, y nuevamente por (I.16)) obtenemos
1+42<0C. O
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Con estas nuevas herramientas probemos el Teorema Comencemos con la demos-
tracién de la primera parte , mas precisamente la estimacion superior, que es una
consecuencia inmediata de ([5)) combinado con el item & del Lema pues todo polinomio
d-homogéneo con coeficientes reales P(z) = Z‘ al—=d aqz cumple la siguiente desigualdad

a+1
2d

2d _ — _
}] | ag|7F1 < BHTY|P|n < BHT27 | Py 0.

aeNy ,|a|=d
Simplemente usando la definicion de BH, [:_d1 1] tenemos que
=d =dod—1
BH[ ) < BHp"2" .

Ademés como ya comentamos antes (ver (6]),

lim sup qd/BHfd =1,

d—0o0

por lo que concluimos la estimacion superior

limsup {4/ BH

< 2.
d—o0 [_171]

Para probar la acotacién inferior agreguemos un comentario/definicién sobre las cons-
tantes de Bohnenblust-Hille. Por ejemplo tomemos el caso real. Por definicién de BH [fdl 1]
(1.10) sabemos que es la mejor constante, tal que para todo polinomio real P de grado d

P(z) = ZaeN(;Jalsd aqx® se cumple

d+1
2d

2d
Z |aq|@+1 < BH[idl,l]HPH[—l,l]n-

aeNy |al<d

Notar que la constante es independiente de n el niimero de variables del polinomio. Por
lo tanto, podriamos fijar el n € N y reducirnos a la subfamilia de polinomios definidos
en [—1,1]", en este caso la mejor constante C' > 1 tal que cumple la desigualdad de
Bohnenblust-Hille para todo polinomio de grado d con coeficientes reales en [—1,1]", la

denotaremos

<d
BH[flvl]n

de esta manera hacemos referencia que la cantidad de variables estd previamente fijada.
Naturalmente tenemos la siguiente desigualdad

<d <d
BHS . < BHE . (1.17)

Ahora estamos en condiciones de probar la estimacién inferior de ((1.11)), especificamente
demostremos la siguiente proposicion:
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Proposiciéon 1.0.10. Sea k € N fijo, entonces

1
Ifm sup (BH d )d > o1-27", (1.18)
d—0 [-1 ]
Por lo tanto, concluimos
1
lfm sup <BH[ 1 1]) ‘>0 (1.19)
d—00
En lo que sigue haremos uso de la norma | - |4, definida para todo polinomio m-

homogéneos en n variables P = aqz® donde A(m,n) ={aeNj : |a| :==a1 + ... + ay,

Dicha norma se define como

aeA(m,n)

|Plos = méx |aql.
aeA(m,n)

1
Ademds | Py = (Loc laal) s para g € Q.

Demostracion. Consideramos la sucesién de polinomios (con norma uniforme 1) definida
recursivamente por

Qo(x1,9) = 27 — 73,

QQWL((I,'l, ...,fI,'Qm) = Qmel (ml, ceey x2m71)2 — Qmel ($2m—1+1, ...,$2m)2.

Demostremos (por induccién en m) que

b | = , 1.20
@3l > (57) (1.20)

para cada numero natural n.
Fijemos n € N y consideramos m = 1, sabemos que

n ) n
Z()\ we ) s (1)

el polinomio 2n-homogéneo )% admite la siguiente estimacién:

n n 2n
HQ2”231 Q3|0 = mdx (k) > . (1.21)

0<k<n n+1
Supongamos ahora que la ecuacién (|1.20)) es cierta para todo k € N tal que & < m, probemos

la férmula para m + 1. Observemos que

n

Qs (1, T2, o i) = 2() 1) R Q3 (1, oy 22 ) QA ™ (@ 1, s ).
(1.22)

= m}.
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El coeficiente de valor absoluto maximo en un producto de polinomios en conjuntos dis-
juntos de variables es el producto de los respectivos coeficientes maximos, por lo tanto

2m—1
2(n—k) . n 2%
@ea]eo = i ( )'Q ol Q™o > <k> <<zk+ D)@n -2k + 1>> ’

por hipétesis inductiva. Sin embargo, (2k + 1)(2n — 2k + 1) < (n + 1)? cuando 0 < k < n;

asi
on N\ 2"T-2 n on 2" -1
om = max > ,
|@5ma]eo <n+1> 0<k<n <k;> <n+1>

por la ecuacién (|1.21]). Por lo tanto, la férmula dada en ([1.20)) se cumple para cada entero

positivo m. Algo que vale en general es que un polinomio n-homogéneo P cumple

|P]| 20 = |Peo.
n+1

Por la ecuacion (|1.20]) tenemos

BH_an n - on om_1
[—1 ”Q2m+1 H 271 |Q2m+1 |oo = natl .

Considerando d = n2* con k fijo y usando la estimacién anterior obtenemos

ok

1 271 b
— d 2T'L n2k _o—k n(1-2%)
(B 11]2’“>d><n+1> —2T ) F
y la prueba sigue directamente tomando limite en n. O

Pasemos a probar la igualdad . Tomemos un polinomio real P de grado d en
[—1,1]™, podemos escribirlo como Z o Prm. Entonces deducimos por la desigualdad de
Minkowski y el {tem 1 del Lema [1.0.9] que

3
A

d+1

2d

_2d_ d 2m_
Z |aa|d+1 < Z Z ’aa|m+1

aeNy |al<d m=0 \ aeNp ,|al=m

2m

d d
< Y, BHF"| Pyl < Y BHF™|P|p.
m=0

m=0
Y entonces por el item 2 del Lema y la desigualdad tenemos
d+1

2d_
Z |aq |+ 2 BH3™(1+v/2) IPllj=1,1

aeNy |a|<d

< CVIRLG(1 4+ V/2) | Py yp
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Con esto probamos

BHE ) < OV 44(1 + V27,

y por lo tanto la acotacién superior. Por otro lado aplicando esta desigualdad a los polino-
mios de Chebyshev Ty, por ([1.16]) observamos

1 ++/2 = limsup (sup ¢ Mm,d) < lim sup 4‘1/BH[<_U{1 1)
m<d ’

d—00 d—00

y asi la conclusion.

1.0.4. Constantes de Sidon

Podemos pensar las constantes de Bohnenblust-Hille del cubo Booleano y del poli-
toro en términos de ciertos conjuntos llamados conjuntos de Sidon. Mas formalmente,
tomemos 1 < p < 00 y un grupo compacto abeliano G. Un subconjunto finito A del grupo
dual G se dice que es un conjunto p-Sidon si existe una constante C' > 0 (que depende de
py A) tal que para todo polinomio trigonométrico f = Zve A f (7)~y satisface

(Z f(7)|p> "< Clfle (1.23)

yeA

donde | f|| = sup,eq |f(g)|, ademds llamamos constante de Sidon Sj(A) a la mejor C' que
cumple . Nos concentraremos en los siguientes grupos: T" el politoro n-dimensional,
y {+1}" el n-ésimo cubo Booleano. Recordemos que el grupo dual de T™ consiste en todos
los monomios 2%, a € Z", mientras que el grupo dual de {+1}" est4 formado por todos los
monomios z°, S < [n]. Ponemos el foco en los siguientes cuatro conjuntos de caracteres
en el grupo dual de T" y {+1}", respectivamente:

Q-4 = {2°:ae NG, |a| = d}, Qs? = {2%:a e NI, |o| < d},
A= {2%: 8 c [n],|S| = d}, AST = (2% : 5 < [n],|S| < d}.
Con esta terminologia tenemos
<d <d
BH{<11} = sup S%(A; ) < 0,

BH = sup S 24 (Q5%) < oo,
i

naturalmente tenemos que la reformulacién de (2)) y (3). Més atn, el Teorema afirma
que existe C' > 1 tal que para cada n,d

S 2 (ASY) < OVE1oed,

d+1

notemos también que por el andlogo para S 24 (Q5%) también es cierto.
d+1
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Capitulo 2

Espectro de Fourier en el cubo
Booleano

El objetivo de este capitulo serd demostrar que la constante de Bohnenblust-Hille para
el caso Booleano crece subexponencialmente como comentamos en la introducciéon en el
Teorema Primero probaremos el caso d-homogéneo para ilustrar la estrategia de la
demostracién que se generaliza al caso de grado d.

Teorema 2.0.1. (Caso homogéneo.) Existe una costante absoluta C > 0 tal que para todo
de N
BH{, < cvilsd, (2.1)

Aunque el Teorema por supuesto, cubre este caso, preferimos dar una prueba
independiente ya que es més simple e ilustra la estrategia general. De todos modos, todas
las pruebas de las desigualdades de tipo Bohnenblust-Hille, antiguas o muy recientes, estan
muy inspiradas por la prueba de la estimacién original, que es en si misma un refinamiento
de la prueba de la famosa desigualdad % de Littlewood [Lit30]. Recordemos sus cuatro
pasos cruciales:

1. Dado un polinomio d-homogéneo f(z) = Z‘ a|=d %az® en n variables. Sabemos que
este es la reestriccion de una d-forma lineal simétrica Ly en C" sobre la diagonal
A={(z..,2):2zeC"}.

2. Interpretamos Ly como una “matriz” simétrica A = (Cil,...,im)?l i1 relacionando
3y

la ¢ 24 -norma de los coeficientes de f con la £ 24 -norma en las entradas de A, y
d+1 d+1

dividimos esta norma en los términos mixtos de la forma

Z Z ‘Ci1,---7id|2

U \B1yesfh— 150k Tkt 15 os0d

3. Usando la desigualdad de Khinchine podemos estimar los términos mixtos por la
norma supremo de Ly en (T™)<.

15
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4. Finalmente usamos polarizacién para estimar |L¢|x por || f] -

Para la mejora de las constantes, se necesitaron paso a paso refinamientos no triviales
de los argumentos anteriores. Modificando varios argumentos de [DFOCT11|] y [PSS14],
escribimos la prueba del Teorema [2.0.1] y comenzamos a recopilar resultados relevantes que
también seran necesarios para la prueba mas complicada del Teorema es decir el caso
de grado d.

2.1. El caso d-homogéneo

Antes de comenzar con la demostracién tenemos, como mencionamos antes, que definir
algunos conceptos para poder enunciar cierto tipo de resultados que seran la clave de la
prueba. Estos resultados son conocidos como la desigualdad de Blei, la hipercontractividad
de Bonami y la formula de polarizacién. Demostraremos al paso la férmula de polarizacion
y las dos primeras desigualdades tendran un apartado especial en otro capitulo del trabajo.

2.1.1. Formas multilineales

Para cada n € Ny A < N conjunto finito, definimos los conjuntos de funciones

Z(A,n):={i: A— [n]},
J(A,n

~—

:={j: A — [n] no decreciente}.

En el caso A = [d] para d € N, denotamos a los conjuntos previos por Z(d,n) y J(d,n)
respectivamente. Consideramos la relacién de equivalencia en Z(A, n) definida para iy, i €
Z(A,n) como i; ~ iz si y s6lo si existe una biyeccién o : A — A tal que i; =iz 0 0.

Notar que para cada i € Z(A, n) tenemos un tdnico j € J(A,n) tal que j € [i], donde [i]
es la clase de equivalencia de i. Mds atn, el niimero de elementos de la clase de equivalencia
deieZ(A,n) es

]| = il
Tk i(k) = DV [{k : i(k) = n)|!

(2.2)

Si A1 y As son dos subconjuntos disjuntos de N, entonces la suma directa de i; € Z(A1,n)
y iy € Z(Ag,n) estéd definida como la siguiente funcién

I(Al U AQ,?’L) 2 i1 @12 : A1 ) A2 - [n],

que coincide con i en A para cada k = 1,2. Notar que todo elemento de Z(A; u Az, n)
podemos representarlo de esta manera, esto dice en particular, que si S < [d] y denota-
mos S := [d]\S, entonces Z(d,n) = Z(S,n) ®Z(S,n). Sin embargo, sélo podemos asumir
J(d,n) < J(S,n)@® T(S,n). El préximo resultado, normalmente conocido como la des-
igualdad de Blei, afirma lo siguiente:
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Proposicion 2.1.1. Sean n € N y 0 < k < d enteros. Para cada coleccion de escalares
(ai)iez(d,n) tenemos
1

k+1 9 74y
2\ 7% ] ()

MNojal@ ] o< ] 3 S anenl . (23)

i€Z(d,n) Scld],|S|=k \ i1€Z(S,n) \ireZ($,n)

d+1
2d

=

La idea de la demostracion sera desarrollada en el capitulo [4| con mayor detalle, en esta
seccion cumple un rol fundamental en la prueba del resultado principal, como ya veremos.
Toda funcién d-homogénea f : {£1}" — R tiene una tnica representacién

fla)y=">, am Tj o= Tjy e Ta (2.4)
jeJ(d,n)

donde a; = 0 si j no es inyectiva (i.e no es estrictamente creciente). Podemos observar que
f es la restriccién a {£1}" de un polinomio d-homogéneo Py : R" — R dado por

Py(x) = >, ajzj, (2.5)

jeJ(d,n)
y tenemos ademds, como ya comentamos en (|1.9)
[Flloo :=sup |P(z)| = sup |Pp(z)| =: | Prlo-
ze{t1}n ze[—1,1]"

El polinomio real Py tiene asociado una tnica forma d-lineal simétrica Ly : (R")? — R
satisfaciendo Pf(z) = Ly(x,...,x), ademés para todo y),...,y(? € R™ podemos escribir
explicitamente que

Lf(y17 ey yd) = Z Ciyill”'yiddv G = 57 ie [j] (26)
i€Z(d,n) ’

2.1.2. Hipercontractividad

Otro resultado relevante para la demostracién es aquel que permite comparar distintas
normas. Para cada 1 < p < « la Ly-norma de la funcién f : {£1}" — R estd dada por
1 P
1
Il = B[P = | 2] ol @)

ze{£1}m

Consideramos el siguiente operador conocido como el operador de ruido, definido para cada
—1 < p <1 como la aplicacién T}, tal que

Tpf(z):= Y, f(S)pl¥la¥, v e {+1}",
Sc(n]

Una caracteristica importante de este operador es presentada por el famoso resultado de
Bonami y Gross, para el cual demostraremos algunos casos particulares en el Capitulo
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Teorema 2.1.2. Sean 1 <p<g< 0 yp< 4/7;_;1. Se tiene:

IToflg < 1 1p-

También tenemos ciertas consecuencias que seran utiles en lo que sigue, como por
ejemplo:

Corolario 2.1.3. Para toda funcién f : {£1}" — R de grado d

d
I7le < (=) 1110 (2.7

y ademds
I£ll2 < e f]1. (2.8)

2.1.3. Polarizacién 1

Usaremos la siguiente férmula de polarizacién, inspirada en el resultado de Harris que
es el andlogo para el caso complejo [Har72, Teorema 1].

Proposicién 2.1.4. Sean P : R® — R un polinomio d-homogéneo, y L : (R")? — R la
unica forma d-lineal simétrica asociada. Entonces para todo 1 < k < d/2 y x,y € [—1,1]"

k d—k

— —
’L<x7"'7m7y7"'7y>‘ < QdkHPH[—l,l]"

En la siguiente seccién probaremos un resultado de polarizacion mas general y este se
deducira del mismo.

2.1.4. Demostracion del caso homogéneo

Estamos en condiciones de dar la demostracién del Teorema 2.0.11

Demostracion. Sea f : {1} — R una funcién d-homogénea con d > 2, ya que el caso
d =1 es claro. Reescribimos a f de la siguiente forma

f(fl‘) = Z ajxj,

jeJ(dn)

donde a; = 0 cuando j no crece estrictamente, y extendemos la definicién de los a; a todo
Z(d,n) por a; = a; si i€ [j]. Mds atn, para todos los coeficientes ¢; de la tnica forma
simétrica Ly, tenemos ¢; = % Entonces por la desigualdad de Blei (2.3)) (aig; = 0 siempre
que i o0 j no crezcan estrictamente) tenemos para todo k < d
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k+1 7a\
& s\ = |
_2d
Z | ai]a+T < H Z Z | ai@j‘Q
e (d,n) scldlsl=k \ ieT(Sn) \jes (8,n)
Fijamos S < [d] con |S | k para estimar cada uno de estos factores. Si denotamos
pri=(r—1) ~32, usando ) v (2.7)), tenemos
1 2k k2k k+1
2 k+1 2k
_ 2k
> D | aigl <Pl 20 Byl DL aimgyl ™
i€7(Sm) \jes ($,n) M \ieg(sin) JeT(Sm)
k+1

2k
=By | D0 D), iyl

e ieJ(Sn) jeg(Sn)
k4l
2
ik o
=P 2k (d—k)! Ey Z ’ Z Ci@jyj|
i ' €7 (Sn) jez(d,n)
k+1

ol 7
<p%t d— k) el Z | Z cijysl™
s ye{£1}" ieJ(S,n) jez(Sm)

Por la definicién de BHZ* ST la Proposicién tenemos que para todo y € {£+1}"

k+1
2k
2k

ool Y eyt <BHF, swp | Y D) gyl

i€J(Sn) jez(8n) we{+1}" i€ (S,n) je7(Sn)

1
=k
=BH{J_F1}H supn\ Z Z Ciej TiYj|
I ieT(Sm) jez(8,n)
k d—k

— 1 —_—— ——
< BH{ikl}g sup |L¢(Z, ..., 2, Y, ..., Y)]
Jye{+1}n
BH{+1} k‘2dk|‘f”007
por lo tanto
E+1
%% 2k ;
> 2 law < gkt () e
ieJ(Sn) \jeJ(8,n)
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lo que lleva a

d
BH % < BH_F d"“Qd’“( )
{21} (1P 2 k

Reemplazando el valor de p 2x tenemos
k+1

d—k
_ _ k+1\ 2 [/d
=d =k k
BH{{, < BH Y, (k — 1) <k> 2d

2 2
N =k 2k
= BHy (1 + k_1> d

d—k
< BH{:fl} exp (k:—l + 2k log d)

_ d
< BH{j_fl} exp (2 (M + klogd)) ,

donde usamos que (1 + %)x es creciente y acotado por e para todo x positivo. Tomando &

d =k

~ A\ Togd {1} €S 1O decreciente en k, obtenemos para algin o > 0

y usando que BH

BH < BHY " exp (ay/dlogd) .

Iterando el proceso tenemos

BHY, < eloviloed) (o115 VIos ) BH LY

(v dyv )

S

BH ).

Finalmente BH {: 4;21} < o0, esto es una consecuencia de la propiedad de isometria ([1.9)). Para
probarlo notemos que BH :+21 < BH [:_ 21 1p Ya que esta tdltima constante por definicién
cumple la desigualdad de Bohnenblust-Hille para polinomios que son extensiones al cubo

[—1,1]" de funciones Booleanas (los que con anterioridad llamamos Py)

3

4

4 -
Z | aal3 < BH[_2171]HPfH[—1,1]"7

aeNY,|a|=2

intercambiando la norma de Py con la norma f (por isometria) tenemos la afirmacién. Por

ultimo, BH[ZQM] es finito por (1.11)) y asi BH{=4_31} lo es . O

2.2. El caso de grado d (no homogéneo)

Previamente probamos la desigualdad para el caso d-homogéneo, queremos pasar al
caso de funciones de grado d, més exactamente.
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Teorema 2.2.1. FExiste una constante absoluta C' > 0 tal que para todo de N

BH{jdl} < ¢Vdloed, (2.9)

En el caso complejo, sabemos que BH d— BHF‘Z. En efecto, para un polinomio de gra-
do d, P(z) = 3 4j<q @a?® en T, consideramos el polinomio Q(z, w) = 3, ;<4 gz wd—lel
que es homogéneo en T"*! con los mismos coeficientes y la misma norma supremo. Veamos
en detalle esto tltimo

«
Qs = sup sup | B aaz w1l = sup sup | 3 aa (=) w (2.10)
weT zeT™ weT zeT™ w
la|<d la|<d
= sup sup Z a2 |w? = sup |P(2)| = | P . (2.11)
weT zeT™ lal<d zeTn

Donde usamos que si w € T, Z € T" para todo z € T". Pero esto no ocurre en el caso real.
Otro camino (que también funciona en el caso complejo) es dividir la expansién Fourier de
la funcién de grado d en las partes m-homogéneas f,,

d+1
2d

d
24
RICIES < CVHBLN | finlops
|S|<d m=0

y controlar la norma de f,, por la norma de la funcién. Podemos dar esta estimacion por el
Lema m (4) valida para todo polinomio real, pero esta constante es (1 ++/2)" que tiene
un crecimiento exponencial en el grado (en contraste con el caso complejo que se obtiene
constante 1 ver Lema (1)). Podemos preguntarnos si esta constante se puede mejorar
en el caso tetraedral.

Considerando la funcién mayoria Majq : {£1}% — {£1}, Majq(z) = sign(xv1 + ... +14)
se puede chequear que la norma de la parte m-homogénea (m impar) satisface

d—1 d—1

2INd 1 [d—-1 N\ Vd
Majg)m = 2 |=—— > 2 )=
I(Magja)m| {134 <m2—1>m2d—1< d;l) <m_1) e

2

4
tomando m = %5 tenemos I(Maja)mllg+1y = Q(%) (vedse [O’D14] p.121]), es decir la es-

timacién (14+/2)% no es éptima para el caso tetraedral ya que la constante asintéticamente
es menor que /2. Todos estos problemas obligan a agregar a la estrategia cldsica descripta
en la seccién anterior, algunas técnicas aparentementes nuevas para demostrar que en caso
tetraedral podemos todavia obtener constantes BH dﬂ que sean subexponenciales como
en el caso complejo. A diferencia del Teorema[l.0.8|1a clave es que ahora el andlisis del cubo

Booleano {+1}" estd a nuestra disposicién, como en el caso complejo tenemos el politoro
™.
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2.2.1. Formas multiafines.

Sea @@ : R™ — R un polinomio de grado d. Sabemos que () admite una tnica represen-
tacién conocida como la expresion monomial. Existe una tnica familia de escalares a;, .. j,,
tal que para cada x € R"

d
Q($) = Z Z Ajy .G L1 Lo oo Lgp, (2.12)

m=01<j1<...<jm<n
Para cada 0 < m < d, la parte m-homogénea de @) es
j— . . . . . n
Qm(x) = Z QoG L1 Lo Ty s z e R".
1< <. <m<n

Decimos que @ es un polinomio tetraedral si tiene la siguiente forma

d
Qz) = Z Z Qj1o T Tig T x e R"™. (2.13)

m=01<j1<...<jm<n

En otras palabras, los polinomios tetraedrales son caracterizados por ser afines en cada
variable z; € R. Esto es equivalente a decir que Q)(z) preserva combinaciones convexas en
cada variable, i.e., si xq, ..., X, son variables aleatorias independientes (reales), entonces

E(Q(x1, ..., xn)) = QE[x1], ..., E[x2]). (2.14)

Como ya mencionamos, lo importante de estos polinomios es que tenemos una correspon-
dencia isométrica natural entre estos y funciones reales en el cubo Booleano. En efecto, si
tomamos una funcién f: {£1}" — R de grado d tenemos

@jy. = F(S) donde S = {ji < ... < jm}, 0<m<d, (2.15)

entonces la expansién Fourier-Walsh de f la podemos reescribir

d
fz) = Z Z Ay Ly Lo T xe {£1}".

m=01<j1<...<jm<n

Denotamos por Q¢ el tnico polinomio tetraedral que coincide con f en {£1}", con sus
respectivos monomios y coeficientes de Fourier relativos.

Siguiendo [Kwa&7 p. 1065-66], todo @ : R™ — R de grado d tiene una tnica d-forma
Lo : (R")? — R que satisface las siguientes propiedades:

I. Lg es d-afin, i.e. es una funcién afin en cada variable () e R",

II. Lg es simétrico, i.e, la evaluacién de Lq (x(l), - a:(d)) es invariante por permutaciones
en las coordenadas =), ..., z(®),

III. Lg(z,...,z) = Q(z) para todo z € R™.
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Para cada z(Y, ..., () € R podemos escribir explicitamente via férmula de polarizacién

d
Lo, ®) = Be| 3 S8 6 1y )00 (600 4t e ) .
m=0 ’

donde consideramos la esperanza sobre ¢ € {+1}". Ademas Lg cumple las siguientes ob-
servaciones:

I. Si @ es d-homogéneo, entonces Lq es la usual d-forma lineal asociada a Q.

1. Para f: {+1}" — R denotamos por Ly a la d- forma asociada al polinomio tetraedral

Q.

2.2.2. Polarizacién 2

El siguiente resultado serd crucial. Basicamente es un analogo de la formula de pola-
rizacion de Harris para polinomios complejos homogéneos y su variante real, la Proposi-
cién Nuestro caso es mucho més limitado, ya que para un polinomio @ de grado d
su forma multiafin asociada Lg en cada variables conserva combinaciones convexas y no
lineales.

Proposiciéon 2.2.2. Sea QQ : R" — R un polinomio de grado d y Lg su d-forma afin
asociada. Entonces, para todo 0 < m < % tenemos que

m d—m

— —
sup |Lg(Z,....2,Y,....,y)| <2d™ sup |Q(z)|. (2.16)
z,ye[—1,1]" ze[—1,1]"

Antes de comenzar con la demostracion, daremos un resultado auxiliar de interpolacion,
como hicimos antes con el cldsico Teorema de Markov Veremos otra propiedad de los
coeficientes de los polinomios de Chebyshev. En contraste con el resultado de Markov,
consideramos una base diferente en el espacio de polinomios de grado d. Para cada m < d,
tenemos

Yam(t) = 2711+ )" (1 - )T = <1 : t>m <1 o) t>dm.

Proposicién 2.2.3. Sea Q(t) polinomio de grado d. Entonces existen unicos escalares
an = an(Q) (0 < n <d) tal que

d
Q(t) = Z anwd,n(t)v teR.
n=0
Mads aiun, para todo 0 < n < d:
|an(Q)] < |an(Ta)| sup |Q(t)], (2.17)

te[—1,1]"
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donde Ty es el polinomio de Chebyshev de grado d. En particular, tenemos la estimacion
optima

an(Q)] < m{d2}4"‘< () s el (2.18)

o 2m n—m [-1,1]"

Demostracion. Comenzaremos probando que todo polinomio Q(t) de grado d, es una com-
binacién de los elementos 94, (0 < m < d) donde la unicidad se desprende del élgebra
lineal. En el proceso tendremos una expresién de los coeficientes, con eso probaremos la
desigualdad y finalmente calcularemos explicitamente los coeficientes a,(Ty) donde
concluiremos que por (2.17) vale (2.18]).

Comenzamos tomando d + 1 puntos arbitrarios y fijos (a pesar que luego los elegiremos
cuidadosamente)

—1<tp <t <...<tg< 1.

Podemos comprobar ficilmente que tenemos asociada, lo que se conoce como la base poli-
nomial de Lagrange, que viene dada por

t—1;
Ant) = ] I 0<m<d, (2.19)
e m — tj
J=0,j#m
y satisface que
d
Q(t) = Z Q(tm)Am(t)v te [_17 1]7 (220)
m=0

ya que si restamos los polinomios, conseguimos otro de grado a lo sumo d con d + 1 raices
distintas (las cuales son t; con 0 < j < d+1), por lo tanto dicha resta debe ser el polinomio
nulo.

Ahora escribimos el polinomio A, (t) en términos de 4, (t). Notar que

ﬁ (t—t;) = ﬁ ((T)(l—tj)—(?f)(lﬂj))-

J=0,j#m J=0,j#m

Expandiendo el producto y agrupando términos, tenemos la siguiente expresién

j_(i[;ém(t —tj) = nio Qmn(—1)7" <1;rt)n (?)d_n, (2.21)

donde los coeficientes a, , son
amn = >, [[a+t) [[ -t (2.22)
Sc[d]m,|S|=n jeS je[d]m\S

con [d],, = {1,...,d}\{m}. Reemplazando (2.21) en (2.19), junto a la expresién ([2.20))

concluimos que
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d d amn(_l)d_n
QW =Y (2 Q(tm)’)) anlt),  te[-L1.  (2:23)

n=0 \m=0 Hj?&m(tm o tj

Esto muestra que los coeficientes a,, existen y estan dados explicitamente por

Omn (=)

o [T (tm —15)

consiguiendo asi la primer parte de la proposicién.

Ahora mostremos (2.17)). Notar primero que los ¢;'s se ordenan acorde a la particién
tomada antes, donde

H (tm - tj) = (_1)dim H ’tm - tj|7

j#m Jj#m

reescribimos ([2.24]) como

d m
in = an(@Q) = (—1)" Y] Q) 2=

m=0 Hj;ém |tn — tj|'

Otra observacioén 1til que se desprende de (2.22), es que vy, , = 0 para todo m, n. Sin pérdi-
da de generalidad podemos asumir que sup;[_1 1) |Q(¢)| = 1 normalizando el polinomio y
también podemos elegir los siguientes puntos de interpolacion

ty = cos (%), m=0,...,d,

que satisfacen la condicién de la particién. Recordando que el polinomio de Chebyshev T,
de grado d, satisface que Ty(t,,) = (—1)" para todo 0 < m < d, pues cumple la propiedad
T, (cos(f)) = cos(nf). Podemos plantear lo siguiente

d d
AUm.n Td(tm)am ﬂ(_l)m
|am (Q)| < ’ = : = (=1)"am(Ta),
mZ::o Hj;é m |t — tj’ mZ::o Hj;é m [t — tj|

esto implica (2.17). Finalmente, calculemos los coeficiente a,(T};) usando la expresién del
polinomio de Chebyshev:
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d
T _ 2 1\™ d—2m
)= 3, (5, )08 -0
ey t—1 1\
:n;o <2m)(t—1) (t+1) ( — )
%(d) d‘i’" d—2m\ (t—1\F [t+ 1\ F
- 2 (e 2 () (5) (5)
=, \2m = k 2 2
d
B [2] d—2m< d><d_2m>22m (t 1>k+m <t+1>d—m—k}
— = 2m k 2 2
- i mi”{d”’"}4m< d ) (d—Zm) (t— 1>" <t+ 1)“
= = 2m n—m 2 2
Por lo tanto i }
nmzn —n,n . d d—2m
)= (1% (2m) (n_m) (2.25)
y asi termina de demostracién. O

Lo siguiente sera demostrar la Proposicién [2.2.2

Demostracidon. Fijemos x,y € {£1}". Notar que como L¢ es afin en cada variable, para
todo t € [—1, 1] tenemos que

_ d d m . d—m m d—m
P(t)=Q <1—2i_tx+ 12ty> = Z <m> <1;t> <1 5 t> Lo(z,....2,Y,....9).

m=0
(2.26)
11",

Miés aun, P(t) es la evaluacién de Q en una combinacién convexa de elementos en [—
asi

sup |P(8)] < [[Qoo-
te[—1,1]

Sin perdidad de generalidad podemos asumir que [Q[, = 1. Aplicando (2.18]) en (2.26])

tenemos que, si 0 < m < %, entonces conseguimos la acotacion

m d—m m
oo 1 LA (d— 2k
L Y| < = 4 .

Usando la férmula de aproximacién de Stirling

k
(2k)! <2:) (kD)? > ;/E(k:!)2, k1
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Entonces
1 « d\ (d—2k i m!(d —m)!
L 4k _ 4k
(d Z (2k> (m—k‘) Z (2k)!(m — k)Y (d — m — k)!
m/ k=0 k=0
i m\ (d—m
<1
() (")
k=1
& (m
<2 _ 1)k m
> (k> (d—1)F = 2d™,
k=0
esto completa la demostracién. O

2.2.3. Demostracion del caso de grado d

Para la demostracién del caso general seguimos la estrategia como en el caso
homogéneo, pero antes debemos introducir algunas nociones mas.
Para cada n € N y cada subconjunto finito A < N definimos los conjuntos

To(A,n) :={i: A — [n] U {0}}
Jo(A,n) :={j: A — [n] U {0} no decreciente}.

En el caso A = [d] para d € N, denotamos los conjuntos Zy(d, n) y Jo(d, n) respectivamente.
Tomamos i€ Jy(A,n), y escribimos supp(i) = {k : i(k) # 0} que llamaremos el soporte de
i. Consideramos la relacién de equivalencia definida para iy,1is € Zg(A,n) como iy ~ is siy
sélo si existe una biyeccién o : A — A tal que i; = i 0 0.

Notar que para cada i € Zy(A, n) tenemos un unico j € Jp(A,n) tal que j € [i] donde [i]
es la clase de equivalencia de i. Con esta identificacién reescribimos la expansién monomial

(2.12)) de un polinomio de grado d @ : R — R como
Qx) = Z aj H Tk x e R"™ (2.27)

jedo(d,;n)  kesupp(j)

Recordar que el polinomio tetraedral es afin en cada variable, usando la notacién de
vemos que los coeficientes distintos de cero a; deben satisfacer que j es inyectivo en su
soporte.

Decimos que un elemento i € Zo(A,n) es afin si i(k) # i(k) donde k,k € supp(i) son
diferentes; notar que todo elemento de [i] también es afin. Como consecuencia el polinomio
tetraedral tiene una expansién monomial de la forma

Q(z) = Z a; H Tk, x e R". (2.28)

jeJo(d,n) afin  kesupp(j)

De otra manera, la asociacién de la forma d-afin de un polinomio ) con la expansién
monomial (2.27)) estd dada por

LQ(:L‘(l),...,x(d))z Z Ci H xi(flz), (2.29)

i€Zo(An)  kesupp(i)
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donde ¢; = ﬁ si i € [j]. De nuevo, usaremos la cardinalidad de [i], i € Zy(A,n) que estd
dada por

fo—

1l = =

[k :i(k) = O}![{k : i(k) = 1}|..{k : i(k) = n}|!

Maés aun, si A; y Ao son dos subconjuntos disjuntos de N, entonces la suma directa de
i1 € Zp(A1,n) y iz € Zy(A2,n) esta definida con la siguientes funcién

(2.30)

Io(Al U AQ,TL) =) i1 @iz : A1 U A2 - [n] U {0}

En particular, Zo(d, n) = Zo(S,n) ® Zo(S,n) para S < [d] y S := [d]\S.
En lo que sigue demostraremos el resultado principal del capitulo, es decir el Teorema
0.0.2)

Demostracion. Fijo 0 < m < d. Sea f : {£1}" — R una funcién de grado d y Qy el
polinomio teatraedral asociado. Sabemos por (2.28]) que tiene una expansién monomial

Q@)= > a5 [] =ik),

jeJg(dmn)  kesupp(j)

donde a; = 0 cuando j no es afin, extendemos esta definicién poniendo a; = aj si i € [j]
para i € Zy(d,n), j € Jo(d,n). Sea Ly : (R")? — R es la forma d-afin de @ descripta
anteriormente. Para todo S < [d] y 2z, ..., z(9) e R"

L= %% aen T1 o T1
11€Z0(S,n) ipeZo(8,n) kesupp(i1) kesupp(iz)
donde
Ciy @iy = all&
|[i1 @ ia]|
Para la igualdad se puede verificar que la parte derecha satisface las tres condiciones I, II,
II1 y recordar que Ly es la tinica forma que cumple las condiciones. Para |S| = m y
z,y € [—1,1]", evaluando el mapa Ly en los elementos W) =gsikeSyaz®h) =ysike¢s
y por la simetria de Ly tenemos que

m d—m
—
Lf(.%', ey Ly Yy ey y) = Z Z Ci; ®is H xh(k) H yig(k)

11€Z0(S,m) izeZo(S,n) kesupp(i1) kesupp(iz)

= ] DGl G2l che gomi i
J1€J0(5,1) joeTo (S,n)

= Z Z A5 @ §2%51 Yio
J1€70(5,m) §2€70(S,m)

donde G- el
Jull - [1J2
A.i1@ jo = |[J1 @J2]| aj ®jo- (2‘31)
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Notar que el coeficiente aj,q;, distinto de cero satisface que j; @ j2 es afin, implica en
particular que ji,j2 son afines y por (2.30) en este caso, podemos acotar

G @Jdall - [{k:ja(k) = O} - [{k : jo(k) = O} _ <;i> (2.32)

G- 10201 (R G @Jg2) (k) = 0}t ml - (d —m)! ~

Usando la desigualdad de Blei (2.3)), tenemos que

a1 1 (
2d 2 k+1

2d
D LaglE < 1 > > el
jeJo(d,n) Scld],|S|=k \ 51€T0(Sn) \j2ed0(S,n)
(2.33)
Para S c [d] fijo tal que |S| = m, estimaremos cada factor del lado derecho de la desigual-

dad anterior. Si denotamos p, = (r — 1)_71 para r > 1, entonces usando (2.7)) y (2.32), para
cada j1 € Jo(S,n) tenemos

1 1
2 2
2 I[31 (—B.]z 9
2 ‘ah@jz‘ = | Z’ 1@j2‘ (2.34)
2 ]l
; N
d 9 d
<, Dldjenl? | = ) | Ee D Aje inTis (2.35)
J2 Jj2
m+1
d =\ 2
d—
< <m>p££’ By ZAjl@ j2j : (2.36)
J2
Sumando sobre todo j; € Jy(S,n) obtenemos
b\ am\ B
2 d—
Z Z|aj1®j2| < <m>p2w:n ZE ZAJ1®J2J:J1
. . m+1
J1 J2 J1
m+1
d 73774?1 2m
d—
= <m>p"2l7fn: Z Z j1®j2Tj
Ji | d2
m+1
22\

d d
< o su E E A @ 5oxs
< )priJrl xe{ilf}n 1@ j2 i

j1 | e
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Y asi el ultimo supremo lo acotamos usando el segundo resultado de Polarizacién (la
Proposicion [2.2.2))

_2m_\ 5t
m+1
sup Z ZAh@jzl‘h < BHé"lL} sup ZZAj1®jszjlyjz
vl \ 1 [ oye{1" g,
m d—m
—
= BH{iTT} sup |L¢(z,..2,Y,....9)]
N xvye{il}n
— BHE 24" f]..
Por lo tanto
m+1
% 2:-n1 2m J
2 _
2 | 2! anel <BHZ () ot 2d™ | f]o-
i \i2 TN

Como S es arbitrario, podemos aplicar esta cota para cada factor del lado derecho de (2.33))
obteniendo

d+1

2d d _
S lal# ) < mugy () praanis

jedo(don) m
Consecuentemente
d—m
d m+ 1Y\ 2 d
<d <m _d—m m __ <m m
BHEY) < BHE ' <m> 2d™ = BHY, <m - 1> <m> 2d

d—m
d—m

2 2
<m 2m <m
<BH{i1} <1+m 1) d <BH{i1}exp (m 1+2mlogd>

< BHE"IL} exp (2 <m -

d
1 —i—mlogd)) .

Tomando m = [+1/d/logd] en la desigualdad previa tenemos

<d <[v/d/logd]
BH{<i1} < BH 4, exp (4 dlogd) :

e iterando (como en el caso homogéneo) concluimos la afirmacién. O

2.3. Observaciones y Problemas Abiertos

2.3.1. La conjetura de Aaronson-Ambainis

El Teorema W prueba que la constante BH {<+d1} crece a lo sumo subexponencial en el
<d

grado d, pero podria ser cierto que crece a lo sumo polinomialmente, i.e., BH{H} < poly(d).
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En lo siguiente intentaremos explicar cémo el ciclo de ideas de Bohnenblust-Hille y lo
anterior estd vinculado con la teoria de informacién cudntica.

Tomando n, k € N, una funcién f : ({£1}")" — R se dice que es una forma multilineal
si ésta es lineal en cada entrada, i.e., para x; € R"” e y € R” (y similarmente para las demds
posiciones)

flz1 4+ y,x0,....zk) = f(x1,22, oy k) + f(Y, T2y oey Tk ).

Toda funciéon Booleana k-homogénea la podemos escribir como

fxt, ... 2% = Z aihmikx}l...xfk, zt, . ab e {£1)m
1<117’Zk<n

—

Montanaro probé en [Monl12] que

k+1

SE
2k
( Z |ai1...ik|k+1) < K9 f oo, (2.37)

1<, i <n

donde C > 0 es una constante absoluta y

. 1 k
[floo = | max [f(z ..., 27)].
xl,..xke{£1}
Ademas aplicé esta estimacién para juegos XOR en la teoria de informatica cuédntica, asi
como para resolver un caso especial de la conjetura de Aaronson-Ambainis en [AAT4] que
comentaremos a continuacién.

Conjetura 2.3.1. (Aaronson-Ambainis) Existen constantes absolutas c1,co > 0 tal que
para toda funcién f: {£1}" — [—1,1] de grado d se satisface

ca(Var(f)/d)* < méx Inf;(f), (2.38)

1<j<n

donde Var(f) := Mg, F(5)? e Infi(f) := 3,5 f(S)? para todo j € [n].

Notar que si la varianza de f es grande en proporcion al grado d (por el d dividiendo
en la desigualdad) estariamos diciendo que existe un j € [n] tal que la j-influencia de f es
un valor significativo.

Aaronson y Ambainis en 2008 mostraron que de ser cierto este resultado implicaria una
conjetura bien conocida sobre el poder de la computacién cudntica, que se remonta a una
pregunta de 1999 hecha por Fortnow y Rogers en [FR99]. Informalmente la conjetura afirma
que todos los algoritmos de consulta cudntica podrian simularse eficientemente mediante
algoritmos de consultas clésicas en la mayoria de las entradas.

El trabajo de Aaronson y Ambainis [AA14] donde se enuncia la conjetura, lleva de
titulo “La necesidad de estructura en aceleraciones cuanticas” dicho titulo se relaciona con
la siguiente situaciéon comentada por los autores: si la conjetura fuera cierta seguiria siendo
coherente con la existencia de algoritmos cuanticos como el de Simon y Shor. Estos son algo-
ritmos que se pueden resolver exponencialmente méas rapido en una computadora cuantica
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que en una computadora clasica. Simplemente lo que se demostraria es la importancia de
la estructura global para los algoritmos de Simon y Shor, es decir cierta cualidad en estos
algoritmos es extremadamente no aleatoria, por ejemplo, codificar una funcién periédica
(en el caso del algoritmo de Shor) o codificar una funcién que oculta una cadena secreta
s (en el caso de Simon). Esto subrayaria que las aceleraciones cudnticas superpolindmicas
dependen de la estructura.

No estéd claro si existe o no un vinculo directo entre el supuesto crecimiento polinomial en
d de la constante de Bohnenblust-Hille BH <+d1 con la Conjetura de Aaronson-Ambainis. Lo
relevante de la seccién es que podemos destacar dos hechos que conectan ambas preguntas.

Siguiendo el enfoque de Montanaro en [Mon12, Corolario 20] tenemos en primer lugar:

Caso A 2.3.2. Supongamos que BHE® | no crece més que polinomialmente en d. Entonces

{£1}
para toda funcién f : {£1}" — [—1,1] de grado d tal que |f(S)| = a para todo S < [n].

Se satisface que existen cq, co > 0 constantes absolutas tal que

aa(Var(f)/d)* < max Inf;(f),

1<j<n

para todo j € [n].
Observemos que esto da un caso particular de la conjetura de Aaronson-Ambainis, si

suponemos cierto el crecimiento como mucho polinomial de la constante de Bohnenblust-
Hille.

Demostracién. Recordemos que Var(f) =g f(9)?%e Infi(f) = 2jes £(9)? para todo
j € [n]. Entonces si consideramos f : {+1}" — [—1,1] como en el enunciado. Obtenemos

Var(f) = o2 zd] (;)

m=1

y para cada j € [n]
9 n—1 a? & n
e (072 £00)

Més atin, usando que (1) > ()¢ tenemos

1 da+1 d+1

n d n 2 d n 2d R 2d 2d <

d+1 <

alo ) <m) <al| ) <m> <| X 1F(9) <BHZ,,.
m=1 m=1 S+
Juntando todo obtenemos
Var(f)’ a2n i (BH<d )2 <bd (2.39)
mé.Xlgjgn Infj S {£1} = ’ ’
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con b > 0y [ > 2 constantes absolutas, la iltima desigualdad se debe a la suposicién que
BH {gfl} no crece mas que polinomialmente en d. Por otro lado, como 0 < Var(f) < 2 ya
que |f(z)| < 1 para todo x € {+1}", tenemos que

! 2 -2 2
1 1 (Var(f) _ 1 1Var(f)*Var(f) < 1Var(f) . (2.40)
20=2p d 21=2p d! b d
Luego de (2.39) y (2.40) concluimos
1 1 (Var(f) :
52}, ( pi ) < 1rgja<xnfnfy(f)
lo deseado. O

Por otro lado, por [IDO06] podemos enunciar el siguiente resultado:
Caso B 2.3.3. Existen constantes absolutas ¢, co > 0 tal que para toda funcién
f:{x1}" — [—1,1] de grado d se satisface

aa(Var(f )/2d)C2 < méx Inf;(f),

1<j<n
para todo j € [n].

Notemos que esta afirmacion se consigue reemplazando en la conclusion de la Conjetura
2.3.1| el d por el 2¢. Se puede encontrar una breve prueba de este hecho basada en la
hipercontractividad en [OZ16]. Lo relevante es que existe una estrecha similitud entre la
idea principal de esta prueba y la demostraciéon de las desigualdades de tipo Bohnenblust-
Hille, como detallaremos a continuacion.

Demostracion. Tomando f: {£1}" — [—1,1] de grado d tenemos que

Var(f) < Z Inf;(f llrgjaicnfnfj Z A Infi(f (2.41)
j=1

Siguiendo la notacién y los pasos de la demostracién del Teorema [0.0.2] tenemos que, si
={d} y S’ = [d — 1], entonces

i\/ Inf;(f > 1 lagenl?

]16\7(57”) jZEJ(Slvn)

Acotando esto ultimo de la misma manera que en ([2.34)), con la distincién que en este caso
usaremos el resultado de hipercontractividad que compara la norma dos con la norma uno,
mas precisamente ([2.8)), y asi obtenemos

2

> > ahenl] < (f) e 12d < d%e?

leJ(S,TL) jQGJ(Slun)
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Por lo tanto, aplicando esta estimacién para (2.41)) tenemos

Var(f)?

/ < dletd, 2.42
maxigj<n Inf](f) ( )

Por otro lado, existe una constantes absolutas [ > 0 lo suficientemente grande tal que
d4 e4d
W < 1.

Juntando esto con ([2.42)), se obtiene

1 <Var(f)>l _ Var(f)2 Var(f)=2d* e*? - Var(f)?

9l—2 9d d4edd 9l—29dl T Jhedd
que es el resultado deseado. O

Para finalizar comentamos que este estilo de problema parece estar bien popularizado
en ciertas comunidades, por ejemplo, Y. Filmus, H. Hatami, S. Heilman, E. Mossel, R.
O’Donnell, S. Sachdeva, A. Wan y K. Wimmer enumeran preguntas en su colecciéon de
problemas abiertos “Analisis real en informética: una coleccién de problemas abiertos” (ver
[FHH™14]), donde se menciona que la conjetura de Aaronson y Ambainis se resuelve para
algunas clases especiales de funciones, un caso particular es cuando se toman las funciones
[ {£1}" — {£1} es decir, cuando f sélo alcanza dos valores. También la conjetura se
puede probar para polinomios simétricos f : {+1}" — [—1,1], mds precisamente:

Definicién 2.3.4. Sea la funcion f : {£1}" — R se dice simétrica si f(r1,..,x,) es
independiente por permutaciones en las variables x1, ..., x,.

Enunciemos el resultado exacto:
Teorema 2.3.5. Existe una constante universal ¢; > 0 tal que para cualquier funcion
simétrica f: {+1}" — [—1,1] de grado d, existe j € [n] tal que
4
a (Var(f)/d)" < Inf;(f).

Podemos encontrar la prueba en [Bacl2]. Un comentario adicional es que la prueba en
el caso simétrico es factible porque la expresion de la j-influencia de f no depende de j,
para aclarar esta afirmacién se puede probar (ver [O’D14] pdg. 48]) que

Inf;(f) = E[D;(f)I%,

donde D;(f)(z1, ..., xp) = f(xl""’Ij""’I")_2f(x1”"’_xj""’x"), y la esperanza se toma en {+1}".

Entonces uno puede reemplazar la j-ésima influencia por %E (2?21 |D;( f)\Z), luego la

pregunta se convierte segin los expertos en “un problema tipico de multiplicadores de
Fourier” y conocen técnicas para abordarlo.
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2.3.2. Norma de Lorentz

Otro espacio en el que se han estudiado las desigualdades de Bohnenblust-Hille es el
espacio de sucesiones de Lorentz, en lo que sigue trataremos de comentar algunos resul-
tados y cémo por este camino podemos generalizar la constante de Bohenblust-Hille para
funciones en el cubo Booleano.

Definicién 2.3.6. Dado K = R o C consideramos K, el espacio vectorial de todas las
sucesiones (Tn)nen con x, € K. Un espacio de sucesiones de Banach es un subespacio X
de KN dotado de una norma completa tal que, si v = (x,), € KN ey = (yn)n € X son
sucesiones que cumplen |x,| < |yn| para todo n € N, entonces x € X y |z| < |ly|.

Observemos que aqui indexamos las sucesiones en N, pero también podriamos indexar
las sucesiones en un subconjunto I < N, como haremos luego.

Definicién 2.3.7. Un espacio de sucesiones de Banach es simétrico si x5 = (Ty(n))n € X
y |zo| = |z| para toda permutacion o de N.

Consideremos el espacio de sucesiones de Banach (X (I), || x) con sucesiones a C-valores
(x;)ier- En lo que sigue, los espacios de Lorentz jugaran un rol importante.

Definicién 2.3.8. Tomando 1 < p < w0 y1 < ¢ < o, el espacio de Lorentz €y, o(I) (¢, 4
para abreviar), consiste de todas las sucesiones x = (x;)ien para el cual la expresion

1
<ZkeJ wzqk%_l) Tosiog<
|)le,, = (2.43)

1 .
SUppey kP st g = o0,

es finita. Aqui, como es usual para T = (z;)ier € {yr(I), denotamos por x* = (x75)jes el
reordenamiento decreciente de x definido por

x =mf{\>0,#{iel,|r;] >\ <j}, jeJ

donde J = {1,...,n} cuando card(l) =n y J =N cuando I es infinito.

La expresion es una norma si ¢ < p, y es una cuasi-norma si ¢ > p, es decir no
cumple la desigualdad triangular pero si |« + y| < k(|z| + |y|) para algin k& > 0. En el
segundo caso | - g, , es equivalente a una norma. Por supuesto £, , es el espacio £, ya que
la aplicacién z — z* es una isometria. Andreas Defant y Mieczystaw Masytilo en [DMI16]
probaron el siguiente resultado:

Teorema 2.3.9. Para cada entero positivo d el espacio de Lorentz £ 2a | es el espacio
d+1°

X de sucesiones de Banach simétrico mds pequerio para el cual existe una desigualdad de
Bohnenblust-Hille (reemplazando en el lado izquierdo de la desigualdad la norma £ 24 por
d+1

la norma de X).
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La expresion “mas pequeno” hace referencia al suceso maés general que encontramos
con dellate en [BKS88, Teorema 2.5.2]: Si 1 < p < 0 y X es un espacio de sucesiones de
Banach simétrico con norma | - || x entonces tenemos que £, 1 < X con

HIJHX ”J:pru xegp,l-

El siguiente teorema motiva la generalizacién de la desigualdad de Bohenblust-Hille para
funciones f : {£1}" — R de grado d.

Teorema 2.3.10. Existe L > 1 tal que para toda funcién f : {£1}" — R de grado d se
satisface

(nd 1
Z = < LY f] o, (2.44)

donde D(n,d) = Zm o (M) y (f*(k )) d) es el reordenamiento decreciente de

(|f<5>|)sqn],\5\<d-

Notar que la norma en la parte izquierda de la desigualdad (2.44]) es la norma del
espacio de Lorentz

o ({S:5<[n][S]<d}) = [T B e, ),

+10
Sclnl,|S|<d

y como ya mencionamos, podemos entender el resultado como una generalizacion de la
desigualdad Bohnenblust-Hille para funciones en el cubo Booleano con la restriccion de
que no sabemos si la constante en todavia se comporta subexponencialmente. Si
C(d) denota la mejor constante posible en (reemplazando L?), entonces la siguiente
idea de la demostracién muestra que

h’msupC’(d)é <V2(1 +V2).

d—0o0

Demostracion. Sea f : {£1}" — R un polinomio de grado d. Si Qf es el correspondiente
polinomio tetraedral, luego considerando un polinomio complejo (de grado d) se deduce de
[IDM16l, Teorema 16] que para cada e > 0 existe una constante C(e) que depende sélo de €
tal que

C(e)(V2 + €)% sup |Qf(2)). (2.45)

zeDn

()
T ,1

Tener en cuenta que el resultado en [DM16, Teorema 16] se realiza para funciones ho-
mogéneas de grado d. Pero el resultado se extiende facilmente al caso de grado d; de hecho,

cada polinomio grado d, Q¢ en [—1,1]" puede verse como un polinomio d-homogéneo en
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T™*! con la misma norma compleja y los mismos coeficientes. Por otro lado, recordemos
el resultado de Klimek del Lema [1.0.9] (2)

sup [Qr(2)] < (1 + V2)? sup 1Q ().

zeDn ze[—1,1]

Combinando esto con (2.45)) obtenemos ([2.44)). O
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Capitulo 3

Fenémeno de Bohr para funciones
en el cubo Booleano

Para comenzar presentaremos la definicién principal del capitulo, el radio Booleano
para una familia de funciones F en {il}N , pero primero lo definiremos para una funcién
cualquiera f : {1}V — R:

Definicién 3.0.1. El radio Booleano de una funcion f : {+1}¥ — R es el nimero positivo
p = p(f) que satisface

2 1S = e

Sc[N]

En general, calcular el radio Booleano exacto de una funcién dada puede ser complicado,
tanto como determinar los coeficientes de Fourier. Sin embargo, es posible dar estimaciones
cuando conocemos alguna caracteristica de la funcién, como el nimero de variables de las
que depende, la distribucién del espectro de Fourier (ya sea que se concentre en niveles
bajos o en conjuntos con el mismo cardinal) o el tamano de E[f] en relacién con | f|q.
Para esto consideremos el siguiente concepto:

Definicién 3.0.2. Tomemos una clase F de funciones en el cubo Booleano {1}V, el radio
Booleano de F es definido como

p(F)=swp{p=0: Y |f(S)p < |fle, paratoda feFy,
Sc[N]
o equivalentemente

p(F) = inf{p(f) : f e F}.

Con el fin de estudiar este radio nos concentraremos en las siguientes cinco clases,
que naturalmente surgen del desarrollo de la expansiéon de Fourier-Walsh de una funcién

39
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cualquiera. Es decir, para cada f : {il}N — R tenemos

fa) = Y f(Sixs,  we{r1}. (3.1)
Scn]

Definimos paracada Ne N, 0<d< Ny0<p<1:

BY := toda funcién f: {+1}¥ - R,

BY, := toda funcién d-homogénea f: {+1}¥ — R,

BY = toda funcién homogénea f : {+1} — R,

BY, := toda funcién f: {+1} — R con deg f < d,

BY := toda funcién f: {£1}"V — R satisfaciendo [E[f]| < (1 — 8)]f]-

En la primera seccién de este capitulo se probara que el radio Booleano de BY obtiene la
férmula

log 2
p(BY) = 2% —1 = 225(1 4 o(1)).
N
Luego, en la siguiente seccién trataremos con las familias de funciones homogéneas BY, |
y BY . En el Teorema obtenemos que para cada 1 < m < N existe Cy, (independiente

hom

de N) tal que

. ~m ) ~m
crnam (M) 7 <) < o (V)
donde ademaés lim,, C;, = 1. Esto muestra que para m grande, la estimacién previa es
asintoticamente éptima. La demostracién de la acotacion inferior se basa en un trabajo
reciente de la desigualdad (de tipo Bohnenblust-Hille ) mientras que la estimacién su-
perior requiere de un argumento probabilistico (ver Lema. El hecho que C),, converge
a uno es la llave para probar

p(B) = 1[5 (14 o),

ver Corolario

En la siguiente seccién, trabajaremos con el caso de funciones de grado d, aqui la
estimacion para el radio Booleano de Bgd es menos precisa que en el caso homogéneo.
Mostraremos en el Teorema [3.3.1| que para cada 1 < d < N existen constantes ¢q y Cy
(independientes de N) tal que

1

1
2

1
N
Cd < p(Bgy) < Ca—p-

2d
La demostracién de la acotacién inferior requiere una desigualdad para funciones en {+1}V
que podria ser de interés independiente, y afirma lo siguiente: si f : {£1}" — R es una
funcién de grado d, entonces
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( 3 |f(S>|2> <2401 (@),

S#J
El trabajo previo para probarlo recuerda las desigualdades de F. Wiener y Caratheodory
para polinomios complejos (véase los Corolarios y el Teorema|3.3.2)). Finalmente,
la dltima seccién estd apuntada a la estimacién del radio Booleano de B(];V . El resultado
principal es el Teorema el cual muestra que existe una constante absoluta C' > 0 tal
que para todo N e Ny QLN <6<l
1 1
Cl———— < pBY) < C—~——.
2 2

VN, /log(5) VN4 /log(3)
Notar que 6 = 2%\, es el valor “sensible” mas pequeno, ya que para todo 0 < § < 2%, tenemos
consecuentemente que

Q(5) = p(BY) < p(By) < p(BiiN) =0(5)

donde Q(f(n)) = g(n) significa que g(n) estd acotado inferiormente por un miltiplo de
f(n) a partir de un cierto n € Ny ©(f(n)) = g(n) es la notacién para decir que g(n) estd
acotada inferior y superiormente por multiplos de f(n), cuando n es grande.

La demostracén de la estimacion inferior del teorema depende de la desigualdad hiper-
contractiva, mientras que para la estimacion superior tenemos el estudio del radio Booleano
de la siguiente familia de funciones (del tipo threshold)

Yan : {£1}N 5 R, Yon(x) = sign(z; + ... +ry —a), 0<a<AN.
En efecto, probaremos en el Teorema que existe una constante C' > 0 tal que para
todo0<a< N

1 1
—= < anN) < C—r=.
a+ VN pla.n) a+ VN

La estrategia de la prueba permite dar la precisién asintética del radio Booleano de la
funcién mayoria Majy = oy para N impar (Corolario [3.4.10)).

C—l

3.1. Caso 1: Todas las funciones en el cubo Booleano

El siguente teorema dard con precision el radio Booleano para todas las funciones en el
cubo Booleano N-dimensional {+1}%.

Teorema 3.1.1. Para cada N € N
p(By) =2V — 1. (3.2)

En particular,
]\%l’m Np(By) =1log2 + o(N).
oo
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Comparando este resultado con el caso complejo, es decir para todos los polinomios
f(z) =>] aeNY f(a)z®, en el N-ésimo toro dimensional TV definido en (L.4), en el caso
Booleano tenemos la estimacién precisa de p(By) para todo N, y en el caso de complejo
s6lo se conoce para N = 1, como vimos en el Teorema [0.0.1] Un ingrediente relevante de la
prueba original de K; = % (més precisamente la modificacién de la demostracién de Bohr
por M. Riesz, I. Schur, y F. Wiener) es un resultado de F. Wiener el cual establece que
para toda funcién holomorfa f con coeficientes ¢, en el disco abierto D y con | f|ln < 1 se
tiene

lenl < T—eol* <2(1 = |eo]), neN. (3.3)

El punto clave de la demostracién del Teorema [3.1.1] es que para el caso Booleano tenemos
un resultado més fuerte del tipo F. Wiener, como muestra el siguiente lema:

Lema 3.1.2. Para toda funcion f : {£1} — [~1,1] y par de subconjuntos A, B  [N]
con A # B tenemos que

1f(A)]+1/(B) <1

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que existe k € B\ A. Entonces,
para cada z € {+1}" tenemos que

f@i, s mp,an) = Y f(9) + Z f(8)z®
Sc[N\{k} Sc[N],keS

@i, = may) = Y, (95— > f(9)a".
Sc[N\{k} Sc[N],keS

Como | f|lec < 1, combinando ambas igualdades conseguimos

SRS+ Y (9
Sc[N]\k 1.k

Sc[N],keS

Luego la afirmacion se cumple, pues

[F(A)] +1/(B)] = [ELf«"]] + [E[f«"]]

D f®)2 |+ Bl D f(S)a2P)
NNk Sc[N],keS

<E| ) f(9)2°|+E| > f(5)2°
Sc[N|\k ,ke

Sc[N],keS

donde en la peniltima desigualdad introdujimos el médulo en la esperanza y sumamos

sobre los conjunos S < [N] respetando la inclusién/exclusion de k en S.
O
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Estamos listos para probar el Teorema [3.1.1

Demostracion. Sea f: {£1} — R con | f]s < 1. Aplicando la estimacién del Lema
para todo p > 0 tenemos

SIS = 1F @)+ Y 1£(9)1

SC[N] SAD
<@+ - f@) Y (N)p’“
k=1 k

= @)+ A= 1F@))(Q+p)" = 1).

Si tomamos p = 2N — 1, entonces el tltimo término es igual a 1 y concluimos que p(By) =

2% — 1. Estimemos ahora pn por arriba. Denotamos por 1 € {+1}" el elemento cuyas
entradas son todas iguales a 1. Observemos que la funcién F : {£1}" — {+1} dada por

-1 st =1
F(x)_{l six#1,

la expansién de Fourier de F' esta dada por

1 -1

S#J

Para ver esto, notar que la funcién f : {+1}" — R definida como f(z) = 1 paraxz =1y
f(x) = 0 para = # 1 tiene la siguiente expansién Fourier

N
f(z) = H (1—1_2:%) = 2LN Z 7, ze {+1}7,

n=1 ScN

como F(z) =1 — 2f(z) para todo = € {+1}V, la expansién de Fourier deseada para F se
sigue haciendo un despeje.
Finalmente, por la definicién del radio Booleano px = p(By) obtenemos que

1 1 s 1 1 N
L=1Fle > 1= g5+ Y, gvion = 1= gn1 + grg (L on)Y 1),
S#J

Asf debe ocurrir (1 + px)Y — 1 < 1, despejando conseguimos la acotacién superior de py
y esto prueba que py = 2% — 1. O
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3.2. Caso 2: Las funciones homogéneas

El problema de estimacion del radio Booleano en las clases de funciones homogéneas
BY 'y B,]l\gm en el cubo Booleano {£1}" es més delicado que el caso B, como podemos
notar en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Existe una constante C > 1 tal que para todo 1 < m < N

—1 —
N\ zm N\ zm
cmN21n< ) <p(BY,) < CmNzin< > , (3.4)
m m
donde
1
em=————— y  Cp=Cm.

1 log m
ma2m C'V m

Antes de pasar a las consecuencias de este resultado y su demostracién, comparemos
el resultado andlogo que conocemos para el toro N-dimensional TV (en lugar del cubo
Booleano {£1}?"). Recordando la definicién del radio m-homogéneo de Bohr K5™ (ver
(1.8) se sabe que cumple la siguiente estimacién (podemos ver la prueba implicitamente
en [PSS14] y [DFOC™11]): existe una constante absoluta D > 1 tal que para todo m, N

satisface ) .
1 /m\ %S _ m\ “sm
— (= < Kx"<D (7) : .
D (N) N N (3.5)

por lo tanto para m fijo, el decaimiento asintético del radio de Bohr K™ y el radio
Booleano p(BY,,) coinciden.
El control del decaimiento de ¢, y Cy, cuando m — oo daré lo siguiente.

N
Y =1
N\ tog v Bhom)

Basado en la férmula anterior llegamos a la conclusién esencial de que el estudio del
radio Booleano y radio de Bohr muestra una notable diferencia. De hecho si tenemos en

cuenta que
N
lim 4| ——KN =1 .
N log N~ hem ’ (3.6)
donde la definicién de K&

hom €sta hecha en (vedse [PSS14] y [DFOC™11]), entonces
en el caso complejo, el radio de Bohr de todos los polinomios y el radio de Bohr de
todos los polinomios homogéneos no se distinguen. Pero para las funciones en el cubo
Booleano {i—l}N , por el precedente corolario y el resultado del Teorema muestra una
diferencia dramética.

La razén més profunda de esta diferencia es la distorsién entre una funcién f : {+1}¥ — R

y las partes homogenéas de esta, es decir la siguiente expresion representa la parte m-
homogénea de una funcién f : {+1} - R

Corolario 3.2.2.
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A

fml@) = > f(92®, 0<m<N,
Sc[N],|S|=m

entonces se vuelve visible si comparamos con la norma supremo, la estimacion

[ fmlloo < C™ | flloo,

donde la mejor constante C' por lo menos es mayor o igual a /2 + 1 por el Lema m
mientras que por la desigualdad de Cauchy el resultado andlogo para polinomios complejos
en TV, obtenemos una constante igual a 1.

Para la demostracién del Teorema [3.2.1] y Corolario [3.2.2] necesitamos resultados preli-
minares. Por un lado necesitamos el resultado principal del capitulo anterior, el cual dice
que existe una constante absoluta C' > 0 tal que para toda funcién f : {+1}" — R de
grado d tenemos que

d+1
2d

~ 2d_ o
S| < ovTesd) g, (3.7)
|S|<d

La caracteristica relevante para nosotros es que la constante involucrada tiene crecimiento
subexponencial en el sentido que
1

lim (CVARET) T

d—0 ’
esto jugara un rol fundamental en la demostracién de Teorema El segundo resultado
es de naturaleza probabilistica. En particular, es consecuencia de un hecho popularmente
conocido como la desigualdad de tipo Kahane-Salem-Zygmund, y sera crucial para estimar
p(BY) superiormente.

Lema 3.2.3. Para todo N € N y para toda familia de nimeros reales (cs)sc[n), eriste una
eleccion de signos (§s)scn] en {1} tal que

Z Escsg <6«/10g2\/ﬁ Z |CS|2 . (3.8)

Sc[N] Sc[N]

[SIE

o]

Antes de probar el lema enunciemos el siguiente resultado de tipo Kahane-Salem-
Zygmund, podemos encontrar la demostraciéon en [KK93, Teorema 1, p. 68].

Teorema 3.2.4. Sea E un espacio de medida con medida positiva i, y u(E) < c0. Sea B el
espacio lineal de funciones medibles acotadas en E, cerrado bajo conjugaciones complejas,
y supongamos que existe p > 0 con la siguiente propiedad: si f € B y f es real, existe
un conjunto medible I = I(f) = E tal que p(I) = w(E)/p y |f(t)| = 5| fle parat e I.
Considerando una suma finita de variables aleatorias

P = &nfn,
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donde &, es una sucesion de variables aleatorias subnormal y f, € B. Entonces, para todo
k> 2,

1
3 2
P (171 > 3 (Sl os2om) ) < 2. (39
Demostracion. (del Lema [3.2.3) Toda f : {1}V — R satisface que
N 1 1
P{{ze{l}7  [f(@)] = Sl fle} ) = 5 (3.10)

Pues caso contrario, dado que la cantidad de elemento de {+1}" es 2V, concluimos que
|f(z)] < %|flw para todo x elemento en el cubo Booleano, especialmente para el que
realiza el maximo, y esto es absurdo.

Si (€s) sc[n] son variables aleatorias independientes en un espacio de probabilidad
(©,3,P) tomando las evaluaciones de 1 y de -1 con igual probabilidad, luego usando la
desigualdad anterior en el Teorema es decir tomando P = )] Sc[N] csxs, p=2y
k = 4 tenemos

1
P S > N+3 2 <=
> ESesxs 3| 1log(2V*?) Y les] 5
Sc[N] o Sc[N]
lo que conlleva a la conclusién esperada. O

Ya familiarizados con los dos conceptos anteriores podemos demostrar el Teorema[3.2.1]

Demostracion. Comenzamos dando una acotacién superior para p = p(BY), para el cual
hacemos uso del Lema Consideramos la familia (cg)s < [N] donde ¢g = 151 |S| =m
y ¢s = 0 de otra manera, entonces existe ({s)gc[n] en {£1} tal que

p’”(ﬁ) = M s Y] esas <6\/10g2\/ﬁ<g>2,

|S|=m |S|=m o

donde la primera desigualdad corresponde a la definicién de p. Asi la estimacién superior
se desprende de esto uUltimo con una constante absoluta C'. Ahora probemos la estimacion
inferior, combinando la desigualdad con la desigualdad de Holder, obtenemos para
cualquier funcién m-homogénea f : {+1}V - R

m+1
2m m—1 m—1

S )< | S i) (V)T <ovmeem (VYT
m

m
|S|=m |S|=m

Como consecuencia tenemos
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£ _Jmteam (N 2
> 1FS)p™ < Ifle para p" =C W( ) |
[S|=m

Sabiendo que (ﬁ) > (%)m para todo entero 1 < m < N, concluimos

1 1 1
_ Jlgm [N\ 52 (N 2 | N\ 7
p(BY,) = C Vo ( )2 ( > mNZi”< ) )

esto completa la demostracién. O
Por tltimo daremos la demostracién del Corolario 3.2.2]

Demostracion. Notar que B,Jl\;m es la unién de todas las familias BY,, esto inmediatamente
lleva a la relacion

p(Bhow) = _f p(BY,).

0< m<N

. . 1 1 /s
Usando la estimaciéon v/27mn" 2e ™™ < n! < en™t2e™" vilida para todo n > 1, podemos

acotar paratodo 1 < m < N

)= ) (5 e

Aplicando estd desigualdad en el Teorema obtenemos que

2

1 1
N (e \™ m/  m (=D (m(N —m)\m
p(BY ) < Cp N2 (ﬁ) 5 (1 N) s

Tomando m = [log N], la previa desigualdad lleva a

log N
PBlm) < p(BN10g 1) <\ (1 + 0(1)).

Para probar la estimacién inversa, recordemos ahora la estimacién inferior dada en el
: : N Neym 415

Teorema que combinada con la desigualdad (m) < (50)™ vélida para 1 < m < N,

produce

p(BY,) _  Naiym 1 logN 1 logm loglogN (3.11)
NogN = Cpn/logNye Gy 2m 2 2 2 ' ‘
N

Sea € > 0, fijo mg € N tal que C,;! > 1 — € cuando m > mg. Usando y que la funcién

N — 102%,1 N 3+ lm% - % tiende a infinito cuando N tiende a infinito y m est4 fijo,
deducimos la existencia de algin Ny € N tal que

log N
inf p(BY)) > o8

0<m<mgo - N

(1—e), N > Np. (3.12)
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Por otro lado obtenemos, la funcién

logN 1 n logx loglog N
2x 2 2 2 '
Alcanza su minimo en x = log N con valor igual a cero. Asi, de nuevo por (3.11))

[log N 1 [log N
: N ‘ - .
mogrlrfSN p(B m) > N mogggN Cm Z N (1 6)’ (3.13)

para cada N € N. Combinando (3.12]) y (3.13) concluimos que

log N

N ’ N

PBhom) = | 0t | p(B=y) =4[ —— (L —e), N = N,,

y con esto probamos el corolario. O

3.3. Caso 3: Las funciones de grado d

La desigualdad de Cauchy permite extender el resultado (3.5 hasta el caso de grado d

d—1 d—1
1/d\ 2 <d d\ =
== <SKY'<D|(— , 14
s(v) =<2 (x) @19

donde la definicién de Kf,d estd dada en ([1.7). Desafortunadamente, la informacién que
tenemos para el cubo Booleano es menos precisa.

Teorema 3.3.1. Sea 1 < d < N. Entonces, existen constantes absolutas cq, Cq > 0 que

satisfacen

1 1
r < p(BZy) < Ca—grr-
2 N3

Cd

Senalamos que la acotacién superior se conseguird facilmente por los resultados de
la seccién anterior, la estimacién inferior requiere de algtin trabajo preliminar que tiene
también un interés independiente.

Teorema 3.3.2. Para toda funcion f : {+1}Y — R y cada x € {+1}V tenemos que

1

f@)+5 S fe)
S#J

+

1 .
3 Z f(S)iL"S

S#J

< [ flleo-

Demostracion. Fijo z € {+1}", tomemos A < [N] y si denotamos por Z el elemento
definido como &, = x, sin¢ Ay &, = —x, si n € A; entonces tenemos que

f@l=] 2 Je)®+ Y ()7,

|SnA| par |SnA| impar
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f@l= > A9 — D f(9°).

|SNA| par |SnA| impar

Ambas cosas juntas conducen a

Y f@ef| ] Y F8)2® < flee.

|SNA| par |SnA| impar

Si sumamos sobre todos los A < [N] y dividimos por 2V, por desigualdad triangular
tenemos que

o7 SRS+ oy DI L R

Ac[N]|SnA| par [N]]SnA| impar

Podemos reescribir la doble suma en una sola
> Yo f(9)2% = > f(S)2{A < [N]: |An S| impar}].
Ac[N]|SnA| impar S#J

Para contar el nimero de subconjuntos A < [N] tal que |A n S| es impar, notar que tal
conjunto es de la forma A = A; U Ay donde A; < [N|\S y Ay < S satisface que |As| es
impar. Como el nimero de subconjuntos As < S # ¢§ con un nimero impar de elementos
es precisamente 25171 se deduce que

{A c [N]:|AnS|impar}| = 2N7181281=1 — gN=1,

Por lo tanto

N Z >, f(8)” Z f(s (3.16)

[N]|Sn A| impar S#Q

Siguiendo la misma estrategia tenemos

o Z > f(8)2f +*Zf (3.17)

[N]]SnA| par S#J

Reemplazando (3.16)) y (3.17) en (3.15]), obtenemos el resultado. O

Si tomamos esperanza en la desigualdad del Teorema obtenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 3.3.3. Para toda funcion f: {+1}¥ — [~1,1] tenemos que

E| > £(S)

S+

21— |f(2)))
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Observemos que el corolario previo no puede mejorarse, en el sentido que no podemos
encontrar p > 1y v > 0 tal que

(E 5 f<s>xs|p>” <= D)), (3.19)

S#J

para toda funcién f : {+1}"V — R. En efecto, tomando f : {(+1}V - {+1}cono(f =1) = A
yo(f=—1)=1—Aparaalgin 0 <\ < %, entonces f(J) = 2\ — 1 y si definimos

@)= ) - i) = { 252 % fh

Obtenemos
E|0(2)]P = (2 = 2X)PX + (2A)P(1 — N).

Reemplazando este valor en (3.18)) del lado izquierdo y del lado derecho conocemos exac-
tamente |f(J)|, conseguimos lo siguiente

(2=20)PA + (2A)P(1 = X) < AP(2N)P, (3.19)
lo que lleva a

(L= AP < (L= A7+ 31— X) < 7P,

Para N lo suficientemente grande, podemos tomar A tan chico como se necesite para
contradecir la desigualdad previa para un - dado.

Observaciéon 3.3.4. También se sigue de (3.19) que para el caso p = 1 la acotacién
2 — 2\ < 7 es valida, esto dice que la constante 2 en (3.3.3)) es éptima.

Corolario 3.3.5. Sea f: {£1}¥ — [~1,1] una funcién de grado d. Entonces

2

SO <20 - 1f (@), (3.20)

0<|S|<d

Demostracion. Para demostrarlo hacemos uso de un caso particular de la desigualdad hi-
percontractiva, cuya demostracién se realizara en otro capitulo (ver|4.2.29)). Dicho resultado
afirma que

1£l2 < el £,

para toda funcién f : {+1}¥ — R de grado d. Combinando esto con el Corolario m
obtenemos la conclusién deseada. O

Estamos en condiciones de probar el Teorema (3.3.1
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Demostracion. La acotacién superior es consecuencia de la desigualdad p(l’j’gd) < p(de)
y el Teorema Para probar la acotacién inferior, fijemos (normalizando) una funcién
f {1} — [~1,1] de grado d con |f]e = 1. Tomando p = \/% donde 0 < C < 1 es una
constante, usando la desigualdad de Holder junto con el Corolario obtenemos

1

Entonces podemos encontrar una constante C' = ¢4 tal que la suma previa sea menor o
igual a uno. Esto produce que

De esta manera tenemos el radio Booleano para funciones de grado menor o igual a d
acotado inferiormente. O

La relacion entre la exponencial de N en la estimacion superior e inferior de
es notoria. Algunos autores creen firmemente que —— es el verdadero orden asintético
N 2d
en vista del resultado para el caso d-homogéneo. En este sentido planteamos la siguiente
pregunta.

Pregunta 3.3.6. Dado d € N, ;existe alguna constante Cy > 0 tal que para toda funcién
f:{£1}N — [~1,1] de grado d se tenga que

>, f(9)a?

S#0

Ca(1 = f(D)))? (3.21)

0

Una respuesta positiva para la pregunta previa podria implicar el reemplazo de N 3 por
i

d—
N5 en la acotacién inferior de 1. En efecto, podriamos refinar la segunda parte de la
demostracién del teorema usando la desigualdad

a+1 d—1
2

2\ X d o 2d
S < Y 1) <2pmw(ﬁ)> ,

0<|S|<d 0<|S|<d

entonces aplicando (3.7)) para acotar el primer factor junto con (3.21]) obtenemos lo querido.
Notar que la pregunta |3.3.6| es equivalente a la siguiente:
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Pregunta 3.3.7. Dado d € N, ;existe alguna constante Cy > 0 tal que para toda funcién
f:{+1}N - [~1,1] de grado d y cada 1 < m < d se tenga

Y, f8)e®] <t -[f(@))?

|S|=m o

La condicién previa es muy similar a la afirmacién del Teorema de Wiener para po-
linomios complejos en varias variables Q(z) = Z(Tin:O Qm(z), donde @, denota la parte
m-homogénea, el cual para cada 0 < m < d

1@l <1 —1Qo* < 2(1 —|Qo));

véase (3.3) el caso de dimension 1. Sin embargo, en el caso del cubo Booleano no podemos
esperar que la constante Cy en la Pregunta [3.3.7, satisfaga Cy < C para C constante
absoluta. De lo contrario

N om | 2™ m=l
INTCIZEES W (D WHETIS IV

0<|S|<N m=1 \|S|=m
N m
<cO-1f@)N Y (’%) ,

m=1

y entonces p(BY) > Q(LN) Pero por el Teorema tenemos que p(BY) < O(4), una

contradiccidn.

3.4. Caso 4: La clase B(];V

Para finalizar el capitulo, el resultado principal de esta seccion es el anélisis del radio
Booleano para la familia Bév , la cual estd formada por funciones f : {il}N — R que
cumplen la siguiente estimacién:

EL < (1= 0)[f]e-

Sabemos que la desigualdad |E[f]| < |f] es cierta para toda f : {+1}" — R, entonces
la idea de considerar esta familia es quedarnos con funciones que cumplan una estimacién
més ajustada entre la esperanza y la norma supremo (dependiendo de §) y medir como
cambia el radio Booleano para esta restriccion.

Teorema 3.4.1. Eziste una constante absoluta C > 0 tal que para todo N € N y para todo
2%, < 6 <1, tenemos

—1
S P ——

— — (3.22)
VN, /log(2) VN, flog(2)
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La demostracién del teorema se separa en dos partes. Primero abordaremos el lado
izquierdo de la desigualdad, que se basa en el uso de la desigualdad hipercontractiva de
Bonami. Recordar que para —1 < p < 1 el operador de ruido 7}, asigna para cada funcién
f:{£1}¥ - R en el cubo Booleano otra funcién

T,(f): {1}V > R, Tf@) = 3 F(S)p5la,
Sc[N]

Como ya comentamos en el Capitulo[2] en el Lema de Bonami este operador cumple
una caracteristica importante que es la siguiente:

Teorema 3.4.2. Para todo 1 < p<qg<

p—1
Tofllq < 11f]p Pgwﬁ-

Para la otra desigualdad del Teorema daremos una estimacién precisa de cierto
tipo de funciones pertenecientes a B(];V .

3.4.1. Acotacién inferior

Teorema 3.4.3. Sea f: {1}V >R y0<6<1 con [E[f]] < (1 —0)|f|e. Entonces

o) > ——
5v/ N4 /log(2)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que f : {+1}"V — R satisface
[fleo =1y E[f] =1—9. Afirmamos que para cada 0 <e <1y 0 <m < N tenemos que

1
2

M F)” <2€2’"(§>”5. (3.23)

|S|=m
Para ver esto, definimos g : {+1}" — [0,1] como g(z) = w Notar que
. 1.
() = L 1(5). G+ [N] (3.24)

Maés atn, para todo p > 1,

S =
VAN
—~~
3
K
—~
8
~—
=
S =
I

(Eflg()P) (2 329

Combinando la relacién entre los coeficientes de Fourier ([3.24)), el teorema hipercontractivo
2.7 (conp=1+¢e,qg=2,p=4/2)y (3.25), obtenemos que

. 4
YO =4 Y g < o Y las)Pe
|[S|l=m |S|=m Sc[N]

4 4

< S Eg@r) <o (5)
T oem l9(2)I") Tem \ 2 ’

2
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lo que prueba la afirmacion. Aplicando ([3.23) para 0 < py 0 < € < 1, conseguimos lo
siguiente

N N
SIS = S S i) < Y o (Y

S+D m=1  |S|=m =1

3
N
73
N——
TM=

3
o
=
T
ot

3

N
N —-m (5 1te
< m 2e72 | =
%)= (3)
m=1
N m 1 1 N
N R S W (o
P A 2) &\ Vevm
Tomando
log 2 1
5_1 2 Yy p= )
0g(5) 5v/Ny/log(3)

deducimos que

1
THe log(2)log 2
(5>1+ :5exp<slog2>zéexp log(3)log2 3 _
2 2 l4+e 79 2 log (5) + log 2

Usando ahora que f(&) = E[f] = 1 — 4, la estimacién previa permite concluir

T A <26 Y (f)m <5=1- /(D)
<2 2\ 5 myiogz) < '

S#QS

Y asi pudimos acotar inferiormente el radio Booleano de cada funcién perteneciente a B(];V ,
con ¢ positivo y menor que uno. O

3.4.2. Funciones de tipo threshold

Mostraremos que la desigualdad en el Teorema [3.4.3] es 6ptima. Para eso daremos
estimaciones precisas del radio Booleano para las siguientes funciones dos-paramétricas:

Una {1 — {£1}, Yna(x) = sign(z1 + ... + oy — @),

donde o € R, N € N y como es usual sign(y) = 1 paray > 0y —1 para y < 0. Observemos
que diferentes valores de a puede generar la misma funcién. Nos restringimos al caso en que
«a = 0. Para algunos resultados ademds asumimos que N — a es un nimero natural impar.
De esta manera, garantizamos que diferentes valores de o conduce a funciones diferentes y
también evitamos que aparezca sign(0). Senalamos que las funciones ¥y, pertenece a la
amplia clase de funciones conocidas como funciones de tipo threshold o umbral (donde se
detalla mayor informacién en el capitulo 5 de [O’D14]). El objetivo es mostrar el siguiente
resultado.



3.4. CASO 4: LA CLASE BY 55

Teorema 3.4.4. Para cada N € N y 0 < a < N tenemos que

ct < p(na) <C

1
a+ VN a++/N’

donde C' es una constante absoluta independiente de o y N.
La demostracion involucra una serie de resultados preliminares. Comencemos con una

estimacion técnica para el radio Booleano con algunas suposiciones en «. Para N € N con
0<a<N,sea G:R;y — R, la funcién dada por
1

Nta—-1 N—a-1
G(r):=sup|l+zr| 2 |[l—2zr] 2 r e R+, (3.26)

zeT

y usemos esto para definir la funciéon I : R, — R,

I(p) = Jop G(r)dr, peR.,. (3.27)

Antes de comenzar con los resultados preliminares requeridos definimos, siguiendo el
trabajo de Guadarrama [Gua05], el radio de Bohr de la clase Py de todos los polinomio
complejo de grado a lo sumo N por

N

N
Ry :=sup {T >0: Z \Ck:(P)|7“k <|plp, p(z)= Z Ck(p)zka zZE D} . (3.28)
k=0 k=0

En dicho trabajo se prueba que existen constantes absolutas ci,co > 0 tal que para N
suficientemente grande,

1 ¢ 1 log N
-+ —=<R = .
3+3%< N<3+C2 N

Dryanov y Fournier [DF(02] prueban la siguiente estimacién: para todo polinomio p € Py
p(z) = Zévzo 2" tenemos

N

T
- N,
(2] +2

donde [%] denota la parte entera de % Esta estimacién implica que la tnica raiz ¢y en
(0,1] de la ecuacién

|ck] < 2cos ( > (Iplp = leol), 1<k

N
Z cos T th = }
N - 9
k=1 [7]+2 2
satisface 0 < ty < Rpy. Un comentario adicional de la observarcién, se puede ver en el

articulo de Fournier [Fou08|, donde entre otras cosas se muestra que de hecho ty < Ry
para todo N.



56 CAPITULO 3. FENOMENO DE BOHR PARA FUNCIONES EN EL CUBO BOOLEANO

Teorema 3.4.5. Para N e N y0 < a < N tal que N — o es impar, sea p = pa N €l radio
Booleano de 1 = 1o n. Entonces

1 N p
I(p) S —~—— < > < RyT () ,
N(Nj\igil) n< N—a—1 n RN

2

donde Ry es el radio de Bohr definido en (3.28)).

Demostracion. Comenzamos con la siguiente afirmacién, para cada ntmero complejo z
obtenemos

i (N - 1>1[;([n])z”1 = (ﬁ;ﬁ) 2Nl—_lu t) T (l—2) (3.29)

= n—1

Para probar esto, hacemos uso de la N-ésima derivada discreta de una funcién en el cubo
Booleano, aplicado a 1) da una funcién Dy : {—1,1}¥~! — R que definimos como

Yy, ono1, ) =Y, o1, —1) [ 1 st 4t anog =«
DNw(xla"'axN—l) i ) - 0 sino.

La expansiéon de Fourier de Dy podemos calcularla explicitamente en término de los
coeficientes de ¢ (véase [O’D14, p. 30, Prop. 2.9] para detalles de la demostracién). Usando
mas que nunca que ¢ es invariante por permutaciéon de sus coordenadas, para cada (J #
S < [N] satisface ¥(S) = ¥([n]) donde |S| = n, ademés obtenemos que

N
Dyp(x) = >, (S5 =N ui(n]) > 2N (3.30)
n=1

NeSc[N] NeSc[N],|S|=n

Por lo tanto, aplicando el operador de ruido 7, (—1 < r < 1) a Dyt obtenemos que

TTDNw(lv ey 1) = Z

n=1

No/N-1
n—1

)@([n]w—l. (3.31)

Por otra parte, T, Dyt tiene la siguiente definicién probabilistica (ver [O’D14, seccién
2.4]), si x; son variables aleatorias independientes a valores 1 y -1 con probabilidad % + %7"

y % — %r respectivamente, entonces

TTDNl/J(l, cees 1) = E[DN’(/)(:IJL ...,:I}N_l)] = IP’(a:l + ...+ TN_1 = a) (332)

N - 1 1 N+a-—1 N—a-—1
= (N_a_1>2]\[1(1+7") 2 (1—7") 2 . (333)
2

Comparando (3.31)) y (3.32)) llegamos a la conclusién de que (3.29)) es cierta para polinomios
complejos con r € (—1,1). Se sigue de (3.29) que
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sup
2€eT

3 (N - 1)¢<[n]><m>"1

n—1

N -1\ G(r
= <Na1> 2]\5_)1, r=0, (3.34)

n=1 2

donde G estd definida en (3.26]). Usando ahora la definicién de Ry, deducimos que para
todo r > 0

> (Y ) iieryr < (3 ) o < Z (071

n=1

Integrando la desigualdad previa sobre el intervalo [0, R] con R > 0, produce

M{zNN (M) taicemr < (35 ) 485 < lemi (Y )wnie. )

Reemplazando en la expresion anterior la variable R primero por ﬁ y luego por p, pa-
ra conseguir respectivamente, la segunda y luego la primera desigualdad de las siguiente
expresion

e (A )00« 3 (M < s (M )i

n=1

Dividiendo por 21\,%1( N]\_[;L) tenemos la desigualdad del enunciado casi lista, s6lo queda
2

estimar la parte del medio.
Notar que por la buena definicién del radio Booleano, el nimero p satisface

N

> (M)l = 1- 16l (397

n=1

La esperanza de 1) esta dada por @E( &), podemos facilmente calcularla como

YD) =o(x1+...+zy>a)—o(x1 + ...+ 2y < )

=20(x1+ ... +aNy >a)—1,
usando esto ultimo en ([3.37)) escribimos

N

3 ()6l = 201+ > ). (5.39)

n=1

Observar que x1 + ... + xy depende de la cantidad de 1's y —1’s: si m variables son iguales
a-1y N —m son iguales a 1 entonces z1 + ... + xxy = N — 2m, luego

1 N
0(m1+...+xN>a)=2—N Z (m)’
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y por lo tanto de (3.38) tenemos que

N

Y (e -z X ()

n=1 m<

Aplicando esto ultimo en la desigualdad (3.36]), concluimos que la afirmacién del Teorema
B.4H es valida. O

Como consecuencia inmediata del Teorema tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.4.6. Para N e N y0 < a < N tal que N — « es impar, sea p = po, N €S €l
radio Booleano de ¢ = 1o n. Entonces

I(p)éN(Ji_l > 1<JZ><

Nia-1) _Noe-
eSS |

1(3p). (3.39)

W =

Demostracion. Como % < Ry y G es una funcion estrictamente creciente en R, , la funcién
I(r)

r — = es creciente en (0,00). En consecuencia

P 1
Il — ) <=I ,
Ry <RN> 3 (3p)

y entonces aplicamos el Teorema |3.4.5 O

Comencemos el andlisis del Corolario 3.4.6l Para controlar el orden de los ntimeros
combinatorios en necesitamos un resultado auxiliar [McK89], y para presentar este
resultado introducimos la funcién Y : [0,00) — [0, ) definida por

o0
Y(z) = e3% J ez dt, z > 0. (3.40)

xT

Lema 3.4.7. Para cada N € N y para 0 < o < N con N — a siendo un entero impar,
existe un nimero real 0 < ca,n < /5 tal que

2 G2 ) (7 )= ()

—a—
2

n<

Demostracion. El siguiente resultado se encuentra con detalle en [McK89], tomando N > 1
v ¥ <k < N tenemos

Ty R g P R

para algin nimero real
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, T 2V N
< E(k,N) < YR )
0< E(k,N) <min <\/; 2k‘—N)

Usando simples propiedades de los coeficientes binomiales y un cambio de variables, tene-

mos
N N N
NZ;A <n): NZ;A <N_n): NZ+:+1 <n>
n<S—g— n< A== n="tatl
Por lo tanto, reemplazando k = Y42+ en ([3.41)) obtenemos el resultado. O

Finalmente necesitamos otro resultado técnico sobre las funciones G e I que se definieron
en (3.26) y (3.27).

Lema 3.4.8. Para 0 < o < N — 1 tenemos

) @+ =t (1—7) M=t si rel0,7q],
(;Uﬁ - 2 N-—-1 a N+a—1 a N—a-—1 .
I+r)2 1+ x%5) + (1-5x%) ¢ si 1€ |[ra,1],

donde

Demostracion. Tomando z = ¢ + it € T con ¢ + t?> = 1 podemos escribir

G(r) = sup (1+ 7%+ 2rt) B (1+ 72 —2rt) N_f_l, r € [0, 1].
te[—1,1]

Para mostrar la férmula requerida para G, definimos dado un r € [0, 1] la funcién
gr : [—1,1] —» R+ por

N+a—1 a—1
4

g = (L+r2+2rt) d (L+r2—2rt) 5, te[-1,1]. (3.42)

El célculo de la primera derivada muestra que el signo de g/. depende solamente del signo
de to, —t, pues

N+ Nfafl_l

Gt) =r2(N = 1)1+ +2rt) 5 142 —20t) 5 e, — 1), te(—1,1),
(3.43)
donde
b a(l +r2)
“r (N — 1)

Ahora observermos que tq, < 1 siy sélos si r € [rq, 1], y que g, alcanza el médximo para
ta,r- Asi




60CAPITULO 3. FENOMENO DE BOHR PARA FUNCIONES EN EL CUBO BOOLEANO

Por otro lado cuando r € [0, r,], se tiene que g, es creciente en [-1,1] y

N4a—1 N—a—-1

Gr)=g:(1)=0+r) > (A-r) >,

y esto completa la demostracion. O

Combinamos los precedentes dos lemas para explotar la estimacién explicita de p(¢q,N)
dada en el Teorema [3.4.5

Proposicién 3.4.9. Existe una constante absoluta C > 0 tal que para cada o, N € N con
N — « entero impar tenemos

2 1 a+1 2 1 a+1
CevN —Y < o <eVN—Y | —— ).
N (W) plban) < € T (W)

Demostracion. Aplicamos el Teorema Si notamos p = p(,n) para simplificar, en-
tonces combinando el Corolario y el Lema [3.4.7] obtenemos

=2 1 a+1 1
eVNI(p) < =Y | — | < -1(3p). 3.44
0= =7 (S5 < 370) (3.49)
Ahora observemos que por la definicién dada en (3.40)), Y es una funcién decreciente en
R4. Como la funcién G definida en ([3.26]) satisface G(r) > 1 para todo r = 0 , esto se
obtiene reemplazando z por ¢ en la expresion del supremo en la definicién de G(r), lo cual
cede la parte derecha de la estimacién requerida:

p< fop G(r)dr = I(p) < ev¥ \/%Y (Oi/%l) . (3.45)

Para la acotacién inferior de p, notemos que, como G es una funcién creciente en [0,1] (esto
puede deducirse por el Teorema de médulo maximo) tenemos que

1 13
§I(3p) =3 G(r)dr < pG(3p). (3.46)
0
Ahora acotemos G(3p) por una constante independiente de N y «. Para poder hace uso
del Lema donde una explicita expresién para G(r) es presentada, antes distinguimos
dos casos para r € [0, 1] de acuerdo asir = 3p < r, or = 3p = r,. Asumimos que 3p < r,
y aplicamos la caracterizacion de G, vista en el Lema |3.4.8| para deducir

N—a

G(3p) = (1+3p)*(1—90%) " 5 < (1+3p)* < exp(3pa).

La férmula anterior para Y en (3.45) muestra junto al hecho de que Y(z) < 1 para todo
x > 0, la siguiente acotacién

1 a+1 e2
<e?—Y < :
p=e ( ) a+1
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Usando esto para terminar de acortar G(3p), tenemos
G(3p) < exp(3e?),

en el caso que 3p < 7q.
Consideramos ahora el caso 3p > r,. Como Y es una funcién decreciente en [0, c0),
concluimos

2 2
p< jNY (a\;%) < yoy- %

donde Cy = 62\/§. Combinando la féormula para r, =
Lema [3.4.8] obtenemos

&7

(N=1)+4/(N-1)2

junto con el
—a2

G
VN

Aplicando esta tdltima estimacién y el Lema podemos afirmar

a<2(N-—-1)ro <6p(N—1)<6(N —1) < 6CHvVN — 1.

e

2 N-1 a? N -1
1 2 M o 24V — 1
> (1+9p%) 2 exp(2(N_1)+9p 5 )

2 2
< exp (36200 + 95’0> < exp(23C2).

Combinando el Corolario |3.4.6} (3.44) y (3.46)) se produce la estimacién deseada. O

G(3p) < <1+N—1

Centremos el foco ahora en la demostracién en el Teorema B.4.41 Usando de nuevo el
hecho que Y es una funcién decreciente e Y (z) < % en R, , puede probarse ademds que

(véase [McK89])
x

—F <
1+ 22

Demostracion. (del Teorema [3.4.4]). Sea N € Ny 0 < a < N. Comenzamos observando de
la monotonia de Y, para todo @ < v/ N la acotacién

Y2 1 (a+1\ _Y(0)
N <my<¢ﬁ)< N

mientras para « = v/ NN usando la estimacion (3.47)) deducimos

1
Y(z) < = x> 0. (3.47)

1 - a+1 - 1 <a + 1) - 1 - 2
VN+a+1 N+(a+1)? " VN VN ) a+1  aq++/N
Podemos resumir las desigualdades anteriores diciendo que existe una constante absoluta

Cp > 0 (independiente de a y N) que satisface

Cyt 1 (a + 1) Co
< —Y < : 3.48
a++vVN /N \ VN a++/N (3.48)
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Dividimos ahora la demostracién del teorema en dos casos.
Caso 1: Asumimos que N — « es un nimero natural impar. Entonces por (3.47) y la
Proposicién (3.4.9)), existe una constante absoluta Cy > 0 tal que
1 1
———= < p(Wa,n) < Co——=.
a++/N p(an) a++/N
N

Caso 2: Sin ninguna reestriccién en 0 < a < N, sea 0 < n < 5 un nimero entero tal

Cy! (3.49)

que o € [N — 2n — 2, N — 2n). Notar que para cada z € {+1}" la suma 21 + ... + 2 es
igual a N — 2k para algun entero k. Por lo tanto, si o/ € [N —2n — 2, N — 2n) entonces
YN,o = YN, En particular, esto es cierto para o/ = N —2n—1, luego N — ¢/ es un niimero
natural impar. Podemos aplicar entonces para obtener que

1 1
cil—— < o = o <Ch————.
0 O/—i—\/N P(w ,N) PW ,N) 005/+\/N

Finalmente usando que |a — &/| < 1 concluimos el resultado. O

El argumento en la Proposicién (3.4.9)) puede realizarse para las funcién Mayoritaria
Majyn (N impar) y asi dar la estimacién precisa del radio Booleano cuando N tiende a
infinito.

Corolario 3.4.10. El radio Booleano de la funcion Mayoritaria satisface

. v
Ma = —(1+0(1)),
w2
donde v > 0 es el unico nimero real satisfaciendo Sg e2du = /5.

Demostracion. En el caso de la funciéon Mayoritaria Majy = ¥y donde N es impar,
reemplazando z por ri en (3.29) y comparando el coeficiente de ™ (m € N) en ambos
lados tenemos

N

3 (0 2 o = (L) g+ )5

n=1 2

Notamos por py el radio Booleano de 1. Entonces, integrando entre 0 y py en la expresion
previa y usando que ¢n () = 0, deducimos que

N
11 N - O /N-1\ 1 [ev N
NN 1<n>|1/)([n])|ﬂN=<Nz1>2leo (1+7%)72 dr,

donde la primera igualdad es justamente la definicién del radio Booleano. Usando la férmula
de aproximacion de Stirling y haciendo el cambio de variable r = \/LN’ obtenemos que si

Cn = ”N%m (donde 7 es como antes) entonces
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Por lo tanto Ciy estd acotado. Usando la desigualdad (1 + 1)* < e < (1 + 2)**! vilida

para z > 0 obtenemos que
Cny 2 T
f ez du = \/7(1 + o(1)).
0 2

Por la definicién de « se sigue que

Por tltimo aplicando el Teorema de Valor Medio, conseguimos Cy = 1 + o(1) como
queriamos probar. O

3.4.3. Acotacion superior

Finalmente, volvemos a la demostracion del Teorema donde necesitamos un re-
sultado auxiliar

Lema 3.4.11. Para todo 0 < o < N tenemos que

o(xy+...+xny > a) = exp [—6(1 +

)2} . (3.50)

3l°

Demostracion. Hagamos la distincién de dos casos. Si « , entonces la acotacion es

\%
N

trivial

O'(.'L'l +...+txNy > Oé) = 2_N = eXp(—N) > exp |:_6(1 + 06)2:| .

VN

En cambio si asumimos que a < % Por el Lemam tenemos que
1 N VvVN [ N-1 a+1
olxi+..+ay >a) = < )2( __>Y<*>.
2N n> ]\TZ—Q—l n 2N N ; : N
= 2

Para acotar el nimero combinatorio en la expresion anterior recordemos algunas acotacio-
nes establecidas para coeficientes binomiales. Por [LPV03| p4g 58] podemos conseguir para

cada0<m<n
m _m2 22n—1 _m2
= )
(n)eXp<n—m+l> Vn eXp(n—m+l>

(")

donde la desigualdad anterior es consecuencia de la estimacién de Stirling. Esto dice que
si N es un nimero impar y « es como antes, entonces

<N1>>\/§2N ( —a? >>ﬁ2N ( a2>

> — ex > ——exp|—— ),

Neao1 ) 2 T NP N —a D)) T a NPT

donde la desigualdad anterior sigue por la hipétesis o < % Si N es par, usando la relacion
estandar entre los coeficientes binomiales y la previa acotacién tenemos

\%
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N -1 N -2 V2 2Nl —(a—1)2
N—a—1 = N—a—1 Z = exXp .
Noo-l Noa-l 4 /N -1 N -1

Para evitar esta distincién entre N par o impar podemos escribir la comun acotacién

inferior

(N—1>>ﬁ2Ne (—2a2>
= — —F—— €X .
Neasl ) = RN PN

Por lo tanto, tenemos

—20° 1
a(w1+...+xn>a)>86xp< ]\? >Y<a\/+ﬁ>' (3.51)

Para acotar el factor anterior simplemente se recurre a la definicién (3.40|) de la funcién Y

para obtener que

1 DA\ (* -2
() - () [
N H

2 atl g 5
o VN _t2
( ) e 2dt

a+l

N
a? 1 a+1\?
> exp N exp 5 1+ JN

Aplicando la estimacién anterior a (3.51]) concluimos que

o ()on] 2035

oz +..+zy >a) = g o
o \2
2exp[—6<1+m> ],
esto completa la demostracién.
Estamos en condiciones de terminar la seccién demostrando el Teorma [3.4.1]
Demostracion. Sea N € Ny 2%, < § < 1. Lo siguiente fue probado en el Teorema m
1

BNy > ———— .
p(Bs') VN log(%)
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Probemos la acotacién superior, haremos uso de las funciones ¢, n (0 < o < N) que fueron
estudiadas en la seccién previa. Recordar que

E[Yan] =1—=20(x14+ ...+ 2y >a) =[1 —20(z1+ ... + 2n > @)]|Va,N]o0-

Entonces, por el Lema [3.4.11] deducimos que 9o n € B(];V cuando

(1 + %)2 - logég). (3.52)

Sid< e%, podemos encontrar 0 < a < N que satisface la condicién anterior, luego

¢ C _ CV6
VN VN (14 g) VN log(3)

p(B5) < p(¥na) <

Sid > %, como YN, € B(JSV trivialmente, conseguimos que

p(BY) < pling) < O (1) ,

y con esto concluimos la afirmacion. O
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Capitulo 4

Desigualdades

Este capitulo tiene como objetivo desarrollar con cierto detalle la desigualdad de Blei y
las desigualdades hipercontractivas. La relevancia de la primera radica en que la mayoria de
las demostraciones modernas de la desigualdad de Bohnenblust-Hille dependen en algin
grado de la desigualdad Blei. Por otro lado, las desigualdades hipercontractivas fueron
fundamentales para acotar las constantes de Bohnenblust-Hille en el Capitulo [2, también
fueron claves en el Capitulo[3] por ejemplo para acotar inferiormente el radio Booleano para
la clase B(];V . De todas maneras las desigualdes hipercontractivas tiene un interés propio en
el campo del andlisis Booleano, ya que es una herramienta poderosa para comparar normas
a través de ciertos operadores y goza de multiples aplicaciones, como se explica por ejemplo
en el trabajo de Montanaro [Mon12].

4.1. Desigualdad de Blei

Una de las desigualdades que usamos para acotar el crecimiento de la constante de
Bohnenblust-Hille para el caso del cubo Booleano es la desigualdad de Blei , en lo que
sigue daremos la demotracion. Comenzamos con un caso particular para motivar los pasos
de la demostracion.

Proposicién 4.1.1. Para cadam > 2, n € N, y para cualquier coleccion (a;, .. i, )i<i,....im<n
de numeros complejos tenemos

m+1 = m
n 2

om 2m m n )
< >, |ai1,...,imm+1> <|]]>] > o - (41

21,etm=1 k=1i=1 \%1,..0sfk—1,tk+15--->tm

Podemos reescribir la afirmacion, usando la notacién que desarrollamos en el Capitulo
(vedse la Seccion [2.1.1), de la siguiente manera:

=\ m+1
n

m
> !ai!%<n > Y eyl : (4.2)
k=1

i€Z(m,n) Jj=1 \jeZ(m—1,n)

67
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Demostracion. Procedemos las demostracién por inducciéon en m. Comencemos con el caso

4 2
Dllaigls = >0 Dllaij|*lai;
iJ i\
3

en el dltimo paso aplicamos la desigualdad de Hélder con p = 3 y p’ = 5, nuevamente para
el proximo, pero ahora con p = % yp =3

W=

N

< Z(Z\ai,jl2> % Z(Z%‘)Q%

i \j i \j
Por la desigualdad de Minkowski, podemos acotar el primer factor
2\ 2 1
2
> <Z !%j!) <) (Z |aij| ) :
i \j i \i

y de todo esto obtenemos que:

4 : 2 : : 2 : :
(Z |aij 3) <X (2 |ai | ) 2 (Z | i1 ) -
i, i J J i

Para el caso general seguimos esencialmente la misma estructura que para m

Empezamos aplicando la desigualdad de Holder dos veces, primero con p = m+1 yp = ol

m+1

luegoconp=m+1yp =

2m . 2 2(m-1)
D L e D D | e TP e

ieZ(m,n) j€Z(m—1.n)j=1

< 2 (ZiaJ@mJ|)2 (meﬂ)

J€Z(m—1.n)

1

,_.

2(m=1) \ mt1

" 2\ 771 n S
(v (Zlaj@mﬂ) Ay (Zmi@mjﬁ)
) \J JEI( ) J

j€Z(m—1.n m—1.n

Ahora acotemos el primer factor con la desigualdad de Minkowski

n 2\ 3 " 3
5 (Zlaj@mﬂ) Y et
) \J

j€Z(m—1.n j=1 \jeZ(m—1.n)
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Para el segundo factor, usaremos la hipdtesis inductiva (para m—1). Con el fin de mantener

T A 2 -l 1 3 al —_ n . . 2 E
la notacion simple, escribimos o = <Z] @@, 5] ) , luego

m B 1 2 _m
_m 1 +1
2(m—1) e m—1 n 9 2 .
2 4" <|1I2{ 2 okeu
j€Z(m—1.n) k=1 1=1 \keZ(m—2,n)
} 2
_ -
1 = | m+1
m—1 n m 32\ 2
_ 2
B Z Z Z |a(k@kl)®mj|
k=11=1 \keZ(m-2n) \j=1
- 2
B 1 m+1
m—1 n m 2
=112 2 2 &
= (k@)D
k=11=1 \keZ(m—2,n)j=1
- 2
[ 17 w1
m—1 n 2 | ™
_ 2
= |a.]@kl‘
k=11=1 \jeZ(m—1,n)
Juntando todo obtenemos
2 2
B 17 > 7 1 —
. m 5 m+1 mel n 5 m+1
m 2 2
D dalmT < | D D i@l 11 > el
i€Z(m,n) J=1 \jeZ(m—1.n) k=11=1 \jeZ(m—1,n)
- B 2
B 1 1
m n 2 "
=112 X luedl :
k=11=1 \jeZ(m—1,n)
que es lo que se quiere concluir. ]

Con el caso particular probado, podemos generalizar la afirmacion para obtener la
desigualdad de Blei.

Teorema 4.1.2. (Desigualdad de Blei) Sea una coleccion de nimeros complejos a =
(i)iez(m,n), tenemos que para cada 1 < k < m,

1

m+1 ok \ Bt (")

1
2m 2 k+1

DRI I N I I D S R S e L (43)

ieZ(m,n) Se[m]r \ i€Z(S,n) \jeZ(S,n)

Notar que para el caso que k = 1, obtenemos S = {i}, ,f—fl =1y (7]?) = m, por
lo tantoo estamos en la desigualdad anterior. Recordemos que el ingrediente principal
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fue la desigualdad de Holder, que nos permitié separar la suma en un producto de dos
sumas. Para esta generalizacién mixta de la desigualdad, necesitaremos la versién general
de la desigualdad de Holder para normas mixtas de Minkowski. Establezcamos algunas
notaciones basicas.

Para toda coleccién (ai)iez(m,n) ¥ Para todo vector r = (r(k))jL; con 1 < (k) < o0, la
norma mixta de Minkowski |a, esta dada por la siguiente expresién:

r(2)

r(m—2)
r(m—1)\ 7(m—
n n r(m) ¢ 1

lalle = { D31 D0 | Z (ZZ ;| ) . (44)

i1=1 | i2=1 tm—1=1

S
~

w
Z

Lema 4.1.3. Sean pi,...,pn, T vectores con 1 < p;(k),r(k) < o para todo j= 1,....N y
k=1,...,m tal que

1 N
- Z

Entonces, para cada eleccion de colecciones ai,...,an indezada en Z(m,n) (con a; =
(a;(1))iez(mn) para j =1,...,N) tenemos

N N
ITTasle <] Tlaslp,
j=1 j=1

donde el producto de la izquierda se toma de forma coordinada.

Podemos observar que el caso m = 1 es la clasica desigualdad de Holder.

Demostracion. (del Lema|4.1.3) Hagamos la demostracién para m = N = 2 y n arbitrario.
Fijo 1 <4 < n, por la d651gualdad de Holder

n 5 v*(12) 2 p11(2) n 5 ﬁ
a1 (i, g)as(i, )" Z lai (i, §)|P*? > Jas(i, 5) P2
j=1 J=1

Nuevamente usando la desigualdad de Hélder, obtenemos



4.1. DESIGUALDAD DE BLEI 71

INgE

laraz|, =

r(2)
(z|wm>|<>>

=1 \j=1

r(1) r(1)

n p1(2) n p2(2)
2 4)Pr Z |az (i, 5)[P?
1 \y=1 j=1

1 1
p1(1)\ p1(D p2() \ p2(1)

N
M s

7

n n ) p1(2) p2(2)
<| 2 2 la(P® > Z\azw P22
i=1 \j= i=1
= [a1llp, [a2]p.-
El caso general es simplemente la iteracién de este argumento. O

Y ahora la estructura de la demostracién del Teorema de Blei es mas o0 menos la
misma que el caso particular: primero dividimos la suma en un producto usando Hélder y
acotamos cada factor usando la desigualdad de Minkowski.

Demostracion. Para cada S € [m]; definimos, para 1 <1i < m,

2k gije S,

as(i) :{ A i¢S.

Considerando la m-tupla

=3t
y
1 El(m — k)!
QZT: |
(%) m

Para cada i, tenemos

0 1 1
Se[m]y as(i) ’ (S;S qs(?) ! S%S qs@))

() ()5St (3)
- (e i)
m + 1 1

1
2m  q(i)
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Aplicando el Lema [4.1.3] obtenemos

0 0 0
lalg =1 T lalla< [T Nallag = TT lalds.

Se[m]k Se[m]k Se[m]k

Claramente tenemos que:

2m_
lalg = | D) lasl™+

i€Z(d,n)

Veamos que para cada S € [m]g, tenemos que

lallgs < | 2 >, laigl’ : (4.5)

i€Z(S,n) \jeZ(5,n)
Supongamos S = {ji, ..., jx}. Para simplificar la notacién, para i = (i1, ..., i, ), escribimos

1
2

2
Qi = Z |ail

Ljp 415 tm=1

Ahora, como T%fl < 2, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski
k+1 1
1, 2k 5 2
27 k+1
2
|ail
G+t —1 | GG \Gig+1seesim
1 k1
k+1 2 _ 1, 2k
ok X2\ 2 1y 2k T3k
2k )
k+1
2 Zallv”wljk*l = Z Z a“v'"v"jk
ijk—1+17"'77;jk*1 ijk ijk _ijk—1+17"'7ijk*1
k+1
[ 1, 2k 7 55
X7k+1 2

P 2 s

Uik \ g 41rsbh— 1,055 150 50m

Repitiendo este procedimiento, extraemos todos los coeficientes de S a la suma externa y

obtenemos (4.5)).

4.2. Teoremas de hipercontractividad

Comencemos introduciendo el siguiente concepto que llamaremos estabilidad al ruido,
a modo de motivar definiciones y generar algin tipo de intuicién sobre los teoremas de
hipercontractividad.
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4.2.1. Estabilidad al ruido

Supongamos que f : {£1}" — {£1} es una regla de votacién para una eleccién de 2
candidatos y n votantes; esto es, asigna los votos de los votantes al ganador de las elecciones.
Quizas la regla de votacion mas familiar es la funcién de mayoria:

Definicién 4.2.1. Para n impar, la funcidn mayoria o mayoritaria Majy, : {1} — {£1}
estd definida por Majy,(x) = sign(x1 + x2 + ... + 2,,). Ocasionalmente, para n par podemos
decir que f es una funcion mayoria si f(x) es igual al signo de x1 + ... + x,, siempre que
este numero sea distinto de cero.

Entonces tenemos f : {+1}" — {£1} una regla de votacién. Haciendo una suposicién
de cultura imparcial, es decir los n votantes eligen sus votos de forma independiente y
uniforme al azar x = (z1, ..., ). Imaginemos que cuando cada votante va a las urnas hay
alguna posibilidad de que su voto sea mal registrado. Especificamente, digamos que cada
voto se registra correctamente con probabilidad p € [0, 1] y estd confuso, es decir, cambiado
a un bit aleatorio, con probabilidad 1 — p. Escribiendo y = (y1, ..., yn) para los votos que
finalmente se registran, podemos preguntar sobre la probabilidad de que f(z) = f(y), es
decir, si los votos se registraron incorrectamente afecta o no el resultado de la eleccion.
Esto tiene que ver con la estabilidad al ruido de f.

Definicién 4.2.2. Sea p € [0,1]. Para x € {£1}" escribimos y ~ N,(z) para denotar el
vector aleatorio y el cual se define de la siguiente manera: para cada i € [n]

T con probabilidad p

yi = (4.6)
uniformemente aleatorio  con probabilidad 1 — p,

extendemos la notacién para todo p € [—1,1] como sigue:

x; con probabilidad % + %p
yi = (4.7)

—x; con probabilidad % — %p.

Decimos que 'y estd p-correlacionado con .

Definicién 4.2.3. Si x ~ {+1}" se toma uniformemente al azar e’y ~ N,(x), decimos
que (x,y) es un par p — correlacionado de vectores aleatoreos. Esta definicion es simétrica
en x ey; esto es equivalente a decir que independientemente para cada i € [n], el par de
bit aleatorio (x;,yi) satisface E[x;] = Ely;] =0 y E[x;y:] = p.

Con esto podemos definir el concepto de estabilidad al ruido, que mide la correlacién

entre f(x)y f(y) cuando (x,y) es un par p-correlacionado.

Definicién 4.2.4. Para f : {1} > R y p € [—1,1], la estabilidad al ruido de f para p
es

stabylf]=  E [/
p—correlacionado
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Si f:{£1}" — {£1} tenemos que

Stabylf] = P [f0=f®- P 60 # /)
pfcorrelyaycionado pfcorrefaycionado
2 P [ = f)] - L
(x.y)

p—correlacionado

En el escenario de votacién descripto anteriormente, la probabilidad de que el registro
erréneo de los votos no afecte el resultado de la eleccién es % + %Stabp[ f]. Cuando p esta
cerca de 1 (es decir, el “ruido” es pequeno) a veces es mas natural preguntarse sobre la
probabilidad de revertir una pequena fraccién de los votos para que se revierta el resultados
de la eleccion.

A continuacién presentaremos uno de los operadores méas importante en el andlisis de
las funciones Booleanas: el operador de ruido, denotado por T}, si bien en otros capitulos ya
definimos este operador, aqui lo haremos de manera distinta (ambas definiciones resultan
equivalentes).

Definicién 4.2.5. Para p € [—1,1], el operador de ruido con pardmetro p es el operador
lineal T, en funciones f : {£1}" — R definido por

Tpf(x) = E [f(y)l

y~Np(z)

Proposicién 4.2.6. Para toda f : {+1}" — R, la expansion de Fourier-Walsh de T, f estd
dada por

Tof = >, P9F(S)xs =), o I
k=0

Sc[n]
Demostracién. Como T}, es un operador lineal, es suficiente verificar que T,,xgs = p|5 lys:

T, z)= E 9 = E il = T;) = 1] x).
st = B W11 8 g(p ) = p¥lxs(x)

Aqui usamos el hecho que para y ~ N,(z) los bits y; son independientes y satisfacen
Ely:] = px; O

La coneccion entre T), y la estabilidad al ruido estd dada por la siguiente igualdad

Stabylf]= B US0)]<Be|f@) B U0N|. @
p—correlacionado

Por lo tanto:
Stab,[f] = {f,Tpf)-

Hechas estas definiciones podemos comenzar a enunciar las desigualdades hipecontracti-
vas. En 1970, Bonami probé el siguiente resultado, normalmente conocido como el Teorema
de hipercontractividad.
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Teorema 4.2.7. Sea f: {+1}" > R y sean 1 < p < q < 0. Entonces

ITofla < 1l pora 0<p< /2=, (19)

Si bien no probaremos el caso general, que se puede encontrar en [O’D14, Capitulo 10],
si demostraremos algunos casos particulares, como por ejemplo Lema de Bonami, el (2, q)-
Teorema de hipercontractividad y el (p,2)-Teorema de hipercontractividad, con el fin de
mostrar con cierto detalle las ideas y estrategias que hay de fondo cuando uno intenta
conseguir este tipo de desigualdades en el cubo Booleano.

Asi como tales resultado fueron de gran utilidad en esta tesis para poder obtener teo-
remas significativos, como para acotar subexponencialmente la constante de Bohnenblust-
Hille y obtener estimaciones ajustadas para el radio Booleano. Pasa lo mismo en muchos
otros problemas donde entra en juego el cubo Booleano, por poner algin ejemplo los resul-
tados de hipercontractividad son muy usados en teoria de informatica cuantica como bre-
vemente comentamos en la Seccién Podemos encontrar mds aplicaciones en el articulo
de Montanaro [Monl2] 6 en el libro de R. O’Donnell [O’D14], Capitulos 3, 9 y 10].

Lema 4.2.8. (Lema de Bonami) Sea f : {+1}" — R de grado k. Entonces
[£le < (V3)FIf 2.

La idea fundamental de esta afirmacién es que si x ~ {+1}" variable aleatoria uni-
forme y f : {£1}" — R tiene grado bajo entonces la variable aleatoria f(x) es bastante
“razonable”, es decir se distribuye bien alrededor de su esperanza. El Lema de Bonami
se demuestra elementalmente por induccion y es lo suficientemente poderoso para obtener
muchas de las conocidas aplicaciones de hipercontractividad, incluido el Teorema KKL
(Kahn-Kalai-Linial) el cual afirma que para cada funcién f : {£1}" — {£1}, existe un
j € [n] tal que
logn

Inf[f] = Var[f]- (—),

(ver [O’D14] Pég. 265]) y el Principio de Invarianza (vedse [0’D14, Pag. 355]).
También tenemos, por ejemplo el (2,q)-Teorema de hipercontractividad.

Teorema 4.2.9. Sean f: {+1}" > R y 2 < ¢ < 0. Entonces
T < .
I flo <1512

Como consecuencia, si f tiene grado a lo sumo k entonces |f[, < (v/g — 1)¥|f]2. Este
teorema cuantifica la medida en que 7}, es un operador “suavizante”; equivalentemente,
esto da atin mas control sobre la razonabilidad de los polinomios de bajo grado.

También tenemos el (p,2)-Teorema de hipercontractividad

Teorema 4.2.10. Sean f: {£1}" > R y 1 < p < 2. Entonces

1T =12 < [ £llp-

Este resultado como veremos luego es equivalente al (2, ¢)-Teorema hipercontractivo en
virtud de la desigualdad de Holder .
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4.2.2. Razonabilidad de polinomios de bajo grado

Como habitualmente ocurre en probabilidad, una variable aleatoria a veces puede com-
portarse de manera bastante “irracional”’. Puede que nunca esté cerca de su esperanza.
Puede exceder su esperanza casi siempre, o casi nunca. Puede tener 1, 2%°- y 3¢ momen-
to finito, pero el 4" momento puede dar infinito.

Este comportamiento irregular puede causar muchos problemas. Seria bueno quedarse
con ciertas variables aleaorias que sean més estables en este sentido. Una simple condi-
cién para que una variable aleatoria garantice un buen comportamiento, es que el cuarto
momento no sea demasiado grande en comparacién con su segundo momento.

Definicion 4.2.11. Para un niumero real B = 1 decimos que la variable aleatoria X es
B-razonable, si
E[X'] < BE[X?]*. (4.10)

Equivalentemente, si | X4 < B%HXHQ

Cuanto més pequeno B, decimos que més razonable es X. Esta definicién es invariante
por escalares (es decir, ¢X es B-razonable si y sélo si X lo es, para ¢ # 0) pero no
es invariante por traslacién (¢ + X y X pueden no ser razonablemente equivalentes). El
ultimo hecho puede resultar molesto algunas veces. Se pueden encontrar algunas condiciones
alternativas que también cumplen con la razonabilidad. Por ejemplo, podemos con51derar
el andlogo pero para el 3¢ momento, es decir que cumpla la condicién E[|X[*] < BE[XQ]
Estrictamente hablando la condicién del 4/ momento es més fuerte:

Si X es B-razonable, entonces

E[|X|’] = E[|X]| - X?] < +/E[X?]y/E[X*] < vV BE[X?]z.

Por otro lado, existe una variable aleatoria con 3¢ momento finito y 4! momento infinito
(un ejemplo de una variable aleatoria asi es la que tiene distribucién ¢ de Student con 4
grados de libertad). Sin embargo, tales variables aleatorias casi nunca surgen para nosotros,
y esto dice que la condicién de tercer y cuarto momento son igualmente buenos para la
razonabilidad.

Ejemplos 4.2.12. En lo siguiente daremos ejemplos béasicos de variables aleatorias que
cumplen la definicién de ser B-razonable:

Si x ~ {—1,1} es una variable uniforme (es decir es una variable aleatoria que elige
con misma probabilidad a 1 que a -1) entonces x es 1-razonable, ya que calculando los
momentos pares obtenemos:

E(|x*) =P(x=1) + P(x = —1) = 1,

para todo k € N par.
Para calcular los momentos de una variable aleatoria X, una estrategia es conocer la
funcién generadora de momentos, que se define como

Mx (t) = E(eX),
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siempre que esta esperanza exista. La funcién generadora de momentos se llama asi porque,
si existe en un entorno de ¢ = 0, permite generar los momentos de la distribucién de

probabilidad:
d" Mx
T dt
Sea g ~ N(0,1) una variable aleatoria normal estandar, sabemos que la funcién gene-
radora de momentos es

E(X") = M{(0) (0). (4.11)

t2
Mg(t) =ez.
Luego de un simple calculo usando (4.11]), conseguimos que E[g*] = 3 y E[g?] = 1, entonces
g es 3-razonable.
9

Si u ~ [—1,1] es uniforme, entonces se puede calcular que es s-razonable siguiendo la
misma idea que antes, sabiendo que

T

En todos estos ejemplos B es una constante “pequena’, y pensamos a estas variables
aleatorias simplemente como “razonables”. Un ejemplo de alguna que no sea “razonable”
en este sentido, estd basado en una variable aleatoria de Bernoulli y altamente sesgada, es
decir que cumpla P(y = 1) =27y P(y =0) =1 — 27", donde n es grande. En este caso
tenemos que )

My(t) = 278t.

Entonces podemos afirmar que esta variable aleatoria y no es B-razonable a menos que
B = 2",

Veamos los beneficios de trabajar con variables razonables. Primero, tienen limite de
cola ligeramente mejores a las que se obtiene de la desigualdad de Chebyshev.

Proposicion 4.2.13. Sea una variable aleatoria X » 0, B-razonable. Entonces
B
P(X| = t|X]|y) < a para todot > 0.

Demostracion. Esta demostracién es inmediata por la desigualdad de Markov:

E[X%] B

_ 4 44 4
P(IX] = t|X][|y) = P(X*> 7 X],) < W < a

0

Ma4s interesante atun, también satisfacen los limites de anticoncentracién; por ejemplo,
se puede limitar la probabilidad de que estén cerca de 0.

Proposicion 4.2.14. Sea una variable aleatoria X » 0, B-razonable. Entonces

1— 2\2
P(X| > tX]s) > L=

5 para todo t € [0, 1].
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Antes de demostrar la proposicion, enunciemos el teorema de Paley-Zygmund (también
conocido como el método de segundo momento).

Teorema 4.2.15. (Paley-Zygmund) Sea Z > 0 una varible aleatoria con varianza finita,
y sea 0 < 0 <1 se tiene

P(Z > 0E[Z]) = (1 — 0)* -5

Demostracion. (del teorema de Paley-Zygmund.) Comenzamos observando que

E[Z] = E[Z1z<or(z}}] + E[Z1(z>0812))]-

El primer término es a lo sumo AE[Z], mientras que el segundo término es como mucho

E[Z 2]%IP(Z > 0E[Z ])% por la desigualdad de Cauchy-Schwarz . Luego la conclusion deseada
se sigue despejando. O

La demostracion de la Proposicién [4.2.14] es una simple aplicacién del método de se-
gundo momento.

Demostracion. Aplicando la Desigualdad de Paley-Zygmund para X2, tenemos que
(1 - £2)2E[X2]? . (1—¢2)2
E[X4] -~ B

como se queria. O

P(IX| > t|X]2) = P(X* > ’E[X?]) =

Para una variable aleatoria discreta X, una simple condicion que genera la razonabilidad
es que X tome cada uno de sus valores con probabilidad no despreciable.

Proposicion 4.2.16. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad
7. Escribimos

A = min(7) = %g}zl;lr%x){IP’(X =x)}.

Entonces X es %—mzonable.

Demostracion. Sea M = |X|s. Como P(|X| = M) > X tenemos que
E[X?] = AM?,

entonces

Por otro lado

E[X'] = E[X?X?] < M?E[X?].

Por lo tanto, E[X*] < $E[X?]? que es la condicién de }-razonabilidad deseada. O
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La reciproca para la proposicién anterior es falsa. Por ejemplo, si

1 1
X=—7x1+..+—=x
\/ﬁ 1 \/ﬁ U3
donde x; ~ {—1,1}", es decir x;(x) = x; con z € {£1}" independientes entre si, entonces
por el teorema central del limite X tiende a una variable aleatoria Gaussiana estandar y
es 3-razonable. Por otro lado, el A (minimo de la funcién de probabilidad) para la variable
aleatoria X es un minusculo 27", pues como X (1,...,1) = 4/n se tiene

vneran(X) y P(X =+/n) = 2%

Esta discusion plantea la cuestién de cémo se podria intentar construir una variable
aleatoria uniformemente independiente a +1 bits que sea no razonable. Por la Proposi-
cién[4.2.16] al menos debe usar muchos de ellos. Por ejemplo, para construir la variable alea-

toria no razonable, como en el Ejemplo|4.2.12[se requiere grado n: y = (1+x1)(1+2xn2)“'(1+x“).
Enunciemos a continuacién el Lema de Bonami:

Lema 4.2.17. (Lema de Bonami) Para cada k € N, sea f : {£1}" — R con grado k,
Yy sean X1, ..., Xy variables aleatorias independientes, uniformes a +1, entonces la variable
aleatoria f(x) es 9%-razonable, es decir

E[f*] < 9FE[f2]? < | fla < V3'| f].

En otras palabras, los polinomios de bajo grado con +1 bits uniformemente indepen-
dientes son razonables. También debemos tener en cuenta que el nombre “Lema de Bonami”
no es estandar, sin embargo, el resultado fue primero demostrado por Bonami y a menudo
se utiliza como lema, por lo que el nombre encaja.

Demostracion. Asumimos k£ > 1 de lo contrario f debe ser constante y es claramente
trivial. La demostracion es por induccién en n. Si n = 0, entonces f debe ser una constante
y es claro que la afirmacién es cierta. Para n > 1 consideramos la descomposicién f(x) =
TnDpf(z) + Epnf(z) donde deg(Dy f) < k— 1, deg(E, f) < k, tanto el polinomio D,, f(x)
como E,f(z) no depende de x,. Para abreviar escribimos f := f(x), d := D, f(x) y
e := E, f(z). Entonces
E[f"] = E[(xnd + ¢)']
[x2d"] + 4E[x3 d3e] + 6E[x2d?e?] + 4E[x,d%e?] + E[e?]
[x}E[d?] + 4E[x3|E[d%e] + 6E[x2|E[d?e?] + 4E[x,|E[d*e*] + E[e*].

E
E

En el dltimo paso usamos que x,, es independiente de d y e, ya que D,, f v E, f no dependen
de x,,. Ahora como E[x,] = E[x}] = 0y E[x2] = E[x%] = 1, se deduce:

E[f*] = E[d"] + 6E[d?e?] + E[e"]. (4.12)
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Con una secuencia similar de pasos se puede probar que
E[f?] = E[d*] + E[¢?]. (4.13)
Para acotar por arriba (4.12)) recordemos que d = D, f(z) donde D,, f(x) es un polinomio

tetraedral de grado a lo sumo k£ — 1 dependiendo de n — 1 variables. Por lo tanto, podemos
aplicar hipétesis inductiva E[d*] < 9’“*1E[d2]2. Similarmente, E[e?] < 9kE[€2]2 ya que el
grado de E,, f es menor o igual que k.

Para acotar E[d?e?] aplicamos Cauchy-Schwarz obteniendo 1/E[d4]+/E[e*] ¥ usando

induccion nuevamente tenemos

E[f*] < 9" 'E[d?*)* + 6\/9"3—1IE[d2]2\/9kE[e2]2 + 9FE[e?]?
9k (E[d*]? + 2E[d*E[d?] + E[e*]?) = 9* (E[d?] + E[e?]]),

donde usamos 9*'E[d?]? < 9*E[d?]?. Luego por (#.13)), la demostracién est4 completa. [

N

Una consecuencia inmediata del Lema de Bonami es que para toda f : {+1}" — R
k-homogénea, con k € N, se tiene

1
17 flls = ﬁ\lf\lz; < [ fll2- (4.14)

Este es un caso especial del (2,4) -Terorema de hipercontractividad (cuyo nombre se expli-
card en breve), el cual dice que el supuesto de homogeneidad de grado k no es necesario:

Teorema 4.2.18. (2,4)-Teorema de hipercontractividad. Sea f : {+1}" — R, entonces
1T flla < 12

La demostracién es simplemente repetir la técnica de induccién utilizada para el Lema
de Bonami.
Demostracion. Probaremos E[T' 3 F(x)* < E[f(x)%]? usando induccién de la misma mane-
3

ra que antes. Mantenemos las notaciones d := D,, f(z), e := E, f(x) y agregamos T := T%,
3

tenemos 1
Tf=x, —=Td+ Te.

V3
Por calculos similares a los hechos en la prueba del Lema de Bonami obtenemos
1\* 12
BT - (J5) BT+ () BITaATe?) + Bl(re))
E[(Td)"] + 2E[(Td)*(Te)’] + IE[(T€)4]

< E[(Td)"] + 2/E[(Td)*]\/E(Te)"] + E[(Te)"]

< E[d*)? + 2E[d?*]E[€?] + E[e*]?

= (E[d°] + E[¢*])* = E[f*].
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Notar que aplicamos Cauchy-Schwarz en la segunda desigualdad, en la tercera induccién,
y la desigualdad final es un simple calculo andlogo a los hechos en el lema anterior. O

El nombre “hipercontractividad” en este teorema describe que no sélo 71 es una
V3

“contraccién” en L2({£1}") (en el sentido HT%fH2 < | fl2 para todo f) incluso es una
3

contraccién cuando se ve como un operador de L?({£1}") a L*({£1}"). Pensamos en los

teoremas de hipercontractividad como cuantificadores de en qué medida el operador T,

es “razonable”. Mediante un truco simple del analisis, usando el hecho de que 71 es un

¢

V3
operador autoadjunto podemos “voltear la norma 2” usando la desigualdad de Hélder:

Teorema 4.2.19. (4/3,2)-Teorema de hipercontractividad. Sean f : {£1}" — R, entonces
T < ;
IT1 fll2 < 113

1.€.,

Staby[f] < |/I2.

Demostracion. Escribimos T'= T 1 para abreviar notacién, tenemos
V3

ITFI3 =<TF,TF) =TT < I flas|TTfla < IFlassIT 12,

por la desigualdad de Holder y el (2,4)-Teorema de hipercontractividad. Dividiendo por
ITf]2 (que podemos suponer que no es cero) completamos la demostracién. O

4.2.3. (2,9)— y (p,2)—hipercontractividad para un bit

Aunque se pueden obtener mucho resultados al estudiar la norma 4 de estas varia-
bles aleatorias, también es natural considerar otras normas. Por ejemplo, obtendriamos
versiones mejoradas de los resultados de concentracién y anticoncentracién
si pudieramos vincular las normas mas altas de una variable aleatoria en términos de su
norma 2. Como veremos, también podemos obtener “desigualdades de nivel k" mas fuertes
al limitar la (24 €)-norma de una funcién Booleana para pequenos € > 0. Comenzamos con
la 4-norma debido a la simplicidad de las pruebas del Lema de Bonami y el (2,4)- Teorema
de hipercontractividad. Para generalizar estos resultados a otras normas, es un poco mas
especifico trabajar con estos ultimos. En parte, esto se debe a que es “formalmente mas
fuerte” como veremos luego. Pero la razén principal es que la versién de hipercontractividad
alivia el problema poco formal de ser “B-razonable”, que no es invariante por traslaciones.
Por lo tanto, en lugar de generalizar la condicién |[pX|ls < |X[2 (X es “p~*-razonable”)
generalizaremos la siguiente condicién |a + pbX|4 < [a + bX]so.

Definicion 4.2.20. Sea 1 < p < g < 0 y sea 0 < p < 1. Decimos que una variable
aleatoria real X (con | X[, < ) es (p, q, p)-hipercontractiva si

|la 4+ pbX|ly < |la + bX|,,  para todosa,be R.
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Observar que por homogeneidad, es suficiente chequear la condicién para a = 1, b€ R
6 para a € R, b = 1. Ademsds es cierto que si X es (p, g, p)-hipercontractiva entonces es
(p, q, p)-hipercontractiva para p < p.

También se puede demostrar que si X es hipercontractiva, entonces E[X] debe ser 0
(considerar la expansién Taylor para |1+ peX|, alrededor de € = 0, notando que p < 1 por
definicién). Por lo tanto, la hipercontractividad, como la razonabilidad, no es una nocién
invariante por traslaciones. Sin embargo, el hecho de que la definicién implica la traslacién
por un arbitrario facilita enormemente las pruebas por induccién. Por ejemplo, una pro-
piedad que obtenemos de la definicién (podemos encontrar los pasos de la demostracién en
|[O’D14] pag 312]) es la siguiente:

Proposicién 4.2.21. Sean X eY wvariables aleatorias independientes (p, q, p)-hipercontractivas.
Entonces X +Y también es (p, q, p)-hipercontractiva.

El caso n = 1 del (2,4)- Teorema de hipercontractividad dice que x un bit +1
uniformemente aleatorio es (2,4, 1/4/3)-hipercontractivo; el (4/3,2)-Teorema de hipercon-
tractividad dice que x es también (4/3,2,1/4/3)-hipercontractivo. En lo siguiente de-
sarrollaremos las generalizaciones de estos hechos a (2, q, p) - y (p, 2, p)-hipercontractividad
para otros valores de p y g. Observemos que hasta el momento nos centramos principalmen-
te en los casos de p = 2 6 ¢ = 2. El estudio de la hipercontractividad para p,q # 2 y para
variables aleatorias que no sean uniformes +1 no se demostrard, estd detallado [O’D14,
Capitulo 10].

Ahora consideramos la hipercontractividad de un bit x uniformemente aleatorio +1.
Sabemos que x es (2, ¢,1/+/3)-hipercontractivo para ¢ = 4, ;qué ocurre con otros valores
de ¢? Las cosas mejoran cuando ¢ es un entero par porque entonces no es necesario tomar
el valor absoluto al calcular ||a + pbX|,. Por esto intentamos con ¢ = 6.

Proposicién 4.2.22. Para x un bit uniforme +1, tenemos |a + pbx|s < |a + bx|2 para
todo a,b e R si (y solo si) p < 1/\/5. Es decir, x es (2,6,1/+/5)- hipercontractivo.

Demostracion. Elevando la desigualdad a la potencia sexta, tenemos que mostrar

E[(a + pbx)®] < E[(a + bx)*]*. (4.15)

Este resultado es trivial cuando a = 0; de lo contrario suponemos que a = 1 por homoge-
neidad. Expandimos ambas cantidades dentro de las esperanzas y utilizamos el hecho de
que E[x*] es 0 cuando k es impar y 1 cuando k es par. Por lo tanto ([#.15) es equivalente a

1+ 15p%% + 15p%% + p%° < (1 +0%)® = 1 + 3b% + 3b* + 1°. (4.16)

Comparando los dos lados término por término, vemos que el coeficiente de b? es el factor
limitante: para que (4.16)) se mantenga para todo p € R es suficiente que 15p% < 3; es decir,
p < 1/4/5. Al considerar b — 0 también es facil ver que esta condicién es necesaria. O

Si se repite este andlisis para el caso ¢ = 8, se encontrard que nuevamente el factor limi-

tante es el coeficiente de b2, y que x es (2,8, p)-hipercontractiva si (y sélo si) (g) p? < (111);

ie, p< l/ﬁ En base a esto, es natural proponer lo siguiente:
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Teorema 4.2.23. Sea x un bit uniforme +1 y sea q € (2,0]. Entonces
la + pbxlq < lla + bx]2,

para todo a,b e R, asumiendo p < 1/4/q —

Afirmaciones equivalentes son |a + (1/\/q —1)bx|2 < a® + V7, x es (2,¢,1/y/q—1)-
hipercontractiva, y |11, z=1lly < | f|2 para toda funcién f: {1} — R

Para un nimero entero par ¢ no es dificil probar el Teorema [4.2.23] tal como lo hicimos
para q¢ = 6. Desafortunadamente, obtener el teorema para todos los ¢ > 2 reales requiere de
mas trucos. Una idea natural es intentar avanzar como en la Proposicién utilizando
las expansiones en serie para (1 + pbx)? y (1 4+ b2)%/? proporcionadas por el teorema del
binomio generalizado. Sin embargo, incluso cuando || < 1 (para que la convergencia no
sea un problema) hay una dificultad porque los coeficientes en la expansién de (1 + bQ)‘I/ 2
son a veces negativo. Afortunadamente, este problema de coeficientes negativos en la ex-
pansion de la serie desaparece si se intenta probar la afirmaciéon andloga para el Teorema
de (p, 2, p)-hipercontractivo. Por lo tanto, la hébil prueba del Teorema procede pro-
bando primero dicha afirmacién, luego “volteando la norma 2”.

Teorema 4.2.24. Sea x un bit uniforme +1 y sea 1 < p < 2. Entonces
la+ pbx|l2 < fla + bx],
para todo a,b € R asumiendo que 0 < p < \/p — 1. Es decir, x es (p,2,+/p — 1)-hipercontractiva.

Demostracion. Como ya comentamos podemos asumir que a = 1y p = 4/p — 1. También
podemos suponer sin pérdida de generalidad que 1 + bx > 0 para x € {+1} (ver [O’D14,
pag 63, 2.34]); i.e., que |b| < 1. Entonces es suficiente probar el resultado para todo |b| < 1
porque el caso |b| = 1 se sigue por continuidad. Escribiendo b = €, necesitamos probar

I1++/p—1- eXHp 1T+ x|, (4.17)
— E[(1++/p—1-ex)?]2 <E[(1 + ex)"]. (4.18)

Aqui pudimos sacar el valor absoluto en el lado derecho porque |e| < 1. El lado izquierdo

de (4.17)) es

1+ (p-1))P?2<1+ ]9(;72_1)627 (4.19)

donde usamos la desigualdad (1 +1)? <1+ 60t parat >0y 0 < < 1. En cuanto al lado
derecho de (4.17)), ya que |ex| < 1 podemos usar la generalizacién del teorema binomial
para mostrar que es igual a

E {1 pext p(p; D22, P 13)!(19 —2) 3,3 PO 1)(1047 2P =3) 4, ]
1+ peE[x] + p(p; 1)62E[x]2 L= 13)!(19 -2 SE[x]? + p(p — 1)(1?4? 2)(p—3) R[]
g =) =D =2)(p=3) 4 P =DP =2 -3)P-4)@P-5) s

2! 4! 6!
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Por (4.19)), para verificar (4.17)) es suficiente notar que cada “término cuadréatico” de la

expresion anterior,

plo—1Dp—=2)(p—3)--(p— (2k —1)) 5

(2k)! ’
es no negativo. Esto se desprende de que 1 < p < 2 y el numerador tiene dos factores
positivos y un ntimero par de factores negativos. O

Para deducir el Teorema [4.2.23[ del Teorema [4.2.24] nuevamente necesitamos voltear la
norma 2 usando el hecho que 7), es autoadjunto. Esto se logra tomando 2 = {£1}, 7 = 79
q=2,T=T/p=y C =1 en la siguiente proposicién general:

Proposicién 4.2.25. Sea T un operador autoadjunto en L?*(,7), sean 1 < p,q < o©
y sean p',q" los indices conjugados de Holder. Asumimos |Tf|, < C|f|, para todo f.
Entonces |Tg|,y < C|glly para toda g.

Demostracion. Se sigue por

ITgly = sup {f,Tg)= sup {Tf,g)< sup [Tf|qlgly <Clgly»
Iflp=1 [flp=1 [flp=1

donde la primera igualdad es el caso extremo de la desigualdad de Holder, la segunda
igualdad se cumple porque T es autoadjunta, la posterior desigualdad es de Hélder y la
desigualdad final utiliza la hipétesis |T'f|, < C| f|p- O

4.2.4. Hipercontractividad para dos funciones e induccién

Hasta el momento, hemos establecido que si x es un bit uniforme +1, entonces es
(2,¢,1/+/q — 1)-hipecontractivo y (p,2,+/q — 1)-hipecontractivo. Lo siguiente serd por me-
dio de una induccién muy simple transformar estos hechos en los (2, ¢q)- y (p,2)-Teoremas
de hipercontractividad establecidos en el comienzo del esta seccién.

Dicho de otro modo, hemos conseguido que si f : {£1} — R entonces para todo
p<2<yq,

1T =1 fll2 < | flp IT_o flla < 1£]2

Nos gustaria extender estos hechos al caso general f : {£1}" — R es decir, establecer
los (p,2) y (2, q)- Teoremas de hipercontractividad. Un enfoque natural es la induccién. En
el andlisis de las funciones Booleanas, hay dos métodos clésicos para probar afirmaciones
sobre f : {£1}" — R por induccién en n. Un método, que podria ser llamado “induccién
por derivadas”, utiliza la descomposicién f(z) = z, D, f(x) + E, f(z). Vimos este enfoque
en la prueba inductiva del Lema de Bonami. El otro método, que podria llamarse “induc-
cién por restricciones”, se consigue por las subfunciones fi; obtenidas fijando la n-ésima
coordenada de f en +1. En ambos métodos reducimos inductivamente de una funcién f a
dos funciones: D, f v E,f, 6 f_1 v fi1. Debido a esto, al intentar probar una afirmacién
por induccién en n, a menudo es util intentar un hecho generalizado sobre dos funcio-
nes. Entonces, para facilitar la induccion, busquemos una versién de dos funciones de las
afirmaciones de hipercontractividad que hemos probado hasta ahora. La afirmacién més
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natural que hemos visto es la reformulacién de la estabilidad al ruido del (4/3, 2)-Teorema
de hipercontractividad, Stab j3[f] < Hsz21/3 . Al menos en el caso n = 1, el Teorema [4.2.24

generaliza esto a Stab,_1[f] < HfHZ para 1 < p < 2. Es decir,

Stab,[f] = (XEy) [Fx)F] < | F12 s
p—correlacionado

para 0 < p < 1. Observando esta situacién, podriamos hacer una generalizacién (correcta)
para dos funciones f,g: {+1}" - R

(XEy) [fx)g(¥)] < [flr+plglirp (4.20)
p—correfacionado

Para ver que podemos esperar de esta afirmacién, separemos la correlacion de (4.20)) en
dos partes; es decir, escribir

p=/rs, 0<rms<l,
y usar
(xEy) [f(x)g(¥)] =E[T5f - T 9]

4/rs—correlacionado

Entonces Cauchy-Scwarz implica

(xEy) [fx)gW)] =E[Tyrf - Tysgl < | Tyifl2lTysglz < [flierlglies,  (4.21)
p—correlyacionado

donde en el tltimo paso se utilizé el (p, 2)—Teorema de hipercontractividad, que hasta ahora
s6lo hemos demostrado el caso n = 1 en [4.2.24] La desigualdad (4.21]), es precisamente la
version deseada de dos funciones de los (2,p) y (p, 2)-Teoremas hipercontractivos.

Teorema 4.2.26. Teorema débil de hipercontractividad para dos funciones.
Sean f,g:{£1}" > R, sea 0 < r,s <1, y asumimos 0 < p < /rs < 1. Entonces

£, VeI <iflerlglirs.
p—correlacionado

Llamamos a esto el Teorema de hipercontractividad para dos funciones “débil” por-
que la hipétesis 7,5 < 1 no es realmente necesaria; ver [0’D14, Capitulo 10.1]. Como se
menciond, hasta ahora hemos establecido este teorema en el caso n = 1. Sin embargo, lo
interesante de la hipercontractividad en este formato es que se extiende al caso general n
por una induccién sencilla. La forma de induccién que usaremos es “induccién por restric-
ciones” (vale aclarar que también es posible, pero un poco mas complicado, extender el
(2, q)-Teorema de hipercontractividad de n = 1 al caso general mediante “induccién por
derivadas”), escribiremos la induccién con notacién mas general:
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Teorema 4.2.27. (Induccion del Teorema de hipercontractividad para dos funciones) Sea
0 <p<1yasumimos que

( [f(x)g(¥)] < [flplgllq,
X,y)

p—correlacionado
para todas f,g € L*(Q, ). Entonces la desigualdad es cierta para todas f, g e L*(Q", 7®").

Demostracion. La demostracion es por induccién en n, el caso n = 1 se obtiene por su-
posicién. Para n > 1, sean f,g € L?(Q",7%") y sea (x,y) denota un par p-correlacionado
sobre 7®". Usemos la notacién x = (x’,z) donde X' = (z1,...,2,_1) y similar notacién
para y. Notar que (x',y’) v (Xn,yn) son pares p-correlacionados (de longuitud n — 1y 1,
respectivamente). Escribimos f, = Jin—1] |z, para la restriccién de f fijando el valor de la
ultima coordenada para el valor de x,,, y similarmente para g. Tenemos

E [fx)g(¥)]= E E [f,x)9y, )< E [l|fx.lplgy.lq]
(xfy) . (%n,yn) (x',y") (%n,yn)
p—corre aclionaao

por induccién. Si escribimos F € L*(,7) para la funcién z,, — | fs,[, v similarmente
escribimos G (yn) = | gy, 4, entonces podemos continuar lo anterior como

Py Xn HG

]E [”fxn Hp”g}’n Hq] = E [F(Xn)G(yn)] < ”F q,Xn >
(Xn,¥n) (%Xn,yn)
donde usamos el caso base de la induccién. Finalmente,
1 1 NV Ve
IFlys. = EDFG)PT = Ellf 3177 = (E Bl GOP) = 111,

por definicién, y similarmente para |G|, x, . Por lo tanto tenemos E[f(x)g(y)] < || fllpl9lq
completando la induccion. O

De manera més general, si asumimos que la desigualdad es cierta sobre cada (£2;, ;)
con i € [n] entonces también la afirmacién se mantiene en (1 x -+ X Qp, T Q-+ ® 7y );
el inico cambio necesario para la prueba es de notacion.

En este punto, hemos establecido completamente el Teorema débil de hipercontracti-
vidad de dos funciones. Al tomar g = f y r = s = p en el teorema, obtenemos el (p,2)—
Teorema de hipercontractividad completa enunciado al comienzo del la seccién. Finalmente,
aplicando la Proposicion también obtenemos el (2, g)-Teorema de hipercontractivi-
dad para toda f: {£1}" —> R.

4.2.5. Aplicaciones de hipercontractividad

Con el (2,q)- y (p,2)-Teorema de hipercontractividad en mano, revisemos algunas apli-
caciones que vimos. Comenzamos deduciendo una generalizacién del Lema de Bonami:
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Teorema 4.2.28. Sea f : {£1}" — R tiene grado a lo sumo k. Entonces

k
Hqu < \/(]—71 | fl2 para todo q = 2.

Demostracion. Tenemos

113 = 1Ty ve=Tya=xfl7 < | Tya=x 13,

usando el (2, g)-Teorema de hipercontractividad. En lo que sigue extendemos la definicién
de T, para p > 1viaT,f = Zj o) f=7, entonces tenemos

k k
1Ty /13 = 2 (a = DPWf] < (g = D 3, W] = (a = DFISIE,
=0 =0
donde WF[f] = 2.8c[n],|S|=k £(S)? para todo k € [n] y el resultado se deduce. O

Considerando un truco similar al que usamos en la prueba del (4/3,2)-Teorema de
hipercontractividad, se puede deducir que | f|l2 < (1/y/p — 1)¥|f|, cuando f tiene grado
k vy para cualquier 1 < p < 2. Sin embargo, un truco diferente produce un resultado
estrictamente mejor, incluyendo el caso p = 1:

Teorema 4.2.29. Sea f : {+1}" — R tiene grado a lo sumo k. Entonces |f|l2 < €| f]|:.
2

Mas generalmente, para 1 < p < 2 se tiene que | f[2 < (7~ )| f],-

Demostracion. Probaremos la afirmacién para la norma 1. Para € > 0, sea 0 < 0 < 1 la

solucién de % = % + ;2 Aplicando la versién general de la desigualdad de Holder y el

Teorema obtenemos

_ k(1—6 _
1£l2 < 1AIE21A1S < VI 2101 210

Dividiendo por | f]3~?(podemos asumir que es no nulo) y luego de elevar el resultado a la
potencia de 1/6 conseguimos

Ifle < (0 +0%) 170 = (@ +09) 11

El resultado sigue tomando limite cuando € — 0. El caso general es similar sélo que debemos

tomar a 6 como solucién de % = (% — 1)1+ (1% - 5. O
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