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Introducción

La primera aparición de la ecuación cuántica de Yang-Baxter fue en el contexto
de la f́ısica teórica en un paper de Yang [22] en el año 1967, y en un trabajo de
Baxter sobre mecánica estad́ıstica [1, 2] en 1972 y 1982 respectivamente.

Resultó ser una de las ecuaciones básicas de la f́ısica matemática aunque también
juega un rol crucial en tópicos como: teoŕıa de nudos, categoŕıas trenzadas, teoŕıa
cuántica, geometŕıa no conmutativa, y muchos otros.

La noción de solución de la ecuación cuántica de Yang-Baxter es la siguiente.
Consideremos V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y R : V ⊗ V −→ V ⊗ V
un operador lineal. Se dice que R es solución de la ecuación cuántica si satisface la
identidad siguiente:

R12R13R23 = R23R13R12, (1)

en End(V ⊗V ⊗V ), donde Rij es R actuando en las coordenadas i y j, y la identidad
en la coordenada restante.

Existe otra noción de la ecuación de Yang-Baxter conocida como la ecuación
clásica. Consideremos V un espacio vectorial y R un endomorfismo de V ⊗ V como
recién. Entonces R es solución clásica si satisface la relación de trenzas

(R⊗ Id)(Id⊗R)(R⊗ Id) = (Id⊗R)(R⊗ Id)(Id⊗R), (2)

en End(V ⊗ V ⊗ V ).
Notemos que si llamamos τ al operador flip, τ(v ⊗ w) = w ⊗ v, entonces R

satisface 2 si y solo śı R ◦ τ satisface 1 si y solo śı τ ◦R satisface 1.
Muchos cient́ıficos han usado resultados de diversas estructuras algebraicas (álge-

bras de Hopf, categoŕıas Yetter-Drinfeld, acciones de grupos, álgebras de Lie, rela-
ciones en conjuntos, etc.) o cálculos computacionales con el objetivo de producir
soluciones para la ecuación. Aunque en los últimos 30 años se han encontrado mu-
chas soluciones y las estructuras algebraicas asociadas han sido muy estudiadas, la
clasificación completa de estas es aún un problema abierto.

En 1992 Drinfeld [3] propone el estudio de un tipo mas simple de soluciones,
las llamadas soluciones a la ecuación conjuntista de Yang-Baxter. Consideremos un
conjunto X y una aplicación r : X ×X −→ X ×X. El par (X, r) es una solución
conjuntista si r satisface la ecuación de trenzas 2 en las funciones de X × X × X,
es decir

(r × id)(id× r)(r × id) = (id× r)(r × id)(id× r). (3)

Una notación útil para este tipo de soluciones es r(x, y) = (Lx(y),Ry(x)), para cier-
tas funciones Lx,Ry : X −→ X, de modo que queda evidenciado que las funciones
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subyacentes al operador r dependen de los elementos en los que estamos evaluando.
Una solución (X, r) se dice no degenerada siempre que los operadores Lx y Ry sean
biyectivos para cualesquiera x, y ∈ X, y se dice involutiva siempre que r2 = Id. En
este trabajo entendemos por solución a una solución conjuntista no degenerada.

Los primeros trabajos en soluciones conjuntistas no degeneradas e involutivas
son los de Etingof, Schedler y Soloviev [4] y Gateva–Ivanova y Van den Bergh [8].
Luego les siguieron otros como Lu, Yan y Zhu [16], Rump [17, 18], Jespers y Okninśki
[14, 15] y muchos mas.

En 1989 Faddeev, Reshetikhin y Takhtajan [5] presentan las nociones de algebras
cuantizadas sobre funciones de V y de End(V ), con V un C-espacio vectorial, que
son un tipo de álgebras cuánticas asociadas a una solución cuántica. Gateva-Ivanova
y Majid [7] logran caracterizar una de esas álgebras para soluciones conjuntistas que
satisfacen ciertas propiedades. Nosotros tomaremos la posta y continuaremos con la
caracterización de ambas álgebras.

En el primer caṕıtulo veremos algunos resultados y nociones clásicas sobre álge-
bra lineal, extensiones de Ore, semigrupos de tipo I (definidos por Gateva-Ivanova
y Van den Bergh [8]) y álgebras de Lie, que usaremos a lo largo de la tesis.

En el segundo caṕıtulo presentamos las definiciones y primeras propiedades de
las soluciones conjuntistas (por el resto de la introducción las llamaremos ’solución’)
de la ecuación de Yang-Baxter y la relación entre estas y las soluciones clásicas.
Definiremos una relación de equivalencia en el conjunto subyacente a una solución y
daremos las nociones de retracción y de nivel de multipermutación. Además daremos
diversos ejemplos para mostrar al lector la variedad de soluciones que existen.

En el tercer caṕıtulo presentamos la noción de álgebra cuantizada de funciones
sobre V , donde V es el C-espacio vectorial generado por una solución, que fue
definida por Faddeev, Reshetikhin y Takhtajan [5] y que notaremos A(X, r). Se
trata de una estructura algebraica muy ligada con cierto semigrupo inducido por la
solución. La idea será entender el comportamiento de este álgebra y desarrollar una
teoŕıa monomial que facilite el manejo de la misma cuando sea posible. Daremos
varios ejemplos que inducen a pensar que bajo ciertas hipótesis tal teoŕıa puede
resultar exitosa. Hacia el final del caṕıtulo asociamos a una solución el álgebra
cuantizada de funciones sobre End(V ) también definida por Faddeev, Reshetikhin
y Takhtajan [5], que notaremos Q(X, r). Veremos algunas propiedades de Q(X, r)
aunque no analizaremos con profundidad el tema pues no es el objetivo primordial
del trabajo.

En el cuarto caṕıtulo presentamos el álgebra de Lie asociada a una solución,
denotada g(X, r). Se trata de otra estructura algebraica asociada a una solución
(X, r) y por medio de la cual intentaremos obtener información sobre el comporta-
miento monomial del álgebra A(X, r) definida en el Caṕıtulo 3. Observaremos que
las mismas hipótesis que en el caṕıtulo anterior nos garantizaban información sobre
A(X, r), en este contexto nos garantizan que g(X, r) es abeliana. Además daremos
varios ejemplos que inducen a pensar que si g(X, r) no es abeliana entonces tampoco
es resoluble. Finalmente proponemos seguir estudiando la relación entre g(X, r) y el
comportamiento monomial de A(X, r), además del desarrollo de otras técnicas para
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caracterizar g(X, r).
El quinto caṕıtulo es un apéndice en el cual definimos y explicamos las funciones

del sistema GAP (Groups, Algorithms and Programming) que utilizamos a lo largo
del trabajo. GAP es un sistema algebraico computacional especialmente orientado
a teoŕıa de grupos, aunque también es útil para otras ramas de la matemática.
Utilizaremos especialmente el paquete YangBaxter, desarrollado por Vendramin y
Konovalov, que no sólo provee herramientas para construir soluciones conjuntistas
de la ecuación de Yang-Baxter sino que posee en su base de datos un gran número
de soluciones. De hecho, este paquete será nuestro principal proveedor de ejemplos.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este primer caṕıtulo daremos las nociones y propiedades básicas de álgebra
lineal, extensiones de Ore, semigrupos de tipo I y álgebras de Lie, que usaremos a
lo largo del trabajo.

1.1. Álgebra lineal

En esta sección mencionaremos dos lemas que garantizan la diagonalización si-
multánea de una familia de endomorfismos de un espacio vectorial de dimensión
finita y un lema que relaciona los C-espacios vectoriales End(V ⊗ V ) y End(V ) ⊗
End(V ).

En primer lugar tenemos el resultado que asegura que todo endomorfismo diago-
nalizable de un espacio de dimensión finita sigue siendo diagonalizable al restringirlo
a un subespacio A-invariante.

Lema 1.1.1. Sea V un C-espacio vectorial de dimensión finita y sean A : V −→ V
un operador lineal diagonalizable y W un subespacio A-invariante de V . Entonces
la restricción A|W : W −→ W es diagonalizable.

Demostración. Sean λ1, . . . , λr los distintos autovalores de A y escribimos V =⊕
1≤i≤r Eλi , con Eλi el autoespacio asociado a λi en V. Para w ∈ W , tenemos

w = v1 + · · ·+ vr donde vi ∈ Eλi .
Afirmamos que cada vi está en W . Como W es A-invariante, Ak(w) ∈ W para

todo k ≥ 0 y podemos escribir Akw = λk1v1 + · · ·+λkrvk. Tomando k = 0, 1, . . . , r−1
tenemos la siguiente ecuación en V r:

1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λr
...

...
. . .

...
λr−1

1 λr−1
2 · · · λr−1

r



v1

v2
...
vr

 =


w
Aw

...
Ar−1w

 .
El vector de la derecha está en W r (subespacio de V r) y la matriz de r × r de la
izquierda es inversible (matriz de Vandermonde con λi distintos). Por lo tanto el
vector de la izquierda está en W r, por lo que cada vi lo está.

Luego W =
⊕

1≤i≤r
(
Eλi ∩W

)
y A|W : W −→ W es diagonalizable.
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Tenemos el siguiente lema que garantiza la diagonalización simultánea de todo
conjunto de operadores lineales que conmuten entre ellos.

Lema 1.1.2. Sea V un C-espacio vectorial de dimensión finita y sean A1, . . . , Ar
endomorfismos diagonalizables sobre V . Entonces A1, . . . , Ar son simultáneamente
diagonalizables si y solo śı conmutan entren ellos.

Demostración. Supongamos primero que los morfismos conmutan entre śı. La de-
mostración será por inducción en r. El resultado está claro si r = 1, por lo que
suponemos r ≥ 2. Como Ar es diagonalizable sobre V , V es la suma directa de los
autoespacios de Ar. Sean λ un autovalor de Ar y Eλ el autoespacio asociado a λ
en V . El hecho de que los Ai conmuten implica que Eλ es Ai-invariante, pues dado
v ∈ Eλ tenemos

Ar(Aiv) = Ai(Arv) = Ai(λv) = λ(Aiv),

para todo 1 ≤ i ≤ r − 1. Es decir, cada Ai se restringe a un operador lineal so-
bre Eλ y los operadores lineales A1|Eλ , . . . , Ar−1|Eλ conmutan pues conmutan como
operadores sobre V . Por el Lema 1.1.1 las restricciones A1|Eλ , . . . , Ar−1|Eλ son cada
una diagonalizables sobre Eλ. Dado que estos operadores son r− 1 y conmutan, por
hipótesis inductiva existe una base de Eλ formada por autovectores simultáneos de
A1|Eλ , . . . , Ar−1|Eλ . Los elementos de esta base son también autovectores de Ar|Eλ
por definición de Eλ. Finalmente como A1|Eλ , . . . , Ar|Eλ son todos diagonalizables y
V es la suma directa de los autoespacios Eλ de Ar, juntando las bases halladas para
cada autovalor obtenemos una base de V formada por autovectores simultáneos.

Supongamos ahora que los morfismos son simultáneamente diagonalizables y sea
B una base formada por autovectores simultáneos. Basta ver que los morfismos
conmutan sobre la base B. En efecto, sean v ∈ B y λi, λj ∈ C los correspondientes
autovalores de Ai y Aj respectivamente, para ciertos 1 ≤ i, j ≤ r, entonces

AiAj(v) = Ai(λjv) = λjAi(v) = λjλiv = λi(λjv) = λi(Ajv) = Aj(λiv) = AjAi(v).

Por último damos un lema que prueba que los C-espacios vectoriales End(V ⊗V )
y End(V )⊗ End(V ) son isomorfos.

Lema 1.1.3. Sea V un C-espacio vectorial de dimensión finita. Entonces End(V ⊗
V ) ' End(V )⊗ End(V ).

Demostración. Sea B = {v1, . . . , vn} una base de V . Consideremos el morfismo
Ψ : End(V )×End(V ) −→ End(V ⊗ V ) tal que Ψ(g1, g2)(vi ⊗ vj) = g1(vi)⊗ g2(vj).
Como Ψ es bilineal, por la propiedad universal del producto tensorial podemos tomar
Ψ : End(V )⊗End(V ) −→ End(V ⊗V ) tal que Ψ(g1⊗g2)(vi⊗vj) = g1(vi)⊗g2(vj).

Por otro lado, si llamamos Ei
j : V −→ V al morfismo dado por vi 7→ vj, entonces

{Ei
j}1≤i,j≤n es base de End(V ). Con lo cual es claro que {Ei

j ⊗ Ek
l }1≤i,j,k,l≤n es

base de End(V ) ⊗ End(V ). Análogamente tenemos que {Ei,l
j,k}1≤i,j,k,l≤n es base de

End(V ⊗ V ) con Ei,l
j,k(vi ⊗ vl) = vj ⊗ vk. Como Ψ manda Ei

j ⊗ Ek
l en Ei,l

j,k, resulta
isomorfismo.
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1.2. Extensiones de Ore

A continuación definimos las extensiones de Ore y extensiones de Ore iteradas.
Seguimos el enfoque de [9].

Sean R un anillo, σ un automorfismo de R y x una indeterminada. Sea S el
conjunto de todas las expresiones formales a0 + a1x + · · · + anx

n, donde n ∈ N
y ai ∈ R. A menudo es conveniente escribir tal expresión como

∑
i aix

i, dejando
sobreentendido que la suma es sobre una secuencia finita de enteros no negativos i.
Definimos una operación de suma en S por(∑

i

aix
i
)

+
(∑

i

bix
i
)

=
∑
i

(ai + bi)x
i.

En cuanto a la multiplicación, quisieramos que los coeficientes se multipliquen con
la operación usual de R y que las potencias de x cumplan la regla de los exponentes.
Tomamos el producto de un elemento a ∈ R con una potencia xi como el monomio
axi. Definimos xa = σ(a)x e iteramos esa regla para obtener xia = σi(a)xi. Esto
nos gúıa para definir la siguiente multiplicación en S:(∑

i

aix
i
)(∑

j

bjx
j
)

=
∑
i,j

(aiσ
i(bj))x

i+j.

Observación 1.2.1. La suma y el producto aśı definidos hacen de S un anillo, y cuan-
do identificamos R con el conjunto de elementos de S que no involucran potencias
positivas de x, R se convierte en subanillo de S.

Una descripción más formal de S es la siguiente. Notemos por S al conjunto de
secuencias infinitas a = (a0, a1, . . . ) de elementos de R tales que ai = 0 salvo para
finitos ı́ndices i. Para cualesquiera elementos a, b ∈ S definimos a+ b y ab como las
secuencias en S dadas por

(a+ b)i = ai + bi; (ab)k =
∑
i+j=k

aiσ
i(bj),

para todo i, k ∈ N.

Observación 1.2.2. Estas operaciones proveen a S de una estructura de anillo, y aún
más S ' S v́ıa la asignación a 7→

∑
i aix

i. Por lo que,
∑

i aix
i =

∑
i bix

i si y solo śı
ai = bi para todo i.

Usando el lenguaje de álgebra lineal, podemos decir que los elementos 1, x, x2, . . .
en S son linealmente independientes sobre R. Como todo elemento de S es una
combinación lineal de estas potencias, S es un R-módulo libre.

Definición 1.2.3. Sean R un anillo y σ un automorfismo de R. Escribimos

S = R[x, σ]

para indicar que
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(a) S es un anillo que contiene a R como subanillo;

(b) x es un elemento de S;

(c) S es un R-módulo libre con base {1, x, x2, . . . }.

(d) xr = σ(r)x, para todo r ∈ R;

Siempre que S = R[x, σ] decimos que S es una extensión de Ore sobre R.
Análogamente se define la extensión de Ore sobre un álgebra R, reemplazando las

condiciones de anillo y subanillo por las de álgebra y subálgebra, respectivamente.
En tal caso, S resulta un álgebra.

Veamos ahora un ejemplo.

Ejemplo 1.2.4. Sea R = C[x] el anillo de polinomios ordinario sobre C. Dado un
escalar no nulo q ∈ C podemos definir un automorfismo de C-álgebras sobre R dado
por σ(y) = qy, es decir, σ(p(y)) = p(qy) para p ∈ R. Si tomamos S = R[x, σ],
entonces xy = σ(y)x = qyx es la regla de conmutación en S.

Tenemos la propiedad universal de las extensiones de Ore, Lema 1.11 de [9].

Lema 1.2.5. Sean R un anillo (resp. álgebra), σ un automorfismo de R y S =
R[x, σ]. Supongamos que existe un anillo (resp. álgebra) T , un morfismo de anillos
(resp. de álgebras) Φ : R −→ T y un elemento y ∈ T tal que

yΦ(r) = Φ(σ(r))y, para todo r ∈ R.

Entonces existe un único morfismo de anillos (resp. de álgebras) Ψ : S −→ T que
hace conmutar el siguiente diagrama:

R T

S

Φ

Ψ

Es decir, tal que Ψ|R = Φ y Ψ(x) = y.

Veamos un ejemplo clásico de extensión de Ore.

Observación/Definición 1.2.6. Sea q ∈ C×. El anillo coordenado cuantizado de
C2 o álgebra de polinomios torcidos en 2 variables (correspondiente a la elección de q)
es una C-álgebra, denotada como Cq[x, y] o Oq(C2), presentada por dos generadores
x e y y la relación xy = qyx. Es decir,

Cq[x, y] = C〈x, y|xy = qyx〉.

Otra forma de escribir a Cq[x, y] es

Cq[x, y] = C[y][x, σ],

con C[y] el anillo de polinomios usual y σ el automorfismo de C-álgebras sobre C[y]
dado por σ(y) = qy. Es decir, Cq[x, y] es una extensión de Ore sobre C[x].



1.2. EXTENSIONES DE ORE 12

Observación 1.2.7. Lo que suponemos tácitamente es que x e y no satisfacen relacio-
nes extras en la definición de Cq[x, y], es decir, no satisfacen ninguna otra relación
mas allá de las consecuencias de xy = qyx. La forma de precisar más esta idea
de que no haya relaciones extras es la de empezar con un álgebra libre y cocientar
por las relaciones mı́nimas necesarias. Esto es, si C〈X, Y 〉 es el álgebra libre en dos
letras X e Y (que no satisfacen ninguna relación), y 〈XY − qY X〉 denota el ideal
de C〈X, Y 〉 generado por XY − qY X, entonces estamos definiendo

Cq[x, y] = C〈X, Y 〉/〈XY − qY X〉.

Los elementos x e y en Cq[x, y] son las coclases de X e Y respectivamente.

Tenemos una noción que generaliza las extensiones de Ore, que es la de exten-
siones iteradas de Ore.

Definición 1.2.8. Sean R un anillo y σ1, . . . , σn automorfismos de R. Escribimos

S = R[x1, σ1] . . . [xn, σn]

para indicar que

(a) R[x1, σ1] es una extensión de Ore sobre R.

(b) R[x1, σ1] . . . [xi+1, σi+1] es una extensión de Ore sobre R[x1, σ1] . . . [xi, σi]

Siempre que S = R[x1, σ1] . . . [xn, σn] decimos que S es una extensión de Ore
iterada sobre R.

Análogamente se define la extensión de Ore iterada sobre un álgebra R. En tal
caso, S resulta un álgebra.

Veamos un ejemplo clásico de extensión de Ore iterada.

Observación/Definición 1.2.9. Una matriz multiplicativa antisimétrica sobre C
es una matriz q = (qi,j) de n× n con entradas en C× tal que qi,i = 1 para todo i y
qi,j = q−1

j,i para todo i, j. Dada una matriz aśı, el correspondiente anillo cuantizado
coordinado multiparamétrico del n-espacio af́ın, o simplemente n-espacio multipa-
ramétrico cuántico, es la C-álgebra Cq[x1, . . . , xn] presentada por los generadores
x1, . . . , xn y relaciones xixj = qi,jxjxi para todo i, j. Es decir,

Cq[x1, . . . , xn] = C〈x1, . . . , xn|xixj = qi,jxjxi para 1 ≤ i, j ≤ n〉.

Otra notación usual para este álgebra es Oq(Cn).
Notar que la condición qi,j = q−1

j,i implica que Cq[x1, . . . , xn] es un álgebra ı́ntegra.
Cuando q = (qi,j) no satisface esa condición se la llama simplemente álgebra de
polinomios torcidos sobre C.

Al igual que en el caso Cq[x, y], el anillo Cq[x1, . . . , xn] puede pensarse como una
extensión de Ore iterada sobre C[x1] de la forma siguiente. Lo vemos por inducción en
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n. Si n = 2 estamos en el caso Cq[x1, x2] = C[x1][x2, σ] de la Observación/Definición
1.2.6. Si n > 2

Cq[x1, . . . , xn] = Cq′ [x1, . . . , xn−1][xn, σn],

para cierta q′ ∈ Cn−1×n−1 y donde σ(xixn) = qi,nxnxi. Por hipótesis inductiva se
tiene

Cq′ [x1, . . . , xn−1] = C[x1][x2, σ2] . . . [xn−1, σn−1].

Por lo que finalmente,

Cq[x1, . . . , xn] = C[x1][x2, σ2] . . . [xn−1, σn−1][xn, σn].

Dos ejemplos más son los siguientes.

Ejemplo 1.2.10. Sean n ∈ N arbitrario y q tal que q(i,j) = 1 para cada 1 ≤ i, j ≤ n.
Las relaciones quedan {xixj − xjxi}1≤i,j≤n y se tiene Cq[x1, . . . , xn] = C[x1, . . . , xn],
i.e. el anillo de polinomios ordinario sobre C en n variables.

Ejemplo 1.2.11. Sean n ∈ N arbitrario y q dada por q(i,j) = −1 para todo 1 ≤
i, j ≤ n. Las relaciones son {xixj+xjxi}1≤i,j≤n. Entonces Cq[x1, . . . , xn] es el álgebra
exterior en n variables sobre C, es decir, Cq[x1, . . . , xn] = C[x1, . . . , xn|xixj = −xjxi].

1.3. Semigrupos de tipo I

Veremos aqúı la noción de semigrupos de tipo I que fue presentada por primera
vez por Gateva-Ivanova y Van den Bergh [8], que a su vez se basaron en un trabajo
de Tate y Van den Bergh [20]. A lo largo de la sección suponemos que todos los
semigrupos considerados tienen elemento neutro.

Empecemos tomando X = {x1, . . . , xn} un conjunto de generadores y el semi-
grupo S = 〈X|Rel〉 donde Rel es un conjunto de relaciones cuadráticas

Rel = {xixj = uj,i|1 ≤ j < i ≤ n},

que satisface:

Condición (*).

(a) uj,i = xj′xi′ , j
′ < i′, j′ < i;

(b) A medida que variamos (i, j), cada par (i′, j′) ocurre exáctamente una vez;

(c) Las superposiciones xkxixj para k > i > j no aportan nuevas relaciones en S.

Definimos lo que significa que un semigrupo sea de tipo I.

Definición 1.3.1. Sean X = {x1, . . . , xn} un conjunto finito, S el semigrupo ge-
nerado por X y U el semigrupo libre conmutativo generado por un conjunto de
variables {u1, . . . , un}. Decimos que S es de tipo I (a izquierda) si existe una biyec-
ción v : U −→ S (una I-estructura) tal que v(1) = 1 y tal que para todo a ∈ U

{v(u1a), . . . , v(una)} = {x1v(a), . . . , xnv(a)}. (1.1)
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Tenemos la observación siguiente.

Observación 1.3.2. Asumamos que S es de tipo I con I -estructura v. La ecuación
1.1 implica que para cada a ∈ U , i ∈ {1, . . . , n} existe un único xa,i ∈ X tal que

xa,iv(a) = v(aui),

y X = {xa,i|i = 1, . . . , n}.
Por último el siguiente lema asegura que si S es de tipo I, entonces es graduado

y obtenemos una descomposición del álgebra de semigrupo C[S].

Lema 1.3.3. Sea S un semigrupo de tipo I. Entonces S es graduado y tenemos la
descomposición

S = t
k∈N

Sk,

con Sk = {xi1 . . . xik |ij ∈ {1, . . . , n}}. Más aún, la estructura graduada de S induce

C[S] =
⊕
k∈N

CSk,

con dim(CSk) = dim(C[x1, . . . , xn]k) =
(
n+k−1

k

)
.

Demostración. Sean U un semigrupo libre conmutativo generado por el conjun-
to de variables {u1, . . . , un} y v : U −→ S una I -estructura. Escribimos Uk =
{ui1 . . . uik |i1 ≤ · · · ≤ ik ∈ {1, . . . , n}} y afirmamos que v induce una biyección

v|Uk : Uk −→ Sk, ui1 . . . uik 7→ v(ui1 . . . uik).

Debemos ver en primer lugar que está bien definida, es decir, que v(Uk) ⊂ Sk, y
luego que es biyectiva.

Lo probamos por inducción en k. Supongamos que k = 1. Es claro que v(ui) ∈ S1

para todo i. Además, como v es biyectiva, v|Uk es inyectiva. Resta ver la sobreyec-
tividad. Dado x ∈ S1, por la Observación 1.3.2 como X = {xa,i|i = 1, . . . , n}, para
a = 1 existirá 1 ≤ i ≤ n tal que x = x1,i = v(ui).

Supongamos k > 1. Debemos ver que v(Uk+1) ⊂ Sk+1. Sea ui1 . . . uik+1
∈ Uk+1 y

llamemos u′ = ui2 . . . uik+1
, entonces

v(ui1 . . . uik+1
) = v(ui1u

′).

Por la ecuación 1.1 como

{v(u1u
′), . . . , v(ui1u

′), . . . , v(unu
′)} = {x1v(u′), . . . , xnv(u′)},

existe 1 ≤ j ≤ n tal que v(ui1u
′) = xjv(u′). Por hipótesis inductiva como u′ ∈ Uk

entonces
v(ui1 . . . uik+1

) = v(ui1u
′) = xjv(u′) ∈ Sk+1,

como queŕıamos ver.
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La inyectividad se sigue nuevamente de la biyectividad de v. Falta ver la sobre-
yectividad. Sea xi1 . . . xik+1

∈ Sk+1. Por hipótesis inductiva existe u ∈ Uk tal que
v(u) = xi2 . . . xik+1

. De nuevo aplicando la ecuación 1.3.2, como

{x1v(u), . . . , xi1v(u), . . . , xnv(u)} = {v(u1u), . . . , v(unu)},

existe 1 ≤ j ≤ n tal que xi1v(u) = v(uju), como queŕıamos.
Por otro lado, es claro que S puede descomponerse como

S = t
k∈N

Sk, (1.2)

y que la aplicación

Sk × Sl −→ Sk+j, (xi1 . . . xik , xj1 . . . xjl) 7→ xi1 . . . xikxj1 . . . xjl

está bien definida para todo k, j ∈ N. Entonces S resulta graduado y la descompo-
sición 1.2 induce

C[S] =
⊕
k∈N

CSk.

Finalmente, como |Sk| = |Uk|, tenemos

dim(CSk) = dim(CUk) = dim(C[x1, . . . , xn]k) =

(
n+ k − 1

k

)
.

1.4. Álgebras de Lie

En esta sección repasaremos algunas nociones básicas y resultados clásicos de la
teoŕıa de álgebras de Lie. Nos basamos en [12].

Empecemos por la definición de álgebra de Lie.

Definición 1.4.1. Sea g un espacio vectorial sobre un cuerpo K, con una operación
g × g −→ g denotada (x, y) 7→ [x, y] llamada el corchete de x e y. Decimos que
(g, [, ]) (o sólo g) es un álgebra de Lie si satisface

(1) El corchete es un operador bilineal;

(2) Para todo x ∈ g se tiene [x, x] = 0;

(3) Para todo x, y, z ∈ g se satisface la Identidad de Jacobi

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

Notar que los axiomas (1) y (2) aplicados a [x + y, x + y], implican anticonmu-
tatividad: (2′) [x, y] = −[y, x]. Si char(K) 6= 0 está claro que (2′) implica (2). En
general nuestro cuerpo base será C.

Recordemos la noción de subálgebra de un álgebra de Lie.
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Definición 1.4.2. Sea g un álgebra de Lie sobre C. Un subespacio g′ de g se llama
subálgebra de Lie si para todo x, y ∈ g′, [x, y] ∈ g′. En particular, (g′, [ , ]|g′×g′) es
un álgebra de Lie con las operaciones heredadas.

Ejemplo/Definición. Sea V un C-espacio vectorial de dimensión finita n, denotamos
por End(V ) el conjunto de transformaciones lineales V → V . Como espacio vectorial
sobre C, End(V ) tiene dimensión n2, y End(V ) es un anillo respecto del producto
habitual. Definimos una nueva operación en End(V ) dada por [f, g] = fg − gf .
Con esta operación End(V ) resulta un álgebra de Lie sobre C: las condiciones (1)
y (2) son inmediatas, mientras que (3) se sigue por un breve cálculo. Con el fin
de distinguir esta nueva estructura de End(V ) de la estructura asociativa usual se
define el álgebra lineal general gl(V ) = (End(V ), [ , ]).

1.4.1. Ideales y morfismos

Repasemos las nociones de ideales y morfismos de álgebras de Lie. Empecemos
por definir la noción de ideal.

Definición 1.4.3. Sea g un álgebra de Lie sobre C. Un subespacio I de g se dice
un ideal de g si para todo x ∈ g, y ∈ I se tiene [x, y] ∈ I.

Los ideales de las álgebras de Lie juegan un rol análogo a los subgrupos normales
en la teoŕıa de grupos y a los ideales biláteros en la teoŕıa de anillos: se obtienen
como núcleos de morfismos (ver 1.4.6).

Observación/Definición 1.4.4. Obviamente el 0 (el subespacio que consiste sólo
del vector cero) y g son ideales de g. Un ideal menos trivial es el centro de g,
Z(g) = {z ∈ g|[x, z] = 0, ∀x ∈ g}. Otro ejemplo importante es el álgebra derivada
de g, denotada [g, g], que es análogo al subgrupo conmutador de un grupo. Es decir,
consiste de todas las combinaciones lineales de conmutadores [x, y], y es claramente
un ideal.

Si g no tiene ideales excepto el 0 y el mismo g, se dice que g es simple. Notar
que g simple implica Z(g) = 0 y [g, g] = g.

Observación 1.4.5. La construcción del cociente de un álgebra de Lie g por un ideal
I es análoga a la de la teoŕıa de anillos: como espacio vectorial g/I es el espacio
cociente, donde la multiplicación de Lie correspondiente está dada por [x+I, y+I] =
[x, y] + I.

Damos la definición de un morfismo de álgebras de Lie.

Definición 1.4.6. Sean g, g′ dos álgebras de Lie sobre C. Un morfismo de álgebras
de Lie es una transformación lineal Φ : g→ g′ que satisface Φ([x, y]) = [Φ(x),Φ(y)],
para todo x, y ∈ g. Decimos que Φ es monomorfismo si Ker(Φ) = 0, epimorfismo si
Im(Φ) = g′ e isomorfismo si es monomorfismo y epimorfismo.

Recordemos lo que es una representación de un álgebra de Lie.
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Definición 1.4.7. Una representación de un álgebra de Lie g sobre C es un morfismo
Φ : g −→ gl(V ) con V un C-espacio vectorial.

Un ejemplo importante de representación es la representación adjunta ad : g −→
gl(g) dada por x 7→ adx con adx(y) = [x, y]. Es claro que adx es una transformación
lineal, veamos que además preserva el corchete.

[adx, ady](z) = adxady(z)− adyadx(z)

= adx([y, z])− ady([x, z])
= [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

= [x, [y, z]] + [[x, z], y] (L′2)

= [[x, y], z] (L3)

= ad[x,y](z).

Notar que Ker(ad) = Z(g). Luego si g es simple, entonces Z(g) = 0 y ad : g −→
gl(g) es un monomorfismo. Esto significa que toda álgebra de Lie simple es isomorfa
a un álgebra de Lie lineal.

1.4.2. Resolubilidad y nilpotencia

Es natural estudiar un álgebra de Lie a partir de sus ideales. Para ello definiremos
dos secuencias de ideales del álgebra que nos aportarán información sobre ella.

Resolubilidad

Definición 1.4.8. Sea g un álgebra de Lie sobre C. Se definen g(0) := g, g(1) :=
[g, g], g(2) := [g(1), g(1)], . . . , g(i) := [g(i−1), g(i−1)]. La secuencia g ⊃ g(1) ⊃ · · · ⊃
g(i) ⊃ g(i+1) ⊃ · · · se llama la serie derivada de g. Decimos que g es resoluble si
existe n ∈ N para el cual g(n) = 0.

Por ejemplo, las álgebras de Lie abelianas son claramente resolubles mientras
que las álgebras de Lie simples no lo son.

Nilpotencia

Definición 1.4.9. Sea g un álgebra de Lie sobre C. Se definen g0 := g, g1 := [g, g](=
g(1)), g2 := [g, g1], . . . , gi+1 := [g, gi]. La secuencia g ⊃ g2 ⊃ · · · ⊃ gi ⊃ gi+1 ⊃ · · · se
llama la serie central descendente de g. Se dice que g es nilpotente si existe n ∈ N
tal que gn = 0.

Notar que toda álgebra abeliana es nilpotente.

Observación 1.4.10. Es claro que g(i) ⊂ gi para todo i, por lo que nilpotencia implica
resolubilidad.

Podemos expresar la noción de nilpotencia a partir de los elementos de g de la
siguiente manera.
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Observación/Definición 1.4.11. Dado x ∈ g decimos que es ad-nilpotente si
adx ∈ gl(g) es un morfismo nilpotente. Entonces la nilpotencia de g puede escribirse
como: para cierto n ∈ N, adx1adx2 . . . adxn(y) = 0 para todo xi, y ∈ g. En particular,
x es ad-nilpotente pues (adx)

n = 0. Por lo tanto, si g es nilpotente todo elemento de
g es ad-nilpotente.

Tenemos el Teorema de Engel que asegura que la afirmación rećıproca es cierta
también.

Teorema. (Engel) Sea g un álgebra de Lie sobre C. Si todo elemento de g es ad-
nilpotente, entonces g es nilpotente.

Existe una versión equivalente de este teorema. Primero una definición.

Definición 1.4.12. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n ∈ N. Una
bandera en V es una cadena de subespacios 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = V con
dim(Vi) = i. Dado x ∈ g decimos que x estabiliza la bandera si x ·Vi ⊂ Vi para todo
i.

Y ahora damos la formulación equivalente del Teorema de Engel.

Teorema. Sea gl(V ) el álgebra de Lie de los endomorfismos de un espacio vectorial
V de dimensión finita n y sea g ⊂ gl(V ) una subálgebra. Son equivalentes

I. Cada A ∈ g es un endomorfismo nilpotente de V ;

II. Existe una bandera (Vi) en V estable por g tal que x ·Vi ⊂ Vi−1 para todo i. Es
decir, existe una base de V tal que todo operador de g es triangular superior
respecto de esa base.



Caṕıtulo 2

Soluciones conjuntistas de la ecuación de

Yang-Baxter

En este primer caṕıtulo analizamos las nociones básicas sobre lo que se conoce
como soluciones conjuntitas de la ecuación de Yang-Baxter. Veremos algunos ejem-
plos clásicos como las soluciones flip y las soluciones de permutación. Definiremos la
retracción y el nivel de multipermutación de una solución conjuntista. Analizaremos
la construcción de otras soluciones conjuntistas a partir de una fijada. Y por último
daremos un breve repaso de las definiciones de brazas, brazas torcidas y conjun-
tos ćıclicos, que son construcciones en las que se basan las soluciones del paquete
Yang-Baxter del sistema GAP que utilizamos en los ejemplos de todo el trabajo.

2.1. Definiciones y ejemplos

En esta sección veremos la definición de solución conjuntista de la ecuación de
Yang-Baxter. Definiremos además el C-espacio vectorial generado por una solución
conjuntista, mediante el cual relacionaremos las nociones de solución conjuntista
y de solución clásica de la ecuación de Yang-Baxter, y el cual nos permitirá ha-
blar de ciertas estructuras algebraicas que se le asocian a una solución conjuntista
en los caṕıtulos siguientes. Y finalmente daremos algunos ejemplos de soluciones
conjuntistas. Primero una notación que usaremos a lo largo del trabajo.

Notación. Los ejemplos del trabajo los obtuvimos gracias a las funciones Sma-
llIYB(n,m) y SmallSkewbrace(n,m) del paquete YangBaxter del sistema GAP. No-
taremos por SI(n,m) a SmallIYB(n,m) y por SS(n,m) a SmallSkewbrace(n,m). Ver
Apéndice 5.

Definición 2.1.1. Sea X un conjunto no vaćıo y sea r : X × X → X × X una
función. El par (X, r) se llama conjunto cuadrático. Dados x, y ∈ X escribimos

r(x, y) = (Lx(y),Ry(x));

en ocasiones es útil escribir también r(x, y) = (xB y, xC y).
Dado (X, r) un conjunto cuadrático, decimos que es

Un conjunto trenzado si r satisface la relación de trenzas

(r × Id)(Id× r)(r × Id) = (Id× r)(r × Id)(Id× r), (2.1)

19
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entre funciones de X × X × X. Una forma abreviada de escribir la ecuación
de trenzas es

r12r23r12 = r23r12r23, (2.2)

donde rij denota la aplicación X × X × X → X × X × X que consiste en
aplicar r a las coordenadas ij y la identidad en la coordenada restante.

No degenerado si las funciones Ly,Rz : X → X definidas por x 7→ y B x y
x 7→ xC z respectivamente, son biyectivas para cada y, z ∈ X.

Involutivo si
r2 = idX×X .

Todo conjunto trenzado (X, r) que es involutivo se llama un conjunto simétrico. En la
literatura a todo par trenzado se lo conoce como solución de la versión conjuntista de
la ecuación de Yang-Baxter. En el presente trabajo llamamos solución a un conjunto
trenzado no degenerado.

La relación de trenza se suele representar gráficamente de la siguiente manera

Figura 2.1: Diagrama de trenzas.

donde cada ĺınea representa la coordenada i-ésima, cada cruce significa que apli-
camos r en esas dos variables, y la ĺınea recta significa que aplicamos la identidad.

Se conoce como una solución clásica de la ecuación de Yang-Baxter a una apli-
cación R : V ⊗ V −→ V ⊗ V , con V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y tal
que R satisface la ecuación de trenzas

(R⊗ Id)(Id⊗R)(R⊗ Id) = (Id⊗R)(R⊗ Id)(Id⊗R), (2.3)

en End(V ⊗ V ⊗ V ).
Dada una solución conjuntista podemos hallar una solución clásica de la siguiente

forma.

Definición 2.1.2. Sea (X, r) una solución conjuntista. Definimos

El espacio VX como el C-espacio vectorial generado por X, es decir, el C-
espacio vectorial de base B = {vx}x∈X .

La función R = R(X, r) : VX ⊗ VX −→ VX ⊗ VX como la extensión lineal de r
a VX , que puede definirse sobre la base de VX ⊗ VX inducida por B como

R(vx ⊗ vy) = vxBy ⊗ vxCy.
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La función R resulta una solución clásica. Consideramos a VX como un espacio
Hermitiano con producto interno uńıvocamente determinado por el hecho de que B
es una base ortogonal. Dado un conjunto S ⊂ VX denotamos por pS a la proyección
ortogonal al espacio generado por S.

Veamos algunos ejemplos de soluciones de la ecuación de Yang-Baxter. Empece-
mos por dos de los ejemplos más simples de una solución.

Ejemplo 2.1.3. Sea X un conjunto y sea r(x, y) = (y, x), la función flip. Esta solución
se conoce como solución trivial.

Para ser solución debe satisfacer la ecuación de trenzas 2.1. Debemos ver que

(x, y, z)
r127−→ (y, x, z)

r237−→ (y, z, x)
r127−→ (z, y, x),

coincide con

(x, y, z)
r237−→ (x, z, y)

r127−→ (z, x, y)
r237−→ (z, y, x).

Como coinciden, se satisface la relación de trenzas.
Además es no degenerada pues Lx = Ry = IdX para todo x, y ∈ X. Por último,

es involutiva
r ◦ r(x, y) = r(y, x) = (x, y).

Ejemplo 2.1.4. Dado un conjunto cualquiera X, la función biyectiva r(x, y) = (x, y)
satisface la ecuación de trenzas 2.1 y la solución resulta involutiva. Sin embargo,
como Lx(y) = x para todo y ∈ X, la solución es degenerada.

Existen por supuesto ejemplos más sofisticados, como el que sigue de cardinal 2.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos la solución SI(2,2) tal que X = {1, 2} y r tiene la tabla

r 1 2
1 (2,2) (1,2)
2 (2,1) (1,1)

Una forma mas compacta de describir la solución es escribiendo los operadores Lx
y Ry como permutaciones

x 1 2
Lx (12)
Rx (12)

Chequeamos la ecuación de trenzas para (x, y, z) = (1, 2, 2), los demás casos son
similares. Debemos ver que las siguientes ternas son iguales:

(1, 2, 2)
r127−→ (1, 2, 2)

r237−→ (1, 1, 1)
r127−→ (2, 2, 1);

(1, 2, 2)
r237−→ (1, 1, 1)

r127−→ (2, 2, 1)
r237−→ (2, 2, 1).

Coinciden como queremos.
Además como r está dada por las permutaciones (12), el par es no degenerado.

Por último veamos que resulta involutiva:

r ◦ r(1, 1) = r(2, 2) = (1, 1); r ◦ r(2, 2) = r(1, 1) = (2, 2);

r ◦ r(1, 2) = r(1, 2) = (1, 2); r ◦ r(2, 1) = r(2, 1) = (2, 1).
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En general existen soluciones de cardinal n ∈ N arbitrario como vemos en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.6. Sea X = Zn y sea r(x, y) = (y + 1, x− 1).
Se satisface la ecuación de trenzas, pues por un lado tenemos

(x, y, z)
r127−→ (y + 1, x− 1, z)

r237−→ (y + 1, z + 1, x− 2)
r127−→ (z + 2, y, x− 2),

y por otro

(x, y, z)
r237−→ (x, z + 1, y − 1)

r127−→ (z + 2, x− 1, y − 1)
r237−→ (z + 2, y, x− 2).

Notemos que r(x, y) = (L(y),R(x)) con L(y) = y + 1 y R(x) = x− 1 para cuales-
quiera x, y ∈ X. Además, como L y R son biyectivas el par es no degenerado. Por
último, el par es involutivo

r ◦ r(x, y) = r(y + 1, x− 1) = (x, y).

El ejemplo que sigue es una suerte de generalización del ejemplo anterior.

Ejemplo 2.1.7. DadoX = Zn podemos considerar r(x, y) = (y+a, x+b) con a, b ∈ Zn
y el par (X, r) resulta solución.

Debemos chequear la ecuación de trenzas. Tenemos

(x, y, z)
r127−→ (y + a, x+ b, z)

r237−→ (y + a, z + a, x+ 2b)
r127−→ (z + 2a, y + a+ b, x+ 2b);

que es igual a

(x, y, z)
r237−→ (x, z + a, y + b)

r127−→ (z + 2a, x+ b, y + b)
r237−→ (z + 2a, y + a+ b, x+ 2b).

Como r(x, y) = (L(y),R(x)) con L(y) = y + a y R(x) = x+ b para todo x, y ∈ X,
la solución resulta no degenerada.

Finalmente el par resultará involutivo si y solo śı

(x, y) = r ◦ r(x, y) = r(y + a, x+ b) = (x+ a+ b, y + a+ b),

es decir, si y solo śı a = −b.
Los ejemplos vistos hasta el momento pertenecen a un tipo particular de solu-

ciones de la forma siguiente.

Ejemplo 2.1.8. Sean X un conjunto arbitrario y no vaćıo, L,R : X −→ X dos
funciones y consideremos la aplicación dada por r(x, y) = (L(y),R(x)). Veamos las
condiciones que deben cumplir L y R para que (X, r) sea una solución.

Primeramente debe cumplir la ecuación de trenzas. Es decir

(x, y, z)
r12r23r127−−−−−→ (L ◦ L(z),R ◦ L(y),R ◦R(x)),

debe coincidir con

(x, y, z)
r23r12r237−−−−−→ (L ◦ L(z),L ◦ R(y),R ◦R(x)).
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Esto ocurre si y solo śı R◦L = L◦R, es decir, si y solo śı L y R conmutan. Por otro
lado, el par (X, r) será no degenerado si y solo śı L y R son biyectivas. Finalmente
la solución será involutiva si y solo śı

(x, y) = r ◦ r(x, y) = r(L(y),R(x)) = (L ◦ R(x),R ◦ L(y)),

es decir, si y solo śı L es la inversa de R.
Este tipo de soluciones se llaman soluciones de permutación.

Existen ejemplos de soluciones que no son de permutación.

Ejemplo 2.1.9. Sea la solución SS(8,25) dada por X = {1, 2, . . . , 8} y r con tabla

x 1 2 3 4 5 6 7 8
Lx e (34)(78) (34)(78) e
Rx e (34)(56) e (34)(56)

Sólo mostraremos que se cumple la ecuación de trenzas para el caso (x, y, z) =
(3, 5, 7). Los demás casos se siguen de forma análoga.

(3, 5, 7)
r127−→ (5, 3, 7)

r237−→ (5, 8, 4)
r127−→ (7, 6, 4);

(3, 5, 7)
r237−→ (3, 8, 6)

r127−→ (7, 4, 6)
r237−→ (7, 6, 4).

Coinciden, como queŕıamos.
Además, como todos los operadores que definen a r están dados por elementos

de SX , la solución es no degenerada. Por último, la solución no es involutiva porque
por ejemplo

(3, 7) 6= r ◦ r(3, 7) = r(8, 4) = (4, 8).

2.2. Retracciones y nivel de multipermutación

En esta sección definiremos una relación de equivalencia en el conjunto solución
que nos guiará hacia las nociones de retracción, de soluciones retráctiles y de nivel
de multipermutación, que fueron definidas por Etingof, Schedler y Soloviev en [4].

Definición 2.2.1. Sea (X, r) una solución. Definimos una relación de equivalencia
en X por: x ∼ y si y solo śı Lx = Ly y Rx = Ry. Denotamos por x a la clase de
equivalencia de x y por Lx (resp. Rx) a la función z 7→ xB z (resp. z 7→ zC x). Por
abuso de notación también denotamos por Lx y Rx a la extensión lineal a VX de la
función correspondiente. Finalmente notamos con X al cociente X/ ∼.

En la siguiente proposición observaremos varias relaciones entre los operadores
que definen a una solución y veremos además que X induce una solución (X, r).

Proposición 2.2.2. Sean (X, r) un conjunto cuadrático y V = VX . Tenemos que
(X, r) es una solución si y solo śı las siguientes igualdades se satisfacen en End(V )

Lx ◦ Ly = LxBy ◦ LxCy;
Rz ◦ Ry = RyCz ◦ RyBz;

R(xCy)Bz ◦ Lx ◦ py = LxC(yBz) ◦ Rz ◦ py.
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Más aún, si (X, r) es solución entonces r induce una función r : X ×X −→ X ×X
y (X, r) es una solución.

Demostración. Para x, y, z ∈ X tenemos

r12r23r12(x, y, z) = (LxBy ◦ LxCy(z),R(xCy)Bz ◦ Lx(y),Rz ◦ Ry(x));

r23r12r23(x, y, z) = (Lx ◦ Ly(z),LxC(yBz) ◦ Rz(y),RyCz ◦ RyBz(x)).

Como r es solución, la igualdad de las expresiones anteriores nos asegura que las
identidades del resultado son ciertas en X × X, pero además como vy = py(vy) se
deduce que son ciertas también en V ⊗ V .

Por otro lado, si x = x′ entonces xB y = x′ B y. Luego

LxCy = Lx ◦ Ly ◦ L−1
xBy = Lx′ ◦ Ly ◦ L

−1

x′By
= Lx′Cy,

yRxCy = Rx′Cy. Aśı, xC y depende sólo de x y de y. Análogamente y B x = y B x′ y

este resultado depende sólo de x y de y. Esto dice que la función r : X×X −→ X×X
dada por r(x, y) = (xB y, xC y) está bien definida. Como r es solución, también lo
es r.

Habiendo definido la relación de equivalencia en X y el conjunto inducido X,
podemos hablar de soluciones retráctiles y del nivel de multipermutación de una
solución.

Notación. Dado X un conjunto finito, notamos por |X| al cardinal de X.

Definición 2.2.3. La solución Ret(X, r) = (X, r) se llama la retracción de (X, r).
Decimos que una solución es retráctil si |X| < |X|. Más aún, puede pasar que
la retracción de una solución retráctil sea a su vez retráctil, en tal caso definimos
inductivamente Retn+1(X, r) = Retn(X, r). Se define el nivel de multipermutación
de (X, r), denotado mpl(X, r), como el ı́nfimo de los n ∈ N tales que Retn(X, r) es
una solución de cardinal 1. Si |X| = 1 se toma mpl(X, r) = 0.

Notación/Observación 2.2.4. Sean (X, r) una solución y x ∈ X, para evitar nota-
ciones sobrecargadas escribimos [x] a la clase de x en Ret2(X, r) y [[x]] a la clase de
[x] en Ret3(X, r).

Dados x, y ∈ X, como xB y depende sólo de la clase de x, tiene sentido escribir
xBy. Con el mismo razonamiento escribimos (xB y) = [x]By y ([x] B y) = [[x]]B[y].
Aśı, las igualdades de la proposición anterior pueden reescribirse como

Lx ◦ Ly = L[x]By ◦ LxC[y];

Rz ◦ Ry = RyC[z] ◦ R[y]Bz;

R([x]C[[y]])Bz ◦ Lx ◦ py = LxC([[y]]B[z]) ◦ Rz ◦ py.

Además notemos que

Lx ◦ py = p[x]By ◦ Lx;
Rz ◦ py = pyC[z] ◦ Rz;

px ◦ py = py ◦ px = δx,ypx,
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donde δx,y es 1 si x = y y 0 si no.
Juntando todo lo anterior y denotando V = VX podemos escribir al operador

inducido R : V ⊗ V −→ V ⊗ V como

R ◦ τ =
∑
x∈X

∑
y∈X

Lx ◦ py ⊗Ry ◦ px,

donde τ es la función flip. En efecto, dados z, w ∈ X,(∑
x∈X

∑
y∈X

Lx ◦ py ⊗Ry ◦ px

)
τ(vz ⊗ vw) =

∑
x∈X

∑
y∈X

Lx ◦ py(vw)⊗Ry ◦ px(vz)

= Lz(vw)⊗Rw(vz)

= R(vz ⊗ vw).

El nivel de multipermutación nos da caracteŕısticas sobre la solución. Veamos dos
observaciones sólo para hacernos una idea del tipo de información que esta noción
nos brinda.

Observación 2.2.5. Sea (X, r) una solución.

Notemos que mpl(X, r) = 1 es por definición tener una solución de permu-
tación. En particular, la retracción de una solución de permutación es una
solución trivial. En general, si mpl(X, r) = n tenemos que Retn−1(X, r) es una
solución de permutación.

Supongamos que (X, r) es una solución trivial. Entonces mpl(X, r) ≤ 2, pues
mpl(X, r) = 1 por ser una solución de permutación.

Analicemos el nivel de multipermutación de algunos ejemplos. Comenzamos por
el Ejemplo 2.1.9.

Ejemplo 2.2.6. Tenemos X = {1, 2, . . . , 8} y r dada por

x 1 2 3 4 5 6 7 8
Lx e (34)(78) (34)(78) e
Rx e (34)(56) e (34)(56)

Se tiene que 1 ∼ 2, 3 ∼ 4, 5 ∼ 6 y 7 ∼ 8, es decir, X = {1, 3, 5, 7} y r está dada por

x 1 3 5 7
L[x] e
R[x] e

Por lo que mpl(X, r) = 2.

Existen soluciones con nivel de multipermutación mayor a 2. El siguiente es un
ejemplo de nivel de multipermutación 3.

Notación. Para simplificar la notación escribiremos (X
n
, rn) para referirnos aRetn(X, r).
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Ejemplo 2.2.7. Sea la solución SI(5,7), i.e. X = {1, 2, . . . , 5} y r dada por la tabla
siguiente:

x 1 2 3 4 5
Lx e (45) (23)(45)
Rx e (45) (23)(45)

Tenemos las siguientes relaciones 1 ∼ 2 ∼ 3. Entonces X = {1, 4, 5} y r es tal que

x 1 4 5
L[x] e (45)
R[x] e (45)

Podemos cocientar X nuevamente por la relación de equivalencia y nos quedan las

relaciones 4 ∼ 5. Donde X
2

= {[1], [4]} y r2 está dado por

[x] [1] [4]
L[[x]] e
R[[x]] e

Luego mpl(X, r) = 3.

Veamos un ejemplo con nivel de multipermutación 4.

Ejemplo 2.2.8. Consideremos ahora SI(6,130), donde X = {1, 2, . . . , 6} y r es tal
que

x 1 2 3 4 5 6
Lx e (3456) (3654) (12)(3456) (12)(3654)
Rx e (3456) (3654) (12)(3456) (12)(3654)

Como 1 ∼ 2, es X = {1, 3, 4, 5, 6} y r tal que

x 1 3 5 4 6
L[x] e (3456) (3654)
R[x] e (3456) (3654)

Tomando cociente nuevamente obtenemos las relaciones 3 ∼ 5 y 4 ∼ 6. Por lo que

nos queda X
2

= {[1], [3], [4]} y r2 dada por

[x] [1] [3] [4]
L[[x]] e ([34])
R[[x]] e ([34])

La retracción X
3

es trivial pero no un singleton, por lo que mpl(X, r) = 4.

En general, para cada m ∈ N existe una solución con nivel de multipermutación
m. Ver [6], Ejemplo 9.3.

Mostramos un ejemplo de solución no retráctil.

Ejemplo 2.2.9. Consideremos la solución tal que X = {1, 2, . . . , 5} y r de tabla



2.3. OTRAS CONSTRUCCIONES 27

x 1 2 3 4 5
Lx (13) (24) (1234) (2143) (12)(34)
Rx (14) (23) (2134) (1243) (12)(34)

Como los operadores que definen a r son todos distintos, no hay elementos en X
relacionados, por lo que la solución no es retráctil.

Existen ejemplos con una (o varias) retracción que se estacionan en una solución
no retráctil.

Ejemplo 2.2.10. Sean X = {1, 2, . . . , 6} y r con tabla

x 1 2 3 4 5 6
Lx (13)(56) (24)(56) (1234)(56) (2143)(56) (12)(34)(56)
Rx (14)(56) (23)(56) (2134)(56) (1243)(56) (12)(34)(56)

donde la única relación es 5 ∼ 6. Por lo que X = {1, 2, 3, 4, 5} y r tal que

x 1 2 3 4 5
L[x] (13) (24) (1234) (2143) (12)(34)
R[x] (14) (23) (2134) (1243) (12)(34)

que no es retráctil por ser el ejemplo anterior.

2.3. Otras construcciones

Dada una o más soluciones es posible inferir o construir otras soluciones a partir
de ellas. En esta sección trataremos estas construcciones.

2.3.1. Subsoluciones

Sean (X, r) una solución e Y un subconjunto r-invariante de X, podemos consi-
derar el par (Y, rY ), donde rY = r|Y×Y . En tal caso, (Y, rY ) cumple la ecuación de
trenzas pues r la cumple. Veamos dos ejemplos. Empecemos por uno con nivel de
multipermutación 3.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos SI(6,17) tal que X = {1, 2, . . . , 6} y r con tabla

x 1 2 3 4 5 6
Lx e (34) (34)(56) (56)
Rx e (34) (34)(56) (56)

Un cálculo directo muestra que mpl(X, r) = 3.
Tomemos Y1 = {1}, Y2 = {1, 2} e Y3 = {1, 2, 5, 6}. Como los tres subconjuntos

son r-invariantes tiene sentido considerar (Y1, rY1), (Y2, rY2) e (Y3, rY3). Nuevamente
directos cálculos muestran que mpl(Y1, rY1) = 0, mpl(Y2, rY2) = 1 y mpl(Y3, rY3) = 2.
Es decir, a partir de una solución con nivel de multipermutación 3 conseguimos otras
con nivel de multipermutación menor.

Ahora veamos un ejemplo con nivel de multipermutación 5.
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Ejemplo 2.3.2. Sea SI(8,3384) tal que X = {1, 2, . . . , 8} y r con la tabla siguiente

x 1 2 3 4 5 6 7 8
Lx e (56) (12)(56) (34) (12)(34) (78) (35)(46)(78)
Rx e (56) (12)(56) (34) (12)(34) (78) (35)(46)(78)

Donde mpl(X, r) = 5.
Tomemos Y1 = {1}, Y2 = {1, 2} e Y3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Como todos los subcon-

juntos son r-invariantes inducen soluciones (Y1, rY1), (Y2, rY2) e (Y3, rY3), tales que
mpl(Y1, rY1) = 0, mpl(Y2, rY2) = 1 y mpl(Y3, rY3) = 3.

Un caso particular de subsolución es el de considerar como subconjunto Y a la
clase de equivalencia de algún elemento de X. Si (X, r) es una solución finita y
hay unicidad en la cardinalidad de las clases de equivalencia, entonces r depende
exclusivamente de cómo actúa en las clases y está definida por la restricción a ellas.
Veamos esta idea en la proposición que sigue.

Proposición 2.3.3. Sea (X, r) una solución de cardinal finito, sea C una clase de
equivalencia y sea n = |C|. Supongamos que C es la única clase de cardinal n.
Entonces (C, rC) es una subsolución. Más aún, mpl(C, rC) = 1.

Demostración. Por la Proposición 2.2.2 tenemos que dado x ∈ X los operadores
Lx : C −→ Lx(C) y Rx : C −→ Rx(C) están bien definidos. Como (X, r) es no
degenerada tenemos Lx ∈ SX y existe un número natural m tal que Lmx = Id. En
particular, Lx es inyectivo y se tiene |C| ≤ |Lx(C)|.

Iterando la aplicación de Lx tenemos

|C| ≤ |Lx(C)| ≤ · · · ≤ |Lmx (C)| = |C|.

Es decir, |Lx(C)| = |C|. Análogamente |Rx(C)| = |C|. Como la única clase de
equivalencia de cardinal n es C tenemos que rC está bien definida.

Ahora que vimos que C es r-invariante, veamos que es subsolución. Debemos ver
que (C, rC) es un par trenzado y no degenerado. Como rC depende de la solución
r, entonces satisface la ecuación de trenzas. Para ver que es no degenerado hay que
ver que dado z en C las funciones Lz : C −→ C y Rz : C −→ C son biyectivas.
Como son funciones de un conjunto finito en si mismo, basta ver sólo la inyectividad.
Pero esto último está claro pues son restricciones de los operadores Lz : X −→ X y
Rz : X −→ X, que son biyectivos por ser (X, r) no degenerado.

Finalmente es claro que mpl(C, rC) = 1.

Analicemos dos aplicaciones de esta proposición. Primero un ejemplo donde
(C, r|C×C) es una solución simple.

Ejemplo 2.3.4. Consideremos SI(6,6) dada por X = {1, 2, . . . , 6} y r tal que

x 1 2 3 4 5 6
Lx e (56) (34)(56)
Rx e (56) (34)(56)
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Tenemos las siguientes clases de equivalencia 1 = {1, 2, 3, 4}, 5 = {5} y 6 = {6}.
Como 1 es la única clase de cardinal 4, por la Proposición 2.3.3 podemos considerar
(1, r1) que resulta una subsolución trivial con mpl(1, r1) = 1.

Veamos ahora un ejemplo con (C, rC) un poco mas elaborada.

Ejemplo 2.3.5. Sea SI(5,83) con X = {1, 2, . . . , 5} y r tal que

x 1 2 3 4 5
Lx (12) (12)(345)
Rx (12) (12)(354)

Tenemos las relaciones 1 ∼ 2, 3 ∼ 4 ∼ 5. Como 3 es la única clase de cardinal 3, por
la Proposición 2.3.3 podemos considerar (3, r3) dada por:

x 3 4 5
Lx (345)
Rx (354)

donde su nivel de multipermutación es 1.

2.3.2. Solución producto cartesiano

Sean (X, rX) y (Y, rY ) dos soluciones. Se tiene que (X × Y, rX × rY ) es también
una solución y se llama el producto cartesiano de X e Y . Donde

rX × rY
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
=
(
(x1 B x2, y1 B y2), (x1 C x2, y1 C y2)

)
= ((x1, y1) B (x2, y2), (x1, y1) C (x2, y2)).

Definición 2.3.6. Sea (X, r) una solución y consideremos la solución producto
cartesiano (X ×X, r × r).

Sea VX×X el C-espacio vectorial generado por X × X, es decir, el C-espacio
vectorial de base {v(x,y)}x,y∈X .

Notamos por Ṽ = VX×X y definimos la función R̃ = R(X×X, r×r) : Ṽ⊗Ṽ −→
Ṽ ⊗ Ṽ como la extensión de r × r a Ṽ

R̃
(
v(x,y) ⊗ v(z,w)

)
= v(xBz,yBw) ⊗ v(xCz,yCw).

La función R̃ resulta una solución clásica.

Notación/Observación 2.3.7. Sea (X, r) una solución y sea (X×X, r×r) la solución
producto cartesiano inducida.

Si escribimos r(x, y) =
(
Lx(y),Ry(x)

)
, usamos la siguiente notación para r×r:

r × r
(
(x, y), (z, w)

)
=
(
LL(x,y)(z, w),RR(z,w)(x, y)

)
,

donde LL(x,y)(z, w) = (Lx(z),Ly(w)) y RR(z,w)(x, y) = (Rz(x),Rw(y)).
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Sean los morfismos de espacios vectoriales Φ : VX×X −→ VX ⊗ VX y Ψ :
VX ⊗ VX −→ VX×X dados por v(x,y) 7→ vx ⊗ vy y vx ⊗ vy 7→ v(x,y) respecti-
vamente. Al estar definidos sobre bases de los correspondientes espacios están
bien definidos. Es evidente que Φ = Ψ−1 por lo que VX×X ' VX ⊗ VX . En tal
caso nos queda

R̃
(
(vx ⊗ vy)⊗ (vz ⊗ vw)

)
=
(
vxBz ⊗ vyBw

)
⊗
(
vxCz ⊗ vyCw

)
.

Veamos un ejemplo de una solución producto cartesiano.

Ejemplo 2.3.8. Sean X = {1, 2}, Y = {1, 2, 3}, rX la función flip y rY dado por

y 1 2 3
Ly (123) (123) (123)
Ry (132) (132) (132)

La solución producto cartesiano resulta,

rX × rY (1, 1) (1, 2) (1, 3)
(1, 1) ((1, 2), (1, 3)) ((1, 3), (1, 3)) ((1, 1), (1, 3))
(1, 2) ((1, 2), (1, 1)) ((1, 3), (1, 1)) ((1, 1), (1, 1))
(1, 3) ((1, 2), (1, 2)) ((1, 3), (1, 2)) ((1, 1), (1, 2))
(2, 1) ((1, 2), (2, 3)) ((1, 3), (2, 3)) ((1, 1), (2, 3))
(2, 2) ((1, 2), (2, 1)) ((1, 3), (2, 1)) ((1, 1), (2, 1))
(2, 3) ((1, 2), (2, 2)) ((1, 3), (2, 2)) ((1, 1), (2, 2))

rX × rY (2, 1) (2, 2) (2, 3)
(1, 1) ((2, 2), (1, 3)) ((2, 3), (1, 3)) ((2, 1), (1, 3))
(1, 2) ((1, 2), (1, 1)) ((1, 3), (1, 1)) ((1, 1), (1, 1))
(1, 3) ((1, 2), (1, 2)) ((1, 3), (1, 2)) ((1, 1), (1, 2))
(2, 1) ((1, 2), (2, 3)) ((1, 3), (2, 3)) ((1, 1), (2, 3))
(2, 2) ((1, 2), (2, 1)) ((1, 3), (2, 1)) ((1, 1), (2, 1))
(2, 3) ((1, 2), (2, 2)) ((1, 3), (2, 2)) ((1, 1), (2, 2))

Podemos presentarla de forma más compacta como

x (i, j)
L(x,y) e× (123)

R(x,y) e× (132)

Tenemos el siguiente resultado sobre el nivel de multipermutación de la solución
producto cartesiano.

Proposición 2.3.9. Sean (X, rX) y (Y, rY ) dos soluciones con niveles de multiper-
mutación n y m ∈ N respectivamente. Entonces el nivel de multipermutación de
(X × Y, rX × rY ) es el máximo entre n y m.
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Demostración. Sean (x1, y1), (x2, y2) en X × Y . Por definición de la relación de
equivalencia definida en X × Y tenemos que

(x1, y1) ∼ (x2, y2)

si y solo śı
L(x1,y1) = L(x2,y2) y R(x1,y1) = R(x2,y2). (2.4)

Por 2.3.7 como LL(x1,y1) = (Lx1 ,Ly1) yRR(x1,y1) = (Rx1 ,Ry1), entonces la condición
(1.4) es equivalente a

Lx1 = Lx2 ; Ly1 = Ly2 ; Rx1 = Rx2 ; Ry1 = Ry2 .

Que es equivalente a que x1 ∼ x2 e y1 ∼ y2. Luego X × Y = X × Y .
En general, por inducción tenemos Retk(X × Y, rX × rY ) = Retk(X, rX) ×

Retk(Y, rY ), para cualquier k ∈ N. Entonces Retk(X × Y, rX × rY ) tendrá cardi-
nal 1 cuando Retk(X, rX) y Retk(Y, rY ) tengan cardinal 1. Por lo tanto, habrá que
tomar tantas retracciones como el máximo entre n y m.

De lo que se deduce un corolario inmediato.

Corolario 2.3.10. Sea (X, r) una solución cuyo nivel de multipermutación es n ∈ N,
entonces el nivel de multipermutación de (X ×X, r × r) es n.

Consideremos el producto cartesiano de una solución trivial de cardinal 2 y el
ejemplo 2.2.7.

Ejemplo 2.3.11. Sean X = {1, 2}, Y = {1, 2, 3, 4, 5}, rX el flip y rY dada por SI(5,7)

y 1 2 3 4 5
Ly e (45) (23)(45)
Ry e (45) (23)(45)

Donde la solución producto cartesiano queda definida por

(x, y) (1, i), (2, i) (j, 4) (j, 5)
L(x,y) e× e e× (45) e× (23)(45)

R(x,y) e× e e× (45) e× (23)(45)

con i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2}. Por la proposición 2.3.9 como mpl(X, rX) = 1 y
mpl(Y, rY ) = 3 tenemos que mpl(X × Y, rX × rY ) = 3.

2.4. Brazas, brazas torcidas y conjuntos ćıclicos

En esta última sección damos una breve descripción de la noción de brazas,
brazas torcidas y de conjuntos ćıclicos. Una braza es una estructura algebraica muy
ligada a las soluciones involutivas. Las brazas torcidas son una generalización de
las brazas y fueron definidas por primera vez en [11] para facilitar el estudio de
soluciones no involutivas. Los conjuntos ćıclicos fueron presentados por Rump [17] y
sirven para proveer ejemplos de soluciones. La información que presentamos se basa
en la tesis de licenciatura de Guarnieri [10].

Comencemos con la definición de braza a derecha.
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Definición 2.4.1. Una braza a derecha es una terna (B,+, ·) tal que (B,+) es un
grupo abeliano, (B, ·) es un grupo, y para cualesquiera a, b, c ∈ B se tiene

(a+ b) · c = a · c+ b · c− c. (2.5)

Llamamos a (B,+) el grupo aditivo y a (B, ·) el grupo multiplicativo de la braza B.
Se define una braza a izquierda de manera análoga, reemplazando la ecuación

2.5 por
a · (b+ c) = a · b+ a · c− a.

Una braza es bilátera si es braza a izquierda y a derecha. Notamos el elemento neutro
aditivo como 0 y el multiplicativo como 1, y omitiremos · cuando resulte conveniente
escribiendo el producto como la yuxtaposición.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.4.2. Sea (A,+) un grupo abeliano. Si definimos un producto en A dado
por a · b = a+ b, (A,+, ·) resulta una braza bilátera, pues

a(b+ c) = a+ b+ c = a+ b+ a+ c− a = ab+ ac− a,

(b+ c)a = a+ b+ c = b+ a+ c+ a− a = ba+ ca− a.

Es inmediato que (A, ·) ' (A,+).

Ejemplo 2.4.3. Sea A = Zp2 . Si definimos el producto como

a · b = a+ b+ pab,

la terna (A,+, ·) es braza bilátera. En este caso (A, ·) ' Zp2 si p 6= 2 y (A, ·) '
(Z2 × Z2) si p = 2.

Veremos sin demostración algunas de las propiedades básicas de las brazas que
nos guiarán hacia su relación con las soluciones involutivas de la ecuación de Yang-
Baxter. Para una completa demostración de cada resultado ver [10].

Observación/Definición 2.4.4. Sea B una braza a derecha y a ∈ B. Definimos la
función ρa ∈ SB como ρa(b) = ba−a y tenemos que la función ρ : B −→ SB, a 7→ ρa
determina una acción a derecha de (B, ·) en (B,+) por automorfismos. Además,
rB : B ×B −→ B ×B dada por

rB(a, b) = (ρ−1
ρb(a)(b), ρb(a)),

es una solución involutiva no degenerada.
Finalmente, si X es un conjunto finito y (X, r) una solución involutiva, existe

una braza a derecha finita (B,+, ·) tal que (X, r) es una subsolución de (B, rB).

Veamos la noción de braza torcida.
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Definición 2.4.5. Una braza torcida a derecha (o skew right brace) es una terna
(B, ·, ◦) tal que (B, ·) y (B, ◦) son grupos, y para todo a, b, c ∈ B se verifica

(a · b) ◦ c = (a ◦ c) · c−1 · (b ◦ c),

donde c−1 denota el inverso de c en (B, ·). Las brazas torcidas a izquierda se definen
análogamente.

Una braza torcida a derecha puede pensarse como un par de grupos cuyas opera-
ciones satisfacen cierta compatibilidad. Cabe observar que si la estructura de (B, ·)
es abeliana, estamos en presencia de una braza a derecha como las que vimos antes.

En lo que sigue, notaremos el producto · yuxtaponiendo elementos para simpli-
ficar la notación. Dado un elemento a ∈ B, a−1 hará siempre referencia al inverso
con respecto a la estructura (B, ·).

Veamos algunos ejemplos de brazas torcidas.

Ejemplo 2.4.6. Sea (G, ·) un grupo. Entonces G tiene una estructura de braza torcida
a derecha definiendo (G, ◦) v́ıa g ◦ h = gh para todo g, h ∈ G.

Ejemplo 2.4.7. Este ejemplo fue motivado por el trabajo de Weinstein y Xu, [21].
Sea A un grupo y A+, A− subgrupos tales que A admite factorización única como
A = A+A−. Aśı, cada a ∈ A puede expresarse de manera única como a = a+a− para
ciertos a+ ∈ A+, a− ∈ A−. La función

A+ × A− −→ A, (a+, a−) 7→ a+(a−)−1,

es biyectiva. Podemos transportar la estructura del producto directo A+ × A− al
conjunto A. Para a = a+a− ∈ A y b = b+b− ∈ A sea

a ? b = a+ba−.

Entonces (A, ?) es un grupo y A es una braza torcida a derecha.

Tenemos la siguiente Observación/Definición para brazas torcidas.

Observación/Definición 2.4.8. Sea B una braza torcida a derecha y a ∈ B.
Definimos la función ρa ∈ SB como ρa(b) = (b ◦ a)a−1 y tenemos que la función
ρ : B −→ SB, a 7→ ρa determina una acción a derecha de (B, ◦) en (B, ·) por
automorfismos. Además, rB : B ×B −→ B ×B dada por

rB(a, b) = (ρ−1
ρb(a)((a ◦ b)b(a ◦ b)

−1), ρb(a)),

es una solución no degenerada.

Por último, existe otra construcción que sirve para proveer ejemplos de solucio-
nes.

Definición 2.4.9. Sea X un conjunto arbitrario y sea · : X×X −→ X una función
que satisface
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(x · y) · (x · z) = (y · x) · (y · z) para todo x, y, z ∈ X.

La aplicación y 7→ x · y es biyectiva para todo x ∈ X.

Estas estructuras fueron definidas por primera vez por Rump [17], quien las llamó
conjuntos ćıclicos.

Notemos por ? a la aplicación tal que

x ? (x · y) = y para todo x, y ∈ X.

Rump probó que la función r : X×X −→ X×X dada por (x, y) 7→ ((y ?x) ·y, y ?x)
es solución de la ecuación de trenzas.

Mencionamos las nociones de brazas, brazas torcidas y conjunto ćıclicos por-
que las funciones SmallIYB() y SmallSkewBrace() que utilizamos para obtener los
ejemplos de la tesis se construyen a partir de estas estructuras. Donde

SmallIYB(n,m) devuelve la solución asociada al conjunto ćıclico m-ésimo de
cardinal n de la base de datos del paquete YangBaxter;

SmallSkewBrace(n,m) devuelve la braza torcida m-ésima de cardinal n de la
base de datos del paquete YangBaxter.



Caṕıtulo 3

Álgebras cuantizadas asociadas a soluciones

En este caṕıtulo presentaremos el álgebra A(X, r) asociada a una solución (X, r).
Las nociones de extensiones de Ore y de semigrupos de tipo I que vimos en los
preliminares, junto con las secciones 3.2 y 3.3, servirán para caracterizar A(X, r).
En la sección 3.2 mostraremos que A(X, r) es isomorfa a cierta álgebra de semigrupo
inducida por la solución (X, r). En la sección 3.3 veremos que en el caso de soluciones
de retracción trivial A(X, r) es isomorfa a un álgebra de polinomios torcidos. En la
sección 3.4 analizaremos varios ejemplos con el fin de entender la estructura interna
de A(X, r) en distintas situaciones. Además al final de la misma desarrollaremos
una teoŕıa monomial para A(X, r) bajo ciertas hipótesis naturales inducidas por
los ejemplos. Por último, en la sección 3.5 presentamos el álgebra Q(X, r) que es
otra estructura algebraica asociada a una solución (X, r) y que guarda relación
con A(X × X, r × r). Veremos que Q(X, r) tiene una estructura de biálgebra y
daremos las fórmulas del coproducto y la counidad en términos de una base elegida
pertinentemente.

3.1. Álgebra cuantizada de funciones sobre VX

De aqúı en adelante consideramos (X, r) una solución conjuntista finita de la
ecuación de Yang-Baxter. Recordemos que VX es el C-espacio vectorial generado
por X.

A partir de VX definiremos el alǵebra A(X, r) que mencionamos al principio del
caṕıtulo. La idea será asociarle a la solución (X, r) una estructura algebraica que
guarde información de la aplicación r. La misma se debe a Faddeev, Reshetikhin y
Takhtajan [5].

Definición 3.1.1. Se define el álgebra cuantizada de funciones sobre VX como el
álgebra cuadrática A(X, r) sobre C con generadores {vx}x∈X , sujetos a las relaciones

vxvy = vxByvxCy. (3.1)

Observación 3.1.2. Conseguimos una presentación libre del álgebra A(X, r) tomando
el cociente del álgebra tensorial T (VX) por el ideal bilátero generado por la imágen
de IdVX⊗VX −R(X, r), es decir, el ideal generado por las relaciones 3.1.

35
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Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, una solución (X, r) induce por re-
tracción otra solución denotada (X, r). Existe una relación natural entre A(X, r) y
A(X, r).

Proposición 3.1.3. Sea (X, r) una solución y notemos por VX el C-espacio vectorial
generado por X. Sean A(X, r) y A(X, r) las álgebras cuantizadas de funciones sobre
VX y sobre VX respectivamente y sea I el ideal bilátero de A(X, r) generado por

{vx − vy : x ∼ y}x,y∈X . Entonces existe un isomorfismo entre las álgebras A(X,r)
I

y

A(X, r).

Demostración. Definimos el morfismo de álgebras Φ : T (VX) −→ A(X, r) tal que
vx → vx. Notemos que

Φ(vxvy − vxByvxCy) = vxvy − vxByvxCy,

pero por definición de A(X, r) se tiene que vxvy = vxByvxCy. A su vez, hemos visto
en la Proposición 2.2.2 que la clase xB y depende sólo de x y de y, esto significa
que xB y = xB y y xC y = xC y. Por lo tanto

Φ(vxvy − vxByvxCy) = 0,

y se tiene que el morfismo Φ : A(X, r) −→ A(X, r) está bien definido. Más aún,

como vx = vy si y solo śı x ∼ y, podemos considerar Φ : A(X,r)
I
−→ A(X, r) bien

definido.
Definiremos ahora el morfismo inverso de Φ. Consideremos el morfismo de álge-

bras Ψ : T (VX) −→ A(X,r)
I

tal que vx → vx. Observamos que

Ψ(vxvy − vxByvxCy) = vx vy − vxBy vxCy,

y como vxvy = vxByvxCy en A(X, r), tenemos vx vy = vxBy vxCy en A(X,r)
I

, por lo que

el morfismo Ψ : A(X, r) −→ A(X,r)
I

está bien definido.
Es evidente que Φ es el inverso de Ψ y tenemos el isomorfismo buscado.

3.1.1. Álgebra cuantizada asociada a soluciones de retracción trivial

Cuando la solución (X, r) que estemos considerando es tal que su retracción es
una solución trivial, entonces el álgebra A(X, r) queda caracterizada y de hecho no
es otra cosa que un álgebra de polinomios torcidos.

El siguiente resultado se debe al Teorema 4.9 de Gateva-Ivanova y Majid [7].
Nuestro resultado es ligeramente más general en tanto que no pedimos que la solu-
ción sea libre de cuadrados, involutiva y con nivel de multipermutación 2, sino sólo
que tenga primera retracción trivial; esto es automático para soluciones libres de
cuadrados con nivel de multipermutación 2. Primero una observación.

Observación 3.1.4. Sea (X, r) una solución tal que Ret(X, r) es una solución trivial.
Usando las relaciones de la Observación 2.2.4 tenemos que los operadores Lx, Ry y
pz conmutan para cualesquiera x, y, z ∈ X.
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Ahora śı, el resultado mencionado.

Proposición 3.1.5. Sea (X, r) una solución de cardinal n con Ret(X, r) una solu-
ción trivial. Entonces existe una base {w1, . . . , wn} de VX y un conjunto de ráıces
de la unidad q = (qi,j)1≤i,j≤n ⊂ C tales que A(X, r) ' Cq[wi|1 ≤ i ≤ n]. Más
aún, dicha base está formada por autovectores simultáneos de los operadores Lx y
Ry, para cada x, y ∈ X, y de los proyectores, resulta ortogonal y puede tomarse
ortonormal.

Demostración. Como pz es un proyector es diagonalizable y sus autovalores son 1 o
0. Como Lx y Ry estan inducidas por biyecciones en el conjunto X, entonces tienen
orden finito y por lo tanto también son diagonalizables y sus autovalores son ráıces
de la unidad. Como mencionamos en 3.1.4, el hecho de que Ret(X, r) sea trivial
significa que las funciones Lx y Ry conmutan entre śı y con las proyecciones pz,
para todos x, y, z ∈ X. Además, como X es la unión disjunta de las clases z, los
proyectores pz son ortogonales y descomponen a la identidad, por lo que también
conmutan entre ellos.

Por el lema 1.1.2, como los operadores son diagonalizables y conmutan, son
simultáneamente diagonalizables, es decir, existe una base de VX que consiste en au-
tovectores simultáneos de estas transformaciones, digamos {w1, . . . , wn}. Escribimos
λi,x, resp. µi,y, a los autovalores de wi con respecto a Lx, resp. Ry. Usando que

R =

( ∑
x,y∈X

Lx ◦ py ⊗Ry ◦ px
)
◦ τ,

y que para cada i existe un único z(i) tal que pz(wi) 6= 0 tenemos

R(wi ⊗ wj) = λj,z(i)µi,z(j)wj ⊗ wi,

que junto a la Observación 3.1.2 brinda la presentación deseada.
Para finalizar, dado que {vi}1≤i≤n es base ortogonal de VX y los operadores Lx,

Ry y pz mandan {vi}1≤i≤n en si misma, resultan ortogonales para todo x, y, z ∈ X.
Con lo cual, sus autovectores también forman una base ortogonal de VX y podemos
tomarla ortonormal.

3.2. Semigrupos de tipo I y el álgebra cuantizada

En esta sección veremos que dada una solución (X, r), el semigrupo inducido
S(X, r) = 〈X|Rel〉 con Rel el conjunto de relaciones cuadráticas

Rel = {xixj = (xi B xj)(xi C xj)},

es de tipo I y de hecho existe una relación entre C[S(X, r)] y A(X, r).
Primero recordamos los Teoremas 1.2 y 1.4 de [8]. Empecemos por el Teorema

1.2.
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Teorema 3.2.1. Supongamos que Rel es un conjunto de relaciones cuadráticas

Rel = {xixj = uj,i},

que satisface las condiciones 1.3 de la Sección 1.3 del Caṕıtulo 1. Definimos r :
X × X −→ X × X como r(x, x) = (x, x) y si (xixj = xj′xi′) en Rel tomamos
r(xi, xj) = (xj′ , xi′) y r(xj′ , xi′) = (xi, xj). Entonces r cumple

(a) r2 = IdX×X ;

(b) r satisface la versión conjuntista de la ecuación de Yang-Baxter;

(c) Dados a, b ∈ {1, . . . , n} existen únicos c, d tales que

r(xc, xa) = (xd, xb).

Más aún, si a = b entonces c = d.

Ahora veamos el Teorema 1.4 de [8]. Recordemos que por la Observación 1.3.2 si S
es un semigrupo de tipo I generado por cierto conjunto X de cardinal n ∈ N, U es el
semigrupo libre conmutativo generado por un conjunto {u1, . . . , un} y v : U −→ S
es la I -estructura asociada, para todo ui ∈ U , i, j ∈ {1, . . . , n} existe un único
xui,j ∈ X tal que

xui,jv(ui) = v(uiuj),

y X = {xui,j|j = 1, . . . , n}.

Teorema 3.2.2. Sea S de tipo I. Definimos r : X ×X −→ X ×X por

r(xui,j, x1,i) = (xuj ,i, x1,j).

Entonces r satisface las conclusiones del Teorema 3.2.1. Rećıprocamente si r : X ×
X −→ X × X con r(xi, xj) = (xj′ , xi′) satisface las condiciones (a), (b) y (c) de
3.2.1, entonces el semigrupo S(X, r) = 〈X|xixj = xj′xi′〉 es de tipo I.

De los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 se sigue que los semigrupos definidos a partir de
las relaciones que satisfacen (*a,b,c) son de tipo I. Además, el Teorema 3.2.2 implica
que si (X, r) es una solución involutiva entonces S(X, r) es de tipo I.

Tenemos la siguiente observación.

Observación 3.2.3. Dada una solución (X, r), si notamos S = S(X, r), tenemos

A(X, r) ' C[S],

donde C[S] es el álgebra de semigrupo inducida por S.
Consideremos el morfismo de álgebras Ψ : T (VX) −→ C[S] tal que vxi1 ⊗ · · · ⊗

vxik 7→ xi1 . . . xik . Como

Ψ(vxi ⊗ vxj − vxj′ ⊗ vxi′ ) = xixj − xj′xi′ = 0,
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podemos suponer bien definido Ψ : A(X, r) −→ C[S]. Por otro lado sea la aplicación
lineal Φ : C[S] −→ A(X, r) dada por xi1 . . . xik 7→ vxi1 . . . vxik , bien definida por

estar definida sobre S. Es evidente que Φ = Ψ−1 y por tanto Φ resulta isomorfismo
de álgebras, como deseábamos.

Notar que Φ se restringe bien a los monomios de largo k ∈ N, por lo que induce
un isomorfismo de espacios vectoriales Φ : A(X, r)k −→ CSk.

El siguiente corolario es inmediato del Lema 1.3.3 y la observación anterior.

Corolario 3.2.4. Sean (X, r) una solución involutiva finita de n elementos y S =
S(X, r). Para cada k ∈ N sea A(X, r)k el conjunto de monomios de largo k de
A(X, r), entonces

A(X, r) =
⊕
k∈N

A(X, r)k.

3.3. Ejemplos

A continuación veremos varias formas de describir el álgebra A(X, r) a partir de
lo visto en las secciones anteriores y en los preliminares sobre extensiones de Ore
y semigrupos de tipo I. Por el resto de la sección notamos por BX = {vx}x∈X a la
base canónica del espacio vectorial generado por X, VX . Recordemos además que si
{w1, . . . , wn} es una base de VX que diagonaliza simultáneamente a los operadores
Lx, Rx, para todo x ∈ X, y a las proyecciones, usamos las notaciones λi,x y µi,x
para representar a los autovalores asociados al autovector vi correspondiente a los
operadores Lx y Rx respectivamente. En el caso en que X es un singleton, notamos
simplemente λi y µi.

Comencemos analizando el álgebra cuantizada asociada al ejemplo más simple
que vimos, el Ejemplo 2.1.3.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos X = {1, 2} y r(x, y) = (y, x). Es decir, la solución flip
de cardinal 2. Por definición r es una solución de permutación dada por las funciones
L = R = IdX .

Como la retracción de la solución es una solución trivial, por la Proposición
3.1.5 sabemos que A(X, r) es un álgebra de polinomios torcidos sobre C. Además,
es evidente que BX está formada por autovectores de L, R y las proyecciones, con
autovalores λ1 = λ2 = µ1 = µ2 = 1. Entonces

A(X, r) ' Cq[v1, v2],

donde

q = (qi,j)i,j = (λjµi)i,j =

[
1 1
1 1

]
.

Es decir, A(X, r) ' C[v1, v2].

En el siguiente ejemplo, aunque sigue siendo de las soluciones más simples, ve-
remos que el análisis de A(X, r) se vuelve arduo. Sin embargo la Proposición 3.1.5
simplifica el estudio.
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Ejemplo 3.3.2. Consideremos la solución del Ejemplo 2.1.5, es decir SI(2,2) tal que
X = {1, 2} y r de tabla

x 1 2
Lx (12)
Rx (12)

Por definición A(X, r) = C〈xy|x2 = y2〉.
Hallaremos dos bases para A(X, r). Por un lado veremos que existe una base que

nos permite escribir los monomios de C〈xy|x2 = y2〉 de forma expĺıcita a partir de
una idea gráfica asociada a las variables x e y; y por otro, aplicaremos la Proposición
3.1.5.

Afirmamos que B = {(yx)ay2ε(xy)bxη|a, b ∈ N, ε, η ∈ {0, 1}} es base de A(X, r).
Debemos ver que es un conjunto generador y linealmente independiente.

La correcta demostración de que B es un conjunto generador no aporta nuevas
ideas porque consiste de cálculos prolongados, por lo cual sólo daremos una idea
intuitiva de la razón de ser de B dada por el siguiente grafo que representa a x e y:

x x x

x x x

x x

x x

y y

y y

y y y

y y y

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

Entendemos a los generadores x e y como movimientos en el grafo anterior y veremos
que todo monomio en C〈xy|x2 = y2〉, es decir, todo camino en el grafo, puede
expresarse a partir de los movimientos definidos por B. Para ello basta ver que
cualquier posición del grafo puede alcanzarse a partir de movimientos dados por
(yx)ay2ε(xy)bxη para ciertos a, b ∈ N, ε, η ∈ {0, 1}.

Analicemos los movimientos que representan los elementos de B. En primer lugar
observamos que (yx)a representa moverse 2a unidades sobre el eje x

x xy y · · · xy

Para entender los movimientos que nos aportan los restantes monomios suponemos
por ejemplo a = 1. El monomio y2ε representa o bien quedarse en la última posición
(ε = 0) o bien moverse una unidad más en el eje x y luego una unidad en el eje y
(ε = 1), es decir
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Si ε = 0 xy Si ε = 1 xy y

y

El término (xy)b representa 2b movimientos sobre el eje y

Si ε = 0 xy

x

x

y

y

...

x

y

Si ε = 1 xy y

x

x

y

y

y

...

x

y

Finalmente supongamos b = 1. El monomio restante xη representa quedarse en
la última posición (η = 0) ó desplazarse una unidad mas en el eje y (η = 1)

Si η = 0
x

y

Si η = 1
x

x

y

Para finalizar, veamos que B es linealmente independiente. Para eso consideremos
el C-espacio vectorial Rep := 〈(n,m)|n,m ∈ N〉 y las transformaciones lineales
·x : Rep −→ Rep y ·y : Rep −→ Rep dadas por

(n,m) · x =

{
(n,m+ 1) si n ≡ m (mod 2)

(n+ 1,m) si no
,

y

(n,m) · y =

{
(n+ 1,m) si n ≡ m (mod 2)

(n,m+ 1) si no
.

Es decir, tenemos un morfismo de álgebras Φ : A(X, r) −→ End(Rep), x 7→(
(n,m) 7→ (n,m) · x

)
, y 7→

(
(n,m) 7→ (n,m) · y

)
. Una forma de ver que B es
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linealmente independiente es probando que Φ(B) lo es. Para eso basta ver que existe
un par (n,m) ∈ Rep tal que su imágen v́ıa los elementos de B está uńıvocamente
determinada por n y m. Nuevamente es útil mirar el grafo. Si tomamos el elemento
(0, 0) obtenemos

(0, 0) · (yx)ay2ε(xy)bxη = a(2, 0) + ε(1, 1) + b(0, 2) + η(0, 1) = (2a+ ε, 2b+ η + ε).

Si (n,m) = (2a+ ε, 2b+η+ ε), entonces a y ε quedan determinados por el algoritmo
de división aplicado a n, y por la misma razón b y η quedan determinados por m−ε.
Por lo tanto, B es base de A(X, r).

Por otro lado, como la retracción de (X, r) es trivial, la Proposición 3.1.5 asegura
la existencia de una base {w1, w2} de VX formada por autovectores simultáneos de
L = R = (12) y de las proyecciones tal que A(X, r) ' Cq[w1, w2] para cierta
q ∈ C2×2. En efecto, la base dada por

w1 = v1 + v2;

w2 = v1 − v2,

es base de autovectores de L = R = (12) y de las proyecciones, con autovalores
λ1 = µ1 = 1 y λ2 = µ2 = −1. Aunque esta no es la base normalizada de la
proposición nos sirve para caracterizar A(X, r). Tenemos A(X, r) ' Cq[w1, w2], con

q = (qi,j)i,j =

[
1 −1
−1 1

]
.

Vemos aśı que la Proposición 3.1.5 simplifica la caracterización del álgebra.

Analicemos un ejemplo un poco más complejo como el Ejemplo 2.1.9 y en el cual
el álgebra A(X, r) no resulta ı́ntegra.

Ejemplo 3.3.3. Sean X = {1, 2, . . . , 8} y r tal que

x 1 2 3 4 5 6 7 8
Lx e (34)(78) (34)(78) e
Rx e (34)(56) e (34)(56)

Es decir, tenemos las relaciones 1 ∼ 2, 3 ∼ 4, 5 ∼ 6 y 7 ∼ 8 y los operadores
asociados

L1 = L7 = e; L3 = L5 = (34)(78);

R1 = R5 = e; R3 = R7 = (34)(56).

La base {w1, . . . , w8} de VX que sigue está formada por autovectores simultáneos
de L1, L3, R1, R3 y de los proyectores:

w1 = v1; w2 = v2;

w3 = v3 + v4; w4 = v3 − v4;

w5 = v5 + v6; w6 = v5 − v6;

w7 = v7 + v8; w8 = v7 − v8,
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con autovalores

λi,1 = µi,1 = µi,5 = λi,7 = 1, para todo 1 ≤ i ≤ 8;

λi,3 = λi,5 = 1; λj,3 = λj,5 = −1, para todo i ∈ {1, 2, 3, 5, 6, 7}, j ∈ {4, 8};
µi,3 = µi,7 = 1; µj,3 = µj,7 = −1, para todo i ∈ {1, 2, 3, 5, 7, 8}, j ∈ {4, 6}.

Por la Proposición 3.1.5

A(X, r) ' Cq[wi|1 ≤ i ≤ 8],

con

q = (qi,j)i,j = (λj,iµi,j)i,j =



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 −1 1 1 1 −1
1 1 −1 1 1 1 −1 1
1 1 1 −1 1 1 1 −1
1 1 −1 1 1 1 −1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1


.

Notar que

w3w8 = −w8w3 = −w3w8;

w4w7 = −w7w4 = w4w7;

w5w4 = −w5w4 = −w4w5;

w5w8 = −w8w5 = −w5w8;

w6w3 = −w3w6 = −w6w3;

w6w7 = −w7w6 = −w6w7,

con lo cual w3w8 = w4w7 = w5w4 = w5w8 = w6w3 = w6w7 = 0.

El siguiente ejemplo es una aplicación de la Proposición 3.1.3.

Ejemplo 3.3.4. Sea SI(6,400) tal que X = {1, 2, . . . , 6} y r está dada por

x 1 2 3 4 5 6
Lx (34)(56) (1324)(56) (1423)(56)
Rx (34)(56) (1324)(56) (1423)(56)

Sucede que (X, r) es una solución tal que su retracción no es trivial, por lo que no
podemos aplicar la Proposición 3.1.5.

Analicemos qué forma tiene la solución inducida (X, r). Las clases de equivalencia
son 1 = {1, 2, 3, 4}, 5 = {5} y 6 = {6}, y r es tal que

x 1 5 6
L[x] (56)
R[x] (56)
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Cuya retracción es trivial, por lo que podemos aplicar la Proposición 3.1.5. En efecto,
tenemos que {w1, w2, w3} tal que

w1 = v1;

w2 = v5 + v6;

w3 = v5 − v6,

es base de VX formada por autovectores simultáneos de los operadores de r y de las
proyecciones, con autovalores λ1 = λ2 = µ1 = µ2 = 1 y λ3 = µ3 = −1. Entonces

A(X, r) ' Cq[wi|1 ≤ i ≤ 3],

con

q = (qi,j)i,j = (λjµi)i,j =

 1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1

 .
Finalmente por la Proposición 3.1.3 tenemos que A(X, r) ' A(X,r)

I
, donde I es

el ideal bilátero de A(X, r) generado por {vx − vy : x ∼ y}x,y∈X . Es decir, si bien
no conseguimos caracterizar A(X, r), śı obtuvimos información de un cociente de la
misma.

En ocasiones, aunque la solución no tenga retracción trivial, podemos analizar
la estructura interna de A(X, r) descomponiéndola en bloques formados por las
subálgebras cuantizadas inducidas por ciertas subsoluciones.

Ejemplo 3.3.5. Sea la solución SI(6,532) pero donde intercambiamos 3↔ 5 y 4↔ 6
para más comodidad. Es decir, sean X = {1, . . . , 6} y r tal que

x 1 2 3 4 5 6
Lx (12)(34) (12)(34)(56) (13)(24)(56)
Rx (12)(34) (12)(34)(56) (13)(24)(56)

Sea Y = {1, 2, 3, 4}. Tenemos las relaciones 1 ∼ 2 ∼ 3 ∼ 4 por lo que Y = {1} y
nos queda una solución trivial. Por la Proposición 3.1.5 sabemos que A(Y, rY ) '
Cq[y1, y2, y3, y4], donde una elección de los yj en términos de la base canónica
{v1, v2, v3, v4} de A(Y, rY ) es

y1 = v1 + v2; y2 = v1 − v2; y3 = v3 + v4; y4 = v3 − v4,

y donde

q =


1 −1 1 −1
−1 1 −1 1
1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

 .
Consideremos Z = {5, 6}. Como 5 ∼ 6, la subsolución (Z, rZ) tiene retracción

trivial y por la Proposición 3.1.5 tenemos A(Z, rZ) ' Cq′ [z5, z6] donde elegimos
z5 = v5 y z6 = v6 y con

q′ = (q′i,j)i,j =

[
1 −1
−1 1

]
.
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Como Y y Z inducen subsoluciones, tenemos r(Y × Y ) = Y × Y y r(Z × Z) =
Z×Z, que sumado al hecho de que r es no degenerada implica que r(Y ×Z) = Z×Y
y que r(Z × Y ) = Y × Z, es decir, r es tal que

r Y Z
Y YY ZY
Z YZ ZZ

Esta tabla indica que cada vez que tengamos un producto de la forma yz en
A(X, r) con y ∈ A(Y, rY ) y z ∈ A(Z, rZ), lo podremos reescribir como un pro-
ducto de la forma z′y′ para ciertos y′ ∈ A(Y, rY ) y z′ ∈ A(Z, rZ), y viceversa.
Por lo que sospechamos que dadas BA(Y,rY ) = {ya11 y

a2
2 y

a3
3 y

a4
4 |a1, . . . , a4 ∈ N} y

BA(Z,rZ) = {za55 z
a6
6 |a5, a6 ∈ N} las bases de A(Y, rY ) y de A(Z, rZ) inducidas por

los isomorfismos anteriores, el conjunto

B = {yz|y ∈ BA(Y,rY ), z ∈ BA(Z,rZ)},

será cuanto menos un conjunto generador de A(X, r). Nuestro objetivo es ver que
de hecho B es base de A(X, r).

En primer lugar observamos que las variables yi y zj se relacionan entre śı para
todo 1 ≤ i ≤ 4,5 ≤ j ≤ 6 de la siguiente forma. Por un lado

z5y1 = z5(v1 + v2) = (v1 + v2)z5 = y1z5;

z5y2 = z5(v1 − v2) = (v2 − v1)z5 = −y2z5;

z5y3 = z5(v3 + v4) = (v3 + v4)z5 = y3z5;

z5y4 = z5(v3 − v4) = (v4 − v3)z5 = −y4z5.

(3.2)

Y por otro
z6y1 = z6(v1 + v2) = (v3 + v4)z6 = y3z6;

z6y2 = z6(v1 − v2) = (v3 − v4)z6 = y4z6;

z6y3 = z6(v3 + v4) = (v1 + v2)z6 = y1z6;

z6y4 = z6(v3 − v4) = (v1 − v2)z6 = y2z6.

(3.3)

Afirmamos que BA(Z,rZ) es una base de A(X, r) como A(Y, rY )-módulo a izquier-
da.

Notación. Dados A = (a1, a2, a3, a4) ∈ N4 y B = (a5, a6) ∈ N2 escribimos

YA = ya11 y
a2
2 y

a3
3 y

a4
4 ;

ZB = za55 z
a6
6 .

Dado un monomio cualquiera de A(X, r) podemos escribirlo como∏
1≤j≤k

ZBjYAj ,

para cierto k ∈ N. Omitimos los conjuntos a los que pertenecen Aj y Bj porque
son evidentes. Notar que podemos considerar a las variables yj ordenadas porque
sabemos como interactúan entre ellas.
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Empecemos por ver que BA(Z,rZ) es un conjunto generador. Lo haremos por
inducción en k. Supongamos que k = 1. Usando las reglas de interacción 3.2 y 3.3
obtenemos

ZBYA = za55 z
a6
6 y

a1
1 y

a2
2 y

a3
3 y

a4
4

= za55 y
a1
3 y

a2
4 y

a3
1 y

a4
2 z

a6
6

= (−1)a5(a2+a4)ya13 y
a2
4 y

a3
1 y

a4
2 z

a5
5 z

a6
6

= YA′
ZB,

para cierto A′ ∈ N4. Supongamos k > 1, se tiene∏
1≤j≤k

ZBjYAj = ZB1YA1

∏
2≤j≤k

ZBjYAj

= YA′
ZB1

∏
2≤j≤k

ZBjYAj

= YA′
ZB1YA′′

ZB′

= YA′′′
ZB′′

,

donde en la segunda y cuarta igualdad aplicamos el caso base y en la tercera la
hipótesis inductiva. Por lo tanto BA(Z,rZ) genera A(X, r) como A(Y, rY )-módulo a
izquierda. Por último, es claro que BA(Z,rZ) es linealmente independiente.

Consideremos ahora el conjunto

BA(X,r) = {YAZB|A ∈ N4, B ∈ N2},

con las notaciones anteriores. Afirmamos que es una base para A(X, r) como álgebra
sobre C.

La cuenta anterior nos asegura que todo elemento en A(X, r) puede escribirse en
términos de BA(X,r). Resta ver que es linealmente independiente. Gracias al Corolario
3.2.4 tenemos

A(X, r) =
⊕
k∈N

A(X, r)k. (3.4)

Como BA(X,r) es un conjunto generador el morfismo de espacios vectoriales Φ :
A(Y, rY )⊗A(Z, rZ) −→ A(X, r) definido por YA⊗ZB 7→ YAZB es sobreyectivo. De
hecho se restringe bien a los monomios de largo k, i.e. Φ :

(
A(Y, rY )⊗A(Z, rZ)

)
k
−→

A(X, r)k está bien definido, donde

dim
((
A(Y, rY )⊗ A(Z, rZ)

)
k

)
=

∑
r,s∈N|r+s=k

dim(A(Y, rY )r)dim(A(Z, rZ)s).

Afirmamos que dim
((
A(Y, rY )⊗ A(Z, rZ)

)
k

)
= dim(A(X, r)k). Por la Observa-

ción 3.2.3 y el Lema 1.3.3,

dim(A(Y, rY )r) = dim(CS(Y, rY )r) = dim(C[y1, . . . , y4]r);

dim(A(Z, rZ)s) = dim(CS(Z, rZ)s) = dim(C[z5, z6]s),
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entonces∑
r,s∈N|r+s=k

dim(A(Y, rY )r)dim(A(Z, rZ)s) =
∑

r,s∈N|r+s=k

dim(C[y1, . . . , y4]r)dim(C[z5, z6]s)

= dim(C[x1, . . . , x6]k)

= dim(CS(X, r)k)

= dim(A(X, r)k).

Por lo que el morfismo Φ :
(
A(Y, rY )⊗ A(Z, rZ)

)
k
−→ A(X, r)k resulta un isomor-

fismo. Luego Φ : A(Y, rY )⊗ A(Z, rZ) −→ A(X, r) es un isomorfismo.
Finalmente, como BA(X,r) es un conjunto generador que podemos descomponer

como
BA(X,r) = t

k∈N
BA(X,r)k ,

con
BA(X,r)k = {YAZB|a1 + · · ·+ a6 = k}

base de A(X, r)k y tal que

|BA(X,r)k | = dim
((
A(Y, rY )⊗ A(Z, rZ)

)
k

)
= dim(A(X, r)k),

entonces

|BA(X,r)| =
∑
k∈N

|BA(X,r)k | =
∑
k∈N

dim(A(X, r)k) = dim(A(X, r)),

donde la última igualdad se debe a 3.4. Por lo tanto BA(X,r) es linealmente indepen-
diente.

Otra forma de hallar A(X, r) cuando la retracción de (X, r) no es trivial es
encontrar una subálgebra A(Y, rY ) de modo que A(X, r) resulte una extensión de
Ore sobre ella. Esto está en ĺınea con el ejemplo anterior en tanto que algunos de
los bloques que descomponen a r son singletons. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.3.6. Consideremos la solución SI(6,55) pero intercambiando 4 ↔ 6 para
más comodidad, i.e. X = {1, . . . , 6} y r tal que

x 1 2 3 4 5 6
Lx e (45) (23) (25)(34)
Rx e (45) (23) (25)(34)

Sea Y = {1, 2, 3, 4, 5}. Tenemos las relaciones 2 ∼ 3 y 4 ∼ 5 por lo que Y = {1, 2, 4}
y rY está dada por

y 1 2 4
L[y] e
R[y] e
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Es decir, Ret(Y, rY ) es trivial. Aplicando la Proposición 3.1.5 tenemos A(Y, rY ) '
Cq[y1, y2, y3, y4, y5], donde los yj son los autovalores simultáneos de los operado-
res Li, Ri con i ∈ Y , y las proyecciones, que en términos de la base canónica
{v1, v2, v3, v4, v5} de A(Y, rY ) son

y1 = v1; y2 = v2 + v3; y3 = v2 − v3; y4 = v4 + v5; y5 = v4 − v5,

y

q =


1 1 1 1 1
1 1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 1
1 1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 1

 .
Dado z6 = v6 tenemos las siguientes reglas de conmutación:

z6y1 = v6v1 = v1v6 = y1z6;

z6y2 = v6(v2+v3) = v6v2+v6v3 = v6B2v6C2+v6B3v6C3 = v5v6+v4v6 = (v4+v5)v6 = y4z6;

z6y3 = v6(v2−v3) = v6v2−v6v3 = v6B2v6C2−v6B3v6C3 = v5v6−v4v6 = (v5−v4)v6 = −y5z6;

z6y4 = v6(v4+v5) = v6v4+v6v5 = v6B4v6C4+v6B5v6C5 = v3v6+v2v6 = (v2+v3)v6 = y2z6;

z6y5 = v6(v4−v5) = v6v4−v6v5 = v6B4v6C4−v6B5v6C5 = v3v6−v2v6 = (v3−v2)v6 = −y3z6;

Por cuentas análogas al Ejemplo 3.3.5 el conjunto BA(X,r) = {YAzi6|A ∈ N5, i ∈
N} resulta una base de A(X, r).

Sea R0 = A(Y, rY ). Afirmamos que A(X, r) es isomorfa a una extensión de Ore
sobre R0. En efecto, sea σ : R0 −→ R0 dada por

σ(y1) = y1; σ(y2) = y4; σ(y3) = −y5; σ(y4) = y2; σ(y5) = −y3.

Debemos ver que A(X, r) ' R0[z, σ]. Para eso usaremos la propiedad universal
de las extensiones de Ore. Sea Φ : R0 −→ A(X, r) el morfismo de álgebras inducido
por la inclusión R0 = A(Y, rY ) ⊂ A(X, r). Notar que el elemento z6 ∈ A(X, r) es tal
que

z6Φ(r) = Φ(σ(r))z6, para todo r ∈ R0.

Entonces por el Lema 1.2.5 existe un único morfismo de álgebras Ψ : R0[z, σ] −→
A(X, r) tal que Ψ|R0 = Φ y Ψ(z) = z6.

Ahora bien, por definición de la extensión de Ore tenemos que el conjunto {zi|i ∈
N} es base de R0[z, σ] como módulo sobre R0. Con lo cual el conjunto {YAzi|A ∈
N5, i ∈ N} es base de R0[z, σ]. Es decir, Ψ es un morfismo de álgebras que manda
{YAzi|A ∈ N5, i ∈ N} en BA(X,r), por lo que resulta un isomorfismo. Por lo tanto
A(X, r) es una extensión de Ore sobre R0.

Puede ocurrir que A(X, r) sea no sólo una extensión de Ore sino una extensión
de Ore iterada sobre cierta subálgebra A(Y, rY ) como veremos a continuación.

Ejemplo 3.3.7. Sea la solución SI(6,348) dada por X = {1, . . . , 6} y r tal que
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x 1 2 3 6 4 5
Lx (45) (36)(45) (14)(25)(36) (12) (12)(36)
Rx (45) (36)(45) (14)(25)(36) (12) (12)(36)

Sea Y = {1, 2, 4, 5}. Tenemos que rY está dada por

y 1 2 4 5
Ly (45) (12)
Ry (45) (12)

Cuya retracción es trivial, por lo que aplicando la Proposición 3.1.5 es A(Y, rY ) '
Cq[y1, y2, y4, y5], con

y1 = v1 + v2; y2 = v1 − v2; y4 = v4 + v5; y5 = v4 − v5;

y

q =


1 1 1 −1
1 1 −1 1
1 −1 1 1
−1 1 1 1

 .
Afirmamos que A(X, r) es una extensión de Ore iterada sobre A(Y, rY ).
En primer lugar notemos que

(z3+z6)(v1+v2) = z3(v1+v2)+z6(v1+v2) = v4z3+v5z6+v4z6+v5z3 = (v4+v5)(z3+z6);

(z3+z6)(v1−v2) = z3(v1−v2)+z6(v1−v2) = v4z3−v5z6+v4z6−v5z3 = (v4−v5)(z3+z6);

(z3+z6)(v4+v5) = z3(v4+v5)+z6(v4+v5) = v1z3+v2z6+v1z6+v2z3 = (v1+v2)(z3+z6);

(z3+z6)(v4−v5) = z3(v4−v5)+z6(v4−v5) = v1z3−v2z6+v1z6−v2z3 = (v1−v2)(z3+z6);

y que

(z3−z6)(v1+v2) = z3(v1+v2)−z6(v1+v2) = v4z3+v5z6−v4z6−v5z3 = (v4−v5)(z3−z6);

(z3−z6)(v1−v2) = z3(v1−v2)−z6(v1−v2) = v4z3−v5z6−v4z6+v5z3 = (v4+v5)(z3−z6);

(z3−z6)(v4+v5) = z3(v4+v5)−z6(v4+v5) = v1z3+v2z6−v1z6−v2z3 = (v1−v2)(z3−z6);

(z3−z6)(v4−v5) = z3(v4−v5)−z6(v4−v5) = v1z3−v2z6−v1z6+v2z3 = (v1+v2)(z3−z6).

Por lo que tomando Z = {3, 6}, como (Z, rZ) es de retracción trivial, la Propo-
sición 3.1.5 asegura que A(Z, rZ) ' Cq′ [w1, w2], con w1 = z3 + z6, w2 = z3 − z6

y q′ ∈ C2×2. Repitiendo los cálculos del Ejemplo 3.3.5 tenemos que BA(X,r) =
{YA(z3 + z6)i(z3 − z6)j|A ∈ N4, i, j ∈ N} es base de A(X, r).

Llamemos R0 = A(Y, rY ).
Sea σ0 : R0 −→ R0 tal que

σ0(y1) = y4;σ0(y2) = y5;σ0(y4) = y1;σ0(y5) = y2,

y tomamos R1 := R0[s, σ0].
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Sea σ1 : R1 −→ R1 dada por

σ1(y1) = y5;σ1(y2) = y4;σ1(y4) = y2;σ1(y5) = y1;σ(s) = −s,

y tomamos R2 := R1[t, σ1].
Veamos que A(X, r) ' R2. Sea Φ0 : R0 −→ A(X, r) el morfismo de álgebras

inducido por la inclusión R0 ⊂ A(X, r). Como el elemento z3 + z6 ∈ A(X, r) es tal
que

(z3 + z6)Φ(r) = Φ(σ(r))(z3 + z6), para todo r ∈ R0,

entonces por el Lema 1.2.5 existe un único morfismo de álgebras Ψ0 : R1 −→ A(X, r)
tal que Ψ0|R0 = Φ y Ψ0(s) = z3 + z6. De nuevo, como z5 − z6 ∈ A(X, r) es tal que

(z3 − z6)Ψ0(r) = Ψ0(σ(r))(z3 − z6), para todo r ∈ R1,

por el Lema 1.2.5 existe un único morfismo de álgebras Ψ : R2 −→ A(X, r) tal que
Ψ|R1 = Φ y Ψ(t) = z3 − z6.

Resta ver que Ψ es isomorfismo. Por definición de extensión de Ore, {sitj|i, j ∈ N}
es base de R2 como módulo sobre R0, con lo cual el conjunto {YAsitj|A ∈ N4, i, j ∈
N} es base de R2.

Finalmente como Ψ manda {YAsitj|A ∈ N4, i, j ∈ N} en BA(X,r), resulta un
isomorfismo y por lo tanto A(X, r) es una extensión de Ore iterada sobre A(Y, rY ).

Por supuesto no siempre ocurre que A(X, r) es una extensión de Ore de alguna
subálgebra inducida por una subsolución.

Ejemplo 3.3.8. Sea SI(6,62) donde intercambiamos 2 ↔ 5 y 3 ↔ 6, es decir, X =
{1, . . . , 6} y r definida por

x 1 2 3 4 5 6
Lx e (23)(56) (234) (243)
Rx e (23)(56) (234) (243)

Tomemos los subconjuntos r-invariantes Y = {1, 2, 3, 4} y Z = {5, 6}. ComoRet(Y, rY )
y Ret(Z, rZ) son triviales la Proposición 3.1.5 asegura A(Y, rY ) ' Cq[y1, y2, y3, y4] y
A(Z, rZ) ' C[z5, z6] donde podemos elegir

y1 = v1; y2 = v2 + v3; y3 = v2 − v3; y4 = v4; z5 = v5; z6 = v6,

y donde

q =


1 1 1 1
1 1 −1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 1

 .
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Las variables yi y zj satisfacen las siguientes reglas de conmutación para todo
1 ≤ i ≤ 4, 5 ≤ j ≤ 6. Por un lado

z5y1 = y1z5;

z5y2 = (v3 + v4)z6 = (
1

2
(y2 − y3) + y4)z6;

z5y3 = (v3 − v4)z6 = (
1

2
(y2 − y3)− y4)z6;

z5y4 = v2z6 =
1

2
(y2 + y3)z6.

(3.5)

Y por otro
z6y1 = y1z6;

z6y2 = (v2 + v4)z5 = (
1

2
(y2 + y3) + y4)z5;

z6y3 = (v2 − v4)z5 = (
1

2
(y2 + y3)− y4)z5;

z6y4 = v3z5 =
1

2
(y2 − y3)z5.

(3.6)

Procediendo de la misma forma que en el Ejemplo 3.3.5, sabemos que BA(X,r) =
{YAZB|A ∈ N4, B ∈ N2} es base de A(X, r). Aunque en este caso no es cierto que
A(X, r) sea una extensión de Ore iterada sobre A(Y, rY ) ni sobre A(Z, rZ).

Supongamos que A(X, r) es una extensión de Ore iterada sobre A(Y, rY ). Como
BA(X,r) es base de A(X, r), suponemos A(X, r) ' A(Y, rY )[u1, σ1][u2, σ2] con u =
αz5 +βz6 y u′ = α′z5 +β′z6 para ciertos α, β, α′, β′ ∈ C. En particular, A(Y, rY )[u, σ]
es una subálgebra de A(X, r) donde

(αz5 + βz6)y = σ(y)(αz5 + βz6), para todo y ∈ A(Y, rY ).

Si tomamos y = y2, obtenemos

(αz5 + βz6)y2 = α(
1

2
(y2 − y3) + y4)z6 + β(

1

2
(y2 + y3) + y4)z5

= (
1

2
y2 + y4)(βz5 + αz6) +

1

2
y3(βz5 − αz6).

Entonces A(Y, r)u 6= uA(Y, r), lo cual es absurdo por definición de A(Y, rY )[u, σ].
Luego A(X, r) no es una extensión de Ore iterada sobre A(Y, rY ).

Afirmamos que A(X, r) tampoco es una extensión de Ore iterada sobre A(Z, rZ).
Supongamos que śı. De nuevo, como BA(X,r) es base de A(X, r) podemos suponer
A(X, r) ' A(Z, rZ)[u1, σ1][u2, σ2][u3, σ3][u4, σ4] con ui = α1

i y1 + β2
i y2 + γ3

i y3 + δ4
i y4,

para ciertos α1
i , β

2
i , γ

3
i , δ

4
i ∈ C, 1 ≤ i ≤ 4. Consideremos la subálgebra A(Z, rZ)[u, σ]

de A(X, r) para u = αy1 + βy2 + γy3 + δy4, con α, β, γ, δ ∈ C. Se tiene

(αy1 + βy2 + γy3 + δy4)z = σ(z)(αy1 + βy2 + γy3 + δy4),
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para todo z ∈ A(Z, rZ). Si tomamos z = z5,

(αy1 + βy2 + γy3 + δy4)z5

= αy1z5 + βy2z5 + γy3z5 + δy4z5

= αz5y1 + βz6(
1

2
(y2 − y3) + y4) + γz6(

1

2
(y2 − y3)− y4) + δz6

1

2
(y2 + y3)

= αz5y1 + z6

(1

2
(β + γ + δ)y2 −

1

2
(β + γ − δ)y3 + (β − δ)y4

)
.

Nuevamente tenemos A(Z, rZ)u 6= uA(Z, rZ), lo que es absurdo. Por lo tanto A(X, r)
no es una extensión de Ore iterada sobre A(Z, rZ).

Los ejemplos anteriores nos inducen a pensar lo siguiente. Dada una solución
(X, r) tenemos dos situaciones: que la retracción sea trivial o que no lo sea. En el
caso de que tenga retracción trivial vimos que la Proposición 3.1.5 nos provee una
presentación de A(X, r) y, más aún, A(X, r) resulta un álgebra de polinomios tor-
cidos. En el caso en que la retracción no es trivial podemos pensar a A(X, r) como
bloques formados por las subálgebras inducidas por ciertas subsoluciones. Suponga-
mos que r puede descomponerse en bloques de la forma

r X1 X2 . . . Xn

X1 X1X1 X2X1 . . . XnX1

X2 X1X2 X2X2 . . . XnX2

...
...

...
. . .

...
Xn X1Xn X2Xn . . . XnXn

esto es que cada vez que tengamos un producto de la forma xixj con xi ∈ Xi, xj ∈ Xj,
lo podamos reescribir como un producto x′jx

′
i para ciertos x′i ∈ Xi, x

′
j ∈ Xj. Supon-

gamos además que cada A(Xi, ri) tiene una escritura monomial simple. Entonces
podrá desarrollarse una teoŕıa monomial para expresar los elementos de A(X, r)
como combinaciones lineales de elementos de las subálgebras A(Xi, ri).

3.4. Álgebra cuantizada de funciones sobre End(VX)

En esta última sección veremos otra estructura algebraica asociada a una solu-
ción (X, r) que notaremos Q(X, r). Al igual que con A(X, r) la idea será asociarle a
la solución un álgebra que guarde relación con la aplicación r. Si bien no es nuestro
principal objetivo analizar esta estructura, señalamos que se puede realizar un estu-
dio análogo al realizado para A(X, r). La definición de Q(X, r) se debe a Faddeev,
Reshetikhin y Takhtajan [5].

Definición 3.4.1. Se define el álgebra cuantizada de funciones sobre End(VX) como
el álgebra cuadrática Q(X, r) sobre C con generadores {v(x,z)}x,z∈X , sujetos a las
relaciones

v(x,z)v(y,w) = vxBy,zBwvxCy,zCw. (3.7)
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Observación 3.4.2. Obtenemos una presentación libre de Q(X, r) cocientando el
álgebra tensorial T (VX×X) por el ideal bilátero generado por las relaciones 3.7.

Tenemos la siguiente relación entre las álgebras Q(X, r) y A(X ×X, r × r).
Observación 3.4.3. Usando las presentaciones libres para A(X, r) y para Q(X, r),
observamos que el álgebra Q(X, r) no es otra cosa que el álgebra cuantizada de
funciones sobre Ṽ = VX×X , A(X×X, r×r). En efecto, es claro que el ideal generado
por las relaciones 3.7 es precisamente el ideal de Ṽ ⊗ Ṽ generado por la imágen de
IdṼ⊗Ṽ − R̃, donde R̃ = R(X ×X, r × r). Con lo cual Q(X, r) = A(X ×X, r × r) y
podemos usar lo visto en el caṕıtulo anterior para el cálculo de Q(X, r).

Por la observación anterior se deduce que existen resultados análogos a las Pro-
posiciones 3.1.3 y 3.1.5 para Q(X, r). Veamos primero el análogo a la Proposición
3.1.3.

Proposición 3.4.4. Sea (X, r) una solución y notemos por VX y por VX los C-
espacio vectoriales generados por X y por X respectivamente. Sean Q(X, r) y
Q(X, r) las álgebras cuantizadas de funciones sobre End(VX) y sobre End(VX) res-
pectivamente y sea I el ideal bilátero de Q(X, r) generado por {v(x,y) − v(z,w) :

(x, y) ∼ (z, w)}x,y,z,w∈X . Entonces existe un isomorfismo entre las álgebras Q(X,r)
I

y

Q(X, r).

Demostración. Como Q(X, r) = A(X ×X, r × r) y Q(X, r) = A(X ×X, r × r) =
A(X ×X, r × r) el resultado se sigue de la Proposición 3.1.3.

Y ahora el análogo a la Proposición 3.1.5.

Proposición 3.4.5. Sea (X, r) una solución de cardinal n con Ret(X, r) una solu-
ción trivial y sea Ṽ = VX×X . Entonces existe una base {Wi,j}i,j∈X de Ṽ y un conjunto
de ráıces de la unidad q = (qi,j)1≤i,j≤n ⊂ C tales que Q(X, r) ' Cq[Wi,j|i, j ∈ X].
Más aún, dicha base está formada por autovectores simultáneos de los operado-
res LL(x1,x2), RR(y1,y2) y de las proyecciones, para todo x1, x2, y1, y2 ∈ X, resulta
ortogonal y puede tomarse ortonormal.

Demostración. Como Ret(X, r) es una solución trivial, se infiere por cálculos direc-
tos (o repitiendo la demostración de la Proposición 2.3.9) que Ret(X ×X, r× r) es
también una solución trivial. Dado que Q(X, r) = A(X × X, r × r), obtenemos lo
que queremos invocando la Proposición 3.1.5.

Recordemos que dada (X, r) una solución y dada (X × X, r × r) la solución
producto cartesiano inducida escribimos

r × r
(
(x, y), (z, w)

)
=
(
LL(x,y)(z, w),RR(z,w)(x, y)

)
.

La siguiente observación nos servirá para hallar una base de VX×X formada por
autovectores simultáneos de los operadores LL(x,y), RR(z,w) y las proyecciones para
todo x, y, z, w ∈ X, a partir de conocer una base de VX formada por autovectores
de los operadores Lx, Ry y las proyecciones, para todo x, y ∈ X. Es consecuencia
directa de la Proposición 1.1.3.
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Observación 3.4.6. Sean (X, r) una solución y (X ×X, r × r) la solución producto
cartesiano asociada. Si los operadores Lx yRy se diagonalizan simultáneamente para
cualesquiera x, y ∈ X, entonces los operadores LL(x,y) y RR(z,w) se diagonalizan

simultáneamente para cualesquiera x, y, z, w ∈ X. Más aún, si {w1, . . . , wn} es base
de autovectores simultáneos de los operadores Lx, Ry y las proyecciones para todo
x, y ∈ X, entonces {wi ⊗ wj}1≤i,j≤n es base de autovectores simultáneos de los
operadores LL(x,y), RR(z,w) y las proyecciones para todo x, y, z, w ∈ X.

3.4.1. Estructura de biálgebra

Por Faddeev, Reshetikhin y Takhtajan [5] el álgebraQ(X, r) posee una estructura
de biálgebra dada por el coproducto ∆ : Q(X, r) −→ Q(X, r)⊗Q(X, r) y la counidad
ε : Q(x, r) −→ C definidos por

∆(L) = L12L13;

ε(L) = 1,

donde siguiendo la notación utilizada en [4] es L =
∑
Ex,y ⊗ Lx,y, Ex,y ∈ End(VX).

En general Lij es notación para

L12 =
∑
x,y∈X

Ex,y ⊗ Lx,y ⊗ 1 ∈M|X|(C)⊗Q(X, r)⊗Q(X, r);

L13 =
∑
x,y∈X

Ex,y ⊗ 1⊗ Lx,y ∈M|X|(C)⊗Q(X, r)⊗Q(X, r).

Con lo cual, el coproducto es tal que

∆(L) = L12L13

=
∑
x,y∈X

∑
z,w∈X

Ex,yEz,w ⊗ Lx,y ⊗ Lz,w

=
∑

x,y,w∈X

Ex,w ⊗ Lx,y ⊗ Ly,w

=
∑
x,w∈X

Ex,w ⊗
∑
y∈X

(Lx,y ⊗ Ly,w).

Es decir, ∆(Lx,w) =
∑

y∈X Lx,y ⊗ Ly,w.
Y la counidad está dada por

ε(Lx,y) = δx,y.

Supongamos por un momento que tenemos una solución finita (X, r) cuya retrac-
ción es trivial y sin pérdida de generalidad escribimosX = {1, . . . , n}, entonces por la
Proposición 3.1.5 existirá una base {w1, . . . , wn} de VX y un conjunto de ráıces de la
unidad q = (qi,j)1≤i,j≤n ⊂ C tales que A(X, r) ' Cq[wi|1 ≤ i ≤ n]. Más aún, combi-
nando la Observación 3.4.6 y la Proposición 3.4.5 tenemos que {Wi,j = wi⊗wj}i,j∈X
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es base de VX ⊗ VX respecto de la cual Q(X, r) ' Cq′ [Wi,j|i, j ∈ X], para cierto
conjunto de ráıces de la unidad q′ = (q′i,j)1≤i,j≤n ⊂ C que depende de q. Además,
si notamos {vi}i∈X a la base canónica de VX , tenemos una escritura wi =

∑
km

k
i vk

y si llamamos M = (mk
i )i,k entonces

Wi,j = wi ⊗ wj =
∑
k,l

mk
im

l
jvk ⊗ vl.

Consideremos el tensor elemental W̃i,j = wi⊗wj =
∑

k,lm
k
im

l
jvk ⊗ vl, donde ml

j

es el conjugado de ml
j. Dado que la escritura de los operadores LL(x,y), RR(x,y) y

p(x,y) en la base canónica {vi ⊗ vj}i,j∈X de VX ⊗ VX tiene entradas reales para todo

x, y ∈ X, y dado que Wi,j es autovector simultáneo de esos operadores, entonces W̃i,j

también lo es. Luego {W̃i,j}i,j∈X es otra elección posible de la base de la Proposición
3.4.5.

En términos de nuestra notación es Lx,y = v(x,y) y como la Notación/Observación
2.3.7 implica VX×X ' VX ⊗ VX por medio de la asignación v(k,l) 7→ vk ⊗ vl, hacemos
el abuso de notación Lk,l = vk ⊗ vl.

Escribamos el coproducto y la counidad en términos de W̃ . Por simplicidad en
las cuentas tomamos las bases {vi}i∈X y {wi}i∈X ortonormales, en tal caso

δi,j = 〈wi, wj〉 = 〈
∑
k

mk
i vk,

∑
l

ml
jvl〉

=
∑
k,l

mk
im

l
j〈vk, vl〉

=
∑
k

mk
im

k
j = (MM

t
)i,j.

La counidad está dada por

ε(W̃i,j) = ε(
∑
k,l

mk
im

l
jvk ⊗ vl) =

∑
k,l

mk
im

l
jε(vk ⊗ vl)

=
∑
k,l

mk
im

l
jδk,l =

∑
k

mk
im

k
j = δi,j.

Veamos el coproducto. Primero observemos que si escribimosM−1 = (cki )i,k, entonces

δi,j = (MM−1)i,j =
∑
k

Mi,k(M
−1)k,j =

∑
k

mk
i c
j
k;

δi,j = (M M
−1

)i,j =
∑
k

M i,k(M
−1

)k,j =
∑
k

mk
i c
j
k;

δi,j = (MM
t
)i,j =

(
(M

−1
)tM−1

)
i,j

=
∑
k

(M
−1

)k,i(M
−1)k,j =

∑
k

cikc
j
k.
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Tenemos

∆(W̃i,j) = ∆(
∑
k,l

mk
im

l
jvk ⊗ vl)

=
∑
k,l

mk
im

l
j∆(vk ⊗ vl)

=
∑
k,l,t

mk
im

l
j(vk ⊗ vt)⊗ (vt ⊗ vl)

=
∑
k,l,t

mk
im

l
j

(∑
r

crkwr ⊗
∑
s

cstws

)
⊗
(∑

a

catwa ⊗
∑
b

cblwb

)
=

∑
k,l,t,r,s,a,b

mk
im

l
jc
r
kc
s
tc
a
t c
b
lW̃r,s ⊗ W̃a,b

=
∑
t,r,s,a,b

(∑
k

mk
i c
r
k

)(∑
l

ml
jc
b
l

)
cstc

a
t W̃r,s ⊗ W̃a,b

=
∑
t,s,a

cstc
a
t W̃i,s ⊗ W̃a,j.

=
∑
s,a

(∑
t

cstc
a
t

)
W̃i,s ⊗ W̃a,j

=
∑
a

W̃i,a ⊗ W̃a,j.



Caṕıtulo 4

Álgebras de Lie asociadas a soluciones

En la Observación 2.2.4 del Caṕıtulo 2 hemos visto que dada una solución (X, r)
la extensión lineal R = R(X, r) : VX ⊗ VX −→ VX ⊗ VX de r a VX pod́ıa descompo-
nerse como

R =

( ∑
x,y∈X

Lx ◦ py ⊗Ry ◦ px
)
◦ τ.

En este caṕıtulo asociamos otra estructura algebraica con (X, r) muy ligada con los
operadores Lx ◦ py y Rx ◦ py, que llamaremos el álgebra de Lie asociada a la solu-
ción y notaremos g(X, r). La razón de ser de g(X, r) es que, al involucrar objetos
elementales de la escritura de R, si podemos caracterizarla tal vez podamos obte-
ner información sobre (X, r) o sobre A(X, r). Por ejemplo, si logramos establecer
condiciones para que g(X, r) resulte nilpotente, el teorema de Engel 1.4.2 asegurará
la existencia de una base de VX respecto de la cual los elementos de g(X, r) serán
triangulares y por tanto podremos desarrollar una teoŕıa monomial en A(X, r). En
la sección 4.2 veremos un resultado que permitirá dar caracteŕısticas de g(X, r) en
el caso en que la solución tenga retracción trivial. En la útlima sección veremos
ejemplos y aplicaciones de este resultado.

En los ejemplos usaremos la función GeneratorsOfAlgebra() del sistema GAP
para obtener los generadores del álgebra g(X, r). Ver Apéndice 5.

4.1. Álgebra de Lie inducida por una solución

Definimos una nueva álgebra ligada a una solución (X, r). Primero una observa-
ción.

Definición 4.1.1. Sea (X, r) una solución. Sea g(X, r) la menor subálgebra de
gl(VX) que contiene a los operadores {Lx ◦ py,Rx ◦ py|x, y ∈ X}. Si [ , ] es el
corchete de Lie de gl(VX), entonces (g, [ , ]|g×g) es un álgebra de Lie sobre C que
llamaremos el álgebra de Lie asociada a la solución (X, r).

Observación 4.1.2. Sea (X, r) una solución de permutación y sea g(X, r) el álgebra
de Lie asociada a la solución. Como ya vimos en 3.1.4 todos los operadores con-
mutan entre śı y con las proyecciones, entonces los conmutadores son 0, y tenemos
[g(X, r), g(X, r)] = 0. Luego g(X, r) es abeliana.

57
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Tenemos la siguiente observación que nos brinda una representación del álgebra
de Lie g(X, r).

Observación 4.1.3. Sean (X, r) una solución y (X, r) la retracción. Sean g(X, r)
y g(X, r) las álgebras de Lie asociadas. Existe un morfismo de álgebras de Lie
π∗ : g(X, r) −→ End(VX) inducido por el morfismo π : VX −→ VX dado por
vx 7→ vx. Veamos que efectivamente π∗ está bien definido y es morfismo de Lie.

Sabemos que π : VX −→ VX induce un morfismo de ágebras π∗ : End(VX) −→
Hom(VX , VX) tal que f 7→ π ◦ f . Veamos que de hecho si f ∈ g(X, r) se tiene
π∗(f) ∈ End(VX). Sean x, y ∈ X y r ∈ y, entonces

π∗(Lx ◦ py)(vr) = π(Lx ◦ py(vr))
= vxBr

= vxBr
= v[x]Br.

Análogamente π∗(Rx ◦ py)(vr) = vrC[x]. Por lo tanto π∗(f) ∈ End(VX).
Veamos que es morfismo de Lie. Sean x, y, z, w, r ∈ X. Por un lado

π∗[Lx ◦ py,Rz ◦ pw](vr) = π∗(Lx ◦ py ◦ Rz ◦ pw −Rz ◦ pw ◦ Lx ◦ py)(vr)
= π∗(Lx ◦ py ◦ Rz ◦ pw)(vr)− π∗(Rz ◦ pw ◦ Lx ◦ py)(vr)
= π∗(Lx ◦ py) ◦ π∗(Rz ◦ pw)(vr)− π∗(Rz ◦ pw) ◦ π∗(Lx ◦ py)(vr)
= [π∗(Lx ◦ py), π∗(Rz ◦ pw)](vr),

donde la tercera igualdad se sigue de que

π∗(Lx ◦ py) ◦ π∗(Rz ◦ pw)(vr) = π∗(Lx ◦ py)
(
π ◦ Rz ◦ pw(vr)

)
= π ◦ Lx ◦ py

(
Rz ◦ pw(vr)

)
= π ◦ Lx ◦ py ◦ Rz ◦ pw(vr)

= π∗(Lx ◦ py ◦ Rz ◦ pw)(vr),

y de que análogamente

π∗(Rz ◦ pw) ◦ π∗(Lx ◦ py)(vr) = π∗(Rz ◦ pw ◦ Lx ◦ py).

De esta manera conseguimos la representación del álgebra de Lie g(X, r) dada
por π∗ : g(X, r) −→ End(VX).

4.1.1. Álgebras de Lie asociadas a soluciones de retracción trivial

En las Proposiciones 3.1.5 y 3.4.5 del caṕıtulo anterior vimos que si (X, r) es
una solución con retracción trivial entonces las álgebras cuantizadas asociadas a
ella están caracterizadas. Tenemos a partir de las ideas utilizadas alĺı el siguiente
resultado sobre el álgebra de Lie asociada a una solución de retracción trivial.

Proposición 4.1.4. Sea (X, r) una solución y sea g(X, r) el álgebra de Lie asociada.
Son equivalentes
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I. Ret(X, r) es una solución trivial;

II. Los operadores Lx, Ry y pz conmutan para cualquier x, y, z ∈ X. Equivalen-
temente, el álgebra Lie(Lx,Ry, pz, x, y, z ∈ X) es un álgebra abeliana;

III. g(X, r) es un álgebra abeliana.

Demostración. Usando la observación 3.1.4 el hecho de que la retracción sea una
solución trivial implica que los operadores Lx, Ry y pz conmutan. Tenemos entonces
que I implica II. Como g(X, r) es una subálgebra de Lie(Lx,Ry, pz, x, y, z ∈ X),
también tenemos que II implica III.

Supongamos por último III. Usando la relaciones de conmutación vistas en 2.2.4,
para todo x, y, z, w ∈ X tenemos

0 = [Lx ◦ py,Rz ◦ pw]

= (Lx ◦ py) ◦ (Rz ◦ pw)− (Rz ◦ pw) ◦ (Lx ◦ py)
= Lx ◦ py ◦ Rz ◦ pw −Rz ◦ pw ◦ Lx ◦ py
= p[x]By ◦ Lx ◦ pwC[z] ◦ Rz − pwC[z] ◦ Rz ◦ p[x]By ◦ Lx
= p[x]By ◦ p[x]B(wC[z])Lx ◦ Rz − pwC[z] ◦ p([x]By)C[z] ◦ Rz ◦ Lx
= δ[x]By,[x]B(wC[z])p[x]By ◦ Lx ◦ Rz − δwC[z],([x]By)C[z]pwC[z] ◦ Rz ◦ Lx
= δy,wC[z]p[x]By ◦ Lx ◦ Rz − δw,[x]BypwC[z] ◦ Rz ◦ Lx.

Es decir

δy,wC[z]p[x]By ◦ Lx ◦ Rz = δw,[x]BypwC[z] ◦ Rz ◦ Lx. (4.1)

Como Lx y Rz son automorfismos de VX , su composición también lo es y entonces la
imágen del morfismo p[x]By◦Lx◦Rz es el espacio imágen del proyector. En particular,
el morfismo no es cero. Análogamente el morfismo pwC[z] ◦ Rz ◦ Lx no es cero. Por
4.1 tenemos que para todo x, y, w, z en X se tiene

w = [x] B y si y solo śı y = w C [z]. (4.2)

Sean entonces x, y, z en X arbitrarios y sea w en X tal que y = wC [z]. La ecuación
4.1 queda

p[x]By ◦ Lx ◦ Rz = δw,[x]BypwC[z] ◦ Rz ◦ Lx. (4.3)

Como el lado izquierdo de la igualdad no es el morfismo nulo, debe ser δw,[x]By = 1,
es decir, w = [x] B y, y 4.3 queda

p[x]By ◦ Lx ◦ Rz = pwC[z] ◦ Rz ◦ Lx. (4.4)

Es decir, tenemos una igualdad entre imágenes de dos proyectores. Como la imágen
de los proyectores son espacios vectoriales generados por clases de equivalencias y
como las clases de equivalencia son disjuntas, entonces w = [x] B y = w C [z] = y.
Luego y C [z] = y = [x] B y. Como y era arbitrario, se tiene que Lx = Rz =
IdX̃ . Finalmente como x y z eran también arbitrarios la retracción es una solución
trivial.
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4.2. Ejemplos

En esta sección estudiaremos el álgebra de Lie asociada a varios de los ejemplos
del Caṕıtulo 2.

Empecemos por la solución flip de cardinal 2.

Ejemplo 4.2.1. Sea X = {1, 2} y r(x, y) = (y, x). Como su retracción es trivial,
podemos aplicar la Proposición 4.1.4 y tenemos que g(X, r) es abeliana y por tanto
nilpotente. Más aún, gracias a la función GeneratorsOfAlgebra(g(X, r)) tenemos

g(X, r) = 〈E1,1 + E2,2〉,

donde Ei,j es la matriz que tiene un 1 en la posición (i, j) y 0 en las demás entradas.

Veamos ahora el Ejemplo 3.3.2.

Ejemplo 4.2.2. Sea SI(2,2), es decir, la solución de permutación con L = R = (12).
Como su retracción es trivial por la Proposición 4.1.4 tenemos que g(X, r) es abeliana
(y nilpotente), con generadores

g(X, r) = 〈E1,2 + E2,1〉.

Pasemos a un ejemplo más sofisticado como el Ejemplo 2.1.9.

Ejemplo 4.2.3. Sean X = {1, 2, . . . , 8} y r tal que

x 1 2 3 4 5 6 7 8
Lx e (34)(78) (34)(78) e
Rx e (34)(56) e (34)(56)

Como esta solución tiene retracción trivial la Proposición 4.1.4 nos asegura que
g(X, r) es abeliana y por lo tanto nilpotente. Además está generada por

g(X, r) = 〈E1,1 + E2,2, E3,3 + E4,4, E5,5 + E6,6, E7,7 + E8,8

E3,4 + E4,3, E5,6 + E6,5, E7,8 + E8,7〉.

Gracias al sistema GAP observamos que para los ejemplos del Caṕıtulo 2 la serie
derivada y la serie central descendente coinciden y se estacionan en el segundo paso.
En la tabla siguiente mostramos este hecho y señalamos: si la retracción es trivial
o no, el nivel de multipermutación y un sistema de ráıces para el segundo elemento
de la serie.

Ejemplo Retracción mpl g2

3.3.1 Trivial 1 0
3.3.2 Trivial 1 0
3.3.3 Trivial 2 0
3.3.4 No trivial 2 A1 × A1

3.3.5 No trivial 3 A1

3.3.6 No trivial 3 A1 × A1

3.3.7 No trivial 4 A3

3.3.8 No trivial 3 A1 × A1
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Más aún, al recorrer la mayoŕıa de las soluciones cargadas en el paquete YangBax-
ter del sistema GAP observamos que la serie derivada y la serie central descendente
de g(X, r) coinciden, y de hecho g(X, r) resulta no resoluble. Es decir, dada una
solución (X, r) por experimentación observamos que o bien tiene retracción trivial o
bien el álgebra g(X, r) no es resoluble. Si la retracción es trivial entonces la Propo-
sición 4.1.4 asegura que g(X, r) es abeliana, pero este hecho no provee conocimiento
nuevo sobre (X, r) o sobre A(X, r). Si la retracción no es trivial, como g(X, r) no es
resoluble entonces no es nilpotente y no podemos aplicar el teorema de Engel 1.4.2.

Desconocemos si es cierto en general que dada (X, r) una solución entonces
g(X, r) es abeliana ó no resoluble, pero es un fenómeno a estudiar. También es un
asunto a seguir estudiando la relación entre la estructura interna de g(X, r) y el
comportamiento monomial de A(X, r).



Caṕıtulo 5

Apéndice

En esta parte de la tesis damos una breve descripción del paquete YangBaxter del
sistema GAP y de las funciones que utilizamos a lo largo del trabajo, y proveemos
los códigos de las funciones que definimos en GAP y una breve descripción de cada
una.

Por medio del paquete YangBaxter, desarrollado por Vendramin y Konovalov,
GAP representa a las soluciones conjuntistas de la ecuación de Yang-Baxter como
el tipo de dato YBType que consiste de 2 matrices, <l actions> y <r actions>,
que representan las acciones a izquierda y a derecha, respectivamente, escritas como
la imágen de las permutaciones inducidas. Veamos un ejemplo. Consideremos la
solución SmallIYB(4,4) dada por X = {1, 2, 3, 4} y r de tabla.

x 1 2 3 4
Lx e (34)
Rx e (34)

GAP codifica a esta solución como el objeto

Y B([[1, 2, 3, 4], [1, 2, 3, 4], [1, 2, 4, 3], [1, 2, 4, 3]], [[1, 2, 3, 4], [1, 2, 3, 4], [1, 2, 4, 3], [1, 2, 4, 3]]).

A lo largo del trabajo los ejemplos los obtuvimos por medio de las funciones
SmallIYB(n,m) y SmallSkewbrace(n,m). Las mismas devuelven la solución m-ésima
de cardinal n de la base de datos del paquete YangBaxter. Cabe mencionar que la
función SmallSkewbrace(n,m) no devuelve una solución per sé sino la braza torcida
m-ésima de cardinal n de la base de datos. Por lo cual, debemos utilizar la función
Skewbrace2YB() para obtener las solución SS(n,m).

En el Caṕıtulo 4 utilizamos la función GeneratorsOfAlgebra(g) que devuelve los
generadores del álgebra de Lie g escritos en notación matricial respecto de la base
canónica {v1, . . . , vn} de VX .

Veamos las funciones que definimos, las ordenamos por caṕıtulo en que fueron
utilizadas y agregamos una sección con adaptaciones y modificaciones de algunas
funciones existentes en el paquete YangBaxter.
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Caṕıtulo 1

La siguiente función toma como argumento la solución obj y devuelve el con-
junto X formado por las clases de equivalencia en forma de la lista c.

1 TildeX := function(obj)

2 local pairs , e, c, x, y;

3 pairs := [];

4 for x in [1.. Size(obj)] do

5 for y in [1.. Size(obj)] do

6 if (LPerms(obj)[x] = LPerms(obj)[y]) and

7 (RPerms(obj)[x] = RPerms(obj)[y]) then

8 Add(pairs , [x, y]);

9 fi;

10 od;

11 od;

12

13 e := EquivalenceRelationByPairs(Domain ([1.. Size(obj)]),

pairs);

14 c := EquivalenceClasses(e);

15

16 return c;

17 end;

Definimos la función ProjectorOfYB() que toma como input la solución obj y
devuelve la lista projectors con las matrices de las proyecciones a los subes-
pacios generados por las clases de equivalencia (i.e. px). YBProjector() es una
función cuyo input es el natural n y una sublista subSpaceList de la lista
{1, 2, . . . , n} y cuyo output es la matriz m de n × n diagonal con 1’s en las
entradas (i, i) para cada i ∈ subSpaceList.

1 YBProjector := function(subSpaceList , n)

2 local m,i;

3 m := NullMat(n,n);

4 for i in subSpaceList do

5 m[i,i]:=1;

6 od;

7 return m;

8 end;

9

10 ProjectorsOfYB := function(obj)

11 local pairs , e, c, projectors , x, y, j;

12 projectors := [];

13 pairs := [];

14 for x in [1.. Size(obj)] do
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15 for y in [1.. Size(obj)] do

16 if (LPerms(obj)[x] = LPerms(obj)[y]) and

17 (RPerms(obj)[x] = RPerms(obj)[y]) then

18 Add(pairs , [x, y]);

19 fi;

20 od;

21 od;

22

23 e := EquivalenceRelationByPairs(Domain ([1.. Size(obj)]),

pairs);

24 c := EquivalenceClasses(e);

25

26 for j in [1.. Size(c)] do

27 Add(projectors , YBProjector(Elements(c[j]),Size(obj)));

28 od;

29

30 return projectors;

31 end;

Definimos las funciones LeftMatsOfYB() y RightMatsOfYB() cuyas entradas
son la solución obj y cuyas salidas son las matrices dadas por LPerms(obj) =<
l actions > y RPerms(obj) =< r actions >, respectivamente.

1 LeftMatsOfYB := function(obj)

2 return List(LPerms(obj), x-> PermutationMat(x,Size(obj)))

;

3 end;

4

5 RightMatsOfYB := function(obj)

6 return List(RPerms(obj), x-> PermutationMat(x,Size(obj)))

;

7 end;

Definiremos la función IsOpConmut() cuya entrada es la solución obj y que
devuelve el booleano bool final que dependerá de si los operadores de la
solución conmutan entre śı.

Primero definimos la función IsMatConmut() que tiene como entrada la lista
de matrices lista y devuelve el booleano bool final cuyo valor dependerá
de si las matrices de la lista conmutan entre śı.

Precondición: lista es una lista de matrices cuadradas.

1 IsMatConmut := function(lista)

2 local bool_final , i, j;

3 bool_final :=true;

4 for i in [1.. Size(lista)] do
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5 for j in [1.. Size(lista)] do

6 if(lista[i]* lista[j]= lista[j]* lista[i]) then

7 bool_final := bool_final and true;

8 else

9 bool_final := bool_final and false;

10 fi;

11 od;

12 od;

13 return bool_final;

14 end;

Ahora definimos la función IsOpConmut(). Necesita las funciones LeftMatsOfYB()
y RightMatsOfYB() del Caṕıtulo 3.

1 IsOpConmut := function(obj)

2 local LPerm_mat , RPerm_mat , Mats , bool_final;

3 LPerm_mat := LeftMatsOfYB(obj);

4 RPerm_mat := RightMatsOfYB(obj);

5 Mats :=[];

6 Append(Mats ,LPerm_mat);

7 Append(Mats ,RPerm_mat);

8 bool_final := IsMatConmut(Mats);

9 return bool_final;

10 end;

La función que sigue tiene como input la solución obj y devuelve el booleano
bool final según si la solución tenga retracción trivial o no. Como usamos Re-
tractNotInv() la función es independiente de que la solución no sea involutiva.
Necesita la función RetractNotInv() de la sección Adaptaciones de funciones
del paquete YangBaxter.

1 IsRetTrivial := function(obj)

2 local LPerm_ret ,RPerm_ret , bool_final , i, j;

3 bool_final :=true;

4 LPerm_ret := LPerms(RetractNotInv(obj));

5 RPerm_ret := RPerms(RetractNotInv(obj));

6 for i in [1.. Size(LPerm_ret)] do

7 if (LPerm_ret[i]=()) then

8 bool_final := bool_final and true;

9 else

10 bool_final := bool_final and false;

11 fi;

12 od;

13 for j in [1.. Size(RPerm_ret)] do

14 if (RPerm_ret[j]=()) then

15 bool_final := bool_final and true;
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16 else

17 bool_final := bool_final and false;

18 fi;

19 od;

20 return bool_final;

21 end;

Definiremos la función Invariantes() cuya entrada es la solución obj y cuya
salida son los subconjuntos r-invariantes de la solución en forma de la lista
lista final. Debemos definir antes las funciones Ordenar lista de listas() y
DFS().

En primer lugar definimos la función Ordenar lista de listas() cuya entrada es
la lista de listas lista input y el natural largo max y cuya salida es la misma
lista pero ordenada por cardinalidad de cada uno de sus elementos. Si sabemos
el largo máximo largo max de las listas de lista input esta técnica funciona.

1 Ordenar_lista_de_listas := function(lista_input ,

largo_max)

2 local lista_cardinalidades , i;

3 lista_cardinalidades :=[];

4 for i in [1.. largo_max] do

5 Add(lista_cardinalidades ,[]);

6 od;

7 for i in lista_input do

8 Add(lista_cardinalidades[Size(i)],i);

9 od;

10 return lista_cardinalidades;

11 end;

Definimos ahora la función DFS = Depth First Search (o búsqueda en pro-
fundidad) que tiene como input la lista lista input y cuyo output es la
lista lista output de todas las sublistas de la lista input. Lo hacemos por
backtracking. Tenemos que definir primero el paso iterativo porque en GAP
debemos programar en orden.

1 DFS_iterativo := function(lista_input , lista_aux)

2 local lista_output , lista_aux_1 , lista_aux_2 , i;

3 lista_output :=[];

4 lista_aux_1 :=[];

5 lista_aux_2 :=[];

6 i:=1;

7 while i < Size(lista_input)+1 do

8 lista_aux_1 := ShallowCopy(lista_input);

9 lista_aux_2 := ShallowCopy(lista_aux);
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10 lista_aux := Concatenation(lista_aux ,[ Remove(lista_input ,i)

]);

11 Add(lista_output ,lista_aux);

12 lista_output := Concatenation(lista_output ,

13 DFS_iterativo(lista_input , lista_aux));

14 i:=i+1;

15 lista_aux := ShallowCopy(lista_aux_2);

16 lista_input := ShallowCopy(lista_aux_1);

17 od;

18 for i in lista_output do

19 Sort(i);

20 od;

21 return Unique(lista_output);

22 end;

Ahora definimos la función general DFS.

1 DFS := function(lista_input)

2 return DFS_iterativo(lista_input , []);

3 end;

Definimos Invariantes().

1 Invariantes := function(obj)

2 local lista_DFS , lista_output , lista_aux , lista_final , i,

j;

3 lista_output :=[];

4 lista_final :=[];

5 lista_DFS :=DFS ([1.. Size(obj)]);

6 for i in lista_DFS do

7 if IsInvariant(obj , i) then

8 Add(lista_output ,i);

9 fi;

10 od;

11

12 lista_aux := Ordenar_lista_de_listas(lista_output , Size(obj

));

13 for i in lista_aux do

14 for j in i do

15 Add(lista_final ,j);

16 od;

17 od;

18

19 return lista_final;

20 end;
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Definimos la función NoTrivialClass() que tiene como entrada la solución obj

y cuya salida son las clases de equivalencias C para las que r|CxC no es una
solución trivial, en forma de lista.

Primero tenemos que definir la función auxiliar ListEquivalenceRelYB() que
tiene como input la solución obj y como output la lista lista output formada
por las listas de los elementos relacionados entre śı, i.e. la lista de las clases de
equivalencia.

1 ListEquivalenceRelYB := function(obj)

2 local pairs , e, c, lista_output , x, y;

3 pairs := [];

4 for x in [1.. Size(obj)] do

5 for y in [1.. Size(obj)] do

6 if (LPerms(obj)[x] = LPerms(obj)[y]) and

7 (RPerms(obj)[x] = RPerms(obj)[y]) then

8 Add(pairs , [x, y]);

9 fi;

10 od;

11 od;

12

13 e := EquivalenceRelationByPairs(Domain ([1.. Size(obj)]),

pairs);

14

15 lista_output := Unique(Successors(e));

16 return lista_output;

17 end;

Ahora NoTrivialClass().

1 NoTrivialClass := function(obj)

2 local lista , lista_2 , i;

3 lista := ListEquivalenceRelYB(obj);

4 lista_2 :=[];

5 for i in lista do

6 if IsInvariant(obj ,i) then

7 Add(lista_2 ,i);

8 fi;

9 od;

10 return Filtered(lista_2 ,i->IsTrivialYB(RestrictedYB(obj ,i

))=false);

11 end;

La siguiente función es una adaptación de la función anterior, de forma que
tenga como input el natural n y devuelva la lista lista final donde cada
elemento es NoTrivialClass(SmallIYB(n,j)) para todo 1 ≤ j ≤ NrSmallIYB(n).
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Es decir, esta función ahorra el trabajo de probar una por una las soluciones
cargadas en SmallIYB(n). Necesita la función NoTrivialClass() anterior.

1 NoTrivialClass_for_all := function(n)

2 local lista_final , i;

3 lista_final :=[];

4 i:=1;

5 while i<NrSmallIYB(n)+1 do

6 Add(lista_final , [NoTrivialClass(SmallIYB(n,i)),i]);

7 i:=i+1;

8 od;

9 return Unique(lista_final);

10 end;

Caṕıtulo 2

La siguiente función tiene como entrada la solución obj y devuelve el álgebra
A(X, r) como la salida A/I.

1 AlgX:= function(obj)

2 local A, lista_gen , lista_rel , LL, RR, I, i, j;

3 A:= FreeAssociativeAlgebraWithOne(Rationals , Size(obj), "x

");

4 lista_gen :=[];

5 lista_rel :=[];

6 LL:= LPerms(obj);

7 RR:= RPerms(obj);

8 for i in [1.. Size(obj)] do

9 lista_gen[i]:= GeneratorsOfAlgebra(A)[i];

10 od;

11 for i in [1.. Size(obj)] do

12 for j in [1.. Size(obj)] do

13 Add(lista_rel ,lista_gen[i]* lista_gen[j]-lista_gen[j^LL[i

]]* lista_gen[i^RR[j]]);

14 od;

15 od;

16 I:=Ideal(A,lista_rel);

17 return A/I;

18 end;

Caṕıtulo 3

La siguiente función toma la solución obj y devuelve el álgebra de Lie g(X, r).

Debemos definir primero la función auxiliar TensorMatricesOfYB() que tiene
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como input la solución obj y como output la lista mats que representa el
conjunto de todas las matrices de la forma L·p y R ·p con L en LeftMatsOfYB,
R en RightMatsOfYB y p en ProjectorsOfYB del Caṕıtulo 1.

1 TensorMatricesOfYB := function(obj)

2 local mats , pp, ll, rr, i, j;

3 mats := [];

4 ll := LeftMatsOfYB(obj);

5 rr := RightMatsOfYB(obj);

6 pp := ProjectorsOfYB(obj);

7 for i in [1.. Size(ll)] do

8 for j in [1.. Size(pp)] do

9 Append(mats ,[ll[i]*pp[j], rr[i]*pp[j]]);

10 od;

11 od;

12 return Unique(mats);

13 end;

Ahora LieAlgebraOfYB().

1 LieAlgebraOfYB := function(obj)

2 return LieAlgebra(Rationals , TensorMatricesOfYB(obj));

3 end;

La función que sigue LieSubalgebraOfYB() tiene como argumentos la solución
obj y el subconjunto r-invariante lista en forma de lista y tiene como salida el
álgebra g(Y, rY ) asociada a una subsolución Y pero pensada como subálgebra
de g(X, r).

Pero antes necesitamos definir una adaptación de la función ProyectorsOfYB()
para que tome como input la solución obj y el subconjunto r-invariante lista

de la solución en forma de lista, y devuelva la lista projectors formada por los
proyectores de la subsolución inducida por lista, pensados como operadores
en el espacio total VX . Necesita la función YBProjector() del Caṕıtulo 1.

Pre: lista es un subconjunto r-invariante del conjunto subyacente X de la
solución obj.

1 ProyectorsOfYBSubsol := function(obj ,lista)

2 local LPerms_Y , RPerms_Y , pairs , e, c, projectors , x, y,

j;

3 LPerms_Y := LPerms(obj){lista };

4 RPerms_Y := RPerms(obj){lista };

5 projectors := [];

6 pairs := [];

7 for x in [1.. Size(lista)] do

8 for y in [1.. Size(lista)] do
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9 if (LPerms_Y[x] = LPerms_Y[y]) and

10 (RPerms_Y[x] = RPerms_Y[y]) then

11 Add(pairs , [x, y]);

12 fi;

13 od;

14 od;

15

16 e := EquivalenceRelationByPairs(Domain ([1.. Size(lista)]),

pairs);

17 c := EquivalenceClasses(e);

18

19 for j in [1.. Size(c)] do

20 Add(projectors , YBProjector(Elements(c[j]),Size(obj)));

21 od;

22

23 return projectors;

24 end;

Ahora śı, LieSubalgebraOfYB().

1 LieSubalgebraOfYB := function(obj , lista)

2 local gen_Y ,LPerms_Y ,RPerms_Y ,LPerms_Mat_Y ,RPerms_Mat_Y ,

3 Proyectors_Y , lista_aux , i, j, k;

4 LPerms_Y := LPerms(obj){lista };

5 RPerms_Y := RPerms(obj){lista };

6

7 #Defino las matrices de |X|x|X| asociadas a los op de r_Y

.

8

9 LPerms_Mat_Y :=List(LPerms_Y ,x->PermutationMat(x,Size(obj)

));

10 RPerms_Mat_Y :=List(RPerms_Y ,x->PermutationMat(x,Size(obj)

));

11 Proyectors_Y := ProyectorsOfYBSubsol(obj ,lista);

12 lista_aux :=[];

13 for i in LPerms_Mat_Y do

14 for j in RPerms_Mat_Y do

15 for k in Proyectors_Y do

16 Add(lista_aux ,i*k);

17 Add(lista_aux ,j*k);

18 od;

19 od;

20 od;

21 gen_Y := Unique(lista_aux);

22 return LieAlgebra(Rationals , gen_Y);

23 end;
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La siguiente función, IdealsOfLieYB(), toma la solución obj y devuelve la lista
lista final formada por las subsoluciones para las que g(Y, rY ) no sólo es
subálgebra de g(X, r) sino que además es un ideal.

Pero primero necesitamos definir la función IsIdealOfLieYB() que tiene co-
mo argumentos la solución obj y el subconjunto r-invariante Y en forma de
la lista lista, y como salida el booleano bool final cuyo valor dependerá
de si g(Y, rY ) es ideal de g(X, r). Necesita las funciones LieAlgebraOfYB(),
ProyectorsOfYBSubsol() y LieSubalgebraOfYB() de este Caṕıtulo.

1 IsIdealOfLieYB := function(obj , lista)

2 local g_X , g_Y , gen_X , gen_Y , bool_final , i, j, k;

3 g_X:= LieAlgebraOfYB(obj);

4 gen_X := GeneratorsOfAlgebra(g_X);

5 g_Y:= LieSubalgebraOfYB(obj , lista);

6 gen_Y := GeneratorsOfAlgebra(g_Y);

7 bool_final :=true;

8 for i in gen_X do

9 for j in gen_Y do

10 if i*j in g_Y then

11 bool_final := bool_final and true;

12 else bool_final := false;

13 fi;

14 od;

15 od;

16 return bool_final;

17 end;

Ahora śı, IdealsOfLieYB(). Necesita la función Invariantes() del Caṕıtulo 1.

1 IdealsOfLieYB := function(obj)

2 local i, lista_final , lista_aux;

3 lista_final :=[];

4 lista_aux := Invariantes(obj);

5 for i in lista_aux do

6 if IsIdealOfLieYB(obj , i) then

7 Add(lista_final , i);

8 fi;

9 od;

10 return lista_final;

11 end;

Adaptaciones de funciones del paquete YangBaxter

Las siguientes son adaptaciones de las funciones Retract(), Multipermutation-
Level() e IsMultipermutation() para soluciones no necesariamente involutivas.
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Las mismas tienen como input la solución obj y como output la retracción de
obj, el nivel de multipermutación de obj y un booleano que dependerá de si la
solución es de multipermutación (es decir, si existe n ∈ N tal que Retn(X, r)
tiene cardinal 1), respectivamente.

1 RetractNotInv := function(obj)

2 local e, c, s, pairs , x, y, z, ll, rr;

3

4 pairs := [];

5 for x in [1.. Size(obj)] do

6 for y in [1.. Size(obj)] do

7 if (LPerms(obj)[x] = LPerms(obj)[y]) and

8 (RPerms(obj)[x] = RPerms(obj)[y]) then

9 Add(pairs , [x, y]);

10 fi;

11 od;

12 od;

13

14 e := EquivalenceRelationByPairs(Domain ([1.. Size(obj)]),

pairs);

15 c := EquivalenceClasses(e);

16 s := Size(c);

17

18 ll := List ([1..s], x->[1..s]);

19 rr := List ([1..s], x->[1..s]);

20

21 for x in [1..s] do

22 for y in [1..s] do

23 z := YB_xy(obj , Representative(c[x]), Representative(c[y

]));

24 ll[x][y] := Position(c, First(c, u->z[1] in u));

25 rr[y][x] := Position(c, First(c, u->z[2] in u));

26 od;

27 od;

28 return YB(ll , rr);

29 end;

30

31

32 MultipermutationLevelNotInv := function(obj)

33 local r,s,l;

34

35 l := 0;

36 r := ShallowCopy(obj);

37

38 repeat

39 s := ShallowCopy(r);

40 r := RetractNotInv(s);
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41 if Size(r) <> Size(s) then

42 l := l+1;

43 else

44 return fail;

45 fi;

46 until Size(r) = 1;

47 return l;

48 end;

49

50

51 IsMultipermutationNotInv := function(obj)

52 if not MultipermutationLevelNotInv(obj) = fail then

53 return true;

54 else

55 return false;

56 fi;

57 end;

Ahora definiremos adaptaciones de las funciones YB ij(), IS YB(), YB(), Dis-
playTable() e IsInvolutive() para que tomen como entradas la solución obj y
dos listas de permutaciones l y r que representan las acciones a izquierda y a
derecha de la solución, respectivamente, donde: YB ij() tiene como entrada las
matrices <l actions> y <r actions>, un vector v de largo |X| con X el conjun-
to subyacente a la solución obj inducida por <l actions> y <r actions>, y dos
coordenadas i, j, y devuelve el valor de la solución obj actuando en las coor-
denadas i, j de v; IS YB() tiene como argumento las matrices <l actions>
y <r actions> y como salida un booleano que depende de si esas matrices
inducen una solución; YB() tiene como entradas las matrices <l actions> y
<r actions> y como salida la solución inducida por esas matrices; DisplayTa-
ble() tiene como input una solución obj y como salida la tabla formada por
la imágen del operador r; e IsInvolutive() tiene como argumento una solución
obj y como salida un booleano cuyo valor dependerá de si obj es involutiva.

1 YB_ij_by_perm := function(l, r, v, i, j)

2 local w;

3 w := ShallowCopy(v);

4 w[i] := v[j]^l[v[i]];

5 w[j] := v[i]^r[v[j]];

6 return w;

7 end;

8

9

10 IS_YB_by_perm := function(l, r)

11 local x, y, z, v;

12

13 if Size(r) <> Size(l) then
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14 return false;

15 fi;

16

17 for x in [1.. Size(l)] do

18 for y in [1.. Size(l)] do

19 for z in [1.. Size(l)] do

20 v := [x,y,z];

21 if YB_ij_by_perm(l, r,

22 YB_ij_by_perm(l, r,

23 YB_ij_by_perm(l, r, v, 2, 3), 1, 2), 2, 3)

24 \<>

25 YB_ij_by_perm(l, r,

26 YB_ij_by_perm(l, r,

27 YB_ij_by_perm(l, r, v, 1, 2), 2, 3), 1, 2) then

28 return false;

29 fi;

30 od;

31 od;

32 od;

33 return true;

34 end;

35

36

37 YB_by_perm := function(l, r)

38 local ll , rr, x, y;

39 if not IS_YB_by_perm(l, r) then

40 Error ("this is not a solution of the YBE\n");

41 fi;

42

43 ll := List ([1.. Size(l)], x->[1.. Size(l)]);

44 rr := List ([1.. Size(l)], x->[1.. Size(l)]);

45 for x in [1.. Size(l)] do

46 for y in [1.. Size(l)] do

47 ll[x][y] := y^l[x];

48 rr[y][x] := x^r[y];

49 od;

50 od;

51 return YB(ll , rr);

52 end;

53

54

55 DisplayTable_by_perm := function(l,r)

56 local m, x, y;

57 m := NullMat(Size(l), Size(l));

58 for x in [1.. Size(l)] do

59 for y in [1.. Size(l)] do

60 m[x][y] := [y^l[x],x^r[y]];
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61 od;

62 od;

63 return m;

64 end;

65

66

67 IsInvolutive_by_perm := function(l,r)

68 local table ,x,y,s;

69 table := DisplayTable_by_perm(l,r);

70 for x in [1.. Size(l)] do

71 for y in [1.. Size(l)] do

72 s := table[x][y];

73 if table[s[1]][s[2]] <> [x,y] then

74 return false;

75 fi;

76 od;

77 od;

78 return true;

79 end;
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