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Introduccion

A lo largo de la historia de la humanidad, la necesidad de tener privacidad y se-
guridad en las comunicaciones y transacciones ha impulsado el desarrollo de diversas
técnicas. La criptografia cldsica estudia los métodos utilizados para enviar mensajes en
secreto o cifrados, de manera tal que tinicamente quien los recibe pueda descifrarlos.
Aquello que comenzara como un arte en la antigiiedad, se ha convertido en un objeto
de estudio cientifico en la sociedad actual, en la cual la teoria de la informacién tiene
una importancia cada vez mayor.

La aplicacién criptografica més simple consiste en transformar un mensaje en fexto
plano a un mensaje cifrado. Para poder hacerlo, se considera una funcién de encriptacién

E:-M—C,

donde M es el conjunto de posibles mensajes de texto plano y C el conjunto de todos
los mensajes cifrados. Por supuesto, para poder descifrar los mensajes, necesitamos
que esta funcion sea inversible. A fines practicos, también es deseable que la funcién
de encriptacion sea facil de calcular, pero obtener su inversa (o incluso la preimagen de
algtin punto) sea computacionalmente inviable, para poder garantizar la seguridad del
método. Para que el receptor del mensaje sea capaz de descifrarlo, el emisor debe pro-
veerle de algtn tipo de informacion extra, que se conoce como la clave. Por supuesto,
quien posea la clave seria capaz de decodificar los mensajes, con lo cual es de especial
interés que ésta solo sea conocida por quien emite y por quien recibe el mensaje. Este
tipo de encriptacién se conoce como encriptacion o cifrado de clave simétrica, ya que am-
bas partes involucradas en el intercambio deben conocer la misma clave. Para poder
hacer el intercambio de la clave, se requeriria un canal de comunicacién seguro entre
emisor y receptor, lo cual podria no ser posible si una tercera parte vigilase todas sus
comunicaciones.

Hasta mediados la década de 1970, no se conocian métodos de encriptaciéon que
pudieran resistir al monitoreo de una tercera parte. En 1976, W. Diffie y M. Hellman
publicaron su articulo [DH76], en el cual dieron a conocer el concepto de criptografia de
clave piiblica o de clave asimétrica." En este caso, la clave es en realidad un par de claves,
una privada y la otra publica, con la particularidad de que es muy dificil obtener la

'El concepto de criptografia de clave publica ya habia sido descubierto en 1969 por J. Ellis, quien tra-
bajaba para el Departamento de Comunicaciones del Gobierno Britdnico. Sin embargo, su trabajo fue cla-
sificado como material secreto, y recién fue desclasificado en 1997, luego del fallecimiento de Ellis.



clave privada si solo se conoce la clave ptuiblica. Se produjo entonces una revolucién en
el drea de la criptografia.’

La implementacion original de Diffie y Hellman consiste en seleccionar un primo
p y trabajar en el grupo multiplicativo de unidades médulo p, es decir, el grupo F, .
Realizando la elecciéon de un entero g € ) cuyo orden sea un primo grande, cada
parte elige de forma secreta un entero, digamos a y b, y calcula A = g%y B = ¢°. Los
valores de A y B son luego intercambiados ptblicamente. Por tltimo, se calculan en
privado B® = A’ = g%, que es ahora la clave privada compartida.

Desde el punto de vista de la parte que vigila las comunicaciones, son conocidos los
valores del primo p, el entero g y también de A = g y B = ¢°. Una forma de obtener
la clave privada seria determinar los valores de a y b a partir de A y B. Este ultimo
problema se conoce como el problema del logaritmo discreto (PLD).

Una caracteristica interesante del procedimiento dado por Diffie y Hellman es que
tiene sentido en cualquier grupo, con lo cual la bisqueda de grupos en los cuales resul-
te dificil atacarlo se convirti6é en objeto de investigaciéon. Dado que en cuerpos finitos
existen ataques particulares al PLD que permiten resolverlo més rapidamente que en el
caso general, esto impulsé la biasqueda de alternativas.

En 1985, N. Koblitz y V. Miller propusieron utilizar curvas elipticas en lugar de cuer-
pos finitos, argumentando que el PLD resulta mds dificil de resolver en este contexto.
Se conjeturaba que en las curvas elipticas no se podrian llevar a cabo ataques que fun-
cionasen mejor que los conocidos para grupos arbitrarios, lo cual harfa que las claves
necesarias para obtener el mismo nivel de seguridad que en cuerpos finitos tuviesen
menor tamafno. Més aun, muchas de las curvas que se proponian para llevar a cabo
los procedimientos pertenecian a la familia de curvas supersingulares, en las cuales los
calculos podian realizarse de una manera muy eficiente. Sin embargo, esta conjetura se
debia en gran parte a que el PLD en curvas elipticas no se habia estudiado lo suficiente.

El uso de curvas supersingulares fue considerado como seguro hasta 1993, cuando
A. Menezes, T. Okamoto y S. Vanstone desarrollaron en su articulo [MOV93] un algo-
ritmo que las hacfa vulnerables, ya que permitia trasladar el PLD en una curva eliptica
a un cuerpo finito. Esto puso en jaque a la criptografia de curvas elipticas, ya que no
se sabia si este ataque podia realizarse también en el caso general. Esta cuestion fue
resuelta en 1998 por R. Balasubramanian y N. Koblitz. En su articulo [BK98], probaron
que la proporcién de curvas elipticas susceptibles a este ataque es muy pequeiia, ba-
sdndose principalmente en los resultados provistos por H. Lenstra en [L]87], un trabajo
en el que ademds se habian sentado las bases para la utilizacién de curvas elipticas en
la factorizaciéon de enteros, otra de sus grandes implementaciones criptograficas. Este
descubrimiento abrié nuevamente el panorama a la criptografia en curvas elipticas. En
la actualidad, los protocolos que dependen de curvas elipticas son ampliamente utili-
zados y recomendados por entidades internacionales.

2De hecho, el articulo de Diffie y Hellman comienza con la frase "We stand today on the brink of a
revolution in cryptography".



La estructura de este trabajo es la siguiente:

En el Capitulo 1 desarrollaremos la teoria clasica de curvas elipticas. En el Teore-
ma 1.4.13 definiremos el emparejamiento de Weil, que serd fundamental para atacar el
problema del logaritmo discreto usando el algoritmo MOV.

En el Capitulo 2 estudiaremos formas cuadraticas y cuerpos de niimeros cuadra-
ticos. La conexién entre estas dos ramas estard dada por los ntiimeros de clase. Apli-
caremos esta teoria en el Teorema 2.3.20, para estimar la cantidad de curvas elipticas
definidas sobre un cuerpo finito con orden prefijado, siguiendo las lineas de [L]87].

En el Capitulo 3 abordaremos el problema del logaritmo discreto, y discutiremos al-
gunos algoritmos para resolverlo en el caso general, y principalmente en cuerpos finitos
y curvas elipticas. Estudiaremos en detalle el algoritmo MOV y su complejidad.

En el Capitulo 4 analizaremos el grado de inmersién, que permite comparar la di-
ficultad entre resolver el problema del logaritmo discreto en una curva eliptica y tras-
ladarlo a un cuerpo finito. Probaremos en el Corolario 4.1.5 que en las curvas super-
singulares el grado de inmersién es pequeno, con lo cual el ataque MOV es altamente
efectivo sobre ellas. Finalmente, aplicando los resultados del Capitulo 2, nos basaremos
en [BK98] para acotar la probabilidad de que una curva eliptica seleccionada de forma
aleatoria sea susceptible al ataque MOV en el Teorema 4.2.7.



Capitulo 1

Curvas elipticas

Este capitulo se basa principalmente en los textos [Sil09] y [Was03]. En [Sil09] se
realiza un tratamiento més detallado y avanzado del tema, mientras que en [Was03] se
hace énfasis en el punto de vista criptografico.

1.1. Geometria de las curvas elipticas

Existen diferentes definiciones de lo que es una curva eliptica. Damos a continua-
cién la que utilizaremos a lo largo del texto.

Definicién 1.1.1. Sea K un cuerpo. Una curva eliptica E definida sobre K es una curva
proyectiva plana no singular dada por la ecuacién

E: Y Z4+umXYZ+asYZ? =X+ asX?Z + asXZ% + agZ°,
donde ay,...,as € K. Esta ecuacion se denomina forma de Weierstrass generalizada.

Notemos que la curva tiene un tinico punto en el infinito (es decir, con Z = 0), dado
por O = [0 : 1 : 0], de modo que usando coordenadas no homogéneas z = X/Z e
y =Y/Z,los puntos de la curva seran las soluciones de la ecuacion afin

E: y2 + a2y + azy = z3 +a2$2 + a4 + ag,

junto con el punto O mencionado anteriormente. Esta forma de describir a la curva es
mucho més cémoda, y es la que utilizaremos a partir de ahora.

Mas aun, si la caracteristica de K no es 2 ni 3, podemos simplificar la expresién
completando cuadrados y cubos, y asi obtenemos una ecuacioén del tipo

E: y?*=2%+ Az + B,

denominada ecuacién de Weierstrass. Con esta descripcién, la curva resultard no singular
tnicamente cuando la ecuacién z3 + Az + B = 0 no tenga raices multiples, es decir,
cuando el discriminante — (443 + 27B2) sea no nulo.



Por comodidad, de ahora en méas supondremos que la caracteristica de K es distinta
de 2 y 3, para poder utilizar la ecuaciéon de Weierstrass. La teoria que desarrollaremos
en este capitulo puede aplicarse a los casos que excluimos, pero muchas de las demos-
traciones requieren tratarlos aparte.

El principal objeto de estudio son los puntos de la curva, que pueden tener coorde-
nadas en cualquier extensién de K.

Definicién 1.1.2. Sea I una curva eliptica definida sobre K, dada por la ecuaciéon de
Weierstrass
E: y?*=2°4+Az+ B.

Si L/K es una extension de cuerpos, definimos el conjunto de puntos L-racionales de E
como
E(L) ={(z,y) € Lx L:y* =23+ Az + B} U{O}.

Decimos que los puntos de E(L) estan definidos sobre L.

Podemos ver a los puntos de E(L) en coordenadas proyectivas como [z : y : 1] en
la ecuacion de Weierstrass generalizada. De este modo, tiene sentido considerar que el
punto O esta definido sobre cualquier extensién de K, ya que sus coordenadas proyec-
tivas son [0 : 1 : 0]. En general, cuando escribamos P € E, sin especificar el cuerpo
sobre el cual estd definido, estaremos pensando a P con coordenadas en una clausura
algebraica de K, que denotaremos K.

Teniendo en cuenta el punto O, podemos dotar a cualquier curva eliptica de una
estructura de grupo abeliano. Este sorprendente hecho puede probarse a partir de las
propiedades geométricas de la curva dentro del plano proyectivo. En efecto, sea £ una
curva eliptica definida sobre K. Dados P, P» € E, consideramos la recta en ]P’2(I_( ) que
pasa por P; y P» (en el caso P = P», tomamos la recta tangente a la curva por Pi;
como la curva es no singular, siempre podemos hacer esto). Esta recta debe intersecar a
la curva en tres puntos (contados con multiplicidad); llamamos P; * P al tercer punto
de interseccién. Finalmente, consideramos la recta que pasa por P; * P> y por O, que
nuevamente debe intersecar a E en un tercer punto, el cual serd denotado P, + P.

Damos a continuacién las férmulas que se desprenden de calcular explicitamente
estas operaciones.

Definicién 1.1.3. Sea E una curva eliptica dada por la ecuacién de Weierstrass
E: y>=2+ Az + B.
Sean P; = (x1,y1), P» = (x2,y2) € E, con Py, P, # O.
(1) Sizy # xg, entonces P, + Py = (x3,y3) con

Y2 — Y1
Ty — X1

373:)\2—I1—332, ygz)\(:cl—xg)—yl, donde \ =

(2) Sixy = xg pero y; # y2, entonces Py + P = O.
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(3) Si P, = P, cony; # 0, entonces P, + P> = (x3,y3) con

323+ A

xr3 = )\2 — 2931, Ys = /\(xl — .%‘3) - Y, donde A\ = 2y1

(4) Si PL = P> cony; =0, entonces P, + P, = O.

Finalmente, definimos
P+O=P

paratodo P € E.

Observacién 1.1.4. Si los puntos P;, P, y la curva eliptica E estan definidos sobre un
cuerpo L, entonces P; 4+ P, también estd definido sobre L. Esto puede verificarse inme-
diatamente a partir de las férmulas dadas. Se sigue que E(L) es cerrado para la suma.

Teorema 1.1.5. Sea E una curva eliptica definida sobre K. Sea L/ K una extension de cuerpos.
Entonces E(L) es un grupo abeliano con elemento neutro O.

Demostracién. Exceptuando la asociatividad, todas las propiedades se deducen inme-
diatamente de la Definicién 1.1.3. La demostracién puede verse en [Was03, Teorema
2.1] o [Sil09, Capitulo III, Teorema 3.6]. O

Observacién 1.1.6. De la Definicién 1.1.3 se desprende que, si la curva estd dada por su
ecuacion de Weierstrass, entonces el inverso de P = (z,y) es —P = (z, —y). En la forma
de Weierstrass generalizada, las férmulas resultantes son distintas, y pueden verse en
[Sil09, Capitulo III, paginas 53 y 54].

1.2. Isogenias

Como las curvas elipticas tienen un punto distinguido O, tiene sentido considerar
los morfismos (de curvas) entre ellas que preservan este punto. En general, un morfis-
mo entre curvas estd dado por funciones racionales en cada coordenada, si pensamos a
las curvas como subconjuntos de P2. Como las curvas elipticas son, por definicién, no
singulares, las funciones racionales quedan definidas en todos los puntos (ver [Sil09,
Capitulo II, Proposiciéon 2.1]).

Definicién 1.2.1. Sean E1, E; curvas elipticas. Una isogenia de E; a E2 es un morfismo
de curvas ¢ : By — Es tal que ¢(O) = O.

Decimos que las curvas Fy y F» son iségenas si existe una isogenia no constante de
E1 a Eg.

Si existen isogenias ¢ : 'y — E», 1 : By — E talesque ¢ o) =idg, y¢ o ¢ =idg,,
decimos que las curvas E; y Ej son isomorfas.

Ejemplo 1.2.2. Dado m € Z, la multiplicacién por m dentro de la curva da lugar a una
isogenia
[m]: E — E.

11



Esto define efectivamente una isogenia porque las férmulas para la suma de dos puntos
sobre la curva estdn dadas por funciones racionales, y procediendo inductivamente se
prueba para la multiplicacién por cualquier entero.

Proposicion 1.2.3. Toda isogenia no constante es sobreyectiva.
Demostracion. Ver [Was03, Teorema 2.22]. O

En realidad, esta proposicion también puede verse como un caso particular de un
resultado mds general. Lo enunciamos, ya que lo utilizaremos mds adelante.

Proposicion 1.2.4. Sea ¢ : C; — Co un morfismo entre curvas proyectivas. Entonces ¢ es
constante o es sobreyectivo.

Demostracién. Ver [Har13, Capitulo II, Proposicién 6.8]. O

Podemos dar una idea intuitiva sobre la demostracion de este resultado notando
que, al estar trabajando sobre una clausura algebraica, es posible resolver las ecuaciones
que provienen de las funciones racionales que definen a los morfismos.

Proposicion 1.2.5. Sea E/K una curva eliptica y sea m € 7 no nulo. Entonces la isogenia
[m] : E — E no es constante.

Demostracién. Ver [Sil09, Capitulo III, Proposicién 4.2]. La demostracién se basa en las
férmulas para la suma de puntos en £ dadas en la Definicién 1.1.3. O

Como las curvas elipticas tienen estructura de grupo abeliano, las funciones entre
ellas también forman un grupo. Denotamos Hom(E1, E5) al grupo de isogenias de
a F», con la suma definida puntualmente. Si £y = FE5, también podemos componer
isogenias. Denotaremos End(E) = Hom(E, E) al anillo de endomorfismos de la curva
E, con la multiplicacién dada por la composicién.

Como consecuencia de lo anterior, tenemos un morfismo de grupos inyectivo

[ ]:Z < End(E),

ya que si [m] = [n], entonces [m — n] es constante, y por lo tanto debe ser m = n.

Aunque no daremos la demostracion, se sabe que si K es un cuerpo finito, entonces
End(FE) siempre contiene estrictamente a Z (ver [Sil09, Capitulo 5, Seccién 3]). Se dice
en este caso que E tiene multiplicacién compleja. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.2.6. Sea K un cuerpo finito, y sea i € K una raiz cuarta primitiva de la
unidad, es decir, tal que i?> = —1.Sea E la curva eliptica dada en forma de Weierstrass
como

E: y*=2°—uz.

En este caso, tenemos un endomorfismo dado por

[Z] . (:U>y) = (_xaiy)a
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yaquesi (z,y) € E, entonces

(iy)” = —y* = —2° + & = (—2)’ — (—2).

Tenemos que [i] ¢ Z, ya que

[i] o [i](, y) = [i}(—,iy) = (z, —y) = —(z,y),

es decir, [i]? = [-1].

El siguiente resultado dice que, ademds de ser un morfismo de curvas, toda isogenia

es un morfismo de grupos abelianos.

Teorema 1.2.7. Sea ¢ : £y — E5 una isogenia. Entonces

(P + Q) =¢(P)+ ¢(Q) paratodos P,(Q € E;.

Mds aun, si ¢ no es constante, entonces ker ¢ es un grupo finito.

Demostracién. Ver [Sil09, Capitulo III, Teorema 4.8]. O

Sean E y E» curvas elipticas definidas sobre un cuerpo K. Toda isogenia no cons-
tante ¢ : £y — E» definida sobre K induce un morfismo entre los cuerpos de funciones

¢* : K(E2) = K(E1), ¢*(f)=/fo0.

En este contexto, K (F) resulta ser una extension finita de ¢* K (Es). La demostracion
de este hecho puede verse en [Har13, Capitulo II, Proposicién 6.8].

Definicién 1.2.8. Sea ¢ : F1 — FE» una isogenia definida sobre K. Si ¢ es constante,
decimos que ¢ tiene grado igual a 0. Si ¢ no es constante, definimos su grado como

deg(¢) = [K(Er) : ¢"K(Es).
Con esta definicion, dadas E; ﬂ) Es i> Es5 isogenias, se tiene que

deg(1) o ¢) = deg(v)) deg(o).

Decimos también que ¢ es separable, inseparable o puramente inseparable si la extension
de cuerpos K (E1)/¢* K (E>) tiene la propiedad correspondiente. Definimos el grado de
separabilidad deg, ¢ y el grado de inseparabilidad deg; ¢ de ¢ como los grados de separabi-
lidad y de inseparabilidad de la extensién K (E1)/¢* K (Es), respectivamente.
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Proposicién 1.2.9. Sea ¢ : £y — Ey una isogenia no constante.

(1) Paracada () € Es,
#671(Q) = deg, ¢.

(2) La funcion
ker ¢ — Aut (K (Ey)/¢*K(E2)), T~ 77,

es un isomorfismo, donde Tr denota la traslacion por T dentro de la curva, y 77 es el
automorfismo que induce.

(3) Si ¢ es separable, entonces
#ker ¢ = deg ¢,
y K (E1) es una extension de Galois de ¢* K (E»).

Demostracién. Ver [Sil09, Capitulo III, Teorema 4.10]. O

De este resultado se deduce un corolario que permite factorizar isogenias bajo cier-
tas condiciones, que se asemejan a la propiedad universal del cociente. Lo enunciamos
aqui, pero recién serd utilizado en la tltima parte.

Corolario 1.2.10. Sean
¢:E1—>E2 y T/J:E1—>E3

isogenias no constantes, y supongamos que ¢ es separable. Si ker(¢) C ker(v)), entonces existe
una inica isogenia
A Ey — Es

tal que ) = Ao ¢.
Demostracion. Ver [Sil09, Capitulo III, Corolario 4.11]. ]

La condicién de ser iségenas es una relacion de equivalencia entre curvas elipticas.
La simetria se deduce del siguiente resultado.

Teorema 1.2.11. Sea ¢ : Ey — E» una isogenia no constante de grado m. Existe una iinica
isogenia ) K
¢:Ey— Ey talque ¢o¢p=|m).

Demostracién. Ver [Sil09, Capitulo III, Teorema 6.1]. O
Definicién 1.2.12. Sea ¢ : F4 — E» una isogenia. La isogenia dual de ¢ es la isogenia

¢: By — Ey
dada por el Teorema 1.2.11. Si ¢ = [0], entonces definimos ¢ = [0].

El siguiente teorema resume algunas propiedades bésicas de la isogenia dual, que
seran utilizadas més adelante.
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Teorema 1.2.13. Sea ¢ : By — E» una isogenia.

(a) Sea m = deg(¢). Entonces

pop=[m] enE y ¢od=[m] enPEs.
(b) Sea X\ : Ey — Ej3 otra isogenia. Entonces

—

Xog=do
(c) Sea+) : Ey — E5 otra isogenia. Entonces
b+o=1v+¢

(d) Paratodom € Z,

(e) Se tiene que deg ¢ = deg ¢.

(f) Se tiene que qﬁ = ¢.

Demostracion. Si ¢ es constante, no hay nada que probar. Del mismo modo, las partes
(b) y (¢) son inmediatas si A o ¢ son constantes. Podemos suponer entonces que todas
las isogenias son no triviales.

(a) La primera igualdad es por la definicién de ¢. Para la segunda, tenemos
(600)od=po[m]=[mlog,

ya que la multiplicacién por m conmuta con cualquier endomorfismo, por ser
morfismos de grupos. Como ¢ es sobreyectiva, se sigue que ¢ o ¢ = [m].
(b) Sideg A = n, tenemos

(poX)o(Aog)=golnlog=[nodog¢=[nm]
Por la unicidad de la isogenia dual, se sigue que m =goA
(c) Ver [Sil09, Capitulo III, Teorema 6.2].

(d) Sim = 0 om = 1, no hay nada que probar. Usando la parte (¢) con ¢ = [m]y
¢ = [1] y procediendo inductivamente, se tiene que [m)]

[m] para todo m € Z.
Supongamos ahora que d = deg[m]. Entonces

P

ya que [m] = [m]. Por la Proposicién 1.2.5, se sigue que d = m?
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(e) Sea m = deg ¢. Entonces, usando las partes (a) y (d), obtenemos

m? = deg[m] = deg(¢ o ¢) = (deg ¢)(deg §) = m(deg 9),
asi que m = deg qg

(f) Sea m = deg ¢. Entonces, usando las partes (a), (b) y (d), resulta

o — R

bop=Iml=[m=dop=dos.

Luego, se tiene que ¢ = ¢, como queriamos. O

El grupo de automorfismos

En general, dada una curva eliptica £, se sabe cudles son los posibles anillos que
pueden aparecer como End(E). En particular, se conoce el grupo de unidades que pue-
de tener el anillo de endomorfismos, al que denotaremos como Aut(E), el grupo de
automorfismos de la curva eliptica E.

Ejemplo 1.2.14. El endomorfismo [i| : £ — E dado en el Ejemplo 1.2.6 es un automor-
fismo de dicha curva, ya que [i] o [i]? = [i]? o [i] = [1].

El grupo Aut(E) puede ser calculado explicitamente en términos de los coeficientes
de la ecuacién de Weierstrass de E. Esta caracterizacion serd utilizada en el préximo
capitulo, para poder estimar la cantidad de curvas elipticas definidas sobre un cuerpo
finito.

Teorema 1.2.15. Sea E una curva eliptica definida sobre K dada por la ecuacion de Weierstrass
E: =2+ Az + B.

Entonces Aut(E) es un grupo ciclico, y su orden es

2 si AB #0,
|Aut(E)| =< 4 si B=0,
6 siA=0.
Demostracién. Ver [Sil09, Capitulo III, Teorema 10.1]. O

El endomorfismo de Frobenius

Dado p primo y ¢ = p", sera de especial interés el caso en que K = I, el cuerpo fini-
to de g elementos. En este contexto, el morfismo de Frobenius juega un rol fundamental,
al igual que en la Teorfa de Galois.

Definicién 1.2.16. Sea F una curva eliptica definida sobre IF,. Definimos el endomorfismo
de Frobenius como

¢(1 : E(FQ) - E(Fq)a ¢q($,y) = (él’q’yq), ¢q(0) =0.
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Algunas de sus propiedades béasicas son las siguientes.

Lema 1.2.17. Sea E una curva eliptica definida sobre F,. Entonces ¢, es un endomorfismo
puramente inseparable de E, de grado q.
Ademds, dados r, s € Z, la isogenia

]+ [slgpg: E— E

es separable si y solo si p no divide a r. En particular, la multiplicacién por r es separable si y
solo si p no divide a r.

Demostracion. Ver [Sil09, Capitulo II, Proposicion 2.11 y Capitulo III, Corolario 5.5]. [J

Lema 1.2.18. Sea E una curva eliptica definida sobre Fy, y sea (z,y) € E(F,). Entonces

(x,y) € E(F;) siysolosi ¢q(x,y) = (x,y).

Demostracién. La demostracién es inmediata usando la forma de Weierstrass generali-
zada para la curva, y el hecho de que los coeficientes quedan fijos por el morfismo de
Frobenius ya que pertenecen a IF,. [

1.3. Puntos de torsion

Definicién 1.3.1. Sea E una curva eliptica definida sobre K, y sea n € N. El subgrupo de
n-torsion de E, que denotamos E|n/|, es el ntcleo de la multiplicacién por n en E, esto
es,

Eln] = {P € E(K) : [n]P = O).

Es importante notar que los puntos de torsién admiten coordenadas en K, no sola-
mente en el cuerpo K.

Usando la nocién de isogenia dual, podemos caracterizar el grupo de puntos de
n-torsion.

Proposicién 1.3.2. Sea E una curva eliptica definida sobre K y sea n un entero positivo. Si la
caracteristica de K no divide a n, entonces

En| =Z/nZ & Z/nZ.
Si la caracteristica de K es p > 0, entonces se cumple alguna de las siguientes:
1. E[p¢] = {O} para todo e € N.
2. E[p°| = Z/p°Z para todo e € N.

Demostracién. Supongamos primero que la caracteristica de K no divide a n. Como
deg[n] = n? por el Teorema 1.2.13, se sigue que [n] es una isogenia separable, ya que
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el grado de inseparabilidad es una potencia de la caracteristica de K. Entonces, de la
Proposicién 1.2.9 se deduce

# ker[n] = #E[n] = deg[n] = n?.
Mads aun, para cada d divisor de n, se tiene
#E[d] = d*.
Utilizando el Teorema de Estructura para grupos abelianos finitos, obtenemos
En| = Z/nZ & Z/nL.

Ahora, si la caracteristica de K divide a n, consideramos el morfismo de Frobenius
¢p. Entonces

#E[p°] = deg,[p] = (deg,[p])® = (deg.[dp 0 ¢p])° = (deg,[4,])°,

donde la tltima igualdad se debe a que ¢, es puramente inseparable. Por el Lema 1.2.17
y el Teorema 1.2.13,

p = deg ¢, = deg gZ;p.
Tenemos dos posibilidades. Si gZA)p es inseparable, entonces deg, gZ;p =1, y por lo tanto
#E[p°] =1 paratodo e.
Por otro lado, si ¢, es separable, resulta que deg; ¢, = p, asi que
#E[p°] = p° paratodo e.
Nuevamente, por el Teorema de Estructura para grupos abelianos, resulta que

E]p°] = Z/p°L. O

1.4. El emparejamiento de Weil

El emparejamiento de Weil sera fundamental para la parte criptografica que desa-
rrollaremos en el Capitulo 3. Ademads, serd uno de los componentes que utilizaremos
para probar el Teorema de Hasse, que se encuentra entre los resultados basicos mas
importantes sobre curvas elipticas definidas sobre cuerpos finitos. Esta deberia ser su-
ficiente motivacién como para entender su importancia.

Para poder dar la definicién, hablaremos en primer lugar sobre los divisores, que
son uno de los ingredientes principales para su construccién. Esta teoria puede desa-
rrollarse para curvas algebraicas en general, pero enunciaremos los resultados para el
caso particular de curvas elipticas.
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Divisores

Definicién 1.4.1. Sea E una curva eliptica definida sobre K. El grupo de divisores de la
curva E, que denotamos Div(E), es el grupo abeliano libre generado por los puntos en
E(K). Un divisor D € Div(FE) es una suma formal

D= np(P),

donde np € Z y np = 0 salvo para finitos P € FE.
El grado de D se define como

deg(D) = Z np €17,
PEE

mientras que su suma se define como

sum(D) = Y npP € E(K).

Resultardn sumamente importantes los divisores de grado 0, que forman un sub-
grupo de Div(E), el cual denotaremos Div’(E).

La funcién suma induce un morfismo sobreyectivo
sum : Div'(E) —» E(K),
ya que sum((P) — (O)) = P. En lo que sigue, estudiaremos su ntcleo.

Definicién 1.4.2. Dado un punto P en una curva eliptica £, se puede probar que existe
una funciéon up € K(E), llamada uniformizador en P, tal que toda funcién f € K(E)
puede escribirse como

f=up-y,
donde r € Zy g € K(E) es una funcién racional que est4 definida y es no nula en P.
En este caso, el orden de f en P se define como

ordp(f) =r.

Si E es una curva eliptica y consideramos un punto P = (zo,%) € E, P # O, el
uniformizador up puede tomarse como cualquier recta que pasa por P y no es tangente
a E en P. Una eleccién posible es up =z — xgsiyo # 0,y up = y siyo = 0.

Para el punto en el infinito O, puede tomarse como uniformizador up = z/y.

Definicién 1.4.3. Sea F una curva eliptica definida sobre K. Dada una funcién racional
f € K(E), diremos que f tiene un cero de orden r en P si ordp(f) = r > 0, y que tiene
un polo de orden —r en P siordp(f) = r < 0. Para simplificar la notacion, si f tiene un
polo en P escribiremos f(P) = occ.
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Ejemplo 1.4.4. Consideremos la curva eliptica
E: y*=2—uz.
Sea f(z,y) = z/y € K(E). El uniformizador en P = (0,0) € E puede tomarse como

up =y, y como en K (E) se tiene que

x_
y_yxz_la

resulta que ordp(f) = 1. De manera similar, la funcién y/z coincide con y~1(z?2 —1)en
K(FE), con lo cual tiene un polo de orden 1 en P.

Ejemplo 1.4.5. Sea E la curva eliptica dada en forma de Weierstrass por
E: y?=23+72

Consideramos el punto P = (—2,8) € E. El uniformizador para este punto puede
tomarse como up = x + 2. La funcién f(z,y) = x + y — 6 se anula en P, veamos con
qué orden. Podemos reescribir la ecuacién para la curva como

(y+8)(y —8) = (x+2)° — 6(z + 2)? + 12(z + 2).

De este modo, obtenemos

(x+2)2—6(:v+2)+12>.

f(x,y)—(x+2)+(y—8)—($+2)<1+ T+ 8

La funcién entre paréntesis estd definida y no se anula en P, asi que ordp(f) = 1.
Por otro lado, la funcién que proviene de la recta tangente a E en P estd dada por

3
t(z,y) = Z(x+2)—y+8.

En este caso, tenemos

x 2 _6(x
t(m,y>=<x+z><j< +2) y6+<8+2>+12>

_ (z+2) Az . B

_m( Az +2)% + 24(z +2) + 3(y — 8))

(z42)? (z+2)* —6(z +2) + 12
B ] G e e L

Nuevamente, la funcién entre paréntesis no tiene un cero ni un polo en P, asi que
ordp(t) = 2. En el caso general, la ecuacion de la recta tangente dard lugar a una funcién
que tiene un cero de orden al menos 2: el orden serd exactamente 2, a menos que el
punto sea de 3-torsién, en cuyo caso el orden serd 3.
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Definicién 1.4.6. Sea f € K(E)* una funcién racional. Definimos el divisor asociado a f
como

div(f)= > ordp(f)(P) € Div(E).

PeB(K)
Un divisor D € Div(E) es principal si existe f € K(FE)* tal que D = div(f).

Estudiaremos ahora cémo obtener una funcién con un divisor dado. En principio,
no cualquier divisor es de la forma div(f) para alguna funcién racional f € K(E)*.
El siguiente resultado da una condicién necesaria, y ademds muestra que el divisor
asociado a una funcién esta bien definido.

Proposicién 1.4.7. Sea E una curva eliptica y sea f € K(FE)*. Entonces
(1) f tiene solo finitos ceros y polos;
(2) deg(div(f)) =0;
(3) si f no tiene ceros ni polos (es decir, div(f) = 0), es constante.

Demostracién. La demostracion de (1) puede verse en [Har13, Capitulo I, Lema 6.5].
Para (2) y (3), ver [Ful89, Capitulo 8, Proposicién 1]. O

Veremos a continuacién que el ntcleo de la funcién suma estd dado por los diviso-
res principales. Ademas, la demostracion de este resultado es constructiva, es decir, nos
proveerd de un algoritmo para obtener, dado un divisor D que cumpla ciertas hipéte-
sis, una funcién f tal que div(f) = D. Este resultado sera fundamental para definir el
emparejamiento de Weil.

Teorema 1.4.8. Sea E una curva eliptica. Sea D € Div(E). Entonces D es un divisor principal
si y solo si
sum(D) =0 y deg(D)=0.

Demostracién. Sea D € Div(E). Escribamos a este divisor como

D= np(P)+ > np(P).

np>0 np<0

Mostraremos que es posible reescribir esta expresién en términos de los divisores aso-
ciados tnicamente a tres puntos de £ (uno de los cuales serd el punto en el infinito) y
el divisor asociado a una funcién racional en K (E).
Supongamos que P, P, P3 son puntos de E que pertenecen a la recta ax+by+c = 0,
de modo que la funcién
f(z,y) =ax + by + ¢

se anula en dichos puntos. Si b # 0, entonces podemos escribir

2\ 7 [azt + cxd + byx3
f(xv y) = - 3 )
Y y(z3 4+ Az + B)
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donde el dltimo paréntesis no se anula en O. Esto prueba que f tiene un polo de orden
3 en O, ya que z/y es el uniformizador en este punto, lo cual implica que

div(az + by + C) = (Pl) + (PQ) + (Ps3) — 3(0)

Por otro lado, la recta que pasa por P3 = (z3,y3) y —P = (23, —y3) esx —x3 = 0. El
divisor de la funcién z — z3 es

div(z — z3) = (P3) + (= P3) — 2(0), (1.4.1)
y por lo tanto

div <ax+by+c

pra— > = div(ax + by + ¢) — div(z — 23) = (P1) + (P2) — (—F3) — (O).

Como P, + P, = —P;5, obtenemos

(1.4.2)

(Pl) + (PQ) = (P1 + PQ) + (O) + div (ax—i—by—l—c) .

r — X3
Ademas, llamando ¢ a la funcién dentro del divisor, tenemos que
sum(div(g)) = P+ P, — P — P, -0 =-0=0.

Més aun, si P, + P» = O, de (1.4.1) deducimos que (P;) + (P%) es igual a 2(O) mds
el divisor de una funcién. Esto prueba que la suma de todos los términos en D con
coeficientes positivos es igual a cierto divisor (P) mas un mdaltiplo de (O), sumado al
divisor de una funcién, y se tiene una expresion andloga para la suma con coeficientes
negativos. Con todo esto, tenemos que existen P, ) € E, una funcién g; € K(E) y un
entero n tal que
D = (P) - (Q) +n(0) +div(g).

Ademds, como g; es un cociente de productos de funciones g tales que sum(div(g)) = O,

resulta que
sum(div(g1)) = O.

Por la Proposicion 1.4.7, sabemos que deg(div(g1)) = 0, asi que
deg(D)=1-14+n+0=n.

Esto prueba que, si deg(D) = 0, entonces D = (P) — (Q) + div(g1). Si ademds se cumple
sum(D) = O, entonces

O =sum(D) =P —Q +sum(div(g)) =P-Q+ 0 =P —-Q,

con lo cual D = div(g1). Concluimos que D es un divisor principal.
Reciprocamente, si D = div(f) para cierta funcién f, entonces

div(f/g1) = (P) - (Q).

El siguiente lema implica que P = @, y por lo tanto sum(D) = O. Como deg(div(f)) =0
por la Proposicion 1.4.7, el resultado estd probado. O
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No daremos la demostracién de este dltimo lema, ya que es bastante extensa y no
aporta al entendimiento del tema.

Lema 1.4.9. Sea E una curva eliptica definida sobre K. Sean P,Q € E, y supongamos que
existe una funcion h € K(E)* tal que

div(h) = (P) — (Q).
Entonces P = Q).

Demostracién. Ver [Was03, Lemas 11.3, 11.5 y 11.6]. O

Observacién 1.4.10. Del resultado anterior se deduce que toda funcién racional i no
constante tiene al menos dos polos contados con multiplicidad, ya que si tuviera solo
uno, por la Proposicién 1.4.7 también tendria un tnico cero, y por lo tanto su divisor
serfa de la forma div(h) = (P) — (Q), para ciertos P,(Q € E. Por el Lema 1.4.9 y la
Proposicién 1.4.7, h debe ser constante ya que no tiene ceros ni polos.

Ejemplo 1.4.11. Sea F la curva eliptica definida sobre [F1; por la ecuacién de Weierstrass
E: y*=2°—uz.
Consideramos el divisor en £ dado por
D =2((4,4)) + ((6,1)) = ((=1,0)) = 2(0).

Es claro que D es de grado cero, y usando las férmulas dadas en la Definicién 1.1.3,
resulta que sum(D) = O. Nos basaremos en la demostracién del Teorema 1.4.8 para
hallar una funcién f € K(E)* tal que div(f) = D.

La recta que pasa por (4,4) y (6,1) es y = 4z — 1. Como

(474) + (67 1) = (6’ _1)5

de (1.4.2) deducimos que

((4,4)) + ((6,1)) = ((6,—1)) + (O) + div (4“”;_96_1> :
Reescribimos entonces

D = ((4,4)) + ((6,~1)) — (~1.0)) — (0) +div <4xx__ya_1> |

Repetimos este procedimiento con los puntos (4,4) y (6, —1). La recta que pasa por ellos
es y = 3z + 3, mientras que

(4,4) + (6,-1) = (—1,0).
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Asi, obtenemos nuevamente de (1.4.2)

(4.4 + (6:-1)) = (-1,0) + (0) + v (2252,

y por lo tanto

D_div<3x_y+3> +div(4x_y_1>

x+1 xr—06
iy (Brmy 3 —y - 1)
= ( (2 + 1)z —0) )‘

Construccién del emparejamiento

A continuacién, construiremos el emparejamiento de Weil y probaremos sus pro-
piedades fundamentales. Recordemos que E[n| denota al subgrupo de n-torsién de E
(ver la Definicién 1.3.1).

Notacién 1.4.12. Denotaremos u, al grupo de raices n-ésimas de la unidad en K.

Teorema 1.4.13. Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo K y sea n un entero posi-
tivo. Supongamos que la caracteristica de K no divide a n. Entonces existe una funcion

en : En] x Eln] — pn,
el emparejamiento de Weil, que satisface las siquientes propiedades:
(1) Es bilineal en cada variable:

en(Sl + SQaT) - en(Sla T)en(s27T)7
en(S,Th + T2) = en (S, Th)en(S, T2).

(2) Es alternado:
en(T,T) = 1.

En particular, e, (S, T) = e, (T, S) L.
(3) Es no degenerado:

Sien(S,T) = 1paratodo S € E[n|, entonces T = O.

(4) Para todo o automorfismo de K que fija a los coeficientes de E,
en(0(5),0(T)) = a(en(S5,T)).

En particular, si o € Gal(K /K), se cumple esta igualdad.
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(5) Para todo endomorfismo separable o de E,
en(a(S), (T)) = en(S, T8
Mus aun, si K = F,, la propiedad es vdlida para el endomorfismo de Frobenius ¢,.
(6) Es compatible en el siguiente sentido:

enn (S, T) = e, ([0']S,T)  paratodo S € Elnn']yT € E[n].

Demostracion. Construiremos primero el emparejamiento y luego veremos que cumple
las propiedades enunciadas.
Sea T' € En]. Por el Teorema 1.4.8, existe una funcién f tal que

div(f) = n(T) — n(O). (1.4.3)

Tomemos ahora un punto 7" € E tal que [n|T’ = T, cuya existencia estd garantizada
por la Proposiciéon 1.2.3. Nuevamente por el Teorema 1.4.8, existe una funcién g que
cumple

div(g) = Y (T'+R) - (R)

ReE[n|

En efecto, la suma de este divisor es O ya que hay n? puntos en E[n], y n?T’' = nT = O,
mientras que los elementos R se cancelan. Notemos ademds que g es independiente
de T”, ya que cualquier otra eleccion difiere en un punto R € E|[n|. En consecuencia,

podemos escribir
divg) = S - ¥ (R).

[n|T"=T ReE(n]

De (1.4.3), deducimos que

div(fo[n])=n ( Z (T/—I—R)> —-n ( Z (R)) = div(g").

REEn] ReEE([n]

Por lo tanto, por la Proposiciéon 1.4.7, g™ es un multiplo de f o [n]. Multiplicando a f por
una constante, podemos suponer entonces que f o [n] = g".
Sea ahora S € E[n|. Dado X € FE cualquiera, obtenemos

9(X +8)" = f([n]X + [n]S) = f([n]X) = g(X)".

Luego, para cualquier X € E tal que g(X + 5) y g(X) estan definidos y son no nulos,
tenemos que g(X + S5)/g(X) € py. Considerando el morfismo de curvas

E =P, S g(X+85)/g(X),

de lo anterior tenemos que no es sobreyectivo, y por la Proposicién 1.2.4 debe ser cons-
tante.
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Esto nos permite definir el emparejamiento como

g X +59)
9(X)

El valor de e, (S, T) estd bien definido ya que la funcién g queda determinada por su
divisor, salvo una constante.

Veamos ahora que el emparejamiento tiene las propiedades enunciadas.

(1) Para la linealidad en la primera coordenada, calculamos

en(S,T) =

Cg(X+S1+852)  g(X + 81+ 852) g(X +5)
70 S S Y RTe 9
=en(S1,T)en(S2,T).

Notar que aprovechamos el hecho de que, al calcular e, (S2,7) = g(Y + S2)/9(Y),
podemos elegir el valor de Y arbitrariamente.

Para la segunda coordenada, sean T, T, T3 € E[n| tales que 11 + 15 = T5. Para cada
1 <1 <3, sean f;, g; las funciones utilizadas para definir e, (S, T;). Por el Teorema 1.4.8,
existe una funcién h tal que

div(h) = (T3) — (T2) — (T1) + (O).

Luego, de la ecuacion (1.4.3) resulta que

| fs > . :
div [ — | = ndiv(h) = div(h"),
<f 1f2 (%) ()
y por lo tanto existe una constante ¢ € K* tal que

f3 = cfifoh™.

Componiendo con la multiplicacién por n y usando que f; o [n] = g/, obtenemos

g3 = c"™(g1)(g2) (h o [n]).

De este modo, siguiendo la definicién del emparejamiento resulta

_pP+5) _ gi(P+5)g2(P+S5)hn(P +5))
93(P) a(P)  g(P) h(nP)
= en(S,Tl)en(S,Tg),

en(S, 11 + T3)

ya que [n]S = O, asi que h([n](P + 5)) = h([n]|P).
(2) De la propiedad (1), se deduce que

en(S+T,S+T)=en(S,S)en(S, T)en(T,S)en(T,T).

26



Dado P € E, denotamos 7p : E — FE a la traslacién por P en la curva. Calculamos el
siguiente divisor

n—1 n—1
div (H fo T[j]T) =n) (1 -4]T) - ([-j]T) =0,

J=0 J

Il
o

lo cual implica que H;”:_Ol f oy es constante. Eligiendo 7" € F tal que [n]T" = T,
resulta que

n—1
IIS]OTMT/
=0

también es constante, dado que su potencia n-ésima es el producto anterior. Evaluando
este producto en Py en P + 1", se tiene la igualdad

n—1 n—1
[ToP+0uT) =[] 9P+ T+ LIT).
7=0 7=0

Ahora bien, como P es arbitrario, podemos asumir que fue elegido de forma que todos
los factores involucrados sean no nulos y finitos. Cancelando en la igualdad anterior,
finalmente tenemos

9(P) = g(P + [n]T") = g(P +T),
ya que [n]T” = T Esto dice que

_g(P+T)

en(T,T) = 1

g(P) 7
como queriamos.

(3) Supongamos que 7' € E cumple que e,,(S,T) = 1 para todo S € E[n]. Esto es lo
mismo que decir que g(P + S) = g(P) para todo P € E, es decir, g o 7g = g. Tenemos
entonces que g queda fijo por 7¢ para todo S € ker[n|, de modo que por la Proposicién
1.2.9 (1), existe una funcién h tal que g = [n]*h = h o [n]. Pero entonces

h"oln] = (ho[n))" =g" = foln],
asi que h" = f por la sobreyectividad de [n]. Luego,
div(h") = ndiv(h) = n(T) — n(O),
y por lo tanto div(h) = (T') — (O). El Teorema 1.4.8 implica que 7' = O.

(4) Sea o € Aut(K) que fija a los coeficientes de E. Denotando 7, g7 a las funciones
que surgen de aplicar o a los coeficientes de las funciones racionales f, g respectivamen-
te, resulta que f7, g° corresponden a la definicién del emparejamiento comenzando con
el punto o(7T’) en lugar de T al principio de la demostracion. Por lo tanto,

9(P + S)) _ 97(o(P) +a(5))
9(P) 97(o(P))

o(en(S,T)) =0 ( = en(0(5),0(T)).
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(5) Sea o € End(F) separable. Sea {Q1,...,Qr} = ker(«). Por la Proposiciéon 1.2.9,
sabemos que deg(a) = k. Sean

div(fr) = n(T) = n(0), div(faer)) = n((T)) —n(O)

y
gr = frelnl, g4y = fa(r) © 0.

Si 7( es la traslacion por @), obtenemos
div(fror_g,) = n(T + Qi) — n(Q;).

Luego,
div(faryo ) =n Z (T") — Z (Q)

o(T")=a(T) amw:o

k
=n Y (T+Q:)— (Qi)
i=1

k
div (H TOT—QZ )
=1

Para cada 1 < ¢ < k, elegimos Q) con | = (Q;. De este modo,

gﬂP—@W=ﬁﬂMP—QJ

Por lo tanto, obtenemos una igualdad entre divisores

k k
div (H (g7 © T_Q;)"> = div (H (froT—q,° [n]))

i=1 =1
= div(foy oo [n])

= div(for) o [n] 0 )
= div ((ga(r) o @)") .

Esto tltimo implica que []; gr o 7_¢; y go() o difieren en una constante. Por definicion
del emparejamiento, obtenemos

Ja(r)(a(P + 9))
Ja()((P))
gT P+S Q/)

-

:H%mn

= en(S, T)k = en(S, T)deg(a),

en(a(S),a(T)) =
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donde la tercera igualdad se debe a que el valor de e, es el mismo si tomamos P o
P—-Q.
Cuando K = F,, tomando o = ¢, y aplicando (4), obtenemos

en(94(5), (1)) = bq(en(S,T)) = (en(S, T))*.
Por el Lema 1.2.17, resulta que deg(¢q) = ¢, y se cumple la propiedad.

(6) Tomando f, g como antes, obtenemos
div(f™) = nn/(T) — nn/(O)

y también

(gon)™ = (feon]o )"

De la definicién del emparejamiento, se sigue que

g([(1X + [n'15) _ g(Y +[n]5)

(7SS I

= en([n']S,T). O

A continuacién, probaremos algunas consecuencias de este resultado, que serdn
aplicadas més adelante. Para las mismas, haremos uso de la estructura del grupo de
puntos de n-torsiéon. Recordemos que, si la caracteristica de K no divide a n, por la
Proposicion 1.3.2 tenemos que

En| =Z/nZ & Z/nZ.
Esto implica que E[n| es un Z/nZ-moédulo libre de rango 2.

Corolario 1.4.14. Sea {T1,T>} una base de E[n] como Z/nZ-mddulo. Entonces e, (T1,T2) es
una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

Demostracién. Supongamos que e, (11,72) = ¢, donde ( es raiz d-ésima primitiva de la
unidad. Notar que, como ¢ € i, sabemos que d divide a n. Bastard ver que n divide a
d. Usando la propiedad (1) del emparejamiento, obtenemos

1= ("= en(T1, T2)" = en(T1, [d]Th).
A suvez, aplicando (1) y (2), resulta que
en(Ty, [dIT2) = en(Th, Ty)? = 17 = 1.

Ahora, dado S € E[n] arbitrario, escribimos S = aT} + b1 para ciertos enteros a, b. De
este modo,
en(S, [dTs) = en(T1, [d)T)  en (Th, [d]T5)? = 1.

Como S era cualquiera, de la propiedad (3) deducimos que [d]T2 = O. Pero el orden de
T5 es n, de modo que n divide a d, y por lo tanto ¢ es una raiz n-ésima primitiva de la
unidad. O
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Observacién 1.4.15. Del corolario anterior se deduce que el emparejamiento de Weil es
sobreyectivo.

Corolario 1.4.16. Si E[n] C E(K), entonces pi, C K*.

Demostracion. Sea {T1,T»} una base de E[n] y sea 0 € Gal(K/K). Como T, T» tienen
coordenadas en K, resulta que o(T) = T1 y 0(T2) = T5. Sea ¢ = e, (11, 1%). Asi, por la
propiedad (4) del emparejamiento, tenemos que

¢ =en(T1,T2) = en(0T1,01s) = o(en(Th,T2)) = o(C).

Por el Teorema fundamental de la teoria de Galois, resulta que ¢ € K. Ademas, por el
Corolario 1.4.14, resulta que ¢ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, y por lo tanto
pn € K. Mas aun, es un subgrupo de K *. O

Dada ¢ : E; — E» isogenia, su isogenia dual qg : By — E es también dual respecto
del emparejamiento de Weil.

Proposicion 1.4.17. Sea ¢ : Ey — E5 una isogenia. Entonces, para todo S € Ey[n]y T €
Es[n], se tiene

Demostracion. Ver [Sil09, Capitulo III, Proposiciéon 8.2]. ]

Usando la Proposicién 1.3.2, podemos asociar a cada endomorfismo una matriz que
representa su accion en los puntos de n-torsién. Dado n entero positivo no divisible por
la caracteristica de K, tomamos una base {77, 7>} de E[n]. Si « es un endomorfismo de
E, tenemos que «(E[n]) C E[n]. Por lo tanto, existen a, b, ¢, d € Z/nZ tales que

a(Tr) = aly + 1y, a(Ty) = 0Ty + dIs.

Asi, cada o € End(F) admite una representacion de la forma

I b
" \e d)’
El grado del endomorfismo tiene la siguiente relacién con el determinante de esta

matriz.

Proposicion 1.4.18. Sea o un endomorfismo separable de una curva eliptica E definida sobre
un cuerpo K, 0 o = ¢, el endomorfismo de Frobenius, si K = F,. Sea n un entero positivo no
divisible por la caracteristica de K. Entonces

det(ay,) = deg(ar) (mdd n).
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Demostracion. Sea T4,T> una base de E[n]y sea o, = (Z b> la matriz de « asociada

d
a esta base. Por el Corolario 1.4.14, ¢ = e, (11,73) es una raiz n-ésima primitiva de la
unidad. Aplicando las propiedades del emparejamiento de Weil, obtenemos

¢dee(@) = ¢ (a(Ty), a(Ts)) = en(aTy + cTy, bTy + dT)

- en(Tla TQ)aden(T27 Tl)bc
— Cadfbc'

Por lo tanto, se tiene deg(«) = ad — bc (méd n), y la proposiciéon sigue. O

1.5. El moédulo de Tate

Dada F curva eliptica definida sobre K y n > 2 no divisible por la caracteristica de
K, el grupo Gal(K /K) actta sobre los puntos de n-torsion, ya que dados P € En]y
o € Gal(K/K), se tiene

De este modo, obtenemos una representacion
Gal(K/K) — Aut(E[n]) & GLy(Z/nZ),

donde el isomorfismo depende de la eleccién de una base para E[n|. Para poder trabajar
con estas representaciones simultdneamente, introducimos el concepto del médulo de
Tate.

Definicién 1.5.1. Sea E una curva eliptica y sea ¢ € Z primo. El médulo de Tate (¢-ddico)
de E es el grupo
Ty(E) = lim E[¢™],
‘m
donde el limite inverso se toma respecto de las funciones

el -1 grem.

Como E[(™] es un Z/{™Z-mbdulo para cada m > 1, el médulo de Tate tiene una estruc-
tura natural de Z,-m6dulo, donde Z, denota al anillo de enteros ¢-ddicos.

Proposicién 1.5.2. El mddulo de Tate tiene estructura de Zy-médulo dada por
(LZ) TK(E) = Zg X Zg sil 75 char(K).
(b) T,(FE) = {0}0Z, sip=char(K) > 0.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de la Proposiciéon 1.3.2. [
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El médulo de Tate nos permitird estudiar algunas caracteristicas de las isogenias.
En efecto, toda isogenia
(b F1 — By

induce un morfismo entre los grupos de ¢™-torsién correspondientes, y por lo tanto
induce una funcién Z,-lineal

bo 2 To(Er) — To(E2).
Obtenemos asi un morfismo
Hom(Ey, Ey) — Hom(Ty(E), Ty(E2)), ¢ = ¢y,
que en el caso particular £y = Ey = E resulta ser
End(E) — End(Ty(E)).

Si ¢ # char(K), dada ¢ € End(FE), eligiendo una base de 7T;(F) como Z,-mddulo, pode-
mos describir a ¢y € End(7;(FE)) mediante una matriz de 2 x 2 con coeficientes en Z;.
Esto nos permite calcular

det(gp) € Zy 'y  tr(¢e) € Zy.

El determinante y la traza de ¢, guardan una conexién con el grado de ¢. La demos-
tracion utiliza el emparejamiento de Weil (-ddico en el médulo de Tate, que procedemos a
construir.
De manera andloga a lo hecho para definir el médulo de Tate, podemos considerar
para cada m > 1 el grupo
prem C K.

En lugar de la multiplicacién por ¢, ahora tenemos

— m
Hpm+1 Hem,

y tomando limite inverso obtenemos el mddulo de Tate de K*,

Ti(p) = lim pgm.

m

Para ver que los emparejamientos
em : E[{™] x E[{™] — pgm
son compatibles con el limite inverso, bastard ver que
em+1(S,T)" = e ([(]S, [(]T) paratodo S,T € E[f™"1].
Utilizando la bilinealidad y la compatibilidad del emparejamiento de Weil, obtenemos

em+1(S, T)" = emi1([0)S,T) = eem([()S, [(]T).
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Esto prueba que el emparejamiento
e : Ty(E) x Ty(E) — Ti(p)

estd bien definido, y es el limite de los emparejamientos e;». Ademads, preserva todas
las propiedades del emparejamiento original, de lo cual se desprende el siguiente re-
sultado.

Proposicion 1.5.3. Existe un emparejamiento bilineal, alternado, no degenerado y Galois in-
variante
e: Tg(E) X TE(E) — Tg(,u,).

Mds aun, si ¢ : E1 — Es es una isogenia, entonces
e(¢£(5)7 T) = E(S, QBK(T))

Veamos ahora como aplicar el emparejamiento /-ddico para deducir la relaciéon entre

ey O

Proposicion 1.5.4. Sea ¢ € End(E) y sea ¢y : Ty(E) — T;(E) el morfismo inducido por ¢ en
el médulo de Tate. Entonces

det(¢¢) = deg(¢) y tr(¢y) =1+ deg(¢) — deg(l — ¢).
En particular, det(¢r) y tr(¢pe) son enteros que no dependen de .

Demostracion. Sea {v1,v2} una base de T;(FE) como Z,-médulo, y supongamos que la
matriz de ¢, con respecto a esta base es

a b
Aplicando las propiedades del emparejamiento, obtenemos

e(v1,v2)38? = e([deg ¢Jv, v2) por la bilinealidad de e,
$e(v1), v2) por 1.2.13,

(

(e

(Ge(v1), de(v2)) por 1.2.13 y 1.5.3,
e(avy + cvg, buy + dvg)

(

(

e

e

= e(vy,vp)%d b porque e es bilineal y alternado,

= e(vy,v )det (25[

Como e es no degenerado, se sigue que deg ¢ = det ¢,. La segunda igualdad se deduce
de que

tr(¢g) =a+d=1+ (ad —bc) — ((1 —a)(1 —d) — bc) =1+ det(¢py) — det(1 — ¢y). O
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1.6. El grupo de puntos racionales
En esta parte, veremos las propiedades fundamentales del grupo E(F,). Empezare-
mos estudiando su orden, y luego analizaremos su estructura como grupo abstracto.

Dada una curva eliptica E definida sobre F,, cuya forma de Weierstrass es
E: y*=2%+ Az + B,

un método ingenuo para hallar sus puntos definidos sobre [, es tomar x € [, e intentar
resolver la ecuacion de Weierstrass para hallar el valor de y correspondiente. Cada valor
de z nos proporciona a lo sumo dos valores para y, y junto con el punto en el infinito
O, esto nos da la cota

#E(F;) <2q+ 1.

Ahora bien, si suponemos que los valores de 23 + Az + B se distribuyen de una manera
aproximadamente uniforme cuando z recorre F,, deberiamos esperar que la ecuacién
de Weierstrass nos proporcione dos puntos sobre la curva aproximadamente la mitad
de las veces, ya que la mitad de los elementos de F;* son cuadrados. Esto nos dice que
el orden de E(F,) deberfa ser aproximadamente ¢ + 1. El siguiente resultado, probado
por Hasse, acota el error cometido en esta aproximacion.

Teorema 1.6.1 (Hasse). Sea E una curva eliptica definida sobre F,. Entonces el orden de E(F)
satisface la desigualdad

lg+1—#E[F,)| <24
Demostracion. (a) Llamemos a = g + 1 — #E(IF;). Por el Lema 1.2.18, resulta que
E(Fq) = ker(1 — ¢q).
Aplicando la Proposicién 1.2.9, obtenemos
#E(F,) = # ker(L — ¢¢) = deg(1 — ¢g),
con lo cual bastara ver que
la = |g+1 —deg(1 — ¢¢)| < 2v/q.

Dados r, s € Z, donde r es coprimo con ¢, el endomorfismo r — s¢, es separable por el
Lema 1.2.17. Por la Proposicién 1.4.18, dado n entero positivo coprimo con g, tenemos
que

deg(r — s¢q) = det((r — s¢q)n) (mdd n).

Llamando ¢ = ¢, y calculando este tltimo determinante, se deduce la igualdad

det((r — s¢),) = 1% + det(s¢y) — rstr(py)
=12 4 s2det(¢n) — rs(1 + det(¢y,) — det(1 — ¢y,)).
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Luego, obtenemos
deg(r — s¢) = r? 4+ s deg(¢) — rs(1 + deg(¢) — deg(1l — ¢)) (mdd n),

y como esto vale para infinitos valores de n, debe ser una igualdad. Ahora bien, por el
Lema 1.2.17, sabemos que deg(¢) = ¢, de modo que

deg(r — s¢) = r? 4+ s%q — rs(14 q —deg(1 — ¢)).

Como deg(r — s¢) > 0, dividiendo por 72 # 0 deducimos que

2
(f) q—fa—l-lZO.
r r

Esta desigualdad vale para todos los ndmeros racionales s/ donde r es coprimo con ¢,
y como este conjunto es denso en R, el polinomio gz? — ax + 1 tiene a lo sumo una raiz
real, es decir, su discriminante cumple

a? —4¢ <0.

Esto tltimo implica que
lal < 2v/4,

y la demostracién estd completa. O

A partir del orden de E(F,), se puede determinar la cantidad de puntos definidos
sobre F,» para todon > 1.

Teorema 1.6.2. Sea E una curva eliptica definida sobre F,. Sea
a=q+1—#E(F,).

(a) Sean «, B € C las raices del polinomio X*—aX +q. Entonces «, (3 son niimeros complejos
conjugados tales que |a| = |B| = \/q, y para todon > 1,

#EFp)=¢"+1—-a" - p"
(b) El endomorfismo de Frobenius ¢ satisface la ecuacién

qbg —apg+q=0 en End(E).

Demostracién. (a) Denotaremos al endomorfismo de Frobenius como Frob = ¢,, para
evitar ambigiiedades con el morfismo ¢, inducido en el médulo de Tate. Dado ¢ pri-
mo, llamamos Frob, al morfismo inducido por Frob en Ty(E). Por la Proposicién 1.5.4,
obtenemos

det(Froby) = deg(Frob) = g,
tr(Froby) = 14 deg(Frob) — deg(1 — Frob) =1+ ¢ — #E(F,;) = a.
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Luego, el polinomio caracteristico de Frob, es
det(T — Froby) = T? — tr(Frob,)T + det(Frob,) = T? — aT 4 ¢ € Z[T].
El discriminante de este polinomio es
a® —4q <0,

donde la desigualdad se deduce del Teorema de Hasse. Luego, si o, 3 € C son sus
raices, deben ser nimeros complejos conjugados porque el polinomio tiene coeficientes
enteros. Ademads, como

aff = det(Froby) = q,

resulta que |a| = || = /. Como a + 3 = a, deducimos que
#EW) =q+1-a-p
Analogamente, dado n > 1, tenemos
#E(Fgn) = deg(1 — Frob™).

Para calcular el polinomio caracteristico de Froby, notemos que de lo hecho para Frob,
se deduce que la forma de Jordan de su matriz asociada es

£ 5)
Luego, la forma de Jordan de Froby debe ser

(7 »)

x )
de modo que su polinomio caracteristico es
det(T — Froby) = (T — ™) (T — 5").
Especializando en T" = 1, por la Proposicién 1.5.4 es
¢"+1—a" —B" =det(1 — Frob}) = deg(1 — Frob") = #E(Fyn),

como queriamos.
(b) Por lo hecho en la parte anterior, aplicando el Teorema de Hamilton-Cayley a la
matriz de Froby, resulta que

Frob? —a Frob, +q = 0.
Por la Proposicién 1.5.4, deducimos que
0 = det(Frob? —a Frob, +¢) = deg(Frob* —a Frob +q),

con lo cual
Frob? —a Frob +¢ = ¢3 —apq +q

es el endomorfismo nulo en E. O
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Observacion 1.6.3. Llamando a, = o™ + ", tenemos ag = 2, a1 = a = ¢+ 1 — #E(F,),
y para todon > 1,
Gp+1 = A1Gp — qan—1-

Mediante esta recurrencia, podemos obtener rapidamente el orden de E(F,») a partir
del valor de #E(F,).

Definicion 1.6.4. El entero a = ¢ + 1 — #E(F,) se llama la traza de Frobenius.

Observacién 1.6.5. Notar que, en la demostraciéon del Teorema 1.6.1, usamos que
a = tr(¢,) (méd n) para todo n coprimo con g,

mientras que en la demostracion del Teorema 1.6.2, dedujimos que

a = tr(¢¢) paratodo ¢ primo.

Es natural preguntarse cudles son los enteros en el intervalo [g+1—2,/q, ¢-+1—2,/4]
(llamado intervalo de Hasse) para los cuales existe una curva con esa cantidad de puntos
definidos sobre I,,. El siguiente resultado da una caracterizacién completa.

Teorema 1.6.6. Sea p primo y q = p". Existe una curva eliptica E tal que #E(F,) = q+1—a
si y solo si |a| < 2,/q, y se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(1) pno divide a a;
(2) resparya = £2,/q;
(3) respar,a = £,/qyp # 1 (mdd 3);
(4) respar,a =0y p# 1 (moéd4);
(5) resimparya=0;
(6) resimpar,p=20p=3ya==%,/pq.
Demostracion. Ver [Wat69, Teorema 4.1]. O

Damos un cierre a este capitulo mostrando cuales son los grupos abelianos que
aparecen como E(F,), al considerar todas las posibles curvas elipticas £ definidas sobre
F

.

Teorema 1.6.7. Sea E una curva eliptica definida sobre F,. Entonces existen enteros ni,no,
donde n divide a no, tales que

E(Fy) & Z/mZ ® Z/nyZ.

Mds aun, ny dividea q — 1.
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Demostracion. Como E(FF,) es un grupo abeliano finito, por el Teorema de estructura
para grupos abelianos tenemos que

EF)ZZ/MZLZSLZ/nZ & --- & ZL/n,Z,

donde n;|n; 4 paratodo 1 < i <r — 1. Ahora bien, para cada i, el grupo Z/n;Z tiene n
elementos de orden que divide a ny, asi que E(F,) tiene n] elementos de este tipo. Por
la Proposicion 1.3.2, resulta que » < 2.

Veamos ahora que n; divide a ¢ — 1. Si p es la caracteristica de I, por la Proposicién
1.3.2 sabemos que hay a lo sumo p puntos de p-torsiéon. Esto implica que p no puede
dividir a n;, ya que en ese caso también dividirfa a ny y tendriamos al menos p* puntos
de p-torsién. Luego, n; es coprimo con p, y por lo tanto

Eni| 2 Z/mZ & Z/ni Z.
Como n; divide a ng, resulta que
Eln] C E(Fq)7
y por el Corolario 1.4.16 tenemos que p,,, C F. Esto implica que ny divideaq—1. [

A pesar de que no lo utilizaremos mds adelante, el dltimo resultado que daremos
en esta seccion tiene interés en si mismo, ya que caracteriza todos los posibles grupos
que aparecen como E(F,).

Teorema 1.6.8. Sea h = q + 1 — a uno de los posibles érdenes de E(FF,) dados por el Teorema
1.6.6. Escribimos h = p°ning, donde med(p, nin2) = 1y ny divide a ny. Entonces existe una
curva eliptica E definida sobre F, tal que

EF,) 2 Z/mZ & Z/pnZ
si y solo si
(1) ny dividea q — 1 en los casos (1), (3), (4), (5) y (6) del Teorema 1.6.6;
(2) n1 = ng en el caso (2) del Teorema 1.6.6.

Demostracion. Ver [Riic87]. O
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Capitulo 2

La conexion entre numeros de clase

Comenzaremos este capitulo estudiando la teoria basica de formas cuadréticas, pa-
ra luego continuar con cuerpos de ntiimeros cuadréticos. En ambos contextos, defini-
remos relaciones de equivalencia, y probaremos que existe un nexo entre las clases de
equivalencia respectivas. Este vinculo nos permitird terminar el capitulo aplicando los
resultados obtenidos a la teoria de curvas elipticas desarrollada anteriormente.

2.1. Formas cuadraiticas enteras
Definicién 2.1.1. Una forma cuadrdtica binaria entera (forma) es un polinomio
f = ax® + bxy + cy?,
con a, b, ¢c € Z. Su discriminante es
A(f) = b* — 4dac.

Una forma es no degenerada si su discriminante es no nulo. Si f es no degenerada, deci-
mos que es definida positiva si f(z,y) > 0 para todo (z,y) € R?, con igualdad si y solo si
(z,) = (0,0).

El contenido de f es el maximo comun divisor de sus coeficientes. Si su contenido es
igual a 1, diremos que f es primitiva.

A cada forma cuadrética f = az? + bry + cy? podemos asociarle una matriz
([ a b/2
M= (i %) € @)
de modo tal que f(z,y) = (z,y) - My - (z,y)".

Observacion 2.1.2. Una forma f resulta definida positiva si y solo si M; es una matriz
definida positiva. Esta tltima condicién es equivalente a que se cumplan simultdnea-
mente

A(f)<0 y a>0.
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Observacion 2.1.3. Si f es una forma, entonces
A(f) = b% — dac = b* (méd 4).
Luego, se tiene que A(f) =0 (méd 4) o A(f) =1 (moéd 4).

Notacién 2.1.4. Denotaremos por SL2(Z) al grupo de matrices A € Z2*? tales que
det(A) = 1.

Definicion 2.1.5. Sea f una forma. Un automorfismo de f es una matriz A € SLy(Z) tal
que My = A'- My - A. Denotaremos Aut(f) al grupo de automorfismos de f.

Definicién 2.1.6. Diremos que dos formas f y f’ son (propiamente) equivalentes si existe
A € SLy(Z) tal que My = A" - My - A.

Observacién 2.1.7. Es inmediato que esta definicion da lugar a una relacién de equiva-
lencia. Notemos que si f y f’ son equivalentes, entonces

f(@,y) = f'(px + qy,ra + sy),

donde A = <]; z> € SLy(Z) es la matriz que da la equivalencia.

Los siguientes resultados muestran que el contenido y el discriminante son inva-
riantes en cada clase de equivalencia.

Lema 2.1.8. Dos formas equivalentes tienen el mismo discriminante.
Demostracion. Sean f'y f' formas equivalentes. Tenemos que

A(f) = —4 - det(My).
Tomando determinante en la igualdad

My = A" My - A,

el resultado sigue ya que det(A) = 1. O
Lema 2.1.9. Dos formas equivalentes tienen el mismo contenido.
Demostracién. Sean f = ax® + bry + cy® y f' = d/z* + Vwy + 'y? formas equivalentes.
Por la definicién de equivalencia, existe A = <£ Z) € SLy(Z) tal que My = A*- My - A.

Notemos que
med(a, b, ¢) = med(a,a + b+ ¢, c),

asi que el contenido de f es igual a med(f(1,0), f(1,1), £(0,1)). De la Observacién 2.1.7
se sigue que

med(£(1,0), f(1,1), £(0,1)) = med(f'(p,7), f'(p + ¢,7 + 5), f'(q, ),

y el lado derecho de esta igualdad es divisible por el contenido de f’. Cambiando f por
/', tenemos la igualdad buscada, ya que los contenidos se dividen mutuamente. O
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Otra caracteristica interesante a estudiar en las formas es la representacion de enteros.

Definicién 2.1.10. Decimos que la forma f representa al entero N si existe (z,y) € Z? tal
que f(z,y) = N.

La representacion de enteros también resulta un invariante de cada clase de equiva-
lencia de formas. Explicitamos esto en el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.11. Dos formas equivalentes representan los mismos enteros, contados con
multiplicidad. Mds precisamente, si f y f' son equivalentes, para todo N € Z se tiene

#{($ay) GZQ : f(xay) :N} :#{($,y) 6Z2 : f’(m,y) :N}

Demostracion. Sean fy f’ formas equivalentes y N € Z. Sea A € SLy(Z) tal que My =
Al My - A. Dado (z,y) € Z* tal que f'(z,y) = N, de la igualdad matricial deducimos
que f(A- (z,y)") = N.Como A es inversible, la asignacion

(Q?, y) = A (QZ, y)t

es una biyeccién entre los conjuntos {(z,y) € Z* : f'(z,y) = N}y {(z,y) € Z* :
f(z,y) = N}, lo cual prueba el resultado. O

Formas reducidas

Dado A entero negativo, nuestro objeto de estudio seran las clases de equivalencia
de formas definidas positivas de discriminante A. El conjunto de tales clases es finito,
como veremos a lo largo de esta seccién. Para ello, primero necesitamos la nocién de
forma reducida.

Definicién 2.1.12. Una forma primitiva, definida positiva f = az? + bry + cy? se dice
reducida si
b|<a<e¢, y b>0cuandoa=colb| =a.

Proposicién 2.1.13. Existe una cantidad finita de formas reducidas de discriminante fijo.

Demostracion. Sea A entero negativo. Supongamos que f = az?®+bzy+cy? es una forma
reducida de discriminante A. Entonces b? < a2 y a < ¢, de lo cual deducimos que

—A =4dac—b* > 44% — a® = 3d?,

asi que se tiene la desigualdad

0<a<+(-A/3). 2.1.1)

Luego, a solo puede tomar finitos valores, y como |b| < a, lo mismo vale para b. Ade-
mas, de la igualdad A = b? — 4ac se desprende que hay a lo sumo un valor de ¢ que
cumple esta ecuacién. Por lo tanto, solo existe una cantidad finita de formas reducidas
de discriminante A. O



Teorema 2.1.14. Toda forma primitiva, definida positiva es equivalente a una iinica forma re-
ducida.

Demostracién. Sea f una forma primitiva, definida positiva. Veremos primero que exis-
te una forma reducida equivalente a ella, y luego que es tnica. Dentro de la clase de
equivalencia de f, tomamos f’ = az? + bry + cy? tal que |b| sea minimo. En este caso,
resulta que a > |b|. Si no fuese asi, definimos

9(z,y) = f'(x + my,y) = az® + (2am + b)xy + 'y?,

que resulta ser equivalente a f. Ademds, podemos elegir m € {£1} tal que |2am + b| <
|b|. En efecto, si b > 0 basta tomar m = —1, ya que

—2a+b<b y 2a-b<b

De forma andloga, vemos que podemos tomar m = 1 cuando b < 0. Repitiendo este
argumento con g(z,y) = f'(x,mz + y), se tiene que ¢ > |b|. Por dltimo, si a > ¢,
cambiamos f’(z,y) por la forma equivalente f'(—y, x).

Lo hecho hasta ahora muestra que existe una forma equivalente a f, digamos f; =
az?4-bry+cy?, con |b| < a < c. Ademas, f; es reducida, exceptoenelcasoenqueb < 0y

se cumple que a = co b = —a. De ser asi, la forma f2(z,y) = az? —bry+cy? es reducida.
Bastard ver que f; es equivalente a fi. Si @ = ¢, tenemos que fa(x,y) = fi(—y,z);
mientras que sib = —a, entonces f2(z,y) = fi(x+y,y). Luego, f2 y fi son equivalentes,

con lo cual existe una forma reducida en la clase de f. Para probar que dicha forma es
Unica, separamos en casos.

Caso 1: @ = b = c. La primitividad implica quea = b = ¢ = 1, y por lo tanto f(z,y) =
x? + xy + y>. Se sigue de (2.1.1) que es la tinica forma reducida con discriminante igual
a—3.

Caso 2: |b| < a = c. En este caso, si zy # 0, tenemos que

flz,y) >a—|b|+c>c=a.

Entonces f representa a a exactamente cuatro veces, cuando (z,y) € {(£1,0), (0, £1)}.
Cualquier forma reducida equivalente a f es de la forma f/(z,y) = ax? +b'zy +c'y?, ya
que ambas formas representan los mismos enteros y a es el menor entero representado
por f.Si ¢ > a, entonces f(0,£1) > a, y para cualesquiera z,y # 0, resulta que
f(z,y) > a— V| + > a. De lo anterior deducimos que f’ solo representa a a dos
veces, lo cual es absurdo por la Proposicién 2.1.11. Esto muestra que ¢’ = a, y como
f' es reducida, debe ser f'(z,y) = az® + b'zy + cy? con ¥’ > 0. Como A(f) = A(f') y
b,b’ >0, se tiene que f = f'.

Caso 3: a < c. En este caso, el segundo menor entero no nulo representado por f es
c. Si fijamos a, ¢ y A(f) = b* — 4ac, la tnica forma reducida que puede ser equivalente
afesf(z,y) = ax® — bxy + cy?. Separamos nuevamente en casos.

Caso 3(i): |b| = a. Por la definicién de forma reducida, tenemos que b > 0 y no hay
nada que probar.
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Caso 3(7i): |b| < a < c. Entonces f(z,y) = asiysolosi (z,y) = (£1,0),y f(z,y) = ¢
si y solo si (z,y) = (0,£1). Veamos que, en este caso, las formas f = az? + bzy + cy?
y f' = ax? — bry + cy? no son equivalentes si b # 0. En efecto, si lo fuesen, existirfan
enteros p, ¢, 7, s tales que ps — gr = 1, y ademds

f(z,y) = flpx + qy, re + sy).

De este modo, resulta que a = f'(1,0) = f(p,q) yalavezc = f(0,1) = f(r,s). Pero
entonces (p,q) = (£1,0) y (r,s) = (0,%1),asiqueg=r=0yp=s=1lop=s=—1.
Cualquiera de estas dos posibilidades implica que f = f’, 1o cual es absurdo.

Como no hay otros casos posibles, esto concluye la demostracién. O

Corolario 2.1.15. Sea A un entero negativo. Entonces existe una cantidad finita de clases de
equivalencia de formas primitivas, definidas positivas, de discriminante A. Mds aun, estdn en
correspondencia biyectiva con las formas reducidas de discriminante A.

Definicion 2.1.16. Sea A un entero negativo, A = 0,1 (m6d 4). Definimos el niimero de
clase de formas reducidas como

~ 1
MA) =2 Rl

donde la suma (que es finita por la Proposicién 2.1.13) recorre las formas reducidas de
discriminante A.

Observacion 2.1.17. Veremos mds adelante que el grupo de automorfismos de una forma
es finito.

Es importante notar que, por el Corolario 2.1.15, el nimero de clase de formas redu-
cidas cuenta la cantidad de clases de equivalencia de formas primitivas, donde la clase
de f tiene peso | Aut(f)|~".

Observacion 2.1.18. En la Observacion 2.1.3 notamos que el discriminante de una forma
siempre es 0 0 1 médulo 4. Reciprocamente, dado A entero tal que A = 0,1 (méd 4),
existe una forma (reducida) con este discriminante. Si A = 0 (méd 4), consideramos

A
fA(:Evy) = :E2 - zyZa

mientras que si A = 1 (méd 4), tomamos

1-A
falz,y) =2 +zy+ Tyz-

En ambos casos, fa resulta una forma reducida de discriminante A, de modo que
h(A) > 0.
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El niimero de clase de Hurwitz-Kronecker

Terminaremos esta seccion definiendo el nimero de clase de Hurwitz-Kronecker, el
cual vinculard la teorfa de formas cuadraticas y cuerpos de ntimeros con la de curvas
elipticas.

Definicién 2.1.19. Sea A un entero negativo, A = 0,1 (mé6d 4). El niimero de clase de
Hurwitz-Kronecker de A, que denotaremos H (A), se define como

1
8= 2 TR

donde la suma recorre un conjunto de representantes de las clases de equivalencia de
formas definidas positivas de discriminante A.

Veremos mads adelante que el orden del grupo de automorfismos es un invariante
de la clase de equivalencia de una forma definida positiva, con lo cual el nimero de
clase de Hurwitz-Kronecker resulta bien definido.

El nimero de clase de Hurwitz-Kronecker resulta ser finito, como muestra el si-
guiente resultado, junto con la Proposicién 2.1.13.

Proposicién 2.1.20. Sea A un entero negativo, A = 0,1 (mdd 4). Entonces

H(A) = h(A/d?),
d

donde la suma recorre los enteros positivos d tales que A/d* € Zy AJd*> = 0,1 (mdd 4).

Demostracion. Sea f = ax? + bxy + cy? una forma definida positiva de discriminante
A, y sea d su contenido. Luego, J f es una forma primitiva y definida positiva, asi que,
por el Teorema 2.1.14, en su clase de equivalencia existe una tinica forma reducida, que
llamaremos f,. Ademads, si g es una forma equivalente a f, por el Lema 2.1.8 tenemos
que Lg también es una forma primitiva y definida positiva equivalente a % f, de modo
que f, = gr. Esto nos permite asignar a cada clase de formas f una forma reducida f;.
Calculando su discriminante, observamos que

2
A(f) = A Cﬁ) _ % _ W2 gl
y por lo tanto A/d? = 0,1 (méd 4).

Similarmente, dada una forma reducida f de discriminante A/d?, podemos asig-
narle la clase df de formas de discriminante A. Estas dos funciones son claramente
inversas.

Finalmente, como el grupo de automorfismos no cambia al multiplicar por una
constante no nula, los pesos de las clases de equivalencia de f y f, son los mismos,
y por lo tanto tenemos la igualdad buscada. O

44



Definicién 2.1.21. Sea A un entero negativo, A = 0,1 (méd 4). El mayor valor de d
tal que A/d?> € Zy A/d®> = 0,1 (méd 4) es el conductor f de A, y Ag = A/f? es el
discriminante fundamental asociado a A.

Observacion 2.1.22. Los valores de d que aparecen en la Proposicién 2.1.20 son exacta-
mente los divisores positivos del conductor de A.

2.2. Cuerpos de niimeros cuadraticos

Esta seccion se basa principalmente en [Mar77]. A pesar de que desarrollaremos
la teorfa dnicamente para el caso cuadratico, muchos de los resultados se extienden al
caso general, es decir, a extensiones de los nimeros racionales de grado finito arbitrario.

Existe también una nocién de discriminante en este contexto. La teoria que desa-
rrollaremos permitird conectar esta nueva definicién con el discriminante de formas
cuadréticas, lo cual serd clave para obtener los resultados finales de este capitulo.

Definicién 2.2.1. Un cuerpo de niimeros cuadrdtico es un subcuerpo de los ntimeros com-
plejos, de dimensién 2 como Q-espacio vectorial.

Todo cuerpo de ntimeros cuadrético es de la forma Q(+/d) para algtin entero d libre
de cuadrados. Si d < 0, diremos que es un cuerpo cuadrdtico imaginario, mientras que si
d > 0, lo llamaremos cuerpo cuadrdtico real.

El grupo de Galois de Q(v/d) sobre Q estd dado por

Gal(Q(Vd)/Q) = {1,0},

donde o (a + bv/d) = a — bv/d. Denotaremos o(a) = @, llamado el conjugado de c.
Dado a = a + bV/d € Q(V/d), su norma es

N(a)=a-a=(a+bVd)(a—bVd) = a* — db?,

y su traza es
T(a) =a+a=2a.

Un elemento de Q(V/d) se dice entero (cuadrdtico) si es raiz de un polinomio méni-
co con coeficientes enteros. El anillo de enteros de Q(+/d) consiste de todos los enteros
cuadréticos en Q(v/d), y serd denotado ;. También es usual denotarlo como OQ( va)-

Notar que a = a + bV/d es raiz del polinomio
(x — a)(z — @) = 2% — 2azx + a® — db* € Q[z], (2.2.1)

asi que « es entero si este polinomio tiene coeficientes enteros. Esto es equivalente a que
la norma y la traza de a sean ntimeros enteros.

Proposicién 2.2.2. El anillo de enteros Oy es un Z-médulo libre de rango 2. Una base de
enteros (esto es, una base como Z-médulo) estd dada por {1,v/d} si d = 2,3 (mdd 4), y por
{1,(1 4 V/d)/2} sid = 1 (mdd 4).
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Demostracién. Ver [Mar77, Capitulo 1, Corolario 2]. O

Utilizando la norma, es posible determinar la cantidad de raices de la unidad en
Q(v/D). Haremos uso de este resultado més adelante.

Proposicién 2.2.3. Sea D < 0 un discriminante fundamental. Entonces la cantidad de raices
de la unidad contenidas en Q(\/D) estd dada por

2 siD < —4,
w=<4 siD=—4,
6 siD=-3.

Demostracion. Sea o una raiz de la unidad contenida en Q(v/D). Sabemos que Q(v/D) =
Q(+/d) para cierto entero d libre de cuadrados. Como a € Oy, por la Proposicién 2.2.2
podemos escribir

a+bv/d sid=2,3(méd4),
o =
a+ by sid =1 (m6d 4).

Como « es una unidad, tenemos que N(«) = 1, y por lo tanto es

a’? — b%d sid=2,3(méd 4),
a?+ab+ 0?1574 sid =1 (mod 4).

1-N(04)—{

Sid = —1 = 3 (mdd 4) (y, por lo tanto, D = —4), las tnicas soluciones de esta
ecuaciéon son «a € {1, +i}.

Sid = D = —3, las tnicas soluciones son o € {=£1, j:1+‘2/j3, + (1 — L\Q/j?’) }.
Finalmente, si D < —4, las tnicas soluciones son « € {£1}.

Uno de los invariantes mds importantes asociados a un cuerpo de nameros es su dis-
criminante. Lo definiremos tinicamente para el caso cuadrético, ya que este serd nuestro
objeto de estudio.

Definicién 2.2.4. Sea Q(v/d) un cuerpo cuadratico. Sea {a1, as} una base de Oy como
Z-moédulo. El discriminante de Q(v/d) es

2
o Q] Q2
AQ(\/&) = det <051 a2>

El discriminante es independiente de la base de enteros elegida, ya que las matrices
asociadas a dos bases distintas difieren en una matriz de cambio de base con coeficien-
tes enteros. Por lo tanto, podemos calcularlo para las bases especificadas anteriormente.
De este modo, obtenemos

A _Jd  sid=1(mod4),
VD) T )44 si d=2,3 (mod 4).
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Definicién 2.2.5. Un discriminante fundamental es un entero que es el discriminante de
algtn cuerpo de nimeros cuadrético.

En vistas de lo hecho anteriormente, D es un discriminante fundamental si y solo si
D # 1, es libre de cuadrados y D = 1 (mé6d 4), 0 D = 4d, con d = 2,3 (m6d 4) y d es
libre de cuadrados. En cualquiera de los dos casos, se tiene que Q(v/d) = Q(v/D).

Observacién 2.2.6. Dado un entero negativo A, el discriminante fundamental A asocia-
do a A dado en la Definicion 2.1.21 es efectivamente un discriminante fundamental con
esta definicion.

Las nociones de anillo de enteros y discriminante pueden generalizarse. Haremos
uso de estas herramientas para demostrar el Teorema 2.3.2.

Definicién 2.2.7. Sea K un cuerpo de ntiimeros cuadratico. Un orden (cuadritico) en K
es un subanillo O C O que también es un Z-mdédulo de rango 2.

El discriminante de un orden cuadratico se define de manera analoga a la Definicién
2.2.4.

Se tiene una caracterizaciéon de todos los 6rdenes cuadréticos. Para dar esta des-
cripcién, notemos que por la Proposicién 2.2.2, siempre podemos escribir al anillo de

enteros como
Ag + VAK
S S—

Proposicion 2.2.8. Sea K un cuerpo de mimeros cuadrdtico de discriminante Ag. Sea O un
orden en K. Entonces O tiene indice finito en Og. Si llamamos r = [Ok : O], entonces

Ok =7+ Zwg, dondewg = (2.2.2)

0 =7+ Zrwg,
donde wy se define como en (2.2.2). El discriminante de O es A(O) = r?Ak.
Demostracién. Ver [Cox11, Capitulo 7, Lema 7.2]. O

Definicién 2.2.9. Dado un entero A, denotaremos por O(A) al tinico orden cuadratico
de discriminante A.

Observacion 2.2.10. Los anillos de enteros se corresponden exactamente con los érdenes
cuadraticos cuyo discriminante es un discriminante fundamental.
El grupo de clases

El anillo de enteros O, de un cuerpo de ntimeros cuadratico no es, en general, un
dominio de factorizacién tinica. Sin embargo, se recupera esta nocién a nivel de ideales:
todo ideal no nulo de Oy se escribe de forma tinica como producto de ideales primos.
Este hecho se deduce esencialmente del siguiente resultado.

Proposicién 2.2.11. Sean I, J ideales de O4. Entonces existe un ideal J' tal que JJ' = I siy
solosi I C J.
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Demostracién. Ver [Mar77, Capitulo 3, Corolario 3 y Teorema 14]. O

Los ideales primos de Z podrian no ser primos si los consideramos dentro del anillo
de enteros cuadratico Og4, pero se conoce su posible factorizacion.

Proposicién 2.2.12. Sea p € Z primo y sea O4 un anillo de enteros cuadrdtico. Entonces la
factorizacién en primos de pQOy estd dada por alguna de las siguientes posibilidades:

B2 para alguin ideal primo B,
pOgq = P para algiin ideal primo B,
B1B2  para ciertos ideales primos P, Po.

Demostracién. Ver [Mar77, Capitulo 3, Teorema 25]. O

Ademas de los ideales usuales, es interesante estudiar los ideales fraccionarios. En lo
que sigue, llamaremos K = Q(+/d) para aligerar la notacién.

Definicién 2.2.13. Un ideal fraccionario de un cuerpo de ntimeros cuadratico K es un
conjunto de la forma o, donde I es un ideal nonulo de O y ae € K*.

Como Ok es un Z-moédulo libre de rango 2, todo ideal I de Ok es un submoédulo de
rango a lo sumo 2, y por lo tanto todo ideal fraccionario es de la forma Zw; + Zws, con
wi,ws € K.

Denotaremos por Zx al conjunto de todos los ideales fraccionarios de K.

Es un resultado clasico de la teoria de nlimeros algebraica que el conjunto Zx resulta
ser un grupo; mas aun, es el grupo abeliano libre generado por los ideales primos de
Ok.

Definicién 2.2.14. El subgrupo de ideales fraccionarios principales, denotado Py, esta da-
do por los ideales fraccionarios de la forma aOg para algin o € K*.

Se tiene una relaciéon de equivalencia entre ideales fraccionarios: dados I, J € Zg,
diremos que son equivalentes si y solo si existe o € Ok tal que I = aJ.

Definicién 2.2.15. El grupo de clases de un cuerpo de ntiimeros cuadrético K es el gru-
po cociente T / Pk, es decir, el cociente de los ideales fraccionarios por la relacién de
equivalencia anterior.

Uno de los resultados principales de la teoria algebraica de nameros es la finitud
del grupo de clases. La demostraciéon puede verse en [Mar77, Capitulo 5, Teorema 35,
Corolarios 1y 2].

Definicién 2.2.16. Sea K = Q(+/d) un cuerpo de niimeros cuadratico. El niimero de clase
de K es el orden de su grupo de clases. Lo denotaremos como h(d).

Se tiene también una nocién de norma para los ideales.
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Definicién 2.2.17. Si I es un ideal de Ok, su norma (absoluta) es
N(I) = [0k : I].

Dado I un ideal de O, podemos escribir O = Z + Zw, I = Zw; + Zws, donde
wi, w2 € Ok. Luego, existen a1, ag, b1, by € Z tales que

1 w ap a2\ (w1 w2
1 w by by o w1 wa/’
Asfi, la norma de I puede calcularse como

N(I) = det (2 Zj) . (2.2.3)

Ejemplo 2.2.18. Si I = (a) = aOk, escribiendo a = a + bw se obtiene de la definiciéon
anterior que la norma del ideal generado por « coincide con la norma del elemento a.
Por ejemplo, si d = 2, 3 (mdd 4), entonces w = v/d y por lo tanto

I =Za+ Zwa = Z(a + bw) + Z(bd + aw).

GG ) =( )

Esto implica que N(I) = N((a)) = a? — db*> = N(a).

Asi, resulta

La norma resulta ser multiplicativa, es decir, N(IJ) = N(I)N(J). Esta propiedad
se deduce esencialmente del Teorema chino del resto. Usando la multiplicatividad, la
norma se extiende a los ideales fraccionarios de Ok.

Existe ademds una conexién entre las normas de los elementos de un ideal y la
correspondiente al ideal.

Proposicion 2.2.19. Sea I un ideal de Ok y sea o € I. Entonces N (I) dividea N («) .

Demostracion. Como « € I, tenemos que (a)) C I. Luego, por la unicidad de factoriza-
cién en ideales primos, existe un ideal J tal que («)J = I, y el resultado sigue por la
multiplicatividad de la norma. ]

2.3. Conexion entre niumeros de clase

En lo que sigue, estableceremos la conexién entre el nimero de clase de Hurwitz-
Kronecker y el nimero de clase de un cuerpo de niimeros cuadrético. Asi como el grupo
de clases se obtiene considerando los ideales fraccionarios médulo ideales fraccionarios
principales, es de utilidad considerar un caso particular de esta relacién de equivalen-
cia.
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Definicién 2.3.1. Diremos que dos ideales I, J de Oy son estrechamente equivalentes si
existe a € Q(v/d) tal que I = a.J, con N(a) > 0.

Sea D un discriminante fundamental. Por definicién, existe un entero d libre de cua-
drados tal que D = A, /3. Probaremos a continuacion que existe una correspondencia
biyectiva entre clases de equivalencia de formas de discriminante D y clases estrechas
de ideales en el cuerpo de ntimeros cuadrético Q(v/d). En lo que sigue, v/d denotara al
ntimero complejo i1/|d| si d < 0. Para el caso d > 0, denotard a la raiz cuadrada usual.

Dado I ideal fraccionario de Q(v/d), podemos escribirlo como

Wi — WiW
I = Zwq + Zwy, donde wy,ws €1, A2 T HIRZ ),

Vd

Asociamos al ideal I (y wi,w2) la forma cuadratica

(xwl — ng)(xwl — ng) wlwle - (wlwg + wlwg)xy + WngyQ

ile) = N ) N

Resulta que @ tiene coeficientes enteros y discriminante D. En efecto, podemos
suponer que I es un ideal entero, ya que la forma (7 no cambia si tomamos n/ en lugar
de I, con base {nwi, nwy}, donde n es un entero positivo. Siempre es posible elegir n € Z
de modo que nwi, nws sean enteros, en vistas de (2.2.1). De esta forma, deducimos que
w1, wsy y sus conjugados estdn en O . Esto tltimo, junto con la Proposicién 2.2.19, implica
que las normas de wy, w2, w1 + wo son enteros divisibles por N (1), es decir,

N(I) | w11, wawa, (w1 + wa)(W1 +W2).

Luego, la forma Q) tiene coeficientes enteros.
Veamos ahora que A(Q) = D. Por la Proposicién 2.2.2, sabemos que Oy = Z + Zuw,
donde w € {V/d, (1 ++/d)/2}. Por (2.2.3), resulta que

2
= N(I)?

2
= N(I)D.

1 w
1 @

w1 Wi
wo W2

El discriminante de Q) es

(wle + wu«}2)2 — 4w walog _ (wle — wle)Q
N(I)? a N()?

A(Qr) =

asi que D = A(Qr), como querfamos probar.
Como el discriminante de )7 es un discriminante fundamental, la forma s es pri-
mitiva. Luego, por el Teorema 2.1.14, Q)1 es equivalente a una tinica forma reducida

Q; = aiz? + bizy + ¢iy® = ai(r — zyy)(x — Zy),

donde
_b+VvD  __ —b-VD

a; >0, Z; Zi =

2a; 2a;
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Probaremos ahora que el ideal I es estrechamente equivalente al ideal I; = Z + Zz;.

Esto nos permitira pasar de la asignacion I — Qra I; — Q;.

Por la definicién de equivalencia de formas, existe (p q) € SLy(Z) tal que

r s

Qr(px + qy,rz + sy) = Qi(x,y).

Podemos reescribir esta tiltima igualdad como

N(pw1 — rws) L B
S @ = ) =) = e - z)@ - 5),
donde
L= —qw1 + Swsy
Copwi —rws

Comparando coeficientes de 22 en (2.3.1), resulta que

N(pwi —rwa) = a;N(I) > 0.

Entonces tenemos

Z—ZZ ps —qr .wch)Q—wlwg: 1 N(I) = 1
VD N(pwi —rws) vD N (pwi — rws)
y _
Zi*Zi_ 1
VD ai

Ademas, comparando coeficientes de xy en (2.3.1), obtenemos
24+ Z=2z+7z,
de lo cual deducimos que z = z;. De lo anterior se desprende que
I = 2wy + Zwy = Z(puwn — rwe) + Z(—qwi + swa)
es estrechamente equivalente a
Z+7z=7+ 7z = I,

ya que (pwi — rwz)l; = I con N(pw; — rwz) > 0.

(2.3.1)

Para probar que la correspondencia es biyectiva, resta ver que los ideales I;, I; no
son estrechamente equivalentes si i # j. Supongamos que si lo son, es decir, existe

1 € Q(+/d) con N (i) > 0 tal que
(Z + Zz;) = L + Zz;.
Debe existir entonces <f z> € GL2(Z) tal que

M =p+qzj, wzi =1+ $z;.
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Despejando,
T+ 525
zp = ——— con N(p+qz;) = N(u) > 0.
1 P + qu (p q J) (N)

Aligual que antes, resulta que

1 Zi — Zi ps — qr zZj—Zj _ ps—qr 1

@i vD Nlp+az) D Np+taz) a

y por lo tanto, dado que a;, a; son positivos, deducimos que

w
ps—qr =1 y N(p+qzj):i.
j

De todo esto se desprende que

Qi(r,y) = Q;j(pr — ry, —qz + sy),
asi que Q; y Q; son equivalentes. Concluimos que i = j.

Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.3.2. Sea D un discriminante fundamental. Entonces existe una correspondencia
biyectiva entre clases de equivalencia estrechas de ideales del anillo Op y clases de equivalencia
de formas de discriminante D.

Ahora bien, en el caso cuadrético imaginario no existen unidades con norma nega-
tiva (equivalentemente, todos los elementos no nulos tienen norma positiva), de modo
que la equivalencia estrecha no es otra que la equivalencia usual de ideales (es decir,
considerando los ideales fraccionarios médulo ideales principales). Lo anterior prue-
ba entonces que el grupo de clases de Q(v/D) estd en correspondencia biyectiva con el
conjunto de clases de equivalencia de formas de discriminante D.

Se tiene una expresiéon conocida para el orden del grupo de clases. Un teorema bési-
co e importante de la teoria de ntimeros algebraica es la férmula del ntiimero de clases,
que relaciona invariantes asociados a un cuerpo de ntimeros con la cantidad de elemen-
tos en su grupo de clases. La utilizaremos solamente para el caso cuadratico imaginario.
Antes de este resultado, haremos algunas definiciones que serdn necesarias.

Definicién 2.3.3. Sea p un primo impar. Dado un entero a, definimos el simbolo de
Legendre de a con respecto a p como

0 sip]a,
a
<> = 1 sipf{ay aesunresiduo cuadratico médulo p,
—1 sipfayanoesunresiduo cuadratico médulo p.

El simbolo de Legendre puede calcularse explicitamente como

<“> = 4"7 (méd p).

p
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Si p = 2, definimos el simbolo de Kronecker de a con respecto a 2 como

0 si2]a,
(ﬂ) = 1 sia==+1(mobd8),
—1 sia =45 (mdd8).

Definicion 2.3.4. Sea D < 0 un discriminante fundamental. Definimos el caracter cua-
drdtico asociado a D como x : Z — {0,1, -1},

x(0) = (%) si £ es un primo impar,
x(2)= (%),
x(nm) = x(n)x(m) para todo n,m € N.

Definicién 2.3.5. Sea D un discriminante fundamental y sea x el caracter cuadrético
asociado a D. Definimos la L-serie asociada a x como

L(s,x) = Z X(T;)a
n=1

n

para s € C con Re(s) > 0.

Observacion 2.3.6. En principio, la L-serie asociada a x s6lo estd definida en el semiplano
Re(s) > 1. Sin embargo, puede probarse que la serie converge también en el semiplano
Re(s) > 0 utilizando herramientas del andlisis complejo y de la teoria de caracteres.
Mads aun, como la convergencia es absoluta, se tiene la igualdad

L(s,x) =] (1 — X;f)>_1.

p

Teorema 2.3.7 (Férmula del nimero de clases cuadratico). Sea D < 0 un discriminante
fundamental. Entonces

wo) = Y2y,

2m
donde w es la cantidad de raices de la unidad contenidas en Q(+/D).

Demostracién. Ver [Mar77, Capitulo 7]. O

Para probar el vinculo entre ntimeros de clases, introduciremos la ecuacién de Pell.

Definicién 2.3.8. Sea A un entero negativo. La ecuacion de Pell asociada a A es

22— Ay? =4
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Teorema 2.3.9. Sea f = ax?® + bxy + cy® una forma reducida. La funcion que envia una
solucion (z,y) € Z? de la ecuacién de Pell asociada a A = A(f) a la matriz

_ ((x—yb)/2 4
U(f,z,y) = ( ay (z + yb)/2>

es una biyeccion entre el conjunto de dichas soluciones y el grupo de automorfismos de f.

Demostracién. Sea (x,y) € Z? una soluciéon de la ecuacién de Pell asociada a A(f).
Veamos primero que U = U(f,z,y) es un automorfismo de f. En efecto, como A y
b tienen la misma paridad, reduciendo la ecuacién de Pell médulo 2 obtenemos

r =22 = by? = by (méd 2),
asi que U tiene coeficientes enteros. Ademads, su determinante es

2 _ 22 2 _ (p2_4 2 2 _ A2
detU:%—&—acyQ:x ( - ac)y _ T 1 v 1.

Reescribiendo U = (i g) para simplificar la notacion, resulta que

1

1 _1( 2as—br —2cr+bs
() My = 2 (—2aq +bp 2ecp—10bq )’ (2:32)
mientras que
1 (2ap+br 2aq+bs
My U= 2 (2cr +bp 2cs+ bq) ' (2.3.3)

Los coeficientes de estas matrices son iguales, asi que U € Aut(f).
Probemos ahora que la asignacién (z,y) — U(f,z,y) es biyectiva. La inyectividad
se obtiene comparando coeficientes de U(f, z,y) y U(f,’,y’). Veamos la sobreyectivi-

dad.Sea U = <]; Z) un automorfismo de f. Entonces se tiene la igualdad

(UhH=t- My =M;-U.

Igualando las expresiones en (2.3.2) y (2.3.3), tenemos que ag = —cr. Como la forma
f es reducida, en particular a # 0, de modo que a divide a r por ser a y ¢ coprimos.
Definimos (z,y) = (p+s,7/a),yasiU = U(f, z,y). Tomando determinante, obtenemos

4 =4det(U) = 2% — Ay?,
con lo cual (z,y) € Z? es efectivamente una solucién a la ecuacién de Pell. O

Ahora estamos en condiciones de establecer la conexion deseada.

Proposicién 2.3.10. Dos formas reducidas con el mismo discriminante tienen el mismo grupo
de automorfismos.
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Demostracion. Sean f, g formas reducidas de discriminante A. Por el Teorema 2.3.9, la
funcién que envia al automorfismo U(f, z,y) de f al automorfismo U (g, x,y) de g, don-
de (z,y) es una solucién de la ecuacion de Pell asociada, es una biyeccién.

Omitimos los detalles de que esta funcién es un morfismo de grupos, ya que nos
interesard tinicamente que los grupos de automorfismos tengan el mismo cardinal. La
demostraciéon puede verse en [BV07, Capitulo 2, Teorema 2.5.7] O

Proposicién 2.3.11. Sea f una forma reducida de discriminante A < 0. Entonces el grupo de
automorfismos de f tiene cardinal

2 siA< —4,
[Aut(f)| = ¢4 siA=—4,
6 siA=-3.

Demostracion. Por la Proposicién 2.3.10, bastara probar esta igualdad para cualquier
forma reducida f de discriminante A < 0. Las tinicas soluciones enteras de la ecuacion
de Pell asociada a A son (£2,0) si A < —4; (£2,0) y (0,£1) si A = —4;y (£2,0),
(£1,£1) si A = —3. Por el Teorema 2.3.9, el grupo de automorfismos de f tiene el
orden correspondiente en cada caso. [

Observacion 2.3.12. Este taltimo resultado prueba que el nimero de clase de Hurwitz-
Kronecker esta bien definido.

De todo lo hecho anteriormente se deduce la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.13. Sea D < 0 un discriminante fundamental. Entonces

donde w es la cantidad de raices de la unidad contenidas en Q(+/D).

Podemos aplicar entonces la férmula para el namero de clases en el caso cuadrético
dada en el Teorema 2.3.7. Como A < 0, resulta que

donde L(s,x) = > o, XT(L’Z) es la L-serie del caracter cuadratico x asociado a A. Si f
es el conductor asociado a A y xo es el caracter cuadratico asociado al discriminante
fundamental A (ver la Definicién 2.1.21), se tiene que

Xo(¢
o

donde ¢ recorre los primos que dividen a §. De estas dos dltimas igualdades, junto con
la Proposicién 2.1.20, se desprende que

1(8) = Y2 11 30)- ), 234
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donde la funcién ¢ : N — R es multiplicativa y se define, para ¢ primo y k£ > 1, como

et si yo(£) =0,
w(ﬁk) =<1 sixo(l) =1,
—k .
% sixo(¢) = —1.

Observacion 2.3.14. Dado ¢ € Z primo y k > 1, obtenemos la desigualdad

+1—20F

k

El objetivo es obtener cotas superiores e inferiores para H(A), ya que esto nos per-
mitird estimar més adelante la cantidad de curvas definidas sobre F,,. Para eso, acota-
remos el valor de la L-serie y de la funcién . Introducimos la notacién que usaremos
para los 6rdenes, que es la que se utiliza habitualmente en este contexto.

Definicién 2.3.15. Sean f(x), g(x) funciones positivas. Diremos que
f(z) = O(g(2))
si existen constantes positivas c y C tales que
f(z) <cg(x) paratodoxz > C.
Proposicién 2.3.16. Si ¢ es la funcion de Euler y § € N, se tiene que
L< () < (7/2(f)* = O ((loglog H)*) .

Demostracién. La primera desigualdad es inmediata de la definicién de 7 y de la multi-
plicatividad. Para la segunda, como ambas funciones son multiplicativas, bastara pro-
bar el caso en que f = £* con £ primo. Se tiene que

C+1—207%  1+4+1
(—1 — (-1

P(lF) <

mientras que

ok 2 02k 02
(W)) TER(C—1)2 T (0= 1)%
Come £+1 2
Cis -

se sigue la desigualdad buscada.
El hecho de que

(H¢(§)?* = O ((loglog§)?)

se deduce de

log1
lim ing 201081087 _
n—oo n
y la demostracién puede verse en [HW 79, Teorema 328]. O
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Proposicion 2.3.17. Si Ay es el discriminante fundamental asociado a A y xo su caracter
cuadrdtico correspondiente, entonces

L(1, x0) = O(log |Aol).

Ademds, existe una constante efectivamente computable c tal que para todo entero z > 2, existe
A* < —4 que cumple

L(1,x0) > —— si |Ao| < 2, Mg # A,
log 2z
Demostracién. Ver [Pra57, Capitulo 4]. O

Corolario 2.3.18. Existen constantes positivas c1, cp tales que, para cada entero z > 2, existe
A* = A*(z) < —4 tal que

1) < H(A) < 3 log Al) tolog [ A VA,

paratodo A € Zcon —z < A <0, A = 0,1 (mdd 4), excepto que la desigualdad de la izquierda
puede no ser vdlida si Ay = A*.

Demostracion. Usando la expresion para H(A) dada en (2.3.4), las desigualdades se si-
guen de las Proposiciones 2.3.16 y 2.3.17. O

El vinculo deseado entre formas cuadréticas y curvas elipticas estd dado por el nt-
mero de clase de Hurwitz-Kronecker. Especificamente, por el siguiente resultado.

Teorema 2.3.19. Sea p > 3 un primo y a un entero tal que |a| < 2,/p. Sea A, el conjunto de
clases de isomorfismo de curvas elipticas E definidas sobre F), tales que #E(F,) = p+ 1 — a.

Entonces )
Y ——— =H(a’ - 4p).
2 TAui(B)]
Demostracion. Ver [Deu4l] o [Sch87]. O

Para terminar este capitulo, aplicaremos todo lo hecho para poder acotar la cantidad
de clases de isomorfismo de curvas elipticas definidas sobre F, con orden prefijado.
Haremos uso del mismo en la tiltima parte, como herramienta para obtener el resultado
central de esta tesis.

Teorema 2.3.20. Existen constantes efectivamente computables c4 y cs5 tales que para cada

primo p > 3y cada subconjunto de enteros S C [p + 1 — 2/p, p + 1 + 2,/p), la cantidad
de clases de isomorfismo de curvas elipticas E definidas sobre F,, con #E(F,) € S es menor o
igual que

cs - 7S - (log p)(log log p)*\/p;
mientras que para cada conjunto de enteros S C [p+1— /p, p+ 1+ /p] con #S > 3, la
cantidad de clases de isomorfismo con #E(F,) € S es mayor o igual que

05-<#S—2>-10@
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Demostracion. Sea a un entero talquep+1—a € [p+1—2,/p, p+1+2,/p|. Sea A, el
conjunto definido como en el Teorema 2.3.19.

Para la primera desigualdad, por el Teorema 1.2.15 sabemos que el grupo de auto-
morfismos de una curva eliptica tiene a lo sumo seis elementos, asi que del Teorema
2.3.19 se deduce que

#Aa 1 9
6 = Z 6 < H(a” —4p).
EcA,

Aplicando el Corolario 2.3.18 para z = 4p y A = a? — 4p, como |A| < 4p obtenemos

#A, < 6cay/4p - log(4p) - (log log(4p))2 < ¢4(log p)(log logp)Q\/f),

para alguna constante positiva c¢4. Sumando ahora sobre todos los enteros a tales que
p+1—a € S, obtenemos la primera desigualdad.

Para la segunda desigualdad, como el grupo de automorfismos de cualquier curva
eliptica tiene al menos un elemento resulta que

H(a* — 4p) < Z 1 =#A,.

EcA,

Nuevamente, por el Corolario 2.3.18, tomando z = 4p y A = a? — 4p, tenemos que

la? — 4p| 2
c1~——— < H(a” — 4p),
log(4p) ( )

si el discriminante fundamental asociado a a® — 4p no es igual a A*. Como
p+1—yvp<p+l—-a<p+1+./p,
tenemos que |a| < /p, y por lo tanto
la? — 4p| = 4p — a® > 3p.

Esto prueba que existe una constante positiva cs tal que

cs VP < H(a® — 4p) < #A,. (2.3.5)
log(p)

Veamos ahora que existen a lo sumo dos valores enteros de a tales que el discrimi-
nante fundamental asociado a a? — 4p es igual a A*. Sea a un entero que cumpla con
esta condicién, y sea K = Q(v/A*). Consideramos el polinomio 2% — az + p € Z[z].
Entonces sus raices complejas o, @ deben pertenecer al anillo de enteros Oa+. A su vez,
como aa = p, por la Proposicion 2.2.12 resulta que los ideales generados por o y @ son
primos. Luego, o estd determinado salvo conjugaciéon y producto por unidades. Pero,
como A* < —4, por la Proposicién 2.2.3 tenemos que el grupo de unidades de O+ es
{%1}. Luego, o queda determinado salvo conjugacién y signo, y por lo tanto a = a + &
queda determinado, salvo un signo, por A*, como queriamos.

Sumando las desigualdades (2.3.5) sobre todos los valores de a tales que p+1—a € §
(que son todos salvo a lo sumo dos), se sigue la segunda desigualdad. O
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Capitulo 3

El problema del logaritmo discreto

Definicion 3.0.1. Sea (G, ) un grupo, y sean g, h € G, tales que h pertenece al subgrupo
generado por g. El problema del logaritmo discreto (PLD) consiste en hallar un entero & tal
que

g* = h.

La dificultad del PLD depende del grupo G considerado. Nos interesardn principal-
mente los casos en que G sea el grupo multiplicativo de unidades de un cuerpo finito,
esto es, G = F, o el grupo de puntos definidos sobre un cuerpo finito de una curva
eliptica E, esto es, G = E(F,). A continuacién, discutiremos algunos algoritmos para
resolverlo en cada caso y su complejidad, es decir, la cantidad de operaciones o pasos
necesarios para que el algoritmo funcione. Este tltimo punto es de vital importancia,
ya que no solo nos interesa encontrar una solucién al problema, sino también hacerlo
en una cantidad de tiempo que resulte razonable. Principalmente, nos interesard saber
cuanto demora la resolucién de un problema en funcién del tamafio de los datos in-
gresados. En el caso del problema del logaritmo discreto, esto dependera del orden del
grupo en el cual queremos resolverlo. En general, el tamafio de los datos suele medirse
en cantidad de bits, ya que esto dice cudnta capacidad de almacenamiento se requiere
para guardarlos.

Utilizaremos la notacién de orden dada en la Definicién 2.3.15.

Definicién 3.0.2. Supongamos que tenemos un problema cuyos datos de entrada son
de tamario O(k) bits.

* Si existe una constante A > 0 tal que la solucién al problema puede encontrarse
en O(k*) pasos, entonces decimos que puede resolverse en tiempo polinomial. Si
A =1, diremos que requiere de tiempo lineal.

% Si existe una constante ¢ > 0 tal que la solucién puede encontrarse en O(exp(ck))
pasos, entonces decimos que el problema puede resolverse en tiempo exponencial.

« Por altimo, si para cada € > 0, la solucién puede encontrarse en O(exp(ek)) (don-
de las constantes ¢ y C' dependen de ¢), entonces decimos que el problema puede
resolverse en tiempo subexponencial.
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En general, los problemas que pueden resolverse en tiempo polinomial se conside-
ran f4ciles, mientras que aquellos que requieren de tiempo exponencial se consideran
dificiles. Los problemas resolubles en tiempo subexponencial se encuentran en un drea
intermedia.

Por supuesto, dependiendo del tamafio de los datos de entrada, la resoluciéon de un
problema que requiere de tiempo exponencial puede ser mas simple que la de uno que
puede resolverse en tiempo polinomial.

Otro hecho a tener en cuenta es la cantidad de almacenamiento requerida para re-
solver un problema, ya que se dispone tinicamente de una cantidad finita del mismo.
En la mayoria de los casos que estudiaremos a continuacion, estaremos trabajando con
grupos de orden N. En este contexto, los datos de entrada son de tamafio O(log(NN))
bits. Por ejemplo, en la seccién siguiente analizaremos algoritmos que requieren alma-
cenar VN = exp(3log N) datos. Cuando el valor de N es muy grande, esto puede
representar un obstdculo mayor que realizar los célculos involucrados.

3.1. El caso general

Comenzamos analizando dos algoritmos que resuelven el PLD en cualquier grupo
y requieren de tiempo exponencial. El primero es el algoritmo de fuerza bruta. Dado G
un grupo y g € G' de orden N, el problema del logaritmo discreto

9" =h

puede resolverse en O(N) pasos con O(1) almacenamiento, donde cada paso consiste
en la multiplicacién por g. Simplemente calculamos sucesivamente las potencias de g,
guardando tinicamente el tltimo valor hallado.

Este algoritmo ingenuo es claramente ineficiente, ya que los datos de entrada (el
grupo G de orden N) son de tamafio O(log(/V)) bits y la cantidad de pasos requeridos
es O(N) = O(exp(log(N))), con lo cual resuelve el problema en tiempo exponencial.
Aplicando técnicas de colisién, la complejidad puede reducirse bastante. La idea de-
trds de estos algoritmos es que, para realizar una btsqueda, es mds facil buscar una
coincidencia entre objetos que buscar un objeto en particular.

Algoritmo 3.1.1 (Shanks, Algoritmo Babystep-Giantstep). Sea G un grupo y sea g € G
un elemento de orden N > 2. El siguiente algoritmo resuelve el problema del logaritmo discreto
g" = hen O(VN -log N) pasos usando O(v/N) almacenamiento.

(1) Sean =1+ |VN].
(2) Se crean dos listas, la primera dada por
e g 9 ... g"
donde e es el elemento neutro de G; y la segunda dada por

2

h, hg™", hg~®, ..., hg™™.
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(3) Se busca una coincidencia entre ambas listas, digamos g' = hg=/". Entonces h = g+,
asi que k = i + jn es una solucién al problema del logaritmo discreto. Si no existe una
coincidencia, entonces h no pertenece al subgrupo generado por g.

Demostracién. El armado de ambas listas requiere de aproximadamente 2n multiplica-
ciones en el grupo G. Para encontrar una coincidencia, podemos utilizar algoritmos
de busqueda, que requieren O(nlogn) pasos. Por lo tanto, el algoritmo requiere de
O(V/'N log N) pasos. Como ambas listas tienen longitud n, se necesita O(v/N) almace-
namiento.

Ahora veamos que el algoritmo efectivamente produce una solucién al problema
del logaritmo discreto, si esta existe. Supongamos que g* = h, y escribamos

k=ng+r con0<r<n.

Luego, tenemos

9" =hg™,
y como 1 < k < N, debe ser
k—r N
q= <= <n.
n n

Esto nos dice que hg~"? pertenece a la segunda lista, asi que siempre se encuentra una
coincidencia cuando h pertenece al subgrupo generado por g. O

Observacion 3.1.2. En general, el factor log IV se omite ya que su contribucién a la com-
plejidad es mucho menor comparada con v/N. Podemos decir entonces que la comple-
jidad del algoritmo anterior es de O(v/N).

El algoritmo Babystep-Giantstep es el mejor algoritmo para resolver el PLD en un
grupo arbitrario. Su principal desventaja es la cantidad de almacenamiento necesaria.
Una alternativa que requiere aproximadamente la misma cantidad de pasos, pero utili-
za almacenamiento practicamente nulo, es el algoritmo p de Pollard, que puede verse en
[Pol78].

3.2. Elcaso G = IE‘;

El algoritmo que describiremos a continuacién, llamado cdlculo de indices, permite
resolver el PLD en el grupo de unidades de un cuerpo finito. Si g € F/ es un elemento
primitivo, todo h € IFqX puede escribirse como h = gF paraun tnico0 <k <¢g—-1. A
fines de simplificar la escritura, denotaremos al logaritmo discreto de h con respecto a
g como

k=log,(h) €Z/(q—1)Z.

Introducimos primero una definicién que resultara util para describir el algoritmo.

Definicién 3.2.1. Decimos que un entero n es B-suave si todos los primos que dividen
a n son menores o iguales que B.
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Consideremos el caso en que ¢ = p es un primo. Dado g € F,; elemento primitivo y
h € F,;, enlugar de intentar hallar log,(h) directamente, elegimos un entero positivo B
y resolvemos el PLD

g" = ¢ (méd p) para todo primo ¢ < B.
Es decir, calculamos log, (¢) para todo primo £ < B. Una vez hecho esto, computamos
h-g" paran>1,

hasta encontrar un valor de n tal que i - g™"

se tiene

(méd p) sea B-suave. Para este valor de n,

heg=]]¢* médp,
(<B
para ciertos enteros e,. En términos de logaritmos discretos, esto puede reescribirse
como
log,(h) =n + Z eg-log,(¢) méd (p—1).
(<B

Como ya conocemos log,,(¢) para todo ¢ < B, esto determina el valor de log, (h).
Veamos ahora cémo obtener log,(¢) para los primos /. Elegimos exponentes j al
azar, y calculamos
gj = ¢’ (méd p) con0 < g; < p.

Si gj no es B-suave, lo descartamos, mientras que si g; es B-suave, podemos factorizarlo

CcCOmo
gj = H pue(d)
(<B

En términos de logaritmos discretos, esto nos proporciona la ecuacién

J =log,(g;) Z ug(j) - log,(¢) méd (p—1).
(<B

Si obtenemos suficientes relaciones de este tipo, podemos encontrar los valores de
log,(¢) mediante algebra lineal. Mas precisamente, como las ecuaciones de congruencia
son modulo p—1, las resolvemos médulo r para cada primo r que divide a p—1. Luego,
si r¢ aparece en la factorizacion en primos de p — 1, obtenemos una solucién en Z/r¢Z
a partir de la que tenemos en Z/rZ. Finalmente, el Teorema chino del resto nos per-
mite combinar las soluciones para cada potencia de un primo y obtener una solucién
moédulo p — 1.

Un andlisis de este algoritmo puede verse en el articulo de Adleman [Ad179], don-
de se conjetura que, bajo hipétesis razonables sobre la distribucién de los nameros B-
suaves, la cantidad esperada de pasos para el calculo de indices en este caso es

O(exp((logp)l/2 (log logp)l/z).
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Existen muchas generalizaciones para adaptar lo hecho para el caso en que ¢ = p al
caso general. El propio Adleman provee un algoritmo que utiliza cuerpos de funciones
en [Ad194]. Este algoritmo tiene una complejidad conjeturada de

O(exp(c(log q)*/3(loglog 9)*/?),

para cierta constante ¢ > 0, y puede aplicarse para el caso en que ¢ = p™ con log(p) <
m9(™), donde g es cualquier funcién tal que 0 < g(m) < 0,98 y lim,, 00 g(m) = 0.
Encontrar un algoritmo que funcione para todos los cuerpos finitos con esta canti-
dad de pasos esperados es un problema abierto.
El calculo de indices es subexponencial, en contraste con los algoritmos vistos ante-
riormente. Al depender fuertemente de la factorizacién en primos, no puede extenderse
a grupos arbitrarios.

3.3. Elalgoritmo MOV

Una buena estrategia a la hora de intentar resolver el PLD es transformarlo en un
problema mas facil de abordar. Como vimos anteriormente, el cdlculo de indices es mu-
cho maés veloz que los algoritmos que funcionan en el caso general. A continuacién ana-
lizaremos el algoritmo MOV ([MOV93], Menezes - Okamoto - Vanstone), que permite
trasladar el PLD en una curva eliptica a un cuerpo finito, mediante el emparejamiento
de Weil.

Supongamos que queremos resolver el PLD en una curva eliptica £ definida sobre
F,. Sean P, Q € E(F,), y sea N el orden de P. Asumamos que NN es coprimo con q. El
objetivo es hallar k£ tal que Q = kP, en caso de que exista. Comenzaremos viendo una
condicién necesaria y suficiente para que esto suceda.

Lema 3.3.1. Existe un entero k tal que () = kP siy solo si NQ = O y el emparejamiento de
Weil entre Py Q es trivial, es decir, ey (P, Q) = 1.

Demostracién. Supongamos primero que Q = kP. Entonces NQ)Q = kNP = O, ya que el
orden de P es N. Ademas,

en(P,Q) = en(P,kP) = en(P, P)F = 1% =1,

asi que la condicién es suficiente.
Reciprocamente, si N@Q = O, resulta que Q € E[N]. Ademads, como mcd(N,q) =1,
por la Proposicién 1.3.2 tenemos que

E[N]~Z/NZ & Z/NZ.
Tomando R tal que {P, R} sea una base de E[N], podemos escribir

Q =aP + bR,
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para ciertos enteros a, b. Bastard probar que bR = O. Ahora bien, como {P, R} es base,
resulta que £ = en (P, R) es una raiz N-ésima primitiva de la unidad por el Corolario
1.4.14. Por lo tanto, como estamos asumiendo que ey (P, )) = 1, tenemos

L= ex(P.Q) = en(P,PYex(P,R) = €
Esto implica que N divide a b, asi que bR = O, como queriamos. ]

Para poder llevar a cabo el algoritmo, necesitaremos trabajar con todos los puntos
de N-torsion, que podrian no estar definidos sobre IF,. Pero como todos los puntos de
E[N] tienen coordenadas en Fy = (J,~, Fs, existe m € N tal que
E[N] C E(Fym).

Definicién 3.3.2. En este contexto, el menor valor de m tal que E[N] C E(Fgm) es el
grado de inmersién de E con respectoa N.

Por el Corolario 1.4.16, resulta que el grupo jx estd contenido en F,;.. Todos los
célculos necesarios para el procedimiento seran realizados sobre F;=, ya que podemos
considerar

en : E[N] x E[N] — F .

Procedemos a continuacién a detallar el algoritmo.

Algoritmo 3.3.3 (MOV). Sea E una curva eliptica definida sobre Fy, y sean P, € E(F,).
Sea N el orden de P, y asumamos que N es coprimo con q. Sea m el grado de inmersion de E
con respecto a N. Supongamos que existe un entero k tal que (Q = kP. El siquiente algoritmo
determina k médulo N.

(1) Se elige un punto al azar T € E(Fym).
(2) Secalcula el orden de T, que llamaremos M.

(3) Sead =mcd(M,N),yseaTy = (M/d)T. De este modo, T} tiene orden d, que divide a
N, ast que Ty € E[N].

(4) Se calculan (; = en(P,T1) y ¢2 = en(Q,T1).

(5) Usando que (1 y G estdn en jiqg C F i, se resuelve el problema del logaritmo discreto

(o = CFen F o mediante cdlculo de indices. Esto determina k (mdd d'), donde d’ divide
ad.

(6) Se repite con puntos T elegidos al azar hasta que el minimo comuin miiltiplo de los distin-
tos valores de d’ obtenidos sea N. Asi, se obtiene k (méd N).

Demostracion. Es inmediato que el punto 77 construido en el paso (3) tiene orden d.
Ademads, como Q = kP, tenemos

G =en(Q,Th) = en(kP,T1) = en(P, T1)* = ¢}
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Ademads, como
¢ =en(P,T))? = en(P,dT1) = en(P,0) =1,

el orden de ¢; es un divisor de d, digamos d’, y por lo tanto k¥ queda determinado
moédulo d'. O

Un posible inconveniente es que el valor de d sea pequefio y no aporte suficiente
informacién. Pero, debido a la estructura de E(F;~ ), ocurre lo contrario. En efecto, por
el Teorema 1.6.7, tenemos

E(qu) a Z/’I’le &) Z/TZQZ

para ciertos enteros n, ny tales que n; | ng (donde posiblemente n; = 1, en cuyo caso el
grupo es ciclico). Entonces, NV divide a ng, ya que ns es el exponente del grupo. Si 11, T
son generadores de E(F =) de érdenes n; y ng, respectivamente, existen enteros a1, as
tales que

T =a111 + axT5.

Sea (¢ una potencia de un primo que divide a N. Como N divide a ny, resulta que
Ef]ng con f > e.
Como T es de orden M, debe ser
MasTy, = O,

con lo cual ny divide a Mas. Si £ no divide a ay, resulta que ¢f divide a M. Luego, /¢
divide a d = mcd(M, N). Como la probabilidad de que ¢ no divida a az es 1 — 1/¢,
tenemos una probabilidad aun mayor de que ¢¢ divida a d. Este andlisis muestra que es
muy probable que d sea igual a N. Luego de algunas iteraciones, el algoritmo deberia
recuperar el valor de k.

Complejidad del algoritmo MOV

Para terminar con esta parte, analizaremos la complejidad de cada uno de los pa-
sos necesarios para llevar a cabo el algoritmo MOV. Para ello, probaremos que todos
los métodos involucrados, exceptuando el célculo de indices, requieren de tiempo po-
linomial. Esto implica que la dificultad del algoritmo se encuentra esencialmente en
resolver el PLD en F...

En primer lugar, detallaremos un algoritmo auxiliar que nos permitira calcular po-
tencias de elementos dentro de un grupo. Este método es conocido con nombres como
exponenciacion rdpida o algoritmo de duplicar-y-sumar, entre otros.

Algoritmo 3.3.4. Sea G un grupo. Dados g € G y n un niimero natural, el siguiente algoritmo
calcula g™ en menos de 2log,(n) operaciones en G.

(1) Escribimos la expansion binaria de n como
n=ec+e-2+e-22+.. .46 -2,

con ¢; € {0,1}, donde asumimos que €, = 1.
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(2) Calculamos g; = gZi para 0 < i < r, donde cada elemento se obtiene a partir del anterior
elevando al cuadrado.

(3) Ponemos h=1,7=0.
(4) Ponemos h = g;* -hei=1+1.
(5) Sii <, repetimos el paso (4). Sii = r + 1, devolvemos el valor de h, que es igual a g™.

Demostracién. En el paso (2), realizamos r = logy(n) operaciones en G. Luego, en el
paso (4), realizamos una operacién si ¢; = 1, y ninguna si ¢; = 0. Mas aun, en el caso
i = 0 no hacemos ninguna operacién, ya que el valor de g es conocido. Luego, a lo sumo
estaremos haciendo r multiplicaciones en G, con lo cual el algoritmo requiere de a lo
sumo 2r = 2log,(n) operaciones en el grupo.

Para ver que calcula el valor de ¢, simplemente notamos que el valor final de & es

T r

€ __ €20 eote124€-224.. 462" _ n
1o =[]o"* = goroere = g". =
=0 =0

Regresando al algoritmo MOV, para comenzar debemos saber cémo calcular el or-
den de un elemento de E(F,). El siguiente resultado de teoria de grupos proporciona
un método para hallarlo.

Lema 3.3.5. Sea G un grupo finito y o € G. Sea {p1,pa2,...,p,} el conjunto de primos que
dividen al exponente de G. Entonces « tiene orden n si y solo si
" =1 y P #£1paratodol <i<rtal quep;|n.

Algoritmo 3.3.6. Sea G un grupo finito de exponente N = [[._; pfi, ysea o € G. El siguiente

algoritmo calcula el orden de .
(1) Ponemosn =1ei=1.
(2) Ponemos b = a /",

(3) Mientras b # 1, ponemos n =n - p; y b = bPi.
(4) Cuando b = 1:
(5) Sii <r—1,ponemosi =i+ 1y volvemos al paso (2).

(6) Sii=r,sedevuelve el valor de n.

Demostracion. Sea n = [[._, p;* la factorizacién en primos del valor de n devuelto en

el paso (6). Llamando b; = av/ pz‘ﬁi, por el Lema 3.3.5 tenemos que el orden de b; es p) .
Entonces

Vi B; ~;
1= bfz — a(N/PiL)'Pil’
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con lo cual el orden de a divide a

,
si=p;" - (N/p;") =p" [[ 0}
j=1
J#
Luego, el orden de « divide al maximo comun divisor de los s;, que es n. Esto prueba
que o" = 1. Ahora, si p; divide a n, resulta
prit

) Biy., Bi—1
aN/pz — a(N/pi )Pi =

#1,
asi que por el Lema 3.3.5, el orden de « es n. O

Observacion 3.3.7. El algoritmo anterior también funciona si N es un multiplo del expo-
nente del grupo, es decir, si tinicamente pedimos que g" = 1 para todo g € G.

Proposicién 3.3.8. El Algoritmo 3.3.6 requiere de O(log®(N)) operaciones en el grupo G.

Demostracién. La cantidad de operaciones necesarias para calcular el valor de b en el
paso (2) del algoritmo es O(log(N) — 3; log(p;)) usando el Algoritmo 3.3.4. Paracada 1 <
i <r, el paso (4) se realiza a lo sumo f3; veces, y en cada iteracion realizamos O(log(p;))
multiplicaciones, con lo cual en este paso se realizan O(log(/N)) multiplicaciones en G.
Como la cantidad de primos que dividen a V es O(log(V)), se sigue que la cantidad de
operaciones realizadas en G es O(log®(N)). O

En el caso que estamos estudiando, para poder aplicar el Algoritmo 3.3.6 se requiere
conocer el exponente de E(F,). Por el Teorema 1.6.7, sabemos que

E(F,) = Z/mZ & Z/nyZ,

donde n; divide a n, con lo cual n; es el exponente buscado. Pero este teorema no nos
provee de ningtin método para calcular los enteros n; y no. Los siguientes algoritmos,
debidos a R. Schoof [Sch85] y V. Miller [Mil04], nos permiten determinar la estructura
de grupo de E(F,) y, en particular, su exponente. El algoritmo de Miller determina
dicha estructura a partir del orden del grupo, con lo cual nos concentraremos primero
en resolver este problema, mediante el algoritmo de Schoof.

Supongamos que tenemos una curva eliptica E definida sobre I, por la ecuacién

E: =2+ Az + B.

Queremos hallar #FE(F,;) = ¢ + 1 — a, para lo cual buscamos determinar el valor de a.
Sea S ={2,3,5,..., L} un conjunto de primos tales que

II¢>4va
tes

Como la longitud del intervalo de Hasse (es decir, el intervalo [¢+1—2,/q,q¢+1+2,/q])
es 4,/q, si podemos determinar a médulo / para todo ¢ € S, entonces conoceremos su
valor por el teorema chino del resto.
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Sea ¢ primo. Por simplicidad, asumimos que ¢ es coprimo con ¢, y que g es impar.

Para ¢ = 2, si 2° + Az + B tiene una raiz e € F,, entonces (e,0) € E(F,) y, por
la Observacién 1.1.6, resulta que (e,0) € E[2], con lo cual E(FF,) tiene orden par. Esto
implica que a es par. Por el contrario, si 23+ Az + B no tiene raices en F,, entonces E(F,)
no tiene elementos de orden 2, con lo cual a es impar. Observemos que, para decidir si
23+ Ax+ B tiene raices en F;, podemos hacer algo mejor que probar todos los elementos
de F,. Como todo « € I, es una raiz del polinomio z? — x € F,[x], podemos utilizar el
algoritmo de Euclides para decidir si el polinomio ctibico 2® + Az + B tiene raices en
[F,, simplemente calculando

med(z? — x, 2% + Az + B).

Maés aun, para evitar trabajar con el polinomio z9, cuyo grado puede ser demasiado
grande, podemos calcular z, = 27 (méd z° + Az + B) aplicando el Algoritmo 3.3.4, y
usar esto para obtener el maximo comun divisor buscado, ya que

med(z? — z, 2 4+ Az + B) = med(zy — 2, 2° + Az + B).
Para el caso ¢ > 2, se utilizan los polinomios de division, que procedemos a definir.

Definicién 3.3.9. Sea £ una curva eliptica dada por la ecuacién de Weierstrass
E: y?*=2°4+Az+ B.
Definimos los polinomios de division v, € Z[z,y, A, B] como

P =1,
o = 2y,
3 = 3z + 6A2% + 12Bx — A2,
Yy = 4y(2® + 5Az* + 20Ba® — 5A%2% — 4ABx — 8B? — A3),
Vo1 = Unp2¥s — b1,y sin > 2,
Yo = (29)_1(¢n)(¢n+2¢?@—1 - ¢n72w121+1) sin > 3.

La siguiente propiedad de los polinomios de division se deduce inductivamente de
la definicién.

Lema 3.3.10. Si n es impar, entonces v, es un polinomio en Z[x,y?, A, B], mientras que si n
es par, 1y, es un polinomio en 2yZ[z, y*, A, B).

Considerando a 1, como funcién en E, podemos reemplazar y? por 3+ Az + B,
asi que para n impar podemos ver a 1), como polinomio en Z[z, A, B]. Cuando n es par,
debemos considerar 12 para que esta reescritura sea posible. En cualquiera de los dos
casos, podemos escribir a 92 como un polinomio en la variable z.

La principal propiedad del polinomio de divisién v, es que caracteriza a los puntos

de n-torsién, ya que dado (z,y) € E(F,), se tiene

(z,y) € E[n] siysolosi 2(x)=0.

n
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Ahora veremos como se involucran los polinomios de divisién en el algoritmo de
Schoof. Consideremos el endomorfismo de Frobenius ¢,(z,y) = (x%,y?). Por el Teore-
ma 1.6.2, sabemos que se cumple la ecuaciéon

¢§—a¢>q+q=0-

Dado un punto (z¢, o) de orden ¢, obtenemos

2

(.%'8 73/82) + [Q](x()v yO) = [a] (xgv yg)? (331)

y podemos reescribir

[4](z0,y0) = [qe](x0,0) donde g = ¢ (méd £), 0 < g < L.

De manera similar, podemos calcular [a](z{,y{) reduciendo a = a; (méd ¢). De este
modo, es posible obtener todos los términos en (3.3.1), excepto el valor de ay,. Como
queremos resolver la ecuacion (3.3.1) para todos los puntos de /-torsién simultdnea-
mente, utilizamos el polinomio de divisién ¢y(x) € F,[z]. La clave estd en notar que la
igualdad (3.3.1) se cumple para todos los puntos (zg, yo) de orden ¢ si y solo si se tiene
la igualdad

(@7, y7) + [a)(z,y) = [ac)(2%,y?), (33.2)

donde todos los polinomios involucrados son reducidos en el anillo

Fq[xvy]
(Ye(x),y? — a® — Az — B)’

Ry =

Mads precisamente, podemos usar las férmulas para la suma de puntos sobre la curva
dadas en la Definicién 1.1.3 para expresar el lado izquierdo de (3.3.2) en términos de
funciones racionales en z e y, y luego reducir estas expresiones en el anillo R,. Asi, cada
vez que obtenamos una potencia de y, intercambiamos y? por 2 + Az + B. Ademas,
¥¢(z) tiene grado £(¢2 — 1), hecho que se deduce de las relaciones de recurrencia que
cumple (recordemos que sus raices son todas las posibles coordenadas x de los puntos
de /-torsién no nulos; esto implica que dichas raices son simples). Asi, cada vez que
tengamos una potencia 2" con n > 3(¢? — 1), podemos cambiarla por el resto en la
division por vy (z).

Los polinomios de divisién pueden calcularse explicitamente utilizando la Defini-
cién 3.3.9, con lo cual no hay mayores dificultades en llevar a cabo el procedimiento
anterior. Con las reducciones en el anillo Ry, siempre trabajamos con polinomios de
grado a lo sumo (¢* — 3).

Utilizando las férmulas para la operacién de grupo en la curva, podemos verificar
para qué valor de 0 < r </ — 1 se cumple la ecuacién

(@, y7) + [ae) (z,y) = [r)(2, y9), (3.3.3)

comparando las coordenadas resultantes (que serdn funciones racionales) al hacer las
operaciones a cada lado de la igualdad y reducir en R,. El valor de  que cumpla esta
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ecuacién serad r = ay. En efecto, si  hace que valga la igualdad, restando las ecuaciones
(3.3.2) y (3.3.3), obtenemos
0= [ag —r](z%,y7).
Como (x4, y9) también es de ¢-torsién si (x, y) lo es, esto implica que ¢ divide a a; — .
Resumimos a continuacién el funcionamiento de este algoritmo.

Algoritmo 3.3.11 (Schoof). Sea E una curva eliptica definida sobre F,. Sea p la caracteristica
de IF,. El siguiente algoritmo calcula el valor de #E(Fy) = ¢+ 1 — a.

(1) Elegimos un conjunto de primos S = {2,3,5,..., L} tal que p ¢ Sy ademds [[,c 4 ¢ >
4./q.

(2) Para( =2, tenemos a = 0 (mdd 2) si y solo si med(x9 —x, 23+ Ax+ B) # 1. Llamamos
ro = a (mod 2).

(3) Para cada primo impar { € S:

(1) Calculamos q; = q (méd ?).
(11) Ponemos r = 0.

(111) En el anillo Ry, si .
(@, y") + g (z,y) = [r](z7,y7),

llamamos r = v, y pasamos al siguiente primo en S. Si no, ponemos r = r + 1y
repetimos este paso.

(4) Aplicamos el teorema chino del resto para encontrar el iinico entero a que satisface |a| <
2,/qy a=ry(méd L), paratodol € S. Asi, #E(Fy) = ¢+ 1 —a.

La complejidad del algoritmo de Schoof es polinomial, como veremos a continua-
cién. Para probarlo, necesitaremos estimar el tamafio del conjunto de primos S. Esto
puede hacerse gracias al Teorema de los niimeros primos, el resultado central en la
teoria de distribucién de primos.

Teorema 3.3.12 (Teorema de los ntimeros primos). Sea 7(z) la cantidad de primos positivos
menores o iguales que x. Entonces

IC)

=1.

Equivalentemente,

, 1
xlgglox;bgﬁ =1,

donde (¢ recorre los primos menores o iguales que x.

Demostracion. Ver [Apol3, Capitulo 13]. La equivalencia de las dos formulaciones pue-
de verse en [Apo13, Teorema 4.4]. O
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Proposicién 3.3.13 (Complejidad del algoritmo de Schoof). Sea E una curva eliptica defi-
nida sobre F,,. El algoritmo anterior calcula #E(F,) en O((log q)®) pasos.

Demostracién. Verificamos que la complejidad es correcta calculando la cantidad de pa-
sos necesaria para cada parte del algoritmo.

(a) El mayor primo ¢ utilizado en el algoritmo cumple ¢ = O(log q): Por el Teorema
de los ntimeros primos, obtenemos

1
lim = "logl =1,

T—00 I
<z
y por lo tanto [],_, £ =~ e*. Para que este producto sea mayor que 4,/g, basta con
tomar z ~ log(4./q) = 3 log(16q).

(b) Las multiplicaciones necesarias en el anillo R, requieren de O(¢*(log q)?) opera-
ciones: En el anillo Ry, todas las operaciones serdn entre polinomios de grado a lo
sumo 1 (¢% — 3). Luego, los elementos de R, son polinomios de grado O(¢?), y la
multiplicacion de dos de ellos y su reduccién médulo v (z) requiere de O(¢*) ope-
raciones elementales (sumas y multiplicaciones) sobre [F,. Cada multiplicacién en
F, consume O((log q)?) operaciones, con lo cual los célculos en R, requieren de
O(¢*(log q)?) pasos.

(c) Se requieren O(logq) operaciones de anillo en R, para reducir z?, y9, xqz,y‘ﬁ: En
general, el Algoritmo 3.3.4 nos permite calcular ", y" realizando O(logn) multi-
plicaciones en Ry.

De la parte (a), obtenemos que la parte (b) requiere de O((log ¢)°) operaciones. Ade-
mas, el valor de [n](z?,y?) puede obtenerse con O(1) operaciones en R, a partir del
valor de [n — 1](x%, y9). Esto prueba que el algoritmo de Schoof requiere de

O(log 9)O((log ¢)°)O(log q) = O((log 9)®)
operaciones. O

Una vez calculado el orden de E(F,) mediante el algoritmo de Schoof, podemos
determinar la estructura de dicho grupo con el algoritmo de Miller.

Algoritmo 3.3.14 (Miller). El siguiente algoritmo calcula la estructura de grupo de E(F,), a
partir de su orden.

(1) Sea N = #E(F,). Se calcula r = mcd(N, ¢ — 1). Se descompone N = NoNy, donde Ny
y Ny son coprimos, y un primo divide a Ny si y solo si divide a r.

(2) Seeligen P,Q) € E(F,) de manera equiprobable e independiente. Se definen P’ = N, P,
Q' =MNQ.
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(3) Se encuentra el orden de P' y @', digamos s y t respectivamente (en este paso se necesita
la factorizacion de r).

(4) Llamando m = mcm(s,t), se calcula { = e, (P, Q).

(5) Se calcula el orden de ¢, que llamaremos d. Si md = Ny, entonces la estructura del grupo
es
EF,) =7Z/dZ ®7Z/(N/d)Z.
Si no, se regresa al paso (2).

Antes de ver como llevar a cabo cada uno de los pasos, probaremos que este algo-
ritmo efectivamente calcula la estructura del grupo de puntos F,-racionales.

Lema 3.3.15. Sea G' un grupo abeliano finito, y supongamos que
G=7/dL®L]eL.

Sean P, generadores independientes de G, de drdenes d y e respectivamente. Sea M =
mem(d, e) el exponente de G. Si m es un entero, entonces el subgrupo

Gm|={9g€G:m-g=0}
estd generado por d'P y €'Q, donde

d
d=—7—+ €é=—57F7——.
med(d,m)’ ¢ mcd (e, m)
Proposicién 3.3.16. Supongamos que G = E(F,) = Z/dZ & Z/dd'Z. Sean P,Q € G, de
ordenes s y t, respectivamente. Llamamos m = mcm(s, t). Entonces ord(e,, (P, Q)) divide a
med(d, m), con igualdad siy solo si P y ) generan G[m).

(&

Demostracion. Sean Py, )y generadores independientes de G, de 6rdenes ord(Fp) =dy
ord(Qo) = dd’. Llamamos

n = eqa (Po, Qo) = ea(Po,d' Qo),

donde la dltima igualdad es por la compatibilidad del emparejamiento. Como F y
d'Qo son independientes, por la no-degeneracion tenemos que ord(n) = d. Por el Lema
3.3.15, el subgrupo G[m)] esta generado por

d dd’
- P -
med(d, m)” @ med(dd’, m)

En este caso, como m es el minimo comtn multiplo de los 6rdenes de Py @, debe divi-
dir al exponente de G, que es dd'. Esto implica que med(dd’, m) = m. Asi, nuevamente
por la compatibilidad, obtenemos

nd/ med(d,m) _ edd (P1, QO)
dd’
= €mcd(d,m) (Pl, )QO>

med(d, m

m
€mcd(d,m) ( 1, mcd(d, m) Ql)

P = Qo.
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Llamemos ¢ = e, (P, @1). Luego, por la compatibilidad deducimos

m d/ mcd(d,m
¢= €mecd(d,m) (P17 mcd(d,m)Q1> =1 /med( )7

asi que ord(¢) = mcd(d, m).
Finalmente, si P = a1 P1 + b1Q1 y Q = a2 P + b2Q1, entonces

em(Pv Q) = Ca1b2_a2b1a

por la bilinealidad y antisimetria del emparejamiento. El orden de este elemento divide
a ord(¢) = mcd(d, m), y la igualdad se cumple si y solo si

mcd(a1b2 — a2b1, mcd(d, m)) = 1,
es decir, si Py () generan G[m)|. O

Proposicion 3.3.17. Sea E un curva eliptica definida sobre F,. Sea G' un subgrupo de E(F,),
y sean P,Q € G. Sea m = mcd(ord(P),ord(Q)). Entonces P y () son generadores de G si y
solo si

mord(e,(P,Q)) = |G].

En tal caso, llamando d = ord (e, (P, Q)) tenemos que
G ~7/d7 & 7/mZ.

Demostracion. Supongamos que G = Z/dZ & Z/dd'Z. Entonces m es un divisor de dd'.
Luego, si
mord(e,(P,Q)) = |G| = d*d,

entonces ord(e,, (P, Q)) > d. Pero, por la Proposicién 3.3.16, se tiene que ord (e, (P, Q))
divide a med(d, m). Debemos tener entonces las igualdades

ord(en,(P,Q)) = d = med(d, m),

y por lo tanto P y ) generan G[m)].
Reciprocamente, si Py () generan G, entonces

m = mem(ord(P),ord(Q)) = dd',

ya que el lado izquierdo de la dltima igualdad es el orden del subgrupo generado por
Py Q. Por la Proposicién 3.3.16, tenemos

ord(en (P, Q)) = ord(eqq (P, Q)) = med(d, m) = med(d,dd") = d,

de modo que
mord(e,(P,Q)) = d*d = |G]. O

Este tltimo resultado es la clave para el Algoritmo 3.3.14. Procedemos a probar que
dicho algoritmo efectivamente calcula la estructura del grupo de puntos F,-racionales.
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Proposicién 3.3.18. Sea E una curva eliptica definida sobre IF,. El Algoritmo 3.3.14 calcula
correctamente la estructura del grupo E(Fy).

Demostracién. Por el Teorema 1.6.7, tenemos que
E{F,) 2 Z/mZ & Z/nZ,

donde n; divide a ny y a ¢ — 1. Bastard probar que d = n;.
Siguiendo la notacién del Algoritmo 3.3.14, consideramos el subgrupo

G = N\ E(F,) < E(F,).

Como n; divideag—1ya N = #E(F,), resulta que n; divide a r = med(N,q — 1).
De esto se deduce que mcd(n;, N1) = 1, y por lo tanto

Por construccién, los puntos P’, Q' son elementos de G, que tiene orden

no N
G| "N, TN,

Luego, la Proposicién 3.3.17 implica que P’ y Q' son generadores de G, ya que
mord(e,(P',Q")) = md = Ny.

Mais aun, es
GX=7/d7Z ®Z/mZ,

y por lo tanto d = n;. O

Detallaremos ahora cémo llevar a cabo el Algoritmo 3.3.14. En primer lugar, debe-
mos dar la descomposiciéon de N = #E(F,).

Algoritmo 3.3.19. Dados enteros N, r > 1, el siguiente algoritmo devuelve enteros No, N1 > 1
tales que N = NoNy, med(No, N1) = med(r, N1) = 1y cualquier divisor primo de Ny divide
a r. Dicha descomposicion es iinica.

(1) Ponemos No =1y N; = N.
(2) Calculamos s = med(r, N1). Si s = 1, devolvemos Ny, N1.
(3) Sis# 1, ponemos Ny = Nosy N1 = Ni/s, y volvemos al paso (2).

Observacion 3.3.20. La unicidad de la descomposicién es independiente del algoritmo.
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Demostracién. Para probar que la descomposicion es tinica, supongamos
/ /!
Podemos reescribir esta tiltima igualdad como

No N

NN
Si existe algtin primo que divide al numerador o al denominador del lado izquierdo de
la igualdad, entonces ese primo debe dividir a r. Pero dicho primo no puede dividir al
denominador ni al denominador del lado derecho, ya que r es coprimo con N; y Ny.
Concluimos que ambos lados deben ser iguales a 1.

Es claro que el algoritmo devuelve enteros Ny, NV; tales que No/N; = N. Ademds,
si el algoritmo concluye en el paso (2), entonces mcd(r, N1) = 1. Veamos que también
se tiene mcd(Ny, N1) = 1. Si no fuese asi, tomemos ¢ primo que divide a med(No, V7).
Luego, ¢ no puede dividir a r, ya que este es coprimo con Ni. Ademds, si N§ denota el
valor de Ny en el paso anterior del algoritmo, tenemos

Ny = N§ med(r, NT).

Debemos tener entonces que ¢ divide a N§ ya que no puede dividir a med(r, Ny). Si
repetimos este razonamiento, llegaremos a que ¢ divide al valor inicial de Ny, que es
iguala 1.

Por dltimo, si £ es un primo que divide a Ny, debe dividir a med(r, N;) para alguno
de los valores intermedios de N;. Luego, ¢ divide a r. O

Proposicion 3.3.21. El Algoritmo 3.3.19 requiere de O(log, max(r, N') logy(NN)) pasos.

Demostracién. El algoritmo de Euclides para calcular el mdximo comun divisor requie-
re de O(log, max(r, N1)) = O(logy méx(r, N)) pasos. Ademads, en cada ejecucién del
paso (3), existe algtin primo que divide a IV; cuya potencia se reduce en al menos uno.
Luego, este tultimo paso se realiza a lo sumo logy N1 = O(logy(IN)) veces, y tenemos la
complejidad estipulada. O

La eleccién de puntos en E(F,;) de manera equiprobable e independiente puede
hacerse mediante el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.3.22. Sea E una curva eliptica definida sobre F,, dada por la ecuacién de Weiers-
trass
E: y?*=2°4+Az+ B.

(1) Seelige xy € Fq U {oo} uniformemente.

(2) Sixo = oo, con probabilidad 1/2 se toma el punto O € E(F,), y con probabilidad 1/2 se
regresa al paso (1).

(3) Sino existe yo € Fy tal que (xo,y0) € E(Fy), se regresa al paso (1).
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(4) Sila ecuacién cuadritica
v? =20+ Azo + B

tiene dos raices en Fy, se elige una de ellas de manera equiprobable.

(5) Si x} + Azo + B = 0, con probabilidad 1/2 se toma el punto (x0,0) € E(F,), y con
probabilidad 1/2 se regresa al paso (1).

Por el Teorema de Hasse 1.6.1, se tiene que #E(F;) > ¢ + 1 — 2,/g, con lo cual hay

al menos
q+1— 2\/§
2

valores de zy € F, U{oc0} que producirdn un punto en E(F,). De esto deducimos que la
probabilidad de que el valor de z( elegido en el paso (1) produzca un punto en E(F,)

es al menos
q+1-2q V4

1
20g+1) 2 q+1
Si el valor de ¢ es grande, la probabilidad de hallar un punto mediante este procedi-
miento es aproximadamente 3. Luego de algunas iteraciones, deberfamos obtener un
punto de la curva definido sobre F,.
Para resolver la ecuacién cuadrética en tiempo polinomial, podemos usar un algo-
ritmo como el dado por Rabin en [Rab80]. A grandes rasgos, el algoritmo encuentra
raices de polinomios f € IF,[z] calculando en primer lugar el méximo comun divisor

filz) = ]nrlcd(f(a:),a:q*1 - 1),

para saber si f tiene efectivamente raices en IF,. Luego, se elige un elemento o € [, al
azar, y se calcula el maximo comun divisor

Falz) = med(f1(2), (z + )T —1).

Si0 < deg(fa) < deg(f1), se define fo = f, 0 fa(x) = fi/fa, dependiendo de si
deg(fa) < % deg(f1) o no, respectivamente. Si f, = 1 0 f, = fi, se elige un nuevo
a € F,. Como el grado de los polinomios se reduce al menos a la mitad en cada paso,
se necesitan a lo sumo log, (deg(f)) pasos hasta encontrar un factor lineal de f(z). En el
caso que estamos analizando, el polinomio a factorizar es cuadratico, asi que el algorit-
mo logra encontrar una raiz en el primer paso, si fo, # 1, fo # fi1. Rabin muestra que
la probabilidad de que esto ocurra es 3, con lo cual la cantidad esperada hasta obtener
una rafz con este algoritmo es de dos intentos.

Por ultimo, necesitamos calcular el emparejamiento de Weil. Esto puede hacerse
mediante un algoritmo que requiere de tiempo lineal, también dado por Miller [Mil04].
El método hace uso de una definicién equivalente a la que dimos en el Teorema 1.4.13
para el emparejamiento.
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Definicién 3.3.23. Sean P, ) € E[n|. Sean fp, fo funciones racionales en E tales que

div(fp) =n(P) —n(0) 'y div(fe) =n(Q) —n(0O).
Entonces el emparejamiento de Weil entre Py () puede calcularse como
_ 1P(Q+ 9)fo(=S)
en(PvQ)_ fP(S)fQ(P—S) 9

donde S € FE es cualquier punto de la curva que cumpla S ¢ {O, P,—Q, P — Q} (esto
garantiza que todos los valores involucrados para el calculo estén definidos y sean no
nulos).

La demostracion de que las dos definiciones dadas para el emparejamiento son
equivalentes es muy técnica, con lo cual no la daremos aqui. Los detalles pueden verse
en [Was03, Seccién 11.6].

Antes de explicar el algoritmo, damos un resultado auxiliar.

Proposicién 3.3.24. Sea E una curva eliptica definida sobre K y sean P = (zp,yp),Q =
(zQ,yq) € E(K), con P,Q # O. Sea \ la pendiente de la recta que pasa por Py Q, o la
pendiente de la recta tangente a E que pasa por P si P = () (si la recta es vertical, tomamos

A = 00). Definimos una funcion gp,q en E como

y—yp — Az —p) ;
QP,Q:{%‘JHTPJHCQ—A2 si X # 00,

Tr—xp Si )\ = 00.

Entonces
div(grg) = (P) +(Q) — (P + Q) — (O). (3.3.4)

Demostracién. Supongamos primero que A # ooy sea y = Az + v la recta que pasa por
Py @, olarecta tangente a E que pasa por P si P = (). Esta recta interseca a la curva
en los puntos P, ), —P — @, asi que

diviy— A —v)=(P)+ (Q)+ (—P — Q) — 3(0).

Por otra parte, las rectas verticales que intersecan a E lo hacen en puntos que son in-
versos entre si, con lo cual

div(z — 2p1q) = (P+ Q) + (=P — Q) — 2(0).
Deducimos entonces que la funcién
Yy—Ar —v
9PQ = " ——
T —ITpP+Q

tiene el divisor dado en (3.3.4). La férmula para la suma de puntos dada en la Definicién
1.1.3 nos dice que zpy1g = A —op— rq, y usando que v = yp — Azp obtenemos la
expresion dada para gpg.

En el caso A = oo, tenemos P + (Q = O. La funcién x — x p tiene divisor

div(z —zp) = (P) + (=P) — 2(0),

que es exactamente el divisor dado en (3.3.4). O
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Procedemos ahora con el algoritmo de Miller que permite calcular las funciones
racionales involucradas en la definicién alternativa del emparejamiento de Weil.

Algoritmo 3.3.25. Sea n > 1y escribamos su expansién binaria como
n=ec+e-2+e-224+...+¢-28 cone € {0,1} y e # 0.
El siguiente algoritmo devuelve una funcién fp con divisor
div(fp) = n(P) = ([n]P) = (n = 1)(0),

donde las funciones grr y gr,p utilizadas se corresponden con las dadas en la Proposicion
3.3.24. En particular, si P es de n-torsion, obtenemos

div(fp) = n(P) = n(0).
(1) PonemosT =Py f =1
(2) Parai =1t — 1 hasta O:
(3) Ponemos f = f%-grryT = 2T.
(4) Sie; =1, ponemos f = f-grpyT =T+ P.Si€; =0, ponemos i =i — 1.
(5) Cuando termina el ciclo iniciado en (2), se devuelve el valor de f.

Demostracién. Analizaremos el efecto de realizar el ciclo en ¢ en los pasos (2) y (3) del
algoritmo. Llamemos 7} y f; a los valores de las variables Ty f al principio de este
ciclo, y supongamos que los valores finales son 77 y f;. Aplicando los pasos (2) y (3) al
punto 7', obtenemos

TC =2T% + ¢ - P.

Similarmente, teniendo en cuenta que el valor de T" es duplicado en el paso (3), para f
resulta

2 .
=) “ 918 .TY 'géhs,p

Por lo tanto, los divisores de f; y f; cumplen la relacion

diV(ff) = 2diV( 8) + diV(gTs",TiS) + € diV(gQTiSJD)

= 2div(f}) + (2(T}) ~ (217) ~ (0)) +((2T7) + (P) — (217 + P) — (0))
= 2div(f) + 2(Tf) — 2T + ;P) + &;(P) — (1 +€)(0)
= 2div(ff) + 2(T7) — (TF) + &(P) — (1 + &)(O).
Dado que T = T7? | y ff = f;,, esto nos permite deducir relaciones de recurrencia

para los valores de T; y f;, dadas por

T}, - 2T} = ;P
div(ffy) — 2div(ff) = 2AT}) — (T2) + e(P) — (1 + 6)(O).

Usando sumas telescpicas en estas relaciones, los valores finales resultan ser 7§ = nP
y div(fg) = n(P) = ([n]P) = (n = 1)(O). 0
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Notar que, para cada valor de i, los pasos (2) y (3) requieren cada uno a lo sumo
dos multiplicaciones de funciones, y una suma de puntos sobre la curva. La cantidad
de pasos necesaria para llevar a cabo el algoritmo es entonces O(log,(n)), y por lo tanto
requiere de tiempo lineal.
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Capitulo 4

El grado de inmersidon

El principal inconveniente a la hora de llevar a cabo el algoritmo MOV es que el
grado de inmersién m sea demasiado grande, en cuyo caso el PLD en el grupo F
resulta tan dificil como en el grupo E(F,). En este capitulo estudiaremos primero un
caso particular en el cual el algoritmo MOV resulta altamente efectivo, y luego estima-
remos la cantidad de curvas elipticas definidas sobre un cuerpo finito para las cuales
este algoritmo resulta subexponencial.

4.1. El caso supersingular

Definicién 4.1.1. Sea p primoy ¢ = p". Sea E una curva eliptica definida sobre F,, con
#E(F;) = q+ 1 — a. Decimos que E es supersingular si p divide a a.

Por el Teorema 1.6.6, una curva eliptica £ definida sobre F, es supersingular si y
solo si a? € {0, q,2q, 3¢, 4q}. La estructura de grupo de E(F,) en estos casos estd dada
por el siguiente resultado.

Lema 4.1.2. Sea E una curva eliptica definida sobre Fq con #E(F;) = ¢+ 1 — a.
» Sia® = q,2q o0 3q, entonces E(F,) es ciclico.
» Sia? = 4q, entonces
EF)=Z/(\qx)ZSZ/(\/q+1)Z,
con signo positivo si a = —2./q, y negativo si a = 2,/q.

» Sia=0yq#3 (mdd4), entonces E(F,) es ciclico. Sia =0y q = 3 (mdd 4), entonces
E(F,) esciclicoo E(Fy) = Z/2Z & Z/((q + 1)/2)Z.

Demostracion. Ver [Sch87, Lema 4.8] O

Veremos ahora una proposicién que proporciona condiciones necesarias y suficien-
tes para que todos los puntos de N-torsién estén definidos sobre IF,. Establecemos pri-
mero un resultado que usaremos durante la demostracién.
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Lema 4.1.3. Sea E una curva eliptica definida sobre IF, y sea N coprimo con q. Entonces la
aplicacion

Endp, (E)/IN] Endp, (E) — End(E[N])
es inyectiva.

Demostracion. La restriccion de Endr, (F) en End(E[N]) estd bien definida, ya que da-
dos ¢ € End(E) y P € E[N], tenemos que

Es claro que si ¢ € [N] End(E), entonces su restriccion es nula. Ademas, si la restriccion
de ¢ a E[N] es el endomorfismo nulo, entonces

ker[N] C ker ¢,
con lo cual la aplicacién
Endr, (F)/[N]Endg, (E) — End(E[N])

resulta bien definida.
Por otra parte, como N es coprimo con g, por el Lema 1.2.17 sabemos que [N] es
separable, y aplicando el Corolario 1.2.10, deducimos que existe ¢ € End(FE) tal que

¢ =1 o[N].

Como ¢ y [N] conmutan, esto prueba que ¢ € [N]End(FE), asi que el ntcleo de la
restriccion es exactamente [V] End(E), y el resultado sigue. O

Proposicion 4.1.4. Sea E una curva eliptica definida sobre F, y N € N coprimo con q. Sea
¢q el endomorfismo de Frobenius de E y sea a su traza. Entonces E{N| C E(F,) si y solo si se
cumplen las siguientes condiciones:

(1) N? | #E(F,),
(2) N|g—1,
(3) ¢q € Z, 0 bien

a’® — 4q
O( N2 > C End(E),

a’—4q
NZ -

donde O (ai\?fq) denota al orden cuadrdtico de discriminante

Demostracién. Veamos primero que E[N] C E(F,) siy solosi ¢, — 1 € [N|End(E). En
efecto, si E[N]| C E(F,) = ker(¢y—1), por el Lema 4.1.3 resulta que ¢, —1 € [N] End(E).
Reciprocamente, si ¢, — 1 = [N]¢ con ¢ € End(E), dado P € E[N] tenemos



con lo cual
E[N] C ker([N}) = ker(¢, — 1) = E(F,).

Bastard ver entonces que ¢, — 1 € [N]End(FE) siy solo si se cumplen las condiciones
del enunciado.

Supongamos que ¢, — 1 = [N]i. Tomando grado en esta igualdad y aplicando
el Teorema 1.2.13, tenemos que N2 divide a deg(¢, — 1) = #E(F,). Ademas, por el
Corolario 1.4.16, resulta que py C F;, y por lo tanto N divide a ¢ — 1. Como

92— agg+q =0, 4.1.1)
sabemos que
(Nl +1)? —a([N)Jy +1) + ¢ = (IN]$)* + 2= a)[NJ¢ + ¢ + 1 —a =0.
Pero #E(F;) = ¢ + 1 — a es divisible por N?, y a su vez
2—a=#E(F,)—(¢-1),
asi que N divide a 2 — a. De esto tltimo deducimos la igualdad

2—a g+1—a
2
VYt T

=0.

Como el discriminante del polinomio z% 4+ 2%z + %72—@ es

<2—a>2 4 g+1—a a*—4q

N N2 N2

Luego, si ¢, ¢ Z, esto implica que O (“2];24‘1> C End(E).
Para la otra implicacién, supongamos primero que ¢, € Z. De la igualdad (4.1.1)
deducimos que

20 =a y qﬁg =q.
Entonces, por (1), resulta que

N? | #E(Fy) =q+1—a=¢. —2¢,+1=(¢g— 1),

y por lo tanto N divide a ¢, — 1. Esto prueba que ¢, — 1 € [N]End(E).

Por ultimo, si O (“2]\724") C End(F), como ¢"]\71 es raiz del polinomio

$2+2—am+q+1—a
N N2 7

a?—4q
N2 7

cuyo discriminante es la Proposicion 2.2.8 implica que ‘753\71 € End(E). [

Corolario 4.1.5. Sea E una curva eliptica supersingular definida sobre F, con #E(F,) =
q¢+1—a.Sea N el exponente de E(F,).
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1. Sia® = g, entonces E[N] C E(F3).
2. Sia® = 2q, entonces E[N] C E(F ).
3. Sia® = 3q, entonces E[N] C E(F ).
4. Sia® = 4q, entonces E[N] C E(F,).
5. Sia =0, entonces E[N| C E(F ).
En particular, el grado de inmersion de E con respecto a N es menor o igual que 6.

Demostracién. En todos los casos, el exponente de E(F,) estd dado por el Lema 4.1.2,y
mediante un calculo directo se prueba que se cumplen las tres condiciones de la Propo-
sicién 4.1.4. El morfismo de Frobenius correspondiente siempre resulta ser entero, con
lo cual no tenemos que verificar la condicién sobre el orden cuadratico.
Desarrollaremos el caso a? = ¢ para ilustrar la situacién, los demds son anéalogos.
Supongamos entonces que a = F,/q. Por el Lema 4.1.2, el grupo E(F,) es ciclico, con

#E[F,) =q+1+/q,
asi que el exponente del grupo es
N=q+1%+q
Aplicando el Teorema 1.6.2, podemos calcular el orden de E(Fs) como
#EFp) =q" +1-a’— 5,
donde
atf=a=F/g y ab=q
Como
o’ + 8% = (a+ )’ = 3aB(a + B) = (£va)° - 3a(Fva)
=+ £3¢° = +2/7°,
resulta que
#E(Fp) =* + 1727 = (V@° F1)°.
Calculamos
N (VaF 1)’ = (g + 1V (VaF 1) = (V@' F1)%
y por lo tanto N? | #E(F ). Ademds,
N@FVE'+ V-1 =(g£vVi+ D@ F Ve £va-1)=¢" -1,

de modo que N | ¢® — 1. Por ultimo, del Teorema 1.6.2 resulta que
b5 — (£2(/0°)bgs + ¢* = (62 F VT')* = 0.
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Usando que el grado de los endomorfismos es multiplicativo, esta tltima igualdad im-
plica que
deg(ys F /4°) =0,
y por lo tanto
b = /4" € L.

Esto prueba que se cumplen las tres condiciones, asi que E[N] C E(F3). O

4.2. Condiciones para que MOV sea subexponencial

En la seccién anterior, probamos que las curvas supersingulares tienen malas pro-
piedades desde el punto de vista criptogréfico, ya que el algoritmo MOV permite resol-
ver el PLD en tiempo subexponencial. En el caso general, el algoritmo MOV traslada el
problema del logaritmo discreto a ., donde vimos que el célculo de indices funciona
con una cantidad de pasos

O(exp(c(log ¢™)'/*(log log ¢"™)*/3).

Para que el algoritmo MOV resulte subexponencial en este contexto, es suficiente que
m < log? q. Si este fuese el caso para una gran cantidad de curvas elipticas, estariamos
ante un problema desde el punto de vista criptografico, ya que podria resultar dificil
elegir una curva en la cual el PLD no pueda ser resuelto en la practica.

En esta dltima parte, estudiaremos la probabilidad de que una curva eliptica selec-
cionada al azar cumpla con esta condicién.

Recordemos que el emparejamiento de Weil nos permite trasladar el PLD de una
curva eliptica al grupo de unidades de un cuerpo finito, siempre y cuando todos los
puntos de torsién correspondientes estén definidos sobre dicho cuerpo. En la préctica,
suelen utilizarse puntos de (-torsién, donde ¢ es primo. Nos concentraremos especial-
mente en este caso.

Teorema 4.2.1. Sea E una curva eliptica definida sobre F,, y supongamos que ¢ es un primo
que divide a N = #E(F,), pero £ no divide a q — 1. Entonces E[{] C E(F ) si y solo si {
divide a ¢F — 1.

Demostracién. Si E[f] C E(F ), resulta que pp C quk por el Corolario 1.4.16; mds aun,

como es un subgrupo, deducimos que ¢ divide a ¢* — 1.

Reciprocamente, si ¢ divide a ¢ —1, en particular ¢ no divide a g, asi que por la
Proposicion 1.3.2, existen ¢ puntos de (-torsion en E(F,). Sea r tal que E[{] C E(F,r)
(podemos tomar a  como el grado de inmersion, pero no serd necesario). Sea P € E(F,)
un punto de orden /, el cual existe ya que ¢ divide a N = #E(F,). Consideramos
Q € E(F,) tal que {P, Q} sea una base de E[/].

Si ¢, denota al endomorfismo de Frobenius en E(F,), tenemos que ¢,(P) = P, ya
que este punto esta definido sobre F,. Resulta entonces que, en la base { P, )}, la matriz
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de ¢, es de la forma

o= (5 1)

por el Lema 1.2.17 y la Proposicién 1.4.18. Por hipétesis, ¢ # 1 (mdd ¢), asi que esta
matriz tiene dos autovalores distintos, y por lo tanto es diagonalizable. Por otro lado,
la matriz de ¢ = qS’; es de la forma

= 2)-( )

ya que ¢* = 1 (méd ¢). Como [¢,x] también es diagonalizable, debe ser la identidad. Es-
to implica que Q € E(F ) por el Lema 1.2.18. Como P € E(F,;) C E(F ), concluimos
que todos los puntos de orden ¢ estan definidos sobre F . O

El teorema anterior muestra que, en la préctica, es necesario y suficiente que ¢ divida
a ¢* — 1 para que el grado de inmersién de E con respecto a ¢ sea menor o igual que
k. ya que suele evitarse el caso en que ¢ divide a ¢ — 1. Esto se debe a que, si asi fuese,
entonces iy C F; , con lo cual podriamos trasladar el PLD a IFqX.

Ahora bien, ;cuél es la probabilidad de que ¢ divida a ¢ — 1? En lo que sigue,
daremos una respuesta a esta pregunta para el caso en que la curva estd definida sobre
[F,. De este modo, podremos aplicar los resultados vistos en el Capitulo 2 para estimar
la cantidad total de curvas. Comenzamos con un lema auxiliar.

Lema 4.2.2. Sean h un entero par no nuloy k un niimero natural. Entonces h* — 1 tiene menos
que 21og(|h|") divisores primos distintos.

Demostracién. Factorizando en primos,

W —1=x]]py", (4.2.1)
j=1
donde p1, ..., p, son todos los primos positivos que dividen a hk—1. Aplicando médulo

y logaritmo a ambos lados de esta igualdad, resulta que
log(|n* —1]) = " ajlog(p;) > > log(p;) > Y 1=,
j=1 j=1 j=1

donde la dltima desigualdad se debe a que hk —1es impar, de modo que p; > 3 para
todo j = 1,...,r. Supongamos ahora que r > log(|h|¥), lo cual es equivalente a que
e > |h|*. De (4.2.1) se deduce inmediatamente que

|hF —1] > 3"

Entonces
h* —1]>3">e" > |,
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asi que la tnica posibilidad es que h¥ < 0y r = 1. Pero esto implica que k = 1y
h = —2,y en este caso h¥ — 1 = —3 tiene menos de 2log(|h|*) = 2log(2) divisores
primos distintos. O

Notacién 4.2.3. Sean z,y enteros coprimos. Denotaremos al orden multiplicativo de x
moédulo y como ord, (z).

En todos los resultados que siguen, M y K representan constantes positivas.

Lema 4.2.4. Sea Ay el conjunto de pares ordenados (p,!) de primos impares tales que
lp— 4] <2vM yordy(p) < K. Entonces

#Anx < 2K*V M log(4M).

Demostracion. Sea H el conjunto de enteros pares no nulos h tales que |h| < 2v/M. Para
cada h € H, denotamos By, al conjunto de primos que dividen a h* — 1 para algtn
k < K.Por el Lema 4.2.2, se sigue que

K
#Bp <2 klog|h| < K(K +1)log(2VM) < K*log(4M).
k=1

Sumando sobre los elementos de H, obtenemos

> #By < 2KV M log(4M).

heH

Ahora, para cada h € H , consideramos el subconjunto de Ay x que consiste de los
pares (p,y) con p— £ = h. Como (p,£) € Ay k, existe k < K tal que y divide a p* — 1, lo
cual implica que ¢ divide a h* — 1, ya que

k-1

hk - 1= (p_g)k -1 :pk -1 +Z <]:>pi(_€)k_i7

=0

y esta tltima sumatoria es divisible por ¢. Deducimos que ¢ € B}, asi que la cantidad
de pares (p,£) € Ay,x conp — £ = h es menor o igual que #By,. Por lo tanto,

#Ay g <> #DBp,
heH
y se sigue la desigualdad buscada. O
Lema 4.2.5. Sea Sy el conjunto de pares de primos (p, () tales que M/2 < p < My
|p +1—{| < ./p. Entonces, para una constante efectivamente computable c; y M suficien-

temente gmnde, se tiene
M3/2

Spr > el
" M= Mog?(0)
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Demostracion. Supongamos primero que M es de la forma M = 4m?, donde m es un
entero positivo. Subdividimos el intervalo (M /2, M] en 2m subintervalos de la forma
((i = 1)m,im|, con 2m < i < 4m.Sea A = n(M) — w(M/2), la cantidad de primos en
el intervalo (M/2, M], y sea A; la cantidad de primos en el i-ésimo subintervalo. Por el
Teorema de los ntimeros primos, si M es suficientemente grande, tenemos

M

M A
Slog(M)

Ahora bien, si p e £ son primos en el mismo subintervalo, entonces el par (p, £) pertenece
a Sy, ya que |[p — £| es un entero menor que m, y por lo tanto tenemos

p+1—4<|p—l+1<m—-14+1=m=VM/2<,/p.
En cada subintervalo podemos formar A? pares de primos, de modo que
4m
> A7 < #Sw.
1=2m+1

Ademas, el valor minimo de A?, sujeto a la condicion ) A; = A, se obtiene cuando
todos los sumandos son iguales, esto es, cuando A4; = %. De lo anterior se desprende
la desigualdad buscada:

4m am 2 9 9 3/2

A A A M
#Sm > Z A? > Z <> = 92m = > 5 .
i=2m41 i=2m+1 2m M VM~ 9log®(M)

Veamos ahora que basta probar el resultado para el caso M = 4m?. En efecto, con-
sideremos el minimo entero positivo m tal que 4m? > M. Entonces tenemos

(4m2)3/2 M3/2
>

) 4.2.2
log?(4m2?) ~ log?(M) ( )
Por lo probado anteriormente,
(4m2)3/2
S > - 7 4.2.3
#5um2 2 9log?(4m?2) ( )

Demostraremos que existe una constante C' > 0 tal que
#Svy +CM > #Sy,,2.
Sea (p,£) € S = Sy2 \ Su. Se cumple entonces
4m -1 <M <p<4m? p—p<L<p+p
y por lo tanto hay a lo sumo

4m? —4(m —1)* =4m — 1
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posibilidades para el valor de p, y para cada p hay como méaximo

2/p <4m

posibilidades para /. Luego,
#S < (4m — 1)(4m) < (4m)* = 4M,

de lo cual deducimos
H#Sp +AM > #5542 (4.2.4)

Combinando las desigualdades (4.2.2), (4.2.3) y (4.2.4) obtenemos

M3/2
Sy > ———— —4M.
o = log®(M)

Si M es suficientemente grande, entonces

M3/2
o = 4M,
log(M)

y por lo tanto existe una constante ¢; > 0 tal que

M3/2
Sy > —s—. O
o 2 “log?(M)

Lema 4.2.6. Sea S\ definido como en el Lema 4.2.5. Sea S M,k el conjunto de pares ordenados
de primos (p, ) tales que M /2 < p < M, |p+1—{| < 2,/p, y ademds ord,(p) < K. Entonces
se cumple
#S0,K K?log®(M)
< e )
#Sm M

para una constante efectivamente computable cs.

Demostracion. Sea (p,l) € §M7 K- Entonces \/p < VM, y por lo tanto tenemos la de-
sigualdad

p+1—10 <2/p<2VM.

Si denotamos A7,k como en el Lema 4.2.4, resulta que S M,k € Anx U By i, donde
By, ik es el conjunto de pares de primos (p, /) tales que M/2 <p < M, ordy(p) < Ky

p+1—f <2/p<2VM < |p—1.

Se sigue que ¢ > p, y por lo tanto

(—p—1<2/p<2VM <! —p,
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de lo cual se deduce
VM +p<l<2V/M+p+1.

Luego, si el primo p esta fijo, hay a lo sumo un primo ¢ que cumple la desigualdad
anterior. Al igual que en el Lema 4.2.5, suponemos que M = 4m? para cierto entero m.
Asf, la desigualdad anterior es

dm+p<l<Am+p+1,

y como p es entero, la tinica posibilidad es que ¢ = 4m + p + 1, que es par. Esto prueba

que el conjunto By i es vacio, y por lo tanto #§ Mk < #Awn k. Luego, el resultado se
sigue de los Lemas 4.2.4 y 4.2.5. O

Combinando los resultados anteriores y el Teorema 2.3.20, se obtiene el dltimo re-
sultado de este trabajo, probado por R. Balasubramanian y N. Koblitz en [BK98]. La
cota obtenida muestra que es altamente improbable que la dificultad del PLD pueda
reducirse utilizando el algoritmo MOV, con lo cual resulta seguro utilizarlas con fines
criptograficos.

Teorema 4.2.7. Sea (p, E') un par (elegido de forma aleatoria) que consiste de un primo p en el
intervalo [M /2, M| y una clase de isomorfismo de curvas elipticas E definida sobre F), con un
niimero primo ¢ de puntos racionales. La probabilidad de que el grado de inmersion de E con
respecto a £ sea menor o igual que log?(p) es menor que

log?(M)(log log M)?
M 9y

C3

para una constante cg efectivamente computable.

Demostracién. Sea p un primo en el intervalo [M /2, M]. Denotamos §p al conjunto de
primos / € [p+1—2,/p, p+1+2,/p| tales que £ divide a p* — 1 para algtn k < log?(p),
y Sp al conjunto de primos £ € [p+ 1 —/p, p+ 1+ /p]. Si p es suficientemente grande,
el Teorema de los nimeros primos garantiza que .S, tiene al menos tres elementos.

Por el Teorema 2.3.20, la cantidad de clases de isomorfismo de curvas elipticas E

definidas sobre I, con #E(F,) € S, es menor o igual que

ca - #5p - (logp)(loglog p)* v,
mientras que la cantidad de clases de isomorfismo con #FE(F,) € S, es mayor o igual
que

C5-(#Sp—2) : loéﬁp

Sumando sobre todos los primos p € [M /2, M], resulta que hay a lo sumo

Z cq - #gp - (log p)(log logp)2\/f7

M/2<p<M
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clases de isomorfismo de curvas tales que / tiene grado de inmersién menor o igual que
log?(p), mientras que hay al menos

VP

' logp

> e (#5,-2)

M/2<p<M

clases de isomorfismo de curvas con un niimero primo ¢ de puntos racionales. Acotan-
do M/2 < p < M en ambos casos, la probabilidad de que el grado de inmersiéon de £
con respecto a ¢ sea menor que log?(p) es a lo sumo

<ZM/2§p§M #§p> - ¢4 - (log M) (log log M)z\/ﬂ

(EM/Qgng #5p — 2) "G5 13%4

(4.2.5)

Pero ademads sabemos que >/ /5<,< #gp es exactamente la cantidad de pares de
primos (p, {) tales que M/2 < p < M y ¢ divide a p* — 1 para algtn k < log?(p) <
log?(M). Deducimos entonces la desigualdad

Z #8S, < #gM,log2M'

M/2<p<M

Por otro lado, tenemos

Yo #S—2= Y #S—2w(M)—n(M/2)) = #Sy —2(n(M) —m(M/2)).

M/2<p<M M/2<p<M
Por el Teorema de los niimeros primos y el Lema 4.2.5, existe una constante ¢ > 0 tal
que

#Su — 2(m(M) — m(M/2)) = #Sm — 2 >c-#Su.

M
log(M)

Luego, la expresion (4.2.5) es menor o igual que

Cq - #gM,logQ M (10g2(M))(log log M)?
c-cs-#Su ’

y el resultado se sigue del Lema 4.2.6 tomando K = log?(M). O
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