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Introduccidon

El estudio de la topologia alrededor de un punto singular de una hi-
persuperficie compleja se remonta a los comienzos del siglo XX. En uno
de sus seminarios del afio 1905, el matematico austriaco Wilhelm Wirtin-
ger expuso su investigacion sobre las superficies algebraicas de la forma

Ve ={(x,y,z) € C*: g(x,y,z) = 0}.

Como era usual en la época, a este tipo de variedades se las veia como un
revestimiento ramificado del plano C? a partir de la funcién 7 : V; — C?
definida como 7t(x,y,z) = (x,y), cuyos puntos de ramificaciéon forman
una curva plana X = {f(x,y) = 0}. Wirtinger observo6 que la interseccién
de X con una esfera lo suficientemente chica centrada en un punto singular
de esta curva es un link Ky embebido en S3,y que el complemento S%\ K ¥
contenia informacién de la aplicacion 7t. Este fue el origen de los primeros
cdlculos de links de singularidades y de grupos fundamentales de nudos.

La construccién de la variedad Ky y sus generalizaciones llamaron la
atencion de varios matematicos a lo largo de todo el siglo [Dur99]. Mum-
ford prob¢ en su articulo [Mum61] que un punto de una superficie local-
mente normal es suave si y solo si su link es simplemente conexo. Bries-
korn se interes6 en extender este resultado a dimensiones més altas, pero
finalmente descubri6 que la variedad f = z§ + z3 + z3 + z§ = 0 resulta ser
un contraejemplo [Bri66b]. En ese mismo afio demostré que cada uno de
los links en el origen de las funciones

f(z1,20,23,24,25) =28V + 3+ 23+ 25 +22 (1 <k <28)

es difeomorfo a una de las 28 posibles esferas exéticas de dimensién 7
[Bribba]. En 1968, John Milnor publicé su revolucionario libro titulado
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Figura 1: Las ramificaciones de g = z> — 3xz + 2y = 0.

"Singular points of complex hypersurfaces”, posiciondndolo como una de
las figuras mds influyentes de la teoria de singularidades. Este texto intro-
duce la renombrada fibracién de Milnor de una singularidad aislada, que
hoy en dia es uno de los principales objetos de interés de esta rama de la
matematica.

En esta tesis estudiaremos la anatomia de una singularidad aislada a
partir de algunas de las construcciones topolédgicas del libro de Milnor,
pero desde el punto de vista de Vladimir Arnold. Este trabajo se sostiene
esencialmente de los tres pilares [Mil68], [Loo84] y [AGZVEE].

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera:

El Capitulo 1 consta de resultados preliminares sobre fibraciones local-
mente triviales. Aqui se introducen los conceptos de monodromia y varia-
cién que serdn utilizados posteriormente.

En la primera mitad del Capitulo 2 veremos las definiciones bésicas
sobre singularidades y sus distintas relaciones de equivalencia, mientras
que la segunda parte intenta motivar al lector sobre la importancia de las
singularidades simples. Aqui se esbozan algunas de las conexiones que
relacionan a esta familia de gérmenes con los grupos de simetrias de los
solidos platonicos y los subgrupos finitos de SU(2).
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En el Capitulo 3 construiremos el link de una singularidad y probare-
mos que determina a la topologia de la misma alrededor de un punto cri-
tico. También presentaremos a las fibraciones de Milnor y a los operadores
de monodromia y variacién asociados a ellas. Por dltimo, deformaremos
de forma genérica a una singularidad para obtener una funcién de Morse
y calcularemos su cantidad de valores criticos en un entorno del origen.

El Capitulo 4 se trata sobre la teorfa de Picard-Lefschetz. Comenza-
remos analizando el escenario local de una singularidad cuadratica para
luego poder dar informacién con respecto a la topologia y monodromia de
las funciones de Morse holomorfas. Acto seguido aplicaremos estos resul-
tados sobre una morsificacion de una singularidad para poder determinar
el tipo homotépico de su fibra de Milnor.

Finalmente, en el Capitulo 5 estudiaremos ciertos invariantes combi-
natorios de una singularidad. Los protagonistas de esta tltima parte seran
los diagramas de Dynkin asociados a bases de ciclos evanescentes. Con-
cluiremos esta exposicion enunciando un método para calcular matrices
de interseccion de la suma directa de dos singularidades a partir de matri-
ces de sus sumandos.

Se asume que el lector estd familiarizado con temas de topologia dife-
rencial como transversalidad, grado de funciones, indices de interseccién
y teoria de Morse. También serdn necesarios ciertos conocimientos sobre
grupos de homotopia y sus resultados cldsicos. Los fragmentos bibliogra-
ficos [Mil63, Part 1], [Hat02, Chapter 4] y [GH78, Chapter 0,81], y el libro
[GP74] abarcan ampliamente estos requisitos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos los conceptos bésicos sobre fibraciones
localmente triviales que usaremos a lo largo de este trabajo. La primera
seccidn estd basada en los libros [Ebe(07] y [Ste51], en los cuales se pueden
encontrar las demostraciones de los resultados enunciados. Las referencias
para las secciones restantes son [Ebe(7], [Loo84] y [Loo16].

1.1. Fibraciones localmente triviales

Definicion 1.1.1. Sean E una variedad diferenciable con o sin borde, B una
variedad diferenciable, y 77 : E — B una funcién suave. Denotemos como
Ey a la fibra de 7t sobre el punto b € B. Diremos que 7 es una fibracién
localmente trivial si para todo elemento b € B existen un entorno abierto
U de b y un difeomorfismo ¢ : E, x U — 711 (U) que hace conmutar los
diagramas

EbXU—>7T abeU—>8Eﬁ7r u)

\/ N
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Al espacio B se lo llama la base de la fibracién 7, a E su espacio total, y a
¢ una trivializacién.

Observacion 1.1.2. Sila base de una fibracién localmente trivial 7 : E — B
es conexa, entonces todas sus fibras son difeomorfas entre si. En efecto, si
fijamos un punto base b € B, el conjunto formado por todos los elementos
de B cuyas fibras son difeomorfas a E; es un subespacio abierto y cerrado.
Generalmente notaremos a cualquiera de las fibras de 7 como F.

Una de las virtudes de las fibraciones localmente triviales es que po-
seen la llamada “Propiedad de levantamiento de homotopias”:

Teorema 1.1.3. Supongamos que 7t : E — B es una fibracion localmente trivial,
y X es un CW-complejo. Sean Hy : X — Eyn : X X I — B dos funciones
continuas tales que 7t o Hy(x) = 17(x,0), para todo x € X. Entonces existe una
homotopia continua H : X x I — E que hace conmutar el siguiente diagrama:

XLE

P
H 7
ld XO‘[ /// lﬂ
X B.

XIT>

Si ademds existe un subespacio A C X tal que la restriccion  : A x I — B es
constante en la sequnda variable, entonces podemos encontrar un levantamiento
H cuya restriccion H : A x I — E satisfaga la misma propiedad.

Corolario 1.1.4. Si 7t : E — B es una fibracion localmente trivial y A C B es
un retracto por deformacion fuerte, entonces =1 (A) C E también es un retracto
por deformacion fuerte.

Demostracion. Tomemos una homotopia #’ : B x I — B tal que 7, = id,
71(B) € A, y la restriccién 1’ : A x I — B sea constante en la segunda
variable. Sea 7 = 5/(7r x id) : E x [ — B. El teorema previo nos permite
encontrar un levantamiento H : E x I — E que haga conmutar el diagra-
ma
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y que ademés H : 7~ }(A) x I — E sea constante en la segunda variable.
Esto concluye la demostracion. O

Definiciones 1.1.5. Sean 7 : E — By 7' : E/ — B’ dos fibraciones lo-
calmente triviales. Un morfismo de fibraciones es un par (P, ¢) que estd
compuesto por dos funciones diferenciables @ : E — E'y ¢ : B — B’ tales
que el diagrama

conmuta, y para todo b € B la restriccion & : E, — Eip (b) €S un difeo-

morfismo. Por simplicidad notaremos a un morfismos de fibraciones como
(®,¢) : E — E’, o simplemente @ : E — E’. Diremos que dos fibraciones
E — By E — B’ son equivalentes si existe un morfismos de fibrados
(®,¢) : E — E' de manera que las componentes ® y ¢ son difeomorfis-
mos. Por altimo, una fibracién localmente trivial E — B se dice trivial si es
equivalente a una proyeccién F x B — B. En otras palabras, E — B es tri-
vial si y sélo si existe un difeomorfismo ¢ : F x B — E que hace conmutar
el diagrama

PXB—>E

N/

Teorema 1.1.6. Toda fibracion localmente trivial cuya base es contrdctil es trivial.
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El siguiente teorema establece condiciones suficientes sobre una fun-
cién diferenciable que aseguran que sea una fibraciéon localmente trivial.
Este resultado es conocido como “El teorema de la fibracién de Ehres-
mann” y cumplird un rol central en esta tesis.

Teorema 1.1.7 (Ehresmann). Sea f : E — B una submersién sobreyectiva y
propia entre una variedad suave E con o sin borde y una variedad diferenciable B.
Si el borde de E es no vacio supondremos adicionalmente que f : 0E — B también
es una submersion. Entonces f : E — B es una fibracién localmente trivial.

En lo que sigue supondremos que 77 : E — B una fibracién localmente
trivial, B una variedad diferenciable sin borde, y ¢ : B’ — B una funcién
diferenciable. Recordemos que el pullback del diagrama B’ — B < E en
la categoria de espacios topolégicos estd compuesto por el espacio

¢"(E) = {(e,b") € Ex B : (e) = (') }

junto con las proyecciones 7’ : ¢*(E) — By ® : ¢*(E) — E.! Esta terna
(¢*(E), ®, ') satisface la siguiente propiedad universal:

Proposicién 1.1.8. La funcién 7’ : ¢*(E) — B’ es una fibracién localmente
trivial, y (®, @) : ¢*(E) — E es un morfismo de fibraciones. Ademds, para toda
fibracion localmente trivial E' — B’ y todo morfismo (@', ¢) : E' — B’ existe
un morfismo (¥,id) : E' — ¢*(E) que hace conmutar el diagrama

q)/

¢ (E) ——

E
n’l J{”
B’ —— B

No todo diagrama en la categoria de variedades diferenciables con borde admite un
pullback. Sin embargo, en este caso particular el pullback existe y coincide con ¢*(E).
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1.2. Monodromia

La teoria de revestimientos se basa en el principio fundamental de le-
vantamiento de caminos de la base al espacio total. De esta manera se
define el concepto de monodromia de un lazo, el cual es central a la hora
de clasificar este tipo de funciones. Veremos a continuacién como extender
esta construccion al contexto mds general de las fibraciones localmente tri-
viales. Como las fibras de estas aplicaciones pueden tener dimensién po-
sitiva, no nos restringiremos a transportar tinicamente puntos entre ellas,
si no que también ciclos geométricos, clases de homologia e incluso fibras
enteras.

Una de las caracteristicas principales del levantado de caminos de un
revestimiento es su unicidad. Esto se debe a que sus fibras son discretas
y los puntos en ellas no tienen ningtin grado de libertad para moverse.
Esta es otra de las diferencias mds notorias con respecto a las fibraciones
localmente triviales. Sin embargo, el transporte de objetos es tinico en un
sentido mds permisivo: es tinico salvo isotopia. Comencemos recordando
este concepto.

Definicién 1.2.1. Sean f,¢ : M — N dos difeomorfismos entre varieda-
des con borde. Decimos que f y g son isotépicos si existe una homotopia
continua H : M x I — N entre f y ¢ de manera que H; : M — N es un
difeomorfismo para todo t € I.

Pasemos a enunciar el resultado esencial que nos permitird trasladar
objetos entre fibras.

Proposicion 1.2.2. Tomemos una fibracion localmente trivial 7t : E — B y una
curva suave a trozos vy : I — B que conecta a los puntos b, b’ € B. Entonces existe
una funcién continua I' : E, X I — E que satisface las siguientes propiedades:

(i) oI (x,t) = (t) para todo par (x,t) € E, x I,
(ii)) T(x,0) = x para todo x € Ey,

(iii) It : Ey — E, () es un difeomorfismo para todo t € I.

Mds aiin, la clase de isotopia de la funcion h, = I'y : E, — Ey depende tinica-
mente de la clase de homotopia de la curva .
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E, x 1 R E

| | 7
— e

Figura 1.1: El levantamiento I" del camino 1.

Demostracién. Por simplicidad supondremos que 7y es un camino suave.
Sea v : | — B una extension diferenciable de esta curva a un intervalo
abierto | que contenga a I. Como y*(E) — | es una fibracién localmente
trivial con base contractil, debe ser trivial (este es el contenido del Teore-
ma 1.1.6). Bajo la identificacion v*(E) ~ E; X ], el diagrama conmutativo
asociado a este pullback es el siguiente:

v(E)~Eyx] L% E

1

] Y

La restriccion T : E, x [ — E es casi lo que buscdbamos porque cumple
tanto la primera como la tercera condicién del enunciado, pero no necesa-
riamente la segunda. Esto se puede arreglar facilmente reemplazando la

funcién T por I'(x,t) = f(fal(x), t).

Para probar la segunda mitad del enunciado tomemos otro camino
suave 7 : I — By una homotopia diferenciables # : I> — B entre am-
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bos. Sea T : E, x I — E una funcién continua con propiedades analogas
a las de I pero asociado al camino 7. Nuestro objetivo consiste en probar
que las funciones Ty, T : E, — Ej son isotépicas. Al igual que en el parra-
fo anterior, consideremos un intervalo abierto | O I, una extension suave
1 : J> = B,y el diagrama conmutativo asociado al pullback #*(E):

n*(E) ~ Ep x J? _H L E

] ——— B.

Precomponiendo a H por una funcién apropiada podemos suponer que
H(x,0,s) = x, para todo x € E, y todo s € I. Desafortunadamente nada
nos asegura que I'(x,t) = H(x,t,0) como uno sospecharia, pero lo que
si podemos afirmar es que las funciones I'y y H(; o) son isotopicas. Por
ejemplo, la aplicacién continua

(x,) = Hr) (HGL o) (T1-4(2))

es una isotopia entre ambas. Por el mismo motivo T es isotopica a Hy q),
por lo tanto bastara que encontremos una isotopia entre Hjg) y H(y ).
Naturalmente, podemos usar la isotopia (x,s) — H(x,1,s).

Nosotros estaremos interesados especialmente en el caso en el que 7y
es un lazo, esto es, cuando b = bV’. Dada una variedad diferenciable M,
denotamos por Diff(M) al grupo de difeomorfismos de M, y por Is(M) a
su subgrupo normal formado por los difeomorfismos isotépicos a la iden-
tidad. Se define el mapping class group de M como el cociente

MCG(M) = Diff(M)/ Is(M).
Gracias a la proposicién anterior, la aplicacion

701 (B, b) — MCG(Ep)
(7] — (1]
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es un (anti)morfismo de grupos bien definido. A la clase de isotopia [h-]
se la conoce como la monodromia geométrica del lazo vy. Este elemento
[hy] € MCG(E,) desciende a un automorfismo h.. : Hy(E,) — Hi(Ep)
al cual llamaremos la monodromia algebraica del lazo y. De esta manera
obtenemos una representacion’

m1(B,b) — Aut H,(E})

(7] — By

Ejemplo 1.2.3. No es dificil convencerse de que las tnicas dos clases de
equivalencia de fibraciones sobre S! cuyas fibras son difeomorfas a S! son
el toro y la botella de Klein. Ambas estan representadas en la Figura 1.2.
Tomemos un lazo 7 : I — S! que dé una vuelta completa alrededor del
origen. La monodromia algebraica asociada a la fibracién del toro T — S!
es igual a la identidad de H;(T;); mientras que en el caso de la botella
de Klein K — S, el operador h., : Hy(Ks) — H;i(Ks) coincide con la
multiplicacién por —1.

Observacién 1.2.4. Si la base de la fibraciéon 7w : E — B es conexa pode-
mos identificar dos operadores de monodromia con respecto a puntos base
distintos. En efecto, si 7y es un camino entre b y V', entonces los siguientes
diagramas conmutan:

m1(B,b) — MCG(Ey) m1(B,b) — Aut H,(Ep)
vt ’Yl l[hv] <[] vt ’YJ/ th o
7'(1(B, b,) — MCG(Eh/), 7T1(B, b/) — AutPNI*(Eb/).

Por esta razén, vamos a prescindir del punto base b elegido y notar a estos
operadores como

71 (B) — MCG(F), m(B) — AutH,(F);

donde F es la clase de difeomorfismo de las fibras de 7t : E — B.

2Los operadores de monodromia geométrica y algebraica se pueden pensar como dos
(anti)morfismos de grupoides 711 (B) — MCG(E,) y 711 (B) — Aut H(E,).
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v /},((]) [ [y ,},(%)v t),},(%) [y v :},(1) v
Figura 1.2: Monodromia de las fibraciones T — S! y K — S!

1.3. Monodromia relativa

A lo largo de esta tesis nos encontraremos con un tipo particular de
fibraciones 77 : E — B cuyas restricciones 7t : dE — B son triviales. Esta
propiedad adicional nos permitird construir operadores de monodromia
mas restrictivos.

Definiciones 1.3.1. Sean M una variedad diferenciable con borde. Deno-
tamos por Diff(M,dM) al grupo de difeomorfismos de M que se restrin-
gen a la identidad de dM. Una isotopia relativa a oM entre dos elemen-
tos f,g € Diff(M,9dM) es una isotopia H : M x I — M de manera que
H; : M — M es igual a la identidad en M para todo t € I. De manera
andloga a la subseccién previa definimos el mapping class group relativo
de M como

MCG(M, M) = Diff(M,dM)/ Is(M,dM).
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Usando las mismas técnicas utilizadas en la demostracién de la Propo-
sicién 1.2.2 se puede obtener la siguiente mejora de este resultado:

Proposicién 1.3.2. Supongamos que 7w : E — B es una fibracién localmente
trivial de manera que la restriccion 7t : OE — B es trivial. Tomemos una trivia-
lizacion global ¢ : OE — E, X Ide t : 0E — B,y v : I — B un lazo suave a
trozos que comience en b. Entonces existe una funcién continua I : E, X I — E
como en la Proposicion 1.2.2 que cumple la siguiente propiedad adicional:

(iv) ¢ oT(x,t) = (x,7v(t)) para todo par (x,t) € dE, X I.

Ademds, la clase de isotopia relativa h!, = [I'1] € MCG(Ey, 0Ey) no depende de
la trivializacion ¢ ni del representante de la clase [y] € 711(B, D).

Observemos que efectivamente I'; es un elemento de MCG(E,, 0Ej)
gracias a la propiedad (iv). Andlogamente, obtenemos los llamados ope-
radores de monodromia geométrica y algebraica relativos:

m1(B,b) — MCG(E, 0E;) (B, b) — Aut H,(E;, 0E;)
[v] — 1], [7] ¥ I

Comentario 1.3.3. La teoria de fibraciones localmente triviales expuesta
hasta el momento sigue siendo vélida si a lo largo de este capitulo reem-
plazamos la palabra “difeomorfismo” por “homeomorfismo”. En particu-
lar, si queremos calcular la monodromia algebraica de v : E — B alo largo
de un lazo 7, bastara encontrar un trivializacién continua ¢ : 0E — E; x [
y una familia continua de homeomorfismos I't : Ej, — E, ;) que satisfagan
las condiciones (i), (ii) y (iv).

1.4. Variacion

Es facil comprobar que los difeomorfismos h, : E, — E; asociados
a una fibracién trivial son isotdpicos a la identidad. Por este motivo, la
diferencia hv* —id en una fibracién localmente trivial arbitraria nos da una
forma de medir qué tan lejos esté dicha fibracién de ser trivial (al menos a
lo largo del lazo ). Esto nos motiva a definir lo siguiente:
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Definicién 1.4.1. Sean X un espacio topolégico, A uno de los subespacios
de X, yh:(X,A) — (X, A) una funcién continua de pares de manera que
h|a = id . Se define la variacién de & como la aplicacién

Var(h) : H,(X, A) — H,(X)
Var(h)[c] = [h(c) —c],

donde ¢ es una n-cadena singular de X, cuyo borde dc es una (n — 1)-
cadena del subespacio A.

No queda claro a simple vista si los operadores de variacion estan bien
definidos o no, porque en principio Var(h)[c| depende del representante c
de su clase de homologia relativa. Veamos que efectivamente esta es una
buena definicién. En primer lugar observemos que h.(c) —c € C,(X) es
un n-ciclo de X, puesto que dc € C,_1(A) y h se restringe a la identidad
de A. Por otro lado, si [c] = [¢/], tienen que existir cadenas a € C,(A),
b € Cy11(X) tales que ¢ — ¢’ = a + 9db. De esta igualdad se sigue que

[h(c) = ] = [hi(c) = €] = (@) —a+9(h.(b) = b)] = O,
nuevamente gracias a las hipétesis sobre /.

Observacién 1.4.2. Supongamos a su vez que X es estd contenido en un
espacio topolégico Y, y que la funcién h admite una extensién continua

h:Y — Y que es la identidad en B = AU (Y \ X). Entonces el siguiente
diagrama es conmutativo.

A.(x,4) 2 f7(x)

H.(Y,B s H.(Y
( )m (Y)

Si ademas el morfismo j, inducido por la inclusién (X, A) C (Y, B) es un
isomorfismo, entonces podemos calcular la variacion de & a partir de la de
h mediante la férmula

Var(h) = i, o Var(h) o j; ..
Este es el caso si (Y; X, B) es una CW-terna [Swi02, Proposition 7.5].
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Si nuestra intencién es aplicar esta construccion sobre los operadores
de monodromia geométrica de una fibracién, necesitaremos que la varia-
cién sea un invariante isotépico. La siguiente proposicién afirma mas fuer-
temente que la variacién es un invariante homotépico.

Proposicién 1.4.3. Supongamos que h, 1’ : (X, A) — (X, A) son dos funciones
continuas tales que existe una homotopia H : X x I — X entre ellas que cumple
que H(a,t) = a, para todo (a,t) € A x I. Entonces Var(h) = Var(l').

Demostracion. A partir de la homotopia H podemos construir un operador
prisma P : C,(X) — Cy41(X) que satisface la ecuaciéon oP + Po = hl, — h,,
y que P(C,(A)) € B,(A) (ver la demostracion de [Hat02, Corollary 2.11]).
Consecuentemente,

Var(W')[c] — Var(h)[c] = [I.(c) — h.(c)] = [0P(c) — P(3c)] =0. O

Definicién 1.4.4. Sea 77 : E — B una fibracién localmente trivial de manera
que 7T : 0E — B es trivial. Se define la variacién de un lazo 7y como el
operador

Var,, = Var([h,]) : Hy(Ep, 9Ey) — Hy(Ep)
Var, [e] = [y:(c) — dl,
el cual esta bien definido gracias a las proposiciones 1.3.2 y 1.4.3.

Observacion 1.4.5. A partir de la definicion de los operadores de variacién
se desprenden las siguientes propiedades:

(1) Tomemos dos lazos v1, 72 € 71(B,b). Si i, : Hy(E,) < Hy(Ep, 0E)
denota a la inclusién candnica, entonces

Var,,o,, = Var,, + Var,, + Var,, o i, o Var,, . (1.1)

(2) Siy : I — Besun camino que une los puntos by V', y w € m1(B, V'),
entonces la variacién del lazo T = yow o 7! esigual a

Var; = h;} o Var o h,. (1.2)



Capitulo 2

Singularidades

2.1. Singularidades aisladas

A continuacion presentaremos al objeto de estudio de esta tesis y da-
remos algunas definiciones bdsicas. Supongamos que f : C" — C es una
funciéon holomorfa que tiene un punto critico aislado p € C". Notemos
a = f(p) a su valor critico correspondiente. Para nuestros prop6sitos no
nos convendra pensar a f como una funcién, sino como una familia de hi-
persuperficies Vg = f ~1(B) indexadas por un pardmetro B € C. Nuestro
objetivo consistird en entender la forma de la hipersuperficie compleja V,
alrededor del punto singular p, y el modo en el que las fibras regulares
cercanas Vg se degeneran en esta fibra singular cerca de p. Como la natu-
raleza de este problema es local, no necesitamos que el dominio de f sea
todo C". Bastard que f esté definida en algtin entorno de p, aunque no
nos interesa ninguno en particular. Por este motivo reemplazaremos a la
funcién f : C* — C por lo que se conoce como su germen en p:

Definiciones 2.1.1. Fijemos un punto p € C". Diremos que dos funciones
holomorfas f : U C C" — Cyg:V C C" — C, definidas en entornos
abiertos de p, son equivalentes si f|yny = glunv. A las clases de equiva-
lencia de esta relacion las llamaremos gérmenes. A la clase de equivalencia
de una funcién f : U C C" — C la denotaremos como f : (C",p) — C, 0
f:(C" p) — (C, f(p)) si queremos hacer énfasis en su valor en el punto
p, o simplemente f cuando los demads datos queden claros por el contexto.

13
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Cometeremos el abuso de notacion al denotar como f tanto a un germen
como a alguno de sus representantes.

Para simplificar el problema podemos suponer sin perder generalidad
que p = 0y &« = 0, ya que podemos componer y precomponer al germen
f para que esto suceda.

Definiciones 2.1.2. Una singularidad es un germen f : (C",0) — (C,0) de
manera que el gradiente V f de cualquiera de sus representantes se anula
en el origen. Si ademds existe un representante de f que tiene un tinico
punto critico en su dominio diremos que esta singularidad es aislada.

Por ultimo, el comportamiento de las fibras Vg cerca de p = 0 no de-
beria depender de la eleccién de un sistema de coordenadas de C”". Por lo
tanto identificaremos a las singularidades salvo cambios de coordenadas.

Definicién 2.1.3. Decimos que dos singularidades aisladas f y g son equi-
valentes si existe un germen de biholomorfismo ¢ : (C*,0) — (C",0) tal

que fogp =g.

El caso n = 1 es particularmente sencillo, ya que las clases de equiva-
lencia de estas singularidades quedan completamente determinadas por
su multiplicidad en el origen.

Ejemplo 2.1.4. Supongamos que f : (C,0) — (C,0) es una singularidad
aislada de una variable compleja. Si f se anula en el origen con multipli-
cidad m, entonces podemos encontrar una factorizacién f(z) = z"h(z),
donde 1 : (C,0) — C es un germen de funcién holomorfa que no se
anula en 0 € C. Como h(0) # 0, este elemento admite una raiz m-ésima
k : (C,0) — C, es decir que k" = h. Como la derivada de la funcién
P(z) = zk(z) no se anula en 0 (ya que ¢'(0) = k(0)), el teorema de la
funcién inversa nos asegura que ¢ es un biholomorfismo entre dos entor-
nos abiertos del origen. Su inversa define un germen de biholomorfismo
¢:(C,0) — (C,0),yporlotanto fy g(z) = f o ¢(z) = 2" son equivalen-
tes.!

Este ejemplo es un caso particular del teorema de Tougeron, el cual afirma que toda
singularidad aislada de multiplicidad y es equivalente a su polinomio de Taylor de grado
p+1[AGZV85, pag. 121].
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Para una cantidad arbitraria de variables, el tipo de singularidades més
elementales que nos podemos encontrar son las no degeneradas, ya que
las mismas estan completamente caracterizadas, como veremos en el pré-
ximo lema.

Definicién 2.1.5. Sea f : M — C una funcién holomorfa definida sobre
una variedad compleja de dimensién n. Diremos que un punto critico
p de f es no degenerado si existe un sistema de coordenadas complejas
z1,...,zy alrededor del punto p de manera tal que la matriz hessiana

azf nxn
(F)ziazj(p))ij eC

es no singular. Se puede comprobar facilmente que de ser asi, la matriz
hessiana correspondiente a cualquier otro sistema de coordenadas tam-
bién es no singular.

Lema 2.1.6 (Morse). Sea f : M — C una funcién holomorfa. Si p es un punto
critico no degenerado de f, entonces existe una carta compleja ¢ definida en un
entorno de p de manera que ¢(0) = p, y

foo M z1 . zn) = f(p) + 27+ + 25

En particular, si una singularidad aislada f : (C",0) — (C,0) admite
un representante que tiene un punto critico no degenerado en el origen,
entonces f es equivalente a la singularidad Q(z1,...,2zq) = 25 + - - + 2.

Este resultado se puede probar esencialmente de la misma manera que
la version del lema de Morse para variedades suaves [Mil63, Lemma 2.2]
y por lo tanto omitiremos su demostracion.

2.2. Singularidades simples

El objetivo de esta seccién consiste en motivar el estudio de una familia
de singularidades que estd en correspondencia con los subgrupos finitos
de SU(2). A estas singularidades se las conoce como simples, kleinianas,
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o de Du Val. Al final de esta tesis veremos que, al igual que en otras ra-
mas de la matematica, estos objetos admiten una asignacion de diagramas
de Dynkin de tipo A,D y E. No es casual entonces que estas singularida-
des tengan conexiones profundas con las dlgebras de Lie semisimples y
los grupos de Coxeter finitos [AGLV98, Chapter 2, §5]. Debido al caracter
motivacional de esta seccidn, enunciaremos varios resultados sin sus res-
pectivas demostraciones. El lector interesado puede encontrar los detalles
en el libro [L.am86], o en la fuente original [Kle13].

Una de las maneras de enumerar todos los subgrupos finitos de SU(2)
es con la ayuda del revestimiento de dos hojas p : SU(2) — SO(3). Todo
subgrupo finito no ciclico de SU(2) es de la forma G* = p~!(G), donde
G es un subgrupo finito de SO(3). Este tipo de grupos se llaman binarios.
Se sabe que hay tres tipos de subgrupos finitos de SO(3): los grupos ci-
clicos Z;, los grupos diedrales ID,, y los grupos de movimientos rigidos
de los solidos platonicos. En esta tdltima categoria hay grupos repetidos.
Por ejemplo, el grupo de movimientos rigidos del cubo coincide con el del
octaedro. Esto se debe a que podemos inscribir el primer poliedro en el
segundo y viceversa. Lo mismo ocurre entre el dodecaedro y el icosaedro.
Notemos a los grupos de movimientos rigidos del tetraedro, octaedro e
icosaedro como T, O e I respectivamente. De esta manera, los subgrupos
finitos de SU(2) son Z,, D};, T*, O* e I*.

La manera de asignarle una singularidad a cada uno de estos subgru-
pos G de SU(2) es considerando el espacio de 6rbitas C?/G. En general,
si G € GL,(C) es un subgrupo finito de matrices, le podemos dar una
estructura de variedad algebraica afin al espacio cociente C" /G. La forma
de hacerlo es definiendo primero su anillo de coordenadas homogéneas y
luego usar la equivalencia entre la categoria de C-algebras integras finita-
mente generadas y variedades algebraicas afines sobre C. Conjuntistica-
mente hablando, tener una funcién C"”/G — C es lo mismo que tener una
funcién C" — C que es constante en las 6rbitas de la accién de G sobre C".
De esta manera, el candidato natural a anillo de coordenadas homogéneas
para este cociente es

C[Xy, ..., Xu® ={peC[Xy,...,Xu] | p(gX) = p(X), Vge€G}.

Se puede probar que efectivamente esta es una C-subdlgebra finitamen-
te generada de C[Xy, ..., Xy, la cual es conocida como el dlgebra de in-
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variantes de G. Esta idea puede plasmarse en el siguiente teorema, cuya
demostraciéon puede encontrarse en [Loo84].

Teorema 2.2.1. Sean p1, ..., pm generadores del dlgebra C[X, ..., XH]G. Con-
sideremos la aplicacion ¢ : C"* /G — C™ definida como

o([2) = (p1(2),- ... pm(2)).

Entonces la imagen de ¢ es una subvariedad algebraica Vg C C™, y la restric-
cion ¢ : C"/G — Vg es un homeomorfismo. Ademds, el anillo de coordenadas
homogéneas de Vg es isomorfoa C[X1, ..., X,]C.

En el caso en que G es uno de los subgrupos finitos de SU(2), el dlgebra
de invariantes C[X, Y]C estd generada por tres polinomios homogéneos
p1, P2, P3, los cuales satisfacen una relacién polinomial f(p1, p2, p3) = 0.
Maés aun, la variedad Vg coincide con el conjunto de ceros de f(x,y,z).
Este germen f : (C3,0) — (C,0) es la singularidad simple que se obtiene
a partir de G. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.2. Sea Z, el subgrupo ciclico de SU(2) generado por la matriz

én 0

0 &)’
donde ¢, es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. El dlgebra de inva-
riantes C[X, Y]?" est4 generado por los polinomios

p1=XY, p=X", p3=Y",
los cuales satisfacen la relacién

p1 — p2ps = 0.

La singularidad asociada al subgrupo ciclico es f(x,y,z) = x" —yz, que
al precomponer por el cambio de variables (x,y,z) — (x,iz —y,y + iz)
se escribe como f(x,y,z) = x" + y* + z2. Diremos que toda singularidad
equivalente a f es de tipo A,_1. La elecciéon de este nombre quedara jus-
tificada cuando le asignemos a esta singularidad un diagrama de Dynkin
del mismo tipo.



18 CAPITULO 2. SINGULARIDADES

Ejemplo 2.2.3. El subgrupo diedral binario D}, C SU(2) est4 generado por

las matrices
¢n O 0 i|.
0 &' o)’

y su dlgebra de invariantes correspondiente por los polinomios
pL = X2Y2, pa = X2i’l + (_1>1’len’ p3 = XY(in + (_1)71an)

En este caso, la singularidad que anula a la terna de polinomios (p1, p2, p3)
es f(x,y,z) = 4(—x)"*! + xy? — z2. Al igual que en el ejemplo previo, si
precomponemos por el cambio de variables (x,y,z) +— (— "V4x,y,iz),
obtenemos la singularidad simple f(x,y,z) = x"*! + xy? + z2. A las sin-
gularidades de esta clase se les dice de tipo Dj, ;2.

Repitiendo este proceso con los subgrupos T*, O* e I* obtenemos la
lista completa de las singularidades simples:

Subgrupo de SU(2) | Singularidad | Nomenclatura

Zy X" +y? + 22 A,y
D; ¥4 x4 22 D,.s
T Byt 2 E,
O* x3 4+ xy® + 22 E;

1‘[* x3+y5+zz E8




Capitulo 3

La fibracion de Milnor

En este capitulo derivaremos ciertos objetos topolégicos a partir de una
singularidad aislada. Los mismos nos permitirdn entender el comporta-
miento de los representantes de dicho germen en un entorno del punto
critico. Como el titulo lo sugiere, uno de ellos serd una fibracién localmen-
te trivial, y por lo tanto podremos introducir las nociones de monodromia
y variacién de una singularidad aislada siguiendo las construcciones del
primer capitulo. Durante las primeras dos secciones seguiremos principal-
mente el tratamientos de [Loo84], mientras que la cuarta y quinta seccién
estardn basadas en los libros [AGZV88] y [Mil68] respectivamente. Algu-
nas de las demostraciones de este capitulo siguen las lineas de [Jou07].

De ahora en mas usaremos las notaciones

Be={zeC":|z| <e}, Se={zeC":|z| =¢},
B.={zeC":|z]|] <&}, D, ={zeC:|z| <y}

3.1. Ellink de una singularidad

Supongamos que f : U C C" — C es una funcién holomorfa que
representa a una singularidad aislada f : (C",0) — (C,0). Una de las

19
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primeras preguntas que uno podria formularse es cémo es la topologia
de la variedad f~1(0) alrededor del origen. Para darle un significado més
formal a este interrogante nos proponemos estudiar el espacio topoldgico

K= f10)NS,,

donde S, denota a la esfera de radio ¢ > 0 lo suficientemente pequefio.
Este espacio es conocido como el link de f.

Figura 3.1: El link de una singularidad.

Una de las falencias de la definicién del link Ky = f “1(0)N S es la
dependencia del radio ¢ elegido. La siguiente proposiciéon se encarga de
solucionar este problema.

Proposicién 3.1.1. Sea r : U — R la funcién definida como r(z) = |z|.
Entonces existe un radio ¢ > 0 de manera que r : f~1(0) \ {0} — R no tiene
valores criticos en el intervalo (0, €2].

Para evitar el uso excesivo de autoreferencias, de aqui en adelante su-
pondremos que todo radio € es lo suficientemente pequefio como en la
tesis de la proposicién previa.

Corolario 3.1.2. El link Ky = f~1(0) N S, es una variedad diferenciable de
dimension real 2n — 3, la cual no depende de la eleccion del radio e.
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Demostracién. Tomemos un radio ¢ > 0 como en la Proposicién 3.1.1. Por
el teorema de Ehresmann 1.1.7, r : (f~1(0) \ {0}) N B: — (0,€%) es una
fibracién localmente trivial cuya base es conexa. Luego, todas sus fibras
son difeomorfas y tienen dimensién igual a

dimg (f71(0)\ {0}) —1=(2n —2) — 1 =2n — 3. O

El origen de esta variedad se remonta al trabajo de Brauner [Bra28], el
cual estudi6 el caso n = 2. Para esta cantidad de variables el link Ky es
una variedad de dimensién uno embebida en la 3-esfera S, C C2. De aqui
recibe su nombre.

Para demostrar la Proposicién 3.1.1 necesitaremos una generalizacién
de un resultado de Milnor que él mismo bautizé como “The Curve Selec-
tion Lemma”. Este lema es altamente técnico y por ende omitiremos su
demostracidn, la cual puede encontrarse en [Mil68].

Lema 3.1.3 (de seleccion de la curva). Sean U un subconjunto abierto de R"™,
y funciones analiticas f1,..., fx, §1,--.,8 : U — R. Consideremos el conjunto
semianalitico

Z={xelU|fi(lx)=-=fr(x) =0, g1(x) >0, ...,g(x) >0}.

Si p € U es un punto de acumulacion de Z, entonces existe una curva analitica
v : I — U que comienza en p tal que y(t) € Z para todo 0 < t < 1.

La version original de este lema pide que las funciones fy, ..., fx, g1, .-, &1
sean polinomiales, pero la demostracién puede adaptarse para el caso ana-
litico mediante modificaciones menores.

Demostracién de la Proposicién 3.1.1. Sea7 = r : f~1(0) \ {0} — R. Supon-
gamos que podemos encontrar puntos p € f~1(0) \ {0} arbitrariamente
cerca del origen tales que grad,, 7 = 0y lleguemos a una contradiccién.! Si
f = u +iv es la descomposicion en partes real e imaginaria de f, entonces
el espacio tangente T,f !(0) es exactamente el complemento ortogonal
del subespacio spany { grad, u, grad, v} C TpC" = C" con respecto al pro-
ducto interno real {, ) en C* = IR?". A partir de esta descripcién es facil

IEl gradiente de una funcién suave g : M — R sobre una variedad riemanniana M es
el tinico campo grad g € X(M) tal que (grad, g,v) = v(g) para todo v € T, M.
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comprobar que grad,, 7 es la proyeccién ortogonal de grad,, r al subespacio
T,f~1(0), y por lo tanto el conjunto de los puntos criticos de 7 es

Z = {p c f710)\ {0} : grad,r = agrad, u + pgrad, v, con ,p GIR}

= {p eU: f(p) =0, r(p) >0, rank |grad, r,grad, u, grad,, v} < 3},

Por el lema de seleccion de la curva 3.1.3 podemos encontrar un camino
analitico v : I — U que parte del origen tal que y(t) es un punto critico
de 7 para todo 0 < t < 1. De esta manera tenemos que (7o 7v)’(t) = 0 para
todo t € (0,1], y por lo tanto 7 o 7y debe ser constantemente igual a cero.
Esto absurdo porque 0 ¢ Z. O

Ejemplo 3.1.4. Consideremos la singularidad aislada f(x,y) = x? — 9,
donde p y g son dos niimeros naturales coprimos mayores o iguales que
2. El conjunto de ceros de f se puede parametrizar mediante la asignaciéon
a — (a7,aP), con lo cual

K= {(xy) €€ 2 =1 =0, |xP ]y = £}
= {(@,a%) s |2 + o =&, weC}
= {(anp”ie,aezq”ig) 10 € [0,1]} ,

donde a € R es la tinica solucién real positiva de la ecuacién a?? + a%7 = ¢2.
Esta descripcion nos dice que el espacio Ky es un nudo de S, inscripto en

el toro S} x S!, de manera que Kf da p vueltas alrededor de su primera
componente y g vueltas en torno a la segunda (ver la Figura 3.2).

El siguiente ejemplo estd extraido del articulo [Mil75].

Ejemplo 3.1.5. Supongamos que f : (C3,0) — (C,0) es una de las sin-
gularidades simples correspondiente a uno de los subgrupos finitos G
de SU(2). Como mencionamos anteriormente, el dlgebra de invariantes
C[X, Y] est4 generado por tres polinomios homogéneos p1, p2 y p3. Di-
gamos que los grados de estos generadores son ny,n; y n3 respectiva-
mente. Gracias al Teorema 2.2.1, la funcién ¢([z]) = (p1(z), p2(z), p3(z))
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Figura 3.2: El link de la singularidad f(x,y) = x* — y2.

es una biyeccién entre C2/G y Vg = f~1(0). Es claro que ¢ manda la
semirecta real {[Az] | A > 0} C C?/G en la curva parametrizada por
A = (A"py(z),A"2pa(z), A" ps(z)), la cual interseca a la esfera Sg en un
tnico punto y de manera transversal. Esto define una funcién suave e in-
yectiva S3/G — K - En el proximo capitulo veremos que en estas condi-
ciones K resulta ser conexo (ver el Teorema 4.3.6). Pero una funcion suave
que sale de una variedad compacta tridimensional y llega a una variedad
conexa tridimensional debe ser un homeomorfismo. Luego, K F S3/G.

Estos espacios S/ G admiten una descripcién explicita como cocientes
de poliedros sélidos luego de identificar sus caras de forma conveniente.
Incentivamos al lector interesado a inspeccionar [Lam&6, Chapter 2, §4].

Al igual que con el link, uno podria preguntarse como es la topologia
de la interseccién f~1(0) N Be, para una eleccion apropiada del radio € > 0.
Este espacio no proporciona informacién adicional sobre la singularidad
pues estd completamente determinado por K.

Teorema 3.1.6. Existe un homeomorfismo

£71(0) N B, = Cone(Ky) = Ky x I/(Kf x {0}).
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Demostracién. Sea & > ¢ un radio de manera que r : f~1(0)\ {0} — R
no tenga valores criticos en el intervalo (0,2). El teorema de Ehresmann
nos asegura que r : (f~1(0) \ {0}) N Bz — (0,) es una fibracién localmen-
te trivial; y como su base es contréctil, es trivial. Cualquier trivializacién
(f71(0) \ {0}) N B: = Ky x (0,£) se puede restringir a un difeomorfismo
(f71(0) \ {0}) N Be = Kf x (0,¢], que a su vez se extiende a un homeo-
morfismo como el del enunciado. O

En lo que queda de la seccion veremos que Ky es un invariante de la
clase de equivalencia de la singularidad f. Este hecho no resulta evidente a
primera vista, porque al precomponer a f por un cambio de coordenadas
holomorfo las esferas S, son deformadas. En respuesta a esta dificultad
ampliaremos el nivel de generalidad de las definiciones utilizadas hasta el
momento.

Definicién 3.1.7. Diremos que una funcién analitica r : U C C" — Ry
define al origen si cumple que ' ({0}) = {0}, y para todo & > 0 suficien-
temente pequefio se tiene que r~1([0, £2]) es un espacio compacto.

Esta definicién pretende generalizar a la funcién distancia r(z) = |z|?,
por lo tanto usaremos las notaciones

Sr,g - 1’71(82), Br,g - 7’71([0, 82)), ET’,& - 7"71([0, 82]).

Observacion 3.1.8. Todas las definiciones, resultados y demostraciones
que vimos a lo largo de esta seccién se pueden reescribir palabra por pa-
labra reemplazando la aplicacién z — |z|? por funciones r que definen al
origen; y a los conjuntos S, Be y B; por sus versiones analogas S, ¢, By y
Bye.

Lema 3.1.9. Sean f : (C",0) — (C,0) una singularidad aislada y r,v" dos
funciones que definen al origen. Entonces podemos encontrar un par de niimeros
positivos €, €', que cumplen que B, o C By ¢; y un difeomorfisno

f_l(o) N (ET’,S \ Br’,s’) = (f_l(o) N Sr,s) X I/

que se restringe a difeomorfismos

f_l(o) NSpe = _1(0) N Spe x {0}, f_l(o) NSy o = f_l(o) NSpe x {1}.
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Demostracién. Sean 7y 7' las restricciones respectivas de las funciones r y
r' al espacio f~1(0) \ {0}. En primer lugar veamos que los puntos p de
£71(0) \ {0} para los cuales los vectores grad, 7y grad, 7’ apuntan en di-
recciones opuestas no se pueden acumular en el origen. Hablando con ma-
yor precisién, decimos que dichos vectores apuntan en direcciones opues-
tas cuando son linealmente dependientes y ademaés (gradp 7,grad, 7) < 0.
El conjunto formado por estos puntos es exactamente

7 = {p c f710)\ {0} : (grad, 7, gradp7> <0,
rank [gradp , gradp v, gradp u, gradp v} < 4},

por ende estamos bajo las hipétesis del lema de seleccion de la curva 3.1.3.
De esta manera podemos hallar una curva analitica 7y que que comienza
en el origen y grad, 7= A(t) grad, 7 para todo 0 < t < 1, para cierta
funcién escalar A(t) < 0. Luego,

(Foy)'(t) = (grad,(y 7,7/ (t)) = At) (grad,(y 7', 7' (1)) = A() (F 0 )’ (1),

lo cual es absurdo porque las funciones 7, 7 no crecen simultdneamente a
lo largo de 7.

Tomemos dos ntimeros reales positivos ¢, ¢ tales que E/,S/ C Bye, y que
los gradientes grad 7, grad 7 no apunten en direcciones opuestas en el con-
junto B, .. El siguiente paso de la demostracion consistird en encontrar un
campo vectorial X sobre (f~1(0) \ {0}) N B, ¢ que satisfaga las condiciones

(grad, 7, Xp) = —1, (grad;ﬁﬂ, Xp) <0.

Este campo nos permitird construir el difeomorfismo buscado a partir de
sus curvas integrales. Bastard construirlo localmente para luego pegarlo
usando una particién de la unidad. Tomemos un punto p perteneciente a
la interseccién (f~1(0) \ {0}) N B.. Si grad, 7y grad, 7’ son linealmente
dependientes, entonces (gradp 7, grad, 7) > 0, dado que no pueden apun-
tar en direcciones opuestas y ninguno de estos vectores es nulo. Por con-
tinuidad, esta desigualdad tiene que seguir valiendo en un entorno abier-
to U de p. El campo X, = —grad, 7/|| grad, 7]|* definido en U cumple
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las propiedades buscadas. Si por el contrario grad, 7y grad,, 7 son lineal-

mente independientes, entonces existe un entorno abierto U de p tal que
(grad, 7, Xp) = (grad, 7', X,) = —1, para todo g € U.

Sea @ el flujo asociado al campo X. La primera de las condiciones sobre
X implica que r o ®(P)(t) = ¢ —t, para todo p € f~1(0) N S,; mientras
que la segunda nos asegura que ' o @) (t) es una funcién estrictamente
decreciente. Como r : f~1(0) N B, — [0, €] es una funcién propia tal que
r=1(0) = {0}, el flujo @) (t) esta definido en el intervalo [0,¢) y ademas
tiende a 0 cuando f tiende a € (es una consecuencia del lema del escape
[Lee03, Lemma 9.19]). Por lo tanto para cada p € f~1(0) N S, existe una
tinica solucién t = 7(p) de la ecuacién v’ o @) (t) = ¢, la cual define una
funcién analitica real T : f~1(0) NS, — [0,¢) gracias al teorema de la
funcién implicita. Finalmente, el difeomorfismo

(f7H0) N Sye) x I — f71(0) N (Bre \ Buer)

(p,s) = @V (s7(p)).
satisface las propiedades del enunciado. O

Corolario 3.1.10. La variedad suave Ky = f ~1(0) N S, ¢ no depende de la fun-
cion r ni del niimero real €, y es un invariante de la clase de equivalencia de f.

Demostracién. La primera parte del corolario es una consecuencia inme-
diata del lema previo. Por otro lado, sea ¢ : (C",0) — (C",0) un germen
de biholomorfismo tal que § = f o ¢. Si r es una funcién que define al ori-
gen, entonces la composicion ¥’ = r o ¢ tiene la misma propiedad. Luego,

¢! resulta ser un difeomorfismo entre K 7y Kg pues

(P_l(Kf) = q)_l(f_l(o) NSre) = g_l(o) NSy = K. [

3.2. Representantes buenos

Con la intencién de entender la topologia del link Ky con mayor pro-
fundidad, Milnor defini6 en su trabajo [Mil68] la funcién suave

cp:%;sg\Kf%sl,
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y prob6 que la misma es una fibracién localmente trivial. En honor a este
célebre matematico, hoy en dia esta funcién es conocida como la fibracién
de Milnor de la singularidad f. Parte del interés que motiva el estudio de
esta aplicacién se debe a que las clausuras de sus fibras son variedades
diferenciables que tienen a Ky como borde en comun. Esta herramienta le
permiti6 a Milnor probar que K resulta ser un espacio topolégico (1 — 3)-
conexo (este teorema serd probado al final del siguiente capitulo).

En esta tesis optaremos por implementar una de las versiones alterna-
tivas de la fibracién de Milnor, siguiendo el enfoque de Arnold [AGZVES].
Para nosotros la fibraciéon de Milnor sera la restriccién

f: f_l(DU \ {0}) N B, — Dy \ {0},

donde Dy, es un disco abierto del plano complejo de radio 77 > 0 lo suficien-
temente pequefio. La conexién entre ambas fibraciones puede encontrarse
en [Z0l06, Proposition 4.6]. Una de las ventajas que presenta la construc-
ciéon de Arnold con respecto a la de Milnor es que a partir de la primera
se pueden derivar ciertos invariantes combinatorios tales como matrices
de interseccién y diagramas de Dynkin (este serd el contenido del quinto
capitulo).

Proposicién 3.2.1. Existe un radio n = 1(r,e) > 0 de manera que la restriccién
f:f1(Dy)NS,e — Dy

es una submersion, y por lo tanto una fibraciéon localmente trivial.

Nuevamente, de aqui en adelante supondremos, sin aclararlo explicita-
mente, que todos los radios 7 > 0 son lo suficientemente pequefios como
en la tesis de la Proposicién 3.2.1.

Demostracién. En primer lugar veremos que el cero es un valor regular de
la funcién g = f|s,, : Sre = C. Dado un punto p € f~1(0) N S, , es claro
que kerd,g = T,f 1(0) N TS;, con lo cual tenemos la siguiente cadena
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de equivalencias:
p es un punto regularde ¢ <= dimgImd,g =2
< dimg(Tpf 1(0) N TpSye) =2n —3
= dimg(T,f 1(0) + TpSre) = 2n
= T,f 10) + TpSse = T,C"
— f10)hS,c en p.

Aqui hemos usado los teoremas de la dimensién para espacios vectoriales
y la igualdad dimg T,f~1(0) = 21 — 2, la cual es valida porque p es un
punto regular de f. Por otro lado,

FHO)MSre en p = T,f1(0) + T,Se = T,C"
<« T,f '(0) & TpSse = kerdpr (dimg S, =2n—1)
= dpr: Tpf_l(O) — R es no nulo

<= pesunpuntoregularde r: f1(0)\ {0} — R.

Como hemos supuesto anteriormente (concretamente, en este parrafo), 2
es un valor regular de la restriccién r : f71(0) \ {0} — R, por ende se
sigue de estas dos cadenas de equivalencias que cero es un valor regular

de g.

Sea U C S, . un entorno abierto de K F= f “10)n Si¢ de manera que
g : U — C sea una submersién. Podremos concluir con la demostracién si
logramos probar que existe un 77 > 0 de manera que g_l(DW) estd conte-
nido en U. Supongamos por el contrario que existe una sucesion (zy)x de
elementos de S, \ U cuyas imégenes (¢(zx))x convergen a cero. Usando la
compacidad de S, ¢ \ U podemos suponer que (zj ), converge a un elemen-
toz € S, \ U. Pero la continuidad de la funcién g implica que g(z) = 0,
lo cual es absurdo porque g~ '(0) = Ky C U. O

Apelando al teorema de Ehresmann, de la proposicién previa podemos
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deducir que la fibracién de Milnor es efectivamente una fibracién local-
mente trivial.

Teorema 3.2.2. La funcién diferenciable
f:f 1 (Dy\{0})NB,c — Dy \ {0}

es una fibracion localmente trivial.

Para no acarrear demasiados indices, a lo largo de esta tesis usaremos
las notaciones

= f1(Dy) N By,

Dy,

FH(Dy\ {0}) NB,e,
f

W MmN
I

Dy \ {0},
Yw)NB,e (weDy\{0}).

Como la base de la fibracién de Milnor f : E — B es conexa, todas sus fi-
bras son difeomorfas entre si. A la fibra F la llamaremos la fibra de Milnor
de f. Esta variedad diferenciable tiene dimensién real 2n — 2 y su borde es
difeomorfo al link K (ya que 3.2.1 afirma que f : dX — D es una fibracién
localmente trivial, y todas sus fibras son difeomorfas a este espacio). Si-
guiendo la terminologia de Looijenga en [LLoo84], diremos que la funcién
f : X — D es un representante bueno de la singularidad f.

Al igual que hicimos con el link K¢, veremos que la fibracién de Mil-
nor es un invariante de la clase de equivalencia de la singularidad f. Pero
primero necesitaremos ver de qué manera estan relacionados dos de sus
representantes buenos.

Teorema 3.2.3. Sean f : X — Dy f : X' — D’ dos representantes buenos de
una singularidad aislada f. Entonces existen dos difeomorfismos ® : X — X'
y ¢ : D — D' de manera que ¢ preserva orientaciones, ¢(0) = 0, y que el
siguiente diagrama conmuta:
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X -2, x

f| |s

DTD/

Demostracién. Digamos que X = f~1(Dy) N By X' = f1(Dy) N By g
Esta demostracion serd fragmentada en varios casos.

Caso1:r =1/, e = ¢, > n'. Tomemos un difeomorfismo ¢ : B — B’
que sea la identidad en un entorno punteado del origen. Como f : E — B
es una fibraciéon localmente trivial podemos encontrar un levantamiento
® : E — E’ de ¢ que sea la identidad en un entorno abierto de la fibra
singular f~1(0) N B, .. Este caso sigue luego de extender estas funciones
por la identidad.

Caso 2: r = r'. Tomemos un tercer representante bueno f : X” — D"
de manera que '’ = r = 1/, y ¢’ sea menor que ¢ y €. El caso anterior
nos permite suponer que 7 = 1’ = 5”. Por el teorema de Ehresmann, la
funcién diferenciable

f:fY(Dy) N (Bre\ B, en) — Dy

es un fibrado localmente trivial; y como su base es contractil, ademads es
trivial. Un razonamiento andlogo para €' en conjuncién con el Teorema
3.1.6 nos permite obtener una cadena de difeomorfismos

f7HDy) N (Bre\ Brer) = f71(0) N (Bye \ By en) x Dy
= Ky x [¢",€] x Dy
= Ky x [¢",€'] x Dy
= f_l(o) A (Er,s \ Br,s”) x Dy

= f_l (D77> N (Er,s’ \ Br,e”)/

los cuales conmutan con las proyecciones. Observemos que el difeomor-
fismo Ky x [¢,e] = Ky x [¢”,€/] puede ser elegido de manera que sea la
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identidad en un entorno abierto de K¢ x {¢"}. Esta eleccién nos permite
extender a la funcion f~1(D,) N (B¢ \ B,er) = f~1(Dy) N (Bye \ B, er) por
la identidad en f~!(D;) N B, x, y asi concluir con este caso.

Caso 3: el caso general. Gracias a los casos 1 y 2 podemos suponer que

los radios ¢, ¢ satisfacen las hipétesis del Lema 3.1.9 y que y = 7’. La
demostracién de esta tercera parte es andloga a la segunda haciendo uso
del Lema 3.1.9 en lugar del Teorema 3.1.6. O

Corolario 3.2.4. La clase de equivalencia de la fibracion de Milnor no depende de
las elecciones r, e y 11, y ademds es un invariante de la clase de equivalencia de la
singularidad f.

Demostracion. La independencia de las elecciones es consecuencia del teo-
rema previo. Supongamos que f, g : (C",0) — (C,0) son dos singularida-
des aisladas, y ¢ : (C",0) — (C",0) es un germen de biholomorfismo tal
queg = fo¢.Sif: E— Beselfibrado de Milnor de f determinado por 7,
gy n;entonces g : ¢ '(E) — Bes el fibrado de Milnor de g correspondien-
tear’ =rog,eyn.En conclusion, el siguiente diagrama conmutativo es
una equivalencia entre ambas fibraciones:

o' (E) —— E
gl lf

[]

Para cerrar con esta seccién, demostraremos una proposiciéon que nos
serd de mucha utilidad mds adelante. Si f : X — B es un representante
bueno de la singularidad f, usaremos las notaciones

X = (D) NBre,

X = ( F71(aD,) N §m> U ( LD, N sr,€> .
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Proposicién 3.2.5. Si los radios e y 17 son lo suficientemente pequefios, entonces
existe un homeomorfismo

X = Cone(dX) = 9X x I/(9X x {0}).

Consecuentemente, el espacio topolégico X es contrdctil.

Demostracion. Repitiendo los mismos pasos de la demostracion del Lema
3.1.9 podemos encontrar un campo vectorial X sobre X \ {0} tal que

(gradp r, Xp> == _1/ <gradp ‘f‘z’ XP> < 0.

Las curvas integrales de este campo se pueden extender de manera que
terminen en el origen, y a lo largo de ellas la funcién | f|? es decreciente. El
flujo de X determina un homemomorfismo como el del enunciado.

La segunda parte del lema se puede probar usando el Teorema 1.1.3,
ya que X y X resultan ser retractos por deformacién fuerte del subespacio
comin f~(D,) N By, donde i’ < 7. O

3.3. La monodromia de una singularidad

De la fibracién de Milnor de una singularidad se desprenden nuevos
invariantes de la misma siguiendo las ideas del primer capitulo. Recorde-
mos que a partir de la fibraciéon f : E — B podemos obtener dos operado-
res de monodromia

71(B) — MCG(F) 1 (B) — Aut H,(F)
(7] — [y, (7] — Bys.

En este caso particular, el grupo fundamental de B = D, \ {0} es isomorfo
a Z y esta generado por la clase del lazo ¢(t) = pe?™, para cierto radio
p < 11. Por ende, estos operadores quedan determinados por los elementos
[h,] y hyx, los cuales son conocidos como las monodromias geométrica y
algebraica de f respectivamente. Se definen de manera analoga sus ver-
siones relativas ya que f : dJE — B es una fibracion trivial (3.2.1). Estas
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definiciones no dependen del representante f : E — B gracias al Teo-
rema 3.2.3 (aca estamos usando la condicién adicional sobre la funcion
¢ : D — D') y por lo tanto son invariantes de la clase de equivalencia de
la singularidad f. Por esta razén usaremos las notaciones

Wy = hl, : Hi(F,0F) — H.(F,dF),

Vary = Var, : H.(F,0F) — H,(F).

Ejemplo 3.3.1. Calculemos la monodromia algebraica de una singularidad
aislada de una variable. Como hemos mencionado en 2.1.4, una singulari-
dad de este tipo es equivalente a f(z) = z*. La fibra de Milnor de f esté
formada por las raices k-ésimas de la unidad, es decir, las potencias del
ntimero complejo & = ¢?™/. El lazo y(t) = €*™ se levanta a la funcién
[: FxI — E definida como I'(x,t) = x-e*™/k, y en consecuencia la
monodromia geométrica de 7y es igual a la clase de isotopia de la funcién
h,(x) = I'1(x) = x - k. Por otro lado, todos los grupos de homologia re-
ducida de F son nulos salvo Hy(F), el cual estd generado por los ciclos
A= [¢l — & (0 <i < k—1). Luego,

Aiq  si0<i<k-—2,

he(A) = k—2
(&) Y A sii=k-2.
=0

En general, calcular la monodromia de una singularidad de varias va-
riables es un problema dificil, incluso en el caso mas sencillo de una sin-
gularidad cuadratica Q(z1,...,z,) = Z% + -+ +z2. De hecho, dedicaremos
gran parte de la primera seccién del siguiente capitulo al cémputo de hg.
Postergaremos otros ejemplos de operadores de monodromia y variacién
hasta el quinto capitulo para el momento en el que tengamos mads herra-
mientas a nuestra disposicion.
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3.4. Morsificaciones

Un procedimiento muy ttil a la hora de estudiar una singularidad ais-
lada consiste en encontrar una perturbaciéon adecuada de la misma. Esto
permite descomponer un punto singular, que en principio podria ser muy
complejo, en otros mas sencillos. Concretamente, el tipo de perturbaciones
que estudiaremos son de la forma f)(z) = f(z) + Y}_; Akzk, para cierta
n-upla de nameros complejos A = (Aq,...,A,) € C". El tipo de puntos
criticos més sencillos que podemos esperar de una deformacioén f, son los
no degenerados, ya que el lema de Morse 2.1.6 nos dice cémo se compor-
ta la funcién f, alrededor de cada uno de ellos. Afortunadamente, una
perturbacién genérica tiene estas caracteristicas:

Lema 3.4.1. Para casi toda n-upla A € C", los puntos criticos de la perturbacién
fa(z) = f(z) + Lf_1 Akzi son no degenerados y sus valores criticos son distintos
dos a dos.

Demostracion. Observemos que V f)(z) = Vf(z) 4+ A, con lo cual los pun-
tos criticos de f, son las soluciones de la ecuaciéon Vf(z) = —A. Ademas,
un punto critico z de f, es no degenerado si y sélo si la matriz hessiana de
f en z es no singular. Consecuentemente, los puntos criticos de f) son no
degenerados si y s6lo si —A es un valor regular del campo V£, lo cual es
cierto para casi todo A por el teorema de Sard. Como el conjunto de valo-
res regulares de V f es abierto, podemos sumarle un término lineal a f) de
manera que satisfaga la segunda condicién. O

Diremos que una deformacién f) con estas caracteristicas es una mor-
sificacién de f. Con las mismas técnicas que usamos a lo largo de este
capitulo podremos construir una fibracién localmente trivial a partir de
una morsificacion f,.

Lema 3.4.2. Existen dos radios 11 y 6 de manera que la funcion diferenciable
fatfi'(Dy) N Sre = Dy

es una submersion para todo |A| < 6. Ademds, si J es lo suficientemente pequefio,
los puntos criticos de f, estdn contenidos en el abierto f, ! (Dy) N By e.
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Demostracién. Sea gy = f) : Sy — C. Siguiendo los mismos razonamien-
tos de la demostracién de 3.2.1 podemos afirmar que p € f; *(w) N Sy

es un punto regular de g, si y s6losi f° Y(w) y S, se intersecan transver-
salmente en p. Consideremos la funcién R : C" x C" — C x C" definida
por R(z,A) = (fa(z),A), la subvariedad S = S, x C" C C" x C", y la
restriccion G = R|s : S — C x C". El motivo por el cual definimos estos
objetos es que estdn relacionados con nuestro problema via las siguientes
equivalencias. La primera de ellas es

R~ (w,A) h Sen (p,A) <= T, )R (w,A) + T, 1S = T,C" & T\C"
= (Tpfy H(w) ®0) + (TS, & TAC") = T,C" ® TC"
> Tpf; - (w) + TpSye = T,C"
= fi'(w)h S en p
<= p es un punto regular de g,.

Por otro lado, razonando de manera anédloga al Lema 3.2.1,

RN w,A)h S en (p,A) <= TR '(w,A)+ TS = T,C" & THC"

> dimg(T(, R (w,A) + T(,)S) = 4n
— dimg(T(,\) R (w,A) + T, 1)S) =2n—3
< dimgImd, \\G =2n+2

<~

(p,A) es un punto regular de G.

En conjuncién con estas dos cadenas de equivalencias, la transversali-
dad entre f~1(0) = f,(0) y la esfera S, implica que los elementos de
R~1(0,0) N' S son puntos regulares de G. Por ende, podemos encontrar un
entorno abierto U C S de R~1(0,0) N'S de manera que G : U — C x C"
sea una submersioén. El lema quedara probado si podemos encontrar un
entorno del origen V = D, x B; C C x C" de manera tal que R"1(V) NS
esté contenido en U. Supongamos por el contrario que existe una sucesiéon
de pares (p, Ax) € S\ U tal que (f,, (px), Ax) tiende a cero. Como la esfera
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S;e es compacta, podemos suponer sin perder generalidad que py conver-
ge a un punto p € S, .. Esto solamente puede ocurrir si f(p) = 0, lo cual
es absurdo porque S \ U es cerrado y (p,0) € R~1(0,0) N S. O

Denotaremos como D’ C C al disco abierto de radio n al cual se le
han removido los valores criticos de la morsificacién f,. Para reducir la
cantidad de indices de la exposiciéon introducimos los conjuntos

Y = f;1(Dy) N B,
Y = £, 4(D') N B,
Y. = fy W) NBre (as € D).

El Lema 3.4.2 posiciona a la funcién f, : Y/ — D’ bajo las hipotesis del
teorema de Ehresmann, y por ende es una fibracién localmente trivial. La
siguiente proposicion revela una estrecha relacién entre esta aplicacién y
la fibracién de Milnor de f.

Proposicion 3.4.3. Supongamos que vy : I — D' es un lazo que comienza en
un valor reqular o, € D"y que rodea a todos los valores criticos de f) una inica
vez en sentido antihorario. Si F es la fibra de Milnor de f, entonces existe un
difeomorfismo F — Y, cuyos morfismos inducidos en la homologia son parte de
los siguientes diagramas conmutativos:

H,_1(F) — H,_1(Ys) H,_1(F,0F) — H,_1(Y,,dY,)

h fl lh% Var fl lVary

Hn—l(P) — ﬁn—l(Y*)r I:jn—l(F) - ﬁn—l(y*)-

Demostracion. Consideremos los conjuntos S = 5, x C"y V = Dy, X B,y
la funcién R : B, x C" — C x C" definida como R(z,A) = (fi(z),A). En
la demostracién del Lema 3.4.2 hemos probado que R : R"1(V)NS — Ves
una submersion. Si ¥ es el conjunto de valores criticosde R : R™1(V) — V,
entonces la restriccion

R:E=R Y V\Z)—=>B=V\Z



3.4. MORSIFICACIONES 37

satisface las hipotesis del teorema de Ehresmann, y por lo tanto es una
fibracion localmente trivial. Observemos que los puntos criticos de esta
funcién son aquellos pares (p, A) tales que p es un punto critico de f,, y
que su fibra sobre (w,A) € V \ X es igual a E(w,A) = f, 1(w) N Bre x {A}.
Fijemos un A lo suficientemente pequefio de manera que los puntos de la
imagen de y sean valores regulares comunes a todas las perturbaciones f;,
con t € I. En otros términos, esto significa que el cilindro y(I) x [0, A] estd
totalmente contenido en V' \ X. Si definimos las curvas yo(t) = (y(f),0),
PA(t) = (v(t),A) y w(t) = (as tA), esta tltima inclusion implica que
las composiciones yp o w y w o 1 son homotdpicas en V \ X. En sintesis,
tenemos un diagrama conmutativo

Hy1(F) < Hy1(E(u,0)) —= Hy-1(En, p)) — Hu1(Ys)

J/hf lhryo* h'yl* lhy*

Hy1(F) o Huo1(Ea,,0) 5= Hu1(Egu 1) 7 Hua (V)

cuyas flechas son isomorfismos. Esto concluye la conmutatividad del pri-
mer diagrama del enunciado. El resto de la proposicién se puede probar
con un razonamiento similar. []

El difeomorfismo F = Y, nos permite identificar la monodromia de la
singularidad f con el operador h. : H, 1(Y.) — H,_1(Ys). La ventaja
de este tltimo morfismo es que se puede descomponer como producto de
monodromias més simples. En efecto, si 7, es un lazo que comienza en
ay y rodea a un dnico valor critico a; de f) en sentido antihorario, enton-
ces y es homotépico al producto [ 7%, con lo cual hyx = []ih,,+ (donde
el orden de la multiplicacién estd elegido de manera apropiada). Veremos
mas adelante que cada h,, . se corresponde con la monodromia de una
singularidad cuadrética, y calcularemos su expresiéon explicitamente. Re-
tomaremos esta idea en el quinto capitulo luego de desarrollar la teoria
de Picard-Lefschetz. Por ultimo lugar, enunciamos una proposicién que
usaremos mds adelante en el siguiente capitulo.

Proposicién 3.4.4. El espacio Y = f; ' (Dy) N By es contrdctil.
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Demostracién. Usando las ideas de la tiltima demostracion se puede probar
que existe un difeomorfismo Y = f; 1(D;) N B, = X = f~1(Dy) N By
Pero la segunda de estas variedades es contréctil debido a la Proposicion
3.2.5. [

3.5. El niumero de Milnor

Para cerrar con este capitulo probaremos que todas las morsificaciones
de una singularidad aislada tienen la misma cantidad de valores criticos
en un disco de radio suficientemente pequefio. Esto nos lleva a introducir
el invariante numérico méds importante de una singularidad: su ntimero
de Milnor. Usualmente a este entero se lo define como la dimensién com-
pleja del dlgebra local O, (C)/(df/0z1,...,0f/9dz,), donde O,(C) denota
al anillo de gérmenes de funciones holomorfas en 0 € C". De hecho, es-
ta es una de las definiciones mds apropiadas a la hora de hacer célculos.
No obstante, optaremos por usar otra de sus definiciones equivalentes que
resultard mds conveniente para nuestros propésitos. Para una exposiciéon
de las multiples definiciones del ntiimero de Milnor y sus equivalencias el
lector puede consultar el articulo [Or]78].

Recordemos que si z es un cero aislado de un campo vectorial holo-
morfo g : C" — C", entonces se define el indice de ¢ en z como

Ind(g,z) = deg (% :Se+z— 51) ,

donde el radio € > 0 esta elegido de manera que g no se anula en la bola
cerrada B, + z.

Definicién 3.5.1. Se define el ntimero de Milnor de una singularidad ais-
lada f : (C",0) — (C,0) como el entero u(f) = Ind(Vf,0).

Se puede probar sin muchas dificultades que el nimero de Milnor
de una singularidad aislada no depende de su clase de equivalencia (ver
[AGZV85]). Sin embargo, nosotros podremos evitar estos tecnicismos lue-

go de probar en el siguiente capitulo que j(f) = rank H,_;(F), donde F
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denota a la fibra de Milnor de f. Como esta variedad es un invariante de
la clase de equivalencia de f, entonces y(f) también lo es.

Como mencionamos al comienzo, la siguiente proposicion es el resul-
tado principal de esta seccién:

Proposicién 3.5.2. Si A es lo suficientemente pequefio, la morsificacion f) tiene
exactamente p(f) valores criticos en el disco abierto D;.

Para probar este resultado necesitaremos la ayuda de los siguientes tres
lemas sobre grado de funciones.

Lema 3.5.3 (Principio de Rouché). Sean g, h : C" — C" dos campos vectoria-
les holomorfos y un punto z € C", de manera que vale la desigualdad |h| < |g|
en una esfera S¢ + z. Entonces

8 . _ g+h
deg(lg| .Sg+z—>51) —deg(|g+h| .S£+Z—>Sl).

Demostracion. Esto se debe a que las funciones ¢/|g|y (¢ +h)/|g + h| son
homotopicas via la homotopia H(z, t) = (g(z) + th(z))/|g(z) + th(z)|. O

Lema 3.5.4. Supongamos que g : C"* — C" es un campo que no se anula en Sg y
que tiene una cantidad finita de ceros en la bola abierta B.. Entonces

deg (é—’ 1S — 51) = Z Ind(g,z).

z€B:Ng~1(0)

Demostracién. Sea R la region que se obtiene a partir de B luego de remo-
verle bolas abiertas centradas en los ceros de g de radio lo suficientemente
pequefio. En la variedad con borde R, la funcién g/|g| estd bien definida
y es diferenciable. Esto implica que la restriccion g/|g| : 0R — S; tiene
grado cero, y el lema sigue. O

Lema 3.5.5. Si z es un cero aislado no degenerado de un campo g : C"* — C",

entonces Ind(g,z) = 1.

Demostracién. Sea g(w) = A(w —z) + R(w) el desarrollo de Taylor de g al-
rededor de z. Como z es un cero no degenerado, entonces A es inversible,
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y por lo tanto el valor minimo m de la funcion |A| : S; — R es positivo.
Por definicién R(w)/|w — z| tiende a cero cuando w tiende a z, con lo cual
podemos encontrar un radio ¢ > 0 de manera que |R(w)|/|w —z| < m
para todo w € S¢ + z. Manipulando esta desigualdad llegamos a que
|IR(w)| < |A(w — z)| para todo w € S¢ + z. Por el principio de Rouché,

Ind(g(w),z) = Ind(A(w — z),z) = Ind(A(w), 0).

Por otra parte, la transformacion lineal A : C" — C" es homotdpica a
la identida, ya que el grupo topolégico GL,(C) es arcoconexo. Esto nos
permite concluir que

Ind(A(w),0) = Ind(Id,0) = 1. 0

Estamos en condiciones de probar la Proposicién 3.5.2.

Demostracion de la Proposicién 3.5.2. En esta demostracién asumiremos que
r(z) = |z|, simplemente porque los lemas previos estdn enunciados en
estos términos, pero la prueba para el caso general es la misma. Anterior-
mente vimos que los puntos criticos de f) son exactamente las solucio-
nes de la ecuacion Vf(z) = —A. Tomemos un vector A de manera que
Al < |Vf(z)| en S;. Entonces,

_ V.
u(f) = deg (W P8 — 51>
B VF+A
= Y Ind(Vf+Az) (3.5.4)
z€B.N{Vf=—A}
= [{z € Be: Vf(z) = —A}| (3.5.5)

= |{z € B; : z es un punto critico de f, }|. O



Capitulo 4

Teoria de Picard-Lefschetz

La teoria de Picard-Lefschetz es, vagamente hablando, la versién com-
pleja de la teoria de Morse para variedades diferenciables. El objetivo co-
mun de ambas teorias consiste en investigar la evolucion de las fibras de
una funcién cuyos puntos criticos son no degenerados. En la teoria de
Morse clésica, la fibras regulares experimentan un cambio en su topolo-
gia luego de atravesar una fibra critica. Esta es la diferencia fundamental
que presenta con respecto a su pariente complejo, ya que las fibras regu-
lares de una funcién de Morse holomorfa son todas difeomorfas entre si.
Por este motivo, estudiaremos la manera en la que las fibras regulares son
alteradas al dar una vuelta completa alrededor de un valor critico. Estas
acciones de monodromia sobre una fibra regular admiten descripciones
explicitas conocidas como las férmulas de Picard-Lefschetz.

Estas féormulas aparecieron por primera vez en el trabajo de Picard y
Simart [P597] para el caso de una superficie algebraica, y fueron generali-
zadas posteriormente por Lefschetz para dimensiones superiores [Lef24].
Las ideas de Lefschetz, las cuales preceden a las de Morse, consisten en
estudiar la topologia de una variedad proyectiva compleja a partir de sus
intersecciones con una familia apropiada de hiperplanos. De esta cons-
truccion se puede producir una funcién de Morse cuyas fibras son dichas
intersecciones. Este andlisis le permiti6 probar su renombrado teorema de
las secciones hiperplanas. Para una exposicion mas moderna de estos te-
mas se puede consultar [Lam81].

41
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En las primeras dos secciones de este capitulo desarrollaremos la teoria
de Picard-Lefschetz siguiendo principalmente las exposiciones de Looijen-
ga [Loo84] y [Lool6], y el articulo de Lamotke [Lam81]. Acto seguido im-
plementaremos los resultados obtenidos sobre una morsificacién de una
singularidad aislada. De esta manera podremos determinar el tipo homo-
topico de su fibra de Milnor siguiendo las ideas de los trabajos [AF59] y
[Mil68].

4.1. Singularidades cuadraticas

Recordemos que gracias a la versiéon compleja del lema de Morse 2.1.6,
la apariencia de una funcién holomorfa alrededor de uno de sus puntos
criticos no degenerados es

Qz1,...,zn) =&+ 254+ 22

Por este motivo, antes de embarcarnos en el estudio de una funciéon de
Morse general, nos serd de mucha utilidad realizar un analisis local de

este tipo de singularidades, a las cuales llamaremos cuadraticas (o de tipo
Aq).

Ala hora de estudiar las fibras y la monodromia de Q, el término cons-
tante « no cumplird ningtn rol relevante, asi que de ahora en adelante
supondremos que es nulo. Tomemos dos radios ¢ y 7 siguiendo las con-
venciones del capitulo anterior con respecto a la funcién r(z) = |z|>. Dado
p < 1, definimos los conjuntos

T=B.NQ '(D,), F=B.NQ '(p), e=TNR"

En las siguientes dos proposiciones investigaremos la topologia de los es-
pacios F y T respectivamente.

Proposicién 4.1.1. La fibra de Milnor F de una singularidad cuadrdtica es difeo-
morfa al fibrado DS™ 1 formado por los vectores del fibrado tangente TS" ! que
tienen norma menor o igual que uno, es decir,

D" = {(u,0) € R"xR": [ul| =1, [[ol| <1, (,0) =0},
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Demostracién. Descomponiendo a los vectores z € C" como z = x + iy con
x,y € R", podemos obtener la siguiente descripcion de la fibra de Milnor:

F:{ZEC”: 1z 24 4 |za]? < €2, z%—l—---+z$l:p}

={zeC: [l1P+ I <& [Ixl2 = |lylP +i2(x,y) = p}
n 2_€E—p 2 2
=12€Ch I < —— xIP = lyll"=p, (xy) =0,
A partir de este punto es facil comprobar que la funcién ¢ : F — DS"~1

definida como
p(x+iy) = a 2 4.1)
Y [x]|"\) €2 — Y Y .

es un difeomorfismo, cuya inversa es

2 _ 2
qo—%u,v):\/(g SO oI+ puti =52 a

Procediendo de la misma manera podemos ver que el subespacio e es
igual a la celda n-dimensional e = {z € C" : ||x|| < \/p, y = 0}.Como la
interseccién entre F y e es igual a de, entonces la unién F U e es un espacio
de adjuncion.

Proposiciéon 4.1.2. FUe C T es un retracto por deformacion fuerte.

Esto es una consecuencia del siguiente hecho sobre CW-complejos, el
cual usaremos nuevamente mas adelante. La demostraciéon del mismo se
puede leer en [Hat02, Theorem 4.5].

Proposicion 4.1.3. Supongamos que (X, A) es un CW-par de manera que la
inclusion A — X es una equivalencia homotdpica. Entonces A es un retracto por
deformacion fuerte de X.

Demostracién de la proposicion 4.1.2. Como F Ne = de se corresponde con
la seccion nula de DS" ! via el difeomorfismo 4.1, esta interseccion es un
retracto por deformacion fuerte de F. Esto implica que e es un retracto de
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F Ue, y por lo tanto, al igual que T, este tltimo espacio es contréctil. La
proposicion se sigue de 4.1.3. U

Como la fibra de Milnor F se retrae a la esfera (n — 1)-dimensional de,
todos los grupos de homologia reducida de F son nulos salvo el de grado
n — 1, el cual estd generado por la clase

A= [ae] S Hn—l(F)/

con respecto a alguna de las orientaciones del borde de la n-celda e. Tanto
a A como a su inverso aditivo —A se los conoce como los ciclos evanes-
centes de F. La eleccién de este nombre se debe a que, cuando p tiende al
valor critico 0, el representante geométrico de de estas clases de homologia
colapsa a un punto. Las figuras 4.1 y 4.2 ilustran esta situacién en el caso
n =2, enel cual la fibra F = DS! es difeomorfa a un cilindro.

<

U
Figura 4.1: Adjuncién de la cel- Figura 4.2: Un ciclo evanescente
dae. de una singularidad cuadrética.

En lo que queda de la seccién encontraremos férmulas explicitas para
los operadores de monodromia y variacion de una singularidad cuadra-
tica. Los mismos quedan completamente determinados por el indice de
interseccion B _

(o) :Hy,_1(F,0F) x H,_1(F) — Z.
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El lector que quiera recordar la definicién de este pairing y sus propie-
dades puede encontrarlas en [GH78]. Para empezar calculemos explicita-
mente el autoindice de interseccién de un ciclo evanescente, el cual nos
serd de utilidad en el siguiente capitulo.

Proposicién 4.1.4. El indice de interseccién del ciclo evanescente A € H,_; (F)
contra si mismo es igual a

- 0 si n=0 (mod 2),
(AoA)=(-1) 2 (A+(-1D)"H =L 2 sin=1(mod 4),
—2 si n =3 (mod 4).

Aclaracién 4.1.5. En principio, la definicién del indice de interseccién es
ambigua, ya que la misma depende de una orientacion prefijada de F. Sin
embargo esto no resulta un problema porque, al ser una variedad comple-
ja, F posee una orientacién distinguida.

En general, si M es una variedad compleja, se define la orientacién
compleja de M de la siguiente manera. Dado un sistema de coordenadas
complejas (z1, . .., zy,) alrededor de un punto p € M, orientamos al espacio
tangente T, M usando la base ordenada dada por los ganchos

& )

Usando que todo biholomorfismo de C" preserva la orientacion (que a su
vez es consecuencia de que toda matriz de GL,(C) vista como un elemen-
to de GL;, (R) tiene determinante positivo), es facil comprobar que estas
orientaciones de los espacios tangentes no dependen de los sistemas de
coordenadas usados y que definen una orientacién para M.!

9
Pl M1

A
p/ raxn

9
P’ 9Yn

Demostracion. Bajo el difeomorfismo ¢ : F — DS"~! definido en la de-
mostracion de la proposicion 4.1.1 el representante geométrico de del ciclo
evanescente A se corresponde con la seccién cero S"~! del fibrado tangen-
te TS"~1. Es bien sabido que si S es una variedad diferenciable compacta

En el caso patolégico 0-dimensional, una orientacién en M es una asignacion de sig-
nos + o — en casa uno de sus puntos. La orientacién compleja de M es aquella que otorga
unicamente signos positivos.
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y orientada, el indice de interseccion de la seccién cero S C TS contra
si misma es igual a la caracteristica de Euler de S. En esta afirmacién se
sobreentiende que la orientacién del fibrado tangente TS es la siguiente.
Tomamos un sistemas de coordenadas positivo (uy, ..., u,) definido en un
entorno de un punto p € S, y coordenadas positivas globales (vy, ..., v,)
de T},S. La orientacion del espacio tangente T, ,) TS es la clase de equiva-
lencia de la base orientada
y

{1
8u1 p

El caso particular que nos interesa es cuando S = S"~!, porque de esta
manera tenemos que

9
douy,

9
P’ 8’01

.9
" 9,

PRI

7
0

(Sn—l o Sn—l) — X(Sn_l) =14+ (_1)11—1.

Dicho esto, solamente resta ver como se relacionan los indices de inter-
seccion (Ao A) y (S" 1o " 1). Estos dos nimeros difieren de un signo,
el cual es igual a +1si ¢ : F — DS""! preserva la orientacién, y —1 en
caso contrario. Recordemos que dado un punto interior p € F, la funcién
¢ : F — DS""! preserva la orientacién si y sélo si la transformacién li-
neal dy¢ : T,F — Tq,(p)DS”_l lo hace. Tomemos por ejemplo el punto
p = (4/p,0,...,0). Como el espacio tangente a F en p consiste en los vec-
tores z € C" cuya primera componente es nula, podemos afirmar que la
tira de funciones (zy,...,z;) es un sistema de coordenadas complejas pa-
ra F en algtin entorno de p. Por lo mencionado en 4.1.5 y en el pérrafo
anterior, la orientacion de T, F estd dada por

L
p

d
axz
mientras que la orientaciéon de Tq)(p)DS”_1 estd determinada por la base

ordenada
0

Observemos que de = {z € C" : |[[x|| = ,/p,y = 0} es una sub-
variedad de F que pasa por el punto p, cuyo tangente estd generado por

9
P, 92

N
p/ /axn

9
Pl n

d

" ouy,

d

, —
el 87)2

d

0/ 7 avn

7
€1
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los ganchos 9/0x3|,...,0/0x,|p. La restriccion de ¢ a de se simplifica a

¢(x) = (x/,/p,0), conlo cual

a2 )L 2
p axkp \/ﬁauk

mientras que por otro lado es evidente que

dol 2] Yo /22 9
v Wel,) \ e —p ou

Finalmente, d,¢ manda la base orientada (*) en la clase de equivalencia

9
auz 0 ’

la cual se obtiene a partir de (**) mediante una permutacién de signo
(_1)(11—1)(71—2)/2. OJ

;
e1

0

9
ell al)z

.9
" Ju,

d

i
o 20y,

’
0

Estamos en condiciones de probar las formulas de Picard-Lefschetz so-
bre la monodromia y variacién de la singularidad Q. Seguiremos la de-
mostracion de Looijenga [[LL.oo84, §3.A]. En [AGZV88] se puede encontrar
otro prueba alternativa mds conceptual que utiliza la fibracién original de
Milnor.

Teorema 4.1.6 (Picard-Lefschetz). Dada un elemento § € H,_1(F,0F),

n(n+1)

Varg(é) = (=1) 2 (doA)A.

Consecuentemente, para todo & € H,,_1(F),

n(n+1)

ho(a) =a+(—=1)" 2 (aoA)A.

Demostraciéon. Como primer paso necesitamos construir un levantamiento
[:FxI— Edellazoy(t) = pe?™ como el de la Proposicién 1.3.2 a partir
de una trivializacién ¢ : dE — JF x B. Si no nos importara la condicién
(iv) podriamos considerar simplemente la funcién T'(z, t) = e’ - z, pero el
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problema es que la involucion I'1 (z) = —z no se restringe a la identidad de
oF. La idea de lo que sigue serd modificar esta aplicacion y encontrar una
trivializacién adecuada de manera que satisfagan esta cuarta propiedad.

Definimos la familia de homeomorfismos g; : DS"~! — DS"~! como

gr(u,v) = (u cos(7t|v|t) + ’Z| sen(rt|v|t), —ulv| sen(rt|v|t) + vcos(nv|t)> ,
los cuales estan bien definidos incluso para v = 0 gracias a las caracteris-
ticas de la funcién seno. Con la ayuda del difeomorfismo ¢ : F — DS~}
introducido en 4.1 definimos las funciones

rt:e”it-((p_logtO(p):P—)E.

Este levantamiento I' : F x I — E corrige el problema con respecto al
borde de dF que teniamos antes. Por otro lado, si (,0(5_1 es la funcién que se
obtiene a partir de la férmula de ¢ al reemplazar el radio p por §, entonces
la igualdad

¢ (x +iy, 0™ = ™ (@5 o gr o @) (x +iy)

define una trivializacién compatible con I'. En resumen, el homeomor-
fismo I'; = —¢ ! o g o ¢ representa a la monodromia geométrica de Q
(1.3.3). De esta manera simplificamos el problema a calcular la variacion
de —g1 : DS"~1 — DS"~1. Sin embargo, como el enunciado del teorema
involucra ciertos indices de interseccion en la fibra de Milnor F, sera con-
veniente que preservemos la orientacién compleja de DS"~! para poder
identificar completamente a estas dos variedades.

Observemos que el (1 — 1)-ésimo grupo de homologia de DS"~! es iso-
morfo a Z dado que la seccién cero es un retracto por deformacion fuerte
del fibrado DS"~1. Por la dualidad de Poincaré-Lefschetz (en la pagina 53
del libro [GH78] se encuentra una version para variedades sin borde que
puede ser adaptada para este caso), el indice de interseccion

(‘0-):H,_1(DS"1,0DS" 1) x H, 1(DS" 1) = Z
resulta ser un pairing perfecto, el cual induce un isomorfismo de grupos

H,_1(DS"!,0DSs" 1) ~ " Y(DS" 1) ~ A" 1 (5" 1) ~ Z.
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Afirmo que este grupo de homologia relativa esta generado por la clase de
la bola cerrada
B={(e1,v) :v1 =0, |o| <1},

o equivalentemente, que el indice de interseccién entre B y la seccién nula
S"=1 C DS""! es distinto de cero (con respecto a cualquiera de las orien-
taciones de estas variedades). Orientemos a B de manera que

ERE

sea una base ordenada positiva del espacio tangente T(el,o)g} mientras que

d

" 9v,

’
0

la orientacion que le damos a S"~! en el espacio tangente T(ello)S”_l estd
determinada por la base
d
auz el

Es claro que B y S"~! se intersecan tnicamente en el punto (ey,0), y que
allf se cortan de manera transversal. Luego, el indice interseccién que bus-
camos es igual al signo de la permutacion
7
€1

9 o0
duy 0 02
es decir que (Bo §"1) = (—1)"("-1/2,

Bajo la identificacién H,_;(F,dF) ~ H,_1(DS"~1,0DS"1), una clase
de homologia 6 como la del enunciado del teorema puede escribirse como
6 = m [B], para cierto ntimero entero m. Aplicando el operador (-0 A) a
ambos lados de esta igualdad llegamos a que m = (—1)"(""1/2(§0 A),y
en consecuencia podemos escribir més explicitamente a esta clase como

.9
" ou,

7
€1

A
Or ravn

9
0/ auz

d

R
. Juy,

KA
ell avz

O/ /aun

d

i
o 00y,

n(n

5= (-1)"T"(50A) [B].

Gracias a esta descripcion, solamente resta calcular Var(—g1) [B]. Como la
proyeccion canénica 7t : DS""! — S"~! es una equivalencia homotépica,
y 70[B] = [(e1,0)] = 0; tenemos que el diagrama



50 CAPITULO 4. TEORIA DE PICARD-LEFSCHETZ

H, (Ds*1,aDsm-1) 8 g7 (psn-1)

H,_1(B,0B) T s Hy,_1(S"™ 1)

es conmutativo, y que las flechas verticales son isomorfismos. Se puede
comprobar facilmente que la funcién —7to g; : B — S"~!, cuya férmula es

v
—rmogi(e,v) = —ejcos(m|v|) — msen(n|v|),

resulta ser un difeomorfismo entre la bola abierta B y la esfera punteada
S"1\ {(e1,0)}, y que manda todo el borde 9B en el punto (ej,0). De esta
manera,

Var(—g1) [B] = deg(~mog1) A = (~1)" deg(r o gy).

Como e; € S"71 es un valor regular de 7 o g7 cuya tinica preimagen es
el punto (e1,0), el grado de esta funcién se puede calcular como el signo
del determinante de la transformaci6n lineal d ,, o) (77 © 1) con respecto a
bases positivas de los espacios tangentes. Finalmente, como

0 d
ey 0) (0 81) (a—vk O> = @], o) et

_ 4 ercos(r|t]) +e iSQn(”M)

Tdt|,_y \ “Ie]

_4 (eq cos(tt) + e sen(rtt))
at],_o

o

a aZ)k 0’

la variacién de ¢ es igual a

n(n—1) n(n+1)

Varg(6) = (=1) 7 (0oA)(—1)"deg(rmogi) A= (=1)" 2 (6oA)A.

]
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Observacién 4.1.7. El efecto de las funciones g; : DS"~! — DS"~! puede
ser visualizado cuando la cantidad de variables es n = 2. En este caso el
fibrado DS! es difeomorfo al cilindro S! x [—1,1]. Usando coordenadas ci-
lindricas (,7) en S! x [—1,1] podemos exhibir un difeomorfismo explicito
entre ambas variedades:

(6,7) — ((cos6,senb), (—rsenb,rcosb)).

Mediante esta identificacién, la funcién g; : S' x [—1,1] — S' x [~1,1] se
escribe como
ge(0,7) = (6 + mtrt, r).

A partir de esta descripcion se sigue que g; retuerce al cilindro al girar las
dos circunferencias de su borde en sentidos opuestos. A la funcién —g; se
la conoce como el Dehn twist (ver la Figura 4.3).

e
N

Figura 4.3: El Dehn twist.

4.2. Funciones de Morse

El objetivo de esta secciéon es implementar los resultados obtenidos so-
bre la estructura local de una singularidad cuadrética para obtener infor-
macién sobre la topologia de una funcién de tipo Morse. Nuestro principal
ejemplo de interés son las morsificaciones de una singularidad aislada, las
cuales estdn definidas sobre variedades complejas con borde suave. Esto
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nos conduce a ampliar la nocién de funcién de Morse para poder contem-
plar estos casos con dominios mds generales.

Definicién 4.2.1. Supongamos que Y es una variedad diferenciable con o
sin borde, de manera que Y \ 9Y es una variedad compleja n-dimensional.
Sea D un disco abierto contenido en el plano complejo. Diremos que una
funcién diferenciable f : Y — D es de Morse si satisface las siguientes
propiedades:

(i) f: Y\9Y — D es una funcién holomorfa que tiene una cantidad
finita de puntos criticos py (1 < k < u), los cuales son no degenera-
dos.

(ii) Los valores criticos a; = f(py) (1 < k < p) son distintos entre si.
(iii) f:Y — D es una funcién propia y sobreyectiva.

(iv) SiaY # @, la restriccion f : 9Y — D es una submersion.

En conjuncién con el lema de Morse 2.1.6, la primera condicién im-
puesta sobre la funcién f : Y — D nos permite encontrar cartas complejas
¢ de Y \ 9Y centradas en los puntos criticos py respectivamente de manera
que

~1 _ 2 2
foo, (z1,.,2n) = ap+ 27+ + 2.

Tomemos un radio ¢ de manera que los conjuntos By = qo,;l (Be) sean dis-
juntos dos a dos; y discos cerrados Bk C D centrados en los valores criticos
ai respectivamente y de radio p, también disjuntos entre si. Podemos asu-
mir ademds que los radios € y p son lo suficientemente pequefios al igual
que lo hicimos al comienzo de la seccién anterior cuando definimos los
espacios T, F y e. Con la intencién de aplicar los resultados previos sobre
singularidades cuadraticas, consideraremos los conjuntos

Ty = ¢; '(T) = By N f1(Dy),
Fe=o¢ ' (F) =Benf o +p),
e = (e) = Te N g (RY).
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Figura 4.4 Figura 4.5

Por altimo, sean ¢ : I — D segmentos diferenciables que unan un valor
regular a, € D de f con los puntos aj + p respectivamente. Pedimos adi-
cionalmente que estos caminos no tengan autointersecciones, y que dos de
ellos se intersequen tinicamente en «,. Para incorporar la nueva notacién
las figuras 4.4 y 4.5 pueden resultar de ayuda.

Las condiciones (iii) y (iv) de la definicién de funcién de Morse nos
aseguran que la sumersion f : Y\ f1({ay, ..., au}) = D\ {ag, ..., 0}
satisface las hipétesis del teorema de Ehresmann, y por ende es una fibra-
cién localmente trivial. Notemos a las fibras regulares sobre «a, y ay + p
respectivamente como

Yo=fHas), Yi=fNag+p)

Denotemos por 7y, ! ala curva v recorrida en sentido opuesto. Cada una de
ellas se levanta a una funcién continua I'y : Yy x I — Y como en la propo-
sicién 1.2.2. El espacio topolégico I'y(dey x I) es homeomorfo al producto
de X I.Como I’y : Yy — Yy esigual alaidentidad, una de las caras de este
cilindro es igual a Ty (d¢; x {0}) = 0¢;; mientras que la otra estd contenida
en la fibra Y. De esta manera obtenemos y celdas n-dimensionales

er = e UTy(de x 1)

cuyos bordes estan contenidos en Y,; que a su vez determinan clases de
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Pk €k
] -
]
1145 K + 17 Xy [
Figura 4.6: Adjuncion de la celda e;. Figura 4.7: Un ciclo evanescente
de una funcién de Morse.
homologia

Ak = [8ek] € I:jn_l(Y*),

para alguna de las orientaciones del borde de e;. Tanto a ellas como a sus
inversos aditivos las llamaremos ciclos evanescentes de Y.. Nuevamente,
el nombre se debe a que el ciclo geométrico dey es transportado a lo largo
de v, hasta dey, y este ultimo colapsa al punto pj cuando se aproxima a la
tibra singular sobre &y (ver las figuras 4.6 y 4.7).

Como Y, Neg = dey, entonces Y, U,i‘zl ex es un espacio de adjuncion.
Estamos en condiciones de enunciar y demostrar uno de los resultado cen-
trales de esta seccion, el cual es andlogo al teorema de adjuncién de celdas
de la teoria de Morse clasica.

Teorema 4.2.2. Y, U,i;l ex € Y es un retracto por deformacion fuerte.

Demostracion. La prueba estd basada en las notas [L.oo16] y serd fragmen-
tada en varios pasos. Antes de empezar introduzcamos mads notacion, la
cual sera utilizada tinicamente en esta demostracion:

Be=¢; '(Be), Sk=;'(Se), Zx=f"(Dy),
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M M
K=f1 <U ﬁkUIm’yk>, L=/f"1 (UIm'yk>.

k=1 k=1

Paso 1: K es un retracto por deformacién fuerte de Y. Observemos que la
unién de los discos punteados Dy \ {ax} y las imédgenes de los caminos 7
es un retracto por deformacion fuerte de D \ {ay }x. Consecuentemente, K \
F~Y({ax}x) es un retracto por deformacion fuerte de Y\ f 1 ({ay }«) debido
a la propiedad de levantamiento de homotopias 1.1.3 aplicada sobre la
fibracién localmente trivial f : Y\ f~'({ax}x) — D\ {ax}x-

Paso 2: Yy U e es un retracto por deformacion fuerte de Zy. Gracias a la
proposiciéon 4.1.2 sabemos que F, U e, C Ty es un retracto por deformacion
fuerte; y como Yy N Ty = F, la inclusiéon Yy Uer C Y U Ty también lo
es. Para concluir con este paso bastard probar que Zi \ By se retrae por
deformacion fuerte al subespacio (Yj \ Bx) U (Zx N Sg). Supongamos que
Dy es un disco abierto que contiene a Dy y a su vez no interseca a los otros
discos cerrados. Entonces f : f~1(Dy) \ By — Dy es una fibracién trivial
por los teoremas 1.1.7 y 1.1.6 (aqui estamos usando la condicién (ii) para
asegurarnos que esta funcién sea una submersioén). Con la ayuda de una
trivializaciéon global podemos concluir que las inclusiones

Y\ Bx € Zx \ B, YiNSkC ZNSk

son retractos por deformacién fuerte. A partir de la segunda podemos de-
cir lo mismo de
Yie \ B © (Yie \ B) U (Z 0 S),

y por ende (Yi \ Bx) U (Zx N Sk) v Zi \ By tienen el mismo tipo homotopi-
co ya que ambos se retraen al subespacio comun Yj \ Bi. Solamente resta
aplicar la proposicion 4.1.3.

Paso 3: L U{_, ¢ es un retracto por deformacion fuerte de K. Esta parte es
una consecuencia directa del paso anterior ya que L N Z; = Y.

Paso 4: Y, U]it:l ey es un retracto por deformacion fuerte de L U]f:l ex. Co-

mo LeY, U;{l:l I'x(dex x I) se retraen por deformacion fuerte al subespacio
comun Y, entonces el primero es un retracto del segundo gracias a la pro-
posicion 4.1.3.

La demostracion se sigue de los pasos 1, 3 y 4. O
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Corolario 4.2.3. El par (Y, Y.) es (n — 1)-conexo y sus grupos de homologia son

- Z' sii=mn,
HiY, Ya) = {0 sii#mn

Ademds, el grupo H,(Y,Y.) estd generado por las clases de las n-celdas ey para
cualquier eleccion de sus orientaciones.

Demostracién. Comencemos por la afirmacién sobre los grupos de homo-
logia. Observemos que existe un abierto de Y. UZ:l ex que se retrae por
deformacion fuerte al subespacio cerrado Y (por ejemplo, si Ny C e; es un
entorno tubular de dey para cada k, podemos tomar el abierto Y U]’le Ny).
Por este motivo, (Yx Uzzl ex, Y«) es por definicién un par bueno. Luego,
por el Teorema 4.2.2 y la Proposicién [Hat02, Proposition 2.22], tenemos
una cadena de isomorfismos

Hi(Y, ) = Hy (Yo Uy e Y ) = By (Yo Uy e/ V) = Hi (VI 87)).

Por otra parte, como Y tiene el mismo tipo homotépico que el espacio que
se obtiene a partir de Y, luego de adjuntar las n-celdas ex, entonces el par
(Y,Y,) es (n — 1)-conexo (ver [Whi12, Corollary 3.10]). O

Para concluir con es estudio de las funciones de Morse calcularemos los
operadores de monodromia y variacién de la fibracién localmente trivial
f Y\ f'{ax}r) — D\ {ax}x con la ayuda de las férmulas de Picard-
Lefschetz 4.1.6. Denotemos por wy y T a los lazos
2 g (t) = o w0y H(t).

Como el grupo fundamental 7r1 (D \ {ax}, a«) esta generado por las clases
(7] (1 < k < ), la monodromia y la variacion de f quedan determinadas
por sus valores en estos elementos.

wi(t) = ax + pe

Teorema 4.2.4. Dada una clase de homologia & € H,_1(Ys,9Ys),

n(n+1)

Varg (0) = (—=1)" 2 (6 0 Ag) Ag.

Consecuentemente, para todo « € H, ; (Yy),

n(n+1)

I (@) = a4 (—1)"2 (0 A) Ay
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Demostracion. Consideremos los ciclos evanescentes A, = [9¢;] € H,_1(Y),
donde la orientacién de dey fue elegida de manera compatible con la de dey.
Dicho en otras palabras, esto quiere decir que 11, (Ay) = Ay. Bastaréa que
probemos que la variacion del lazo wy sobre una clase g € H, 4 (Y, 0Yx)

esigual a
n(n+1)
Vare, () = (=1) "2

En efecto, si asumimos esta férmula,

(B o Ay) Ay

Vary, (8) = h;, L o Varg, o 1, . (5) (1.2)

_ n(n+1) ~  ~
= i ()77 (1,.(6) 0 B) &)
n(n+1) ~ o ~
= (=1)" 2 (H,.(6) 0 Ag) hoy L (A)
n(n+1)
= (=1)" 7 (1, (0) 0 By (Ak)) A
(n+1)

= (=1)" 7 (50 Ay) Ay

=

Supongamos que Dy es un disco abierto centrado en el valor critico ay y
de radio # > p suficientemente pequefio. Entonces

fiEc=f'(De\ {m}) N By — Di = Dy \ {ayc}

es un representante de la fibraciéon de Milnor de la singularidad cuadré-
tica. Tomemos una trivializacién ¢ : 9F; — F x D} de f : 9Ex — D}, y
un levantamiento (O : Fx x I — Ej del lazo wy como en la Proposicién
1.3.2. Por el teorema de Ehresmann, f : f~1(Dy) \ By — Dy es una fibra-
cién localmente trivial, y por lo tanto trivial pues su base es contréctil. Esto
implica que

fiEq=f 1Dk \{a}) \ Be = Dp = D\ {ay}

también es una fibracién trivial. A su fibra sobre aj + p la notaremos como
Fy. Como los bordes de los espacios 0Ej y dF; son las uniones disjuntas

BEk = aEk U (fil(ﬁk \ {Dék}) N E)Y),
afk = dF, LIJY;
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podemos encontrar una trivializaciéon ¢ : 9E; — 9F; x 15,’{ que extiende a
¢. Sea O : 0F x I — 9E; el levantamiento del lazo wy asociado a ¢. Por
construccién, () y Q) coinciden en el conjunto 9F; x I, y por ende pode-
mos pegar ambas funciones para obtener una familia de homeomorfismos
O = O U O Yy x I — Ej. Esta aplicacion es un levantamiento de wy
para la fibracion f : f~1(Dy \ {ax}) — f)]’(, y Q1 : Yy — Yj representa a la
monodromia geométrica. Pero como f : E; — fj,’{ es trivial, el difeomorfis-
mo ﬁk,l es isot6pico a la identidad relativo a 9F. Luego, podemos asumir

que ﬁk,l esigual a la identidad en Yj \ Bi. La férmula de la variacién Var,,,
se sigue del teorema de Picard-Lefschetz 4.1.6 y la Observacion 1.4.2. [

4.3. El teorema del bouquet de Milnor

A continuacién retomaremos el andlisis de la clase de equivalencia de
una singularidad aislada f : (C",0) — (C,0) y aplicaremos la teoria de
Picard-Lefschetz desarrollada en la seccién previa sobre una de sus mor-
sificaciones f,. Tomemos una funcién fy : Y = f, (D) N By — D = Dy,
como en el segundo capitulo, la cual resulta ser de tipo Morse gracias a
los lemas 3.4.1 y 3.4.2, y la Proposicién 3.5.2. Recordemos que, para elec-
ciones apropiadas de ¢, 7 y A, su fibra regular Y, es difeomorfa a la fibra
de Milnor de f (3.4.3) y su dominio Y es una variedad contractil (3.4.4). La
siguiente proposicion es una consecuencia inmediata de 4.2.3.

Proposicién 4.3.1. Supongamos que F es la fibra de Milnor de una singularidad
aislada f : (C",0) — (C,0) cuyo niimero de Milnor es y. Entonces

m;(F) =

H;(F) =
i(F) 0 sii#n—1;

. 7Z' si i=n-—1,
0 sii<n-—1.

{ZP‘ sii=n—1>1,

Mds aiin, el (n — 1)-ésimo grupo de homologia reducida H,_1(F) ~ H,_1(Y:)
estd generado por los ciclos evanescentes Ay, ..., Ay.

Demostracion. Los grupos de homologia reducida de F = Y, se calculan a
partir de la sucesion exacta larga del par (Y, Y.). Si en su lugar se usa la
sucesion exacta larga de grupos de homotopia asociada a (Y, Yx) podemos
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deducir que F es un espacio (1 — 1)-conexo. Solamente hace falta probar la
afirmacion sobre el (n — 1)-ésimo grupo de homotopiade F.Sin—1 > 1,
entonces F es simplemente conexo, y por lo tanto el teorema de Hurewicz

[Hat02, Theorem 4.32] nos asegura que 77,1 (F) ~ H,_1(F) ~ Z}. O

Esta proposicién impone fuertes restricciones sobre la topologia de la
fibra F. De hecho, el tipo homotépico de una variedad compleja con es-
tas caracteristicas queda completamente determinado. Este es el contenido
del teorema del bouquet de Milnor, el cual fue probado por este matemé-
tico en el contexto de la fibracién ¢ = f/|f] : S\ Ky — S'. No obstante,
implementaremos esencialmente las mismas ideas que contiene su demos-
tracion original.

Teorema 4.3.2 (Milnor). Si f : (C",0) — (C,0) es una singularidad aislada,
su fibra de Milnor tiene el tipo homotdpico de un wedge de u(f) esferas (n —1)-
dimensionales.

En primer lugar necesitaremos una proposicién auxiliar de interés in-
dependiente perteneciente a los matemdticos Andreotti y Frankel. En su
articulo [AF59] ambos aplicaron la teoria de Morse real junto con este re-
sultado para dar una demostracion alternativa del teorema de las seccio-
nes hiperplanas de Lefschetz.

Proposicién 4.3.3 (Andreotti-Frankel). Supongamos que M es una subvarie-
dad compleja m-dimensional de un espacio euclideo CN. Sean z° un punto que no
pertenecea M, y r : M — R la funcién r(z) = |z — z°|2. Entonces todo punto
critico de r tiene indice menor o igual que m.

Parte de la demostracién de esta proposicién consiste en probar el si-
guiente lema.

Lema 4.3.4. Supongamos que Q : C™ — C es una forma cuadrdtica compleja.
Entonces el indice de la forma cuadrdtica real Re Q es menor o iqual que m.

Demostracion. Sea C € M, (C) una matriz compleja tal que Q(z) = z'Cz.
Si escribimos a esta matriz como C = A +iB con A,B € M,(R), y a
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las coordenadas complejas de C™ como z; = xp;_1 + ixp; obtenemos la
igualdad

A —B
Re Q(x1,..., %) = x' {—B —A} X.

De esta manera es facil ver que si (xl, e Xy X1y - .,xzm) es un auto-
vector de la matriz de la forma cuadratica Re Q con autovalor asociado
A, entonces (—me, e, =X, X1, e, xm) es un autovector con autovalor
—A. O

Demostracion de la Proposicion 4.3.3. Primero que nada observemos que un
elemento z € M es un punto critico de 7 si y s6lo si z — z¥ es perpendi-
cular al espacio tangente T, M (con respecto al producto interno real de
C" = R?"). Dado un punto critico z, podemos asumir luego de un cambio
de coordenadas afin de C" que z = 0, y que el espacio tangente ToM est4
dado por las ecuaciones z,,11 = --- = z; = 0. Luego de este cambio de
coordenadas el vector 0 — z° sigue siendo perpendicular a TyM (porque
tanto las traslaciones como los isomorfismos lineales complejos son orto-
gonales con respecto al producto interno de IR?"), por lo tanto las primeras
m coordenadas complejas de z° son nulas. Nuevamente, luego de un se-
gundo cambio de coordenadas, podemos suponer que z{ = 0 para k # 1,

0 _
yz, =a>0.
Por el teorema de la funcién implicita tenemos que en un entorno abier-

to del origen la variedad M esta formada por las soluciones de un sistema
de ecuaciones de la forma

1 m
2=5 Y chzm+ O z)f), m<i<n,
jk=1

y si descomponemos las coordenadas complejas en parte real e imaginaria
como z; = Xxp;_1 + ixp; el sistema previo se puede reescribir como

2m

1
xh:§ Za;’kxjxk+O(|(x1,...,xz,n)|3), 2m<h<27’l
jk=1

Mediante una transformacién lineal ortogonal en las variables xy, ..., X2,
podemos suponer que el término cuadrético de la ecuacién que involucra



4.3. EL TEOREMA DEL BOUQUET DE MILNOR 61

a xp,_1 estd escrito en forma diagonal:

2m

1
Xop—1 = E Z(Z]'X]Z + O(|(X1,...,me>|3).
j=1

De esta manera la funcién r : M — IR se expresa en el sistema de
coordenadas x1, ..., X2, de M como

2n 2m
riz)= Y, B+ (1 —a)? =Y (1—aa)x}+0((x1,..., %)),
h7£l2:nl—1 h=1

y por lo tanto la matriz hessiana de r en la base de ganchos 0/9xy, ..., 9/09x2,
del tangente TyM es

0r
(axiax]’ (O)> ; = (2(1 - a]'a)5i]')ij'

Esta expresion nos dice que el indice de 0 como punto critico de r es la
cantidad de indices j tales que a; > % > 0. El teorema de sigue a partir del

Lema 4.3.4 tomando Q(z1,...,zy) = % Yk c}qk z; Zk- O

Como F es una variedad con borde de dimension real 27, entonces debe
ser homot6picamente equivalente a un CW-complejo de dimensién a lo
sumo 2n. Pero el hecho de que F es una variedad compleja nos permite
mejorar esta dltima afirmacion. El segundo paso en la direccion hacia la
demostracion del teorema de Milnor consiste en probar lo siguiente:

Proposicién 4.3.5. La fibra de Milnor de una singularidad aislada de n variables
tiene el tipo homotopico de un CW-complejo de dimension a lo sumo n — 1.

Demostracién. Tomemos dos radios ¢ y p lo suficientemente pequefios de
manera que la variedad F = f~1(p) N B, sea difeomorfa a la fibra de Mil-
nor de una singularidad aislada f : (C",0) — (C,0). Aqui hemos optado
por usar deliberadamente la funcién r(z) = |z|> que define al origen. Ob-
servemos que el tipo homotépico de F no cambia luego de removerle su
borde. Esto se puede justificar tomando un entorno tubular U C F de dF
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y retrayendo a las variedades F y F \ oF a su subespacio comun F \ U.
Si usamos la Proposicién 4.3.3 en el caso particular M = f~1(p) N Be y
zo = 0, podemos afirmar que los puntos criticos de r : M — R tienen in-
dices menores o iguales que 1 — 1. Si todos estos puntos criticos fueses no
degenerados, podriamos hacer uso de la teoria de Morse real para concluir
con la demostracién. Sin embargo, este podria no ser el caso, por lo tanto
buscaremos una aproximacién de r por una funcién de Morse evitando
perder el control sobre los indices de sus puntos criticos.

Siguiendo [Mor34, Theorem 8.1], podemos encontrar una funcién sua-
ve s : M — R que coincida con r salvo un entorno compacto de sus puntos
criticos, de manera que las derivadas primeras y segundas de s aproximen
a las de r de manera uniforme en dichos entornos. Como los puntos cri-
ticos de r tienen indices menores o iguales que n — 1, si la aproximacién
es lo suficientemente pequefia, s también tendra la misma propiedad (ver
[Mil63, Lemma 22.4] ).

Para aplicar la teoria de Morse sobre la funcién s solamente resta com-
probar que las preimagenes s ! (R<s) C M son compactas si 0 < 6 < e.
Afirmo que los puntos criticos de r no se pueden acumular en el borde
de M. De no ser asi, la compacidad de la fibra de Milnor F implicaria que
existe una sucesién de puntos criticos de r que converge a un punto de
oF. Usando el lema de seleccion de la curva 3.1.3, podemos encontrar un
camino v tal que v((0,1]) € M, ¥(0) € 9F, y (roy)'(t) = 0. Pero esto es
absurdo, porque 7 (t) no puede tener norma constante. Combinando esto
con lo dicho en el pérrafo anterior llegamos a que existe unradio0 < ¢ < ¢
tal que s = r en M\ By. De esto se desprende facilmente que los puntos
de s~ !(IR¢s) no se pueden acumular en 9F, por lo tanto esta preimagen es
compacta. [

Finalmente, estamos en condiciones de probar el teorema de Milnor.

Demostracién del Teorema 4.3.2. Supongamos primero que n > 2. Por la Pro-
posicién 4.3.1 sabemos que el grupo de homotopia 7r,_1(F) ~ Z" esta
generado por la clase de y funciones continuas (S"1,s) — (F,p). Al pe-
garlas todas obtenemos una nueva funcién continua (\/ S"~1,s) — (F,p)
que induce isomorfismos en todos los grupos de homotopia de grado me-
nor o igual que n — 1. Por el teorema de Whitehead [May99, pag. 76], esta
funcién resulta ser una equivalencia homotépica (aqui estamos usando la



4.3. EL TEOREMA DEL BOUQUET DE MILNOR 63

Proposicién 4.3.5).

Resta probar el teorema para n = 2. En este caso, la fibra de Milnor F
tiene el tipo homotépico de un CW-complejo G de dimensién a lo sumo
uno, es decir, un grafo. Este espacio resulta ser conexo gracias a la Propo-
sicion 4.3.1, y en consecuencia G contiene un arbol maximal T. Como la
proyeccion G — G/ T es una equivalencia homotépica, podemos concluir
queF:GA_JG/T:V%:lSl. O

Corolario 4.3.6. El link K¢ de una singularidad de n variables es (n — 3)-conexo.

Demostracion. En la demostracién de la Proposicién 4.3.5 vimos que existe
una funcién de Morse s : F — R cuyos puntos criticos tienen indices
menores o iguales que n — 1. Tomando s lo suficientemente cerca de 7,
podemos suponer que s~ 1(¢) = JF = K¢. Observemos que —s : F — R
también es una funcién de Morse, y los indices de sus puntos criticos son
mayores o iguales que dimg (F) — (n — 1) = n — 1. Por ende, F se obtiene
a partir de Ky adjuntando celdas de dimensién mayor o igual que n —1,
las cuales no modifican los grupos de homotopia de grado menor o igual
que n — 3. Luego, 71y (K¢) = mx(F) = 0 para todo k < n — 3. O






Capitulo 5

Diagramas de Dynkin

Esta tltima parte pretende ser una breve introduccién sobre ciertos in-
variantes combinatorios de las singularidades tales como matrices de in-
terseccion y diagramas de Dynkin. Esta teoria fue desarrollada durante la
década de los 70 por matemdticos como Arnold, Gusein-Zade y Gabrie-
lov entre otros. La exposicién del tema estd basada principalmente en los
libros [AGZVE8] y [AGLV9S].

A lo largo de este capitulo f) : Y — D serd una morsificaciéon de una
singularidad aislada f con valores criticos &1, ..., &,. Supondremos que
todas las curvas ¢ : I — D utilizadas son suaves a trozos, empiezan en un
valor regular a. prefijado, terminan en un punto critico «;, y que ademads
¢(t) & {as,a1,...,a,} sit € (0,1). También nos serdn ttiles las notaciones

Y =Y\ f'({a,...,au})
D'=D\{m,...,a,}
Yo =fi'(q)
Yo = fi (a)
Algunos de los objetos que definiremos dependerén en principio de la
morsificacién f) elegida y de la clase de equivalencia de la singularidad f.

Para probar la buena definicién de los mismos se necesitan herramientas
de la teoria de deformaciones de gérmenes de funciones que escapan a los

65



66 CAPITULO 5. DIAGRAMAS DE DYNKIN

alcances de este trabajo.!

5.1. Bases de ciclos evanescentes

A continuacién desarrollaremos mds en profundidad la nocién de ci-
clo evanescente de una singularidad introducida en el capitulo anterior.
Tomemos un camino ¢ en D' U {a;} entre a. y ay. Por continuidad po-
demos encontrar un ntimero ¢ € (0,1) de manera que ¢([c,1]) C Dj.
Como la variedad By N Yy(c) es difeomorfa a la fibra de Milnor de la sin-
gularidad cuadratica de n variables, su (n — 1)-ésimo grupo de homologia
reducida es isomorfo a Z y esta generado por un ciclo geométrico Eq). Si

iy : Hy_1(Bx N Yo(c)) = IfIn_l(Yq,(C)) denota al morfismo inducido por la
inclusion, entonces podemos trasladar a i.A a lo largo de ¢ para obtener
una clase N N

Ay = h;ﬁmd*(i*A(P) € H,_1(Y.).
A'los elementos A, y —A,, los llamaremos los ciclos evanescentes asocia-
dos al camino ¢. La siguiente proposicién no solamente nos asegura que
la definicién del par +A, no depende del ntiimero ¢, si no que también

afirma que estd determinado por la clase de homotopia de ¢.

Proposicién 5.1.1. Supongamos que ¢ y 1 son dos caminos homotdpicos en
D" U {ax} que conectan los valores a, y ay. Si Ay y Ay son dos ciclos evanescentes
asociados a ¢ y 1 respectivamente, entonces Ay = Ay

Demostracion. Por definicion, estos ciclos son de la forma
Ao =h"L (i.A Ay =h7l  (iAy).
¢ (P|[o,c]*( Bo) 'y By 1P|[o,d]*( «By)
Como ¢ y 1 son caminos homotépicos, podemos encontrar una curva sua-

ve a trozos v : [ — Dy \ {ax} que comience en ¢(c), termine en (d), y
que @l © 7 sea homotdpica a [ 5 en D'. Esto implica que el operador

Todos los ingredientes necesarios estan en [AGZV85, §8]. La idea central consiste en
implementar la construccién [AGLV98, pag. 68], siguiendo las lineas de los capitulos 3 y
5 de esta tesis.
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hoyw + Hy1(Yg (o) — ﬁn,l(Ylp(d)) asociado a la fibracion f, : Y/ — D’

satisface la ecuacién
h¢|[o,d]* =y 0 h@’\[o,d]*’

Cometeremos un abuso de notacién al llamar de la misma manera al mor-
fismo h. : Hy_1(BxN Yy (c)) = Hu-1(Bx N Yy(q)) asociado ala fibracion de
Milnor de la singularidad cuadratica de n variables. Repitiendo los pasos
de la demostracion del Teorema 4.2.4 se puede probar que estos operado-
res estdn relacionados via el diagrama conmutativo

<A§0> - Hﬂ—l(gka(P(c)) i> I/:In_l(Ygo(c))

hwl l’”*

(Ay) = Hy1(BeN Yyq)) - Hy 1 (Ypa)-
Como el morfismo de la cara izquierda de este cuadrado es biyectivo, este
debe mandar el ciclo A, en alguno de los generadores Ay, y por lo tanto

hy*(i*zq,) = j:i*&/,. Finalmente,

1
-1 .7 .~ 1 L~
By =l (iBy) = (B gy ) (ieBy) = FhL (iBy) = Ay,

[0,c]
[]

Definicién 5.1.2. Supongamos que ¢ es un camino en D que une al valor
regular a, con algtn valor critico «;. El lazo simple asociado a ¢ es el ele-
mento T, € 71(D’, ax) que se obtiene siguiendo el recorrido de ¢ hasta un
punto cercano a &;, seguido de un giro completo en el sentido antihorario
alrededor de «;, y luego regresando por ¢ hasta llegar a ..

Al combinar la Proposicién 5.1.1 con el Teorema 4.2.4 obtenemos las
siguientes formulas de la monodromia y variacion de la fibracién local-
mente trivial f : Y/ — D’ alolargo de un lazo simple 7,: dadas dos clases

de homologia « € H, 1(Ys)yé € H,_1(Ys,0Ys),

n(n+1)

hep() =+ (=1)" 2 (a0 Ap)A,, (5.1)

n(n+1)
2

Varg, (0) = (—1) (00Ay)A,. (5.2)
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o1

j
e (x%,ﬁ

Figura 5.1: El lazo simple 7, asociado al camino ¢.

Definicién 5.1.3. Sean ¢1,..., ¢, caminos en D que comienzan en a, y
terminan en los valores criticos a1, ...,«, respectivamente. Diremos que
el conjunto ordenado {¢1,..., ¢, } es un sistema de caminos débilmente
distinguido si los lazos simples 7, . . ., Tp, generan al grupo fundamental
m1(D’, a4). Por simplicidad usaremos la notacion 7; = 7, en este contex-
to. Un sistema de caminos débilmente distinguido se dice distinguido si
satisface las siguientes condiciones adicionales:

= Los caminos ¢; no tienen autointersecciones;
= Dos caminos distintos ¢; y ¢; se intersecan unicamente en a;

= Las curvas ¢; estdn indexadas de manera que la secuencia de nime-
ros arg ¢}(0) es decreciente. Informalmente hablando, estas curvas
estdn ordenadas en sentido horario cerca del punto «, (Figura 5.2).

Por convencién asignaremos la numeracién de los valores criticos de
fa en funcién de un sistema de caminos y no al revés. Estos rétulos iran
cambiando a medida que fijemos otros sistemas (Figura 5.2).

Ejemplo 5.1.4. El primero de los sistemas de caminos de la Figura 5.2 es
distinguido. Por el contrario, el segundo de ellos es un sistema débilmente
distinguido que no es distinguido ya que no satisface ninguna de las con-
diciones de la definicién. Por tltimo, veamos que el tercero ni siquiera es
débilmente distinguido. Es grupo fundamental 71 (D’, a..) es libre y estd
generado por las letras x; = Ty,. Los lazos simples asociados al conjunto
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{w1, wy, w3} se escriben en términos de este abecedario como

-1.,-1
Ty = X1, Twy, = X2X1X2X1 "Xy~  Twz = X3.

Estas palabras no generan 711 (D’, a..) porque no es posible escribir la letra
X7 como una concatenacion de estos tres elementos y sus inversos.

Figura 5.2: Tipos de sistemas de caminos.

Definicién 5.1.5. Sea {1, ..., ¢, } un sistema (débilmente) distinguido de
caminos. Diremos que un subconjunto ordenado {Ay,...,A,} de H,_1(Ys)
es un sistema (débilmente) distinguido de ciclos evanescentes asociado
a{@i,...,¢u} sicada clase A; es un ciclo evanescente asociado a ¢;.

En estos términos, y con la ayuda de la Proposicién 5.1.1, el Teorema
4.3.1 afirma que todo sistema distinguido de ciclos evanescentes forma
una base de H,_1(Y:). Lo mismo ocurre para sistemas débilmente distin-
guidos de ciclos evanescentes, como muestra el préximo teorema. Esta es
la razén por la cual frecuentemente reemplazaremos la palabra “sistema”
por “base” para referirnos a este tipo de conjuntos.

Teorema 5.1.6. Un sistema débilmente distinguido de ciclos evanescentes forma

una base para el grupo H,_1(Y).

Demostracion. Supongamos que {Aq, ..., A} es unsistema débilmente dis-
tinguido de ciclos evanescentes correspondientes al sistema de caminos
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{p1,..., @u}, y sean 1y, ..., Ty sus lazos simples asociados. Como todo sis-

tema distinguido de ciclos evanescentes forma una base de H,_1(Y), bas-
ta probar que todo ciclo evanescente es una combinacién entera de los ele-
mentos Ay, ..., A,. Supongamos entonces que A, es un ciclo evanescente
que colapsa a lo largo de un camino ¢ que termina en «;. Usando una
homotopia de caminos si es necesario, podemos asumir que existe un nu-
mero real ¢ € (0,1) de manera que ¢|.1] = ¢ic1]- De esta manera, el lazo
v = (@iljo,) (@ [o,c])fl es un elemento del grupo fundamental 71 (D', a.,)
que cumple que A = £h,.(A;). Por hipétesis sabemos que 7 es una pa-
labra en las letras Ty, . .., Ty, por lo tanto /. se escribe como un producto
de las transformaciones th y sus inversos. A esta altura el teorema es una
consecuencia de la férmula 5.1. O

La principal razén que motiva la definicién de un sistema distinguido
de caminos es que las monodromias de sus lazos simples asociados deter-
minan la monodromia de la singularidad f. Concretamente, si T1,..., T,
son lazos con estas caracteristicas, entonces y = T, 0+ 0T €sun lazo en
a, que rodea a todos los valores criticos de f, una tnica vez y en sentido
antihorario. La Proposicion 3.4.3 nos permite identificar las monodromias

h¢ 'y hy. salvo conjugacién por un isomorfismo H, 1(F) ~ H,_1(Ys), y
por ende obtenemos una descomposicién

hf =hgs0---0 hTu*' (5.3)
Similarmente, iterando la férmula 1.1 llegamos a la igualdad
V . .
Vary = Varr,o...on, = Z | Z ' VarTi1 01y 0-+-01040 VarTik, (5.4)
k=1 iy <--<if

donde i, : H,_1(F) — H,_1(F,dF) es la inclusién canénica. El siguiente
resultado es un aplicacién de esta dltima expresion.

Proposici6n 5.1.7. Vary : H,_1(F,0F) — H,_1(F) es un isomorfismo.

Demostracién. Sea Ay, ..., A, una base distinguida de ciclos evanescentes
correspondientes a un sistema de caminos ¢y, ..., ¢,. Por la dualidad de

Lefschetz, podemos encontrar ciclos relativos Vy,...,V, € I:In,l(F, oF)
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de manera que (V; 0 A;) = ¢;;. Evaluando en V; a ambos lados de la for-
mula 5.4 obtenemos una igualdad de la forma

Vars(Vy) = (—1)" D72 0+ e 4,

j<i

para ciertas constantes enteras c;;. Esto prueba que la matriz de Var; con
respeto a las bases {V1,...,V,} y {Aq,...,A,} es triangular superior, y

que sus entradas diagonales son iguales a (—1)"("+1)/2, O

Como consecuencia de las férmulas 5.1 y 5.3, la matriz del operador
de monodromia h £ con respecto a una base distinguida {Aq,..., Ay} que-
da totalmente determinada por los indices de interseccién (A; o A;). Reci-
procamente, se puede probar que estos enteros determinan a dicha matriz
[AGZV88, Theorem 2.7]. En general, si {Aq, ..., Ay} es una base débilmen-
te distinguida de ciclos evanescentes, se define su matriz de intersecciéon
como el arreglo [(A; o Aj)];j. Como (a0 ) = (—1)(”_1)2(5 oa), esta matriz
es simétrica si n es impar, y antisimétrica en caso contrario. Ademads sus
entradas diagonales solamente dependen de 7 (ver la Proposicién 4.1.4).

Ejemplo 5.1.8. Sea f(z) = z/! una singularidad de tipo A, la cual tiene
una morsificacién de la forma f, (z) = z#*! — Az. Consideremos la raiz -
ésima primitiva de la unidad & = ¢~27/#. Es claro que los puntos criticos
de f) son los nimeros complejos

1
A \E
= —— <k<u—

y que sus respectivos valores criticos son

1
Au AN
“k y+1(y+1) ¢ n=1)

Si fijamos el valor regular .. = 0, entonces las y curvas @ (t) = tay forman
un sistema distinguido de caminos. La fibra regular Y, estd compuesta
por los elementos 0, A/#E, AV/KE2, . AV/EEE=1 v se puede probar que
Ay = [AM/FEF — 0] es un ciclo evanescente asociado al camino @. Luego,
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las entradas de la matriz de interseccion asociada a la base {Ay,..., Ay}
son
2 si k=1,

(B0 dy) = {1 si k #£1.

Para calcular estos enteros hemos usado nuestra convencion sobre las orien-
taciones complejas de variedades de dimensién cero.

5.2. Cambios de base

En la seccién previa vimos que a cada eleccién de un sistema de cami-
nos se le puede asignar ciertos objetos, entre ellos bases de ciclos evanes-
centes y matrices de interseccién (y como veremos posteriormente, diagra-
mas de Dynkin). Naturalmente uno puede preguntarse de qué manera se
relacionan dos de estos objetos correspondientes a dos sistemas distintos.
La finalidad de esta seccién es responder esta pregunta, pero primero ne-
cesitaremos caracterizar a todas las posibles elecciones de estos conjuntos
de curvas. La Proposiciéon 5.1.1 nos permite reducir este problema a uno
discreto, lo cual motiva la siguiente definicion.

Definicién 5.2.1. Diremos que dos sistemas débilmente distinguidos de
caminos {¢1,...,¢u} y {¢1, ..., ¥} son homotépicos si ¢; es homotdpico
ap;en D' U{w;} paracadal <i < u.

Observemos el conjunto de lazos simples {ti,...,T,} asociado a un
sistema débilmente distinguido {¢1,..., ¢, } s6lo depende de su clase de
homotopia. Mds atin, visto como un subconjunto ordenado de 7y (D', ),
{71,..., T} determina al sistema { ¢, ..., ¢, } salvo homotopifa.

Definicién 5.2.2. Sean { ¢, ..., ¢, } un sistema distinguido de caminos en
D',y {ti,..., T} su conjunto de lazos simples asociados. Dado un indice
1 <i < u—1,sedefine la operaciéon

ti : {§011~~-/§91’1§0i+1;---/§9;4} — {golz---/Tiil O§0i+1/§91’;---/§9y},

donde Ti_l o @;11 es el camino que se obtiene al recorrer al lazo T7; en su
sentido opuesto, seguido por la curva ¢; 1.
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Figura 5.3: La operacion t;.

Como la curva T; o ¢;1 se autointerseca en «., el conjunto ordenado
{91,...,Ti° Qit1, @i, ..., ¢u} NO es un sistema distinguido. Sin embargo,
podemos reemplazar a este camino por uno homotépico en D' U {«;} que
no se interseque a si mismo ni a ninguno de los otros elementos del con-
junto (Figura 5.3). Cometeremos el abuso notacional al denotar a ¢; y a su
modificacién de igual modo. De esta manera, t; opera sobre el conjunto de
sistemas distinguidos de caminos médulo homotopia. Es claro que t; es
biyectiva y que su inversa es

ti_l : {¢1/---/§0i/§0i+1/~~-/§0y} = {(Plz---;§0i+1;Tio@i/---/q)y}

Por otro lado, las operaciones t; y t; conmutan si y s6lo si |i — j| > 2, mien-
tras que t; y t;;; satisfacen la relacién t;t;1t; = t;1qt;t;q1 (ver la Figura
5.4). En resumen, tenemos una accién del grupo de trenzas de y hebras

tit]':t]‘tl’ Si|i_j| =2,
titiv1ti = tivatitipn sil<i<p—2

Br(y) = <t1, ceey ty—l

sobre el conjunto de caminos distinguidos médulo homotopia. Como mues-
tra el siguiente teorema, las operaciones t; y sus inversas nos alcanzan para
poder describir todas las posibles clases de sistemas distinguidos.

Teorema 5.2.3. EI grupo de trenzas Br () actiia de manera transitiva sobre el
conjunto de sistemas de caminos distinguidos médulo homotopia.
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i+1 i+2

i i+2
i+1 i+1
i+2 i

‘\ i i+1/

ti+1 ti+l

i+2 — i+2
1
i+1 i

Figura 5.4: La relacion tit; 1 t; = tiyq1titiiq.

Demostracion. Seguiremos la prueba de Gusein-Zade [GZ77, pag. 44]. Sean
{91, out y{t1,..., ¢, } dos sistemas distinguidos de caminos. Sin per-
der generalidad podemos suponer que existe un ¢ € (0,1) de manera que
®iljo,] = Wiljp, paratodo 1 < i < p. Las curvas ; = goi|[;/1” o Pil[c1) unen
dos de los valores criticos de f), y ademas cumplen que 7;(t) # 7;(t) si
t € I. Las hebras t — (7;(t),t) € D x I forman una trenza que por cons-

trucciéon manda un sistema en el otro (Figura 5.5). O

El grupo de trenzas Br(y) también actta sobre el conjunto de bases
distinguidas de ciclos evanescentes. La accion del generador ¢; viene dada

por
t;: {Al, RA A YRR P .,Ay} — {Al, .. ~/hTi(Ai—|—1)/ A, .. .,Ay.}
= {A1, o D + (D)2 (AL 0 AAL A, - Dyt

Esta definicion esta elegida para que sea compatible con la accién sobre
los sistemas de caminos: si {Ay,...,A,} es una base distinguida de ciclos
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Figura 5.5: Demostracién del Teorema 5.2.3.

evanescentes inducida por un sistema de caminos {¢y, ..., ¢, }, entonces
labase t;({A1,...,Ay}) se corresponde con t;({@1,..., ¢u}).

A diferencia de lo que pasaba con las accién sobre los sistemas de cami-
nos, la accién sobre las bases no es transitiva. Esto se debe a que a cada una
de estas curvas se le asignan exactamente dos ciclos evanescentes (uno es
el inverso aditivo del otro). Esto nos motiva a definir las operaciones

S; . {Al,...,Ai,...,Ay}l—) {Alr"'/_Ai/~--/Ay} (1 <1<y),

las cuales determinan una accién de Z). Es claro que s; conmuta con t
siempre y cuando i ¢ {j,j + 1}. Para los demds casos tenemos las relacio-
nes

Sioti:tiosl’+1, Si+10ti:tiosi'

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 5.2.3 y lo que mencio-
namos en este tltimo parrafo.

Teorema 5.2.4. El producto semidirecto Br(p) x Z} actiia transitivamente sobre
el conjunto de bases distinguidas de ciclos evanescentes de una singularidad.

Observemos que el Teorema 5.2.3 deja de ser vélido si reemplazamos
sistemas distinguidos por débilmente distinguidos. En efecto, la multipli-
cacién por un elemento de Br(j) preserva la propiedad de ser distingui-
do, y no todo sistema débilmente distinguido de caminos es homotépico a
uno con estas caracteristicas. Como las construcciones hechas hasta el mo-
mento no alcanzan para caracterizar esta familia mds general de sistemas,



76 CAPITULO 5. DIAGRAMAS DE DYNKIN

necesitaremos ampliar la cantidad de operaciones disponibles. Para cada
i # j, se definen las aplicaciones

tij : {§01,...,(P]',...,§0V} — {gol,...,T;lOg[)]',...,qoy},
{Al,...,A]',...,AV} — {Al,...,h—;i(A]'),...,Ay},

{7, T, T} {Tl,...,Ti’loror,-,...,ry};
j ]

las cuales son biyectivas y sus inversas son

ti_'l : {(pl,...,q)]-,...,(py} — {(pl,...,Tioq)]-,...,(py},
]
(Ao Ay DY = Dy BN (), DY,

T

{Tl,...,T]',...,TH} — {Tl,...,Tiorjori’l,...,ry}.

Nuevamente, estas funciones son compatibles entre si. Si queremos
probar que las mismas operan de manera transitiva sobre los sistemas dé-
bilmente distinguidos médulo homotopia, bastard ver que esta accién es
transitiva sobre los sistemas de lazos simples médulo homotopia, ya que
ambos conjuntos estan en correspondencia uno a uno.

Lema 5.2.5. Supongamos que ¢ y 1 son dos caminos que unen ., con a;. Enton-
ces sus lazos simples asociados T, y Ty son conjugados en 111 (D', ).

Demostracién. Sin perder generalidad podemos asumir que existe un na-
mero ¢ € (0,1) tal que ¢(t) = ¢(t) = a; + (1 —t) paratodo t € [c,1]. Sea
() = a; + (1 — c)e?™*. A partir de la definicién es claro que

To=¢lngoro¢loy v T =%lpgorodlyy:

Luego, el lazo T = ¢||y o ¢| [616] satisface la igualdad 7717, 7 = 1y, lo cual
concluye con la demostracion. O

El siguiente resultado nos asegura que las transformaciones t;; y sus
inversas nos alcanzan para obtener todos los posibles sistemas de lazos
simples. El mismo fue conjeturado por Gusein-Zade en [GZ77] y demos-
trado por Humphreys en el articulo [Hum85].
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Teorema 5.2.6. Sean X = {x1,...,x,} e Y = {y1,...,yu} dos conjuntos
ordenados de generadores del grupo libre ¥y, de p letras. Supongamos que x; e
y; son conjugados en F, para todo 1 < i < p. Entonces X se puede obtener a

partir de Y mediante una secuencia de las operaciones t;j, ti?l.

Demostracion. Supongamos que wy, ..., w, € F, son palabras en las letras
x1,...,%, de longitud minima |w;| tales que y; = w;x;w; '. Definimos el
numero |Y| = |wi| + --- + |wy], es decir, la suma de las longitudes de
las palabras w;. Esta cantidad depende del conjunto X, pero omitiremos
indices adicionales para no sobrecargar la notacion. Es claro que |Y| = 0
siy s6lo si X = Y. Por ende el problema se reduce a probar que, bajo la
hipétesis |Y| > 0, existe una transformacién t como las del enunciado de
manera que |£(Y)| < |Y].

Asumiendo que |Y| > 0, no es posible que todas las letras de X perte-
nezcan al conjunto Y simultdneamente. Sin perder generalidad supondre-
mos que x1 ¢ Y. Por hip6tesis sabemos que Y genera al grupo F,, asi que
podemos encontrar una descomposicion

X] = y;?lly;?; .. .ka — (w21x21w;”1)(w22x?22w;n2) .. (wZ(kaCkwi;nk)’ (%)
para ciertos indices 1 < 7; < u, y nameros enteros n; € Z no nulos. Sin
perder generalidad podemos suponer que i; # i;,1, para que no se can-
celen factores consecutivos enteros. Por otro lado, por la minimalidad de
la longitud, la palabra w; debe ser reducida y no puede terminar con las
letras x; o x; '. Esto implica que |y;| = 1 + 2|w;|. Afirmo que el ntimero na-
tural k es mayor estricto que uno. Si por el contrario k = 1, de la igualdad
1 = |x1| = |n1| + 2|w;, | podrfamos concluir que |w;| = 0. Sin embargo, w;
no puede ser el elemento neutro de F;, porque hemos asumido que x; no
pertenecea Y.

El siguiente paso de la demostraciéon consiste en probar que al menos
una de las palabras w; puede escribirse como w; = w;x]'w en forma re-
ducida, donde i # j, n es un entero no nulo, y w es un elemento de F,.
Para probarlo, supongamos que esto no ocurre y lleguemos a una contra-
diccion. De esto y la suposicién i; # i1 se desprende que los factores
le, x?;, ey xZ{k de la igualdad (*) no se pueden cancelar luego de redu-
cir la palabra del miembro derecho. Esto nos dice que este elemento tiene

longitud mayor o igual que k > 1 = |x4], lo cual es absurdo.



78 CAPITULO 5. DIAGRAMAS DE DYNKIN

Tomemos entonces dos indices i # j tales que w; = w;x]'w como en el
péarrafo anterior. Si n < 0, entonces

ti(y) = yiyiy; !

= wixiwi_lexjw].—

1, —-1.—1_
w; X W,

_ -1 n —-1.,.—n -1.,.-1
= W;X;W; wixiwx]-w X; wiw; "X, Wi

n+1 1

= (wixl' 1

w)xj(w;xi " w)”

.

= Wjxjw; ",
donde @; = wixfﬂw. Como |n + 1| < |n|, la longitud de @; es menor que
la de wj, con lo cual [t;;(Y)| < |Y]. El caso n > 0 se resuelve de manera
similar. O

Corolario 5.2.7. Dos sistemas débilmente distinguidos de caminos médulo homo-
topia (resp. ciclos evanescentes) se pueden obtener uno a partir del otro mediante
una secuencia de las operaciones tij, t; L (resp. bij b s i)

5.3. Estabilizaciones

Hasta el momento solamente hemos vinculado dos singularidades ba-
jo la relacién de equivalencia que surge por precomponer por un germen
de biholomorfismo. No obstante existen otras relaciones menos finas que
nos permiten comparar gérmenes de funciones con distintas variables, por
ejemplo la equivalencia estable. La incorporacién de esta nocién no sélo
serd vital a la hora de dar la definicién de diagrama de Dynkin, si no que
también es el objeto correcto al cual se le asigna este invariante combina-
torio.

Definicién 5.3.1. Sea f : (C",0) — (C,0) una singularidad aislada. Una
estabilizacién de f es un germen f : (C"*,0) — (C,0) de la forma

fz1 o znk) = f(z1, o Zn) F 200 + -+ 2ok

Observacion 5. 3 2. Si f )\ €s una morsificacién de la singularidad f, enton-
ces fo = f+22 g+t z> .« s una morsificacion de la estabilizacion
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f. Es claro que los puntos criticos de fj son de la forma (p,0), donde p

es un punto critico de f,. Esto implica que los valores criticos de f) y fi

coinciden, y por ende p(f) = u(f).

Una singularidad no sélo comparte el mismo ntiimero de Milnor con
cualquiera de sus estabilizaciones, sino que también presentan conexio-
nes mds profundas como indica el siguiente teorema. Este resultado fue
probado por Gabrielov en su trabajo [Gab73].

Teorema 5.3.3. Supongamos que {Aq, ..., Ay} es una base distinguida de ciclos

evanescentes de una singularidad f. Si f es una estabilizacion de n + k variables
de f, entonces existe una base distinguida {A1, ..., Ay} de f de manera que

k(k=1) .. .

2 (AiOA]'), Sll#]'

Muds aiin, podemos elegir este 1iltimo conjunto de manera que las bases distingui-
das {N1, ..., A}y {Ay, ..., Ay} estén asociados al mismo sistema de caminos.

(Ai o A]) = sgn(]' — i)k(_l)kn+

Observemos que esta férmula solamente depende del residuo médu-
lo 4 del entero k, y que los indices de interseccion (A; o Aj) y (Aj o Aj) se
determinan mutuamente. Como los autoindices de interseccién de estos
ciclos quedan determinados por n y k (Proposicién 4.1.4), el Teorema 5.3.3
establece una biyeccién entre las matrices interseccion de bases distingui-
das de f y las de su estabilizacion f. Por este motivo podemos restringir
el estudio de estas matrices al caso en el que el residuo médulo 4 de n esta
prefijado. La eleccién n = 3 (mod 4) es la mds comtn en la bibliografia®.
Esto promueve naturalmente la siguiente definicién.

Definicién 5.3.4. Sean f : (C",0) — (C,0)y g : (C™,0) — (C,0) dos
singularidad aisladas. Diremos que f y g son establemente equivalentes
si existe un entero [ tal que las estabilizaciones

f(le---,Zn)+Z%+1+---+212 y g(zl,...,zm)—|—zzm+1+---+zl2

son equivalentes como singularidades.

2Este residuo esté elegido de manera que las formas de interseccién de las singula-
ridades simples sean simétricas y definidas negativas. Esto se deduce de la forma de
sus diagramas de Dynkin (ver la tabla al final del capitulo) y del teorema de la pa-
gina 146 del libro [EGH " 11]. En estos casos las transformaciones de Picard-Lefschetz
hr,(6) = &+ (6 0Agy)Ap son reflexiones con respecto al producto interno —(- o -), y los

ciclos evanescentes de estas singularidades forman un sistema de raices de H,_1(Y+).
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Finalmente estamos en condiciones formular la definicién de un dia-
grama de Dynkin de una singularidad. Estos grafos condensan la infor-
macién de una matriz de interseccién de manera maés legible.

Definicién 5.3.5. Supongamos que f es una estabilizacion de m variables
de f tal que m = 3 (mod 4), y que {A,...,A,} es una base débilmente
distinguida de la singularidad f. El diagrama de Dynkin asociado a dicha
base es el grafo no dirigido que se define de la siguiente manera:

= Los vértices de este grafo estdn en correspondencia biyectiva con los
ciclos evanescentes de esta base. El vértice asociado al elemento A;
es etiquetado con el indice i;

= Dos vértices i, j estdn conectados por |(A; o Aj)| aristas (resp. aristas
punteadas) si (A; 0 Aj) > 0 (resp. (Aj o Aj) < 0).

Como los diagramas de Dynkin de una estabilizaciéon f estan en co-
rrespondencia biunivoca con sus matrices de interseccién, las funciones
tij, ti;l y s; operan de manera transitiva sobre ambos conjuntos. Lo mismo

ocurre con las aplicaciones t;, t‘i_1 y s; en el caso distinguido. En general no
agregaremos rétulos a los vértices de un diagrama de Dynkin asociado a
una base débilmente distinguida, pues cualquier reordenamiento de estas
etiquetas produce otro diagrama de la misma singularidad. Sin embargo,
esto no es cierto si trabajamos con bases distinguidas, y por ende preser-
varemos la numeracién en este caso. El diagrama de Dynkin vinculado a
una base distinguida {A, ..., A, } contiene informacién adicional sobre la
singularidad, por ejemplo, a partir de él se puede obtener la matriz del
operador de monodromia /iy con respecto a {A1,...,A,} (basta usar las
identidades 5.1 y 5.3).

Ejemplo 5.3.6. En el Ejemplo 5.1.8 construimos una base distinguida de ci-
clos evanescentes {Ay,...,A,} de la singularidad f(z) = zF+1 de manera
que (AxoA;) =1,sik # 1. El Teorema 5.3.3 nos permite encontrar una base

distinguida {Ay,...,A,} de la estabilizacién f(z1,22,23) = z| 4242
tal que (A; o A;) = —1, si k # I. De esta manera, el diagrama de Dynkin

de f asociado a esta base tiene y vértices, y dos de ellos estan conectados
por una arista punteada. Este grafo estd ilustrado en la parte izquierda
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de la Figura 5.6. Siguiendo la notacién de la seccién previa, definimos la
operacion t =t o---ot, 1. Observemos que

~ ~ t, 1 ~ ~ ~ ~ ~
{Ay, ..., A} = {By, .. Byg, Ay — A,H,A;,_l}

ty—o _~
IIA—>{A1,...,A Ay 1, H 1}

t ~ ~ ~ ~ ~
— {Ay = Ay, Ay, Ao Ay

La Figura 5.1.8 representa el efecto de la aplicacién t sobre los diagramas
de Dynkin asociados a estas bases distinguidas de ciclos evanescentes. Si-
milarmente, la operacién f o - - - o t,, 1 transforma esta segunda base en el
conjunto {AV - Ay_l,ﬁy_l - Ay_z,ﬁl, .. .,Ay_z}. Razonando de manera
inductiva podemos encontrar un cambio de base

{Al,.. Ay}l—>{Ay V 1,...,A2—A1,51}.

El diagrama de Dynkin correspondiente a esta tiltima base esta compuesto
por u vértices alineados y y — 1 aristas que conectan dos vértices sucesivos
(ver la Figura 5.7).

,12 .2
3,/ ) - \ 3,/ i} T
T
| B /1
4" 4
5 5

Figura 5.6: La operaciéont =t;0---ot, jenelcaso u =5.
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® & ® ... &—@
1 2 3 u—1 M

Figura 5.7: Un diagrama de Dynkin de la singularidad f(z) = z#*!.
5.4. Suma directa de singularidades

Para terminar con esta tesis describiremos un método desarrollado por
Gabrielov para calcular diagramas de Dynkin de ciertas singularidades
que se pueden descomponer en otras més sencillas. Todos los resultados y
sus demostraciones estan contenidos en el articulo [Gab73].

Definicién 5.4.1. Sean f : (C",0) — (C,0)y g : (C™,0) — (C,0) dos
singularidades aisladas. La suma directa entre f y ¢ es la singularidad
feg:(C"™ 0) — (C,0) dada por la igualdad

(f@g>(zlr---rzn/w1/~~~,wm) :f(Zl,...,Zn) ~|—g(w1,...,wm).

Observacion 5.4.2. Si f) y g« son morsificaciones de las singularidades f
y g respectivamente, entonces f) @ gx = fA + g« es una morsificacion de la
suma directa. Los puntos criticos de f) & gx son de la forma (p, g), donde
p es un punto critico de f), y g4 es un punto critico de g«. Para elecciones
genéricas de los vectores A y «, la funcién holomorfa f) @ g, tiene exacta-

mente p(f)u(g) valores criticos. Esto prueba que u(f @ g) = u(f)u(g).

Pasemos a enunciar el teorema central de esta seccion. El mismo es, en
cierto aspecto, una generalizacién del Teorema 5.3.3.

Teorema 5.4.3. Sean f : (C",0) — (C,0)y g : (C™,0) — (C,0) dos singu-
laridades aisladas. Sean {A;} y {A’ } dos bases distinguidas de las singularidades

f y g respectivamente. Entonces existe una base distinguida {A;;} de la suma
directa f @ g, ordenada lexicogrdficamente, de manera que

(Bijy 0 i) = sgnlja = j1)" (1) 57 (] 0 &) si i # Ja.
(Aij o Aiy) = sgn(in — i)™ (—1)™ "5 (A 0 A) si iy # in,
(Biyjy 0 Biyjy) = sgn(iz — i) (=1)""(Ay, 0 ;) (A 0 A}, si (i2 —i1)(j2— 1) >0
(Aiyjy © Diyyy) =0 si (ia—i1)(ja—j1) < 0
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El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de los teoremas
54.3y5.3.3.

Corolario 5.4.4. Sean f y g dos singularidades aisladas con una cantidad de
variables congruentes a 3 médulo 4. Sean {A;}, {A;} Yy {Aj;} bases distingui-

das de ciclos evanescentes como las del Teorema 5.4.3. Si {Ai]-} es la base de la
estabilizacion f @© g + z* construida en el Teorema 5.3.3, entonces

(Ai]'l © Aijz) = (A;1 © A;z) Si jl ?é j2’
( © Aizf) - (Ail © Aiz) si iy # ip,
(Ailjl ¢ Ai2]’2) = _(Ail o Aiz)(A;’l o A;z) si (12 - 11)(]2 - ]1) > 0,
) =0 si (ip—i1)(j2—f1) <O0.

Este corolario nos permite construir un diagrama de Dynkin de la suma

directa f @ g de dos singularidades a partir de diagramas de sus suman-
dos. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 5.4.5. Sean f(z) = z* y ¢(w) = w? dos singularidades de tipo A3
y A, respectivamente. La suma directa f & ¢ = z* + w?® es una singulari-
dad de clase Eg, la cual tiene un diagrama de Dynkin como el de la Figura
5.8.

1 2 3
[ 4 L 4 @ A3
1 3 5
1
N N
A, N . N . Eg
N N
N N
2
2 4 6

Figura 5.8: Un diagrama de Dynkin de la singularidad Ee.

Mas generalmente, podemos calcular el diagrama de Dynkin con res-
pecto a una base distinguida de cualquiera de las singularidades de la
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forma f = 21{1 + -+ z5° (k; > 2). Estos gérmenes reciben el nombre de

singularidades de Pham-Brieskorn en honor a estos matematicos por sus
trabajos [PPha65] y [Bri66a]. Aplicando inductivamente el Corolario 5.4.4
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.4.6. Si f = ,2:’1(1 + -+ 4 z¢° es una singularidad de Pham, una de
sus estabilizaciones con una cantidad de variables congruente a 3 médulo 4 tie-
ne una base distinguida {A; : I = (i1,...,in) 0 < is < ks — 2}, ordenada
lexicogrdficamente, tal que

(=DM si T4 y 0<js —is <1 para todo s,
Aro ) = (=D)L si T £ y 0<is—js <1 paratodo s,
0

en otro caso.

En particular, este corolario nos permite calcular un diagrama de Dyn-
kin de la singularidad f(x,y) = x® + y° de tipo Eg. Los diagramas de las
singularidades simples restantes se pueden obtener a partir de las técnicas
desarrolladas por Gusein-Zade en los articulos [GZ74b] y [GZ74a], o me-
diante el método de la curva polar de Gabrielov [Gab79]. En la siguiente
pégina se encuentra la lista completa de los diagramas de Dynkin de estos
gérmenes.
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Ay | artl R
Dy | x4 xy? *——e—9 .- <
Ee X3+t
E7 | 2%+ a3
Eg | *+v°
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