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Introduccion

La idea general de esta tesis es poder entender y ver como cambia la nocién de
equivalencia, simulaciéon y bisimulacion de los modelos de distintas l6gicas tales como
la l6gica de primer orden, la logica modal, y la logica con igualdad XPath_.
Recordaremos nociones bésicas de cada logica para que el lector tenga méas herramien-
tas.

Como concepto central de este trabajo se ubica la bisimulacion. La bisimulacion es una
nocion fundamental que se establece cuando dos nodos (o estados) en un grafo etique-
tado no pueden ser distinguidos por un observador externo.

Esta herramienta fue descubierta independientemente en las dreas de la informatica
y de la logica filosofica en la década de los '70. En ambos contextos la bisimulacion
aparecié como un refinamiento de la nocién de morfismo, es decir, de asignaciones que
preservan la estructura.

En el campo de la informatica, fue desarrollada por Milner en 1971 (y refinada por Park
en 1981) en el contexto de la teoria de la concurrencia como una forma de determinar
comportamientos de los programas. En el caso de la filosoffa, fue introducida por Van
Benthem en 1976 para caracterizar el poder expresivo de la logica modal basica en
términos de un fragmento de la logica de primer orden.

Este trabajo se divide en 3 grandes capitulos dedicados a la logica de primer orden
(12, 12, 4]), la logica modal (|5 6, 13]) y la logica XPath_ (|1, 13, @, 10, 17]), respec-
tivamente. Ademas hay un apéndice que hace un acercamiento a la teoria de juegos,
usando los juegos de Ehrenfeucht - Fraissé. (|7, 14])

A lo largo de la tesis vamos a ir descubriendo que las logicas modal y XPath_ pueden
ser entendidas como un fragmento propio de la logica de primer orden, con lo cuél el
orden en su estudio es importante.

Pasaremos por varias nociones de comparacion de modelos hasta llegar a las Bisimula-
cibnes, que como ya mencionamos anteriormente, es el eje de este trabajo, y es la teoria
que mejor interpreta la idea de equivalencia logica.
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Capitulo 1

Logica de Primer orden

1.1. Introduccién a la légica de primer orden

La logica de primer orden, también llamada logica de predicados, es un sistema for-

mal disenado para estudiar la inferencia de los lenguajes de primer orden. Los lenguajes
de primer orden son, a su vez, lenguajes formales con cuantificadores que alcanzan sélo
a variables de individuos y con predicados y funciones cuyos argumentos son sélo cons-
tantes o variables de individuo.
Con la logica de primer orden podemos representar situaciones que contienen relaciones
entre objetos (como las relaciones «padre» e «hijo» ). Ahora bien, a veces la situacion
también expresa relaciones entre relaciones, o propiedades (relaciones de grado 1) de
relaciones. Por ejemplo, «padre es una relacion familiary. A la logica de primer orden
s6lo se le permite representar relaciones entre objetos, pero esto ya es suficiente para
darle una enorme expresividad.

1.1.1. Nociones basicas de légica de primer orden
LENGUAJES DE PRIMER ORDEN

» Simbolos logicos y auxiliares: z, /, ¥V, =, —, ()

x, 2, 2", 2" ... simbolos de variables. Llamamos VAR al conjunto de varibles
= Simbolos de cada lenguaje: Un lenguaje es £L = C U P U F donde

C' es un conjunto de simbolos constantes (puede ser vacio)

F es un conjunto de simbolos de funciones (puede ser vacio)

P es un conjunto de simbolos de predicados (P # ()

» Términos: Para un lenguaje £ fijo definimos los términos de £ (notamos
TERM(L)) al conjunto de todos los términos del lenguaje L.

9



10 CAPITULO 1. LOGICA DE PRIMER ORDEN

1 Todas las variables son términos.
2 Todo simbolo constante de £ es un término.

3 Si f es un simbolo de funcién n-adico de L y t,...,t, son términos de £
entonces f(t1,...,t,) es un término de £

4 Nada maéas es un término.

» Formulas: Para un lenguaje fijo £, definimos las féormulas de £ (notamos
FORM(L)) al conjunto de toda las férmulas del lenguaje L.

1 Si P es un simbolo de predicado n-adico de L y t1, ..., t, son términos de L,
entonces P(ti,...,t,) es una formula de £ (la llamamos atomica)
2 Si ¢ es una formula de £ entonces —p es una féormula de £

3 Si ¢ y ¢ son formulas de £ entonces (p — 1) es una formula de L.

4 Si ¢ es una formula de £ y = una variable, entonces (Vx)p es una formula
de L.

5 Nada mas es una formula de £

Asi, una L-estructura, A, de un lenguaje £L = C'UP U F, es un conjunto A no vacio
(que llamaremos universo o dominio) y las asignaciones siguientes:

= Para cada simbolo constante ¢ € C, un elemento fijo c4 € A.
= Para cada simbolo de funcién n-aria f € F, una funcién f4 : A" — A.

= Para cada simbolo de predicado n-ario p € P, una relaciéon n-aria p4 en A.

Notacion: A = (A, ca, ..., fa, .., Pa...)

Podemos pensar como un caso particular la légica de primer orden con igualdad,
que es aquella que se extiende con un simbolo binario = que siempre se interpreta como
la relacion de igualdad usual. También podemos considerar agregar otros simbolos de
relacion tales como A, V, 3, y <> sin que estos aumenten el poder expresivo de la logica
de primer orden.

1.1.2. Valuaciéon

Definicion 1 Dada una L-estructura A, con dominio A. Una valuacion para A es una
funcion V: Var— A, que luego es extendida a V :term(L)— A de la siguiente manera:

» Si t=c es una constante, entonces XA/(t):cA
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= Si t=x es una variable, entonces V (t)=V(t)=V(x)

n Sit=f (t1, ..., tn), entonces V (£)=fa(V (t1),... .V (t))-

Ademds sea V una valuacion de A. Definimos V(x = a) como

Vie=aw={ W 517

a st rT =1y
Decimos que ¢ es verdadera en A bajo la valuacion V (escribimos A = p[V]) si:

» ¢ es de la forma P(ty,...,t,)

~

A ): P(tl,,tn)[V] = V(tl,,tn) € Py

» © es de la forma =)

A= -y[V] < no AE=y[V], osea AE Y[V]

» v es de la forma (Y — p)

AE W=Vl & no ARy [V] ¢ Al plV]

o sea A¥Y[V]d A= plV]
» ¢ es de la forma (Va)y

A E plV] & para cualquier a € A, A = [V (x = a))

Entonces podemos decir que hay 3 niveles de verdad:

= ¢ es satisfacible si existe una L-estructura A y una valuacion V de A tal que

A= elV]

» ¢ es verdadera (o valida) en una L-estructura, A (notamos A = ¢) si A = p[V]
para toda valuacion v de A. Decimos que A es un modelo de ¢.

» ¢ es universalmente valida (notamos = ¢) si A = [V] para toda L-estructura
A y toda valuacion V de A.

Teorema 1 (Teorema de Compacidad) Sea T C Form(L). Entonces T es satis-
facible si y solo si todo subconjunto finito de T es satisfacible
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No daremos la demostracion en esta tesis. Si el lector esta interesado puede encontrarla
en [16].

El siguiente resultado nos habla del tamano del modelo que satisface al conjunto de
formulas:

Teorema 2 (Teorema de Lowenheim - Skolem:) Si 7T es un conjunto satisfacible
de formulas de primer orden, entonces T es satisfacible en algin modelo finito o nu-
merable.

Para la demostracion ver [2]

1.2. Equivalencia de modelos

1.2.1. Isomorfismos de modelos

Definicion 2 Sean A y B dos modelos de logicas de Primer orden sobre el mismo
lenguage L.
Decimos que i:A — B es un isomorfismo entre A y B si:

1 es biyectiva

(T1, ..., Ty )€ Py siy solo si (i(xy),....i(x,)) € Pg

w i(fa(zy,...,xn) = feli(xy,...,i(x,)) para cada funcion n-aria f € F y elementos
T1,...Ty € ./4

» i(cq) = cp para cada constante ¢ € A

Y en ese caso decimos que A y B son isomorfos y lo denotamos como A = B

Teorema 3 Sii es un isomorfismo entre A y B entonces para toda V' valuacion tene-
mos:

AV =@ siysolosiByioV =

Demostraciéon
Para la demostracion del teorema vamos a necesitar un lema previo:

Lema 4 Si V es una valuacion para A y i es un isomorfismos entre A y B entonces

pob-cnntalial
1oV =430V

Demostraciéon
Por induccién en los L-términos.
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— — A~

» Para cada constante ¢ € £ tenemos i oV (c) = cg =i(cq) =io0c = (ioV)(c)

» Para cada variable x: Z/OT/<£L'> = (ioV)(z)=i(V(z)) =i(V)(z) = (ioV)(z)

)

» Para cada funcién n-aria f € L£: Si z'/oT/(tj) = (i o V)(t;) para todo je [1,n],
entonces

[0 V(f(tr, itn)) = fa(io 3 = fa((i
faio (V(t), o i(V(t)) = i(fa(V (1), sV (E))) = iV (f (b1, o ta))) =

Esto demuestra el lema. O
Ahora vamos a demostrar el teorema por induccion en la estructura de .

» Si o = R(ty,...,t,), entonces:

(V(t1),....,V(tn)) € Ra siy sélo si
(i(V(t1)),....i(V(tn))) € Rp si y solo si
((i o V)(t1), ..., (i0 V)(t,)) € Rp si y solo si
/\( 1)y eyl )) € Rp siy solo si

(B,ioV

(t
= R(t1, ... 1).

Finalmente suponemos que la propiedad se cumple para ¢ y ¥

= Si p = ), entonces:

(A, V) |= ¢ siy solo si
(A, V) E 1 siy solo si
(B,ioV)E 1 siy solo si
(BiioV) = ¢.
= Si 1 — 6, entonces
(A, V) E ¢ siy solo si
(A V)EY o (A V) =0 siy solo si
(A, V) o (A V) E0siy solosi
(B,ioV)E 9o (B,ioV) =0 siy solosi
(ByioV)FE o (B,ioV) = 6siy solosi

(B,ioV) ¢
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Supongamos que ¢ = (V).

Solo vamos a demostrar el teorema en una direcciéon. La otra direccion se demuestra de
la misma forma pero considerando i~! en lugar de i.

Si (A, V) = ¢. Para cualquier a € A vale que (A, V[z/a]) = 9.

Por hipotesis inductiva para cualquier a € A vale que (B,io0 V(z/a]) = 9.

Pero i o V]z/a] = (io V)[x/i(a)]. Tenemos que para cualquier b € B vale que

(B, (i 0 V)[z/b]) = 9. Por lo tanto (B,io V) = ¢.

Esto termina la demostracion del teorema.
[ |

Estamos acostumbrados a que la existencia de un isomorfismo nos dé una nocién
de equivalencia, pero tenemos que tener cuidado, ya que el teorema nos da informaciéon
en una sola direccion, es decir, si hay un isomorfismo entonces... Esto nos dice que si
hay un isomorfismo entre dos modelos de logica de primer orden, entonces no puedo
distinguirlas. Pero ;puede la logica de primer orden distinguir cuando dos modelos son
isomorfos o no? Veamos el siguiente ejemplo:

Sea M un modelo cuyo dominio es R y definamos

T={¢ | M ¢}
1- Por definicién, M= T, con lo cual, T es satisfacible
2- Por Lowenheim-Skolem, para algtin N finito o numerable, Nj= T (establece que

si una teoria de primer orden es consistente, entonces tiene al menos un modelo
con dominio finito o numerable).

3- M y N tienen cardinales distintos. Por lo tanto no pueden ser isomorfos.

i Podemos distinguir en primer orden a My N? M = ¢ = ¢ € T = N |= ¢ Por otro
lado ME p = ME wp = —p €T = N E —p = NF ¢ Es decir, M= ¢ & N o. ..
ino podemos distinguirlos!

Es ahora cuando nos preguntamos, ;Habra una nociéon de equivalencia para primer
orden mas aproximada que la de isomorfismos?

1.2.2. Isomorfismos Parciales y Potenciales.

Definicion 3 Dados dos modelos de logicas de primer orden A y B con dominios A
y B respectivamente. Decimos que p : A -B(A" C A, B' C B) es un isomorfismo
parcial entre A y B si p es un isomorfismo entre A1 A" yB1 B’

Definicion 4 Un isomorfismo potencial entre dos modelos A y B con dominios A
y B respectivamente, es una coleccion F de isomorfismos parciales finitos entre A y B
que satisfacen:
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Spoiler
Duplicador

Figura 1.1: Spoiler elige un elemento y Duplicador responde con un isomorfismo parcial.

v (2i9) Sip€e F yx € A, existey € B tal que pU{x+— y} € F
» (za9) Sip € F ey € B, existe v € A tal que pU{x+— y} € F

Observemos que si ¢ es un isomorfismo entre A y B me puedo construir un isomosr-
fismo potencial tomando las restricciones de ¢ como familia de isomorfismos parciales.
Teniendo en cuenta esto, queda claro que pedir que exista un isomorfismo potencial es
una condicién mas relajada que pedir la existencia de un isomorfismo, ya que pueden
ser familias de isomorfismos parciales cualesquiera.

Ejemplo 5 Veamos el siguiente ejemplo de isomorfismo potencial entre (R, <) y
Q< ).

Lo pensamos como un juego entre dos jugadores, Spoiler y Duplicador.

Spoiler elige un nimero en R o en Q lo mds dificil que pueda. y Duplicador le responde
extendiendo un isomorfismo parcial.

En la figura [5 puede ver mejor como se procede.

Como Q es denso en R y solo estamos teniendo en cuenta la relacion de <, Duplicador
siempre va a poder encontrar un isomorfismo parcial para responderle a Spoiler.
Asi cada estrategia ganadora para Duplicator va a ser un isomorfismo potencial entre
(R, <) ¥y (Q, <).
Ver Apéndice para mas formalidad de este juego, llamado de Ehrenfeucht - Fraissé[7].
Ahora vamos a ver algunos resultados con esta nueva nocién de isomorfismo entre
modelos.
. Es suficiente para garantizar equivalencia entre los modelos?.

Proposiciéon 6 Dos modelos numerables potencialmente isomorfos son isomorfos.

Demostracion

Solo daremos la idea de esta demostracion. Tomar un isomorfismo potencial F entre
Ay By elegir un p € F. Por definicién, p se puede extender tantas veces como uno
quiera y, en el limite, esto nos da un isomorfismo. [ |
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Teorema 7 Si existe un isomorfismo potencial F entre A y B, entonces, para toda
formula de primer orden @

AEpeBEy

Para la demostracion ver [2].

Veamos qué nos dice este teorema. Lo que nos esta garantizando es que si tenemos
un isomorfismo potencial entre A y B entonces todas las sentencias que son ciertas en
A lo serdn en B y viceversa. Pero, ;valdra la vuelta?. Es decir, si no puedo distinguir
con sentencias de primer orden A de B, eso me garantiza que existe un isomorfismo
potencial entre ellos? Veamos el siguiente ejemplo:

Consideremos § = (<,0,1,2,...) y &' = (<,¢,0,1,2,...) y tomemos a N como modelo
sobre la signatura & Definamos Ty ={¢ | NE ¢}y

Y={0<c¢l<e¢2<c,..}. Por compacidad, Ty U X es satisfacible y por Léwenheim-
Skolem, tiene algiin modelo numerable, M. Ahora, sea M, la restriccion de M a la
signatura S Observar que N = o & My = ¢ (siNE ¢ = ¢ € Ty = My = ¢ pues
MoETy, siNEe=NEp=-pecTy=MyE ¢= MyFyp) Pero Ny M,
no pueden ser isomorfos! (porque no es posible asignarle un elemento a ¢™) Y por ser
numerables, tampoco son potencialmente isomorfos (ya que si lo fueran, por lo visto
anteriormente, resultarian isomorfos).

Por lo tanto tampoco logramos tener una nocién de equivalencia tradicional.

Esto nos lleva a seguir estudiando los isomorfismo y obtener el siguiente resultado:

Teorema 8 (Teorema de isomorfismo de Keisler-Shelah) M y N coinciden en
toda sentencia de primer orden si y solo si existe un isomorfismo entre sus ultrapoten-
cLas.

Para demostrar y entender este teorema necesitamos varias herramientas més que
exceden el nivel de este trabajo.

Para profundizar en este tema ver [4] y [12].

Asi tenemos que los isomorfismos nos dan una nociéon de equivalencia para primer
orden que no es la natural ya que hay modelos no isomorfos que primer orden no
puede distinguir. Por otro lado la nociéon de isomorfismo potencial generaliza la idea
de isomorfismos para estructuras de distintos cardinales, pero atin asi hay modelos no
potencialmente isomorfos que primer orden tampoco los puede distinguir. Por ultimo
llegamos a isomorfismos de las ultrapotencias que son los que capturan adecuadamente
la nocién de equivalencia de primer orden.



Capitulo 2

Logica Modal

2.1. Introducciéon a la l6gica modal

La logica modal puede pensarse como una extension de la logica clasica para darle
un caracter puramente intencional, es decir, para hablar sobre posibilidad y necesidad.
Por ejemplo, consideremos las siguientes oraciones: "Todas las personas son mortales”
y "Pedro es mortal”. Estas oraciones denotan objetos por extension, ya sea enumerando
elemento por elemento 6 incluyendo a todos los elementos de algiin dominio determi-
nado (en este caso las oraciones denotan conjuntos de personas). También, observemos
que de estas oraciones s6lo podemos afirmar si son verdad o no. En contraste, conside-
remos las oraciones: Pienso que es correcto, Creo que €l sabe la respuesta, Esto deberia
ser asi'y FEs improbable que suceda eso.

Aqui se denotan objetos por intencion, esto es, describiendo una propiedad que deben
cumplir (por ejemplo, el conjunto de todas las cosas que yo creo que son verdad). En
estos casos, las palabras pienso, creo, deberia e improbable califican la veracidad de la
oracion. A este tipo de modificadores los llamamos modalidades.

Vamos a estudiar primero el lenguaje de la 16gica monomodalproposicional, 6 simple-
mente logica modal.

La logica modal es la logica de proposiciones extendida con dos operadores: (—) deno-
tando la existencia de alguno y [—] para todos. En el caso de la loégica monomodal al
existir una sola reacion binaria lo notamos ¢ y .

Sintaxis formal del lenguaje modal béasico:

1- La signatura del lenguaje va a consistir de dos conjuntos infinitos numerables
disjuntos entre si

- Prop = {p1,p2,ps, ...} el conjunto de variables proposicionales

- R un simbolo de relacién binaria.

17



18 CAPITULO 2. LOGICA MODAL
2- El conjunto Form en la signatura (Prop, R) esta definido como:

Form=p|-p |\ |0y

en donde p € Propy ¢,¢ € Form

3- El operador [J se define como Ly = =0—p
De igual forma que Vzy es =3x—p

Definicién 5 Un modelo de Kripke es una estructura (W, R, V) donde
- W es un conjunto no vacio de elementos, a veces llamados mundos.
- R es la relacion binaria de W

- Vi Prop — P(W) es una funcion de valuacion (V(p) es el conjunto de mundos
donde vale p)

Semantica del lenguaje modal Basico:
Dado un modelo M = (W, R, V') y un estado w € W, la relacioén de satisfacibilidad
esta determinada por lo siguiente

M, w | psiysolosiw € V(p), para p € Prop

M, w | —psiy solosi MywkF ¢

MwkEeANYsiysdlosi Miw =y M,wE Y

M, w = O siy solo si Fw' € W/R(w,w') y M,w' = ¢

Vamos a decir que ¢ es valida en un modelo M si y sélo si en todos los estados
w € W vale M, w |= ¢, y en ese caso escribimos M |= ¢.

2.1.1. Correspondencia de modelos

En esta seccion vamos a ver al modelo de Kripke como un modelo de primer orden,
ya que para cada p € Prop del modelo de Kripke tenemos V(p) C W (es decir, V
codifica una relacion unaria por cada proposicion p)

Formalmente, un modelo de Kripke M = (W, R, V) definido sobre una signatura
S = (Prop, R) se corresponde con un modelo de primer orden ZM = (W, -ZM) cuyo
vocabulario es P$ = {P,/i € Prop U R} donde

PIM _ V(i) siie Prop
| R

v St o
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A P¢ se lo llama lenguaje de correspondencia de primer orden.

Asi con esta correspondencia entre modelos, la 16gica modal basica y la de primer
orden operan sobre los mismos objetos semanticos si las miramos en el lenguaje de
correspondencia. Entonces podemos ir mas alla y pensar que las formulas de una logica
también tienen su correspondiente en la otra logica. Es decir, podemos pensar la corres-
pondencia como una traducciéon de formulas. Qué tal si vemos si podemos reproducir las
operaciones de la logica modal basica en la logica de primer orden. Se sabe que hay una
traduccion estandar a primer orden, ST, tal que ST,(¢) le hace corresponder, a cada
v, una féormula de primer orden con exactamente una variable libre, . Recordemos las
condiciones de semantica de la légica modal:

» M,w = psiysolosiwe V(p), para p € Prop

» M,wE g siysolosi M,wkE ¢

s MwE@eAYsiysdlosi Miw =y M,wE Y

» MywEQpsiysolosi Jw e W | Rlw,w') y M,w' = ¢

Como queremos que la formula y la traduccion sean equivalentes, la traduccion estandar
a primer orden deberd cumplir:

Con esto se podria probar el siguiente resultado:

Teorema 9 Para toda formula ¢ de la logica modal bdsica, todo modelo de Kripke M,
todo w en el dominio de M y toda valuacion V,

M, w = ¢ siy solo si M, V]z — w] = ST,(¢)

La traduccion estandar es una herramienta que nos permite hacer una analogia facil
de muchos resultados de la logica de primer orden, como por ejemplo, el Teorema de
compacidad y el de Lowenheim-Skolem, entre otros.

Teorema 10 (Teorema de compacidad) Sea T un conjunto de formulas de la
logica modal bdsica. Si todo subconjunto finito de T es satisfacible entonces, T lo es.

Demostracién
Definamos, para todo conjunto de férmulas modales A,
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ST, = {STx(@)/‘P € A}

Sea 7o un subconjunto finito de 7; sabemos que ST,(7y) va a ser satisfacible si y solo
si 7y lo es.

Entonces, si todo 7y es satisfacible, todo ST,(7y) lo es, y por compacidad en primer
orden, también lo es ST, (T ). Pero entonces T tiene que ser satisfacible en logica modal.

Teorema 11 (Teorema de Léwenheim-Skolem:) Si T es un conjunto satisfacible
de formulas de la logica modal bdsica, entonces T es satisfacible de algun modelo de
Kripke numerable (finito o infinito).

Demostracion

Esta demostracion es analoga al caso de compacidad.
Si T es satisfacible, ST, (7) también lo es. Entonces por Lowenheim-Skolem para pri-
mer orden, existe un modelo de Kripke M numerable y una valuacion V, tal que
M,V = ST.(T).
Luego M, V(z) =T.

Como dijimos anteriormente en esta seccion vemos a la logica modal basica como
un fragmento propio de la logica de primer orden, esto es porque la traduccion estandar
que encontramos no tiene una ‘inversa’, o sea no hay una traduccion de la l6gica modal
bésica a la logica de primer orden. Esto es principalmente por el hecho de que realmente
son distintas, por ejemplo la légica de primer orden es indecidible mientras que la modal
bésica es decidible. Por lo cual no pueden ser logicas equivalentes, y ya vimos que la
logica modal esté incluida en la logica de primer orden.

Definicién 6 Una logica se dice decidible si el problema de determinar la satisfaci-
bilidad de cada una de sus formulas lo es. Es decir si existe un algoritmo tal que para
cada formula de la [dgica, es capaz de decidir en un numero finito de pasos si la formula
tiene o no un modelo que la satisface.

Lo bueno es que podemos usar més resultados de primer orden para trabajar con la
logica modal bésica. Por ejemplo, por trasferencia sabemos que si M y N son poten-
cialmente isomorfos, entonces para cada w existe un w' tal que

M, w = @ siysolosi N,w' E ¢
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Si queremos hablar de una nocién de equivalencia de modelos modales tenemos que
tener en cuenta que las nociones de equivalencias en primer orden vistas anteriormente
consideran los modelos en su totalidad, ya que la extensiéon de una sentencia de primer
orden es todo el dominio o el conjunto vacio.

Un lenguaje modal (y, de hecho, cualquier lenguaje logico cuyas férmulas forman
un conjunto) puede distinguir entre algunos modelos (M, s) y (N,t), pero no entre
todos esos pares. Por ejemplo, nuestro lenguaje modal béasico puede distinguir el par de
modelos que se muestra en la Figura [2.1

M ® o N

Figura 2.1: (M, s) y (N, t) son modalmente distinguibles

A continuacion, J(0 L VOO L) es una formula modal que distingue estos modelos
de Kripke: es verdadera en M en s, pero falsa en N en t.
Pero ahora considere el par de modelos de Kripke que se muestra en la Figura [2.2

. Es posible distinguir (M, s) modalmente de (K, u)? Es decir, jes posible encontrar
una formula modal (béasica) que sea verdadera en M, en s, pero falsa en I en u?
Tengamos en cuenta que es facil distinguirlos si se nos permite usar logica de primer
orden: todos los puntos en M (incluyendo s) son irreflexivos, mientras que el punto
u en K es reflexivo, por lo tanto, la féormula de primer orden R,, no es satisfasible
(bajo cualquier asignacion de variable) en el modelo de Kripke M, pero se cumple en
KC cuando u se asigna a x. Pero no importa lo ingenioso que sea, no encontraré ninguna
formula en el lenguaje modal basico que distingue a estos modelos de Kripke en sus
puntos designados. jPor qué pasa esto?

Un enfoque natural de esta pregunta es considerar su dualidad: ;jcuando deben
considerarse dos modelos de Kripke como modalmente idénticos? Por ejemplo, dada
una interpretacion del proceso, jcuando veriamos dos diagramas de transicion como
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Figura 2.2: (M, s) y (K, u) no son modalmente distinguibles

representaciones del mismo proceso? Veamos los modelos de Kripke M y K de la Figura
que proporciona un ejemplo intuitivo: parece que representan el mismo proceso
cuando observamos posibles acciones y puntos muertos (tenga en cuenta que en cada
estado el proceso puede entrar en una situacion de punto muerto), es decir, puede entrar
en un estado desde el cual no puede salir. Por el contrario, M y AN en la Figura 2.1
son diferentes, ya que no todos los estados en N estan amenazados con un bloqueo
inmediato.

2.2. Bisimulaciones

2.2.1. Nocién de Morfismo en légica modal basica

En Matematica la nocién de morfismo o de funcién que preserva estructuras es de

fundamental importancia. Pero jqué nociéon de morfismo es apropiada para logica mo-
4
dal? Es decir, jqué tipo de morfismo nos da una nocién de invariancia? En esta seccion
) b

vamos a ir introduciendo distintos conceptos que nos lleven a la respuesta. Vamos a ha-
blar de homomorfismos, de homomorfismos fuertes, de embeddings y de isomorfismos,
para finalmente llegar a morfismos acotados que es lo que mas nos interesa.

Definiciéon 7 Un homomorfismo entre dos modelos de Kripke M = (W, R, V) y
N = (W' R V') es una funcion f: W — W' tal que

I) Para todo w € W y todo simbolo de proposicion p,w € V(p) implica f(w) € V'(p)
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II) Para todo w, v € W, si Rwv entonces R’ f(w)f(v)

Observemos que el item (II) nos dice que los homomorfismos entre modelos de
Kripke solo preservan las relaciones en un solo sentido. es decir que si se relacionan en
W entonces sus iméagenes se relacionan en W’ pero no sabemos nada de la reciproca.
Esto es, si sus imagenes se relacionan, jpodemos decir que sus elementos se relacionaban
en el dominio?

Esto nos da una clara idea de por qué las formulas modales no son invariantes bajo
homomorfismos.

Pero entonces jqué pasa si definimos un homomorfismo mas fuerte modificando la
condicion (IT) para poder salvar esta debilidad? Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicion 8 Un  homomorfismo fuerte entre dos modelos de Kripke
M= (W,R, V) y N = (W' R V') es una funcion f : W — W' tal que

I Para todo w € W vy todo simbolo de proposicion p,w € V(p) si y sélo si
flw) e V'(p)

II Para todo w,v € W, Rwv si y sélo si R'f(w)f(v)

Ademés si el homomorfismo fuerte es inyectivo decimos que es un embedding. Y si es
biyectivo decimos que es un Isomorfismo. En este caso M y N se dicen isomorfos y
lo notamos M = N.

Hay que hacer una observacion sobre esta definicion. Claramente un isomorfismo ha-
bla de una equivalencia 6 de una nocién de matematicamente idénticos. Pero esta nueva
definicion no nos ayuda demasiado en 16gica modal. Pues en las condiciones (I) y (II) se
pide invarianza pero hay muchos morfismos que dan lugar a la invarianza, pero que no
califican como homomorfismos fuertes. Para garantizar la invariancia modal, debemos
asegurarnos de que alguna estructura de la imagen se refleje de nuevo en el dominio,
pero los morfismos fuertes lo hacen de una manera demasiado severa. En el ejemplo
se puede ver como la funcién preserva invarianza pero no es un homomorfismo fuerte.
Esto nos lleva a pensar en condiciones de invarianza no tan estrictas.

Definicion 9 Sean M = (W, R, V) y N = (W', R, V') modelos de Kripke sobre la
misma signatura. La funcion f: W — W’ es un p-morfismo o morfismo acotado
(6 bounded morphism) si se cumple:

(Atom) w € V(p) si y solo si f(w) € V'(p)
(Zig) Si Rwv, entonces R'f(w)f(v)

(Zag) Si R'f(w)v', entonces existe v tal que f(v) =v" y Rwv
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Cuando hay un morfismo acotado suryectivo entre los modelos de Kripke M y N
lo notamos M — N

La idea incorporada en la condicion (Zag) es absolutamente fundamental para la
logica modal: de hecho, es la idea que subyace a la nocién de bisimulacion que definire-
mos més adelante, por lo que debemos comprender de manera inmediata lo que implica.
Aqui hay un ejemplo ttil:

Ejemplo 12 Consideremos los modelos de Kripke M = (W, R, V) y N = (W', R, V')
donde W =N, Rmn si y sélo sin=m+1, y V(p) ={n € N| n es par }

W’ ={e, 0}, B = {(e,0),(0,e)} y V'(p) = {e}.
Ahora, sea f: W — W' la siguiente funcion:

F(n) _{ 8 st n es par

51 n es impar

Se ve esto en un simple grafico en la Figura[2.5

Figura 2.3: Morfismo acotado

Observemos que f no es un homomorfismo fuerte. Pues, por ejemplo, f(1) y f(4)
se relaciona en N pero 1 y 4 no lo hacen en M.
Veamos ahora que si es un morfismo acotado que resulta suryectivo.
FEs claro que f satisface (Atom) por definicion.
Para ver (zig) consideremos un par arbitrario (n,n + 1) en R. Hay dos posibilidades:
n es par 0 es impar. Supongamos que n es par, asi n + 1 es impar. Y tenemos que
f(n)=ey f(n+1)=0. 0sea R f(n)f(n+1) como queriamos. El argumento sin es
impar es andlogo.
Veamos la condicion (Zag). Tomemos un elemento arbitrario n de W y asumamos que
R f(n)w'. Tenemos que encontrar un m € W tal que Rnm y f(m) = w'. Asumamos
que n es impar (el caso con n par es similar). Como n es impar tenemos que f(n) =0,
ast, por definicion de R, tiene que ser que w' = e. Pero entonces f(n+1) = w' ya que
n+ 1 es par. Por lo tanto, n+ 1 es el m que estamos buscando.
Y asi concluimos que f es un morfismo acotado.
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Como mencionamos anteriormente la nocién de morfismo acotado surge de la idea
de bisimulacion, que es simplemente una relacion (no necesariamente una funciéon) entre
dos modelos de Kripke en los que los estados relacionados tienen informacién atémica
idéntica y posibilidad de transiciéon coincidentes.

La parte interesante de la definiciéon es la forma en que se hace precisa la nocién de
"posibilidad de transicion coincidentes".

Definicién 10 Una bisimulacion entre dos modelos de Kripke M = (W, R, V') y
N = W' R V') es una relacion no vacia Z C W x W' tal que si wZw' entonces:

(Atom) ¥p € VAR, w € V(p) si y sélo si w' € V'(p)
Zig) Si Rw,v entonces existe v’ tal que Rw',v" y vZv'
g
(Zag) Si R'w',v" entonces existe v tal que Rw,v y vZv'

Si existe una bisimulacion entre dos modelos de Kripke M y N, y (w,w') € Z decimos
que los modelos punteados M,w y N,w' son bisimilares, y lo notamos M,w < N, w'’

Mas aun, decimos que dos estados son bisimilares si estan relacionados bajo alguna
bisimulaciéon. Dicho en palabras: dos estados son bisimilares si hacen que la misma in-
formacion atomica sea verdadera y si, ademas, sus posibilidades de transiciéon coinciden.
Es decir, si una transicion a un estado relacionado es posible en un modelo, entonces
la bisimulacién debe ofrecer una posibilidad de transiciéon coincidente en el otro. En
efecto, las bisimulaciones son una generalizacion relacional de los morfismos acotados,
eliminando la direccionalidad desde el dominio al codominio (y con ello la condicion
homomorfica) y reemplazandola con un sistema de movimientos de combinacion entre
modelos. Por eso es claro que si M = N entonces M € N

Volviendo a los modelos de Kripke M, K y N considerados anteriormente (y sin
tener en cuenta los simbolos de la proposicion) es facil ver que M y K son bisimilares:
las lineas de puntos en la Figura indican la bisimulacién requerida (tengamos en
cuenta que la bisimulacion indicada une los dos puntos designados). Ademas, es facil ver
que no hay bisimulacion que vincule los puntos de Ny K. ; Por qué no? Debido a que un
movimiento de ¢t en N no tiene un movimiento coincidente en K: moverse hacia abajo
desde u no es una opcion (los puntos finales nunca son bisimilares con los puntos que
tienen sucesores) pero ninguno se estd moviendo de manera reflexiva de u a si mismo
(se puede pasar de u a un sucesor, que es un punto final, pero esto no se puede hacer
en N). Dado cualquier modelo modal M, las bisimulaciones se pueden usar de varias
maneras. La llamada contraccion por bisimulacion hace que M sea lo méas pequena
posible. Para definir esto, tengamos en cuenta que de la definicién de bisimulacién se
desprende que cualquier uniéon de bisimulaciones entre dos modelos de Kripke es en
sf misma una bisimulaciéon. Por lo tanto, la unién de todas las bisimulaciones entre
dos modelos de Kripke es una bisimulacién mdxima entre ellos. Ahora formamos la
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Figura 2.4: (M, s) y (K,u) son bisimilares, pero (K,u) y (N, t) no lo son.

bisimulacién méxima del modelo de Kripke M consigo misma (una bisimulacién de un
modelo consigo misma se denomina autobisimulacion). Esta define un cociente de M
cuyos puntos son las clases de equivalencia, y relacionan la clase de equivalencia |w| con
la clase de equivalencia |v| si y so6lo si |w| y |v| contienen puntos w y v tales que Rwwv.
El mapeo de puntos con sus clases de equivalencia es una bisimulaciéon. Por ejemplo,
la bisimulacién que se muestra en la Figura [2.4] entre M y K es una contraccién de
bisimulacién. Las contracciones por bisimulacion son la representacion més compacta de
los procesos, al menos desde un punto de vista modal. Eliminan todas las redundancias
en la representacion, pero también todas las simetrias estaticas (es como decir que una
mariposa es un objeto redundante, ya que un ala contiene suficiente informaciéon bajo
esta perspectiva).

Teorema 13 (Teorema de invarianza bajo bisimulaciones) Si (M, w) y (N, w’)
son bisimilares, entonces son modalmente equivalentes (M = N), es decir que para
toda formula o de la ldgica modal bdsica se tiene

M, w k= siy sélo si Nyw' |

Demostraciéon
Haremos la demostracion por induccion en la estructura de ¢
Supongamos que wZw’ entonces:
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» Caso Base: si ¢ es p. Como M,w y N,w' son bisimilares, por (atom) vale que
w € V(p) siy solo si w € V/(p) para todo p, en particular para . Entonces
M,wE@siysolosi N,W' E ¢

Supongamos que vale para 1 y se quiere ver que vale para ¢ = —t). Si M, w = =)
si y s6lo si M, w ¥ 1 asi por hipotesis inductiva N, w' ¥ ¢ si y solo si N, w' = ¢

Supongo que vale para ¢ y ¥ quiero ver que vale para ¢ A 1.
M,wE @A siysolosi Mw | ¢y M,w = ¢ Esto implica que N, w' = ¢y
N,w' =1 o sea que N, w' = ¢ A1). La otra implicacion es idéntica.

@ = Qu: Si M,w E O, entonces existe v tal que Rwv y M,v = ¢ luego, por
(Zig), existe v’ tal que Rw'v’ Y vZv' y por hipotesis inductiva, N, v/ = ¢, con lo
cual N, w' |= Q. La otra implicacion es idéntica. El caso N, w' = Q¢ es similar

usando (Zag).

Observemos que la reciproca del Teorema anterior no siempre es verdadera.

Un ejemplo de eso son los modelos de Kripke M y N que se muestran en la Figura
Es claro que son equivalentes como modelos punteados sobre w y v. Veamos por qué no
son bisimilares. Esto se debe a que la condiciéon (Zag) no se cumple. Supongamos que
son bisimilares, o sea que (Zag) vale. Como wZv tomo y; € W' tal que Rv,y; y y; esta
en la cadena infinita de N\, tiene que existir 7; en M (que esté en alguna de las cadenas
finitas) tal que ¢ Zy;. Sea y, el siguiente nodo de la misma cadena infinita de A tal que
Ryq, y». Entonces tiene que existir 7> en M tal que 9> 21», y asi sucesivamente. Pero los
y; son infinitos y los ; no. Por lo que en algtin momento no voy a poder encontrar el
y; que necesito. Luego no puede ser que valga (Zag) y por lo tanto no son bisimilares.

S /

</

M : . N: |
'7' ":‘_,7"
7 7\

\

\

\

\

Figura 2.5: Modelos de Kripke modalmente equivalentes pero no bisimilares.
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Podemos considerar algunos casos especiales donde vale la reciproca del teorema
anterior:

Teorema 14 (Teorema de Hennessy - Milner) Sean M y N modelos de Kripke
cuyas relaciones tienen imagen finita, esto es, que para cada x existen finitos y tales que
zRy. Entonces (M, w) y (N, v) son bisimilares siy solo si son modalmente equivalentes
(M = N) Es decir que en ambas valen las mismas férmulas modales.

Demostraciéon Resta ver la implicacion hacia la derecha ya que la implicaciéon
hacia la izquierda se desprende de inmediato del teorema anterior. Basta ver que
Z = {(w,v)| para todo ¢, M,w = ¢ < N,v |= ¢} es una bisimulacion. Para ello,
supongamos que wZwv, tenemos que ver que se cumplen las condiciones (Atom), (zig)

y (Zag):
» (Atom) wZv implica M, w [ p si y solo si N, v |= p para todo p

» (Zig) Lo haremos razonando por el absurdo:
Sea, Rww’ tal que ningin v" cumple que Rov' y w'Zv’
Definamos § := {v' | vRv'}, que como son finitos, S = {vy,...,v} (kK > 0).
Entonces existen {¢1, ...} con M, w' = ¢; y N, v; # ¢;. Entonces
MowE Olpr Ao Aor) Yy NLJUE O(p1 Ao A wg)
Lo que es absurdo y por lo tanto demostramos lo que queriamos.

» (Zag) es anélogo a (Zig)
|

Ya sabemos que la uniéon de dos o mas bisimulaciones también resulta una bisimu-
lacién, y por lo tanto puedo pensar en una bisimulacién maximal. Pasa lo mismo con
la composicion de bisimulaciones, si esa no resulta vacia. Mas precisamente resulta el
siguiente resultado:

Proposicion 15 Sean Zy C My x My y Z5 C Moy x M3z dos bisimulaciones. Si Z10 2,
es no vacio, entonces es una bistmulacion.

Demostracion

Sea Z3 := Z; 02y y supongamos wZsw’ (con lo cual, existe v tal que wZ1v y vZw'’)
Veamos que vale (Atom): si w € V3(p) entonces como vZw’ y Z5 es una bisimulacion,
por (Atom) de Z5 tenemos que v € Vo(p) y como wZv y Z; es bisimulaciéon tenemos
que w € Vi(p)
Probaremos que cumple (Zig) y (Zag) es analogo.
Supongamos que existe wy tal que RMwws,. Por (Zig) de Z; existe vy tal que RM2pp,
v wq Z1v5. Ahora, por (Zig) de Z, tiene que existir w) tal que RMw'w), y v Zow'2. Pero
entonces wq Z3wh.
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Formalicemos la definiciéon de contracciéon de bisimulaciones. Como dijimos antes
las bisimulaciones no relacionan necesariamente todo el modelo, pueden relacionar una
parte de cada modelo. Por lo que tiene sentido pensar en una bisimulacién de un modelo
en si mismo. A lo que anteriormente llamamos autobisimulacion, que, al igual que en las
bisimulaciones tradicionales podemos pensar en un elemento maximal. Con esta idea
surge la nociéon de contraccion por bisimulacion.

Definiciéon 11 Sea M = (W, R, V) y sea Zp su mdzima autobisimulacion. La con-
tracciéon de M por bisimulacion es el modelo de Kripke (W', R', V') donde

w W :=W/Z\ (el cociente)

= R’ :={(|wl, |v]) tal que (w,v) € R}

= V= {|w] tal que w € V(p)}

Algunos resultados de contraccién por bisimulaciones:

» Proposicion 16 Si M = (W, R,V;) es un modelo de Kripke y Mg es su con-
traccion por bisimulacion, entonces M,w y My, |w| son bisimilares.

= Proposicion 17 La contraccion por bisimulacion de M es un modelo de Kripke
bisimilar a M de cardinalidad minima (lo notamos min(M))

Las demostraciones de estas propiedades se peden ver en [2]

2.2.2. Uniones y submodelos generados

Si tenemos un par de modelos de Kripke disjuntos (es decir, un par de modelos de
Kripke (W, R, V) y (W', R',V') tales que W y W’ son disjuntos), entonces su unioén
disjunta es el modelo de Kripke (W UW' RUR',V + V"), donde V 4+ V"’ es la valuacion
definida por (V + V')(p) = V(p) U V'(p), para todos los simbolos de proposicion p. Es
decir, formar una uniéon disjunta de dos modelos de Kripke significa agrupar toda la
informacion en los dos grafos. Pero, ;Qué pasa si los grafos no son disjuntos? Luego,
simplemente tomamos copias isomorfas disjuntas de los dos modelos de Kripke y forma-
mos la unién disjunta de las copias. Este proceso de agrupamiento se puede generalizar
a muchos modelos arbitrarios, lo que nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion 12 Dada una coleccion no vacia de modelos de Kripke M* = (W* R* V*}
todos sobre la misma signatura S y donde W' N W’ = @ para todo i # j la unién
disjunta ) M* = (W, R, V'} es el modelo de Kripke de S dado por

« W=, WF
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» R:=Y, R*
= V(p) = Uk vE

Proposicion 18 Sea C una coleccion de modelos de Kripke disjuntos y sea M un
modelo de Kripke en C. Para todo w en el dominio de M

M,welHCw

Demostracién
No la haremos con detalle, pero sale suponiendo que W es el dominio de M, y
viendo que {(x,x) | x € W} es una bisimulacion.

Corolario 19 Satisfaccion de formulas de la logica modal bdsica es invariante respecto
de uniones disjuntas.

Las uniones disjuntas construyen modelos de Kripke mas grandes a partir de (co-
lecciones de) los méas pequenos. Los submodelos generados hacen lo contrario. Surgen
al restringir la atencién a subgrafos de un grafo dado que se cierran en transiciones
relacionales. Por ejemplo, considere los dos grafos de la Figura [2.6] Es claro que el de
la derecha surge al restringir la atencién a un cierto subgrafo de transicién cerrada del
grafo de la izquierda, es decir, el conjunto de puntos alcanzables tomando las ecuaciones
de las transiciones de S. Esto motiva la siguiente definicion.

7 7

Figura 2.6: Submodelo generado de S

Definicion 13 Dado M = W, R, V) y N = (W' R, V') decimos que N es un sub-
modelo de Kripke de M si
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)W Cw
2) R = RO (W' x W)
8) V'(p) = V(p)n (W' x W)

Definiciéon 14 Dado M = (W, R, V) y N = (W', R, V")
Decimos que N es un submodelos de Kripke generado de M si

s N es un submodelo de Kripke de M

s Para todo w € W', si existe v € W tal que Rwv, entonces v € W’

Proposicion 20 Sea N un modelo de Kripke subgenerado de M. Para todo w en el
dominio de N tenemos

M, we N w

Un submodelo de Kripke generado es bisimilar al modelo de Kripke que lo originé,
al igual que con las uniones disjuntas, la relacion de identidad relaciona los dos modelos
de la manera apropiada. Vale la pena aclarar que cada modelo de Kripke de componente
de una unién disjunta es un submodelo generado de esa union.

2.2.3. Modelos de arboles

Muchas veces es mas facil para la interpretacion y el analisis de una situaciéon pensar
en un modelo de Kripke que lo describa que se represente en forma de arbol. Pero,
a priori, no todos los modelos de Kripke tiene forma de arbol, por suerte hay una
propiedad muy tutil que usaremos en este capitulo que nos garantiza poder pensar sin
perdida de generalidad en modelos en forma de arbol.

Definicion 15 Un arbol es un grafo no dirigido, aciclico y conexo, con un nodo dis-
tintiguido llamado la raiz desde el cual puede alcanzarse cualquier otro nodo.

Es decir un arbol es un grafo que comienza con una raiz, desde la cual cualquier
otro punto del grafo es alcanzado y se extiende en varias ramificaciones o lineas, cada
una de las cuales puede extenderse en ramificaciones hasta terminar, finalmente en una
hoja.

Proposicion 21 (Propiedad de modelo de arbol) Para cualquier modelo de
Kripke punteado M,w existe un modelo de Kripke T con forma de drbol tal que
T — M.

Es decir hay un modelo T y un morfismo acotado suryectivo entre ellos.
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Figura 2.7: Traspaso de modelos punteados a modelos en forma de arbol.

Como consecuencia de ello, tenemos que cualquier féormula satisfacible en M, w lo
serd en T, w.
Veamos dos ejemplos sencillos de como se puede construir un modelo de Kripke en

forma de arbol. Ver Figura
La idea intuitiva es construir un modelo de Kripke en donde:

= Los elementos del modelo de Kripke sean secuencias finitas de sucesores desde
la raiz. O sea tenemos que identificar una raiz y que cualquier otro elemento del
modelo de Kripke sea alcanzado desde alli en finitos pasos.

s [as secuencias van a estar relacionadas teniendo en cuenta la relacion de accesi-
bilidad original. Esto es claramente para que sean modalmente equivalentes.

» La valuacién va a depender del dltimo elemento de la secuencia.

Formalmente podemos pensar en:
Construccion: Dado un modelo M = (W, R, V) con raiz w, vamos a construir
M = (W' R V.

: : R R
» Los elementos de W’ son todas las secuencias finitas (w — uy... — u,,) tal que
haya un camino wRuy Rus...Ru,, en M.

> (w LN uy... R, up) R (w LN V... LN Um) iy solo si m = n+ 1,v; = u; para
todo 1 <i<n,R =Ry u,Rv, vale en M.

» V/ esta definida como (w Ly u,) € V/(p) siy solo si u, € V(P).
Claramente M’ tiene forma de drbol. Tenemos que demostrar que
fo(w LN Uuy... LN Up) — Up

define un morfismo acotado suryectivo. A partir de la manera en la que construimos

o R R
M’ no es dificil ver que f : (w — uy... — u,) — u, define un morfismo acotado
suryectivo. Ya que cumplen con la definicién por construccion.
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Es decir, supongamos que ¢ es satisfecha en un modelo M, en un punto w: Primero
construimos M’; el submodelo generado a partir de w. Como los submodelos generados
preservan satisfacibilidad, sabemos que M’ w = .

Ademés como M’ es un modelo de Kripke con raiz en w, podemos generar un modelo
de Kripke M” con forma de arbol (siguiendo el procedimiento que acabamos de ver),
en donde ademas M"” w = ¢. Entonces, cualquier formula satisfacible puede ser satis-
fecha en un modelo de Kripke con forma de arbol. Ya para ir terminado con el tema
de bisimulaciéon en légica modal basica, en la siguiente seccién vamos a ver algunas
propiedades de bisimulacién en el caso finito.

2.2.4. Modelos finitos y n-Bisimulacién

En esta seccion vamos a ver que el lenguaje modal basico tiene la propiedad del
modelo finito, esto es que si una féormula es satisfacible en un modelo arbitrario, también
lo es en un modelo finito.

Definicion 16 Sea C una clase de modelos de Kripke. Decimos que un lenguaje tiene
la propiedad de modelo finito con respecto a C si vale lo siguiente:

St @ es una formula del lenguaje que es satisfacible en un modelo de Kripke de C,
entonces @ es satisfecha en un modelo de Kripke finito de C.

Tomando C la clase de todos los modelos de Kripke de la l6gica modal basica y obser-
vando que esta tiene la propiedad de modelo finito, ya no tenemos que preocuparnos por
modelos de Kripke infinitos arbitrarios, porque siempre vamos a poder encontrar uno
finito equivalente respecto a una cantidad finita de férmulas. Podemos pensar que la
satisfaccion modal es intrinsecamente local: las modalidades analizan los estados acce-
sibles desde el estado actual. Pero ;Qué parte del modelo puede ver una férmula modal
desde estado actual? Obviamente, eso depende de cuan profundamente estan anidadas
las modalidades que contiene. Para eso debemos definir el grado de una férmula.

Definicion 17 Definimos el grado de una formula como sigue:

deg(p) = 0
deg(—p) = deg(p)
deg(p N ¥) = maz{deg(p),deg(¢)}
deg(Qp) = 1+ deg(p)

Proposicion 22 Sea un lenguaje con una signatura finita (esto es, finitos simbolos
proposicionales y modalidades) tenemos:

I) Para todo n, sélo hay un conjunto finito de formulas de grado a lo sumo n que
no son logicamente equivalentes.
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II) Para todo n, modelo de Kripke M y estado w de M, el conjunto de todas las
formulas de grado a lo sumo n que son satisfechas en w es equivalente a una sola
formula.

Demostracion

Haremos solo la demostracion de I), ya que II) se deduce de inmediato de I)
Procedemos por inducciéon en n. El caso n = 0 es obvio.
Para el caso n+1, observemos que toda férmula de grado < n+1 es una combinacion de
formulas de la forma v, donde deg(1)) < n, ya que =y V no aumentan el grado de una
formula. Asi, como deg(¢)) < n por hipotesis inductiva hay sélo finitas combinaciones de
formulas no equivalentes a ¢ y por lo tanto solo hay finitas combinaciones de férmulas
no equivalentes a »v. Por lo tanto hay solo finitas féormulas no equivalentes de grado a
lo sumo n + 1.

Con esto podemos pensar en aproximarnos a una nociéon de bisimulaciéon para mo-
delos de Kripke finitos.

Definicion 18 Sean dos modelos de Kripke M y M’ yw yw' dos mundos de M y M’
respectivamente. Decimos que M,w y M’ w" son n-bisimilares (M, w <, M’ w') si
existe una secuencia de relaciones binarias Z, C ... C Zy con las siguientes propiedades:
(i+1<n)

s wZ,w

s SivZg entonces v y v’ concuerdan en todas las proposiciones.
» SivZ vy Rou, entonces existe v’ con R'v'u' y uZ;u/

w SivZ 0" y RV, entonces existe u con Rvu y uZu'

Se puede ver que

* St M,w e, M’ w' entonces M, w y N, w' son bisimilares hasta el nivel n.
* 51 M, w e M w entonces M, w <, M’ w' para todo n.

*Y es claro que la vuelta no vale, es decir que M,w <, M’ w' para todo n no
implica M, w € M, w'.

Recordar la figura de la seccién anterior. Sabemos que no son bisimilares y es
facil ver que son n-bisimilares para cualquier n € N ya el problema que tenfamos antes
por el cual no se cumplia la condicion (Zag) ya no ocurre porque dado un nodo solo
miro férmulas hasta de profundidad a lo sumo n, y no me tropiezo con la posibilidad
de hacerlo infinitas veces.

Vamos a ver que para modelos de Kripke de signatura finita, la nocion de n-
bisimilaridad coincide con la de modalmente equivalentes.



2.2. BISIMULACIONES 35

Proposicion 23 Sea un lenguaje con una signatura finita, y dos modelos M y M’
de este lenguage. Entonces, para todo w de M y w' de M’ los siguientes puntos son
equivalentes:

i Myw e, M uw
i wyw' concuerdan en todas las formulas modales de grado a lo sumo n
De esto se sigue que para todo n,
w e, w siy solo siw =, w

(observemos que =,, se define anélogamente)
Para la dltima propiedad que veremos tenemos que introducir las nociones de altura
y restriccion.

Definicion 19 Sea M un modelo de Kripke con forma de arbol con raiz w. La altura
para cada elemento del modelo se define de la siguiente manera:

El inico elemento con altura 0 es w.

Los estados con altura n 4+ 1 son los inmediatos sucesores de los estados con altura n
que todavia no fueron asignados con una altura menor a n + 1.

La altura de un modelo de Kripke M es el mdximo n tal que existe un estado en M
con altura n, si es que tal maximo existe. Si no existe, la altura de M es infinita. La
altura de w la notamos height(w ).

Restricciéon: Para un natural k, la restriccion de M a k (notacion: M | k) estd
definida como:

(M | k) = (W, Ry, Vi) donde Wy, = {v|height(v) < k}, Ry = RN (W x Wy), ¥y
para cada p, Vi(p) = V(p) N Wy.

Proposicion 24 Sea M un modelo de Kripke con raiz, y sea k un nimero natural.
Entonces, por cada estado w de (M | k) vale que (M | k),w 2, M,w, donde | =
k — height(w).
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Capitulo 3

Logica XPath—

3.1. Introduccién a la légica XPath_

XPath es un lenguaje de consulta que permite recuperar informaciéon de un docu-

mento XML. Obtiene su denominaciéon por el uso que hace de una notacion de caminos
para navegar a través de la estructura jerdrquica de un documento XML. XPath opera
sobre la estructura logica abstracta de un documento XML, mas que en su sintaxis
superficial y modela el documento XML como un érbol de nodos. Tiene como fin poder
definir un subconjunto de nodos de un documento XML para su posterior procesamien-
to. Nos sirve para poder identificar partes especificas de un documento XML. [3]
En este capitulo vamos a estudiar los modelos de XPath con igualdad (notado XPath_).
La mayor caracteristica de XPath_ es que nos permite tener formulas del estilo (a = 3)
donde « y [ son expresiones de camino, que navegan por el arbol utilizando ejes: des-
cendiente, hijo, ancestro, etc, y puede hacer pruebas en nodos intermedios. La férmula
es cierta en un nodo x de un arbol de datos si hay nodos y, z que pueden alcanzarse
mediante las relaciones indicadas por « y [, respectivamente, y de modo que el valor
de datos de y sea igual al valor de datos de z. [9]. Asi, XPath_ sirve para decir como
debe procesar el contenido de una pagina XML, pero también para poder poner enlaces
o cargar en un navegador zonas determinadas de una pagina XML, en vez de toda la
pagina.

Los modelos de XPath son arboles con datos cuyos nodos contienen etiquetas de un
alfabeto junto con una valuacién de un dominio infinito. Con arboles nos referimos como
antes, a una estructura con un nodo generador, que llamaremos raiz, y ramificaciones
que tienen hojas que llamaremos hijos, padres vecinos, etc. Veamos més concretamente
esto:

Definicion 20 * Usaremos el simbolo A para denotar un alfabeto finito y D para
un domino infinito de valores.

* Definimos Arboles(A) como el conjunto de drboles sobre el alfabeto A.

37
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* Decimos que T es un arbol de datos si es un drbol de Arboles(A xD) llamamos
a A el conjunto de etiquetas y D el conjunto de datos.

* Dado un drbol de datos T , notamos su conjunto de nodos con T. Usamos las letras
x,Y, 2,0, w como variables para los nodos.

* Dado un nodo x € T de T, escribimos etiqueta(x) € A para denotar la etiqueta
del nodo y Data(z) € D para denotar el valor del nodo.

* Decimos que un drbol de datos se bifurca finitamente si cada nodo tiene finitos
nodos hijos.

* Dados dos nodos x,y € T escribimos x —y siy es un hijo de x. Y escribimos
. . : . 1 .
x5y siy es un descendiente de x de distancian. (para x — y escribimos x — 1)

* (x ) denota el conjunto de todos los descendientes de x de distancia n y (= )
denota el inico ancestro de y a distancia n (asumiendo que hay uno).

Vamos a ver con un ejemplo sencillo, las definiciones recién dadas.

Figura 3.1: Arbol de datos de Arboles(A x D) con A = {a,b} yD =N

En la Figura 3.1 podemos tomar el nodo x cuya etiqueta es a y cuyo valor de dato

es 2. Ademas se ve claramente que r — y y que x Ny y ademéas (— z) es v.

Consideraremos el fragmento de XPath que corresponde a la parte de Xpath con

igualdad y desigualdad, como ya mencionamos antes. XPath_ es un lenguaje doble, con
expresiones de camino (a, 3,7 ...) y expresiones de nodos (¢,,n...).

Dentro del fragmento Xpath_ podemos destacar varios fragmentos mas tales como

el "Xpath vertical"(que denotamos XPath! ) y cuya sintaxis se da recursivamente como
sigue:

a,fu=ollpl|aflaUp o€{e 1,1}
= al=p oAy eV [{a)]{a=p)|(a#P) a €A
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Llamamos “XPath descendiente” al fragmento de XPath que solo usa la relacion de
navegacion | ( y no 1) y lo notamos XPatht. Una férmula de XPath! [respectivamente
XPath? | es simplemente una expresion de nodo o de camino en XPath? [resp. XPatht |.
Dado un arbol de dato 7 se define la seméantica de XPatht como sigue:

= 7 =A{(z.y)lz = y}

[1]7 = {(z,y)ly — =}

[9]7 = {(z,2)|z € T}

[B]7 = {(z,2)|(3y € T)(x,y) € [o]7. (y,2) € [B]"}

[aus]” =[] U [8]"

[[P]7 = {(z,2)|z € [¢]" }

[a]” = {z € T|etiqueta(z) = a}

[-e)” =T\ [e]”

o A9lT =[e]™ N [¥]7

= [()]7 ={z € T|3y € T(x,y) € [o]7}

[a=8)]" ={z € T|(y,2 € T)(x,y) € [a] ", (z,2) € []", data(y) = data(z)}
[(a# BT ={x € T|(y,2 € T)(z,y) € [a]”, (v,2) € [8]", data(y) # data(z)}

Ademas podemos pesar en el fragmento XPath®™ [resp. XPath®'| agregandole a
XPath? [resp. XPath! ] los ejes transitivos 1* y [* con la siguiente interpretacion:

» [}*]7 = Clausura reflexiva transitiva de [{]”
» [1*]7 = Clausura reflexiva transitiva de [1]7

Como ejemplo en el arbol de la Figura tenemos
[ oA (o] AL D] = {2y, 2}

y se lee Hay un nodo descendiente (o el mismo) con etiqueta b con dos hijos con etiqueta
b con distinto valor de dato.

Para un arbol de datos 7 y u € T' decimos que 7, u es un arbol punteado. Escribimos
T,u |= ¢ para denotar u € [¢]7 y decimos que T ,u satisface ¢ 6 que ¢ es verdadera
en T,u
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Definicion 21 Dadas dos expresiones de nodo ¢, de XPath—. Decimos que son
equivalentes (not. ¢ =) si y solo si [¢]” =[] para todo drbol de datos T .
Similarmente las expresiones de camino «, 3 de Xpath— son equivalentes (not. « = )
si y solo si [a] T = [8]7.

Dados dos drboles de datos T y T' y sean uw € T,u' € T'. Decimos que T,u y T, u
son equivalentes para XPath! [resp. equivalente para XPatht | siy solo si para toda
formula p € XPatht [resp. ¢ € XPatht | tenemos que T, u |= ¢ siy sélo si T',u' = ¢.
Y lo notamos T,u =4 T, u' [resp T,u =T, 4/].

3.1.1. Correspondencia de modelos

En esta seccion mostraremos que hay una traduccién que preserva la verdad de
Xpath! a la logica de primer orden con una signatura apropiada.|10] Para esto, primero
debemos interpretar arboles de datos en estructuras relacionales, y lo haremos de la
forma maés estandar: usando una relaciéon binaria que llamaremos "Hijo", una relacién
de equivalencia por testeo de igualdad de datos y una relacion monoadica para probar
etiquetas. Fijamos la signatura ¢ con relaciones binarias ~» y &~ y un predicado unario
"P,"para cada a € A. Cualquier arbol de datos 7 puede verse como primer orden con
una o-estructura como la siguiente:

T ={(z,y) € T? | yes hijo de z}
~" ={(z,y) € T? | data(x) = data(y)}
Pl ={z €T | etiqueta(z) = a}
Ahora podemos dar la traduccion de XPath_ a la logica de primer orden via o. La

funcién de traducciéon esta indexada por las variables libres de la férmula producida,
una para expresiones de nodo y dos para expresiones de camino.

Try(a) = P,(x) acA
Tro(eTe) =Tr.(o)TTr.(¢v) T e {A,V}

Try(~p) = ~Tr.(9)

Tr,((a)) = 3y)Try () (y es una nueva variable)
Tr,({a=p)) = Fy)(32)(y = 2 ATry () NTry . (5)) (z,y son variables nuevas)
Tr,((a#5)) = 3y)(32)(y % 2 ATry () NTr, . (5)) (z,y son variables nuevas)

Tray(e) = (x =y)
Trey(d) = (z ~ y)
Tryy(1) = (y ~ x)
Tryy(af) = 32)(Try.(a) NTr,,(5)) (z es una variable nueva)
Tryy(aUpB)=Try,(a)VTr.,(5)
Trey(le]) = Tra(e) A (z =y)
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Proposiciéon 25 1) Si p es una expresion de nodo de XPatht entonces

u € [¢]” siy solosiT,V(x=u)kETr.(p)

2) Si a es una expresion de camino de XPatht entonces
(u,w) € [o]” siy solosi T,V(z =u,y =w)  Try,(a)
Para la demostracion ver |9

Definicién 22 Para ¢ una formula de primer orden, sea qr(y) el cuantificador de
rango, es decir la profundidad de sus cuantificadores. Definido de la siguiente manera

qr(Tr.({a)) = 1+ qr(Tr.(a))
qr(Tr.({a ® B)) =2 + max(qr(Tr.(a)), qr(Tr.(8))) para © € {=, #}

qr(Tray(aB)) = 1+ max(qr(Trey(@)), qr(Tre,(5))
qr(Trsy([¢])) = gr(Tra(9))

3.2. XPath*

En esta seccién vamos a estudiar el modelo XPatht . Veremos la nocién de bisimu-
lacion, de [-bisimulaciéon y como se relaciona con la nociéon de equivalencia logica de
modelos.

Definicién 23 Dada una formula o en XPatht, vamos a denotar con dd(p) la
profundidad descendiente de ¢ como:

dd(a) = 0 dd()) = 0 dd(~p) = dd(e)
dd(p N ) = maz{dd(y),dd()} dd(ea) = dd(o)
dd([p]la) = maz{dd(p),dd(a} dd(] o) =1+ dd(a)
dd({o © B)) = maz{dd(a), dd(5)} dd({e)) = dd(c)

cona €A, ® € {=,#}, a cualquier expresion de camino ¢ el camino vacio \.

Con esta nueva nocién de profundidad de cada féormula podemos pensar en un nuevo
fragmento de XPath!, que llamaremos [-XPath* que consiste en toda las formulas ¢
de XPatht con dd(¢) < I. Entonces para este fragmento decimos que dos arboles de
datos punteados 7,u y T',u’ son l-equivalentes si y solo su toda expresion de nodos
¢ € I-XPath! tenemos que T, u |= ¢ si y solo si 77,4/ = ¢. Lo notamos T,u =} T, v/

Vale la pena aclarar que cuando decimos que dos arboles de datos punteados son
equivalentes nos referimos a que son indistinguibles por las formulas dadas de una logica.
No debemos confundir esto con equivalencias de férmulas.
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3.2.1. Bisimulacién y [-Bisimulacién

Definicion 24 Sean T y T’ dos drboles de datos. Decimos que w € T yu' € T son
bisimilares para XPatht o |-bisimilares (lo notamos T,u <t T’ u') si hay una
relacion Z CT x T tal que uZv’ yVr € T, ' € T' tenemos

(Harmony) Si xZx’ = etiqueta(x)= etiqueta(z')

(Zig) SixZx', x v yxr D w entonces hay v, w' € T' tales que 2’ =5 v’ 2’ 5 w y vale
1) Data(v)=Data(w) si y solo si Data(v' )=Data(w’)
2) (B V)Z(BV)V0<i<n
3) (B w)Z(Hw)V0<i<m

(Zag) SixZx', ' v ya' B w entonces hay v,w € T tales que los items 1), 2) y 3)
se verifican.

Para que sea maés facil de entender la Figura representa la condicion (Zig)

Figura 3.2: Condicion (Zig) entre 7y 7’

Por ejemplo, la linea punteada de los siguientes arboles de datos en la Figura [3.2.1]
representa una bisimulacién en Xpatht

Definicién 25 Dado un drbol de datos T y u € T. Denotamos con (T | u) al sub-
arbol de T inducido por {v € T | (Fu) (u = v)}

Observemos que la raiz de (T | u) es u. Asi los siguientes resultados son consecuencia
mmediata de la definicion de bisimulacion.

Observaciones:

1) Tou= (T | u)u
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Figura 3.3: 7 & 7/

2) Si T es un subarbol de 7’y u € T entonces T,u <+ T’ u

Sigamos con algunas definiciones y observaciones para luego ver como se relacionan
estas nociones con la de equivalencia.

Definicién 26 Dados dos drboles de XPatht, T yT'. Decimos queu € T yu' € T" son
l-bisimilares para XPath! (notamos T ,u -‘ﬁli T'.u') si hay una familia de relaciones
(Z;)j<i en T x T" tales que uZi' yvVj <l,x € T, 2’ € T" tenemos

(Harmony) Si xZ;x" = etiqueta(r )= etiqueta(x’)

(Zig) SixZ;x', x v yx > w conn,m< j entonces hay v',w' € T’ tales que ' = v’
ya By
1) Data(v)=Data(w) si y sdlo si Data(v' )=Data(w’)
2) (V) Zj i V) VO <i <m
3) (5 W) Zj (S w)VO<i<m
(Zag) Si xZ;2', o' =o' ya' S w' conn,m < j entonces hay v,w € T tales que los

item 1), 2) y 3) se verifican.

Observaciones:

1) Claramente si T,u &+ T v = T,u ﬁli T’ 4" VI ya que la bisimulacién Z que
existe por hipotesis es la que sirve para todas las Z;

2) Si lo pensamos como el juego de Ehrenfeuch-Fraisse, (ver Apéndice) corresponde-
ria a un juego de [ rondas, donde podemos pensar que la estrategia de Duplicador
para cada ronda nos da una Z;
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3) Supongamos que 7 y T’ tienen altura como méximo [, u € T« € T". Entonces
T,u ﬁ} T’ u' siysolosi T,uetT v

4) Para un arbol de datos 7 y uw € T. Sea T |; u el subarbol generado por
{fve T |Gn<l)(uBv)} Asi T,ue! (T | u),u

3.2.2. Equivalencia y bisimulaciéon

En esta secciéon vamos a ver que €' coincide con =* en arboles de ramificacion finita
y que ﬁli coincide con Eli. Vamos a ir enunciando resultados parciales para luego llegar
al Teorema que queremos. De aca en adelante pensaremos que 7 y 7’ son dos arboles
de datos en XPath!, que v € T'y que v’ € T". Primero demostremos un resultado que

nos va a servir méas adelante.

Lema 26 Sea a una expresion de camino en XPath?". Sea v = v y o' 5 ' tales que
(z,v) € [a]” y (2',v") ¢ [a]”". Entonces hay una subformula ¢ de o y k € {0,...,n}
tales que T, (£> V) Eey T, (£> v) ¥ ¢ (Con |* hacemos referencia a los descendientes
y al nodo en si mismo)

Demostracion

Seax=v9 = v = ... 20, =0y =v)—>..—=0v, =0
Procedemos por induccion en | « |.

Caso base: o = ¢, entonces v = v y n = 0. Por lo tanto tiene que ser 2’ = v’ y
(z',v") € [o]”", lo que contradice la hipétesis y entonces el entonces es trivialmente
verdadero.

Si o =/, entonces x — v y n = 1, lo que implica que ' — v’ y (2/,v') € [o]” lo que
hace a este caso también trivial.

El caso a =]* es similar.

Paso inductivo. a = [¢)]. Como (2/,v') ¢ [a]”" tenemos que o' = v' y T, 2’ ¥ .
Tomando & = 0y ¢ = ¢ el estado se mantiene. Observemos que 1) es un subférmula de
a.

Supongamos que o = B7. Hay un k tal que (z,v) € [B]” v (vg,v) € [T]7. Como
(z',v") ¢ [a]”, tenemos (2/,v,) ¢ [B]” 6 (v, v") ¢ [T]”. En cualquier caso aplicando
facilmente la hipotesis inductiva llegamos a lo que queremos.

|
Proposicion 27 T,u < T/, u implica T,u = T',u/

Demostracién
Para probar esto demostraremos que si 7, u <] 7', u' entonces V0O <n < j <[ Vp
con dd(¢) <1y Vo con dd(a) < j vale
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1) SizZx’ = T,xl=psiysolosi T, 2" = ¢

2) Six Bwv, 2 By (i> U)Zj,nﬂ-(—i> v') V0 < i < n entonces (7,v) € [a]” siy
solo si (2/,') € [a]”

Mostraremos 1) y 2) por inducciéon en | ¢ | + | a |.

Veamos primero 1). El caso base es ¢ = a con a € A. Por (Harmony), etiqueta (z)=
etiqueta(z’), o sea x € [¢]7 y 2’ € [¢]” . Entonces T,z |= ¢ siy sélosi T/, 2" |= ¢
Los casos ¢ = =) y ¢ = v A ¢ son sencillos.

Hagamos directamente el paso inductivo. Supongamos que ¢ = (a = [3). Mostraremos
que T,z | ¢ implica 7', 2’ = . La reciproca es aniloga.

Asumamos que 7,2 = ¢. Supongamos que hay v,w € T n,m < j tales que x — v,
r 5w, (r,v) € [a]”, (z,w) € [B]7 y data(v)=data(w). Por (Zig) hay v',w' € T
tales que 2/ = v/, ' 5 W', (= V)21 (2 V), VO <i<n, (5 w0)Zi_pa(—> w),
V0 <i < my data(v')=data(w’). Por hipotesis inductiva aplicada dos veces tenemos
que (2',v") € [o] T v (2/,w') € [B]”. Entonces T, 2’ = .

El caso ¢ = (o # () y el caso ¢ = (a) es similar al que recién hicimos. Analicemos
ahora el caso 2). Solo vamos a demostrar por induccién que si x — v, 2’ > v’y
(5 0)Zj (> 0) Y0 < i < n entonces (z,v) € [a]” entonces (2/,v') € [a]”

Caso Base: p € {¢,}.

Si a = ¢, entonces v =2 y n = 0. Como v/ = 2’ concluimos que (z/,v") € [a]”

Si a =| entonces * — v en T y n = 1. Como 2/ — v’ tenemos que (2/,v) € [o]”".
Para el caso inductivo tenemos o, ...,x, € T'y xo/, ...,z € T" tales que

r=1x9g— Ty —> To... > T, =venT

¥=xy =2l =ah.. —sa,=venT yu, 2z, VO<i<n.

Vamos a proceder por el absurdo. Supongamos que (2/,v') ¢ [o]”". Entonces, por el
Lema anterior, hay una subférmula ¢ para a y k € {0,...,n} tales que T,2x = ¢ v
T,z ¥ ¢ lo que contradice la hipotesis. Luego demostramos lo que queriamos.

[ |
Proposicion 28 T, u zli T v = T,u ﬁli T

Demostracion
Tomamos u € T, u/ € T" tales que T, u Ef T',4. Definimos (Z;);<; como

xZ;x siysolosi T,u Ef T

Veremos que Z es una [-bisimulacién entre 7,u y T',u Por hipétesis uZu’. Tomo
h < l. Por construccion Zj, satisface (Harmony).

Veamos que Z;, satisface (Zig) ((Zag) es anélogo).

Supongamos que uZ,u’, tenemos
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rT=v) =V —..—>v,=venT
T=wy— W —..—>wn=wenT

y data(v)=data(w) (el caso data(v) #data(w) es andlogo) donde m,n < h. Sea P C T?
definido como

P={(v,w)/ 2’ 5 A 2 B w ydata(v') = data(w')}

Como T,z =y, T',2/, dd((}"=1"™)) < hy T,z = ({*=]"™) concluimos que P # 0.
Demostraremos que existe (v',w') € P tal que

) o/ =v)—=0v)—..—=v,=vren T’
i) @ =w), —wy = ... > w, =wenT

i) (Vi € {0,....,n}) T,v; =;_. T,

)

iv) (Vj € {0,....,m}) T w; =;_, T, 0}

J

Y asi Z), satisface (Zig).

Procedamos por el absurdo.

Asumamos que V(v',w') € P que satisface i), i), iii) y iv) tenemos que pasar algin
de estos casos:

a) (3 €{0,....,n}) ) T,vi=s_, TV,
b) (3j € {0,...m}) [ Tow; &, T’

Tomemos T cualquier tautologia tal que dd(T) = 0. Para cada (v',w') € P definimos
dos familias de expresion de nodo,

0 n wO wm
gOv/,w/, ceey Spv/7w/ y v ' Pl !

que satisfagan que dd(p}, ) < h—i Vi€ {0,...,n} y dd(Yy ) < h—jV j€{0,...,m},
como los siguientes

» Asumiendo que vale a) y que i sea el numero més chico tal que T, v; %tﬂ T v
Sea ¢, tal que dd(¢}, ) < h—iy T,v E @i, pero T', v ¥ ¢, . Para
ke {0,..,n}\ {i} sea o}, , =T y para k € {0,....,m} sea ¢}, , = T.

» Suponiendo que a) no vale. Entonces vale b). Sea j el nimero mas chico al que

T, w, 7_%7]' T, w). Sea wil,w, tal que dd( i’,w’) <h—-jyT,w E= zbf;,’w, pero

T wi ¥ wi,w,. Para k € {0,....,m} \ {j} sea ¢1]f/,w/ =T ypara k € {0,...,n} sea
k
¢U’,w/ - T.

Para cada i € {0,...,n} y j € {0,...,m} sea
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o= A ¢ v Y= A ¥, (1)
(v, w")epP (v, w')epP

Sin embargo estas conjunciones pueden ser potencialmente infinitas, si los arboles son
de ramificaciones infinitas.
Como dd((pf)w,) < h — i, ya que para todo I, Ef tiene finitos indices (ver [I]) por lo
que sabemos que cada conjuncién es equivalente a una con finitos términos y podemos
asumir que ®° y U’ estan bien definidas.
Finalmente sea o = [®°] | [®'] | ... L [®"] vy 8 = [¥Y] | [¥!] | ... | [¥™]. Por cons-
truccion dd(«) y dd(8) < h y entonces dd({(« = 3)) < h. Es claro que por como lo
construimos (z,v) € [a]” y (z,w) € [B]7 y por eso T,z = (o = ). Llegamos entonces
a que T',2" ¥ (o = f3). Esto contradice que 7,2 =5 T',2’ y asi concluimos.
Supongamos ahora que 7',2' | (a = f), entonces hay (v,w') € P tal que
(', v) € [a]” vy (2/,w') € [B]”. En particular, i) y ii), son ciertos y tiene que
ser que a) o b) valga.
En el primer caso tenemos por construccion que (z/,v') € [o]”". Y en el segundo caso
es claro que (2/,w') € [B]".
En cualquier caso llegamos que a una contradicciéon y por lo tanto probamos lo que
queriamos.

|
Todos estos resultados nos llevan a poder demostrar el siguiente teorema:
Teorema 29 1) T,u v T’ o' implica T,u="T" .
La reciproca también se cumple si T y T’ son de ramificacion finita.
2) T,u ﬁli T siy solo si T,u=" T u
Demostracion

2) Es consecuencia directa de las proposiciones 27|y

1) =) Esta implicacion puede verse como consecuencia de la proposicion Ya que
T,u<t T u implica T, u ﬁf T, u' VI, y por sabemos que T,u <y T, u' V1
implica T, u =} 7,4’ ¥ | que a su vez implica T, u =" T, u'.
<) Esta implicacion es similar a la de la proposicion , pero definiendo la relacion
Z como

rZz' siy solosi T,u=rT",

Ademas, la conjuncion en (1) es finita porque T es finitamente generado y asi P
es finito. Observemos que el hecho de que 7 sea finitamente generado es necesaria
para probar que (Zag) se satisface.
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3.2.3. Saturacidon

En el dltimo teorema de la seccion anterior se muestra que la reciproca del teorema
1) vale cuando los arboles son finitamente ramificados y no para cualquier arbol en
general.

En esta seccion queremos ampliar més esa hipoétesis introduciendo una nueva nocion,
Saturacion. Y mostraremos que la reciproca de ese teorema es valida para arboles de
datos saturados.

Definicion 27 Sea (X1,..3,) y (11, ..., Tm) tuplas de conjuntos de XPatht de expre-
siones de nodo. Dado un drbol de datos T yu € T decimos que (X1, ...5,) y (T1, .., Trn)
son =}, ., —Satisfacibles [respectivamente #}; ,, —Satisfacibles/ en T, u si existen
0= V... > U, €T ywyg — wy... = wy, €T tales que u = vy = wy y

1) Para todo i € {1,....,n}, T,v; =%,
2) Para todo j € {1,....,m}, T,w; =T,
3) data(v,) = data(w,,) [resp. data(v,) # data(wy,)]

Decimos que (1, ...3,) y (71, ..., Tm) son =}, . -finitamente satisfacible [resp.
#i,m-ﬁm’tamente satisfacible] en T, u si para cada 3} C ¥ y 7; C 7; finitos, tenemos que
(X4,..50) y (r{,...,7),) son =}, -satisfacibles [respectivamente #} , -satisfacibles/.
Definicion 28 Decimos que un drbol de datos T es |-Saturado si para cadan,m € N,
cada par de tuplas (X1,..5,) y (T1,...,Tm) del conjunto de expresion de nodos de
XPatht, cadau € T y * € {=,#} vale lo siguiente:

Si (X1, ..50) y (T4, .o, Tin) SO *}Lm—ﬁm’tamente satisfacibles para T, u entonces
(31, 50) ¥ (71, ., Tm) son %, -satisfacibles para T, u

Veamos la siguiente proposicion para ver qué arboles son saturados y cémo nos
puede ayudar esta nueva definicién para ampliar la reciproca del teorema anterior.

Proposicion 30 Cualquier drbol de datos finitamente ramificado es |-saturado.

Demostracién

Procedamos por el absurdo. Supongamos que hay un v € T y tuplas (3,...5,) v
(11, ..., Tm) de conjuntos de nodos de expresion de XPatht que son :£7m—ﬁnitamente
satisfacibles para 7T, u pero que no son :ivm—satisfacibles para T, u (el caso #J;Lm es
analogo)

Sea
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P={(v,w)eT?/uv A uBwy data(v) = data(w)}

Observemos que P es finito pues T es finitamente satisfacible. Es claro que si (v, w) € P
entonces u = vy = vV1... >V, =v ET yu=wy — w; — ... > w,, =w €Ty asi pasa
una de las dos opciones

1. existe i € {1,...,n} tal que T,v; ¥ %;
2. existe j € {1,...,m} tal que T,w; ¥ 7;

Definamos conjuntos (3; ,.w)i<i<n ¥ (Tjvw)i<j<m Cada uno con a lo sumo un ele-
mento como el siguiente:
Si vale 1), asumamos que 7y es el menor nimero que cumple 1) y definamos ¥; .
como {p} con p algin nodo de expresion p € ¥;; tal que T,v, ¥ py Eipw = 0 para
i €{1,...,n}\ {io} y definimos 7;,, =0V j
Si no vale 1), entonces vale 2). Sea jy el menor numero que hace valer 2), y definamos
Tiomm = {p} Para p algin nodo de expresion p € 7, tal que T,wj, ¥ p. Definimos
Tivw =0 para j € {1,...m}\ {jo} vy Zivw =0V
Finalmente definimos los conjuntos finitos

/ /
Si= U Sew = U mew

(v,w)eP (v,w)eP

Por construccion tenemos X C X, 77 C 75y (E1,..8,) v (71,...,T) DO son =}, -
satisfacible para T ,u pero eso es una contradiccion ya que son finitos y (34, ...3,) v

(T1, ..., Tm) son =}, -finitamente satisfacible
|

El siguiente resultado es el que estdbamos buscando, la reciproca del teorema de la
secci6én anterior.

Proposicién 31 Sea T, T drboles de datos =*-saturados, y seau € T yu' € T".
Entonces
Tu=T v = T,uet T W

Demostracion
Mostraremos que Z definida como

12z = T,z="T" 2

es una J-bisimulaciéon entre T, uy 7', u
Claramente vZu/, y (Harmony) vale.
Solo nos falta mostrar que (Zig) y (Zag) valen. Veamos (Zig) y (Zag) es analogo.
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Supongamos que xZx’ , T = vy — V1... = Uy YT = Wy — Wi... = Wy, son caminos de T
y data(w,,)= data(v,) (el caso de data(w,,) # data(v,) es analogo)
Para i € {1,...,n} sea 3; = Th(T,v;) y para j € {1,...,m} sea ; = Th (T, w;) donde
Th(T,v) es el conjunto de todos los nodos de expresion verdaderos en T, v
Ademas sea ¥ un subconjunto finito de ¥; y 7; C 7; finito.
Definimos

o= (LIASH o LIASL] = LA L IA)
Es claro que T,z | ¢ y por definicion de Z tenemos T,r =* T’,z', y entonces
T'.2' = ¢. Luego (¥}, ..50) v (7{,...,7},) son =} -satisfacilbes en 2/. Esto vale para
cualquier conjunto finito 3} C 3; y 7; C 75, entonces (X1, ...5,) y (71, ..., Tim) son
=} n-finitamente satisfacilbes.
Como T es |-saturado, entonces (X1, ...5,) v (71, ..., Tm) sOn :ﬁm—satisfacilbes enT’ .
y por lo tanto hay un camino 2’ = vy — v}... = v}, y 2’ = wj — w}... = w,, tal que

1. data(w],)= data(v))

2. Para todo 1 < ¢ < n, T v, = X, = Thi(T,v;). Veamos que esto implica que
T,v; =5 T',v}. Supongamos por el absurdo que 7", v} = ¢ pero T, v; ¥ ¢, entonces
T,v; = —p, luego T,v; = ¢ y entonces —p € Th (T, v;) y entonces T', v} = —p
lo que es absurdo. Por lo tanto tiene que ser v;Zv]

3. Para 1 < j <m, T, wj =75 = Th(T,w;) osea T,w; = T',wjy por lo tanto

Y asi hemos visto que Z es una J-bisimulacién entre 7,u y 77, v .

3.3. XPath!

En esta seccion estudiaremos la bisimulacion para el fragmento XPatht. Que con-
siste en agregarle la posibilidad de preguntar sobre los antecesores de un nodo, cosa
que antes no podiamos. Introduciremos nuevos conceptos debido a que tenemos nuevas
herramientas y nuevas formulas.

Empezaremos definiendo nociones similares a las de la seccién anterior, como por
ejemplo la nocion de profundidad de un punto de evaluacion dado. Ahora en XPatht
tenemos una nocion de distancia hacia abajo (r) y hacia arriba (s), por lo que podemos
definir lo siguiente:

Definicion 29 Liamaremos al par (r,s) la Profundidad vertical de una formula
(notamos Vd(y)). La profundidad de anidacién de una formula ¢ es el mdzimo
numero de nidos [ | que aparecen en ¢ (notamos Nd(p))Y se definen de la siguiente
manera:



3.3. XPATH: 51

Vd(a) = (0,0), Vd(\) = (0,0)
Vd(ea) = Vd(a), Vd(p ANb) = maz{Vd(p), Vd(¢)}
Vd(—p) = Vd(p) Vd([pla) = maz{Vd(p)Vd(a)}
Vd = ((a)) = Vd(a) Vd({ o) = max{Vd(a) + (—1,1),(0,0)}
Vd((a® B)) = maz{Vd(a),Vd(B)} Vd(t a) = maz{Vd(a) + (-1,1),(0,0)}
Nd(a) =0, Nd(g) =0
Nd(af) = maz{Nd(a), Nd(B)}, Nd(p N ) = maz{Nd(p), Nd(¢)}
Nd(~p) = Nd(p) Nd([¢]) = Nd(p) + 1
Nd({«)) = Nd(«) Nd({) =0
Nd({a ® B)) = max{Nd(«a), Nd(5)} Nd(1) =0

Cona € A ® € {=, #}, + y max se realizan por componentes y « es cualquier
expresion de camino o la cadena vacia \.

Asi podemos definir (r, s, k) — X Path? como el conjunto de férmulas ¢ en X Patht
con Vd(¢) < (r,s) coordenada a coordenada y Nv(p) < k.

Definicion 30 Sea T,u y T',u' dos drboles de datos punteados. Decimos que T,u vy
T',u' son equivalentes para XPath! (notamos T,u =t T",u') si y sélo si para toda
¢ € XPatht tenemos T,u = ¢ siy sdlo si T',u' =

Y decimos que T,x y T', ' son (r,s)-equivalentes para XPatht (not T, x E%S T, ')
si satisfacen las mismas expresiones de nodo o de XPatht. y Vd(p) < (r,s). Respectiva-
mente definimos (r,s,k)-equivalentes, y agregamos la condicion que Nd(p) < k (notamos

T,z =t T 2')

r,s,k

Ahora definiremos la Forma normal de XPath! que sera implicitamente usada
en la definicion de bisimulacion de esta seccion.
Para facilitar la notacion definimos: para n > 0, sea " la concatenacién de n simbolos
1, es decir |° es la cadena vacia A, ['=|, y |""*=]"| (lo mismo se define para 1")

Definicién 31 Una ezpresion de camino o de XPatht se dice descendiente 6 hacia
abajo [resp ascendiente/ si es de la forma " [p] [resp [¢] "] para algin n > 0 con
¢ € X Patht.
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Una expresion arriba-abajo es una expresion de la forma e, o', ot o a’at donde af
es ascendiente y o es descendiente. De ahora en adelante usaremos of, T, 4T para
hablar de expresiones ascendientes y a*, 8+, v+ para denotar expresiones descendientes.
Y o™ para las que sean expresiones arriba-abajo. Obeservemos que cualquier expresion
descendiente o ascendiente es en particular una expresion arriba-abajo.

Por ejemplo, | [(})] es una expresion descendiente y | [(])] { no.

Definicién 32 Una férmula de XPath! estd en su forma normal arriba-abajo si
todo camino de expresion contenido en ella es del tipo arriba-abajo y toda prueba de
datos es de la forma (e ® a™) con © € {=,#}

Nuestra motivacion para esta forma normal es simplificar la definiciéon de bisimu-
lacion, tratando de hacer la su configuracion lo mas simple posible. De hecho para el
fragmento de Xpatht no introdujimos esta nocién, pero ya veremos que facilita bastante
la definiciéon en este caso.

Definicion 33 Dado un camino de expresion «, la navegacion de a (notamos
Nav(a)) es la cadena de {],1} que resulta de eliminar todas las expresiones de no-

dos [Y] y e de a.

Por ejemplo Nav(} [(1)] 4 [(1=1)] 1 [o]) =41

Definicion 34 Vamos a definir las siguientes equivalencias directas para transformar
cualquier expresion de camino en uno equivalente en su forma arriba-abajo.

€y =t Y (€)

ol dvalétat..tel =! al{€nénd L §161 1 60)]B (Factor
al][iha] B = aftn Aol (

al&ord ol =tal (G T& .. 1) (Shitf-1
S1é. 1&B=[(GTat . 1&)1" 8 (

Lema 32 Sea o una expresion de camino de XPatht con Vd(a) = (r,s) y Nd(a) = k.
Entonces hay una expresion ot que cumple:

1) ot =t a
2) Vd(aM) = (r, s)

8) Nd(a* ) =k+r+s+1
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Demostracion

Primero aplicaremos la regla (factor)tantas veces como sea posible. Es claro que si
Nav(a) es del tipo 1™]™ para algin n,m > 0 entonces (factor) no puede ser aplicado y
asi terminamos.
Por lo tanto supongamos que Nav(«a) tiene |T. Sea

a =TraiT,
o =Tigl,, L L& T 16,
(fa;or)
L&, L L& 18,
(fa;or)

T €, b LE T ET

(factor)

con Nav(T;), Nav(7,) €l* , Nav(7}), Nav(7;) €l*, & son las cadenas vacias, € o
[ ][5 on, -

Ademaés podemos asumir que m es maximal, ya que no podemos hacer(factor) en ningin
T: y que el largo de cada 7; es minimo, o sea no puede ser que Nav(7;) termine en | y
Nav(7T — i+ 1) empiece con 1. Observemos que Nav(7;) € 1*|*.

Aplicamos la regla(factor) en los lugares marcados y obtendremos

@ =T (£ a4 ELE L 6)]
(f actor?gplicado
Tl b LEELE)]

(factor)aplicado

Tt (€7, 60 Lo LENED LEIT,,

(factor)aplicado

Sea Vd(Nav(ay)) = (rq, s1)

Como Nav(ag)= Nav(Tra;17;) contiene a |1 tenemos que r; > 0. Se ve que
Vd(TraeT,) = (r,s), Nd(az) < Nd(ay) + 1, y Vd(Nav(as)) < (r1 — 1,s1). Si repe-
timos este procedimiento con ay y lo seguimos hasta que no podamos aplicar mas la
regla (factor), terminaremos en una expresion arriba-abajo ay que cumple

) af=tey
2) VA(T,o4T,) = (1, 9)
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3) Nd(ay) < Nd(oq)+ 1

Después de aplicar (¢) y (merge) a Tya 7, tantas veces como sea posible. Obtenemos un
o’ con la misma profundidad vertical y de anidacién que 7o, 7, de la siguiente forma

& =x1TxeT - Txnd Xnt1 4 Xnrz b 4 Xogm

donde y; es una cadena de la forma [} ]....[p}?] (posiblemente vacio). Ahora apliquemos
(shift-1) y (shift-r) a o/ para obtener una equivalencia o’ con la misma profundidad
vertical (o sea Vd(a”)=Vd(a) = (r,s) ) y con la misma profundidad de anidacion que
Nd(a’) + 1 de la forma

O./T‘L — X/ TnTm X//
donde x’ y x” son la cadena vacia ¢ de la forma [¢].

Observar que Nd(a™) =Nd(a’) + 1 < r + s+ 1 y entonces o'¥ satisface todos los
requisitos que queriamos para demostrar el lema.

Lema 33 Sean o™, 8™ expresiones de camino arriba-abajo. Y sea ¢ = {(a™ @ M)
(© € {=,#}) con Vd(p) = (r,s) y Nd(p) = k. Entonces hay una expresion de camino
arriba-abajo T™ tal que

1) (TH) =ty
2) VA(T™) = (r,s)
8) Nd(T™) <k+1

Demostracién

Analicemos el caso donde a™ = [¢),] 17 |™e [r,] v BN = [vs] 1¢1™ [15] donde
Na + Mg >0, ng+mg >0y Yy, g, T, T son formas normales arriba-abajo. (el caso
a™ =¢ o M = ¢ es mas simple)

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que n, < ng.
Por lo tanto tenemos (o™ ® ™) =t (T™) donde

TH = [ A ] 1747 [0 A (0 17047770 [1])]

Es claro que estas formulas son equivalentes. Veamos la figura |3.3|
Ademis, la formula de la derecha tiene a lo sumo un nido més que la de la izquierda
y la profundidad vertical es a lo sumo (r, s). Esto concluye la demostracion.

Proposiciéon 34 Sea ¢ € (r,s,k) — X Path® , entonces hay ™ € X Patht en la forma
normal arriba-abajo que hace valer lo siguiente:
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Figura 3.4: Modelo de verificacion 1/}} Vi > n, pero no se verifica para ¢, con [ < n. Las
lineas punteadas representan valores de datos iguales.
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1) M=o
2) Vd(p) = (r,s)

8) Nd(p) < k(r+s+2)

Demostracion En las expresiones de la definicion 34 anteriores cada &; es la cadena

vacio 6 de la forma e o [¢1][pa]...[¢n], @ ¥y B pueden ser expresiones de camino en la
cadena vacifa y T es cualquier expresion de camino.
La idea es que (factor) convierte una expresion que va n veces hacia abajo y n veces
hacia arriba en una expresion de nodo, y cuando hacemos esto cualquier prueba hecha
en el i-esimo nodo, al ir hacia abajo, se fusiona con la prueba (n — i)-esima cuando
sube. Por ejemplo,

L [=a) 4[] 1 [=b] 1=t (4 [=a][-0] 4 [e])]

Por otro lado (shift —r) y (shift — ) agrupan todos los nodos de prueba en el nodo
de expresion mas bajo, haciendo uso del hecho de que las relaciones de parientes son
funcionales.

Asi, por ejemplo

[a] 4 (0] 4= (1 [0 1 [al)]y 1 [a] 1 [0] = (1 [a] 1 [B])] 1

Es claro que las expresiones son equivalentes seménticamente. Por induccién en ¢ y
usando los Lemas [32] y [33| podemos mostrar que hay un ¢* como queremos.

3.4. Bisimulacién y (r,s,k)-Bisimulacion

La ventaja de la forma normal introducida en la secciéon anterior es que hace posible
una nocién de bisimulaciéon muy simple. La desventaja que tendremos es que como
no preserva la profundidad de anidacion, <7, no corresponde precisamente con Eis’k
aunque <% si se corresponde con =?.

Sin embargo obtenemos que
! I !
v r, s, k ﬁr,s,k C =r,sk - ﬁr,s,k(rJrerQ)
Definicion 35 Sean T y T’ dos drboles de datos. Decimos que w € T y u € T' son
bisimilares para XPathl (notamos T,u ¥ T’ u') si hay una relacion Z C T x T
tal que uZu' yV x € T2’ € T' tenemos

(Harmony) Si xZx’ entonces etiqueta(x )=etiqueta(z’)
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(Zig) si xZx', y 5z yy > 2 entonces hay ', 2’ € T’ tales quey > o',y 3 2/, 222
y data(z) =data(z) si y solo si data(x") =data(z")

(Zag) sixzZ2', v 5" yy = 2 entonces hay y,z € T tales que y — x, y > z, 222" y
data(z) =data(x) si y sélo si data(x') =data(z')

La figura [3.4] ilustra mejor la condicion (Zig) y (Zag)

Figura 3.5: Condicion (Zig) y (Zag)

Como ya mencionamos, la definicion anterior se basa en gran medida en la forma
normal de la proposicion [34] En realidad la forma normal no es estrictamente necesaria
para dar un nocién de bisimulacién en el fragmente vertical, y de hecho en el fragmento
descendiente no es necesaria ya que todos los caminos de expresion son esencialmente
una repeticiéon de una prueba de nodo y la relaciéon "hijo". Por lo contrario en el frag-
mento vertical es de mucha ayuda. Para mostrar cuanto se facilita la definiciéon vamos
a ver como seria la condicion (Zig) si no tenemos en cuenta la forma normal.

SixZx'yni..ng, my..myg, Ry...05 Y My...Mg son tales que

m vl = . —=v,enTyw, — ... —w, enT paraie {1,.. .k}
» 0f = .. =0 enT yw — ... =W, enT paraie{l,.. k}
= V] =wiy O =

a1 ~i  _ ~il
m; Uni+1 y wﬁ’bi - Y41

"=, VT =0

en T, wf,...,wy, parai € {1,.. .k} y o, ... o5 wf,.. 05 en

Vg m;

entonces hay v{, ..., vy,

T parai € {1,...,k} tales que

=) = . —=vpenT yw) — ... —w, enT’
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» 0 = =i en T yawy — ... —wy en T’
e of =y O =

no i1 1no Sl
"Wy, = Uni+1 Y Wr;, = Vi

s =0y =105
= VL2V, wiZw), ULZ0), Wi Zaf
= data(w), ) = data(w} ) siy solo si data(w]) ) = data(w;kﬁ)

Intuitivamente esta definicién establece que para todo camino p y p que se nueve hacia
arriba y abajo muchas veces en 7 tiene que haber uno similar p/ y p’ en 7' que también
va hacia arriba y abajo muchas veces respetando la forma de p y p respectivamente, de
manera que el j-esimo nodo de p esta conectado al j-esimo nodo de p’ via Z y lo mismo
para los nodos a lo largo de p y p’ y tales que los valores de datos del ultimo nodo de
py pen T son iguales siy solo si los valores de los ultimos nodos de p’ y p’ lo son.

Esta definicion es la expresion natural de la bisimulacion hacia abajo, pero en vez
de considerar solo camino hacia abajo, se tiene en cuenta unos mas generales.

Como pasa con la bisimulacién hacia abajo todo nodo intermedio de 7T tiene que
estar relacionado con un correspondiente nodo en 7’. Como podemos ver, claramente,
esta definicion es mas larga y hay que chequear més condiciones.

Trabajar con la forma normal nos permite tener una definicién de bisimulacién mucho
més simple que tiene dos ventajas principales

a) Hay solo un camino en cada arbol de datos
b) No necesitamos nodos intermedios que estén relacionados via Z.

Estas dos caracteristicas son consecuencia directa de la introducir la forma normal
vertical, ya que a) solo compara valores con la raiz, asi hay una sola expresion de camino
no vacia en cada expresion de nodo de "diamante". Y b) solo hace pruebas al principio
y al final de cada camino y no en los nodos intermedios. Sin embrago observemos que
gracias a la forma normal, ambas definiciones definen la misma relacién de bisimulacion.

Definicién 36 Decimos que u € T y u € T" son (r,s,k)-bisimilares para Xpatht
(notamos T ,u ﬁf’s,k T’ ') si hay una familia de relaciones (Z£§)F+§§T+S,l_€§k enT xT'
tales que uZF ' yVr+35 < r+sk < kx € T ya' € T' tenemos las siguientes
condiciones

(Harmony) Si xZ;“’gx’ entonces etiqueta(x)=etiqueta(z’).

(Zig) Si nggx’,y Soay B2 conn<5ym<7F+n entonces hayy, 2 € T tales que
v S yy D2y vale que



3.4. BISIMULACION Y (R,S,K)-BISIMULACION 59

1) data(z) = data(r) <= data(x') = data(z')
2) Si k>0, ng,g,z’pamf’:f—l—n—m, §=5—n+m
(Zag) Si xZ;“’gx’,y’ oy B2 conn<5ym<F+n entonces hay y, z € T tales que
y S xyy D zyelitem 1)y 2) se cumplen.

. o, . I n m .
Observemos que de la definicién se desprende que si 2ZF 2/ y = z,y = 2/ se sigue
que ny,T;y’ para i =7 +mn, § =5 —n. Y lo mismo ocurre con Z en lugar de foﬁ en
el caso de bisimulacién.

Definicion 37 Sea T un drbol de datos y sea u € T.
Denotamos con T |2 u al subarbol de T inducido por

fveT | BGm<s)@En<r+m)GweT),wt Aw v}

Asi es claro que

Touel (T u),u

3.4.1. Equivalencia y bisimulacién

Asi como vimos para XPath! veremos ahora que €% coincide con =% en arboles de

datos con ramificaciones finitas y veremos como ﬁfs . se relaciona con Efs K
PP ) (A ; 7 1ol
pord =
Proposicion 35 T, u <y . o T v implica T,u=;,, T', u

Demostracion Mostraremos que si 7, u ﬁisvk T v via (2,’,7’?5)F ts<risk<k enton-
ces para todon < sy m < 7+ n, para toda ¢ en su forma vertical normal con
vd(p) < (7,5), nd(¢) < k para toda expresién hacia arriba o en la forma nor-
mal vertical y para toda expresion hacia abajo ot en la forma normal vertical con

vd(al), vd(at) < (7,3), nd(al), nd(at) <k vale
1) SizZka! = T,xE=psiysolosi T,z | ¢
2) Siy Sz, oy Bal, xZka’ = (x,y) €[] siysolosi (2,y) €[]
3) Siy =z, y B2, zzgg,lz’conf’ =F+n—-m, §=5—n+m= (y,2) € [a*]”
siy solosi (v,2) € [a*]T

Ast usando los resultados de la Proposicién [34] obtenemos lo que deseamos.
Mostraremos simultdneamente los ftems 1, 2 y 3 por induccién en | ¢ | + |t | + | ot |
Veamos 1).

El caso base es ¢ = a para algin a € A. Por (Harmony), Etiqueta(x)= Etiqueta(z’) y
entonces T,z |= ¢ siy solosi T, 2" |= .
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Los casos ¢ = =) y o = v A ¢ son sencillos
Supongamos ahora que ¢ = (¢ = a’at). Mostraremos que T,z = ¢ = T2’ | .
Entonces asumamos que 7,z = ¢. Supongamos que hay y,z € T yn<3§ m<7F+n
tales que y = z, y > z, (x,9) € [']7 (y,2) € [@*]” y data(z) = data(z). Por (Zig),
hay ¢/, 2 € T tales que 225212 con ¥ = F+n—m, § = 5—n+my data(z') = data(2').
Asi por hipétesis inductiva 2) y 3) tenemos (2',y') € []” v (v, 2') € [a*]7". Luego
T', 2" | ¢. La implicacion T',2" = ¢ = T,z = ¢ es andloga.
Elcasop=(c £t yp=(c0al), p={(c@a*) con ® € {=, £}y ¢ = (a) (para «
en su forma normal vertical) se demuestra de forma similar.
El caso p = (¢ @ ¢) (® € {=, #}) es trivial.
Analicemos ahora el item 2).
Sea o' = [1)] 1" (n > 0) y sea xg, ..., 2, € Ty 2, ..., 2", € T" tales que
Yy=1T9— Ti... > T, =xenT

Y =af) =) =2, = enT y 225l
Por la observacién del final de la seccién anterior tenemos x¢Z% 'z} con
" = T4+ n, § = 5 — n. Procedamos por el absurdo, es decir pensemos que
(z',y) & [a']”. Esto significa que necesariamente T ,zo = 1 pero T’} ¥ 1. Pero
¢ es una subféormula de ot y nd(¢) < k— 1y nd(y) < (7,5) y esto contradice la
hipotesis inductiva 1. Por lo que es absurdo y luego demostramos lo que queriamos.

|
Proposicion 36 T, u Eis’k T v = T,u ﬁ?{s,k T
Demostracion Tomemos u € T, v’ € T’ tales que T,u Efs x T, u'. Definamos

(Z?,E)f-i-ggr-l—sjfgk por

? T/, o

.CEZ§7§$, siysolosi T,z =] _:
Mostraremos que Zﬁs es una (r, s, k)-bisimulacion entre 7,uy 7', u'.
Por hipotesis uZﬂfsu’. Ahora tomamos 7,5 y k tales que 7+ 5 < s+ 1, k < k. Por

construccion Z,E ; satisface (Harmony). Veamos que Z;“’g satisface (Zig), el caso (Zag) es
analogo. i
Supongamos que zZF .z’ y

Yy=1=9—> T1... >z, =xenT

Yy=20— 21... > zm=zenT

y data(x) = data(z) (el caso data(x) # data(z) se demuestra anidlogamente) donde
m < 7+ n. Sea P C T" definido como

P={(,2) /vy 52 Ny D2 A data(z') = data(z')}
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Como T,z = _rsk T o, vd({e =t"]™) < (r,8), nd({e =1"]™)) =0, T,z = (¢ =t"{"™)
podemos concluir que P # )
Lo proximo es mostrar que existe (y, 2’) € P tal que

) y=x—a)— ..oz, =0 enT’

i) v =20—>21—> .=z, =ZenT’

iii) T,o=! T
iv) Tz:}:,g,k, LT donde 7"=T +n—m, § =5—n+m

Pues asi, por hipotesis inductiva, (Zig) es satisfacible por fof Veamos que existe (y/, 2')
como queremos. Procedemos por el absurdo. Supongamos que para todo (v, z') € P
que satisface i) y #i) se tiene cualquiera de los siguientes casos:

()Tw;émle 2 6
b) T,z #Fpgpw 1 T 2 con? =F4+n—-—m, 8 =5-—n+m

Tomo T cualquier tautologia tal que vd(T) = (0,0) y nd(T) = 0.
Para cada (y',2’) € P definimos la expresion de nodo ¢, .- y ¥, . que satisfacen
Ud(gOy/,Z/) < (f, 5), nd(goy/,zf) = ];Z y Ud(¢y/7zl) < (7:/,5/), nd(lpyng) < ];7 Ahora bien,
supongamos que vale (a). Sea ¢,/ tal que vd(py /) < (7,5), nd(y ) < k y tal que
T,7 |= @y pero T', 2" ¥y y sea iy, 2/ =T

Sea
/\ Py 2! Y /\ Yy 2 (2)

(y'.2")eP (y',2")eP

Como vd(p, ) < (7, 5), nd(py ) < k solo puede haber finitas formulas no equivalen-
tes ¢, », y lo mismos para ¢,/ ,» Entonces tenemos que las dos conjunciones en (2) son
equivalentes a una finita. Y desde ahora podemos asumir sin pérdida de generalidad
que ® y ¥ son formulas bien definidas.

Finalmente sea ol = [®] 1" y at =™ [¥].

Por construccion vd(a'at) < (7,5), nd(a’at) < k. Mas atn T,z |= (¢ = a”at) y
T, 2 | (e = a'at) pero esto contradice el hecho de que T,z Eigl} T',2', por lo que
es absurdo y esto concluye nuestra demostracion. o

Teorema 37 1) T,u <t T« implica T,u =+ T",4'. La otra implicacion solo vale
cuando T y T son de ramificacion finita.

2) T ue r,8,k(r+s+2) T, u" implica T, u _rs k T u
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3) T, u =1 T implica T, u ol T o

r,8,k r,s,k

Demostracion Para esta demostracion vamos a usar las Proposiciones [35 y [36]
Los items 2) y 3) se demuestran en 35 y [36]
El argumento de la implicacion (=) del item 1) se puede ver como consecuencia del

item 2). En efecto, T, u ¥ 77, «' implica T, ufsva’, u' 'V r,s. Que a su vez, por el item

2) implica T, u E%s T' W' ¥ r s que asu vez implica T,u =t 77,4/,

El argumento de (<) del item 1) es similar al de la Proposicion [36] pero trabajando
con una sola relacion Z en vez de (2} ), i1
Para la implicacion inversa, definimos Z por zZz’ si y solo si T,z =t 77,2'. Los
conjuntos en (2) son finitos porque 7' tiene ramificacion finita y asi P es finito (el

hecho de que T es finitamente ramificado se usa para probar que (Zag) se satisface)

3.4.2. Saturaciéon

Definiciéon 38 Dado un drbol de datos T y u € T decimos que el conjunto de expre-
siones de nodos R de XPatht es :fl,m —satisfacible [respectivamente %ﬁm] para T, u
si hay v,w € T tales que v = u, w =5 u, w = T y data(v) = data(w) [resp #].

Decimos que R es zﬁ,m finitamente satisfacible [resp %%m] para T ,u si para cada

R’ C R finito, tenemos que R’ es :%m-satisfacible [resp #im/ para T, u

Definicion 39 Decimos que un drbol de datos T es [-Saturado si para cadan, m € N,
cada par de tuplas (X1,..5,) y (T1,...,Tm) del conjunto de expresion de nodos de
XPatht, cadau € T y * € {=,#} vale lo siguiente:

Si R es x— finitamente satis facible en T ,u entonces R es %, § —satisfacible en T, u

Proposicion 38 Sean T y T’ drboles de datos [-saturados y sea u € T yu € T". Si
T.u=T" 4 entonces T,u <t T, u'.

Demostracion Sea Z C T x T" definida como
w22’ siysolosi T,x =T a

Demostraremos que Z es una J-bisimulacion entre 7,uy 7', .

Claramente uZu’ y es claro que vale (Harmony).

Solo veremos que vale (Zig) y (Zag) es analogo.

Supongamos que xZx', y - x, y — z en T con data(z) = data(z) (el caso # es
analogo). Sea R = Thy(T,z) y sea R un conjunto finito de R.

Definimos

p = (e =1"I"" [AR)
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Es claro que 7,z = ¢ vy que por definicion 7T,z =% 77,2’ (pues xZz’) entonces
T', 2" = ¢. Por lo tanto T es :}l,m—satisfacible en z’. Esto vale para cualquier conjunto
finito ' C R y entonces R es :%m—ﬁnitamente satisfacible en 2.

Por lo tanto, como T es J-saturado entonces R es :%m—satisfacible en 2’ y entonces

hay v = o'y y' 3 2 en T’ tales que data(z') = data(z') (anidlogamente para #) y
T,z | R = Thy(T,z), es decir, T',2' =t T,z y por definicion de Z tenemos que
227y asi se verifica (Zig). En conclusion son J-bisimilares que es lo que queriamos
demostrar.

3.5. Simulaciéon

En esta seccion veremos la nocién de Simulacion directa (no simétrica) de XPath? y
XPath? . Obtendremos resultados similares al Teorema [29]y [37 pero relacionando cada
nocion de simulacion con la correspondiente implicacion logica.

Definicion 40 Decimos que una formula de XPath— es Positiva si no hay ningun tipo
de negacion (—) ni desigualdades ((aw # ) ).

Para L € X Path*escribimosL™ para el fragmento positivo de L. Analogamente nota-
mos Lt al fragmento positivo de £ en XPatht. Y llamaremos XPath" al fragmento
de XPath: que tiene como lenguaje a Lt (respectivamente para XPathi)

Una simulacién de XPatht [respectivamente XPath! | es simplemente una bisimulacién
donde la condicion (Zag) y mitad de la primera parte de (Zig) son omitidas. Por eso
decimos que las simulaciones no son necesariamente simétricas. Formalmente decimos:

Definicion 41 Dados T y T' drboles de datos en XPath' . Decimos que v € T es
similar a v’ € T" (notamos T,u=*T" ) si y sdlo si hay una relacion Z € T x T' tal
que uZu' yVr €T yax' €T’ tenemos

(Harmony) Si xZx’ entonces etiqueta(x) = etiqueta(x’)
(Zag) SixZx" x5 v, v B w entonces hay v',w' € T' tales que ' ', ' 5 w' y
1) data(v)=data(w)= data(v')=data(w’)
2) (—Z> U)Z(—i> VIVO<i<n
3) (S w)Z(Bw)V0<i<m

Definicion 42 Dados T y T’ drboles de datos en XPatht. Decimos que u € T es
similar a v’ € T" (notamos T,u=>T" ') si y sdlo si hay una relacion Z € T x T' tal
que uZu' yVr €T yax' €T tenemos



64 CAPITULO 3. LOGICA XPATH_

(Harmony) Si xZx’ entonces etiqueta(x) = etiqueta(x’)

(Zag) Si xZx', y = x, y > 2 entonces hay y', 2 € T' tales que y' = 2', v 5 2/, 222
y si data(z)=data(x )= data(z')=data(z')

Las relaciones jli y jis

logicas "de ida"(no simétricas) como sigue; escribimos T, u =¥ T, u’ para

. son definidas acordemente. Y definimos las implicaciones

(Vo € XPath™) [T, ul=p = T, u = ¢

9}, =y 9}7% se definen de forma analoga para [-XPath't, XPathit vy
(r, s, k)- XPatht respectivamente.
Como en el caso de bisimulaciones veremos algunos casos donde — coincide con =

Teorema 39 1) Seat € {|, 1}, T,u="T",u implica T,u =" T' u'. La otra impli-
cacion vale cuando T es finitamente ramificada.

2) T, ujliT’, u' siy solo si T, u 3% T

3) T, u—t Trl implica Tou =T, T’/

—r,s,k(r+s+2) r,s,k

4) T,u Ers p T, u' implica T, ujisj,ﬂ".u’

Demostraciéon Esta demostraciéon es una consecuencia inmediata de una adaptacion
de las demostraciones de las proposicion 27], 28] y [35], [36] , la cual no hablaremos, pero
si hablaremos de la parte del "si"de la adaptacion de la prueba de las proposiciones
y Para adaptarlo definiremos la simulacién como:

x 2 siysolosi T,x =T

xzf 2 siy solosi T,z =t T

7,5,k

Respectivamente, y las condiciones (a) y (b) definidos en la demostracion de la propo-
sicion [28] se convierten en:

(a) [Fi € {0,....,n} Fp € XPatht)(dd(p) <h—i A T,vil=@ A T v ¥ @)
(b) [3j €{0,...m} 3 € XPatht*|(dd(g) <h—j A Towy @ A T w, ¥ @)
y

(a) [3i € {0,...,n} 3 ¢ € XPath¥|(vd(p) < (F+i,5—14) A nd(p) < k—1 A
T,?}i ): © A T/,Ui/}f QD)



3.5. SIMULACION 65

(b) [3j € {0,....,m} 3 o € XPatht*|(vd(p) < (F+j,5—7)conj =n—m+j A
nd(e) <k—1 AN T,wj=p N T wjl ¥ p)

u

Definicion 43 Decimos que el conjunto de drboles punteados R es definible si hay
una expresion de nodo ¢ que es cumplida en un drbol punteado T,u si y solo si T
pertenece a R.

Definicion 44 Decimos que T’ es una subestructura de T si T’ es un drbol de datos
que resulta de sacarle algunos nodos a T, es decir T" CT y ¥ u,v € T" tenemos

1. u—wvenT siysolosiu—venT
2. etiqueta(u) en T' es igual a etiqueta(u) en T
3. data(u) en T es igual a data(u) en T

Equivalentemente, visto como una o-estructura, 7' es una o-estructura de 7 inducida
por t' C T. Podemos verificar que la identidad en 7" es una simulacion de XPatht de

T aT.
Lema 40 Si T’ es una subestructura de T y o' € T entonces T',u'—=+T , u

Lema 41 1. {7T',u' / T, ujiT’,u’} es definible por una expresion de nodo leu,fr
de XPatht* con profundidad hacia abajo <1

2. {7 | T, u—? T u'} es definible por una expresion de nodo Xw—ts,k,u,T de

r,8,k

XPath* con profundidad vertical < (r,s) y profundidad de anidacion < k

Este Lema nos dice que las expresiones de nodo de XPath_ invariantes bajo simu-
laciones son precisamente las positivos.(ver [9]) Esto nos lleva al siguiente teorema.

Teorema 42 1) p € XPatht es —‘-invariante (respectivamente jli) st y solo si es
equivalente a una expresion de nodo de XPathtt (resp [-XPathtt)

2) ¢ € XPatht es —t-invariante si y solo si es equivalente a una expresion de nodo
de XPatht*

3) Sip € XPathl es jfsk—mvarmnte entonces es equivalente a una expresion de
nodo de (r,s, k)-XPatht*

4) Sip e XPatht es equivalente a una expresion de nodo de (r,s, k)-XPathtt en-
tonces @ es j}sk,—im}am’ante para k' = k(r + s+ 2).
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Gracias a estos resultados se puede pensar en una caracterizacion de XPatht como
un fragmento de la logica de primer orden basada en la -invarianza de las formulas.

Teorema 43 (Caracterizacidon) Sea ¢(x) una formula de primer orden. Son equiva-
lentes:

1 ¢ es e‘-invariante sobre arboles de datos (finitos)

2 ¢ es ldgicamente equivalente sobre arboles de datos (finitos) a una expresion de
nodo de l-XPatht donde | = 29¥) — 1

También podemos pensar en XPath? donde vale algo un poco mas debil, cualquier
formula de primer orden ﬁfsk -invariante para algun r, s, k es equivalente a una férmula
de XPath! . Mas precisamente:

Proposicion 44 Sea k' = k(r + s + 2). Si p(z), una formula de primer orden, es
ﬁfsk,—mvam’ante sobre drboles de datos(finitos), entonces hay 1 € (r,s,k)-XPathl. tal
que Tr.(Y) es logicamente equivalente a ¢ sobre drboles de datos (finitos).

Ambas demostraciones se pueden ver en |9

Asi, con estos tultimos resultados nos podemos dar una mejor idea de cual es el
fragmento de la logica de primer orden que representa a XPath! y a XPath! respecti-
vamente.



Conclusion

Como hemos visto a lo largo de esta tesis, hay numerosas nociénes de comparacion
de modelos en cada légica, y no es tan sencillo llegar a una nocién de equivalecia de
modelos. A modo de resumen enumeraremos las distintas instancias trabajadas.

Loégica de Primer orden

» Isomorfismos
-Notacion A = B

-Si i es un isomorfismo entre A y B entonces, para toda V valuaciéon y ¢
formula tenemos:

AV E@siysolosi ByioV =g
s Isomorfismo Potencial

-Si existe un isomorfismo potencial F entre Ay B, entonces, para toda formula
de primer orden ¢
AFEpeBEy

-Si 7 es un isomorfismo entre A y B entonces también resulta un isomorfismo
potencial entre Ay B.

-No podemos distinguir si dos modelos que coinciden en sus sentencias son
isomorfos.
= Isomorfismo de las ultrapotencias

-Teorema de isomorfismo de Keisler-Shelah: M y N coinciden en toda
sentencia de primer orden si y sélo si existe un isomorfismo entre sus ultrapoten-
cias.

-Los isomorfismos de las ultrapotencias garantizan la equivalencia de modelos.

Logica Modal Basica

» Homomorfismo
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-Nos da una relacion debil. Los homomorfismos solo preservan las relaciones
en un solo sentido.

-Las formulas modales no son invariantes bajo homomorfismos.

= Homomorfismo fuerte
Si resulta biyectivo (isomorfismo) lo notamos M = N
-Nos da una relaciéon muy fuerte. Hay muchos morfismos que dan lugar a la
invarianza, pero que no califican como homomorfismos fuertes.
= p-morfismo
-Si es suryectivo lo notamos M —» N
-Conserva la idea de invarianza pero maés relajada.
= Bisimulacién
-Notamos M, w & N, w'

-Son una generalizacion relacional de los morfismos acotados, eliminando la
direccionalidad desde el dominio al codominio (y con ello la condicion homo-
morfica) y reemplazandola con un sistema de movimientos de combinacion entre
modelos.

-Si M,w y N,w’ son bisimilares, entonces para toda formula ¢ de la logica
modal béasica se tiene

M, w = psiysolosi N w' E ¢

XPatht

Equivalencia para XPatht

-Notacion T,u =+ T", v, o T,u ="+ T',u’ para equivalencias no simetricas.

Bisimulaciéon

-Notacion T,u <+ T .
[-bisimulacién

-Notacion T, u ﬁf T

Simulacién
-Notacion T, u—+T", v’
Resultados
TuetT W = T,u ﬁli T u' Vi
T, u ﬁf T v < T,u EZL T
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-T,u <t T o implica T,u = T',4/. La reciproca también se cumple si T y
T’ son de ramificacion finita.

Tu=tT' o = T,uer T 4 sison arboles de datos =*-saturados.

T, u=¥T" o' implica T,u =% T,4/. La otra implicacién vale cuando 7 es
finitamente ramificada.

-T, ujﬁ”, u' siy solosiT,u 3% T

XPath!

Equivalencia para XPath!

-Notacion T,u = T",u' y T,u =% 7', ' para equivalencias no simetricas.
Bisimulaciéon
-Notacion T, u < T/, o/

(r,s,k)-Bisimulaci()n

s A ’ /
-Notacion T, u < ,,s p T u

Simulacién
-Notacion T, u=+T", o/
Resultados
Toue 7,8,k (r+s+2
-T,u Em?k T v = T,u ﬁ%k T

T, u <t T’ o implica T,u =t 77, 4. La otra implicacion solo vale cuando
T’y T son de ramificacion finita.

y T u implica T u =, T',u

rsk

-T,u =T, entonces T,u =¥ T’ 4/ si son arboles de datos J-saturados.

T, u=¥T",« implica T,u =% T7,«'. La otra implicacion vale cuando 77 es
finitamente ramificada.

-T, u—t T', 4 implica T, u 3

—r,s,k(r+s+2)

T, u =1

7 /
T u

r,s,k

T, v implica T, u—>TS VAR

r,s,k



70

CAPITULO 3. LOGICA XPATH_



Apéndice

Juegos de Ehrenfeucht - Fraissé

El juego de Ehrenfeucht - Fraissé nos brinda buenas herramientas para describir
la expresibilidad para logicas sobre modelos finitos. Aunque, al menos para la logica
de primer orden, puede ser aplicada en modelos finitos e infinitos, pero para modelos
infinitos hay muchas herramientas mas poderosas. Tanto es asi que en muchos libros
apenas es mencionado en el caso infinito pero es un punto central en el caso finito.

La idea de este juego, en el caso de la légica de primer orden, es:

Hay dos jugadores, llamados Spoiler y Duplicador (6 simplemente jugador 1y juga-
dor 2)

El tablero del juego consiste en dos estructuras A y B.

El objetivo de Spoiler es mostrar que las dos estructuras son diferentes y el de Duplica-
dor es mostrar que son la misma.(Aca es donde entra en juego las definiciones de misma
y diferente)

En el juego clasico de Ehrenfeucht - Fraissé los jugadores juegan una cierta cantidad
de rondas, y cada ronda consiste en los siguientes pasos:

1) Spoiler elige una estructura; A 6 B

2) Spoiler hace una movida cuando elige un elemento de esa estructura a € A 6
beB

3) Duplicador responde eligiendo un elemento en la estructura que Spoiler no haya
elegido.

La figura hace referencia a esta dindmica. Los movimientos de Spoiler se muestran
con un circulo relleno y los de Duplicador con uno vacio. En la primer ronda Spoiler
elige B y selecciona b; € B, Duplicador responde con a; € A. En la siguiente ronda
Spoiler cambia de estructura y elige A y selecciona ay, € A, por lo que Duplicador
responde con by € B. En la tercer ronda Spoiler juega b3 € B y Duplicador responde
az € A
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e e
o . h]_
12 @ - by
az’ *hy
B A B
C /3 —
—
 — .

Figura 6: Juego de Ehrenfeucht - Fraissé

Como es un juego, tiene que haber un ganador. Es aqui cuando tenemos que for-
malizar que significa "diferentes y mismas". Para eso vamos a necesitar la definicion de
isomorfismo potencial que vimos en la definicion [4] del capitulo uno, pero mas general.

Definicion 45 Sean A y B dos o-estructuras y sean @ = (ay, ..., ay,), b = (b1, ..., by)

tuplas en A y B respectivamente. Entonces (d,b) define un isomorfismo potencial
entre A y B si las siguientes condiciones valen:

e Para todo 1,7 <n
a; = G st bz = bj

e Para todo simbolo constante ¢ € o y todo 1 < n

a; = sii b; = B

e Para todo simbolo de relacion P de o y toda secuencia (i, ...,1) de nimeros de
[1,...,n] (no necesariamente distintos)

(ail, ...,aik) c f)A S (bu»abzk) € PB

En ausencia de simbolos constantes, estd definicion dice que el mapeo a; — b;, i < n es
un isomorfismo entre las subestructuras de A yB generadas por {ay,...,an} y {b1,...,b,}
respectivamente.

Asi con esta definiciéon, después de n rondas del juego de Ehrenfeucht - Fraissé,
tenemos las movidas (aq,...,a,) y (b1, ...,b,). Si ¢1,...c; son simbolos constantes en o

entonces ¢ denota (cf, ..., ct') y lo mismo con .

Decimos que (@,b) es una posicién ganadora para Duplicador si (@, ), (b,&®)) es un
isomorfismo potencial entre A y B. En otra palabras, el mapeo que manda cada a;
en b; y cada ¢ en c? es un isomorfismo entre las estructuras A y B generado por

7
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{ay, ...;an, gy ey} y b1, .., by, €8, .., P} respectivamente. Entonces decimos que Du-
plicador tiene una estrategia ganadora de n-rondas en el juego de Ehrenfeucht - Fraissé
en A y B si Duplicador juega de una forma que garantiza estar en una posicion ganadora
después de n rondas, sin importar como juegue Spoiler. De cualquier otra manera es
Spoiler quien tiene una estrategia ganadora en n rondas. En otras palabras que gane
Duplicador significa que hay un isomorfismo potencial entre A y B. Mas coloquialmente
que son la “misma” estructura para la légica de primer orden.

Por lo que si Duplicador tiene una estrategia ganadora en n rondas escribimos A =,, B
Observemos que A =, B implica A=, BV i <n

Ejemplo 45 (Estrategias ganadoras)

= Juegos en conjuntos: En este ejemplo, el vocabulario o es vacio. o sea que la es-
tructura es solo un conjunto. Sea | A |, | B |> n. Entonces A =,, B.
La estrategia ganadora de Duplicador es la siqguiente:
Supongamos que ya fueron jugadas i rondas, y que la posicion del juego es
((a1,...;a;)(b1, ..., b;)). Asumamos que Spoiler elige a;+1 € A. Si a;11 = a; pa-

ra algun a; < t entonces Duplicador responde con b,y = bj, de otra manera
Duplicador responde con cualquier otro biy1 € B — {by,....,b;} (que existe pues
| B[>n)

= Juego en orden lineal: FEste ejemplo es un poco mds complejo ya que le agregamos
una relacion binaria < a o, la cual serd interpretada como un orden lineal. o sea
la respuesta que tiene que dar Duplicador tiene que preservar el orden.
Supongamos que Ly y Ly son dos drdenes lineales de tamario por lo menos n (es
decir, estructuras de la forma ({1,...,m}, <) m >n).
¢ Quién ganara? ;Serd L =, l3? Veamos qué pasa con el caso n = 2.
Sea 1y tal que contiene 3 elementos (digamos {1,2,3}) y Lo de 2 elementos
({1,2}). En la primer movida, Spoiler juega 3 € Ly, Duplicador responde 1 € Ls,
luego Spoiler juega 1 € Ly entonces Duplicador no tiene otra alternativa mds que
Jugar 2 € Ly pero 2 > 1, por lo que pierde.
St Duplicador elige 2 € Ly en vez de 1 € Lo en la primer ronda, luego Spoiler
puede elegir 3 € Ly y Duplicador pierde nuevamente ya que 1 < 3 pero 2 > 1.
Por lo tanto Ly #o Lo. Por lo que Spoiler es quien tiene una estrategia ganadora
en este caso.
Sin embargo Duplicador puede llegar a tener una estrategia ganadora si Ly y Lo
son mucho mds largos que la cantidad de rondas. Mds precisamente, dado n > 0,
st Ly y Ly son ordenes lineales de largo por lo menos 2" entonces Ly =,, Ly. Ver

(14

Con la idea de este juego se puede demostrar el siguiente teorema:
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Teorema 46 (Ehrenfeucht - Fraissé) Sean A yB dos estructuras en un vocabulario
relacional.
Son equivalentes:

1) A y B coinciden en las formulas de primer orden de cuantificador de rango k.

Tal como mencionabamos al principio, los juegos de Ehrenfeucht—Fraissé nos brindan
una técnica para determinar si dos estructuras son equivalentes. La aplicacion principal
de esta técnica es para probar la inexpresibilidad de ciertas propiedades en logica de
primer orden. De hecho, los juegos de Ehrenfeucht—Fraissé proporcionan una metodo-
logia completa para probar resultados de inexpresibilidad en la logica de primer orden.
Por eso, estos juegos son de especial importancia en la teoria de modelos finitos y sus
aplicaciones en informatica, ya que los juegos de Ehrenfeucht—Fraissé son una de las
pocas técnicas de teoria de modelos que mantiene su validez en el contexto de modelos
finitos|7].
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