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Introduccion

El concepto de categoria de modelos fue introducido por Quillen previendo
una de sus consecuencias més significativas, y particularmente atractiva: la
teoria de homotopia abstracta asociada a una estructura de modelos dada. Se
define la categoria homotdpica como la localizacion de la categoria original
con respecto a una clase distinguida de morfismos que no necesariamente
son inversibles, pero “ se asemejan ” a los isomorfismos . Con el desarrollo de
esta teoria, Quillen provee una maquinaria ampliamente utilizada en diversos
contextos.

En nuestra definiciéon de localizacion, la categoria con dicha propiedad
universal estda determinada salvo equivalencia de categorias, a diferencia de
las definiciones de Gabriel y Zisman, y de Quillen, para quienes la localizacion
queda determinada en un sentido mas fuerte: salvo isomorfismo de categorias.

Desarrollamos este trabajo con el objetivo de construir una 2-categoria
homotopica para una categoria de modelos, provista de un 2-funtor con la
propiedad universal de la 2-localizaciéon de dicha categoria con respecto a la
clase de equivalencias débiles. Presentamos, asi, una versiéon 2-dimensional
anédloga a la teorfa de homotopia elaborada por Quillen para una categoria
de modelos. Aplicando el funtor 7, de componentes conexas en las categorias
de flechas de la 2-localizaciéon se obtienen los resultados de Quillen.

A su vez, entendemos esta exposicion como un caso particular de la ver-
sion 2-dimensional original [I], en la que Descotte, Dubuc y Szyld introducen
el concepto de bicategoria de modelos y construyen la bicategoria homotopica
asociada. Consideramos una categoria de modelos como una bicategoria de
modelos trivial en su estructura 2-dimensional. En el desarrollo de este ca-
so particular se producen demostraciones mas simples que no son una mera
adaptacion de aquellas demostraciones correspondientes al caso general.

Dada una categoria de modelos %', las homotopias de Quillen pueden in-
terpretarse como las 2-celdas de la 2-categoria buscada, en la que los objetos
y las flechas son como en %. Pero, aunque las homotopias de Quillen se com-
ponen bajo ciertas condiciones, no determinan directamente una estructura
de 2-categoria.
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Generalizando el concepto de cilindro de Quillen y, luego, el concepto
de homotopia de Quillen, una apropiada relacién de equivalencia entre es-
tas homotopias nos permite definir una 2-categoria en la que, efectivamente,
objetos y morfismos son como en €, y las clases de equivalencia de homoto-
pias se componen vertical y horizontalmente, verificando todos los axiomas
requeridos. De hecho, estos cilindros que generalizan los cilindros de Quillen,
y con los que trabajamos en todo el desarrollo de la tesis, se definen en una
categoria € con una tnica clase distinguida de flechas, >, conteniendo a to-
das las identidades, y la construccion de esta 2-categoria es independiente
del contexto de categorias de modelos. Nos referimos a ella con el nombre de
2-categoria homotopica de €, respecto de la clase X, y es denotada Ho(%).
El 2-funtor i : € — Ho(%), dado por la inclusion, tiene la propiedad uni-
versal correspondiente a la 2-localizaciéon de %, pero no es precisamente la
2-localizacion debido a que los morfismos de la clase ¥ no necesariamente
son equivalencias en Ho(%).

Cuando % es una categoria de modelos y X es la clase de equivalen-
cias débiles, que denotamos W, estudiamos las condiciones bajo las cua-
les el 2-funtor ¢ : ¥ — Ho(%) manda equivalencias débiles en equivalen-
cias. Restringiendo ¢ a la subcategoria €. de objetos fibrantes-cofibrantes,
obtenemos una sub-2-categoria Hos.(¢) C Ho(%¢), y podemos demostrar
que la inclusion i : €. — Hoyp(€) es la 2-localizacién de . respecto de
W. Ademés, como una aplicacion de esta construccion, tomando el 2-funtor
7o : Hose(€) — m(Hoys(€')) de componentes conexas se tiene una categoria
m(Hos(€)) isomorfa a la categoria homotopica de Quillen de €., denotada
TE . en [11].

Las conclusiones ya obtenidas para la subcategoria &’ nos permiten aho-
ra producir resultados concernientes a la categoria 4 mediante un reemplazo
fibrante-cofibrante. Podemos percibir, asi como en la exposicion de Quillen,
el rol fundamental que tienen las clases F, de fibraciones, y coF , de cofibra-
ctones que hacen posible la construccion de la 2-localizaciéon con respecto a
una tercera clase, YW. Al momento de definir un 2-funtor con la propiedad
universal de la 2-localizaciéon de %', asumimos que las factorizaciones de las
que disponemos en una categoria de modelos son funtoriales. De esta for-
ma, denotando € y €. a las subcategorias de objetos fibrantes y cofibrantes
de ¢, respectivamente, los reemplazos fibrante R : € — ¢} y cofibrante
Q) : € — €. resultan funtores, mas que simples asignaciones, como lo son en



el caso tratado por Quillen, que no asume funtorialidad en las factorizacio-
q
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nes. Consideramos, entonces, el 2-funtor & %. Cre . Hos(€) ,
y demostramos que este tiene la propiedad universal esperada.

Aplicando el funtor de componentes conexas a la 2-localizaciéon de %,
lo que obtenemos en este caso es una categoria equivalente a la categoria
homotopica de € de Quillen, pero no isomorfa a ella. De todas maneras, esto
se condice con nuestra definicion de localizacion de categorias, determinada
salvo equivalencias.

Destacamos, por ultimo, que las homotopias con las que trabajamos son
siempre homotopias a izquierda, y no necesitamos de las homotopias a de-
recha para generar los resultados esperados. Esto se debe a la funtorialidad
de los reemplazos fibrante y cofibrante. Imitando la construccion de Hos.(€)
considerando s6lo homotopias a derecha se tiene, en principio, otra version
de la 2-localizacion de %, pero demostramos que coincide con la 2-categoria
obtenida con las homotopias a izquierda. Estas conclusiones son una con-
secuencia de un resultado esencial que nos permite asegurar, ademas, que
las categorias de flechas Hom(X,Y) de la 2-localizacion de una categoria de
modelos son localmente pequenas.

vi



Indice

(1. Preliminares| 1
[1.1. Equivalencias de categorias y localizacion| . . . . . . . . . . .. 1
(1.2. 2-Categorias| . . . . . . . . . . . .. ... 3
[1.3. Equivalencias de 2-categorias y 2-localizacionl. . . . . . . . .. 8

[2. Categorias de Modelos| 16
[2.1. Axiomas y definiciones| . . . . . . . .. .. ... ... 16
2.2. Ejemplos|. . . . . ..o 18

[2.2.1. Espacios Topolégicos . . . . . . . ... ... ... ... 18
[2.2.2. Complejos de cadenas de modulos sobre un anillof . . . 20
[2.2.3.  Conjuntos simpliciales| . . . . .. ... ... ... ... 22
[2.2.4. Categorias pequenas (Estructura de modelos de Tho- |

| MAason) | . . . . . 24
2.3, Determinacionl. . . . . . . . ... 26

[3. La 2-categoria homotopica Ho(% )| 30
[3.1. Homotopias de Quillen| . . . . . . .. ... ... ... ... .. 31
13.2. Construccion de Ho(€)|. . . . . . .. ... ... 35

[3.2.1.  Clases de equivalencia de homotopias| . . . . . . . . .. 36
[3.2.2. Composicion verticall . . . . ... ... ... ... ... 38
[3.2.3. Composicion horizontal . . . . . . ... ... ... ... 39
3.3. Propiedades de Ho(%¢') y 2-localizacion de €7 . . . . . . . .. 41
3.4. Localizacion de Quillen de €7 . . . . . . . ... ... ... .. 47

[4. La 2-localizacion de la categoria % 54
[4.1. Reemplazos fibrante y coibrantef. . . . . . . . .. . ... ... 54
4.2. El teorema de 2-localizaciénl . . . . . ... ... ... 58
[4.3. Homotopias a derechal . . . . . .. ... ... ... .. .... 63

vil



1. Preliminares

En esta seccion incluiremos las definiciones, las notaciones y los resultados
bésicos que ultilizaremos a lo largo de este trabajo. Luego de recordar los
conceptos de equivalencia de categorias y de localizacion, adaptaremos estas
nociones al contexto mas general de 2-categorias.

1.1. Equivalencias de categorias y localizacion

Definicion 1.1. Sean 2" e % dos categorias. Un funtor F' : 2" — % esuna
equivalencia de categorias si existen un funtor G : % — 2~ e isomorfismos
naturales FG ~ Id y GF ~ Id. En tal caso, G también es una equivalencia
de categorias y decimos que 2 e % son categorias equivalentes.

Decimos que F' es un isomorfismo de categorias si las transformaciones
naturales F'G ~ Id y GF =~ Id son las identidades.

Definiciones 1.2. Sea I : ' — % un funtor.

1) Decimos que F' es

(i) pleno si para todo X,Y en 2", F : Z'[X,Y] — #[FX, FY] es sur-
yectivo,

(ii) fiel siparatodo X,Y en 2, F: Z'[X,Y] — #[FX, FY] es inyectivo,

(iii) plenamente fiel si a la vez pleno y fiel.

2) Decimos que F' es esencialmente suryectivo si todo objeto de % es
isomorfo a uno de la forma FX para X en 2 .

Una caracterizacion importante de las equivalencias de categorias es la
siguiente ([8] Ch.IV §4):

Proposicion 1.3. Consideramos un funtor F' : & — % . Son equivalentes:
(1) F es una equivalencia de categorias;

(ii) F es plenamente fiel y esencialmente suryectivo.



Recordemos la construccion de los anillos de fracciones: dado un anillo
conmutativo con unidad A y un subconjunto multiplicativo S C A tal que
0 ¢ S, localizar A con respecto a S es construir de algin modo un anillo Ag
que contenga a los inversos multiplicativos de los elementos en S: se tiene
un morfismo de anillos A : A — Ag tal que A(s) es inversible para todo
s € S, y cualquier otro morfismo de anillos ¢ : A — B con esta propiedad
se extiende a Ag en forma tnica.

A2 A

|
Jp(a)~! VaesS N 131¢ | pA=¢
Y

B

Notar que la misma definicién tiene sentido sin requerir que S sea multi-
plicativo, y cuando 0 € S se tiene que Ag es el anillo trivial.

Como un caso particular disponemos del dlgebra de gérmenes de funcio-
nes Z,(M), donde M es una variedad diferencial y p € M, que guarda la
informacion local alrededor de p. Este es un anillo local cuyo tnico ideal ma-
ximal m, consiste de los gérmenes de funciones que se anulan en p. Resulta
que Z,(M) es la localizacion del anillo €*°(M) con respecto al complemento
del ideal maximal m, = {f € €>(M)/f(p) = 0}. Notar que si f(p) # 0,
entonces f no se anula en todo un entorno de p.

Dada una categoria ¢ y una clase 3 de flechas en ¥, la idea de la lo-
calizacion consiste en encontrar una nueva categoria €’ [2!] que aproxime
o extienda a la categoria original adjuntando los inversos de los morfismos
en ¥, en el sentido de asegurar la existencia de un funtor ¢ : € — €[S
que mande los elementos de X en isomorfismos, de manera tal que el par
(€[>, q) sea universal con esta propiedad.

Definicion 1.4. Sean % una categoria y ¥ una subclase de morfismos de %'.
La localizacion de € con respecto a ¥ es una categorfa €[~ '] junto con un
funtor ¢ : € — €[X7] tales que:

1. para todo s € ¥, ¢(s) es un isomorfismo;

2. para toda categoria &, q induce una equivalencia en las categorias de
funtores dada por la precomposicion

Hom(€[S7Y], 2) X~ Hom, (%, D),

2



donde los elementos de Hom, (¢, Z) son aquellos funtores que mandan
la clase ¥ en la clase Isos(2).

Observacion 1.5. Si ¢[X7!] existe, es tnica salvo equivalencia de cate-
gorias. Gabriel y Zisman ([3]), quienes introducen este concepto, y muchos
autores después, requieren que ¢* en la definiciéon sea un isomorfismo de
categorias.

Comentario 1.6. Una construcciéon formal permite ver que ¢’ [X 1] siempre
existe, pero sus hom-sets no necesariamente son conjuntos, atin cuando la ca-
tegoria % si es localmente pequena. En el contexto de categorias de modelos,
la construccion de Quillen ([I1]) muestra que la localizacion de una categoria
de modelos localmente pequena también es localmente pequena.

Cuando la clase X satisface ciertas condiciones, anélogas a las propiedades
de un subconjunto multiplicativo en un anillo no conmutativo, €[> ~!] puede
describirse en términos de “fracciones”; es decir, se construye una categoria
de fracciones que satisface la definicion de localizacion. Dicha descripcion
de la localizacion €’ [X71] es ttil y necesaria en la practica para demostrar
una serie de propiedades, pero el problema conjuntistico en los hom-sets que
mencionamos anteriormente atn persiste con esta definicion explicita.

1.2. 2-Categorias

El concepto de 2-categoria se entiende como una generalizacion de las
categorias, admitiendo, ademés de objetos y morfismos, una estructura adi-
cional dada por las 2-celdas (o 2-morfismos), que pueden componerse de dos
maneras distintas respetando cierta condicion de compatibilidad. Un ejemplo
que clarifica esta nocién de 2-celdas es el de las transformaciones naturales,
que proveen a la categoria Cat de una estructura de 2-categoria, cuyos ob-
jetos son las categorias (pequenas) y los morfismos son los funtores.

Definicion 1.7. Una 2-categoria € consiste de:

1. Una familia de objetos X, Y, Z, ...

2. Para cada par de objetos X, Y en &, una categoria €[ X, Y. Los objetos
de esta categoria son flechas f : X — Y mientras que los morfismos
son 2-celdas « : f = ¢ entre flechas de X a Y. La composiciéon en
esta categoria es la composicion vertical, denotada por o. La identidad
de una flecha f es la 2-celda denotada “Id;".
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Para cada objeto X se tiene un morfismo distinguido idx € €[X, X].

3. Dados objetos X, Y, Z, un funtor €Y, Z] x €[ X,Y] — €[X, Z] que
define una composicion horizontal asociativa (tanto en los morfismos
como en las 2-celdas), y es denotada por . Las identidades para esta
composicion son las flechas idx y las 2-celdas Id,4, , para todo X. Ade-
més, para cada par de morfismos f : X — Y yg:Y — Z, dicha
composicion horizontal satisface Id, * Id; = Idg.y.

4. Un axioma de compatibilidad entre las composiciones horizontal y ver-
tical, conocido como “Interchange law”:

Dada una configuracion en ¢

f I

o} '

g Y /

B B9
l 4

~
g

X

N

~

~
g

se verifica (' * f) o (&/ x ) = (f od’) x (B o ).

Notaciéon 1.8. En general, las identidades de la composiciéon vertical se
denotarén simplemente como flechas “f 7 en lugar de “Id;”. Ademaés, omiti-
remos la notaciéon * cuando las 2-celdas se compongan horizontalmente con
los morfismos. De manera que, si por ejemplo a e Id; son componibles en el
sentido Idy * o = f * a,, muchas veces escribiremos fo.

Observacion 1.9. En presencia de composicion vertical, para determinar
una composicion horizontal de 2-celdas compatible basta definir una compo-
sicion horizontal entre 2-celdas y morfismos (interpretando a los morfismos
como 2-celdas identidades), a la que algunos autores llaman wishkering:

I

Para cada X ——Y {a Z —T W, supongamos que tenemos

g

definidas 2-celdas ra y al. Si se verifican los axiomas

1. Paracada X —1>V %~ 7 , se tiene Id,f = gldy = Idyy;



—
l o) r
2. Para cada X > Y U‘(J) Z » W, vale (Bl) o (al) = (Boa)l
B
K
y (ra)o (rp) =r(Boa);
N AN
3. Paracada X Yo Y Yo Z, (Ja)o(f)=(dg)o(f'a)
g [4 g/ >

entonces cualquier composicion horizontal o * o como en el tltimo axioma
queda definida por (¢'a) o (o/f) = (o/g) o (f'a).

El ejemplo prototipico de 2-categoria es el de Cat, en donde las 2-celdas
son las transformaciones naturales. La composicion vertical de transforma-
ciones naturales 7 : F' = G, 0 : G = R, donde F, G, R son funtores con
iguales dominio y codomio, se define como (0 o7)y = ox7x. Por otro lado, si

F N\ R N\
tenemos ¢ Yo P U8 &, la composicion horizontal es definida como
G’ s 7

la tranformacion natural cuyas componentes son (5o a)x = fax Rax para
cada X en . Notamos que de la conmutatividad del diagrama

RFX 7% gpx

Fozxj lSaX

RGX — SGX

Bex

también (ﬂ @) Oé)X = SOJ)(BF_)(.

Definiciones 1.10. Un 2-funtor F : € — & entre 2-categorias manda
objetos de & en objetos de &, morfismos de ¥ en morfismos de Z y 2-celdas
de % en 2-celdas de &, preservando todas las estructuras: composiciones
vertical y horizontal e identidades.

Si G es otro 2-funtor entre las mismas 2-categorias, una transformacion
2-natural n : F = G consiste de una familia de flechas nx : FX — GX
en ¥, con X variando en %, de forma tal que para cada 2-celda o : f = ¢
se verifique la ecuacion ny F(a) = G(a)nx:
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FX X GX

Fg [F(@) Fy Gg |G| Gr

FY GY

ny

Cuando « es una identidad, la igualdad anterior es la conmutatividad del
diagrama correspondiente a la naturalidad de las transformaciones naturales
que ya conociamos.

Mas generalmente, decimos que n : F = G es una transformacion
pseudonatural entre 2-funtores si asigna a cada objeto X en % una flecha
nx : FX — GX en 2 y a cada flecha f : X — Y en % una 2-celda
inversible n; : Gfnx — ny Ff en

FX ™. G0Xx
Ffl K/nf le
GY —=QGY
ny

satisfaciendo los siguientes axiomas:

1. Para cada X en €, niq, = I1d,),;

9. Dadas X —1>Y %+ Z en %, se tiene que N, F(f) o G(g)ns = ny¢, de

acuerdo a [I.8
FX - GX XX ax
Ffl ¥ ny LGf
FY —=GY _  Fgf| “ng |Gof
ny
Fgl L//ng LGg Py GZ
FZz T GZ nz

3. Para cada 2-celda o : f = g : X — Y en €, vale la ecuacién
ng 0 Gla)nx =y F(a) ony -



FX X GX FX X GX

Fg g GF|G WGy = FglF\Fr Gf
Yy GY Y GY
ny ny

Notamos que una transformacién 2-natural es una transformaciéon pseudo-
natural tal que 1y es la identidad para cada f, en cuyo caso las primeras
dos condiciones son triviales y la tercera es el axioma de 2-naturalidad que
mencionamos anteriormente.

Supongamos ahora que 7,0 : FF = G son transformaciones 2-naturales
entre 2-funtores F, G : € = 2. Una modificacion yu : 7 — o asigna a cada
objeto X de % una 2-celda py : 7x = ox en ¥, de manera tal que para
todo par de flechas f,g: X — Y y para toda 2-celda o : f = g en € se
verifica la igualdad py F(a) = G(a)ux:

Ff N AN SN Gf N
FX |pa FY |pv GY = FX [px GX [oa GY.
g > oy o o >

Si 7 y o son pseudonaturales, una modificaciéon p : 7 — o serd una
asignacion como antes satisfaciendo la igualdad (uy F'(a))ors = o40(G(a) pux)
para cada o : f = gen ¥.

Observacion 1.11. Las transformaciones 2-naturales (pseudonaturales) y
las modificaciones se componen verticalmente y horizontalmente (ver, por
ejemplo, [9] 1.2.4, p. 25).

Si € y 2 son 2-categorias, entonces Hom(%, ) es la 2-categoria de
2-funtores, que puede ser interpretada de dos maneras a partir de las defini-
ciones anteriores:

En el sentido débil, denotaremos Hom, (%, Z) a la 2-categoria en la que
los objetos son los 2-funtores de € en 2, las flechas son las transformaciones
pseudonaturales y las 2-celdas son las modificaciones.

En el sentido estricto, Hom4(€, 2) sera la 2-categoria cuyos objetos son
los 2-funtores de € en %, las flechas son las transformaciones 2-naturales y
las 2-celdas son las modificaciones.



Notamos que se tiene un 2-funtor Hom,(%6) — Hom,(%€) que es fiel pero
no es pleno. Y para cualquier par de 2-funtores F', GG, el funtor

Homy(€)[F,G] = Hom,(%)[F,G]

si es plenamente fiel.

1.3. Equivalencias de 2-categorias y 2-localizacion

Decimos que una flecha f : X — Y es una equivalencia si existe otra
flecha g : Y — X que es interpretada como una “inversa” de f en el sentido
méas general posible, segin el contexto, y que recibe el nombre de cuasi-
inversa de f:

Si f es un morfismo en una categoria, entonces es una equivalencia si
tiene una cuasi-inversa g que es una verdadera inversa (es decir, f es un
isomorfismo).

Si f es un morfismo en una 2-categoria, entonces es una equivalencia si
tiene una cuasi-inversa g : ¥ — X en el sentido de que existen 2-celdas
inversibles idx = gf, fg = idy. Cuando estamos en la 2-categoria Cat,
estas son precisamente las equivalencias de categorias consideradas en la de-
finicion L1l

Observacion 1.12. La cuasi-inversa g esta determinada salvo una 2-celda
inversible.

Siempre pueden elegirse una tal g y 2-celdas inversibles a : idx = fgy
B : gf = 1dy de forma tal que se verifiquen las ecuaciones triangulares:

y faf p y . 9f9g .
X 2N

Observacion 1.13. Sis: X — Y en una 2-categoria % es una equivalencia,
entonces induce equivalencias en las categorias de morfismos:

Para cada objeto Z en €, el funtor s* : €Y, Z] — €[X, Z] dado por
la precomposicion f — fs es una equivalencia de categorias. En efecto, se



tienen t : Y — X y 2-celdas inversibles « : ts = idx, f : st = idy que
nos permiten definir isomorfismos naturales 7 : Idgy,z) = (st)* = t*s* y
0 : Idgx,z) = (ts)* = s*t*. Para cada f en ¢[Y, Z], tenemos una flecha
ny = fB: fst => f (una 2-celda en €) que es un isomorfismo por ser una
composicion Ids* 3 de isomorfismos. Ademaés, ) es natural en f y esto es una
consecuencia de la compatibilidad de las composiciones vertical y horizontal
en ¢. Analogamente, 6, es un isomorfismo natural en g € Ob(¢[X, Z]), y
por lo tanto t* es una cuasi-inversa para s*.

Del mismo modo puede verse que s, : €[Z, X] — €[Z,Y] es una equi-
valencia de categorias.

Maés atin, se tiene la siguiente

Proposicion 1.14. Dada s : X — Y en una 2-categoria €, entonces s es
una equivalencia si y solo si s* : €Y, Z] — €[X,Z] es una equivalencia
para todo Z en € si y solo si s, : €|Z,X| — €[Z,Y] es una equivalencia
para todo Z en €.

En una 3-categoria, una flecha f : X — Y serd una equivalencia si
tiene una cuasi-inversa g : Y — X en el sentido de que existen 2-celdas
1dx = gf, fg = idy que son equivalencias en las 2-categorias de flechas
Hom(X,X)y Hom(Y,Y).

Notamos que 2-Cat es una 3-categoria. De esta manera, el concepto de
equivalencia entre categorias (es decir, una equivalencia en Cat) se extien-
de a 2-categorias, usualmente con el nombre de pseudoequivalencia de 2-
categorias:

Definiciones 1.15. Sean ¢, ¥ 2-categorias, F,G : € — & 2-funtores.

1. Una transformacion 2-natural F' = G es una equivalencia si lo es en
la 2-categoria de 2-funtores Hom (¢, 7).

2. Una transformaciéon pseudonatural F' = G es una equivalencia si lo
es en la 2-categoria Hom,(¢€, 7).

Definiciéon 1.16. Decimos que un 2-funtor F' : ¥ — & es una pseu-
doequivalencia de 2-categorias si existen G : 9 — € y tranformaciones
pseudonaturales 1 : [dy = GF, 0 : FG = Id4 que son equivalencias en
Hom,(€¢,€¢)y en Hom,(2,2), respectivamente.
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El 2-funtor F' sera una pseudoequivalencia de 2-categorias en el sentido
estricto cuando 7 y 0 sean equivalencias en Homy(¢, %) y en Hom(2, ),
respectivamente.

Dada n: FF == (', una transformaciéon pseudonatural entre 2-funtores
F,G € Hom(¥¢,2), tal que cada componente ny es una equivalencia con
cuasi-inversa fx en la 2-categoria &, entonces es posible darle una estructura
pseudonatural a la familia {fy}x para definir asi una cuasi-inversa 6 de n
en la 2-categoria Hom, (%, 7). Este hecho es utilizado frecuentemente en la
literatura pero no hemos podido encontrar una demostraciéon del mismo, es
por ello que aqui incluimos una.

Proposicion 1.17. Sean: F = G : € — 2 una transformacion pseu-
donatural entre 2-funtores. Entonces n es una equivalencia en Hom,(€¢, 7)
st y solo si cada componente nx es una equivalencia en la 2-categoria 2.

Demostracion. Si n es una equivalencia con cuasi-inversa 6, es claro que 6
es una cuasi inversa para 7y, para cada X en €.

Supongamos ahora que cada componente nx es una equivalencia en Z con
cuasi-inversa fx, y sean ay : Oxnx = idrx, Bx : Nx0x = idgx inversibles.
Podemos tomar « y f satisfaciendo las identidades triangulares

0no

y 1o
1 \<i ﬂ;}/ ‘\QQ
0 0 n 7.
Queremos definir una transformacion pseudonatural € cuasi-inversa de 7.

Dado que 7 es pseudonatural, para cada f : X — Y en ¥ existe una
2-celda inversible ny : Gfnx = nyFf en 9

0x
//_\\

~ ~

FX X GX
Ffl //nf le
FY GY.

S ny ~
~ _ -

Oy

Definimos 6y : F f0x = 0y G f como la composicién
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oy Ffox Oy ox Oy GgBx

Ffox —=—= 0y I'f0x =—=0yG fnx0x OyGf.

Por ser una composiciéon de isomorfismos,

0r = (OyG fBx) o (Byn;0x) o (ay' F fOx)
también es un isomorfismo.

Teniendo en cuenta los axiomas de la definicién de tranformacion pseu-
donatural en [I.10, veamos que 6 satisface cada uno de estos.

1) Se verifica 0,4, = Idp,. En efecto, como 7,4, = Id,, y se cumplen las
identidades triangulares para o y [3, entonces

eidX = <9X7;dGXﬁX) (0] (QXIanGX) O (a}lldpxex>
= (0xBx) o (Bxnxbx) o (ax Ox)

= (0xBx) o (ay'bx) = Idy,.

2) Dadas X Ty 2.y , se tiene el segundo axioma de pseudonaturali-
dad (6,Gf) o (Fgby) = 0y

Como 7 es pseudonatural, entonces ng_fl = (ngjil) o (7];1F f) y escribimos

Ogp = (02G9G [Px) o (B21,70x) o (' FgF fox)

= (02GgGfBx) o (02Ggn;'0x) o (0zn, Ff0x) o (ay' FgF fOx)
(1.1)
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(0,Gf) o (Fgby) = (02GgByGf) o[ (020, 0y G f) o (ay' FgbyGf) Jo
[ (FgbyGfBx) o (Fgbyn;'0x) | o (Fgay' F fox)

= (02GgByGf) o[ (0zm,") o (' Fg) 16yGfo
Fgby [ (GfBx) o (n;'0x) | o (Fgay'Ffox)

= (02GgByGf) o[ (0zn,") o (a5 Fg) 10v[ (GfBx) o (ny'0x) |
o (Fgay'Ffox).
(1.2)

El diagrama que sigue representa el lado derecho de la ecuacion (1.2)).

GX Ffox s FY —Frg— FZ
ﬂa;lFfGX Id
GX ——oynwFfox —— FY —Fg— FZ

|

GX —mwFfox > GY
(GfBx)o(n; '0x) ﬂld (0215 ")o(az' Fg)

GX Gf— GY Oy > FY —ozGony — FZ

Id ﬂld

oy — Y ——Fg— FZ

GX Gf s GY 07,Ggny by — F' /7
Id ﬂ@ngﬁy
GX Gf— GY 0,Gg———— F'Z

Como consecuencia de la compatibilidad entre las composiciones horizon-
tal y vertical, puede reescribirse de la siguiente manera:

12



GX Ffox sy FY —Fg—— FZ

ﬂld ﬂ(Hzngl)O(aleg)

GX Ffox y FY —0,Gony — FZ
ﬂa;lFfGX ﬂld
GX ——— oy Ffox ——— FY —0,Gony — FZ
Id
GX —wFfox > GY ———0,Ggnyy —— FZ
1d ﬂ@ZGgBy
GX —wFfox > GY ———— 0,6g———— 7
ﬂ(efﬁx)om;lex) ﬂld
GX if— GY 02Gg —— F'Z.

Componiendo las 2-celdas en el diagrama anterior, horizontalmente y lue-
go verticalmente, y usando las identidades triangulares ya mencionadas,
nos queda la expresion de la ecuacion (|1.1)).

3) Dada ¢: f = ¢g: X — Y una 2-celda en &, veamos que

8,0 G()nx = F (@) o1y

Tenemos

0y 0 F(¢)0x = [(0yGgPy) o (v, 0x)] o [(ay' Fgbx) o (F(4)0x)]

= [(6yGyBy) o (Byn, '0x)] o [(Byny F(¢)0x) o (ay' F fOx)]
(1.3)

Oy G(¢) 0 0r = (0yGgBx) o (OyG(¢)nxbx) o (9Y77,719X) o (ay'FfOx)
= (0yGyPx) o Oy [(G(d)nx) o (n;))0x o (ay' Ffox).
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Como el axioma se verifica para 7, entonces

oy F(9) = G(¢)nx oy

Reemplazando esta expresion en (|1.3)) obtenemos la igualdad que queria-
mos probar.

Lo que queda de la demostracién consiste en exhibir modificaciones in-
versibles p:nof — Idg: G= Gy A :0on— ldp: F = F.

Definimos ux = fx : nx0x = tdgx, para cada X. Dada f: X — Y,
queremos ver que

(Idg)g o (Gfpux) = pyGfo(nob);.

Como (Idg)y = g, py = By, px = Bx y (no8); = (ny0y) o (etayOx),
entonces la igualdad requerida es

(GfBx) = ByGfo(nyty)o (nbx).

Por definicion de 6 y usando la ecuacion nyay Ff = By ny F f se tiene

(ByGf) o (nyby) o (nebx) = ny[(Oy G fBx) o (Byny'0x) o (ay' F fOx)] o (10x)

= (ByGf) o (mybyGfBx) o (nybyn; 0x)
o (nyay' FfOx) o (n;0x)

= (ByGf)o (mybyGfBx)o (By Gfnxbx)
= (ByGf)o (By'G[fBx)

=G fPx.
Por lo tanto, 4 es una 2-celda inversible en Hom,,(F, F).

Definiendo Ax = ax para cada X, podemos demostrar con una cuenta
similar que A es una modificacion inversible.

[]
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Observacion 1.18. La proposiciéon anterior no vale para transformaciones
2-naturales. Es decir, una transformacion 2-natural que es una equivalencia
punto a punto no necesariamente es una equivalencia en Homy(¢, 2).

Definicion 1.19. Sean € una 2-categoria y 3 una subclase de morfismos.
La 2-localizacion de € con respecto a X es una 2-categoria €’ [X '] junto con
un 2-funtor ¢ : € — €[27!] tales que

1. ¢q(s) es una equivalencia para todo s € ¥;

2. para toda 2-categoria &, g induce una pseudoequivalencia de 2-categorias
dada por la precomposicion

¢ : Hom,(€¢|X7',9) — Hom,(¢,D),

donde Hom,, (%, D) consiste de los 2-funtores que mandan los elemen-
tos de X en equivalencias.

Observacién 1.20. La 2-categoria €[~ '] queda caracterizada salvo pseu-
doequivalencias.

Observacion 1.21. La definiciéon de 2-localizaciéon que hemos dado es una
adaptacion al contexto de 2-categorias de la definicion de localizacion de
bicategorias (ver [10]).

Decimos que el 2-funtor g es la 2-localizacion en el sentido estricto si el
2-funtor inducido ¢* es una pseudoequivalencia de 2-categorias en el sentido
estricto, de acuerdo a la definicion [I.15]
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2. Categorias de Modelos

Las categorias de modelos fueron introducidas por Quillen ([I1]) como un
escenario en el cual es posible desarrollar una teoria de homotopia abstrayen-
do ciertas propiedades que encontramos en el contexto particular de espacios
topologicos y que son comunes a muchos ejemplos conocidos. Una categoria
de modelos consiste de tres clases distinguidas de flechas F (fibraciones), coF
(cofibraciones) y W (equivalencias débiles) cumpliendo ciertos axiomas que
codifican sus propiedades. Si bien en la teoria de homotopia asociada a una
categoria de modelos lo que se quiere es invertir formalmente los elementos
de la clase W, tanto fibraciones como cofibraciones son esenciales a la hora
de hacer posible una teoria que va mas alla de una simple localizacion.

La definicién que usaremos nosotros es mas fuerte que la definicion ori-
ginal y es la que Quillen introduce con el nombre de categoria de modelos
cerrada, en la que cualesquiera dos de las tres clases distinguidas de morfismos
determinan la tercera.

En general, no es facil demostrar que una categoria admite una estructura
de modelos, por lo que s6lo mencionaremos algunos de los ejemplos més
usuales, haciendo especial énfasis en la categoria 7 op de espacios topoldgicos.

2.1. Axiomas y definiciones

Definiciéon 2.1. Sea 2" una categoria. Decimos que un morfismo f en 2~
tiene la propiedad de levantamiento a izquierda con respecto a un morfismo
g si todo problema de la forma

tiene una solucién h, no necesariamente tnica, que hace conmutar ambos
triangulos. Equivalentemente, decimos que ¢ tiene la propiedad de levanta-
miento a derecha con respecto a f.

Definicion 2.2. Dadas f : X — Y, g : X’ — Y’ en una categoria 2,
entonces f es retracto de g si existe un diagrama conmutativo:
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idx
X ox_=x
fl o| jf
Y=y

idy

La siguiente es una definicion tratada por Goerss y Jardine en [4], e
introducida por Quillen ([TI1]) de manera equivalente.

Definicion 2.3. Una categoria de modelos es una categoria € provista de
tres clases de morfismos F, coF y W, que llamamos, respectivamente, Fi-
braciones, Cofibraciones y Equivalencias Débiles, satisfaciendo los siguientes
axiomas.

M1 % tiene limites finitos y colimites finitos.

M2 Si una cofibracién es ademas una equivalencia débil, entonces tiene la
propiedad de levantamiento a izquierda con respecto a cualquier fibra-
cion.

Si una fibracion es ademas una equivalencia débil, entonces tiene la pro-
piedad de levantamiento a derecha con respecto a cualquier cofibracion.

M3 Si f esretracto de g y g es una fibracion, una cofibracién o una equivalen-
cia débil, entonces f también lo es. Ademas, las tres clases son cerradas
por composicion y contienen todas las identidades.

M4 Todo morfismo f en € puede ser factorizado de dos maneras:
(i) f = pi, donde p es una fibraciéon e i es una cofibraciéon y también

es una equivalencia débil;

(ii) f = pi, donde p es una fibracién y también es una equivalencia
débil e 7 es una cofibracion.

M5 Sean X —1 5V —2 4 Z en . Si dos de los tres morfismos figy

gf son equivalencias débiles, entonces los tres lo son.

17



2.4 Dualidad. Un objeto X € % pensado en la categoria dual formal se
denota X € €°P. Los morfismos no cambian la notacion y se tiene que una

flecha X —L >V en € es una flecha ¥ —L> X en .

Los axiomas de la definicién son auto-duales. Dada una categoria de
modelos ¢, la categoria opuesta también admite una estructura de modelos,
donde un morfismo f :Y — X en € es

1. una equivalencia débil si f: X — Y loesen %.
2. una cofibracion si f es una fibracién en % .

3. una fibracion si f es una cofibracion en €.

Observamos que, por el axioma M1, en una categoria de modelos siempre
disponemos de un objeto inicial y de un objeto terminal, denotados 0 y 1,
respectivamente.

Definicion 2.5. Un objeto X en una categoria de modelos € es fibrante si
X — 1 es una fibracion, y es cofibrante si 0 — X es una cofibracion.

Definicién 2.6. Una (co)fibracion es trivial si ademés es una equivalencia
débil. Usaremos la siguiente notacion:

(i) -—o—=- (equivalencias débiles)
(ii) -—- (fibraciones) y -—o=>- (fibraciones triviales)

(ili) ->——- (cofibraciones) y ->——- (cofibraciones triviales)

2.2. Ejemplos
2.2.1. Espacios Topolégicos

Definicion 2.7. Una funcién continua f : X — Y entre espacios topologi-
cos es una equivalencia homotopica débil si induce un isomorfismo de grupos
de homotopia f, : m,(X,z9) — m.(Y, f(z0)) para todo n > 0, para todo
Xg € X.

Definicion 2.8. Una funcién continua p : X — Y es una fibracion de Serre
si tiene la propiedad de levantamiento a derecha con respecto a las inclusiones
D"'>—— D" x [0,1] ,n > 0.

18



Dn

X
/7

| )

Yy

D" x [0,1] —

La categoria Top de espacios topoldgicos admite una estructura de ca-
tegoria de modelos, donde las equivalencias débiles VW son las equivalencias
homotoépicas débiles, las fibraciones F son las fibraciones de Serre y las cofi-
braciones CoF son aquellas funciones continuas con la propiedad de levanta-
miento a izquierda respecto de toda funcion en F N W.

Algunas caracterizaciones de las clases F y CoF resultan tutiles a la hora
de demostrar los axiomas:

1. las fibraciones triviales son aquellas funciones continuas que tienen
la propiedad de levantamiento a derecha respecto de las inclusiones
Snle = D" n >0

2. una funcién continua es una cofibracion trivial si y sélo si es una cofi-
bracién y un retracto por deformacion fuerte.

Con estas caracterizaciones se puede ver que cualquier espacio topologico
es un objeto fibrante y la clase de objetos cofibrantes incluye a la familia de
CW-complejos.

La categoria Top tiene todos los limites y colimites pequenos. Ademas,
por la definicion de equivalencia débil, es evidente que el axioma M5 se verifi-
ca. En cuanto a M3, por funtorialidad de 7, y la conmutatividad del diagrama
de la definicion [2.2] puede verse que la clase W es cerrada por retractos. Tan-
to para JF como para coF el argumento es muy similar y esta basado en el
siguiente resultado categorico (junto con su version dual):

Si 1 es retracto de j y j tiene la propiedad de levantamiento a derecha
con respecto a f, entonces i tiene la propiedad de levantamiento a derecha
con respecto a f.
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En relacion al axioma de levantamiento M2, s6lo hay que ver la segunda
parte, ya que la primera es inmediata de la definicién de cofibraciéon. Dada una
funcion f: X — Y en FNW, consideramos una factorizacion f = pi donde
p es una fibracién e 7 es una cofibracion trivial y, luego, las tres funciones estan
en W. Como f es cofibracion y p una fibracion trivial, existe un levantamiento

d en el diagrama conmutativo —Z; y, por lo tanto, f es retracto de 1.

d
157 |»

/

Dado que la clase de morfismos con la propiedad de levantamiento es cerrada
por retractos, f tiene dicha propiedad.

Notamos que, partiendo de las caracterizaciones de fibraciones trivales y
cofibraciones triviales que mencionamos antes, estas demostraciones de los
axiomas s6lo usan argumentos puramente categoricos.

Resta la mayor dificultad, que estéd en probar la existencia de las facto-
rizaciones de M4, y para ello se emplean ciertas propiedades de los espacios
topologicos y las funciones continuas. La demostracion de este axioma suele
basarse en un argumento introducido por Quillen en [11] con el nombre "small
object argument”, que es una manera de producir factorizaciones cuando las
fibraciones estédn caracterizadas por tener la propiedad de levantamiento a
derecha respecto de cierto conjunto de morfismos.

Podemos encontrar estas demostraciones con todo detalle en [2] y [7].

2.2.2. Complejos de cadenas de mo6dulos sobre un anillo

Sean A un anillo con unidad y Mod 4 la categoria de A-modulos a izquier-
da.

Se define la categoria Chy de complejos de cadenas (graduados positiva-
mente) sobre Mod4 como aquella en la que cada objeto M, consiste de una fa-
milia {Cj }x>0 de A-modulos junto con morfismos de borde 0 : My — M4
para todo k > 1 tales que 9> = 0; y una flecha f : My — N, en Chy4 es una
coleccion de morfismos de A-modulos f, : M —> Ny tales que fr_10 = 0f3.

La categoria C'h4 resulta una categoria de modelos, donde un morfismo
f: My — Ng es

1. una equivalencia débil si f induce isomorfismos fy, : Hy(M) — Hy(N)
para todo k > 0, siendo Hy(-) el k- ésimo grupo de homologia;

2. una cofibracion si fr es un monomorfismo y ademas su co-nticleo es un
A-modulo proyectivo, para cada k > 0;
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3. una fibracion si fr es un epimorfismo, £ > 0.

Como en el caso de espacios topologicos con los funtores m,, los axio-
mas M3 y M5 son una consecuencia de la funtorialidad de la homologia
H, : Chy — Mod,. La categoria Ch, tiene todos los limites y colimi-
tes pequenos, que se calculan gradualmente. En cuanto a los axiomas de
factorizacion y levantamiento de morfismos, estos se obtienen de algunas
construcciones que requieren de las siguientes caracterizaciones:

1. Sea f: M, — N, un morfismo en Ch 4.

Consideramos el pullback 7, 1(M) x N,——-—-=N,, donde
Zn_1(N)
|
i
Zn_1(M) Zn-1(N)

Zn(+) denota el n-ésimo ciclo del complejo.

Son equivalentes:

i. fes una fibraciéon trivial;

ii. el morfismo inducido M,, — Z,, (M) x N, es un epimorfis-
Zn_1(N)

mo para todo n > 0.

2. Para cada n > 0, denotamos D} al complejo tal que D! = D' | = A,
D} =0 para todo k #n,n—1y 0: D} — D;_, es la identidad.

Un morfismo f : M, — N, es una fibracién si y so6lo si tiene la
propiedad de levantamiento a derecha respecto de 0 — D7 para todo
n > 0:

0 —— My

7
// l/fk
Ve

Las demostraciones de estas caracterizaciones y de los axiomas se encuen-
tran en [I2]. En otra version [2], contamos con una demostracion del axioma
de factorizacion basada en el argumento del objeto pequeno.
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2.2.3. Conjuntos simpliciales

Sea SSet la categoria de conjuntos simpliciales X : A’ — Set y trans-
formaciones naturales. Denotamos d; : X,, — X,,_; (para cada n) a la
1-ésima cara de X y s; : X, — X,,11 a la i-ésima degeneracion de X. Un
n-simplex de X es no degenerado si no esta en la imagen de ningun s;.

Recordemos algunos ejemplos de conjuntos simpliciales:

1. Paran € N, el funtor representable A" := Homa(—, [n]) : A — Set
es el n- simplex estandar. Por el Lema de Yoneda ([§] Ch.III §2), existe
una biyeccion Homgge (A", X) ~ X,,, natural en X.

Si consideramos la categoria A | X (la categoria de “elementos” de X),
donde los objetos son las flechas A" — X (n > 0), entonces podemos
escribir a X como un colimite de funtores representables [T}

~ 1 n
X ~ colim A

A"— X

2. El conjunto simplicial A™ es el subconjunto de A™ formado por todos
sus simplices menos el inico n-simplex no degenerado. Este es el borde

de A".

3. El funtor A} : A — Set es el conjunto simplicial formado por la
unién de todas las caras de A™ menos la k-ésima.

Uno de los conceptos importantes a considerar en esta categoria es el de
la realizacion geométrica, que nos permite interpretar a los conjuntos sim-
pliciales (que se obtienen “pegando” simplices a través de sus bordes) como
CW-complejos (que se obtienen pegando celdas a través de sus bordes), y
viceversa. Se define la realizacion geométrica de A™ como la cépsula convexa
de los vectores de la base canénica de R™™! dotada de la topologia subespa-
cio (es decir, es el n-simplex topologico estandar). Esta definicion se extiende
a cualquier conjunto simplicial X tomando el colimite |X| := colim [A"].

Ar— X
De hecho, | X| es un CW-complejo con una n-celda por cada n-simplex no
degenerado de X (ver [9]).

IEste es un caso particular de la caracterizaciéon de todo funtor contravariante a valores
en Set (“prehaz”’) como colimite de funtores representables (ver [§] Ch.III §7).
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La realizacion geométrica | - | : SSet — Top es funtorial y tiene un
adjunto a izquierda, que es el funtor singular S : X € Top — S(X) € SSet
definido como S(X), := Hom(A", X), n > 0.

La categoria SSet es una categoria de modelos, donde f: X — Y es

1. una equivalencia débil si su realizacion geométrica |f| : | X| — [Y| es
una equivalencia débil de espacios topologicos;

2. una fibracion si tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto
de las inclusiones A} — A", para todon > 1y 0 < k < n (fibraciéon
de Kan);

3. una cofibracion si es un monomorfismo (es decir, f, : X;,, — Y,, es una
funcion inyectiva para todo n).

Los objetos fibrantes en SSet son los complejos de Kan y cualquier objeto
es cofibrante.

Observacion 2.9. En SSet, asi como en Top, las fibraciones triviales son
aquellos morfismos con la propiedad de levantamiento a derecha respecto a
las inclusiones OA™ < A", n > 1,

OA" —= X

|

A" — Y.

Como consecuencia de la adjuncion S = | - |, una flecha p : E — B en
Top es una fibracion trivial si y solo si S(p) lo es en SSet. En efecto, existe
una correspondencia entre los diagramas que son de la forma

0A"|—=E vy 9A" —= S(E)

7 7
R

A" — B A"~ S(B)

en Topy SSet, respectivamente.
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2.2.4. Categorias pequenas (Estructura de modelos de Thomason)

La categoria Cat de categorias pequenas puede verse como una categoria
de modelos de dos formas diferentes. Una de ellas es la estructura canoéni-
ca, donde las equivalencias débiles son las equivalencias de categorias. La
otra es la estructura de modelos de Thomason, en la que un morfismo F' en
Cat es una equivalencia débil si y sélo si tomando el nervio obtenemos una
equivalencia débil NF en SSet.

Para explicitar un poco mas la estructura de Thomason necesitamos al-
gunas definiciones previas:

Dada una categoria pequenia C, definimos N (%), el nervio de €, como
el conjunto simplicial cuyos vértices son los objetos de €y, para n > 1, los
n-simplices son las n-tuplas de morfismos componibles en €. La i-ésima cara

d; : N(€),, —> N(€),_1 es la funcion dada por
(fla -"7fi717fi7fi+17 "'?f’l’L) = (fb "'7fi717fi+17 "'>fn)7

mientras que la i-ésima degeneracion s; : N(€), — N(%€)n+1 consiste en
insertar la flecha identidad correspondiente en el lugar i-ésimo de cada tupla

(frs oo fis fiay oos fu) = (f1y o fisid, fivasons f)-

Por ejemplo, tomando la categoria € con objetos x,y,z y dos morfismos
componibles f:x —y, g : y — 2, entonces N(€) = A?.

gf

7N N

r——y—2z

Mas generalmente, pensando al conjunto ordenado [n| = {0,1,...,n} como
una categoria, se tiene N([n]) = A™.

Dada una flecha F' : € — % en Cat, N(F) : N(¢) — N(2) es la
transformacion natural cuyas componentes N(F), : N(%),, — N(Z), son
(foy ooy fne1) —> (E'fo, ..., F'fu_1). Obtenemos de esta manera una asignacion
funtorial N : Cat — SSet.

El nervio N tiene un adjunto a izquierda, denotado ¢ : SSet — Cat.
Para cada conjunto simplicial X, ¢(X) es una categoria tomando como ob-
jetos a los vértices de X, y los morfismos son generados libremente por los
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1-sfmplices de X y cocientando por las relaciones diz = dyxdsx para todo
2-simplex x (3] Ch.II §4).

La subdivision del n-simplex estandar es un conjunto simplicial SdA™ que
se define como el nervio aplicado al poset de subconjuntos no vacios de [n].
Asi, por ejemplo, SdA? esta dado por los siguientes vértices, 1-simplices no
degenerados y 2-simplices no degenerados:

{1}

RN

{0,1} {1,2}

N
{0,1,2}
{0} {0,2} ——{2}

Esta definicion se extiende a cualquier conjunto simplicial X tomando el

colimite SdX := colim SdA"™. La asignacion Sd : SSet — SSet también
An— X

es funtorial y tiene un adjunto a derecha Ex(X), := Homgse (SdA™, X).
Luego, se tiene una adjuncion (Sd)? 4 (Ex)?, donde (Sd)*(X) = Sd(Sd(X))
y (Ex)2(X) = Ex(Ex(X)).

Esto induce un par de funtores adjuntos entre la categoria SSet y la
categorfa Cat dados por las composiciones ¢(Sd)? y (Ex)?N

(Sd)? ¢
— X

— X\
SSet 1 SSet 1 Cat.
N~ N~—
(Fx)? N
Un morfismo F' en Cat es
1. una equivalencia débil si (Ex)?NF es una equivalencia débil en SSet,

2. una fibracién si (Ex)2NF es una fibracion en SSet,

3. una cofibracion si tiene la propiedad de levantamiento a izquierda res-
pecto de las fibraciones triviales.
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La categoria Cat es una categoria de modelos con W, F y coF como
acabamos de definir. Thomason (|I3]) demuestra que, efectivamente, se veri-
fican los axiomas de categorfas de modelos, y toda la dificultad se concentra
en M2 (la parte no trivial de M2 en este caso) y en M4.

Con esta estructura se tiene que

F' es una equivalencia débil en Cat si y solo si NF lo es en SSet,

y puede verse que el nervio N induce una equivalencia entre las categorias
homotoépicas de Quillen Ho(Cat) y Ho(SSet).

(Ex)2N
Por otro lado, los funtores Cat SSet satisfacen las hipotesis del
c(Sd)?
teorema de equivalencia entre teorias de homotopia establecido por Quillen
(JI1], Ch.I §4.) y, luego, este par de funtores adjuntos también induce una
equivalencia entre la clasica localizacion de SSet y la localizacion de Cat
con respecto a las equivalencias débiles.

2.3. Determinacion

En una categoria % la estructura de modelos queda determinada por dos
de las tres clases distinguidas F, coF, W. Esto serda una consecuencia de los
siguientes resultados.

Lema 2.10. Si f = hg es un morfismo en una categoria X tal que f tiene
la propiedad de levantamiento a izquierda con respecto a h, entonces f es
retracto de g. Dualmente, si f tiene la propiedad de levantamiento a derecha
con respecto a g, entonces f es retracto de h.

Demostracion. Si escribimos f: X — Y, g: X — Zyh:Z — Y, como
f tiene la propiedad de levantamiento con respecto a h y f = hg, existe un
morfismo [ que hace conmutar ambos triangulos en el diagrama

x-4.z7

Por lo tanto, tenemos
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donde hl = idy, y luego f es retracto de g.
Por dualidad, f es retracto de h si tiene la propiedad de levantamiento
con respecto a g.

O
Proposicion 2.11. Sea € una categoria de modelos.

(i) Un morfismo en € es una cofibracion (cofibracion trivial) si y sdlo
st tiene la propiedad de levantamiento a izquierda con respecto a toda
fibracion trivial (fibracion).

(i) Un morfismo en € es una fibracion (fibracion trivial) si y sélo si tiene
la propiedad de levantamiento a derecha con respecto a toda cofibracion
trivial (cofibracion).

Demostracion. Sea f : X — Y en % con la propiedad de levantamiento
a izquierda respecto a la clase F y sea f = pi una factorizaciéon, con 17
una cofibracion trivial y p una fibracién. Por el lema previo, f es retracto
de 7. Dado que las tres clases son cerradas por retractos, f es también una
cofibracion trivial. Por otro lado, el axioma M2 garantiza que toda cofibracion
trivial tiene dicha propiedad de levantamiento.

Como para el resto de los casos el argumento es muy similiar, podemos
concluir la demostracion.

]

Observacion 2.12. La proposicion anterior nos dice que la clase F queda
determinada por (coF, W) y la clase coF esta determinada por (F,W).
Ademas, un morfismo f es una equivalencia débil si y sélo si admite una
factorizacion f = pi, donde p es una fibracion trivial e ¢ es una cofibracion
trivial: la implicacion (=) se debe a los axiomas M4 y M5, mientras que la
reciproca es evidente ya que la clase VW es cerrada por composicion.

Proposicion 2.13. Si € es una categoria de modelos, entonces las clase de
cofibraciones y de cofibraciones triviales son ambas estables por pushouts. Las
fibraciones y las fibraciones triviales son clases estables por pullbacks.
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Demostracion. Nuevamente, la segunda afirmaciéon del enunciado se obten-
dra de la primera por un argumento de dualidad.

Sean ¢ : X — Y una cofibracion y f : X — Z cualquier morfismo en
% . Consideramos el pushout de ¢ y f

f

X—7

y queremos ver que j € CoF. Por la proposiciéon anterior, es equivalente
ver que j tiene la propiedad de levantamiento a izquierda con respecto a
toda fibracion trivial. Sea, entonces, p € F N W, junto con un diagrama
conmutativo

7 0 xr

W—/>Y/
g

Como 17 tiene dicha propiedad de levantamiento, existe un morfismo dia-
gonal d : Y — Y’ haciendo conmutar un nuevo diagrama:

x-toz I x

/7
l d_ - l
7 _ - p

g

De la propiedad universal del pushout se obtiene una flecha h : W — X’
tal que hg = dy hp = f'. Ademés, de la unicidad del morfismo que sale de W
como consecuencia de la misma propiedad universal se deduce que ph = ¢'.

Para el caso en el que i es una cofibracion trivial la demostraciéon es
anéloga: la diferencia esta en usar la correspondiente version de la proposicion

211 O

Aclaracion 2.14. Si bien F (FNW) y co# (coF NW) son clases cerradas
por pullbacks y pushouts, respectivamente, no es cierto que la clase W de
equivalencias débiles tenga alguna de estas propiedades.

Los siguientes ejemplos, propuestos por Jonathan Barmak, muestran que
las equivalencias débiles no son estables por pullbacks ni por pushouts en la
categoria de modelos de espacios topologicos.
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Sea I = [0, 1]. Tomamos el pullback del diagrama {x},

|

S0t T
donde 7 es la inclusion de S° = {0,1} en el intervalo, y la funcion {*} — I
es una equivalencia homotopica (en particular, equivalencia débil). Si esta
ultima manda al punto en el 0 o el 1, el pullback es

{x} —{*}

L,

SO0t o7

y si manda al punto en cualquier otro elemento de [ distinto de 0 y 1 el
pullback es

) ——{*}

L]

S0t T

Cualquiera sea el caso, el pullback de {*} — I no es equivalencia débil. Esto
muestra que la clase YW no es cerrada por pullbacks en 7T op.

Por otro lado, sean I — {x} la funcién al punto y exp : I — D? la funciéon
dada por t — e*™. Tomando el pushout, obtenemos

-\[ e:r:p ‘DLz
(s} —= D%,

La funcién del intervalo al punto es una equivalencia homotopica, pero el

2
cociente D? —3 D /g1 =~ S? no es equivalencia débil. Asi, las equivalencias
débiles no son estables por pushouts en 7T op.
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3. La 2-categoria homotopica Ho(%)

Quillen ([I1]) introduce las nociones de cilindro y de homotopia desarro-
llando una teoria asociada a una categoria de modelos %. Demuestra que
las homotopias definen una relacién de equivalencia en los morfismos de la
subcategoria plena &, de objetos fibrantes-cofibrantes y, cocientando por es-
ta relacion de equivalencia, construye una categoria 7€, cuyos objetos son
los objetos de €%. y los morfismos son clases de flechas en €%.. El funtor
G — TEy. resulta equivalente a la localizacion que se obtiene inviertiendo
los elementos de la clase W de equivalencias débiles.

En esta seccion estudiaremos una version anéaloga a la construccion de la
categoria homotopica de Quillen. Fijada una categoria de modelos €, que-
remos definir una 2-categoria Ho(%') cuyos objetos y flechas sean como en
% y cuyas 2-celdas estén dadas por homotopias entre flechas, con el objetivo
de obtener resultados relativos a la 2-localizacién de % respecto de la clase
W. Este sera un caso particular de la version 2-dimensional presentada por
Descotte, Dubuc y Szyld ([I]) en una exposicion en la que introducen el con-
cepto de bicategoria de modelos y desarrollan, en este contexto, una teoria
cuyo resultado principal es el teorema de la 2-localizacion.

Daremos una definiciéon de cilindro méas general que la definicion de Qui-
llen, y consecuentemente obtendremos una definicién de homotopia también
més general. Con g¢-cilindro y g-homotopia nos referiremos a las nociones
originales introducidas por Quillen, para distinguirlas de estas nuevas defini-
ciones. Esto nos permitiré establecer una apropiada relacion de equivalencia
entre homotopias, que depende s6lo de la clase de equivalencias débiles W,
y ademés nos permitira componer homotopias de forma tal que esta compo-
sicién resulte compatible con dicha relacion, y se verifiquen los axiomas de
2-categoria.

Una vez definida la 2-categoria Ho(%), la inclusion i : € — Ho(%)
no sera precisamente la 2-localizacion de ¥ ya que, en general, no manda
equivalencias débiles en equivalencias, y es por esta razén que necesitaremos
restringir el funtor ¢ a la subcategoria de objetos fibrantes-cofibrantes para
quedarnos con una sub-2-categoria Hos.(¢) de Ho(%'). Usando los axiomas
de la definicion 3.3, podremos ver que i : €r. — Hoy.(€) es la 2-localizacion
de €. respecto de W.

Tomando el funtor my de componentes conexas, obtendremos los resulta-
dos de Quillen como una consecuencia de esta construccion.

30



3.1. Homotopias de Quillen

Definiciéon 3.1. Un ¢-cilindro C = (W, dy, d;, s) para un objeto X en € es
una factorizacion de la codiagonal

Vx

(@)

X[IX w d X,
donde (3‘;) es una cofibracion y s es una equivalencia débil.

Dualmente, un g¢-path object P = (V,p,d1,0) para un objeto Y es una
factorizacion de la diagonal

Ay
yl o Ly W vy,

con (g, d1) una fibracion y o una equivalencia débil.

Observacion 3.2. Dado X en %, diremos que un ¢-cilindro C' es fibrante si
s: W — X es una fibracion.

Por el axioma M4, existe al menos un g¢-cilindro fibrante para X, que se
obtiene factorizando la codiagonal Vx de la siguiente forma

Vx

X[IX X,
v
() -
R 1
Lema 3.3. Si X es cofibrante y C' = (W, dy, dy, s) es un g-cilindro para X,

entonces dy y di son cofibraciones triviales.

Demostracion. Dado que idyx y s son equivalencias débiles, y que sdy = idx
y sdy = idx, por el axioma M5 obtenemos que dy y d; son equivalencias
débiles.

Por otro lado, tenemos el pushout

0 X
-
X —X]IX
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Como 0 — X es una cofibracion y la clase CoF es cerrada por pushouts, se

. . . . d . d .
tiene que ig e i; son cofibraciones y, luego, dy = (d(l’) oigy dy = (di) o1y lo
son también.

Definiciéon 3.4. Sean f,g: X — Y en %. Una ¢-homotopia a izquierda
H : fa==>g con g¢-cilindro C = (W,dy,d;,s) (para X) es un morfismo
h:W —Y tal que hdy = f y hd, = g.

hy

Y

()
X[Ix ! W
\\\\ S
Vx y
X

Diremos que H es fibrante si es una homotopia con cilindro fibrante.

Analogamente, una g-homotopia a derecha K : f=a=~g con ¢-path-
object P = (V, g, 01,0) (para Y) es un morfismo k : X — V satisfaciendo

Sok = f v o1k =g.
Co) v &Y,

N, ////
0'\ Ay
Y

En adelante, trabajaremos sélo con homotopias a izquierda.

Lema 3.5. Sean f,g,l : X — Y, ysean H : fa~~>gqg, H : g~=1
dos q-homotopias con cilindros C y C', respectivamente. Si X es cofibrante,
entonces existe una g-homotopia H" : f~==~1 con cilindro C", donde C"
se obtiene del pushout de dy y dj.

Demostracion. Como X es cofibrante, dy, dy,d; y dy son cofibraciones trivia-

les.
El pushout de d; y dj, nos permite definir un cilindro C* como podemos ver

en el siguiente diagrama
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AT
N T

"

Dado que sdy = idx = s'dy, por la propiedad universal de W”, exite s”
que factoriza tanto a s como a s’. Ademés, como d; y df, son cofibraciones
triviales, por M3 « y [ también lo son. Luego, del axioma M5 y del hecho
de que s y s’ son equivalencias débiles, se deduce que s” es una equivalencia

e . . d!’
débil. Si escribimos dfj = ady y df = d}f3, entonces se tiene que ( dEI),) es una
cofibracion:

Consideramos los pushouts

!
()
dl

do

XX Wy X %
d1+idx B 10 20
WX (&) W XX do-tidx WX,
1

y se tiene que (CZ) y do + idx son ambas cofibraciones, porque (39) y dy lo
1
son. Luego,

1!
(%)
dy

m
do+idx dy
_ >

X]IX WX —2 =W

es también una cofibracion.
Asi, C" = (W",djj, d],s") es, efectivamente, un g-cilindro para X.

Nuevamente, de la propiedad universal del pushout se tiene una ¢g-homotopia
H" de f al con cilindro C”. En efecto, ampliamos el diagrama anterior de
la siguiente forma
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do

donde la existencia del morfismo h” se debe a que hdy = g = h'dj, y
obtenemos, por lo tanto, H” : f~~=~1 dada por H" = (C”,h"). O

Observacion 3.6. Para construir la categoria homotopica de una categoria
de modelos %, Quillen demuestra que las homotopias definen una relaciéon de
equivalencia entre los morfismos de la subcategoria plena de objetos cofibran-
tes, v el lema anterior se corresponde con la transitividad de esta relacion
entre flechas. En nuestro caso, dadas H : fa~~g¢g y H' : g~=>1, podemos
pensar a la homotopia H” de este resultado como una manera de definir la
composicion vertical H o H'. Sin embargo, si bien las homotopias se compo-
nen cuando los objetos son cofibrantes, esta composiciéon que acabamos de
exhibir no determina ni una 2-categoria ni una bicategoria. Es necesario, por
lo tanto, definir una adecuada relacion de equivalencia entre homotopias, de
manera que si tomamos como 2-celdas a las clases de equivalencia se verifi-
quen, entonces, los axiomas de 2-categorias. La categoria asi obtenida tendra
todas sus 2-celdas inversibles (ver lema [3.21]).

Comentario 3.7. En 7T op, el pushout que permite definir la composiciéon
vertical anterior es precisamente el cilindro que se obtiene pegando los pri-
meros dos, definiendo asi una nueva homotopia como consecuencia del lema
del pegado:
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3.2. Construccion de Ho(%)

Recordemos que el problema que queremos resolver consiste en definir
una 2-categoria Ho(%') junto con un 2-funtor i : 4 — Ho(%) que tenga la
propiedad universal de la 2-localizacion:

€ : Ho(F) (3.1)

para todo 2- funtor F': ¢ — 2 tal que F(W) C Equiv(2).

Con el objetivo de establecer una relaciéon entre homotopias para que sean
parte de la estructura de 2-categoria de Ho(%), en adelante vamos a trabajar
con una generalizacion de los cilindros y de las homotopias de Quillen que ya
conocemos. Estas nuevas definiciones pueden ser introducidas en el contexto
de una categoria con una tunica clase de morfismos ¥ conteniendo a las iden-
tidades, y por el momento trabajaremos con estas nociones prescindiendo de
la estructura de modelos de % .

Definicion 3.8. Sea ¥ una familia de morfismos en una categoria € conte-
niendo a todas las identidades. Un cilindro C = (W, Z,dy, d;, s, z) para un
objeto X en % es una configuracion
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do

X———=Ww,
d1 /
x /s
Z

donde s € ¥ y sdy = sd; = .

Una homotopia (a izquierda) H = (C, h) de f a g con cilindro
C = (W,Z dy,dy,s,z) es una flecha h : W — Y cumpliendo hdy = f y
hd; = g. Notamos, como antes, H : fa~~~g¢.

f
A
=% w_r» ’y

d1 /
xT /s
7z

3.2.1. Clases de equivalencia de homotopias

La relaciéon de equivalencia que buscamos se desprendera de la siguien-
te observacion, que ademas sugiere como debemos definir el 2-funtor F' del
diagrama [3.1] en las clases de homotopfia.

Observacion 3.9. Sea Z una 2-categoria y consideremos en ¥ el siguiente
diagrama conmutativo

TN

h

do
X\ /BW Y

d
Z

donde el morfismo s es una verdadera equivalencia .
Para cada objeto X’ en &, s induce un funtor plenamente fiel

36



21X\ W] —= 21X, 7]

y, tomando X " = X, existe entonces una tnica 2-celda C: dy = d; tal

que sC' = x (ver :

do sdo=x
X Yo W57 = X Yid, YA
d1 sdi=x

Sean ahora € —= 2 un 2-funtor que manda las flechas de la clase X
en equivalencias, y H = (C,h) una homotopia de f a g en % con cilindro
C= (I/V, Z, do, dl, S, CL’)

Aplicando F' al diagrama en la definicion resulta

Ff
m
Fd,
FX - rw—*™" .y,
Fdy
A
Fz

que es un diagrama conmutativo en Z. -
Como F's es una equivalencia, hay una tnica 2-celda F'C': Fdy = Fd,
que satisface F'sFC = Fux.

Definicién 3.10. Dada una homotopia H = (C,h) en ¢ y dado un 2-funtor
F : ¢ — 2 que manda la clase ¥ en equivalencias, definimos una 2-celda
FH en 9 como FH := FhFEC : Ff = Fg, donde F'C : F'dy = F'd; es la
unica tal que FsFC = Fux.

Definicion 3.11. Sean f,g: X — Y morfismosen ¢y H,H' : f~a~~g¢g

dos homotopias. Decimos que H ~ H’ si y solo si FH = FH' para todo
2-funtor F': ¢ — Z tal que F(X) C Equiv(2), para toda 2-categoria Z.
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Mas generalmente, dadas homotopias f Ao g N y f U q Lo ,
decimos que (K, H) ~ (K',H') si y solo si FKoFH = FK'o fﬁ’, para
todo 2-funtor F': ¥ — Z que manda la clase ¥ en equivalencias de Z.

Es claro como de esta manera podemos establecer una relaciéon de equi-
valencia entre secuencias de homotopias componibles. Definimos una 2-celda
en Ho(%) como la clase [H,, ..., H;] de una secuencia finita de homotopias

fog@fy--fnqw@éfn , donde

(Hpy ..oy Hy) ~ (K, ..., Ky) siy solo si F/PTn 0..0 Ff?l = F{Ial 0..0 F[?l
Veamos que, asi, Ho(%) es efectivamente una 2-categoria.

3.2.2. Composicién vertical

Definimos la composiciéon vertical de homotopias como la yuxtaposicion

(Ko [H] = [K, H].

f f
/U[% S
X -2 sy - X “[K,H} Y

l l

La asociatividad es una consecuencia de la asociatividad de la composicion
vertical en 2. En efecto, para todo F : € — 2 tal que F(X) C Equiv(2)

[L,K]o[H]=[L]o[K,H]siysélosi (FLoFK)oFH =FLo (FK o FH).

Observacion 3.12. Las clases de secuencias de una sola homotopia generan
las 2-celdas en Ho(%).

3.13 Identidades para la composicion vertical. Sea f € €[X,Y] y sea
H : f~~=~ f una homotopia con cilindro C.

Por como estd definida la relacion de equivalencia entre secuencias de
homotopias, es claro que [H]| = Id; en Ho(%) siy solo si FH = Idpf en 9
para todo F' € Hom (¢, 7).

Asi, por ejemplo, la homotopia H dada por
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X——=X Y.
idx S
idx /oidx
X

es tal que [H] = Idy. En efecto, por definicién tenemos que FH=F ff/?E’,

donde FC : idpx = idpx es como en la definicion , y la 2-celda Id,q,

satisface idpx * Id;q,, = tdpx, entonces fE’ = Idiq,, y luego F/[Ef = Idpy.
Analogamente puede verse que si H es la homotopia

f
TN
f i
X y " y

r s
f /Oidy

entonces [H] = Idy.
Denotamos Iy a cualquier homotopia H tal que F'H = Idpy.

De esta forma, €[X,Y] es una categoria para cada par de objetos X, Y
en ¢.

3.2.3. Composicion horizontal

Dado que ya tenemos composicion vertical, si definimos la composiciones
horizontales con las identidades [ x [H] = [Id)] « [H| y [H] *r = [H] % [Id,], la
composicion horizontal de 2-celdas se obtiene de la siguiente manera:

f s r'f r'f
X ﬂH Y ﬂ Y = X—MH,*Q v X —>UH*f Y,
NS ) g'+H
J \;/\ \979/‘ \gg/
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siempre y cuando se verifique la igualdad (1), de acuerdo a la observacion
1.9l

f
Sean X’—Z>X$Y—T>Y’ y H=(C,h): fa==>g una homoto-
pia con cilindro C' = (W, Z, dy, d1, s, ).
Consideramos HIl = (Cl,h) : fla~~=>gl y rH = (C,rh) : rf~=~rg,
donde Cl = (W, Z,dyl, dyl, s,zl) es un cilindro para X'.

f
/’N
d
X' —Lt.ox - 0% h Yy .Y
\Ch O/
B x /5

Es claro que tanto Hl como rH resultan homotopias. Ademés, se tienen
las ecuaciones

F(Hl) = FHFl y F(rH) = FrFH, (3.2)
ya que, como /(H\l) = FhF/(C’\l) y Fs(fE’Fl) = (FSFC\Z')FZ = xl, por la

unicidad de F/(C1) en la definicion |3.10| se tiene que F(Cl) = FCFLy, luego,

F/(H\l) — FHFI La segunda ecuacion es evidente, dado que H y rH tienen
el mismo cilindro.

Definimos [H] x| = [HI| y r * [H] = [rH]. Méas generalmente,
[K,H|*l:=[Kl,Hl] y rx[K H|:=[rK,rH].

Ahora, si H ~ H', entonces

—

F(Hl) = FHFl = FHFl = FH'Fl = FH'Fl = F(H').

Esto nos dice que la composicion con [ estd bien definida, y de la misma
manera se ve la buena definicién de la composiciéon con r.

De las ecuaciones F/(H\l) — FHFI y @ )= FrFH , y de la compatibili-
dad entre las composiciones vertical y horizontal en 2, se deduce la igualdad
(1) requerida, correspondiente al dltimo axioma en [1.9]

Ademas, por definicion también se tiene que
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([K]*1) o ([H] x1) = ([K1]) o ([HI]) = [KI,HI| = [K, H| x| = ([K] o [H]) %,
(L]« U= [I;l] = [I1].

Luego, los axiomas de la observacion se verifican, por lo que la com-
posicion horizontal de 2-celdas en Ho(%') queda determinada y es compatible
con la composicion vertical.

En virtud de las mismas ecuaciones se tiene que la composicion
horizontal también es asociativa, y las identidades en este caso son como en
¢ para cada objeto X, tenemos la 2-celda [[;4,] = [/diay], que escribimos
[Idx] para simplificar la notacion.

Comentario 3.14. En el caso en el que X es la clase W de equivalencias
débiles de una categoria de modelos, la composicion r[H| = [rH] esta bien
definida incluso si H es una ¢-homotopia, ya que rH también lo es, pero no
ocurre lo mismo con HI. Sin embargo, veremos mas adelante que cuando nos
restringimos a la subcategoria 7., dada cualquier homotopia H existe una
homotopia de Quillen que esta en la misma clase, de manera que sera posible
definir la composicién con [ cuando los objetos sean fibrantes y cofibrantes

(ver [3.29)).

3.3. Propiedades de Ho(%) y 2-localizacion de €,

Junto con la 2-categoria Ho(%') se obtiene un 2-funtor i : 4 — Ho(%)
dado por la inclusion, y si bien no manda equivalencias débiles en equivalen-
cias de Ho(%), tiene la siguiente propiedad universal.

Proposicion 3.15. Sean i : € — Ho(€) la inclusion, P una 2-categoria
y F ¢ — 2 un 2-funtor que manda los elementos de X en equivalencias.
Entonces, existe un tinico 2-funtor F : Ho(€) — P tal que FX = FX y
Ff=Ff:

C = Ho(¥)

Ve
7

F =
L7 3F

9
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Demostracion. Definimos F' en las clases de homotopias como

F([H]) = FH, (3.3)

y por la observacion podemos extender funtorialmente esta definicion a
cualquier 2-celda en Ho(%), siendo

F(H,,..,H])=FH,o..0FH,.

De este modo, F' resulta un funtor para la composicién vertical.

Como FIF([H]) = FIFH = FIFH = F/(lﬁ) = F([lH]) y, andlogamen-
te, F([H])Fr = F([Hr]), entonces de la definicion se sigue que F' es
funtorial respecto a la composicién horizontal.

Queremos ver ahora la unicidad de F.

Sea R : Ho(¥) — 2 un 2-funtor tal que Ri = F. Si H = (C,h) es una
homotopia en € con cilindro C' = (W, Z,dy, dy, s, x), escribimos H = hH,
donde Hy = (C,idw).

do

X————=w .y
o
x /s
A

Como R([H]) = RhR([Ho)) = FhR([H,)) y F(H) = FH = FhF¢, para
probar que R coincide con F' en [H], alcanza con ver que R([Hy|) = F.

Sabemos que Fe: Fdy = Fd, es la tnica tal que FsFe = id,. Por otro
lado F'sR([Hy|) = RsR([Hy|) = R(s[Ho|) = R([sHo]), v [sHo| = [id,] ya que

—

do z idy

w = z ~ X Z

\dl O/ \x o/

T /5 T /idz
Z Z

Luego, F'sR([Hy|) = R([idp,])) = idr, = idp, y, por unicidad de ]3\0, es

X A

]
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Denotaremos Hom, (¢, 2)y Hom,, (€, 2) alas subcategoria de Hom, (¢, 7)
y Hom (€, 7), respectivamente, cuyos objetos son los funtores F' tales que
F(X) C Equiv(2).

La ultima proposiciéon nos dice que la precomposicion

i* : Homgy(Ho(€), 7) — Homs (€, 2)

es un funtor biyectivo en los objetos; en particular, es esencialmente suryec-
tivo. Veamos que ademés es plenamente fiel.

Lema 3.16. Sean & una 2-categoria, F,G € Hom (€¢,2) y un cilindro
C = (W, Z,dy,dy,s,x) para un objeto X € €. Si 0 : F — G es una

transformacion natural, entonces vale QW]?E’ = 558;(.

FX—™ . ax

Fdy F:? Fd, Gdo é:? Gdy
FW GW
Ow

Demostracion. Como GC’ Gdy = Gd; es la tnica 2-celda que satistace
GsGC = Gx, entonces GC’QX es la tinica tal que GS(GCHX) Gz0yx. Luego,
basta ver que GS(QWFC) = Guzbx.

De la naturalidad de n se obtiene Gsty = 0;Fsy 0;Fr = Gxfy.

FW - Fz FX -2 FXx
ol o

Por lo tanto, Gs(@wﬁ) = (GSQW)F/’E' = (Qst)fB =0yFr = Gxlx.
[l

Proposicion 3.17. Si F,G : € — % mandan las flechas de 3 en equiva-
lencias y 0 : F' = G es una transformacion natural, entonces existe una
unica transformacion 2-natural 0 : F' = G tal que 0i = 0.
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Demostracion. Para cada X en &, sabemos que Fi=F y Gi = = G. Definimos
9 : FX — GX como HX = fx y veamos, entonces, que 0 satisface las
condlclones de 2-naturalidad.

Sean f,g: X — Y y [H] : [ = g una 2-celda en Ho(%'). Queremos
probar la igualdad 6y F[H] = G[H]0x. Si H = (C, k), de la naturalidad de 6

se tiene Qth/: GhOx, por lo que Oy FH = HYFhf’E'/:\GhQEE/a. Ademés,
GHOx = GhGCOx. Del lema anterior obtenemos Oy F'C' = GCOx y, luego,
Oy FFH = GH0x, que por definicion de F',G y de 0, es exactamente lo que
queriamos ver.

]

Como consecuencia de los resultados anteriores obtenemos que la precom-
posicién con ¢ induce, para toda 2-categoria &, una equivalencia de catego-
rias, que de hecho es un isomorfismo. En cuanto al aspecto 2-categorico, se
tiene el siguiente

Lema 3.18. Sean F,G € Hom,(%¢,9). Sin, 0: F' = G son transforma-
ciones naturales y p : 1 — 0 una modificacion, existe una tinica i : 17 — 0
tal que it = p.

Demostracion. Definimos fi : 77 —» 6 como jix = puy para cada X.

Sean f,g : X — Y y H una homotopia de f a g. Queremos ver que
fy F[H| = G[H]jix; es decir, uy FH = GHpy. Como p es una modificacion,
Oy Fg = Ggux, y por el lema también tenemos ny FC' = GCnx, de
manera que

/Lyﬁ =uyFgo ’f]yﬁ = Ggux o nthFE’ = Ggux o Ghnwfa
= Ggpux o GhGCnx = Ggux o GHnx = GHpsx.
O

Corolario 3.19. El funtor i* : Homs.(Ho(%),2) — Homs (€, 2) es un
1somorfismo de 2-categorias.

Observacion Importante 3.20. El corolario anterior también puede obte-
nerse en términos de 2-funtores y transformaciones pseudonaturales con una
demostracion muy similar a la que exhibimos para los resultados [3.16]
y [3.18 Es decir, la inclusion ¢ induce un isomorfismo de 2-categorias

i* : Hom, (Ho(€),2) — Hom, (€, 2).
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Fijamos ahora una categoria de modelos €. Para que la 2-categoria Ho(%)
sea la localizacién de € con respecto a la clase W, sblo necesitamos que la
inclusion ¢ : € — Ho(%) mande las equivalencias débiles en equivalen-
cias. Sin embargo, vamos a poder demostrar esto si nos restringimos a la
subcategoria plena 7. de objetos fibrantes-cofibrantes, obteniendo de esta
forma la propiedad universal de la 2-localizacion para 7. respecto de W. La
demostracion requiere del siguiente lema.

Lema 3.21. Toda 2-celda en Ho(€) es inversible.

Demostracion. Fijemos H = (C,h) una homotopia de f a g con cilindro
C = (W, Z,dy,dy, s,x). Definimos H™! = (C~',h), donde C~! es el cilindro
que se obtiene de C' intercambiando dy y d;, por lo que H~! es una homotopia
de g a f. Veamos que [H '] o [H| = [Idy].

Sea F': € — % un 2-funtor. Tenemos FC’ Fdy = Fd, dy y FCT .
Fd, = Fd, satisfaciendo las ecuaciones FsFC = Fx y FsFC— FC-T = Fua.
Luego, para la composiciéon se tiene FS(F/C’\1 e FC) = FroFx = Fu,
pero como existe una unica 2-celda de F'dy en F'dy que satisface la igualdad
anterior, entonces F/’C’Tl oFC =1 drg, = Fdy. De esta forma,

FH-1oFH = FRFC-1 o FhEC = Fh(FC—1 0 FC) = FhFdy = Ff;

es decir, [H™!, H] = [Id;]. Una cuenta similar muestra que [H, H '] = [Id,],
por lo tanto [H] es inversible y su inversa es [H] ™' = [H!].
[

Definicion 3.22. Un morfismo f : X — Y es una seccion si admite una
inversa a izquierda; es decir, existe g : Y — X que satisface gf = idy.
Dualmente, decimos que f es una retraccion si tiene una inversa a derecha.

Teorema 3.23. Sea s : X — Y wuna equivalencia débil en una categoria de
modelos €. Si X es fibrante e Y es cofibrante, entonces s es una equivalencia

en Ho(%).

Demostracion. Consideramos una factorizacion s = pi, donde p es una fibra-
cién, 7 una cofibraciéon y alguna de las dos es una equivalencia débil, usando
el axioma M4. Como s es una equivalencia débil, por M5 obtenemos que los
tres morfismos lo son.
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Ahora, dado que X es fibrante, i resulta una seccién: como es una cofibra-
cion trivial y ademés X — 1 es una fibracion, la propiedad de levantamien-
to garantiza la existencia de la flecha punteada en el diagrama conmutativo

X =1X , por lo que ¢ tiene una inversa a izquierda.
17

Ve
J——1

Dualmente, p es una retraccion gracias a que Y es cofibrante. Luego, basta
ver que si una equivalencia débil es ademés una seccién o una retraccion,
es una equivalencia en Ho(%), ya que las equivalencias son cerradas por
composicion.

Supongamos entonces que s es una secciéon con r : Y — X una inversa a
izquierda. Para ver que es una equivalencia en Ho(%), tenemos que mostrar
que hay un isomorfismo entre idy y la composicion sr, pero como en Ho(%)
toda 2-celda es inversible, entonces s6lo necesitamos probar la existencia de
una homotopia sra~=>1idy .

Dado que rsr = r, el diagrama

sr idy

\z’dy /Y
r /Or

X

es conmutativo y, efectivamente, nos da una homotopia de sr a idy.

Y Y

Como el caso en el que s es una retraccion es completamente analogo,
podemos concluir la demostracion.

]

Denotaremos Hoy.(€') a la subcategoria de Ho(%€') cuyos objetos y flechas
son como en 6. y cuyas 2-celdas son clases de homotopias en €.

Observacion 3.24. Dado que toda equivalencia débil es una equivalencia en
Hos(€), entonces todo 2-funtor Hos.(¢) — 2 manda equivalencias débi-
les en equivalencias; es decir, Hom, (Hos.(€6), Z) = Homs(Hoys(€),2) vy
Homy,(Hos(€), 2) = Hom,(Hos.(€), 7).

Teorema 3.25. La inclusion © : €r. —> Hoys(€) es la 2-localizacion, en
el sentido estricto, de la subcategoria €y. con respecto a la clase VW (ver

definicion .
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Mds ain, los 2-funtores i* : Homs(Hos(€),2) — Homsi(€te, D) e
i* : Hom,(Hos(€), 2) — Homyi (€, Z) son ambos isomorfismos de 2-
categorias.

3.4. Localizacién de Quillen de %%,

Fijamos una categoria de modelos ¢ y consideramos €. C €. Quillen
define la categoria homotopica de € como la localizacion (en el sentido es-
tricto) con respecto a la clase de equivalencias débiles, denotada Ho(%). Los
objetos de esta categoria coinciden con los objetos de % y las flechas son
clases de equivalencia de morfismos en €. que se obtienen mediante reem-
plazos fibrante y cofibrante, donde las clases de equivalencia se definen por la
relacion de homotopia. Quillen demuestra que Ho(%') es equivalente a la ca-
tegoria de objetos fibrantes-cofibrantes €. cocientada por la misma relacién
en los morfismos, denotada 7%.. Cuando la categoria que se quiere localizar
es €., dicha localizacion Ho(%%.) es isomorfa a 7%..

En lo que sigue veremos como obtener la categoria homotopica de ;. a
partir de la 2-categoria Hoy.(¢'). Comenzamos introduciendo el concepto de
morfismo de cilindros, y probaremos que si dos homotopias se conectan por
un morfismo de estos, entonces ambas definen la misma 2-celda en Ho(%),
lo que facilitara, luego, algunas demostraciones.

Definicién 3.26. Sean C' = (W, Z,dy,dy,s,x), C' = (W', 2", dy,dy, s, x')
dos cilindros para X en . Un morfismo de cilindros C' — C" consiste de
un par de morfismos ¢ : W — W' y ¢ : Z — Z' que hacen conmutativo
el diagrama

w
do @
dy 5\
x< 4w
\—dl/

Z /
/ \ s
X A
W
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Definicion 3.27. La relacion de gérmenes entre homotopias es la relacion
de equivalencia generada por los morfismos de cilindros: dadas H = (C, h)

y H' = (C'",h’) dos homotopias de f a g, decimos que H ~ H' si existe un
g

(o:%)

morfismo de cilindros ¢ ——= C" tal que h' o ¢ = h.

Lema 3.28. St H, H' : f~~=~g son dos homotopias tales que H ~ H’,
g

entonces [H] = [H'].

Demostracion. Escribimos H = (C,h)y H' = (C", '), C = (W, Z,dy, dy, s, x)

yC' = W' 2" dy,dy, s ). Sea C o0 C’ un morfismo de cilindros tal que

h¢ = h.

Si Z es una 2-categoria y F' : € — Z es un funtor que manda equi-
valencias débiles en equivalencias, como FiF's = F's'F¢, entonces se tiene
Fzx = Fwa = FwFsFC Fs’FquC’ y FQSFC’ Fd, = Fd). Por unici-
dad de F C” resulta F¢FC = FC=F C’ C’, y luego, de la ecuacién h¢ = h' obtenemos

FH’*Fh’FwFC FhEC = FH.
[l

Lema 3.29. Sean X eY ambos fibrantes y cofibrantes, f,g: X — Y y H
una homotopia de f a g. Entonces existe H', una q-homotopia en €y, tal que
[H] = [H'].

Demostracion. Podemos suponer que H es una homotopia fibrante (ver de-
finicion |3.4). En efecto, si H es de la forma

do
X dZ /’s/

consideramos una factorizacion de s dada por VV\—‘S—> Z , y un mor-

X 0% h Y

iN_ /s
W

fismo i : W — Y haciendo conmutar el diagrama W oy

-~ 7
j% h i
s
A

W——=1
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Tomando dy := jdy v dy := jdi queda definida una homotopia de f a ¢

do —~ i

- W

clase que H ya que (j,idz) es un morfismo de cilindros tal que hj = h.

dada por X

Y | que es fibrante y esta en la misma

Suponiendo entonces que s es una fibracion trivial, tomando el pullback
de x y s obtenemos

X X
(N

I

50::51 do dy

Il

Yy .

P W
o p.b s
X Z

T

donde o es también una fibracién trivial por ser el pullback de s que es un
morfismo en la misma clase, y la existencia de dg y d; se debe a la propiedad
universal.

Luego, (P, X, dg, 01, 0,idx) es un cilindro para X,y conk :=ht : P — Y

P i Y | que esta

tenemos una homotopfade fag X

01
idx /OU/
X
en la clase de H dado que (¢,x) es un morfismo de cilindros satisfaciendo
ht = k. Notamos que P es fibrante porque X lo es y, luego, la composicion
P %o X —1 es una fibracion.
Como (g?) no necesariamente es una cofibracion, el diagrama anterior
no necesariamente es una g-homotopia. Consideramos, entonces, la siguiente

o0
factorizacion X [[ X )

P

dj W/

P, junto con s :=op : W' — Xy
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h :=kp: W — Y, y definimos H como

ado que = kpd, = kdyp = [y = ké; = g, entonces es una
Dad Ndy = kpd = ké fyhd =kd t H'
g-homotopia de f a g que esta en la misma clase que H.
Ademés, como P es fibrante y p es una fibracion, W’ también es fibrante,
. i (i)
y de la composicion 0 >—— X>——= X [[ X>——= W’ se deduce que W’ es

cofibrante; por lo que H' es una g-homotopia en ..
m

Lema 3.30. Dadas f,g,l : X — Y en €. y dos homotopias componibles
H: f~~g¢g yH : g~=1, existe H': f~=>1 tal que [H"] = [H', H].

Demostracion. Como X e Y son fibrantes y cofibrantes, por el lema anterior
podemos suponer que tanto H como H' son g-homotopias. Si H = (C,h)
y H' = (C",}'), consideremos la homotopia H"” = (C”,h") del lema y
veamos que FH" = FH' o FH para todo 2-funtor F': € — % que manda
equivalencias débiles en equivalencias.

La homotopia H” queda determinada por el diagrama conmutativo

AN
N

9

o—>- Y
h

1

\

h/

Como FH' o FH = Fh”Fﬁf(?f o FW'FaFC = FW'(FBFC' o FaFC),
basta ver que FBFC’ o FaFC = FC". De las ecuaciones s = s"a y s’ = §"
se deduce que idpy = zdFondFX = Fs”FozFC’oFs”FﬁFC’ = Fs”(FBFC"

FaFC) y, luego, FaFC o FﬁFC’ — FC".
O



Con lo visto hasta el momento podemos asegurar que cuando nos restrin-
gimos a la subcategoria %, existe una correspondencia entre las clases de
g-homotopias y las clases de secuencias finitas de homotopias componibles,
y se tiene de esta manera la siguiente proposicion

Proposicion 3.31. La 2-categoria Hos(€) es aquella cuyos objetos y mor-
fismos son como en €y, y cuyas 2-celdas son las clases de g-homotopias,
donde dos q-homotopias se identifican conforme a la relacion de equivalencia

definida en|3.11].

Comentario 3.32. La relaciéon de gérmenes permitirfa definir otra
2-categoria homotopica. Pueden definirse las composiciones vertical y ho-
rizontal, y demostrarse todos los requisitos, salvo el axioma que relaciona
ambas composiciones.

Quillen también define una relacion de equivalencia entre homotopias (ver
[11] Ch.I §2), y demuestra que las clases de homotopias pueden componerse
verticalmente y horizontalmente, pero no hace menciéon de la compatibilidad
entre ambas composiciones, lo que sugiere que dicha compatibilidad no puede
demostrarse o no seria valida. De hecho, la relacion entre homotopias definida
por Quillen es equivalente a la relacion de gérmenes.

Obtendremos la categoria homotépica de €. aplicando el funtor de com-
ponentes conexas 7 : 2-C'at — Clat, definido como:

1. Por cada 2-categoria 2, my(Z) es una categoria cuyos objetos son los
de 2y, por cada par de objetos X, Y en 2, my(2)[X, Y] = 71X, Y]/E
donde “ =7 es la clausura transitiva de la relacion

f ~ g & existe una 2-celda f = ¢ o existe una 2-celda ¢ = f.

— 7T0(.@2)

2. Dado un 2-funtor G : 91 — P, w(G) : 7o(%1)
= [Gf] para toda f

m(G)X = GX para todo X en %, y m(G)[f ]
en .@1.

Observacion 3.33. Sea d : Cat — 2-Cat el funtor que asocia cada ca-
tegoria 2" consigo misma vista como 2-categoria discreta. Entonces, my es
adjunto a izquierda de d:
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Para cada 2-categoria ¥, existe un 2-funtor 04 : ¥ — 1< tal que para
toda categorfa 2" y para todo 2-funtor F': ¥ — 2~ existe un tnico funtor
F:n9 — 2 satisfaciendo F0y = F

9 b2 Wo.@.

//
VFl _ 7 3F
A/

Z

El 2-funtor 04 se define de la siguiente manera. En los objetos, 04 (X) = X
para todo X en Z; en las flechas, 04(f) = [f] para toda f en Z; y, ademas,
05 manda toda 2-celda de Z en la 2-celda trivial correspondiente. Queda
definida, asi, una transformaciéon 6 : Idy_c, = dm natural en la variable

2.

Dado que esto quiere decir que 7 : 2-Cat — Cat es adjunto a izquierda
del funtor d, ambas categorias 2"y myZ son interpretadas como 2-categorias;
es decir, el diagrama anterior es un diagrama en 2-Cat, y tenemos d(2") en
lugar de 2" y d(m9%) en lugar de my ¥, pero hacemos aqui un abuso de
notacion.

Ademas, en adelante denotaremos 7y en lugar de 6.

Para cada 2-categoria &, el 2-funtor my : ¥4 — 1% induce un isomor-
fismo en las categorias de funtores:

Proposicion 3.34. El funtor ©§ : Hom(mo2, Z) — Hom(2,Z") es un
isomorfismo de categorias.

Demostracion. Solo resta probar que es plenamente fiel.

Dados 2-funtores I,G : ¥ — 2 y n : FF = G una transformacion
2-natural, definimos 7) : F' = G como 7x = nx. La buena definicién de
n se debe a que 7y es la identidad en los objetos, y entonces FX = FX,
GX = GX para todo X. Por otro lado, como ademéas F[f] = F f para toda
f, de la naturalidad de n obtenemos que 7 es una transformacién natural, y
nmy = 1.

]
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Proposiciéon 3.35. Dados los 2-funtores i : €. — Hos(€) del teorema
y mo 2 Hose(€) — mo(Hoyse(€)) de la observacion[3.33, el funtor defi-
nido por la composicion moi : €rc — mo(Hoyse(€)) es la localizacion de €.
con respecto a la clase WW.

Mds ain, la precomposicion

(m02)" : Homy (mo(Hos(€)), Z') —> Hom (€, Z)
es un isomorfismo de categorias, para toda categoria 2 .

Demostracion. El funtor myi manda equivalencias débiles en isomorfismos ya
que i{(W) C Equiv(Hos (%)) y, por como esta definido my en las 2-celdas,
este manda equivalencias en isomorfismos.

Por otro lado, como 7* es un isomorfismo por y 7 es un isomorfismo

por B3

7 )
Gt Hos(?) mo(Hoye(%)),
/ _ -
/ -
/o -7
F s AF 7 AR
/ _ -
/ _ -
b
4
entonces la composiciéon i*m es también un isomorfismo de categorias. O
0
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4. La 2-localizaciéon de la categoria ¢

Queremos definir ahora un funtor 4 — %%, y tomar la composiciéon
con i : €r. —> Hos.(€). Probaremos que este 2-funtor, que llamaremos
q: € — Hos(€), es la 2-localizacion de la categorfa € respecto de la
clase W, que es nuestro principal objetivo. Para esto vamos a considerar
las subcategorias plenas ¢y y €. de objetos fibrantes y cofibrantes, respec-
tivamente, y dos asignaciones R : € — ¢y y Q) : € — %. que pueden
construirse a partir de los axiomas de categorias de modelos de la definicion
2.3 pero que no necesariamente son funtoriales; en ese caso, la composicion
q no sera exactamente un 2-funtor y en consecuencia no podréa determinar
la localizacion buscada. Por esta razon, vamos a pedir que la factorizacion
del axioma M4 sea funtorial, y si bien esto modifica la definicién original de
categoria de modelos que hemos dado, gran parte de los ejemplos conocidos
cumplen esta axioméatica (por ejemplo, todas las categorias de modelos cofi-
brantemente generadas - ver 7 que también es ampliamente utilizada en la
literatura. Asumiendo que la estructura de modelos de ¥ admite una factori-

zacion funtorial, las flechas & 9. . R, Cf. determinaran efectivamente

un funtor y, junto con lo que vimos en la seccion 3 para la subcategoria 6.,
nos permitira concluir el teorema de la localizacion.

4.1. Reemplazos fibrante y cofibrante

Definicion 4.1. Un sistema de factorizacion débil en una categoria 2~ es
un par (£,R) de clases distinguidas de morfismos tales que

1. Todo morfismo h en Z" puede ser factorizado como h = gf, con f € L
yg€eR.

2. L es precisamente la clase de morfismos que tienen la propiedad de
levantamiento a izquierda con respecto a todo morfismo de R.

R es la clase de morfismos que tienen la propiedad de levantamiento a
derecha con respecto a todo morfismo en L.

Ejemplos 4.2. En las categorias Set, Grp y R-Mod, donde R es un anillo
con unidad, las clases L = monomor fismos y R = epimor fismos forman
un sistema de factorizacion débil.
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Si € es una categoria de modelos, las clases (C N W, F) son un sistema
de factorizacion débil, asi como también lo son (C, F NW).

Definiciéon 4.3. Decimos que una factorizacion débil (£, R) es funtorial si
cada vez que tenemos un diagrama conmutativo

u
 —_— .

existen morfismos (Ay, py), (Ag, pg) ¥ un morfismo F'(u,v) haciendo conmutar
el diagrama

Pf Pg

v

donde A¢, Ay € L, pg, pg € R,y F(u,v) depende funtorialmente de u y v; es
decir, F(uou',vov') = F(u,v) o F(u',v") y si f = g entonces F(id,id) = id.

Observacion 4.4. Denotamos ? a la categoria cuyos objetos son los mor-
fismos de € y una flecha de f a g en € es un par (u,v) de morfismos de €
tales que gu = vf. Sean dom, codom : € — € los funtores que proyectan a
dominio y codominio, respectivamente. La definicién anterior nos dice preci-

samente que un sistema (£, R) es funtorial si existen un funtor F': ¢ — €
y transformaciones naturales \ : dom — F'y p : F — codom tales que
para toda f en € se tiene
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dom(f)

codom(f)

con \f € L, pr € R.
Decimos que (F, A, p) es una realizacion funtorial (functorial realization)
para la factorizacion débil (£,R). Ver [12].

En adelante trabajaremos sobre una categoria de modelos € en la que las
factorizaciones del axioma M4 pueden elegirse funtorialmente en el sentido
de la definicion [4.3]

Comentario 4.5. La mayoria de las estructuras de modelos conocidas son
cofibrantemente generadas, es decir que la clase R de la factorizacion débil es
definida como aquellos morfismos que tienen la propiedad de levantamiento
a derecha con respecto a cierto conjunto de flechas (y, consecuentemente, la
clase L consiste precisamente de aquellos morfismos que tienen la propiedad
de levantamiento a izquierda respecto de la clase R), donde ademéas dicho
conjunto permite el argumento del objeto pequerio (small object argument),
que es un proceso de factorizacion asociado a este conjunto, y es la prin-
cipal herramienta para producir factorizaciones funtoriales. Las categorias
Top, SSet, Ch, y Cat que mencionamos en la seccion 3 son ejemplos de
estructuras cofibrantemente generadas. Podemos encontrar en [7] una des-
cripcidén més precisa de este tipo de estructuras junto con algunos ejemplos
que también son presentados con todo detalle.

Definicion 4.6. Sea 4. C ¥ la subcategoria de objetos cofibrantes. Defini-
mos un funtor ) : € — %. de la siguiente forma:

1. Para cada X en ¥, factorizamos 0 — X obteniendo un objeto cofi-
brante QX y una fibracion trivial px : QX — X.

Si F: ? — & es el funtor de la realizacion funtorial asocida a esta
factorizacion, entonces QX = F(0 — X).

2. Dada f: X — Y, sedefine Qf : QX — QY cumpliendo la ecuacion
pyQf = fpx como vemos en el diagrama
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0 QY

7
v
s

Qf Py

Ve
7
7
e

Notamos que Qf = F(idy, f). Ademas, por el axioma M5, si f € W
entonces Qf € W.

De la funtorialidad de F' se deduce que () también es un funtor:

0 0 0 0 0
Q(gf)
] e |
QX idox— QX y QX a7 QY o QZ
Px ipx PX$ 2% ipz
X i Y X ; Y 7 A

Dualmente, obtenemos también un funtor R : € — %7 con RX un
objeto fibrante y una cofibracion trivial ix : X — RX factorizando el
morfismo X — 1, para todo X; y una flecha Rf : RX — RY satisfaciendo
Rfix =iy f,paracada f: X — Y en %. Ademas, si [ es una equivalencia
débil, entonces Rf también.

Los funtores () y R se conocen como reemplazo cofibrante (cofibrant re-
placement) y reemplazo fibrante (fibrant replacement), respectivamente.

Observacion 4.7. Pensando a () y a R como funtores de € en € se obtie-
nen transformaciones naturales p : Q = Id e i : Id = R definidas por px
e iy, respectivamente, para cada X en %: de las definiciones de ) y R en
los morfismos se tienen las ecuaciones que demuestran la naturalidad de p e .

Notamos que, por definiciéon, px e 7x son equivalencias débiles.
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Definicion 4.8. Restringiendo R a la subcategoria %, y precomponiendo
con () tenemos un funtor RQ) : € — %y.. Definimos q : € — Hoy.(¥)
como la composicion

q

T

¢ L g E g 0. ()

Observacion Importante 4.9. Si s es una equivalencia débil en €, RQ)s es
una equivalencia débil en €%. y, luego, resulta una equivalencia en Hoy.(%),
por lo que ¢ manda la clase W en equivalencias.

4.2. El teorema de 2-localizacion

Queremos ver que tenemos una pseudoequivalencia de 2-categorias

*

Hom,(Hos(€), ) — Hom,. (¢, 2),

para toda 2-categoria Z.
Recordemos que el funtor i : €. — Hoys.(€) se obtiene restringiendo
i: % — Ho(%) como es indicado en el siguiente diagrama

Cre—>Hoso(€)

€ —>Ho(F).

Si bien esta tltima inclusion no manda equivalencias débiles en equiva-
lencias, si cumple la propiedad universal de la proposicion |3.15}

% ¢ ‘ Ho(€) Ho(€)
F(W)C Equiv(2) X - L~ 3F L-a
@ ’HOfc(%)

Tomando 2 = Hos.(€¢) y F = q, existe entonces un tnico 2-funtor ¢ tal
que qi = q.
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Proposiciéon 4.10. Dado F : Hos(€) — 2, el 2-funtor Fg manda la
clase W en equivalencias.

Demostracion. Como qi = q y ¢ manda equivalencias débiles en equivalen-
cias, entonces ¢ también. Luego, necesariamente F'g(W) C Equiv(2).
]

Fijemos una 2-categoria &. Tenemos el 2-funtor dado por la precomposi-
cién

g Homy(Hos(€), 2) — Homy (Ho(€), D).

Como ¢* = i*q*, para probar que ¢* es una pseudoequivalencia seré sufi-
ciente ver que tanto ¢* como i* : Hom, (Ho(€), Z) — Hom, (¢, Z) son
ambos pseudoequivalencias de 2-categorias. En cuanto a ¢*, ya vimos
que, de hecho, es un isomorfismo.

Consideremos la inclusion j : Hoy.(€) — Ho(€) y el 2-funtor inducido
Jj*: Hom, (Ho(€),2) — Homy(Hos (%), 2).

Teorema 4.11. Los 2-funtores

Hom,(Hos(€), 2) Hom,(Ho(¥),2)

-k

j
determinan una pseudoequivalencia de 2-categorias.

Demostracion. Sea q*j* : Homy,(Ho(€), Z) — Hom, (Ho(€), Z). Deti-
nimos una transformacion pseudonatural 7 : idgom,, (1o(%),2) = ¢"J" de la
siguiente forma:

Sea F' € Hom (Ho(¥),Z). Para cada objeto X en %, sabemos que
ix v px son equivalencias débiles, y aplicando F' obtenemos equivalencias

FRQX

valencia

Fi
R QX "X FX . Tomando la inversa de F Dx, se tiene una equi-

(nr)x

FX= ~ FQX—" -~FRQX.

Definimos nr : FF = Fjq asociando a cada X € Ob(Ho(%)) el morfismo
(nrp)x : FX — FRQX. Notamos que nr es una transformacion natural
porque p e i lo son; es decir que para toda flecha f: X — Y en Ho(%) se
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tiene Fjg(f)(nr)x = (nr)y F f. Usando el lema[3.16)y con una demostracion
analoga a la de la proposicién puede verse que ng es 2-natural. En parti-
cular, np es una flecha en Hom, (Ho(€), Z), y es ademas una equivalencia,
ya que lo es punto a punto (ver proposicion .

A su vez, si n es pseudonatural, entonces serd una equivalencia en la
correspondiente 2-categoria de 2-funtores, ya que por lo anterior cada com-
ponente ng lo es.

En los objetos de Hom,(Ho.(€6), Z), tenemos a n ya definida. Ahora,
dada ¢ : FF = G una flecha en Hom,,(Ho(¥), Z), queremos definir una
modificacion inversible 7, : ¢*j*(0) onp — ng oo

F === Fyj

o v Mo q*j* (o)

G — Gqj.
Definimos 7, punto a punto de la siguiente manera:

Para cada X en € tenemos (nr)x = F(igx)F(px)™", (ne)x = Gligx)G(px)™"
y el siguiente diagrama

- Flox) F(

FX FQX

iox) N
Qx) FROX

O'QX

ox ﬁopx L//"iQX ORQX

GX - GOX GROX,

~ \G(p G(iQx)/1

donde F(px)™' y G(px)~! denotan las respectivas cuasi-inversas de F(px) y
G(px), Y Opx» Tigx son 2-celdas inversibles en 2.

Tenemos ag : ideX - G(pX)_lG(pX) y BF : F(pX)F(pX)_l — idpx
2-celdas, también inversibles, y podemos considerar las siguientes composi-
clones

orox (MF)x (=T) Gligx)oox F(px)™ (:?) (ne)xG(px)oox F(px) ™"
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~

(ne)xG(px)ogx F(px)™ O (ne)xoxF(px)F(px) ™" v

donde (1) es la 2-celda o;,,, F(px) ™", (2) es la 2-celda G(igx)acoox F(px) ™",

(3) &5 (n6)x07 F(px) ' ¥ (4) es (1) x0x B Notamos que ag y fi dependen
de X. Tomamos 7,, como la composiciéon de ambas secuencias:

(UG)XO'Xa

(n0)x = [(n6)xoxBr] o [(na)xo, Fpx)™"] o [Gligx)acoqx F(px) ™o
[(UiQXF(pX)_l]‘
Se puede ver que 7, es efectivamente una modificacion y, con esta definicion,

7 satisface los axiomas de pseudonaturalidad. Luego, 1 es una equivalencia
en la 2-categoria de 2-funtores de Hom,, (Ho(€'), Z) en Hom,, (Ho(€), Z).

De la misma forma puede definirse 0 : j*¢* = idgom(#o;.(%),2) tomando
(0F)x como la composicion

(Or)x
FROX ——9X __pox ™ Zpx .

para cada F' € Homy,(Hoys(€),2), X € Ob(Hos(%)). Ademas, 6 también
es una equivalencia en la correspondiente 2-categoria de 2-funtores y, por lo
tanto, podemos concluir la demostracion.

]

Observacion 4.12. El teorema anterior nos dice que la composicion de los
reemplazos fibrante y cofibrante QR : ¥ — €. induce una pseudoequiva-
lencia de 2-categorias

¢ %

|i

Ho(€) - - o5 Hoso(C).

i

Como consecuencia del teorema obtenemos el resultado principal de
esta tesis:
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Teorema 4.13. Dada una categoria de modelos €, se tiene que el funtor
q:C — Hos(€) de la deﬁnicién es la 2-localizacion de € con respecto
a la clase W, en el sentido que manda los elementos de VV en equivalencias
y, ademds, el 2-funtor ¢* : Homy,(Hos(€¢),2) — Hom,(2,9) es una
pseudoequivalencia de 2-categorias para toda 2-cateqoria 9.

Aplicando el funtor de componentes conexas 7y concluimos un resultado
analogo a la proposicion [3.35] Méas precisamente, lo que se tiene es la locali-
zacion de la categoria % con respecto a la clase de equivalencias débiles en
el sentido de la definicion [I.4] A diferencia de lo hecho en la seccion 4, donde
pudimos obtener la categoria homotoépica de la subcategoria €., en este caso
obtenemos un funtor myq : € — mo(Hos(€)) con la propiedad universal de
la localizacion pero no en el sentido estricto, por lo que no es exactamente la
localizacion de Quillen, sino que es equivalente a ella.

Observacion 4.14. Consideremos una categoria 2. El 2-funtor ¢* del teo-
rema [£.13] tomando 2 = 2, ahora es un funtor entre las categorias de
2-funtores

¢ Hom(Hos(€), ) — Hom (€, Z),

ya que Hom,(Hos(€), Z) = Homs(Hos(€), ) = Hom(Hos(€), Z°),
Hom, (¢, %) = Hom(%¢, %), y todas las modificaciones son identidades.

Ademas, ¢* es una equivalencia de categorias. Notamos que esto quiere
decir que existe una cuasi-inversa para ¢* tal que la unidad y la counidad, di-
gamos 7 y 6, son isomorfismos naturales. En principio, el teoremad.13|afirma
que n y # son equivalencias como transformaciones pseudonaturales, pero, de
nuevo, una transformacion pseudonatural entre funtores es una transforma-
ciéon natural y las modificaciones son necesariamente identidades, de manera
que tanto la unidad como la counidad son isomorfismos. Tenemos entonces:

Proposicion 4.15. Dados los 2-funtores q : € — Hoys(€) de la definicion

y mo : Hop(€) — mo(Hoys(€)) de se tiene que la composicion
moq : € — mo(Hos(€)) es la localizacion de € con respecto a la clase W

en el sentido de la definicion [1.7)

Demostracion. Como ¢ manda equivalencias débiles en equivalencias y g
manda equivalencias en isomorfismos, entonces la composicién manda la clase

W en Isos(m(H(F))).
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Por otro lado, hay que ver que
¢y Hom(mg(Hop(€)), 2) — Hom (€, 2)

es una equivalencia de categorias para toda categoria Z. Pero como se tie-
ne un isomorfismo 7 : Hom(mg(Hos(€)), Z) — Hom(Hos((€), Z7) y
ademés ¢* : Hom(Hoys(€¢), &) — Hom (€, Z") es una equivalencia por
la observacion anterior, entonces la composicién define una equivalencia de
categorias. O

4.3. Homotopias a derecha

De lo hecho en vemos que, en presencia de funtorialidad en las facto-
rizaciones, las homotopias a derecha no son necesarias, a diferencia del caso
con las factorizaciones no funtoriales de los axiomas de Quillen.

La categoria Hos.(¢) también puede obtenerse tomando como 2-celdas
a las clases de secuencias finitas de homotopias a derecha. Generalizando el
concepto de path-object como lo hicimos para los cilindros, obtenemos una
version de homotopias a derecha también mas general que la de Quillen.
Decimos que dos homotopfas a derecha K y K’ estan en la misma clase si
y solo si FK = FK' para todo 2-funtor F : ¥ — 2 tal que F(W) C
Equiv(2), para toda 2-categoria Z. Definimos las composiciones vertical y
horizontal como lo hicimos antes, construyendo de esta forma una 2-categoria
que llamamos Ho(%)" para distinguirla de Ho(%)! := Ho(%).

Considerando la inclusion j : € — Ho(%)", la precomposiciéon también
nos da un isomorfismo como en el corolario [3.19] pero esto no quiere decir
que ambas categorias sean isomorfas, ya que ni ¢ ni j mandan equivalencias
débiles en equivalencias.

Por otro lado, una homotopia a derecha K = (P, k) y una homotopia a
izquierda H = (C, h) estan relacionadas si FK=FH paratodo F : ¢ — 9
que manda equivalencias débiles en equivalencias. Si bien Ho(%€)" y Ho(€)!
no tienen por qué coincidir, el siguiente resultado nos permitiré establecer
cierta correspondencia cuando los objetos sean fibrantes y cofibrantes.

Observacion 4.16. Por el axioma M4 en la definicion 2.3 dado un objeto
Y existe al menos un path-object P = (V,d¢,01,0) para Y que se obtiene
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factorizando la diagonal Ay de la siguiente forma

Y\ Y L yvxy.
O\ %1)
v

Proposicion 4.17. Sean f,g: X — Y, H : fwleg una q-homotopia vy
P = (V,dy,01,0) un path-object de Y. Si X es cofibrante, entonces existe una
q-homotopia a derecha K : f~=~>g con path-object P tal que [K] = [H].

d
Demostracion. Si H es de la forma X : 14 h Y, por el

dy

X

lema tanto dy como d; son cofibraciones triviales, de manera que existe
un morfismo &' : W — V que hace conmutar el diagrama siguiente

of

X Vv
/7
do El]/g,/ VZ (50751)
/
7
7 s
WUy sy

Definiendo k = K'd; se obtiene una ¢g-homotopia a derecha K dada por

o

N, ”
UO\ 4

Y

__SiF % — 9, veamos que FH = FK. Escribimos FH = FhFc y
FK = FpFk, donde ademés Fh = F6Fk' y Fk = FK' Fd;. Luego,

X k 1% Y.

Ff Ff Féo
FX ﬂﬁ{ FY = FX ﬂﬁ{ Fy “fo, pyv ﬂfp FY

Fg Fg Fo
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Fof Fég

il

= FX FoFH FV Fp FY
Fog Fé
Fof Fog

= FX — 'V — FY

Fog Foq
Fdy Fog
_ FX/EZ‘O\‘ Fk' /U%
= — 2 s Wt s FpYy — — s FY
Fdy Foq
Fdy Fog
- FX —*— Frw—t S PV — — 4 FY
\ul/ \ﬂ@/
Fdy Foq
Ff
/—\ m
oy ﬂFstc /\
= FX s FY = FX JF;? FY.
\\W \/‘
Fg
Fg

Esto nos dice entonces que K ~ H, concluyendo la demostracion.
m

De la proposicion anterior junto con su version dual se deduce que cuando
los objetos son fibrantes y cofibrantes las clases de g-homotopias a derecha se
corresponden con las clases de g-homotopias a izquierda. Dado que, asi como
ocurre con las homotopias a izquierda, en €. no distinguimos entre clases
de secuencias de homotopias y clases de ¢g-homotopias a derecha, entonces
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Hos(€) es la misma 2-categoria para cualquiera de las dos versiones.

Ademas, de este tltimo resultado se deduce también que las hom-categorias
de la 2-categoria Hoy.(¢') son localmente pequenas:

Corolario 4.18. Sean X, Y fibrantes-cofibrantes, y sean f,g : X — Y
morfismos en €. Entonces Hos (€)X, Y][f, 9] es un conjunto.

Demostracion. Dado un path-object fijo, las clases de g-homotopias a derecha
de f a g correspondientes a este path-object forman un conjunto y, como X
e Y son cofibrantes y fibrantes, por la proposicién anterior junto con su
version dual dicho conjunto esta en biyeccion con las clases de g-homotopias
a izquierda de f a g. m
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