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Introduccion

La construccion de polinomios auxiliares es una técnica basica en aproximaciéon diofanti-
ca y teoria de la trascendencia. Este tipo de ideas también ha sido de gran utilidad en
otras areas de las matematicas, particularmente en problemas de naturaleza combinatoria.
Su importancia radica en el hecho de que sirven para evidenciar una estructura algebraica

subyacente del problema.

En términos generales, la estrategia del método polinomial es capturar el conjunto de
objetos de interés dentro del conjunto de ceros de un polinomio de grado “pequeno”. Méas
precisamente, el método polinomial consiste de dos pasos. Supongamos que tenemos un
conjunto de interés S. El primer paso es encontrar un subconjunto caracteristico A C S tal
que todo polinomio (con ciertas propiedades deseadas) que se anule en A con multiplicidad
suficientemente grande tenga que anularse en todos o en la mayoria de los puntos de
S también. El segundo paso es encontrar uno de esos polinomios. Las propiedades que
pedimos al polinomio dependen de la naturaleza del problema en cuestion, sin embargo,
siempre queremos que su grado sea (en cierto sentido) pequeno. También es muy comuin
exigir que los coeficientes pertenezcan a algin anillo adecuado. En esta tesis sélo nos
ocuparemos del segundo paso. Para un tratamiento mas detallado del método polinomial,

el lector puede consultar [10], [17] y [20].

El problema que estudiaremos es el siguiente. Sea K un cuerpo y sea S un subconjunto
finito de K. Queremos encontrar un polinomio P € K[X,, ..., X,| que se anula en cada
punto de S. Quizas el enfoque mas simple es considerar el sistema de ecuaciones lineales
dado por

P(s)=0, se S,

donde las incognitas son los coeficientes del polinomio. El problema de encontrar el poli-

nomio P es, por lo tanto, equivalente a resolver un sistema lineal.

Siguiendo este enfoque, se puede probar, utilizando un argumento de contar dimensio-
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nal elemental, que para cualquier cuerpo K y cualquier subconjunto finito S de K¢, existe
un polinomio de grado < |S ]1/ ¢ que se anula en todo punto de S. Esta es la versién mds
simple del lema de Siegel. Observar que esto no nos da ningtin control sobre los coeficien-
tes del polinomio; sin embargo, tiene el beneficio de ser aplicable a cualquier cuerpo K.
Este resultado es elemental, pero es increiblemente 1til. Por ejemplo, es una herramienta

crucial en la prueba de Dvir de la conjetura de Kakeya sobre cuerpos finitos (ver [5]).

En casos mas especificos, argumentos de contar similares dan propiedades adicionales
sobre los coeficientes del polinomio. Si K = Qy S C {1,..., N}¢ el lema de Siegel también
afirma que el polinomio tiene coeficientes enteros de médulo < (dN)Y¢. Este resultado
puede extenderse facilmente a cuerpos de numeros; en este caso se debe trabajar con

alturas, en lugar del valor absoluto habitual.

Para la mayoria de las aplicaciones, una de estas dos versiones del lema de Siegel es
suficiente. A veces, sin embargo, uno necesita mejores cotas para los coeficientes (ver, por
ejemplo, [19]). En [3], Bombieri y Vaaler obtuvieron varias mejoras del lema de Siegel. Sus
argumentos se basan en las poderosas técnicas de Geometry of Number en lugar de los
argumentos de contar, mas simples pero menos precisos, utilizados por Thue y Siegel. Sin
embargo, aparece una dificultad cuando se trabaja sobre cuerpos de niimeros arbitrarios,

lo que proporciona una motivacion para trabajar en el contexto de adeles.

Consideremos primero la situacion mas simple. Queremos resolver el sistema Az = 0
en los enteros, donde A es una matriz M x N con entradas en Z. Ademads, queremos
probar que existe una base de soluciones “pequenias” en Z". Esto requiere del segundo
teorema de Minkowski, que habla sobre puntos linealmente independientes en el lattice.
El punto crucial es que todas las pruebas conocidas del segundo teorema de Minkowski
en RV consideran un lattice A = Z" y un sublattice M y proporcionan bases de M y A

de modo que la base de M se pueda expresar en forma triangular en términos de la base
de A.

En el caso de un cuerpo de niimeros arbitrario K, reemplazamos Z" por (O )Y, donde
Of es el anillo de enteros de K. En este caso, el resultado anterior relativo a las bases
de un sublattice es valido solo si Ok es un ideal principal, y de lo contrario, la prueba
del segundo teorema de Minkowski no se puede completar de manera obvia. Dado que
un dominio de Dedekind es un dominio de ideales principales si y solo si es un dominio
de factorizacién tunica, una forma de resolver esta dificultad es restaurar la factorizacion

unica mediante la localizacién en un conjunto suficientemente grande de primos (es decir,
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reemplazar O por S~'Ok para un conjunto multiplicativo S apropiado) y luego ver a
K como subconjunto de un espacio “més grande”, en donde la localizacién S~'Oxk sea
discreta. De hecho, podemos localizar con respecto a todos los primos, y asi el espacio
“mas grande” adecuado es el anillo de adeles de K. En particular, esto significa que

necesitamos geometria de ntimeros en adeles.

El objetivo de esta tesis es estudiar los argumentos utilizados por Bombieri y Vaaler
para obtener mejoras del lema de Siegel. Estructuralmente, hacemos esto de la siguiente

manera.

El primer capitulo estda dedicado al desarrollo de resultados preliminares. Primero,
revisamos los conceptos basicos de la teoria de valuaciones y cuerpos locales, de modo
que podamos definir el anillo de adeles de un cuerpo de nimeros. Luego, damos algunas
propiedades del discriminante, con el tinico propésito de llegar a un tipo de férmula del
producto. Después de eso, recordamos algunos hechos basicos de la medida de Haar, y
definimos la medida de Haar adélica y la medida en el espacio cociente. Finalmente,
definimos la altura de un vector y de una matriz. Nuestras referencias principales para

este capitulo son [2] y [15]; para la seccién sobre discriminantes, seguimos [13].

En el segundo y tercer capitulo se tratan los dos resultados principales de geometria de
numeros involucrados en la prueba de Bombieri y Vaaler: el segundo teorema de Minkowski
y la desigualdad de rebanado de cubos (cube slicing inequality). En ambos casos, primero
estudiamos el caso real y luego extendemos los argumentos al contexto adélico. Nuestras

referencias principales para estos dos capitulos son [2], [3] y [18].

En el dltimo capitulo, estudiamos las mejoras por Bombieri y Vaaler del lema de
Siegel. Comenzamos recordando el lema de Siegel y su extension a cuerpos de nimeros.
Luego, enunciamos el lema de Bombieri-Vaaler y lo comparamos con el resultado de Siegel.
Finalmente, siguiendo [3], damos una prueba del lema de Bombieri-Vaaler, junto con varias

generalizaciones.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Valores absolutos

Definicién 1.1.1. Un valor absoluto en un cuerpo K es una funcién a valores reales

|- | en K tal que, para todo =,y € K:

(a) || >0y |z =0siysolosiz=0.
(b) [zy| = [yl

(¢) |z +y| <l|z| +|y| (desigualdad triangular).

Un valor absoluto se llama no arquimediano si en lugar de la desigualdad triangular

(c), satisface la condicién més fuerte
(¢) |z +y| <max{|z|,|y|} (desigualdad ultramétrica)

Un valor absoluto para el cual (¢’) no se satisface para algtin par z,y € K se dice arqui-

mediano.
El valor absoluto trivial es el que es igual a uno para todo elemento no nulo de K.
La siguiente caracterizacion de valores absolutos no arquimedianos es bastante util:

Proposicién 1.1.2. Sea | - | un wvalor absoluto en K. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
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1. |- | satisface la desigualdad ultramétrica

2. El conjunto {|n| : n € N} es acotado.
En cualquier caso, la sucesion (|n|)nen estd acotada por 1.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [15, 4-28]. ]

Esta claro que un valor absoluto |- | define una métrica en K dada por d(x,y) = |z—yl|.
Esto induce una topologia en K. Si dos valores absolutos definen la misma topologia, se

denominan equivalentes.

Proposicién 1.1.3. Sean |- |; y |- |2 dos valores absolutos de K. Las siguientes afirma-

ctones son equivalentes:

(a) |11 y |- |2 son equivalentes.
(b) Eziste un nimero real positivo s tal que
2 =[5
para todo x € K.

(¢) Para cualquier x € K, |z|, <1 siy solo si |x|, < 1.

Demostracion. Ver [8, Th. 9.1] y [9, Ch. XII, Prop. 1.1]. O

Definicién 1.1.4. Un lugar v es una clase de equivalencia de valor absoluto no trivial.

Por | - |, denotamos a un valor absoluto en la clase de equivalencia v.

Si L/K es una extension de cuerpos, v es un lugar de K y w un lugar de L, decimos
que w esta arriba de (o sobre) v si la restriccién a K de cualquier representante de w

es un representante de v. En este caso, escribimos w|v.

La completaciéon de K con respecto al lugar v es un cuerpo K, con un lugar w tal

que:
. wlv

= K, es completo con la topologia inducida por w.
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= K es un subconjunto denso de K, en la topologia inducida por w.

La completacién existe y es unica salvo isomorfismo isométrico. Esto se puede probar

utilizando la familiar construccion de clases de equivalencia de las sucesiones de Cauchy.
Ejemplo. En Q, claramente tenemos el valor absoluto euclidiano | - | = |+ |, que es
arquimediano. La completacion de Q con respecto a este valor absoluto es claramente R.

Para cada primo p, también tenemos el valor absoluto p-adico |- |,, determinado de la

siguiente manera. Sea m/n € Q un numero racional, podemos escribirlo en la forma

donde m/, n’ son nimeros primos coprimos con p. Luego definimos

—a

m
=
nlp

La completacion de @Q con respecto al valor absoluto p-adico se denomina cuerpo de

ntimeros p-adicos y se denota Q,.

El siguiente teorema de Ostrowski nos dice que, de hecho, estos son todos los lugares

en Q.

Teorema 1.1.5 (Ostrowski). Cada lugar no trivial de Q se puede representar con el valor

absoluto habitual o con el valor absoluto p-ddico correspondiente a algin primo p.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [7, Th. 3.1.3], o [15, 4-30]. ]

Sea K un cuerpo con un lugar no arquimediano v. Definimos el anillo de valuacién
de v como
O, ={reK:|z|, <1}.

No es dificil probar que O, es un anillo local con tnico ideal méaximal
m, :={zr €K :|z|, <1}

El cociente O, /m, es entonces un cuerpo, denominado cuerpo residual.

Sea L una extensién de cuerpos de dimensién finita de K y w un lugar de L sobre v.
Entonces O,,/m,, es una extensién de cuerpos de dimensién finita de O, /m,. Su grado se

denomina grado residual; lo denotamos f,,,. Por otro lado, es claro que |K*|, es un
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subgrupo multiplicativo de |L*|,. Su indice se denomina indice de ramificacién de w

en v; lo denotamos e/,

Un lugar v se dice discreto si el grupo |K*|, es ciclico. En este caso, m, es un ideal
principal y cualquier generador principal se denomina parametro local; ademas, cada

ideal de O, es de la forma (m,)" para algin entero positivo n (ver [13, (3.9)]).

Ejemplo. Supongamos K = Q y consideremos un lugar no arquimediano p. El anillo
de valuaciéon de p se denota Z,, y su ideal maximal es pZ,, es decir, el ideal principal

generado por el primo p. Estudiando el nicleo de la composicion
L — Ly, — L,/ pZL,

uno prueba facilmente que Z,/pZ, = 7Z/pZ. Por lo tanto, el cuerpo residual es F,, el

cuerpo finito de p elementos.

Proposiciéon 1.1.6. O, es un subconjunto abierto y cerrado de K con respecto a la

topologia dada por v. Ademds, es compacto si y solo si el cuerpo residual O, /m, es finito.
Demostracion. Ver [7, Prop. 2.3.6], y [16, Lemma 9.5, Prop. 9.7]. ]

Sea K un cuerpo de nimeros (es decir, una extension finita de Q). Para cada lugar
no arquimediano v de K, sea O, el anillo de valuacién de K, (continuaremos usando esta
notacién a lo largo de toda la tesis). Cada lugar no arquimediano de K estd sobre algin
primo, con lo cual el cuerpo residual O,/m, correspondiente a K, es una extension finita
del cuerpo residual F,, correspondiente a QQ,,, y por lo tanto es un cuerpo finito. Entonces,
Proposicién 1.1.6 implica:

Corolario 1.1.7. Si K es un cuerpo de numeros, entonces, para cada lugar no arquime-

diano v, el anillo de valuacion O, de la completacion K, es compacto.

Ahora, supongamos que tenemos una extensién separable finita L/K. Para lugares no
arquimedianos, existe una relacién entre el grado local, el indice de ramificacién y el grado

residual.

Lema 1.1.8. Sea L/K una extension separable finita. Sea v un lugar no arquimediano
de K y w un lugar de L sobre v. Sean K, y L, las completaciones correspondientes, y

sean e, y f, el indice de ramificacion y el grado residual, respectivamente. Entonces,

[Ly : K| = ey fo.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [15, 4-33], o [9, Ch. XII, Prop. 6.1]. a
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1.1.1. Extension de valores absolutos

En esta tesis, trabajaremos con cuerpos de nimeros; es decir, extensiones algebraicas
finitas de Q. Ya que hemos enumerado todos los lugares de Q, serda de gran utilidad
para nosotros entender cémo se extienden los valores absolutos en extensiones algebraicas

finitas.

Primero, recordamos un resultado sobre extensiones finitas de cuerpos completos.

Proposicién 1.1.9. Sea K un cuerpo completo con valor absoluto | - |, y sea L una
extension finita de K. Luego hay una tnica extension de |- |, a un valor absoluto |- |, de

L, que se define explicitamente por la ecuacion

|z = | Np g () ]2/ E

donde Np ik es la norma de la estension L/K. Ademds, el cuerpo L es completo con

respecto a | - |-

Demostraciéon. Ver, por ejemplo, [8, Th.s 9.8, 9.9, 9.12]. ]

Observacion. La proposicién anterior implica que, si K es completo, su valor absoluto
se extiende de manera tunica a la clausura algebraica de K. Sin embargo, la clausura

algebraica no es necesariamente completa con respecto a ese valor absoluto.

Sea K un cuerpo con un valor absoluto no trivial fijo | - |,.

Teorema 1.1.10. Sea L una extension de cuerpos finita de K generada por un tunico

elemento . Sea f el polinomio minimal de § sobre K y sea

f= gt

su descomposicion en factores monicos irreducibles sobre K,[t]. Luego, se satisfacen las

siguientes afirmaciones:

(a) Para cada j hay un homomorfismo inyectivo v; : L — K; = K,[t|/(f;) de extensiones

de cuerpos sobre K, dado por & — t.

(b) Existe una extension unica | - |; del valor absoluto de K, a K;. Ademds, los valores

absolutos | - |; no son equivalentes dos a dos.
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(¢) K; es la completacion de L con respecto al valor absoluto |- |; y el morfismo ¢;.

(d) Para cualquier valor absoluto |-|,, que extiende a |-|, a L, hay un dnico j € {1,...,r}

tal que la restriccion de | - |; a L es igual a | - |-

Demostracion. Proposicién 1.1.9 prueba que existe una extension unica || i del valor abso-
luto de K, a K. Es féacil ver que ¢; es un homomorfismo inyectivo bien definido. Ademas,
dado que K es denso en K, y la clase de ¢t en K estd contenida en la imagen de ¢;,
tenemos que la imagen de ¢; es densa en K. Utilizando una vez més Proposicién 1.1.9,

se deduce que Kj es la completacién de L con respecto a || ;.

Si las restricciones de |-[; y ||, a L son equivalentes, entonces tenemos un isomorfismo
isométrico de K; en K}, que deja K, fijo. Por lo tanto, las imégenes de £ de los respectivos
embeddings ¢; y ¢ deben ser raices del mismo factor irreducible de f(t) en K, [t]. Por lo

tanto, j = k.

Hasta ahora hemos demostrado (a), (b) y (c). Sélo queda (d). Sea |-|,, un valor absoluto
de L que extiende a |-|,. La clausura (topoldgica) de K en L,, se puede identificar con
K,, por lo que L, = K,(§) (aqui asumimos L C L,,). De hecho, K,(§) C Ly, L es denso
en K,(§) y, por Proposicién 1.1.9, K,(£) es completo. Al deshacer las identificaciones
realizadas, hemos demostrado que L,, es isomorfo a algin K, porque & es una raiz de
algin f;. Ademds, L = K () queda fijo bajo este isomorfismo. Por la parte de unicidad

de la Proposicién 1.1.9, [-[,, es igual a la restriccién de |-|; a L. O

Observacion. El teorema anterior nos dice que existe una correspondencia biyectiva entre
los lugares de L = K () sobre v y los factores irreducibles del polinomio minimal de &
sobre K. Més atin, si fijamos una clausura algebraica K, de K,, entonces la completacién
de L con respecto al lugar w; correspondiente al factor f; es isomorfa a K,(3), donde

B € K, es cualquier raiz de f;.
Si L es una extensién finita separable de K, podemos deducir dos corolarios.

Corolario 1.1.11. Sea L una extension separable finita de K y sea v un lugar de K.

Entonces, tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales sobre K,

L®KK'U gr[Lun

w|v

donde el producto es sobre todos los lugares w de L que se encuentran sobre v.
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Mas especificamente, si L, K. &, f y fi,...,[. se definen como en Teorema 1.1.10,

entonces
v K(© ox Ky — [T RX/(G(X), v (Zm(é) ® Ai) = (Z AZ-M])

es un isomorfismo de espacios vectoriales sobre K, donde, para cada i, p; es un polinomio
con coeficientes en K y p;(X) denota la clase de p; en K,[X]/(f;(X)).

Demostracion. Por el teorema chino del resto,
[T & XT/(f5(X) = K, [X]/(£(X)).
j=1

Luego,
Lok K, = K[X]/(f) ok K, = K,[X]/(f) = K,[X]/(f(X)).

El corolario sigue escribiendo explicitamente la cadena de morfismos. O

Corolario 1.1.12. Si L es una extension separable finita de K, entonces

Z[Lw : Kv] = [L : K]7

wlv

donde la suma es sobre todos los lugares w de L sobre v.

Demostracion. Por el teorema del elemento primitivo, L = K(§) para algin § € L,
y por lo tanto, estamos en la hipdtesis del Teorema 1.1.10. En este caso, el polinomio
minimal f es separable (es decir, todas sus raices tienen multiplicidad uno) y por lo tanto
ki = ko = --- = k, = 1. Por el teorema, cada factor f; de f sobre K, corresponde a un
lugar w de L, y la extensién L, /K, tiene un grado [L,, : K,] = deg f;. El resultado se

sigue de forma inmediata. O]
Definicién 1.1.13. El nimero [L,, : K,] es el grado local de L/K en w. Por lo general,
denotaremos d = [L : K|y dy, = [L,, : K,].

Si, ademads, la extensién L/K es Galois, entonces todas las completaciones de L con

respecto a lugares arriba de v son isomorfas.

Corolario 1.1.14. Si L/K es una extension de Galois del grado d, entonces el grado

local d,, es constante para todo w|v.
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Demostracion. Sea & un elemento de L con L = K(§), y sea f su polinomio minimal
sobre K. Sea K, una clausura algebraica de K,. Como L/K es Galois, L contiene todas
las raices de f, y por lo tanto, para cada lugar w|v, la completacién L, contiene todas
las raices de f. Por Teorema 1.1.10, todas las completaciones son iguales (vistas como

subcuerpos de K,). Por lo tanto, d, es constante para todo w|v. O

Normalizacion de extensiones de lugares

Sea K un cuerpo con un valor absoluto no trivial fijo |-|,. Sea L una extensién separable

finita de K, y sea w un lugar de L con w|v. Para cualquier x € L, definimos

[l = |Npyre, ()]
[ = | Np /e, ()15,
Observacion. ||, siempre es un valor absoluto, y ||-||,, es un valor absoluto si y solo si v

es no arquimediano o [L,, : K] = 1.

Para un valor absoluto fijo |-|,, siempre nos referiremos a |-|,, y ||-||,, como los valores
absolutos normalizados correspondientes al lugar w|v. Claramente, para |[|-||,,, esta

nomenclatura se usara inicamente si v es no arquimediano o si [L,, : K,| = 1.

El siguiente lema establece una relacién entre el valor absoluto ||, y los valores abso-

lutos normalizados correspondientes a lugares sobre v.

Lema 1.1.15. Sean K y L como arriba. Sean x € K \ {0} yy € L\ {0}. Manteniendo

la notacion anterior, tenemos que

Iz, = Iz,

w|v

[Tyl = INx ().

wlv
Demostracion. La primera igualdad es una consecuencia directa del Corolario 1.1.12, y
de que K C K,, lo que significa Nk, (x) = plLw:Ky]

La segunda afirmacion se reduce a probar que, para cualquier y € L,

Nik(y) = HNLw/Kv(y)' (1.1)

wlv
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Primero asumimos que L = K(y). Sea f el polinomio minimal de y sobre K, y sea
f = fi--- f su factorizacién en polinomios irreducibles sobre K,. Por Teorema 1.1.10,
hay exactamente r lugares de L sobre v. Sean wy, ..., w, dichos lugares y Li,... L, sus
respectivas completaciones. Sabemos que L; = K,(y;) para alguna raiz y; del polinomio
irreducible f;. Explicitamente, y; es la imagen de y por el correspondiente embedding
tj: L — L;. La norma N, k(y) es igual a (—1)87 por el término constante de f. Lo
mismo ocurre para cada N /k,(y;) v fj. Como el término constante de f es igual al

producto de los términos constantes de f;, finalmente obtenemos (1.1).

Ahora, si L no es igual a K(y), necesitaremos usar la transitividad de la norma, es

decir
Nk = Nk@)/x © No/k@),

y lo mismo para las torres locales K, C K,(y;) C L;, con y; como en el parrafo anterior.
Sid=[L:K]ys=degf=[K(y): K], tenemos

Nk (y) = Nk Nk (v))

d

= Ni(y)/x(y+)

- a

= I Veotwsm (w7
j=1

Observar que d/s = [L : K(y)], entonces si wy,...,w, son los lugares de K(y) sobre v,

por Corolario 1.1.12 tenemos

Sl K]

ulw;

para cada j = 1,...,r. Ademds, sabemos que

Lo : Ky (y;

Entonces,

d
NicywnrioW3) =TT Newwnrse (New i) ()

u|w;

= 11 Veww. (95).

u|w;

El lema se sigue del hecho de que cada lugar de L sobre K esta sobre exactamente un
lugar w; de K(y). O
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Supongamos ahora que L/K es una extension finita de Galois. Sea v un lugar de K
y sea 0 € Gal(L/K). Para w un lugar de L sobre v, consideremos la aplicacion ||,
definida por
r € L+ |o(z)], € Rso,

donde ||, es el valor absoluto normalizado. Dado que ¢ es un automorfismo que fija
K, esta claro que |~|g(w) es un valor absoluto que esta arriba de v. Por lo tanto, por la

Proposicién 1.1.3, hay un nimero real s > 0, y un lugar w’ sobre v tal que

o ()], = 2] (1.2)

para todo x € L, donde |-|, es el valor absoluto normalizado correspondiente a w’. Si

tomamos = € K entonces (1.2) da

donde d = [L : K], dy = [Ly : K, vy dy = [Lyw : K,|. Pero, por el Corolario 1.1.14,
d,, = d,, entonces s = 1. Por lo tanto, |~|g(w) es el absoluto normalizado correspondiente

a un lugar sobre v.

Hemos probado la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.16. Sea L/K wuna extension finita de Galois, sea v un lugar de K y
sea 0 € Gal(L/K). Para cualquier lugar w de L sobre v, defina |-|0(w) para que sea la
aplicacion

r € Lr—|o(x)], €Rso,
donde ||, denota el valor absoluto normalizado. Luego, hay otro lugar w' de L sobre v, de
manera que Ha(w) es el valor absoluto normalizado correspondiente a w'. Ademds, para

dos lugares distintos wi,wy de L, los valores absolutos ||,y Y ||y S0N N0 equivalentes.

Concretamente, cada o € Gal(L/K) define una bijection ||, — ||, en €l conjunto

de valores absolutos normalizados de L sobre v.

1.1.2. Cuerpos de nuimeros y anillo de enteros

Si K es un cuerpo de nimeros, los lugares no arquimedianos también se llaman lugares
finitos y los arquimedianos se llaman lugares infinitos. En otras palabras, los lugares
finitos son aquellos que se encuentran sobre los lugares p-adicos, y los lugares infinitos son

aquellos que se encuentran sobre el lugar euclidiano habitual.
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Observacion. En el contexto més general de los cuerpos globales, la distincién entre finito
e infinito no corresponde a la dicotomia de lo arquimediano frente a lo no arquimediano.
Los lugares finitos son en realidad aquellos que corresponden a los ideales primos del anillo

de nimeros enteros, de una manera que se precisara mas adelante.

Sea K un cuerpo de numeros. Usando Teorema 1.1.10 podemos ver que si v es un
lugar infinito, entonces la completacién K, es una extension finita de R. De ello se deduce
que K, = R, en cuyo caso v se denomina lugar real, o K, = C, en cuyo caso decimos

que v es un lugar complejo.

Definicién 1.1.17. Sea K un cuerpo de niimeros. Definimos el anillo de enteros de K

Cco1mo

Ox= () {zeK ||, <1}.

v finito

Proposicién 1.1.18. Ok es igual al clausura integra de Z en K.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [11, Th.s 10.3, 10.4]. O

1.1.3. Lugares finitos e ideales primos

En esta seccién, veremos que hay una correspondencia entre lugares finitos e ideales

primos de Ok-.
Recordar que un ideal fraccionario de O tiene una factorizacién tnica en ideales
primos. Luego, dado x € K podemos escribir

_ 46 €r
tOg =pi' - p;,

con e; € Z para todo ¢ = 1,...,r. Dado un ideal primo p en Ok y x € K, definimos
el orden de x en p como el exponente de p en la factorizacion del ideal fraccionario

principal Ok. Lo denotamos ord,(x). Luego,
on _ Hpordp(;t)’
p

donde el producto es sobre todos los ideales primos de Ok-.

Ahora podemos definir el lugar en K asociado al primo p de la siguiente manera. Si p

se encuentra sobre el primo p € Z, entonces

], = p~ (1.3)
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Claramente, cambiando p por cualquier otro niimero real positivo obtenemos otro repre-

sentante del mismo lugar.

Concluimos que cada ideal principal de Ok define un valor absoluto de K. De hecho,
cada valor absoluto es equivalente a uno de la forma (1.3). En efecto, sea v un lugar finito
en K y sea

p, ={zr € Ok |z, < 1}.
un ideal primo de Ok. Usando Proposicién 1.1.3, es facil ver que |-[, es equivalente a || .

Hemos probado la siguiente proposicion.
Proposicién 1.1.19. Sea K un cuerpo de niumeros. La aplicacion
v p, ={r €Ok : x|, <1}

es una correspondencia biyectiva entre los lugares v de K y los ideales primos p de Ok.

Su inversa es
p—= ‘ ' |P7

donde |z|, = p~o% @),

Corolario 1.1.20. Cada lugar finito de un cuerpo de niumeros es discreto.

1.1.4. La férmula del producto
Consideremos el cuerpo de los niimeros racionales Q. Sea
Mg :={|"|, : p primo o p = oo},

donde | - |, es el valor absoluto p-adico en Q si p es primo, y el valor absoluto usual en Q

H ], = 1.

pGM@

si p = oo. Es facil ver que

Esta formula puede generalizarse facilmente a cuerpos de nimeros arbitrarios. Sea
K un cuerpo de nimeros y sea Mg el conjunto de valores absolutos normalizados | - |,
correspondientes a lugares sobre elementos de Mg. Por la correspondencia entre lugares
finitos e ideales primos de O se puede deducir que, dado = € K, |z|, = 1 para casi todo

||, € Mk. Esto significa que el producto infinito [[,c,,, [7[, estd bien definido.
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Proposicién 1.1.21 (La férmula del producto). Si K es un cuerpo de nimeros, entonces

IT Izl =1.

vEM g

Demostracion. Ya sabemos que la proposicién es cierta para K = Q. Una sencilla aplica-

cién del Lema 1.1.15 da el resultado para un cuerpo de niimero arbitrario K. O]

1.2. Adeles

Sea K un cuerpo de numeros y sea K, la completacién de K en un lugar v.

Definicién 1.2.1. El anillo de adeles de K, que denotamos K, es el subanillo
Ky ={(zy) : z, € K, con z, € O, para todo v, salvo finitas excepciones}

del producto [], K,.

Observacion. Ky no es localmente compacto con la topologia producto. La existencia de
una medida de Haar para grupos localmente compactos motiva la construccion de una

topologia alternativa.

Definimos la topologia adélica en K, especificando una base de entornos del ele-
mento neutro aditivo (0,),. Esta base consiste en conjuntos de la forma [], N,, donde N,

es un entorno de 0, € K, y N, = O, para casi todo lugar v de K.

Para ver que K es localmente compacto con esta topologia, consideramos la siguien-
te construccién. Sea S un subconjunto de lugares de K que contiene todos los lugares

infinitos, y sea (K, )g el subanillo

(Ka)s = [[ Ko x ][] O

veS v¢sS

Dado que (Ky)s es el producto de una familia finita de grupos localmente compactos
con un grupo compacto, se deduce que (Kj)g es localmente compacto en la topologia
producto. La observacién clave es que la topologia producto y la topologia adélica coinci-
den en (Ky)g, con lo cual este conjunto es localmente compacto en la topologia adélica.

Ahora, observemos que

Ky = JE)s,

S
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donde la unién es sobre todos los conjuntos S de lugares de K que contienen todos
los lugares infinitos. Por lo tanto, el anillo de adeles es una unién de anillos localmente

compactos, lo que significa que es localmente compacto.

Identificamos K con un subgrupo de K, por medio de la aplicacion diagonal

K — K,

r— (z), = (z,z,2,...).

El siguiente teorema afirma que podemos dar aproximaciones razonablemente buenas

de elementos de K, por elementos de K.

Teorema 1.2.2 (Teorema de aproximacién fuerte). Sea S un conjunto finito de valores
absolutos no arquimedianos y no equivalentes ||, del cuerpo de nimeros K. Para cada
veS, seax, € K,. Entonces, dado € > 0, existe « € K con |o — x,|, < € para todo

veSylal, <1 para todo lugar no arquimediano v ¢ S.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [2, Th. 1.4.5]. ]

Para finalizar esta seccién, probaremos un importante teorema sobre las propieda-
des topolégicas de K como un subespacio de Ky, y del cociente K, /K. Antes de eso,

necesitamos un lema, que también sera importante en si mismo.

Primero, vamos a fijar notaciéon. Ya que K es un cuerpo de nimeros, por Corola-

rio 1.1.11 tenemos que K ®g R = ], K, En lo que sigue, identificaremos estos dos

v|oo
espacios. Sea d = [K : Q]. Sea wy, ...,wy una Z-base de Ok, y sea
d
QN :={z € HKU :3ay,...,aq €10,1) tal que x = ij ® a;}.
v]oo j=1

Lema 1.2.3. El subconjunto Q = Qs X [|

Ku/K; es decir, cada clase de Ku/K tiene exactamente un representante en 2.

v finito Ov de Ka es un dominio fundamental de

Demostracion. El lema tiene dos partes. Por un lado, necesitamos demostrar que cada
elemento de K, /K tiene un representante en €2, y, por el otro, que dicho representante es
unico.

Comenzamos con la unicidad. Tomemos x,y € 2 de manera que @ = x — y € K,

: . d d
con proyecciones a {1, respectivamente dadas por ijl w; @ ajy ijl w; ® bj. Para
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cada lugar finito v, tenemos que z,,y, € O,; por lo tanto, @ € Ok. Si ahora miramos los

lugares infinitos, tenemos
d
a= w;®(a;—b)
j=1

con aj —b; € (—1,1). Como o € O, podemos escribir

d
o= (Z Cjw]') ® 1,
j=1

para ciertos ¢y, ..., cq € Z. Usando que {wy ® 1,...,wq ® 1} es una base de K ®g R como
espacio vectorial sobre R, podemos deducir que a; —b; € Z. Concluimos que a; = b; para

todo 7, y por lo tanto z = y.

Probemos ahora la existencia de un representante en . Sea T € K, /K. Sea S el
conjunto de lugares no arquimedianos con |z|, > 1. Por el teorema de aproximacién
fuerte, existe @ € K tal que |z, — |, < 1 para todo v € Sy ||, < 1 para todos los
lugares no archimedeanos v ¢ S. Por lo tanto, reemplazando x por z — «, podemos asumir

x, € O, para cada lugar finito v. En el caso de los lugares infinitos, tenemos

d
(T4)vjo0 = ij ® a;
j=1

para ciertos a; € R. Existen bq,...,bq € Z, de modo que 0 < a; — b; < 1 para cada j.
Entonces x — (Z?Zl w; ® by, O) es un representante de T en 2. O

Ahora, estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.

Teorema 1.2.4. Sea K un cuerpo de nimeros. Entonces, K es un subgrupo discreto de

Ky, y el grupo cociente Ky /K es compacto en la topologia cociente.

Demostracion. Primero veamos que K C K, es discreto. Basta con probar que hay un
entorno abierto U C K, de 0 tal que K N U = {0}. Fijemos w un lugar finito de K, y

tomemos

U={reK, |z, <1} x[[{freK Jz,<1}x ][] 0.
v|oo v finito,v£w
Claramente, U es abierto y contiene 0. Supongamos que existe x € UNK \ {0}. Luego, por

la férmula del producto, deberfamos tener [ ], |z|, = 1, lo cual es imposible por definicién
de U.
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Ahora, probemos que K, /K es compacto. Sea (2 el dominio fundamental de K, /K el

lema anterior, y sea

! !
=0, x [] o
v finito

donde
d

Q ={xe HK” :3ay,...,aq € 0,1] tal que z = ij®aj}.
v]oo j=1
Sea 7 : K — K, /K el morfismo cociente. Por el Lema 1.2.3, 7(Q2) = Ky /K vy, por
consiguiente, 7(§2') = K, /K. La topologia de 2’ como subespacio del anillo de adeles es
igual a la topologia producto; por lo tanto, por el teorema de Tychonoff, 2’ es compacto.

Como 7 es continuo, concluimos que K, /K es compacto. ]

1.3. Diferente y discriminante

El objetivo de esta seccién es obtener un tipo de férmula del producto para el discrimi-
nante de una extension finita de Q. Para ello, necesitaremos algunos resultados relativos
al ideal diferente y al ideal discriminante. Solamente mencionaremos las definiciones y los
resultados que conducen a la férmula del producto, a fin de proporcionar una idea de la
conceptos involucrados en la prueba. Para una descripcion mas detallada de estos temas,
consultar [13, Ch. III, §2].

Sea L/K una extension separable finita, sea A C K un dominio de Dedekind con

cuerpo de fracciones Frac(A) = K y sea que B C L su clausura integra en L.

Definicién 1.3.1. Sea [ un ideal fraccionario de L. El médulo dual B de [ es
I''={x e L:Tryk(zl) C A}.
Observacion. La nocién de dualidad esté justificada por el isomorfismo
I* — homy (1, A), =+ (y— Trpx(zy)).

Proposicion 1.3.2. Si I es un ideal fraccionario de L, entonces I* también es un ideal

fraccionario.

Definicién 1.3.3. El ideal fraccionario €5/4 1= B* = {z € L : Tr(zB) C A} se denomina

diferente inverso. Su inverso Dp/ 4 = QE}A es el diferente de B/A.
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Observacion. B C €g/a, y entonces Dp/a es de hecho un ideal integral de L (es decir,
©B/A C B).

Por lo general, cuando los dominios de Dedekind A y B son evidentes del contexto,

denotamos al diferente y a su inverso por D, y & k, respectivamente.

Proposicién 1.3.4. (1) Si S es un subconjunto multiplicativo de A, entonces S~ B es

la clausura integra de S™A en L.

(11) Sea p un ideal primo en A y sea q|p un ideal primo en B. Denotamos por A,, K,, B,
y Lq a las completaciones correspondientes, respecto a los valores absolutos definidos
por

2]y := exp(—ord,(z)), y |zly := exp(—ordy(X)).
Entonces, By es la clausura integra de A, en L.

Proposicién 1.3.5. (1) Para cualquier subconjunto multiplicativo S de A, se tiene que

Dg-15/5-14 =5 "Dp/a.

(11) Sea p un ideal primo en A y sea q|p un ideal primo en B. Entonces,
Dp/aBy=Dp/a,

Definicién 1.3.6. Sea d = [L : K|, y sea ey,...,eq una base de L como espacio vectorial

sobre K. El discriminante de la base {ej, ..., e4} se define como
d(er, ..., eq) :==det (Trp/r(asa;)).

Recordamos el siguiente resultado basico:

Lema 1.3.7. Si0y,...,04 son los K-embeddings L — K (donde K es la clausura alge-

braica de K ), entonces
det (TI'L/K<OQ‘OC]')) = (det(aiozj))z.

Definicién 1.3.8. El ideal discriminante 03,4 es el ideal de A generado por los dis-
criminantes d(ay, ..., qq) de todas las bases aq,...,a4 de L/K que estan contenidas en

B.
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Observacion. Si oy, ..., o4 es una base integra de B/A, entonces 0.,/ es un ideal principal
generado por d(as, ..., aq). En efecto, si 81, ..., 04 € B, existe ¢;; € A tal que
B = Z Cij Qi
i=1
para 7 =1,...,d. Usando el Lema 1.3.7, la férmula del producto para los determinantes,

y el hecho de que los ¢; son monomorfismos, podemos concluir que

d(/Bl, c. ,ﬁd) = (det(CZ‘j))Qd(Oél, Ce ,Oéd).

Teorema 1.3.9. 0,k = Ny k(D1 /i), donde Nk (D k) denota el ideal de A generado
por {Np/k(x) :x € Dk}

El Teorema 1.3.9 nos permite deducir el siguiente corolario.

Corolario 1.3.10. Sea p un ideal primo en A y sean A, y K, las completaciones co-
rrespondientes de A y K. De manera similar, para cada ideal primo q de L, sea Ly la
completacion de L. Entonces, tenemos la siguiente formula del producto para el discrimi-

nante:

oAy = [ [ 0na/,-
qlp

Estamos interesados en aplicar el resultado anterior a una extensién K/Q de grado
d,con A=27Zy B = Og. Sea ay,...,aq € Ok una base integra de K sobre QQ y sea
Dgjg = d(ay,...,aq) un generador de 0x/g. Supongamos que f3i,...,[3q es otra base
integra, luego para cierta matriz invertible (¢;;) con entradas en Z, podemos escribir

6]‘ = Z Cz’jai-
i=1

Observar que si (f;;) es la inversa de (¢;;), entonces también tenemos
aj =Y fibi;
i=1

por lo tanto, f;; € Z. Esto significa que det(c;;) es una unidad de Z, es decir, det(c;;) = £1.
Concluimos que para cualquier lugar p de Q, el valor absoluto !DK/Q|p no depende de la

base integra elegida.

De manera similar, podemos probar que para cualquier p € Z y cada lugar v de K
sobre p, el ideal discriminante 0, g, es principal y que el valor absoluto |-|p de cada

generador es el mismo. Primero, sin embargo, necesitamos la siguiente proposicion.
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Proposicién 1.3.11. Sea L/K una extension separable finita, sea A C K un dominio de
Dedekind con Frac(A) = K y sea B C L su clausura integra en L. Si A es un dominio de
ideales principales, entonces cada B-submdodulo M # 0 de L es un modulo libre de A de

rango [L : K]. En particular, B admite una base integra sobre A.
Demostracion. Ver, por ejemplo, [13, Ch. I, (2.10)]. H

De la proposicién anterior, se deduce que O, es un Z,-moédulo libre. Sea d, el grado
local [K, : Qp], sea e1,...,eq, una base integra, y sea D, g, := d(e, ..., eq,). Podemos
probar exactamente de la misma forma que antes que ‘DKU /Qp‘p no depende de la base
integra elegida.

Como consecuencia directa de Corolario 1.3.10, tenemos el siguiente resultado, que

serd esencial para el resto de la tesis.

Proposiciéon 1.3.12. Sea K un cuerpo de numeros y p € Z un numero primo. Sea
Dy q el discriminante de alguna base integra de K, y, para cada lugar v|p, sea D, q, €l

discriminante de alguna base integra de K,. Entonces

|DK/@‘,,: H’DKv/Qp’- (1.4)
p

Sien (1.4) tomamos el producto sobre todos los niimeros primos, una simple aplicacién

de la formula del producto da:

Corolario 1.3.13. Sea K un cuerpo de nimeros. Para cada p y v, sean Dy ;g y Dk, /0,

como arriba. Entonces

Dol " = [ 1Pk.a,l-

v finito

1.4. Medida de Haar

1.4.1. Definicion y propiedades basicas

Antes de dar la definicion de la medida de Haar, recordaremos una serie de definiciones

fundamentales de teoria de la medida.

Sea 1 una medida de Borel en un espacio de Hausdorff localmente compacto X, y sea

FE un subconjunto boreliano de X.
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Decimos que p es regular exterior en E si
p(E) =inf{u(U): U C E,U abierto}.
= Decimos que u es regular interior en E si

p(E) =sup{u(K): K C E, K compacto}.

= Una medida de Radon en X es una medida de Borel que es finita en todo com-

pacto, regular exterior en todo boreliano y regular interior en todo abierto.

= Sea G un grupo y p una medida de Borel en G. Decimos que p es invariante por

traslacién a izquierda si para todo los conjuntos de Borel E de G y para todo
s e @,

p(sE) = p(E).

Invariancia por traslacion a derecha se define de manera similar.

Definicién 1.4.1. Sea G un grupo topolégico localmente compacto (notar que pedimos
también que sea Hausdorff). Luego, una medida de Haar a izquierda (respectivamente,
a derecha) en G es una medida de Radon p en G, distinta de cero, que es invariante por
traslaciones a izquierda (respectivamente, a derecha). Una medida de Haar bi-invariante

es una medida de Radén distinta de cero que es invariante a izquierda y a derecha.

Ejemplo. Sea K un cuerpo con una medida de Haar fija p, y V un espacio vectorial
sobre K de dimensién n. Si T : K™ — V es un isomorfismo K-lineal, entonces tenemos

una medida de Haar v en V' definida por
v(Q) = p"(T71(Q)), (1.5)

donde ™ denota la medida producto en K™. Los conjuntos medibles en (V,v) son los
Q C V tales que T7(Q) es medible en (K", u™).

Supongamos que K = Ry p es la medida de Lebesgue. Sea V' un espacio vectorial real
de dimension n. Sean oy, ...,a, v B1, ..., B, dos bases ortonormales de V. Consideramos
los isomorfismos E; y Es de R en V', dados por Ej(e;) = a; y Eq(e;) = (; respectivamente,
donde e, ..., e, es la base estandar de R". Cada E; define una medida de Haar v; en V.
Por el teorema de cambio de variables y el hecho de que F; y E5 son transformaciones
ortogonales, tenemos

vy = |det(Ey Ey)|n = 1.
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La discusién anterior nos lleva a adoptar la siguiente convencion. Cada vez que habla-
mos de la medida v de un espacio vectorial real V', nos referimos a aquella definida como

en (1.5) con T': R" — V una transformacién ortogonal.

Teorema 1.4.2. Todo grupo localmente compacto admite una medida de Haar a izquierda.

Ademds, esta medida es unica salvo multiplos escalares.
Demostracion. Ver, por ejemplo, [15, 1-8]. ]

Recordemos algunas propiedades basicas de la medida de Haar.

En primer lugar, vamos a fijar notacién. Sea C.(X) el conjunto de funciones continuas

de soporte compacto de X en R, y sea
CHX) ={f €CX)\{0}: f(x) >0Vx € X}.
Si A C X, xa denota la funcién caracteristica de A.

Proposicién 1.4.3. Sea G un grupo compacto local con una medida de Radén no nula p

Entonces:

(1) La medida p es una medida Haar a izquierda en G si y solo si la medida i definida

por (il(E) = p(E™1) es una medida de Haar a derecha en G.

(11) La medida p es una medida Haar a izquierda en G si y solo si

/G Lofdy = /G Fdp

para toda f € CH(G); donde Ly : G — G, Ls(g) = sg.

(111) Sip es una medida Haar a izquierda en G, entonces i es positivo en todo subcongjunto

/Gfdu>0

abierto no vacio de G y

para toda f € CH(G).

(1v) Si p es una medida Haar a izquierda en G, entonces u(G) es finito y solo si G es

compacto.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [15, 1-7]. O
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1.4.2. Medida de Haar en adeles

La medida de Haar en el anillo de adeles es esencialmente la tinica medida que se

restringe a la medida producto en cada (K, )g. Formalmente, esto es:

Proposiciéon 1.4.4. Sea K, el anillo de adeles del cuerpo de niumeros K. Para cada lugar

v, sea [, la medida de Haar en la completacion K,, normalizada para que

,Uv(ov> =Gy

para todo lugar finito v, donde {c, : v es finito} es un conjunto de nimeros reales positivos
tales que el producto infinito Hv’[oo ¢, converge. Entonces, hay una unica medida de Haar
wen Ky que cumple que para cada subconjunto finito S de lugares de K que contienen a

todos los lugares infinitos, la restriccion pg de p sobre
(KA)S = HKU X HOU
veES vgS

es precisamente la medida producto.
Demostracién. Ver, por ejemplo, [15; 5-5]. O

La siguiente proposicién nos dice como integrar algunas funciones “buenas” en K, con

respecto a esta medida. Denotamos p = [], it a la medida de Haar del anillo de adeles
KA: Yy us = HUES My X vas Mv|(9v‘

Proposicién 1.4.5. Sea K, el anillo de adeles con medida inducida p como se indica

arriba.

(a) Sea f una funcion integrable en K. Considerar la red

{/(KA)S f(gs)d,us(gs)}s

indexada en los subconjuntos de lugares que contienen todos los lugares infinitos,
equipados con el orden habitual dado por la inclusion. Entonces
f(g)dp(g) = lim fgs)dps.
Ka (Ka)s
Esta igualdad sigue valiendo si solo se asume que f es continuo, siempre que permi-

tamos que la integral tome valores infinitos.
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(b) Sea Sy un conjunto finito de lugares de K que contiene todos los lugares infinitos.
Supongamos que por cada lugar v tenemos una funcion integrable y continua f, en
K,, de manera que f,|o, = 1 para todo v ¢ So. Para g = (gv)v € Ka, definimos la

funcion producto

f9) =] r(9).

f esta bien definido y es continuo en K,. St S es un subconjunto de lugares que

incluye Sy, entonces

[ stosvnstos) =TT ([, stoimtan).

vES

Ademis,
RCZERN ( | fv<gv>duv<gv>) ,

y, si el lado derecho es finito, entonces f es integrable.
Demostracion. Ver, por ejemplo, [15, 5-6]. ]

La siguiente proposicion y los subsiguientes corolarios nos dicen que tenemos un teo-
rema de cambio de variables para cualquier completacion de un cuerpo de niimeros y, por

lo tanto, también para el anillo de adeles.

Proposiciéon 1.4.6. Sea K un cuerpo de numeros y K, su completacion con respecto a
un lugar finito v sobre el primo p. Sea p una medida de Haar de K,. Luego, para cada

x € K, y cada conjunto medible U C K,, tenemos

p(xU) = [lz]l, p(U).

Demostracion. La proposicion es claramente cierta para x = 0, por lo que siempre pode-

mos suponer que x # 0 si es necesario. Para cada x € K, la aplicaciéon
P, :ye K, —xye K,

es un automorfismo de K, por lo que la composicion p, = po ®, es una medida de Haar
en K. Por lo tanto, p, es un multiplo de p, digamos p, = Agu. Definimos la funcién

X : K, = R5(y como
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Esta funcion es multiplicativa. En efecto, para cualquier x,y € K, tenemos

_ Hay(O0) _ pa(yO0) _ x(@)1y(On) _ X(@)x(9)Os) _
) =260 = w0y T w0y T oy - X

Ahora tenemos que probar que x(z) = ||z||,. Dado que tanto x como ||-||, son multi-

plicativos, basta con considerar x € O,. Como v es finito, O, es discreto y, por lo tanto,

el ideal principal generado por x se puede escribir como
20, = (m,)°r4@), (1.6)

El cuerpo residual O,/m, es finito, por lo tanto, O,/zO, también es finito. Ademsds, el

nimero de elementos de O, /zO, es
0, /20,| = ‘Ov/mv‘ord(x)'
Escribiendo O, como una unién disjunta finita de cosets de xO,,, tenemos que

1(Oy) = [0u/20,| 1(20,) = |0, /2O, | x(2) 1(O).

Entonces,
X(7) = |Ov/$0v|_1 = |Ov/mv|_ord(x)-

Resta ver que ||z||, = \Ov/mv‘—om(m) por cada = € K,. Sea ||, la aplicacién definida
por
x e Kv — |:1;|1 = |Ov/mv|—ord(x) :p—ﬂ,ord(z)7

donde f, = [O,/m, : F,] es el grado residual y ord(x) es el tinico exponente r para el cual
O, = m). Es facil ver que esta aplicacion define un valor absoluto en K, y que dado
x € K, |z|; < 1siysolosi|z||, < 1. Por Proposicién 1.1.3, hay un nimero real s > 0
tal que por cada = € K,

Il = |3 -

Considere el caso x = p. Por un lado, tenemos

_ |pdo| — v
Ipll, = |p™], = ™",
donde d, es el grado local [K, : Q,]. Por otra parte,
—fo ord(p) —foew

lz|, =p =D ,

donde e, es el indice de ramificaciéon de v en p. Pero, por Lema 1.1.8, f,e, = d,. Por lo

tanto, s =1y ||, = |];- -
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Corolario 1.4.7. Sea K un cuerpo de nimeros y sea K, su completacion con respecto a
un lugar finito v. Sea p una medida de Haar de K, y sea p"* la medida producto de K. Si
T: K] — K' es un isomorfismo lineal de K,, entonces para cualquier conjunto medible
Q2 C K tenemos

§(TQ) = [[det 7], 1"(2).

Demostracion. Solo hay que adaptar la prueba del teorema de cambio de variables en R”.
La observacion clave es que basta probar el resultado para matrices elementales, y esto
se desprende facilmente de Proposicion 1.4.6 mediante el uso del teorema de Fubini. Para

una prueba del caso real, ver, por ejemplo, [1, Th. 15.12]. m

Medida de Haar normalizada en el anillo de adeles de un cuerpo de nimeros

Sea K un cuerpo de numeros. Para cada completacion K, sea 3, la iinica medida de

Haar que satisface lo siguiente:

= Si v es no archimedeano, entonces

1/2
p Y

51}(0@) = ‘DKU/@p‘

donde Dk, g, es el discriminante.
» Siv|ooy K, =R, entonces 3, es la medida de Lebesgue en R.

» Sivjoo y K, = C, entonces (3, es dos veces la medida de Lebesgue en el plano

complejo.

Por Proposicion 1.4.4, la medida de Haar (3, induce una tinica medida de Haar S en K.

Llamamos a 3, y § las medidas de Haar normalizadas de K, y K, respectivamente.

Como consecuencia del Corolario 1.4.7, obtenemos:

Corolario 1.4.8. Sea K un cuerpo de numeros y sea K, su completacion con respecto
a un lugar v. Sea Ky el anillo de adeles, y sea n un entero positivo. St T es una matriz
wvertible de tamano n xn con entradas en Ky, entonces para cualquier conjunto medible
2 C K} tenemos

m@m=<memem» (1.7)

vEME
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Demostracion. Claramente, basta demostrar que (1.7) se satisface si Q = [[, Ol. Por

Proposicién 1.4.5 (b), s6lo necesitamos probar que, por cada v € M,
Br(TOy) = |det T, 57(O7).

Si v es finito, esto es exactamente lo que afirma el Corolario 1.4.7. Si v es infinito, esto es

una consecuencia del teorema de cambio de variables clasico. O

1.4.3. Medida de Haar en cocientes

Sea G un grupo localmente compacto y H un subgrupo normal cerrado de G (en
particular, es localmente compacto). Sea 7 : G — G/H el morfismo cociente. Equipamos
G/H con la topologia de cociente; es decir, un subconjunto U C G/H es abierto si y sélo
si 7 1(U) es abierto en G. Recordar que 7 es entonces una funcién abierta y continua,

por lo que G/H es localmente compacto (y, por lo tanto, admite una medida de Haar).

La siguiente proposicién relaciona las medidas de Haar de G, H y G/H.

Proposiciéon 1.4.9. Si ug y pg son medidas de Haar en G y H respectivamente, entonces

existe una unica medida en Haar pg/m en G/H tal que

[ f@ineta) = [ B (/ faaun) ducyutata)

para toda funcion compleja continua f con soporte compacto. Ademds, esta formula sigue

siendo vdlida para cualquier funcion pg-integrable en G.
Demostracion. Ver, por ejemplo, [12; pp. 86-87]. ]

Recordar que K es discreto en K,, por lo que su medida de Haar es la medida de
contar. Ademds, recordar que K, /K es compacto, lo que significa que tiene medida de
Haar finita. Consideremos ahora la medida de Haar Sk, ,x en K,/K, inducida por la
medida de Haar normalizada de K, y la medida de contar de K. Luego tenemos el

siguiente resultado:

Proposicién 1.4.10. El volumen de K;/K con respecto a la medida de Haar Br, /K €5
de 1.
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Demostracion. Recordar que f denota la medida de Haar normalizada de K,. Por la

Proposicién 1.4.9 y el Lema 1.2.3, tenemos

Q) = /K xa(2)dA(z)
— /K . (Z xa(z + y)) dBr, k(K + )

yeK

= Br,/x(Ka/K).

Por definicién de la medida adélica normalizada, y el Corolario 1.3.13,

8 = [ [] 8.(20) (H \DKU/QP\;”) = |Dicsa| (18)

v]oo v finito

Sea d = [K : Q], y denotemos por r y s al nimero de lugares reales y complejos de K
respectivamente. Recordemos que d = r 4+ 2s. Para cada lugar infinito v de K, sabemos

que K, =R o K, = C. En cualquier caso, por el Teorema 1.1.10, por cada completacion

K, tenemos un embedding K < K,. Sean o1, ..., 04 todos los embeddings de K en C, con
o1, ...,0. siendo los embeddings reales, y el resto los embeddings complejos, enumerados
de forma que 0,444 = 0,4, paraj =1,...,s.

Por Corolario 1.1.11, tenemos K ®g R = ]

espacios vectoriales reales. Ademas, si wy,...,wy es una base Z de Ok, podemos dar esta

oloo K, =2 R% que es un isomorfismo de

identificacién explicitamente asignando cada elemento basico w;®1 € K ®gR a un vector

v(w;) € R? definido por

via) = (o1(a),...,0.(a),Re(o,41(a)), Im(o,41(a)), ..., Re(o,15()), Im(0,45(a)))

para cada o € K.

A través de esta identificacion, €2, corresponde al paralelepipedo d-dimensional gene-
rado por los v(w;), por lo que su volumen con respecto a la medida de Lebesgue en R?

€S

‘det <V(w1) e V(wd)>‘ =277

det (m(cuj)) ‘

Recordar que para lugares complejos, la medida 3, es dos veces la medida de Lebesgue,

con lo cual
1/2

B(Qu) = ‘det (ai(wj))( = [Diso|". (1.9)
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Combinando (1.8) y (1.9), obtenemos

lo que concluye la prueba. O

Definicién 1.4.11. (g, /k es la medida normalizada en el cociente Ky/K.

1.5. Alturas

1.5.1. Altura de un vector

Sea K un cuerpo de ntimeros. Para cada lugar v en K, sean |-|, y |||, los valores

absolutos normalizados correspondientes a v. Si = (21,...,zy) € KV, definimos
‘x’v = mriax ’$n’v'

Definicién 1.5.1. La altura homogénea del vector z € KV es

h(z) = Il

donde el producto se toma sobre todos los lugares v de K.

La altura inhomogénea de x es
hin(z) = [ [ méx{1, |=[,}.

En esta tesis, cuando decimos solamente altura, nos referimos a la altura homogénea.

Observacion. La altura homogénea corresponde a la altura proyectiva del vector x cuando
visto como un elemento del espacio proyectivo IP’%_I, mientras que la altura inhomogénea
corresponde a la altura proyectiva del vector x visto como un elemento del espacio afin

N-dimensional embebido en P¥.

Una simple aplicaciéon de la formula del producto da el siguiente resultado:

Proposicién 1.5.2. Siz € KV ya € K, entonces h(az) = h(z).
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1.5.2. Altura de una matriz

Ahora definimos la altura de una matriz M x N con entradas en K y rango M < N.
Sea X = () una matriz de este tipo. Si J C {1,2,...,n} es un subconjunto con
|J| = M elementos, escribimos X; para la submatriz de X formada por las columnas

J-ésimas, para j € J; es decir

Definicién 1.5.3 (Altura local). Sea X una matriz como arriba. Para cada lugar v de

K definimos la altura local H,(X) de la siguiente manera:
(a) Siw es finito, H,(X) = max{|det X,|, : |J| = M},
(b) Siwv esreal, H,(X) = |det XXt|v%7 donde X' es la matriz traspuesta de X.

(c) Siw es complejo, H,(X) = |det XX*|§7 donde X* es el matrix conjugada traspuesta
de X.

Por la férmula de Cauche-Binet, para v | oo, (b) y (c) son equivalentes a:
dy

54
(d) Hy,(X) = ( S |det X;)°| , donde d = [K : Q], d, = [K, : Qu] vy || es el valor
|J|=M

absoluto euclidiano habitual en R o C.

Por completitud, recordamos la férmula de Cauchy-Binet.

Lema 1.5.4 (Cauchy-Binet). Sea A una matriz M x N y B una matriz N x M, y sea
J C{1,..., N} un subconjunto con elementos M. Denotamos por Ay a la matriz M x N
formada las columnas 7 € J de A y por By a la matriz M x M formada por las filasi € J
de B. Entonces,
det(AB) = )  det(A,)det(B,).
|J|=M

Definicién 1.5.5 (Altura global). Sea X una matriz de M x N con entradas en K y
rango M < N. El producto de las alturas locales H,(X) sobre todos los lugares de K
define la altura global H(X). Concretamente,

H(X) =[] H.(X).
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En los préoximos capitulos, necesitaremos algunas propiedades de la altura global, que

se pueden probar usando algebra lineal elemental.

Proposiciéon 1.5.6. Si C' es una matriz no singular de tamano M x M sobre K, entonces

H(CX) = <H|det C|v> H(X)=H(X).

1 .
) se parte en bloques que consisten en
2

una matriz Xy de tamano My X N y una matriz Xs de tamano My x N. Luego, para cada

Proposicién 1.5.7. Supongamos que X = (

lugar v de K tenemos
H,(X) < H,(X1)H,(X5).
Por lo tanto, también vale que

H(X) < H(X1)H(X3).

Observacion. Podemos extender facilmente nuestras definiciones a matrices X de tamano
M x N con rango N < M, definiendo

HU(X) = Hv<Xt)'

Como observacion final, vemos que tanto la altura de un vector como la altura de una
matriz no dependen del cuerpo K en que vemos las coordenadas del vector o la matriz.

Formalmente, esto significa:

Proposicién 1.5.8. Sea K un cuerpo de numeros y F' una extension finita de K. Escri-

bimos My y Mg para el conjunto de lugares de K y F' respectivamente.

» Siz € KV, entonces la altura de x con respecto a K es igual a la altura de x con

I1 1, = IT lel.-

vEME weEMp

respecto a F', es decir,

» Si A e KMV entonces la altura de A con respecto a K es igual a la altura de A
con respecto a F', es decir,

H HU<A): H Hw<A)7

vEMK weEMp

donde H, y H,, indican las alturas locales correspondientes.

Demostracion. Esta proposicién es una consecuencia directa del Lema 1.1.15. [



Capitulo 2

Segundo teorema de Minkowski

2.1. En el espacio euclidiano

En esta seccién, recordaremos algunas definiciones y resultados béasicos de geometria
de numeros clésica sobre espacios vectoriales reales. En la siguiente seccién los generali-

zaremos en el contexto de adeles.

Definicién 2.1.1. Sea A un subgrupo aditivo de un espacio vectorial real V' de dimension
finita. Decimos que es un R-lattice (o simplemente un lattice) si satisface alguna de las

siguientes condiciones equivalentes:

(a) A es discreto en V' y contiene una R-base de V.
(b) A es discreto en V' y el grupo cociente V/A es compacto.

(c) A tiene una Z-base que también es una R-base de V.

Dado un espacio vectorial real V' de dimensién n, siempre podemos fijar una base
{v1,...,v,} e identificarlo con R™ a través del isomorfismo algebraico (y topolégico) dado
por

e ER"— v, eV, i=1,...,n,
donde e; es el vector con i-ésima coordenada igual a 1 y el resto igual a cero.

Por lo tanto, nos limitaremos a estudiar lattices en el espacio euclidiano V = R¥.

37
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Definicién 2.1.2. Sea A un lattice en RY. Sea 7' un isomorfismo R que manda A a ZV.

Definimos el volumen o determinante de A como det(A) := det 7. También se denota
vol(A).

Observacion. El volumen del lattice A no depende de la transformacién T' elegida. De
hecho, det(A) = vol(RY/A), donde el volumen en el cociente se toma con respecto a la

unica medida de Haar inducida por la medida de Lebesgue (ver Proposicién 1.4.9).

Un problema bésico en la geometria de los niimeros es determinar la existencia de pun-
tos lattice en conjuntos convexos y, mas precisamente, estimar cuantos hay. Recordamos

dos teoremas de Minkowski que dan algunos resultados en esta direccion.

Teorema 2.1.3 (Primer teorema de Minkowski). Sea A un lattice en RN, y sea S un
subcongjunto no vacio, convexo, acotado y simétrico (es decir, S = —S) de RY. Sivol(S) >
2" det(A), entonces existe un punto lattice P # 0 en S (es decir, P € ANS).

Este primer teorema, también conocido como el Teorema del cuerpo convexo de Min-
kowski, se generaliza con el segundo teorema, que esencialmente da una cota de cuanto
tenemos para expandir un cuerpo convexo para que contenga una base de R formada por

puntos lattice.

Antes de enunciar el teorema, debemos recordar la siguiente definicién.

Definicién 2.1.4 (Minimos sucesivos). Sea S un subconjunto acotado simétrico convexo
abierto no vacio de RY, y sea A un R-lattice. Para n = 1,..., N, el n-ésimo minimo

sucesivo es

Ap = Inf {t > 0 : tS contiene n vectores de A linealmente independientes sobre R} .

Se puede verificar que
0<)\1§)\2§"'§)\N<OO.

Observacion. Claramente, para cualquier ¢ > 0, el conjunto ¢S N A es relativamente com-
pacto en RY: por lo tanto es finito. Ademsds, la clausura de \,.S es la interseccién de todos
los AS con A > \,. Estos dos hechos nos permiten deducir que esta clausura contiene n

puntos lattice linealmente independientes.

Teorema 2.1.5 (Segundo teorema de Minkowski). Manteniendo la notacion anterior,

tenemos que
2N
i det(A) < Mg --- Ay vol(S) < 2V det(A).
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Repasemos brevemente las ideas principales de la demostraciéon por Davenport y Es-
termann de la cota superior, que luego adaptaremos al contexto adélico. El primer paso
consiste en darse cuenta de que, mediante una transformacion lineal, podemos suponer
que A = Z vy, ademas, que por cada n = 1,..., N la clausura de \,S contiene los pri-
meros n elementos de la base estdndar {ey,...,ex} de RN. A partir de aqui, se puede
concluir que el segundo teorema de Minkowski es una consecuencia directa del siguiente
teorema, que fue utilizado implicitamente por Davenport en [4] y formalmente enunciado

por Estermann en [6].

Teorema 2.1.6 (Teorema de Davenport-Estermann). Sean 0 < g < s < -+ < uy y sea
S un conjunto convexo en RN con la siguiente propiedad: para cualquier n € {1,...,N}
y cualquier par de puntos x = (x1,...,2,) ey = (Y1, -, Yn) €n ppS con x —y € ZV,

tenemos que x; = y; para todo j € {n,n+1,...,N}. Entonces

fifto - .. iy vol(S) < 1.

Observacion. Por cada n, podemos tomar p, como el maximo de todos los u > 0 que

cumplen que si z,y € uS entonces x, = Yn, ..., TN = YN-
Damos ahora un resumen de la prueba de Estermann del Teorema 2.1.6.

Definicién 2.1.7. Para t € R, sea 7(t) =t — [t]. Si z = (71,...,2x) € RY, para cada
ne{l,...,N}, definimos

SOn(JC) = ($1,$27 <. 7$n—1,7T($n)7$n+17 e 7xN>

O, (z) = (m(z1),...,m(Xn), Tng1, -, TN).

Observar que @, 0P, = D, .4.

Los puntos clave del argumento son los siguientes lemas.

Lema 2.1.8 ([6, Lemma 3]). Sea S un conjunto convexo en RN, ysean1 <n < Ny
w > 1. Luego
vol(®,,(11S)) > N " vol(®,(S)).

Lema 2.1.9 ([6, Lemma 4]). Sea T un conjunto medible en RN, sea 1 < n < N. Suponga-

mos que T no contiene ningin par de puntos x ey con v —y € ZN que difieren sdlo en su
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coordenada n-ésima, es decir, puntos (1,...,on) Y (T1,. .., Tp_1,Tp + M, Tpiq,...,TN),
donde m € N. Entonces
vol(¢, (1)) = vol(T').

Observacion. Veremos que, de hecho, este lema se usa en la forma

vOl( @1 (0 S))) = vol(Py, (pnS))-

Paran = 1,..., N, podemos usar el Lema 2.1.8 con u = “”“ y el Lema 2.1.9 con

T = &, (u,S) para probar que

VOl(CI)n—I—l(:un—&-lS)) > (M;+1> 7 VOl(q)n(NnS))

Iterando, obtenemos

vol(®n (unS)) ( Mn“) vol(®q(111.9)).

Cada elemento de @ (unS) tiene todas sus coordenadas de valor absoluto menor o igual

a uno, por lo que
vol(Pn(unS)) <1

Ademas, utilizando Lema 2.1.9 y las propiedades de la medida de Lebesgue, tenemos

vol(®4(p1,9)) > pd¥ vol(S).

Concluimos que

fifto - .. iy vol(S) < 1.

2.2. En el anillo de adeles

En toda esta seccion, K denota un cuerpo de niimeros de grado d, N un entero positivo
y My la familia de todos los lugares de K. Como siempre, K, denota la completacion de
K con respecto al lugar v € Mg. Por tltimo, sean E = KV, E, = KN, E,, = [ KN

Primero, vamos a generalizar la nocion de lattice a los cuerpos K y K.
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Definicién 2.2.1. Dado un lugar finito v de K, un K,-lattice en F, es un O,-submodulo

abierto y compacto de E,,.
Ejemplo. OY es claramente K,-lattice en E,,.

Proposiciéon 2.2.2. Sea A, un O,-submddulo de E,. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) Ay es un K,-lattice en E,.

(1) A es un O,-mddulo finitamente generado que genera a E, como espacio vectorial
sobre K,.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [2, Prop. C.2.2]. ]

Definicién 2.2.3. Un K-lattice en E es un Og-submédulo de E que genera a E como

espacio vectorial sobre K.

Ejemplo. (Og)" es un K-lattice en E.

Hay un tipo de principio local-global que relaciona K-lattices y K,-lattices.

Proposicion 2.2.4. Los K-lattices se pueden caracterizar de la siguiente forma:

(a) Sea A en E vy, para cada lugar finito v de K, sea A, su clausura topolégica en E,.
Luego, para cada v, A, es un K,-lattice. Ademds, se tiene que N, = O para casi

todo v.

(b) Reciprocamente, si para cada lugar finito v tenemos un K,-lattice A, en E, con
A, = OF para casi todo v, entonces hay un K-lattice A tal que A, es la clausura

de A en E,. Ademds, tenemos que A =, ..,(E N Ay).

Demostracion. Ver, por ejemplo, [2, Prop. C.2.6]. O

Proposicién 2.2.5. La imagen A, del K-lattice A por el embedding diagonal E — Ey

es un R-lattice.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [2, Prop. C.2.6]. ]
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Ahora, generalizamos el segundo teorema de Minkowski.

Definimos la multiplicacién de = (z,) € K, por un nimero real A como el elemento
Ax € K, dado por
Az, si v es arquimediano

(Ax), =

T, 81 v es no arquimediano .

Siz=(x1,...,2n5) € Ex = KY, y A € R, definimos

Az = (Axq, ..., xy) € Ea.

Para cada v|oo, consideramos un subconjunto convexo acotado simétrico abierto no
vacio S, de K,. Como en la seccién anterior, simétrico significa que S, = —95,. Sea A un

K-lattice y, para cada lugar finito v € M, sea A, su clausura en K,. Sea S el producto

S::HSU XHAU C E,.

v|oo vfoo

de los S, v A,; esto es

Para los subconjuntos de esta forma, podemos definir los minimos sucesivos como en el

caso euclidiano.

Definicion 2.2.6. Paran=1,..., N, el n-ésimo minimo sucesivo es
An :=1Inf {t > 0 : ¢S contiene n vectores de A linealmente independientes sobre K} .
O equivalentemente,

An =inf {t > 0: (tS) N E contiene n vectores linealmente independientes sobre K} .

Notar que
O<)\1§)\2§"'§)\N<OO.

Observacion. No es dificil demostrar que, al igual que en el caso euclidiano, (AS) N E es
discreto y relativamente compacto en Fy, y por lo tanto es finito. Ademas, la clausura de
AnS es igual a la interseccion de todos los AS por A > \,, y por lo tanto dicha clausura

contiene n vectores de A que son linealmente independiente sobre K.

Estamos en condiciones de enunciar el segundo teorema de Minkowski sobre el anillo
de adeles de K.
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Teorema 2.2.7 (Segundo teorema de Minkowski en adeles). Sea A un K-lattice en
E con clausura A, para cada lugar finito v € Myg. Para cada lugar arquimediano v,
sea S, un subconjunto convexo acotado simétrico abierto no vacio de E, = Kf,v. Sea
S = [Tyjeo Sv X [ ipeo Ao C Ea. Entonces,

(Mg - Ay)? vol(S) < 29N

donde el volumen se calcula con respecto a la medida de Haar en Ex dada por el producto

de las medidas normalizadas de Haar B en K.

Mas atin, supongamos que para cada lugar complejo v, el conjunto S, es simétrico en
el sentido mds fuerte de que oS = S si |a| = 1. Sir y s denotan el nimero de lugares
reales y complejos de K respectivamente, tenemos la cota inferior

9dN sN

(ND7((2N)1)e

1Dicso ™% < (Mo Aw)? vol(S),
donde Dy g es el discriminante de alguna base integra de K/Q.

La parte mas dificil es la prueba respecta a la cota superior, y consiste en una gene-
ralizaciéon de los argumentos de Davenport y Estermann discutidos en la seccion anterior.

El primer paso entonces es adaptar el Teorema 2.1.6.

Sea A un K-lattice, y sea T, un conjunto abierto convexo (no necesariamente simétrico)

no vacio en E,. Sea T' =[], Tv X [], guito Av- Paran = 1,..., N, sea p, el supremo

v]oo

de todos los p1 > 0 tales que si z,y € T satisfacen que x —y € F, luego x; = y; para
j=mn,...,N.

Observacion. Se puede probar que
O0<p Spg <o <y <00,

Teorema 2.2.8 (Teorema de Davenport-Estermann en adeles). Sean T y py, ..., piy como

arriba. Entonces,
(tpz - - ) vol(T) < 1.

Nuestro objetivo ahora es generalizar Lema 2.1.8 y Lema 2.1.9, ya que esto nos per-
mitirfa reproducir la parte final del argumento de Estermann sin mayores cambios. El
primer paso de este proceso es encontrar un analogo a la Definicion 2.1.7. Notar que, en

un sentido mas abstracto, tomar la parte fraccionaria de un niimero real = se puede pensar
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como tomar la clase T de x en el cociente R/Z. En el contexto adélico, el andlogo a R es
intuitivamente K, y el andlogo a Z es el subgrupo discreto K. Por lo tanto, hacemos la

siguiente definicién.
Definicién 2.2.9. Para cadan =1,..., N, definimos el homomorfismo
D, : By = (Kp)Y — (Kp/K)" x (Ka)V 7",
O, (x1,...,xn) = (T1, -, Ty Tit 1y - - -, TN ),
donde 7; denota la clase de z;.

Ademas, para cualquier N-producto H de K, y K, /K donde el factor n-ésimo es Ky,

sea ,, el homomorfismo en H definido por
Spn(xh s 7IN> = (xlv s 7*/1;71—1756_717 Tty - - ,.ZUN).
Procedemos a enunciar y probar las versiones adélicas de los lemas de Estermann.

Lema 2.2.10. Sean T y ®4,...,®x como arriba. Luego, para p > 1 yn = 1,... N,
tenemos que

Vol(@ (1T)) > p ") vol(@,,(T)) (2.1)

donde se toma el volumen con respecto a la medida de Haar dada por el producto de las

medidas normalizadas en K, y en el cociente Ky /K.

Demostracion. Primero, supongamos que n = N. Si tomamos un elemento arbitrario
y € T, entonces T — y es convexo y contiene al 0. Como p > 1, se sigue que p(Ty) C Ty,
y asi

vol(®n (1" — py)) = vol(Pn(Ty)).
Ahora, dado que @5 es un homomorfismo y la medida de Haar es invariante por trasla-

ciones, sabemos que
vol(® (1" — py)) = vol(®n (uT'))

vol(Pn (T — y)) = vol(Pn(T)).
Con esto concluye la prueba para el caso n = N.

Supongamos que 1 < n < N. Denotamos los elementos de Ey = (Ku)" x (Ku)V ™"

por (w,y) con w € (Ku)"yy € (Ku)V " Para cada y € (K,)V ™", sea

T(y) :==A{we (Ka)": (w,y) € T}.
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Usando el teorema de Fubini, obtenemos

voll B u)) = /(Kw—n (/q>n(<uT>(y> dw) dy
= [ D)y

donde dy y dw denotan las medidas de Haar en (K,)¥ ™"y (K,/K)™ respectivamente.

Aplicamos la sustitucion y — py. Como la multiplicaciéon por nimeros reales sélo
ocurre en los lugares infinitos, para ver como esta sustitucién afecta a la integral, necesi-
. <z N—n o N—n . . .

tamos calcular la dimensién de (Ku)s™" =[], (K0) como espacio vectorial real. Si

d, = [K, : R] es el grado local, entonces por el Corolario 1.1.12 tenemos

dimp (K)V " = Zd N —n)=d(N —n).

v]oo

Por lo tanto, aplicar la sustitucion y — uy da

Vol(®, (T)) = pdN ") / vol(@,,((uT) (1)) dy .

(Ky)N—n

Observar que (uT')(py) = u(T(y)). Como T(y) es convexo y p > 1, siguiendo el mismo

argumento que en el caso n = N, obtenemos

vol(®y, ((uT) (py)) = vol(®w((1(T'y))) = vol(Pn(T'(y)))-

Juntando todo y usando el teorema de Fubini una vez maés, concluimos que

Vol(®, (4T)) > it /( o TOUBT )y 2 0 ol @ (),

Ahora damos una versién adélica del Lema 2.1.9.

Lema 2.2.11. Para cadan = 1,...,N, sean T, ®, y u, como antes. Adicionalmente,

sea Pg la funcidn identidad en Ey. Luego, para cada n € {0,1,..., N — 1},
VOU(®1 (ftn 11 T)) = VU@ (11 T)).

Demostracion. La prueba se divide en dos pasos. Primero, probaremos que la aplicacion
¢¥nt1 definida arriba es inyectiva cuando se restringe a ®,,(u,17). Luego, usaremos el

teorema de Fubini y la Proposicion 1.4.9 para deducir el lema.
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Considerar la aplicacion
Prn+1 - (I)n(:un-l—lT) — (KA/K)n+1 X sz%vn_l’

Spn-l—l(x_l)'"7x_n7xn+1a"'7'rN) - (x_ly-"axn+1axn+27"'7$N)-

Esté claro por definicién que @, 1(Pp(pni17)) = Ppy1(tn1T). Veamos ahora que ¢,
es inyectiva. Sean z,y € p,417. Debemos probar que si ®,,1(x) = ®,.1(y) entonces

O (2) = Pu(y).

Supongamos que ®,,1(z) = ®,,,1(y). Esto significa que
Tm—UYn €EKsil<m<n+1
Tm =UYnsin+1<m< N,

En particular, v —y € E = K. Como T, es abierto para v|oo (méas explicitamente, es un
subconjunto abierto de R o C) es fécil ver que, para algin pu < pi,11, z,y € T y asi, por
definicién de pi,41, se deduce que z, 11 = yn41. Por lo tanto, ®,(z) = &, (y). Concluimos

de esta forma que ¢, restringida a ®,,(u,17) es inyectiva.
Probemos ahora que vol(®,,41(tn+15)) = vol(P, (1in115)).

Para cada y = (1, - - - Uns Ynsas - - -, Yn) € (Kp/K)" x K "1 escribimos
(I)n(:un-i-lT)y = {w € KA : (ma cee 7%7 W, Yn42, - - - 7yN) € (I)n(”n-HT)}
Del mismo modo, definimos

(I)nJrl(,unJrlT)y = {’LU S KA/K : (ma e Yn, W, Ynt25 - - - 7yN> S (DnJrl(:unJrlT)}'

Entonces, por el teorema de Fubini, tenemos

vol(@, ) = [ Vol (@, (o 1T), )y

(Ka/K)x Kt

Por el momento, fijamos uny € (K /K)"x K} "' Sear : K; — K, /K laaplicacién

cociente. Usando la Proposicién 1.4.9 y el hecho de que m(®,,(pn17)y) = Pps1 (pnt1T)y,
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obtenemos

VOl((I)n(:U’n-‘rlT)y) = / X@n(un+1T)y(z)dZ
Ky

_ /K B (Z Xou sy, (W + :1:)) dr(w)

zeK

= / dm(w)
¢’n+1(.“n+1T)y
— vol(@uia (0 T),)

Aqui hemos utilizado la inyectividad de ¢, ;1 para establecer que 7 es una biyeccién entre
q)n(/vbn+1T>y y (I)n+1 (/an—HT)y' ASi?

1 si w(w) € Dt (s ),
Z X (i T) (W + 2) = .
zeK 0 sino .

Finalmente, aplicando de nuevo Fubini, concluimos que

vol(, (7)) = [ VOl (@41 (snr 7))y

(Ka/K)nx KNt

= VOI(CI)H—H (:un—&-lT)) :

]

De estos dos lemas podemos deducir facilmente la version adélica del teorema de

Davenport-Estermann, siguiendo la demostracion de Estermann para el caso euclidiano.

En efecto, aplicando el Lema 2.2.10 con pu = %, y después el Lema 2.2.11, obtenemos

que, paracadan=1,..., N — 1,

d(N—n)
ol D) = (P22) T vol(@, )
Ademsds, Lema 2.2.11 da
vol(®, (11, T)) < vol(uy T) = p™ vol(T).

Iterando, deducimos que

N d(N—n)
11 (“) ) i vol(T).

n=1 Hn

VOI((I)N(,MNT)) Z <
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Claramente, el lado izquierdo es menor o igual que el volumen de (K /K)™, quees 1,y

el lado derecho es igual a (g2 - - - puv )¢ vol(T'). Esto concluye la prueba de Teorema 2.2.8.

Ahora, probemos la versién adélica del segundo teorema de Minkowski.

Comencemos por probar la cota superior. Recordemos que el teorema afirma que
(Mg Ay)dvol(S) < 24V

donde S =[], ., S0 X I1

A, con S, C E, no vacio convexo abierto simétrico acotado

v finito
y A un K-lattice en E, y Aq,..., Ay son los minimos sucesivos correspondientes.
Por definicién de los minimos sucesivos, hay una base {uy,...,uy} de E sobre K tal

que por cada n € {1,..., N}, tenemos que uy,...,u, € (AS) N E para todo A > A,
(equivalentemente, uy, ..., u, € A\,SNE). Sea U = (uj ug -+ uy) la matriz no singular
N x N cuyas columnas son los vectores uy, ..., uy. U define un automorfismo de F,. Por

Corolario 1.4.8 y la férmula del producto, tenemos

vol(U™'S) = ( IT Ildet U‘1Hv> vol(S) = vol(S).

veEMg
Ademss, es facil ver que U~1S, es un subconjunto acotado abierto simétrico convexo
de E,, vy que U A es un K-lattice con clausura U~'A, para cada lugar finito v. Notar
que los minimos sucesivos de U~1S son los mismos que los correspondientes a S; sin
embargo, los vectores asociados pueden tomarse como e, ..., ey, donde e; es el vector
con j-ésima coordenada 1 y el resto 0. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que,

para 1 <n < N, el vector e, estd contenido en la clausura de A, S.

Ahora aplicamos el teorema de Davenport-Estermann con T' = S, lo cual nos dice que

(papsa - - ) vol(S) < 1.

Por lo tanto, para obtener la cota superior en el teorema de Minkowski, es suficiente

demostrar que p,, > A, /2 para todo n.

Recordar que pu, es el supremo de los p > 0 tales que si z,y € uS satisfacen que
x—y € E, entonces z; = y; para j = n,...,N. Por consiguiente, solo necesitamos ver que
si tomamos dos elementos arbitrarios x,y € %"S que cumplen que x —y € E, entonces

necesariamente xr; = y; para j =mn,..., N.
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Sean z,y € ’\7”5 tal que © —y € E. Dado que S es simétrico y convexo, (S —5)/2=5
y por lo tanto x — y € (A\,.5) N E. De ello se deduce que x — y es una combinacién lineal

de eq,...,e,—1 sobre K. Por lo tanto, z; = y; para j =n,...,N.

Esto concluye la prueba de la cota superior en el teorema de Minkowski.

Para la cota inferior, podemos suponer una vez mas que paran = 1,..., N el vector

e, esta contenido en la clausura de \,S. Definimos para cada lugar infinito v el conjunto
N
i=1

Afirmamos que S, C S,. Sea t un elemento de S, y sea d = S~ | Ai|t:| < 1. Por definicién,
t =) .tie;. Reescribiendo adecuadamente los elementos de la suma,

N

(561‘
t = Z Cli)\—i
i=1
=S (4 0
- : 7 |O,Z| )\Z 9
=1

donde a; = M\t;6~%. Como N6~ ! > \;, se deduce que e; € \;0~1S,; equivalentemente,

(M\i)"'de; € S,. Por la hipdtesis de simetria mas fuerte que tenemos sobre S,, se sigue que

a; de;
lai| A

€ S,. Finalmente, el hecho de que

N 1 N
> lail = EZMM =1
=1 =1

significa que ¢ es una combinacion convexa de elementos de S,. Luego, t € S, por conve-

xidad de S,. En conclusién, hemos demostrado que S, C S,,.

Sea ahora
s =[5, x[]o.
v]oo vfoo
Esté claro que S C S y por lo tanto vol(S’) < vol(S). Para terminar la prueba, veremos

que
2dN7TsN N/2

(N ((2N)1)s | Dol 7

vol(S') = (2.2)

Observar que, por definicién de S” y de la medida adélica,

vol(S") = [ [ BN (S)) T 8Y(0.). (2.3)

v]oo vfoo
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Recordar que BY(0,) = ‘DKU /Qp‘;\// i vesun lugar de K sobre el primo p € Z, y que
N/2 —N/2 L
Hv’DKU/Qp’p/ = ‘DK/Q’ ? Esto implica que

~N/2

11570 = |Drso| (2.4)

vfoo

El siguiente lema, junto con (2.3) y (2.4), da (2.2), concluyendo la prueba de Teore-
ma 2.2.7.

Lema 2.2.12. Sean b, \1,..., A\n numeros reales positivos. Para cada lugar infinito v,

definimos
N
M,(b) == {t € B, : Y _ A\i|t:| <b}.
i=1

Entonces,

%bN()\l)\Q s )\N)_l si v es real,

By (M,(b)) =

G (e Aw) ™ si v es complejo.

Demostracion. Lo probamos por induccién en N. El caso N = 1 es fécil porque M, (b) es

un intervalo o una bola, dependiendo de si v es real o complejo.

Ahora, sea N > 2 y supongamos que el lema es verdadero para todo n < N. Primero,

asumimos que v es real.

b/AN
BN (M, (b)) = / BV (M, (b — Anlta])din
—b/AN

b/AN 2N—1
= 2/0 (]V—_l)!(Al"')\N—l)_l(b_)\NtN)N_ldtN

2N
- m()\l)\g s )\N)_le.

Segundo, supongamos que v es complejo. Recordar que en este caso, la medida (, en

K, es dos veces la medida de Lebesgue.
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BN (M, (b)) = 2 / 55— Al it
B(0,b/AN)
_ (4m)N-1 ) N
= 2/3(0 ) M(Al o An1) 20 = An |ty )P 2ty

(4m)N 2 N2
(2N—2)!(>\1)\2' ) /Db/AN( o dI

(4m)N-1

:2(2N—_2)!(A1)\2- / / " 2N "2rdfdr
:%(m,. ) (/0 b(b — )2V~ 2dr+/0b(rb)2N_1dr>

b2N b2N
= — .« .. 72 —_— —
B jAde e Aw) (2]\7 —1 2]\7)

=2

L P

Notar que en el tercer paso del calculo anterior aplicamos la sustitucion x = Ayty, y en

el cuarto paso usamos coordenadas polares. O]



Capitulo 3

Rebanado de cubos

3.1. En RY

Sea Qn = [—1,2]" el cubo N-dimensional de volumen 1. Estamos interesados en
estudiar el volumen de las “rebanadas” (slices) del cubo. Es decir, si V' es un subespacio
de RV de dimensién L, queremos estimar el volumen L-dimensional de la interseccién
V NQu. Sise piensa en los casos N = 2 o N = 3, es intuitivamente obvio que la cota
inferior éptima para dicho volumen debe ser de 1. En [18], Vaaler obtuvo esta estimacién
como corolario de una desigualdad mas general relativa al producto de esferas de diferentes

dimensiones.

Denotamos por B, a la bola
B, ={z e R": |z| < pp}, (3.1)
donde p, = 7~ Y/2(I'(n/2+1))"/™. Esta es la bola n-dimensional de volumen 1 (con respecto

a la medida de Lebesgue en R").

Observacion. Es un hecho conocido que

n (g)' si m es par
r(z+1)-
VT getys sin es impar.
Aqui n!! es el doble factorial de n, que en el caso de enteros impares es

n+1
2

nll =J]@2i-1).

j=1

52



CAPITULO 3. REBANADO DE CUBOS 53

En particular, By = [—3, 3].

Recordar, ademés, que I' satisface la ecuacién funcional

L(z+1) =z2I'(2). (3.2)

El resultado principal de Vaaler en [18] es el siguiente teorema, conocido como teorema
de rebanado de cubos (cube slicing theorem) o desigualdad de rebanado de cubos (cube

slicing inequality).

Teorema 3.1.1 (Desigualdad de rebanado de cubos). Sea N = ny+- - -+n, una particion
del entero positivo N y sea Qn = By, X B, X --- x B, . Para cualquier matriz B de

tamano N X L y rango L < N, tenemos
det(B'B)"2 < vol ({y € R¥ : By € Qn}) - (3.3)

Veremos que este teorema es, de hecho, equivalente a:

Teorema 3.1.2. Sea Qn como en el teorema anterior y sea V un subespacio de RN de
dimension L. Luego, vol(QnNV) > 1, donde el volumen se toma con respecto a la medida

de Haar del subespacio V.

Observacion. Cuando se aplica con r = 1, Teorema 3.1.2 da una respuesta éptima al

problema de encontrar una cota inferior para el volumen de las rebanadas de un cubo.

Proposicion 3.1.3. Teorema 5.1.1 es equivalente a Teorema 5.1.2.

Demostracion. Primero, veamos que el Teorema 3.1.1 implica el Teorema 3.1.2. Sea B
una matriz de N x L cuyas columnas forman una base ortonormal de V. El lado derecho
de (3.3) es vol(Qn N'V) y, dado que B'B = id, el lado izquierdo es 1.

Ahora, probemos la otra implicacién. Sea B una matriz N x L de rango L. Sea V' la
imagen de B; es un subespacio de RY de dimensién L. Sea vy, ..., vy, una base ortonormal

de V. Consideramos el isomorfismo E : RY — V' definido por
e; — Vg, izl,...,L,

donde ey, . .., e es la base estandar de R*. Entonces la medida de Haar de V estd definida
por
v(U) == vol(E~1(U)),
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y la integral correspondiente es

| s = [ e

En particular, por definicion,
W@ V) = [ xau@iv) = [ xau(Ewdy.
v R

Dado que B : RY — V es otro isomorfismo, el teorema de cambio de variables aplicado

con la transformacion T = B~'E da

/ Xow (By)dy = }det(B‘lE)}/ Xon (By)dy
RL RL

> |det(B™'E)|

= det(B'B)"/2,

donde el 1ltimo paso se sigue del hecho de que E es ortogonal. Concluimos que (3.3) es

valido para una matriz arbitraria B. O

La prueba de Teorema 3.1.1 requiere de un lema sobre funciones log-céncavas, que
describimos a continuacién. La demostracion, asi como otras propiedades de las funciones

log-céncavas, pueden encontrarse en [14].

Definiciéon 3.1.4. Una funcién real no negativa f : R — R, se dice log-céncava si
para cualquier z,y € R y cualquier par de ntimeros reales A\, u > 0 tales que A + p = 1,

tenemos que

fOx + py) > f(@) f(y)"

Observacion. Sea f una funcién céncava de log y sea U = {z € R" : f(x) > 0}; observar
que U es un subconjunto abierto convexo de R". Podemos definir la funcién log f : U — R,

que es claramente céncava. Por lo tanto, f es continua en cada punto de U.

Lema 3.1.5. Sea f : R™ x R" — R una funcion log-concava y sea A un conjunto

convexo de R™. Entonces, la funcion
T — / flz,y)dy
A
es log-concava en R™ si la integral es siempre finita.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [14, Th. 6]. a
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Sea p la medida de probabilidad en R™ correspondiente a la densidad normal de Gauss.

Para un conjunto boreliano 2, esta dada por
() = / exp(—n|z|*)dz,
Q

donde la integral se toma con respecto a la medida de Lebesgue. Observar que exp(—m|z|?)

es una funcién log-céncava, simétrica y continua en R".

Para s € (0, 1), considerar el subconjunto simétrico convexo compacto K, de R™, con

interior no vacio, definido por
K, = {z € R" : exp(—nlz|*) > s}.

Una aplicacién del teorema de Fubini da

= [ (e

Lema 3.1.6. Sea N = ny + --- + n, una particion de N. Sea Qn = B,, X --- X B,_,
donde B,,, se define como en (3.1). Sea A un subconjunto convexo simétrico cerrado de
RN . Entonces,

w(A) < vol(ANQy),

donde 11 es la medida de Gauss y vol es la medida de Lebesque en RY.

Demostracion. Probamos el lema por induccion en r.

Supongamos que r = 1. Entonces N = n; =: n. Integrando en coordenadas polares,
obtenemos .
u(A) = / / xa(ra') exp(—=|z))r" "V dr dh,_1
sn=1.Jo

donde )\, ; es la medida en S"~! definida por A\, ;(F) = vol(FE) para cada conjunto
E c S™ ! tal que
E::{xeR”:ﬁ—'eE,O<x<1}
x

es Lebesgue-medible en R".

Fijamos 2’ € S"~ . Por convexidad, o bien
Rz'NAC Rz’ N B,

o bien
R2' N B, C Rz’ N A. (3.4)
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En el primer caso, queda claro que

/ xa(rx') exp(—ﬂ:c|2)r"’1 dr §/ xB,na(ra)r" L dr.
0 0

En el segundo caso,

/ xa(ra') exp(—m|z[*)r"~ 1d7’</ (=] )r™ L dr
0 0

/ ( >_ (2m)~tdt
B 7Tn( | (2 + 1)
[

o0
:/ xB, (rz)r"tdr
0

:/ xXB,na(ra)r" L dr.
0

Notar que obtuvimos la primera igualdad aplicando la sustitucién ¢t = 7r?, la segunda

igualdad utilizando (3.2) y la dltima igualdad por nuestra hipdtesis (3.4).

Concluimos que, en ambos casos,

/ xa(rx') exp(—ﬂx|2)7’"_1 dr §/ XBnmA(rx')r"_l dr.
0 0

/ / XB,na(ra )r"” Ydr dh,_1
Sn 1

= vol(B, N A).

Por lo tanto,

Esto prueba el lema para r = 1.

Ahora hacemos el paso inductivo. Sea n = n; + -+ + n,_1, entonces N = n + n,.

Denotaremos los puntos en RY = R™ x R™ como x = (y, z). Para cada y € R", sea
A, ={zeR":(y,2) € A}.

Por Lema 3.1.5, la funcién simétrica

fly) = /Bmmy dz = /B Xa(y, 2)dz
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es log-céncava en R”.

Para cada k,m € N, sea Ey,,, = {y € R" : f(y) > k/m} C R™. Es fécil ver que Ej,
es cerrado, simétrico y convexo. Considerar la sucesiéon de funciones

o0

fm = Z % XE;W,L-

k=0

Observar que, por cada y € R", la sucesién (f,,(y)) es decreciente y que

lim fon(y) = f(y).

m—o0

Por hipdtesis inductiva,
1(Egm) < VOl(Ekm N @n),
donde @,, = B, X --- x B, _,. Por lo tanto
/—xEk () dply / X (
Dos aplicaciones sucesivas del teorema de convergencia mondtona dan
J s < | s
Ahora escribimos cada lado de esta desigualdad méas explicitamente. El lado derecho es
g fly)dy = / /B Xa(y, z)dzdy = vol(AN Qn).

En cuanto al lado izquierdo, tenemos

[ fauty /R/BnrxAy, 2)dzdp(y)
- [ ([ xatw2dutw)

nr

/ / / dydzds,
B, J KsNA*

donde A% :={y € R": (y, 2) € A}, por cada z € R™.

Ahora, el mismo argumento de antes se puede aplicar a la funcién



CAPITULO 3. REBANADO DE CUBOS 58

para probar que

ICCEy OIS

lo que a su vez implica que

1
/ / / dydp(z)ds < vol(AN Qn).
0 Jrer JK,nAZ

Pero, por Fubini, el lado izquierdo de esta desigualdad es

/]Rnr (/OI/SHAZ dyds) = /RM p(A*)dz = p(A).

Con esto concluye la prueba del lema. O

Ahora, probaremos la desigualdad de rebanado de cubos de Vaaler. Por la Proposi-
cién 3.1.3, basta con probar el Teorema 3.1.2. Sea V un subespacio de RY de dimensién
L. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que V = RZ x {0}¥~L (canénicamente

lo identificamos con R¥) y por lo tanto su medida de Haar es la Lebesgue en RE.
Sea € > 0, definimos

= RN« infle — y| < €.
Voi={z € ;gv\x y| < e}

Observar que, dado que V = RL, claramente V, = V x D,, donde D, = B.(0) es la bola
cerrada de radio € centrada en 0. De ello se deduce que V; es cerrado, convexo y simétrico.
Por Lema 3.1.6,

vol(D.) tu(V,) < VOI(DE)_I/

- Xoxnv. (T)dz. (3.5)

Dado que el producto de las medidas de Gauss da la medida de Gauss del espacio del

producto, tenemos
prn (Ve) = py (V) prve (De) = p(De).

Ademas, por el Teorema de diferenciacion de Lebesgue,

D
li HYE (D)

= 1.
e—0 VolpnL (D€>

Por lo tanto, si € — 0, el lado izquierdo de (3.5) tiende a 1.

Por otra parte,

vol(D.)™! / Xowrw(@)dz = / (vom)—l / xQNmy,z)dz) dy.
RN v RNL
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Siy € V no esta en el borde de LN Qy (en cuyo caso, xgynv. €s continua en el punto

(y,0) € RY), entonces

e—0

h'mvol(DE)I/ Xonnv. (U, 2)dz = xvagy (),
RNL

nuevamente por el teorema de diferenciacion de Lebesgue.

Finalmente, por el teorema de convergencia dominada, llegamos a que el limite del

lado derecho de (3.5) cuando € — 0 es
/ Xvroy (¥)dy = vol(V N Qy).
1%

En conclusion, si tomamos € — 0 en (3.5), obtenemos

1< VOI(QN N V),

Asi, hemos probado el Teorema 3.1.2 y, por consiguiente, el Teorema 3.1.1.

3.2. En el anillo de adeles

Ahora, generalizaremos la desigualdad de rebanado de cubos en el contexto del anillo
de adeles de un cuerpo de nimeros. A lo largo de esta seccién, usamos la misma notacion

que en la Seccion 2.2.

Para cada lugar v € M, sea QY un cubo en K dado por
= QY :={z € KY : méx,|z|, <1} si v es finito;

» QY :={z € KY : méx,||z]|, < 1} si v es real;

» QY :={z € KY : mix,||z]|, < 5=} si v es complejo;

donde ||-||, son los valores absolutos normalizados con respecto a la extensiéon K/Q. Notar
que para cada lugar infinito, este es el cubo de la medida de Haar normalizada igual a 1,

y para cada lugar finito v, Q) = O). Definimos Q := [ ¢, Qv

Sea B una matriz N x L de rango L con entradas en K. Para cada lugar v, sea

S, ={y € K}:ByeQ\},
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y sea
S = HS”‘

Verificaremos en lo que sigue que S es, como se espera, un subconjunto de KX; de hecho,

S, = O, para casi todos los lugares finitos v (ver la observacién final de este capitulo).

Teorema 3.2.1 (Desigualdad de rebanado de cubos, en adeles). Sea B una matriz de
N x L del rango L < N con entradas en K, y sean S y Q como arriba. Entonces, tenemos

la desigualdad
H(B) ™| Dijo| ™ < vol(S),

donde H(B) es la altura de la matriz B definida como en la Seccion 1.5.2, D g es el
discriminante de alguna base integra de K, y el volumen se toma con respecto al producto

de medidas normalizadas en el anillo de adeles.

Demostracion. Observar que vol(S) = [[, 85(S,). (Recordar que 8, denota la medida
normalizada en K, y 8% denota el producto L de dichas medidas). Entonces, basta con

encontrar una cota inferior apropiada para 8%(S,), para cada v € M.

Si v es un lugar real, aplicando la desigualdad de rebanado de cubos en R* con n; =1

para todo 7, tenemos
BE(S,) > det(B'B)~% = ||det(B'B)||? = H,(B)™,

yva que ||, = |~|71J/d es el valor absoluto habitual en R, d = [K : Q] y H,(B) =
|det(B'B)|"/*

v .

Supongamos que v es un lugar complejo. Siempre podemos escribir B = U + V'
para ciertas matrices reales U,V y, para cualquier y € KX = CL, y = u + v para
ciertos vectores reales u, v. De esta manera identificamos K con R?*| y de manera similar
KY con R?M. Estamos trabajando entonces con espacios vectoriales reales, por lo que la
aplicacién y — By viene dado por la matriz real 2L x 2N B’ = (g _UV ) Ademas, via esta

identificacién,
v

1
QN:{(%U)GRLXRL:U?—I—U?<2—paracadaj:1,...,L}.
T

Usando el Teorema 3.1.1, esta vez con ny = --- = ny = 2, obtenemos

[N

B;(Sy) = det((B')"B')"

v
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Ya que la aplicaciéon A € CV*L 1 A’ € R*V*2L es un homomorfismo de anillos, podemos

concluir que

det((B')*B')"% = det((B*B))"% = |det(B*B)| ",

donde || es el valor absoluto usual de C. La ultima igualdad se desprende del siguiente
resultado sobre matrices.

Lema 3.2.2. Sea A = A; + iAs una matriz compleja, y sea A" = (ﬁ; _A‘?Q). Luego,

det(A’) = |det A|*.
Ahora, como ||-||, = |-|?, concluimos que

BL(S,) > ||ldet(B*B)||;* = H,(B)™.

Por 1ltimo, sea v un lugar finito. Existe J C {1,..., N} con |J| = L tal que
|det By||, = méx ||det By]|,,
17]=L

donde Bj es la matriz formada por las filas i-ésimas de B, para i € I.

SiJ={j1,...,JL}, consideramos la aplicacion lineal o que permuta las filas de forma

que la fila j;-ésima se convierte en la fila [-ésima. En particular, tenemos

ldet Byl = max |[det B |, = mdx [|det(oB).[l, -

Dado que la matriz correspondiente a ¢ no es singular y consta de ceros y unos, se
deduce que o(QY) = QY (recordar que en el caso no arquimediano, QY = OV). Luego,
uno puede deducir facilmente que S, = {y € K : (¢B)y € Q)'}.

Por lo tanto, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que J = {1,..., L}, por lo
que Bj es la submatriz L x L de B formada por las primeras L filas. Claramente, B es

inversible. Considerar la matriz W := BB;' de tamaiio N x L. Observar que W = (w;)

idL
W = ( o ) , (3.6)

donde idy, es la matriz de identidad L x L y W’ es una matriz (N — L) x L. Dado que

tiene la forma

|det By||, se eligié para que sea méximo, se deduce que para cada I C {1,...,N} con
|I| = L tenemos
|det Wy, < 1.
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En particular, si tomamos I = {1,...,l—1,l+1,..., L, L+j} paracualquier [ € {1,... L}
y cualquier j € {1,..., N — L}, entonces

= | det Wi, < 1.

[y
Por lo tanto, W es una matriz con entradas en O,. Este hecho, junto con (3.6), nos permite
concluir que Wz € QY = OV si y solo si z € OF. Luego, B;S, = OF. En efecto,
B;S,={Byy € K;: By € Q)}
={ze KF:WzecQ)}
= OF |
Aplicando el cambio de las variables y' = Bj_ly, el volumen se transforma por un

factor ||det By||," v asf
By (S,) = lldet Byll," B;(BsS.)
= (max]|det By||,) " 5,(O;)

L/2

v

= HU(B)il‘DKv/QP‘

Resumiendo, hemos probado:
= 31(Sy) > Hy(B)™ siv|oo, y
L -1 L2 .
» 5(S,) = Hy(B) ‘DKU/QP‘U si v { oo.
Tomando el producto sobre todo v € My y recordando que

1T [Pxa,l, = | Prsal

v finito

finalmente llegamos a que
H(B) ™| Dgjg| " < vol(9).
O

Observacion. Para cada lugar infinito v € Mg, esta claro que S, es no vacio, abierto,

convexo, simétrico y acotado.

Por cada lugar finito v, podemos ver como consecuencia de la demostracion anterior
que S, es un K -lattice en E,. En efecto, .S, = Bj_l(’)f y B es un automorfismo. Por otra
parte, salvo para finitos lugares v, S, = OL. Esto se debe a que, para casi todo v, tanto

By como B;! tienen todas sus entradas en O,, y entonces S, = B;'OL = OL.



Capitulo 4
El lema de Bombieri-Vaaler

Sea K un cuerpo y sea S = {s!,...,s"} un subconjunto finito de K. Supongamos
que queremos encontrar un polinomio P € K[Xj,..., Xy] de grado “pequeno” (digamos,

a lo sumo d) que se anula en cada punto en S.

La forma mas sencilla de hacer esto es la siguiente. Escribimos

— . . Zl . . /LN
P = E Ciy.oriin X1 XN

i1+-+in<d

para describir a un polinomio genérico con coeficientes en K. Si P(s) = 0 para cada 1,

entonces los coeficientes (c;, s, ) son soluciones del sistema de ecuaciones lineales

P(Sl) - Zi1+...+i]\,§d Ciy,...in (S%)il . (3711)"" =0

(4.1)
P(s") = Zz‘1+~--+in§d Cil,...,in(s?)il cee (SZ)i” =0.

Por lo tanto, para garantizar la existencia del polinomio, todo lo que tenemos que ha-
cer es demostrar que un determinado sistema lineal tiene solucién. Mas atn, podriamos
pedir que los coeficientes del polinomio pertenezcan a un subanillo particular de K (por
ejemplo, si K es un cuerpo de nimeros, generalmente es el anillo adecuado es Ok ) y que
sean “pequenos”’ en términos de altura. Esto es, por supuesto, equivalente a encontrar

soluciones adecuadas del sistema de ecuaciones correspondiente.

El objetivo de este capitulo es, por lo tanto, estudiar el problema de encontrar solu-

63



CAPITULO 4. EL LEMA DE BOMBIERI-VAALER 64

ciones enteras de un sistema

axry+ -+ G NTN =0

ayniry+ - +aynry =0

de M ecuaciones lineales en variables N. Para que la existencia de soluciones sea posible,
asumimos que M < N. En general, también asumimos que el rango la matriz A = (a,,)
asociada al sistema de ecuaciones es exactamente M. Si ese no fuera el caso, podriamos

simplemente eliminar las ecuaciones superfluas y trabajar con una matriz mas pequena.

4.1. Lema de Siegel

En el caso K = Q, tenemos el siguiente resultado clésico.

Lema 4.1.1 (Lema de Siegel). Sea A = (a;;) una matriz no nula de tamano M x N con

entradas en Z. Supongamos que N > M y que |a;;| < B para todo i, j. Luego, el sistema

lineal Ax = 0 tiene una solucién no nula © = (z1,...,xy5) € ZY, que satisface
M
A | < =M, .
mix |z;| < (NB)¥=x (4.2)

Demostracion. La prueba se basa en el principio del palomar (también llamado principio
de Dirichlet). La idea es mostrar que hay muchos vectores z € ZY que satisfacen (4.2)
pero relativamente pocos valores posibles para Az. Entonces, debe haber dos vectores
distintos ¥ y z en Z", de manera que Ay = Az, con lo cual + = y — z es la solucién

deseada.

Para un entero positivo k, consideremos el conjunto
T:={xecZ": 0<z;<kji=1,...,N}.

Denotamos por S a la suma de las entradas positivas en la fila m-ésima de A, y por

Sy ala suma de las entradas negativas. Si notamos y = Ax para x € T, entonces

kS,

m

< Ym < kS

Sea
T :={yeZM: kS, <y, <kSHm=1,...,M}.
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Como |a;,,| < B para cada par (m,n), se sigue que S\ — S~ < NB para todo m.
Concluimos que
IT'| < (NkB +1)M.

Ahora, queremos elegir £ de manera que 7' tenga mas elementos que 1", es decir,
(NEB+ )M < (k+ DN (4.3)

Pensando en términos asintdticos, esencialmente necesitamos que k" sea més grande que
(NEB)M | asf que elegimos k = |(NB) Now |. Probemos que esta eleccién funciona. Como
N > M > 1, esta claro que NkB +1 < NB(k + 1), y entonces

N-—M

(NEB+ )M < (NB(k + 1)) < (k + 1)(55 )M,

Pero (8 + 1) M = N, con lo cual k = L(NB)ﬁJ satisface (4.3).

Por el principio del palomar, hay dos elementos distintos 2/, 2" € T con Ax’ = Ax”. Por
lo tanto, el punto x = 2’ — 2" es una solucién distinta de cero de Ax = 0 con coeficientes
enteros y

, M
méx|z,| <k < (NB)~-Mm,
n

]

El lema de Siegel se puede extender a cuerpos de niimeros arbitrarios en forma relati-

vamente directa. Es, de hecho, una consecuencia del lema de Siegel clésico.

Proposicién 4.1.2 (Lema de Siegel para cuerpos de ntumeros). Sea K un cuerpo de
nimeros de grado d contenido en C y sea |-| el valor absoluto habitual en C. Sean M, N
enteros positivos con M < N. Luego, existen constantes absolutas C1,Cy tales que para
cualquier matriz M x N no nula, con entradas a,,, € Ok, existe una solucion no nula
r € (Og)YN de Az = 0 tal que

h(z) < C1(C,NB)~-,
donde B := sup, ,, ,|0(amn)| con o en el conjunto de embeddings de K en C.

Demostracion. La idea basica de la demostracion es transformar el sistema original en un

sistema con coeficientes en Z usando una base integra de K, y luego aplicar el Lema 4.1.1.
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Sea wy,...,wyg una Z-base del anillo de enteros O . Podemos escribir

d
=) aPw; (4.4)
7=1

para ciertos a(J) € Z. Luego, si para un vector x = (r1,...,7xy) € KV, escribimos
d
Ty = Z x;k)wlm
k=1
obtenemos
(Az)y, = al )ijkxff)

N
n=11<j,k<d
d N

§ E : mn ]kx ’

1=1 n=11<j,k<d

donde wjwy, = Z?Zl b;lk)wl.

Sea
d
(z amnbgz)

la matriz (Md) x (Nd) con filas indexadas por (m,[) y columnas indexadas por (n,k).

Luego, el lema de Siegel clasico da una soluciéon no nula y = (xff)) € ZN4 de A'y = 0, con

m,n,j

M
max}x k)| < (Nd2 max|a”) |max‘b( D - . (4.5)

Supongamos que o varia entre los d = [K : Q] embeddings de K en C. Como

(det (U(Wi))a7j>2 =d(wi, ... ,wq)

y el discriminante de una base integra es distinto de cero, deducimos que (J(cu,-))l. , s una

matriz invertible d x d. Conjugando (4.4) con todo o, obtenemos

-1
ay) o (Amn o(w ,
( (m,n),j ( ) (m,n),o ( ]) 3,0

ah = 0(mn)Coy,

g

asi que en particular

donde C, ; es un nimero real positivo que depende solo de o y j.
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De aqui obtenemos la cota

max‘a | < (CyB
m,n,j

para C} alguna constante absoluta. Si tomamos Cy = d? méax;

bg.lk)‘Cé, entonces (4.5)
implica que
me}{x}xq(fw < (C’gNB)ﬁ :

Observar que podemos asumir que las coordenadas de la solucién entera y = (xn ) de
A’y = 0 son CoprlmaS' concretamente, que gcd{mn n=1,....N;k=1,...,d} = 1.
= h(y).

Sea x = (1,...,2n) € (Ok)V definido por z,, = 22:1 2P wy. Para cada lugar v de
K,

Luego, max,, ; a:n

|z, |, < <Z|wk| )max‘x ‘

Si v es un lugar finito, entonces

d
Z‘wk|v S m]?X‘(,UHU S 1

k=1
Por lo tanto, si C1 =[], <Zzzl|wk\v>, deducimos que h(x) < C1h(y). Esto concluye la

demostracion de la proposicion. O

4.2. El lema de Bombieri-Vaaler

En estas ultimas dos secciones, estudiaremos una serie de mejoras del lema de Siegel
por Bombieri y Vaaler. Son mejoras tanto cualitativas como cuantitativas, en el sentido de
que aseguran no soélo la existencia de una solucién sino también una base de soluciones en
Ok, vy dan una estimacién mas precisa para la altura de cada solucion. Para ello usaremos
los poderosos resultados en geometria de nimeros desarrollados en los capitulos anteriores,

en lugar del elemental principio del palomar.

Como siempre, sea K un cuerpo de numeros de grado d, sea K, su completacion con
respecto al lugar v de K y sea d, = [K, : Q,] el grado local. Sean r y s la cantidad de
lugares reales y complejos de K, respectivamente. Recordar que por el Corolario 1.1.12,

r42s = vao d, = d. Sea D q el discriminante de alguna base integra adecuada de K.
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Teorema 4.2.1 (Lema de Bombieri-Vaaler). Sea A una matriz M x N de rango M < N
con entradas en K. Luego existen N—M wvectores linealmente independientes x1, ..., xn_nr
en (Or)N que forman una base del K-espacio vectorial de soluciones de Ax = 0. Mds
aun, estas soluciones satisfacen la desigualdad

N-—M

T o< {(2) ooy ™ o

donde s es el numero de lugares complejos de K.

Observacion. Se deduce inmediatamente que, en la hipdtesis del teorema, hay una solucion

hiz) < {(%)S\/M}éﬂm)m.

Antes de probar Teorema 4.2.1, probemos que este resultado es, en efecto, méas fuerte

r € (Ok)V tal que

que el lema de Siegel. Como hemos visto, Lema 4.1.1 implica Proposicion 4.1.2; por lo que
basta con ver que Teorema 4.2.1 implica Lema 4.1.1. Para ello, enunciamos explicitamente
el lema de Bombieri-Vaaler para K = Q, que sigue del resultado general calculando la

altura de la matriz A en este caso particular.

Corolario 4.2.2 (Lema de Bombieri-Vaaler en Q). Sea A una matriz M x N de rango

M < N con entradas en Z. Entonces, existen N — M wectores linealmente independien-

tes x1,...,on_n en ZN que forman una base del espacio vectorial real de soluciones de
Ax = 0. Mds ain, si escribimos x; = (1, %o, ..., TN;), estas soluciones satisfacen la
destgualdad

N—M
[ méx |zl < D7'/|det(AAT)],
=1

donde D es el mdzrimo comin divisor de los menores M x M de A.

En particular, existe una solucion no nula y = (y1,...,yn) € ZY con
Nour
méx |y,| < (D*H/]det(AAt)\) o
Proposicion 4.2.3. Corolario /.2.2 implica Lema 4.1.1.

Demostracion. Sea A una matriz de tamano M x N con coeficientes enteros tales que

MAXy 0 |Gmn| < B para un cierto nimero real positivo B.
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Primero, supongamos que rango(A) = M < N. En este caso, si el Corolario 4.2.2 es

verdadero, hay una solucién = € Z" de Az = 0 con

méx |z,| < (D—h/|Glet(AAt)|)m .

Dado que A € ZM*N y es de rango M, estd claro que D > 1. Ademds, como los coeficientes
de A estdn acotadas por B, un calculo sencillo nos dice que |det(AA?)| < (NB)*M. Por
lo tanto,
M
mix |z,| < (NB)~N-M .

Supongamos ahora que rank(A) = M’ < M < N. Sea A’ una submatriz M’ x N de A

de rango M’. Por el argumento anterior, hay una solucién entera z de A’x = 0 con

méx |z,| < (NB)¥7
n

Observemos, sin embargo, que NJY—]/V[, < ﬁ, porque la funcién f(z) = 5% es creciente
en el intervalo (0, N). Asi, hemos probado el Lema 4.1.1. O

Nuestro objetivo ahora es probar el Teorema 4.2.1. Para ello, necesitamos el siguiente
teorema, que es, en ultima instancia, una consecuencia del segundo teorema de Minkowski

y la desigualdad de rebanado de cubos en el anillo de adeles.

Teorema 4.2.4. Sea B una matriz de N X L sobre K de rango L < N. Luego, existen

L wvectores linealmente independientes uy,us, . ..,ur, en K* tales que Bu; € (O)N para

ﬁ h(Bu) < { <%> M}ﬁ H(B), (4.6)

=1

cada l y

donde s es el numero de lugares complejos de K.

Demostracion. Para cada lugar v, sea S, := {z € KL : Bz € Q)}, donde QY denota
el cubo en K definido como en la Seccién 3.2. Sean \q,..., A los minimos sucesivos

asociados con S := [], 5,. El segundo teorema de Minkowski nos dice entonces que
(Mg ---Az)4vol(S) < 27,
Por la desigualdad de rebanado de cubos,

H(B) ™| Dijo| ™ < vol(S),
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asi que
L
M2+ Ap < H(B)|Dgjgl®@2". (4.7)
Por definicién de los minimos sucesivos, sabemos que existen uq,...,u; que forman
una base de K sobre K, de manera que para cada l = 1,..., L, los primeros [ elementos

de la base estan contenidos en la clausura de \;S. En particular, esto significa que

1
7z < _ 3 .
12%2}3\/H(Bul)"”” < 2)\1 si v es real , (4.8)
1
, < = 2 . . .
1gag>§v||(Bul)n||v < 27T(/\l) si v es complejo, (4.9)
max [[(Bw)y|, <1 si v es finito. (4.10)
1<n<N
Para cada [ = 1,..., L, tomando el producto de los maxi<,<n|/(Bw),||, sobre todo

v € Mg, se sigue que

s

s (3 ()" -3)°

Multiplicando sobre todo € {1,..., L}, obtenemos

*(3)

Combinando la cota superior y la cota inferior encontradas para el producto de los

sL
d

=

h(B’lLl) S )\1)\2 - ')\L .

=1

minimos sucesivos, deducimos (4.6).

Finalmente, observemos que, como Buy; € K™, (4.10) implica que Bu; € (Og)N. O

Ahora procedemos a probar el lema de Bombieri-Vaaler.

Sea L := N — M. Sea y;,...y;, € K~ una base de soluciones de Azr = 0, y sea
B =(y1 y2 --- yr) la matriz N x L cuyas columnas son exactamente los vectores de

dicha base. Notar que la imagen de B es igual al niicleo de A.

Por el teorema anterior, existen x1,...,x; € Ok que forman una base de la imagen

de B (y, por lo tanto, del espacio de soluciones de Az = 0) y satisfacen la desigualdad
L
2\° d
[Tnen<{(2) Vipwal} " 5).
=1

Para completar la prueba, basta con ver que H(A) = H(B). Esto se desprende fécil-

mente del siguiente lema.
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Lema 4.2.5. Sea K un cuerpo arbitrario y sea |-|, un valor absoluto de K. Sea A una
matriz M X N de rango M < N con entradas en K. Sea B una matriz N x (N — M)
cuyas columnas forman una base del nicleo de A; es decir, AB = 0. Luego, existe una

constante v € K no nula tal que para cada subconjunto I C {1,...,N} con |I| =L,
|det B[’U = |’7 det AJ|U,

donde J es el complemento de I en {1,...,N}. (De hecho, det B; y v det A; son iguales

salvo signo).

Demostracion. A lo largo de la prueba, sea L = N — M, y, para cualquier entero positivo

n, sea I, la matriz identidad de tamano n X n.

Primero, supongamos que A y B son de la forma

a=(1lc). B:<_10>' (4.11)

No es dificil ver que para cualquier [ y J como en el teorema, det By y det A; son iguales

salvo signo. En efecto, para ciertos r, s, podemos escribir

I:{il,...,iL},il<...<ir§M<ir+1<...<iL

J={j, g} h <. . <Js <M< jop <...<ju.

Notar que r + s = M, porque {1,..., M} = {iy,...,%r,J1,-..,Js}. Consideremos dos
permutaciones n € Sy y ¢ € S, definidas por

Jm sim=1...,s
n(m) =
tms Sim=s+1,..., M,
y
Jrag—M sil=1,...,r
(1) =

1uy— M sim=r+1,...,L.
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Calculemos los determinantes correspondientes:
det Ay = > sg(0)05(1), 51+ Oo(s), juColst1),dosr M~ Co(), jai—M

O'ES]M

= sgn(1) Y SE(0)Sn0(1), 1+~ no(s), s o1, joss M+ Coo (M), jar—M

geSy

= Sgn(ﬁ) Z Sgn(T)cn(5+T(1))7js+1*M © Cp(s+r(r), du—M

TES,

- Sgn(n) det (Ciz,jsqum—M)Lm )

det By = Z SEN(0)Ciy (1) " * " Ciyoo(s) Oy 1 — Mo (r+1) * * * O — M, (M)

oc€EST,

= sgn(¥)) > sgn(T)ei (1) Cirai(r(r))

TEST

= sgn(¢) det (¢,j, 4 p—nr)

Im

Por lo tanto, det B; = sgn(v) sgn(n) det A;.

Ahora abordamos el caso general. Dado que A es de rango M, permutando columnas

podemos suponer que
A=(x]4),
con X una matriz inversible de tamano M x M y A, una cierta matriz M x L. Entonces,
A=XA,
con

A = ( I,

X4, )

una matriz de la forma (4.11). Se puede deducir facilmente que, en este caso, existe una
matriz invertible Y € K**¥ tal que B = B'Y. En particular, notar que para cualquier 1

y J como en el teorema, A; = XA', y By = B}Y. Por lo tanto,

|det By|, = |det By|, |det Y],
= |det A)|, |det Y|,
= |det Ay, |det X| " |det Y],

Tomando v = det Y (det X)~! € K, concluimos la prueba del lema. O
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Para terminar la prueba de Teorema 4.2.1, usamos Lema 4.2.5 y la férmula del pro-

= ([ hl)HEA) = H(A).

vEME

ducto para obtener

Hasta ahora hemos trabajado con la altura homogénea. Siguiendo un argumento anélo-
go, veremos que se puede probar un teorema similar que involucra la altura inhomogénea.

Primero, necesitamos una versiéon inhomogénea de Teorema 4.2.4.

Teorema 4.2.6. Sea B una matriz N x L sobre K de rango L < N. Luego existen L

vectores linealmente independientes uy, uy, . .., ur, en KL tales que Bu; € (Oy)N para cada
Ly
L
L
[ hin(w) < |Diygl21 H(B). (4.12)

=1

Demostracion. Igual que en la prueba de Teorema 4.2.4, consideramos para cada lugar v
el conjunto

S,={r € KF:BrecQ},
donde @Y denota el cubo en K?¥ definido como en la Seccién 3.2. Sea S = [], S..

La prueba de Teorema 4.2.4 se puede adaptar, casi en su totalidad, de forma inmediata

a este caso. La unica diferencia importante es que necesitamos
(4.13)

en lugar de
2\ d
h(Bu;) < ul (—) . (4.14)

Dado que B es una matriz N x L de rango L, esta define una tranformacién lineal
inyectiva, con lo cual, en particular, Bu; tiene alguna de sus coordenadas distinta de cero,

digamos, la j-ésima coordenada. Luego, por la férmula del producto y (4.14),

N2\ 4
1= H|(Bul < ngiza%}%\A Buwy),|, < 5 <%>

En particular, esto significa que
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Recordemos que, por construccion,

2
N
V2T

|Buy|, = ||Bul||11)/d <1 si v es finito.

Bul, = || Bu|M* < (—) i v s real

2/d
|Buy|, = HBule/d < ( ) si v es complejo,

Luego, para cada lugar v finito, max{1, |Buy/,} < 1. Combinando las estimaciones obte-

nidas, obtenemos que

hin(Bu) < [ [ méx{1,|Bul,}

- (ﬁ)r/dméx{l (i)Zs/d}
=13 '\ Var
X
Con esto concluye la demostracion del teorema. O]

Si esencialmente rehacemos la demostracién de Teorema 4.2.1 usando (4.12) en lugar

de (4.6), obtenemos el lema de Bombieri-Vaaler para alturas inhomogéneas.

Teorema 4.2.7 (Lema de Bombieri-Vaaler inhomogéneo). Sea A una matriz M x N de
rango M < N con entradas en K. Luego existen N — M wvectores linealmente independien-
tes 1, ...,on_n en (Ox)N que forman una base del K -espacio vectorial de soluciones de

Ax = 0. Mds ain, estas soluciones satisfacen la desigualdad

N-M

[T finlx0) < [Drjol "= H(A).
=1

4.3. Generalizaciones

Presentamos ahora una versién mas general del lema de Bombieri-Vaaler. Como antes,
consideramos un sistema lineal de ecuaciones Ax = 0 dado por un matriz A de tamano
M x N y rango M < N con entradas en un cuerpo de ntimeros K, y queremos probar la
existencia de una base de soluciones de altura pequena. La diferencia aqui es que deseamos

que sea una base sobre k, para k un subcuerpo de K. Seat =[k: Q| y r = [K : k]
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Sea F' una extension de Galois finita de k tal que £ C K C F; observar que F' también
es una extensién de Galois finita de K. Notamos G(F/k) y G(F/K) a los respectivos
grupos de Galois. Observar que G(F/K) es un subgrupo de G(F/k) de indice r. Sea
01,02,...,0, € G(F/k) un conjunto de representantes de las coclases de G(F/K) en
G(F/k). Para cada i = 1,...,r, escribimos 0;(A) = (0i(am,)) € FM**VN. Finalmente,

definimos la matriz Mr x N
O'l(A)
os(A
A= 2(. " (4.15)

o-(A)

Teorema 4.3.1. Sea A definida como arriba, y supongamos que rango(A) = Mr < N.
Luego, existen N — Mr wvectores linealmente independientes x1, s, ..., xx_nr € (Op)Y,

que son soluciones de Ax = 0 y satisfacen

N—Mr N—_Mr

[T e ={(2 ) ViDeal} ),

donde s es el numero de lugares complejos de k.

Demostracion. Sea wy, ..., w, una base de K sobre k. Luego, para ciertos b%% € k, pode-
mos escribir .
Ay, = Z b)), (4.16)
j=1
y entonces, para cadam =1,..., M,
N
> vt =3 (St o
n=1 n=

Se sigue que = € kY es una solucién de Az = 0 si y solo si es una solucién del sistema

Zb“ =0, m=1,....,M, j=1,...,r (4.17)

El sistema (4.17) se puede representar con una matriz B € k™™ definida por
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donde, para cada j =1,...,r, B(j) := (b,(%)n)mn
Aplicando el Teorema 4.2.1 para el cuerpo de ntmeros k y la matriz B, sabemos
que hay N — Mr vectores linealmente independientes xy, s, ..., Tx_ar € (Or)Y que son

soluciones de Bx = (0 y satisfacen

N—Mr N-M

E h(xz)é{(%)s\/M} " H(B).

Para concluir la demostracion, basta con ver que H(B) = H(A). Sea € la matriz

Mr x Mr con entradas en F' definida por

O'l(wl)[M 0'1(UJT=>IM
Q- O'z(wl)IM O'Q(UJT)IM
O'T(wl)[M UT(’LUT)IM

donde I, es la matriz de identidad M x M. Observar que si aplicamos o; a (4.16),

obtenemos .
0i(@mn) = Y boi(w;),
j=1
y por lo tanto
OB = A.
Por Proposicién 1.5.6, el hecho de que 2 sea no singular implica que H(B) = H(A). O

Observacion. En el teorema anterior, la altura de A se calcula con respecto al cuerpo
F'. Segin Teorema 4.2.1, la altura de B debe calcularse con respecto al cuerpo k; sin
embargo, por Proposicion 1.5.8; es la misma que la altura con respecto a F'. Entonces,

H(B) = H(A) es una igualdad de alturas de matrices con entradas en F.

En algunas situaciones, puede ser mas conveniente tener el Teorema 4.3.1 con una
cota que no dependa de A, sino de la altura de A o incluso de la altura de las filas de A.

En lo que sigue, A(m) denota la m-ésima fila de A.

Lema 4.3.2. Supongamos que A estd en las hipdtesis del Teorema 4.3.1. Entonces
M
H(A) < H(AY < [] H(A(m))"
m=1

En particular, estas cotas pueden ser usadas en el lado derecho de la desigualdad del

Teorema 4.5.1.
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Demostracion. Por la Proposicién 1.5.7,

r

H(A) < [] Hoi(4)).

i=1
Como consecuencia de la Proposicion 1.1.16, H(o;(A)) = H(A). Luego, una segunda
aplicacion de la Proposicién 1.5.7 da

H(A) < H(A) < [] H(A(m))".

m=1

]

Para terminar, describimos una forma en que Teorema 4.3.1 podria ser modificado.

Es posible que la matriz A se pueda dividir en bloques

Ay
Ay
Ap
de forma que A; sea una matriz M; x N sobre un cuerpo de nimeros K; con [K; : k| =,
para cada [ = 1,..., L. Sea F' una extensién de Galois finita de k& que contiene cada Kj.

Para cada A;, definimos la matriz A; € (K;)™"*N como en (4.15), y luego juntamos todas

estas matrices en una matriz de tamario (Y1, M;r;) x N definida por

Ay
Z .= 42
A
Haciendo algunas pequenas modificaciones a la demostracién del Teorema 4.3.1, ob-

tenemos

Teorema 4.3.3. En el contexto anterior, supongamos que z = rango(Z) = Zle Myr <
N. Entonces, existen N — z vectores linealmente independientes 1, ..., xx en (Oy)N que

son soluciones de Ax = 0 y satisfacen

N—z

]lijh(:cl) < {(%) M} ) (4.18)
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donde s es el nimero de lugares complejos de k. Mds atun, en el lado derecho de (4.18)

podemos usar

H(Z) < [ H(A)".
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