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Introducción

La construcción de polinomios auxiliares es una técnica básica en aproximación diofánti-

ca y teoŕıa de la trascendencia. Este tipo de ideas también ha sido de gran utilidad en

otras áreas de las matemáticas, particularmente en problemas de naturaleza combinatoria.

Su importancia radica en el hecho de que sirven para evidenciar una estructura algebraica

subyacente del problema.

En términos generales, la estrategia del método polinomial es capturar el conjunto de

objetos de interés dentro del conjunto de ceros de un polinomio de grado “pequeño”. Más

precisamente, el método polinomial consiste de dos pasos. Supongamos que tenemos un

conjunto de interés S. El primer paso es encontrar un subconjunto caracteŕıstico A ⊂ S tal

que todo polinomio (con ciertas propiedades deseadas) que se anule en A con multiplicidad

suficientemente grande tenga que anularse en todos o en la mayoŕıa de los puntos de

S también. El segundo paso es encontrar uno de esos polinomios. Las propiedades que

pedimos al polinomio dependen de la naturaleza del problema en cuestión, sin embargo,

siempre queremos que su grado sea (en cierto sentido) pequeño. También es muy común

exigir que los coeficientes pertenezcan a algún anillo adecuado. En esta tesis sólo nos

ocuparemos del segundo paso. Para un tratamiento más detallado del método polinomial,

el lector puede consultar [10], [17] y [20].

El problema que estudiaremos es el siguiente. Sea K un cuerpo y sea S un subconjunto

finito de Kd. Queremos encontrar un polinomio P ∈ K[X1, . . . , Xd] que se anula en cada

punto de S. Quizás el enfoque más simple es considerar el sistema de ecuaciones lineales

dado por

P (s) = 0, s ∈ S ,

donde las incógnitas son los coeficientes del polinomio. El problema de encontrar el poli-

nomio P es, por lo tanto, equivalente a resolver un sistema lineal.

Siguiendo este enfoque, se puede probar, utilizando un argumento de contar dimensio-
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ÍNDICE GENERAL 5

nal elemental, que para cualquier cuerpo K y cualquier subconjunto finito S de Kd, existe

un polinomio de grado . |S|1/d que se anula en todo punto de S. Esta es la versión más

simple del lema de Siegel. Observar que esto no nos da ningún control sobre los coeficien-

tes del polinomio; sin embargo, tiene el beneficio de ser aplicable a cualquier cuerpo K.

Este resultado es elemental, pero es incréıblemente útil. Por ejemplo, es una herramienta

crucial en la prueba de Dvir de la conjetura de Kakeya sobre cuerpos finitos (ver [5]).

En casos más espećıficos, argumentos de contar similares dan propiedades adicionales

sobre los coeficientes del polinomio. SiK = Q y S ⊂ {1, . . . , N}d, el lema de Siegel también

afirma que el polinomio tiene coeficientes enteros de módulo . (dN)1/d. Este resultado

puede extenderse fácilmente a cuerpos de números; en este caso se debe trabajar con

alturas, en lugar del valor absoluto habitual.

Para la mayoŕıa de las aplicaciones, una de estas dos versiones del lema de Siegel es

suficiente. A veces, sin embargo, uno necesita mejores cotas para los coeficientes (ver, por

ejemplo, [19]). En [3], Bombieri y Vaaler obtuvieron varias mejoras del lema de Siegel. Sus

argumentos se basan en las poderosas técnicas de Geometry of Number en lugar de los

argumentos de contar, más simples pero menos precisos, utilizados por Thue y Siegel. Sin

embargo, aparece una dificultad cuando se trabaja sobre cuerpos de números arbitrarios,

lo que proporciona una motivación para trabajar en el contexto de adeles.

Consideremos primero la situación más simple. Queremos resolver el sistema Ax = 0

en los enteros, donde A es una matriz M × N con entradas en Z. Además, queremos

probar que existe una base de soluciones “pequeñas” en ZN . Esto requiere del segundo

teorema de Minkowski, que habla sobre puntos linealmente independientes en el lattice.

El punto crucial es que todas las pruebas conocidas del segundo teorema de Minkowski

en RN consideran un lattice Λ = ZN y un sublattice M y proporcionan bases de M y Λ

de modo que la base de M se pueda expresar en forma triangular en términos de la base

de Λ.

En el caso de un cuerpo de números arbitrario K, reemplazamos ZN por (OK)N , donde

OK es el anillo de enteros de K. En este caso, el resultado anterior relativo a las bases

de un sublattice es válido solo si OK es un ideal principal, y de lo contrario, la prueba

del segundo teorema de Minkowski no se puede completar de manera obvia. Dado que

un dominio de Dedekind es un dominio de ideales principales si y solo si es un dominio

de factorización única, una forma de resolver esta dificultad es restaurar la factorización

única mediante la localización en un conjunto suficientemente grande de primos (es decir,
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reemplazar OK por S−1OK para un conjunto multiplicativo S apropiado) y luego ver a

K como subconjunto de un espacio “más grande”, en donde la localización S−1OK sea

discreta. De hecho, podemos localizar con respecto a todos los primos, y aśı el espacio

“más grande” adecuado es el anillo de adeles de K. En particular, esto significa que

necesitamos geometŕıa de números en adeles.

El objetivo de esta tesis es estudiar los argumentos utilizados por Bombieri y Vaaler

para obtener mejoras del lema de Siegel. Estructuralmente, hacemos esto de la siguiente

manera.

El primer caṕıtulo está dedicado al desarrollo de resultados preliminares. Primero,

revisamos los conceptos básicos de la teoŕıa de valuaciones y cuerpos locales, de modo

que podamos definir el anillo de adeles de un cuerpo de números. Luego, damos algunas

propiedades del discriminante, con el único propósito de llegar a un tipo de fórmula del

producto. Después de eso, recordamos algunos hechos básicos de la medida de Haar, y

definimos la medida de Haar adélica y la medida en el espacio cociente. Finalmente,

definimos la altura de un vector y de una matriz. Nuestras referencias principales para

este caṕıtulo son [2] y [15]; para la sección sobre discriminantes, seguimos [13].

En el segundo y tercer caṕıtulo se tratan los dos resultados principales de geometŕıa de

números involucrados en la prueba de Bombieri y Vaaler: el segundo teorema de Minkowski

y la desigualdad de rebanado de cubos (cube slicing inequality). En ambos casos, primero

estudiamos el caso real y luego extendemos los argumentos al contexto adélico. Nuestras

referencias principales para estos dos caṕıtulos son [2], [3] y [18].

En el último caṕıtulo, estudiamos las mejoras por Bombieri y Vaaler del lema de

Siegel. Comenzamos recordando el lema de Siegel y su extensión a cuerpos de números.

Luego, enunciamos el lema de Bombieri-Vaaler y lo comparamos con el resultado de Siegel.

Finalmente, siguiendo [3], damos una prueba del lema de Bombieri-Vaaler, junto con varias

generalizaciones.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Valores absolutos

Definición 1.1.1. Un valor absoluto en un cuerpo K es una función a valores reales

| · | en K tal que, para todo x, y ∈ K:

(a) |x| ≥ 0 y |x| = 0 si y solo si x = 0.

(b) |xy| = |x||y|.

(c) |x+ y| ≤ |x|+ |y| (desigualdad triangular).

Un valor absoluto se llama no arquimediano si en lugar de la desigualdad triangular

(c), satisface la condición más fuerte

(c ’) |x+ y| ≤ máx {|x|, |y|} (desigualdad ultramétrica)

Un valor absoluto para el cual (c’) no se satisface para algún par x, y ∈ K se dice arqui-

mediano.

El valor absoluto trivial es el que es igual a uno para todo elemento no nulo de K.

La siguiente caracterización de valores absolutos no arquimedianos es bastante útil:

Proposición 1.1.2. Sea | · | un valor absoluto en K. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 8

1. | · | satisface la desigualdad ultramétrica

2. El conjunto {|n| : n ∈ N} es acotado.

En cualquier caso, la sucesión (|n|)n∈N está acotada por 1.

Demostración. Ver, por ejemplo, [15, 4-28].

Está claro que un valor absoluto |·| define una métrica en K dada por d(x, y) = |x−y|.
Esto induce una topoloǵıa en K. Si dos valores absolutos definen la misma topoloǵıa, se

denominan equivalentes.

Proposición 1.1.3. Sean | · |1 y | · |2 dos valores absolutos de K. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

(a) | · |1 y | · |2 son equivalentes.

(b) Existe un número real positivo s tal que

|x|1 = |x|s2

para todo x ∈ K.

(c) Para cualquier x ∈ K, |x|1 < 1 si y solo si |x|2 < 1.

Demostración. Ver [8, Th. 9.1] y [9, Ch. XII, Prop. 1.1].

Definición 1.1.4. Un lugar v es una clase de equivalencia de valor absoluto no trivial.

Por | · |v denotamos a un valor absoluto en la clase de equivalencia v.

Si L/K es una extensión de cuerpos, v es un lugar de K y w un lugar de L, decimos

que w está arriba de (o sobre) v si la restricción a K de cualquier representante de w

es un representante de v. En este caso, escribimos w|v.

La completación de K con respecto al lugar v es un cuerpo Kv con un lugar w tal

que:

w|v

Kv es completo con la topoloǵıa inducida por w.
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K es un subconjunto denso de Kv en la topoloǵıa inducida por w.

La completación existe y es única salvo isomorfismo isométrico. Esto se puede probar

utilizando la familiar construcción de clases de equivalencia de las sucesiones de Cauchy.

Ejemplo. En Q, claramente tenemos el valor absoluto euclidiano | · | = | · |∞, que es

arquimediano. La completación de Q con respecto a este valor absoluto es claramente R.

Para cada primo p, también tenemos el valor absoluto p-ádico | · |p, determinado de la

siguiente manera. Sea m/n ∈ Q un número racional, podemos escribirlo en la forma

m

n
= pa

m′

n′
,

donde m′, n′ son números primos coprimos con p. Luego definimos∣∣∣m
n

∣∣∣
p

:= p−a.

La completación de Q con respecto al valor absoluto p-ádico se denomina cuerpo de

números p-ádicos y se denota Qp.

El siguiente teorema de Ostrowski nos dice que, de hecho, estos son todos los lugares

en Q.

Teorema 1.1.5 (Ostrowski). Cada lugar no trivial de Q se puede representar con el valor

absoluto habitual o con el valor absoluto p-ádico correspondiente a algún primo p.

Demostración. Ver, por ejemplo, [7, Th. 3.1.3], o [15, 4-30].

Sea K un cuerpo con un lugar no arquimediano v. Definimos el anillo de valuación

de v como

Ov := {x ∈ K : |x|v ≤ 1}.

No es dif́ıcil probar que Ov es un anillo local con único ideal máximal

mv := {x ∈ K : |x|v < 1}.

El cociente Ov/mv es entonces un cuerpo, denominado cuerpo residual.

Sea L una extensión de cuerpos de dimensión finita de K y w un lugar de L sobre v.

Entonces Ow/mw es una extensión de cuerpos de dimensión finita de Ov/mv. Su grado se

denomina grado residual; lo denotamos fw/v. Por otro lado, es claro que |K×|v es un
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subgrupo multiplicativo de |L×|w. Su ı́ndice se denomina ı́ndice de ramificación de w

en v; lo denotamos ew/v .

Un lugar v se dice discreto si el grupo |K×|v es ćıclico. En este caso, mv es un ideal

principal y cualquier generador principal se denomina parámetro local; además, cada

ideal de Ov es de la forma (mv)
n para algún entero positivo n (ver [13, (3.9)]).

Ejemplo. Supongamos K = Q y consideremos un lugar no arquimediano p. El anillo

de valuación de p se denota Zp, y su ideal máximal es pZp, es decir, el ideal principal

generado por el primo p. Estudiando el núcleo de la composición

Z ↪→ Zp � Zp/pZp

uno prueba fácilmente que Zp/pZp ∼= Z/pZ. Por lo tanto, el cuerpo residual es Fp, el

cuerpo finito de p elementos.

Proposición 1.1.6. Ov es un subconjunto abierto y cerrado de K con respecto a la

topoloǵıa dada por v. Además, es compacto si y solo si el cuerpo residual Ov/mv es finito.

Demostración. Ver [7, Prop. 2.3.6], y [16, Lemma 9.5, Prop. 9.7].

Sea K un cuerpo de números (es decir, una extensión finita de Q). Para cada lugar

no arquimediano v de K, sea Ov el anillo de valuación de Kv (continuaremos usando esta

notación a lo largo de toda la tesis). Cada lugar no arquimediano de K está sobre algún

primo, con lo cual el cuerpo residual Ov/mv correspondiente a Kv es una extensión finita

del cuerpo residual Fp correspondiente a Qp, y por lo tanto es un cuerpo finito. Entonces,

Proposición 1.1.6 implica:

Corolario 1.1.7. Si K es un cuerpo de números, entonces, para cada lugar no arquime-

diano v, el anillo de valuación Ov de la completación Kv es compacto.

Ahora, supongamos que tenemos una extensión separable finita L/K. Para lugares no

arquimedianos, existe una relación entre el grado local, el ı́ndice de ramificación y el grado

residual.

Lema 1.1.8. Sea L/K una extensión separable finita. Sea v un lugar no arquimediano

de K y w un lugar de L sobre v. Sean Kv y Lw las completaciones correspondientes, y

sean ev y fv el ı́ndice de ramificación y el grado residual, respectivamente. Entonces,

[Lw : Kv] = evfv.

Demostración. Ver, por ejemplo, [15, 4-33], o [9, Ch. XII, Prop. 6.1].
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1.1.1. Extensión de valores absolutos

En esta tesis, trabajaremos con cuerpos de números; es decir, extensiones algebraicas

finitas de Q. Ya que hemos enumerado todos los lugares de Q, será de gran utilidad

para nosotros entender cómo se extienden los valores absolutos en extensiones algebraicas

finitas.

Primero, recordamos un resultado sobre extensiones finitas de cuerpos completos.

Proposición 1.1.9. Sea K un cuerpo completo con valor absoluto | · |v y sea L una

extensión finita de K. Luego hay una única extensión de | · |v a un valor absoluto | · |w de

L, que se define expĺıcitamente por la ecuación

|x|w = |NL/K(x)|1/[L:K]
v ,

donde NL/K es la norma de la extensión L/K. Además, el cuerpo L es completo con

respecto a | · |w.

Demostración. Ver, por ejemplo, [8, Th.s 9.8, 9.9, 9.12].

Observación. La proposición anterior implica que, si K es completo, su valor absoluto

se extiende de manera única a la clausura algebraica de K. Sin embargo, la clausura

algebraica no es necesariamente completa con respecto a ese valor absoluto.

Sea K un cuerpo con un valor absoluto no trivial fijo | · |v.

Teorema 1.1.10. Sea L una extensión de cuerpos finita de K generada por un único

elemento ξ. Sea f el polinomio minimal de ξ sobre K y sea

f = fk11 · · · fkrr

su descomposición en factores mónicos irreducibles sobre Kv[t]. Luego, se satisfacen las

siguientes afirmaciones:

(a) Para cada j hay un homomorfismo inyectivo ιj : L→ Kj := Kv[t]/(fj) de extensiones

de cuerpos sobre K, dado por ξ 7→ t.

(b) Existe una extensión única | · |j del valor absoluto de Kv a Kj. Además, los valores

absolutos | · |j no son equivalentes dos a dos.
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(c) Kj es la completación de L con respecto al valor absoluto | · |j y el morfismo ιj.

(d) Para cualquier valor absoluto | · |w que extiende a | · |v a L, hay un único j ∈ {1, . . . , r}
tal que la restricción de | · |j a L es igual a | · |w.

Demostración. Proposición 1.1.9 prueba que existe una extensión única |·|j del valor abso-

luto de Kv a Kj. Es fácil ver que ιj es un homomorfismo inyectivo bien definido. Además,

dado que K es denso en Kv y la clase de t en Kj está contenida en la imagen de ιj,

tenemos que la imagen de ιj es densa en Kj. Utilizando una vez más Proposición 1.1.9,

se deduce que Kj es la completación de L con respecto a |·|j.

Si las restricciones de |·|j y |·|k a L son equivalentes, entonces tenemos un isomorfismo

isométrico de Kj en Kk que deja Kv fijo. Por lo tanto, las imágenes de ξ de los respectivos

embeddings ιj y ιk deben ser ráıces del mismo factor irreducible de f(t) en Kv[t]. Por lo

tanto, j = k.

Hasta ahora hemos demostrado (a), (b) y (c). Sólo queda (d). Sea |·|w un valor absoluto

de L que extiende a |·|v. La clausura (topológica) de K en Lw se puede identificar con

Kv, por lo que Lw = Kv(ξ) (aqúı asumimos L ⊂ Lw). De hecho, Kv(ξ) ⊂ Lw, L es denso

en Kv(ξ) y, por Proposición 1.1.9, Kv(ξ) es completo. Al deshacer las identificaciones

realizadas, hemos demostrado que Lw es isomorfo a algún Kj, porque ξ es una ráız de

algún fj. Además, L = K(ξ) queda fijo bajo este isomorfismo. Por la parte de unicidad

de la Proposición 1.1.9, |·|w es igual a la restricción de |·|j a L.

Observación. El teorema anterior nos dice que existe una correspondencia biyectiva entre

los lugares de L = K(ξ) sobre v y los factores irreducibles del polinomio minimal de ξ

sobre K. Más aún, si fijamos una clausura algebraica Kv de Kv, entonces la completación

de L con respecto al lugar wj correspondiente al factor fj es isomorfa a Kv(β), donde

β ∈ Kv es cualquier ráız de fj.

Si L es una extensión finita separable de K, podemos deducir dos corolarios.

Corolario 1.1.11. Sea L una extensión separable finita de K y sea v un lugar de K.

Entonces, tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales sobre Kv

L⊗K Kv
∼=
∏
w|v

Lw,

donde el producto es sobre todos los lugares w de L que se encuentran sobre v.
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Más espećıficamente, si L,K, ξ, f y f1, . . . , fr se definen como en Teorema 1.1.10,

entonces

ψ : K(ξ)⊗K Kv −→
r∏
j=1

Kv[X]/(fj(X)) , ψ

(∑
i

pi(ξ)⊗ λi

)
=

(∑
i

λi pi(X)
j

)
j=1,...,r

es un isomorfismo de espacios vectoriales sobre Kv, donde, para cada i, pi es un polinomio

con coeficientes en K y pi(X)
j

denota la clase de pi en Kv[X]/(fj(X)).

Demostración. Por el teorema chino del resto,

r∏
j=1

Kv[X]/(fj(X)) ∼= Kv[X]/(f(X)).

Luego,

L⊗K Kv
∼= K[X]/(f)⊗K Kv

∼= Kv[X]/(f) ∼= Kv[X]/(f(X)).

El corolario sigue escribiendo expĺıcitamente la cadena de morfismos.

Corolario 1.1.12. Si L es una extensión separable finita de K, entonces∑
w|v

[Lw : Kv] = [L : K],

donde la suma es sobre todos los lugares w de L sobre v.

Demostración. Por el teorema del elemento primitivo, L = K(ξ) para algún ξ ∈ L,

y por lo tanto, estamos en la hipótesis del Teorema 1.1.10. En este caso, el polinomio

minimal f es separable (es decir, todas sus ráıces tienen multiplicidad uno) y por lo tanto

k1 = k2 = · · · = kr = 1. Por el teorema, cada factor fj de f sobre Kv corresponde a un

lugar w de L, y la extensión Lw/Kv tiene un grado [Lw : Kv] = deg fj. El resultado se

sigue de forma inmediata.

Definición 1.1.13. El número [Lw : Kv] es el grado local de L/K en w. Por lo general,

denotaremos d = [L : K] y dw = [Lw : Kv].

Si, además, la extensión L/K es Galois, entonces todas las completaciones de L con

respecto a lugares arriba de v son isomorfas.

Corolario 1.1.14. Si L/K es una extensión de Galois del grado d, entonces el grado

local dv es constante para todo w|v.
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Demostración. Sea ξ un elemento de L con L = K(ξ), y sea f su polinomio minimal

sobre K. Sea Kv una clausura algebraica de Kv. Como L/K es Galois, L contiene todas

las ráıces de f , y por lo tanto, para cada lugar w|v, la completación Lw contiene todas

las ráıces de f . Por Teorema 1.1.10, todas las completaciones son iguales (vistas como

subcuerpos de Kv). Por lo tanto, dv es constante para todo w|v.

Normalización de extensiones de lugares

Sea K un cuerpo con un valor absoluto no trivial fijo |·|v. Sea L una extensión separable

finita de K, y sea w un lugar de L con w|v. Para cualquier x ∈ L, definimos

‖x‖w := |NLw/Kv(x)|v

y

|x|w := |NLw/Kv(x)|1/[L:K]
v .

Observación. |·|w siempre es un valor absoluto, y ‖·‖w es un valor absoluto si y solo si v

es no arquimediano o [Lw : Kv] = 1.

Para un valor absoluto fijo |·|v, siempre nos referiremos a |·|w y ‖·‖w como los valores

absolutos normalizados correspondientes al lugar w|v. Claramente, para ‖·‖w, esta

nomenclatura se usará únicamente si v es no arquimediano o si [Lw : Kv] = 1.

El siguiente lema establece una relación entre el valor absoluto |·|v y los valores abso-

lutos normalizados correspondientes a lugares sobre v.

Lema 1.1.15. Sean K y L como arriba. Sean x ∈ K \ {0} y y ∈ L \ {0}. Manteniendo

la notación anterior, tenemos que ∏
w|v

|x|w = |x|v,

∏
w|v

‖y‖w = |NL/K(y)|v.

Demostración. La primera igualdad es una consecuencia directa del Corolario 1.1.12, y

de que K ⊂ Kv, lo que significa NLw/Kv(x) = x[Lw:Kv ].

La segunda afirmación se reduce a probar que, para cualquier y ∈ L,

NL/K(y) =
∏
w|v

NLw/Kv(y). (1.1)
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Primero asumimos que L = K(y). Sea f el polinomio minimal de y sobre K, y sea

f = f1 · · · fr su factorización en polinomios irreducibles sobre Kv. Por Teorema 1.1.10,

hay exactamente r lugares de L sobre v. Sean w1, . . . , wr dichos lugares y L1, . . . Lr sus

respectivas completaciones. Sabemos que Lj = Kv(yj) para alguna ráız yj del polinomio

irreducible fj. Expĺıcitamente, yj es la imagen de y por el correspondiente embedding

ιj : L ↪→ Lj. La norma NL/K(y) es igual a (−1)deg f por el término constante de f . Lo

mismo ocurre para cada NLj/Kv(yj) y fj. Como el término constante de f es igual al

producto de los términos constantes de fj, finalmente obtenemos (1.1).

Ahora, si L no es igual a K(y), necesitaremos usar la transitividad de la norma, es

decir

NL/K = NK(y)/K ◦NL/K(y),

y lo mismo para las torres locales Kv ⊂ Kv(yj) ⊂ Lj, con yj como en el párrafo anterior.

Si d = [L : K] y s = deg f = [K(y) : K], tenemos

NL/K(y) = NK(y)/K(NL/K(y)(y))

= NK(y)/K(y
d
s )

=
r∏
j=1

NKv(yj)/Kv(y
d
s
j )

Observar que d/s = [L : K(y)], entonces si w1, . . . , wr son los lugares de K(y) sobre v,

por Corolario 1.1.12 tenemos
d

s
=
∑
u|wj

[Lu : Kv(yj)]

para cada j = 1, . . . , r. Además, sabemos que

NLu/Kv(yj)(yj) = y
[Lu:Kv(yj)]
j .

Entonces,

NKv(yj)/Kv(y
d
s
j ) =

∏
u|wj

NKv(yj)/Kv(NLu/Kv(yj)(yj))

=
∏
u|wj

NLu/Kv(yj).

El lema se sigue del hecho de que cada lugar de L sobre K está sobre exactamente un

lugar wj de K(y).
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Supongamos ahora que L/K es una extensión finita de Galois. Sea v un lugar de K

y sea σ ∈ Gal(L/K). Para w un lugar de L sobre v, consideremos la aplicación |·|σ(w)

definida por

x ∈ L 7−→ |σ(x)|w ∈ R≥0 ,

donde |·|w es el valor absoluto normalizado. Dado que σ es un automorfismo que fija

K, está claro que |·|σ(w) es un valor absoluto que está arriba de v. Por lo tanto, por la

Proposición 1.1.3, hay un número real s > 0, y un lugar w′ sobre v tal que

|σ(x)|w = |x|sw′ (1.2)

para todo x ∈ L, donde |·|w′ es el valor absoluto normalizado correspondiente a w′. Si

tomamos x ∈ K entonces (1.2) da

|x|
dw
d
v = |x|

dw′
d
s

v ,

donde d = [L : K], dw = [Lw : Kv] y dw′ = [Lw′ : Kv]. Pero, por el Corolario 1.1.14,

dw = dw′ , entonces s = 1. Por lo tanto, |·|σ(w) es el absoluto normalizado correspondiente

a un lugar sobre v.

Hemos probado la siguiente proposición.

Proposición 1.1.16. Sea L/K una extensión finita de Galois, sea v un lugar de K y

sea σ ∈ Gal(L/K). Para cualquier lugar w de L sobre v, defina |·|σ(w) para que sea la

aplicación

x ∈ L 7−→ |σ(x)|w ∈ R≥0 ,

donde |·|w denota el valor absoluto normalizado. Luego, hay otro lugar w′ de L sobre v, de

manera que |·|σ(w) es el valor absoluto normalizado correspondiente a w′. Además, para

dos lugares distintos w1, w2 de L, los valores absolutos |·|σ(w1) y |·|σ(w2) son no equivalentes.

Concretamente, cada σ ∈ Gal(L/K) define una bijection |·|w 7→ |·|σ(w) en el conjunto

de valores absolutos normalizados de L sobre v.

1.1.2. Cuerpos de números y anillo de enteros

SiK es un cuerpo de números, los lugares no arquimedianos también se llaman lugares

finitos y los arquimedianos se llaman lugares infinitos. En otras palabras, los lugares

finitos son aquellos que se encuentran sobre los lugares p-ádicos, y los lugares infinitos son

aquellos que se encuentran sobre el lugar euclidiano habitual.
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Observación. En el contexto más general de los cuerpos globales, la distinción entre finito

e infinito no corresponde a la dicotomı́a de lo arquimediano frente a lo no arquimediano.

Los lugares finitos son en realidad aquellos que corresponden a los ideales primos del anillo

de números enteros, de una manera que se precisará más adelante.

Sea K un cuerpo de números. Usando Teorema 1.1.10 podemos ver que si v es un

lugar infinito, entonces la completación Kv es una extensión finita de R. De ello se deduce

que Kv = R, en cuyo caso v se denomina lugar real, o Kv = C, en cuyo caso decimos

que v es un lugar complejo.

Definición 1.1.17. Sea K un cuerpo de números. Definimos el anillo de enteros de K

como

OK =
⋂

vfinito

{x ∈ K : |x|v ≤ 1}.

Proposición 1.1.18. OK es igual al clausura ı́ntegra de Z en K.

Demostración. Ver, por ejemplo, [11, Th.s 10.3, 10.4].

1.1.3. Lugares finitos e ideales primos

En esta sección, veremos que hay una correspondencia entre lugares finitos e ideales

primos de OK .

Recordar que un ideal fraccionario de OK tiene una factorización única en ideales

primos. Luego, dado x ∈ K podemos escribir

xOK = pe11 · · · perr ,

con ei ∈ Z para todo i = 1, . . . , r. Dado un ideal primo p en OK y x ∈ K, definimos

el orden de x en p como el exponente de p en la factorización del ideal fraccionario

principal xOK . Lo denotamos ordp(x). Luego,

xOK =
∏
p

pordp(x),

donde el producto es sobre todos los ideales primos de OK .

Ahora podemos definir el lugar en K asociado al primo p de la siguiente manera. Si p

se encuentra sobre el primo p ∈ Z, entonces

|x|p := p−ordp(x) (1.3)
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Claramente, cambiando p por cualquier otro número real positivo obtenemos otro repre-

sentante del mismo lugar.

Concluimos que cada ideal principal de OK define un valor absoluto de K. De hecho,

cada valor absoluto es equivalente a uno de la forma (1.3). En efecto, sea v un lugar finito

en K y sea

pv := {x ∈ OK : |x|v < 1}.

un ideal primo de OK . Usando Proposición 1.1.3, es fácil ver que |·|v es equivalente a |·|pv .

Hemos probado la siguiente proposición.

Proposición 1.1.19. Sea K un cuerpo de números. La aplicación

v 7→ pv = {x ∈ OK : |x|v < 1}

es una correspondencia biyectiva entre los lugares v de K y los ideales primos p de OK.

Su inversa es

p 7→ | · |p,

donde |x|p := p−ordp(x).

Corolario 1.1.20. Cada lugar finito de un cuerpo de números es discreto.

1.1.4. La fórmula del producto

Consideremos el cuerpo de los números racionales Q. Sea

MQ := {|·|p : p primo o p =∞},

donde | · |p es el valor absoluto p-ádico en Q si p es primo, y el valor absoluto usual en Q
si p =∞. Es fácil ver que ∏

p∈MQ

|x|p = 1.

Esta fórmula puede generalizarse fácilmente a cuerpos de números arbitrarios. Sea

K un cuerpo de números y sea MK el conjunto de valores absolutos normalizados | · |v
correspondientes a lugares sobre elementos de MQ. Por la correspondencia entre lugares

finitos e ideales primos de OK se puede deducir que, dado x ∈ K, |x|v = 1 para casi todo

|·|v ∈MK . Esto significa que el producto infinito
∏

v∈MK
|x|v está bien definido.
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Proposición 1.1.21 (La fórmula del producto). Si K es un cuerpo de números, entonces∏
v∈MK

|x|v = 1.

Demostración. Ya sabemos que la proposición es cierta para K = Q. Una sencilla aplica-

ción del Lema 1.1.15 da el resultado para un cuerpo de número arbitrario K.

1.2. Adeles

Sea K un cuerpo de números y sea Kv la completación de K en un lugar v.

Definición 1.2.1. El anillo de adeles de K, que denotamos KA, es el subanillo

KA = {(xv) : xv ∈ Kv con xv ∈ Ov para todo v, salvo finitas excepciones}

del producto
∏

vKv.

Observación. KA no es localmente compacto con la topoloǵıa producto. La existencia de

una medida de Haar para grupos localmente compactos motiva la construcción de una

topoloǵıa alternativa.

Definimos la topoloǵıa adélica en KA especificando una base de entornos del ele-

mento neutro aditivo (0v)v. Esta base consiste en conjuntos de la forma
∏

vNv, donde Nv

es un entorno de 0v ∈ Kv y Nv = Ov para casi todo lugar v de K.

Para ver que KA es localmente compacto con esta topoloǵıa, consideramos la siguien-

te construcción. Sea S un subconjunto de lugares de K que contiene todos los lugares

infinitos, y sea (KA)S el subanillo

(KA)S =
∏
v∈S

Kv ×
∏
v/∈S

Ov.

Dado que (KA)S es el producto de una familia finita de grupos localmente compactos

con un grupo compacto, se deduce que (KA)S es localmente compacto en la topoloǵıa

producto. La observación clave es que la topoloǵıa producto y la topoloǵıa adélica coinci-

den en (KA)S, con lo cual este conjunto es localmente compacto en la topoloǵıa adélica.

Ahora, observemos que

KA =
⋃
S

(KA)S,
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donde la unión es sobre todos los conjuntos S de lugares de K que contienen todos

los lugares infinitos. Por lo tanto, el anillo de adeles es una unión de anillos localmente

compactos, lo que significa que es localmente compacto.

Identificamos K con un subgrupo de KA por medio de la aplicación diagonal

K −→ KA

x 7−→ (x)v = (x, x, x, . . . ).

El siguiente teorema afirma que podemos dar aproximaciones razonablemente buenas

de elementos de KA por elementos de K.

Teorema 1.2.2 (Teorema de aproximación fuerte). Sea S un conjunto finito de valores

absolutos no arquimedianos y no equivalentes |·|v del cuerpo de números K. Para cada

v ∈ S, sea xv ∈ Kv. Entonces, dado ε > 0, existe α ∈ K con |α− xv|v < ε para todo

v ∈ S y |α|v ≤ 1 para todo lugar no arquimediano v /∈ S.

Demostración. Ver, por ejemplo, [2, Th. 1.4.5].

Para finalizar esta sección, probaremos un importante teorema sobre las propieda-

des topológicas de K como un subespacio de KA, y del cociente KA/K. Antes de eso,

necesitamos un lema, que también será importante en śı mismo.

Primero, vamos a fijar notación. Ya que K es un cuerpo de números, por Corola-

rio 1.1.11 tenemos que K ⊗Q R ∼=
∏

v|∞Kv. En lo que sigue, identificaremos estos dos

espacios. Sea d = [K : Q]. Sea ω1, . . . , ωd una Z-base de OK , y sea

Ω∞ := {x ∈
∏
v|∞

Kv : ∃ a1, . . . , ad ∈ [0, 1) tal que x =
d∑
j=1

wj ⊗ aj}.

Lema 1.2.3. El subconjunto Ω = Ω∞×
∏

v finitoOv de KA es un dominio fundamental de

KA/K; es decir, cada clase de KA/K tiene exactamente un representante en Ω.

Demostración. El lema tiene dos partes. Por un lado, necesitamos demostrar que cada

elemento de KA/K tiene un representante en Ω, y, por el otro, que dicho representante es

único.

Comenzamos con la unicidad. Tomemos x, y ∈ Ω de manera que α = x − y ∈ K,

con proyecciones a Ω∞ respectivamente dadas por
∑d

j=1wj ⊗ aj y
∑d

j=1wj ⊗ bj. Para
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cada lugar finito v, tenemos que xv, yv ∈ Ov; por lo tanto, α ∈ OK . Si ahora miramos los

lugares infinitos, tenemos

α =
d∑
j=1

wj ⊗ (aj − bj)

con aj − bj ∈ (−1, 1). Como α ∈ OK , podemos escribir

α =

(
d∑
j=1

cjwj

)
⊗ 1,

para ciertos c1, . . . , cd ∈ Z. Usando que {ω1⊗ 1, . . . , ωd⊗ 1} es una base de K ⊗Q R como

espacio vectorial sobre R, podemos deducir que aj − bj ∈ Z. Concluimos que aj = bj para

todo j, y por lo tanto x = y.

Probemos ahora la existencia de un representante en Ω. Sea x ∈ KA/K. Sea S el

conjunto de lugares no arquimedianos con |x|v > 1. Por el teorema de aproximación

fuerte, existe α ∈ K tal que |xv − α|v < 1 para todo v ∈ S y |α|v ≤ 1 para todos los

lugares no archimedeanos v /∈ S. Por lo tanto, reemplazando x por x−α, podemos asumir

xv ∈ Ov para cada lugar finito v. En el caso de los lugares infinitos, tenemos

(xv)v|∞ =
d∑
j=1

wj ⊗ aj

para ciertos aj ∈ R. Existen b1, . . . , bd ∈ Z, de modo que 0 ≤ aj − bj < 1 para cada j.

Entonces x−
(∑d

j=1wj ⊗ bj, 0
)

es un representante de x en Ω.

Ahora, estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.

Teorema 1.2.4. Sea K un cuerpo de números. Entonces, K es un subgrupo discreto de

KA, y el grupo cociente KA/K es compacto en la topoloǵıa cociente.

Demostración. Primero veamos que K ⊂ KA es discreto. Basta con probar que hay un

entorno abierto U ⊂ KA de 0 tal que K ∩ U = {0}. Fijemos w un lugar finito de K, y

tomemos

U := {x ∈ Kw : |x|w < 1} ×
∏
v|∞

{x ∈ Kv : |x|v < 1} ×
∏

v finito,v 6=w

Ov.

Claramente, U es abierto y contiene 0. Supongamos que existe x ∈ U∩K \{0}. Luego, por

la fórmula del producto, debeŕıamos tener
∏

v|x|v = 1, lo cual es imposible por definición

de U .
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Ahora, probemos que KA/K es compacto. Sea Ω el dominio fundamental de KA/K el

lema anterior, y sea

Ω′ = Ω′∞ ×
∏

v finito

Ov,

donde

Ω′∞ := {x ∈
∏
v|∞

Kv : ∃ a1, . . . , ad ∈ [0, 1] tal que x =
d∑
j=1

wj ⊗ aj}.

Sea π : KA → KA/K el morfismo cociente. Por el Lema 1.2.3, π(Ω) = KA/K y, por

consiguiente, π(Ω′) = KA/K. La topoloǵıa de Ω′ como subespacio del anillo de adeles es

igual a la topoloǵıa producto; por lo tanto, por el teorema de Tychonoff, Ω′ es compacto.

Como π es continuo, concluimos que KA/K es compacto.

1.3. Diferente y discriminante

El objetivo de esta sección es obtener un tipo de fórmula del producto para el discrimi-

nante de una extensión finita de Q. Para ello, necesitaremos algunos resultados relativos

al ideal diferente y al ideal discriminante. Solamente mencionaremos las definiciones y los

resultados que conducen a la fórmula del producto, a fin de proporcionar una idea de la

conceptos involucrados en la prueba. Para una descripción más detallada de estos temas,

consultar [13, Ch. III, §2].

Sea L/K una extensión separable finita, sea A ⊂ K un dominio de Dedekind con

cuerpo de fracciones Frac(A) = K y sea que B ⊂ L su clausura ı́ntegra en L.

Definición 1.3.1. Sea I un ideal fraccionario de L. El módulo dual B de I es

I∗ := {x ∈ L : TrL/K(xI) ⊂ A}.

Observación. La noción de dualidad está justificada por el isomorfismo

I∗ −→ homA(I, A), x 7−→
(
y 7→ TrL/K(xy)

)
.

Proposición 1.3.2. Si I es un ideal fraccionario de L, entonces I∗ también es un ideal

fraccionario.

Definición 1.3.3. El ideal fraccionario CB/A := B∗ = {x ∈ L : Tr(xB) ⊂ A} se denomina

diferente inverso. Su inverso DB/A = C−1
B/A es el diferente de B/A.
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Observación. B ⊂ CB/A, y entonces DB/A es de hecho un ideal integral de L (es decir,

DB/A ⊂ B).

Por lo general, cuando los dominios de Dedekind A y B son evidentes del contexto,

denotamos al diferente y a su inverso por DL/K y CL/K , respectivamente.

Proposición 1.3.4. (i) Si S es un subconjunto multiplicativo de A, entonces S−1B es

la clausura ı́ntegra de S−1A en L.

(ii) Sea p un ideal primo en A y sea q|p un ideal primo en B. Denotamos por Ap, Kp, Bq

y Lq a las completaciones correspondientes, respecto a los valores absolutos definidos

por

|x|p := exp(−ordp(x)), y |x|q := exp(−ordq(X)).

Entonces, Bq es la clausura ı́ntegra de Ap en Lq.

Proposición 1.3.5. (i) Para cualquier subconjunto multiplicativo S de A, se tiene que

DS−1B/S−1A = S−1DB/A.

(ii) Sea p un ideal primo en A y sea q|p un ideal primo en B. Entonces,

DB/ABq = DBq/Ap .

Definición 1.3.6. Sea d = [L : K], y sea e1, . . . , ed una base de L como espacio vectorial

sobre K. El discriminante de la base {e1, . . . , ed} se define como

d(e1, . . . , ed) := det
(

TrL/K(αiαj)
)
.

Recordamos el siguiente resultado básico:

Lema 1.3.7. Si σ1, . . . , σd son los K-embeddings L ↪→ K (donde K es la clausura alge-

braica de K), entonces

det
(

TrL/K(αiαj)
)

= (det(σiαj))
2.

Definición 1.3.8. El ideal discriminante dB/A es el ideal de A generado por los dis-

criminantes d(α1, . . . , αd) de todas las bases α1, . . . , αd de L/K que están contenidas en

B.
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Observación. Si α1, . . . , αd es una base ı́ntegra de B/A, entonces dL/K es un ideal principal

generado por d(α1, . . . , αd). En efecto, si β1, . . . , βd ∈ B, existe cij ∈ A tal que

βj =
∑
i=1

cijαi,

para j = 1, . . . , d. Usando el Lema 1.3.7, la fórmula del producto para los determinantes,

y el hecho de que los σi son monomorfismos, podemos concluir que

d(β1, . . . , βd) = (det(cij))
2d(α1, . . . , αd).

Teorema 1.3.9. dL/K = NL/K(DL/K), donde NL/K(DL/K) denota el ideal de A generado

por {NL/K(x) : x ∈ DL/K}.

El Teorema 1.3.9 nos permite deducir el siguiente corolario.

Corolario 1.3.10. Sea p un ideal primo en A y sean Ap y Kp las completaciones co-

rrespondientes de A y K. De manera similar, para cada ideal primo q de L, sea Lq la

completación de L. Entonces, tenemos la siguiente fórmula del producto para el discrimi-

nante:

dL/KAp =
∏
q|p

dLq/Kp .

Estamos interesados en aplicar el resultado anterior a una extensión K/Q de grado

d, con A = Z y B = OK . Sea α1, . . . , αd ∈ OK una base ı́ntegra de K sobre Q y sea

DK/Q = d(α1, . . . , αd) un generador de dK/Q. Supongamos que β1, . . . , βd es otra base

ı́ntegra, luego para cierta matriz invertible (cij) con entradas en Z, podemos escribir

βj =
∑
i=1

cijαi.

Observar que si (fij) es la inversa de (cij), entonces también tenemos

αj =
∑
i=1

fijβi ;

por lo tanto, fij ∈ Z. Esto significa que det(cij) es una unidad de Z, es decir, det(cij) = ±1.

Concluimos que para cualquier lugar p de Q, el valor absoluto
∣∣DK/Q

∣∣
p

no depende de la

base ı́ntegra elegida.

De manera similar, podemos probar que para cualquier p ∈ Z y cada lugar v de K

sobre p, el ideal discriminante dKv/Qp es principal y que el valor absoluto |·|p de cada

generador es el mismo. Primero, sin embargo, necesitamos la siguiente proposición.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 25

Proposición 1.3.11. Sea L/K una extensión separable finita, sea A ⊂ K un dominio de

Dedekind con Frac(A) = K y sea B ⊂ L su clausura ı́ntegra en L. Si A es un dominio de

ideales principales, entonces cada B-submódulo M 6= 0 de L es un módulo libre de A de

rango [L : K]. En particular, B admite una base ı́ntegra sobre A.

Demostración. Ver, por ejemplo, [13, Ch. I, (2.10)].

De la proposición anterior, se deduce que Ov es un Zp-módulo libre. Sea dv el grado

local [Kv : Qp], sea e1, . . . , edv una base ı́ntegra, y sea DKv/Qp := d(e1, . . . , edv). Podemos

probar exactamente de la misma forma que antes que
∣∣DKv/Qp

∣∣
p

no depende de la base

ı́ntegra elegida.

Como consecuencia directa de Corolario 1.3.10, tenemos el siguiente resultado, que

será esencial para el resto de la tesis.

Proposición 1.3.12. Sea K un cuerpo de números y p ∈ Z un número primo. Sea

DK/Q el discriminante de alguna base ı́ntegra de K, y, para cada lugar v|p, sea DKv/Qp el

discriminante de alguna base ı́ntegra de Kv. Entonces∣∣DK/Q
∣∣
p

=
∏
v|p

∣∣DKv/Qp
∣∣. (1.4)

Si en (1.4) tomamos el producto sobre todos los números primos, una simple aplicación

de la fórmula del producto da:

Corolario 1.3.13. Sea K un cuerpo de números. Para cada p y v, sean DK/Q y DKv/Qp

como arriba. Entonces ∣∣DK/Q
∣∣−1

=
∏

v finito

∣∣DKv/Qp
∣∣.

1.4. Medida de Haar

1.4.1. Definición y propiedades básicas

Antes de dar la definición de la medida de Haar, recordaremos una serie de definiciones

fundamentales de teoŕıa de la medida.

Sea µ una medida de Borel en un espacio de Hausdorff localmente compacto X, y sea

E un subconjunto boreliano de X.
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Decimos que µ es regular exterior en E si

µ(E) = ı́nf{µ(U) : U ⊂ E,U abierto}.

Decimos que µ es regular interior en E si

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E,K compacto}.

Una medida de Radón en X es una medida de Borel que es finita en todo com-

pacto, regular exterior en todo boreliano y regular interior en todo abierto.

Sea G un grupo y µ una medida de Borel en G. Decimos que µ es invariante por

traslación a izquierda si para todo los conjuntos de Borel E de G y para todo

s ∈ G,

µ(sE) = µ(E).

Invariancia por traslación a derecha se define de manera similar.

Definición 1.4.1. Sea G un grupo topológico localmente compacto (notar que pedimos

también que sea Hausdorff). Luego, una medida de Haar a izquierda (respectivamente,

a derecha) en G es una medida de Radon µ en G, distinta de cero, que es invariante por

traslaciones a izquierda (respectivamente, a derecha). Una medida de Haar bi-invariante

es una medida de Radón distinta de cero que es invariante a izquierda y a derecha.

Ejemplo. Sea K un cuerpo con una medida de Haar fija µ, y V un espacio vectorial

sobre K de dimensión n. Si T : Kn → V es un isomorfismo K-lineal, entonces tenemos

una medida de Haar ν en V definida por

ν(Ω) := µn(T−1(Ω)), (1.5)

donde µn denota la medida producto en Kn. Los conjuntos medibles en (V, ν) son los

Ω ⊂ V tales que T−1(Ω) es medible en (Kn, µn).

Supongamos que K = R y µ es la medida de Lebesgue. Sea V un espacio vectorial real

de dimensión n. Sean α1, . . . , αn y β1, . . . , βn dos bases ortonormales de V . Consideramos

los isomorfismos E1 y E2 de Rn en V , dados por E1(ei) = αi y E2(ei) = βi respectivamente,

donde e1, . . . , en es la base estándar de Rn. Cada Ej define una medida de Haar νj en V .

Por el teorema de cambio de variables y el hecho de que E1 y E2 son transformaciones

ortogonales, tenemos

ν2 =
∣∣det(E−1

2 E1)
∣∣ν1 = ν1.
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La discusión anterior nos lleva a adoptar la siguiente convención. Cada vez que habla-

mos de la medida ν de un espacio vectorial real V , nos referimos a aquella definida como

en (1.5) con T : Rn → V una transformación ortogonal.

Teorema 1.4.2. Todo grupo localmente compacto admite una medida de Haar a izquierda.

Además, esta medida es única salvo múltiplos escalares.

Demostración. Ver, por ejemplo, [15, 1-8].

Recordemos algunas propiedades básicas de la medida de Haar.

En primer lugar, vamos a fijar notación. Sea Cc(X) el conjunto de funciones continuas

de soporte compacto de X en R, y sea

C+
c (X) := {f ∈ Cc(X) \ {0} : f(x) ≥ 0 ∀x ∈ X}.

Si A ⊂ X, χA denota la función caracteŕıstica de A.

Proposición 1.4.3. Sea G un grupo compacto local con una medida de Radón no nula µ

Entonces:

(i) La medida µ es una medida Haar a izquierda en G si y solo si la medida µ̃ definida

por µ̃(E) = µ(E−1) es una medida de Haar a derecha en G.

(ii) La medida µ es una medida Haar a izquierda en G si y solo si∫
G

Lsfdµ =

∫
G

fdµ

para toda f ∈ C+
c (G); donde Ls : G→ G, Ls(g) = sg.

(iii) Si µ es una medida Haar a izquierda en G, entonces µ es positivo en todo subconjunto

abierto no vaćıo de G y ∫
G

fdµ > 0

para toda f ∈ C+
c (G).

(iv) Si µ es una medida Haar a izquierda en G, entonces µ(G) es finito y solo si G es

compacto.

Demostración. Ver, por ejemplo, [15, 1-7].
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1.4.2. Medida de Haar en adeles

La medida de Haar en el anillo de adeles es esencialmente la única medida que se

restringe a la medida producto en cada (KA)S. Formalmente, esto es:

Proposición 1.4.4. Sea KA el anillo de adeles del cuerpo de números K. Para cada lugar

v, sea µv la medida de Haar en la completación Kv, normalizada para que

µv(Ov) = cv

para todo lugar finito v, donde {cv : v es finito} es un conjunto de números reales positivos

tales que el producto infinito
∏

v-∞ cv converge. Entonces, hay una única medida de Haar

µ en KA que cumple que para cada subconjunto finito S de lugares de K que contienen a

todos los lugares infinitos, la restricción µS de µ sobre

(KA)S =
∏
v∈S

Kv ×
∏
v/∈S

Ov

es precisamente la medida producto.

Demostración. Ver, por ejemplo, [15, 5-5].

La siguiente proposición nos dice cómo integrar algunas funciones “buenas” en KA con

respecto a esta medida. Denotamos µ =
∏

v µv a la medida de Haar del anillo de adeles

KA, y µS =
∏

v∈S µv ×
∏

v/∈S µv|Ov .

Proposición 1.4.5. Sea KA el anillo de adeles con medida inducida µ como se indica

arriba.

(a) Sea f una función integrable en KA. Considerar la red{∫
(KA)S

f(gS)dµS(gS)

}
S

indexada en los subconjuntos de lugares que contienen todos los lugares infinitos,

equipados con el orden habitual dado por la inclusión. Entonces∫
KA

f(g)dµ(g) = ĺım
S

∫
(KA)S

f(gS)dµS.

Esta igualdad sigue valiendo si sólo se asume que f es continuo, siempre que permi-

tamos que la integral tome valores infinitos.
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(b) Sea S0 un conjunto finito de lugares de K que contiene todos los lugares infinitos.

Supongamos que por cada lugar v tenemos una función integrable y continua fv en

Kv, de manera que fv|Ov = 1 para todo v /∈ S0. Para g = (gv)v ∈ KA, definimos la

función producto

f(g) =
∏
v

fv(gv) .

f está bien definido y es continuo en KA. Si S es un subconjunto de lugares que

incluye S0, entonces∫
(KA)S

f(gS)dµS(gS) =
∏
v∈S

(∫
Kv

fv(gv)dµv(gv)

)
.

Además, ∫
KA

f(g)dµ(g) =
∏
v

(∫
Kv

fv(gv)dµv(gv)

)
,

y, si el lado derecho es finito, entonces f es integrable.

Demostración. Ver, por ejemplo, [15, 5-6].

La siguiente proposición y los subsiguientes corolarios nos dicen que tenemos un teo-

rema de cambio de variables para cualquier completación de un cuerpo de números y, por

lo tanto, también para el anillo de adeles.

Proposición 1.4.6. Sea K un cuerpo de números y Kv su completación con respecto a

un lugar finito v sobre el primo p. Sea µ una medida de Haar de Kv. Luego, para cada

x ∈ Kv y cada conjunto medible U ⊂ Kv, tenemos

µ(xU) = ‖x‖v µ(U).

Demostración. La proposición es claramente cierta para x = 0, por lo que siempre pode-

mos suponer que x 6= 0 si es necesario. Para cada x ∈ Kv, la aplicación

Φx : y ∈ Kv 7→ xy ∈ Kv

es un automorfismo de Kv, por lo que la composición µx = µ ◦Φx es una medida de Haar

en Kv. Por lo tanto, µx es un múltiplo de µ, digamos µx = λxµ. Definimos la función

χ : Kv → R≥0 como

χ(x) := λx =
µx(Ov)
µ(Ov)

.
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Esta función es multiplicativa. En efecto, para cualquier x, y ∈ Kv tenemos

χ(xy) =
µxy(Ov)
µ(Ov)

=
µx(yOv)
µ(Ov)

=
χ(x)µy(Ov)
µ(Ov)

=
χ(x)χ(y)µ(Ov)

µ(Ov)
= χ(x)χ(y).

Ahora tenemos que probar que χ(x) = ‖x‖v. Dado que tanto χ como ‖·‖v son multi-

plicativos, basta con considerar x ∈ Ov. Como v es finito, Ov es discreto y, por lo tanto,

el ideal principal generado por x se puede escribir como

xOv = (mv)
ord(x). (1.6)

El cuerpo residual Ov/mv es finito, por lo tanto, Ov/xOv también es finito. Además, el

número de elementos de Ov/xOv es

|Ov/xOv| = |Ov/mv|ord(x).

Escribiendo Ov como una unión disjunta finita de cosets de xOv, tenemos que

µ(Ov) = |Ov/xOv|µ(xOv) = |Ov/xOv|χ(x)µ(Ov).

Entonces,

χ(x) = |Ov/xOv|−1 = |Ov/mv|− ord(x).

Resta ver que ‖x‖v = |Ov/mv|− ord(x) por cada x ∈ Kv. Sea |·|1 la aplicación definida

por

x ∈ Kv 7→ |x|1 := |Ov/mv|− ord(x) = p−fv ord(x),

donde fv = [Ov/mv : Fp] es el grado residual y ord(x) es el único exponente r para el cual

xOv = mr
v. Es fácil ver que esta aplicación define un valor absoluto en Kv, y que dado

x ∈ Kv, |x|1 < 1 si y solo si ‖x‖v < 1. Por Proposición 1.1.3, hay un número real s > 0

tal que por cada x ∈ Kv,

‖x‖v = |x|s1 .

Considere el caso x = p. Por un lado, tenemos

‖p‖v =
∣∣pdv ∣∣

p
= p−dv ,

donde dv es el grado local [Kv : Qp]. Por otra parte,

|x|1 = p−fv ord(p) = p−fvev ,

donde ev es el ı́ndice de ramificación de v en p. Pero, por Lema 1.1.8, fvev = dv. Por lo

tanto, s = 1 y ‖·‖v = |·|1.
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Corolario 1.4.7. Sea K un cuerpo de números y sea Kv su completación con respecto a

un lugar finito v. Sea µ una medida de Haar de Kv y sea µn la medida producto de Kn
v . Si

T : Kn
v → Kn

v es un isomorfismo lineal de Kv, entonces para cualquier conjunto medible

Ω ⊂ Kn
v tenemos

µn(TΩ) = ‖detT‖v µ
n(Ω).

Demostración. Solo hay que adaptar la prueba del teorema de cambio de variables en Rn.

La observación clave es que basta probar el resultado para matrices elementales, y esto

se desprende fácilmente de Proposición 1.4.6 mediante el uso del teorema de Fubini. Para

una prueba del caso real, ver, por ejemplo, [1, Th. 15.12].

Medida de Haar normalizada en el anillo de adeles de un cuerpo de números

Sea K un cuerpo de números. Para cada completación Kv, sea βv la única medida de

Haar que satisface lo siguiente:

Si v es no archimedeano, entonces

βv(Ov) =
∣∣DKv/Qp

∣∣1/2
p
,

donde DKv/Qp es el discriminante.

Si v|∞ y Kv = R, entonces βv es la medida de Lebesgue en R.

Si v|∞ y Kv = C, entonces βv es dos veces la medida de Lebesgue en el plano

complejo.

Por Proposición 1.4.4, la medida de Haar βv induce una única medida de Haar β en KA.

Llamamos a βv y β las medidas de Haar normalizadas de Kv y KA respectivamente.

Como consecuencia del Corolario 1.4.7, obtenemos:

Corolario 1.4.8. Sea K un cuerpo de números y sea Kv su completación con respecto

a un lugar v. Sea KA el anillo de adeles, y sea n un entero positivo. Si T es una matriz

invertible de tamaño n×n con entradas en KA, entonces para cualquier conjunto medible

Ω ⊂ Kn
A tenemos

βn(TΩ) =

( ∏
v∈MK

‖detT‖v

)
βn(Ω). (1.7)
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Demostración. Claramente, basta demostrar que (1.7) se satisface si Ω =
∏

vOnv . Por

Proposición 1.4.5 (b), sólo necesitamos probar que, por cada v ∈MK ,

βnv (TOnv ) = ‖detT‖v β
n
v (Onv ).

Si v es finito, esto es exactamente lo que afirma el Corolario 1.4.7. Si v es infinito, esto es

una consecuencia del teorema de cambio de variables clásico.

1.4.3. Medida de Haar en cocientes

Sea G un grupo localmente compacto y H un subgrupo normal cerrado de G (en

particular, es localmente compacto). Sea π : G→ G/H el morfismo cociente. Equipamos

G/H con la topoloǵıa de cociente; es decir, un subconjunto U ⊂ G/H es abierto si y sólo

si π−1(U) es abierto en G. Recordar que π es entonces una función abierta y continua,

por lo que G/H es localmente compacto (y, por lo tanto, admite una medida de Haar).

La siguiente proposición relaciona las medidas de Haar de G, H y G/H.

Proposición 1.4.9. Si µG y µH son medidas de Haar en G y H respectivamente, entonces

existe una única medida en Haar µG/H en G/H tal que∫
G

f(x)dµG(x) =

∫
G/H

(∫
H

f(xy)dµH(y)

)
dµG/H(π(x))

para toda función compleja continua f con soporte compacto. Además, esta fórmula sigue

siendo válida para cualquier función µG-integrable en G.

Demostración. Ver, por ejemplo, [12, pp. 86-87].

Recordar que K es discreto en KA, por lo que su medida de Haar es la medida de

contar. Además, recordar que KA/K es compacto, lo que significa que tiene medida de

Haar finita. Consideremos ahora la medida de Haar βKA/K en KA/K, inducida por la

medida de Haar normalizada de KA y la medida de contar de K. Luego tenemos el

siguiente resultado:

Proposición 1.4.10. El volumen de KA/K con respecto a la medida de Haar βKA/K es

de 1.
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Demostración. Recordar que β denota la medida de Haar normalizada de KA. Por la

Proposición 1.4.9 y el Lema 1.2.3, tenemos

β(Ω) =

∫
KA

χΩ(z)dβ(z)

=

∫
KA/K

(∑
y∈K

χΩ(x+ y)

)
dβKA/K(K + x)

= βKA/K(KA/K).

Por definición de la medida adélica normalizada, y el Corolario 1.3.13,

β(Ω) =

∏
v|∞

βv(Ω∞)

( ∏
v finito

∣∣DKv/Qp
∣∣1/2
p

)
=
∣∣DK/Q

∣∣−1/2
(1.8)

Sea d = [K : Q], y denotemos por r y s al número de lugares reales y complejos de K

respectivamente. Recordemos que d = r + 2s. Para cada lugar infinito v de K, sabemos

que Kv = R o Kv = C. En cualquier caso, por el Teorema 1.1.10, por cada completación

Kv tenemos un embedding K ↪→ Kv. Sean σ1, . . . , σd todos los embeddings de K en C, con

σ1, . . . , σr siendo los embeddings reales, y el resto los embeddings complejos, enumerados

de forma que σr+s+j = σr+j para j = 1, . . . , s.

Por Corolario 1.1.11, tenemos K ⊗Q R ∼=
∏

v|∞Kv
∼= Rd, que es un isomorfismo de

espacios vectoriales reales. Además, si ω1, . . . , ωd es una base Z de OK , podemos dar esta

identificación expĺıcitamente asignando cada elemento básico ωj⊗1 ∈ K⊗QR a un vector

ν(ωj) ∈ Rd definido por

ν(α) := (σ1(α), . . . , σr(α),Re(σr+1(α)), Im(σr+1(α)), . . . ,Re(σr+s(α)), Im(σr+s(α)))

para cada α ∈ K.

A través de esta identificación, Ω∞ corresponde al paraleleṕıpedo d-dimensional gene-

rado por los ν(ωj), por lo que su volumen con respecto a la medida de Lebesgue en Rd

es ∣∣∣det
(
ν(ω1) · · · ν(ωd)

)∣∣∣ = 2−s
∣∣∣det

(
σi(ωj)

)∣∣∣.
Recordar que para lugares complejos, la medida βv es dos veces la medida de Lebesgue,

con lo cual

β(Ω∞) =
∣∣∣det

(
σi(ωj)

)∣∣∣ =
∣∣DK/Q

∣∣1/2. (1.9)
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Combinando (1.8) y (1.9), obtenemos

β(Ω) = 1 ,

lo que concluye la prueba.

Definición 1.4.11. βKA/K es la medida normalizada en el cociente KA/K.

1.5. Alturas

1.5.1. Altura de un vector

Sea K un cuerpo de números. Para cada lugar v en K, sean |·|v y ‖·‖v los valores

absolutos normalizados correspondientes a v. Si x = (x1, . . . , xN) ∈ KN , definimos

|x|v = máx
n
|xn|v.

Definición 1.5.1. La altura homogénea del vector x ∈ KN es

h(x) =
∏
v

|x|v,

donde el producto se toma sobre todos los lugares v de K.

La altura inhomogénea de x es

hin(x) =
∏
v

máx{1, |x|v}.

En esta tesis, cuando decimos solamente altura, nos referimos a la altura homogénea.

Observación. La altura homogénea corresponde a la altura proyectiva del vector x cuando

visto como un elemento del espacio proyectivo PN−1
K , mientras que la altura inhomogénea

corresponde a la altura proyectiva del vector x visto como un elemento del espacio af́ın

N -dimensional embebido en PNK .

Una simple aplicación de la fórmula del producto da el siguiente resultado:

Proposición 1.5.2. Si x ∈ KN y a ∈ K, entonces h(ax) = h(x).
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1.5.2. Altura de una matriz

Ahora definimos la altura de una matriz M ×N con entradas en K y rango M < N .

Sea X = (xmn) una matriz de este tipo. Si J ⊂ {1, 2, . . . , n} es un subconjunto con

|J | = M elementos, escribimos XJ para la submatriz de X formada por las columnas

j-ésimas, para j ∈ J ; es decir

XJ = (xmn)m∈{1,...,M}, n∈J .

Definición 1.5.3 (Altura local). Sea X una matriz como arriba. Para cada lugar v de

K definimos la altura local Hv(X) de la siguiente manera:

(a) Si v es finito, Hv(X) = máx{|detXJ |v : |J | = M},

(b) Si v es real, Hv(X) = |detXX t|
1
2
v , donde X t es la matriz traspuesta de X.

(c) Si v es complejo, Hv(X) = |detXX∗|
1
2
v , donde X∗ es el matrix conjugada traspuesta

de X.

Por la fórmula de Cauche-Binet, para v | ∞, (b) y (c) son equivalentes a:

(d) Hv(X) =

( ∑
|J |=M

|detXJ |2
) dv

2d

, donde d = [K : Q], dv = [Kv : Q∞] y |·| es el valor

absoluto euclidiano habitual en R o C.

Por completitud, recordamos la fórmula de Cauchy-Binet.

Lema 1.5.4 (Cauchy-Binet). Sea A una matriz M × N y B una matriz N ×M , y sea

J ⊂ {1, . . . , N} un subconjunto con elementos M . Denotamos por AJ a la matriz M ×N
formada las columnas j ∈ J de A y por BJ a la matriz M ×M formada por las filas i ∈ J
de B. Entonces,

det(AB) =
∑
|J |=M

det(AJ) det(BJ) .

Definición 1.5.5 (Altura global). Sea X una matriz de M × N con entradas en K y

rango M < N . El producto de las alturas locales Hv(X) sobre todos los lugares de K

define la altura global H(X). Concretamente,

H(X) :=
∏
v

Hv(X) .
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En los próximos caṕıtulos, necesitaremos algunas propiedades de la altura global, que

se pueden probar usando álgebra lineal elemental.

Proposición 1.5.6. Si C es una matriz no singular de tamaño M×M sobre K, entonces

H(CX) =

(∏
v

|detC|v

)
H(X) = H(X).

Proposición 1.5.7. Supongamos que X =

(
X1

X2

)
se parte en bloques que consisten en

una matriz X1 de tamaño M1×N y una matriz X2 de tamaño M2×N . Luego, para cada

lugar v de K tenemos

Hv(X) ≤ Hv(X1)Hv(X2).

Por lo tanto, también vale que

H(X) ≤ H(X1)H(X2).

Observación. Podemos extender fácilmente nuestras definiciones a matrices X de tamaño

M ×N con rango N < M , definiendo

Hv(X) := Hv(X
t).

Como observación final, vemos que tanto la altura de un vector como la altura de una

matriz no dependen del cuerpo K en que vemos las coordenadas del vector o la matriz.

Formalmente, esto significa:

Proposición 1.5.8. Sea K un cuerpo de números y F una extensión finita de K. Escri-

bimos MK y MF para el conjunto de lugares de K y F respectivamente.

Si x ∈ KN , entonces la altura de x con respecto a K es igual a la altura de x con

respecto a F , es decir, ∏
v∈MK

|x|v =
∏
w∈MF

|x|w.

Si A ∈ KM×N , entonces la altura de A con respecto a K es igual a la altura de A

con respecto a F , es decir, ∏
v∈MK

Hv(A) =
∏
w∈MF

Hw(A),

donde Hv y Hw indican las alturas locales correspondientes.

Demostración. Esta proposición es una consecuencia directa del Lema 1.1.15.



Caṕıtulo 2

Segundo teorema de Minkowski

2.1. En el espacio euclidiano

En esta sección, recordaremos algunas definiciones y resultados básicos de geometŕıa

de números clásica sobre espacios vectoriales reales. En la siguiente sección los generali-

zaremos en el contexto de adeles.

Definición 2.1.1. Sea Λ un subgrupo aditivo de un espacio vectorial real V de dimensión

finita. Decimos que es un R-lattice (o simplemente un lattice) si satisface alguna de las

siguientes condiciones equivalentes:

(a) Λ es discreto en V y contiene una R-base de V .

(b) Λ es discreto en V y el grupo cociente V/Λ es compacto.

(c) Λ tiene una Z-base que también es una R-base de V.

Dado un espacio vectorial real V de dimensión n, siempre podemos fijar una base

{v1, . . . , vn} e identificarlo con Rn a través del isomorfismo algebraico (y topológico) dado

por

ei ∈ Rn 7−→ vi ∈ V, i = 1, . . . , n ,

donde ei es el vector con i-ésima coordenada igual a 1 y el resto igual a cero.

Por lo tanto, nos limitaremos a estudiar lattices en el espacio euclidiano V = RN .

37
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Definición 2.1.2. Sea Λ un lattice en RN . Sea T un isomorfismo R que manda Λ a ZN .

Definimos el volumen o determinante de Λ como det(Λ) := detT . También se denota

vol(Λ).

Observación. El volumen del lattice Λ no depende de la transformación T elegida. De

hecho, det(Λ) = vol(RN/Λ), donde el volumen en el cociente se toma con respecto a la

única medida de Haar inducida por la medida de Lebesgue (ver Proposición 1.4.9).

Un problema básico en la geometŕıa de los números es determinar la existencia de pun-

tos lattice en conjuntos convexos y, más precisamente, estimar cuántos hay. Recordamos

dos teoremas de Minkowski que dan algunos resultados en esta dirección.

Teorema 2.1.3 (Primer teorema de Minkowski). Sea Λ un lattice en RN , y sea S un

subconjunto no vaćıo, convexo, acotado y simétrico (es decir, S = −S) de RN . Si vol(S) >

2n det(Λ), entonces existe un punto lattice P 6= 0 en S (es decir, P ∈ Λ ∩ S).

Este primer teorema, también conocido como el Teorema del cuerpo convexo de Min-

kowski, se generaliza con el segundo teorema, que esencialmente da una cota de cuánto

tenemos para expandir un cuerpo convexo para que contenga una base de R formada por

puntos lattice.

Antes de enunciar el teorema, debemos recordar la siguiente definición.

Definición 2.1.4 (Mı́nimos sucesivos). Sea S un subconjunto acotado simétrico convexo

abierto no vaćıo de RN , y sea Λ un R-lattice. Para n = 1, . . . , N , el n-ésimo mı́nimo

sucesivo es

λn := ı́nf {t > 0 : tS contiene n vectores de Λ linealmente independientes sobre R} .

Se puede verificar que

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λN <∞.

Observación. Claramente, para cualquier t > 0, el conjunto tS ∩Λ es relativamente com-

pacto en RN ; por lo tanto es finito. Además, la clausura de λnS es la intersección de todos

los λS con λ > λn. Estos dos hechos nos permiten deducir que esta clausura contiene n

puntos lattice linealmente independientes.

Teorema 2.1.5 (Segundo teorema de Minkowski). Manteniendo la notación anterior,

tenemos que
2N

N !
det(Λ) ≤ λ1λ2 · · ·λN vol(S) ≤ 2N det(Λ) .
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Repasemos brevemente las ideas principales de la demostración por Davenport y Es-

termann de la cota superior, que luego adaptaremos al contexto adélico. El primer paso

consiste en darse cuenta de que, mediante una transformación lineal, podemos suponer

que Λ = ZN y, además, que por cada n = 1, . . . , N la clausura de λnS contiene los pri-

meros n elementos de la base estándar {e1, . . . , eN} de RN . A partir de aqúı, se puede

concluir que el segundo teorema de Minkowski es una consecuencia directa del siguiente

teorema, que fue utilizado impĺıcitamente por Davenport en [4] y formalmente enunciado

por Estermann en [6].

Teorema 2.1.6 (Teorema de Davenport-Estermann). Sean 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µN y sea

S un conjunto convexo en RN con la siguiente propiedad: para cualquier n ∈ {1, . . . , N}
y cualquier par de puntos x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) en µnS con x − y ∈ ZN ,

tenemos que xj = yj para todo j ∈ {n, n+ 1, . . . , N}. Entonces

µ1µ2 . . . µN vol(S) ≤ 1.

Observación. Por cada n, podemos tomar µn como el máximo de todos los µ ≥ 0 que

cumplen que si x, y ∈ µS entonces xn = yn, . . . , xN = yN .

Damos ahora un resumen de la prueba de Estermann del Teorema 2.1.6.

Definición 2.1.7. Para t ∈ R, sea π(t) = t − [t]. Si x = (x1, . . . , xN) ∈ RN , para cada

n ∈ {1, . . . , N}, definimos

ϕn(x) := (x1, x2, . . . , xn−1, π(xn), xn+1, . . . , xN)

y

Φn(x) := (π(x1), . . . , π(xn), xn+1, . . . , xN).

Observar que ϕn+1 ◦ Φn = Φn+1.

Los puntos clave del argumento son los siguientes lemas.

Lema 2.1.8 ([6, Lemma 3]). Sea S un conjunto convexo en RN , y sean 1 ≤ n ≤ N y

µ ≥ 1. Luego

vol(Φn(µS)) ≥ µN−n vol(Φn(S)).

Lema 2.1.9 ([6, Lemma 4]). Sea T un conjunto medible en RN , sea 1 ≤ n ≤ N . Suponga-

mos que T no contiene ningún par de puntos x e y con x− y ∈ ZN que difieren sólo en su
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coordenada n-ésima, es decir, puntos (x1, . . . , xN) y (x1, . . . , xn−1, xn +m,xn+1, . . . , xN),

donde m ∈ N. Entonces

vol(ϕn(T )) = vol(T ).

Observación. Veremos que, de hecho, este lema se usa en la forma

vol(Φn+1(µnS))) = vol(Φn(µnS)).

Para n = 1, . . . , N , podemos usar el Lema 2.1.8 con µ = µn+1

µn
y el Lema 2.1.9 con

T = Φn(µnS) para probar que

vol(Φn+1(µn+1S)) ≥
(
µn+1

µn

)N−n
vol(Φn(µnS))

Iterando, obtenemos

vol(ΦN(µNS)) ≥

(
N−1∏
n=1

µn+1

µn

)N−n

vol(Φ1(µ1S)).

Cada elemento de ΦN(µNS) tiene todas sus coordenadas de valor absoluto menor o igual

a uno, por lo que

vol(ΦN(µNS)) ≤ 1.

Además, utilizando Lema 2.1.9 y las propiedades de la medida de Lebesgue, tenemos

vol(Φ1(µ1S)) ≥ µN1 vol(S).

Concluimos que

µ1µ2 . . . µN vol(S) ≤ 1.

2.2. En el anillo de adeles

En toda esta sección, K denota un cuerpo de números de grado d, N un entero positivo

y MK la familia de todos los lugares de K. Como siempre, Kv denota la completación de

K con respecto al lugar v ∈ MK . Por último, sean E = KN , Ev = KN
v , E∞ =

∏
v|∞K

N
v

y EA = KN
A .

Primero, vamos a generalizar la noción de lattice a los cuerpos K y Kv.
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Definición 2.2.1. Dado un lugar finito v de K, un Kv-lattice en Ev es un Ov-submódulo

abierto y compacto de Ev.

Ejemplo. ONv es claramente Kv-lattice en Ev.

Proposición 2.2.2. Sea Λv un Ov-submódulo de Ev. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) Λv es un Kv-lattice en Ev.

(ii) Λ es un Ov-módulo finitamente generado que genera a Ev como espacio vectorial

sobre Kv.

Demostración. Ver, por ejemplo, [2, Prop. C.2.2].

Definición 2.2.3. Un K-lattice en E es un OK-submódulo de E que genera a E como

espacio vectorial sobre K.

Ejemplo. (OK)N es un K-lattice en E.

Hay un tipo de principio local-global que relaciona K-lattices y Kv-lattices.

Proposición 2.2.4. Los K-lattices se pueden caracterizar de la siguiente forma:

(a) Sea Λ en E y, para cada lugar finito v de K, sea Λv su clausura topológica en Ev.

Luego, para cada v, Λv es un Kv-lattice. Además, se tiene que Λv = ONv para casi

todo v.

(b) Rećıprocamente, si para cada lugar finito v tenemos un Kv-lattice Λv en Ev con

Λv = ONv para casi todo v, entonces hay un K-lattice Λ tal que Λv es la clausura

de Λ en Ev. Además, tenemos que Λ =
⋂
v finito(E ∩ Λv).

Demostración. Ver, por ejemplo, [2, Prop. C.2.6].

Proposición 2.2.5. La imagen Λ∞ del K-lattice Λ por el embedding diagonal E ↪→ E∞

es un R-lattice.

Demostración. Ver, por ejemplo, [2, Prop. C.2.6].
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Ahora, generalizamos el segundo teorema de Minkowski.

Definimos la multiplicación de x = (xv) ∈ KA por un número real λ como el elemento

λx ∈ KA dado por

(λx)v :=

λxv si v es arquimediano

xv si v es no arquimediano .

Si x = (x1, . . . , xN) ∈ EA = KN
A , y λ ∈ R, definimos

λx := (λx1, . . . , λxN) ∈ EA.

Para cada v|∞, consideramos un subconjunto convexo acotado simétrico abierto no

vaćıo Sv de Kv. Como en la sección anterior, simétrico significa que Sv = −Sv. Sea Λ un

K-lattice y, para cada lugar finito v ∈ MK , sea Λv su clausura en Kv. Sea S el producto

de los Sv y Λv; esto es

S :=
∏
v|∞

Sv ×
∏
v-∞

Λv ⊂ EA.

Para los subconjuntos de esta forma, podemos definir los mı́nimos sucesivos como en el

caso euclidiano.

Definición 2.2.6. Para n = 1, . . . , N , el n-ésimo mı́nimo sucesivo es

λn := ı́nf {t > 0 : tS contiene n vectores de Λ linealmente independientes sobre K} .

O equivalentemente,

λn = ı́nf {t > 0 : (tS) ∩ E contiene n vectores linealmente independientes sobre K} .

Notar que

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λN <∞ .

Observación. No es dif́ıcil demostrar que, al igual que en el caso euclidiano, (λS) ∩ E es

discreto y relativamente compacto en EA, y por lo tanto es finito. Además, la clausura de

λnS es igual a la intersección de todos los λS por λ > λn, y por lo tanto dicha clausura

contiene n vectores de Λ que son linealmente independiente sobre K.

Estamos en condiciones de enunciar el segundo teorema de Minkowski sobre el anillo

de adeles de K.
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Teorema 2.2.7 (Segundo teorema de Minkowski en adeles). Sea Λ un K-lattice en

E con clausura Λv para cada lugar finito v ∈ MK. Para cada lugar arquimediano v,

sea Sv un subconjunto convexo acotado simétrico abierto no vaćıo de Ev = KN
v . Sea

S =
∏

v|∞ Sv ×
∏

v-∞ Λv ⊂ EA. Entonces,

(λ1λ2 · · ·λN)d vol(S) ≤ 2dN ,

donde el volumen se calcula con respecto a la medida de Haar en EA dada por el producto

de las medidas normalizadas de Haar β en KA.

Más aún, supongamos que para cada lugar complejo v, el conjunto Sv es simétrico en

el sentido más fuerte de que αS = S si |α| = 1. Si r y s denotan el número de lugares

reales y complejos de K respectivamente, tenemos la cota inferior

2dNπsN

((N !)r((2N)!)s
∣∣DK/Q

∣∣−N/2 ≤ (λ1λ2 · · ·λN)d vol(S),

donde DK/Q es el discriminante de alguna base ı́ntegra de K/Q.

La parte más dif́ıcil es la prueba respecta a la cota superior, y consiste en una gene-

ralización de los argumentos de Davenport y Estermann discutidos en la sección anterior.

El primer paso entonces es adaptar el Teorema 2.1.6.

Sea Λ un K-lattice, y sea Tv un conjunto abierto convexo (no necesariamente simétrico)

no vaćıo en Ev. Sea T =
∏

v|∞ Tv ×
∏

v finito Λv. Para n = 1, . . . , N , sea µn el supremo

de todos los µ > 0 tales que si x, y ∈ µT satisfacen que x − y ∈ E, luego xj = yj para

j = n, . . . , N .

Observación. Se puede probar que

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µN <∞.

Teorema 2.2.8 (Teorema de Davenport-Estermann en adeles). Sean T y µ1, . . . , µN como

arriba. Entonces,

(µ1µ2 · · ·µN)d vol(T ) ≤ 1.

Nuestro objetivo ahora es generalizar Lema 2.1.8 y Lema 2.1.9, ya que esto nos per-

mitiŕıa reproducir la parte final del argumento de Estermann sin mayores cambios. El

primer paso de este proceso es encontrar un análogo a la Definición 2.1.7. Notar que, en

un sentido más abstracto, tomar la parte fraccionaria de un número real x se puede pensar
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como tomar la clase x de x en el cociente R/Z. En el contexto adélico, el análogo a R es

intuitivamente KA y el análogo a Z es el subgrupo discreto K. Por lo tanto, hacemos la

siguiente definición.

Definición 2.2.9. Para cada n = 1, . . . , N , definimos el homomorfismo

Φn : EA = (KA)N −→ (KA/K)n × (KA)N−n,

Φn(x1, . . . , xN) = (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xN),

donde xj denota la clase de xj.

Además, para cualquier N -producto H de KA y KA/K donde el factor n-ésimo es KA,

sea ϕn el homomorfismo en H definido por

ϕn(x1, . . . , xN) = (x1, . . . , xn−1, xn, xn+1, . . . , xN).

Procedemos a enunciar y probar las versiones adélicas de los lemas de Estermann.

Lema 2.2.10. Sean T y Φ1, . . . ,ΦN como arriba. Luego, para µ ≥ 1 y n = 1, . . . , N ,

tenemos que

vol(Φn(µT )) ≥ µd(N−n) vol(Φn(T )) (2.1)

donde se toma el volumen con respecto a la medida de Haar dada por el producto de las

medidas normalizadas en KA y en el cociente KA/K.

Demostración. Primero, supongamos que n = N . Si tomamos un elemento arbitrario

y ∈ T , entonces T − y es convexo y contiene al 0. Como µ ≥ 1, se sigue que µ(Ty) ⊂ Ty,

y aśı

vol(ΦN(µT − µy)) ≥ vol(ΦN(Ty)).

Ahora, dado que ΦN es un homomorfismo y la medida de Haar es invariante por trasla-

ciones, sabemos que

vol(ΦN(µT − µy)) = vol(ΦN(µT ))

y

vol(ΦN(T − y)) = vol(ΦN(T )).

Con esto concluye la prueba para el caso n = N .

Supongamos que 1 ≤ n < N . Denotamos los elementos de EA = (KA)n × (KA)N−n

por (w, y) con w ∈ (KA)n y y ∈ (KA)N−n. Para cada y ∈ (KA)N−n, sea

T (y) := {w ∈ (KA)n : (w, y) ∈ T}.
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Usando el teorema de Fubini, obtenemos

vol(Φn(µT )) =

∫
(KA)N−n

(∫
Φn((µT )(y)

dw

)
dy

=

∫
(KA)N−n

vol(Φn((µT )(y)))dy

donde dy y dw denotan las medidas de Haar en (KA)N−n y (KA/K)n respectivamente.

Aplicamos la sustitución y → µy. Como la multiplicación por números reales sólo

ocurre en los lugares infinitos, para ver cómo esta sustitución afecta a la integral, necesi-

tamos calcular la dimensión de (KA)N−n∞ =
∏

v|∞(Kv)
N−n como espacio vectorial real. Si

dv = [Kv : R] es el grado local, entonces por el Corolario 1.1.12 tenemos

dimR (KA)N−n∞ =

∑
v|∞

dv

 (N − n) = d(N − n).

Por lo tanto, aplicar la sustitución y → µy da

vol(Φn(µT )) = µd(N−n)

∫
(KA)N−n

vol(Φn((µT )(µy)))dy .

Observar que (µT )(µy) = µ(T (y)). Como T (y) es convexo y µ ≥ 1, siguiendo el mismo

argumento que en el caso n = N , obtenemos

vol(Φn((µT )(µy)) = vol(Φn((µ(Ty))) ≥ vol(Φn(T (y))).

Juntando todo y usando el teorema de Fubini una vez más, concluimos que

vol(Φn(µT )) ≥ µd(N−n)

∫
(KA)N−n

vol(Φn(T )(y))dy ≥ µd(N−n) vol(Φn(T )).

Ahora damos una versión adélica del Lema 2.1.9.

Lema 2.2.11. Para cada n = 1, . . . , N , sean T , Φn y µn como antes. Adicionalmente,

sea Φ0 la función identidad en EA. Luego, para cada n ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

vol(Φn+1(µn+1T )) = vol(Φn(µn+1T )).

Demostración. La prueba se divide en dos pasos. Primero, probaremos que la aplicación

ϕn+1 definida arriba es inyectiva cuando se restringe a Φn(µn+1T ). Luego, usaremos el

teorema de Fubini y la Proposición 1.4.9 para deducir el lema.
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Considerar la aplicación

ϕn+1 : Φn(µn+1T )→ (KA/K)n+1 ×KNn−1
A ,

ϕn+1(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xN) = (x1, . . . , xn+1, xn+2, . . . , xN).

Está claro por definición que ϕn+1(Φn(µn+1T )) = Φn+1(µn+1T ). Veamos ahora que ϕn+1

es inyectiva. Sean x, y ∈ µn+1T . Debemos probar que si Φn+1(x) = Φn+1(y) entonces

Φn(x) = Φn(y).

Supongamos que Φn+1(x) = Φn+1(y). Esto significa quexm − ym ∈ K si 1 ≤ m ≤ n+ 1

xm = ym si n+ 1 < m ≤ N.

En particular, x− y ∈ E = KN . Como Tv es abierto para v|∞ (más expĺıcitamente, es un

subconjunto abierto de R o C) es fácil ver que, para algún µ < µn+1, x, y ∈ µT y aśı, por

definición de µn+1, se deduce que xn+1 = yn+1. Por lo tanto, Φn(x) = Φn(y). Concluimos

de esta forma que ϕn restringida a Φn(µn+1T ) es inyectiva.

Probemos ahora que vol(Φn+1(µn+1S)) = vol(Φn(µn+1S)).

Para cada y = (y1, . . . , yn, yn+2, . . . , yN) ∈ (KA/K)n ×KN−n−1
A , escribimos

Φn(µn+1T )y := {w ∈ KA : (y1, . . . , yn, w, yn+2, . . . , yN) ∈ Φn(µn+1T )}.

Del mismo modo, definimos

Φn+1(µn+1T )y := {w ∈ KA/K : (y1, . . . , yn, w, yn+2, . . . , yN) ∈ Φn+1(µn+1T )}.

Entonces, por el teorema de Fubini, tenemos

vol(Φn(µn+1T )) =

∫
(KA/K)n×KN−n−1

A

vol(Φn(µn+1T )y)dy .

Por el momento, fijamos un y ∈ (KA/K)n×KN−n−1
A . Sea π : KA → KA/K la aplicación

cociente. Usando la Proposición 1.4.9 y el hecho de que π(Φn(µn+1T )y) = Φn+1(µn+1T )y,
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obtenemos

vol(Φn(µn+1T )y) =

∫
KA

χΦn(µn+1T )y(z)dz

=

∫
KA/K

(∑
x∈K

χΦn(µn+1T )y(w + x)

)
dπ(w)

=

∫
Φn+1(µn+1T )y

dπ(w)

= vol(Φn+1(µn+1T )y) .

Aqúı hemos utilizado la inyectividad de ϕn+1 para establecer que π es una biyección entre

Φn(µn+1T )y y Φn+1(µn+1T )y. Aśı,

∑
x∈K

χΦn(µn+1T )y(w + x) =

1 si π(w) ∈ Φn+1(µn+1T )y

0 si no .

Finalmente, aplicando de nuevo Fubini, concluimos que

vol(Φn(µn+1T )) =

∫
(KA/K)n×KN−n−1

A

vol(Φn+1(µn+1T )y)dy

= vol(Φn+1(µn+1T )) .

De estos dos lemas podemos deducir fácilmente la versión adélica del teorema de

Davenport-Estermann, siguiendo la demostración de Estermann para el caso euclidiano.

En efecto, aplicando el Lema 2.2.10 con µ = µn+1

µn
, y después el Lema 2.2.11, obtenemos

que, para cada n = 1, . . . , N − 1,

vol(Φn+1(µn+1T )) ≥
(
µn+1

µn

)d(N−n)

vol(Φn(µnT )).

Además, Lema 2.2.11 da

vol(Φ1(µ1T )) ≤ vol(µ1T ) = µdN1 vol(T ).

Iterando, deducimos que

vol(ΦN(µNT )) ≥

(
N∏
n=1

(
µn+1

µn

)d(N−n)
)
µdN1 vol(T ).
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Claramente, el lado izquierdo es menor o igual que el volumen de (KA/K)N , que es 1, y

el lado derecho es igual a (µ1µ2 · · ·µN)d vol(T ). Esto concluye la prueba de Teorema 2.2.8.

Ahora, probemos la versión adélica del segundo teorema de Minkowski.

Comencemos por probar la cota superior. Recordemos que el teorema afirma que

(λ1λ2 · · ·λN)d vol(S) ≤ 2dN ,

donde S =
∏

v|∞ Sv ×
∏

v finito Λv con Sv ⊂ Ev no vaćıo convexo abierto simétrico acotado

y Λ un K-lattice en E, y λ1, . . . , λN son los mı́nimos sucesivos correspondientes.

Por definición de los mı́nimos sucesivos, hay una base {u1, . . . , uN} de E sobre K tal

que por cada n ∈ {1, . . . , N}, tenemos que u1, . . . , un ∈ (λS) ∩ E para todo λ > λn

(equivalentemente, u1, . . . , un ∈ λnS ∩ E). Sea U = (u1 u2 · · · uN) la matriz no singular

N ×N cuyas columnas son los vectores u1, . . . , uN . U define un automorfismo de EA. Por

Corolario 1.4.8 y la fórmula del producto, tenemos

vol(U−1S) =

( ∏
v∈MK

∥∥detU−1
∥∥
v

)
vol(S) = vol(S).

Además, es fácil ver que U−1Sv es un subconjunto acotado abierto simétrico convexo

de Ev, y que U−1Λ es un K-lattice con clausura U−1Λv para cada lugar finito v. Notar

que los mı́nimos sucesivos de U−1S son los mismos que los correspondientes a S; sin

embargo, los vectores asociados pueden tomarse como e1, . . . , eN , donde ej es el vector

con j-ésima coordenada 1 y el resto 0. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que,

para 1 ≤ n ≤ N , el vector en está contenido en la clausura de λnS.

Ahora aplicamos el teorema de Davenport-Estermann con T = S, lo cual nos dice que

(µ1µ2 · · ·µN)d vol(S) ≤ 1.

Por lo tanto, para obtener la cota superior en el teorema de Minkowski, es suficiente

demostrar que µn ≥ λn/2 para todo n.

Recordar que µn es el supremo de los µ > 0 tales que si x, y ∈ µS satisfacen que

x−y ∈ E, entonces xj = yj para j = n, . . . , N . Por consiguiente, solo necesitamos ver que

si tomamos dos elementos arbitrarios x, y ∈ λn
2
S que cumplen que x − y ∈ E, entonces

necesariamente xj = yj para j = n, . . . , N .
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Sean x, y ∈ λn
2
S tal que x− y ∈ E. Dado que S es simétrico y convexo, (S−S)/2 = S

y por lo tanto x− y ∈ (λnS) ∩ E. De ello se deduce que x− y es una combinación lineal

de e1, . . . , en−1 sobre K. Por lo tanto, xj = yj para j = n, . . . , N .

Esto concluye la prueba de la cota superior en el teorema de Minkowski.

Para la cota inferior, podemos suponer una vez más que para n = 1, . . . , N el vector

en está contenido en la clausura de λnS. Definimos para cada lugar infinito v el conjunto

S ′v = {t = (t1, . . . , tn) ∈ Ev :
N∑
i=1

λi|ti| < 1}.

Afirmamos que S ′v ⊂ Sv. Sea t un elemento de S ′v y sea δ =
∑N

i=1 λi|ti| < 1. Por definición,

t =
∑

i tiei. Reescribiendo adecuadamente los elementos de la suma,

t =
N∑
i=1

ai
δei
λi

=
N∑
i=1

|ai|
(
ai
|ai|

δei
λi

)
,

donde ai = λitiδ
−1. Como λiδ

−1 > λi, se deduce que ei ∈ λiδ
−1Sv; equivalentemente,

(λi)
−1δei ∈ Sv. Por la hipótesis de simetŕıa más fuerte que tenemos sobre Sv, se sigue que

ai
|ai|

δei
λi
∈ Sv. Finalmente, el hecho de que

N∑
i=1

|ai| =
1

δ

N∑
i=1

λi|ti| = 1

significa que t es una combinación convexa de elementos de Sv. Luego, t ∈ Sv por conve-

xidad de Sv. En conclusión, hemos demostrado que S ′v ⊂ Sv.

Sea ahora

S ′ :=
∏
v|∞

S ′v ×
∏
v-∞

Ov.

Está claro que S ′ ⊂ S y por lo tanto vol(S ′) ≤ vol(S). Para terminar la prueba, veremos

que

vol(S ′) =
2dNπsN

((N !)r((2N)!)s
∣∣DK/Q

∣∣−N/2. (2.2)

Observar que, por definición de S ′ y de la medida adélica,

vol(S ′) =
∏
v|∞

βNv (S ′v)
∏
v-∞

βNv (Ov). (2.3)
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Recordar que βNv (Ov) =
∣∣DKv/Qp

∣∣N/2
p

si v es un lugar de K sobre el primo p ∈ Z, y que∏
v

∣∣DKv/Qp
∣∣N/2
p

=
∣∣DK/Q

∣∣−N/2. Esto implica que∏
v-∞

βNv (Ov) =
∣∣DK/Q

∣∣−N/2. (2.4)

El siguiente lema, junto con (2.3) y (2.4), da (2.2), concluyendo la prueba de Teore-

ma 2.2.7.

Lema 2.2.12. Sean b, λ1, . . . , λN números reales positivos. Para cada lugar infinito v,

definimos

Mv(b) := {t ∈ Ev :
N∑
i=1

λi|ti| < b}.

Entonces,

βNv (Mv(b)) =

2N

N !
bN(λ1λ2 · · ·λN)−1 si v es real,

(4π)N

(2N)!
b2N(λ1λ2 · · ·λN)−2 si v es complejo.

Demostración. Lo probamos por inducción en N . El caso N = 1 es fácil porque Mv(b) es

un intervalo o una bola, dependiendo de si v es real o complejo.

Ahora, sea N ≥ 2 y supongamos que el lema es verdadero para todo n < N . Primero,

asumimos que v es real.

βNv (Mv(b)) =

∫ b/λN

−b/λN
βN−1
v (Mv(b− λN |tN |))dtN

= 2

∫ b/λN

0

2N−1

(N − 1)!
(Λ1 · · ·λN−1)−1(b− λN tN)N−1dtN

=
2N

(N − 1)!
(λ1λ2 · · ·λN)−1bN .

Segundo, supongamos que v es complejo. Recordar que en este caso, la medida βv en

Kv es dos veces la medida de Lebesgue.
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βNv (Mv(b)) = 2

∫
B(0,b/λN )

βN−1
v (Mv(b− λN |tN |))dtN

= 2

∫
B(0,b/λN )

(4π)N−1

(2N − 2)!
(Λ1 · · ·λN−1)−2(b− λN |tN |)2N−2dtN

= 2
(4π)N−1

(2N − 2)!
(λ1λ2 · · ·λN)−2

∫
B(0,b/λN )

(b− |x|)2N−2dx

= 2
(4π)N−1

(2N − 2)!
(λ1λ2 · · ·λN)−2

∫ b

0

∫ 2π

0

(b− r)2N−2rdθdr

=
(4π)N

(2N − 2)!
(λ1λ2 · · ·λN)−2

(∫ b

0

b(b− r)2N−2dr +

∫ b

0

(rb)2N−1dr

)
=

(4π)N

(2N − 2)!
(λ1λ2 · · ·λN)−2

(
b2N

2N − 1
− b2N

2N

)
=

(4π)N

(2N)!
(λ1λ2 · · ·λN)−2b2N .

Notar que en el tercer paso del cálculo anterior aplicamos la sustitución x = λN tN , y en

el cuarto paso usamos coordenadas polares.



Caṕıtulo 3

Rebanado de cubos

3.1. En RN

Sea QN = [−1
2
, 1

2
]N el cubo N -dimensional de volumen 1. Estamos interesados en

estudiar el volumen de las “rebanadas” (slices) del cubo. Es decir, si V es un subespacio

de RN de dimensión L, queremos estimar el volumen L-dimensional de la intersección

V ∩ QN . Si se piensa en los casos N = 2 o N = 3, es intuitivamente obvio que la cota

inferior óptima para dicho volumen debe ser de 1. En [18], Vaaler obtuvo esta estimación

como corolario de una desigualdad más general relativa al producto de esferas de diferentes

dimensiones.

Denotamos por Bn a la bola

Bn = {x ∈ Rn : |x| ≤ ρn}, (3.1)

donde ρn = π−1/2(Γ(n/2+1))1/n. Esta es la bola n-dimensional de volumen 1 (con respecto

a la medida de Lebesgue en Rn).

Observación. Es un hecho conocido que

Γ
(n

2
+ 1
)

=


(
n
2

)
! si n es par

√
π n!!

2(n+1)/2 si n es impar.

Aqúı n!! es el doble factorial de n, que en el caso de enteros impares es

n!! =

n+1
2∏
j=1

(2j − 1).

52
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En particular, B1 = [−1
2
, 1

2
].

Recordar, además, que Γ satisface la ecuación funcional

Γ(z + 1) = zΓ(z). (3.2)

El resultado principal de Vaaler en [18] es el siguiente teorema, conocido como teorema

de rebanado de cubos (cube slicing theorem) o desigualdad de rebanado de cubos (cube

slicing inequality).

Teorema 3.1.1 (Desigualdad de rebanado de cubos). Sea N = n1 +· · ·+nr una partición

del entero positivo N y sea QN := Bn1 × Bn2 × · · · × Bnr . Para cualquier matriz B de

tamaño N × L y rango L < N , tenemos

det(BtB)−
1
2 ≤ vol

(
{y ∈ RL : By ∈ QN}

)
. (3.3)

Veremos que este teorema es, de hecho, equivalente a:

Teorema 3.1.2. Sea QN como en el teorema anterior y sea V un subespacio de RN de

dimensión L. Luego, vol(QN ∩V ) ≥ 1, donde el volumen se toma con respecto a la medida

de Haar del subespacio V .

Observación. Cuando se aplica con r = 1, Teorema 3.1.2 da una respuesta óptima al

problema de encontrar una cota inferior para el volumen de las rebanadas de un cubo.

Proposición 3.1.3. Teorema 3.1.1 es equivalente a Teorema 3.1.2.

Demostración. Primero, veamos que el Teorema 3.1.1 implica el Teorema 3.1.2. Sea B

una matriz de N ×L cuyas columnas forman una base ortonormal de V . El lado derecho

de (3.3) es vol(QN ∩ V ) y, dado que BtB = id, el lado izquierdo es 1.

Ahora, probemos la otra implicación. Sea B una matriz N × L de rango L. Sea V la

imagen de B; es un subespacio de RN de dimensión L. Sea v1, . . . , vL una base ortonormal

de V . Consideramos el isomorfismo E : RL → V definido por

ei 7−→ vi, i = 1, . . . , L ,

donde e1, . . . , eL es la base estándar de RL. Entonces la medida de Haar de V está definida

por

ν(U) := vol(E−1(U)),
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y la integral correspondiente es∫
V

f(x)dν(x) =

∫
RL
f(Ey)dy.

En particular, por definición,

vol(QN ∩ V ) =

∫
V

χQN (x)dν(x) =

∫
RL
χQN (Ey)dy.

Dado que B : RL → V es otro isomorfismo, el teorema de cambio de variables aplicado

con la transformación T = B−1E da∫
RL
χQN (By)dy =

∣∣det(B−1E)
∣∣ ∫

RL
χQN (Ey)dy

≥
∣∣det(B−1E)

∣∣
= det(BtB)−1/2,

donde el último paso se sigue del hecho de que E es ortogonal. Concluimos que (3.3) es

válido para una matriz arbitraria B.

La prueba de Teorema 3.1.1 requiere de un lema sobre funciones log-cóncavas, que

describimos a continuación. La demostración, aśı como otras propiedades de las funciones

log-cóncavas, pueden encontrarse en [14].

Definición 3.1.4. Una función real no negativa f : Rn → R≥0 se dice log-cóncava si

para cualquier x, y ∈ R y cualquier par de números reales λ, µ > 0 tales que λ + µ = 1,

tenemos que

f(λx+ µy) ≥ f(x)λf(y)µ.

Observación. Sea f una función cóncava de log y sea U = {x ∈ Rn : f(x) > 0}; observar

que U es un subconjunto abierto convexo de Rn. Podemos definir la función log f : U → R,

que es claramente cóncava. Por lo tanto, f es continua en cada punto de U .

Lema 3.1.5. Sea f : Rm × Rn → R≥0 una función log-cóncava y sea A un conjunto

convexo de Rm. Entonces, la función

x 7−→
∫
A

f(x, y)dy

es log-cóncava en Rn si la integral es siempre finita.

Demostración. Ver, por ejemplo, [14, Th. 6].
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Sea µ la medida de probabilidad en Rn correspondiente a la densidad normal de Gauss.

Para un conjunto boreliano Ω, está dada por

µ(Ω) =

∫
Ω

exp(−π|x|2)dx ,

donde la integral se toma con respecto a la medida de Lebesgue. Observar que exp(−π|x|2)

es una función log-cóncava, simétrica y continua en Rn.

Para s ∈ (0, 1), considerar el subconjunto simétrico convexo compacto Ks de Rn, con

interior no vaćıo, definido por

Ks := {x ∈ Rn : exp(−π|x|2) ≥ s}.

Una aplicación del teorema de Fubini da

µ(Ω) =

∫ 1

0

(∫
Ks∩Ω

dx

)
ds.

Lema 3.1.6. Sea N = n1 + · · · + nr una partición de N . Sea QN = Bn1 × · · · × Bnr ,

donde Bni se define como en (3.1). Sea A un subconjunto convexo simétrico cerrado de

RN . Entonces,

µ(A) ≤ vol(A ∩QN) ,

donde µ es la medida de Gauss y vol es la medida de Lebesgue en RN .

Demostración. Probamos el lema por inducción en r.

Supongamos que r = 1. Entonces N = n1 =: n. Integrando en coordenadas polares,

obtenemos

µ(A) =

∫
Sn−1

∫ ∞
0

χA(rx′) exp(−π|x|2)rn−1 dr dλn−1 ,

donde λn−1 es la medida en Sn−1 definida por λn−1(E) = vol(Ẽ) para cada conjunto

E ⊂ Sn−1 tal que

Ẽ := {x ∈ Rn :
x

|x|
∈ E, 0 < x < 1}

es Lebesgue-medible en Rn.

Fijamos x′ ∈ Sn−1. Por convexidad, o bien

Rx′ ∩ A ⊂ Rx′ ∩Bn,

o bien

Rx′ ∩Bn ⊂ Rx′ ∩ A. (3.4)
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En el primer caso, queda claro que∫ ∞
0

χA(rx′) exp(−π|x|2)rn−1 dr ≤
∫ ∞

0

χBn∩A(rx′)rn−1 dr.

En el segundo caso,∫ ∞
0

χA(rx′) exp(−π|x|2)rn−1 dr ≤
∫ ∞

0

exp(−π|x|2)rn−1 dr

=

∫ ∞
0

exp(−t)
(
t

π

)n−2
2

(2π)−1dt

=
πn/2

n
Γ
(n

2
+ 1
)

=

∫ ρ(n)

0

rn−1 dr

=

∫ ∞
0

χBn(rx′)rn−1 dr

=

∫ ∞
0

χBn∩A(rx′)rn−1 dr.

Notar que obtuvimos la primera igualdad aplicando la sustitución t = πr2, la segunda

igualdad utilizando (3.2) y la última igualdad por nuestra hipótesis (3.4).

Concluimos que, en ambos casos,∫ ∞
0

χA(rx′) exp(−π|x|2)rn−1 dr ≤
∫ ∞

0

χBn∩A(rx′)rn−1 dr.

Por lo tanto,

µ(A) ≤
∫
Sn−1

∫ ∞
0

χBn∩A(rx′)rn−1 dr dλn−1

= vol(Bn ∩ A).

Esto prueba el lema para r = 1.

Ahora hacemos el paso inductivo. Sea n = n1 + · · · + nr−1, entonces N = n + nr.

Denotaremos los puntos en RN = Rn × Rnr como x = (y, z). Para cada y ∈ Rn, sea

Ay := {z ∈ Rnr : (y, z) ∈ A}.

Por Lema 3.1.5, la función simétrica

f(y) :=

∫
Bnr∩Ay

dz =

∫
Bnr

χA(y, z)dz
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es log-cóncava en Rn.

Para cada k,m ∈ N, sea Ek,m = {y ∈ Rn : f(y) ≥ k/m} ⊂ Rn. Es fácil ver que Ek,m

es cerrado, simétrico y convexo. Considerar la sucesión de funciones

fm :=
∞∑
k=0

1

m
χEk,m .

Observar que, por cada y ∈ Rn, la sucesión (fm(y)) es decreciente y que

ĺım
m→∞

fm(y) = f(y).

Por hipótesis inductiva,

µ(Ek,m) ≤ vol(Ek,m ∩Qn),

donde Qn = Bn1 × · · · ×Bnr−1 . Por lo tanto∫
1

m
χEk,m(y)dµ(y) ≤

∫
Qn

1

m
χEk,m(y)dy.

Dos aplicaciones sucesivas del teorema de convergencia monótona dan∫
f(y)dµ(y) ≤

∫
Qn

f(y)dy.

Ahora escribimos cada lado de esta desigualdad más expĺıcitamente. El lado derecho es∫
Qn

f(y)dy =

∫
Qn

∫
Bnr

χA(y, z)dzdy = vol(A ∩QN).

En cuanto al lado izquierdo, tenemos∫
f(y)dµ(y) =

∫
Rn

∫
Bnr

χA(y, z)dzdµ(y)

=

∫
Bnr

(∫
Rn
χA(y, z)dµ(y)

)
dz

=

∫ 1

0

∫
Bnr

∫
Ks∩Az

dydzds,

donde Az := {y ∈ Rn : (y, z) ∈ A}, por cada z ∈ Rnr .

Ahora, el mismo argumento de antes se puede aplicar a la función

g(z) :=

∫
Ks∩Az

dy
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para probar que ∫
Rnr

g(z)dµ(z) ≤
∫
Bnr

g(z)dz,

lo que a su vez implica que∫ 1

0

∫
Rnr

∫
Ks∩Az

dydµ(z)ds ≤ vol(A ∩QN).

Pero, por Fubini, el lado izquierdo de esta desigualdad es∫
Rnr

(∫ 1

0

∫
Ks∩Az

dyds

)
=

∫
Rnr

µ(Az)dz = µ(A).

Con esto concluye la prueba del lema.

Ahora, probaremos la desigualdad de rebanado de cubos de Vaaler. Por la Proposi-

ción 3.1.3, basta con probar el Teorema 3.1.2. Sea V un subespacio de RN de dimensión

L. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que V = RL × {0}N−L (canónicamente

lo identificamos con RL) y por lo tanto su medida de Haar es la Lebesgue en RL.

Sea ε > 0, definimos

Vε := {x ∈ RN : ı́nf
y∈V
|x− y| ≤ ε}.

Observar que, dado que V = RL, claramente Vε = V ×Dε, donde Dε = Bε(0) es la bola

cerrada de radio ε centrada en 0. De ello se deduce que Vε es cerrado, convexo y simétrico.

Por Lema 3.1.6,

vol(Dε)
−1µ(Vε) ≤ vol(Dε)

−1

∫
RN
χQN∩Vε(x)dx. (3.5)

Dado que el producto de las medidas de Gauss da la medida de Gauss del espacio del

producto, tenemos

µRN (Vε) = µV (V )µRNL(Dε) = µ(Dε).

Además, por el Teorema de diferenciación de Lebesgue,

ĺım
ε→0

µRNL(Dε)

volRNL(Dε)
= 1.

Por lo tanto, si ε→ 0, el lado izquierdo de (3.5) tiende a 1.

Por otra parte,

vol(Dε)
−1

∫
RN
χQN∩Vε(x)dx =

∫
V

(
vol(Dε)

−1

∫
RNL

χQN∩Vε(y, z)dz

)
dy.
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Si y ∈ V no está en el borde de L ∩ QN (en cuyo caso, χQN∩Vε es continua en el punto

(y, 0) ∈ RN), entonces

ĺım
ε→0

vol(Dε)
−1

∫
RNL

χQN∩Vε(y, z)dz = χV ∩QN (y),

nuevamente por el teorema de diferenciación de Lebesgue.

Finalmente, por el teorema de convergencia dominada, llegamos a que el ĺımite del

lado derecho de (3.5) cuando ε→ 0 es∫
V

χV ∩QN (y)dy = vol(V ∩QN).

En conclusión, si tomamos ε→ 0 en (3.5), obtenemos

1 ≤ vol(QN ∩ V ),

Aśı, hemos probado el Teorema 3.1.2 y, por consiguiente, el Teorema 3.1.1.

3.2. En el anillo de adeles

Ahora, generalizaremos la desigualdad de rebanado de cubos en el contexto del anillo

de adeles de un cuerpo de números. A lo largo de esta sección, usamos la misma notación

que en la Sección 2.2.

Para cada lugar v ∈MK , sea QN
v un cubo en KN

v dado por

QN
v := {x ∈ KN

v : máxn‖x‖v ≤ 1} si v es finito;

QN
v := {x ∈ KN

v : máxn‖x‖v <
1
2
} si v es real;

QN
v := {x ∈ KN

v : máxn‖x‖v <
1

2π
} si v es complejo;

donde ‖·‖v son los valores absolutos normalizados con respecto a la extensión K/Q. Notar

que para cada lugar infinito, este es el cubo de la medida de Haar normalizada igual a 1,

y para cada lugar finito v, QN
v = ONv . Definimos Q :=

∏
v∈MK

QN
v .

Sea B una matriz N × L de rango L con entradas en K. Para cada lugar v, sea

Sv := {y ∈ KL
v : By ∈ QN

v },
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y sea

S :=
∏
v

Sv.

Verificaremos en lo que sigue que S es, como se espera, un subconjunto de KL
A ; de hecho,

Sv = Ov para casi todos los lugares finitos v (ver la observación final de este caṕıtulo).

Teorema 3.2.1 (Desigualdad de rebanado de cubos, en adeles). Sea B una matriz de

N×L del rango L < N con entradas en K, y sean S y Q como arriba. Entonces, tenemos

la desigualdad

H(B)−d
∣∣DK/Q

∣∣−L/2 ≤ vol(S),

donde H(B) es la altura de la matriz B definida como en la Sección 1.5.2, DK/Q es el

discriminante de alguna base ı́ntegra de K, y el volumen se toma con respecto al producto

de medidas normalizadas en el anillo de adeles.

Demostración. Observar que vol(S) =
∏

v β
L
v (Sv). (Recordar que βv denota la medida

normalizada en Kv y βLv denota el producto L de dichas medidas). Entonces, basta con

encontrar una cota inferior apropiada para βLv (Sv), para cada v ∈MK .

Si v es un lugar real, aplicando la desigualdad de rebanado de cubos en RL con nj = 1

para todo j, tenemos

βLv (Sv) ≥ det(BtB)−
1
2 =

∥∥det(BtB)
∥∥ 1

2

v
= Hv(B)−d ,

ya que ‖·‖v = |·|1/dv es el valor absoluto habitual en R, d = [K : Q] y Hv(B) =

|det(BtB)|1/2v .

Supongamos que v es un lugar complejo. Siempre podemos escribir B = U + iV

para ciertas matrices reales U, V , y, para cualquier y ∈ KL
v = CL, y = u + iv para

ciertos vectores reales u, v. De esta manera identificamos KL
v con R2L, y de manera similar

KN
v con R2N . Estamos trabajando entonces con espacios vectoriales reales, por lo que la

aplicación y 7→ By viene dado por la matriz real 2L×2N B′ =
(
U −V
V U

)
. Además, v́ıa esta

identificación,

QN
v = {(u, v) ∈ RL × RL : u2

j + v2
j <

1

2π
para cada j = 1, . . . , L}.

Usando el Teorema 3.1.1, esta vez con n1 = · · · = nL = 2, obtenemos

βLv (Sv) ≥ det((B′)∗B′)−
1
2 .
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Ya que la aplicación A ∈ CN×L 7→ A′ ∈ R2N×2L es un homomorfismo de anillos, podemos

concluir que

det((B′)∗B′)−
1
2 = det((B∗B)′)−

1
2 = |det(B∗B)|−1,

donde |·| es el valor absoluto usual de C. La última igualdad se desprende del siguiente

resultado sobre matrices.

Lema 3.2.2. Sea A = A1 + iA2 una matriz compleja, y sea A′ =
(
A1 −A2
A2 A1

)
. Luego,

det(A′) = |detA|2.

Ahora, como ‖·‖v = |·|2, concluimos que

βLv (Sv) ≥ ‖det(B∗B)‖−
1
2

v = Hv(B)−d .

Por último, sea v un lugar finito. Existe J ⊂ {1, . . . , N} con |J | = L tal que

‖detBJ‖v = máx
|I|=L

‖detBI‖v ,

donde BI es la matriz formada por las filas i-ésimas de B, para i ∈ I.

Si J = {j1, . . . , jL}, consideramos la aplicación lineal σ que permuta las filas de forma

que la fila jl-ésima se convierte en la fila l-ésima. En particular, tenemos

‖detBJ‖v = máx
|I|=L

‖detBI‖v = máx
|I|=L

‖det(σB)I‖v .

Dado que la matriz correspondiente a σ no es singular y consta de ceros y unos, se

deduce que σ(QN
v ) = QN

v (recordar que en el caso no arquimediano, QN
v = ONv ). Luego,

uno puede deducir fácilmente que Sv = {y ∈ KL
v : (σB)y ∈ QN

v }.

Por lo tanto, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que J = {1, . . . , L}, por lo

que BJ es la submatriz L× L de B formada por las primeras L filas. Claramente, BJ es

inversible. Considerar la matriz W := BB−1
J de tamaño N × L. Observar que W = (wij)

tiene la forma

W =

(
idL

W ′

)
, (3.6)

donde idL es la matriz de identidad L × L y W ′ es una matriz (N − L) × L. Dado que

‖detBJ‖v se eligió para que sea máximo, se deduce que para cada I ⊂ {1, . . . , N} con

|I| = L tenemos

‖detWI‖v ≤ 1 .
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En particular, si tomamos I = {1, . . . , l−1, l+1, . . . , L, L+j} para cualquier l ∈ {1, . . . , L}
y cualquier j ∈ {1, . . . , N − L}, entonces

‖wL+j,l‖v = ‖detWI‖v ≤ 1 .

Por lo tanto, W es una matriz con entradas en Ov. Este hecho, junto con (3.6), nos permite

concluir que Wx ∈ QN
v = ONv si y solo si x ∈ OLv . Luego, BJSv = OLv . En efecto,

BJSv = {BJy ∈ KL
v : By ∈ QN

v }

= {z ∈ KL
v : Wz ∈ QN

v }

= OLv .

Aplicando el cambio de las variables y′ = B−1
J y, el volumen se transforma por un

factor ‖detBJ‖−1
v y aśı

βLv (Sv) = ‖detBJ‖−1
v βLv (BJSv)

= (máx
I
‖detBI‖v)

−1 βLv (OLv )

= Hv(B)−1
∣∣DKv/Qp

∣∣L/2
v
.

Resumiendo, hemos probado:

βLv (Sv) ≥ Hv(B)−d si v|∞, y

βLv (Sv) = Hv(B)−1
∣∣DKv/Qp

∣∣L/2
v

si v -∞.

Tomando el producto sobre todo v ∈MK y recordando que∏
v finito

∣∣DKv/Qp
∣∣
v

=
∣∣DK/Q

∣∣−1
,

finalmente llegamos a que

H(B)−d
∣∣DK/Q

∣∣−L/2 ≤ vol(S).

Observación. Para cada lugar infinito v ∈ MK , está claro que Sv es no vaćıo, abierto,

convexo, simétrico y acotado.

Por cada lugar finito v, podemos ver como consecuencia de la demostración anterior

que Sv es un Kv-lattice en Ev. En efecto, Sv = B−1
J OLv y BJ es un automorfismo. Por otra

parte, salvo para finitos lugares v, Sv = OLv . Esto se debe a que, para casi todo v, tanto

BJ como B−1
J tienen todas sus entradas en Ov, y entonces Sv = B−1

J OLv = OLv .



Caṕıtulo 4

El lema de Bombieri-Vaaler

Sea K un cuerpo y sea S = {s1, . . . , sh} un subconjunto finito de KN . Supongamos

que queremos encontrar un polinomio P ∈ K[X1, . . . , XN ] de grado “pequeño” (digamos,

a lo sumo d) que se anula en cada punto en S.

La forma más sencilla de hacer esto es la siguiente. Escribimos

P =
∑

i1+···+iN≤d

ci1,...,inX
i1
1 · · ·X

iN
N

para describir a un polinomio genérico con coeficientes en K. Si P (si) = 0 para cada i,

entonces los coeficientes (ci1,...,iN ) son soluciones del sistema de ecuaciones lineales
P (s1) =

∑
i1+···+iN≤d ci1,...,iN (s1

1)i1 . . . (s1
n)in = 0

...

P (sn) =
∑

i1+···+in≤d ci1,...,in(sn1 )i1 . . . (snn)in = 0 .

(4.1)

Por lo tanto, para garantizar la existencia del polinomio, todo lo que tenemos que ha-

cer es demostrar que un determinado sistema lineal tiene solución. Más aún, podŕıamos

pedir que los coeficientes del polinomio pertenezcan a un subanillo particular de K (por

ejemplo, si K es un cuerpo de números, generalmente es el anillo adecuado es OK) y que

sean “pequeños” en términos de altura. Esto es, por supuesto, equivalente a encontrar

soluciones adecuadas del sistema de ecuaciones correspondiente.

El objetivo de este caṕıtulo es, por lo tanto, estudiar el problema de encontrar solu-

63
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ciones enteras de un sistema 
a11x1 + · · ·+ a1NxN = 0
...

aM1x1 + · · ·+ aMNxN = 0

de M ecuaciones lineales en variables N . Para que la existencia de soluciones sea posible,

asumimos que M < N . En general, también asumimos que el rango la matriz A = (amn)

asociada al sistema de ecuaciones es exactamente M . Si ese no fuera el caso, podŕıamos

simplemente eliminar las ecuaciones superfluas y trabajar con una matriz más pequeña.

4.1. Lema de Siegel

En el caso K = Q, tenemos el siguiente resultado clásico.

Lema 4.1.1 (Lema de Siegel). Sea A = (aij) una matriz no nula de tamaño M ×N con

entradas en Z. Supongamos que N > M y que |aij| ≤ B para todo i, j. Luego, el sistema

lineal Ax = 0 tiene una solución no nula x = (x1, . . . , xN) ∈ ZN , que satisface

máx
1≤i≤n

|xi| ≤ (NB)
M

N−M . (4.2)

Demostración. La prueba se basa en el principio del palomar (también llamado principio

de Dirichlet). La idea es mostrar que hay muchos vectores x ∈ ZN que satisfacen (4.2)

pero relativamente pocos valores posibles para Ax. Entonces, debe haber dos vectores

distintos y y z en ZN , de manera que Ay = Az, con lo cual x = y − z es la solución

deseada.

Para un entero positivo k, consideremos el conjunto

T := {x ∈ ZN : 0 ≤ xi ≤ k, i = 1, . . . , N} .

Denotamos por S+
m a la suma de las entradas positivas en la fila m-ésima de A, y por

S−M a la suma de las entradas negativas. Si notamos y = Ax para x ∈ T , entonces

kS−m ≤ ym ≤ kS+
m.

Sea

T ′ := {y ∈ ZM : kS−m ≤ ym ≤ kS+
m,m = 1, . . . ,M} .
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Como |amn| ≤ B para cada par (m,n), se sigue que S+
m − S−m ≤ NB para todo m.

Concluimos que

|T ′| ≤ (NkB + 1)M .

Ahora, queremos elegir k de manera que T tenga más elementos que T ′, es decir,

(NkB + 1)M < (k + 1)N . (4.3)

Pensando en términos asintóticos, esencialmente necesitamos que kN sea más grande que

(NkB)M , aśı que elegimos k = b(NB)
M

N−M c. Probemos que esta elección funciona. Como

N > M ≥ 1, está claro que NkB + 1 < NB(k + 1), y entonces

(NkB + 1)M < (NB(k + 1))M ≤ (k + 1)(
N−M
M

+1)M .

Pero
(
N−M
M

+ 1
)
M = N , con lo cual k = b(NB)

M
N−M c satisface (4.3).

Por el principio del palomar, hay dos elementos distintos x′, x′′ ∈ T con Ax′ = Ax′′. Por

lo tanto, el punto x = x′ − x′′ es una solución distinta de cero de Ax = 0 con coeficientes

enteros y

máx
n
|xn| ≤ k ≤ (NB)

M
N−M .

El lema de Siegel se puede extender a cuerpos de números arbitrarios en forma relati-

vamente directa. Es, de hecho, una consecuencia del lema de Siegel clásico.

Proposición 4.1.2 (Lema de Siegel para cuerpos de números). Sea K un cuerpo de

números de grado d contenido en C y sea |·| el valor absoluto habitual en C. Sean M,N

enteros positivos con M < N . Luego, existen constantes absolutas C1, C2 tales que para

cualquier matriz M × N no nula, con entradas amn ∈ OK, existe una solución no nula

x ∈ (OK)N de Ax = 0 tal que

h(x) ≤ C1(C2NB)
M

N−M ,

donde B := supσ,m,n|σ(amn)| con σ en el conjunto de embeddings de K en C.

Demostración. La idea básica de la demostración es transformar el sistema original en un

sistema con coeficientes en Z usando una base ı́ntegra de K, y luego aplicar el Lema 4.1.1.
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Sea ω1, . . . , ωd una Z-base del anillo de enteros OK . Podemos escribir

amn =
d∑
j=1

a(j)
mnωj (4.4)

para ciertos a
(j)
mn ∈ Z. Luego, si para un vector x = (x1, . . . , xN) ∈ KN , escribimos

xn =
d∑

k=1

x(k)
n ωk,

obtenemos

(Ax)m =
N∑
n=1

∑
1≤j,k≤d

a(j)
mnωjωkx

(k)
n

=
d∑
l=1

N∑
n=1

∑
1≤j,k≤d

a(j)
mnb

(l)
jkx

(k)
n ωl ,

donde ωjωk =
∑d

l=1 b
(l)
jkωl.

Sea

A′ :=

(
d∑
j=1

a(j)
mnb

(l)
jk

)
la matriz (Md) × (Nd) con filas indexadas por (m, l) y columnas indexadas por (n, k).

Luego, el lema de Siegel clásico da una solución no nula y = (x
(k)
n ) ∈ ZNd de A′y = 0, con

máx
n,k

∣∣x(k)
n

∣∣ ≤ (Nd2 máx
m,n,j

∣∣a(j)
mn

∣∣máx
j,k,l

∣∣∣b(l)
jk

∣∣∣) M
N−M

. (4.5)

Supongamos que σ vaŕıa entre los d = [K : Q] embeddings de K en C. Como(
det
(
σ(ωi)

)
σ,j

)2

= d(ω1, . . . , ωd)

y el discriminante de una base ı́ntegra es distinto de cero, deducimos que
(
σ(ωi)

)
i,σ

es una

matriz invertible d× d. Conjugando (4.4) con todo σ, obtenemos(
a(j)
mn

)
(m,n),j

=
(
σ(amn)

)
(m,n),σ

(
σ(ωj)

)−1

j,σ
,

aśı que en particular

a(j)
mn =

∑
σ

σ(amn)Cσ,j,

donde Cσ,j es un número real positivo que depende solo de σ y j.
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De aqúı obtenemos la cota

máx
m,n,j

∣∣a(j)
mn

∣∣ ≤ C ′2B ,

para C ′2 alguna constante absoluta. Si tomamos C2 = d2 máxj,k,l

∣∣∣b(l)
jk

∣∣∣C ′2, entonces (4.5)

implica que

máx
n,k

∣∣x(k)
n

∣∣ ≤ (C2NB)
M

N−M .

Observar que podemos asumir que las coordenadas de la solución entera y = (x
(k)
n ) de

A′y = 0 son coprimas; concretamente, que gcd{x(k)
n : n = 1, . . . , N ; k = 1, . . . , d} = 1.

Luego, máxn,k

∣∣∣x(k)
n

∣∣∣ = h(y).

Sea x = (x1, . . . , xN) ∈ (OK)N definido por xn =
∑d

k=1 x
(j)
n ωk. Para cada lugar v de

K,

|xn|v ≤

(
d∑

k=1

|ωk|v

)
máx
k

∣∣x(k)
n

∣∣
v
.

Si v es un lugar finito, entonces

d∑
k=1

|ωk|v ≤ máx
k
|ωk|v ≤ 1.

Por lo tanto, si C1 =
∏

v|∞

(∑d
k=1|ωk|v

)
, deducimos que h(x) ≤ C1h(y). Esto concluye la

demostración de la proposición.

4.2. El lema de Bombieri-Vaaler

En estas últimas dos secciones, estudiaremos una serie de mejoras del lema de Siegel

por Bombieri y Vaaler. Son mejoras tanto cualitativas como cuantitativas, en el sentido de

que aseguran no sólo la existencia de una solución sino también una base de soluciones en

OK , y dan una estimación más precisa para la altura de cada solución. Para ello usaremos

los poderosos resultados en geometŕıa de números desarrollados en los caṕıtulos anteriores,

en lugar del elemental principio del palomar.

Como siempre, sea K un cuerpo de números de grado d, sea Kv su completación con

respecto al lugar v de K y sea dv = [Kv : Qp] el grado local. Sean r y s la cantidad de

lugares reales y complejos de K, respectivamente. Recordar que por el Corolario 1.1.12,

r + 2s =
∑

v|∞ dv = d. Sea DK/Q el discriminante de alguna base ı́ntegra adecuada de K.
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Teorema 4.2.1 (Lema de Bombieri-Vaaler). Sea A una matriz M ×N de rango M < N

con entradas en K. Luego existen N−M vectores linealmente independientes x1, . . . , xN−M

en (OK)N que forman una base del K-espacio vectorial de soluciones de Ax = 0. Más

aún, estas soluciones satisfacen la desigualdad

N−M∏
l=1

h(xl) ≤
{(

2

π

)s√
|DK/Q|

}N−M
d

H(A) ,

donde s es el número de lugares complejos de K.

Observación. Se deduce inmediatamente que, en la hipótesis del teorema, hay una solución

x ∈ (OK)N tal que

h(x) ≤
{(

2

π

)s√
|DK/Q|

} 1
d

H(A)
1

N−M .

Antes de probar Teorema 4.2.1, probemos que este resultado es, en efecto, más fuerte

que el lema de Siegel. Como hemos visto, Lema 4.1.1 implica Proposición 4.1.2, por lo que

basta con ver que Teorema 4.2.1 implica Lema 4.1.1. Para ello, enunciamos expĺıcitamente

el lema de Bombieri-Vaaler para K = Q, que sigue del resultado general calculando la

altura de la matriz A en este caso particular.

Corolario 4.2.2 (Lema de Bombieri-Vaaler en Q). Sea A una matriz M × N de rango

M < N con entradas en Z. Entonces, existen N −M vectores linealmente independien-

tes x1, . . . , xN−M en ZN que forman una base del espacio vectorial real de soluciones de

Ax = 0. Más aún, si escribimos xl = (x1l, x2l, . . . , xNl), estas soluciones satisfacen la

desigualdad
N−M∏
l=1

máx
n
|xnl| ≤ D−1

√
|det(AAt)| ,

donde D es el máximo común divisor de los menores M ×M de A.

En particular, existe una solución no nula y = (y1, . . . , yN) ∈ ZN con

máx
n
|yn| ≤

(
D−1

√
|det(AAt)|

) 1
N−M

.

Proposición 4.2.3. Corolario 4.2.2 implica Lema 4.1.1.

Demostración. Sea A una matriz de tamaño M × N con coeficientes enteros tales que

máxm,n|amn| ≤ B para un cierto número real positivo B.
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Primero, supongamos que rango(A) = M < N . En este caso, si el Corolario 4.2.2 es

verdadero, hay una solución x ∈ ZN de Ax = 0 con

máx
n
|xn| ≤

(
D−1

√
|det(AAt)|

) 1
N−M

.

Dado que A ∈ ZM×N y es de rango M , está claro que D ≥ 1. Además, como los coeficientes

de A están acotadas por B, un cálculo sencillo nos dice que |det(AAt)| ≤ (NB)2M . Por

lo tanto,

máx
n
|xn| ≤ (NB)

M
N−M .

Supongamos ahora que rank(A) = M ′ < M < N . Sea A′ una submatriz M ′×N de A

de rango M ′. Por el argumento anterior, hay una solución entera x de A′x = 0 con

máx
n
|xn| ≤ (NB)

M′
N−M′ .

Observemos, sin embargo, que M ′

N−M ′ ≤
M

N−M , porque la función f(x) = x
Nx

es creciente

en el intervalo (0, N). Aśı, hemos probado el Lema 4.1.1.

Nuestro objetivo ahora es probar el Teorema 4.2.1. Para ello, necesitamos el siguiente

teorema, que es, en última instancia, una consecuencia del segundo teorema de Minkowski

y la desigualdad de rebanado de cubos en el anillo de adeles.

Teorema 4.2.4. Sea B una matriz de N × L sobre K de rango L < N . Luego, existen

L vectores linealmente independientes u1, u2, . . . , uL en KL tales que Bul ∈ (Ok)N para

cada l y
L∏
l=1

h(Bul) ≤
{(

2

π

)s√
|DK/Q|

}L
d

H(B), (4.6)

donde s es el número de lugares complejos de K.

Demostración. Para cada lugar v, sea Sv := {x ∈ KL
v : Bx ∈ QN

v }, donde QN
v denota

el cubo en KN
v definido como en la Sección 3.2. Sean λ1, . . . , λL los mı́nimos sucesivos

asociados con S :=
∏

v Sv. El segundo teorema de Minkowski nos dice entonces que

(λ1λ2 · · ·λL)d vol(S) ≤ 2dL.

Por la desigualdad de rebanado de cubos,

H(B)−d
∣∣DK/Q

∣∣−L/2 ≤ vol(S),
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aśı que

λ1λ2 · · ·λL ≤ H(B)
∣∣DK/Q

∣∣ L2d2L. (4.7)

Por definición de los mı́nimos sucesivos, sabemos que existen u1, . . . , uL que forman

una base de KL sobre K, de manera que para cada l = 1, . . . , L, los primeros l elementos

de la base están contenidos en la clausura de λlS. En particular, esto significa que

máx
1≤n≤N

‖(Bul)n‖v ≤
1

2
λl si v es real , (4.8)

máx
1≤n≤N

‖(Bul)n‖v ≤
1

2π
(λl)

2 si v es complejo, (4.9)

máx
1≤n≤N

‖(Bul)n‖v ≤ 1 si v es finito. (4.10)

Para cada l = 1, . . . , L, tomando el producto de los máx1≤n≤N‖(Bul)n‖v sobre todo

v ∈MK , se sigue que

h(Bul) ≤
(
λl
2

) r
d
(

(λl)
2

2π

) s
d

=
λl
2

(
2

π

) s
d

.

Multiplicando sobre todo l ∈ {1, . . . , L}, obtenemos

2L
(π

2

) sL
d

L∏
l=1

h(Bul) ≤ λ1λ2 · · ·λL .

Combinando la cota superior y la cota inferior encontradas para el producto de los

mı́nimos sucesivos, deducimos (4.6).

Finalmente, observemos que, como Bul ∈ KN , (4.10) implica que Bul ∈ (OK)N .

Ahora procedemos a probar el lema de Bombieri-Vaaler.

Sea L := N − M . Sea y1, . . . yL ∈ KN una base de soluciones de Ax = 0, y sea

B = (y1 y2 · · · yL) la matriz N × L cuyas columnas son exactamente los vectores de

dicha base. Notar que la imagen de B es igual al núcleo de A.

Por el teorema anterior, existen x1, . . . , xL ∈ OK que forman una base de la imagen

de B (y, por lo tanto, del espacio de soluciones de Ax = 0) y satisfacen la desigualdad

L∏
l=1

h(xl) ≤
{(

2

π

)s√
|DK/Q|

}L
d

H(B) .

Para completar la prueba, basta con ver que H(A) = H(B). Esto se desprende fácil-

mente del siguiente lema.
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Lema 4.2.5. Sea K un cuerpo arbitrario y sea |·|v un valor absoluto de K. Sea A una

matriz M × N de rango M < N con entradas en K. Sea B una matriz N × (N −M)

cuyas columnas forman una base del núcleo de A; es decir, AB = 0. Luego, existe una

constante γ ∈ K no nula tal que para cada subconjunto I ⊂ {1, . . . , N} con |I| = L,

|detBI |v = |γ detAJ |v ,

donde J es el complemento de I en {1, . . . , N}. (De hecho, detBI y γ detAJ son iguales

salvo signo).

Demostración. A lo largo de la prueba, sea L = N −M , y, para cualquier entero positivo

n, sea In la matriz identidad de tamaño n× n.

Primero, supongamos que A y B son de la forma

A =
(
IM C

)
, B =

(
−C
IL

)
. (4.11)

No es dif́ıcil ver que para cualquier I y J como en el teorema, detBI y detAJ son iguales

salvo signo. En efecto, para ciertos r, s, podemos escribir

I = {i1, . . . , iL}, i1 < . . . < ir ≤M < ir+1 < . . . < iL

y

J = {j1, . . . , jL}, j1 < . . . < js ≤M < js+1 < . . . < jM .

Notar que r + s = M , porque {1, . . . ,M} = {i1, . . . , ir, j1, . . . , js}. Consideremos dos

permutaciones η ∈ SM y ψ ∈ SL definidas por

η(m) =

jm si m = 1, . . . , s

ims si m = s+ 1, . . . ,M ,

y

ψ(l) =

jr+l −M si l = 1, . . . , r

il −M si m = r + 1, . . . , L .
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Calculemos los determinantes correspondientes:

detAJ =
∑
σ∈SM

sgn(σ)δσ(1), j1 · · · δσ(s), jscσ(s+1), js+1−M · · · cσ(M), jM−M

= sgn(η)
∑
σ∈SM

sgn(σ)δησ(1), j1 · · · δησ(s), jscησ(s+1), js+1−M · · · cησ(M), jM−M

= sgn(η)
∑
τ∈Sr

sgn(τ)cη(s+τ(1)), js+1−M · · · cη(s+τ(r)), jM−M

= sgn(η) det
(
cil, js+m−M

)
l,m

;

detBI =
∑
σ∈SL

sgn(σ)ci1,σ(1) · · · cir,σ(s)δir+1−M,σ(r+1) · · · δiL−M,σ(M)

= sgn(ψ)
∑
τ∈Sr

sgn(τ)ci1,ψ(τ(1)) · · · cir,ψ(τ(r))

= sgn(ψ) det
(
cil,js+m−M

)
l,m

.

Por lo tanto, detBI = sgn(ψ) sgn(η) detAJ .

Ahora abordamos el caso general. Dado que A es de rango M , permutando columnas

podemos suponer que

A =
(
X A2

)
,

con X una matriz inversible de tamaño M ×M y A2 una cierta matriz M ×L. Entonces,

A = XA′,

con

A′ :=
(
IM ; X−1A2

)
una matriz de la forma (4.11). Se puede deducir fácilmente que, en este caso, existe una

matriz invertible Y ∈ KL×L tal que B = B′Y . En particular, notar que para cualquier I

y J como en el teorema, AJ = XA′J y BI = B′IY . Por lo tanto,

|detBI |v = |detB′I |v |detY |v
= |detA′J |v |detY |v
= |detAJ |v |detX|−1

v |detY |v.

Tomando γ = detY (detX)−1 ∈ K, concluimos la prueba del lema.
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Para terminar la prueba de Teorema 4.2.1, usamos Lema 4.2.5 y la fórmula del pro-

ducto para obtener

H(B) = (
∏
v∈MK

|γ|v)H(A) = H(A) .

Hasta ahora hemos trabajado con la altura homogénea. Siguiendo un argumento análo-

go, veremos que se puede probar un teorema similar que involucra la altura inhomogénea.

Primero, necesitamos una versión inhomogénea de Teorema 4.2.4.

Teorema 4.2.6. Sea B una matriz N × L sobre K de rango L < N . Luego existen L

vectores linealmente independientes u1, u2, . . . , uL en KL tales que Bul ∈ (Ok)N para cada

l y
L∏
l=1

hin(ul) ≤ |DK/Q|
L
2dH(B). (4.12)

Demostración. Igual que en la prueba de Teorema 4.2.4, consideramos para cada lugar v

el conjunto

Sv = {x ∈ KL
v : Bx ∈ QN

v },

donde QN
v denota el cubo en KN

v definido como en la Sección 3.2. Sea S =
∏

v Sv.

La prueba de Teorema 4.2.4 se puede adaptar, casi en su totalidad, de forma inmediata

a este caso. La única diferencia importante es que necesitamos

hin(Bul) ≤
λl
2
, (4.13)

en lugar de

h(Bul) ≤
λl
2

(
2

π

) s
d

. (4.14)

Dado que B es una matriz N × L de rango L, esta define una tranformación lineal

inyectiva, con lo cual, en particular, Bul tiene alguna de sus coordenadas distinta de cero,

digamos, la j-ésima coordenada. Luego, por la fórmula del producto y (4.14),

1 =
∏
v

|(Bul)j|v ≤
∏
v

máx
1≤n≤N

|(Bul)n|v ≤
λl
2

(
2

π

) s
d

.

En particular, esto significa que

1 ≤
(π

2

) s
d ≤ λl

2
.
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Recordemos que, por construcción,

|Bul|v = ‖Bul‖1/d
v ≤

(
λl
2

)1/d

si v es real,

|Bul|v = ‖Bul‖1/d
v ≤

(
λl√
2π

)2/d

si v es complejo,

|Bul|v = ‖Bul‖1/d
v ≤ 1 si v es finito.

Luego, para cada lugar v finito, máx{1, |Bul|v} ≤ 1. Combinando las estimaciones obte-

nidas, obtenemos que

hin(Bul) ≤
∏
v|∞

máx{1, |Bul|v}

≤
(
λl
2

)r/d
máx

{
1,

(
λl√
2π

)2s/d
}

≤ λl
2
.

Con esto concluye la demostración del teorema.

Si esencialmente rehacemos la demostración de Teorema 4.2.1 usando (4.12) en lugar

de (4.6), obtenemos el lema de Bombieri-Vaaler para alturas inhomogéneas.

Teorema 4.2.7 (Lema de Bombieri-Vaaler inhomogéneo). Sea A una matriz M ×N de

rango M < N con entradas en K. Luego existen N−M vectores linealmente independien-

tes x1, . . . , xN−M en (OK)N que forman una base del K-espacio vectorial de soluciones de

Ax = 0. Más aún, estas soluciones satisfacen la desigualdad

N−M∏
l=1

hin(xl) ≤ |DK/Q|
N−M

2d H(A) .

4.3. Generalizaciones

Presentamos ahora una versión más general del lema de Bombieri-Vaaler. Como antes,

consideramos un sistema lineal de ecuaciones Ax = 0 dado por un matriz A de tamaño

M ×N y rango M < N con entradas en un cuerpo de números K, y queremos probar la

existencia de una base de soluciones de altura pequeña. La diferencia aqúı es que deseamos

que sea una base sobre k, para k un subcuerpo de K. Sea t = [k : Q] y r = [K : k].
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Sea F una extensión de Galois finita de k tal que k ⊂ K ⊂ F ; observar que F también

es una extensión de Galois finita de K. Notamos G(F/k) y G(F/K) a los respectivos

grupos de Galois. Observar que G(F/K) es un subgrupo de G(F/k) de ı́ndice r. Sea

σ1, σ2, . . . , σr ∈ G(F/k) un conjunto de representantes de las coclases de G(F/K) en

G(F/k). Para cada i = 1, . . . , r, escribimos σi(A) := (σi(amn)) ∈ FM×N . Finalmente,

definimos la matriz Mr ×N

A :=


σ1(A)

σ2(A)
...

σr(A)

 . (4.15)

Teorema 4.3.1. Sea A definida como arriba, y supongamos que rango(A) = Mr < N .

Luego, existen N −Mr vectores linealmente independientes x1, x2, . . . , xN−Mr ∈ (Ok)
N ,

que son soluciones de Ax = 0 y satisfacen

N−Mr∏
l=1

h(xl) ≤
{(

2

π

)s√
|Dk/Q|

}N−Mr
t

H(A) ,

donde s es el número de lugares complejos de k.

Demostración. Sea w1, . . . , wr una base de K sobre k. Luego, para ciertos b
(j)
mn ∈ k, pode-

mos escribir

amn =
r∑
j=1

b(j)
mnwj (4.16)

y entonces, para cada m = 1, . . . ,M ,

N∑
n=1

amnxn =
r∑
j=1

(
N∑
n=1

b(j)
mnxn

)
wj .

Se sigue que x ∈ kN es una solución de Ax = 0 si y solo si es una solución del sistema

N∑
n=1

b(j)
mnxn = 0 , m = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , r. (4.17)

El sistema (4.17) se puede representar con una matriz B ∈ kMr×N definida por

B =


B(1)

B(2)
...

B(r)

 ,
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donde, para cada j = 1, . . . , r, B(j) := (b
(j)
mn)m,n.

Aplicando el Teorema 4.2.1 para el cuerpo de números k y la matriz B, sabemos

que hay N −Mr vectores linealmente independientes x1, x2, . . . , xN−Mr ∈ (Ok)
N que son

soluciones de Bx = 0 y satisfacen

N−Mr∏
l=1

h(xl) ≤
{(

2

π

)s√
|DK/Q|

}N−M
t

H(B) .

Para concluir la demostración, basta con ver que H(B) = H(A). Sea Ω la matriz

Mr ×Mr con entradas en F definida por

Ω =


σ1(w1)IM · · · σ1(wr)IM

σ2(w1)IM · · · σ2(wr)IM
...

...

σr(w1)IM · · · σr(wr)IM

 ,

donde IM es la matriz de identidad M × M . Observar que si aplicamos σi a (4.16),

obtenemos

σi(amn) =
r∑
j=1

b(j)
mnσi(wj) ,

y por lo tanto

ΩB = A.

Por Proposición 1.5.6, el hecho de que Ω sea no singular implica queH(B) = H(A).

Observación. En el teorema anterior, la altura de A se calcula con respecto al cuerpo

F . Según Teorema 4.2.1, la altura de B debe calcularse con respecto al cuerpo k; sin

embargo, por Proposición 1.5.8, es la misma que la altura con respecto a F . Entonces,

H(B) = H(A) es una igualdad de alturas de matrices con entradas en F .

En algunas situaciones, puede ser más conveniente tener el Teorema 4.3.1 con una

cota que no dependa de A, sino de la altura de A o incluso de la altura de las filas de A.

En lo que sigue, A(m) denota la m-ésima fila de A.

Lema 4.3.2. Supongamos que A está en las hipótesis del Teorema 4.3.1. Entonces

H(A) ≤ H(A)r ≤
M∏
m=1

H(A(m))r.

En particular, estas cotas pueden ser usadas en el lado derecho de la desigualdad del

Teorema 4.3.1.
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Demostración. Por la Proposición 1.5.7,

H(A) ≤
r∏
i=1

H(σi(A)).

Como consecuencia de la Proposición 1.1.16, H(σi(A)) = H(A). Luego, una segunda

aplicación de la Proposición 1.5.7 da

H(A) ≤ H(A)r ≤
M∏
m=1

H(A(m))r.

Para terminar, describimos una forma en que Teorema 4.3.1 podŕıa ser modificado.

Es posible que la matriz A se pueda dividir en bloques

A =


A1

A2

...

AL

 ,

de forma que Al sea una matriz Ml×N sobre un cuerpo de números Kl con [Kl : k] = rl,

para cada l = 1, . . . , L. Sea F una extensión de Galois finita de k que contiene cada Kl.

Para cada Al, definimos la matriz Al ∈ (Kl)
Mlrl×N como en (4.15), y luego juntamos todas

estas matrices en una matriz de tamaño (
∑L

l=1Ml rl)×N definida por

Z :=


A1

A2

...

AL

 .

Haciendo algunas pequeñas modificaciones a la demostración del Teorema 4.3.1, ob-

tenemos

Teorema 4.3.3. En el contexto anterior, supongamos que z = rango(Z) =
∑L

l=1Ml rl <

N . Entonces, existen N − z vectores linealmente independientes x1, . . . , xN en (Ok)N que

son soluciones de Ax = 0 y satisfacen

N−z∏
l=1

h(xl) ≤
{(

2

π

)s√
|Dk/Q|

}N−z
t

H(Z) , (4.18)



CAPÍTULO 4. EL LEMA DE BOMBIERI-VAALER 78

donde s es el número de lugares complejos de k. Más aún, en el lado derecho de (4.18)

podemos usar

H(Z) ≤
L∏
l=1

H(Al)
rl .
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