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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar la relacion que hay entre la geometria de una
variedad Riemanniana (M, g) cerrada, es decir compacta y sin borde, de dimensién
n > 3y el operador Laplaciano Conforme, en especial ciertas propiedades de su
espectro.

El Laplaciano conforme es un operador diferencial lineal eliptico que se define de
la siguiente manera. Para cada funcién suave v € C*°(M) el Laplaciano conforme
de u esta dado por

L,(u) == a,Ayu+ Syu,

donde A, es operador de Laplace-Beltrami, S, es la curvatura escalar de (M, g) y
a, = 4(n — 1)/(n — 2). La importancia del Laplaciano conforme estd dada porque
aparece naturalmente al estudiar el problema sobre cudles son las “mejores” métricas
Riemannianas que una variedad diferencial puede admitir. Cuando hablamos de las
mejores nos referimos a métricas que resulten lo mas uniforme, lo mas “redonda’”o
“pareja” posible en terminos de su tensor de curvatura. En general, no podemos pre-
tender dotar a una variedad diferencial con cualquier tipo de métrica Riemanniana.
La topologia y la estructura diferencial de la variedad suelen imponer restricciones
sobre el conjunto de las geometrias posibles. Por ejemplo, si (M, g) es una super-
ficie cerrada en R? y k, es la curvatura Gaussiana, tenemos el siguiente resultado
importante (ver 28], [13]):

Teorema 1.0.1 (Gauss-Bonnet). Sea (M, g) una superficie Riemanniana cerrada,
entonces

/ kgdVy, = 2mx (M),
M

donde k4 es la curvatura Gaussiana de (M, g) y x(M) es la caracteristica de Euler
de M.

Luego, la caracteristica de Euler de la variedad, que depende tinicamente de la
topologia, nos impone restricciones sobre las métricas que disponemos en la variedad.
En efecto, si la caracteristica de Euler es positiva, no existe una métrica Riemanniana
cuya curvatura Gaussiana sea no positiva en toda la superficie.
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Existe g con k_g>0

A(s)=0

Existe g con k_g=0

~((5)=-1

Exuste g con k_g<0

No obstante, en 1907 H. Poincaré y P. Koebe probaron el siguiente resultado,
conocido como Teorema de Uniformizacién (Ver [8]):

Teorema 1.0.2 (Teorema de Uniformizacion). Sea (M, g) una superficie Rie-
manniana compacta. Entonces existe una métrica h conforme a g de curvatura Gaus-
stana constante.

En el caso de superficies, una métrica lo mas “pareja”’, “redonda”o uniforme
posible puede entenderse como una métrica de curvatura Gaussiana constante. El
teorema anterior no solo nos dice que podemos encontrar métricas de curvatura
Gaussiana constante, sino que ademés podemos obtenerlas deformando cualquier
métrica de modo que la deformacién preserve la nociéon de dngulo.

La pregunta natural que podemos hacernos es como generalizar este resultado
para dimensiones superiores.

Si buscamos métricas de curvatura seccional constante, encontraremos que el
enunciado del teorema anterior no es cierto. De hecho, son muy pocas las variedades
que admiten métricas de curvatura seccional constante. Admitir una métrica de
curvatura escalar constante es una condicion bastante restrictiva. En efecto, son
bien conocidos los siguientes teoremas de clasificacién (ver [28], [13]):

Teorema 1.0.3. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa, simplemente co-
nezxa de dimension n y con curvatura seccional constante ¢ € {—1,0,1}. Entonces,
(M, g) es isométrica a uno de los espacios de formas:
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» al espacio Euclideo (R",g2) sic =0,

» a la esfera con su métrica estandar de curvatura 1, que notamos con (S™, g),
sic=1,

= 0 a el espacio hiperbolico (H", g') de curvatura —1, si ¢ = —1.

Teorema 1.0.4. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa y conexa de di-
mensién n con curvatura seccional constante. Entonces (M, g) es difeomorfa a M /T,
donde M su cubrimiento universal, es uno de los espacios de formas y T es un sub-
grupo de isometrias de M _que actia de forma totalmente discontinua en M, con la
métrica inducida por m : M — MT.

Luego, una variedad que admita una métrica de curvatura seccional constante
debe ser difeomorfa a uno de los cocientes anteriores, por lo cual no toda variedad
admite métricas de este tipo.

Como la curvatura seccional es muy restrictiva, el paso natural es considerar
otras nociones de curvatura, como por ejemplo la cuvatura de Ricci. Una métrica g
se dice de Einstein si en cada punto su tensor de Ricci es un multiplo escalar de la
misma, es decir, si existe A € R tal que

Ricc = )g.

Tomando traza en la ecuacion anterior, se obtiene que

1
A= =5,
n g
Es decir,
1
Ricc = —S,9.
n

Notar que si g es una métrica de Einstein en M, entonces g es una métrica de
curvatura escalar constante (ver [28]). D. Hilbert probé (ver [10]) que las métricas
de Einstein son los puntos criticos del funcional de Hilbert-Einstein, definido en el
espacio de métricas Riemannianas sobre M como

[y Sol¥y

B IES

Es decir, la ecuacién de Euler-Lagrange de este funcional es

Rice(g) — 1 9 =0.
n
Luego, las métricas de Einstein podrian considerarse como generalizaciones de las
superficies con métricas de curvatura Gaussiana constante. Por lo que una forma
posible encontrar métricas mas uniformes seria buscar métricas de Einstein. Sin em-
bargo, a pesar de que la familia de variedades que admiten métricas de Einstein es



mucho mas grande que la familia de aquellas que admiten métricas de curvatura sec-
cional constante, existen variedades cerradas que no admiten métricas de Einstein.
Por ejemplo, de este tipo de variedades son S! x §?, S' x §? 0 la suma conexa de dos
toros 4—dimensionales (ver [10], Capitulo 6). Para mas ejemplos sobre variedades
de dimensién 3 y 4 que no admiten métricas de Einstein, el lector puede ver [32],
[26]) y las referencias alli mencionadas.

El inconveniente con estos enfoques es que el problema estd sobredeterminado.
El tensor curvatura tiene n! componentes y el tensor de Ricci tiene n? (sin contar las
simetrias). Pero al realizar una deformacién conforme de una métrica solo podemos
elegir una tnica funcién escalar. Un camino en el que podemos tener esperanza de
generalizar el Teorema de Uniformizacion a dimensiones superiores es considerando
la curvatura escalar. La curvatura escalar nos dice cuanto difiere el volumen de una
bola de radio muy pequeno en la variedad con respecto al volumen que una bola
del mismo radio tendria en el espacio Euclideo (ver Seccién . Este enfoque es
conocido como el problema de Yamabe y el siguiente teorema es consecuencia de su
resolucion.

Teorema 1.0.5. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimensionn > 3.
Entonces existe una métrica g conforme a g de curvatura escalar constante.

El problema Yamabe fue introducido por H. Yamabe en 1960, en el articulo [44]
publicado pdéstumamente. En el articulo mencionado, Yamabe da una resolucién
al Teorema [1.0.5] Sin embargo, en 1968 N. Triidinger ([41]) encontré una falla en
la demostracién dada por Yamabe, pero logré demostrar que el teorema anterior
resultaba cierto al considerar métricas que eran conformes a métricas de curvatura
escalar negativa. El gap en la demostracion de Yamabe se debié basicamente a
que en a principios de la decada del 60 del siglo pasado todavia no se tenia un
buen entendimiento de ciertas ecuaciones elipticas no lineales con exponente critico,
como las que aparecen naturalmente en este problema. De todas formas, la idea de
la prueba de Yamabe era la correcta, como se terminé viendo en las dos décadas
siguientes.

El enfoque de Yamabe consistié en describir a las métricas en la clase conforme
de g como g = uP»2g donde u € CZH(M) y p, = 2. Entonces probé que g es
una métrica de curvatura escalar ¢ (constante) si y solo si u satisface la siguiente
ecuacion diferencial eliptica, conocida como ecuacion de Yamabe:

Ly(u) = cuP 1. (1.1)

Notar que la parte lineal de la ecuacién de Yamabe esta dada por el Laplaciano
conforme de (M, g). Para que la Ecuacién tenga soluciones positivas, la cons-
tante ¢ no puede tener cualquier signo. Veremos que dicho signo esta intimamente
relacionado con el espectro de L,.

La ecuacién de Yamabe es la ecuacién de Euler-Lagrange del funcional de Hilbert-
Einstein restringido a la clase conforme de la métrica g. Este funcional no tiene ni
minimos ni maximos locales en el espacio de métricas Riemannianas, y como ya
mencionamos puede que no tenga ningtin punto critico. Sin embargo es facil de ver



que este funcional esta acotado inferiormente en cualquier clase conforme. El infimo
de este funcional en la clase conforme recibe el nombre de constante de Yamabe.
Luego, la pregunta natural que podemos hacernos es ;Se trata en realidad de un
minimo? Si asi lo fuera, tendriamos un punto critico del funcional del funcional,
y por lo tanto, una solucién positiva de la ecuacion de la Ecuacion , lo que
implicaria que hay una métrica de curvatura escalar constante en la clase conforme.

En 1976, Aubin ([6]) probé el problema de Yamabe para clases conformes que
poseen métricas con energias (constante de Yamabe) no muy altas (de hecho menor
que la energia de la métrica redonda en la esfera). En particular, resolvié el problema
para variedades no localmente conformes a R™ de dimensiéon n > 6. Finalmente en
1984, R. Schoen probé [38] los casos restantes utilizando el Teorema de Masa Positiva
probado por él mismo y S.T. Yau en [37] y [35] para dimensiones bajas, y por E.
Witten para variedades spin en [43].

La tesis estd organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 2 incluimos las no-
ciones de geometria Riemanniana y analisis geométrico necesarias para desarrollar
los temas tratados en la tesis. En el Capitulo 3 introducimos el operador Lapla-
ciano conforme y estudiamos algunas de sus propiedades bésicas. En el Capitulo
4 discutimos la solucién del problema de Yamabe. El Capitulo 5 esta dedicado a
estudiar las propiedades del espectro del Laplaciano conforme. Por tltimo, en el
Capitulo 6 utilizamos productos Riemannianos para construir ejemplos de varieda-
des Riemannianas con distintas propiedades geométricas. Veremos resultados sobre
multiplicidad de métricas de curvatura escalar constante en clases conformes que
admiten métricas de curvatura escalar positiva y resultados sobre la cantidad de
autovalores negativos del Laplaciano conforme.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo introduciremos las definiciones y resultados elementales de geo-
metria Riemanniana y analisis geométrico que seran utilizados a lo largo de la tesis.
No es intencién dar prueba detallada de los mismos. El lector interesado en estos
resultados puede consultar, por ejemplo, la siguiente bibliografia: [13], [28] , [33],
[25].

2.1. Variedades Riemannianas

La geometria Riemanniana tiene como objeto de estudio a las variedades Rie-
mannianas. Estas estdn constituidas por un espacio, que es una variedad diferencial,
dotado de una estructura que le confiere geometria. Esta estructura se llama métrica
Riemanniana y consiste precisamente en un tensor de tipo (0, 2) covariante, simétrico
y definido positivo.

Definicién 2.1.1. Una Variedad Riemanniana (M, g) es una variedad diferencial
M dotada de una métrica Riemanniana g.

Notemos que una métrica Riemanniana g induce en cada espacio tangente T, M
un producto interno, dado por

<Xpa Yp>p = gp(va sz)

para cada par de vectores tangentes X,,Y, € T,M .

Este producto interno que varia suavemente en la variedad diferencial M nos
permite definir la nociéon de angulo y longitud de vectores tangentes, con lo cual
obtenemos una geometria en M. Uno de los objetivos principales de la geometria
Riemanniana es tratar de entender todas las geometrias que puede soportar una
variedad.

Un marco local {ey,...,e,} de la variedad M de dimensién n es un conjunto de

campos tangentes definidos en un abierto U de la variedad, tales que en cada p € U,
{e1(p), ..., en(p)} es una base de T, M. Por ejemplo, si (U, x) es una carta de M, los
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campos tangentes canénicos {01, ..., d,} inducidos por este sistema de coordenadas
forman un marco local. Notaremos {e!,...,e"} a su marco dual.
Si g es una métrica Riemanniana, la podemos describir localmente utilizando un

marco local como
9= Zgijei ® ¢,
i\j
donde g;; es la funcién suave g;; : U — R definida por

9i5(p) := gp(ei(p), e;(p)).

En particular, si consideramos una carta (U, z), localmente la métrica serd de la
forma

g = gijdx" @ da’.
Notemos que la matriz (g;;) es inversible en cada punto p € U y ademéds varfa
suavemente. Luego, su inversa, a la que notaremos (¢%), también varfa de forma
suave.

El siguiente teorema nos dice que la teoria de variedades Riemannianas no es
vacia.

Teorema 2.1.1. Toda variedad diferencial M admite una métrica Riemanniana g.

De hecho, de la demostracién del Teorema [2.1.1] (ver por ejemplo [27] Proposicién
13.3) se desprende que no hay una tnica métrica Riemanniana, sino que sobre una
misma variedad se pueden definir infinitas métricas Riemannianas y, posiblemente,
geometrias muy diversas.

A continuacion daremos algunos ejemplos importantes de variedades Rieman-
nianas, y veremos un caso de variedades Riemannianas difeomorfas que no tienen la
misma geometria.

Ejemplo 2.1.1. Llamamos espacio Euclideo a la variedad Riemanniana (R",g2),
donde la métrica g estd dada por producto interno usual de R™ en cada espacio
tangente. Con el sistema de coordenadas usuales tenemos que

gr =Y 0yda’ @da’ = do' @ dx’.
ij i
Ejemplo 2.1.2. Sean M y N dos variedades diferenciales y g una métrica Rieman-
niana definida sobre N. St f : M — N es una inmersion, es decir d,f : T,M —
Ty N es una aplicacion inyectiva para todo p € M, el tensor f*g inducido por el

pullback de g por f es una métrica Riemanniana en M. Mds precisamente, esta
métrica estd definida por

([ 9)p(Xp, Yp) = gr(n) (dp [ Xy, dp [Y3).-

En este caso decimos que (M, f*g) es una subvariedad Riemanniana inmersa de
(N,g). Si ademds f es una sumersion, decimos que (M, f*g) es una subvariedad
sumergida de (N, g).



De forma un poco méas general, tenemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1.3. Sean M y N dos variedades diferenciales, g una métrica sobre N
y f: M — N una funcion suave. Si el tensor f*g es definido positivo, lo llamamos
métrica inducida por el pullback de f sobre M.

Un caso particular del ejemplo [2.1.2] es el siguiente:

Ejemplo 2.1.4. Sea S}, := {x € R"™ : ||z|| = R} la esfera n-dimensional de radio
R. Llamamos métrica estandar o métrica redonda de S% a la métrica g§ que resulta
de la restriccion de la métrica Euclidea a la esfera. Es decir, gy = i*g™**, donde
i:S% — R es la inclusion. De ahora en adelante, para simplificar notacion, a
la esfera de radio 1 la notaremos S™.

Ejemplo 2.1.5. Sea BY la bola de radio R en R". Consideremos la métrica dada
en las coordenadas usuales por

gy = m Zdz ® da'.

(B, g1t) es un modelo de la geometria therbol@ca conocido como la bola de Poincaré.
Cuando n = 2, este modelo es conocido como el disco de Poincaré. De ahora en
mdas notaremos (H}, g7') a cualquier modelo de la geometria hiperbdlica (ver [28],
Proposicion 3.5 y (15], Capitulo 8).

A lo largo de la tesis, X(M) denotara el espacio de campos tangentes (suaves)
de la variedad diferencial M.

Ejemplo 2.1.6. Sean (M, g) y (N, h) dos variedades Riemannianas. Podemos dotar
de forma natural una métrica Riemanniana al producto M x N. Esta métrica, que
llamaremos métrica producto, estd definida por

g+ h:=my9+7myh,

donde mpy - M X N — y iy : N — N son las proyecciones canonicas. De forma
mdas explicita,

(g+h)(X,)Y) :=g(dryX,dryY) + h(dry X, dryY)
para todo X,Y € X(M x N).

Ejemplo 2.1.7. Sea G un grupo de Lie. Dado { , ) un producto interno en g := T,G,
el dlgebra de Lie asociada, podemos definir una métrica Riemanniana g en G via la
traslacion a izquierda del producto interno. Es decir,

g(Xva Y;)) = <dev*1Xv; dev*1KJ>
para todo X,,Y, € T,,G, donde L, es la funcion definida por
L,(w) = vw.

La métrica g satisface que es invariante por las funciones L,, es decir L(g) = g

para todo v € G (ver Ejemplo[2.1.).



Notemos que en el Ejemplo tenemos un caso de una variedad Riemanniana

difeomorfa al disco de R™ pero cuya geometria es diferente. En efecto, como es bien
sabido, en el espacio Euclideo las curvas que minimizan la distancia entre dos puntos
son las rectas. Sin embargo, como ilustramos en el siguiente dibujo, esto no es asi
en el disco de Poincaré.

Disco de Poincaré.

Las funciones entre variedades Riemannianas que preservan las propiedades geométri-

cas son aquellas que respetan la métrica.

Definicién 2.1.2. Sean (M, g) y (M, §) dos variedades Riemannianas. Diremos que
un difeomorfismo f : M — M es una isometria si f*g = ¢. Es decir, si en cada
punto p € M tenemos que

gf(p)(dpf<Xp)> dpf(Yp)) = gp(Xp, V)

para todo par de vectores tangentes X, Y, € T,M . Una isometria local es una
funcién suave f : M — M para la cual en cada punto p € M existe un abierto U
entorno a p tal que f|y : U — f(U) es una isometria.
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Ejemplo 2.1.8. §i G es un grupo de le Lie dotado con la métrica Riemanniana
construida en el Ejemplo entonces todas las traslaciones a izquierda resultan
isometrias.

En esta tesis trataremos con una familia de funciones que incluye a las isometrias.
Esta es la familia de los difeomorfismos conformes, que son aplicaciones que preser-
van los angulos pero no necesariamente las distancias.

Definicién 2.1.3. Sean (M, g) y (N, h) dos variedades Riemannianas. Decimos que
un difeomorfismo f : M — N es un difeomorfismo conforme si existe una funcion
positiva ¢ € C*°(M) tal que f*h = pg. En particular si M = N, decimos que dos
métricas ¢g; y g» son conformemente equivalentes punto a punto si la identidad es
un difeomorfismo conforme, es decir, si existe una funcién positiva p € C*(M) tal
que go = @g;. Claramente esto define una relacion de equivalencia en el espacio
de métricas Riemannianas sobre M. Sus clases de equivalencia se denominan clases
conformes.

Ejemplo 2.1.9. Sea S" la esfera de radio 1 y N el punto dado por N := (0,...,0,1).
Entonces, la proyeccion estereogrdfica desde el polo norte ¢y : S" — {N} — R",

dada por
x x

1 n
1 n ntly . __
On(xr, ..., )'7(1—x”+1"”’1—x"+1>’

es un difeomorfismo conforme.
En efecto,

( —1)* n __ 4R4 n
VI R

donde

22! 22" |Jz|]P =1
~1 1 n = “e .
o8 @ = (T T e TP 1)

es su inversa (ver (28], Lema 3.4).

2.2. Isomorfismos musicales y contraccion
métrica
Una métrica Riemanniana ¢g induce un isomorfismo canénico entre el fibrado
tangente T'M y el fibrado cotangente T* M que nos permite identificar tanto campos

tangentes con 1-formas como también tensores de tipo (k,r) con tensores de tipo
(k+1Lr—1)o(k—1,r+1).

Definicién 2.2.1. Sea X € X(M). Definimos la 1-forma X” € X*(M) como
X0(Y) 1= g(X,Y)

para cada Y € X(M). Similarmente, dado w € X*(M) llamamos w* al tinico campo
tangente que satisface
g(WhY) = w(Y)
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para todo Y € X(M).

Las asignaciones X — X’ y w —— w! son mutuamente inversas, y por lo
tanto inducen un par de isomorfismos b : TM — T*M y # : T*M — TM que
llamaremos isomorfismos musicales.

Sea X € X(M) y w € X*(M). Las expresiones locales para el campo X y la
forma w respecto a un marco local {ey,...,e,} y su marco dual {e!,...,e"} son

X=> Xe
w = Zwiei.

Luego, las expresiones locales para X° y w? son las siguientes:

vz

J

wﬁ = Z (Z gijwi> €.
J 7
Para extender esta idea al fibrado tensorial T%(M), simplemente hay que indicar
en qué indice covariante estamos aplicando b o en qué indice contravariante estamos
aplicando .
Un ejemplo importante es el siguiente. Dado un tensor de tipo (0, 2)

T=Y Tewd
1,J

obtenemos el tensor de tipo (1,1)

irjk
Entonces definimos la traza de X por g como
trg(T) = Cm(Tﬁ),

donde CY; es la contraccién en los indices k e i (ver [2§]).
En coordenadas, tenemos que

i,J

/Z:7j7k
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Por la simetria del tensor métrico g, podemos hacer el mismo procedimiento consi-

derando el tensor
Tﬁ:Zg"”T e ® e
ivjik
y obtenemos el mismo resultado.

Los isomorfismos musicales nos permiten extender a cualquier variedad Riema-
nniana la nocién de campo gradiente de una funcién diferenciable del espacio Euclideo.
Si (M, g) es una variedad Riemanniana y f: M — R es una funcién suave, el gra-
diente de f es el campo tangente

Vof = (df>ﬁ-

Es decir, V4 f es el inico campo tangente que satisface

9(Vof,Y) = df(Y)

para todo Y € X(M).
Sea (U, x) una carta. Si escribimos localmente

V,f = Z(vgfr'ai,

entonces,

0,f = df(9,) = 9(V,£.0;) = 9( DV )01 0;) = >0Vl

A

Luego, para cada k nos queda que

> 0", = 3 DVl g™ = YVah) D g™

= SV o = (Vo)

Por lo tanto, obtenemos la siguiente expresion local para el gradiente:

V,f = Z (Zgijaif> 8;. (2.1)

Al igual que el gradiente Euclideo, el gradiente Riemanniano nos da la direccién de
mayor crecimiento de la funcién f en términos de la métrica.
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2.3. Densidad Riemanniana

Para desarrollar una teoria de integracion en variedades Riemannianas, como no
nos queremos restringir uinicamente al estudio de variedades orientables, debemos
introducir la nocién de densidad.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n. Una densidad en V' es una funcion

pw:Vx...xV—R
—_——
n-veces

que satisface

w(T(v1),...,T(vy)) = | det T|p(vs, ..., v,)
para toda transformacién lineal T': V' — V. Notaremos por ® (V') al conjunto de
densidades definidas en V.

Si M es una variedad diferencial, el conjunto

(M) = [[ 2(T,M)

peEM

junto con la proyeccién canénica m @ ®(M) — M tiene estructura de fibrado
vectorial suave de rango 1. Llamaremos densidad sobre M a cualquier seccion suave
de este fibrado. Un desarrollo de este tépico se puede encontrar en [27].

Sea (M, g) una variedad Riemanniana. La métrica g induce sobre M una densi-
dad canodnica 14, la cual nos permite calcular volimenes e integrales de funciones.
En el espacio euclideo, la propiedad fundamental que satisface la forma canénica de
volumen es que el volumen del cubo unitario es 1. Si (M, g) es una variedad Riema-
nniana cualquiera, la propiedad que debe satisfacer i, es que para cualquier marco
local ortornormal {eq,...,e,}, valga que py(eq,...,e,) = 1. Notemos que siempre
tenemos un marco ortonormal alrededor de cualquier punto p € M, ya que si to-
mamos una carta (U, z) centrada en p y aplicamos el proceso de ortonormalizacién
de Gram-Schmith al marco coordenado, obtendremos un marco ortonormal en cada
punto g € U.

Teorema 2.3.1. Dada una variedad riemanniana (M, g), existe una inica densidad

g tal que pg(es, ..., e,) =1 para todo marco local {eq, ..., e,} ortonormal respecto
de g.
Demostracion. Ver [27], Proposicién 15.29 y Proposicién. 16.45. O

A pgy la llamaremos densidad Riemanniana y la denotaremos dV.
Si (U, x) es una carta, la expresién local para dV; (ver [27], Proposicién 15.31)
esta dada por

dV, = \/det(gi;)|dz" A ... A dx"|.

Asi, si (U, z) es una carta y A C U es un subconjunto medible, podemos calcular el
volumen de A como

Vol,(A —/dV —/ det(g;;) o x~tdat ... da™,
o(A) = | dV oV (9i5)

14



Para calcular el volumen de un subconjunto medible B C M, simplemente tomamos
un atlas {(U,, x4)} vy una particién de la unidad subordinada {p,} y obtenemos que

Voly,(B) = Z/ o )pa\/det(gij) ox tdxt ... da".

Fécilmente se puede ver que esta expresion no depende del atlas ni de la particién
de la unidad elegida. De forma similar, si f : M — R es una funciéon continua de
soporte compacto, la integral de f sobre M se define por

/ fdv, = Z/ pafir/det(gij) o v tdat ... da™.
M a fl'a(Uoz)

2.4. Conexion de Levi-Civita

Sea M una variedad diferencial. Dada una funcién f € C*°(M) y un campo
tangente X € X(M) sabemos que la derivada de f en la direccién de X estd dada por
X(f) = df(X). Una conexion afin es una regla para identificar espacios tangentes
de puntos cercanos, lo que nos permite extender la nociéon de derivada a campos
vectoriales y tensoriales.

Si bien la derivada direccional de una funcién es una nocién intrinseca de la
variedad diferencial, en principio no podemos derivar los campos intrinsecamente de
una manera canonica. Veamos qué ocurre cuando tratamos con superficies regulares
de R3. Consideremos S una superficie regular en R* y X un campo tangente a S.
Si imaginamos un individuo bidimensional que vive sobre la superficie, este solo
podra percibir la componente tangencial de cualquier aceleracion. Por ejemplo, si
el individuo se mueve a velocidad constante sobre el meridiano de una esfera, este
percibird que la que la derivada de su campo velocidad (es decir, su aceleracién) es
cero. Sin embargo, para un individuo tridimensional que lo observa desde afuera,
el movimiento anterior claramente estd acelerado. Por lo tanto, intrinsecamente en
la superficie tinicamente se perciben las componentes tangenciales de las derivadas
direccionales de los campos tangentes. En el caso de superficies regulares en R3, estas
son las proyecciones ortogonales de las mismas sobre el plano tangente respectivo.
De forma un poco mds precisa, consideremos un campo X : S — TS C R3, un
punto p € Sy un vector tangente v € T,,S. Si D, X (p) € R? es la derivada del campo
X en p en la direccién de v, entonces la podemos descomponer como

D,X(p) = D,X"(p) + D,.X"(p),

donde D, X7 (p) € T,S es la componente tangencial, D,X*(p) € T,S* es la com-
ponente ortogonal y el complemento ortogonal 7,5+ lo tomamos con respecto a la
métrica Euclidea de R3. Luego, la parte de D, X (p) que no percibe el individuo es
D,X*(p). Notemos que estamos utilizando fuertemente dos hechos. El primero es
que S es subvariedad R? y por lo tanto, T'S C TR3. El segundo es que determina-
mos un complemento del espacio tangente en cada punto de S utilizando la métrica
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Euclidea de R3, de hecho estamos considerando en S con la métrica inducida por
la métrica Euclidea, y con esto la componente de la aceleracién que no se percibe
desde la superficie.

En una variedad diferencial cualquiera sucede exactamente lo mismo. Para definir
el concepto de derivadas de orden superior deberfamos determinar el complemento
del espacio tangente que no queremos que se aprecie intrinsecamente desde la va-
riedad. Esta eleccién no es para nada candnica. Podremos definir muchas derivadas
covariantes para una misma variedad. No obstante, mas adelante veremos que en el
caso de variedades Riemannianas existe una derivada covariante especial que estara
determinada por la conexién de Levi-Civita.

A continuacién introduciremos el concepto de conexion afin:

Definicién 2.4.1. Una Conexién Afin es una funciéon V : X(M) x X(M) — X(M)
denotada por (X,Y) — VxY que satisface las siguientes propiedades:

1. Es C*°(M)-lineal en X. Es decir,
VaxirpxY = [Vx,Y + oVy,Y
para todo fi, fo € C®°(M) y X1, X5, Y € X(M).
2. Es R -lineal en Y. Esto es,
Vx(aY; +bY3) = aVxY) +bVxY,
para todo a,b € Ry X,Y;,Ys € X(M).
3. Satisface la regla de Leibniz. Es decir,
Vx(fY)=fVxY +X(f)Y
para toda f € C*(M) y X,Y € X(M).
Al campo vectorial VxY se lo llama derivada covariante de Y en la direccion de X.

Cada conexion afin V tiene asociada una funcién K, llamada funcion de co-
nexion, que nos facilita interpretar geométricamente lo que sucede con las derivadas

de orden superior con respecto a la conexion afin. El siguiente resultado puede verse
en [23].

Teorema 2.4.1. Sea M una variedad diferencial con una conexion afin V. Entonces
existe una unica funcion diferenciable K : TTM — TM, llamada funcion de
conexion, que satisface:

1. Siv e TM yw(v) = p, donde 7 : TM — M es la proyeccion candnica,
entonces K(T,TM) C T,M.

2. K, = K|r,rm : T,TM — T,M es lineal.
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3. 8veTMywe T,TM son tales que w = d,X(Y), donde Y € T,M y
X e{X eX(M): X(p) =v}, entonces K(w) = VyX.

Sea v € T'M. Consideremos las funciones lineales d,m : T,7M — Ty, My
K, : T, TM — Ty M inducidas por la proyeccion canénica y por la conexion V,
respectivamente. Entonces obtenemos la siguiente descomposicién del subespacio
T, TM:

T,TM =T'TM & T"TM, (2.2)

donde TPTM := Ker(d,n) y T'"T'M := Ker(K,) (ver [23]). A los subespacios T"T' M
y ThT'M los llamamos subespacio vertical y subespacio horizontal, respectivamente.
Claramente, el subespacio vertical esta determinado tinicamente por la informacion
del atlas de la variedad, mientras el subespacio horizontal depende de la conexion
elegida.

Notemos que esta descomposicion nos permite interpretar la derivada covariante,
tal como hicimos para superficies en R?. Concretamente, consideremos un campo
X : M — TM, un punto p € M y un vector tangente v € T,M. Luego, si
dpyX : T,M — Tx,TM es la diferencial de X en p, entonces d, X (v) € Tx,TM es la
derivada de X en la direccion de v. Utilizando , podemos descomponer T, T'M

de la siguiente manera:
Tx,TM =Ty TM & T TM.
Luego, podemos escribir a d,X (v) de forma tnica como
d, X (v) = d, X (v)" + d, X (v)"
con d,X(v)" € Ty TM y d,X(v)" € T¢ TM. Asi, aplicando el Teorema ,

tenemos que
VX = K(d,X(v)) = K(d,X (v)" 4+ dpX (v)") = K(d, X (v)").

Esto nos dice que si elegimos una conexién afin V (que nos determina una funcién
de conexién K), entonces podemos identificar T,M con Ty TM y V, X con d,X (v)"
y dpX (v)" es la componente de d,X (v) que no puede percibir un individuo que vive
en M. Notemos que en particular V,X = 0 si y solo si d,X(v) € T)’}pTM. Esto
quiere decir que el individuo percibe como movimiento no acelerado a aquel que
tiene componente vertical nula.

Una propiedad importante de las conexiones afines es que el valor del campo
VxY en un punto p € M depende solo de los valores de Y en un entorno de p y del
valor de X en p.

Dada una conexién afin V en M y dos campos X,Y € X(M), nos seria de
mucha utilidad tener una descripcién local de la derivada covariante VxY. Para
esto consideremos un marco local {eq, ..., e,} (generalmente consideraremos marcos
inducidos por los sistemas de coordenadas). Llamamos simbolos de Christoffel a las
funciones suaves F,’fj determinadas por

Ve,ej = Z Ffjek.
k
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Luego, dados un abierto U C M, X e Y dos campos definidos en U y {ey, ..., e,}
un marco local, podemos escribir localmente a los campos X e Y como

X=> Xe
Y =) Yie,
J

Los simbolos de Christoffel determinan la conexion V en U mediante la siguiente

férmula:
ViV =) (X(Y’“) + ZXWPZ) er-
i?j

k

Con una conexién afin V también podemos extender la nocién de derivada cova-
riante a campos tensoriales de cualquier tipo. En efecto, se puede ver que dada una
variedad diferencial M dotada de una conexién afin V, existe una tinica conexién V
definida sobre cada fibrado tensorial 7T} (M) que satisface las siguientes propiedades:

1. Coincide con la derivada direccional usual en C*°(M). Es decir,
Vxf=X(f) = df(X) (2.3)
para toda funcién f € C*°(M) y todo campo X € X(M).
2. Coincide con la conexién original sobre los campos tangentes. Esto es,
VxY = VxY (2.4)
para todo par de campos X,Y € X(M).

3. Dados dos campos tensoriales F y G de cualquier tipo y un campo tangente
X € X(M), vale la siguiente regla del producto:

Vx(F®G) = (VxF)® G+ F® (VxG). (2.5)

4. V conmuta con cualquier contraccién. Es decir,
Vx(C(Y)) = C(VxY) (2.6)
donde X e Y son dos campos y C' es la contraccién en cualquier par de indices.

Para simplificar la notacién también notaremos a V como V.

Las propiedades (1)-(4) que caracterizan a V nos sirven para calcular cudnto
vale la derivada covariante de un campo tensorial de cualquier tipo sabiendo cuanto
vale sobre los campos vectoriales. Por ejemplo, si X € X(M) es un campo tangente
y w € X*(M) es una 1-forma, entonces tenemos que

Vxw(l))=Vx(CweY))=CVxweY))
= C(VXCL) ®Y +w® VXY) = (V)ﬂﬂ)(Y) +W(VXY>
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para todo Y € X(M). De forma similar, si F' es un campo tensorial de tipo (r, k),
tenemos que

(VxF)(w', ..., 0" Y1,....Y) = X(Fw',..., 0", Y1,...,Y}))

=) Fw',...,Vxw, W YL )
j=1

k
=) Fw',.. WY, VXYY
i=1

En general, dada una variedad diferencial M dotada de una conexién afin V, si
F es un campo tensorial de tipo (r, k) entonces definimos la Derivada Covariante
Total como el campo tensorial de tipo (r, k + 1)

VE :X*(M) x ... xX*(M)xX(M) x...x X(M) — C*(M)
dado por
VEW', ... ,w"\Y1,..., Y, X) = VxFWh, ..., 0", Y, ..., Y.

Notemos que en particular si f € C°(M), entonces V f = df, ya que para cada
X € X(M) tenemos que Vf(X) =Vxf=X(f)=df(X).
Si X € X(M) es un campo, entonces VX es el tensor (1,1) dado por

VX(w,Y)=w(VyX)

Pensado como un elemento de Endcen(X(M)), es la aplicacién Y — VyX.
Inductivamente, definimos la k-ésima derivada covariante del campo X como el
tensor VFX := V(V*71X). Localmente, si (U, ) es una carta y escribimos

X=> X0,

entonces

VX =) aid; @da,

%,J

donde
ai =VX(da', ;) = da'(Vy, X) = da’ (Z Vo, (Ikak)>
k

S 4 %) = S (003 Y0
k k l
-5 (st ) <y,
k l k

Como mencionamos al principio de la seccién, las variedades Riemannianas tie-
nen asociada una conexion especial que generaliza la conexiéon candnica del espacio
Euclideo.
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Teorema 2.4.2. Sea (M,g) una variedad Riemanniana. Entonces eziste una inica
conexion V, llamada Conexion de Levi-Civita, que satisface las siguientes propieda-

des:

1. Es compatible con la métrica:
Vxg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (2.7)
para todo X,Y,7Z € X(M). Es decir, Vg = 0.

2. Es libre de torsion:
VxY = VyX = [X,Y] (2.8)

para todo X,Y € X(M).
Demostracion. Ver 28], Teorema 5.3 o [13], Teorema 3.6, Capitulo 2. O

Mas adelante, cuando hablemos de curvas y geodésicas, podremos interpretar
geométricamente el significado de estas propiedades.

De la demostracion del teorema anterior se desprenden dos férmulas que ademas
de caracterizar la conexién de Levi-Civita nos permitiran realizar varios célculos. La
primera es la Formula de Koszul:

29(VxY, Z2) =X(9(Y, 2)) + Y (9(Z, X)) = Z(9(X,Y))

-9V, [X, Z]) = 9(Z,[Y, X]) + 9(X, [Z,Y]) (2.9)

para todo X,Y, Z € X(M) (ver [13], [28]). A partir de esta férmula obtenemos la
segunda, que nos permite calcular los simbolos de Christoffel respecto a una carta
(U, z) en términos de los coeficientes de la métrica:

1
Iy = B ngl(&-gﬂ + 0,94 — 019ij)- (2.10)
;

Por ultimo debemos mencionar que, como es de esperar, la conexion de Levi-
Civita es preservada por isometrias; tal como dice la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4.1. Sean (M, g) y (N,h) dos variedades Riemannianas y sea f :
(M,g) — (N, h) una isometria. Si notamos por V y V a las conexiones de Levi-
Cwita de M y N respectivamente, entonces

df (VxY) = V) (df (V)

para todo par de campos tangentes X,Y € X(M).
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2.5. (eodésicas y transporte paralelo

En esta seccion introduciremos la nocién de curva geodésica, que son las curvas
que juegan el rol que tienen las rectas en la geometria clasica. En el espacio Euclideo
podemos caracterizar a las rectas de distintas maneras. Una forma posible de hacerlo
es como las curvas que minimizan la distancia entre dos puntos dados. Mas adelante
veremos que si consideramos puntos lo suficientemente cercanos esta caracterizacion
también vale para las geodésicas. Otra forma de caracterizar a las rectas es como
las curvas de aceleracién nula.

Dada una curva suave v : I — M, donde I C R es un intervalo, un campo
tangente sobre y es una funcién suave V' : I — T'M tal que V (t) € T, M para
todo tiempo t € I. Llamemos X(7) al espacio de campos vectoriales sobre la curva
~. La siguiente proposicién nos muestra cémo actiia una conexion afin sobre los
campos tangentes a una curva.

Proposiciéon 2.5.1. Sea (M,g) una variedad Riemanniana y V la conexion de
Levi-Civita. Dada una curva suave vy : I — M, tenemos que V determina un unico
operador Dy : X(v) — X(7) que satisface las siguientes propiedades:

1. Es R-lineal:

para todo a,b € R y VW € X(7).

2. Vale la regla del producto:

Di(fV) = %V + fDV

para toda f € C®°(M) y para todo V€ X(7).
3. 8iVeX(y)yyVeX(M) estal que V], =V, entonces

Llamamos a DV Derivada Covariante de V sobre .
Demostracion. Ver [28] Lema 4.9 o [13], Proposicién 2.2, Capitulo 2. O

Si (U, x) es una carta y escribimos
V(D) = V(19
J

la expresion local para la derivada covariante de un campo sobre una curva en un
punto £y € I es

Do) = Y | D) + 0V 10) D 1) (00) | 01

k

21



Observemos que del punto 3 de la proposicién anterior se sigue que el valor del
campo VxY en un punto p € M depende solo de los valores de Y sobre una curva
tangente a X,,.

La derivada covariante para campos vectoriales sobre una curva - nos permite
hablar de la aceleracion de la misma, definida como la derivada covariante del campo
tangente Z—Z. Diremos que una curva 7y es una geodésica si su aceleracion es nula, es
decir

by
dt
Sea K la funcién de conexién definida en la seccion anterior. Si V' es un campo sobre
la curva v entonces

dy

En particular, si V' es el vector velocidad de la curva -, la funcién K nos determina
la componente de la derivada del campo V' que puede percibir un individuo que vive
en la variedad. Luego, las geodésicas resultan ser las curvas tales que

k (20) o

El siguiente teorema, consecuencia del teorema de existencia y unicidad local
para ecuaciones diferenciales ordinarias, nos dice que por cada punto p € M , dado
v un vector tangente a M en p, pasa una unica geodésica con velocidad inicial v. Su
demostracién puede encontrarse en [28], Teorema 4.10.

Teorema 2.5.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y V La conezxion de Levi-
Ciwita. Dados un punto p € M , un vector v € T,M y un tiempo inicial ty € R,
entonces existe un intervalo abierto I C R y una geodésica v : I — M tales que
to €, v(ty) =py Z—Z(to) =wv. Ademads cualquier par de geodésicas que pasan por p
y tienen la misma velocidad inicial coinciden en la interseccion de sus dominios.

De la unicidad se sigue que por cada punto p € M, dada una velocidad inicial
v € T,M pasa una geodésica maximal, en el sentido de que no se puede extender a
un intervalo mayor. Notaremos como 7, a la geodésica maximal tal que v,(0) =py
(Z—Z(to) = v; y denotaremos I, al intervalo maximal donde esta definida.

Si (U, x) es una carta y z'(t) = z'0~,(t), entonces la geodésica maximal satisface
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Lo () + 3, L ()L ()T (2(t) =0 paratodo 1<k <nytel,

dfti (0) = v, para todo 1 <1< n,

z;(0) = p; para todo 1 <i<n,

donde
v = Z 0;0;

y 2(p) = (p1,- -, pw)-
Una propiedad que cumplen las geodésicas maximales es la siguiente.
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Lema 2.5.1. Para todo v € TM, sic,t € R entonces vale que

/ycv(t> = ’Vv(Ct)a
siempre que la igualdad tenga sentido.
Demostracion. Ver [2§], Lema 5.8. O

Definicién 2.5.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea v : I — M una
curva en M. Un campo vectorial V sobre v se dice paralelo respecto de V si

DV (t) =0

para todo t € I. Un campo vectorial X definido en todo M se dice paralelo si es
paralelo sobre toda curva (o equivalentemente si VX = 0).

La definicién anterior nos dice que una geodésica es una curva cuyo campo de
velocidad es paralelo sobre toda la curva. Como consecuencia del Teorema de exis-
tencia y unicidad global para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales tenemos
el siguiente resultado que nos permitira definir el transporte paralelo, que no es

otra cosa que la generalizacion de la traslacion de vectores tangentes en el espacio
Euclideo.

Teorema 2.5.2. Sea (M,g) una variedad Riemanniana, y sea v : I — M una
curva en M definida sobre un intervalo I. Dado un tiempo ty € I y un vector v
tangente a M en y(to), entonces existe un unico campo vectorial V' paralelo sobre
tal que V (ty) = vo. A este campo vectorial lo llamamos transporte paralelo de vy a
lo largo de 7.

Demostracion. Ver [28] Teorema 4.11 o [13] Proposicién 2.6, Capitulo. 2. O

Dada una curva v : I — M y dos tiempos tg,t; € I, podemos definir una

aplicacion P} ; : Ty M — T4, )M como

Pt?),tl (v) :=V(t1),

donde V es el iinico campo paralelo a lo largo de «y tal que V' (t5) = v. Por el teorema
anterior P ; estd bien definido y facilmente se puede ver que es un isomorfismo
lineal. A esta aplicacién la llamamos transporte paralelo entre v(to) y (1) a lo largo
de ~. La traslacién paralela nos permite identificar vectores que estan en distintos
espacios tangentes, con lo cual podemos expresar la derivada covariante a lo largo
de una curva como el siguiente cociente incremental (ver [28]):

_ 1 1 v -1
Dy(v) = tl_lfftlo m[(Pto,t) V(t) — vl

La compatibilidad de la conexién de Levi-Civita con la métrica nos dice que el
transporte paralelo de cualquier vector a lo largo de una curva forma un angulo
constante con el vector velocidad de la misma. En realidad tenemos lo siguiente.
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Proposicién 2.5.2. Sea (M,g) una variedad Riemanniana y V la conexion de
Levi-Civita, entonces para toda curva v : I — M tenemos que:

1. St V,W € X(v), entonces

d
ag(Va W) = g(DV, W) + g(V, D,WV).

2. St V,W € X(vy) son dos vectores paralelos respecto de vy, entonces g(V, W) es
constante.

8. Para todo par de nimeros ti,ty € I, Py 4, @ Ty (M) — Ty (M) es una
1sometria lineal.

Demostracion. Ver [13] Proposicién 3.2, Capitulo. 2. O

De hecho, estas ultimas tres propiedades equivalen a la compatibilidad con la
métrica ([2.7).

Notar que si v es una geodésica, entonces su vector velocidad es un campo
paralelo a lo largo de ~. Luego, la proposiciéon anterior en particular nos dice que las
geodésicas en una variedad Riemanniana son curvas de rapidez constante, es decir
existe un nimero ¢ € R tal que |2 (¢)| = ¢ para todo ¢ € .

2.6. Aplicacién exponencial y coordenadas
normales

En esta seccién introduciremos dos herramientas centrales en el estudio de las
variedades Riemannianas. La primera es la funcion exponencial, que resulta muy
importante para entender la geometria local de las variedades, en particular resulta
fundamental en el estudio de cémo se comportan las geodésicas localmente. Esta
aplicacion mapea rectas del espacio tangente en geodésicas de la variedad. La otra
herramienta es el sistema de coordenadas normales, cuya principal utilidad es que
simplifica numerosos calculos, gracias a que codifica de forma elegante y econémica
las propiedades fundamentales para el estudio de la geometria local de la variedad.

Sea T'M el subconjunto del fibrado tangente dado por

ﬂ?::{veTM:leL,}.

Notemos que por el Teorema [2.5.1] 0, € ™ para todo p € M y que el conjunto

T,M = M NT,M es estrellado con respecto al origen.
Llamamos funcion exponencial a la asignacion exp : TM — M dada por

v Y(1).

Ademas, para cada p € M definimos la exponencial restringida como la restriccion
de exp al espacio tangente T, M. Es decir, exp, := exp|;.
P
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Notemos que T™ puede ser un subconjunto propio de T'M. De hecho lo sera si
la variedad no es completa (ver préxima seccién). En general estaremos interesados
en estudiar variedades compactas, con lo cual las geodésicas estan definidas en todo
R y por lo tantom:TMym:TpM.

Cada carta (U, x) induce naturalmente una carta (T'U, Z) en el fibrado tangente.
Esta carta estd definida de la siguiente manera: TU := 7~ *(U) donde 7w : TM — M
es la proyeccién canénica y & = (zt,..., 7", 2" ..., 7*") donde

F'(v) := 2" o m(v)

para todo 1 <i < n.
Al proyectar por 7 las curvas integrales del campo

n

G(v) == Z (:i"+k 95 Z " (0)Z"H( )(FZ © ﬂ-)(v)aj(erk)

k=1

definido en TU se puede ver que obtenemos geodésicas de M vy, reciprocamente,
fijando p € U y una velocidad inicial v € T,M, la geodésica v, se levanta a una
curva integral de G. Es decir, si ¢: [ — T'M es una curva integral de G, entonces
m o c es una geodésica en M, y si v : I — M es una geodésica en M, entonces
(7, %) es una curva integral de G.

El campo G se puede extender a un campo global que llamamos campo geodésico.
Como consecuencia del Lema y de la suavidad del flujo global de G tenemos
que la funcién exponencial satisface las siguientes propiedades (ver [2§], [13]):

Proposicion 2.6.1. Propiedades de la aplicacion exponencial:
1. TM es un abierto de TM que contiene a la seccion nula.
2. m es un conjunto estrellado respecto de 0, € T, M.
3. Para cada v € TM la geodésica vy, estd dada por
(t) = exp(tv)
para todo t € R donde la 1qualdad tenga sentido.
4. La exponencial es una funcion suave.

Para introducir las cartas normales, necesitaremos el siguiente lema, que es con-
secuencia del teorema de la funcién inversa (ver [28] Proposicién 5.7 o [13] Capitulo
3, Seccion 2).

Lema 2.6.1. La funcion exp, es un difeomorfismo local. Es decir, para todo punto
p € M existe un entorno abierto () de 0 € T,M y un entorno abierto U de p tales
que exp, : 0 — U es un difeomorfismo.
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Asi, llamamos entorno normal de p a cualquier abierto U que contenga a p y
que sea la imagen por exp, de un abierto €2 estrellado respecto de 0 € T, M tal que
exp, : {8 — U es un difeomorfismo. También llamamos bola geodésica o bola normal
B, (p) a la imagen por exp, de cualquier bola B, (0) de radio r centrada en 0 € T,,M
tal que expp|p, (o) sea un difeomorfismo con su imagen. De forma completamente
analoga se definen la bola geodésica cerrada y la esfera geodésica

Definicién 2.6.1. Sea U un entorno normal de p y {ey, ..., e,} una base ortonormal
de T,M. Si consideramos el isomorfismo lineal 7" : R" — T,,M dado por

T(x',... 2" = ijej,
J

entonces decimos que (U, @) con ¢ :=T ’1oexp; 117 es una carta normal o un sistema
de coordenadas normales centrado en p.

Para cada p € M las cartas normales centradas en p se corresponden con las
bases ortonormales de T, M.

Dado (U,z) con x = (z!,...,2") un sistema de coordenadas normales centrado
en p, llamamos funcion de distancia radial a la funcién dada por

@)= [ (@

y vector radial unitario al campo vectorial dado por
or —~ T oxt’

Para terminar la seccién enunciaremos una serie de propiedades que tienen las
cartas normales que nos serviran tanto para hacer calculos como para realizar inter-
pretaciones geométricas.

Proposicién 2.6.2. Sea (U, x) una carta normal centrada en p, entonces vale que:

1. Seav =) ,v;0; € T,M y, la geodésica tal que v,(0) =p y dgt“ (0) = v. Luego

se tiene que x o yy(t) = (tvq, ..., tv,) para todo t tal que 7,(t) € U.

2. Las coordenadas de p son (0,...,0), es decir x(p) = (0,...,0).

3. Las componentes de la métrica en el punto p son g;;(p) = 6, y por lo tanto,
las de su inversa también.

4. Toda bola {x : r(x) < €} contenida en U es una bola geodésica de M.

5. Para todo punto ¢ € U — {p}, % es el vector velocidad de la geodésica de

rapidez unitaria que une p y q, y por lo tanto tiene norma unitaria.

6. Las derivadas parciales de primer orden de las componentes de la métrica y
los simbolos de Christoffel se anulan en p, es decir Orgi;(p) = 0 y T};(p) = 0
para todo i, 5,k =1,...,n.
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2.7. Distancia geodésica

Una consecuencia importante de la Igualdad , es decir la propiedad de ser
que la conexién sea libre de torsion, es que las geodésicas minimizan localmente la
distancia entre dos puntos. Para esto, primero hay que especificar cudl es la distancia
que estamos considerando. Empecemos enumerando algunas definiciones necesarias.

Definicién 2.7.1. Decimos que la curva v : [a,b] — M es regular si v es una
inmersién (con un campo de velocidad que no se anula nunca). En particular, salvo
que sean constantes, las geodésicas son regulares.

Definicién 2.7.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Si v : [a,b] — M es una
curva regular, definimos la longitud de v como:

Lo)i= [ 1@

Notemos que esta definicién no depende de la parametrizacion elegida, es decir,
si ¢ [e,d] — [a, b] es un difeomorfismo y 7 := v o ¢, entonces L(y) = L(7).

Definicién 2.7.3. Una curva v : [a,b] — M se dice admisible si existe una parti-
cién del intervalo [a,b], a = ag < ay < ... < ap = b, tal que |, , q,] s regular para
todoi=1,... k.

Asi, si v es una curva admisible, podemos definir la longitud de + como la suma
de las longitudes de los segmentos de curva 7|4, ;. a,]-
De manera similar podemos definir el transporte paralelo para curvas admisibles.

Definicién 2.7.4. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Si p,q € M, entonces
definimos la distancia Riemanniana por

d(p,q) = 1inf L
(p.q) = inf L(7)
donde A(p, q) es el conjunto conformado por las curvas admisibles v : [a,b] — M
tales que y(a) = p y v(b) = ¢.

Como se puede ver en 28], Lema 6.2, la variedad Riemanniana (M, g) con la dis-
tancia definida arriba es un espacio métrico y su topologia coincide con la topologia
inducida por la estructura de variedad.

Definicién 2.7.5. Una curva admisible v : [a,b] — M se dice minimizante si
L(v) < L(¥) para toda curva admisible 7 : [a,b] — M tal que F(a) = v(a) y
7(0) = ().

Los siguientes teoremas nos permiten interpretar a las geodésicas como las curvas
que minimizan la distancia entre dos puntos, al menos si estos estan suficientemente
cerca.
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Teorema 2.7.1. Si vy es una curva minimizante y estd parametrizada con velocidad
unitaria entonces es una geodésica.

Demostracion. Ver 28], Teorema 6.6. O

Teorema 2.7.2. Si~ : [a,b] — M es una geodésica Riemanniana, entonces para
cada ty € [a,b] existe un intervalo (c,d) C [a,b] que contiene a to tal que 7v|caq) es
una curva minimizante.

Demostracion. [28] Teo. 6.12. O
Para terminar la seccién daremos una ultima definicion.

Definicién 2.7.6. Una variedad Riemanniana (M, g) se dice geodésicamente com-
pleta si toda geodésica maximal estd definida en todo R.

El Teorema de Hopf-Rinow (ver [28] Teorema 6.13 o [13] Teorema 2.8, Capitulo
7) dice que toda variedad Riemanniana conexa es geodésicamente completa si y solo
si es completa como espacio métrico. En particular, las variedades compactas son
completas.

2.8. Tensor de curvatura

Ahora introduciremos el principal invariante de la geometria Riemanniana, que
es el tensor curvatura. Este es un objeto invariante por isometrias locales que co-
difica, de manera un poco oscura, la informacion geométrica de la variedad. En
secciones posteriores introduciremos la curvatura seccional, la curvatura de Ricci
y la curvatura escalar que ofrecen interpretaciones mucho mas faciles de entender
desde el punto de vista geométrico.

Definicién 2.8.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Llamamos tensor de cur-
vatura de M al tensor R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) de tipo (1,3) dado
por

R(X, Y)Z = VvaZ - VyVXZ - V[Xy]Z.

En términos de una carta (U, x) el tensor curvatura se escribe localmente como

R = Z ka& ® dr' ® dr! @ da*,

1,7,k,l

donde los coeficientes Rijk estdn dados por

R(8;,0;) Z R0
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Luego,

Z Réjkal = R(0;,0;)0m = V§,V,0r — V,V,0
!
! !
-y [a@-rzk o+ e, -t
l m

Por lo tanto,

ij

Si contraemos el tensor R por la métrica en el indice [ obtenemos un tensor de
tipo (0,4), que notaremos Rm y también llamaremos tensor curvatura. Es decir,
Rm esta dado por

Rm(X,Y,Z, W) =g(R(X,Y)Z, W)

para todo XY, Z, W € X(M). En coordenadas tenemos que
Rm = Z Rz-jkldxi ® dr! @ dx* @ di,
irjoke.l

donde
Riji = g (R(0:,0,)0,0) = g (Z Ry O, 31) Z R} g(0m, O) =) gmi R}

Una de las razones por la que es 1util utilizar el tensor Rm en lugar de R es que tiene
las siguientes simetrias que en cierta forma lo caracterizan y lo hacen razonablemente
manejable.

Proposicién 2.8.1. Sean W, XY, Z € X(M), entonces:
1. Rm(W,X,Y,Z) = —Rm(X, W, Y, Z).

Rm(W, XY, Z

( ) =

Rm(W,X.Y,Z) = —Rm(W,X,Z,Y).
( ) = Rm(Y, Z, W, X).
( )

4. RmW, XY, Z)+Rm(X,Y,W,Z)+ Rm(Y,W, X, Z) =0 (Identidad de Bian-
chi).

Demostracion. Ver [28], Proposicién 7.4 o [13] Proposicién 2.4 y 2.5, Capitulo 4. [

Por ultimo, enunciemos la propiedad fundamental que cumplen los tensores R y
Rm (ver [28]).
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Teorema 2.8.1. Los tensores R y Rm son invariantes por isometrias locales. Es
decir, si f : (M,g) — (M, g) es una isometria local, entonces

f*Rm = Rm
R(AfX,dfY)df Z = df (R(X,Y)Z).

2.9. Campos de Jacobi

En esta seccion introduciremos los campos de Jacobi, que nos permitiran ver
cémo afecta la curvatura el comportamiento de las geodésicas.

Definicién 2.9.1. Una familia biparamétrica de curvas es una funcién suave
[':(—¢€) X [a,b] — M.

Sea I' : (—€,€) X [a,b] — M una familia biparamétrica de curvas. Llamamos
campo tangente sobre I' a cualquier funcién suave V' : (—e,€) X [a,b] — TM tal
que V(s,t) € Tr(s )M para todo s y t.

Notemos que toda familia biparamétrica de curvas I' induce dos familias de
curvas de un pardmetro. Precisamente, para cada s € (—¢, €) tenemos una curva
I : la,b] — M dada por

Ls(t) :=T(s,t).

A estas curvas las denominamos curvas principales.
Similarmente, para cada t € [a,b] fijo, definimos la curva IT'® : (—e¢,€) — M
como

IT®(s) := (s, t).

Estas se denominan curvas transversales.
Claramente, los vectores velocidad de estas curvas,

L

8tF(S, t) = di

d
0sI'(s,t) := —TI'(s,t
(5.0) i= - T(s,1)
son campos definidos sobre la familia biparamétrica I.

Definicién 2.9.2. Sea v : [a,b] — M una curva suave. Una variacién de 7 es
una familia biparamétrica de curvas T' tal que T'o(t) = ~(t) para todo ¢t € [a,?].
Si I es una variaciéon de v, llamamos campo variacional de I' al vector velocidad

V(t) := 9s'(0, t) definido sobre 7.

Los campos de Jacobi aparecen al estudiar las variaciones geodésicas, que defi-
nimos a continuacion.
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Definicién 2.9.3. Sea v : [a,b] — M una geodésica y I' : (—¢,€) X [a,b] — M
una variaciéon de . Decimos que I' es una variacién geodésica si todas las curvas
principales I'y son geodésicas.

Por ejemplo, sea p € M un punto y (U,x) una carta normal centrada en p.
Consideremos un nimero r tal que la bola B,(0) € T,M esté propiamente incluida
en la imagen de exp,. Si 0 : (—e,¢) — T,M es cualquier curva cuya imagen
esté contenida en 0B,.(0) (es decir, ||o(s)|| = r para todo s € (—¢,¢)), entonces la
variacién dada por

['(s,t) == expy(to(s))

es una variaciéon geodésica, ya que o(s) es un vector de longitud constante r para
cada s € (—e¢,¢), y por lo tanto I'y es una geodésica.

El siguiente teorema (ver [28], Teorema 10.2) exhibe la relacién entre el tensor
curvatura y el comportamiento de las geodésicas.

Teorema 2.9.1. Sea 7 : [a,b] — M wuna geodésica. Si 'V es el campo variacional
de una variacion geodésica ', entonces satisface la siguiente ecuacion (denominada
ecuacion de Jacobi):

DIV (t)+ R (V(t), Z—Z(t)) ili—Z(t) =0
para todo t € |a,b).

Definicién 2.9.4. Sea 7 : [a,b] — M una geodésica y V un campo definido sobre
~. Decimos que V' es un campo de Jacobi si satisface la ecuacion de Jacobi.

El préoximo teorema nos dice que no hay mas campos de Jacobi que aquellos
dados por el teorema anterior.

Teorema 2.9.2. Sea v : [a,b] — M wuna geodésica. Si V es un campo de Jacobi
sobre v, entonces es el campo variacional de alguna variacion geodésica de 7.

Demostracion. Ver |13] Proposicién 2.4, Capitulo 5. O

De la demostracién del teorema previo se deduce que si v : [0,a] — M es
una geodésica, entonces el campo de Jacobi J sobre 7 que satisface J(0) = 0y
D, J(0) = v estd dado por

J(t) = dt%(o)eipv(ﬂ) (tv)

para cada 0 < t < a. La siguiente proposicién serd ttil en la préoxima secciéon para
interpretar geométricamente el tensor curvatura.

Proposicién 2.9.1. Sea p € M y v :[0,a] — M la geodésica que empieza en p
con velocidad inicial v. Sea w € T,T,M un vector unitario y J el campo de Jacobi
sobre vy dado por

J(t) = dpexpy(tw) (2.11)
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para cada 0 < t < a. Entonces el desarrollo de Taylor de |J(t)|* alrededor de 0 estd
dado por

1
[JOF = ¢ = 29 (R(V, W)V, W) " + o(t?).
Demostracion. Ver [13] Proposicién 2.7 y Corolario 2.9, Capitulo 5. [

2.10. Curvatura seccional

La curvatura seccional de una variedad Riemanniana (M, g) se puede pensar,
de hecho asi fue introducida por Riemann en su disertacién Ueber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen, del siguiente modo. Sea p € M un punto y
sean II C T, M un subespacio de dimensién dos y €2 C T, M un entorno abierto de
0 € T,M tal que expy|q es un difeomorfismo. Llamamos seccién plana determinada
por II a la subvariedad de dimensién dos Sp := exp,(II N §2) formada por todas
las geodésicas que pasan por p y con velocidad inicial en II. La curvatura seccional
K(IT) de M asociada al plano II se define como la curvatura Gaussiana de Sp en el
punto p con la métrica inducida por la inclusién. En términos del tensor curvatura
Rm, tenemos que

—Rm(X,Y, X,Y)
9(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?

donde {X,Y} es cualquier base de II (Ver [28] Proposicién 8.8). La siguiente pro-
posicién nos dice que la curvatura seccional determina el tensor curvatura (ver [2§]
Lema 8.9 o [13] Lema 3.3, Capitulo 4).

K (1)

Proposicién 2.10.1. Sean Ry y Ry dos tensores de tipo (0,4) definidos sobre un
espacio vectorial con producto interno (V. (,)) que satisfacen las simetrias del tensor
Rm (Proposicion . Si para cada par de vectores linealmente independientes X
e Y se cumple que

RI(X,Y,X,Y)  R(X,Y,X,Y)
IXPIY]2—(X,Y)?  [XPY]2 - (X,Y)?

entonces R; = Rs.
De la Proposicién tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.10.1. Seap € M y v :[0,a] — M la geodésica que a tiempo cero pasa
por p con velocidad inicial v, |v| = 1. Sea w € T, T,M con |w| =1y g(w,v) = 0.
Si 11 es el plano generado por v y w, entonces tenemos la siguiente expresion para
|J(t)]* donde J es el campo de Jacobi (2.11

@2 = £ — %K(H)t‘* +o(th).

Mds ain,

()] =t — éK(H)t?’ +o(f). (2.12)
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Demostracion. Ver [13] Corolario 2.9, Capitulo 5.
[

Este resultado pone de manifiesto la relacién entre la curvatura y las geodésicas.
Para esto consideremos una curva o en 7,M que empiece en v con velocidad inicial
w y tal que |o(s)| = 1 para todo s. Sea I' la familia biparamétrica de curvas dada
por I'(s, t) := exp,(to(s)). Entonces, los rayos t — to(s) que empiezan en 0 € T,M
se separan de los rayos t — tv con velocidad

10,0(0,1)| = |tw| = t.

Luego, si II es el plano en T, M generado por v y w, entonces K (II) mide cuan rapido
se separan las geodésicas que son tangentes a Il en p, ya que la Ecuacion (2.12)) nos
dice que la familia de geodésicas I's(t) := exp,(to(s)) se separa de la geodésica
v(t) := expy(to(0)) a una velocidad que difiere de ¢ por el término —¢ K (IT)t3. Asi,
si K(IT) > 0 tenemos que las geodésicas que pasan por p se separan mas lentamente
que los rayos en T,M. De manera similar, si la curvatura seccional es negativa
entonces las geodésicas se separan mas rapido que los rayos en T,M (que es el caso
Euclideo).

Sea 6 es el angulo formado por v y w en T,M. Si llamamos J(t) a la distancia a
tiempo t entre las geodésicas 7, y Y, que empiezan en p con velocidad inicial v y w
respectivamente, entonces

d(t) = v/2(1 — cosO)t <1 - K (1) CZSQ (Q/Z)tz n 0(t2)>

donde II es el plano formado por v y w (ver [42]).

2.11. Curvatura de Ricci y curvatura escalar

En esta seccion introduciremos dos nociones de curvatura, la curvatura de Ricci y
la curvatura escalar, que resultan un poco mas débiles que la curvatura seccional. No
obstante, en dimensiones bajas (n < 2 para la curvatura escalar y n < 3 para la de
Ricci) determinan completamente el tensor curvatura de la variedad Riemanniana.
Por otro lado, estas curvaturas acarrean importante informacion geométrica.

Empecemos por la curvatura de Ricci. Para esto primero necesitamos introducir
el tensor de Ricci, que es un tensor de tipo (0,2) simétrico dado por

Rice(X,Y) :=tr(Z — R(Z,X)Y)

donde X,Y,Z € X(M) y R es el tensor curvatura.
En efecto, si p € M y {ey,...,e,} es una base ortonormal de 7,,M tenemos que

Rice(v,w) = Z Rm(v, e;,w, e;) (2.13)
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para todo v, w € T,M. Luego, de la tercer simetria de la Proposiciéon se des-
prende que el tensor de Ricci es simétrico.
Sea
Rice = Z Rijdxi ® da?
2y
la expresién local del tensor de Ricci con respecto a una carta (U, z). Luego, tenemos
que

Rij = Ricc(@i, 0]) = tT(Z — R(Z, 01)8])

= Ckl (Z Ri:z’jal (%9 d$k) = Z Rf%»jCkl (ak X d:L“k)

k,l k,l

= Z Ry dx* () = Z Ry 0k = Z Ry

Esto nos dice que el tensor Ricci se obtiene a partir del tensor curvatura al contraer el
primer subindice con el superindice. Claramente, la escritura en términos del tensor

Rm es
=D Ry =) d"Ruin.
k k,l

La curvatura de Ricci es la forma cuadratica asociada al tensor de Ricci restringida
a los vectores tangentes unitarios. Es decir, si v € T,M es un vector unitario con
respecto a la norma inducida por la métrica, la curvatura de Ricci de (M, g) en la
direccion de v es

Ricey(v) := Rice(v,v).

En términos de la curvatura seccional tenemos la siguiente expresion. Sea {eq, ..., e,}
una base ortonormal de T,M tal que e; = v. De obtenemos que

Ricey(v) = Rice(v,v) ZRm €k, U, U, €)) = ZK(Hk),
k

k=2

donde II; € T,M es el subespacio de dimensién 2 generado por v y e.
Por ultimo, la curvatura escalar es la funcién diferenciable S, : M — R obtenida
al contraer el tensor de Ricci por la métrica, es decir

Sy = tryRicc.

Claramente la expresién local de la misma con respecto a una carta (U, x) es
— Y
Sy = E g7 R;j.
1,J
Usando la misma notaciéon de antes, para la curvatura escalar tenemos que

Sy = ZRZCC €, €;) ZRm €}, €i, €, €5) = ZK<€i7€j)7

i3 i#]
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donde K(e;,e;) es la curvatura seccional asociada al subespacio generado por e; y
ej.

La curvatura escalar nos permite comparar el volumen de una pequena bola
geodésica en una variedad Riemanniana con el volumen que tiene la bola del mismo
radio en el espacio Euclideo. De hecho, si r € R es suficientemente chico, entonces

B, (p) _ Sy 2 2
B0) T omtd) +ol(r)

donde B,(p) € M es la bola geodésica de radio r centrada en p y BE(0) C R™ es la
bola euclidea del mismo radio (ver |19], Teorema 3.98). Luego, para r suficientemente
chico tenemos que si la curvatura escalar en p es positiva entonces el volumen de
la bola geodésica de radio r centrada en p es menor que el de la bola Euclidea del
mismo radio. Por otro lado, si la curvatura escalar en p es negativa el volumen de
la bola geodésica reslta mayor que el de la bola Euclidea.

2.12. Operadores diferenciales

En la Seccién 2 mostramos cémo generalizar el gradiente a variedades Rieman-
nianas. En esta seccion haremos lo mismo con el Hessiano, la divergencia y el La-
placiano.

Definicién 2.12.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Si f : M — R es una
funcién suave, llamamos Hessiano de f al campo tensorial de tipo (0,2) dado por

Hess,(f) :==V(Vf)=V(df).
Usando las propiedades (2.3)), (2.4), (2.5) y (2.6 para la conexién de Levi-Civita

tenemos que si X, Y € X(M), entonces

XY(f) =VxY(f) =Vx(VFY))

= Vx(C(VF®Y)) = C(Vx(V; @)

=C(Vx(VH)®@Y +VfeVxY)=Vx(VfY)) + VF(VxY)
= Vx(Vyf) +df(Vx)y = Vx(Vyf)+ VxY(f)

Por lo tanto,
Hessy(f)(X,Y) = X(Y(f)) = Vf(VxY).

Debido a la compatibilidad de la conexién de Levi-Civita con la métrica, también
obtenemos la siguiente expresion:

Hesso(f)(X,Y) = X(Y(f)) — df(VxY)
= X(df(Y)) —df (VxY) = X (9(Vof,Y)) =g (V,f, VxY)
=g(VxVef,Y)+g(Vyf, VxY) =g (Vyf,VxY) = g(VxV,f,Y).
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Si (U, z) es una carta y escribimos la expresion local del Hessiano

Hess,(f) = Z Hijdr; ® dxj,
4.

entonces tenemos que

Hz'j = HGSSg(f)(ai, 8]) = 618]]( — df (Vaﬂj)

= 0,0,f — df (Z rfjak) = 0,0;f = Y _Thdf(0) = 0,0;f = Y _TH0kf.
k k k

Definicién 2.12.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Si X € X(M) definimos
la divergencia de X como

divg(X) = —tr (Z — VzX)
donde Z € X(M).

Recordemos que VX es un campo tensorial de tipo (1,1). Si
X=> X0,

entonces su expresion local es

VX =) (ajxi + Zxkr;j) 0; ® da?
k

/1:7.7.

Luego,
divg(X) = —tr (Z — V2X)

=-O(VX)=-Y_ (ani +) X ”“Fﬁ;j) C(da’ ® dx')

1,J
—-5 (o Soen -5 (axe Sem)
irj k i k
Podemos obtener una expresion 1til para la divergencia en términos de la métrica

g, pero para eso necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.12.1. Sea A(t) una matriz simétrica y no singular cuyas entradas son
funciones suaves en M. Entonces

d d
— A= A A= A).
o det det tr( 0 )
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Demostracion. Como A es una matriz simétrica y no singular, existe una matriz

C € GL(C®(M)™") tal que

CAC™'=D
con
AL 0
D = : :
0 . A
Luego,
%detD - ;AI...%Al An

= detDZ )\%%/\i = det D tr(D_I%D).

Como det D = det A, tenemos que

tr (D_I%D> =tr (CA_lC_I%(C’AC’_l))

d d d
_ 11 @ -1 -1{ @ -1 s
=tr <CA C (dtc) AC > +tr <CA <th> C ) + tr <Cdtc ) )

Teniendo en consideracién que tr(AB) = tr(BA) para cualquier par de matrices, el
primer sumando resulta

d d d
tr{CcA'C = )AC ) =tr(CT' =C | =tr (| =C)C].
dt dt dt
Por lo tanto, combinando esto con el tercer sumando se sigue que
d d d d
Ao Lo) Ac-? S I a 1 a
(e (20)ac) var(ee) cu (o) sete)

= tr (% (CC‘1)> =tr(0) = 0.

Luego, como unicamente sobrevive el sumando del medio, obtenemos que

idetA = i det D = det A tr <D11D)

dt dt dt
=detAtr ( CA! iA C') =det Atr C’_lCA_liA =det Atr A_liA
dt dt dt

]
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Haciendo uso de este lema obtenemos la siguiente expresion local para la diver-
gencia

divy(X) = MZ&) (\/EXZ) (2.14)

En efecto, de la expresion para los simbolos de Christoffel en términos de la métrica,

Igualdad ([2.10f), tenemos que
= Z 9" (Digin + 0591 — Dugiy) -
I

Luego,

divg(X) = — (Z X'+ Xkr;ik>

i

. 1 _
= — OX + ) XF- " (Oigri + Orgi — Ougi
Z:( Zk: 22139 (Dign kJil lgk)>
R
== ; <81-XZ + §XZ ;gkl (Okgit + Oigr — al!]ik)) -

Notando que
E 9" (Okgi — Dugir) =0
k,l

se deduce que

) 1
dZUQ(X) = — E <8ZXZ + §XZ E gkl@gkl>
k,l

)

—_ Z <8Z»X"' + %Xi tr ((gkl)az‘(gkl)))

. 1 .1
=Y (aX + X0,
: (81 + 5 Tot g@, det g) ,

donde para obtener la ultima igualdad utilizamos el Lema [2.12.1}
Por lo tanto,

. 1. .. 1

)

:_Z( \/EaX’ QW\/W detg)

- WZ(W”Z 3 40)
s 0 (Vs ).
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Definicién 2.12.3. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Si f : M — R es una
funcién suave, definimos el Laplaciano (u operador de Laplace-Beltrami) de f como

Ay f == —tryHess,(f).
Claramente, la expresiéon local para el Laplaciano es
Agf=— Z 9" Hij,
2
donde
Hi; = 0,0;f =Y TH0kf.
k

En particular, si tomamos un sistema de coordenadas normales (U, z) centrado en
p, tenemos que

Ay fp) = — Z 6;;0:0; f (p) = — Z 8,0 f (p)-

Notemos que
A,f = —tryHess,(f) = —C(Hess,(f)")

= —C(Vdf*) = —=C(VV,[)) = div(V,f).

Luego, obtenemos la siguiente expresion local para el Laplaciano
1 .
Agf = ———==3" 0 (9"\/detg 0;f). 2.15
gf \/mzzj: g € g Jf ( )

En efecto, de la expresion local para el gradiente y para la divergencia se
sigue que
1 g
A = - a det Y 81
)

|
- %:aj (Qa/detg &f) .

2.13. Teorema de la divergencia y formulas de
Green

En esta seccién enunciaremos la extension de los resultados clasicos del calculo
vectorial en R" a variedades Riemannianas.

Teorema 2.13.1. [Teorema de la divergencial Sea (M, g) una variedad Riemannia-
na. St X € X(M) es un campo con soporte compacto, entonces

/ div(X)dV, = 0.
M
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Como
divy(fX) = [ divg(X) — g(Vyf, X)

para toda f € C°(M) y todo X € X(M), si f tiene soporte compacto, entonces
con las mismas hipétesis tenemos la siguiente formula de integracién por partes:

| aVur.x)av, = [t aivy(x)avy, (2.16)

Proposicién 2.13.1. [Férmulas de Green] Sea (M, g) una variedad Riemanniana.
Siu,v € C®°(M) son funciones con soporte compacto, entonces valen las siguientes
formulas:

1.
/ (uAgv — g (Vgu, Vo) )dVy, = 0.
M

/M (uAgv - UAgu)dV;, = 0.

Para una demostracion de estos resultados, el lector puede consultar [31].

2.14. Analisis en variedades Riemannianas

En esta seccion presentaremos los resultados basicos de andlisis en variedades
Riemannianas que utilizaremos en los préximos capitulos. El lector puede encontrar
una exposicion exhaustiva de estos temas en [5], [3], [14] v [24].

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta y sea P un operador lineal en
derivadas parciales definido sobre M. Siu: M — Ry f: M — R son funciones
integrables, decimos que u es solucion débil de la ecuacion

Pu) = f

/ uP pdVy = / fepdV,
M M

para toda ¢ € C*°(M), donde P* es el operador adjunto de P.
Para cada p € [1,+00) notamos con LP(M) el espacio de Lebesgue, que son el
conjunto de funciones integrables u definidas sobre M tales que

</ |u|pdVg> " < .

M

|wu:(/mww)-
M
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LP(M) resulta un espacio de Banach.
Para cada k € N, p € [1,+00) definimos el espacio de Sobolev H (M) como el
conjunto

HY(M) :={u € LP(M) : P(u) € LP(M) para todo operador diferencial P de orden < k}

. :
[l = (Z / |viu|pdvg)
i=0 Y M

H} (M) también resulta un espacio de Banach.
En el caso particular p = 2, tenemos que los espacios de HL*(M) y HZ(M)
resultan espacios de Hilbert. El producto interno esta dado en cada caso por

(u, v) r2(nr) ::/ wv dV,
M

Con la siguiente norma

(1, 0) 2y _Z/ Viu, Vo) dV.

En el caso k = 1, se tiene que

(u,v>le(M) :/ g (Vgu, Vyv) dVg—l—/ uv dV,.
M

M

Notamos por C*(M) al espacio formado por aquellas funciones definidas sobre M
con k-ésima derivada continua, y lo dotamos con la norma

k
|ullerary = Z sup [V'u(p)|-

1=

Por tltimo, para cada 0 < o < 1 definimos el espacio de Hoélder C*(M) como el
conjunto de funciones v € C*(M) tales que la norma

[VFu(p) — VFu(q)]
dg(p, )"

es finita, donde tomamos el supremo sobre los p # ¢ tales que ¢ esta contenido en
un entorno normal de p y V¥u(q) es el tensor en p obtenido mediante el transporte
paralelo a lo largo de la geodésica que une p con q.

Al igual que en el caso Euclideo, vale el siguiente teorema.

|[ulleraary = [|ullexar +sup

Teorema 2.14.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta. Entonces Hy, (M)
es la completacion de C*(M) con respecto a la norma

. :
el e == (Z / |viu|pdvg>
i=0 /M
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Para terminar la seccion enunciaremos dos Teoremas que nos resultaran de mucha
utilidad.

Teorema 2.14.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta de dimension n.

1. S
1.1 k
— 2 - —
r—q n
entonces HL(M) C L"(M) y la inclusion H(M) < L"(M) es continua.

2. (Relich-Kondrachov) Si

=S| =
V
|
S|

la inclusion ademds es compacta.

3. Sea 0 < a < 1 tal que
<k—a

1
q n

entonces H{ (M) C C**(M) y la inclusidn es continua.

En el caso de H (M) el exponente critico es p, := % A este nimero también
lo llamamos exponente critico de Sobolev.

Teorema 2.14.3. [Desigualdad de Sobolev] Sea uw € HZ(R™). Entonces existe una
constante C' tal que
5

A la constante dptima para esta desigualdad la denominamos constante de Sobolev
y la notamos C(n).

lully, < ClIVggu
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Capitulo 3

Laplaciano conforme

En este capitulo introduciremos el Laplaciano Conforme, que es un operador
diferencial eliptico de segundo orden que resulta conformemente invariante. Como
veremos a continuacién, este operador aparece cuando estudiamos cémo varia la
curvatura escalar en la clase conforme.

3.1. Curvatura escalar de una métrica conforme

En esta seccién estudiaremos cémo cambia la curvatura escalar de una varie-
dad Riemanniana cuando deformamos conformemente la métrica e intoduciremos el
operador Laplaciano Conforme (ver Ecuacion (3.4))).

Sea (M, g) una variedad Riemanniana. La clase conforme de g, que notaremos
como [g], es el conjunto de métricas Riemannianas sobre M conformes a g. Es decir,

lg] == {e¥g: f e C™(M)}.

Un problema que surge naturalmente es el de comprender como cambian diversos
objetos geométricos dentro de la clase conforme. En particular, estaremos interesados
en ver como cambia la curvatura escalar cuando consideramos distintas métricas de
[g]. Para ver esto necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.1.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y § = €*/ g una métrica en la
clase conforme de g. Tenemos la siguiente férmula para la conexidn de Levi-Civita
V de (M, g) en términos de la conexion de Levi-Civita V de (M, g):

VxY =VxY + X(H)Y + Y ()X —g(X,Y)V,f
para todo X, Y € X(M).

Demostracion. Por la férmula de Koszul (2.9), tenemos que

§(VxY. Z) = S[X(3(Y. 2)) + Y (3(X, 2)) - Z(3(X.Y))

N
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_§<[X> Z]7Y> - g([Yv Z]vX) +§([X7 Y]7Z)]

Luego, como § = €2/ g, resulta que
~ 1
g(VxY, 2) = 5 [X(e¥g(Y, 2)) + Y (¥ 9(X, 2)) = Z(e* g(X,Y))

e g([X, Z),Y) = ¥ g([Y, 2], X) + ¥ g([X, Y], Z)]
= S [P XY, 2)) + oY, D)X () + 7Y (9(X, 2))
+9(X, 2)Y (e¥) = e Z(g(X,Y)) — g(X,Y) Z(e)
—eg([X, 2),Y) = M g([Y, 2], X) + e g([X, Y], Z)]
= M g(VxY, Z2) = [g(Y, 2)X () — g(X, 2)Y (f) + 9(X,Y) Z(])].
Por lo tanto,
9(VxY, 2) = g(VxY, Z) + g(Y, 2)X(f) + 9(X, 2)Y () = ¢(X,Y) Z(f)
=9(VxY,2) + g(X(N)Y.Z2) + (Y (/)X. Z) — 9(X,Y) Z(f).
Asf, utilizando la definicién del campo gradiente, tenemos que
9(VxY, Z) = g(VxY, Z) + g(X ()Y, Z) + 9(Y ())X, Z) = 9(X,Y)g(V, [, 2)
=g (VxY + X(N)Y +Y(f)X = g(X,Y)V,f.Z).
Como Z es un campo tangente arbitrario, concluimos que
VxY =VxY + X(f)Y + Y ()X — g(X,Y)V,f.
O

Con esto podemos obtener la ecuacién que nos dice como cambia la curvatura
escalar en la presencia de una deformacion conforme de la métrica.

Teorema 3.1.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n > 2. Con-
sideremos § = e*/ g una métrica en la clase conforme de g. Entonces las curvaturas
escalares S, de (M, g) y Sz de (M, g) satisfacen la siguiente ecuacion:

Sy =€ (Sy+2(n—1)A,f — (n—1)(n—2)|V,f|*). (3.1)

Demostracion. Recordemos que si (U, x) es una carta cualquiera, tenemos la siguien-
te expresion local para la curvatura escalar

Sy = Zginzj?
i,J

donde
Rij = ngleijl
k.l
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Riiji = g (R(Ok, 0;)0;,0y) .

Como

R (Ok,0;) 0; = V5, V5,0; — V5, Vy,0;,

tenemos que

Rkijl =g (VakVaiaj — Vaiv,akaj, 81) . (3.2)

La estrategia para probar el teorema serd ver como cambia la curvatura escalar
en cada punto p € M expresando localmente S; en términos de un sistema de
coordenadas normales respecto de la métrica g.

Sea p € M. Tomemos (U, z) una carta normal de M respecto de la métrica
g centrada en p. En la demostracion usaremos que en un sistema de coordenadas
normales centrado en el punto p se satisface que

gz’j<p) = 52']',
97 (p) = 0y,
Okgij(p) = 0
Y k
Fij<p) =0

para todo i, 7,k = 1,...,n (Proposicién .

A partir de ahora todos los cédlculos estaran evaluados en p, pero para no sobre-
cargar la notacion no lo explicitaremos.

Con este sistema de coordenadas tenemos que

S5 = Zgijéq = Z e 25 Ri; = Z e M Ry,
Y]

1,5 %

én’ = Z f]klptkiil = Z 672f5klékiil = Z 672kaiik-
k.l Kl k

Por lo tanto, inicamente tenemos que calcular las componentes del tensor curvatura
que son de la forma Ry;;,. Mas aun, dado que

Riiii = Risii = 0
(ver Ecuacién ), tinicamente nos interesan los términos de la forma Ry con
k # 1.
Recordemos que por la compatibilidad de V con respecto a la métrica g (ver
Ecuacién (2.7)), tenemos que

9(VxY,Z) =X (9(X,Y)) —g(Y,VxZ)

para X, Y, Z € X(M).
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Luego,
R = § <?8k68iai —Va,Va,0i, 8k> =g <@ak@ai5i, 3k> —-3g (@ai@a,ﬁi, 8k>
= 0,§(V5,0:,0) — §(V 0,05,V 0) — 0:3(V 9,05, 0) + §(Vo, 05, Vo, k)
= Ok (¥ 9(V0,,00) )~ 9(V 0,05, Vi, 00) =0 (¥ 9(V,0,, 0h) ) +€2 (V0,05 Vi, )

= Ok(€*1)g(V,0;, 3@4- fzfakg(@aﬁi, 3@ — \62’09(@&- 0, Vo, Ok )

J/

-~

—0:(e)g(V,0:, 0) — € 0:9(V 9,05, k) + € g(V 0,01, Vo, 0 .
Dy, o Fo

Usando el Lema podemos calcular individualmente cada uno de los 6 términos
Aig, Big, Cite, Dig, Eig y Fiy,.
Comencemos con Aj.
A = 0(e*)g(V 0,0, 0r) = 2¢* 01, £ g(V 5,0;, O)
=20, £ (V5,0; + 0: fO; + 0: fO0; — 9(0i,0;)V o f, O)
= 2€2fakf (9(V5,05, 0k) + 20 fg(0s, Or) — 9(0i, 03)g(V o f, Ok))
= 2e* O f (260if — Ok f),

donde para la tdltima igualdad usamos que ¢(0;, 0r) = gir, = Oir, (04, 0;) = gii = 1,
g(Vyf,0r) = Ouf v que Vp,0;|, = 0 ya que todos los simbolos de Christoffel de V
se anulan en p. Por lo tanto, para ¢ # k tenemos que

Ay = =260, fO f.
De manera similar, obtenemos que
B, = 62fakg(@8¢aia 5’k) = €2f3kg (Vaﬁi + 28ifai - g(az’, ai>vgf7 ak)
= €2f5’k (g(vaiai, ak) + Qaifg(ah 5’k) - g(aia 8i)g(vgf7 ak))
= €0y, (9(V5,0i,0k) + 29i40i f — 9iiOrf)
= e (0r9(V9,0;, 0k) + 201 (gix0if) — O(9:iOk [f))
= e* (9(V5,Vo,0i,0) + 9(V 5,01, Vo, 0r) + 20190 f + 291040, f — O giiOk f — 9iiOkOk f)
= ¢ (g(Vo,Vo,0i, k) + 200040, f — OO f)

donde en la pentltima igualdad usamos nuevamente la compatibilidad de la conexion
de Levi-Civita con la métrica. Luego, si ¢ # k se sigue que

Bik = ezfg(VakV@.&i, 8k) — e2f8k8kf.
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Para el término Cj;, tenemos que
Cij = 2 g(V 5,05, Vo, 0k)
— 2 g (Vy,0; + 0, f0; + 0:f0; — g(0:,0)V o f, Vo, 0k + O f Ok + 00 f O — 9(On, D)V o f)
= 2 g (V0 + 20,£0; — Vo f, Vo, 0 + 20, f O — Vo f )
= e [Q(Vaﬁn Vo, 0k) + 9(Vo,05, 201 f01) — 9(V,0:, Vo f) + 9(20:f0;, V5, Ok)

+9(20; f0i, 20, fOr) —9(20: f0;, V o f)—9(V o f, V3, 00) —9(V o f, 201, f Ok ) +9(V o f, ng)]
= e (40; f 01 f9(0;, Ok) — 20:fg(0:, Vo f ) — 20 fg(V o f, O) + [V o f]?)
= € (40, fO fOix — 20, fO;f — 206 fORf + |V o) .
Si ¢ # k tenemos que
Cir, = € (=20, fO;f — 20, fOf + Vo fI)
El término D;; nos queda
Dj, = 8¢(€2f)9(@akai, O) = 2€2f3if9(@aka¢, k)
=2e%0,fg(V5,0; + OnfOi + 0 f O — 9(0:, Ok)V o f, Ok)
=2¢ 8, [9(V9,0:,0k) + O f9(0s, 0k) + 0i.f g(Ok, O) — 9(0y, O)g(V o f, O]

=20, f (9O f + gex0if — ginOnf) = 2”0, f0;f.

Para Fj; tenemos la siguiente expresion:
Eix = €0,9(V5,0;,01) =
= ¢ 0,9(Vo,0; + O fO; + 0 f Ok — 9(Or, 0:)V o f, Ok
= e*0;[9(V5,0i,0%) + O f9(0;, 0) + 0 f9(Oh, O) — (O, 0O f]
= 2o, [9(V 0,05, 0k) + giOnf + gur0i f — griOkf]
= [0:9(V0,0i,01) + 0i(9irOk f) + 0i(gin0i f) — Oi(griO [f)]
= ¢ [9(V9,V,0i,0k) + 9(V,0i, V,0) + 0:9ixOc f + gin0:On f
+0i91k0i f + 910i0; f — 019800k f — GriOiOk f]
= ¢ [g(Vo,Vo,0i,0k) + 60:0 f + 00, f — 6ix0i0k f]
= 62fg(VaiVak3i, (9k) + 62f(9282f

Por 1ltimo, ) )
Fy = €2 g(V,0;, Vo,0k)

= e’y (Vakai + Ok fO; + 0; fOr — 9(Ok, 03)V g f, V,0k + 0; fOr + Ok fO; — g(0;, 3k)vgf)
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= [g(vakai, VoOr) + 9(OnfOif, Vo,0r) + g(On fO;, 0: fOr) + g(Or fOi, O £ O)
—9(0;,0k)9(Ok f0:, Vo f ) + g(0: f Ok, Vo,0k) + g(0i fOk, 0; fOr) + g(0; f Ok, O fO;)
— 993, 0k)9(0: f O, Vo f ) — 9(Ok, 0:)9(V o f, Vo,0k) — (Ok, 0;)9(V o f, 0, Ok)

— (0, 0:)9(V o f, 0 f0i) + (Ok, 0:)9(0:, 0)g(V o f , Vo f )]
= ¢/ [5kf8if9(az’, O) + O fOrf9(0s,0;) — 9(0i, O )Or fOi f + 0; fO0i fg(Oh, Ok)
+0;fOr f 9(Ok, 0;) — (s, Ok) 0 f O f — (O, 0:)0i fOL f
—9(0k, 0:) 0 fOLf + 9(Ok, 0:)9(0s, 0k) |V o f 7]
= e [girOk fO.f + 9iiOkfOLf — 9O O f + 9i0i fO; f
+9ik 0 fOf — 9in0i [ Ok — giOifOrf — griO fOLf + gingir Vo f ]
=[O fOLf + 0ifOif — 200 fOLf + 6| Vo fI?]-

Ast, sii £ k
Fiy, = € (OcfOrf + 0 f0:f).

Recordemos que, con este sistema de coordenadas, tenemos las siguientes expresiones
para la norma del gradiente y el Laplaciano:

Vo f|* = Zaifaif

Agf == 0i0if.
Con todo esto, tenemos que para ¢ # k
Ryiir. = Air, + Bir, — Cip, — Dy — By + Fy,
= 2¢O fORf + €21 g(V5,Vo,0i,0) — € OO f + 26> 0, O, f + 2* Oy fOL f
—ezf\ng|2 — 240, o, f — e2fg(VaiV3k8i, Ok) — e 0,0, f + e 0, fOuf + ¥ 0, f0;f
= e [9(Vo,V0,0;,0) — 9(Vo, V0,0, 01)| — 26> O, fO | + 2™ Oy fOL [ — € 04Ok f
+2¢1 0, O f — 2e¥ 0, f0;f — € |Vof | — € 0,0:f + € OufOLf + € 0, fOi f
= ¥ Ryir, — e OwOLf — €00, f — 62f|ng|2 + e O fouf + e 0 fO: f.

Luego,
R;i = Z e Ryir, = Z e Ryin
k ki

= Z e & (Ruyiir, — OO f — 0,0if — |Nof I + OufOuS + 0if0; f)
kot

= R + Z (= OkOkf — 00 f — INof | + OnfOLS + DifOif)
ki
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= Rii— (n =)V fPP+ > (= 0kuf — 00:f + Ok fOuf + 0 f.f)
ki

= Rii— (n = DIV f = (n = )00 f + (n = )0 f0if + > (= OcOkf + Ok fOr])
ki
Por lo tanto,

Sy = e 2 Z-ﬁfzz

= 3 [Ram (= DIV =)D+ 1)0 0 =3 0D +3_ 0k 0]
k#i k#i

=[Sy = nln = DIV, = (0= 1) 3000

+(n—1) Zafaf SN hOS + D Ok fOrf]

i k#i i k#i
= e[S, — nln— DIV, [P+ (1= DA + (0= DIV, P

_Z (; 00 f — aiaif> +Z (; O fOnf — aifaif> +Zaiaif+zaif6if]
= e[Sy = (n=1)(n—D|VefP+ (n—DAF =D Okt
"
ILLIEDY ; OfOkf = 3 0:f0:f]
= e[S, (n= D)= DIVaf P+ (n= DA+ Y Ayl = A, f+ 3 Vo= [V, 1)

=[Sy = (n=1)(n = |V + (0= DA + (0 = DAGF + (0 — D[V, f[?]
= ¢ (8, — (0= 1)(n = 2)|Vof[* +2(n — DAF).

Como el punto p € M es arbitrario, podemos concluir que
Sy =eH(S;+2(n— 1A f — (n—1)(n—2)|V,f?).

O

Haciendo la sustitucién €2/ = uP»=2 donde u € C(M) y p, = 2n/(n —2) es el
exponente critico de Sobolev, obtenemos la siguiente expresion:

S; = u'"P" (a,Ayu+ Syu), (3.3)

n—1
n:4 .
w=1(3=)
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En efecto, como e?/ = uP»~2, entonces

2
f:n_Qlogu.

Reemplazando en la ecuacién (3.1)), obtenemos que

S, = utre (sg L o(n—1)A, (n 2 : logu) = 1D)(n—2) 'vg (n 2 . logu)

2)
= u’7P" (S, + anAg(logu) — ay [V, (log “)‘2) :

Tomando un sistema de coordenadas normales (U, x), tenemos que
1
0;logu = —ou,
u
y por lo tanto,
1 1 1
U u u
Luego,
g (logu) Z 0;0; log u
1 5 1
= Zaiuai - Z 8;0u = @ Voul* + =Agu.
Por otro lado,

1
IV, (logu)|* = Z@i logu 0;logu = ] IV ul? .

De ésta forma, resulta
1 1 1
2—pn 2 2
Sg =y P (Sg + a, <E |ng| + aAgU) - a"@ |ng| )
2— 1 1-
=u"P Sy +a,—Agu | =u P (a,Agu+ Syu) .
u
El operador lineal L, dado por
Ly(u) == a,Agu+ Syu (3.4)

se denomina Laplaciano conforme. Luego, podemos reescribir la ecuacion de la cur-
vatura escalar para ¢ = uP"~2g en términos del Laplaciano conforme de la siguiente
manera:

Sy =u'"P"Ly(u). (3.5)
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La importancia de este operador surge al estudiar el problema de Yamabe (ver
[44]) que mencionamos en la introduccién. Dada (M, g) una variedad Riemanniana
cerrada y conexa de dimensién n > 3, el problema de Yamabe consiste en hallar
una métrica ¢ conforme a g de curvatura escalar constante. Si § = uP""2g es de
curvatura escalar constante ¢, entonces por (3.5)) se debe satisfacer

c=u"P"L,(u).
Luego, obtenemos la ecuacién de Yamabe
Ly(u) = cuP 1. (3.6)

Para terminar esta seccién enunciaremos una propiedad importante del operador
L

g-

Lema 3.1.2. El Laplaciano conforme es un operador autoadjunto con respecto al
producto interno de L*(M).

Demostracion. Por la segunda férmula de Green tenemos que

(Lo o)zon = [ Lowpodvy = [ @b+ ) v,
M M

:/ anvAgud‘/;,+/ SguvdVg:/ uanAgvdVg—l—/ uSyvdV,
M M M M

:/ (anAgv + Sgv) udV, = / uLgy(v)dVy = (u, Ly(v)) L2(ar)-
M M

3.2. Invarianza conforme de L,

En esta seccion probaremos una de las propiedades mas importantes del Lapla-
ciano conforme, que es su invarianza conforme. Previamente necesitamos probar los
lemas que siguen a continuacion.

Lema 3.2.1. Sean (M, g) una variedad Riemanniana y g = uP~2g € [g]. Luego, si
v € C™®(M), tenemos que

1 2
—Ag’U - Wg(VgU, Vg’l]).

upbn -2

Ag'l} =

Demostracion. Sea (U, z) una carta de M. De la expresién local del Laplaciano (ver
Ecuacién (2.15))), obtenemos que

1 _
Ag’l} = —m ;GJ ( det g g%?ﬂ))
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= Tot(w—2g) Za ( det(urr—2g) <u2*png)ijaiv)

) JW D20 (Vi et g o)
u™Prn=2) de -

9; (V/u?r det g u* g0
\/W >0

N _upn— Vdet g 2; 0; (w/det g w7 g o)

1 2 ij
_W—m%:@j <u det g g 8,-1))

_upn—\/m ; |:U28j( det g g]aﬂ}) + det g g”@ivajuﬂ

1 . 1 g
- . H) — 900 10;
/et g ;j 0;(v/det g g”0v) AT E Vdet g g”2ud;udv

1

1 ; ;
:_W—‘/d_etgizjaj( det g g"0v) — 10judiw

1 2
= _—Agv — Wg(vgu, ng).

upn72
[l

Lema 3.2.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Si u,v € C*(M), entonces
Ay(uwv) = uA v+ vAu —29(Vyu, V).

Demostracion. Sea p € M. Si tomamos (U,x) una carta normal centrada en p,

tenemos que
Z@@ uv) 28 (vOiu 4+ udv)

== (0w + v0;0mu + dudv + ud;dp)

=7 (— Z @@u) +u <— Z 81611}) —2 Z @u@v
= vAgu + ulAv —29(Vgu, Vyv).
Como el punto p € M es arbitrario, obtenemos la igualdad deseada. O

Teorema 3.2.1. [Invarianza conforme de L,] Sea (M, g) una variedad Riemannia-
na. Si g = uPr~2g € [g], entonces para cada v € C*°(M) se satisface

L;(v) = u' 7P Ly(uv).
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Demostracion. Por el Lema tenemos que

1 anp
LgU = anA§<U> + Sg'U = anWAgU — ng<vgu, Vg'U) + SgU
LAgv — 2a—n_1g(Vgu, V) + Szu.

= a
" upbn -1 upbn

Luego, usando la escritura de Sj en términos de S, y u (ver ecuacion (3.3))), obte-
nemos lo siguiente:

U n, _
Lg(v) = a”ﬁAgU - 2upn—l 9(Vgu, Vov) +u' ™" (anAgu + Sgu) v
Qp, 1
= (uAgv —2¢9(Vyu, Vo) + vAju) + WSQUU
1 _
T upa-l (anlg(uv) + Sy(uv)) = u' 77" Ly (uv),
donde para obtener la pentltima desigualdad utilizamos el Lema |3.2.2] O

3.3. Enfoque variacional del problema de
Yamabe
Por la Ecuacién (3.6|) sabemos que si (M, g) es una variedad Riemanniana cerrada

de dimensién al menos 3 y § = uP"~2g es una métrica conforme a g, entonces (M, §)
tiene curvatura escalar constante c si y solo si se satisface la ecuacion

Ly(u) = cuP 1.

Un paso importante en la estrategia de la prueba del problema de Yamabe es
ver que la ecuacion de Yamabe es la ecuacién de Euler-Lagrange del funcional de
curvatura escalar total. Como veremos, este funcional no es otra cosa que el funcional
de Hilbert-Einstein restringido a la clase conforme [g].

Definicién 3.3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Llamamos funcional de
Yamabe al funcional @ : [¢g] — R dado por

. fM Sédvé
n—2"*

Q(9) = W

Si escribirmos § = uP~2g con u € C*°(M) una funcién positiva, entonces el
elemento de volumen se modifica de la siguiente manera:

AV = uPdVj,. (3.7)
De hecho, utilizando la expresion local,
dV; = /det gyldz' A ... A2 = y/det (upn—2g;;)|dxt A ... A da"|
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= \/u"(pn—Q) det gi|dz’ A ... Ada"| = \JuPrn det gijldx' A ... A da”|

= uPry/det gij|ldx' A ... Ada"| = uPndV,.
Luego, recordando que
S§ = ul_anQ(u)a

obtenemos lo siguiente:

S SsdVy [y SgurndV,
(fM dvé)%2 (fM upndvg)%2
B Joy w7 Ly (w)urmdV, B Joy v (anAgu + Sgu) dV,
[lull3, [|ull3,
Sy lanudgu+ Sgu?) dVy [ (an|Vgul® + Sgu?) dV,
[lull3, [|ull3, ’

donde para ver la tltima igualdad usamos la primer identidad de Green (Proposicién

PHENI)

Identificando cada métrica g € [g] con la funcién u € C(M) tal que g = uPr g
queda definido otro funcional Y, : C4 (M) — R, que para no volver engorrosa la
notaciéon también llamaremos funcional de Yamabe. Este funcional estd dado por

Yy (u) == Q(uP"?g).

Luego,

) — fMLg(u)udVg
Yo =" hE

También nos resultara de utilidad definir, de forma mas general, para cada 2 < s <

Pn, €l funcional
_ fM Lg(u)udV,

[Jull3

Yi(u) :

g

Y

llamado funcional de Yamabe subcritico.
Como consecuencia del siguiente teorema tendremos que la ecuacion Yamabe es
la ecuacién de Euler-Lagrange del funcional de Yamabe.

Teorema 3.3.1. Una funcion u € CH(M) es punto critico del funcional Y, siy
solo si es solucion de la ecuacion

Ly(u) = cu®! (3.8)

con
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Demostracion. Sabemos que la funcién u es un punto critico de Y si y solo si

d
SVt 19l = 0

para toda funcién ¢ € C5°(M). Pero, como el operador lineal L, es autoadjunto,
tenemos que

t to)dV, tL, to) dV,
Y+ to) = Jos Lg(u + SO(U;F p)dVy _ Ju (Lg(u) + (so))§u+ ©)dVy
[[u +to |2 ||+t |2
_ fM (Ly(u)u + Ly(u)tp + Ly(@)tu + Ly()t*u) dV,
|Ju + tol |2
. fM (Lg(u)u + QtLg(U)SO + t2Lg(‘P)‘P) dVg
[Ju -t |2
Como
d
pr M(Lg(U)U+2tLg(U)sO+t2Lg(90)s0) dV, = /M (2Lg(u)p + 2tLy(0)p) dVj
y 2
d d 5
— tol]? = — to)*d =
ool = 5 ([ wrroran,)
2 Ty
== (u+tp)’dV, — [ (u+tp)dV,
s \Jum dt Jur
9 il
== (/ (qutgo)SdVg) / s(u+tg0)8_1god\/g
S M M
2—s
=2 (/ (u—i—t@)sd‘/g) /(u+tg0)51<pd‘/g
M M
— 9fJu+ ]2 / (u+ L) pdV,
M
entonces p
aY;(uthap)
1
. toll? | (2L oL dv,
ol e [ CLwe + 2L 0,
—2|IU+t90||§‘S/ (U+t¢)8_1sodVg/ (Lg(uwu + 2tLg(u)p + 2 Ly(0)0) dVg]‘
M M

Por lo tanto, evaluando en t = 0, tenemos que

d
%Y;(u +t9)|i=o
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1 —S S—
= o [l [ 2y ety = 2ol [ oy, [y av)
2 . . L,(u)udV,
= [ watwea, = e [ et L el
B L y [
2 —S S S—
= o | Lty = i) [ oy

2 —S S S—
~ o | (ol = BV ) v,

Luego, u es punto critico de Y si y solo si

[ (L) =l () gt =0
para toda ¢ € C§°(M), pero esto ocurre si y solo si
Ly(u) = [[ul[7°Y5 (w)u*" = 0.
Es decir, si y solo si u es solucién de la ecuacion (3.8) con ¢ = ||u|>7*Y,(u). O

Notemos que, tomando s = p,,, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3.1. Una funcidnu € CZ(M) es punto critico del funcional de Yamabe
si y solo si es solucion de la ecuacidn de Yamabe (@) con ¢ = Yg(u)/||ul[br 2.

Para concluir la seccién observemos que de la demostracién del teorema ante-
rior se deduce directamente que, extendiendo el funcional Y, al espacio de Sobolev
HZ(M), u es solucién débil de la ecuacién de Yamabe si y solo si es un punto critico
del funcional extendido.

3.4. Constante de Yamabe

En esta seccién introduciremos la constante de Yamabe, que es un invariante de
la clase conforme que resulta fundamental para el estudio del problema de Yamabe.

En cualquier variedad Riemanniana cerrada (M, g) es vialida la bien conocida
desigualdad de Hoélder. Es decir, si p,q € (1,+00) son tales que 1/p + 1/q = 1,
entonces se tiene lo siguiente:

1 1
/ |uv|dvgs( / \urpdvg) ( / |vrqdvg) — Il lfoll,

para toda u € LP(M) y v € LI(M).
En particular, si ¢ = uP»~2g es una métrica conforme a g, tenemos que

Pn

2 -2
/u%zvgg (/ upndvg)p" (/ 1dv;> "= 2, Voly(M)E (3.9)
M M M
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Esto nos permite probar que el funcional de Yamabe estd acotado inferiormente en
cada clase conforme. En efecto, si S; > 0 entonces Y, (u) > 0 pues en

f (an|Vgu|2 + SgUQ) dvg
N IE

todos los términos son no negativos. Si existe algin punto p € M tal que Sy(p) < 0,
como M es compacta, entonces

n| Vg 2 Sy SgudV, 24V,
v = LVl SO o bR s, Bt
u u

Luego, por (3.9), tenemos que
Y,(u) > min S, Volg(M)%.

Asi, como el funcional de Yamabe de una variedad compacta esta acotado inferior-
mente, tiene sentido definir la constante de Yamabe como

Y (M) := inf Q(g) = inf Y,(u). (3.10)

Jgelg] ueCYH(M)

Proposicién 3.4.1. La constante de Yamabe Y, (M) es un invariante de la clase
conforme. Es decir, si h € [g], entonces

f Y((u= 1inf Y.(u).
wedtdy Yoluw) = fuf Ya(u)

Demostracidén. Si h € [g], entonces podemos escribirla como h = vP»~2g. Luego, por
la invarianza conforme de L, (Teorema [3.2.1]), obtenemos que

Yi(u) = Jor Ln(w)u aVi, [y 0" 7P Ly(uv)u dVy,
(1) = —

(S dVi) ™ ([ umdVi)™

_ S vl_p"Lg(uv)uvp"dV Jos Lg(uv)uw dV Y ().

(fyywromdV)) ™ ([ (ww)prdVy) ™

Por lo tanto,

inf Yy(u)= inf Y, (uww)= inf Y, (u).

ueCY (M) ueCYH(M) ueCYH (M)
0

En realidad este infimo se trata de un minimo, como fue probado en una serie
de articulos por Yamabe ([44]), Trudinger ([41]), Aubin (|6]) y Schoen (ver [3§]).
Discutiremos la demostracion de este hecho en el proximo capitulo. De todas formas,
como lo necesitaremos para el proximo resultado, lo enunciaremos aqui.
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Teorema 3.4.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimensionn > 3.
Entonces eziste una métrica g € [g] que realiza la constante de Yamabe. Es decir,

Yy(M) = Q(9).

En particular, existe una métrica h conforme a g de curvatura escalar constante
Sp=Yy,(M).

Como consecuencia de todo esto, se puede ver que el signo de la constante de
Yamabe determina el signo de la curvatura escalar. Mas precisamente:

Proposicién 3.4.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimension
n > 3. Entonces:

1. Y (M) > 0 si y solo si existe h € [g] con Sy, > 0.
2. Yy,(M) =0 siy solo si existe h € [g] tal que S, = 0.

3. Y,(M) <0 siy solo si existe h € [g] con Sy, < 0.

Demostracion. La implicacién de la ida en los puntos (1), (2) y (3) es consecuencia
directa del Teorema anterior, pues éste nos dice que existe una métrica h € [g] tal
que S, = Y,(M).

Para la vuelta, primero notemos que en una clase conforme no puede haber
dos métricas de curvatura escalar con distinto signo. En efecto, sea g una métrica
Riemanniana de curvatura escalar positiva y sea § = uP»~2g € [g]. La ecuacién de
curvatura escalar nos dice que

anAgU + Sgu = Sgup"_l.

Integrando, tenemos que

/ anAgu + SyudV, :/ SzuPndV,.
M M

Por el Teorema de la divergencia (Teorema [2.13.1]), sabemos lo siguiente:

/ AgudV, :/ —div(V u)dVy = 0.
M M
Luego,
/ Sguprldvg = / anAgu + SqudVy = / uSydVy, > 0.
M M M

Por lo tanto, S; no puede ser una funcién negativa. Es decir, S; es una funcién no
negativa o cambia de signo.

De forma completamente andloga podemos ver que si Sy es negativa entonces Sy
no puede ser no negativa, y si Sy = 0 entonces S; = 0 o cambia de signo.

Luego, si existe una métrica h € [g] con S, > 0, la métrica § de curvatura
escalar constante S; = Y, (M) debe ser positiva, y en consecuencia Y, (M) también

es positiva. Los otros dos casos son completamente analogos.
m
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El Teorema afirma que en cada clase conforme existe al menos una métrica
de curvatura escalar constante. Mas atin, afirma que existe una métrica de curvatura
escalar constante que realiza la constante de Yamabe. La pregunta natural que
podemos hacernos es si efectivamente en cada clase conforme hay una inica métrica
de curvatura escalar constante o si puede haber mas.

Primero notemos que en realidad si (M, g) es una variedad Riemanniana y g es
una métrica de curvatura escalar constante, entonces al multiplicar g por cualquier
nimero real positivo obtenemos otra métrica de curvatura escalar constante en la
clase conforme de g. Por esto iltimo, cuando nos preguntemos por la cantidad de
métricas distintas no queremos considerar este caso.

La siguiente Proposicién asegura que cuando Y;(M) < 0, entonces todas las
métricas de curvatura escalar constante se pueden obtener a partir de una de ellas,
multiplicando por un niimero real positivo.

Proposicién 3.4.3. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y coneza de di-
mension n > 3 tal que Yy (M) < 0. Si g1, g2 € [g] son de curvatura escalar constante,
entonces existe ¢ € Ry tal que

g1 = CG2-
Demostracion. Si Yy(M) = 0, por la Proposicién [3.4.2] necesariamente debe ser

Sy =Sy = 0.
Por lo tanto, si go = uP»~2g;, de la Ecuacién (3.3)), tenemos que
Agu=0.

Luego, aplicando la primer férmula de Green (ver Proposicién [2.13.1)), obtenemos lo
siguiente:

0:/ UA91Ud‘/.91 :/ ‘vgluFdV;h'
M M

Como |V, ul? > 0, debe ser V,,u = 0, con lo cual u es una funcién constante.

Si Y,(M) < 0, por la Proposicién [3.4.2 tenemos que Sy, < 0y S, < 0. Por
el Teorema [3.1.1} si multiplicamos a g, por ¢ := S,,/S,, es facil ver que la métrica
Jo := cgy satisface que

Sg, = Sgy-

Luego, si §o = uP2g,, por la Ecuacién tenemos la siguiente igualdad:
anAgu = Sy (WPt —u) . (3.11)

Como la variedad M es compacta, entonces la funcién u alcanza maximo y minimo
absoluto. Sean p; € M el punto en el que u alcanza el maximo y p, € M el punto
en el que alcanza en minimo. Al igual que en el caso Euclideo, p; y py satisfacen las
siguientes condiciones:

Agyu(pr) <0
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Ag1u<p2) Z 0.

Recordar que durante esta tesis estamos considerando el operador de la Laplace-
Beltrami negativo, es decir por ejemplo, que cuando la la variedad Riemanniana es
R dotada con la métrica Euclidea dt?, Ageu = —(9%/9t?)(u). Luego, como S,, < 0,
de la Ecuacién [3.11] se sigue que

upnfl(Pl) —u(p1) = anAgu(pr) <0.

Por lo tanto, u(p;) < 1, con lo cual u(p) < u(p;) < 1 para todo p € M.
De forma completamente analoga tenemos que u(p) > wu(p2) > 1 para todo
p € M. Luego, podemos concluir que v = 1 y por lo tanto ¢g; = cgs. O

La proposicién anterior tiene el siguiente corolario inmediato:

Corolario 3.4.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y conexa tal que
Y,(M) < 0. Para cada ¢ € Rsq existe una tnica métrica h. € [g] de curvatura
escalar constante tal que Vol (M) = c.

Si Y, (M) > 0 en una misma clase conforme puede haber més de una métrica de
curvatura escalar constante. En el capitulo 6 utilizaremos productos Riemannianos
para construir ejemplos de variedades Riemannianas que tengan mas de una métrica
de curvatura escalar constante en una misma clase conforme.

3.5. Constante de Yamabe de la esfera

En esta seccién calcularemos la constante de Yamabe de la esfera y veremos que
ésta es una cota para la constante de Yamabe de cualquier variedad Riemanniana
cerrada. Para esto necesitaremos algunos resultados previos.

Lema 3.5.1. Sea f : (M, g) — (N, h) una isometria. Entonces
1. dfV,f* = V. Es decir,
df (Vg(vo f)) = Vyvo f
para toda v € C*(N).
2. frdivy, df = divg. Mds explicitamente,
divn (df (X)) o f = div,(X)
para todo X € X(M).
3. Agf* = f*Ay. De forma mds clara,
Ay(vo f)=(Ap)of

para toda v € C*°(N).
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Demostracion.
1. Seav € C*°(N) y X € X(NV). Entonces, como f es una isometria,
h(dfVyf v, X) = h(dfVyf v, dfdf ' X) =g (Vyf v, df ' X)
= d(fro)(df ' X) = df X (f"v) = X(v) = dv(X) = h(Vyv, X).
Como v y X son arbitrarios,

AfV,f* =V,

2. Es claro, ya que si notamos por V y V a las conexiones de Levi-Civita en
(M,g) vy (N,h), respectivamente, entonces por la Proposicién [2.4.1] tenemos
que )

ffv=V.
Luego,
frdivy df(X) = f* (=C (Vdf(X))) = " (~C (df (VX))
= f1df (=C (VX)) = divg(X)
para todo X € X(M).
3. Sea v € C*(N), entonces por (1) y (2)
A, ffv = —divgV,f* v = —div, df ' df V,f*v = —div, df 'V jv
= —f*divh df df‘lvhv = —f*divhvhv = f*AhU.
O
Corolario 3.5.1. Sea f : (M, g) — (N, h) una isometria yv € CZ(M). Entonces,
Yi(v) =Y (vo f).

En particular,

Y,

g

(M) = Y,(N).

Demostracion. Por el lema anterior, y como la curvatura escalar es invariante por
isometrias, tenemos que

Lyvo f)=a,Agvo f+Swof=a,(Apv)of+S,ofuof
= (a,Apv + Spv) o f = Lp(v) o f.

Por lo tanto,
_ fMLg(Uof)Uodeg _ fMLh(U)OfUOdeg
(fus(vo fymdvy) = (fy (o frmdVy) ™
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)V, i) Iaw)e (7)Y,
aalFropmdVa) = ((f (P from(F0)av, )
_ fN Ly(v)v dVy,
(fNUp”th)nT

= Yi(v)

O

Corolario 3.5.2. Sean (M,g) y (N,h) dos variedades Riemannianas. Luego, si
f:(M,g) — (N,h) es un difeomorfismo conforme, se satisface que

Yy(M) = Yy(N).
Demostracion. Si f es un difeomorfismo conforme, podemos escribir

Fr(h) = w2

Asi, si llamamos g a la métrica § = uP~~2g, entonces f es una isometria entre (M, §)
y (N, h). Por lo tanto,

Yo(u(vo f)) = Yg(vo f) = Yi(v).
Luego, al tomar infimo obtenemos que
Yy(M) = Yi(N).
O

Lema 3.5.2. Sea f: (M,g) — (N, h) un difeomorfismo conforme, y u € CH(M)
tal que f*h = uPr~2g. Consideremos v € CX(N), una solucién de la ecuacion de
Yamabe en (N, h) con constante c. Entonces, uf*v = u(vo f) es solucion de la
ecuacion de Yamabe en (M, g) con la misma constante. Es decir

Ly(u(vo f)) = c(u(vo f))" .

Demostracién. Si g = uP~2g, entonces f es una isometria entre (M,g) y (N, h).
Por lo tanto,

(Apv) o f=Az(vo f)

Spo f =S

Luego,
Ly(vo f) = c(vo fy=.

Por la invarianza conforme del Laplaciano conforme, obtenemos que

Ly(u(vo f)) = c(u(vo f))" .
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Con todo esto en mente, para calcular la constante de Yamabe de la esfera,
procedemos de la siguiente manera.

Sea N = (0,...,0,1) € R*"! el polo norte de la esfera S*. Consideremos, enton-
ces, a ¢y : S" — {N} — R, la proyeccion estereografica sobre el polo norte (ver

Ejemplo [2.1.9)). Recordemos que ¢n : S* — {N} — R" viene dada por

1 n
T X
1 n . n+ly __
onla',. e = (),
1—=2 1—2

y su inversa ¢! : R* — S™ es

2 1 2™ 2_1
¢]_V1(I‘1,...,$n) — < o z ||£L‘|| >

Lt [Jf[2 7 1 ]2 ] + 1
Como hemos mencionado antes, ¢ es un difeomorfismo conforme con

ey A 4 "5213"_27156
oy = ot = | (1) ] ()

para cada z € R". Asi, si x € S* — {N},

(M) ] )= (202" g,

La estrategia para calcular la constante de Yamabe de S™ sera utilizar el Corolario
3.5.2con la métrica inducida en R™ por la proyeccion estereografica, que es conforme
a la métrica Fuclidea.

Si bien el espacio Euclideo no es compacto, podemos definir la constante de
Yamabe para una variedad (M, g) no compacta de la siguiente manera:

Onge (1) =

o) = g L (I Vol 4 S v,
g T

v [lull3, ’

donde el infimo lo estamos tomando sobre las funciones no nulas en C$H(M) de
soporte compacto.
Primero notemos que, como la curvatura escalar de S™ es (n — 1)n y ademads
on' T (R (o5')*gR) — (S™, g7) es una isometria, entonces
S((ﬁ;]l)*gg == (n - 1)77,
Segundo, recordemos que ¢y : (R™, g") — (S", g7) es un difeomorfismo confor-
me con

(o) gn = uP" gL,

donde

n—2

4 =
u=|—3 .
L ||
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Entonces, por los Corolarios y 13.5.2 tenemos que
_ f]Rn an|ng“(¢J_\fl)*U|2dVgQ

[lu(én') ol

Yyn (v) = Yupn”gg((qu_\/l)*v) = Ygn (U(QSJ_VI)*U)

Luego,

Ygu (8") = inf Yyp (v) = if You (v)
— nf Jon @ Vgpu(dy') vPdVy, — inf Jn |V gpw]*dViy
v [lu(on' ) ll2, w [|wlf3, ’
donde los primeros infimos estan tomados sobre las funciones v € C*°(S™) no ne-
gativas con soporte en S — N, y el dltimo infimo esta tomado sobre las funciones
w € C*(M) no negativas de soporte compacto.

Recordemos que, por el Teorema [2.14.3

lwlly, < COIIVgpwl];

para toda w € Cj°(R"), donde C(n) es la constante de Sobolev. En [5] se puede ver
que la caracterizacion variacional de la constante de Sobolev es

1 _ fR" |V93w‘ggdvgg

—— = inf

Cn) w3,
De lo cual obtenemos que

C(n) = 2. (3.12)
Yo (S")
Por otro lado, en [4] y [40], Aubin y Talenti probaron que
4
C(n) = (3.13)

(n — 2)nVolyn (S)=

y que la constante de Sobolev se alcanza con funciones de la forma

n—2

() = <;) T ey (%), (3.14)

g2 + ||x||? €

donde

n—2

= ()

Esto quiere decir que para todo € > 0 se satisface que

L |Vl
Cln) ~ T,

Luego,
Vs (87 [Vl
Qn ||¢6||2n

64

(3.15)



Una propiedad importante de las funciones 1. es que cuando ¢ tiende a cero, éstas
se van concentrando en el origen.

De (3.13) y (3.12)) podemos deducir el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1. La constante de Yamabe de la clase conforme [gl'] de S es
Y (S") = (n — 1)nVolg (S").

Con esto ya podemos probar que la constante de Yamabe de cualquier variedad
Riemanniana compacta estd acotada por la constante de Yamabe de la esfera.

Teorema 3.5.2. Sea (M,g) una variedad Riemanniana compacta de dimension
n > 3. Entonces

Yy(M) < Yy (7).

De ahora en mds, para no sobrecargar la notacién, cuando escribamos Y (S™) nos
estaremos refiriendo a la constante de Yamabe de la esfera con la métrica redonda.

Demostracién. Como Yy(M) = inf,eox Y,(u), para ver que Y, (M) < Y(S") basta
ver que existe una familia de funciones test ¢. tales que

limsup Y, (¢.) < Y(S"). (3.16)
e—0

Cada funcién ¢. la construiremos tomando un punto p € M y adaptando la funcién
dada en a un entorno normal adecuado de p, y extendiendo por cero al resto
de M.

Supongamos que Y, (M) > 0, pues si Y, (M) < 0 no hay nada que probar.

Sea p € M. Consideremos (U, x) una carta normal centrada en p y un nimero
d > 0 a determinar posteriormente, de forma tal que la bola geodésica Bys(p) esté
contenida en U. Tomemos 1 una funcién suave con 0 < n <1, |V, n| < 2§ que valga
constantemente 1 en Bs(p) y 0 fuera de Bys(p). Con ésto queda bien definida sobre
M la funcion

n—2

¢e(q) == n(@):(q) = n(q) (4) N : (3.17)

e +12(q)
donde 7(q) es la distancia entre ¢ y p.
Asi, si As(p) es la regién anular Bys(p) — Bs(p), tenemos que

/ an|vg¢a|2 + 549V, = / an|vg¢a|2qu
M

Bs(p)

"’/ an’vg<7]¢s)|2dvg+/ Sggzﬁdvg'
As(p) Bas(p)

Como 0 <n <1y |V,n| <26, podemos acotar el segundo sumando del lado derecho
de la igualdad anterior de la siguiente manera:

an/ IVg(nws)\deg—/ 9(Vy(ne), Ve(nie))dV,
As(p) As(p)
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= Qp / 9(¢svg77 + nvgwa %Vg?? + nvgws)dvg
As(p)
_ 2 2 2 2
~ a, / IVl 20V, V) 4 2T ),
5P
<a, / Pl 20 VYl + U2l
s\P
<a, / V0.2V, + an / (20.26V 10| + 4672V,
As(p) As(p)

<on [ VPV +Cs [ (V0 + i)y,
As(p) As(p)

donde la primer desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
Luego,

/M (anldol? + S,02)dV, < an / VPV, + Cs / (e V] + 02)aV,

Bss(p) As(p)
4 / S,u2dV, < ay / Vg 2dV, +C / (Ve + 02V, 4K [ g2V,
Bss(p) Bss(p) B ? As(p) y 7 Bss(p)
A B bed

donde K := méx S,. Como 9. es una funcién radial y ¢ = 1 tenemos que, respecto
de la carta (U, ), Vgt = Vgnih. = 0,1).. Ademads, en coordenadas normales vale
que

dVy = (14 0(r))dVyn.

Para acotar el primer sumando, recordemos que las funciones 1. realizan la
constante de Sobolev en R". Luego, por (3.15)), tenemos que
ty | |Vt dVgy =Y (S")][¢][5,-
Rn

Por lo tanto,

A=a, / IV, 0.2V, = a, / Ve P(1 + O(r))dVs
Bos(p) Bs5(0)

< an(1+C0) | |VateldVyy = (1+ COY (S")[[elf7, -
R

Para acotar el segundo sumando, primero notemos que

n—2
€ 2 n2 1
|w€| = 82 + T2 S 9 2 7""_2
y n
2—n [r?4e2\ 2 5 1
Vgnthe| = 10:¢e| = r <(n—2f 2z —
€ € -1
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Ademads en As(0), como § < r < 24, tenemos que % < % < % y por lo tanto,

B= / (Ve Vo] +92)dV, < (1 + C9) / (e V gpte| + 12) Vi
As(p) As(

0)

§(1+éé)/

n—2 1 — 1 1
£z (n—2)e 2 + 5”_2—> dVyn
45(0) ( 2 -1 72(n—2) Je

no 1 O D | .
o (5 * 5 (n—2) 2 S +¢ 252n_4> dVyn = O(" 7).
1

Para el tltimo sumando recordemos que si dw es el elemento de volumen de S" 1,

entonces dVgn = r"Ydwdr. Asi, fijando primero J y después ¢ lo suficientemente
chicos,

n—2 2
= ~ n—2 1 2
(J:/ Y2V, < (1+05)/ AV =(1+O)/ e ( : 2) v,
Bas(p) Bs(0) Bas(0) es+r

§(1+C*5)/

A

0 . O(£?) sin>4
< (1+ éé)Volgnl(S”_l)/ gn? ——dr =< O(log(£)e) si n=4.
o 0 r n 3

O(e) si n=3

Luego,
[ (@al6.P5,02)av, < A+CB+KC < (14C8) (¥ (8" 2, +0("2)+0(C)).
M

Por lo tanto, si dividimos ambos lados por |[¢.||2 v hacemos primero que § tienda

a cero y luego que ¢ tienda a cero obtenemos la Desigualdad (3.16)) Por lo tanto
concluimos que

Y, (M) < Y(8").
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Capitulo 4

Problema de Yamabe

En este capitulo discutiremos la solucién del problema de Yamabe que fue intro-
ducido en el capitulo anterior.

4.1. Problema de Yamabe subcritico

En esta seccién estudiaremos el problema de Yamabe subcritico, que consiste
en buscar soluciones a la Ecuacion con 2 < s < p,. De forma ma&s general,
probaremos que dada una variedad Riemanniana cerrada y conexa (M, g), existe
una solucion positiva us € C*°(M) de la ecuacién

anAgus + fus = cuf ™! (4.1)
donde 2 < s <p,, feC®M)y

fM(anuAgu + fu?)dV,

inf 5
ue HE(M)—{0} [u]]2

C =

En el caso que f sea la funcién de curvatura escalar Sy, la constante ¢ se denomina
constante de Yamabe subcritica y la notaremos con Y, (M).

Para resolver este problema, previamente necesitaremos enunciar algunos resul-
tados clasicos de la teoria de ecuaciones diferenciales elipticas en variedades Rie-
mannianas, cuyas demostraciones se pueden encontrar en las Secciones 6 y 8 del
Capitulo 2 de [5] o en las Secciones 6 y 8 del Capitulo 3 de [3].

Teorema 4.1.1. [Regularidad eliptica] Sean (M, g) una variedad Riemanniana ce-
rrada y u € L} (M) una solucién débil de la ecuacion

loc
Pu =,

donde P es un operador diferencial eliptico.

1. Sip e Hl(M), entonces u € H] ,(M).
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2. Sip e Ch (M), entonces u € C*2(M).

Teorema 4.1.2. [Principio fuerte del mdzimo] Sea (M,g) una variedad Riema-
nniana cerrada y coneza. Sea h € C°(M) una funcidn no negativa. Si u € C*(M)
satisface que

Agu+ hu >0,

entonces u es una funcion positiva o es la funcion nula.

Sea2<s<p,y feC®M). Consideremos el funcional

_ fM an|vg“|2 + fu2dVg

[lul 12

T3 (u) : (4.2)

Notemos que este funcional es homogéneo, es decir que si a € R.j, entonces
Ji(au) = Ji(u).
Defininmos la constante

/ys(Mv 9, f) T uerl(r]\l}‘)f{O} ‘]f(u>

Utilizando la primer identidad de Green (Proposicién tenemos que
75(M, g, f) = ¢ donde c es la constante que aparece en la ecuacién (4.1)). También
notemos que si f = S, entonces Jj y ~vs(M, g, f) se corresponden con el funcional
subcritico de Yamabe Y’ y la constante subcritica de Yamabe Y (M), respectiva-
mente.

Con todo esto ya podemos probar los dos resultados mdas importantes de la
seccidn.

Teorema 4.1.3. [Regularidad subcritica] Si u € HE(M) es una solucién débil no
negativa de con 2 < s < pp, entonces u € C°(M). Es decir, u también es una
solucion cldsica. Ademds, u es una funcion positiva o la funcion nula.

Demostracion. En el caso que u sea la funcién nula no hay nada que probar. Supon-
gamos entonces que u no es la funcién nula. Probaremos que si u es solucién débil
de la ecuacién ([4.1)), entonces u € L"(M) para todo r > 1.
Sea dy := p,. Como u € H}(M) y s > 2, entonces
1
— 2
Pn
Luego, por el primer punto del Teorema u € LY%(M) y por lo tanto, h =
cut= € LU/ =D(M). Pero como LD (M) = HI "V (M), por el primer item
del Teorema resulta que u € Hy v/ (S_l)(M ). Entonces pueden ocurrir dos cosas:
n(s—1) <2dy on(s—1) > 2d;.
Si estamos en la primer situacion, tenemos que

VAR

1
o

12 1
- <0<-

p— n r
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para todo r € R.y. Luego, por el primer item del Teorema [2.14.2| tenemos que
u € L"(M) para todo r > 0.

Sin(s —1) > 2d,, definamos

d2 — nd1

n(s—1)—2d;
Notemos que dy > dy ya que s < p,,. Ademas,

1 1 2
—=—0-=
dg sjl n
Luego, por el primer ftem del teorema [2.14.2] tenemos que u € L92(M).
Nuevamente, si n(s — 1) < 2d,, tendremos que u € L" (M) para todo r € Ryg; y
si n(s — 1) > 2dy, definiremos

Ao — nd2
ST n(s—1)—2dy

En general, si ya tenemos el término d;, procedemos de la siguiente manera:

1. Sin(s—1) < 2d;, tenemos que u € L"(M) para todo r € R.
2. Sin(s—1) > 2d;, definimos

T (s —1) —2d;
Notemos que la sucesién {d;} es creciente. En efecto, vimos que dy > d;. Supongamos
por hipotesis inductiva que d; > d;_1 > ... > d;. Entonces, tenemos que

n+2d; >n+2d; >n(s—1),
con lo cual

- > 1
n(s —1) — 2d; '
Luego, d;11 > d;.
Por otro lado,
1 2
=4 -
dit1 1 n
Por lo tanto, u € Lé+1(M).

Asi, si existe i € N tal que n(s — 1) < 2d;, se tiene que u € L"(M) para todo
r > 0; y en caso contrario, tenemos una sucesion creciente

d1<d2<...<di<di+1<...
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Esta sucesion no puede estar acotada superiormente, ya que en ese caso el limite
d := lim,;_, d; debe satisfacer

nd
de—"°
n(s—1)—2d’

con lo cual
g n(s — 2)'
2
Pero esto resulta una contradiccién ya que el limite obtenido d es menor que d;.
Luego, d; — oo cuando ¢ — oo.

Esto nos dice que en cualquier situacién u € L"(M) para todo r > 1. En efecto,
si existe i € N tal que n(s — 1) < 2d; sabemos que u € L"(M) para todo r € Ry.
En caso contrario, dado r > 1, como la sucesién {d;} tiende a infinito, podemos
tomar un iy € N tal que dy, > r con u € L% (M). Como M es compacta, por la
desigualdad de Hélder, tenemos que u € L"(M).

Por lo tanto, tenemos que h := cu*"'(M) € L"(M) = Hj(M) para todo r > 1.
Luego, por el primer punto del Teorema , u € HY (M) para todo r > 1.

Tomando r > 1y 0 < a < 1 tales que

2—«
<

)

S | =

n

por el tercer punto del Teorema , tenemos que u € C%%(M). Como s > 2,
también h € C%*(M); y por el segundo ftem del Teorema [4.1.1 u € C*>*(M). En
particular v € C*(M). Luego, como u es no negativa y no es la funcién nula, por el
Teorema [4.1.2] resulta u > 0.

Finalmente, como u € C**(M) y s > 2, tenemos que cu®~! € C**(M). Luego,
por el segundo item del Teorema , u € CH*(M). Repitiendo este argumento
concluimos que u € C*(M).

]

De esta manera estamos en condiciones de probar la existencia de soluciones
positivas de la ecuacion subcritica de Yamabe.

Teorema 4.1.4. Para cada 2 < s < p,, existe una solucion suave positiva us de la
FEcuacion que satisface ||us||s = 1 y realiza el infimo c.

Demostracién. Sea {uy} una sucesién minimizante del funcional J7. Es decir, tal
que J Jf(uk) — ¢ cuando k — oo. Por la homogeneidad de J} podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que ||ug||s = 1 para todo k. Como Aylu| = Aju en casi
todo punto (Ver [5] Prop. 3.49 ), también tenemos que J5(|u|) = J3(u). Asf que, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que u; > 0 para todo k. Por la desigualdad
de Holder, tenemos que

By = /M (IVusl? + )V,
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1
:a_/ (a0 |V gur)? + fu?) dV9+/ (1_i)uzd‘/g
n J M M

a’n
Lo [y o Lo 2 ¢ A
= —J5(up) —i—/ (1 — =)updVy < —J3(ug) + Cllug|]? < C.

an, Y an an,
Luego, {ux} es acotada en HZ(M). Como H7(M) es reflexivo, {ux} es un conjunto
precompacto débil y por lo tanto, existe una subsucesién (que también denotare-
mos uy, para no sobrecargar la notacion) que converge débilmente a una funcién en
HE(M), que llamaremos u.

Por el Teorema de Rellich-Kondrachov (ver Teorema[2.14.2) la inclusién H7 (M) C
L*(M) es compacta. Como {u;} converge débilmente en H?Z(M), entonces tiene
una subsucesion (denotada nuevamente por {uy}) que converge fuertemente a ug €
L*(M). Notemos que esto en particular implica que ||us||s = 1. Ademéds, como
L3(M) C L*(M), también es una convergencia fuerte en L?(M). Luego, existe otra
subsucesion que converge a ug en casi todo punto, con lo cual ug > 0.

La convergencia débil en HZ(M) implica que

/Man|VguS|2qu:]}LTO/]Wang(Vgus,Vuk)d%

< ngn sup an’ ’vgus‘ |2| ‘vguk’ ’2'
Por lo tanto,

/ |V gus|*dV, < h’énsup an| |V gukl]3. (4.3)
M

Ademds, por la desigualdad de Holder, la norma en L?(M) estd dominada por la
norma en L*(M), con lo cual

[ v, — [ pav,
M > JM

Luego, juntando esto con la desigualdad (4.3)), tenemos que

Ji(us) < h’in Ji(ug) = c.

Pero como ¢ = inf, J#(u), concluimos que J3(u;) = ¢, de donde inferimos que u; es
extremal. Asi, u, resulta ser una solucién débil no negativa de la Ecuacién (4.1)), y
por el Teorema también es una solucion clasica positiva.

O

En forma inmediata obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1.1. La ecuaciéon de Yamabe subcritica tiene una solucion suave
positiva.
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4.2. Solucion del problema de Yamabe

En esta seccién abordaremos el problema de encontrar soluciones positivas de la
Ecuacion de Yamabe. Es decir, soluciones positivas de la ecuacion

anAgu + Squ = cuPr

donde c es una constante real. Estas soluciones inducen métricas de curvatura escalar
constante en la clase conforme [g]. Como hemos mencionado antes, este problema
es conocido como el Problema de Yamabe.

Siguiendo la estrategia de H. Yamabe [44], N. Trudinger [20] y T. Aubin [6],
veremos que si Yy (M) < Y (S™), entonces existen soluciones positivas de la Ecuacién
de Yamabe. Si (M, g) es conformemente equivalente a (S", ¢”) no hay nada que
probar. En el final de la seccién esbozaremos las ideas de T. Aubin y R. Schoen para
probar que a menos que (M, g) sea conforme a la esfera, se tiene que Y, (M) < Y (S").
Con esto se tiene una demostracion completa del Teorema |3.4.1

Primero veamos cémo se puede generalizar la desigualdad de Sobolev (Teorema
2.14.3)) a variedades Riemannianas cerradas. El siguiente Teorema es debido a Aubin
(ver [4]).

Teorema 4.2.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y sea C(n) la cons-
tante de Sobolev definida en el Teorema [2.14.5 Entonces, dado € > 0, existe una
constante C; tal que

||U||Zn < (1+€)C(n)/ IVQUIZdVg+CE/ W2dv
M M

para toda u € C*(M).

Demostracion. Fijemos € > 0. Tomemos un punto p € M y consideremos un sistema
de coordenadas normales (U, x) centrado en p. Como g;;(p) = 6;;, podemos restringir
la carta de forma tal que los autovalores de la matriz (g;;) estén entre (1 +¢)~'y
(14¢), y ademds dV, = f dx con (1+¢e)™! < f < (1+4¢), donde dz := dz' A...Adz™.
Asi, si cubrimos a M con estas cartas, como la variedad es compacta, podemos tomar
un subcubrimiento finito {U;}; y una particién suave de la unidad {v;} subordinada

a {U;}. Si para cada i, consideramos p? = v;, entonces

llully, = [Pl =11 o]z
%

2
Pn
]piu|p”dq:> :

() st

i Ui

Asi, por la Desigualdad de Sobolev para el caso Euclideo, tenemos que para cada ¢

(/ |piu|Pndx>pn§ /|v ()2 < (14 ¢)? /yv pr)|2dV,
U;
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donde la ultima desigualdad es consecuencia de la cota para los autovalores de (g;;)
y la cota de f.
Por otro lado, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos que

’vg<laiu)|2 = P?|Vg“|2 + 29(Vgpi7 Vgu)ﬂiu + p?|Vng-|2
< P?‘Vgup + 2|V pil [V gul psu + P§|Vgpi’2
1
< (L4 Vgul® + (1+ 2w’ [Vypil?,

donde para la tltima desigualdad usamos que si a, b € R, entonces 2ab < ea®+4&~1b2.
Juntando todo esto, podemos concluir que si € es suficientemente pequeno

|ul]2, < (1 +4¢)C Z/ P3|V gul?dV, + C. Z/ u?|V 4 pi 2dV,

< (1+4€)C’(n)/ |Vgu|2dVg+C~‘E/ u?dVy;
M M

y el Teorema queda demostrado. O]

A continuacién estudiaremos como se comporta una familia de soluciones subcriti-
cas {u,} cuando s — p,,. Notemos que, como la constante de Yamabe es invariante en
la clase conforme, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Vol,(M) = 1;
pues de no ser asi reemplazamos a ¢ por la métrica conforme h := Vol,(M )*% qg.

La siguiente proposicion nos permitira entender el comportamiento de las cons-
tantes de Yamabe subcriticas Y,’(M) cuando s — p.

Proposicién 4.2.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada con Vol (M) =
1. Las constantes subcriticas de Yamabe cumplen que:

1. Y (M)| es una funcion no creciente en s.

2. SiYy(M) >0, entonces Y (M) es continua a izquierda como funcion de s. En

particular
lim Y (M) = Yy(M).

S*)pn
Demostracion.
1. Notemos primero que si u € CH(M) y s1, 2 € [2,py), entonces

IIUII

Y (u) = 1LY (). (4.4)

Ademés, como Vol,(M) = 1, por la desigualdad de Holder, si s; < sy tenemos
que |[ulls, < Jlulls,-

Luego, por (4.4), resulta que

. [l 3
Yy (w)] = 55

[lullZ,

Y )| <

Y ()
para todo u € Cy(M). Tomando infimo obtenemos el resultado deseado.
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2. Observemos que si existe un sg tal que Y;O(M ) < 0, entonces podemos elegir
us, tal que Y*0(ug,) < 0. Luego, por , tenemos que Y (us,) < 0, y por lo
tanto Y,*(M) < 0 para todo 2 < s < p,. Supongamos entonces que Yy (M) > 0.
Por la observacién hecha, tenemos que Y,*(M) > 0 para todo 2 < s < py,.

Sea 2 < 59 < p,,. Veamos que Y,*(M) es continua a izquierda en sy.

Dado € > 0, tomemos u. € C5(M) tal que Y, (u.) < Y0 (M)+ 5. Como ||ul[
es continua en s, existe un s. tal que si s. < s < 5o entonces |[u.||2 /||uc|[?
estd lo suficientemente cerca de 1 de forma tal que, por (4.4)), tengamos que
Vi (ue) < Y70 (ue) + §; y por lo tanto Yy (u.) < Y0 (M) +e. Asi, como Y (M)
es positivo para todo s y s < sg, por el primer item tenemos que

V(M) < V(M) < V() < Ygo(M) + e

]

A continuacién veremos que si Y, (M) < Y (S"), a partir de un momento las solu-
ciones subcriticas {us} estdn uniformemente acotadas en L"(M) para algin niimero
r > py.

Proposicién 4.2.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada tal que la cota
dada en el Teorema es estricta, es decir Yy,(M) < Y(S™). Consideremos una
familia de soluciones la Ecuacion de Yamabe subcritica exponente s — 1 {us} con
2 < s < p,. Entonces, existen sog < pn, r > p, y C > 0 tales que

[lusll < C
para todo sy < 5 < py.

Demostracion. Consideremos 6 > 0. Sea u, la solucién de la ecuacion

s—1

Ly(us) = csu;

provista por el Teorema 4.1.4. Si multiplicamos a ambos lados por u!*% tenemos
que

1+26 _gs—1o 1425 5426
u, " Lg(us) = coul uy 0 = coul .

Integrando, obtenemos que

/ ul Ly (uy)dV, = c / w2V,
M M

Por la igualdad de Green (Proposicién [2.13.1)),

/MuiJF%Agustg = /Mg(vgus,vg(u?“%))dvg = /Mg(vgus,(l +25)u§‘$vgus)dvg.

Entonces,

/ (ang(Vgus, (1+ 26)u§5vgus) 4 Sgu§+25>d\/g _ CS/ w2y,
M M
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Asi, si llamamos w := u!™, como V,w = (1 + §)ulV us, podemos reescribir la
ecuacion anterior de la siguiente manera:

1426 -
1+ 0) /M [Vl dVy = /M (cswu™ = Syw?)dv,,

Luego, por (3.12)) y el Teorema [4.2.1, tenemos que para todo € > 0

o], < <1+5)Y?S)/ Vyulav, +C. [ utd

1+¢)(1+6)? "
B (Y<Sn>) El T 2()5> /M (esw?ul™ = Syu?)dVy + Celwll;

(1+9)° / Cs 2, 52 ~ 2
< (1 AV, + C.
—( +€)<1+25) MY(Sn)w Usg g+ HwHZ
14+0)? ¢
< (1 —|—€)( o) _c
(1+25)Y(S")
donde la 1ltima linea es consecuencia de la desigualdad de Holder.
Como s < p, implica que @ < s, aplicando nuevamente la desigualdad de
Holder, resulta que

[l sl + Cel w3,

HUSH@ < |usl]s = 1.

Ademds, como ||us[|s = 1 implica que ¢, = Y'(M), si 0 < Y, (M) < Y(S"), por la
Proposicién 4.2.1] existe sg < p,, tal que
Ye(M) _ Yio(M)

YE) S YE) <

para todo s > sg. Tomando ¢ y § de forma tal que

(1+6)2

(47529

como <ly ||us||n( —2) <1, obtenemos que

Y(S")

(146)?* ¢
(1+25)Y(S?) ||w|| ||U's||n(32 2)

|wll}, < (1+¢)

(1+0)? ¢
(1+26) Y(S)

< afjwll}, + Cellwll3,

+Ce|lwl[3(1+¢)

[lwll; ||us|!n<e o + Cellwlf3

con a < 1.
Luego, )
(1 = a)ljwll;, < Cellwlf.

76



Por lo tanto,

lwllp, < Cllwll;
con C := E—fa
La misma cota vale también si Y, (M) < 0.
Aplicando nuevamente Holder, tenemos que

144 <

[lwll2 = [lusllofiys) < ludlls™ =1.

Por lo que se obtiene que [|w||* < C. Luego, si r := 2(1 +4), |Jus|[} = |Jw|2 < C,
y la cota no depende de s.
0

Teorema 4.2.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada con Yy (M) <Y (S™)
y sea {us} una familia de soluciones positivas del problema de Yamabe subcritico tal
que s — p,. Entonces, existe una subsucesion que converge uniformemente a una
funcion positiva u € C°(M) que satisface

Yo(u) = Yy(M)

Ly(w) = Y, (MyuP .
En particular, la métrica § := uP»~2g tiene curvatura escalar constante Y,(M).

Demostracion. Por el Teorema 4.1.4] sabemos que para todo 2 < s < p,, existe una
funcién u, € C(M) con ||us||s = 1 solucién positiva de la ecuacién de Yamabe
subcritica

anAgus + Sgus = Y;(M)us_l. (4.5)

s

A partir de ahora consideramos que ||ug||s = 1 para todo wus de la sucesién.
La familia {u} de soluciones subcriticas, a partir de un momento estd acotada en
HZ(M). En efecto, como u, es minimizante y ||u,||s = 1, entonces se satisface que

/ an|Vgus|? + SquidVy = Y (M).
M

Luego,
luclfy = [ 19guav, + [ aav,
M M
1

= —/ (an|Vgus)* + Syu?) dV, +/ (1 — &> u?dV,
Qn J M M Qnp,

1 ~ 2
< Yo (M) + Clfusfs.
Usando nuevamente que ||us|ls = 1y que |Jus||la < ||us||s (por la desigualdad de
Holder), se tiene que

| R ~ | R ~
s B < Y3 (M) + O] < — Yz (M) + €.

n n
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Si Y, (M) > 0, la Proposicién nos dice que

lim Y (M) = Yy(M).

S—)pn

Por lo tanto, existe 2 < sg < p, tal que si s > sy entonces

1 -
[lusl2.1 < — (V5(M) +1) + C.

n

Si en cambio Yy (M) < 0, entonces Y,;*(M) < 0 para todo 2 < s < py,, con lo cual

1. . .
lusll5; < Yo (M) + Cllus|2 < C.

n

En cualquier caso, existe C' > 0 tal que
|us||21 < C. (4.6)

Como HE(M) es reflexivo y la inclusién HZ (M) C L?(M) es compacta, existe
una subsucesion {ug, }; que converge débilmente en H7 (M) y fuertemente en L?(M)
a una funcién v € L*(M) y por lo tanto, existe una subsucesién (que también
llamaremos {us, }) que converge a u en casi todo punto. En particular tenemos que
u > 0.

Recordamos el siguiente resultado de convergencia en espacios LP. Dada una
sucesién { fx} acotada en LI(M) con 1 < ¢ < oo que converge en casi todo punto a
una funcién f, entonces resulta que f € LY(M) y fr — f en sentido débil cuando
k — oo.

Esto implica que u%~! converge a uP»~! débilmente en L%(M ). En efecto, es
claro que ufi~! tiende a w1 en casi todo punto. Luego, solo basta con ver que {u, }

51—1

esté uniformemente acotada en Lra—1(M). Como la inclusién H2(M) C LP» (M) es
continua (ver Teorema [2.14.2)), de la desigualdad (|4.6)) obtenemos que

s;—1
H —aln 1 _/ ( S.L Pn—l dv / Pn 1p’n

‘5271 s;—1

7 < Dllug 1357 <D

< ||Usz

para una constante D.
Por lo tanto, para toda ¢ € C*°(M) se satisface que

/ uli =t pdV, 2 uP"pdV,. (4.7)
M
Por otro lado, como u, tiende débilmente a u en HZ(M), tenemos que

/Q(Vgusi,vggo)dv — g (Vgu,Vyp)dV, (4.8)
M

$i—=Pn Jpr
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/ Squs,odVy — SqupdV, (4.9)
M M

S;—Pn

para toda ¢ € C*(M).
Ademés, como u,, es solucién de [4.5] para todo s; se satisface que

/ang(VguSi,ng)dV;—i-/ Sgusideg:Y;i(M)/ uij’lgodvg. (4.10)
M M M

Consideremos primero el caso en que Y, (M) > 0.

Sea ¢ € C*(M). Haciendo tender s; a p, por izquierda en (4.10]), por (4.7)),
(4.8), (4.9) v la Proposicién 4.2.1], obtenemos que

/ ang (Vgu, Vi) dV, +/ SqupdVy = ( lim Y;;SZ(M)) / u?" " pdV,
M M M

8i—Pn

= Y,00) [ e
M

para toda ¢ € C°°(M). Por lo tanto, u resulta ser una solucién débil y no negativa
de la ecuaciéon de Yamabe.

Ademas, u,, — u en casi todo punto y, por la Proposicién[£.2.2] existen sy < p,
y > p, tales que la sucesion {ug, } estd uniformemente acotada para todo s; > sq.
Luego, u € L"(M) con r > p, con lo cual, argumentando como el el Teorema ,
concluimos que u € C* (M) es solucién clasica de

Ly(u) = Yy(M)uPr—1. (4.11)

Ademas u es una funcién positiva o es la funcién nula. Por lo tanto, si logramos
garantizar que v no es la solucién nula tendremos que la métrica uP»2g € [g] seréd
una métrica de curvatura escalar constante que minimiza el funcional de Yamabe.
En efecto, supongamos que u > 0. Por un lado, si multiplicamos la ecuacion (4.11)
por u e integramos sobre M, tenemos que

/M uLy(u)dV, = / Y, (M)uPdV, = Y(M)|[ul|2.

M
Luego,
[y uLg(w)dy, _
Yy(u) = W = Yy (M) ful[5: 7.
Pn

Asi, como Y, (M) <Y, (u), inferimos que ||ul|,, > 1.
Por otro lado, notando que

2
Pn
Y Si
us — u
S;—Pn
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en casi todo punto, tenemos que uZ" tiende débilmente a u en LP» (M). Por lo tanto,
ug =1.

Pn

< 1o
[lullp, < liminf

1

Luego, podemos concluir que ||ul|,, =1y que Y, (u) = Y (M).

De esta manera, solo nos falta ver que u no es la funciéon nula. Para esto, consi-
deremos la familia de soluciones minimizantes subcriticas {u, }. Dado € > 0, por la
desigualdad de Holder y el Teorema [£.2.1] tenemos que

2 < ||usz

Si

G,

1 = ||us, ;2;n

24V, + C. / u?.dv,
M

1 S
< (1 |2 . —(1 g 2
< —I—E)Y(Sn)/M(an]Vgusz +Sgusl)dvg+/M(C€ ( +5)Y<Sn))usidvg
Y5 (M)
< 9 2.
<(1+¢) YED) + Allus, |5

Como Y, (M) < Y (S™), por la Proposicién 4.2.1] existe sy < p,, tal que
V(M) Ypo(M)

g

v = vy L

para todo s; > sg.
Luego, tomando s; > sy y ¢ suficientemente chico, obtenemos que

Ygsl(M) quso(M)

Por lo tanto, si llamamos

B. =1 1 QSO(M)
tenemos que

0 < B. < A.||ug,

2
2

De este modo, vemos que

B
2>"2F>0
2_145

s,

para todo s; > sq.

Asi, como ug, converge fuertemente a u en L*(M), resulta ||u||s > 0 y en parti-
cular w no puede ser la funcién nula. Para el caso Y, (M) < 0 se procede de forma
similar. En efecto, con los mismos argumentos utilizados anteriormente obtenemos
una funcion suave u > 0 que satisface la ecuacion

Ly(u) = cuP™,
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donde
c:=lmsup Y, (M) <Y,(M).
$i—Pn
Razonando exactamente de la misma manera en que lo hicimos previamente, pode-
mos ver que u es una funcién positiva y ademads satisface que ||ul|,, = 1. Luego,

Y, (M) < Yy(u) = ¢ < ¥, (M),
con lo cual u es una soluciéon que minimiza el funcional de Yamabe. O

En la demostracién anterior la hipdtesis Y, (M) < Y (S") es esencial. En efecto,
si Yy(M) =Y (S™), puede ocurrir que exista una familia de soluciones minimizantes
que se concentren en el origen. Por ejemplo, si consideramos la esfera de dimension
n, las funciones ¢3¢, donde cada 1. : R" — R esta dada por

n—2

Pelz) = (ﬁfw) N

y ¢n es la proyeccién estereografica en el polo norte, conforman una familia de
soluciones positivas y minimizantes de la ecuacion de Yamabe que se concentra en
el origen cuando € — 0. Por lo tanto, el limite de estas funciones cuando ¢ — 0
es la funcion nula, que no es una solucion positiva minimizante de la ecuacion de
Yamabe.

Otra manera de probar el Teorema es la siguiente. Por la Proposicién [4.2.2]
se puede ver que, a partir de un momento, la familia de soluciones subcriticas {us}
estd uniformemente acotada en C**(M). Luego, por el Teorema de Arzela-Ascoli,
existe una subsucesién que converge uniformemente a una funcién u € C*(M). Con
argumentos estandar de regularidad, se puede ver que u € C*°(M) es una solucién
positiva de ecuacién de Yamabe. Para ver los detalles de esta demostracion sugerimos
al lector ver [29], [5] v [36].

En esta instancia es natural preguntarnos qué tan restrictivas son las hipotesis
del Teorema anterior. Es decir, dada una variedad Riemanniana cerrada (M, g), jen
qué situaciones vale la desigualdad estricta Y,(M) < Y (S")?

La respuesta a esta pregunta es que exceptuando el caso en que (M, g) es con-
forme a la esfera, vale la desigualdad estricta. Esto fue probado por T. Aubin y R.
Schoen en [6] y [38] (ver también [39]).

Mas especificamente, Aubin probé en [6] que vale la desigualdad estricta en el
caso que la dimension de la variedad sea mayor o igual a 6 y esta no sea localmente
conforme a la esfera. Una variedad Riemanniana (M, g) se dice localmente conforme
a la esfera (o al espacio Euclideo) si alrededor de cada punto p € M existe un entorno
U, tal que la métrica g restringida a U, sea conforme a la esfera.

Teorema 4.2.3. Sea (M, g) una variedad cerrada de dimension n > 6 que no es
localmente conforme a la esfera, entonces Yg(M) < Yyn (S™).

El resto de los casos fueron probados por Schoen en [3§].
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Teorema 4.2.4. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimensionn > 3.
Sin=3,4 05, 0 M es localmente conforme a la esfera, entonces Yy (M) < Yy (S™)
salvo que M sea globalmente conforme a S™.

Con esto el problema queda resuelto, ya que si M no es conforme a la esfera
entonces los Teoremas [1.2.3] y [£.2.4] nos dicen que Yy (M) < Yy (S") y podemos
aplicar el Teorema |4.2.2| Si M es conforme a la esfera, entonces existe f : (M, g) —
(S™, ¢g) un difeomorfismo conforme, y como g7 es de curvatura escalar constante,
entonces f*g” € [g] es de curvatura escalar constante.

La estrategia para probar los Teoremas y es encontrar funciones test
¢ € C®(M) tales que

Yo(M) < Yy() < Y (S").

Para probar el Teorema Aubin utilizé las funciones test que usamos en
la prueba del Teorema |3.5.2

Para los casos restantes, Schoen construyé las funciones test a partir de la funcién
de Green del Laplaciano conforme, suavizando la singularidad. Especificamente, si
Y,(M) > 0, y consideramos un punto p € M, entonces existe una unica funcién
Gp € C®°(M — {p}) (funcién de Green de L, con polo en p) tal que

L9<Gp) = 5p

en sentido distribucional, donde 9, es la delta de Dirac en p.

Asi, dadop € M y (U, z) un sistema de coordenadas normales conformes centrado
en p, es decir un sistema de coordenadas normales para alguna métrica apropiada
en la clase conforme de g, la funciéon de Green es de la forma

1
Tan

Gplq) = + A+ alg), (4.12)

donde A es una constante y o = O(r?). Schoen consideré funciones test de la forma

n—2

(62;—2@»7 sir<d
Cla) =\ e0(Glg) — n)ale) si d<r<20
£0G(q) si 7> 20

para € y 0 suficientemente pequenos, donde

n—2

Eg = ((52_54—14)”22(82 +52)> .

Utilizando el Teorema de Masa Positiva (ver [36] y [43]), Schoen probé que la cons-
tante A en resulta positiva y que esto implica que cuando ¢ es suficientemente
chico

Yo(e) < Ygr (S").

Para una exposicién detallada de la prueba del problema de Yamabe sugerimos ver
el articulo de Lee y Parker [29].
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Capitulo 5

Espectro del Laplaciano conforme

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades geométricas que se deducen
al analizar el espectro del Laplaciano conforme.

Como hemos visto previamente, el Laplaciano conforme es un operador eliptico
y autadjunto con respecto al producto interno de L?*(M). Luego, por el Teorema
espectral, sabemos que su espectro es una sucesiéon no decreciente de autovalores
que tiende a infinito:

Spec(Lyg) = {A1(g), A2(9), - - -}
con
A(g) <Aag) <...<(g) <... =+ (5.1)

donde los autovalores aparecen repetidos segin su multiplicidad, es decir, la dimen-
sién del autoespacio asociado. El Teorema Espectral nos dice que todos los auto-
espacios son de dimensién finita y que L?*(M) posee una base ortonormal {uy }ren
donde cada uy, € H}(M)—{0} es una autofuncién de L, asociada al autovalor A (g).

5.1. Caracterizacion variacional de los
autovalores del Laplaciano conforme

Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y conexa de dimensién n > 3.
Notaremos por Gr¥*(H?(M)) al conjunto formado por los subespacios de H?Z(M)
de dimension k. Usaremos la siguiente caracterizacién variacional del espectro del
Laplaciano conforme:

Teorema 5.1.1. [Rayleigh] Sea {v;} una base ortonormal de L*(M) donde vy es
un autovector de L, de autovalor \g(g) como en . Entonces:

1. El primer autovalor estd dado por

5)— iy D (Tl + S0,

vedr [[ol13

Y

donde Ay := {v € H}M) : v # 0}. Ademds el minimo es realizado por una
funcion v si y solo si v es autofuncion de autovalor Ai(g).
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2. Sii>1, el i-ésimo autovalor estd dado por

Ag) = min (00l Vatl* £ 50%)dVy

ve; [1]13

con A; == {v € H{(M) : [,,vv;dVy = 0 para todo j = 1,...,i — 1}, donde
cada v; es una autofuncion asociada a \;(g). Ademds el minimo es realizado
por una funcién v si y solo si v es autofuncion de autovalor \;(g).

Demostracion. Daremos una demostracion basada en las técnicas utilizadas en la
tesis. Se puede encontrar otra demostracion, por ejemplo, la Seccién 5 del Capitulo
6 de [1§].

1. Por el Teorema [4.1.4] tomando s = 2, sabemos que existe u € C(M) tal que

Ly(u) =cu
con
c= lfnf fM ULQ(Z’)d‘/Q
u€A; ||U||2

Luego, u es autofuncién de L, de autovalor c.

Veamos que c es el primer autovalor. Supongamos que existe A\ autovalor de
L, con A < c. Si tomamos v una autofuncién asociada a A, tenemos que

fM vLy(v)dV, _ fM vAvdV, CN<c— inf fM uLgy(u)dV,

1]13 [ll13 wedi full3

Y

lo cual es absurdo. Luego, ¢ = Ai(g).

2. Solo haremos el caso ¢ = 2. Para ¢ > 2 se procede de forma similar.

Sea
0y e fuf JaVLe(0)dVs

veds  Juff3

Como Ay = span{v,}*+ C H(M) es subespacio cerrado, argumentando como
en el Teorema {4.1.4] encontramos una funcién v € A, que realiza el minimo.
Por el Teorema [3.3.1} v resulta una solucién de la ecuacién Ly(v) = év con

Jar 0Ly (v)dV,

E=Y?v) =
[lol13

:CQ

es decir, v es autofuncién de L, de autovalor c,.

Notemos que A(g) < co. En efecto, supongamos que A\;(g) = co. Entonces
existe una funcion v € Ay que minimiza

o fM(an‘vng"‘Sng)dVg
M) = main ol '
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Como v € A,, en particular satisface que

/ vivdVy = 0,
M

con v; la autofuncién positiva hallada en el item anterior. Esto nos dice que v
cambia de signo. Luego, |v| también es minimizante y solucién de la Ecuacién
Ly(v) = cv. Por lo tanto, v € C*(M) y por el principio fuerte del mdximo
(Teorema , v resulta ser una funcién positiva, lo cual es absurdo.

Veamos que ¢; = A2(g). Supongamos que existe A un autovalor de L, con
AM(g) < A < ¢g . Tomemos w autofuncién de L, asociada al autovalor A. Por
el Teorema Espectral, w es ortogonal a u;. Es decir,

/ wudVy = 0.
M
Luego, w € Ay y
waLgOg)dVg — A<= nf fMULg(Z)dVg7
[|wlf3 veds o3

lo cual es contradiccion. Por lo tanto, co = As.
O

Notemos que caracterizacion anterior del i-ésimo autovalor depende de los au-
tovalores previos. Es por este motivo, que la siguiente caracterizacion resulta muy
conveniente.

Teorema 5.1.2. Sea A\i(g) < Aa(g) < ... < M(9) < ... la sucesion de autovalores
de L, dada en . Tenemos la siguiente caracterizacion del k-ésimo autovalor:

a,|V v + S v%dV,
)\k(g) _ min sup fM | 9 ’ 5 9 9
VeGrk(H2 (M) vev—{0} [[v]l5

Demostracion. Sea

a,|Vv|? + S,v%dV,
L= min sup fM ’ g ‘ . g 9
VEeGrk(HF (M) vev—{0} [v]]3

Consideremos {u;} una base ortonormal de autovectores, donde cada u; tiene a \;(g)
como autovalor asociado. Sea Vi := span{uy,...,u;}. Claramente Vj, satisface que
Si v € Vi, entonces podemos escribirlo como

k
v = E QiU
i=1
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donde

ai:/ uvdVy.
M

Jur 0Ly @)V, [y (0 ) Ly (01, i) AV
[|v]13 Y o?
_ Jar 22 i Ly (ui)udV, _ Jar 22 ciajhi(g)ugu;dVy,
Zf:l aF Zf:l of
_ ZZ] ;oA (9) 05, _ Zf:l azi(g) < Mlg)
>y o Sl T

donde para la ultima desigualdad usamos que X\;(g) < Ap(g) para i =1,... k. Asi,

Luego,

vL,(v)dV,
sup Loy )
veV HU’CHQ
y por lo tanto,
an|Vv? 4+ S,0%)dV,
= min sup fM( | g|2 2 ) = < Ml9)-
VEGrH(HE(M)) vev —{0} vl

Para ver la otra desigualdad, consideremos V' C H?(M) un subespacio de dimensién
k. Tomemos el subespacio W := {uy,...,ux_1}+. Claramente, el subespacio W
satisface que dimV N W > 1. Seav € VNI con ||[v||3 = 1. Entonces

00
vV = E ;U
i=k
con

ai:/ uvdVy.
M

Jur 0Lo(v)dVy :/ ULg(v)dvg:f:a%/ Ly (u;)u;
M i—k M

1113

Luego,

o0

=> aixilg) = Milg) Y o,
i=k 1=k

donde para la tltima desigualdad usamos que \;(g) > Ai(g) para todo i > k.
Finalmente, dado que v € W satisface |[v]|3 = 1 y que al escribir w en la base
ortonormal {u;} los coeficientes que acompanan a las funciones wy, ..., ux_; son

todos nulos, tenemos que
o0 (o]
2 2
E o = E a; =1
i=k

=1
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y por lo tanto,

Luego,

Asi, tomando supremo en V', obtenemos que

Jur wLg(w)dv, > Jur vLg(v)dVy

> Mi(9)-

sup

weV—{0} Hng HUH%

Como V es arbitrario, podemos deducir que

k= min sup fM (an|ng|2 + ng2)dl/;,

> Xe(9)-
VeGrE(H2(M)) pev—{0} l[v]]3

O

El siguiente corolario nos permitird estudiar como cambian los autovalores en
presencia de una deformacién conforme.

Corolario 5.1.1. Sea § = uP"~2g una métrica conforme a g. Tenemos la siquiente
formula variacional para los autovalores de Lg en términos de la métrica g:

a, |V v|? + Sv%dV,
)\k<§) — ml/n sup fM | g | g g )
VeGrH(HY (M) vev—{o} [y uPn202dV,

Demostracion. Utilizando el Teorema anterior, la invarianza conforme de L, (ver

Teorema [3.2.1) y que dVj; = uP"dV, tenemos que

wlLz(w)dV;
Me(g) = min sup fM 5(w)dV
VeGrt(HX (M) wev—{o} [y w2dV

Jo wu TP Ly (uw)uPrdV,

= min su
VEGrF(HE(M)) weV—p{o} [y wrurndvy,
an|Vv|? + S,0%)dV,
= min sup fM( | g | J ) g,
VEGrE(H2(M)) vev —{0} [y uPr202dV,
donde v = wu. O
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5.2. Relacién entre el primer autovalor y la
constante de Yamabe

El objetivo de esta seccion es estudiar la relacion entre el primer autovalor del
Laplaciano conforme y la constante de Yamabe definida en (3.10)). Inspirados en esto
podremos construir una familia de invariantes de la clase conforme.

Proposicién 5.2.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y conexa. En-
tonces, las autofunciones asociadas al primer autovalor de Ly no cambian de signo.

Demostracion. Nuevamente, por el Teorema [4.1.4] sabemos que existe u € CZH(M)
tal que

Ly(u) = cu
con
c = lfnf fM ULQ(/;L)d‘/Q
ueA; [ul[3

Ademsds, por el Teorema sabemos que ¢ = A1(g). Luego, u es una solucién
positiva de

L, (u) = Ai(g)u.

Esto significa que u es una autofuncién positiva de autovalor \;(g). Pero como el
primer autovalor es simple (ver |5.1)), toda autofuncién asociada a A\1(g) debe ser un

multiplo escalar de u, y por lo tanto no puede cambiar de signo.
m

Observemos que como cualquier autofunciéon de A2(g) es ortogonal a v respecto
del producto interno de L?(M), necesariamente debe cambiar de signo.

Teorema 5.2.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y conexa. Entonces:

1. El signo del primer autovalor del Laplaciano conforme coincide con el signo
de la constante de Yamabe.

2. SiY, (M) >0, entonces

Y,(M) = inf Ay (h)Voly(M)=

he(g]

Demostracion.

Sea v una autofuncién de L, asociada al autovalor A;(g). Por la Proposicién
5.2.1], tenemos que v > 0 o v < 0. Supongamos que v > 0.

Consideremos el caso en que Y (M) > 0 (los otros casos son completamente
andlogos). Por la Proposicion [3.4.2] esto ocurre si y solo si existe una métrica
h € [g] tal que S, > 0. Como h es conforme a g, existe u € CZH(M) tal que
h = uP»—2g. Es decir, por la Ecuacién ,

Ly(u) = SpuPr 1.
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Como las funciones u, v son positivas, entonces

/uvd‘/;}>0.
M

Como L, es autoadjunto respecto del producto interno de L?(M) (ver Lema

3.1.2)), tenemos que
)\1(9)/ uv dl/;,:/ uLy(v)dV,
M M

= / Ly(u)v dV, = / SpuPr v dVy, > 0.
M M
Por lo tanto, A;(g) debe ser positivo.

Por la desigualdad de Holder, tenemos que

2 1—2
ol = [ v, < ( / vpndvg) ( / 1dv;) — |[ol2, Voly (M)

Luego, como Y, (M) > 0, tenemos que

" 2 2d " 2 2d

OS}/g(,U): fMa |VgU| ;ng ‘/g S fMa ‘vgv| ;i_Sg,U ‘/"gvolg(M)
[v]l3, [|v]13

para toda funcién v € HZ (M) — {0}.

Por el Teorema/5.1.1}, tomando infimo sobre v en ambos lados de la desigualdad,

resulta que

21N

Y, (M) < Mi(g)Voly (M),

Luego, como la constante de Yamabe es un invariante de la clase conforme

(ver Proposicién [3.4.1]), obtenemos que

Y,(M) < inf Ay (h)Voly(M)=.

helg]

Para ver la otra desigualdad primero notemos que si h = uP»~2g, por el Teo-
rema [5.1.1 y la demostracién del Corolario [5.1.1] resulta que

Joy wLn(w)dVy, . Jas anlVgu]? + Sgv*dV,

)\ h - { —
1( ) Tffré{‘lnl fM wdeh T{I'Elz‘h fM Up"_QUQd‘/;]
Luego,

2 n| Vg2 4 Sguv2dV, B
if A (g)Voly(M)* = fuf min Juu V50" + Syv 9(/ up”dVg>
héelg] ueC (M) vEAL [y P 202dV, M

2 2 2
S lfnf fM an’vgu| + Sgu d‘/g </ upnd‘/g) n
weC, (M) [y wprdvy, M
o Voul? + S udV,
—  inf fMa’| gl 2"‘ gU g:Yg(M).
ueCT, (M) [lull3,
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Notemos que para ver la segunda desigualdad en el item 2 del Teorema anterior
nunca usamos que Yy(M) > 0. La siguiente proposicién nos dice qué relacién hay

entre Yy (M) y la expresién infjc(y A (g)Voly(M)% cuando Y, (M) <O0.

Proposicién 5.2.2. Con las hipdtesis del Teorema anterior, si Yy (M) < 0, entonces
A(g) <0y ademds

S

inf A\i(g)Voly(M)
helg]

= —OQ.

. Demostracion. Como Y,(M) < 0, existe una funcién vy € CH(M) tal que

Y, (vy) = Jar Lo(to)vo dVy (5.2)

HvoHQn

Sean p € M y £ > 0. Consideremos una funcién suave p. € C*°(M) tal que 0 <
pe <1, p.=0en B.(p) y p- =1 en M — By.(p). Sea w, := p.vy. Como

/ w:Ly(w:)dV, — voLg(vg)dVy < 0,
M e—0 M
si tomamos un ¢ suficientemente pequeno, tenemos que

/ weLy(we)dV, < 0.
M

Consideremos la familia de funciones positivas dadas por us := v + 6 con u €
CZ (M) con soporte en B.(p) fijay 0 < § < 1. Si tomamos la familia de métricas
conformes a g dadas por {hs}s con hs := uf;"*z g entonces, con la misma demostracion
que el Corolario [5.1.1] tenemos que

(uf fM U(]Lh(s(vo)d‘/h(S _ (uf fM U(]Lg(’(]o)d‘/g
wec M)y, vEdVi, weC (M) [, uPn—203dVy
Luego,
fM UL, (U>dvh5 2

£ A (h)Voly(M)% < M (hs)Vol, (M)= = inf
hlél[g () Oh( ) > 1( 5) Oh,;( ) 'L)GC%‘E’(M) vadeha

2 2
o Joy vLg(v)dV, (/ up”dv)p" wa Ly(w.)dV, (/ up"dv>p"
vec,() [, uPn—202dV, 6 e [l 2w2dVy \Ju ° 7

fM w.Ly(w.)dV, o\

VOlh(S (M)
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Luego, cuando la clase conforme admite una métrica de curvatura escalar no
negativa, tenemos que

Inspirandonos en esta igualdad podemos definir la k-ésima constante de Yamabe
como

YE(M) = fnf Ao(h)Voly(M)=.
helg]

Como vimos en el Teorema si Y,(M) > 0 la primer constante de Yamabe

coincide con la constante de Yamabe definida en (3.10)). Es decir,

Y (M) =Y, (M).

g

Ademas, en forma similar a lo hecho en la Proposicion [5.2.2] se puede ver que la
k-esima constante de Yamabe es —oo si Ax(g) < 0.
Si g € [g], entonces

3
I
3
B

2

ng(M) = hl/él[g} A(h)Volp,(M)» = hl’g[g] Ak (h)Vol, (M) i
Es decir, la k-ésima constante de Yamabe es un invariante en la clase conforme.
Estas constantes fueron introducidas por Ammann y Humbert en [2]. En general
no se dispone de una adecuada interpretacion geométrica de la k-ésima constante
de Yamabe para k > 2 como si tenemos de la primera. Ademads, estas constantes
no son necesariamente alcanzadas por funciones suaves. En [2], [16] y |[12] Ammann
y Humbert, El Sayed y Canzani y col. estudian la relacién entre la segunda constante
de Yamabe y las soluciones nodales de la ecuacion de Yamabe, es decir, aquellas
soluciones que cambian de signo.

5.3. Signo de los autovalores del Laplaciano
conforme

Como la constante de Yamabe es un invariante de la clase conforme, el Teorema
y la Proposicién [5.2.2] nos dicen que el signo del primer autovalor no depende
del representante de la clase conforme. El siguiente Teorema nos muestra que el
mismo fenémeno ocurre con todos los autovalores.

Teorema 5.3.1. El signo del k-ésimo autovalor de L, es invariante en la clase
conforme. Es decir, si h € [g], entonces el signo de \i(h) coincide con el signo de

Ak(9)-

Demostracion. Sea h € [g]. Escribamos h = uP»~2g con u € C%(M). Supongamos
que A,(g) > 0y A(h) < 0. Por el Corolario|5.1.1} tenemos que

Ly(v)dV,
M(A)= min  su Jur VLg(0)dVy
VEGTH(H3 (M) vev—{o} [y, uPn2v2dV,
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Tomemos Vg € Gr¥(HZ(M)) que realice el minimo. Es decir,

L,(v)dV,
M(h) = sup Jar vLg(v) 9
vevo—{o} Joy uPPvdV,

Como A (h) <0, entonces [,, vL4(v)dV, < 0 para todo v € Vy — {0}. Luego, por el
Teorema [5.1.2] resulta

L,(v)d
veVp—{0} fMU dvg

lo cual es un absurdo. Por lo tanto, debe ser A;(h) > 0.
Por la simetria de la clase conforme, también resulta que si Ax(g) < 0, entonces

Unicamente resta ver que \g(g) = 0 implica A\;(h) = 0. Pero nuevamente, esto
se deduce usando la simetria de la clase conforme, ya que si A\x(g) =0y A\g(h) >0

estamos en el primer caso, y si Ax(g) = 0y Ax(h) < 0 estamos en el segundo. O

Como el espectro del Laplaciano conforme es una sucesion no decreciente de
autovalores que tiende a infinito, éstos seran positivos a partir de un momento. Por
lo tanto, la cantidad de autovalores negativos del Laplaciano conforme es finita.
Como ademas el signo de cada autovalor es invariante en la clase conforme, tenemos
el siguiente corolario.

Corolario 5.3.1. La cantidad de autovalores negativos y la dimension del nicleo
de L, son invariantes de la clase conforme.

La pregunta natural que surge es si dada una variedad cualquiera, la cantidad de
autovalores negativos esta determinada tinicamente por la geometria o tiene obstruc-
ciones topoldgicas. El resto de esta seccion estd dedicada a mostrar que en cualquier
variedad podemos construir métricas con la cantidad de autovalores negativos que
nosotros queramos. Es decir, la estructura diferencial no impone ninguna restriccion
sobre la cantidad de autovalores negativos del Laplaciano conforme. Para esto nece-
sitaremos el siguiente resultado debido a Eliasson (ver [17]). La demostracién aqui
presentada se debe a L. B. Bergery (ver [9] y [10]).

Teorema 5.3.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimensionn > 3.
Entonces, existe una métrica h sobre M de curvatura escalar constante y negativa.

Demostracion. Para probar el Teorema, basta con ver que existe una métrica h tal

que
/ Shd‘/g < 0.
M

En efecto, si esto ocurre, entonces

B fM SpdVy,
n—2 Y

QAh) = Voly(M)*5
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con lo cual
Y, (M) < 0.

Luego, por el Teorema , existe h € [h] de curvatura escalar constante y negativa.

Para esto, consideremos D™ un disco abierto centrado en p € M. Tomemos un
subconjunto de la forma S" x D* C D™ con r > 1y s > 2 tales que r + s = n.
Sea f una funcién positiva en D?® y radial respecto p que valga idénticamente 1
en un entorno del borde de D?®. Si hy y hs son las métricas estandar en S" y D?,
respectivamente, entonces

hy o= f27! (f?ha + hs)

define una métrica en S" x D?® que se extiende a una métrica h de M. Luego,

/ Sthh:/ Sthh~|—/ SpdVy,.
M M—SrxDs S"xDs

Claramente el primer sumando no depende de f. En cambio, para el segundo su-

mando tenemos que
/ SpdVy, :/ Shy AV,
ST x Ds ST x Ds

o rin—1—r
= VOth(ST)/ fn71 2 (Sh2 - ( )|vh3f|2) thS‘
Ds n—1
Notemos que, como r < n — 2, entonces

.
_M<O’
n—1

con lo cual el coeficiente de |V, f|? es negativo.
Luego, eligiendo f de forma tal que 1 < f < 2y que |V, f|* sea lo suficiente-
mente grande, obtenemos que

/ Sthh < 0.

M

Con lo cual queda demostrado el Teorema. O
En |17], Elfasson considera métricas de la forma

h(Xv Y) = 9(¢X + d(p(X)VQQQ Y)

con ¥, p € C*°(M), ¥ > 0. Luego, para una eleccién adecuada de estas funciones,
prueba que la métrica h satisface lo querido. Es decir que

/ Shd‘/g < 0.
M

Una primer consecuencia del Teorema [5.3.2f es la siguiente:
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Proposicién 5.3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimension
n > 3 de curvatura escalar no negativa. Entonces existe otra métrica h de curvatura
escalar constantemente cero.

Demostracion. Como S, > 0, entonces, por la Proposicién necesariamente
debe ser Y, (M) > 0. Més atn, si Y, (M) = 0, entonces existe h € [g] tal que S, = 0.

Si Y, (M) > 0, por el Teorema resulta A\j(g) > 0. Ademads, por el Teorema
[5.3.2, existe una métrica h con S, < 0. Luego Y, (M) < 0y, nuevamente por el
Teorema [5.2.1], debe ser A\;(h) < 0. Como el espacio de métricas Riemannianas es
convexo, para cada t € [0, 1] podemos definir la métrica

g :=tg+ (1 —1t)h.
Consideremos la funcién continua f : [0,1] — R dada por

f@t) = Ailge)-

Como f(0) = A (h) <0y f(1) = M(g) > 0, existe tg € (0,1) tal que A;(gs,) = 0.

Luego, por la Proposicién [5.2.T], tenemos que Y, = 0. Por la Proposicién , esto
implica que existe hy, € [g,] tal que Sp,, = 0.

]

Proposicion 5.3.2. Sea M una variedad Riemanniana cerrada de dimension n > 3.
Para todo k > 1 eziste una métrica g con \i(g) < 0.

La siguiente demostracion se debe a El Sayed (ver [16]).

Demostracion. Consideremos k esferas S™ de dimensién n = dim M. Por el Teorema
(.32, podemos dotar a cada esfera con la misma métrica g de curvatura escalar
negativa. En particular, por la Proposicion [3.4.2] Y,(S") < 0.

Sea p € S". Como Y,(S") < 0, para todo €,6 > 0 podemos tomar una funcién
u € C(S™) con soporte en S™ — B.(p) tal que

fSn uLy(u)dV,

—0. 5.3
fsn qu% < ( )

En efecto, sea p. una funcién suave tal que 0 < p. <1, p. =0 en B.(p), p- =1 en
S™ — Bae(p) ¥ [Vype| < 2. Como Y,(S™) < 0, existe v € CZH(S") tal que

V(o) — Jon vLg(v)dV,

= —20.
g( ) fSn U2d‘/g <

Asi, si e es suficientemente chico, u := p.v satisface (5.3)).
Sean pq, ..., p, puntos distintos en M. Consideremos la suma conexa

M = M#(S )1 # ... #(S")
pegando cada (S™); en p con p; € M de forma tal que B.(p) coincida con B.(p;).

Notemos que M es difeomorfa a M.
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Consideremos en M cualquier métrica h que satisfaga
hlsm)i—B.(pi) = 9-
Definamos en M la funcién

" — {u en (S"); — B:(p:) ‘

0 caso contrario

Como las u; tienen soporte disjunto, si V' := span{vy,...,vx} con v; autofuncién
asociada a \;, por el Teorema [5.1.2] resulta que
- vL,(v)dV;

vev—foy g v2dVi,

N Lg(/\lvl + ...+ /\kvk)()\lvl + ..., )\kvk)th
Ay Ak fM(Alvl + ..., )\k’Uk)Qth
M+ 4+ A fon uLg(u)dV,

< su
- Al,...%k (M +.. A} [o u?dV,
_ fSn uLy(u)dV, < s
fS” u*dV,
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Capitulo 6

Productos Riemannianos

En este capitulo utilizaremos productos Riemannianos para construir ejemplos
de variedades Riemannianas que satisfagan distintas propiedades geométricas.

6.1. Multiplicidad de métricas de curvatura
escalar constante

En el capitulo 3 vimos que dada (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y
conexa de dimensiéon n > 3 tal que Y, (M) < 0, entonces en cada clase conforme
existe una tunica métrica de curvatura escalar constante distinta salvo dilataciones
escalares (ver Proposicién y Corolario [3.4.1)). En esta seccién utilizaremos pro-
ductos Riemannianos para mostrar que esto no siempre es cierto si Y, (M) > 0. Para
esto primero necesitamos el siguiente Lema.

Lema 6.1.1. Sean (M, g) y (N, h) dos variedades Riemannianas cerradas tales que
dimM =m ydim N =n, y seat € R.g. Entonces tenemos que

1.
1
Stg - ;Sg (61)
2.
Sg+h = Sg + 5. (62)
Demostracion.

1. Al multiplicar una métrica Riemanniana por una constante ¢ positiva obte-
nemos una deformacién conforme de la misma. Luego, la Ecuacién (6.1)) se
obtiene de aplicar el Teorema |3.1.1]

2. Veamos que vale la Igualdad 1} Sea (p,q) € M x N. Tomemos (U>< V, (z, y))
una carta de M x N centrada en (p, q) donde (U, x) es carta de M centrada en p
y (V,y) es una carta de N centrada en q. Si {01, ...,0m,Oms1,- .-, Omin} €s la
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base estandar de vectores tangentes de 1{, )M x N inducida por el sistema de
coordenadas mencionado y w1 : M X N — M, w9y : M X N — N son las pro-

yecciones candnicas, entonces {dmids, . ..,dm0n} v {dme0mi1, ..., d720min}
son las bases de T,M y T, N inducidas por las cartas (U,z) y (V,y), respecti-
vamente.

Luego, podemos describir localmente al tensor de curvatura como
RIGY = (g + h) (R7" (0, 0;) 0k, )
= g(Rg(dm(?i, dm@j)dm@k, d7r18l) + h(Rh(dﬂ'gai, d’ﬂ‘g@j)dﬂ'g@k, d7r28l) .
Notemos que si @ > m entonces dm0; = 0, y si ¢ < m, dm0; = 0. Por lo tanto,

Rzg]kl Si1§i7j7k7l§mu
+h . .o
fjkl - RZkl Slm+1§Z,j,/{Z,l§m+n7

0 en otro caso.

Como la matriz de g 4+ h en esta base es de la forma

((g+h>ij) = ( (g(i)j) (h?j) ) :

al contraer por la métrica primero en los indices k,[ y luego en ¢, 7 obtenemos
que
Sg+h = Sg + Sy,.

O

Sean (M, g) y (N, h) dos variedades Riemannianas cerradas de dimensién m > 3
y m > 3, respectivamente, tales que Vol,(M) =1, Vol,(N) =1, S, =cy S, =d,
donde ¢ y d son constantes positivas. Para cada t > 0 consideremos el producto
Riemanniano (M x N, g;), donde

g ==1t"g+t"h.
Por el Lema tenemos que
S =1"Sg +t7" S, =t +t"d.

En particular, S;, es de curvatura escalar constante. Ademds, de la expresion local
de los elementos de voliimen deducimos facilmente que

dVy, = vi—rmgnm dv,dV, = dV,dV},.
Luego,
Volg, (M x N) = / dV,dVy, = Vol,(M)Vol,(N) = 1.

MxN
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Por lo tanto, al evaluar el funcional de Yamabe en la métrica g; obtenemos que
Qg) = / (t”Sg + t_mSh) dV,dvy,
MxN

= ", Voly (M) + ™Sy Voly(N) = t"c + ™.

Claramente, haciendo t — oo o t — 0, resulta que t"c + t7d — oo. Luego, si
elegimos t( suficientemente grande o suficientemente pequeno, por el Teorema [3.5.2]
tenemos que

Q (gt) > Y(8")
Pero por el Teorema sabemos que

Y(S") > Y,

tg

(M x N).

Por lo tanto, si bien g, es de curvatura escalar constante, esta métrica no minimiza
el funcional de Yamabe. No obstante, por el Teorema [3.4.1} sabemos que existe una
métrica de curvatura escalar constante que minimiza el funcional de Yamabe, con lo
cual en la clase conforme [g;,] hay al menos dos métricas (esencialmente) distintas
de curvatura escalar constante.

En general cuando una variedad Riemanniana admite métricas de curvatura
escalar positiva existen clases conformen con tantas métricas de curvatura escalar
constante y volumen dado como querramos. Mas precisamente, Pollack probé en
[34] que dada una variedad Riemanniana cerrada (M, g) de dimensién al menos tres
y de curvatura escalar positiva, y dado k un entero positivo y € > 0, existe una
clase conforme [h] tal que existe b’ € [h] de modo que ||g — I/||co < € y [h] tiene k
métricas de curvatura escalar constante y volumen dado.

6.2. Meétricas conformes de curvatura escalar
constante deformando solo una variable
Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimensién m y curvatura es-
calar consante by sea (N, h) otra variedad Riemanniana cerrada de dimension n de
forma tal que n +m > 3. Consideremos el producto Riemanniano (M x N, g+ h).

En esta seccién mostraremos que existe una métrica h en la clase conforme [g + h]
de curvatura escalar constante de la forma

h =uP™m (g + h)

[e.9]
con u € CX(M).
Claramente, tal métrica existe si y solo si u satisface la ecuacién

AminDgintt + Syppu = AuPrim =1 (6.3)

para alguna constante .
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Como u solo depende de N, podemos reescribir la Ecuacién (6.3]) de la siguiente

manera a a
" (b4 Sp)u = ——AuPrmt

an—‘rm an—i—m

anAhu +

Notemos que de esta forma la ecuacion no depende de M.
Por lo tanto, como p,1,, < pn, sl tomamos

Qn

= (b+ Sh)

an—i—m

Qn

A

C =
Gptm
obtenemos una ecuacién subcritica como en (4.1l
Luego, por el Teorema sabemos que existe una soluciéon u suave y positiva

de la Ecuacién (6.3)).

6.3. Cantidad de autovalores negativos del
Laplaciano conforme en productos
Riemannianos

En el capitulo anterior vimos que dada una variedad diferencial M cerrada de
dimension n > 3, para todo k > 1 existe una métrica Riemanniana ¢ tal que el
k-ésimo autovalor de L, es negativo (ver Proposicién . Como los autovalores
estan ordenados de forma no decreciente, esto es equivalente a decir que L, tiene
al menos k autovalores negativos. Es decir, en cualquier variedad diferencial pode-
mos encontrar métricas Riemannianas tales que el Laplaciano conforme tenga una
cantidad arbitrariamente grande de autovalores negativos.

En esta seccion estudiaremos el espectro del Laplaciano conforme en variedades
Riemannianas de la forma (M x N, g;) con g, := g + th, donde (M, g) y (N, h) son
variedades Riemannianas cerradas y t € Ry (; y veremos que bajo ciertas condiciones
podemos deformar la métrica variando unicamente el pardmetro ¢t para conseguir
que el Laplaciano conforme también tenga una cantidad arbitrariamente grande de
autovalores negativos.

El problema de autovalores consiste en encontrar todos los pares de la forma
(u,A) con u € C*(M x N) no nula y A € R que satisfagan la siguiente ecuacién

UnymDgitnth + Sgpenth = Au.

Por el Lema es claro que la curvatura escalar de (M x N, g;) es
1
Sgith = Sg + ES"'
Luego, una autofuncién de L,, de autovalor asociado A satisface la siguiente ecuacion
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1
UmanD gt + (Sy + ;Sh)u = \u. (6.4)
Consideremos el caso en que (M, g) y (N, h) tienen curvatura escalar constante.

Notemos con ¢; = S, y ¢ = Sp. Luego, la ecuacién [6.4] queda

1
AmanDgipt + (c1 + ;@)u = \u.

Despejando, tenemos que u es autofunciéon de Ly, de autovalor A si y solo si u es
autovector de Ay, de autovalor i con

A— (Cl + t_lcg)
o= .
Am+n

Reciprocamente, los autovalores de L, son de la forma a,mp + (¢1 + ¢ e2) con
p autovalor de Agyy,. Con esto, hemos probado que cuando las variedades son de
curvatura escalar constante tenemos que

1
Sp€C<Lgt) = aernSpec(Angth) + (c1 + 202)-

Luego, para estudiar el espectro de L, basta entender el espectro de Agyyp.

Lema 6.3.1. Sean (M,g) y (N,h) dos variedades Riemannianas cerradas (no ne-
cesariamente de curvatura escalar constante). Tenemos lo siguiente

1.
1
Spec(Ay) = ;Spec(Ah). (6.5)
2.
Spec(Agyn) = Spec(A,) + Spec(Ap). (6.6)
Demostracion.

1. Multiplicar una métrica por una constante positiva es una deformacién con-
forme. Luego, por el Lema tenemos que

1
Ath — ZA]L

Por lo tanto, v es autofuncién de Ay, con autovalor asociado p si y solo si v
es autofuncion de Ay con autovalor asociado tu. Es decir, los autovalores de
Ay, son de la forma t~'\ con A autovalor de A,,.

2. Por el Teorema de Stone—Weierstrass, es facil ver que las funciones de la forma
f(x,y) = fi(x)fa(y), con f1 € C®(M) y fo € C®(N) son densas en L?(M x
N).
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Si u € C®°(M) es autofuncién de A, con autovalor asociado A y v € C*°(N)
es autofuncion de Ay con autovalor asociado u, por el Lema tenemos que

Agin(uv) = vAgpt 4+ vAg 40 = 2(g + h) (Vginu, Vgipv) .
Como u depende solo de M y v depende solo de N, se tiene que

Agipu = Agu,
AnghU = Apv,
V=0,

Viu = 0.
Luego,
(g4 h) (Vginu, Vyipv) = g (Vgu, Viv) + h (Viyu, Viyv) = 0.
Por lo tanto,
Agin(uv) = vAgu 4+ uApv = vAu + upv = (A + p)uv.

Es decir, uv es autovector de A, ), con autovalor asociado A+ p. Luego, si {u;}
es una base ortornormal de L*(M) formada por autovectores de A, con auto-
valores {\;} y {v;} es una base ortonormal de L*(N) formada por autovectores
de A, con autovalores {y; }, entonces {u,;v;} es un conjunto de autovectores de
Ag4p, con autovalores {\;+;} que generan un subespacio denso, y por lo tanto
conforman una base ortonormal de L*(M x N) formada por autovectores.

]

Con esto tenemos que

1
Spec(Ly,) = amn(Spec(Dg) + Spec(Ap)) + (e1 + 202)

1 1
= amin (Spec(A,) + ¥Spec(Ah)) +ert <o

Es decir, los autovalores de L, son de la forma

1 1
)\z‘+j(9t) = Qnim (0% + Eﬁj) +o+ Zcza

donde «; es el i-ésimo autovalor de A, y 3; es el j-ésimo autovalor de Ay,

Es sabido que el primer autovalor de A, es cero, cuyo autoespacio asociado esta
conformado por las funciones constantes. Luego, tenemos infinitos autovalores de la
forma

1
Ai(gt) = Angma; + 1 + 202
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con autofunciones que solo dependen de M. Por lo tanto, si ¢ < 0, tomando ¢
suficientemente chico resulta que \;(¢g:) < 0. Es decir, tomando ¢ suficientemente
chico obtenemos una métrica con cantidad arbitrariamente grande de autovalores
negativos.

A continuacion mostraremos que, utilizando un resultado de Grigoryan, Netru-
sov y Yau, podemos relajar la hipotesis de que g sea de curvatura escalar constante.
Es decir, dadas (M, g) una variedad Riemanniana cerrada no necesariamente de
curvatura escalar constante y (N, h) una variedad Riemanniana cerrada de curva-
tura escalar constante y negativa, probaremos que que la cantidad de autovalores
negativos de L,, tiende a infinito cuando ¢ tiende a cero.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada. Un operador de Schrodinger es
un operador de la forma

P=A—-f

con f € L>®(M). Si llamamos Neg(P) a la cantidad de autovalores negativos del
operador, entonces el siguiente Teorema nos da una cota inferior para la cantidad
de autovalores negativos del operador P.

Teorema 6.3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimension m.
Entonces vale la siguiente desigualdad

m
2

Neo(P) 2 o ()

donde C es una constante que depende unicamente de la clase conforme de g st
m > 3 y si m = 2 depende unicamente del género de M.

Este resultado fue probado para f > 0 por Grigoryan, Netrusov y Yau en [22]
y para el caso general por Grigor'yan, Nadirashvili y Sire en [21]. Notemos que los

operadores de la forma .

Lg = aLg
son operadores de Schrodinger con f = —a,'S,. Como a, > 0, la cantidad de
autovalores negativos de L, coincide con la cantidad de autovalores negativos de f}g.
Volviendo al problema planteado, (M, g) y (N, h) son dos variedades Riemannianas
cerradas y (N, h) tiene curvatura escalar constante S, = ¢ < 0. Luego, por el Lema

6.1.1, la curvatura escalar de g; satisface que

1
Sgt = Sg + ;C.

Llamemos Neg(Ly,) a la cantidad de autovalores negativos de Ly, y Neg(Lg,)|,, a
la cantidad de autovalores negativos de L,, cuyas autofunciones asociadas dependen
unicamente de M.

Notemos que los autovalores negativos de L, cuyas autofunciones dependen solo
de M son las soluciones del siguiente problema de autovalores en M:

1
AmgnDgu + (Sg + ;c) U= \u.
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Como M es compacta, podemos tomar t lo suficientemente pequeno de forma
tal que

1
sup{S,(p) + ;c} < 0.

peEM

1
Stht> :/ ———8,.dV,,.
(/J\/l An4m I I + M Aptm 7 g

Neg(Lgt) = Neg(f/gt) > Neg(zgt)h\z

Sy
:Neg(A+S ):Neg(A—i— +C).
Am+n Am4n

Observemos que el operador

Por lo tanto,

Ademas,

1
tC

Sy +

aern

Ay +

es un operador de Schrodinger definido sobre M con

1
f _ Sg + ;C‘
am—i—n
Luego, podemos aplicar la cota dada por el Teorema|6.3.1} y para m > 3, obtenemos
que

Sy + 1 (S, + Le)dv,\ *
N@g(Lgt)zNeg(Ag—F g+tc)2 C __ (fM + C )
Qm+n VOlg (M) T2 Am+n
C (=, Sdv, L[, 1dV,\* ¢ | 3
= m ( fM L{M 9) = m <_Q(g> - ;CVOZQ(M)"L> J
Ut Voly(M) " Gyt
ya que
S,dV,
Qg) = fM—gé'
Voly(M) ™=

De forma similar, cuando M es una superficie, es decir para m = 2, tenemos que

S+ 1
Neg(LgJZNeg(Aﬁ . fc)

aern

>C <—47TX(M) _ %cvozgw))

donde para la ultima desigualdad usamos que la curvatura escalar es el doble de
la curvatura Gaussiana y el Teorema de Gauss-Bonnet. Por lo tanto teniendo en
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cuenta que la caracteristica de Euler es x(M) = 2 — 27, donde gamma es el genero
de M, tenemos que

Neg(Ly,) > C <87r(7 —-1)— %CVOZQ(M))

La cota C solo depende de la clase conforme de g si m > 3 o del género de M
si m = 2. Como la constante ¢ es un nimero negativo, haciendo tender ¢ a cero,
obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.3.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y (N, h) una varie-
dad Riemanniana de curvatura escalar constante y negativa. Entonces, la cantidad
de autovalores negativos del operador Ly, donde g, = g+th tiende a infinito cuando
t tiende a cero.

6.4. Productos warped

Sean (M,g) y (N,h) dos variedades Riemannianas cerradas. Sea f € C(M).
Llamamos producto warped de (M,g) y (IN,h) por f a la variedad Riemanniana
(M x N,g+;h) donde g +; h := g + f*h. La nocién de producto warped genera-
liza a la de superficie de revolucion. Fueron introducidos por Bishop y O’Neill en
[11] para estudiar variedades Riemannianas de curvatura negativa. En esta seccién
empezaremos comentando algunos resultados de Dobarro y Lami Dozo en [15] sobre
como elegir a la funcion f de forma tal que el producto warped (M x N, g+ h)
sea de curvatura escalar constante. Luego mostraremos cémo elegir f de forma tal
que la cantidad de autovalores negativos del Laplaciano conforme se arbitrariamente
grande.

Para poder hacer todo esto, primero necesitamos estudiar como cambia la cur-
vatura escalar de un producto warped (M x N, g+ h) cuando cambia f. Para no
sobrecargar la notacién llamaremos Sy a la curvatura escalar de (M x N, g+ h)y
Ay al Laplaciano. Antes necesitaremos un Lema.

Lema 6.4.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimension n, u €
(M) ya e R—{0}. Entonces se satisface la siguiente igualdad:

Aju® = oau® "Ayu — a(a—1)g (V,u, Vu).
Demostracion. Tomando (U, x) una carta normal, tenemos que

O’ = au® 1o,

@-@-uo‘ = 81 (auo‘_l&-u) = a(a — 1)u°‘_28iu0iu + Ozuo‘_laﬁi
para cada 1 < i < n. Luego,

Aguo‘ = — Z &&»uo‘
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= — Z (a(a — Du*?dudu + au® " 9;0;u)

= —au®! Z 0i0;u — oo — 1)u®2 Z dyud;u

= au* ' Ayu — ala — 1)u*2g (Vyu, V,u).
O]

Teorema 6.4.1. Sean (M, g) y (N, h) dos variedades Riemannianas cerradas de di-
mension m y n respectivamente. Sea f € CH(M). Consideremos el producto warped
(M x N,g+¢h). Entonces se satisface la siguiente ecuacion:

4 e
n—flAgu + Syu+ Spustt = Spu (6.7)

donde

u=/f =N
Demostracion. Notemos que g + f2h = f2(f 29+ h). Luego, g +; h es una métrica
Riemanniana conforme a f~2g+h en M x Ny f~2g es conforme a g en M. Si llama-
mos § := [2g € [g], entonces podemos aplicar la ecuacién en M y obtenemos
que
amAgv + Syv = vPm 1S, (6.8)
donde

De forma similar, si llamamos § := f~2g + h, en M x N se tiene que

AmnDgw + Syw = SpwPrem=! (6.9)

con .
wm+n72 fry fz_

Observando que w no depende de N, es decir w € C*°(M), vemos que
Ayw = Ajw.
Luego, del Lema |3.2.1] se sigue que
Ayw = (vVAw — 29 (V v, Vyw)) vt Pm, (6.10)

Ademas, del Lema sabemos que

Ay(vw) = vAw +wA v — 29 (Vyo, Vaw). (6.11)
Juntando las ecuaciones (6.10) y (6.11]) llegamos a que
VP Aw = Ay (vw) — wA . (6.12)
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Por otro lado, del Lema podemos inferir que
Sy = S5 + Sh.
Utilizando todo esto en la ecuacién y multiplicando por vPm~1, tenemos que
Amin (Ag(vw) — wAL) 4+ 0P (S5 + Sp) w = SpwPminlyPml
Por la ecuacién , lo anterior nos queda

4
(m+mn—2)(m-—2)

4 4
WA U+ A A g (V0) + Sgvw + SpvPm "l = Spwmrz Tlym—a

Notando que
4 4
wmtn—-1pym—-2 — 1

ntl a1 s . , .
y llamando u = f 2, podemos reescribir la ecuacion anterior en términos de u; y

al multiplicar por w7+ obtenemos que

4n min1  AmA+n—2) 1 1 n=3
Agu it 4+ ————yntt A juntt 4+ Sou 4+ Spuntt = Sru.
(m+n—2)(m-2)""* m+n—2 g g " /
Luego, aplicando el Lema con a = 25 en la ecuacion anterior, obtenemos la

Ecuacion (6.7)). H

n+1

Como u = fz € C®(M), S, € C*(M) y S, € C®°(N), el Teorema anterior
implica que para obtener f de forma tal que la curvatura escalar Sy del producto
warped (M x N, g +; N) sea constante, S, necesariamente debe ser constante. A
continuacién estudiaremos el problema de encontrar una funcién f € C*°(M) de
forma tal que (M x N, g+ h) sea de curvatura escalar constante en el caso que
Sp =0y en el caso que S, = ¢ < 0. Los siguientes dos teoremas fueron probados
por Dobarro y Lami Dozo en [15].

Teorema 6.4.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y coneza. Sea (N, h)
una variedad Riemanniana cerrada de curvatura escalar nula. Entonces existe f €
C>(M) tal que la curvatura escalar de (M x N, g+¢h) es una constante c;. Ademds
f es unica salvo una mutiplicacion escalar positiva y A\ es unica y estd dada por

4
A = inf/ < - yvgv|2+sgv2) dv,
M

vEB] n -+ 1

donde By :={v € H(M) : ||v|]] = 1}.

Demostracion. Del Teorema [6.4.1] es claro que estamos buscando una constante
A € R y una funcién positiva u € C*°(M) tales que

L(u) = Au, (6.13)
donde




El operador L es eliptico y autoadjunto en L?(M). Luego, por el Teorema espectral,
existe una unica funcién uy; € CH(M) autofuncién del operador L, de autovalor A\
_2

con ||ug||e = 1. Claramente, f := u{*" > 0 es la funcién buscada. Ademds, como el

autovalor A\; es simple, toda solucién es un multiplo constante de f.
m

Teorema 6.4.3. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y conexa. Supon-
gamos que (N, h) es una variedad Riemanniana de dimension n > 3 con curvatura
escalar constante y negativa, Sy = c. Sea \y el primer autovalor del operador

4dn

L= A S,.
n+1 g+

Entonces, para todo A\ < Ay existe una unica fy € C*(M) tal que (M x N,g+5h)
es de curvatura escalar constante A. Ademds, si X\ > A\, no eziste f € C*°(M) tal
que Sy = \.

Demostracion. Nuevamente, por el Teorema [6.4.1] el problema consiste en buscar
u € C*(M) solucién positiva de

L(u) + cu® = \u (6.14)
donde 1
n
L(u) = — lAgu + Syu

y0<a:= Z—j < 1. Llamemos u; a la autofuncién positiva de L(u) = Aju tal que

||u1]]2 = 1. Si u es solucién positiva de (6.14)), multiplicando la ecuacién (6.14) por
up e integrando, obtenemos que

)\1/ uuldVg—l—c/ uauldVg:)\/ uudVy.
M M M

Luego,
(A— )\1)/ uudVy = c/ u®u dVy,.
M M

Como u,u; € C*°(M) son funciones positivas y ¢ < 0, necesariamente debe ser
A< A
Fijemos A < A;. Como 0 < a < 1, si t > 0 es suficientemente chico, tenemos que

(L — M) tuy < |c|t®us.

Luego, tu; es subsolucién de (6.14)).
Por otro lado, si r > 0 es suficientemente grande, entonces

(L — X)) ruy > |c|ruf.

Por lo tanto, ru; es supersolucion de ((6.14)).
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El operador (L —\I) : C?%(M) — C®(M) es inversible, y su inversa (L —\I)~*
es continua respecto de las normas ||.||o en C*(M) y |[|.||c1.e(ary en C**(M). Ademas,
(L—XI)~! es fuertemente positivo, es decir, (L—AI)"'w > 0 para toda w € C%,(M)
no nula. Luego, se extiende a un operador compacto, que notaremos de la misma
manera, (L — X)™' : C(M) — C(M) que también es fuertemente positivo (ver
[1]). Para cada w € C(M), (L — M)~ *w es solucién débil de L(u) —  u = w.

El operador (no lineal) compacto v — (L—AI) " (|c|[v]?) : Cso(M) — Cso(M)
preserva el orden del intervalo [tuy,ru;] € C(M), por lo tanto tiene un punto fijo
u € C(M),con0 < tu; <u < ruy. Esdecir,u = (L—X)"(|c||u|*). Por argumentos
estdandar de regularidad, u € C*°(M). Luego, u es una solucién clasica y positiva de
(6.14) (ver [1]). Finalmente, la no linealidad en implica que u es tnica (ver
[30] ¥ [7]). Por lo tanto, la funcién f := w es la tinica tal que (M < N,g+yh) es
de curvatura escalar constante.

]

Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimension m y (N,h) una
variedad Riemanniana cerrada de dimension n de curvatura escalar constante ¢ < 0.
En la seccién anterior vimos que si hacemos tender ¢ a cero entonces la cantidad de
autovalores negativos del Laplaciano conforme de la variedad Riemanniana (M X
N, g + th) tiende a infinito. Luego, es claro que podemos elegir una funcién f €
C2%(M) tal que el Laplaciano conforme del producto warped (M x N, g+ h) tenga
una cantidad de autovalores negativos arbitrariamente grande (tomando funciones
constantes lo suficiente mente chicas). La pregunta que nos hacemos ahora es si
partimos de un producto warped (M x N,g +; h), entonces ;podemos deformar
la funcién f € C(M) de forma tal que la cantidad de autovalores negativos del
Laplaciano conforme sea arbitrariamente grande? Como veremos a continuacién la
respuesta no cambia con respecto al problema anterior. En efecto, si consideramos
una deformacién de la métrica g + f?h de la forma g + tf?h con t > 0, entonces
g+tf?h = f2(f2g+th). Es decir, f~2g + th es una métrica conforme a g + tf%h
y f2g es conforme a g. Luego, como la cantidad de autovalores negativos es un
invariante de la clase conforme, resulta que

Neg (Lgyipan) = Neg (Ly-2g40m) -

Por lo tanto, denotando ¢ := f~2¢ de la misma manera que en la demostracién del

Teorema tenemos que
Neg (Lgyeon) = Neg (Lgum)
S; + 1c C . 1 N
- : ) Z m=2 (_Q(g) - cholg(M) m)
a

m
m—+n

m
2

> Neg (Ag+

CLm—&-n

sim>3,y
Neg (Lgiip2n) = Neg (Lgiin)

M) >C (—47TX(M) — %CVOZQ(M))

si m = 2. En cualquiera de los dos casos, si t — 0 entonces Neg (Lgyif25) — 00.

> Neg (Ag—F

aern
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