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Resumen

En esta tesis estudiaremos un problema clésico del analisis armoénico conocido como “res-
triccion de la transformada de Fourier”, cuya formulacion clasica, debida a Stein, es la
siguiente: ;Es posible restringir el operador transformada de Fourier que va de un espacio
de funciones LP(R%) a otro espacio de funciones LI(R?) a un operador saliendo del mismo
espacio pero llegando a Lq(Sd_l) para algin par de exponentes p, g7 Notemos que la esfera
tiene medida de Lebesgue cero, y teniendo en cuenta que si tomamos una funciéon en L?, su
transformada de Fourier también caera en L?, restringirla a un conjunto de medida cero no
tendré sentido. En este trabajo estudiaremos las condiciones necesarias para que existan
teoremas de restriccion a la esfera, esto vendra dado por lo que se conoce como "Knapp
example", que consiste en estudiar el comportamiento de la funcién en pequenas cascaras
esféricas y en donde la curvatura cumplird un rol fundamental.

En cuanto al problema de decidir cuando estas condiciones son suficientes, estudiaremos
un resultado de Fefferman-Stein [Fef70] donde prueban que para dimension d = 2 lo son,
pero en general es un problema que sigue abierto.

Estudiaremos también un resultado debido a Mockenhaupt que generaliza el problema
propuesto por Stein a conjuntos medibles mas generales y no so6lo hipersuperficies como la
esfera.

También estudiaremos dos nociones de dimension: la dimensién de Hausdorff y la dimen-
sion de Fourier. Ilustraremos esto con algunos ejemplos de conjuntos fractales que poseen
dimension fraccionaria. Esto nos permitira dar un marco introductorio adecuado para el
estudio de una publicacion debida a Laba-Hambrook [HL.13| en donde prueban un analogo
del "Knapp example" para el caso de subconjuntos fractales de la recta real, a donde el rol
que antes cumplia la curvatura, lo cumplira el no tener “mucha” estructura aritmética.
Por ultimo, estudiaremos algunas aplicaciones de teoremas de restriccion a PDE’s, en par-
ticular las ecuaciones de Schrodinger y Helmhotz. También estudiaremos la relaciéon entre
los problemas de restriccion de la transformada de Fourier y otros dos problemas clésicos
de la teoria geométrica de la medida y el analisis armoénico: el problema de Kakeya y los
multiplicadores de Bochner-Riesz.

Palabras claves: Restriccion de la transformada de Fourier, conjuntos de Salem, dimen-
si6n de Hausdorff, dimensiéon de Fourier.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los operadores mas importantes en el andlisis armoénico y de la matematica en
general es la transformada de Fourier definida en principio para funciones absolutamente
integrables en R por la férmula

f€) = [ fa)e i aa.

Este operador se extiende luego a LP(R?), con 1 < p < 2 de manera natural (ver 2.3
para maés detalles, definiciones y propiedades de la transformada de Fourier). Una pregunta
que surge entonces es : si tengo una funcién en un determinado espacio de funciones y le
tomo transformada ;ué sabemos acerca del espacio donde cae?. En particular, si tomamos
funciones en espacios de Lebesgue LP, uno podria querer comparar el tamano de una
funcion f en R? con el tamaifio de f, su transformada de Fourier.

De forma més cuantitativa, podemos plantear la siguiente pregunta: ;cuéndo existe una
constante C > 0 tal que tenemos estimaciones de la forma:

Hﬂ’Lq(Rd) < O fll o ey (1.1)

para toda f, en principio, en la clase de Schwartz?

La clase de Schwartz es un espacio de funciones con la propiedad de que tanto la funcién
como todas sus derivadas, decrecen mas rapido que cualquier polinomomio (ver 2.4 para
una definicion formal y algunas propiedades). Es un espacio un poco mayor que C§°, y lo
usamos en lugar de este porque tiene la propiedad de que si tomamos transformada de una
funcion en esta clase, vuelve a caer en ella (ver Teorema 2.4.5).

La desigualdad de Hausdorff-Young nos dice que

1A o gy < [[f 1| o (reypara todo 1 < p <2

donde p’ es el exponente dual de p, es decir, L + & = 1. Y estas son todas las posibles
acotaciones de esta forma . (ver notas de Tao [Tao99b]). Supongamos ahora que no que-
remos controlar el tamano de f en todo RY, sino en un subconjunto de R%, es decir, ahora

buscamos acotaciones de la forma
HfHLp/(B) < ”fHLP(Rd)a (1.2)

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

donde B es un subconjunto de RY. Consideremos por ejemplo, B = B(0,1) la bola unita-
ria. Igual que antes, por la desigualdad de Hausdorff-Young tenemos que (1.2) se cumple
siempre que ¢ = p' y 1 < p < 2. Pero en este caso, al estar considerando un subconjunto
compacto, por la Observacion 2.0.1 tenemos que podemos extender esta cota a todos los
g <p conl<p<2 Y resulta que también en este caso estas son todas las acotaciones
posibles (ver notas de Tao [Tao99b]).

La situaciéon es més interesante cuando uno no restringe a un conjunto abierto como B
sino a una hipersuperficie como por ejemplo la esfera unitaria S¥~!. A fines de la década del
60, Stein propuso la siguiente pregunta ;es posible restringir la transformada de Fourier
f de una funcién f € LP(R?), con 1 < p < 2, a la esfera S*! como una funcién en
L4(S%1) para algiin 1 < ¢ < 00? Uno de los objetivos de este trabajo va a ser presentar
los resultados clasicos relacionados con esta pregunta. En la primera parte nos vamos
a centrar principalmente en la esfera por una cuestion historica, pero como veremos en
el Capitulo 5, los resultados que mostraremos para la esfera pueden extenderse a otras
hipersuperficies, en donde la curvatura va a cumplir un rol fundamental. Por ejemplo, si
consideramos un hiperplano, veremos en el Capitulo 3 que sblo tendremos restriccion para el
caso trivial p = 1, ¢ = oo, pero mientras mas curvada sea la superficie, mejores resultados
obtendremos. Nos interesa estudiar el problema de restricciéon en distintas hipersuperficies
ya que es posible aproximar las soluciones de varios problemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias a partir de teoremas sobre esas superficies, como veremos en el Capitulo 8.

Sabemos que dada f € L'(R), f resulta continua, y luego, podemos definir la restric-
cion a la esfera como la evaluacion. Pero esto no siempre sucede. Por ejemplo, si f € L?(RY),
por Plancharel (ver 2.4.7) tenemos que f € L?(R?), con lo cual no tiene sentido restringirla
a un conjunto de medida cero como la esfera.

Dada una funcion f € S (Rd) donde S es la clase de Schwartz, se tiene que f € S(R?) y
luego tiene sentido pensar a f restringida a S*~1. Consideramos el operador

R:S(RY) c IP(RY) — LS
f — ﬂgd—l.

Si este operador resulta acotado para algin par (p, q), como la clase de Schwartz es densa
en LP(R?), podemos extenderlo y darle sentido a la restricciéon para una funcion f € LP(R?)
arbitraria. El objetivo entonces sera encontrar una constante C' > 0 tal que

[ \Fw)tds < I (13)

donde do es la medida usual de la esfera.

En caso de que exista tendremos un teorema de restriccion con exponentes (p, q) y diremos
que vale R(p — ¢q). En el Capitulo 3 repasaremos la historia del problema y estudiaremos
las condiciones necesarias para la existencia de teoremas de restriccion en la esfera.

El problema de para qué valores de (p,q) existen acotaciones de este tipo, no esta
resuelto ain, pero hay varios avances. Uno de los objetivos de este trabajo va a ser estudiar
los teoremas de "restriccion" clasicos, lo que haremos en los Capitulos 4 y 5.



En el Capitulo 6 introduciremos dos nociones de dimensién: la dimensiéon de Hausdorff
y la dimensién de Fourier. También introduciremos una familia especial de conjuntos lla-
mados “conjuntos de Salem”, que son aquellos en los que los valores de dimensién dados
por ambas definiciones coinciden.

Vamos a ver que el problema de restricciéon puede pensarse para otros conjuntos, no sélo
la esfera. En el Capitulo 5 particularmente, estudiaremos una versiéon mas general del teo-
rema de Stein-Tomas (uno de los teoremas clasicos de restricciéon) dada por Mockenhaupt,
sobre espacios de medida, no necesariamente hipersuperficies como veniamos mencionan-
do hasta ahora. Antes mencionamos que la curvatura cumplia un rol fundamental en la
existencia de teoremas de restriccién, pero el teorema de Mockenhaupt que probaremos,
nos permitira pensar el problema en R (e incluso en conjuntos con dimensioén fraccionaria),
donde no tenemos una nocién de curvatura. En este contexto, la dimensién de Fourier sera
la que va a cumplir un rol fundamental en la existencia de teoremas de restricciéon en estos
conjuntos.

;Por qué nos interesa estudiar este problema? Mas alla del valor intrinseco del cono-
cimiento este problema posee numerosas aplicaciones a distintas areas de la matemaética
como por ejemplo teorfa de nimeros, teorfa espectral, y PDE’s. En el Capitulo 8 estu-
diaremos como se aplican resultados de restriccion a PDE’s, y también estudiaremos la
relacion con otros dos problemas del analisis armoénico y teoria geométrica de la medida:
el problema de Kakeya y los multiplicadores de Bochner-Riesz.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo enunciaremos los resultados y definiciones basicas de medida, trans-
formada de Fourier, interpolacién, etc. que necesitaremos para los capitulos siguientes.
A lo largo del trabajo diremos que A < B si existe una constante C' > 0 tal que A < CB.

Empezaremos el capitulo con una observacién acerca de los espacios LP sobre compactos
que nos va a resultar util:

Observacioén 2.0.1 (Espacios LP anidados) Si B C R? es un subconjunto compacto,
se tiene
L" c LY C L' para todos los ¢, r tales que 1 < g < 7. (2.1)

Esto puede probarse usando Holder y se ve reflejado en una desigualdad de normas

1 fllLe(s) < Cllfllr(B) para toda f € L"(B). (2.2)

2.1. Interpolacién

En esta seccién enunciaremos un resultado clave de interpolacién real que nos permitira
encontrar cotas para todos los valores intermedios entre dos cotas "conocidas".

Teorema 2.1.1 (Interpolacion M Riez-Thorin) Sean po,p1,qo,q1 tales que

1< P0s P15 40, q1 < 0.
Dado 0 < 0 <1, definimos p y q como
1 1-6 40
= +

1-0 0
4

)

1
p Po P q q0 a1
Si T es un operador lineal de LPo + LP* en L% + L% tal que

1T fllao < Mol[flpo para f e L¥,

1T fllgr < MY||fllp, para f € LP.

Entonces
—0 170
ITfllg < My~ MY|| 1],

7



8 CAPITULO 2. PRELIMINARES

En particular, el teorema nos dice que si tenemos un par de cotas (po, qo), (p1, ¢1), tenemos

la acotacion para cualquier par (p, q) tal que (I%, %) cae en el segmento que une (=, 1) con
11

Po’ qo

2.2. Medida

En esta secciéon enunciaremos algunos resultados relacionados con los distintos tipos de
convergencia de medidas, que necesitaremos a lo largo del trabajo.
Dado un conjunto S, notaremos con S a la o-dlgebra de Borel, es decir, la o-algebra
generada por los abiertos de S.

Definicion 2.2.1 Una medida de probabilidad en S es una funcion de conjuntos P o-
aditiva que cumple P(S) = 1.

Definicion 2.2.2 Dada una sucesion de medidas de probabilidad P,,, diremos que P, con-
verge débilmente a P, otra medidad de probabilidad, si vale que

/ fdP, — / fdP para toda f continua y acotada.
S S

Lo notaremos P, s p.

Definicion 2.2.3 Un conjunto A € S se dice P-continuo si su frontera 0A cumple
P(0A) =0.

Usaremos las siguientes equivalencias de convergencia débil:
Teorema 2.2.4 (Teorema de Portmanteau) Son equivalentes:
1. P, =% P.
2. fs fdP, — fs fdP para toda f uniformemente continua y acotada.
3. limsup,, P,F < PF para todo F C S cerrado.
4. liminf, P,G > PG para todo G C S abierto.
5. P,bA — PA para todo A C S P-continuo.

Teorema 2.2.5 (Teorema de la convergencia dominada) Sea {fy}, una sucesion de
funciones medibles en un espacio de medida (S,%, 1). Supongamos que f, converge punto
a punto a una funcion f y que existe g € L' tal que la sucesion f, estd dominada por g,
es decir,

[fn(@)| < |g(x)| Vn Vo € 5.

Entonces

lim /S o — Fldp =0,

lo que también tmplica

lim fndu:/fdu.
S S

n—oo



2.3. LA TRANFORMADA DE FOURIER 9

Lema 2.2.6 (Lema de Fatou) Sean (Q,%, 1) un espacio de medida y X € ¥ un con-
Junto. Sea fp, una sucesion de funciones medibles no negativas, f, : X — [0, 00]. Definimos
la funcion f: X — [0,00] como

f(z) = h’rr_1>inf fn(z) para todo z € X.

Entonces f es medible y
/ fdugh'minf/ fndt.
X n—oo X

2.3. La tranformada de Fourier

En esta seccién definiremos un operador clave para este trabajo, la transformada de
Fourier, y enunciaremos un teorema clasico muy 1til conocido como inversiéon de Fourier.

2.3.1. La transformada de Fourier en L!

Definiciéon 2.3.1 Dada f : R — C absolutamente integrable, se define la Transformada
de Fourier por la formula

fo) = [ e ayie (23)

Mas generalmente, sea M (R?) el espacio de las medidas en R? finitas a valores complejos
con la norma

lall = [l (RY). (2:4)

donde || es la variacion total. Luego L'(R?) esta contenido en M (R?) via la identificacion
f — w,dp = fdx. Ahora vamos a definir la transformada de una medida:

Definicién 2.3.2 Sea p € M(R?), definimos su transformada como
€)= [ e du(a). (25

En el caso particular en que tanto f como festén en L'(R?) tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.3 Sea f € LY(R?) y supongamos que fe LY(R%). Entonces para casi todo
T (a.e) vale lo siguiente:

fl)= [ Je)emerde. (2.6)
R4
Equivalentemente,
f(@) = f(—=) (2.7)
para casi todo x.
Uno podria preguntarse si hay algiin subespacio de L'(R?) en el cuél este resultado valga
para todo z. A continuaciéon vamos a introducir la clase de Schwartz (que esta contenida

en L' (RY)) que tiene la particularidad de que si tomamos transformada de una funcién en
esta clase, vuelve a caer en la misma.
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2.3.2. Identidades y desigualdades clasicas

Sean f,g € S(RY), y € R% b € R, a multiindice y a > 0. Introducimos la siguiente

notacion
(@) = flz—y),
s°(f)(x) =  flax), (2.8)
f(z) f(==)

Valen las siguiente s propiedades:

L[ Flloo < I1£]l22 (RY).
2 Fio=F4+a.0f=bf F=F.7=F
3. TU(f)(€) = e ET(E), (€72 £())(€) = T(F)(©).
4. 6°(f) = a0 ().
5. (0°f) (&) = (2mig)* f(£).
6. (0°)(€) = ((—2mi ) f()) (€)-
7. f € S(RY).
8. f % g = fg, donde (fx9)(x) = [pa(y)g(z —y)dy.
9. | f(a)g(x)de= | f(z)g(x)dz
Rd Rd
10. Seca f¥(z) = f(—z) para f € S(R?). Entonces () = f = fV.
1. | f@)h(z) de= [ FE)h(E) de.
Rd R4

12. Hausdorff-Young: (1 < p <2) Hpr/ <\ fllp Vf € LP(RY).

13. Young: Si * i L>1, fGLngqurcon%: + = — 1 entonces

1
q

S

1+ gllr < 17 1pllgllq-

2.4. Clase de Schwartz

Intuitivamente, las funciones en la clase de Schwartz son funciones suaves y tales que
tanto la misma funcién como todas sus derivadas decaen en el infinito mas rapido que
cualquier polinomio. Méas formalmente, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 2.4.1 Diremos que una funcion f € C°(R?) estd en la clase de Schwartz si
para todo par de multiindices o y B existen constantes positivas Cy g tales que

Pas(f) = sup [270° f(z)] = Cap < o0.
z€R4
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Proposicion 2.4.2 FEl conjunto de las funciones suaves de soporte compacto C’(‘)’O(Rd) estd
contenido en S(RY).

Proposiciéon 2.4.3 S(RY) c LP(R?) para 1 < p < co. En particular, S(RY) c L*(R?).
Tenemos la siguiente caracterizacion de la Clase de Schwartz:

Proposiciéon 2.4.4 Una funcion f € C® estd en la clase S(RY) si y sélo si para todo
entero positivo N y todo multiindice o existe una constante positiva Co N tal que

Ca,N
(1 + =)V

[(0%f) ()] <
Teorema 2.4.5 f € S(R?) si y sélo si fe S(RY).
Observacion 2.4.6 La clase de Schwartz S es densa en LP para todo 1 < p < oo.
Proposicién 2.4.7 (Plancherel) Sea f € L' N L? entonces, fe L? y ademds se tiene

11l 22 ray = £l 2. (2.9)

Por un argumento de continuidad, Plancherel nos permite extender la transformada de
Fourier a un operador unitario en L?>. En L' N L? esta extension coincide con la trans-
formada definida en L', alargando el dominio del operador transformada a L' + L%, y
consecuentemente a LP con 1 < p < 2.

2.5. Algunos resultados ttiles
Proposicién 2.5.1 Sea T : L? — L? definido como Tf = f x K, entonces ||T| = ||IA(HOO

Lema 2.5.2 (Parseval para medidas o dualidad) Sean p € M(R?) y v € M(R?).

Entonces
/;/Zdu = //V\dﬂ.

[ Fwgwyiz = [ r@igis.

En particular, si f,g € L'(R?),

Proposiciéon 2.5.3 Sea p € M(R?) con soporte compacto. Entonces i es C™ y

—

D% = ((—2miz)ep). (2.10)

Proposiciéon 2.5.4 Sea i € M(R?) y ¢ € S(R?). Entonces

O = ¢+ 1, (2.11)
=i (2.12)
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Demostracién: Usando la Proposicion 2.5.3 y que el producto de funciones en S esté
en S, tenemos que ¢fi estd en S. Luego, para probar (2.11) basta ver que

[ o= [ 6@+ para toda v s,
Veamos que esto es asi. Notaremos T = —a.
[iwo@nt-ade = [ G-)o(-a)ita)ds
~ [(@e)emn

= /(({ﬁ\qﬁ) o T'Ydu por Parseval para medidas

Para probar (2.12), nuevamente basta ver que
/ Srpde = / (& + f)bdz para toda ¥ € S.
Veamos que esto es asi, usando Parseval para medidas nos queda
[ouas = [ Goan

= /éiwu

~ [Grupas

= / (¢ * f)oda.

|

Lema 2.5.5 Sean f,g € S(R?), y sea p una medida con soporte compacto. Entonces se
tiene

/ﬁdu = /(ﬁ*g).fdx. (2.13)
Demostracion: Una de las propiedades ttiles nos decia

=9=7

)y
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entonces tenemos

/Edu =

/ f(gu)”

/ f(@* p)dz.

13
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Capitulo 3

Restriccion a la estera - Condiciones
necesarias

eDedicaremos este capitulo al estudio de las condiciones necesarias para la existencia
de teoremas de restriccion para el caso de la esfera. Si estas condiciones son suficientes, es
un problema abierto para d > 3, y en el caso de d = 2, se sabe que son suficientes y fue
probado por Stein y Fefferman en los 70, y lo estudiaremos en el capitulo siguiente.
En la siguiente seccién estudiaremos un lema de dualidad que nos permitira reformular el
operador de restriccion y transformar el problema en estudiar un problema de extension.
Esta es la forma en la que generalmente se estudia el problema, aunque histéricamente fue
formulado como un problema de restriccién y por eso conserva el nombre.

3.1. Formulacién dual: problema de extensiéon

El siguiente lema nos va a proveer de una herramienta valiosa para el estudio de la
conjetura de restriccion

Lema 3.1.1 (Dualidad) Sea p una medida finita y positiva. Para cualquier 1 < q¢ < oo
y cualquier C' > 0, los siquientes items son equivalentes:

LA Fllzoay < ClFlpaay, f € S.

2. ||gdﬂ||Lq’(Rd) < CHgHLP’(du)u g€ Lp/(dﬂ)'
Demostracion: Sea f € S, g € LP(du). Por la relacion de dualidad (Lema 2.5.2),

/fgd,uz /g’@.fdx. (3.1)

Si se cumple 2., entonces

/gdy,.fdx < Wl o wayllgdill oway < ClFN ot mayllgll Laap > Vg € L (dp).

Luego por (3.1) tenemos
| Fodu < 11 a9 oy s € L),

15
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lo que prueba 1. pues

HfHLP (dp) = Sup ‘/fgdu‘

llgll=1
Si vale 1., entonces

1P lzoan < 1o 19y < CIF o9l s 9 € S-
y luego,
[ 910 < Ol o ol s 9 € S-

!
Como S es densa en LY | vale 2. como antes.

Llamaremos operador de extensién al operador:

E: LYY = PR
g — gdo.

Se lo conoce como operador de extension porque en este aso partimos de una funcién
definida sobre toda la esfera y su transformada llega a R?. Para el caso particular de la
esfera buscaremos acotaciones de la forma:

||gd(7HLp/(Rd) < CHgHLq/(do)‘

3.2. Condiciones necesarias para la esfera y otras superficies

En esta seccion estudiaremos condiciones necesarias para que valgan acotaciones del
tipo R(p — ¢). Empecemos con un ejemplo:

Ejemplo 3.2.1 (Superficies planas) Sea S = {z € R? : 24 = 0,|z| < 1}. Si vale
Rs(p — q), entoncesp =1 .

Consideremos 9 € S(R?) tal que ’Q/Z;(f) =1 en [~1,1]¢. Escribimos a los puntos de R? como

x = (Z,zq) . Definimos f como
Zq

Fla) = v, 52).

Entonces, haciendo un cambio de variables tenemos:
_x
91 = [ 1@ 5irde = A [ e, s a)Pde = Al
Rd R4
Por otro lado, f(f) = )\QZ(&, <o €q-1, NEq). Entonces
Ay = A1 [ 16 amr Al

= Aq/ XB(o,l)(f)lz(ﬁl, 0y €a-1,0)7d8y -+ d€ga
Rd-1
~ M.
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Entonces L R
[fllp~A» gy I fllg ~ A

Juntando las dos estimaciones nos queda que se tiene que cumplir la siguiente desigualdad:
1
A< CA» YA (p>1).

Haciendo tender A a infinito vemos que tiene que valer p = 1.

3.2.1. Superficies curvadas

Supongamos que tenemos una superficie S C R% dada como el grafico de una funcion
¢ : R¥™1 5 R diferenciable, tal que ¢(0) = V(0) = 0 y tal que p(z) = O(|z|F) con k > 2.
Tenemos entonces el siguiente resultado:

Proposicion 3.2.2 Si vale Rs(p — q) con una superficie (S,do) como la de arriba, en-
d+k 1

tonces p > =;-7-q.

Demostraciéon: La idea de la demostraciéon es esencialmente la misma que en el
ejemplo anterior, trabajar con las dilataciones y conseguir estimaciones tanto de f como
de f y compararlas. Consideremos como antes 1 € S(R?) tal que w(f ) =1en [~1,1]¢ Sea
f:R% = R definida por

x T Tg—1 X1

1 2
f(fEl,.’EQ,"' ,.Td,17$d) :¢(?7?7 ) )\% 77)

A> 1.

Entonces

’ﬂp:<A;f@ﬂﬂm>p=<kdﬁaédW@mﬂm>p~A%;{

Por otro lado,
A k-~ 1 1
(fl'é-?a"’ 7£d): (glAkv 7§d*1)‘k7§d)‘)'

Calculamos ahora || f HLq(S Sea B(0,\ % * ) € R4, Definamos

Q) = BO,AF ) x (=A~L,A71).
Entonces f ~ AF sobre SN Q ». Ademas podemos estimar la medida de S N €2y como

—1
do(SNQy) ~ AT @D,
Juntando estas dos estimaciones tenemos que

d+k 1 1=d

)T

1l zags) ~ AT

Como esto tiene que valer para cualquier eleccién de A > 1, tenemos que

d+k 1 = d+kf

)\q <A

A
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De esta desigualdad se deduce que

d+k—1 +1—d7d+k—1<

0
ko U gk kp  —

d+ k-1 d—1

—— -1 < —.
kp kq

Y obtenemos la siguiente condicion:
1 _d+k-11
-> ;—. (3.2)
q d—1 pf
|

Si la superficie es suave, tenemos asegurado k& > 2 ya que no es lineal su crecimiento (su
gradiente es 0 en 0) y entonces su polinomio de Taylor posee al menos un término no lineal
no nulo. Observemos que cuanto mas plana es la superficie, més restrictiva es la condicién
(3.2). En el caso extremo que la superficie sea un plano, vimos que no es posible encontrar
cotas para exponentes no triviales.

3.2.2. Primera condicién necesaria para S%!

En el caso de la esfera sabemos que en la Proposicion 3.2.2 tenemos k = 2 (cuando
parametrizamos en coordenadas esféricas se comporta como 72). Con esto tenemos la primer
condicién para que existe un teorema de restriccién para la esfera:

3.2.3. Segunda condicién para S¢!

Consideremos la formulacién dual del problema de restriccién. Si tomamos g = 1 en
(2) del Lema 3.1.1 entonces tiene que valer:

HdUHLp’(Rd) <C.

-~ _d-1 L : .
Ahora usamos que |[do| = O(|z|~ 2 ) paraz > 1 (Ver apéndice fase estacionaria). Entonces
la condicién necesaria que aparece es que la integral

1 1 _ d=1¢/_
/ —dr = wy - ,rd Ydr = rz =2y
jz|>1 |z| 2P r>1p 2 P r>1

sea finita. Esto pasa si y solo si se tiene

d—1,, , 2 2d
— @ -2)>1 2=
5 (p ) > — p>d_1+ 11
- lon L, dn

p_ p 2d
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Tenemos entonces la segunda condicién necesaria:

1 _ d+1

>
D 2d

Q=

a .
Fh--------
=
S

Figura 3.1: Condiciones necesarias para S¢

3.2.4. Densidades en L?

Veremos ahora una reformulacion del lema 3.1.1 para el caso en que ¢ = 2:

Lema 3.2.3 lem:ddualidad Sea p una medida finita y positiva. Para cualquier q y cualquier
C, los siguientes items son equivalentes:

1 Fllraag < Clfllemay, fES.
2. |lgdpll 1 gay < CllgllL2(apy 9 € L*(dp).
3. % 9l o may < C?9llLomay: 9 €S-

Demostraciéon: Ya vimos que 1. implica 2. y viceversa. Veamos ahora que 1. y 3. son
equivalentes:
Si vale 3., entonces

J(@+7).fix < €111 gy pava 1 €5

Luego, por (2.13), tomando f = g nos queda:

J178 = [ Fau < G113 e
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lo que prueba 1. .

Si vale 1. , entonces para toda f,g € S, usando la desigualdad de schwartz en el lado
izquierdo de (2.13) nos queda:

/fﬁdﬂ < CQHfHLP’(]Rd)HgHLP(Rd)'
Y luego, el lado derecho de (2.13) también, es decir,

[(@x3).1d0 < G151 a9l ey

Como esto vale para toda f € S usando el mismo argumento que antes, vemos que esto
prueba 3. . [ |

Observacion 3.2.4 La forma estdndar de presentar el lema es pensarlo dentro del sistema
abstracto siguiente:

T:IP 512 = T":I? 5 [F «— T*T:LP > LV,

Veamos como funciona esto con el operador de restriccion. Consideremos una superficie
S y una medida p soportada en ella. Tenemos el operador R : S(R?) — L2(S) tal que para
cada f vale

R(f)(€) = / ¢~2mE f () £ € S,

Rd
El adjunto de R es

R*(g)(z) = / &2 (¢)dpu(€) = gd(z) = € R

sd—1
pues

R (9)(f) =

[
-
fn

e f () dadu(€)

©J.
/ 2 (6)du(€)dr

z)gdp(x

de modo que R*(g) = g/dp
Entonces

RR(@) = [ e RDE©du(E)

= [ e ([ e pway ) aute

= [ ([, e ) sy
= (K@)

72}

2}
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donde K(z) = E/Z(aj)
Otra manera de verlo para el caso de la esfera es la siguiente. Buscamos una desigualdad
del tipo

171l 2a-1y < CllFll o may,

y elevando al cuadrado
[1fdr < Ol

(F.Jdo) < 11/ 170 gay

(f,fxdo) < | fl7oa

*

U
2
IA

1120 g

donde usamos que la medida de la esfera es real y simétrica, con lo cuél vale do = (do)V.
Como ademas tenemos que por Holder vale que

(f, [ xdo) < || fllLorayllf * dol| o gay-
El objetivo es encontrar entonces acotaciones del “operador de convoluciéon” f do del tipo:

1 %0l o gty < CS Il - (3.3)

Observemos que al considerar el operador de convolucion, la geometria de la esfera queda
codificada en la convolucién f * do y no en el espacio de salida o el de llegada como
pasaba en los casos de los operadores de restriccion y extension. Con lo cual, como estamos
tomando ambas normas en espacios LP sobre R%, en algunos casos esto nos facilitara la
tarea de encontrar acotaciones.

3.2.5. Conjetura de restriccion

A fines de los 60’ Stein propuso la siguiente conjetura

Conjetura 3.2.5 (Restriccién en la esfera) Dada f € L>®(S%1) entonces

Ifdolly < Collflleo Vg > - (3.4)
De hecho, se puede probar que la cota mas fuerte
— 2d
Ifdollg < Collflla Vo> — (3.5)

es formalmente equivalente.

El problema correspondiente para densidades en L? fue resuelto en los 70’:
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3.2.6. Teorema de Stein-Tomas

Aunque historicamente el orden es el contrario, esto sera un corolario del Teorema de
Mockenhaupt aplicado al caso particular de la esfera.

Teorema 3.2.6 (Stein-Tomas) Si f € L?(S?1), entonces
| fdollparay < ClfllL2ga-1) (3.6)

para q > zdd%f y estos son todos los posibles q.
Observacion 3.2.7 En el teorema anterior podemos reemplazar la esfera por cualquier
otra superficie suave cuya curvatura Gaussiana nunca se anule. Lo enunciamos para la

esfera por una cuestion historica ya que asi fue como aparecid por primera vez.

Ahora veremos que el rango de exponentes propuesto en (3.6) es el mejor posible. El
siguiente ejemplo fue introducido por A. Knapp .

2d+-2
Z a1

Proposicion 3.2.8 (Knapp example) Elrango de exponentes q es el mejor para

el cudl se pueden obtener estimaciones del tipo (5.6).

Demostraciéon: Para poder probar este resultado, tendremos que usar una funciéon f
cuyo soporte esté muy localizado. El soporte de la f que vamos a considerar va a ser S!
intersecado con un pequeno rectangulo. Ahora los detalles:

Sea
Cs={z ¢ ST 1 — gy < 52}

donde eg = (0,---,0,1). Veamos que |7 — e4]? = 2(1 — z.eq):
lz—eg? = | < z—eg,x—eg > | =| < x> -2< T 00 >+ < egeq > | =2|1— < z,eq > |,

donde en la tltima igualdad usamos que tanto x como eg estan en S¥~!. Con esto, es facil
ver que
|z —eq| SO = 2€Cs = |z —eg| <C6

con C una constante tal que 2C? =1
Sea ahora f = f5 la indicadora del conjunto Cs. Ahora vamos a calcular || f||;2ge-1) ¥

||j%|| La(rd) - Primero, || f||;2(sa-1) es la raiz cuadrada de la medida de Cs y por la cuenta
anterior y la dimensionalidad de la esfera tenemos que

d—1
[ fllp2ga-1y =0 2. (3.7)

El soporte de fdo esta contenido en el rectangulo centrado en eq de longitud ~ 6% en la
direccién eq y de longitud =~ ¢ en las direcciones ortogonales.

Miramos f§ en el rectangulo “dual” centrado en 0. Supongamos que |{4] < Cy 152 vy que
&1 < CF 1§—1 cuando j < d, donde C} es una constante grande. Entonces

/ e_QKix'gda(:L‘)
Cs

/ 672m'(:pfed).§do_(x)
Cs

> /05 cos(2m(x — eq).&)do(x),

fdo(€)| =




3.2. CONDICIONES NECESARIAS PARA LA ESFERA Y OTRAS SUPERFICIES 23

donde en la segunda igualdad usamos que
‘6—27ried.f| — 1

Nuestras condiciones sobre £ implican que podemos tomar C; suficientemente grande de
manera que |(x — eq).£| < m/3 para todo z € Cs. Luego,

— 1 _
|[fdo(€)] = 5|Csl = 877

5d—1

El conjunto de £ que estamos considerando tiene un volume =~ , con lo cual

d—1-4+1 i
4 @ < HdeHq-

Si comparamos esto con (3.7), vemos que si vale (3.6), entonces

_1_d+1 d—1
=57 < 5%

54
uniformemente en ¢ € (0, 1]. Y entonces tiene que ser d— 1 — % > %, es decir, ¢ > %.
| |
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Capitulo 4

Teorema de Stein para el circulo

En este capitulo estudiaremos otro de los resultados clasicos de restriccién, probaremos
que vale R,_,, en dimensiéon d = 2 para todo el rango de exponentes conjeturado. Este re-
sultado fue probado por Fefferman y Stein en [Fef70] . Nosotros seguiremos la construccion
dada por Grafakos en su libro [Gra09].

Cabe destacar que este es el tinico caso en el que el problema estd completamente resuelto
para la esfera. Para dimensién d > 3 se han ido mejorando las cotas, pero no se ha resuelto
si vale o no para todo el rango conjeturado por Stein.

4.1. Restricciéon en R?

Durante este capitulo notaremos

X&) = X(1-s145)([€]), € € R2.

El objetivo del capitulo va ser probar el siguiente resutaldo:

Teorema 4.1.1 1. Dados1 <p< % , Q= %, existe una constante C, > 0 tal que para
toda f € LP(R?) y & > 0 pequerio se tiene:

-~ 1
”X6f||Lq(R2) < Cpéa || fll o (r2)- (4.1)

2. Cuando p = q = %, existe una constante C > 0 tal que para toda f € L4/3(]R2) Y

d > 0 pequeno se tiene:

5 7 4 1.1
N U4 gy < Cot? 1014 g 1.2
Empecemos con una definicion:

Definicion 4.1.2 Para cada k > 0 definimos los arcos sectoriales como
, 5 1
Ty ={re¥™@ e R2: 91273 <273, 1— §2—’“ <r<1- é2—’<f}
para todo 1l € {0,1,2,--- ,[25] —1}.

25
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Necesitaremos del siguiente lema técnico que utilizaremos sin demostracion. Para una de-
mostracion ver el Lema 10.2.5 del libro [Gra09]

Lema 4.1.3 Eziste una constante Cy tal que para todo k > 0, se tiene la siguiente cota

Z Z XD 4Tk < Co,

lel l'el

donde para cada k > 0, I'y; son los arcos sectoriales.

4.2. “Idea” de la demostracion

Para probar el resultado para S! “engordaremos” el circulo en una pequefia cantidad
20 v luego obtendremos un teorema de restricciéon para el circulo “engordado”. Finalmente
usaremos la siguiente identidad:

R 1 146 R
q = lim — .
[ Felras = tin 2o [ [ oyidodn

En lo que sigue vamos a considerar 6 = 27 < condicién que va a ser necesaria para
poder aplicar el lema anterior).
Por lo que observamos antes, R,,(S') es una consecuencia inmediata de la siguiente

acotacion:

24002 (

5 [ [ N COTorasar < oAl g

O equivalentemente,
P 1
IX° fll Larzy < (26) 2 C| fl| o (r2)-
4.3. La prueba
Demostracién: Para probar vamos a trabajar con el operador de extensiéon
E’(g) = X’g = x> %3,

que es el dual de f +— X‘;f\. Por el método T*T', nos alcanza con probar la siguiente cota:

IE® ()l 1ot sy <C5q(10g( VIF Il o 2y

donde 3 = 3 L cuando p = 3 y 8 =0 cuando p < 3 Vamos a considerar la siguiente particiéon
de la unidad :

6 = 6 DY _l
X' (&) =x"(©)x, 1 para 1€{0,1,--- [672]}.
La suma de estas funciones es x°. Ahora partimos el conjunto {0,1,--- , [(5—%]} en nueve

subconjuntos de manera que los soportes de las funciones indexadas por los indices de cada
uno de esos subconjuntos caigan en un sector de didmetro a lo sumo /4. Sea I uno de
estos subconjuntos, notaremos

_ é

= E le .

lel
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Luego, nos alcanza con obtener la acotacién buscada para cada E‘IS en lugar de E?. Fijemos

uno de estos I. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I = {0,1,---, [éé‘é]}.
Como el teorema es trivial para p = 1 (siempre vale R(1 — 00)), para probar (4.1) , fijemos
peconl<p< %. Tomemos r = (%l)’ y observemos que % = z% + % y 1 < r < 2. Aplicando
Hausdorff-Young ( ||k||;» < [|RY| ), tenemos

BNy = [ B30 e < ([ 1880 a )

= (/ YD G H (it \dfﬂ>:~

lel l'el

EIES

Vamos a obtener la siguiente cota:

(/ SIS0 * (G f \dx) < O -

lel l'el

Para lograr esto vamos a empezar por aplicarle Holder a las sumas del lado izquierdo
de esta tultima desigualdad. Para ello, notemos por Ss; ;- al soporte de X? + X?,. Luego,
reescribiendo nos queda:

EIRS

r r
T

/R ST * O Fxs,, | dr| < / SN 6D [ X s,

2 2
Lel R\ prer Ll

donde en la dltima desigualdad usamos Holder discreto. Por el Lema 4.1.3, existe una
constante C' > 0 (que no depende de 0) tal que

/
Z Z |X56,u' " <C
lel el

Luego, tenemos la siguiente desigualdad:

O < (DX [ 1080 0 ) 9
lel Vel
Para completar la demostracion usaremos el siguiente lema que probaremos més adelante:
Lema 4.3.1 Para cualquier 1 < r < oo, existe una constante C > 0 (que no depende de §
ni f) tal que

1
3 v

02 "
1O ) * Pl rezy < © <|l> X2 1l e

l'| +1 (R2)

_1
para todo 1,1 € {0,1, - ,[%5 2]}

LIRS
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Asumiendo el lema nos queda:

S ||r
, s I 7 2
1B (N oy < CO2 e (Zl(l)
Ller ver (1= +1)

’ T

r — dr S rs!
3 - e ||X1/HL7- R2
< ©s an?fnmz)] (Z% ,

Ller e U=V +1)7

donde en la ultima desigualdad usamos Holder discreto con 1 < s < oo.

Observacion 4.3.2 El operador
(097
a;} — { — }
tes} ;(\]—J"‘Fl)l_a j

mapea 1°(Z) en 1¥ (Z) cuando

1 1

Cuando 1 < p < %, tenemos 1 <7 <2y tomando o =2 —r =1 — 7, obtenemos

/
r

6 /
||E1(f)\|§, < C's2 Z HleHLT R2) [Z HleHLT R2 ]
Liel J lel
S 2
= (52 Z HleHLr R2)
Liel
El tnico s que cumple (4.4) con a =1~ 5 es s = —l Ademas, como q =2 , tenemos

1 <s <2 Usamos Holder nuevamente para pasar de norma r a norma ¢ . Usaremos que
el soporte de Xl tiene medida ~ §3. Tenemos:

U

3.1
HX?f”LT(n@) <C(62)" «

!
donde usamos Hoélder con k = £ Luego, tenemos:

HleHLq (R2)

2r!

) (0(53)*5’\Ix?fl!m'w))rs]

lel

/ 3
VB (DY ey < COF

2r!

3 § 12 a
SNeZ ) Rl >IN 1L, ]
leI

donde usamos que i

= ]% +% y p' = 27’. En la ultima desigualdad usamos que los soportes
de las X? son disjuntos y estas suman a lo sumo 1.
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Para probar (4.2) vamos a usar el Lema 4.3.1 y la Desigualdad 4.3 tomando r = 7’ =
s = s’ = 2. Nos queda:

Njw

HXl f”L2 R2)
B3 lsqes) < €5 [Z I e (Z =

lel el

Usando Holder discreto con k = 2 en la primer suma nos queda:

§
V2 ()1 hs ey < C63

. i e\ 2]
Zuxlfan(Rz] Z(Z ll,fji)

lel lel \l'el

Para acotar la otra suma doble vamos a utilizar el Test de Schur:

Lema 4.3.3 (Test de Schur) Sean (X, p), (Y,v) dos espacios de medida y sea K(x,y)
una funcion medible en (X X Y') tal que:

/ |K(x,y)|du(z) < A para caday € Y
X

/ |K(z,y)|dv(y) < B para cada = € X.
Y

Definimos un operador

Tig(z /ny av(y).

Entonces para g € L%(dv) la integral que define a Tkg converge para casi todo punto
(respecto de du(x)) y vale la acotacion

1Tkl 22(apy <VABl9ll 22 (aw)-

Para una demostracion ver [Wol03].
Vamos a tomar K(I,I") = W v {gr}r = Hx?,f”%Q También tomaremos p = v la
medida discreta sobre I.

1 1
3 : : 1
||E’f(f)||‘i4(Rz) < (o2 [Z ||X15f||%2(11£2)] [Z ”X?fH%?(R?)] [Z | +1
lel lel lel
3
< Co2 [Z ”le”L2(1R2 ] [Z | +1
lel lel

Usando el criterio integral podemos acotar la tltima suma de la siguiente manera:

P

< Clog(672).
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Usando esto llegamos a la siguiente cota:

1B () Ta@e) <

3 |!X?f\|i2(m2)] log(572)

lel

IN

€62 (52) 3" log (= [Z I} £11% 2 e ]

lel

IN

053(10g( )5

y tomando raiz cuarta a ambos lados obtenemos lo que buscabamos. Ahora para terminar
con la demostraciéon del teorema probaremos el Lema 4.3.1 que habia quedado pendiente.
Demostraciéon del lema: La prueba se basa en interpolacion bilineal. Para [,1” € I fijos,
definimos el operador bilineal

Ty (g.h) = (gx7) * (hxD).

Por como construimos las X?, sus soportes estan contenidos en un rectangulo de lado ~ ¢
o1 1 LA

. ., 1 1 . ., . b . .

en la direccion e2™932! y lado 62 en la direccion ie?™02!, Cualquiera dos rectangulos con

estas dimensiones en las direcciones mencionadas tienen una interseccién que depende del

angulo entre ellos. Si l # I’, esta interseccion esta contenida en un paralelogramo de lados

. 1 2
—— % v luego la medida es a lo sumo un miultiplo constante de ——9——.
sin(2mwé 2 [I-1']) sin(2wd 2 [I-U'])

Para [,I’ en el conjunto de indices I tenemos 27r5éll — 'l < 7. Siendo que el seno es
Comparable a su argumento (Taylor), tenemos que la medida de la intersecciéon es a lo
sumo 062 + |l = 1'])~L. Se sigue que:

3 _
17 # Xl o (r2) = sup | (= — supp(x})) N (supp xp)| < Co2 (1 + |1 —1'])~"
ze

Lo que implica que:

IN

5,6
D% *XI’HLOO(RQ)HQHLOO(RQ)HhHLoo(RQ)

3 —
< OO+ 1= D7 gl poe ey 1Pl L (r2).-

T2 (g5 Pl oo (m2)

A

Ademas,
1T (g, M) Ly r2y < Nl9llz, w2y 121 L, (r2)-

vale trivialmente. Luego, usando interpolacion bilineal (Ver [Gra09| ejercicio 1.4.17) obte-
nemos el resultado buscado.

Con esto terminamos la demostraciéon del teorema. [ ]



Capitulo 5

Teorema de
Stein-Tomas-Mockenhaupt

Mockenhaupt en su articulo [Moc00] generaliza el resultado ya conocido de Stein-Tomas
para la esfera, al caso de subconjuntos de R? que no necesariamente sean hipersuperficies
suaves, usando que en realidad en la demostraciéon de Stein de los 70’ lo que cumplia un
rol relevante no era la curvatura en si, sino que alcanza con pedirle a la medida que le
pongamos a la superficie en cuestion, que su transformada tenga un cierto decaimiento.
Este resultado nos permitira estudiar el caso de subconjuntos de la recta real, que hasta
ahora no tenia sentido ya que no tenemos una nocién de curvatura no trivial sobre la
recta. Con esto podremos estudiar el problema de restriccién para conjuntos fractales por
ejemplo, y para conjuntos con dimensién fraccionaria en general.

Teorema 5.0.1 (Mockenhaupt) Sea p una medida de soporte compacto en R? tal que:
1. Briste B> 0 tal que [i(€)] < Cl¢|%.

2. Emiste o > 0 tal que p(By(x)) < Cre.

Entonces, para p < % se tiene

( / |f|2du)2 < Ol s, (5.1)

Observacion 5.0.2 Notemos que el teorema no nos dice nada acerca de que pasa cuando
= %M' En el caso de la esfera, Stein probo en los 70° que también valia para el
endpoint, pero en el caso general el problema estuvo abierto durante muchos anos. Recién

en 2011 Bak y Seeger [BS10] dieron una respuesta afirmativa a ese problema.

Demostracion: La demostracion es basicamente la misma que el teorema de Stein,
por eso haremos la prueba de este teorema que es mas general, y después veremos que la
medida estandar que se le da a la esfera cumple las hipoétesis, por lo cuél el otro teorema
serd un caso particular de éste.

Observemos que por el método T7T* mencionado anteriormente, tenemos

||f||%2(du) < If dMHLp'(Rd)||f||LP(Rd)-

31
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donde p’ es el exponente dual de p. Luego, para probar el teorema nos alcanza con probar

que el operador de convolucion T'f = f *du esta acotado en LP — LP' , para p < %

Primero introduciremos una particion diadica de R? de la siguiente manera: Sea ¢ €
C&°(R%) una funcion radial tal que ¢(z) = 1 para |z| < 1y sop(¢) C B(0,2). Definimos
Yr(z) = ¢(5r) — ¢(57=1), de modo que tenemos

Yo(r) = o) — (2 )
di(e) = 6(3) o
o o) -2
y ademas
Unl() = ol ).

Observemos que si

_ x| 1 | x

xr X
|x>2k+1:>’2k|>2 y 2',{3‘ >4 = Yp(x) = w0(2—k):0.

Luego, el soporte de cada 1 esta contenido en la corona
Cr = {z e R%: 261 < ||z|| < 2FF1}

Ahora, dado = € R%, tenemos la siguiente identidad

Z?,Z)k (x) + hm (;5(?) 1— o¢(x).

k>0

Escribimos entonces

(@) )= (1 (¢ X0 ) @) 0= 1 (o) + X5 (),

k>0 k>0

y usando la desigualdad triangular nos queda

7 % il ey < || @m0+ 305+ i)

A B

L¥' (Rd) |

Para acotar A basta observar que ¥du es una funciéon C°° de soporte compacto, con lo cual

estd en cualquier L9. Luego, podemos usar la desigualdad de Young con los exponentes
;:%+Z%—1ynosqueda

1S (@dp) | 1t (ay < 1 f 1l o Rd)”d)d:“H L% @y
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Ahora acotamos B. La idea va a ser acotar cada término de la suma con una cota como la
siguiente: .

1 % i) | o oy < €25 £ o
con ¢ > 0 tal que lo de la derecha nos quede sumable. El dos nos sale porque es una
particion didadica y vamos a acotar todos a partir de 1g. Una forma de encontrar una cota
(p,p) es usar el teorema 2.1.1 de interpolacion de Riez-Thorin entre una cota (1,00) y una
cota (2,2). La cota (1,00) nos sale facil usando el decaimiento de (j/::

— — _(e-1)8 ks
1f * (@)l oo may < N1 f 1 ey llndpll oo may < N[ fllpray2™ 2 ~ [[fll g1 mey2” 2

va que sop(y) C C.
Veamos ahora la cota (2, 2). Por la Proposicion 2.5.1, para acotar la norma 2 de un operador

de convolucién, basta estimar la norma infinito de la transformada del nicleo del operador.
En este caso el nucleo es Yy [i, es decir, tenemos que controlar es

"V dp]| oo (may
o lo que es lo mismo .
|9k * dpl| poo (may

o — o~~~

pues wk@ = @ *@ y 3/\1 = EZ\;L Como la norma la tomamos sobre un conjunto con simetria
radial en el 0 (R?), ambas normas coinciden, es decir

9k * dpal| oo ey = [[90k * dpa]] oo (may

Acotemos entonces \(@ x dp)(€)] . Empecemos por una acotacion puntual para . Como
cada v, es una dilatada de la funcién v, resulta que

br(€) = 2%y (2F¢).

Ademas, g esta en la clase de Schwartz, con lo cual % también. Entonces dado N € N,
existe una constante C'y > 0 tal que

—~ L 1
WO(Q f)’ < CNmy
y entonces "
—~ 2
[e(E)] S W

Para j > 0 definamos las bolas centradas en §: B; = B(¢, 27=k). Entonces

(Gordi)(©] < Cn2™ [ (1428 =) V(o)

< o™ [ @2t al) Vduw) onz® S [ (2 - ul) V()
By >0 Bi+1\B;
S On2%u(Bo) + Cn2™ > 27N (B 11 \ By)
>0
g CNQdszka + CNQdk Z 27jN2(jfk)a.

Jj=0
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donde en la ultima desigualdad usamos el crecimiento local de p (u(B,(x)) < Cr®).
Si ponemos N = d, nos queda:

1

T < 9dk —ka —ka
|k +dp)(©) 527 | 27h 2780y oo

j=>0
de modo que N
”wk(é)”Lw(Rd) < CQk(d_a).

Resumiendo, tenemos las dos acotaciones

— B — o
1f* (Wdp)llpeomay < C272||fll 1wyl f * (W) || p2(ray < C2k )||f||L2(Rd)-

Ahora podemos interpolar entre ambas cotas para obtener una acotacion (p, p’) (tomaremos
0= % — 1) para cada término de la suma

—~ kB Ok deo)(1—
1S (dp)ll o may < 2 k2fgkd-a)l 9)||f||LP(Rd)

ok (—05+(1-6)(d—a)) 1f | o ey

= AR gy .

Para que esto nos quede sumable, buscamos los valores de p que hacen que el exponente
del 2 sea negativo, es decir, los p tales que

Nos queda

que es lo mismo que

B+ @d-a)) < —2d—a)— 5 2 2d=)+8

1
P 2 2

Luego, los valores de p buscados son aquellos tales que

1 4d—a)+p

p>4(d—a)+2ﬂ

Con esto conseguimos acotar

ST @ordi) o gy S N1y

k>0

Como ademas tenemos que

N
f o édpi+ 3 f o+ () —> f+dji puntualmente,
k=0



5.1. DEDUCIENDO EL TEOREMA DE STEIN-TOMAS 35

por el lema 2.2.6 (Fatou) nos queda que para la norma p’ vale

N
17 % Apl gty < i 1 5 90ty + D 17 % (Wil ot gy < Clllaoeay
k=0
para todo p tal que % > %~

5.1. Deduciendo el teorema de Stein-Tomas

En el Capitulo 3 mencionamos que el teorema de Stein-Tomas saldria como corolario
de este. Veamos dos observaciones que nos permitiran probar esto:

Observacion 5.1.1 Para la medida usual de la esfera tenemos:
o(B,(z)) < Cri~t

Para ver esto estudiaremos el area (d — 1)-dimensional de un casquete esférico, por
ejemplo media esfera. Necesitaremos el siguiente teorema que nos permite calcular el area
de superficies que son imagen de funciones suaves:

Teorema 5.1.2 Sea f : R™! — R diferenciable. Sea S = {xg = f(z1,...,74-1)} C R%
Entonces el drea (d — 1)-dimensional de S es:

A(S) = /(1 + |Vf’2)%dd?1 . -'d$d—1

Demostraciéon de la observaciéon: Como media esfera puede ser pensando como la
imagen de una funcion suave saliendo del disco de centro 0 y radio 1 contenido en R?, por
el teorema anterior tenemos:

ASTYH < 2/ Cdy, ... dy, ,
D,-(0)

< 20rd1

donde C' es una constante positiva que viene de acotar |V f|, que podemos hacerlo pues f
es una funcion suave de soporte compacto. [ |

Observacion 5.1.3 Sea do la medida uniforme en S41. Entonces

[do (&) = O(le|~ =),

Para una demostracion ver el teorema (A.1.5) del apéndice.
Con esto podemos aplicar el teorema de Mockenhaupt al caso de la esfera tomando o =
d —1 = . El rango que nos queda es:
22d —2(d—-1)+(d—1) 2d+2
4d—(d-1)+(d-1) d+3°
Observemos que esto no es lo que nos dice el teorema 3.2.6, ya que en ese caso lo enunciamos
para el operador de extension. Si buscamos en que rango se mueve p’ nos queda

S 2d+2

d—1

<

que es lo que queriamos ver.



36

CAPITULO 5. TEOREMA DE STEIN-TOMAS-MOCKENHAUPT



Capitulo 6

Dimension de Hausdorft y dimensiéon
de Fourier

En este capitulo veremos los resultados de teoria de la medida que necesitaremos en el
resto del trabajo. En particular, introduciremos dos nociones de dimensién, la dimensién
de Hausdorff y la dimensiéon de Fourier, que nos seran tutiles para definir los conjuntos
de Salem que apareceran en el capitulo siguiente. También daremos algunos ejemplos de
conjuntos fractales que nos serviran para ilustrar qué significa que un conjunto pueda tener
dimension fraccionaria.

Comenzamos con algunas definiciones:

Definicién 6.0.1 Sea ) un conjunto. Decimos que i es una medida en §2 si es una funcion
p:P(Q) — [0,00]) tal que:

= u(0) =0.
m 0<pu(A) <oco VACQ.
» AC B= pu(A) <u(B) (Monotonia).
w0 (U Ak) <> p(Ag)  (o—subaditividad).
Definiciéon 6.0.2 E C Q se dice medible si para todo A C E, B C Q\FE, vale
n(AU B) = pu(A) + p(B).

Proposicion 6.0.3 (Caratheodory) E C Q es medible si y sdlo si para todo A C Q se

tiene
n(A) = (AN E) + p(ANE°).

Definicion 6.0.4 Sea o7 una coleccion de subconjuntos de 2 . Decimos que &7 es una
o-dlgebra st

1. e
2. Aed = A°=MN\Aec .

37
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3. Sea Ay una familia numerable de conjuntos tales que Ay € o7, entonces ey Ak €
o

Teorema 6.0.5 (Completitud de la medida) Si M, = {E C Q : E es medible}. En-
tonces My, es una o-dlgebra y los conjuntos Z € E tales que u(Z) =0 estdin en M,,.

Definicion 6.0.6 Sea € C P(Q2) con ¢ € € y sea T : P(2) — [0,00] una funcion .
Decimos que T es una premedida asociada a € si

0<T(A) <ooVAEE, TO) =0.

Definicion 6.0.7 Si o/ es una o-dlgebra y p una medida en Q, p se dice reqular con
respecto a o si

VAe P(Q),IE € & tal que AC E'y u(A) = pu(E).
Observemos que si &/ = M, entonces p resulta regular.

Definicién 6.0.8 Liamaremos o-dlgebra de Borel a la menor o-dlgebra que contiene a los
abiertos, a notaremos B. Si pu es una medida tal que B C M,,, diremos que i es una medida
boreliana.

Definicién 6.0.9 Sea p una medida en ). Decimos que p es una medida de Radon si es
Boreliana y cumple las siguientes condictones:

1. w(K) < oo V K CQ compacto.
2. w(V)=sup{u(K): K CV, K compacto} para V C § abierto.
3. w(A) =inf{u(V): ACV,V abierto} para A C Q.

Vamos a ver dos métodos de construccion de medidas a partir de premedidas.

6.1. Meétodo I:

Dada T premedida asociada a un conjunto %, definimos

1(A) :fnf{ZT(Ck) EclJCk, Cre %},
k k

donde el infimo lo tomamos sobre todos los cubrimientos C de A con C, € €
Proposicién 6.1.1 u es una medida
Demostracion:
» 0 < p(A) < oo pues T lo cumple por ser premedida.

= Como T (@) = 0 por ser premedida y () € €, u(0) = 0.
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= Si A C B entonces cualquier cubrimiento de B es cubrimiento de A, luego tenemos
monotonia.

» Si A =U;A;, dado {C}, }i cubrimiento de Aj, {Cy} = {C}, };r es un cubrimiento de
A, con lo cuél

n(A) <Y T(Ch).
g,k
Para cada j buscamos cubrimientos {C}, }1, tales que:
€
SO T(Ch) < nlAj) + o
k

Juntando las dos ecuaciones anteriores nos queda:
pA) < > T(Cy)
j?k
= 2.2 T(C)
ik
€
< 3 (na) +5)
J
< Y o4y +e
J
Como esta desigualdad podemos probarla para todo e, resulta

plA) < 37 (4))

como queriamos ver.

Ejemplo 6.1.2 La medida de Lebesque L en R se construye usando el Método I tomando
d d d
T: {H[ak,bk]} —R, T <H[akabk]) = [10x —an).
k=1 k=1 k=1

Teorema 6.1.3 Sean .F una o-dlgebra de conjuntos en Q) y v una funcion o-aditiva sobre

F. St ANA) =inf ), v(Cy), ACJCk con Cy, € F, entonces
» \ extiende a v (NF)=v(F)VF € .7).
» X es reqular, N(A) = inf{v(F): F € #,AC F} y el infimo se alcanza.

Demostracion: Sea F' € %, entonces A\(F') < v(F'). Por otro lado, si {E}x cubri-
miento de F', entonces v(F) < >, v(Ej) (v es o-aditiva). Luego, v(F) < inf ), v(Ey) =
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AF).
Tenemos que A C F = UE}, € .% , entonces

A(A) < ME) = v(B) < Y (B,
k

es decir,
VA, IE € F tal que MA) < AE) <> v(Eyp).
k

Luego,
MA) <inf{v(FE):FEec .ZF}.

Veamos ahora que A es regular, dado A € P(Q2) queremos ver que existe £ € % tal que
w(A) = p(E). Para ello vamos a separar en dos casos:

» A(A) =00 : tomamos E = Q. Como A\(E) > A\(A) = oo, resulta A(E) = A(A)

» A(A) < oo : Construiremos E como la interseccion de Ej definidos de manera recur-
siva. Dado n € N, tomamos F, € .% tal que

1
v(E,) < A(A) + b ACE,i1 C Ey.

Tomando FE = NiE}, tenemos:

v(E) = lim v(Eg) < A(A).

k—ro0
y entonces v(E) = A(A) . Luego A es .#-regular.

Veamos ahora le segundo método para construir medidas a partir de premedidas intro-
ducido por Caratheodory:

6.2. Meétodo II:

Un par de definiciones antes de arrancar con la construccion:

Definiciéon 6.2.1 Sea (X,d) un espacio métrico. Dado E C X definimos el diametro de
E como
diam(F) = sup{d(z,y) : z,y € E}.

Definiciéon 6.2.2 Sea (X, d) un espacio métrico. Dado E C X ,un §-cubrimiento de E es
una familia {Cy} tal que | JC, D E , diam(Cy) < 0.

Ahora si pasemos a la construccion de la medida. Sea 7 : ¢ — [0, 00] una premedida.
Dado ¢ > 0 definimos

ps(E) = inf {Z T(Ck) : {Ck} 5—cubrimiento} .
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Observemos que us asi definida resulta una medida. Ademas, dados d; < d9, tenemos

Koy (E) = 6o (E)

pues si {C }r es d1-cubrimiento, entonces {Cy }x, es da-cubrimiento. Ahora definimos

p(E) = sup ps(E),
>0

o equivalentemente,
u(E) = lim ps(E).
6—0

6.3. Medida de Hausdorff

Sea C = { Abiertos de R%}. Definimos 75 : C — [0,00] como T5(C) = diam(C)*, una
premedida. Construimos H* utilizando el método I a partir de la premedida T, es decir,
dado 4 > 0 construimos

H5(F) = inf {Z diam(Cy)® : E C UCk , diam(Cy) < 5} ,
k

1 (E) = 1im H3(E) = sup HL(E).
6—0 6>0

donde para el caso § = oo , H3, es lo que se conoce como contenido de Hausdorft , y lo
construimos de la misma manera pero sin poner restricciéon al didAmetrod e los cubrimientos.
Ahora que para cada s construimos H® podriamos preguntarnos como se comparan las
distintas medidas. Supongamos que 0 < s < t ;Cual es la relacion entre H5 y HE?

Sea {C}}x un d-cubrimiento de E

> diam(Cy)' = diam(Cy)' " diam(C)* < 67> diam(Cy)*.
k k k

Esto nos da la siguiente desigualdad:
H3(E) < 6°"H5(E).
Esto nos permite concluir lo siguiente:
» Si HY(E) >0, entonces H*(E) = oo si s < t.
= H5(E) < oo, entonces H!(E) =0sit > s.

Esto nos da una idea de donde viene el concepto que vamos a definir a continuacion, la
dimension de Hausdorff. Para darnos una idea del tamafno de un conjunto vamos a tratar
de estimar el valor de s para el cual las medidas H® dan ese "salto". Definamos

so = sup{H*(E) = oo} = Inf {H*(F) = 0},
s>0 520
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s es lo que llamaremos dimension de Hausdorff (dimy (E)). Puede tomar valores entre 0
e 00. En caso de que 0 < H*0(F) < oo, diremos que E es un sp-set. Puede ser que para
algin conjunto, para ningin sy pase que la medida sea finita y positiva.

En el siguiente lema vamos a probar que este concepto de dimensién se “porta bien”
con la dimension del espacio ambiente, es decir, la dimensiéon de Hausdorff de un conjunto
dado, no puede ser mayor que la dimensién del espacio en el que estd inmerso.

Lema 6.3.1 YE C RY, se cumple que dimy(E) < d.

Demostracion: Sea Q@ € R? cubo de lado 1. Tomemos § = %, entonce existen n¢

"cubitos" Q; de lado ¢ tales que U, Q; D Q. Entonces
H3(Q) < n(Vd—)! = d>.

Con lo cuél, H¥(Q) < oo, y entonces H*(Q) =0 Vs > d.
Como dado E C R? siempre puedo encontrar una familia de cubos tal que F C UgenQp.
Entonces como H* es o-subaditiva, vale que H*(E) =0 Vs > d . Luego, dimy(E) < d. =

En el caso d > 1 tenemos la siguiente relacion entre la medida de Hausdorff y la de Lebesgue
|E| = caH®(E)

donde notamos con |E| a la medida de Lebesgue del conjunto E y ¢4 es el volumen de la

bola de didmetro 1 en R?. Para una demostracion ver [Falg6].

6.3.1. Conjunto ternario de Cantor

Ahora introduciremos el conjunto ternario de Cantor (que mas adelante va a servir
de base para la construccién de otros conjuntos que usaremos en la demostracion de la
optimalidad del rango de exponentes en el teorema de Mockenhaupt) y calcularemos su
dimension de Hausdorff (jLa cual no es enteral).

Consideremos la siguiente familia de subconjuntos del intervalo [0, 1]:
Fy =

n oo
o B

F =

Observemos que podemos escribir a cada Fj de la siguiente manera:

Fj=UZ,F!
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pues cada conjunto F} se obtiene dividiendo cada intervalo Fjﬁl C Fj_1 en tres partes y
removiendo el intervalo abierto central. Cada conjunto F} esta compuesto por 27 intervalos
de longitud 377. El conjunto ternario de Cantor se define como

C:

=y

F;

7=0

Figura 6.1: Primeros ocho pasos de la construccion del Cantor ternario

Notemos que por como lo construimos, el conjunto de puntos esté conformado, salvo
un conjunto numerable de puntos (los extremos del intervalo del medio de cada paso de la
construccion), por los nimeros del intervalo [0, 1] cuya expresion en base 3 no requiere el uso
del digito 1. Otra observacion es que dados dos intervalos cualesquiera (no necesariamente
del mismo paso de la construccion) o son disjuntos o estan contenidos uno en el otro. Ahora
el teorema importante de esta seccion:

Teorema 6.3.2 Sea C el conjunto ternario de Cantor. Entonces

log 2
log 3

dimy (C) = = logs 2.

Demostraciéon: Usualmente es mas facil encontrar una cota superior que una inferior
para la medida de Hausdorff. Esto es por como esta definida, un cubrimiento bien elegido
nos dara una cota superior, pero para probar una cota inferior hay que calcular un infimo
sobre cubrimientos arbitrarios.

. . . . . log 2
Primero haremos la parte facil, es decir, encontrar una cota superior. Sea s = =&

i 10g3f
que H*(C') < 1. Como C puede ser cubierto con los 27 intervalitos de longitud 377 del paso

J, es decir, los que forman a [}, vemos que

veremos

H5_,(0) < 293795 = 21270 =1,
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y haciendo tender j a infinito tenemos que H*(C) < 1y, por lo tanto, dimy(C) > s.
Veamos ahora que H*(C) > 0. Méas precisamente, probaremos que H*(C) > 1/4. Como
estamos en R alcanza con probar que

> diam(I;)° > i (6.1)
J

—_

siempre que {Iy,I5,---} sea un cubrimiento por intervalos abiertos de C. Como C es
compacto, podemos asumir que son finitos los intervalos del cubrimiento. Como C' no tiene
puntos interiores, podemos asumir que los extremos de los intervalos I; no caen en C,
agrandando los I; de ser necesario. Entonces, como hay finitos intervalos, existe un 6 > 0
tal que las distancias de todos estos extremos a C' es al menos §. Tomando j suficientemente
grande tal que § > 3% = diam(F;), tenemos que cada F J’ estd contenido en algun Ij. Ahora
probaremos que dado un intervalo abierto I cualquiera y un [ fijo se tiene

> diam(F})* < 4 diam(I)°. (6.2)
Ficl

Esto probaria (6.1) ya que

4§:mmmgf > )Y diam(F))*

J Ficl;
2k

> ) diam(F})* =1
=1

Probemos ahora que vale (6.2): Supongamos que hay algunos intervalos Ff Clyseanel
natural mas pequefio tal que I contiene un intervalo de la forma F!, entonces n < [. Sean
F%l, .-+, FJ? todos los intervalos de la n-ésima generacién que intersecan a I. Entonces
p < 4 pues si no, I contendria un intervalo de la generaciéon n — 1. Luego,

P
4 diam(I)* > Zdiam(Fgm)s
m=1

p

> ) ). diam(F)’
mleliCF»,]];m

oY (R
Ficl

donde en la penultima desigualdad usamos que elevar a la 0 < s < 1 es una funcién
concava.
|

6.4. Ejemplos de fractales

Histoéricamente la definicién de qué es un fractal ha sido motivo de controversia, y varia
segin la fuente que se consulte. Una definicion informal (y la que vamos a usar en esta
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parte) podria ser que los fractales son aquellos conjuntos que al hacerles zoom, nos encon-
tramos con el mismo conjunto pero a una escala distinta, esta propiedad es conocida como
“autosimilaridad”. En la seccién anterior vimos uno de los fractales mas clésicos, el Cantor
ternario. Es claro que este cae dentro de nuestra definicion de fractal ya que lo construimos
como la iteracion de un mismo proceso: en cada paso cortamos en tres partes y sacamos la
del medio. En la actualidad suele llamarsele fractal a cualquier conjunto cuya dimensién
sea fraccionaria.

Uno podria preguntarse por qué nos interesan los fractales y estudiar sus propiedades, la
siguiente frase de Mandelbrot contiene algunas de las razones: “Clouds are not spheres,
mountains are not cones, coastlines are not circles, and bark is not smooth, nor does light-
ning travel in a straight line.”(Mandelbrot, 1982: Introduccion a The Fractal Geometry of
Nature).

En esta secciéon veremos los ejemplos de fractales més clésicos y cuél es su dimensiéon de
Hausdorff, que generalmente va a ser fraccionaria pero no siempre es el caso.
Introduciremos una nueva nocién de dimensién que nos dard una heuristica para estimar
el tamano de los fractales mas clésicos.

Definiciéon 6.4.1 Sea A C R? un conjunto tal que existe una descomposicion A = Ut A;
con los A; "geométricamente similares” a A, pero reescalados por un factor c¢;. Definimos
dimpyqc(A) como el s tal que

. S 2
En el caso del Cantor ternario tenemos 2 (%) =1, con lo cudl, s = %

Para los casos que nos van a interesar, esta nueva nociéon de dimensién coincide con la de
Hausdorff, asi que nos dard una heuristica relativamente facil para calcular esta ultima.
Para un estudio més riguroso de esto (usando sistemas iterados de funciones) ver el Capitulo
9 de [Fal03].

6.4.1. Triangulo de Sierpinski

El tridngulo de Sierpinski es un conjunto fractal que lleva el nombre del matematico
polaco Wactaw Sierpinski, quién lo estudi6é a principios del siglo 20. Ya mucho antes de
eso, iteraciones finitas de esta construccion se utilizaban con fines decorativos.

Para construirlo empezamos por un triangulo equilatero y lo subdividimos en cuatro trian-
gulos equilateros de igual tamafio, y sacamos el del medio. Con los tridngulos restantes
repetimos el proceso. En la imagen se pueden ver las primeras seis iteraciones de la cons-
truccion:

Para darnos una idea del tamafio de este conjunto podemos calcular su dimensién
fractal como vimos al principio de esta seccion. En este caso la figura inicial la dividimos

en tres copias reescaladas por un factor %, la dimensién fractal saldra de encontrar s tal
_ log3
~ log2-

que 2° = 3, es decir, dimpyq.(S)
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AAALA S

Figura 6.2: Primeras seis iteraciones de la construccion del tridngulo de Sierpinski

6.4.2. Copo de nieve de Koch

El copo de nieve de Koch es uno de los primeros fractales que se estudiaron. Lleva
el nombre del matematico sueco Helge Von Koch, que fue el que introdujo lo que hoy se
conoce como curva de Koch, el copo de nieve seran tres curvas de estas unidas.

Veamos ahora como es la construccién del copo de nieve. Empezamos dibujando un trian-
gulo equildtero y a cada una de los segmentos que forman el tridngulo le aplicamos recur-
sivamente lo siguiente:

= Dividimos el segmento en tres partes iguales.

= Dibujamos un tridngulo equilétero que tiene por base al segmento del medio del paso
anterior y apunta hacia afuera de la figura.

= Removemos la base del tridngulo construido en el paso anterior.

El copo de nieve de Koch es el conjunto que se forma en el limite al seguir recursivamente
la construccién dada mas arriba.

Ak

Figura 6.3: Primeros cuatro pasos en la construcciéon del copo de nieve de Koch

Puede probarse que el area del copo de nieve es g del area del tridangulo original, pero
su perimetro es infinito. Con lo cuél, el copo de nieve tiene un &area finita encerrada por
una curva infitamente larga. Una forma de entender este fenémeno va a ser a través de
calcular su dimension fractal: Este caso no es tan facil como el anterior, ya que el copo de
nieve no esta formado por copias exactas de si mismo. Para poder averiguar su dimensiéon
observaremos que la dimension de lo que se transforman los segmentos del tridngulo inicial
tendra que ser la misma que la de todo el copo de nieve. Ahora bien, el segmento inicial
se transforma en el siguiente paso en cuatro segmentos con longitud % de la longitud del
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inicial. Luego, la dimensién fractal del copo de nieve sera el s tal que 3° = 4, es decir

log 4

dimFrac(COpO de nieve ) = 1 g3
(0]

Con esto vemos que tiene sentido que el perimetro de la curva sea infinito, ya que su
dimensién es mayor que la de una recta.

6.4.3. Curva de Hilbert

La curva de Hilbert es una curva fractal continua que fue primeramente descrita por
Hilbert en 1891 como una variante de las curvas descritas por Peano que recubren el plano.
En la siguiente figura podemos ver los cinco primeros pasos de la costruccion:

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5

[ [

Figura 6.4: Primeros cinco pasos en la construcciéon de la curva de Hilbert

Como la imagen de la curva cubre todo el cuadrado [0,1] x [0, 1], su dimension de
Hausdorff es 2 (al igual que el cuadrado unitario). En este ejemplo vemos que la dimension
topologica (que en este caso seria 1 por ser una curva), no necesariamente coincide con la
dimensién de Hausdorff.

6.5. Dimensiéon de Fourier

Esta seccion estara dedicada a introducir una nueva nociéon de dimension: la dimensiéon
de Fourier, que estd relacionada con el decaimiento de la transformada de Fourier de
medidas soportadas en el conjunto. Seguiremos el Capitulo 8 del libro de Mattila [Mat95].

6.5.1. Energia

Una condicién de “regularidad” que frecuentemente se impone sobre las medidas de Ra-
i 0 i . X
don es que no haya mucha medida concentrada en pequenas regiones. Esto puede expresarse
por ejemplo por medio de la condicién de crecimiento dada por

w(B(z, 7)) < er® paraz e R 0 < r < oo (6.3)

donde s y ¢ son ntmeros positivos. También puede expresado por la finitud de la t-energia:

10 = [ [ 12 =yl du@)dn(y) < o (6.4)
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Veremos que (6.3) y (6.4) estan relacionadas entre si y también con la dimensiéon de Haus-
dorff.

Para darnos una idea de qué significan estas dos condiciones sobre la medida, consideremos
p como la medida de Lebesgue en R restringida al [0, 1]. Entonces es facil ver que (6.3) se
cumple si y solo si s < 1y (6.4) se cumple si y solo si ¢ < 1. Mas dificil es ver que estas
dos cotas valen si reemplazamos pu por cualquier otra medida de Radon no negativa. En
ambos casos s y ¢ estan acotados por 1, la dimension de Hausdorff del [0,1], y eso no es
una coincidencia. Mas adelante vamos a volver a esto.

Comparemos ahora las condiciones (6.3) y (6.4) entre si. Para ello vamos a necesitar el
siguiente teorema:

Teorema 6.5.1 Sea p una medida de Borel y sea f una funcion Boreliana no negativa en
un espacio métrio separable ), entonces

[ ran= [tz e s =
Para una demostracion ver el teorema 1.15 de [Mat95].

Usando el teorema 6.5.1, tenemos

[le=ultnt = [ utys o=l = oo
= [
0
= t/o (B (z, 7)) dr

donde en el tltimo paso hicimos un cambio de variables. Si (R?) < oo y para algtin s > t,
se cumple
w(B(z,r) < er® para z € RY, 7> 0,

es claro que I;(p) < oo . Por otro lado, si I5(¢) < 0o, no necesariamente vale (6.3). Pero si
se cumple para una restriccién apropiada de p, como veremos a continuaciéon. Asumiendo
que

0 < w(RY) < oo,

el conjunto de Borel

A= (o3 [lo =l duty) < 1)

tiene medida p positiva para algin M. Si v = p|4, entonces

r*v(B(z,r)) < /B( ) |z —y| " °dv(y) < M para z € A, r > 0.

Para ver que v realmente satisface (6.3), seaz € Ry r > 0. Si B(z,7)UA =, v(B(z,7)) =
0. Si existe z € B(x,r), por lo de arriba tenemos

r*v(B(z, 1)) < 2°(2r) *v(B(z,2r)) < 2°M.
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Un poco de notacion: Dado A C R?, definimos
M(A) = {p : p es una medida de Radon con soporte compacto ,suppu C Ay 0 < u(R%) < oo}
Con esto vamos ahora a definir la dimensién capacitaria:

Definicién 6.5.2 La dimension capacitaria de un conjunto A C R% es

dim.(4) = sup{s:3Iu e M(A) con u(B(z,r)) < r® para z € R, r > 0}
= sup{t: Ipu € M(A) con I;(u) < oo}

Donde interpretamos al supremo como 0 en caso que no exista ningtin s o ¢ que cumpla la
condicion respectiva. Observemos que de la discusion previa a la definicion se desprende
que ambas definiciones coinciden.

6.5.2. Capacidades y medidas de Hausdorff

También podemos definir la dimensién capacitaria a partir de funciones de conjuntos
llamadas capacidades de Riez:

Definiciéon 6.5.3 Sea s > 0. La s-capacidad de Riez de un conjunto A C R? se define
como

Cs(A) = sup{Is(u) ™" : p € M(A) con p(R?) =1}
donde interpretamos Cs(0)) = 0
Mezclando las definiciones anteriores llegamos al siguiente resultado:
Teorema 6.5.4 Para s >0 y A CR?, vale que
dim.(A) = sup{s : C5(A) > 0} = inf{s : C5(A4) = 0}.

Ahora vamos a ver dos teoremas que nos van a ayudar a probar un resultado que relaciona
la medida de Hausdorff y la capacidad de conjuntos Borelianos.

Teorema 6.5.5 Sea A C R%. Entonces
1. Sis>0yH(A) < oo, entonces Cs(A) = 0.
2. dim.(A) < dimy/(A).
Demostracion:

1. Supongamos que Cs(A) > 0. Entonces existe g € M(A) con p(A) =1y I;(pn) < oo.
Entonces [ |z —y|~*du(y) < oo p-a.e. x € RY. Para esos x,

1im |z —y|"*du(y) = 0.
r—0 Blz,r)
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Con lo cual, dado € > 0, existen B C Ay 0 > 0 tales que u(B) > % y

uw(B(z,r) < r* /B el ) <

paraz € By 0 <r <3§.
Ahora elegimos conjuntos Fq, Es, --- tales que

BC|JE;, BNE; #0, diam(E;) <

) " diam(E;)* < HY(A) + 1.

que existen pues H*(B) < H*(A). Eligiendo z; € BN E; y tomando r; = diam(E}),
tenemos 1
5 <HB) < ZM(B(%H)) < GZTf < e(H(A) +1).
(2 7
Haciendo tender € a 0 vemos que H*(A) = oo, lo que prueba (1).
(2) se sigue inmediatamente de (1)

Ahora vamos a enunciar sin demostracion un resultado clésico de la teoria de la medida
conocido como Lema de Frostman. Para una prueba del lema para conjuntos Fs (union
numerable de cerrados), ver [Mat95]. El lema vale también en casos mas generales, por
ejemplo para conjuntos Borelianos. Para ver una demostracion del caso general ver [BP16].

Teorema 6.5.6 Sea B un conjunto de Borel en R?. Entonces H*(B) > 0 si y sdlo si existe
p € M(B) tal que u(B(x,r) < r® para x € R y r > 0. Mds aiin, podemos encontrar ji tal
que ((B) < cHE (B) donde la constante ¢ > 0 depende sdlo de d.

Vamos a probar un teorema que nos da mayor informaciéon acerca de como se relacionan la
medida de Hausdorff y la capacidad de conjuntos Borelianos. Este teorema ademés resulta
atil para acotar por abajo la dimensién de Fourier de muchos conjuntos.

Teorema 6.5.7 Sea A C R? conjunto de Borel. Entonces
1. Sis>0yH*(A) < oo, entonces Cs(A) = 0.
2. Sis>01yCs(A) =0, entonces H'(A) =0 para t > s.
3. dim.(A) = dimy/(A).

Demostracion: (1) es el item (1) del teorema 6.5.5.
Si HY(A) > 0, el lema de Frostman (teorema 6.5.6), tenemos que existe u € M(A) tal
que p(B(z,r)) < rt. Como ya vimos, esto implica que para 0 < s < t, I;(u) < co. Luego,
tenemos Cs(A) > 0, y esto implica (2)
(3) es una consecuencia inmediata de (1) y (2). ]
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6.5.3. Transformada de Fourier y energias

En esta seccion estudiaremos la relacion entre la tranformada de Fourier y las energias.
Las energias van a hacer de nexo entre las areas centrales de las que hacemos estudio en
esta tesis: el analisis armonico y la teoria de la medida.

El siguiente lema nos muestra como calcular la energia de una medida p a partir de
conocer su transformada de Fourier:

Lema 6.5.8 Sea p1 una medida de Radon en R con soporte compacto. Entonces para
0 < s < d se tiene,

Iy(p) = (QW)_dC(S,d)/les_dlﬁ(fﬁ)IQde‘
donde c(s,d) es una constante que depende sélo de s y d .

Para una demostracion ver el lema 12.12 de [Mat95] La féormula dada por el lema anterior
y la discusiéon que hicimos en la seccion anterior de la relacién entre las capacidades y la
dimension de Hausdorff nos muestran que podemos calcular la dimensién de Hausdorff de
un conjunto de Borel A a partir del estudio del comportamiento de la transformada de
Fourier de medidas soportadas en A. Méas precisamente, la dimensién de Hausdorff de A
estd dada por el supremo de los s tales que existe una medida de Radon g con

suppp € A u(A) =1y [ Jol* i) e < .

Que la integral [ |z|*~?|fi(z)|?dx sea finita nos dice que para “casi todo” z con norma
grande se tiene

()| < cla| "3, (6.5)

pero no necesariamente se cumple esto para todo x. De hecho, ese requerimiento da lugar
a otra dimensioén: la dimensiéon de Fourier. La definicién formal de la dimensién de Fourier
es la siguiente:

Definicién 6.5.9 Sea E € R%. Definimos la dimension de Fourier de E como
dimp(E) = sup{0 < 8 < d: I € M(E), [A(9)| < Cl¢] ).

Ahora veremos, usando energias, cudl es la relacién entre esta nueva dimensiéon que acaba-
mos de definir y la dimensién de Hausdorff.

Proposiciéon 6.5.10 Sea E C R%. Entonces,

Demostracion: Si |(§)| < C|§\7§, por el lema 6.5.8, tenemos

Liw) < / €[5 de < o0 Vs < B,
R
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y luego, dimy (E) > S. [

Esto nos dice que un conjunto chico no puede soportar una medida g con mucho
decaimiento para fi.
Observemos que dado un conjunto E de dimensiéon de Hausdorff 5, no necesariamente
vale que E soporte una medida g con decaimiento para su trasformada. Veamos algunos
ejemplos:

Ejemplo 6.5.11 Sea E = [0,1] x {0} C R%. Vale que dimp(E) < dimy(F) = 1.

Es claro que dimy(E) = 1. Sea ahora p una medida soportada en E. Tenemos

1
u(€) ://e_QWi(51$1+§2z2)du(x1,1‘2) :/ e 2T ().
0

Como no depende de &2, || no decae a 0. Luego, dimp(E) = 0.

Ejemplo 6.5.12 Cantor ternario: p medida uniformemente distribuida sobre el Cantor.
Se puede ver que

(&) = [ cos().
k=0

Evaluando en 37 nos queda

n—1
a3 ) = (@@ | ] cos3m)
j=0

1

que no tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Esto no nos permite concluir que la dimensién
de Fourier del conjunto ternario de Cantor sea 0 (tendria que valer para todo medida p
soportada en el Cantor) pero puede probarse que esto es asi.

Ejemplo 6.5.13 En el caso de la esfera S*=! ambas nociones de dimension coinciden, es
decir:
dimp(ST1) = d — 1 = dimy (S4Y).

Ya vimos en el Capitulo 5 que dimH(Sd_l) =d — 1. Para ver que la dimension de Fourier
es d—1, observemos que por el teorema A.1.5 del apéndice tenemos que

ldo(¢] = O(J¢]~ ),

con lo cual, dimp(S¥1) > d — 1 . Como ademds sabemos que la dimension de Fourier
tiene que ser menor o igual que la de Hausdorff, dimp(S¥1) =d — 1

En los ejemplos vimos que la dimension de Hausdorff y la dimension de Fourier no
necesariamente coinciden. A priori no sabemos si dado un cierto valor siempre podemos
encontrar un conjunto en el cuél ambas dimensiones coincidan y tomen dicho valor. En la
proxima seccibn vamos a ver que esto es asi y mencionaremos algunas de las construcciones
que se conocen.
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6.6. Conjuntos de Salem

Un conjunto de Salem es un subconjunto de R cuyas dimensiones de Fourier y Haus-
dorff coinciden. Cualquier subcojunto numerable de R? es un conjunto de Salem de di-
mension 0, el mismo R? es un conjunto de Salem de dimension d. El ejemplo clasico de
Conjunto de Salem no trivial es la esfera en R? que es un conjunto de Salem de dimension
d—1. En el apéndice en el teorema A.1.5 probamos que la dimensién de Fourier de la esfera
es d— 1y para la dimensién de Hausdorff alcanza con observar que podemos parametrizar
a la esfera con una parametrizacion bilipschitz saliendo de R%~!, y entonces tanto la esfera
como R4! tendran la misma dimension, es decir, d — 1.

Ya vimos en la seccién anterior que no todo conjunto es de Salem: el cantor ternario tiene
dimension de Hausdorff iggg y dimensién de Fourier 0. La dimensién de Fourier, y con ella
la propiedad de ser un conjunto de Salem, dependen del espacio donde el conjunto esté
embebido: por ejemplo R¢ € R4 es un hiperplano y como ya vimos antes, para cualquier
1 € M(R?), la transformada de Fourier fi(x) no tiende a cero cuando |x| — oo ya que 7i(z)
depende solo de las R? coordenadas de z.

La existencia de conjuntos de salem en R para toda dimension « € [0, 1] fue primero proba-
da por Salem en [Sal51|, usando una construccion de tipo Cantor al azar. Kahane [Kah85]
probd que la imagen de subconjuntos compactos de R son casi seguramente conjuntos de
salem. También construy6 conjuntos de Salem en R? usando una construcciéon a la que
llamaron movimiento browniano fraccionario, que es una generalizacién del caso lineal.
Otras construcciones de conjuntos de cantor al azar fueron dadas por Bluhm [Blu96al,
Mockenhaupt [Moc00| y Laba y Pramanik [LP09]. La idea intuitiva que se tiene es que
si un conjunto dado F tiene mucha estructura aritmética, entonces dimp(FE) es chica. En
cambio si E es “random” casi seguramente se cumple dimp(E) = dimy/(E).

Observemos que hasta ahora todas las construcciones mencionadas son no deterministi-
cas, de hecho, dar ejemplos expliticitos de conjuntos de Salem que no sean de dimensiéon
0,d,d — 1, es muy dificil. El primero en dar un ejemplo de esto fue Kaufman [Kau81]. El
probo6 que el conjunto

r r
E,; = {z € R: hay infinitos racionales — tales que |z — —| < ¢" "}
q q

donde 7 > 1, es un conjunto de Salem de dimensién H% (ver también [Wol03]). Bluhm
[Blu96b| probo6 que si se reemplaza |g|~7 por cualquier otra funcién decreciente ¢ : N —
(0,00) también se obtiene un conjunto de salem. En 2015, Hambrook [Ham15| generalizo
el resultado de Kaufman: Dado @) subconjunto infinito de Z, ¥ : Z — [0,00) y 6 € R probo

una cota inferior para la dimensiéon de Fourier del conjunto
E(Q,V,0) ={z € R: gz — 0] < ¥(g) para infinitos ¢ € Q}

y prob6 que es un conjunto de Salem para muchas elecciones de Q y ¥. Ademéas prob6 un
analogo de este resultado para dimensiones mayores, aportando ejemplos no triviales de
conjuntos de Salem en R?.

Asf como con los fractales, la definicién de que es un conjunto de Salem fue cambiando con
el tiempo. El enfoque moderno llama conjuntos de Salem a todos aquellos conjuntos que
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tengan dimension de Hausdorff o y soporten una medida p tal que

w(Br(z)) < Cir® VeeR yr>0
B < Ca(l+E)? VEER



Capitulo 7

Optimalidad del teorema de
Mockenhaupt

En el Capitulo 3 vimos, gracias al Knapp example, que la condiciéon del teorema de
Stein-Tomas es 6ptima, es decir, para todo p < 26‘;%12, no hay teoremas de restriccién. En
este capitulo vamos a estudiar si la versiéon mas general de dicho teorema probada por
Mockenhaupt es 6ptima para el caso de subconjuntos de dimension fraccionaria de la recta
real. Para ello seguiremos la construccion hecha por Hambrook-Laba en [HE13]. El objetivo

de este capitulo es probar el siguiente teorema:

Teorema 7.0.1 Sea o € (0,1) tal que o = llggg((fl%)) para ciertos tg,ng € Nyng # 1 y para

todo1l < p < §—2, vale lo siguiente: Eziste una medida de probabilidad p en [0, 1] soportada
en un conjunto E de dimension « y una sucesion de funciones { fi}ien en [0,1] ( funciones

caracteristicas de uniones finitas de intervalos) tales que

» Para el a dado se cumple p(By(x)) < C1r® para todo x € R yr > 0.

= para todo < a se cumple |[1(€)] < Co(1 + ]5\)_§

B)

» La acotacion

para todo &€ € R? (Cy depende de

1
~ 2
([ 17Pau)” < Cllisge (7.)
falla para la sucesion {fi}, es decir,

| Fidpil| Lo m)

— 00 cuando I — 0. (7.2)
1fll 22 ()

7.1. Idea de la demostracion:

El conjunto E va a a ser un conjunto de tipo Cantor construido a partir de itera-
ciones “al azar”, con el agregado de que E va a contener un subconjunto de Cantor mas
pequenio pero deterministico. Tenemos que tener cuidado con la eleccién de este Cantor

95
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deterministico para no destruir las estimaciones del decaimiento de la transformada de p,
dadas por el azar de la construcciéon del Cantor grande. Las funciones f; del teorema seran
las funciones caracteristicas de finitas iteraciones del Cantor deterministico. Agregamos el
Il frdpall Lp )
|fl||L2(;,,)
de contar soluciones a ecuaciones lineales en los extremos de finitas iteraciones del Cantor

grande. El Cantor deterministico lo elegiremos de tal manera que los extremos de finitas
iteraciones del mismo caigan en una progresion aritmética que nos asegure que esta cuenta
diverja. Notaremos también que con la misma demostracion se tiene el siguiente teorema:

Cantor deterministico para probar la divergencia de , esta prueba va a depender

Teorema 7.1.1 Sea o como en el Teorema 7.0.1, y asumamos que los exponentes 1 <
p,q < 00 cumplen

(2—-a)
alg—1)
Entonces existe una medida p en [0,1] y una sucesion de funciones {fi}ien, construidas
como en la demostracion del Teorema 7.0.1, tales que

p < (7.3)

| frdpl o (w)

— 00 cuando | — oo. (7.4)
I fill Lo (dp)

7.2. Construcciéon de p

Sean Ny y t, enteros tales que 1<t,<Ny, y sea o = llc;)gg;}’o. Sean también N = NOQ”O y

t = t2" con n, un entero grande a elegir después. Observemos que se sigue cumpliendo

que o = léoggﬁ, para cualquier ng que elijamos.

Notaremos [N] ={0,1,..., N —1}.
Construiremos la medida p y las funciones f; de manera simultdnea, mediante una secuencia

de iteraciones de Cantor. Construiremos conjuntos Ai, ...., A, que cumplen:
A0 = {0}
Ajp1 = U (a+Ajt1a)
a€A;
Aji1. € N7UTIN]
[Aji1al = t.

Lema 7.2.1 Los conjuntos A; estdn contenidos en N7IZ

Demostracién: Lo probaremos usando induccién en j
» Sij=0,A4,=0¢cZ.

= Sij=1 A =40C N 'Z
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= Supongamos ahora que

Aj C NﬁjZ, Aj+1 = U (a + Aj-i,-l,a).
aEAj

Como ‘
Aji1a C NTUHDIN],

si xe A, = y+rN-Ut) donde 0 <r<N—-1 e ye Aj , entonces por
hipotesis inductiva, y = sN 7 . Luego, reescribimos 2 usando esto y nos queda

T = Sij + TN*(jJrl) — (NS _ T)N*(j+1) e N—(j+1)Z’

como querfamos probar. Luego, A; C N VA

Corolario 7.2.2 Vale que |A;| =17,

Demostracion: Si probamos que

A= | (a+ 45410)
aGAJ‘

es una union disjunta, como |A;j41,4| = ¢, por un argumento inductivo nuestra afirmacion
seria cierta.
Veamos que este es el caso

rea+Ajiiq ﬂ a + Ajf1e con a, a € A;

y
0<r,”<N-1, z=a+ rN-UHD = ¢/ —|—7“'N_(]+1),
entonces
la—d'| = |(r—+")N"UH)| < N7,
Pero entonces, como A; C N ~J7, necesariamente a = a’, y la unién resulta disjunta. [ |

Lo que hemos probado hasta ahora es valido para cualquier elecciéon de Aji1, C
N-G+D[N].
Dada una secuencia A; definida de esta manera, definimos

oo

Ei=|Ja+ N, E=(E;
acAj j=1

Como E; es una sucesion decreciente de conjuntos cerrados, F resulta un cerrado no vacio.

Como E es un conjunto de tipo Cantor, tenemos una medida de probabilidad g natural

definida sobre ¢l, dada por el limite débil de las medidas absolutamente continuas u; en

cada E;, donde las y; estdn dadas por las densidades
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dpi; e
—; =Y NN (7.5)

CLEAJ‘

Sean j € Ng y a € A;. Entonces
pi(la,a+ N77)) =177,

y de hecho vale que ‘ ‘
pr([a,a+ N77]) =t77 Vk € Ny, k > j. (7.6)

Con esto vamos a poder probar lo siguiente:

p(I) =t ¥ Ie B, (7.7)

donde B, es la familia de todos los intervalos de la forma I = [a,a + N~7] con a € 4;.
Nuestro objetivo ahora va a ser probar que para todo conjunto A C R, con A una unién
finita de intervalos, vale u(0A) = 0. Para ello vamos a probar algo mas fuerte

p({z}) =0 vz € R.

Tenemos dos casos: x € Ey x ¢ E.
e Caso z ¢ E:
Como FE se escribe como la interseccién de los conjuntos E, que estan anidados, existe
Jjo € N tal que
x ¢ Ej Vj > jo

Como Ej, es un compacto, d(Ej,,z) > 0. Podemos definir G = (x — r,x + r) donde

r = d(Ej,,xz) > 0. Por como definimos j;,, pj,(G) = 0. Nuevamente como los Ej; estan
anidados tenemos
i (G) =0 Vj > jo.

Por una de las equivalencias del teorema de Portmanteau tenemos que
0 = lim inf 41, (G) > p(G) > p({z}),
n

con lo cual podemos concluir que p({z}) = 0.
e Casor € E:
Como E es la interseccion de todos los niveles Fj;, x € E; Vj . Dado € > 0 buscamos jo

tal que % < € . Construimos nuevamente G¢ = (v — r,x + ), donde esta vez

NI min{dist(1*, 1¥) 1 1%, 1¥ € Bj,)
’r':
5 < 2

Calculemos la medida de G.:

1(Ge) = /G S INTL g g s (9)dy

€ acA;

= t7N|GeNa,a+ N7 <t INJ

NI t7
|:$,$+2:|’:2<6Vj2j0.
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Luego,
€ > lminf pn(Ge) > p(Ge) = p({z}).

Como esto podemos hacerlo para todo € > 0, podemos concluir que p({z}) = 0. Aplicando
nuevamente el teorema de Portmanteau, como p es el limite débil de la sucesion {uy},
tenemos que

tn(A) — p(A) VA CR.

En particular, esto vale para I = [a,a + N 7] con a € A;. Usando esto y (7.6) podemos
probar (7.7).

La medida p puede extenderse de manera tinica a todo R a partir del método I:
Tomamos p como la premedida y C = {I’ € B,};. Nos queda

:inf{zu(Ui):ACUUi, Uiec}.

7.2.1. Existencia del limite débil

Definimos
Fj(t) = pj((—o0,t]), Vt€R,

la funciéon de distribucién acumulada asociadada a la medida ;.

Fijemos j € Ng. Para a € A;, tenemos Fjii(a) = Fj(a) por como definimos pj11 y p;.
Fijemos ¢ € [0, 1] (nos alcanza con considerar solo estos pues las p; estan soportadas en el
[0,1]). Sea a(t) el mayor elemento de N~7[N7] tal que a(t) < t. Entonces

[Fjra(t) = Fi ()] = |pjra((=00,1]) = p;((=00,t])]
|

(

= |pjra(la(®);t]) = pi(la(t),])
[a(?),1]) + p5([a(?), £])
[

< pj+i([a(?) '

< pira(la(t), a(t) + N77)) + pi(la(t),a(t) + N77))
2

<

ga
donde en la segunda igualdad usamos que p;(x) = 0 Vo € R y en la tltima desigualdad

usamos (7.6).
Entonces,

2 .
| Fjr1 — Fj| < r Vj € No.
Como #/ = n/® Vj € Ny, tenemos que Z;io t=7 < oo . Se sigue que (F})72, es una
sucesion de distribuciones acumuladas que converge uniformemente a una F que también

resulta una funcién de distribucién acumulada, asociada a una medida p. Esto nos dice
w
que fin — fi-

7.2.2. Crecimiento local de u

En esta seccion vamos a probar que p cumple la condiciéon de crecimiento local (2) del
teorema de Mockenhaupt.
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Lema 7.2.3 Dada cualquier eleccion de Aj, el conjunto E tiene dimension a y p cumple
ul, + €] < Ci(ng)e® (7.8)
para todo € > 0, si ng es elegido suficientemente grande.

Demostraciéon: Buscamos una constante C tal que se cumpla (2). Alcanza con
probarlo si J = [z,x + €] C [0, 1].

Sea m tal que N—(m+1) < |J| < N~™. Luego, J estéa cubierto por a lo sumo 2 intervalos
en B,,. Luego, por (7.7), u(J (| E) < 2¢t™. Nos alcanza entonces con probar que

2™ < Cle(erl)a < 01|J‘a
Usando que t = N, esto es equivalente a que
9N~ < CIN—(m—i-l)oz’

lo cuél podemos simplificarlo a

Ne <271,

que se cumple para cualquier o < 1 si tomamos Ci(ng) = 2N.

7.3. Construcciéon del Cantor deterministico y las f;

En esta seccion construiremos el Cantor deterministico y definiremos las f; del teorema.
Para ello, vamos a construir secuencias de conjuntos P; C A; y F; C E; tales que

= Py ={0}.

» Pii= U a+ N-UtDP para j =0,1,2,..., donde P C {0,1,...,N — 1} es una
CLEPJ
progresion aritmética de largo 2 = to™ < Np™ < Np2™o.

e Fj= U a+[0,N].
aEPj

También definimos las funciones f; como las funciones caracteristicas de los conjuntos Fj,
es decir, f; = 1F,.

Lema 7.3.1 Vale que |P;| = t.
Demostraciéon: Vamos a hacerlo por induccion, |Py| =1 = £5. Supongamos que

Pel =3P = | J a+ N-*+DP,

a€ Py,
1
. Tenemos t2 para cada a € Py, con lo cual,
1k k1
[Py | = t2tz =t2,

Ccomo queriamos ver. |
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7.4. Decaimiento de Fourier y f;

Esta seccién va a estar dedicada a probar la siguiente proposicion:

Proposicién 7.4.1 Suponiendo ng suficientemente grande, hay una eleccion de A;, para

7=12,... , como arriba tales que ¥V 0 < B < « se tiene que
N _B8
|a(k)| < C(B,no)lk["2 (k€ Z\{0}) (7.9)
e _B .
|fini (k)| < C(B,1L,no)|k|"2 (ke Z\{0}, j >1). (7.10)

Demostraciéon: Vamos a construir los A; de manera inductiva. Definimos Ag = {0}
y sea Ay C N7![N] arbitrario tal que P, C Ay y |A;| = t. Supongamos que j > 1 y que
Aj esta dado y es tal que P; C Aj, definimos A1 construyendo A, 1, para cada a € A;.
Si A C R, para k € Z notaremos

SA(k) — Z 6727riak.
acA

La siguiente observacién nos permitiré conectar estas sumas con los coeficientes de Fourier
de

Observacion 7.4.2 Sea k € Z, entonces
1— e—27rz'k/Nj+1

ﬁ;(k) = 2mik
Ni+1 a€A;

|  Snteni (k)
—J —2miak O N~UHDIN]
e N

_ 2mik
. I —e nNIF1

:ujJrl(k) = omik

t—(j+1)SAj+1 (k).

Nj+1Nj
Demostracion:
. at+N~J ,
k) = NIy [ e
acA’a
1 _ 2mik
_e NI
_ —Jj
orik L SAj(k)
NJ
_ 2mik
11— - Z eiQﬂwkSN7<j+1>[N](k)
- 2mik N
NiFT a€A;

Con esto podremos construir los conjuntos Aj1, de manera que el decaimiento de la
transformada de p sea el que buscamos. La idea de la construccion sera la siguiente: Primero
construiremos un conjunto Bji1 C N ~U+D[N] de manera de minimizar las diferencias

1 1
198,51 (k) = 5 Sn-16+0 v (F) (7.11)
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para k € Z, teniendo en cuenta la restriccion |Bjy1| = t. Buscaremos también que las
diferencias sigan siendo pequeinas si reemplazamos B;,1 por alguna de las copias rotadas
Bji1, que definiremos en breve. Estos conjuntos seran nuestros primeros candidatos para
Aji1,4. El siguiente paso seréa elegir las “rotaciones” z(a) de manera de minimizar los co-
eficientes de Fourier de la siguiente generacion de conjuntos de Cantor usando Bj 1 ,(q) €n
lugar de Aji1,4.

Necesitaremos el siguiente lema para poder probar que las diferencias en (7.11) son peque-
nas

Lema 7.4.3 (Lema de Bernstein) Sean X1, ..., X, variables aleatorias complejas tales
que |X;| <1, EX; =0, y E|X;]? = J?.Sea o > 0 tal que 0% > > i1 JJQ- y o > 6nA.
Entonces

- n2\?
P ZX]- >n\| <4dexp <— 52 ) .
7j=1
Para poder aplicar el lema anterior, primero definiremos 77J2~ =192t~ 1in(8N7*2). Tenemos
el siguiente lema

Lema 7.4.4 Eriste un conjunto Bj1 C N"UYD[N] con |Bji1| =t tal que

Sn-a+nn (k)

SBj+1,9c (k) - N

=1 (7.12)

para todo k € Z y x € {0,1,...,N — 1}. Donde

(z + y)(modN) Y
Bj—l—l,:c = { NI : NI S Bj+1 . (7.13)

Demostracién: Si j es suficientemente grande para que 7; > 2 (puede verse que

para n, fijo, n; 7% % ), podemos elegir B, un subconjunto de N~U+Y[N] de cardinal ¢
arbitrario ya que ambos términos del lado izquierdo estan acotados por 1 en valor absoluto.
Asumiremos entonces n; < 2. Sea Bj1 C N ~U+D[N] construido al azar tomando b €
N~U+D[N] con probabilidad P = 1.

Sean k € Z y « € [N]. Para cada b € N~U*D[N], definimos la variable aleatoria

Xb(kvx) = (1Bj+1,z (b) _p)672mbk‘

Estas varibles aleatorias nos servirdn de nexo entre el lema de Bernstein y las sumas Sy
que definimos al principio.
Las variables aleatorias que definimos cumplen que

EbXb(/{?, :L') == 0,

y
Ey| Xp(k, z)|* = p(1 — p).

Si tomamos 02 = 6t,n =N,y A = %p. Entonces

o> Y By Xe(k,x))® y o >6n)=3pt.
beN-G+DI[N]
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Luego, aplicando el Lema 7.4.3 a las Xj(k,x). Nos queda

SBjs1 (k) _ SN-G+D) [N] (k)

i1 ¥ =t' > Xy(kw),
beN—G+1[N]
Y n2)\2 : 1
4 exp (—&‘2> = 4exp(—ln(8NJ+2)) = SN
Obtenemos entonces
b ( SBH;z(k) B SN(J'JX;[N](]{:) > %J ) < 2N1j+2’ (7.14)

: it
para k fijo y z € [N]. Cuando k = 0 y = = 0, por (7.12) obtenemos |Bj;1| —t| < %=

t .
Luego, agregando o sacando a lo sumo % elementos de Bj41, obtenemos un conjunto de

t elementos que cumple (7.14) para todo k € Z y x € [N]. [ |

Lema 7.4.5 Hay una eleccion de x(a), a € Aj, tal que
o P , N]""]- 41 .
571 (k) — 75 (k)] < C'min (1|k,> (N, (7.15)
para todo k € Z, 7 > 2, y
J+1

. _ /N
| fittj1(k) = fip;(B)] < Cmin (1, W

) =5 In(8NIHY), (7.16)
Demostraciéon: Paso 1. Consideremos las variables aleatorias

o Sp Sl k
Xa(k') — e—27rzka < Bjt1,7(a) _ N (J-;;[N]( )> ,a€ Aja keZ,
r

donde para cada a € A; elegimos z(a) (el mismo para todo k) de manera independiente y
uniformemente al azar del conjunto [N]. Sea ¢ una constante grande. Afirmamos que existe
una eleccion de z(a) tal que

93 Xa(k)| < Aj = et~ 5 In(8NIH), (7.17)
aEAj
paratodo k€ Z y
2N X (k)| < Ay o= et~ i In(8NITY), (7.18)
aGAjﬂFl

para todo k € Z y todo l € {1,...,5}
Para probarlo vamos a considerar los siguientes eventos:
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» ¢ es el evento de que valga [t~/ ZaeAj Xa(k)| > Aj para algin k € Z

j+1
= £ es el evento de que valga |t_% ZaeFmAj Xa(k)| > Aj; para algin k € Z

Probaremos que P(e) < 1 y P(g;) < % para todo [ = 1,...,7 . Con esto veremos que la
probabilidad de que (7.17) y (7.18) ocurran al mismo tiempo serd positiva. Luego, va a
existir una eleccion de z(a) tal que cumpla (7.17) y (7.18).

Veamos que vale en el caso de e. Por periodicidad, nos alcanza con considerar los k € [N +1].
Las variables aleatorias x4 (k), a € A;, son independientes y tienen esperanza Ev.x) =0.
Por el Lema 7.4.4, |x.(k)| < ;. Consideremos las variables aleatorias

Xa(k)
no

Xa(k) =

Tenemos que estas variables aleatorias también son independientes, tienen esperanza E,/ (r) =
0 pero |x, (k)| <1, con lo cual, podemos aplicar el Lema de Bernstein. Tenemos n =t/ y
tomemos o'2 = cn, entonces

2 2
o> Y Bl (k) y o > 6nxm;.
GEAJ'

Luego, aplicando el lema de Bernstein nos queda

, A2 242
- / . _AT
Pt GEEA. Xa(k)| = Nj/n; | <4exp ( o .
J

Tomando o = 192¢t/ = In(8N+2) = cnn;? = o'n;?, nos queda

» ;22
P tJZXa(k) > A\ §4exp<— oy >
aEAj

2,25

Luego, la probabilidad de que ocurra el evento ¢ es a lo sumo 4N7+1 exp(—Aé(72 ), que es

menor a % sic> 6144
Ahora acotaremos la probabilidad de que ocurra ¢;. Sea k € [N71] otra vez. Aplicaremos
el Lema de Bernstein nuevamente, pero esta vez con n = |Fj N A;| = ts¢i=l = 173 y

o? = cnn;? = 192¢ti—3~1 In(8N7*2). Nos queda entonces

. A2 4251
P | |¢9t/2 Z Xa(k)| > N1 | <4dexp (—]’l>

o
aGFlﬂAj
. . G+1 Aj lthj_l 1
Luego el evento ¢ tiene probabilidad a lo sumo 4N’7* exp(—~*¢_>—), que es menor a %

sic> 6144

Paso 2. En este paso vamos a construir A;,; a partir de los A;j;1 4. Definiremos los
Ajt1,4 de la siguiente manera: Recordemos primero que P; C Aj, para cada a € P;
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construimos A;,1, agregandole N-UHDP 4 Bji1,4(a) con los z(a) como en el paso 1,
y luego extraemos una cantidad equivalente de elementos de Bj i () que no estan en
N=U+DP. Luego, N"UtDP € Aji14 v |Ajr14] = t. Paralos a € A;\ P;, definimos
Ajt+1,0 = Bji1,(a)- Afirmamos que

Sa;41 (k) ke ON-GD [N (F) i -
tJjT — ; e t]—N < 2ct™ 2 111(8N‘7 ), (719)
aca;

Sapunn®) 5 onka Sav o ®)

- j+1
REs] N < 2ct” 2 In(8N7TH). (7.20)

aeA]’ﬂFl

Para ver esto, tomemos primero A; 1 = UaeAj Bj1,2(a)- Luego, por (7.17) tenemos que

Si ., (k)

J

Sa—( k A
o . Z 6_27Tka N (J+1)[N]( ) — |t Z Xa(k;) <)\j-

tiN
aEAj aEAj

. b i+l
Como A difiere de Aj41 en a lo sumo ¢t"2 elementos, tenemos que

SA]'?H (k) o SA]"+1 (k) S 2t
ti+1 ti+1

_ il
2

Como cln(8N7T1) > 1, (7.19) se cumple Analogamente, por (7.18) tenemos que

Sy op(k) Syt (k) |
j+1NE —2mka P N~UTD[N] _ -2
e ) | = T X
aeAjﬂFl aeAij'l
< tié)\jl
1

= T In(SNITh),

Como Ajq1NF difiere de AjH N Fj en a lo sumo t%, con un razonamiento analogo vemos
que vale (7.20). Paso 3. Primero veremos que (7.19) implica (7.15). Por la observacion
(7.4.2) tenemos que

_ 2mik
1—e W+

2mik
NITT

SAj+1 (k) Z e~ 2miak SN_(”—U[N}(]C)

‘M/JE(]{;) —ﬁ;(k‘)‘ = i+l N

aGAj
1— 6—27rik/Nj+1

e j+2
< 2ct” 7z In(8N7TF) Sk
NI

Observacion 7.4.6 Por el teorema del valor medio tenemos que

1 _ Y
‘ ¢ =]e %€ con 0<E<y
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Entonces
2mik .
1 —e NIFT NI+l
2mik — ;
e mik

Luego, podemos acotar el tltimo factor por min(1, N7*!/7|k|) y de esta manera obtenemos
(7.15).
Ahora veremos que (7.20) implica (7.16). Sea [ € {1,...,j}. Tenemos que

m(k) 1_67]\”“75 —Jj Z —2wzakw

2mik
Ngil a€A; N
y
1 - 2§j—k1
_— —€e N —(it1
fidpja (k) = —— 77—t US4, nm (k).
NITT
Luego, acotando igual que antes, (7.16) se sigue. [

Lema 7.4.7 Supongamos ng suficientemente grande. Para todo 0 < [ < «, existe una
constante C(ng, 3) tal que:

o NI+1 ; .
> min (15 ) ¢ NI < oo I L,

para todo k € Z, k # 0 .

Demostracion: Asumiremos que k£ > 0. Recordemos que por definicion, N% = t.
Luego podemos reescribir la suma como

E)mno, >N(””1@Nﬁ5 (7.21)

Reescribimos esta suma como

NI+L : 1) (o
z:rnln<7 7 )N_(JJF;WN_(]H); m(lnS—l—(j%—l)lnN}.

Observacion 7.4.8 Vale que

SR G A )N < 2(a - B) 7L

Demostracion: Reordenando, vemos que alcanza con probar la siguiente desigualdad

(7 + 1)2(a v < Nt
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Pero sabemos que para N suficientemente grande, usando que N > In N obtenemos la
siguiente cadena de desigualdades

G+D(a=f) _ joen N2

2 - - InN

Luego, por la observacion anterior, la suma (7.21) esta acotada por

Zmln < N]H) N (In8 + (a—B)71).

Para acotar esta suma, primero nos desharemos del minimo. Para ello, observemos que

N s <1lsiysoélosij < M —1. Ahora reescribamos la suma anterior como S1 + S2 donde

Sl es la suma sobre 0 < ] < M — 1y 52 es la suma sobre el resto de los valores de j.

In8+2(a— 3)~! 1) (18
S = (2k: I N )

- Ink
0<j<in—1

En la ultima suma usando que es una geométrica nos queda acotada por

1_ﬁ Ink Bylnk
NO-HNOTRER —1 e NUTDRY
N5 _1 ~ N(1-9)
_ N(l )lnk
k(1—§)7

si N suficientemente grande. Luego,

1 2(a — pB)71
s <22t ;‘; O 109 < C(no, 0, )5
Ahora miremos Sy: _
Sp=(8+2a-p"") Y NF.
>N
y la dltima suma esta acotada por
N Tiks = k5.
Luego,
Sy < (In8 + 2(a — )1k~ % < C(ng, a, Bk~ 3.
Como queriamos ver. [ ]

Con esto podemos terminar la prueba de la proposicion 7.4.1. Como p; converge débilmente
a [, [i; converge puntualmente a 7i. Luego,
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AR < (k)| + D 1B (k) — i ().
j=1

Por los lemas 7.4.5 y 7.4.7 tenemos que la suma esta acotada por C(ny, B)\k|_§. Ade-
mas,

- l—e "~ 1 —omi C(no)
’:ul(k” = ik 7 Z € Zmiak < L
N a€A;

Esto prueba (7.9).
Para probar (7.10), primero notemos que por la observacion 7.4.6 vale la siguiente desigual-
dad

_ 2mik
1—e nFP
27ik
Nh

Nhi=h Nhi—3
A NF|l=—"—""
Ay A 0=

[ Ficdun (k)| = S a0 (k)| < (7.22)

Luego, si j = [ (7.10) se sigue inmediatamente ya que [k~ 2| > |k~ Si j > [, escribimos

7j—1
| fodu (k)| < |fidua(k)| + fiduwiia (k) = fidw (k) + > |fiduita (k) = fidwi(k)|.  (7.23)
i=it1

Por los lemas 7.4.5 y 7.4.7, obtenemos que la suma esta acotada por C(ny, ﬁ)|k!‘§. Los

otros términos los podemos acotar usando (7.22) y observando nuevamente que |k~ z| >
|k~!|. Notar que la constante que obtenemos finalmente depende de I ya que necesitamos
acotar N! en estos dos tltimos términos.

|

| frdp| e )

7.5. La divergencia de ~z "=

Ahora para terminar la demostracion del Teorema 7.0.1, probaremos que 7.1 falla para
la sucesion fj.
Primero necesitaremos el siguiente lema

|~

Lema 7.5.1 Para todo 1 < q < oo, tenemos que Hlequ(du) =p(F) =t

Con este lema mas la proposiciéon que enunciaremos a continuacién podremos probar el
Teorema 7.0.1.

Proposiciéon 7.5.2 Fijemos r € N con r > % y asumamos que ngy suficientemente grande
(dependiendo de r). Sea 1 < p < 2r. Entonces para todo | suficientemente grande tenemos

. Nip—=i-1
Il ey 2 OC) (7.24)
2
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Vamos a hacer la demostracion del teorema asumiendo la proposicién y demostraremos la
proposicién al final.

Demostracion: Fijemos r suficientemente grande tal que r > é y 2r > i(é__ol‘g. Por la
Proposicion 7.5.2 vemos que (7.24) vale para todos los p como en (7.4). Usando esto ultimo
y el Lema (7.5.1) tenemos que

— 1

d Nl —l-1 ; e
Wil o,y <j“)) 1. (7.25)
| fill (g te

Reescribiendo el término de la derecha obtenemos

liaf1l 5 1 11
o' Gr3(i7=3)) L1 (7.26)
rP e
Dado 6 > 0 existe ng tal que
N@ >,
y en ese caso
1 1
T 2 l (7'27)
re N
Buscaremos 6 > 0 tal que
1 a/l 1 1
-+ - —1—>—>0. 7.28
p 2 (q p) po (7:28)

Esto pasa si y soélo si

2 1 « q
—|1---= —_— .
L) )

Como estamos suponiendo que p cumple (7.4), tenemos que

Como ) . )
2 Loy (e o, a2
o 0 2 g—1) 6= a(g—1)
podemos tomar 6 suficientemente grande tal que (7.28) se cumple.
Fijado 6 > 0, existe ng tal que (7.27) se cumple. Luego, podemos acotar (7.26) por abajo
por
1
C(r)NY = con v >0,
re
que se va a infinito cuando [ — oo. [ |
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Ahora nos queda probar la Proposicion 7.5.2, que lo haremos en varios pasos.
Un poco de notacion, si Y C R es un conjunto finito y r € N, escribiremos

r 2r
My:#{(al,"',(ZQT)EYQT:ZCLZ': Zaz}
=1

i=r+1

Lema 7.5.3 Para todo j,l,r € N tales que 3 >1
e (127\77
Mpoa, > r T (N> : (7.29)
Demostracion: Fijemos j y [. Sea
Y = AN Ry |Y] = 3697

Z={a1+---+ar:a1,...,a, €Y}

Afirmamos que

l .
1Z| < (rtz) rNI . (7.30)

Para ver esto, primero observemos que cada y € Y tiene una tnica representacién de
la forma

y I N—F 4 D NI

i
M-

o

=1

donde y*) ¢ Pparak =1,...,1 e yltD) ¢ [N7=Y]. Como P es una progresién aritmética
de longitud t%, podemos suponer que P = x,x +d, ... ,a:(t%)d. Entonces los z € Z, pueden
escribirse de la siguiente manera

ZBNTR g D N

I
M-

i
I

donde Y € {0,1,... . 7(N7"t = 1)} y

2k e pl= {re,re+d,...,re + r(t1/2 —1)d}

para k = 1,...1. Como [{0,1,...,7(N7=L = 1)} <rN/~ty |P'| < rtz, hemos probado
(7.30). Ahora probaremos (7.29). Sea z € N JZ, definimos

9(z) = #{(y1,- .., yr) €Y Zy =z}
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entonces ||g|| = |V, ||9||l22 = My, y g esta soportada en Z. Por la desigualdad de
Hélder tenemos que ||g||;; < ||g||l2|Z|%, y entonces

2 Loi—1y2r
My > llla (tjt )‘ '
|Z| (rtz)lr Ni—t

Como queriamos probar.

Lema 7.5.4 Sea m una medida en el toro T = R/Z, y sea ¢ una funcion en la clase de
Schwartz en R. Definimos una medida m’ en R como

dm!(z) = p(z)dm({z}),

donde {x} es la parte decimal de z. Entonces para todo & € R tenemos

m/(€) = m(k)(E — k) (7.31)

keZ

Mads ain, si existen C >0 y o > 0 tales que
Im(k)| < C(1+ |k|])™® para todo k € Z, (7.32)
entonces existe una constante C' > 0 tal que

Im/ (&) < C'(1+ €)™ para todo € € R. (7.33)

Demostraciéon: Para la primera parte ver [Wol03|. Supongamos que existen C' > 0
y a > 0 tales que vale 7.32. Para ver 7.33, partiremos la suma de 7.31 en dos partes,

|

consideraremos |¢p — k| < % y su complemento por separado. Fijado & tenemos

m(€) = S ez Mk)S(E — k)
_ S wkeE—k) + oo uk)eE - k)
{keZ:|6—K|<[€]/2} {keZ:|6—k|>|€]/2}
A B

Observemos que como ¢ estd en la clase de Schwartz, (Z también. Luego, dado M > 0,
existe una constante Cp; > 0 tal que

Ba) < —M

L — (7.34)
1+ ||

En A ademaés tenemos que k cumple % < |kl < @ Luego, usando esto y (7.34), podemos
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acotar A de la siguiente manera:

. C
A < Z M(k)—MM
] |1+|€_k||
{kezz\g—mg?}
< 3 C(1+ |k|)*°‘C—M
B 1+ —kI|M

{keZ:\g—mng‘}

|f\)—a |
o1+ S
< T 2 TE-AT

{keZ:|§fk|§%}

€Y "2
C<1+2> > o

keN

IN

IN

donde en la segunda desigualdad usamos que g cumple (7.32).
Usando que ), k:% < 00 si M > 1en ladltima desigualdad, obtenemos la cota buscada.
Ahora acotaremos B:

B

IN

Z Cy 1
E TR
{kez:ie—k1> 1}

IN

Z Cum 1
_ a _ M-«
2T e~ R L+ 1€~ ]

IN

Cum 1
2 (L4 ) T+ He

IN

C<1+|£2|) siM>1+a.

Usando el lema 7.5.4, podremos probar (7.24) para exponentes de la forma p = 2r. Luego
daremos una demostracion de que la cota puede efectivamente extenderse a cualquier 1 <
p < 2r.

Lema 7.5.5 Sean l,r € N con r > é Entonces

o NlT_l_l
> 027"

pory = O (7.35)

Iz

donde

o T

Cc*r = /oo <5m(7m)>2rdx € (0, 00).

Demostracion: Por la proposicion 7.4.1, para todo 0 < f < « tenemos

—_— 7&
| fidpj (k)] < Clk| >
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para todo k € Z \ {0} y j > [. Por el Lema 7.5.4, esta desigualdad se extiende a

Frdpy (€)] < Cle] 5.

Para [(] > 1y j > [. Fijemos 8 € (0,«) tal que r > % > é, y sea g(n) := ml’n(l,C\n|_g).

Asumiremos C' > 1 sin pérdida de generalidad. Tenemos ]@ﬂ < g con g € L*(R).
Aplicando el Teorema 2.2.4(Portmanteau), el hecho de que p; — g débilmente, implica

que ]@ — @ punto a punto. Luego, por el Teorema 2.2.5 (Convergencia dominada),
| frdp|| or (my — ||fld,u||L2T . Luego, nos alcanza con probar que

Nl —l-1
| Fodpi |2 ) > CQTW

para j > [. [ |

flduj = t_ij Z Z €—2m’a§

bEP acA;N[b,b+ N~

Por 7.5, tenemos

, ¥ entonces
1 27rz§
— —e NI . o
fld,uj<£) = Wt J Z e 2mial
NI a€A;N[bb+N-1]
e ™ sine <J\€7 >t J Z ,
CLEFlmAj
donde sinc(x) = sin(mwz). Entonces
2r
— oo ‘ ‘
”fld/‘jH%gr(R) = t2m/ sinc2r(§/N9) Z e 2miag d¢
- a€FNA;
2
Ni oo e
— thj/ SinCQT(T]) Z e—27rza77 d77
e aENj(FlﬂAj)
NJ /OO . 2 i r (
= == sinc*"(n) e~ 2min 32— (an—anir)
277 ) _ o Z

at,...,a2r ENJI(FjNA;)

n

NI 5
= &7 Z sinc?” (Z(an — an+r)> .

a1,...,a2r€NI (FjNAy) r=1
Pero /\ -
sinc?" = *k;_sinc = *221]1[;1 1 > 0.
22
Entonces

NI —
HfldMgHL% > msmc "(0)Mpi(Fina,)-
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Observemos que
MNj(FlﬂAj) = M(FlﬂA]')‘

Luego podemos aplicar el Lema 7.5.3 y obtenemos:

— Nj ; tgr l
2 pol=142r-1)%
| Fedig |3on gy 2 Coprr ™18 (N)

Nl +1
Cor tl(2r+1)

Como queriamos probar.

Ahora podemos probar la proposicién 7.5.2:
Demostracion: Fijemos r € N tal que r > é Por el lema 7.5.5, (7.24) se cumple para
p = 2r, provisto que ng es suficientemente grande. Nos alcanza con probar que también se
cumple para todo p tal que 1 < p < 2r.
Sea ¢ € Loo(R), entonces para 1 < p < 2r tenemos

A

- / 6|62

o 1oy Y ey 09

Aplicamos esto con ¢ = ﬁcﬁt Tenemos que

HfldMHLoo(R <p(F)=tz,

con lo cual o
— N rl= 1 .

Nipp—i=1
I(p+1)
2

como queriamos ver. |



Capitulo 8

Aplicaciones de Restriccion

Dedicaremos este capitulo al estudio de algunas aplicaciones de los teoremas de res-
tricciéon que estudiamos. Particularmente estudiaremos la conexién con dos problemas de
PDE’s: La ecuacién de Schodringer y la ecuaciéon de Helmholtz. También estudiaremos la
conexién con otros dos problemas centrales del anélisis armoénico y teoria geométrica de la
medida: La conjetura de Kakeya y los multiplicadores de Bochner-Riesz.

8.1. PDE’s

En esta seccion estudiaremos como podemos aplicar el endpoint del teorema de Stein-
Tomas para estudiar acotaciones de soluciones distribucionales de PDE’s.
Cuando tenemos una ecuacion en derivadas parciales una de las herramientas clasicas para
el estudio de sus soluciones es la transformada de Fourier, pues al transformar convertimos
la ecuacién diferencial en una ecuaciéon algebraica. Una vez resuelta esta ecuaciéon algebrai-
ca, necesitamos antitransformar la solucién obtenida y acéd es a donde entra restriccion:
en muchas de las PDE’s clasicas, al transformar nos aparece una integral sobre una hiper-
superficie suave, por ejemplo, el paraboloide en el caso de la ecuacién de Schrédinger y
la esfera en el caso de la ecuacion de Helmhotz. Tener teoremas de restriccion sobre estas
superficies nos permitird estimar las soluciones de estas ecuaciones diferenciales.

8.1.1. Ecuacién de Schrodinger

Consideremos la siguiente ecuaciéon diferencial
O+ 5= Ap =0

Para encontrar las soluciones primero vamos a a transformar Fourier respecto de x ambas
ecuaciones. Obtenemos

{z@\u + £ Ap=0
u(-,0)(§) = f(8)-
La primera ecuacién se cumple si y sélo si se cumple la siguiente igualdad

— 1 —~
i@t,u = _7A”‘
s

75



76 CAPITULO 8. APLICACIONES DE RESTRICCION

Usando una de las identidades clasicas que aparecen en los preliminares, podemos reescribir

el lado derecho de la siguiente manera:
L Rp = (- am)le? = —2mle
27 27 )

De esta manera obtenemos la siguiente ecuacion diferencial en ¢:
{atu = 2mil¢ |7
(-, 0)(&) = f(8).

Podemos obtener i de la primera ecuacion usando el método de variables separadas

—

8tﬂ/(_\7t)(€> — 27TZ|£|2

(-5 1)(E)

Notemos que podemos sacar la derivada temporal de la integral ya que estamos integrando
con respecto a otra variable.
Integrando respecto a t a ambos lados obtenemos

In(u( . ,£)(€)) = 2mil¢[?t + k,

y luego nos queda
n( -, 1)(8) = Ce?mP

donde C' es una constante positiva. Para encontrar C tenemos que usar la condicion inicial:
u(. 0)(E) = F(&ETE,

Usando la féormula de inversién podemos recuperar u:
pa.t) = [ e fe)ag (81)
— / F(&)e?milelPt+ae) ge. (8.2)

Consideremos la medida u soportada en el paraboloide 7 = |£|? € R4, dada por

/ g(6.7)du(E, ) = / g(E.€?)de.
Rd+1 ]Rd

El paraboloide es una superficie suave, con curvatura Gaussiana nunca nula pero no es
compacta, con lo cuél, no podemos usar el Stein-Tomas de manera directa. Para ello
consideremos ¢ € C§°(R4T1), tal que (&, 7) = 1si |¢|+|7| < 1. Ahora si podemos aplicar
Stein-Tomas, nos queda

[ (fﬁpﬂ)vHLq(RdH) < CHJ?HH(W),

donde ¢ = 2‘127"'4 =2+ %. Observemos que @ es una medida soportada en el paraboloide

y como este es simétrico, usando que por la formula de inversion vale g(—z) = ¢¥(z),



8.1. PDE’S 7

tenemos que [|g]| = [lg¥]| -

Por lo anterior, si suppfc B(0,1), entonces
i) e gy < OMlzsy = Cll s

Vamos a reescalar para remover la condicion de supp f C B(0,1). Consideremos fy(x) =

F(5) e, t) = p(f,+2)- Si supp f es compacto, supp fr C B(0,1) para A grande.
Ademas, las funciones reescaladas cumplen la ecuaciéon

iOpin + 5=y =0
=0 = fi

Luego, por lo anterior vale que

[tallLaa+ry < Cll Al L2 wrey

Ademas,

d
Hf/\”L2(Rd) = Az HfHL2(Rd)

de2 d
HM/\”Lq(RdH) =X HMHLQ(RdH) = A2 ”M”Lq(RdH)
Entonces se cumple

6l Lararry < C|lf]L2(ra

Para toda f en la clase de Schwartz con supp fcompacto.
Como estas funciones son densas en L?(R%), esta tltima cota vale para toda f € L*(R%)
como queriamos ver.

8.1.2. Ecuacion de Helmholtz

Consideremos la ecuacién de Helmholtz:
Ap+ 47’ =0

Dada g € LP(S%™1), tenemos que gTiE es una solucién distribucional de la ecuacion anterior.
Probemos esto:

(Agdo + 4n’gdo)(f) = gdo(Af)+4n?gdo(f)
= gdo(Af +4x°f)
= 4n’do((1- |€)f) =

donde en la dltima desigualdad estamos usando que gdo esté soportada sobre la esfera.
Usando argumentos analogos al caso de la ecuacién de Schrodinger, podemos ver que
cualquier estimacién sobre restricciéon sobre la esfera nos proveera de informacién acerca
del tamaifio de las soluciones de la ecuacién de Helmholtz.
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8.2. Kakeya vs Restricciéon

8.2.1. El problema de Kakeya

Definicion 8.2.1 Un conjunto de Besicovitch, o conjunto de Kakeya, es un conjunto com-
pacto E C R que contiene un segmento lineal unitario en cada direccion, es decir,

11
VeeS ! dzeRl:x+tec E Vte [—575]
Teorema 8.2.2 (Besicovitch, 1920) Sin > 2, entonces existen conjuntos de Kakeya en
R? con medida cero.

Una pregunta clasica acerca de conjuntos de Besicovitch es, formulada informalmente,
., Cuan pequenios pueden ser?. Usando la dimensiéon de Hausdorff que introdujimos en el
Capitulo 6, la pregunta puede formularse méas formalmente de la siguiente manera: Pre-
gunta abierta: Dado F € R, ; E necesariamente tiene que tener dimension de Hausdorff
d? Para d = 2, la respuesta afirmativa fue dada por Davies en 1971 [Dav71|. Para d en
general, la situacion es parecida a la conjetura de Stein, se tienen diferentes cotas para cada
d de la dimension pero el problema sigue abierto. Una formulacién més cuantitativa del
problema de Kakeya puede hacerse usando lo que se conoce como la funcién maximal de
Kakeya, que se define de la siguiente manera: Para cualesquiera 6 > 0,e € S ! y a € RY,
sea

1
TH(a) = {x € B |(x — a)e| < 5. |(z — a)*] < b},
donde z+ = x — (x.e)e. Los T?(a) son d-entornos del segmento lineal unitario con direccion
e, centrado en a.

Definicién 8.2.3 Dada f € L}Oc(Rd), su funcion mazimal de Kakeya es la funcion f5 :
S%1 - R definida por

f3(e) = sup —

up
acra |T2(a)| J7s(a)

|f1-

La idea va a ser probar estimaciones del tipo 6~ ¢ para f;, es decir, estimaciones de la
forma: Dado ¢, existe C, tal que

/511 Lp(sa-1) < Ced™ (| f1] o (ray, (8.3)
para algin p < oo
Observacion 8.2.4

1. Es claro de la definicion que

[f5lo@ay < Ifllzoo(mey
1 £5lomey < 0V fllpr gy

2. Cond>2 yp< oo no puede haber cotas de la forma

15 amay < Cll fllr(may,

con C independiente de 9.
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3. Fijado p < d, la ecuacion (8.3) no puede valer para todo € > 0.

Para ver (2) consideremos un conjunto de Kakeya de medida cero E (que sabemos que existe
por el teorema 8.2.2 de Besicovitch). Sea Es el § — entorno de E, y sea f = xg,. Entonces
f;(e) = 1 para todo e € SY1, con lo cudl, ||ff|, ~ 1 . Por otro lado, lims ¢ || Es]| =0 , y
entonces lims_q || f||, = 0 para cualquier p < oco.

Para probar (3) consideremos f = X p(g,5). Entonces para todo e € S%=1 el tubo T?(0)

contiene a D(0,4), de manera que fi(e) = l@g%s))”

| f|lp ~ 6%/P. Esto muestra que la ecuacién (8.3) no vale para ningtn p < d, como queriamos
ver.

2 0. Luego, || f5|lp ~ 0. Sin embargo,

Conjetura 8.2.5 (Funcién maximal de Kakeya) Probar que hay una cota de la forma
(8.3) con p =d, es decir, para todo €, eziste C,

1 f5 lpaqga-—1y < Ced™ | fll La(ray

Cuando n = 2 esto fue probado para una formulaciéon un poco distinta por Cérdoba [Cor77]
y como esté enunciado por Bourgain [Bou91].

Proposicion 8.2.6 Si hay una cota de la forma (8.3) para algin p > oo, entonces los
conjuntos de Besicovitch en R? tienen dimension d.

Para una demostracion ver [Wol03].

8.2.2. Conexion con restriccion

Que la conjetura de restriccion implica Kakeya fue demostrado por Bourgain en [Bou91|.
Nosotros seguiremos la construccion que aparece en [Wol03]. Necesitaremos la siguiente
definicioén:

Definiciéon 8.2.7 (Conjunto d-separado maximal) Diremos que un conjunto E C A C
R? es §-separado si dados e, e’ € E, se cumple |e —e'| > 6.

Diremos que el conjunto E es un conjunto d-separado maximal de A si dado E' C A otro
conjunto 0-separado tal que E C E', necesariamente E = FE'.

Proposicion 8.2.8 Si (3.5) es cierta, entonces la cota conjeturada

15 | Laga—1y < Ced™ || f|| pamay

también es cierta

Demostracion: Vamos a necesitar el siguiente lema:

Lema 8.2.9 Sea 1 < p < oo, y sea p’ el exponente dual de p: %—i— ]% = 1. Supongamos que

p tiene la siguiente propiedad: Si {ey} C S¥! es un conjunto § - separado maximal, y si

/
ot >k yi < 1, entonces para cualquier eleccion de puntos aj, € R? tenemos:

|| g yk:XTe‘Sk (ak) HLp’ (R4) < A.
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Entonces se tiene la siguiente cota
1f51lLrsn—1) S Al fll e ®ay-

Demostracion: Sea {e;} un subconjunto ¢ - separado maximal de S~!. Observemos
que si |e — €’| < d, entonces f;(e) < Cfi ('), pues podemos cubrir cualquier 72 (a) con un
nimero acotado de tubos T (a’). Luego,

FENE an < / f5(e)Pde
illpery < 3 [ 150

< <5d—12|f§<ek>|p>
k
= 0N Tkl fi(en)l
k
para alguna sucesion yy tal que >, yil5d_1 = 1 . Donde en esto udltimo utilizamos la

dualidad entre [, y I,y . Luego,

151 o1y S 097 12% £,

k)| T, (ak)

para alguna eleccion de {ax}. Como ]Tfk(akﬂ ~ 041

”féHLp sn—1) < / <Z kaTgk (ak‘)> |f|
k

I Zk: yixas, (@r)lpllf ] poge)  (Desigualdad de Holder)

, se sigue que

IN

IN

Allf |l oo (ay-
-

Ahora continuamos con la demostracion de la proposiciéon. Como queremos usar el
lema, vamos a elegir un conjunto d-separado {e;} en S91. Observemos que un conjunto
de estos tiene cardinal ~ §~(4=1) Para cada j elegimos un tubo ng (aj), y sea 7; el cilindro

obtenido dilatando T, fj (a;) por un factor §=2 alrededor del origen. Asi, el cilindro 7; tiene
largo 6—2 , radio § ! y eje en la direccién e;j. Sea también

Si={ecST:1—ce; <C16%}.

Entonces S; es un casquete esférico de radio ~ C —16, centrado en e;j. Elegimos la constante
C suficientemente grande de manera que las S; son disjuntas. La construccion de Knapp
(Proposicion (3.2.8)) nos da una funcién suave f; en S?~1 soportada en S; y tal que

1fill Loy = 1
]E@\ < 0" en T

~
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Consideramos funciones de la forma:

fw = ijyjfj>
J

donde y; son coeficientes no negativos y w; son variables aleatorias independientes tomando
valores 14 con igual probabilidad. Como las f; tienen soportes disjuntos, tenemos

waHLq Sd-1y T ZHyjfj”%q(Sdfl)
quad ! (8.4)

%

Vamos a necesitar el siguiente resultado conocido como desigualdad de Kinchin:

Proposicién 8.2.10 (Desigualdad de Kinchin) Sean {w,}N_, variables aleatorias in-
dependientes tomando los valores £1 con igual probabilidad, y sea {an}n:1 una sucesion
de nidmeros complejos. Entonces se tiene

\Zanwp Z\an! )?

para cualquier 0 < p < 0o, donde las constantes implicitas dependen sdlo de p.

Para una demostracion ver [Wol03].
Usando esto nos queda:

B (I lyg) = [ BTd@I)

/ Z Yj ’fwdtf 2)3dz  (Desigualdad de Khinchin)

> gald- 1)/ |Zy]XT] )|2d. (8.5)

Q

Asumamos ahora que vale (3.5). Entonces para cualquier ¢ > dZ—:il por (8.4) y (8.5) tenemos

que
—1 2 q d—
[ @) s Yyt
R j
Ahora queremos usar el lema (8.2.9). Para ello consideremos z; = y? yp =4 8i
n—1 P’
1) Z Z; <1
j

entonces la desigualdad anterior nos dice que

1> zixn ly S 6726
i
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para cualquier p’ > %. Ahora reescalamos esto por 62, es decir, multiplicamos por la

matriz 621 a los puntos del cilindro 7j para volver a obtener T};. Aplicando cambio de
variables con A = 6 2] obtenemos lo siguiente:

/ d_(q_
si ¢t sz <1, entonces || ZZjXTij’ < 52— d=1).
J j

Observemos que ]% — 0 cuando p’ — % . Luego, dado € > 0 tenemos

si 0471 Zz?l <1, entonces || szXTij/ SO
J J

si p’ esta suficientemente cerca de fil . Por el lema 8.2.9, esto implica que para cualquier
€ > 0 tenemos

1 £5 lp a1y S 0N fll oo (ray
si p < d esté lo suficientemente cerca. Observemos que esto no contradice la observacién
8.2.4, ya que para cada e variamos el p < d. Interpolando con la cota trivial de L* podemos
concluir que

175 | aa-1) S 0~ fll Laqray-
m

Con esto probamos que la conjetura de Restriccién es mas fuerte que la conjetura de
Kakeya. Bourgain en [Bou91| probd una especie de reciproca asumiendo una cota sobre el
tamano del conjunto de Kakeya. No se sabe si alguna de las dos versiones de la conjetura
de Kakeya implica la conjetura de Restriccion en todo su rango.

Teorema 8.2.11 Supongamos que tenemos una cota

—(d_14e
13" xrs (@)l < Ced ™09 (8.6)
J

para cualquier € > 0 y q > 2 fijo. Entonces

| fdo|Lrmay < Cpll fll oo (sa-1y,

" 2d+2
para algin p < d—fl.

Observacion 8.2.12 La version geométrica de (8.6) es que los conjuntos de Kakeya en
R? tienen dimension al menos q.

8.3. Bochner-Riesz vs Restriccion

En esta seccién estudiaremos la conexiéon entre los multiplicadores de Bochner-Riez y
los teoremas de restricciéon para la esfera.
Empezaremos con una breve introduccién a los multiplicadores del disco.
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8.3.1. Multiplicadores del disco
Sabemos que dada la transformada de Fourier

~

fe) = /e_zm"”{f(x)d:z

de una funcién suave, podemos reconstruir la funcién f via la féormula de inversion

fa) = / 2 () de.

Pero si f no es suave, por ejemplo sélo sabemos que f esta en LP, entonces no es claro que
la formula de inversion sea cierta, o siquiera tenga sentido.
Para estudiar este problema, podemos definir las integrales de Fourier parciales Sgf ()

Si(z) = /5 e

Una pregunta que uno puede hacerse es si
Srf — f en norma LP

Los operadores Sg se conocen como los multiplicadores del disco pues son los multiplica-
dores de Fourier correspondientes a la funcion caracteristica del disco |{| < R. El problema
esté resuelto completamente. En el caso d = 1, se tiene convergencia en norma LP para
todo 1 < p < oo. Sin embargo, para dimensiones mayores s6lo se tiene convergencia para
p = 2. Esto fue probado por Feferman [Fef71].

Ahora recordemos el principio de acotacién uniforme

Lema 8.3.1 Sea 1 < p < oo y supongamos que Tr es una secuencia de operadores lineales
tales que Trf — f en norma LP cuando R — oo para toda f € C§°. Entonces tenemos
que la siguiente estimacion es necesaria y suficiente para que Trf converga a f para toda
felLp

ITrf e S N fllzv

para todo R > Ry con Ry suficientemente grande, donde las cotas no dependen de R.

Teniendo esto en cuenta, para responder a la pregunta de si Sgf converge a f en norma
LP, nos alcanza con ver que

ISkl S W fle

uniformemente en R. De hecho, reescalando podemos ver que alcanza con probarlo para

R=1.

8.3.2. Multiplicadores de Bochner-Riez

Ya mencionamos que para dimensiones mayores que d = 1 sélo hay convergencia para
p = 2. Una pregunta natural es como pueden modificarse estos multiplicadores para obtener
un mayor rango de p. Una forma de hacer esto, es suavizar a la funcién en el borde del disco
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en el que estamos integrando. Para esto, sea § > 0 definimos la media de Bochner-Riesz

como o\ &
) _ _ ’é‘> 2miz.€ 7
s = [ (1-5) @i

Cuando ¢ = 0, esto es el multiplicador del disco Sg. Mientras mas grande es §, méas suave
es lo que estamos integrando en |{| = R, y esto ayuda a la convergencia.

Es facil ver que S}sz f converge a f si f € C§°. Con lo cudl, podemos preguntarnos igual que
antes si S% f converge a f en norma LP para toda f € LP. Nuevamente esto es equivalente
a que se cumpla la siguiente estimaciéon

159 Fll e S NI f Il zo-

Herz encontré una condicién necesaria para que se cumpla esto

Lema 8.3.2 Para que se cumpla (8.3.2) es necesario que

’1 1‘ 26+1. (8.7)

p 2 2d

Para una idea de la demostracion ver las notas de Tao [Tao99b].

Conjetura 8.3.3 (Multiplicadores de Bochner-Riesz) Seand >0y 1 < p < oo tales
que se cumple (8.7). Entonces S}S%f converge a f en norma LP para toda f € LP.

La conjetura fue resulta completamente sbélo para el caso d = 2.
Ahora enunciaremos un resultado de Fefferman que conecta restricciéon de la transfor-
mada de Fourier a la esfera con los multiplicadores de Bochner-Riesz

Teorema 8.3.4 Supongamos que p es tal que vale Rga(2 — p). Entonces la conjetura de
Bochner-Riesz es vdlida para p.

Para una demostracion ver las notas de Tao [Tao99b|. También vale una reciproca, ver
[Ta099al



Apéndice A
Integrales oscilatorias

En este apéndice se estudiaran propiedades y resultados sobre integrales oscilatorias.
Para ello, seguiremos el libro de Stein [Ste93|. Con esto podremos obtener estimaciones del
decaimiento de la transformada de medidas asociadas a superficies.

El objetivo va a ser estudiar el decaimiento de la siguiente integral:

10 = [ PHy(a)da,

para A — oo, donde ¢ es una funciéon suave a valores reales (la fase) y ¢ es una funcion
suave a valores complejos.

A.1. Primer caso: una variable

Lema A.1.1 (Fase no estacionaria) Sean 1) y ¢ como en la definicion. Si ademds te-
nemos que ¢'(x) # 0 en el soporte de ¢ entonces

para todo N € N.

Demostraciéon: Cuando N = 1, podemos tomar

i (55| s

c.0) = |

pues, integrando por partes nos queda:
1 d
I\ = =T ()
0 = | [ sy e

- C(({ ;”%i ()]

< .
- A

85
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Recordemos que para N =1 el truco estaba en que el operador diferencial

1 df
D(f)_z'w%

deja fijo a (@), Luego, para N > 2, nuevamente integrando por partes, tenemos:

IN) = / @y (2)da

R
= | DV(e@)y(z)dx
R

_ / eiz\d)(x) tDN(d}(IB))d.’B
R

Cl¢,9)
S W

donde {Df = —% <i>\f¢>’) es el traspuesto de D. [ |

Proposicion A.1.2 (Fase estacionaria) Seak > 2, ¢ € C*°(R) tal que ¢(xg) = ¢'(x0) =
cee = (;S(k_l)(xo) =01y ¢®) #£ 0. Si el soporte de 1) estd en un entorno suficientemente
reducido de xg, entonces

I(\) = / M@y (2)dw ~ AR
R
Demostracién:(Caso k = 2, ¢(x) = 22) Tenemos

I\ = /}R e () da.

2
#*" con z € Ry g entonces

~ 7r2'¢12 2
g = e = 6—2zw
R

Sabemos que si g(z) = e

de modo que

Aplicando Parseval nos queda

2z T\NZ _ % ~
/ e (z)dw = (f) 2 eI (6)de. (A1)
R
Veamos que (A.1) vale también para z en
S={z€C: Re(z) >0,z #0}.

Si ponemos z = —iwA, A > 0, tenemos

[ vwar = () [ i@
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Entonces,
iAx? —#7 > >
Ae (@‘s </w wwm&+4wwwg
< 210(6)|d 0>
< w (w/‘“ B Ide + 1 (0)
. ASEGIE
MI B
1(0)
< 0O (1+ 1) D ey
AE A \ -
L BOL, e
A
PO, 1
< RS
< |)\|% |)\| Cllpt HL(R)

donde en la segunda desigualdad usamos la formula de inversion y en la cuarta usamos que
Y es.

Ahora veamos el caso general para k = 2 y ¢ una funciéon suave. Tenemos que ¢(zg) =
@' (x0) =0, ¢"(x0) # 0. Podemos escribir

$x) = c(z—w0)’ +O(z — wo|)®
= clx —x0)’(1+€(z)) con e(z)=O(x — x0|).

Mirando el polinomio de Taylor de ¢, vemos que podemos tomar

e(x) = (x = 20)¢" (nz).

Observemos que como ¢”(xg) # 0, si tomamos z en un entorno suficientemente reducido
de z¢ tenemos

¢'(x) = ¢'(x) — ¢/ (o) = ¢"(0)(x — x0) # 0.

Dado un entorno V' suficientemente chico de xy podemos definir un difeomorfismo y : V' —
y(V') dado por la férmula

y(w) = (x — 20)(1 + e(x))7.
Como 0 # ¢'(z) = 2y(z)y'(z) y ademéas y'(z9) = lmy_p (1 + e(w))% = 1, resulta que

y'(z) # 0 en V. Ademas, para € V tenemos que ¢(z(y)) = cy?(x). Entonces si v tiene
soporte en V', tenemos

/ei’\‘b(x)a(:v)d:v:/ ei’\‘b(x)a(fv)dx:/ ei’\yza(x(y))x'(y)dy,
R \% y(V)

y podemos aplicar el caso anterior. [ |
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Proposicion A.1.3 (Funciones de Bessel) La funcion de Bessel Jy,(r) de orden m se
define como

1 2 )
Jm(T’) — / ezrsem?e—zm@de'
0

Vale que
In(r)=0(r~2) (r— o).

Demostracién: Queremos usar la proposicién de fase estacionaria, para ello notemos
que ¢(0) = sen(f) tiene derivada nula entre 0 y 2 solamente en J y 3T. Ademés, en esos

puntos |¢”| = 1. Notando esto, podemos escribir a J,, como una suma de tres integrales

Ton(r) = 217T/0

en cada una de las cuéles estamos en las condiciones de la proposiciéon de fase estacionaria
pues ¢ tiene un tnico punto critico en esos intervalos. Luego, podemos aplicar el caso k = 2
de la proposicién a cada una de las integrales y obtenemos el resultado buscado. [ |

(ME]

3
, » 1 [2 . » 1 [ »
6zrsen0€ zm0d9+ 5 ezrsenée zm9d9+ ezrsen96 'mz@de7
TJ3

21 J3r
2

Proposicion A.1.4 Vale la siguiente expresion para las funciones de Bessel

m 1

I (r) = _®" (1 — 2y 2 dt.

1
I(m+5)m2 J—1

N[

Para una demostracion ver pagina 338 del libro de Stein [Ste93|

Teorema A.1.5 Sea do la medida uniforme en S*1. Entonces

—

ldo(€)] = O(¢] 7).

Demostraciéon: Podemos asumir que £ = (0,---,0,&;). Entonces
é}(g) :/ 6_2”i|5‘6059(sen9)d_1d9.
gd—1
Si ponemos r = 27|{| y t = — cos§ obtenemos que

1
|d0’(§)| = / ei'r’t(]_ — tQ)%Ll = cJa s (T)T‘_%
—1 (1 _ t2)§ 5

donde en la ultima desigualdad usamos la proposicién anterior y ¢ es una constante positiva.
De modo que

do(€)] = Ol 3¢~ %" = 01|~ *F* %) = 0(¢| ).
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A.1.1. Varias variables

Lema A.1.6 Consideremos funciones v y ¢ en S(R?), ¢ de soporte compacto. Si ademds
Vo(x) # 0 en el soporte de 1), entonces

) = / )y () dz = O
]Rd
para todo N € N.

Proposicién A.1.7 Consideremos como antes 1 y ¢ funciones en S(R?). Sea x¢ un punto

critico de ¢ no degenerado, es decir, (833%) (x0) es inversible. Si el soporte de i) estd

contenido en un entorno suficientemente chico de xg entonces

d+1

I\ = /R ) @)y (2)dr = Co(m0)e @AY~ 2 + O™ )

Ver péaginas 344-350 del libro de Stein [Ste93].

Teorema A.1.8 Sea S C R una hipersuperficie, do la medida en S, 1 € C(RY) y
du = Ydo. 51 S admite una parametrizacion por una ¢ como en la proposicion anterior
(en cuyo caso diremos que S tiene curvatura Gaussiana no nula), entonces

- _d
(&) < 1€ 2.
Demostracién: Podemos suponer que

S ={(z,¢(x)) : 2 € U CR%¢(0) = 0; Vg(0) = 0}.

Entonces do :\/ 1+ |V¢|?dx1dzy - - - dry. La integral oscilatoria a estimar es entonces
e = [ )
Rd+1
_ / =2l 8@ )G (1) - - - dvg.
R4

Ponemos A = [£] y n € S? tal que ¢ = M. Definimos ahora ®(x,n) = do1<j<d TN +
é(x1, -+ ,xq)N4+1. Tenemos que probar que

d ~
/ @M (1) da < ATz
R

Dividamos la esfera en tres partes: S* = Sy U Sg U Sg , Sy un entorno del “polo norte”
ny = (0,0,...,0,1) , un entorno del “polo sur” ng = (0,0,...,0,—1) y la franja del
“ecuador” que seria el conjunto complementario de la esfera . Primero veamos el caso en el
que 71 esta en el entorno del polo norte, la parte en la que esta en un entorno del polo sur
es analoga.

Sabemos que ¢(0) = V¢(0) =0 y que
2
det ( ¢ >(0)7A0.

1<j,k<n \ 0z;0x}
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Notemos ademés que dado 7,

qu)(xv 77) = (7717 cee 777d) + nd+1v¢(x)7

de modo que
Ve ®(z,nn) = Vo(z).

Ademas,

92 5%
1gcgi'set§d <0mj8:nk> () = 1§C]1§ct§d <0xj8:vk> ().

Va2 ®(0,mn) = V(0) = 0

En particular,

0*® 0%¢
lg(},ektgd <6xj8xk> (0.m) = 1§(},ekt§d (69@8%) (0) #0.

Queremos ver que para cada n € Sy, si ®(z,n) tiene puntos criticos. Para eso, debe
satisfacerse el siguiente sistema de ecuaciones:

0P B
Tm($17"-;xd,n1,...,nd+1) = 0
od

%(x17"‘7‘rd77717"'77]d+1) = 0

Ahora como tenemos )

det
1<j,k<d <8xj8xk

el teorema de la funcién implicita nos dice que hay entornos U de ny y V de xg = 0 tales
que para cada n € U hay un tnico x(n) € V que satisface las condiciones de arriba y, por
lo tanto, es un punto critico de ®(.,n). Si tomamos a los entornos U y V suficientemente
chicos, tenemos que

) (0,nn) # 0,

( oAk
det
1<jk<d \ Oz ;0xy,

Podemos aplicar entonces la proposicion A.1.7 con xg = x(n) y obtenemos el resultado
buscado. Probemos ahora que el resultado también vale para la regién ecuatorial. Como
en esta region la fase es no estacionaria, el decaimiento seré atn mejor. Como estamos en
el ecuador, se tiene que

) (z(n),n) # 0.

(?7%,...,?73+1)1/2ZC>0.

Ademas, Vo(x) — 0 cuando x tiende a 0. Recordando (A.1.1), tenemos
|V ®(x,n)] > >0

para todo n € Sg y x suficientemente cerca del origen. Luego podemos aplicar el Lema
A.1.6 para obtener el resultado buscado. [ |
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