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Resumen

En esta tesis estudiaremos un problema clásico del análisis armónico conocido como “res-
tricción de la transformada de Fourier”, cuya formulación clásica, debida a Stein, es la
siguiente: ¿Es posible restringir el operador transformada de Fourier que va de un espacio
de funciones Lp(Rd) a otro espacio de funciones Lq(Rd) a un operador saliendo del mismo
espacio pero llegando a Lq(Sd−1) para algún par de exponentes p, q? Notemos que la esfera
tiene medida de Lebesgue cero, y teniendo en cuenta que si tomamos una función en L2, su
transformada de Fourier también caerá en L2, restringirla a un conjunto de medida cero no
tendrá sentido. En este trabajo estudiaremos las condiciones necesarias para que existan
teoremas de restricción a la esfera, esto vendrá dado por lo que se conoce como "Knapp
example", que consiste en estudiar el comportamiento de la función en pequeñas cáscaras
esféricas y en donde la curvatura cumplirá un rol fundamental.
En cuanto al problema de decidir cuándo estas condiciones son suficientes, estudiaremos
un resultado de Fefferman-Stein [Fef70] donde prueban que para dimensión d = 2 lo son,
pero en general es un problema que sigue abierto.
Estudiaremos también un resultado debido a Mockenhaupt que generaliza el problema
propuesto por Stein a conjuntos medibles más generales y no sólo hipersuperficies como la
esfera.
También estudiaremos dos nociones de dimensión: la dimensión de Hausdorff y la dimen-
sión de Fourier. Ilustraremos esto con algunos ejemplos de conjuntos fractales que poseen
dimensión fraccionaria. Esto nos permitirá dar un marco introductorio adecuado para el
estudio de una publicación debida a Laba-Hambrook [HŁ13] en donde prueban un análogo
del "Knapp example" para el caso de subconjuntos fractales de la recta real, a donde el rol
que antes cumplía la curvatura, lo cumplirá el no tener “mucha” estructura aritmética.
Por último, estudiaremos algunas aplicaciones de teoremas de restricción a PDE’s, en par-
ticular las ecuaciones de Schrodinger y Helmhotz. También estudiaremos la relación entre
los problemas de restricción de la transformada de Fourier y otros dos problemas clásicos
de la teoría geométrica de la medida y el análisis armónico: el problema de Kakeya y los
multiplicadores de Bochner-Riesz.

Palabras claves: Restricción de la transformada de Fourier, conjuntos de Salem, dimen-
sión de Hausdorff, dimensión de Fourier.
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Capítulo 1

Introducción

Uno de los operadores más importantes en el análisis armónico y de la matemática en
general es la transformada de Fourier definida en principio para funciones absolutamente
integrables en Rd por la fórmula

f̂(ξ) :=

∫
Rd
f(x)e−2πi〈x,ξ〉dx.

Este operador se extiende luego a Lp(Rd), con 1 ≤ p ≤ 2 de manera natural (ver 2.3
para más detalles, definiciones y propiedades de la transformada de Fourier). Una pregunta
que surge entonces es : si tengo una función en un determinado espacio de funciones y le
tomo transformada ¿ué sabemos acerca del espacio donde cae?. En particular, si tomamos
funciones en espacios de Lebesgue Lp, uno podría querer comparar el tamaño de una
función f en Rd con el tamaño de f̂ , su transformada de Fourier.
De forma más cuantitativa, podemos plantear la siguiente pregunta: ¿cuándo existe una
constante C > 0 tal que tenemos estimaciones de la forma:

‖f̂‖Lq(Rd) ≤ C‖f‖Lp(Rd) (1.1)

para toda f , en principio, en la clase de Schwartz?
La clase de Schwartz es un espacio de funciones con la propiedad de que tanto la función
como todas sus derivadas, decrecen más rapido que cualquier polinomomio (ver 2.4 para
una definición formal y algunas propiedades). Es un espacio un poco mayor que C∞0 , y lo
usamos en lugar de este porque tiene la propiedad de que si tomamos transformada de una
función en esta clase, vuelve a caer en ella (ver Teorema 2.4.5).
La desigualdad de Hausdorff-Young nos dice que

‖f̂‖Lp′ (Rd) ≤ ‖f‖Lp(Rd)para todo 1 ≤ p ≤ 2

donde p′ es el exponente dual de p, es decir, 1
p + 1

p′ = 1. Y estas son todas las posibles
acotaciones de esta forma . (ver notas de Tao [Tao99b]). Supongamos ahora que no que-
remos controlar el tamaño de f̂ en todo Rd, sino en un subconjunto de Rd, es decir, ahora
buscamos acotaciones de la forma

‖f̂‖Lp′ (B) ≤ ‖f‖Lp(Rd), (1.2)

3



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

donde B es un subconjunto de Rd. Consideremos por ejemplo, B = B(0, 1) la bola unita-
ria. Igual que antes, por la desigualdad de Hausdorff-Young tenemos que (1.2) se cumple
siempre que q = p′ y 1 ≤ p ≤ 2. Pero en este caso, al estar considerando un subconjunto
compacto, por la Observación 2.0.1 tenemos que podemos extender esta cota a todos los
q ≤ p′ con 1 ≤ p ≤ 2. Y resulta que también en este caso estas son todas las acotaciones
posibles (ver notas de Tao [Tao99b]).

La situación es más interesante cuando uno no restringe a un conjunto abierto como B
sino a una hipersuperficie como por ejemplo la esfera unitaria Sd−1. A fines de la década del
60, Stein propuso la siguiente pregunta ¿es posible restringir la transformada de Fourier
f̂ de una función f ∈ Lp(Rd), con 1 ≤ p ≤ 2, a la esfera Sd−1 como una función en
Lq(Sd−1) para algún 1 ≤ q ≤ ∞? Uno de los objetivos de este trabajo va a ser presentar
los resultados clásicos relacionados con esta pregunta. En la primera parte nos vamos
a centrar principalmente en la esfera por una cuestión histórica, pero como veremos en
el Capítulo 5, los resultados que mostraremos para la esfera pueden extenderse a otras
hipersuperficies, en donde la curvatura va a cumplir un rol fundamental. Por ejemplo, si
consideramos un hiperplano, veremos en el Capítulo 3 que sólo tendremos restricción para el
caso trivial p = 1, q =∞, pero mientras más curvada sea la superficie, mejores resultados
obtendremos. Nos interesa estudiar el problema de restricción en distintas hipersuperficies
ya que es posible aproximar las soluciones de varios problemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias a partir de teoremas sobre esas superficies, como veremos en el Capítulo 8.

Sabemos que dada f ∈ L1(Rd), f̂ resulta continua, y luego, podemos definir la restric-
ción a la esfera como la evaluación. Pero esto no siempre sucede. Por ejemplo, si f ∈ L2(Rd),
por Plancharel (ver 2.4.7) tenemos que f̂ ∈ L2(Rd), con lo cuál no tiene sentido restringirla
a un conjunto de medida cero como la esfera.
Dada una función f ∈ S(Rd), donde S es la clase de Schwartz, se tiene que f̂ ∈ S(Rd) y
luego tiene sentido pensar a f̂ restringida a Sd−1. Consideramos el operador

R : S(Rd) ⊂ Lp(Rd) → Lq(Sd−1)

f 7→ f̂ |Sd−1 .

Si este operador resulta acotado para algún par (p, q), como la clase de Schwartz es densa
en Lp(Rd), podemos extenderlo y darle sentido a la restricción para una función f ∈ Lp(Rd)
arbitraria. El objetivo entonces será encontrar una constante C > 0 tal que∫

Sd−1

|f̂(w)|qdσ ≤ C‖f‖q
Lp(Rd)

, (1.3)

donde dσ es la medida usual de la esfera.
En caso de que exista tendremos un teorema de restricción con exponentes (p, q) y diremos
que vale R(p→ q). En el Capítulo 3 repasaremos la historia del problema y estudiaremos
las condiciones necesarias para la existencia de teoremas de restricción en la esfera.

El problema de para qué valores de (p, q) existen acotaciones de este tipo, no está
resuelto aún, pero hay varios avances. Uno de los objetivos de este trabajo va a ser estudiar
los teoremas de "restricción" clásicos, lo que haremos en los Capítulos 4 y 5.
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En el Capítulo 6 introduciremos dos nociones de dimensión: la dimensión de Hausdorff
y la dimensión de Fourier. También introduciremos una familia especial de conjuntos lla-
mados “conjuntos de Salem”, que son aquellos en los que los valores de dimensión dados
por ambas definiciones coinciden.

Vamos a ver que el problema de restricción puede pensarse para otros conjuntos, no sólo
la esfera. En el Capítulo 5 particularmente, estudiaremos una versión más general del teo-
rema de Stein-Tomas (uno de los teoremas clásicos de restricción) dada por Mockenhaupt,
sobre espacios de medida, no necesariamente hipersuperficies como veníamos mencionan-
do hasta ahora. Antes mencionamos que la curvatura cumplía un rol fundamental en la
existencia de teoremas de restricción, pero el teorema de Mockenhaupt que probaremos,
nos permitirá pensar el problema en R (e incluso en conjuntos con dimensión fraccionaria),
donde no tenemos una noción de curvatura. En este contexto, la dimensión de Fourier será
la que va a cumplir un rol fundamental en la existencia de teoremas de restricción en estos
conjuntos.

¿Por qué nos interesa estudiar este problema? Más allá del valor intrínseco del cono-
cimiento este problema posee numerosas aplicaciones a distintas áreas de la matemática
como por ejemplo ,teoría de números, teoría espectral, y PDE’s. En el Capítulo 8 estu-
diaremos como se aplican resultados de restricción a PDE’s, y también estudiaremos la
relación con otros dos problemas del análisis armónico y teoría geométrica de la medida:
el problema de Kakeya y los multiplicadores de Bochner-Riesz.



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN



Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo enunciaremos los resultados y definiciones básicas de medida, trans-
formada de Fourier, interpolación, etc. que necesitaremos para los capítulos siguientes.
A lo largo del trabajo diremos que A . B si existe una constante C > 0 tal que A ≤ CB.

Empezaremos el capítulo con una observación acerca de los espacios Lp sobre compactos
que nos va a resultar útil:

Observación 2.0.1 (Espacios Lp anidados) Si B ⊂ Rd es un subconjunto compacto,
se tiene

Lr ⊂ Lq ⊂ L1 para todos los q, r tales que 1 ≤ q ≤ r. (2.1)

Esto puede probarse usando Hölder y se ve reflejado en una desigualdad de normas

‖f‖Lq(B) ≤ C‖f‖Lr(B) para toda f ∈ Lr(B). (2.2)

2.1. Interpolación

En esta sección enunciaremos un resultado clave de interpolación real que nos permitirá
encontrar cotas para todos los valores intermedios entre dos cotas "conocidas".

Teorema 2.1.1 (Interpolación M Riez-Thorin) Sean p0, p1, q0, q1 tales que

1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞.

Dado 0 ≤ θ ≤ 1, definimos p y q como

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
.

Si T es un operador lineal de Lp0 + Lp1 en Lq0 + Lq1 tal que

‖Tf‖q0 ≤M0‖f‖p0 para f ∈ Lp0 ,

‖Tf‖q1 ≤M θ
1 ‖f‖p1 para f ∈ Lp.

Entonces
‖Tf‖q ≤M1−θ

0 M θ
1 ‖f‖p.

7



8 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

En particular, el teorema nos dice que si tenemos un par de cotas (p0, q0), (p1, q1), tenemos
la acotación para cualquier par (p, q) tal que (1

p ,
1
q ) cae en el segmento que une ( 1

p0
, 1
q0

) con
( 1
p1
, 1
q1

).

2.2. Medida

En esta sección enunciaremos algunos resultados relacionados con los distintos tipos de
convergencia de medidas, que necesitaremos a lo largo del trabajo.
Dado un conjunto S, notaremos con S a la σ-álgebra de Borel, es decir, la σ-álgebra
generada por los abiertos de S.

Definición 2.2.1 Una medida de probabilidad en S es una función de conjuntos P σ-
aditiva que cumple P (S) = 1.

Definición 2.2.2 Dada una sucesión de medidas de probabilidad Pn, diremos que Pn con-
verge débilmente a P , otra medidad de probabilidad, si vale que∫

S
fdPn →

∫
S
fdP para toda f continua y acotada.

Lo notaremos Pn
w−→ P .

Definición 2.2.3 Un conjunto A ∈ S se dice P -continuo si su frontera ∂A cumple
P (∂A) = 0.

Usaremos las siguientes equivalencias de convergencia débil:

Teorema 2.2.4 (Teorema de Portmanteau) Son equivalentes:

1. Pn
w−→ P .

2.
∫
S fdPn →

∫
S fdP para toda f uniformemente continua y acotada.

3. ĺım supn PnF ≤ PF para todo F ⊂ S cerrado.

4. ĺım infn PnG ≥ PG para todo G ⊂ S abierto.

5. PnA→ PA para todo A ⊂ S P -continuo.

Teorema 2.2.5 (Teorema de la convergencia dominada) Sea {fn}n una sucesión de
funciones medibles en un espacio de medida (S,Σ, µ). Supongamos que fn converge punto
a punto a una función f y que existe g ∈ L1 tal que la sucesión fn está dominada por g,
es decir,

|fn(x)| ≤ |g(x)| ∀n ∀x ∈ S.

Entonces
ĺım
n→∞

∫
S
|fn − f |dµ = 0,

lo que también implica

ĺım
n→∞

∫
S
fndµ =

∫
S
fdµ.



2.3. LA TRANFORMADA DE FOURIER 9

Lema 2.2.6 (Lema de Fatou) Sean (Ω,Σ, µ) un espacio de medida y X ∈ Σ un con-
junto. Sea fn una sucesion de funciones medibles no negativas, fn : X → [0,∞]. Definimos
la función f : X → [0,∞] como

f(x) = ĺım inf
n→∞

fn(x) para todo x ∈ X.

Entonces f es medible y ∫
X
fdµ ≤ ĺım inf

n→∞

∫
X
fndµ.

2.3. La tranformada de Fourier

En esta sección definiremos un operador clave para este trabajo, la transformada de
Fourier, y enunciaremos un teorema clásico muy útil conocido como inversión de Fourier.

2.3.1. La transformada de Fourier en L1

Definición 2.3.1 Dada f : Rd → C absolutamente integrable, se define la Transformada
de Fourier por la fórmula

f̂(ξ) =

∫
Rn
e−2πixξf(x)dx. (2.3)

Más generalmente, sea M(Rd) el espacio de las medidas en Rd finitas a valores complejos
con la norma

‖µ‖ = |µ|(Rd). (2.4)

donde |µ| es la variación total. Luego L1(Rd) está contenido en M(Rd) vía la identificación
f → µ, dµ = fdx. Ahora vamos a definir la transformada de una medida:

Definición 2.3.2 Sea µ ∈M(Rd), definimos su transformada como

µ̂(ξ) =

∫
Rd
e−2πiξxdµ(x). (2.5)

En el caso particular en que tanto f como f̂ están en L1(Rd) tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.3 Sea f ∈ L1(Rd) y supongamos que f̂ ∈ L1(Rd). Entonces para casi todo
x (a.e) vale lo siguiente:

f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πiξxdξ. (2.6)

Equivalentemente, ̂̂
f(x) = f(−x) (2.7)

para casi todo x.

Uno podría preguntarse si hay algún subespacio de L1(Rd) en el cuál este resultado valga
para todo x. A continuación vamos a introducir la clase de Schwartz (que está contenida
en L1(Rd)) que tiene la particularidad de que si tomamos transformada de una función en
esta clase, vuelve a caer en la misma.
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2.3.2. Identidades y desigualdades clásicas

Sean f, g ∈ S(Rd), y ∈ Rd, b ∈ R, α multiíndice y a > 0. Introducimos la siguiente
notación

τy(f)(x) = f(x− y),
δa(f)(x) = f(ax),

f̃(x) = f(−x).

(2.8)

Valen las siguiente s propiedades:

1. ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖L1(Rd).

2. f̂ + g = f̂ + ĝ, b̂f = bf̂ , ̂̂f =
˜̂
f , f̂ =

̂̂
f .

3. τ̂y(f)(ξ) = e−2πiyξ f̂(ξ), (e−2πiy.f(·))̂(ξ) = τy(f̂)(ξ).

4. δa(f)̂ = a−nδa
−1

(f̂).

5. (∂αf)̂(ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ).

6. (∂αf̂)(ξ) = ((−2πi·)αf(·))̂(ξ).
7. f̂ ∈ S(Rd).

8. f̂ ∗ g = f̂ ĝ, donde (f ∗ g)(x) =
∫
Rd(y)g(x− y)dy.

9.
∫
Rd
f(x)ĝ(x) dx =

∫
Rd
f̂(x)g(x) dx.

10. Sea f∨(x) = f̂(−x) para f ∈ S(Rd). Entonces (f̂)∨ = f = f̂∨.

11.
∫
Rd
f(x)h(x) dx =

∫
Rd
f̂(ξ)ĥ(ξ) dξ.

12. Hausdorff-Young: (1 ≤ p ≤ 2) ‖f̂‖p′ ≤ ‖f‖p ∀f ∈ Lp(Rd).

13. Young: Si 1
p + 1

q ≥ 1, f ∈ Lp, g ∈ Lq y r con 1
r = 1

p + 1
q − 1 entonces

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

2.4. Clase de Schwartz

Intuitivamente, las funciones en la clase de Schwartz son funciones suaves y tales que
tanto la misma función como todas sus derivadas decaen en el infinito más rápido que
cualquier polinomio. Más formalmente, tenemos la siguiente definición:

Definición 2.4.1 Diremos que una función f ∈ C∞(Rd) está en la clase de Schwartz si
para todo par de multiíndices α y β existen constantes positivas Cα,β tales que

ρα,β(f) = sup
x∈Rd

|xα∂βf(x)| = Cα,β <∞.
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Proposición 2.4.2 El conjunto de las funciones suaves de soporte compacto C∞0 (Rd) está
contenido en S(Rd).

Proposición 2.4.3 S(Rd) ⊂ Lp(Rd) para 1 ≤ p ≤ ∞. En particular, S(Rd) ⊂ L1(Rd).

Tenemos la siguiente caracterización de la Clase de Schwartz:

Proposición 2.4.4 Una función f ∈ C∞ está en la clase S(Rd) si y sólo si para todo
entero positivo N y todo multiíndice α existe una constante positiva Cα,N tal que

|(∂αf)(x)| ≤
Cα,N

(1 + |x|)N
.

Teorema 2.4.5 f ∈ S(Rd) si y sólo si f̂ ∈ S(Rd).

Observación 2.4.6 La clase de Schwartz S es densa en Lp para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Proposición 2.4.7 (Plancherel) Sea f ∈ L1 ∩ L2 entonces, f̂ ∈ L2 y además se tiene

‖f̂‖L2(Rd) = ‖f‖L2(Rd). (2.9)

Por un argumento de continuidad, Plancherel nos permite extender la transformada de
Fourier a un operador unitario en L2. En L1 ∩ L2 esta extensión coincide con la trans-
formada definida en L1, alargando el dominio del operador transformada a L1 + L2, y
consecuentemente a Lp con 1 ≤ p ≤ 2.

2.5. Algunos resultados útiles

Proposición 2.5.1 Sea T : L2 → L2 definido como Tf = f ∗K, entonces ‖T‖ = ‖K̂‖∞.

Lema 2.5.2 (Parseval para medidas o dualidad) Sean µ ∈ M(Rd) y ν ∈ M(Rd).
Entonces ∫

µ̂dν =

∫
ν̂dµ.

En particular, si f, g ∈ L1(Rd),∫
f̂(x)g(x)dx =

∫
f(x)ĝ(x)dx.

Proposición 2.5.3 Sea µ ∈M(Rd) con soporte compacto. Entonces µ̂ es C∞ y

Dαµ̂ = ̂((−2πix)αµ). (2.10)

Proposición 2.5.4 Sea µ ∈M(Rd) y φ ∈ S(Rd). Entonces

φ̂µ̌ = φ̂ ∗ µ, (2.11)

φ̂µ = φ̂ ∗ µ̂. (2.12)
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Demostración: Usando la Proposición 2.5.3 y que el producto de funciones en S está
en S, tenemos que φµ̌ está en S. Luego, para probar (2.11) basta ver que∫

ψ̂φµ̌ =

∫
ψ(φ̂ ∗ µ) para toda ψ ∈ S.

Veamos que esto es así. Notaremos Tx = −x.∫
ψ̂(x)φ(x)µ̂(−x)dx =

∫
ψ̂(−x)φ(−x)µ̌(x)dx

=

∫
((ψ̂φ) ◦ T )µ̂

=

∫
((ψ̂φ) ◦ T )̂ dµ por Parseval para medidas

=

∫
(̂ψ̂ ◦ T ) ∗ (φ̂ ◦ T )dµ

=

∫
ψ ∗ (φ̂ ◦ T )dµ

=

∫ ∫
ψ(y)φ̂(−x+ y)dydµ(x)

=

∫
ψ(y)φ̂ ∗ µ(y)dy.

Para probar (2.12), nuevamente basta ver que∫
φ̂µψdx =

∫
(φ̂ ∗ µ̂)ψdx para toda ψ ∈ S.

Veamos que esto es así, usando Parseval para medidas nos queda∫
φ̂µψdx =

∫
ψ̂φdµ

=

∫
̂̌φ ∗ ψdµ

=

∫
(φ̌ ∗ ψ)µ̂dx

=

∫
(φ̂ ∗ µ̂)ψdx.

Lema 2.5.5 Sean f, g ∈ S(Rd), y sea µ una medida con soporte compacto. Entonces se
tiene ∫

f̂ ĝdµ =

∫
(µ̂ ∗ g).fdx. (2.13)

Demostración: Una de las propiedades útiles nos decía

̂̂g =
˜̂̂
g = g,
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entonces tenemos ∫
f̂ ĝdµ =

∫
f(ĝµ)̂

=

∫
f(g ∗ µ̂)dx.
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Capítulo 3

Restricción a la esfera - Condiciones
necesarias

eDedicaremos este capítulo al estudio de las condiciones necesarias para la existencia
de teoremas de restricción para el caso de la esfera. Si estas condiciones son suficientes, es
un problema abierto para d ≥ 3, y en el caso de d = 2, se sabe que son suficientes y fue
probado por Stein y Fefferman en los 70’, y lo estudiaremos en el capítulo siguiente.
En la siguiente sección estudiaremos un lema de dualidad que nos permitirá reformular el
operador de restricción y transformar el problema en estudiar un problema de extensión.
Esta es la forma en la que generalmente se estudia el problema, aunque históricamente fue
formulado como un problema de restricción y por eso conserva el nombre.

3.1. Formulación dual: problema de extensión

El siguiente lema nos va a proveer de una herramienta valiosa para el estudio de la
conjetura de restricción

Lema 3.1.1 (Dualidad) Sea µ una medida finita y positiva. Para cualquier 1 ≤ q ≤ ∞
y cualquier C > 0, los siguientes items son equivalentes:

1. ‖f̂‖Lp(dµ) ≤ C‖f‖Lq(Rd), f ∈ S.

2. ‖ĝdµ‖Lq′ (Rd) ≤ C‖g‖Lp′ (dµ), g ∈ L
p′(dµ).

Demostración: Sea f ∈ S, g ∈ Lp(dµ). Por la relación de dualidad (Lema 2.5.2),∫
f̂gdµ =

∫
ĝdµ.fdx. (3.1)

Si se cumple 2., entonces∫
ĝdµ.fdx ≤ ‖f‖Lp′ (Rd)‖ĝdµ‖Lp(Rd) ≤ C‖f‖Lp′ (Rd)‖g‖Lq(dµ), ∀g ∈ Lq(dµ).

Luego por (3.1) tenemos∫
f̂gdµ ≤ C‖f‖Lp′ (Rd)‖g‖Lq(dµ), ∀g ∈ Lq(dµ),

15
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lo que prueba 1. pues

‖f̂‖Lp(dµ) = sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∫ f̂gdµ

∣∣∣∣ .
Si vale 1., entonces

‖f̂‖Lp(dµ) ≤ ‖f̂‖Lp(Rd)‖g‖Lp′ (dµ) ≤ C‖f‖Lp(Rd)‖g‖Lp′ (dµ), g ∈ S.

y luego, ∫
ĝdµ.fdx ≤ C‖f‖Lq′ (Rd)‖g‖Lp′ (dµ), g ∈ S.

Como S es densa en Lq′ , vale 2. como antes.

Llamaremos operador de extensión al operador:

E : Lq
′
(Sd−1) → Lp

′
(Rd)

g 7→ ĝdσ.

Se lo conoce como operador de extensión porque en este aso partimos de una función
definida sobre toda la esfera y su transformada llega a Rd. Para el caso particular de la
esfera buscaremos acotaciones de la forma:

‖ĝdσ‖Lp′ (Rd) ≤ C‖g‖Lq′ (dσ).

3.2. Condiciones necesarias para la esfera y otras superficies

En esta sección estudiaremos condiciones necesarias para que valgan acotaciones del
tipo R(p→ q). Empecemos con un ejemplo:

Ejemplo 3.2.1 (Superficies planas) Sea S = {x ∈ Rd : xd = 0, ‖x‖ ≤ 1}. Si vale
RS(p→ q), entonces p = 1 .

Consideremos ψ ∈ S(Rd) tal que ψ̂(ξ) = 1 en [−1, 1]d. Escribimos a los puntos de Rd como
x = (x, xd) . Definimos f como

f(x) = ψ(x,
xd
λ

).

Entonces, haciendo un cambio de variables tenemos:

‖f‖pp =

∫
Rd
|ψ(x,

xd
λ
|pdx = λ

∫
Rd
|ψ(x1, · · · , xd−1, xd)|pdx = λ‖ψ‖pp.

Por otro lado, f̂(ξ) = λψ̂(ξ1, · · · , ξd−1, λξd). Entonces

‖f̂‖qLq(S) = λq
∫
S
|ψ̂(ξ1, · · · , ξd−1, λξd)|qdσ

= λq
∫
Rd−1

χB(0,1)(ξ)ψ̂(ξ1, · · · , ξd−1, 0)|qdξ1 · · · dξd−1

∼ λq.
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Entonces
‖f‖p ∼ λ

1
p y ‖f̂‖q ∼ λ.

Juntando las dos estimaciones nos queda que se tiene que cumplir la siguiente desigualdad:

λ ≤ Cλ
1
p ∀λ (p ≥ 1).

Haciendo tender λ a infinito vemos que tiene que valer p = 1.

3.2.1. Superficies curvadas

Supongamos que tenemos una superficie S ⊂ Rd dada como el gráfico de una función
ϕ : Rd−1 → R diferenciable, tal que ϕ(0) = ∇ϕ(0) = 0 y tal que ϕ(x) = O(|x|k) con k ≥ 2.
Tenemos entonces el siguiente resultado:

Proposición 3.2.2 Si vale Rs(p → q) con una superficie (S, dσ) como la de arriba, en-
tonces p > d+k−1

d−1 q.

Demostración: La idea de la demostración es esencialmente la misma que en el
ejemplo anterior, trabajar con las dilataciones y conseguir estimaciones tanto de f como
de f̂ y compararlas. Consideremos como antes ψ ∈ S(Rd) tal que ψ̂(ξ) = 1 en [−1, 1]d. Sea
f : Rd → R definida por

f(x1, x2, · · · , xd−1, xd) = ψ(
x1

λ
1
k

,
x2

λ
1
k

, · · · , xd−1

λ
1
k

,
x1

λ
) λ� 1.

Entonces

‖f‖p =

(∫
Rd
|f(x)|pdx

) 1
p

=

(
λ
d−1+k
k

∫
Rd
|ψ(x)|pdx

) 1
p

∼ λ
d+k−1
kp .

Por otro lado,
f̂(ξ1.ξ2, · · · , ξd) = λ

d−1+k
k ψ̂(ξ1λ

1
k , · · · , ξd−1λ

1
k , ξdλ).

Calculamos ahora ‖f̂‖Lq(S). Sea B(0, λ
−1
k ) ⊂ Rd−1. Definamos

Ωλ = B(0, λ
−1
k )× (−λ−1, λ−1).

Entonces f̂ ∼ λ
d−1+k
k sobre S ∩ Ωλ. Además podemos estimar la medida de S ∩ Ωλ como

dσ(S ∩ Ωλ) ∼ λ
−1
k

(d−1).

Juntando estas dos estimaciones tenemos que

‖f̂‖Lq(S) ∼ λ
d+k−1
k λ

1−d
qk .

Como esto tiene que valer para cualquier elección de λ� 1, tenemos que

λ
d+k−1
k λ

1−d
qk . λ

d+k−1
kp .
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De esta desigualdad se deduce que

d+ k − 1

kp
p+

1− d
qk
− d+ k − 1

kp
≤ 0

d+ k − 1

kp
(p− 1) ≤ d− 1

kq
.

Y obtenemos la siguiente condición:

1

q
≥ d+ k − 1

d− 1

1

p′
. (3.2)

Si la superficie es suave, tenemos asegurado k ≥ 2 ya que no es lineal su crecimiento (su
gradiente es 0 en 0) y entonces su polinomio de Taylor posee al menos un término no lineal
no nulo. Observemos que cuanto más plana es la superficie, más restrictiva es la condición
(3.2). En el caso extremo que la superficie sea un plano, vimos que no es posible encontrar
cotas para exponentes no triviales.

3.2.2. Primera condición necesaria para Sd−1

En el caso de la esfera sabemos que en la Proposición 3.2.2 tenemos k = 2 (cuando
parametrizamos en coordenadas esféricas se comporta como r2). Con esto tenemos la primer
condición para que existe un teorema de restricción para la esfera:

1

q
≥ d+ 1

d− 1

(
1− 1

p

)
.

3.2.3. Segunda condición para Sd−1

Consideremos la formulación dual del problema de restricción. Si tomamos g ≡ 1 en
(2) del Lema 3.1.1 entonces tiene que valer:

‖d̂σ‖Lp′ (Rd) ≤ C.

Ahora usamos que |d̂σ| = O(|x|−
d−1
2 ) para x� 1 (Ver apéndice fase estacionaria). Entonces

la condición necesaria que aparece es que la integral∫
|x|>1

1

|x|
d−1
2
p′
dx = ωd

∫
r>1

1

r
d−1
2
p′
rd−1dr =

∫
r>1

r
d−1
2

(p′−2)dr

sea finita. Esto pasa si y sólo si se tiene

d− 1

2
(p′ − 2) > 1 ⇐⇒ p′ >

2

d− 1
+ 2 =

2d

d− 1

⇐⇒ 1

p
= 1− 1

p′
>
d+ 1

2d
.
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Tenemos entonces la segunda condición necesaria:

1

p
>
d+ 1

2d
.

1
p

1
q

d+1
2d

1
q

= d+1
d−1

(1− 1
p

)

Figura 3.1: Condiciones necesarias para Sd−1

3.2.4. Densidades en L2

Veremos ahora una reformulación del lema 3.1.1 para el caso en que q = 2:

Lema 3.2.3 lem:ddualidad Sea µ una medida finita y positiva. Para cualquier q y cualquier
C, los siguientes items son equivalentes:

1. ‖f̂‖L2(dµ) ≤ C‖f‖Lp(Rd), f ∈ S.

2. ‖ĝdµ‖Lp′ (Rd) ≤ C‖g‖L2(dµ), g ∈ L2(dµ).

3. ‖µ̂ ∗ g‖Lp′ (Rd) ≤ C
2‖g‖Lp(Rd), g ∈ S.

Demostración: Ya vimos que 1. implica 2. y viceversa. Veamos ahora que 1. y 3. son
equivalentes:
Si vale 3., entonces ∫

((µ̂ ∗ f).fdx ≤ C2‖f‖2Lp(Rd) para f ∈ S.

Luego, por (2.13), tomando f = g nos queda:∫
|f̂ |2 =

∫
f̂ f̂dµ ≤ C2‖f‖2Lp(Rd),
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lo que prueba 1. .

Si vale 1. , entonces para toda f, g ∈ S, usando la desigualdad de schwartz en el lado
izquierdo de (2.13) nos queda:∫

f̂ ĝdµ ≤ C2‖f‖Lp′ (Rd)‖g‖Lp(Rd).

Y luego, el lado derecho de (2.13) también, es decir,∫
((µ̂ ∗ g).fdx ≤ C2‖f‖Lp′ (Rd)‖g‖Lp(Rd).

Como esto vale para toda f ∈ S usando el mismo argumento que antes, vemos que esto
prueba 3. .

Observación 3.2.4 La forma estándar de presentar el lema es pensarlo dentro del sistema
abstracto siguiente:

T : Lp → L2 ⇐⇒ T ∗ : L2 → Lp
′ ⇐⇒ T ∗T : Lp → Lp

′
.

Veamos como funciona esto con el operador de restricción. Consideremos una superficie
S y una medida µ soportada en ella. Tenemos el operador R : S(Rd)→ L2(S) tal que para
cada f vale

R(f)(ξ) =

∫
Rd
e−2πixξf(x)dx ξ ∈ S.

El adjunto de R es

R∗(g)(x) =

∫
Sd−1

e−2πixξg(ξ)dµ(ξ) = ĝdµ(x) x ∈ Rd.

pues

R∗(g)(f) = g(R(f))

=

∫
Sd−1

g(ξ)

∫
Rd
e−2πixξf(x)dxdµ(ξ)

=

∫
Rd
f(x)

∫
Rd
e−2πixξg(ξ)dµ(ξ)dx

=

∫
Rd
f(x)ĝdµ(x)dx.

de modo que R∗(g) = ĝdµ.
Entonces

R∗R(f)(x) =

∫
Sd−1

e−2πixξR(f)(ξ)dµ(ξ)

=

∫
Sd−1

e−2πixξ

(∫
Rd
e−2πiyξf(y)dy

)
dµ(ξ)

=

∫
Rd

(∫
Sd−1

e−2πiξ(x−y)dµ(ξ)

)
f(−y)dy

= (f̃ ∗K)(x),
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donde K(x) = d̂µ(x).
Otra manera de verlo para el caso de la esfera es la siguiente. Buscamos una desigualdad
del tipo

‖f̂‖L2(Sd−1) ≤ C‖f‖Lp(Rd),

y elevando al cuadrado ∫
|f̂ |2dσ ≤ C‖f‖2Lp(Rd)

〈f̂ , f̂dσ〉 ≤ ‖f‖2Lp(Rd)

〈f̂ , f̂ ∗ d̂σ〉 ≤ ‖f‖2Lp(Rd)

〈f, f ∗ d̂σ〉 ≤ ‖f‖2Lp(Rd)

donde usamos que la medida de la esfera es real y simétrica, con lo cuál vale d̂σ = (dσ)∨.
Como además tenemos que por Hölder vale que

〈f, f ∗ d̂σ〉 ≤ ‖f‖Lp(Rd)‖f ∗ d̂σ‖Lp′ (Rd).

El objetivo es encontrar entonces acotaciones del “operador de convolución” f ∗ d̂σ del tipo:

‖f ∗ d̂σ‖Lp′ (Rd) ≤ C‖f‖Lp(Rd). (3.3)

Observemos que al considerar el operador de convolución, la geometría de la esfera queda
codificada en la convolución f ∗ d̂σ y no en el espacio de salida o el de llegada como
pasaba en los casos de los operadores de restricción y extensión. Con lo cuál, como estamos
tomando ambas normas en espacios Lp sobre Rd, en algunos casos esto nos facilitará la
tarea de encontrar acotaciones.

3.2.5. Conjetura de restricción

A fines de los 60’ Stein propuso la siguiente conjetura

Conjetura 3.2.5 (Restricción en la esfera) Dada f ∈ L∞(Sd−1) entonces

‖f̂dσ‖q ≤ Cq‖f‖∞ ∀q > 2d

d− 1
. (3.4)

De hecho, se puede probar que la cota más fuerte

‖f̂dσ‖q ≤ Cq‖f‖q ∀q > 2d

d− 1
(3.5)

es formalmente equivalente.

El problema correspondiente para densidades en L2 fue resuelto en los 70’:
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3.2.6. Teorema de Stein-Tomas

Aunque históricamente el orden es el contrario, esto será un corolario del Teorema de
Mockenhaupt aplicado al caso particular de la esfera.

Teorema 3.2.6 (Stein-Tomas) Si f ∈ L2(Sd−1), entonces

‖f̂dσ‖Lq(Rd) ≤ C‖f‖L2(Sd−1) (3.6)

para q ≥ 2d+2
d−1 y estos son todos los posibles q.

Observación 3.2.7 En el teorema anterior podemos reemplazar la esfera por cualquier
otra superficie suave cuya curvatura Gaussiana nunca se anule. Lo enunciamos para la
esfera por una cuestión histórica ya que así fue como apareció por primera vez.

Ahora veremos que el rango de exponentes propuesto en (3.6) es el mejor posible. El
siguiente ejemplo fue introducido por A. Knapp .

Proposición 3.2.8 (Knapp example) El rango de exponentes q ≥ 2d+2
d−1 es el mejor para

el cuál se pueden obtener estimaciones del tipo (3.6).

Demostración: Para poder probar este resultado, tendremos que usar una función f
cuyo soporte esté muy localizado. El soporte de la f que vamos a considerar va a ser Sd−1

intersecado con un pequeño rectángulo. Ahora los detalles:
Sea

Cδ = {x ∈ Sd−1 : 1− x.ed ≤ δ2}
donde ed = (0, · · · , 0, 1). Veamos que |x− ed|2 = 2(1− x.ed):

|x−ed|2 = | < x−ed, x−ed > | = | < x, x > −2 < x, ed > + < ed, ed > | = 2|1− < x, ed > |,

donde en la última igualdad usamos que tanto x como ed están en Sd−1. Con esto, es fácil
ver que

|x− ed| ≤ C−1δ =⇒ x ∈ Cδ =⇒ |x− ed| ≤ Cδ
con C una constante tal que 2C2 = 1
Sea ahora f = fδ la indicadora del conjunto Cδ. Ahora vamos a calcular ‖f‖L2(Sd−1) y
‖f̂dσ‖Lq(Rd) . Primero, ‖f‖L2(Sd−1) es la raíz cuadrada de la medida de Cδ y por la cuenta
anterior y la dimensionalidad de la esfera tenemos que

‖f‖L2(Sd−1) ≈ δ
d−1
2 . (3.7)

El soporte de fdσ está contenido en el rectángulo centrado en ed de longitud ≈ δ2 en la
dirección ed y de longitud ≈ δ en las direcciones ortogonales.
Miramos f̂ δ en el rectángulo “dual” centrado en 0. Supongamos que |ξd| ≤ C−1

1 δ−2 y que
|ξj | ≤ C−1

1 δ−1 cuando j < d, donde C1 es una constante grande. Entonces

|f̂dσ(ξ)| =

∣∣∣∣∫
Cδ

e−2πix.ξdσ(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Cδ

e−2πi(x−ed).ξdσ(x)

∣∣∣∣
≥

∫
Cδ

cos(2π(x− ed).ξ)dσ(x),
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donde en la segunda igualdad usamos que

|e−2πied.ξ| = 1.

Nuestras condiciones sobre ξ implican que podemos tomar C1 suficientemente grande de
manera que |(x− ed).ξ| ≤ π/3 para todo x ∈ Cδ. Luego,

|f̂dσ(ξ)| ≥ 1

2
|Cδ| ≈ δd−1.

El conjunto de ξ que estamos considerando tiene un volume ≈ δd−1, con lo cuál

δ
d−1− d+1

q . ‖f̂dσ‖q.

Si comparamos esto con (3.7), vemos que si vale (3.6), entonces

δ
d−1− d+1

q . δ
d−1
2

uniformemente en δ ∈ (0, 1]. Y entonces tiene que ser d−1− d+1
q ≥

d−1
2 , es decir, q ≥ 2d+2

d−1 .
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Capítulo 4

Teorema de Stein para el círculo

En este capítulo estudiaremos otro de los resultados clásicos de restricción, probaremos
que vale Rp→q en dimensión d = 2 para todo el rango de exponentes conjeturado. Este re-
sultado fue probado por Fefferman y Stein en [Fef70] . Nosotros seguiremos la construcción
dada por Grafakos en su libro [Gra09].
Cabe destacar que este es el único caso en el que el problema está completamente resuelto
para la esfera. Para dimensión d ≥ 3 se han ido mejorando las cotas, pero no se ha resuelto
si vale o no para todo el rango conjeturado por Stein.

4.1. Restricción en R2

Durante este capítulo notaremos

χδ(ξ) = χ(1−δ,1+δ)(|ξ|), ξ ∈ R2.

El objetivo del capítulo va ser probar el siguiente resutaldo:

Teorema 4.1.1 1. Dados 1 ≤ p < 4
3 , q = p′

3 , existe una constante Cp > 0 tal que para
toda f ∈ Lp(R2) y δ > 0 pequeño se tiene:

‖χδf̂‖Lq(R2) ≤ Cpδ
1
q ‖f‖Lp(R2). (4.1)

2. Cuando p = q = 4
3 , existe una constante C > 0 tal que para toda f ∈ L4/3(R2) y

δ > 0 pequeño se tiene:

‖χδ f̂‖
L

4
3 (R2)

≤ Cpδ
4
3 log(

1

δ
)
1
4 ‖f‖

L
4
3 (R2)

. (4.2)

Empecemos con una definición:

Definición 4.1.2 Para cada k ≥ 0 definimos los arcos sectoriales como

Γk,l = {re2πiθ ∈ R2 : |θ − l2−
k
2 | < 2−

k
2 , 1− 5

8
2−k ≤ r ≤ 1− 1

8
2−k}

para todo l ∈ {0, 1, 2, · · · , [2
k
2 ]− 1}.
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Necesitaremos del siguiente lema técnico que utilizaremos sin demostración. Para una de-
mostración ver el Lema 10.2.5 del libro [Gra09]

Lema 4.1.3 Existe una constante C0 tal que para todo k ≥ 0, se tiene la siguiente cota∑
l∈I

∑
l′∈I

χΓk,l+Γk,l′ ≤ C0,

donde para cada k ≥ 0, Γk,l son los arcos sectoriales.

4.2. “Idea” de la demostración

Para probar el resultado para S1 “engordaremos” el círculo en una pequeña cantidad
2δ y luego obtendremos un teorema de restricción para el círculo “engordado”. Finalmente
usaremos la siguiente identidad:∫

S1
|f̂(ω)|qdω = ĺım

δ→0

1

2δ

∫ 1+δ

1−δ

∫
S1
|f̂(rθ)|dθdr.

En lo que sigue vamos a considerar δ = 2−k < 1
24002

(condición que va a ser necesaria para
poder aplicar el lema anterior).

Por lo que observamos antes, Rp→q(S1) es una consecuencia inmediata de la siguiente
acotacion:

1

2δ

∫ ∞
0

∫
S1
|χδ(rθ)f̂(rθ)|qdθdr ≤ Cq‖f‖q

Lp(R2)
.

O equivalentemente,
‖χδf̂‖Lq(R2) ≤ (2δ)

1
qC‖f‖Lp(R2).

4.3. La prueba

Demostración: Para probar vamos a trabajar con el operador de extensión

Eδ(g) = χ̂δg = χ̂δ ∗ ĝ,

que es el dual de f 7→ χδf̂ . Por el método T ∗T , nos alcanza con probar la siguiente cota:

‖Eδ(f)‖Lp′ (R2) ≤ Cδ
1
q (log(

1

δ
)β‖f‖Lq′ (R2),

donde β = 1
4 cuando p = 4

3 y β = 0 cuando p < 4
3 . Vamos a considerar la siguiente partición

de la unidad :
χδl (ξ) = χδ(ξ)χ

2πlδ
1
2

para l ∈ {0, 1, · · · , [δ−
1
2 ]}.

La suma de estas funciones es χδ. Ahora partimos el conjunto {0, 1, · · · , [δ−
1
2 ]} en nueve

subconjuntos de manera que los soportes de las funciones indexadas por los índices de cada
uno de esos subconjuntos caigan en un sector de diámetro a lo sumo π/4. Sea I uno de
estos subconjuntos, notaremos

EδI (f) =
∑
l∈I

χ̂δl f.
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Luego, nos alcanza con obtener la acotación buscada para cada EδI en lugar de Eδ. Fijemos
uno de estos I. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I = {0, 1, · · · , [1

8δ
− 1

2 ]}.
Como el teorema es trivial para p = 1 (siempre vale R(1→∞)), para probar (4.1) , fijemos
p con 1 < p < 4

3 . Tomemos r = (p
′

2 )′ y observemos que 1
r = 1

p′ + 1
q′ y 1 < r < 2. Aplicando

Hausdorff-Young ( ‖h‖Lr′ ≤ ‖h
∨‖Lr), tenemos

‖EδI (f)‖p
′

Lp
′
(R2)

=

∫
R2

|EδI (f)2|r′dx ≤
(∫

R2

|(EδI (f)2)∨|rdx
) r′

r

=

(∫
R2

|
∑
l∈I

∑
l′∈I

(χδl f) ∗ (χδl′f)|
r
dx

) r′
r

.

Vamos a obtener la siguiente cota:(∫
R2

|
∑
l∈I

∑
l′∈I

(χδl f) ∗ (χδl′f)|
r
dx

) r′
r

≤ Cδ
p′
q ‖f‖p

′

Lq′ (R2)
.

Para lograr esto vamos a empezar por aplicarle Hölder a las sumas del lado izquierdo
de esta última desigualdad. Para ello, notemos por Sδ,l,l′ al soporte de χδl + χδl′ . Luego,
reescribiendo nos queda:

∫
R2

∣∣∣∣∣∣
∑
l,l′∈I

(χδl f) ∗ (χδl′f)χSδ,l,l′

∣∣∣∣∣∣
r

dx


r′
r

≤

∫
R2

∑
l,l′∈I

|(χδl f) ∗ (χδl′f)|
r

∑
l,l′∈I

|χSδ,l,l′ |
r′

 r′
r

dx




r′
r

,

donde en la última desigualdad usamos Hölder discreto. Por el Lema 4.1.3, existe una
constante C > 0 (que no depende de δ) tal que∑

l∈I

∑
l′∈I
|χSδ,l,l′ |

r′ ≤ C.

Luego, tenemos la siguiente desigualdad:

‖EδI (f)‖p
′

Lp′ (R2)
≤

(∑
l∈I

∑
l′∈I

∫
R2

|(χδl f) ∗ (χδl′f)|
r

dx

) r′
r

. (4.3)

Para completar la demostración usaremos el siguiente lema que probaremos más adelante:

Lema 4.3.1 Para cualquier 1 < r <∞, existe una constante C > 0 (que no depende de δ
ni f) tal que

‖(χδl f) ∗ (χδl′f)‖Lr(R2) ≤ C

(
δ

3
2

|l − l′|+ 1

) 1
r′

‖χδl f‖Lr(R2)‖χδl‘f‖Lr(R2)

para todo l, l′ ∈ {0, 1, · · · , [1
8δ
− 1

2 ]}.
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Asumiendo el lema nos queda:

‖EδI (f)‖p
′

Lp′ (R2)
≤ Cδ

3
2

[∑
l∈I
‖χδl f‖rsLr(R2)

(∑
l′∈I

‖χδl′‖rLr(R2)

(|l − l′|+ 1)
r
r′

)]

≤ Cδ
3
2

[∑
l∈I
‖χδl f‖rLr(R2)

] r′
rs

(∑
l′∈I

‖χδl′‖rLr(R2)

(|l − l′|+ 1)
r
r′

)s′
r
rs′

,

donde en la última desigualdad usamos Hölder discreto con 1 < s <∞.

Observación 4.3.2 El operador

{aj} 7→
{∑

j′

aj′

(|j − j′|+ 1)1−α

}
j

mapea ls(Z) en ls′(Z) cuando

1

s
− 1

s′
= α, 0 < α < 1 (4.4)

Cuando 1 < p < 4
3 , tenemos 1 < r < 2 y tomando α = 2− r = 1− r

r′ , obtenemos

‖EδI (f)‖p
′

p′ ≤ C ′δ
3
2

[∑
l∈I
‖χδl f‖rsLr(R2)

] r′
rs
[∑
l∈I
‖χδl f‖rsLr(R2)

] r′
rs

= C ′δ
3
2

[∑
l∈I
‖χδl f‖rsLr(R2)

] 2r′
rs

.

El único s que cumple (4.4) con α = 1 − r
r′ es s = q′

r . Además, como q = p′

r , tenemos
1 < s < 2. Usamos Hölder nuevamente para pasar de norma r a norma q′. Usaremos que
el soporte de χδl tiene medida ' δ

3
2 . Tenemos:

‖χδl f‖Lr(R2) ≤ C(δ
3
2 )

1
r
− 1
q′ ‖χδl f‖Lq′ (R2)

donde usamos Hölder con k = q′

r .Luego, tenemos:

‖EδI (f)‖p
′

Lp′ (R2)
≤ Cδ

3
2

[∑
l∈I

(
C(δ

3
2 )

1
r
− 1
q′ ‖χδl f‖Lq′ (R2)

)rs] 2r′
rs

= C ′δ
3
2 (δ

3
2 )

2r′( 1
r
− 1
q′ )

[∑
l∈I
‖χδl f‖

q′

Lq′ (R2)

] 2r′
q′

≤ Cδ3‖f‖p
′

Lq′ (R2)
= Cδ

p′
q ‖f‖q

′

Lp′ (R2)

donde usamos que 1
r = 1

p′ +
1
q′ y p

′ = 2r′. En la última desigualdad usamos que los soportes
de las χδl son disjuntos y estas suman a lo sumo 1.
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Para probar (4.2) vamos a usar el Lema 4.3.1 y la Desigualdad 4.3 tomando r = r′ =
s = s′ = 2. Nos queda:

‖EδI (f)‖4L4(R2) ≤ Cδ
3
2

[∑
l∈I
‖χδl f‖2L2(R2)

(∑
l′∈I

‖χδl′f‖2L2(R2)

|l − l′|+ 1

)]
.

Usando Hölder discreto con k = 2 en la primer suma nos queda:

‖EδI (f)‖4L4(R2) ≤ Cδ
3
2

[∑
l∈I
‖χδl f‖4L2(R2)

] 1
2

∑
l∈I

(∑
l′∈I

‖χδl′f‖2L2(R2)

|l − l′|+ 1

)2
 1

2

Para acotar la otra suma doble vamos a utilizar el Test de Schur:

Lema 4.3.3 (Test de Schur) Sean (X,µ), (Y, ν) dos espacios de medida y sea K(x, y)
una función medible en (X × Y ) tal que:∫

X
|K(x, y)|dµ(x) ≤ A para cada y ∈ Y

∫
Y
|K(x, y)|dν(y) ≤ B para cada x ∈ X.

Definimos un operador

TKg(x) :=

∫
Y
K(x, y)g(y)dν(y).

Entonces para g ∈ L2(dν) la integral que define a TKg converge para casi todo punto
(respecto de dµ(x)) y vale la acotación

‖TKg‖L2(dµ) ≤
√
AB‖g‖L2(dν).

Para una demostración ver [Wol03].
Vamos a tomar K(l, l′) = 1

|l−l′|+1 y {gl′}l′ = ‖xδl′f‖2L2 . También tomaremos µ = ν la
medida discreta sobre I.

‖EδI (f)‖4L4(R2) ≤ Cδ
3
2

[∑
l∈I
‖χδl f‖4L2(R2)

] 1
2
[∑
l∈I
‖χδl f‖4L2(R2)

] 1
2
[∑
l∈I

1

|l|+ 1

]

≤ Cδ
3
2

[∑
l∈I
‖χδl f‖4L2(R2)

][∑
l∈I

1

|l|+ 1

]
.

Usando el criterio integral podemos acotar la última suma de la siguiente manera:[∑
l∈I

1

|l|+ 1

]
≤ C log(δ−

1
2 ).
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Usando esto llegamos a la siguiente cota:

‖EδI (f)‖4L4(R2) ≤ Cδ
3
2

[∑
l∈I
‖χδl f‖4L2(R2)

]
log(δ−

1
2 )

≤ Cδ
3
2 (δ

3
2 )( 1

2
− 1

4
)4 log(

1

δ
)

[∑
l∈I
‖χδl f‖4L2(R2)

]

≤ Cδ3(log(
1

δ
)‖f‖44.

y tomando raíz cuarta a ambos lados obtenemos lo que buscabamos. Ahora para terminar
con la demostración del teorema probaremos el Lema 4.3.1 que había quedado pendiente.
Demostración del lema: La prueba se basa en interpolación bilineal. Para l, l′ ∈ I fijos,
definimos el operador bilineal

Tl,l′(g, h) = (gχδl ) ∗ (hχδl′).

Por como construimos las χδl , sus soportes están contenidos en un rectángulo de lado ' δ

en la dirección e2πiδ 1
2
l y lado δ

1
2 en la dirección ie2πiδ

1
2 l. Cualquiera dos rectángulos con

estas dimensiones en las direcciones mencionadas tienen una intersección que depende del
ángulo entre ellos. Si l 6= l′, esta intersección está contenida en un paralelogramo de lados
δ y δ

sin(2πδ
1
2 |l−l′|)

y luego la medida es a lo sumo un múltiplo constante de δ2

sin(2πδ
1
2 |l−l′|)

.

Para l, l′ en el conjunto de indices I tenemos 2πδ
1
2 |l − l′| < π

4 . Siendo que el seno es
comparable a su argumento (Taylor), tenemos que la medida de la intersección es a lo
sumo Cδ

3
2 (1 + |l − l′|)−1. Se sigue que:

‖χδl ∗ χδl′‖L∞(R2) = sup
z∈R2

|(z − supp(χδl )) ∩ (suppχδl′)| ≤ Cδ
3
2 (1 + |l − l′|)−1.

Lo que implica que:

‖Tl,l′(g, h)‖L∞(R2) ≤ ‖χδl ∗ χδl′‖L∞(R2)‖g‖L∞(R2)‖h‖L∞(R2)

≤ Cδ
3
2 (1 + |l − l′|)−1‖g‖L∞(R2)‖h‖L∞(R2).

Además,
‖Tl,l′(g, h)‖L1(R2) ≤ ‖g‖L1(R2)‖h‖L1(R2).

vale trivialmente. Luego, usando interpolación bilineal (Ver [Gra09] ejercicio 1.4.17) obte-
nemos el resultado buscado.

Con esto terminamos la demostración del teorema.



Capítulo 5

Teorema de
Stein-Tomas-Mockenhaupt

Mockenhaupt en su artículo [Moc00] generaliza el resultado ya conocido de Stein-Tomas
para la esfera, al caso de subconjuntos de Rd que no necesariamente sean hipersuperficies
suaves, usando que en realidad en la demostración de Stein de los 70’ lo que cumplía un
rol relevante no era la curvatura en sí, sino que alcanza con pedirle a la medida que le
pongamos a la superficie en cuestión, que su transformada tenga un cierto decaimiento.
Este resultado nos permitirá estudiar el caso de subconjuntos de la recta real, que hasta
ahora no tenía sentido ya que no tenemos una noción de curvatura no trivial sobre la
recta. Con esto podremos estudiar el problema de restricción para conjuntos fractales por
ejemplo, y para conjuntos con dimensión fraccionaria en general.

Teorema 5.0.1 (Mockenhaupt) Sea µ una medida de soporte compacto en Rd tal que:

1. Existe β > 0 tal que |µ̂(ξ)| ≤ C|ξ|−
β
2 .

2. Existe α > 0 tal que µ(Br(x)) ≤ Crα.

Entonces, para p < 2(2d−2α+β)
4(d−α)+β se tiene(∫

|f̂ |2dµ
) 1

2

≤ C‖f‖Lp(Rd). (5.1)

Observación 5.0.2 Notemos que el teorema no nos dice nada acerca de que pasa cuando
p = 2(2d−2α+β)

4(d−α)+β . En el caso de la esfera, Stein probó en los 70’ que también valía para el
endpoint, pero en el caso general el problema estuvo abierto durante muchos años. Recién
en 2011 Bak y Seeger [BS10] dieron una respuesta afirmativa a ese problema.

Demostración: La demostración es básicamente la misma que el teorema de Stein,
por eso haremos la prueba de este teorema que es más general, y después veremos que la
medida estándar que se le da a la esfera cumple las hipótesis, por lo cuál el otro teorema
será un caso particular de éste.
Observemos que por el método TT ∗ mencionado anteriormente, tenemos

‖f̂‖2L2(dµ) ≤ ‖f ∗ d̂µ‖Lp′ (Rd)‖f‖Lp(Rd).

31
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donde p′ es el exponente dual de p. Luego, para probar el teorema nos alcanza con probar
que el operador de convolución Tf = f ∗ d̂µ está acotado en Lp → Lp

′ , para p < 2(2d−2α+β)
4(d−α)+β

Primero introduciremos una partición diádica de Rd de la siguiente manera: Sea φ ∈
C∞0 (Rd) una función radial tal que φ(x) = 1 para |x| < 1 y sop(φ) ⊂ B(0, 2). Definimos
ψk(x) = φ( x

2k
)− φ( x

2k−1 ), de modo que tenemos

ψ0(x) = φ(x)− φ(2x)

ψ1(x) = φ
(x

2

)
− φ(x)

ψ2(x) = φ
(x

4

)
− φ

(x
2

)
y además

ψk(x) = ψ0(
x

2k
).

Observemos que si

|x| < 2k−1 =⇒ |x|
2k

<
1

2
y
|x|

2k−1
< 1 =⇒ ψk(x) = ψ0

( x
2k

)
= 0

y

|x| > 2k+1 =⇒ |x|
2k

> 2 y
|x|

2k−1
> 4 =⇒ ψk(x) = ψ0

( x
2k

)
= 0.

Luego, el soporte de cada ψk está contenido en la corona

Ck = {x ∈ Rd : 2k−1 < ‖x‖ < 2k+1}

Ahora, dado x ∈ Rd, tenemos la siguiente identidad∑
k>0

ψk(x) = −φ(x) + ĺım
k→∞

φ
( x

2k

)
= 1− φ(x).

Escribimos entonces(
f ∗ d̂µ

)
(x) =

(
f ∗

(
φ+

∑
k>0

ψk

)
d̂µ

)
(x) = f ∗

(
φd̂µ

)
+
∑
k>0

f ∗
(
ψkd̂µ

)
,

y usando la desigualdad triangular nos queda

‖f ∗ d̂µ‖Lp′ (Rd) ≤
∥∥∥f ∗ (φd̂µ)

∥∥∥
Lp′ (Rd)︸ ︷︷ ︸ +

∥∥∥∑ f ∗ (ψkd̂σ)
∥∥∥
Lp′ (Rd)︸ ︷︷ ︸ .

A B

Para acotar A basta observar que ψdµ es una función C∞ de soporte compacto, con lo cual
está en cualquier Lq. Luego, podemos usar la desigualdad de Young con los exponentes
1
p′ = 1

p + 2
p′ − 1 y nos queda

‖f ∗ (φd̂µ)‖Lp′ (Rd) ≤ ‖f‖Lp(Rd)‖φd̂µ‖
L
p′
2 (Rd)

.
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Ahora acotamos B. La idea va a ser acotar cada término de la suma con una cota como la
siguiente:

‖f ∗ (ψkd̂µ)‖Lp′ (Rd) ≤ C2−ξk‖f‖Lp(Rd)

con ξ > 0 tal que lo de la derecha nos quede sumable. El dos nos sale porque es una
partición diádica y vamos a acotar todos a partir de ψ0. Una forma de encontrar una cota
(p, p) es usar el teorema 2.1.1 de interpolación de Riez-Thorin entre una cota (1,∞) y una
cota (2, 2). La cota (1,∞) nos sale fácil usando el decaimiento de d̂µ:

‖f ∗ (φd̂µ)‖L∞(Rd) ≤ ‖f‖L1(Rd)‖ψkd̂µ‖L∞(Rd) ≤ ‖f‖L1(Rd)2
− (k−1)β

2 ∼ ‖f‖L1(Rd)2
− kβ

2

ya que sop(ψk) ⊂ Ck.
Veamos ahora la cota (2, 2). Por la Proposición 2.5.1, para acotar la norma 2 de un operador
de convolución, basta estimar la norma infinito de la transformada del núcleo del operador.
En este caso el núcleo es ψkµ̂, es decir, tenemos que controlar es

‖ψ̂kd̂µ‖L∞(Rd)

o lo que es lo mismo
‖ψ̂k ∗ dµ‖L∞(Rd)

pues ψ̂kd̂µ = ψ̂k ∗
̂̂
dµ y ̂̂dµ = d̃µ Como la norma la tomamos sobre un conjunto con simetría

radial en el 0 (Rd), ambas normas coinciden, es decir

‖ψ̂k ∗ dµ‖L∞(Rd) = ‖ψ̂k ∗ d̃µ‖L∞(Rd)

Acotemos entonces |(ψ̂k ∗ dµ)(ξ)| . Empecemos por una acotación puntual para ψ̂k. Como
cada ψk es una dilatada de la función ψ0, resulta que

ψ̂k(ξ) = 2dkψ̂0(2kξ).

Además, ψ0 está en la clase de Schwartz, con lo cuál ψ̂0 también. Entonces dado N ∈ N,
existe una constante CN > 0 tal que

|ψ̂0(2kξ)| ≤ CN
1

(1 + 2k|ξ|)N
,

y entonces

|ψ̂k(ξ)| .
2dk

(1 + 2k|ξ|)N
.

Para j ≥ 0 definamos las bolas centradas en ξ: Bj = B(ξ, 2j−k). Entonces

|(ψ̂k ∗ dµ)(ξ)| ≤ CN2dk
∫
Rd

(1 + 2k|ξ − ω|)−Ndµ(ω)

≤ CN2dk
∫
B0

(1 + 2k|ξ − ω|)−Ndµ(ω) + CN2dk
∑
j≥0

∫
Bj+1\Bj

(1 + 2k|ξ − ω|)−Ndµ(ω)

. CN2dkµ(B0) + CN2nk
∑
j≥0

2−jNµ(Bj+1 \Bj)

. CN2dk2−kα + CN2dk
∑
j≥0

2−jN2(j−k)α.
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donde en la última desigualdad usamos el crecimiento local de µ (µ(Br(x)) ≤ Crα).
Si ponemos N = d, nos queda:

|(ψ̂k ∗ dµ)(ξ)| . 2dk

2−kα + 2−kα
∑
j≥0

1

2(d−α)j


de modo que

‖ψ̂k(ξ)‖L∞(Rd) ≤ C2k(d−α).

Resumiendo, tenemos las dos acotaciones

‖f ∗ (ψd̂µ)‖L∞(Rd) ≤ C2−
β
2 ‖f‖L1(Rd)‖f ∗ (ψd̂µ)‖L2(Rd) ≤ C2k(d−α)‖f‖L2(Rd).

Ahora podemos interpolar entre ambas cotas para obtener una acotación (p, p′) (tomaremos
θ = 2

p − 1) para cada término de la suma

‖f ∗ (ψd̂µ)‖Lp′ (Rd) ≤ 2−k
β
2
θ2k(d−α)(1−θ)‖f‖Lp(Rd)

= 2k(−θ
β
2

+(1−θ)(d−α))‖f‖Lp(Rd)

= 2
k
((

1− 2
p

)
β
2

+2
(

1− 1
p

)
(d−α)

)
‖f‖Lp(Rd).

Para que esto nos quede sumable, buscamos los valores de p que hacen que el exponente
del 2 sea negativo, es decir, los p tales que(

1− 2

p

)
β

2
+ 2

(
1− 1

p
(d− α)

)
< 0.

Nos queda
β

2
− β

p
+ 2(d− α)− 2

p
(d− α) < 0,

que es lo mismo que

−1

p
(β + (2(d− α)) < −2(d− α)− β

2
=

4(d− α) + β

2
.

Luego, los valores de p buscados son aquellos tales que

1

p
>

4(d− α) + β

4(d− α) + 2β
.

Con esto conseguimos acotar∑
k>0

‖f ∗ (ψkd̂µ)‖Lp′ (Rd) . ‖f‖Lp(Rd).

Como además tenemos que

f ∗ φd̂µ+

N∑
k=0

f ∗ (ψkd̂µ) −→
N

f ∗ d̂µ puntualmente,
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por el lema 2.2.6 (Fatou) nos queda que para la norma p′ vale

‖f ∗ d̂µ‖Lp′ (Rd) ≤ ĺım
N→∞

‖f ∗ (φd̂µ)‖Lp′ (Rd) +

N∑
k=0

‖f ∗ (ψkd̂µ)‖Lp′ (Rd) ≤ C‖f‖Lp(Rd)

para todo p tal que 1
p >

4(d−α)+β
4(d−α)+2β .

5.1. Deduciendo el teorema de Stein-Tomas

En el Capítulo 3 mencionamos que el teorema de Stein-Tomas saldría como corolario
de este. Veamos dos observaciones que nos permitirán probar esto:

Observación 5.1.1 Para la medida usual de la esfera tenemos:

σ(Br(x)) ≤ Crd−1

Para ver esto estudiaremos el área (d − 1)-dimensional de un casquete esférico, por
ejemplo media esfera. Necesitaremos el siguiente teorema que nos permite calcular el área
de superficies que son imagen de funciones suaves:

Teorema 5.1.2 Sea f : Rd−1 → R diferenciable. Sea S = {xd = f(x1, . . . , xd−1)} ⊂ Rd.
Entonces el área (d− 1)-dimensional de S es:

A(S) =

∫
(1 + |∇f |2)

1
2dx1 . . . dxd−1

Demostración de la observación: Como media esfera puede ser pensando como la
imagen de una función suave saliendo del disco de centro 0 y radio 1 contenido en Rd, por
el teorema anterior tenemos:

A(Sd−1) ≤ 2

∫
Dr(0)

Cdx1 . . . dxd−1

≤ 2Crd−1

donde C es una constante positiva que viene de acotar |∇f |, que podemos hacerlo pues f
es una función suave de soporte compacto.

Observación 5.1.3 Sea dσ la medida uniforme en Sd−1. Entonces

|d̂σ(ξ)| = O(|ξ|−
d−1
2 ).

Para una demostración ver el teorema (A.1.5) del apéndice.
Con esto podemos aplicar el teorema de Mockenhaupt al caso de la esfera tomando α =
d− 1 = β. El rango que nos queda es:

p <
2(2d− 2(d− 1) + (d− 1)

4(d− (d− 1)) + (d− 1)
=

2d+ 2

d+ 3
.

Observemos que esto no es lo que nos dice el teorema 3.2.6, ya que en ese caso lo enunciamos
para el operador de extensión. Si buscamos en que rango se mueve p′ nos queda

p′ >
2d+ 2

d− 1

que es lo que queríamos ver.
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Capítulo 6

Dimensión de Hausdorff y dimensión
de Fourier

En este capítulo veremos los resultados de teoría de la medida que necesitaremos en el
resto del trabajo. En particular, introduciremos dos nociones de dimensión, la dimensión
de Hausdorff y la dimensión de Fourier, que nos serán útiles para definir los conjuntos
de Salem que aparecerán en el capítulo siguiente. También daremos algunos ejemplos de
conjuntos fractales que nos servirán para ilustrar qué significa que un conjunto pueda tener
dimensión fraccionaria.
Comenzamos con algunas definiciones:

Definición 6.0.1 Sea Ω un conjunto. Decimos que µ es una medida en Ω si es una función
µ : P(Ω)→ [0,∞]) tal que:

µ(∅) = 0.

0 ≤ µ(A) ≤ ∞ ∀A ⊂ Ω.

A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) (Monotonía).

µ (
⋃
k Ak) ≤

∑
k µ(Ak) (σ−subaditividad).

Definición 6.0.2 E ⊂ Ω se dice medible si para todo A ⊂ E,B ⊂ Ω\E, vale

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Proposición 6.0.3 (Caratheodory) E ⊂ Ω es medible si y sólo si para todo A ⊂ Ω se
tiene

µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ Ec).

Definición 6.0.4 Sea A una colección de subconjuntos de Ω . Decimos que A es una
σ-álgebra si

1. ∅ ∈ A .

2. A ∈ A =⇒ Ac = Ω\A ∈ A .

37
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3. Sea Ak una familia numerable de conjuntos tales que Ak ∈ A , entonces
⋃
k∈NAk ∈

A .

Teorema 6.0.5 (Completitud de la medida) Si Mµ = {E ⊂ Ω : E es medible}. En-
tonces Mµ es una σ-álgebra y los conjuntos Z ∈ E tales que µ(Z) = 0 están en Mµ.

Definición 6.0.6 Sea C ⊂ P (Ω) con φ ∈ C y sea T : P (Ω) → [0,∞] una función .
Decimos que T es una premedida asociada a C si

0 ≤ T (A) ≤ ∞ ∀A ∈ C , T (∅) = 0.

Definición 6.0.7 Si A es una σ-álgebra y µ una medida en Ω, µ se dice regular con
respecto a A si

∀A ∈ P (Ω), ∃ E ∈ A tal que A ⊂ E y µ(A) = µ(E).

Observemos que si A = Mµ, entonces µ resulta regular.

Definición 6.0.8 Llamaremos σ-álgebra de Borel a la menor σ-álgebra que contiene a los
abiertos, a notaremos B. Si µ es una medida tal que B ⊂Mµ, diremos que µ es una medida
boreliana.

Definición 6.0.9 Sea µ una medida en Ω. Decimos que µ es una medida de Radon si es
Boreliana y cumple las siguientes condiciones:

1. µ(K) <∞ ∀ K ⊂ Ω compacto.

2. µ(V ) = sup{µ(K) : K ⊂ V, K compacto} para V ⊂ Ω abierto.

3. µ(A) = ı́nf{µ(V ) : A ⊂ V, V abierto} para A ⊂ Ω.

Vamos a ver dos métodos de construcción de medidas a partir de premedidas.

6.1. Método I:

Dada T premedida asociada a un conjunto C , definimos

µ(A) = ı́nf

{∑
k

T (Ck) : E ⊂
⋃
k

Ck , Ck ∈ C

}
,

donde el ínfimo lo tomamos sobre todos los cubrimientos Ck de A con Ck ∈ C

Proposición 6.1.1 µ es una medida

Demostración:

0 ≤ µ(A) ≤ ∞ pues T lo cumple por ser premedida.

Como T (∅) = 0 por ser premedida y ∅ ∈ C , µ(∅) = 0.
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Si A ⊂ B entonces cualquier cubrimiento de B es cubrimiento de A, luego tenemos
monotonía.

Si A = ∪jAj , dado {Cjk}k cubrimiento de Aj , {Ck} = {Cjk}j,k es un cubrimiento de
A, con lo cuál

µ(A) ≤
∑
j,k

T (Cjk).

Para cada j buscamos cubrimientos {Cjk}k tales que:∑
k

T (Cjk) ≤ µ(Aj) +
ε

2j
.

Juntando las dos ecuaciones anteriores nos queda:

µ(A) ≤
∑
j,k

T (Cjk)

=
∑
j

∑
k

T (Cjk)

≤
∑
j

(
µ(Aj) +

ε

2j

)
≤

∑
j

µ(Aj) + ε.

Como esta desigualdad podemos probarla para todo ε, resulta

µ(A) ≤
∑
j

(Aj),

como queríamos ver.

Ejemplo 6.1.2 La medida de Lebesgue Ld en Rd se construye usando el Método I tomando

T :

{
d∏

k=1

[ak, bk]

}
→ R , T

(
d∏

k=1

[ak, bk]

)
=

d∏
k=1

(bk − ak).

Teorema 6.1.3 Sean F una σ-álgebra de conjuntos en Ω y ν una función σ-aditiva sobre
F . Si λ(A) = ı́nf

∑
k ν(Ck), A ⊂

⋃
Ck con Ck ∈ F , entonces

λ extiende a ν (λ(F ) = ν(F ) ∀F ∈ F ).

λ es regular, λ(A) = ı́nf{ν(F ) : F ∈ F , A ⊂ F} y el ínfimo se alcanza.

Demostración: Sea F ∈ F , entonces λ(F ) ≤ ν(F ). Por otro lado, si {Ek}k cubri-
miento de F , entonces ν(F ) ≤

∑
k ν(Ek) (ν es σ-aditiva). Luego, ν(F ) ≤ ı́nf

∑
k ν(Ek) =
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λ(F ).
Tenemos que A ⊂ E = ∪Ek ∈ F , entonces

λ(A) ≤ λ(E) = ν(E) ≤
∑
k

ν(Ek),

es decir,
∀A, ∃E ∈ F tal que λ(A) ≤ λ(E) ≤

∑
k

ν(Ek).

Luego,
λ(A) ≤ ı́nf{ν(E) : E ∈ F}.

Veamos ahora que λ es regular, dado A ∈ P (Ω) queremos ver que existe E ∈ F tal que
µ(A) = µ(E). Para ello vamos a separar en dos casos:

λ(A) =∞ : tomamos E = Ω. Como λ(E) ≥ λ(A) =∞, resulta λ(E) = λ(A)

λ(A) <∞ : Construiremos E como la intersección de Ek definidos de manera recur-
siva. Dado n ∈ N, tomamos En ∈ F tal que

ν(En) < λ(A) +
1

n
y A ⊂ En+1 ⊂ En.

Tomando E = ∩kEk, tenemos:

ν(E) = ĺım
k→∞

ν(Ek) ≤ λ(A).

y entonces ν(E) = λ(A) . Luego λ es F -regular.

Veamos ahora le segundo método para construir medidas a partir de premedidas intro-
ducido por Caratheodory:

6.2. Método II:

Un par de definiciones antes de arrancar con la construcción:

Definición 6.2.1 Sea (X, d) un espacio métrico. Dado E ⊂ X definimos el diámetro de
E como

diam(E) = sup{d(x, y) : x, y ∈ E}.

Definición 6.2.2 Sea (X, d) un espacio métrico. Dado E ⊂ X ,un δ-cubrimiento de E es
una familia {Ck}k tal que

⋃
Ck ⊃ E , diam(Ck) ≤ δ.

Ahora si pasemos a la construccion de la medida. Sea T : C → [0,∞] una premedida.
Dado δ > 0 definimos

µδ(E) = ı́nf
{∑

T (Ck) : {Ck}k δ-cubrimiento
}
.
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Observemos que µδ así definida resulta una medida. Además, dados δ1 ≤ δ2, tenemos

µδ1(E) ≥ µδ2(E)

pues si {Ck}k es δ1-cubrimiento, entonces {Ck}k es δ2-cubrimiento. Ahora definimos

µ(E) = sup
δ>0

µδ(E),

o equivalentemente,
µ(E) = ĺım

δ→0
µδ(E).

6.3. Medida de Hausdorff

Sea C = { Abiertos de Rd}. Definimos Ts : C → [0,∞] como Ts(C) = diam(C)s, una
premedida. Construimos Hs utilizando el método II a partir de la premedida Ts, es decir,
dado δ > 0 construimos

Hsδ(E) = ı́nf

{∑
k

diam(Ck)
s : E ⊂

⋃
Ck , diam(Ck) < δ

}
,

Hs(E) = ĺım
δ→0
Hsδ(E) = sup

δ>0
Hsδ(E).

donde para el caso δ = ∞ , Hs
∞ es lo que se conoce como contenido de Hausdorff , y lo

construimos de la misma manera pero sin poner restricción al diámetrod e los cubrimientos.
Ahora que para cada s construimos Hs podríamos preguntarnos como se comparan las
distintas medidas. Supongamos que 0 < s < t ¿Cuál es la relación entre Hsδ y Htδ?
Sea {Ck}k un δ-cubrimiento de E∑

k

diam(Ck)
t =

∑
k

diam(Ck)
t−sdiam(Ck)

s ≤ δt−s
∑
k

diam(Ck)
s.

Esto nos da la siguiente desigualdad:

Hsδ(E) ≤ δs−tHtδ(E).

Esto nos permite concluir lo siguiente:

Si Ht(E) > 0 , entonces Hs(E) =∞ si s < t.

Hs(E) <∞ , entonces Ht(E) = 0 si t > s.

Esto nos da una idea de donde viene el concepto que vamos a definir a continuación, la
dimensión de Hausdorff. Para darnos una idea del tamaño de un conjunto vamos a tratar
de estimar el valor de s para el cuál las medidas Hs dan ese "salto". Definamos

s0 = sup
s≥0
{Hs(E) =∞} = ı́nf

s≥0
{Hs(E) = 0},
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s0 es lo que llamaremos dimensión de Hausdorff (dimH(E)). Puede tomar valores entre 0
e ∞. En caso de que 0 < Hs0(E) < ∞, diremos que E es un s0-set. Puede ser que para
algún conjunto, para ningún s0 pase que la medida sea finita y positiva.

En el siguiente lema vamos a probar que este concepto de dimensión se “porta bien”
con la dimensión del espacio ambiente, es decir, la dimensión de Hausdorff de un conjunto
dado, no puede ser mayor que la dimensión del espacio en el que está inmerso.

Lema 6.3.1 ∀E ⊂ Rd, se cumple que dimH(E) ≤ d.

Demostración: Sea Q ∈ Rd cubo de lado 1. Tomemos δ = 1
n , entonce existen nd

"cubitos" Qi de lado δ tales que ∪ni=1Qi ⊃ Q. Entonces

Hdδ(Q) ≤ nd( 2
√
d

1

n
)d = d

d
2 .

Con lo cuál, Hd(Q) <∞, y entonces Hs(Q) = 0 ∀s > d.
Como dado E ⊂ Rd siempre puedo encontrar una familia de cubos tal que E ⊂ ∪k∈NQk.
Entonces como Hs es σ-subaditiva, vale que Hs(E) = 0 ∀s > d . Luego, dimH(E) ≤ d.

En el caso d > 1 tenemos la siguiente relación entre la medida de Hausdorff y la de Lebesgue

|E| = cdHd(E)

donde notamos con |E| a la medida de Lebesgue del conjunto E y cd es el volumen de la
bola de diámetro 1 en Rd. Para una demostración ver [Fal86].

6.3.1. Conjunto ternario de Cantor

Ahora introduciremos el conjunto ternario de Cantor (que más adelante va a servir
de base para la construcción de otros conjuntos que usaremos en la demostración de la
optimalidad del rango de exponentes en el teorema de Mockenhaupt) y calcularemos su
dimensión de Hausdorff (¡La cual no es entera!).
Consideremos la siguiente familia de subconjuntos del intervalo [0, 1]:

F0 = [0, 1]

F1 =

[
0,

1

3

]
∪
[

2

3
, 1

]
F2 =

[
0,

1

9

]
∪
[

2

9
,
3

9

]
∪
[

6

9
,
7

9

]
∪
[

8

9
, 1

]
.

.

.

Observemos que podemos escribir a cada Fj de la siguiente manera:

Fj = ∪2j

i=1F
i
j
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pues cada conjunto Fj se obtiene dividiendo cada intervalo F ij−1 ⊂ Fj−1 en tres partes y
removiendo el intervalo abierto central. Cada conjunto Fj está compuesto por 2j intervalos
de longitud 3−j . El conjunto ternario de Cantor se define como

C =
∞⋂
j=0

Fj

Figura 6.1: Primeros ocho pasos de la construcción del Cantor ternario

Notemos que por como lo construimos, el conjunto de puntos está conformado, salvo
un conjunto numerable de puntos (los extremos del intervalo del medio de cada paso de la
construcción), por los números del intervalo [0, 1] cuya expresión en base 3 no requiere el uso
del dígito 1. Otra observación es que dados dos intervalos cualesquiera (no necesariamente
del mismo paso de la construcción) o son disjuntos o están contenidos uno en el otro. Ahora
el teorema importante de esta sección:

Teorema 6.3.2 Sea C el conjunto ternario de Cantor. Entonces

dimH(C) =
log 2

log 3
= log3 2.

Demostración: Usualmente es más fácil encontrar una cota superior que una inferior
para la medida de Hausdorff. Esto es por como está definida, un cubrimiento bien elegido
nos dará una cota superior, pero para probar una cota inferior hay que calcular un ínfimo
sobre cubrimientos arbitrarios.
Primero haremos la parte fácil, es decir, encontrar una cota superior. Sea s = log 2

log 3 , veremos
que Hs(C) ≤ 1. Como C puede ser cubierto con los 2j intervalitos de longitud 3−j del paso
j, es decir, los que forman a Fj , vemos que

Hs3−j (C) ≤ 2j3−js = 2j2−j = 1,
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y haciendo tender j a infinito tenemos que Hs(C) ≤ 1 y, por lo tanto, dimH(C) ≥ s.
Veamos ahora que Hs(C) > 0. Más precisamente, probaremos que Hs(C) ≥ 1/4. Como
estamos en R alcanza con probar que∑

j

diam(Ij)
s ≥ 1

4
(6.1)

siempre que {I1, I2, · · · } sea un cubrimiento por intervalos abiertos de C. Como C es
compacto, podemos asumir que son finitos los intervalos del cubrimiento. Como C no tiene
puntos interiores, podemos asumir que los extremos de los intervalos Ij no caen en C,
agrandando los Ij de ser necesario. Entonces, como hay finitos intervalos, existe un δ > 0
tal que las distancias de todos estos extremos a C es al menos δ. Tomando j suficientemente
grande tal que δ > 1

3j
= diam(F ij ), tenemos que cada F ij está contenido en algún Ik. Ahora

probaremos que dado un intervalo abierto I cualquiera y un l fijo se tiene∑
F il⊂I

diam(F il )
s ≤ 4 diam(I)s. (6.2)

Esto probaría (6.1) ya que

4
∑
j

diam(Ij)
s ≥

∑
j

∑
F ik⊂Ij

diam(F ik)
s

≥
2k∑
i=1

diam(F ik)
s = 1.

Probemos ahora que vale (6.2): Supongamos que hay algunos intervalos F il ⊂ I y sea n el
natural más pequeño tal que I contiene un intervalo de la forma F in, entonces n ≤ l. Sean
F j1n , · · · , F jpn todos los intervalos de la n-ésima generación que intersecan a I. Entonces
p ≤ 4 pues si no, I contendría un intervalo de la generación n− 1. Luego,

4 diam(I)s ≥
p∑

m=1

diam(F jmn )s

≥
p∑

m=1

∑
F il⊂F

jm
n

diam(F il )
s

≥
∑
F il⊂I

diam(F il )
s,

donde en la penúltima desigualdad usamos que elevar a la 0 ≤ s ≤ 1 es una función
cóncava.

6.4. Ejemplos de fractales

Históricamente la definición de qué es un fractal ha sido motivo de controversia, y varía
según la fuente que se consulte. Una definición informal (y la que vamos a usar en esta
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parte) podría ser que los fractales son aquellos conjuntos que al hacerles zoom, nos encon-
tramos con el mismo conjunto pero a una escala distinta, esta propiedad es conocida como
“autosimilaridad”. En la sección anterior vimos uno de los fractales más clásicos, el Cantor
ternario. Es claro que este cae dentro de nuestra definición de fractal ya que lo construimos
como la iteración de un mismo proceso: en cada paso cortamos en tres partes y sacamos la
del medio. En la actualidad suele llamarsele fractal a cualquier conjunto cuya dimensión
sea fraccionaria.
Uno podría preguntarse por qué nos interesan los fractales y estudiar sus propiedades, la
siguiente frase de Mandelbrot contiene algunas de las razones: “Clouds are not spheres,
mountains are not cones, coastlines are not circles, and bark is not smooth, nor does light-
ning travel in a straight line.”(Mandelbrot, 1982: Introducción a The Fractal Geometry of
Nature).
En esta sección veremos los ejemplos de fractales más clásicos y cuál es su dimensión de
Hausdorff, que generalmente va a ser fraccionaria pero no siempre es el caso.
Introduciremos una nueva noción de dimensión que nos dará una heuristica para estimar
el tamaño de los fractales más clásicos.

Definición 6.4.1 Sea A ⊂ Rd un conjunto tal que existe una descomposición A = ∪mi=1Ai
con los Ai "geométricamente similares" a A, pero reescalados por un factor ci. Definimos
dimFrac(A) como el s tal que

m∑
i=1

csi = 1.

En el caso del Cantor ternario tenemos 2
(

1
3

)s
= 1 , con lo cuál, s = ln 2

ln 3 .
Para los casos que nos van a interesar, esta nueva noción de dimensión coincide con la de
Hausdorff, así que nos dará una heurística relativamente fácil para calcular esta última.
Para un estudio más riguroso de esto (usando sistemas iterados de funciones) ver el Capítulo
9 de [Fal03].

6.4.1. Triángulo de Sierpinski

El triángulo de Sierpinski es un conjunto fractal que lleva el nombre del matemático
polaco Wacław Sierpinski, quién lo estudió a principios del siglo 20. Ya mucho antes de
eso, iteraciones finitas de esta construcción se utilizaban con fines decorativos.
Para construirlo empezamos por un triangulo equilátero y lo subdividimos en cuatro trián-
gulos equiláteros de igual tamaño, y sacamos el del medio. Con los triángulos restantes
repetimos el proceso. En la imagen se pueden ver las primeras seis iteraciones de la cons-
trucción:

Para darnos una idea del tamaño de este conjunto podemos calcular su dimensión
fractal como vimos al principio de esta sección. En este caso la figura inicial la dividimos
en tres copias reescaladas por un factor 1

2 , la dimensión fractal saldrá de encontrar s tal
que 2s = 3, es decir, dimFrac(S) = log 3

log 2 .
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Figura 6.2: Primeras seis iteraciones de la construcción del triángulo de Sierpinski

6.4.2. Copo de nieve de Koch

El copo de nieve de Koch es uno de los primeros fractales que se estudiaron. Lleva
el nombre del matemático sueco Helge Von Koch, que fue el que introdujo lo que hoy se
conoce como curva de Koch, el copo de nieve serán tres curvas de estas unidas.
Veamos ahora como es la construcción del copo de nieve. Empezamos dibujando un trián-
gulo equilátero y a cada una de los segmentos que forman el triángulo le aplicamos recur-
sivamente lo siguiente:

Dividimos el segmento en tres partes iguales.

Dibujamos un triángulo equilátero que tiene por base al segmento del medio del paso
anterior y apunta hacia afuera de la figura.

Removemos la base del triángulo construido en el paso anterior.

El copo de nieve de Koch es el conjunto que se forma en el límite al seguir recursivamente
la construcción dada más arriba.

Figura 6.3: Primeros cuatro pasos en la construcción del copo de nieve de Koch

Puede probarse que el área del copo de nieve es 8
5 del área del triángulo original, pero

su perimetro es infinito. Con lo cuál, el copo de nieve tiene un área finita encerrada por
una curva infitamente larga. Una forma de entender este fenómeno va a ser a través de
calcular su dimensión fractal: Este caso no es tan fácil como el anterior, ya que el copo de
nieve no está formado por copias exactas de si mismo. Para poder averiguar su dimensión
observaremos que la dimensión de lo que se transforman los segmentos del triángulo inicial
tendrá que ser la misma que la de todo el copo de nieve. Ahora bien, el segmento inicial
se transforma en el siguiente paso en cuatro segmentos con longitud 1

3 de la longitud del
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inicial. Luego, la dimensión fractal del copo de nieve será el s tal que 3s = 4, es decir

dimFrac(Copo de nieve ) =
log 4

log 3

Con esto vemos que tiene sentido que el perimetro de la curva sea infinito, ya que su
dimensión es mayor que la de una recta.

6.4.3. Curva de Hilbert

La curva de Hilbert es una curva fractal continua que fue primeramente descrita por
Hilbert en 1891 como una variante de las curvas descritas por Peano que recubren el plano.
En la siguiente figura podemos ver los cinco primeros pasos de la costrucción:

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

Figura 6.4: Primeros cinco pasos en la construcción de la curva de Hilbert

Como la imagen de la curva cubre todo el cuadrado [0, 1] × [0, 1], su dimensión de
Hausdorff es 2 (al igual que el cuadrado unitario). En este ejemplo vemos que la dimensión
topológica (que en este caso sería 1 por ser una curva), no necesariamente coincide con la
dimensión de Hausdorff.

6.5. Dimensión de Fourier

Esta sección estará dedicada a introducir una nueva noción de dimensión: la dimensión
de Fourier, que está relacionada con el decaimiento de la transformada de Fourier de
medidas soportadas en el conjunto. Seguiremos el Capítulo 8 del libro de Mattila [Mat95].

6.5.1. Energía

Una condición de “regularidad” que frecuentemente se impone sobre las medidas de Ra-
don es que no haya mucha medida concentrada en pequeñas regiones. Esto puede expresarse
por ejemplo por medio de la condición de crecimiento dada por

µ(B(x, r)) ≤ crs para x ∈ Rd, 0 < r <∞ (6.3)

donde s y c son números positivos. También puede expresado por la finitud de la t-energía:

It(µ) =

∫ ∫
|x− y|−tdµ(x)dµ(y) <∞ (6.4)
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Veremos que (6.3) y (6.4) están relacionadas entre si y también con la dimensión de Haus-
dorff.
Para darnos una idea de qué significan estas dos condiciones sobre la medida, consideremos
µ como la medida de Lebesgue en R restringida al [0, 1]. Entonces es fácil ver que (6.3) se
cumple si y sólo si s ≤ 1 y (6.4) se cumple si y sólo si t < 1. Más difícil es ver que estas
dos cotas valen si reemplazamos µ por cualquier otra medida de Radon no negativa. En
ambos casos s y t están acotados por 1, la dimensión de Hausdorff del [0, 1], y eso no es
una coincidencia. Más adelante vamos a volver a esto.
Comparemos ahora las condiciones (6.3) y (6.4) entre sí. Para ello vamos a necesitar el
siguiente teorema:

Teorema 6.5.1 Sea µ una medida de Borel y sea f una función Boreliana no negativa en
un espacio métrio separable Ω, entonces∫

fdµ =

∫ ∞
0

µ({x ∈ Ω : f(x) ≥ t})dt.

Para una demostración ver el teorema 1.15 de [Mat95].

Usando el teorema 6.5.1, tenemos∫
|x− y|tdµ(y) =

∫ ∞
0

µ({y : |x− y|−t ≥ v})dv

=

∫ ∞
0

µ(B(x, v−
1
t ))

= t

∫ ∞
0

r−t−1µ(B(x, r))dr.

donde en el último paso hicimos un cambio de variables. Si µ(Rd) <∞ y para algún s > t,
se cumple

µ(B(x, r) ≤ crs para x ∈ Rd, r > 0,

es claro que It(µ) <∞ . Por otro lado, si Is(µ) <∞, no necesariamente vale (6.3). Pero si
se cumple para una restricción apropiada de µ, como veremos a continuación. Asumiendo
que

0 < µ(Rd) <∞,

el conjunto de Borel

A = {x :

∫
|x− y|−sdµ(y) ≤M}

tiene medida µ positiva para algún M . Si ν = µ|A, entonces

r−sν(B(x, r)) ≤
∫
B(x,r)

|x− y|−sdν(y) ≤M para x ∈ A, r > 0.

Para ver que ν realmente satisface (6.3), sea x ∈ Rd y r > 0. Si B(x, r)∪A = ∅, ν(B(x, r)) =
0. Si existe z ∈ B(x, r), por lo de arriba tenemos

r−sν(B(x, r)) ≤ 2s(2r)−sν(B(z, 2r)) ≤ 2sM.
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Un poco de notación: Dado A ⊆ Rd, definimos

M(A) = {µ : µ es una medida de Radon con soporte compacto , suppµ ⊆ A y 0 < µ(Rd) <∞}

Con esto vamos ahora a definir la dimensión capacitaria:

Definición 6.5.2 La dimensión capacitaria de un conjunto A ⊆ Rd es

dimc(A) = sup{s : ∃µ ∈M(A) con µ(B(x, r)) ≤ rs para x ∈ Rd, r > 0}
= sup{t : ∃µ ∈M(A) con It(µ) <∞}

Donde interpretamos al supremo como 0 en caso que no exista ningún s o t que cumpla la
condición respectiva. Observemos que de la discusión previa a la definición se desprende
que ambas definiciones coinciden.

6.5.2. Capacidades y medidas de Hausdorff

También podemos definir la dimensión capacitaria a partir de funciones de conjuntos
llamadas capacidades de Riez:

Definición 6.5.3 Sea s > 0. La s-capacidad de Riez de un conjunto A ⊆ Rd se define
como

Cs(A) = sup{Is(µ)−1 : µ ∈M(A) con µ(Rd) = 1}

donde interpretamos Cs(∅) = 0

Mezclando las definiciones anteriores llegamos al siguiente resultado:

Teorema 6.5.4 Para s > 0 y A ⊆ Rd, vale que

dimc(A) = sup{s : Cs(A) > 0} = ı́nf{s : Cs(A) = 0}.

Ahora vamos a ver dos teoremas que nos van a ayudar a probar un resultado que relaciona
la medida de Hausdorff y la capacidad de conjuntos Borelianos.

Teorema 6.5.5 Sea A ⊆ Rd. Entonces

1. Si s > 0 y Hs(A) <∞, entonces Cs(A) = 0.

2. dimc(A) ≤ dimH(A).

Demostración:

1. Supongamos que Cs(A) > 0. Entonces existe µ ∈M(A) con µ(A) = 1 y Is(µ) <∞.
Entonces

∫
|x− y|−sdµ(y) <∞ µ-a.e. x ∈ Rd. Para esos x,

ĺım
r→0

∫
B(x,r)

|x− y|−sdµ(y) = 0.
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Con lo cuál, dado ε > 0, existen B ⊆ A y δ > 0 tales que µ(B) > 1
2 y

µ(B(x, r)) ≤ rs
∫
B(x,r)

|x− y|−sdµ(y) ≤ εrs.

para x ∈ B y 0 < r ≤ δ.
Ahora elegimos conjuntos E1, E2, · · · tales que

B ⊆
⋃
i

Ei, B ∩ Ei 6= ∅, diam(Ei) ≤ δ

y ∑
i

diam(Ei)
s ≤ Hs(A) + 1.

que existen pues Hs(B) ≤ Hs(A). Eligiendo xi ∈ B ∩ Ei y tomando ri = diam(Ei),
tenemos

1

2
< µ(B) ≤

∑
i

µ(B(xi, ri)) ≤ ε
∑
i

rsi ≤ ε(Hs(A) + 1).

Haciendo tender ε a 0 vemos que Hs(A) =∞, lo que prueba (1).
(2) se sigue inmediatamente de (1)

Ahora vamos a enunciar sin demostración un resultado clásico de la teoría de la medida
conocido como Lema de Frostman. Para una prueba del lema para conjuntos Fδ (unión
numerable de cerrados), ver [Mat95]. El lema vale también en casos más generales, por
ejemplo para conjuntos Borelianos. Para ver una demostración del caso general ver [BP16].

Teorema 6.5.6 Sea B un conjunto de Borel en Rd. Entonces Hs(B) > 0 si y sólo si existe
µ ∈M(B) tal que µ(B(x, r) ≤ rs para x ∈ Rd y r > 0. Más aún, podemos encontrar µ tal
que µ(B) ≤ cHs∞(B) donde la constante c > 0 depende sólo de d.

Vamos a probar un teorema que nos da mayor información acerca de como se relacionan la
medida de Hausdorff y la capacidad de conjuntos Borelianos. Este teorema además resulta
útil para acotar por abajo la dimensión de Fourier de muchos conjuntos.

Teorema 6.5.7 Sea A ⊆ Rd conjunto de Borel. Entonces

1. Si s > 0 y Hs(A) <∞, entonces Cs(A) = 0.

2. Si s > 0 y Cs(A) = 0, entonces Ht(A) = 0 para t > s.

3. dimc(A) = dimH(A).

Demostración: (1) es el item (1) del teorema 6.5.5.
Si Ht(A) > 0, el lema de Frostman (teorema 6.5.6), tenemos que existe µ ∈ M(A) tal
que µ(B(x, r)) ≤ rt. Como ya vimos, esto implica que para 0 < s < t, Is(µ) <∞. Luego,
tenemos Cs(A) > 0, y esto implica (2)
(3) es una consecuencia inmediata de (1) y (2).
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6.5.3. Transformada de Fourier y energías

En esta seccion estudiaremos la relación entre la tranformada de Fourier y las energías.
Las energías van a hacer de nexo entre las áreas centrales de las que hacemos estudio en
esta tesis: el análisis armónico y la teoría de la medida.

El siguiente lema nos muestra como calcular la energía de una medida µ a partir de
conocer su transformada de Fourier:

Lema 6.5.8 Sea µ una medida de Radon en Rd con soporte compacto. Entonces para
0 < s < d se tiene,

Is(µ) = (2π)−dc(s, d)

∫
|x|s−d|µ̂(x)|2dx

donde c(s, d) es una constante que depende sólo de s y d .

Para una demostración ver el lema 12.12 de [Mat95] La fórmula dada por el lema anterior
y la discusión que hicimos en la seccion anterior de la relación entre las capacidades y la
dimensión de Hausdorff nos muestran que podemos calcular la dimensión de Hausdorff de
un conjunto de Borel A a partir del estudio del comportamiento de la transformada de
Fourier de medidas soportadas en A. Más precisamente, la dimensión de Hausdorff de A
está dada por el supremo de los s tales que existe una medida de Radon µ con

suppµ ⊆ A, µ(A) = 1 y
∫
|x|s−d|µ̂(x)|2dx <∞.

Que la integral
∫
|x|s−d|µ̂(x)|2dx sea finita nos dice que para “casi todo” x con norma

grande se tiene

|µ̂(x)| ≤ c|x|−
s
2 , (6.5)

pero no necesariamente se cumple esto para todo x. De hecho, ese requerimiento da lugar
a otra dimensión: la dimensión de Fourier. La definición formal de la dimensión de Fourier
es la siguiente:

Definición 6.5.9 Sea E ∈ Rd. Definimos la dimensión de Fourier de E como

dimF (E) = sup{0 < β < d : ∃µ ∈M(E), |µ̂(ξ)| ≤ C|ξ|−β/2}.

Ahora veremos, usando energías, cuál es la relación entre esta nueva dimensión que acaba-
mos de definir y la dimensión de Hausdorff.

Proposición 6.5.10 Sea E ⊂ Rd. Entonces,

dimF (E) ≤ dimH(E).

Demostración: Si |µ̂(ξ)| ≤ C|ξ|−
β
2 , por el lema 6.5.8, tenemos

Is(µ) .
∫
Rd
|ξ|−β+s−ndξ <∞ ∀ s < β,
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y luego, dimH(E) ≥ β.

Esto nos dice que un conjunto chico no puede soportar una medida µ con mucho
decaimiento para µ̂.
Observemos que dado un conjunto E de dimensión de Hausdorff β, no necesariamente
vale que E soporte una medida µ con decaimiento para su trasformada. Veamos algunos
ejemplos:

Ejemplo 6.5.11 Sea E = [0, 1]× {0} ⊂ R2. Vale que dimF (E) < dimH(E) = 1.

Es claro que dimH(E) = 1. Sea ahora µ una medida soportada en E. Tenemos

µ̂(ξ) =

∫ ∫
e−2πi(ξ1x1+ξ2x2)dµ(x1, x2) =

∫ 1

0
e−2πξ1xdµ(x).

Como no depende de ξ2, |µ̂| no decae a 0. Luego, dimF (E) = 0.

Ejemplo 6.5.12 Cantor ternario: µ medida uniformemente distribuida sobre el Cantor.
Se puede ver que

µ̂(ξ) =

∞∏
k=0

cos(
ξ

3k
).

Evaluando en 3nπ nos queda

|µ̂(3nπ)| = |µ̂(π)| |
n−1∏
j=0

cos(3jπ)|︸ ︷︷ ︸
1

que no tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Esto no nos permite concluir que la dimensión
de Fourier del conjunto ternario de Cantor sea 0 (tendría que valer para todo medida µ
soportada en el Cantor) pero puede probarse que esto es así.

Ejemplo 6.5.13 En el caso de la esfera Sd−1 ambas nociones de dimensión coinciden, es
decir:

dimF (Sd−1) = d− 1 = dimH(Sd−1).

Ya vimos en el Capítulo 5 que dimH(Sd−1) = d− 1. Para ver que la dimensión de Fourier
es d− 1 , observemos que por el teorema A.1.5 del apéndice tenemos que

|d̂σ(ξ| = O(|ξ|−
d−1
2 ),

con lo cual, dimF (Sd−1) ≥ d − 1 . Como además sabemos que la dimensión de Fourier
tiene que ser menor o igual que la de Hausdorff, dimF (Sd−1) = d− 1

En los ejemplos vimos que la dimensión de Hausdorff y la dimensión de Fourier no
necesariamente coinciden. A priori no sabemos si dado un cierto valor siempre podemos
encontrar un conjunto en el cuál ambas dimensiones coincidan y tomen dicho valor. En la
próxima sección vamos a ver que esto es así y mencionaremos algunas de las construcciones
que se conocen.
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6.6. Conjuntos de Salem

Un conjunto de Salem es un subconjunto de Rd cuyas dimensiones de Fourier y Haus-
dorff coinciden. Cualquier subcojunto numerable de Rd es un conjunto de Salem de di-
mensión 0, el mismo Rd es un conjunto de Salem de dimensión d. El ejemplo clásico de
Conjunto de Salem no trivial es la esfera en Rd que es un conjunto de Salem de dimensión
d−1. En el apéndice en el teorema A.1.5 probamos que la dimensión de Fourier de la esfera
es d− 1 y para la dimensión de Hausdorff alcanza con observar que podemos parametrizar
a la esfera con una parametrización bilipschitz saliendo de Rd−1, y entonces tanto la esfera
como Rd−1 tendrán la misma dimensión, es decir, d− 1.
Ya vimos en la sección anterior que no todo conjunto es de Salem: el cantor ternario tiene
dimensión de Hausdorff log 2

log 3 y dimensión de Fourier 0. La dimensión de Fourier, y con ella
la propiedad de ser un conjunto de Salem, dependen del espacio donde el conjunto está
embebido: por ejemplo Rd ⊂ Rd+1 es un hiperplano y como ya vimos antes, para cualquier
µ ∈M(Rd), la transformada de Fourier µ̂(x) no tiende a cero cuando |x| → ∞ ya que µ̂(x)
depende sólo de las Rd coordenadas de x.
La existencia de conjuntos de salem en R para toda dimensión α ∈ [0, 1] fue primero proba-
da por Salem en [Sal51], usando una construcción de tipo Cantor al azar. Kahane [Kah85]
probó que la imagen de subconjuntos compactos de R son casi seguramente conjuntos de
salem. También construyó conjuntos de Salem en Rd usando una construcción a la que
llamaron movimiento browniano fraccionario, que es una generalización del caso lineal.
Otras construcciones de conjuntos de cantor al azar fueron dadas por Bluhm [Blu96a],
Mockenhaupt [Moc00] y Laba y Pramanik [ŁP09]. La idea intuitiva que se tiene es que
si un conjunto dado E tiene mucha estructura aritmética, entonces dimF (E) es chica. En
cambio si E es “random” casi seguramente se cumple dimF (E) = dimH(E).
Observemos que hasta ahora todas las construcciones mencionadas son no deterministi-
cas, de hecho, dar ejemplos explíticitos de conjuntos de Salem que no sean de dimensión
0, d, d − 1, es muy díficil. El primero en dar un ejemplo de esto fue Kaufman [Kau81]. El
probó que el conjunto

Eτ = {x ∈ R : hay infinitos racionales
r

q
tales que |x− r

q
| ≤ q−τ}

donde τ > 1, es un conjunto de Salem de dimensión 2
1+τ (ver también [Wol03]). Bluhm

[Blu96b] probó que si se reemplaza |q|−τ por cualquier otra función decreciente φ : N →
(0,∞) también se obtiene un conjunto de salem. En 2015, Hambrook [Ham15] generalizó
el resultado de Kaufman: Dado Q subconjunto infinito de Z, Ψ : Z→ [0,∞) y θ ∈ R probó
una cota inferior para la dimensión de Fourier del conjunto

E(Q,Ψ, θ) = {x ∈ R : ‖qx− θ‖ ≤ Ψ(q) para infinitos q ∈ Q}

y probó que es un conjunto de Salem para muchas elecciones de Q y Ψ. Además probó un
análogo de este resultado para dimensiones mayores, aportando ejemplos no triviales de
conjuntos de Salem en Rd.
Así como con los fractales, la definición de que es un conjunto de Salem fue cambiando con
el tiempo. El enfoque moderno llama conjuntos de Salem a todos aquellos conjuntos que
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tengan dimensión de Hausdorff α y soporten una medida µ tal que

µ(Br(x)) ≤ C1r
α ∀ x ∈ Rd y r > 0

|µ̂(ξ)| ≤ C2(1 + |ξ|)
β
2 ∀ ξ ∈ Rd.



Capítulo 7

Optimalidad del teorema de
Mockenhaupt

En el Capítulo 3 vimos, gracias al Knapp example, que la condición del teorema de
Stein-Tomas es óptima, es decir, para todo p < 2d+2

d−1 , no hay teoremas de restricción. En
este capítulo vamos a estudiar si la versión más general de dicho teorema probada por
Mockenhaupt es óptima para el caso de subconjuntos de dimensión fraccionaria de la recta
real. Para ello seguiremos la construcción hecha por Hambrook-Laba en [HŁ13]. El objetivo
de este capítulo es probar el siguiente teorema:

Teorema 7.0.1 Sea α ∈ (0, 1) tal que α = log(t0)
log(n0) para ciertos t0, n0 ∈ N, n0 6= 1 y para

todo 1 ≤ p < 4
α−2, vale lo siguiente: Existe una medida de probabilidad µ en [0, 1] soportada

en un conjunto E de dimensión α y una sucesión de funciones {fl}l∈N en [0, 1] ( funciones
características de uniones finitas de intervalos) tales que

Para el α dado se cumple µ(Br(x)) ≤ C1r
α para todo x ∈ Rd y r > 0.

para todo β < α se cumple |µ̂(ξ)| ≤ C2(1 + |ξ|)−
β
2 para todo ξ ∈ Rd (C2 depende de

β)

La acotación (∫
|f̂ |2dµ

) 1
2

≤ C‖f‖Lp(Rd). (7.1)

falla para la sucesión {fl}, es decir,

‖f̂ldµ‖Lp(R)

‖fl‖L2(dµ)

→∞ cuando l→∞. (7.2)

7.1. Idea de la demostración:

El conjunto E va a a ser un conjunto de tipo Cantor construido a partir de itera-
ciones “al azar”, con el agregado de que E va a contener un subconjunto de Cantor más
pequeño pero deterministico. Tenemos que tener cuidado con la elección de este Cantor

55
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deterministico para no destruir las estimaciones del decaimiento de la transformada de µ,
dadas por el azar de la construcción del Cantor grande. Las funciones fl del teorema serán
las funciones caracteristicas de finitas iteraciones del Cantor deterministico. Agregamos el

Cantor deterministico para probar la divergencia de ‖f̂ldµ‖Lp(R)|fl‖L2(µ)
, esta prueba va a depender

de contar soluciones a ecuaciones lineales en los extremos de finitas iteraciones del Cantor
grande. El Cantor deterministico lo elegiremos de tal manera que los extremos de finitas
iteraciones del mismo caigan en una progresión aritmética que nos asegure que esta cuenta
diverja. Notaremos también que con la misma demostración se tiene el siguiente teorema:

Teorema 7.1.1 Sea α como en el Teorema 7.0.1, y asumamos que los exponentes 1 ≤
p, q <∞ cumplen

p <
(2− α)

α(q − 1)
. (7.3)

Entonces existe una medida µ en [0,1] y una sucesión de funciones {fl}l∈N, construidas
como en la demostración del Teorema 7.0.1, tales que

‖f̂ldµ‖Lp(R)

‖fl‖Lq(dµ)
→∞ cuando l→∞. (7.4)

7.2. Construcción de µ

Sean N0 y to enteros tales que 1<to<N0, y sea α = log t0
logN0

. Sean también N = N2n0
0 y

t = t2n0
o , con no un entero grande a elegir después. Observemos que se sigue cumpliendo

que α = log t
logN para cualquier n0 que elijamos.

Notaremos [N ] = {0, 1, . . . , N − 1}.
Construiremos la medida µ y las funciones fl de manera simultánea, mediante una secuencia
de iteraciones de Cantor. Construiremos conjuntos A1, ...., An que cumplen:

A0 = {0}
Aj+1 =

⋃
a∈Aj

(a+Aj+1,a)

Aj+1,a ⊂ N−(j+1)[N ]

|Aj+1,a| = t.

Lema 7.2.1 Los conjuntos Aj están contenidos en N−jZ

Demostración: Lo probaremos usando inducción en j

Si j = 0, A0 = 0 ∈ Z.

Si j = 1, A1 = A1,0 ⊂ N−1Z.
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Supongamos ahora que

Aj ⊂ N−jZ , Aj+1 =
⋃
a∈Aj

(a+Aj+1,a).

Como
Aj+1,a ⊂ N−(j+1)[N ],

si x ∈ Aj , x = y + rN−(j+1), donde 0 ≤ r ≤ N − 1 e y ∈ Aj , entonces por
hipótesis inductiva, y = sN−j . Luego, reescribimos x usando esto y nos queda

x = sN−j + rN−(j+1) = (Ns− r)N−(j+1) ∈ N−(j+1)Z,

como queríamos probar. Luego, Aj ⊂ N−jZ.

Corolario 7.2.2 Vale que |Aj | = tj.

Demostración: Si probamos que

Aj+1 =
⋃
a∈Aj

(a+Aj+1,a)

es una unión disjunta, como |Aj+1,a| = t, por un argumento inductivo nuestra afirmación
sería cierta.
Veamos que este es el caso

x ∈ a+Aj+1,a

⋂
a′ +Aj+1,a′ con a, a′ ∈ Aj

y
0 ≤ r, r′ ≤ N − 1, x = a+ rN−(j+1) = a′ + r′N−(j+1),

entonces
|a− a′| = |(r − r′)N−(j+1)| < N−j .

Pero entonces, como Aj ⊂ N−jZ, necesariamente a = a′, y la unión resulta disjunta.

Lo que hemos probado hasta ahora es válido para cualquier elección de Aj+1,a ⊂
N−(j+1)[N ].

Dada una secuencia Aj definida de esta manera, definimos

Ej =
⋃
a∈Aj

a+ [N−j ] , E =

∞⋂
j=1

Ej .

Como Ej es una sucesión decreciente de conjuntos cerrados, E resulta un cerrado no vacío.
Como E es un conjunto de tipo Cantor, tenemos una medida de probabilidad µ natural
definida sobre él, dada por el límite débil de las medidas absolutamente continuas µj en
cada Ej , donde las µj están dadas por las densidades
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dµj
dx

=
∑
a∈Aj

t−jN j
1[a,a+N−j ]. (7.5)

Sean j ∈ N0 y a ∈ Aj . Entonces

µj([a, a+N−j ]) = t−j ,

y de hecho vale que
µk([a, a+N−j ]) = t−j ∀k ∈ N0, k ≥ j. (7.6)

Con esto vamos a poder probar lo siguiente:

µ(I) = t−j ∀ I ∈ Bj , (7.7)

donde Bj es la familia de todos los intervalos de la forma I = [a, a+N−j ] con a ∈ Aj .
Nuestro objetivo ahora va a ser probar que para todo conjunto A ⊂ R, con A una unión
finita de intervalos, vale µ(∂A) = 0. Para ello vamos a probar algo más fuerte

µ({x}) = 0 ∀x ∈ R.

Tenemos dos casos: x ∈ E y x /∈ E.
• Caso x /∈ E:
Como E se escribe como la intersección de los conjuntos Ej , que están anidados, existe
j0 ∈ N tal que

x /∈ Ej ∀j ≥ j0
Como Ej0 es un compacto, d(Ej0 , x) > 0. Podemos definir G = (x − r, x + r) donde
r = d(Ej0 , x) > 0. Por como definimos µj0 , µj0(G) = 0. Nuevamente como los Ej están
anidados tenemos

µj(G) = 0 ∀j ≥ j0.

Por una de las equivalencias del teorema de Portmanteau tenemos que

0 = ĺım inf
n

µn(G) ≥ µ(G) ≥ µ({x}),

con lo cuál podemos concluir que µ({x}) = 0.
• Caso x ∈ E:
Como E es la intersección de todos los niveles Ej , x ∈ Ej ∀j . Dado ε > 0 buscamos j0
tal que t−j0

2 < ε . Construimos nuevamente Gε = (x− r, x+ r), donde esta vez

r =
N−j0

2
≤ mı́n{dist(Ik, Ik′) : Ik, Ik

′ ∈ Ej0}
2

Calculemos la medida de Gε:

µj(Gε) =

∫
Gε

∑
a∈Aj

t−jN j
1[a,a+N−j ](y)dy

= t−jN j |Gε ∩ [a, a+N−j ]| ≤ t−jN j

∣∣∣∣[x, x+
N−j

2

]∣∣∣∣ =
t−j

2
< ε ∀j ≥ j0.
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Luego,
ε > ĺım inf

n
µn(Gε) ≥ µ(Gε) ≥ µ({x}).

Como esto podemos hacerlo para todo ε > 0, podemos concluir que µ({x}) = 0. Aplicando
nuevamente el teorema de Portmanteau, como µ es el límite débil de la sucesión {µn},
tenemos que

µn(A) −→ µ(A) ∀A ⊆ R.

En particular, esto vale para I = [a, a + N−j ] con a ∈ Aj . Usando esto y (7.6) podemos
probar (7.7).
La medida µ puede extenderse de manera única a todo R a partir del método I:
Tomamos µ como la premedida y C = {Ij ∈ Bj}j . Nos queda

µ(A) = ı́nf

{∑
i

µ(Ui) : A ⊂
⋃
i

Ui, Ui ∈ C

}
.

7.2.1. Existencia del límite débil

Definimos
Fj(t) = µj((−∞, t]), ∀t ∈ R,

la función de distribución acumulada asociadada a la medida µj .
Fijemos j ∈ N0. Para a ∈ Aj , tenemos Fj+1(a) = Fj(a) por como definimos µj+1 y µj .
Fijemos t ∈ [0, 1] (nos alcanza con considerar solo estos pues las µj están soportadas en el
[0, 1]). Sea a(t) el mayor elemento de N−j [N j ] tal que a(t) ≤ t. Entonces

|Fj+1(t)− Fj(t)| = |µj+1((−∞, t])− µj((−∞, t])|
= |µj+1([a(t), t])− µj([a(t), t])|
≤ µj+1([a(t), t]) + µj([a(t), t])

≤ µj+1([a(t), a(t) +N−j ]) + µj([a(t), a(t) +N−j ])

≤ 2

tj
,

donde en la segunda igualdad usamos que µj(x) = 0 ∀x ∈ R y en la última desigualdad
usamos (7.6).
Entonces,

‖Fj+1 − Fj‖ ≤
2

tj
∀j ∈ N0.

Como tj = njα ∀j ∈ N0, tenemos que
∑∞

j=0 t
−j < ∞ . Se sigue que (Fj)

∞
j=1 es una

sucesión de distribuciones acumuladas que converge uniformemente a una F que también
resulta una función de distribución acumulada, asociada a una medida µ. Esto nos dice
que µn

w−→ µ.

7.2.2. Crecimiento local de µ

En esta sección vamos a probar que µ cumple la condición de crecimiento local (2) del
teorema de Mockenhaupt.
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Lema 7.2.3 Dada cualquier elección de Aj, el conjunto E tiene dimensión α y µ cumple

µ[x, x+ ε] ≤ C1(n0)εα (7.8)

para todo ε > 0, si n0 es elegido suficientemente grande.

Demostración: Buscamos una constante C1 tal que se cumpla (2). Alcanza con
probarlo si J = [x, x+ ε] ⊆ [0, 1].

Seam tal que N−(m+1) ≤ |J | ≤ N−m. Luego, J está cubierto por a lo sumo 2 intervalos
en Bm. Luego, por (7.7), µ(J

⋂
E) ≤ 2t−m. Nos alcanza entonces con probar que

2t−m ≤ C1N
−(m+1)α ≤ C1|J |α

Usando que t = Nα, esto es equivalente a que

2N−mα ≤ C1N
−(m+1)α,

lo cuál podemos simplificarlo a

Nα ≤ C12−1,

que se cumple para cualquier α < 1 si tomamos C1(n0) = 2N .

7.3. Construcción del Cantor determinístico y las fl

En esta sección construiremos el Cantor determinístico y definiremos las fl del teorema.
Para ello, vamos a construir secuencias de conjuntos Pj ⊆ Aj y Fj ⊆ Ej tales que

P0 = {0}.

Pj+1 =
⋃
a∈Pj

a + N−(j+1)P para j = 0, 1, 2, . . . , donde P ⊂ {0, 1, . . . , N − 1} es una

progresión aritmética de largo t
1
2 = t0

n0 < N0
n0 < N0

2n0 .

Fj =
⋃
a∈Pj

a+ [0, N−j ].

También definimos las funciones fl como las funciones caracteristicas de los conjuntos Fl,
es decir, fl = 1Fl .

Lema 7.3.1 Vale que |Pj | = t
1
2 .

Demostración: Vamos a hacerlo por inducción, |P0| = 1 = t
0
2 . Supongamos que

|Pk| = t
k
2Pk+1 =

⋃
a∈Pk

a+N−(k+1)P.

. Tenemos t
1
2 para cada a ∈ Pk, con lo cuál,

|Pk+1| = t
1
2 t

k
2 = t

k+1
2 ,

como queríamos ver.
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7.4. Decaimiento de Fourier y fl

Esta sección va a estar dedicada a probar la siguiente proposición:

Proposición 7.4.1 Suponiendo n0 suficientemente grande, hay una elección de Aj, para
j = 1, 2, . . . , como arriba tales que ∀ 0 < β < α se tiene que

|µ̂(k)| ≤ C(β, n0)|k|−
β
2 (k ∈ Z\{0}) (7.9)

|f̂lµj(k)| ≤ C(β, l, n0)|k|−
β
2 (k ∈ Z\{0}, j ≥ l). (7.10)

Demostración: Vamos a construir los Aj de manera inductiva. Definimos A0 = {0}
y sea A1 ⊂ N−1[N ] arbitrario tal que P1 ⊂ A1 y |A1| = t. Supongamos que j ≥ 1 y que
Aj está dado y es tal que Pj ⊂ Aj , definimos Aj+1 construyendo Aj+1,a para cada a ∈ Aj .
Si A ⊂ R, para k ∈ Z notaremos

SA(k) =
∑
a∈A

e−2πiak.

La siguiente observación nos permitirá conectar estas sumas con los coeficientes de Fourier
de µ

Observación 7.4.2 Sea k ∈ Z, entonces

µ̂j(k) =
1− e−2πik/Nj+1

2πik
Nj+1

t−j
∑
a∈Aj

e−2πiak
SN−(j+1)[N ](k)

N

y

µ̂j+1(k) =
1− e−

2πik

Nj+1

2πik
Nj+1N j

t−(j+1)SAj+1(k).

Demostración:

µ̂j(k) = N jt−j
∑
a∈A

∫ a+N−j

a
e−2πiaxdx

=
1− e−

2πik

Nj

2πik
Nj

t−jSAj (k)

=
1− e−

2πik

Nj+1

2πik
Nj+1

t−j
∑
a∈Aj

e−2πiak
SN−(j+1)[N ](k)

N

Con esto podremos construir los conjuntos Aj+1,a de manera que el decaimiento de la
transformada de µ sea el que buscamos. La idea de la construcción sera la siguiente: Primero
construiremos un conjunto Bj+1 ⊂ N−(j+1)[N ] de manera de minimizar las diferencias∣∣∣∣1t SBj+1(k)− 1

N
SN−1(j+1)[N ](k)

∣∣∣∣ (7.11)
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para k ∈ Z, teniendo en cuenta la restricción |Bj+1| = t. Buscaremos también que las
diferencias sigan siendo pequeñas si reemplazamos Bj+1 por alguna de las copias rotadas
Bj+1,x que definiremos en breve. Estos conjuntos serán nuestros primeros candidatos para
Aj+1,a. El siguiente paso será elegir las “rotaciones” x(a) de manera de minimizar los co-
eficientes de Fourier de la siguiente generación de conjuntos de Cantor usando Bj+1,x(a) en
lugar de Aj+1,a.
Necesitaremos el siguiente lema para poder probar que las diferencias en (7.11) son peque-
ñas

Lema 7.4.3 (Lema de Bernstein) Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias complejas tales
que |Xj | ≤ 1, EXi = 0, y E|Xj |2 = σ2

j .Sea σ > 0 tal que σ2 ≥
∑n

j=1 σ
2
j y σ2 ≥ 6nλ.

Entonces

P

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Xj

∣∣∣∣∣∣ ≥ nλ
 ≤ 4 exp

(
−n

2λ2

8σ2

)
.

Para poder aplicar el lema anterior, primero definiremos η2
j = 192t−1ln(8N j+2). Tenemos

el siguiente lema

Lema 7.4.4 Existe un conjunto Bj+1 ⊂ N−(j+1)[N ] con |Bj+1| = t tal que∣∣∣∣∣SBj+1,x(k)−
SN−(j+1)[N ](k)

N

∣∣∣∣∣ ≤ ηj , (7.12)

para todo k ∈ Z y x ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Donde

Bj+1,x =

{
(x+ y)(modN)

N j+1
:

y

N j+1
∈ Bj+1

}
. (7.13)

Demostración: Si j es suficientemente grande para que ηj ≥ 2 (puede verse que

para no fijo, ηj
j→∞−→ ∞ ), podemos elegir Bj+1 un subconjunto de N−(j+1)[N ] de cardinal t

arbitrario ya que ambos términos del lado izquierdo están acotados por 1 en valor absoluto.
Asumiremos entonces ηj ≤ 2. Sea Bj+1 ⊂ N−(j+1)[N ] construido al azar tomando b ∈
N−(j+1)[N ] con probabilidad P = t

N .
Sean k ∈ Z y x ∈ [N ]. Para cada b ∈ N−(j+1)[N ], definimos la variable aleatoria

Xb(k, x) = (1Bj+1,x(b)− p)e−2πibk.

Estas varibles aleatorias nos servirán de nexo entre el lema de Bernstein y las sumas SA
que definimos al principio.
Las variables aleatorias que definimos cumplen que

EbXb(k, x) = 0,

y
Eb|Xb(k, x)|2 = p(1− p).

Si tomamos σ2 = 6t, n = N , y λ =
ηjp
2 . Entonces

σ2 ≥
∑

b∈N−(j+1)[N ]

Eb|Xb(k, x)|2 y σ2 ≥ 6nλ = 3ηjt.
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Luego, aplicando el Lema 7.4.3 a las Xb(k, x). Nos queda

SBj+1,x(k)

t
−
SN−(j+1)[N ](k)

N
= t−1

∑
b∈N−(j+1)[N ]

Xb(k, x),

y

4 exp

(
−n

2λ2

8σ2

)
= 4 exp(−ln(8N j+2)) =

1

2N j+2
.

Obtenemos entonces

P

(∣∣∣∣∣SBj+1,x(k)

t
−
SN−(j+1)[N ](k)

N

∣∣∣∣∣ ≥ ηj
2

)
≤ 1

2N j+2
, (7.14)

para k fijo y x ∈ [N ]. Cuando k = 0 y x = 0, por (7.12) obtenemos |Bj+1| − t| ≤ ηjt
2 .

Luego, agregando o sacando a lo sumo ηjt
2 elementos de Bj+1, obtenemos un conjunto de

t elementos que cumple (7.14) para todo k ∈ Z y x ∈ [N ].

Lema 7.4.5 Hay una elección de x(a), a ∈ Aj, tal que

|µ̂j+1(k)− µ̂j(k)| ≤ C mı́n

(
1,
N j+1

|k|

)
t−

j+1
2 ln(8N j+1), (7.15)

para todo k ∈ Z, j ≥ 2, y

|f̂lµj+1(k)− f̂lµj(k)| ≤ C mı́n

(
1,
N j+1

|k|

)
t−

j+1
2 ln(8N j+1). (7.16)

Demostración: Paso 1. Consideremos las variables aleatorias

Xa(k) = e−2πika

(
SBj+1,x(a)

r
−
SN−(j+1)[N ](k)

N

)
, a ∈ Aj , k ∈ Z,

donde para cada a ∈ Aj elegimos x(a) (el mismo para todo k) de manera independiente y
uniformemente al azar del conjunto [N ]. Sea c una constante grande. Afirmamos que existe
una elección de x(a) tal que∣∣∣∣∣∣t−j

∑
a∈Aj

Xa(k)

∣∣∣∣∣∣ < λj := ct−
j+1
2 ln(8N j+1), (7.17)

para todo k ∈ Z y ∣∣∣∣∣∣t−j+l/2
∑

a∈Aj∩Fl

Xa(k)

∣∣∣∣∣∣ < λj,l := ct−
j+1
2

+ l
4 ln(8N j+1), (7.18)

para todo k ∈ Z y todo l ∈ {1, . . . , j}
Para probarlo vamos a considerar los siguientes eventos:
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ε es el evento de que valga |t−j
∑

a∈Aj Xa(k)| ≥ λj para algún k ∈ Z

εl es el evento de que valga |t−
j+l
2
∑

a∈Fl∩Aj Xa(k)| ≥ λj,l para algún k ∈ Z

Probaremos que P(ε) < 1
2 y P(εl) <

1
2j para todo l = 1, . . . , j . Con esto veremos que la

probabilidad de que (7.17) y (7.18) ocurran al mismo tiempo será positiva. Luego, va a
existir una elección de x(a) tal que cumpla (7.17) y (7.18).
Veamos que vale en el caso de ε. Por periodicidad, nos alcanza con considerar los k ∈ [N j+1].
Las variables aleatorias χa(k), a ∈ Aj , son independientes y tienen esperanza Eχa(k) = 0.
Por el Lema 7.4.4, |χa(k)| ≤ ηj . Consideremos las variables aleatorias

χ′a(k) =
χa(k)

ηj
.

Tenemos que estas variables aleatorias también son independientes, tienen esperanza Eχ′a(k) =
0 pero |χ′a(k)| ≤ 1, con lo cual, podemos aplicar el Lema de Bernstein. Tenemos n = tj y
tomemos σ′2 = cn, entonces

σ′
2 ≥

∑
a∈Aj

E|χ′a(k)|2 y σ′
2 ≥ 6nλjηj .

Luego, aplicando el lema de Bernstein nos queda

P

∣∣∣∣∣∣t−j
∑
a∈Aj

χ′a(k)

∣∣∣∣∣∣ ≥ λj/ηj
 ≤ 4 exp

(
−λj

2/ηj
2t2j

8σ′2

)
.

Tomando σ = 192ctj−1 ln(8N j+2) = cnηj
2 = σ′ηj

2, nos queda

P

∣∣∣∣∣∣t−j
∑
a∈Aj

χa(k)

∣∣∣∣∣∣ ≥ λj
 ≤ 4 exp

(
−λj

2t2j

8σ2

)
.

Luego, la probabilidad de que ocurra el evento ε es a lo sumo 4N j+1 exp(−λj
2t2j

8σ2 ), que es
menor a 1

2 si c ≥ 6144
Ahora acotaremos la probabilidad de que ocurra εl. Sea k ∈ [N j+1] otra vez. Aplicaremos
el Lema de Bernstein nuevamente, pero esta vez con n = |Fl ∩ Aj | = t

l
2 tj−l = tj−

l
2 y

σ2 = cnηj
2 = 192ctj−

l
2
−1 ln(8N j+2). Nos queda entonces

P

∣∣∣∣∣∣t−j+l/2
∑

a∈Fl∩Aj

χa(k)

∣∣∣∣∣∣ ≥ λj,l
 ≤ 4 exp

(
−
λ2
j,lt

2j−l

8σ2

)
.

Luego el evento εl tiene probabilidad a lo sumo 4N j+1 exp(−λj,l
2t2j−l

8σ2 ), que es menor a 1
2j

si c ≥ 6144

Paso 2. En este paso vamos a construir Aj+1 a partir de los Aj+1,a. Definiremos los
Aj+1,a de la siguiente manera: Recordemos primero que Pj ⊂ Aj , para cada a ∈ Pj
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construimos Aj+1,a agregandole N−(j+1)P a Bj+1,x(a) con los x(a) como en el paso 1,
y luego extraemos una cantidad equivalente de elementos de Bj+1,x(a) que no están en
N−(j+1)P . Luego, N−(j+1)P ⊂ Aj+1,a y |Aj+1,a| = t. Para los a ∈ Aj \ Pj , definimos
Aj+1,a = Bj+1,x(a). Afirmamos que∣∣∣∣∣∣SAj+1(k)

tj+1
−
∑
a∈Aj

e−2πka
SN−(j+1)[N ](k)

tjN

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ct−
j+1
2 ln(8N j+1), (7.19)

y ∣∣∣∣∣∣SAj+1∩Fl(k)

tj+1
−

∑
a∈Aj∩Fl

e−2πka
SN−(j+1)[N ](k)

tjN

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ct−
j+1
2 ln(8N j+1). (7.20)

Para ver esto, tomemos primero Ǎj+1 =
⋃
a∈Aj Bj+1,x(a). Luego, por (7.17) tenemos que∣∣∣∣∣∣SǍj+1

(k)

tj+1
−
∑
a∈Aj

e−2πka
SN−(j+1)[N ](k)

tjN

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣t−j
∑
a∈Aj

Xa(k)

∣∣∣∣∣∣ < λj .

Como Aj+1 difiere de Ǎj+1 en a lo sumo t
j+1
2 elementos, tenemos que∣∣∣∣∣SǍj+1

(k)

tj+1
−
SAj+1(k)

tj+1

∣∣∣∣∣ ≤ 2t−
j+1
2 .

Como c ln(8N j+1) > 1, (7.19) se cumple Análogamente, por (7.18) tenemos que∣∣∣∣∣∣SǍj+1∩Fl(k)

tj+1
−

∑
a∈Aj∩Fl

e−2πka
SN−(j+1)[N ](k)

tjN

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣t− j2
∑

a∈Aj∩Fl

Xa(k)

∣∣∣∣∣∣
< t−

l
2λj,l

= ct−
j+1
2
− l

4 ln(8N j+1).

Como Aj+1∩Fl difiere de Ǎj+1∩Fl en a lo sumo t
j+1
2 , con un razonamiento análogo vemos

que vale (7.20). Paso 3. Primero veremos que (7.19) implica (7.15). Por la observación
(7.4.2) tenemos que

∣∣µ̂j+1(k)− µ̂j(k)
∣∣ =

∣∣∣∣∣1− e−
2πik

Nj+1

2πik
Nj+1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣SAj+1(k)

tj+1

∑
a∈Aj

e−2πiak
SN−(j+1)[N ](k)

tjN

∣∣∣∣∣∣
≤ 2ct−

j+1
2 ln(8N j+2)

∣∣∣∣∣1− e−2πik/Nj+1

2πik
Nj+1

∣∣∣∣∣ .
Observación 7.4.6 Por el teorema del valor medio tenemos que∣∣∣∣1− eyy

∣∣∣∣ = |e−ξξ| con 0 < ξ < y
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Entonces ∣∣∣∣∣1− e−
2πik

Nj+1

2πik
Nj+1

∣∣∣∣∣ ≤ N j+1

πik

Luego, podemos acotar el último factor por mı́n(1, N j+1/π|k|) y de esta manera obtenemos
(7.15).
Ahora veremos que (7.20) implica (7.16). Sea l ∈ {1, . . . , j}. Tenemos que

f̂ldµj(k) =
1− e−

2πik

Nj+1

2πik
Nj+1

t−j
∑
a∈Aj

e−2πiak
SN−(j+1)[N ](k)

N
,

y

̂fldµj+1(k) =
1− e−

2πik

Nj+1

2πik
Nj+1

t−(j+1)SAj+1∩Fl(k).

Luego, acotando igual que antes, (7.16) se sigue.

Lema 7.4.7 Supongamos n0 suficientemente grande. Para todo 0 < β < α, existe una
constante C(n0, β) tal que:

∞∑
j=0

mı́n

(
1,
N j+1

|k|

)
t−

j+1
2 ln(8N j+1) ≤ C(n0, β)|k|−

β
2 ,

para todo k ∈ Z, k 6= 0 .

Demostración: Asumiremos que k > 0. Recordemos que por definición, Nα = t.
Luego podemos reescribir la suma como

∞∑
j=0

mı́n

(
1,
N j+1

|k|

)
N−

(j+1)α
2 ln(8N j+1). (7.21)

Reescribimos esta suma como

∞∑
j=0

mı́n

(
1,
N j+1

|k|

)
N−

(j+1)β
2 N−

(j+1)(α−β)
2 (ln 8 + (j + 1) lnN).

Observación 7.4.8 Vale que

N−
(j+1)(α−β)

2 (j + 1) lnN ≤ 2(α− β)−1.

Demostración: Reordenando, vemos que alcanza con probar la siguiente desigualdad

(j + 1)(α− β)

2
≤ N

(j+1)(α−β)
2 .
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Pero sabemos que para N suficientemente grande, usando que N > lnN obtenemos la
siguiente cadena de desigualdades

(j + 1)(α− β)

2
≤ N

j(α−β)
2 ≤ N

(j+1)(α−β)
2

lnN
.

Luego, por la observación anterior, la suma (7.21) está acotada por

∞∑
j=0

mı́n

(
1,
N j+1

|k|

)
N−

(j+1)β
2 (ln 8 + (α− β)−1).

Para acotar esta suma, primero nos desharemos del mínimo. Para ello, observemos que
Nj+1

k ≤ 1 si y sólo si j ≤ ln k
lnN −1. Ahora reescribamos la suma anterior como S1 +S2 donde

S1 es la suma sobre 0 ≤ j ≤ ln k
lnN − 1 y S2 es la suma sobre el resto de los valores de j.

S1 =
ln 8 + 2(α− β)−1

2k

∑
0≤j≤ ln k

lnN
−1

N (j+1)(1−β
2

).

En la última suma usando que es una geométrica nos queda acotada por

N (1−β
2

)N
(1−β

2
) ln k
lnN − 1

N (1−β
2

) − 1
. N (1−β

2
)N

(1−β
2

) ln k
lnN

N (1−β
2

)

= N (1−β
2

) ln k
lnN

= k(1−β
2

),

si N suficientemente grande. Luego,

S1 ≤
ln 8 + 2(α− β)−1

2k
k(1−β

2
) ≤ C(n0, α, β)k−

β
2 .

Ahora miremos S2:
S2 = (ln 8 + 2(α− β)−1)

∑
j> ln k

lnN

N−
jβ
2 .

y la última suma está acotada por

N−
ln k
lnN

β
2 = k−

β
2 .

Luego,
S2 ≤ (ln 8 + 2(α− β)−1)k−

β
2 ≤ C(n0, α, β)k−

β
2 .

Como queríamos ver.

Con esto podemos terminar la prueba de la proposición 7.4.1. Como µj converge débilmente
a µ, µ̂j converge puntualmente a µ̂. Luego,
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|µ̂(k)| ≤ |µ̂1(k)|+
∞∑
j=1

|µ̂j+1(k)− µ̂j(k)|.

Por los lemas 7.4.5 y 7.4.7 tenemos que la suma está acotada por C(n0, β)|k|−
β
2 . Ade-

más,

|µ̂1(k)| =

∣∣∣∣∣∣1− e
− 2πik

N

2πik
N

1

t

∑
a∈A1

e−2πiak

∣∣∣∣∣∣ ≤ C(n0)

k
.

Esto prueba (7.9).
Para probar (7.10), primero notemos que por la observación 7.4.6 vale la siguiente desigual-
dad

|f̂lduh(k)| =

∣∣∣∣∣1− e−
2πik

Nh

2πik
Nh

t−hSAh∩Fl(k)

∣∣∣∣∣ ≤ Nht−h

π|k|
|Ah ∩ Fl| =

Nht−
l
2

π|k|
. (7.22)

Luego, si j = l (7.10) se sigue inmediatamente ya que |k−
β
2 | ≥ |k−1| Si j > l, escribimos

|f̂lduj(k)| ≤ |f̂ldui(k)|+ f̂ldul+1(k)− f̂ldul(k)|+
j−1∑
i=l+1

| ̂fldui+1(k)− f̂ldui(k)|. (7.23)

Por los lemas 7.4.5 y 7.4.7, obtenemos que la suma está acotada por C(n0, β)|k|−
β
2 . Los

otros términos los podemos acotar usando (7.22) y observando nuevamente que |k−
β
2 | ≥

|k−1|. Notar que la constante que obtenemos finalmente depende de l ya que necesitamos
acotar N l en estos dos últimos términos.

7.5. La divergencia de ‖f̂ldµ‖Lp(R)‖fl‖L2(µ)

Ahora para terminar la demostración del Teorema 7.0.1, probaremos que 7.1 falla para
la sucesiónfl.

Primero necesitaremos el siguiente lema

Lema 7.5.1 Para todo 1 ≤ q <∞, tenemos que ‖fl‖qLq(dµ) = µ(Fl) = t−
l
2

Con este lema más la proposición que enunciaremos a continuación podremos probar el
Teorema 7.0.1.

Proposición 7.5.2 Fijemos r ∈ N con r > 1
α y asumamos que n0 suficientemente grande

(dependiendo de r). Sea 1 ≤ p ≤ 2r. Entonces para todo l suficientemente grande tenemos

‖f̂ldµ‖pLp(R) ≥ C(r)
N lr−l−1

t
l(p+1)

2

. (7.24)
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Vamos a hacer la demostración del teorema asumiendo la proposición y demostraremos la
proposición al final.
Demostración: Fijemos r suficientemente grande tal que r > 1

α y 2r ≥ q(2−α)
α(q−1) . Por la

Proposición 7.5.2 vemos que (7.24) vale para todos los p como en (7.4). Usando esto último
y el Lema (7.5.1) tenemos que

‖f̂ldµ‖Lp(R)

‖fl‖Lq(dµ)
≥ C(r)

(
N lr−l−1

t
l(p+1)

2

) 1
p

t
l
2q . (7.25)

Reescribiendo el término de la derecha obtenemos

C(r)N
l
(

1
p

+α
2

(
1
q
−1− 1

p

))
.

1

r
1
p

1

r
l
p

. (7.26)

Dado θ > 0 existe n0 tal que
N

1
θ ≥ r,

y en ese caso
1

r
l
p

≥ 1

N
l
pθ

. (7.27)

Buscaremos θ > 0 tal que

1

p
+
α

2

(
1

q
− 1− 1

p

)
− 1

pθ
> 0. (7.28)

Esto pasa si y sólo si
1

p

(
1− 1

θ
− α

2

)
>
α

2

(
q − 1

q

)
.

Lo llevamos a una desigualdad respecto de p

2

α

(
1− 1

θ
− α

2

)(
q

q − 1

)
> p.

Como estamos suponiendo que p cumple (7.4), tenemos que

p <
q(2− α)

α(q − 1)
.

Como
2

α

(
1− 1

θ
− α

2

)(
q

q − 1

)
−→
θ →∞

q(2− α)

α(q − 1)
,

podemos tomar θ suficientemente grande tal que (7.28) se cumple.
Fijado θ > 0, existe n0 tal que (7.27) se cumple. Luego, podemos acotar (7.26) por abajo
por

C(r)N lγ 1

r
1
p

con γ > 0,

que se va a infinito cuando l→∞.
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Ahora nos queda probar la Proposición 7.5.2, que lo haremos en varios pasos.
Un poco de notación, si Y ⊂ R es un conjunto finito y r ∈ N, escribiremos

MY = #

{
(a1, · · · , a2r) ∈ Y 2r :

r∑
i=1

ai =
2r∑

i=r+1

ai

}
.

Lema 7.5.3 Para todo j, l, r ∈ N tales que j ≥ l

MFl∩Aj ≥ r
−l−1t

(2r−1)l
2

(
t2r

N

)j−l
. (7.29)

Demostración: Fijemos j y l. Sea

Y = Aj ∩ Fl, ; |Y | = t
l
2 tj−l

y
Z = {a1 + · · ·+ ar : a1, . . . , ar ∈ Y }.

Afirmamos que

|Z| ≤ (rt
1
2 )
l
rN j−l. (7.30)

Para ver esto, primero observemos que cada y ∈ Y tiene una única representación de
la forma

y =

l∑
k=1

y(k)N−k + y(l+1)N−j

donde y(k) ∈ P para k = 1, . . . , l e y(l+1) ∈ [N j−l]. Como P es una progresión aritmética
de longitud t

1
2 , podemos suponer que P = x, x+ d, . . . , x(t

1
2 )d. Entonces los z ∈ Z, pueden

escribirse de la siguiente manera

z =
l∑

k=1

z(k)N−k + z(l+1)N−j

donde z(l+1) ∈ {0, 1, . . . , r(N j−l − 1)} y

z(k) ∈ P ′ := {rx, rx+ d, . . . , rx+ r(t1/2 − 1)d}

para k = 1, . . . l. Como |{0, 1, . . . , r(N j−l − 1)}| ≤ rN j−l y |P ′| ≤ rt
1
2 , hemos probado

(7.30). Ahora probaremos (7.29). Sea z ∈ N−jZ, definimos

g(z) = #{(y1, . . . , yr) ∈ Y r :

r∑
i1

yi = z}
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entonces ‖g‖l1 = |Y |r, ‖g‖2l2 = MY , y g está soportada en Z. Por la desigualdad de
Hölder tenemos que ‖g‖l1 ≤ ‖g‖l2 |Z|

1
2 , y entonces

MY ≥
‖g‖2l1
|Z|

≥ (t
l
2 tj−l)2r

(rt
1
2 )lrN j−l

.

Como queríamos probar.

Lema 7.5.4 Sea m una medida en el toro T = R/Z, y sea ϕ una función en la clase de
Schwartz en R. Definimos una medida m′ en R como

dm′(x) = ϕ(x)dm({x}),

donde {x} es la parte decimal de x. Entonces para todo ξ ∈ R tenemos

m̂′(ξ) =
∑
k∈Z

m̂(k)φ̂(ξ − k) (7.31)

Más aún, si existen C > 0 y α > 0 tales que

|m̂(k)| ≤ C(1 + |k|)−α para todo k ∈ Z, (7.32)

entonces existe una constante C ′ > 0 tal que

|m̂′(ξ)| ≤ C ′(1 + |ξ|)−α para todo ξ ∈ R. (7.33)

Demostración: Para la primera parte ver [Wol03]. Supongamos que existen C > 0
y α > 0 tales que vale 7.32. Para ver 7.33, partiremos la suma de 7.31 en dos partes,
consideraremos |φ− k| ≤ |φ|2 y su complemento por separado. Fijado ξ tenemos

m̂′(ξ) =
∑

k∈Z m̂(k)φ̂(ξ − k)

=
∑

{k∈Z:|ξ−k|≤|ξ|/2}

m̂(k)φ̂(ξ − k)

︸ ︷︷ ︸
+

∑
{k∈Z:|ξ−k|>|ξ|/2}

m̂(k)φ̂(ξ − k)

︸ ︷︷ ︸
A B

Observemos que como φ está en la clase de Schwartz, φ̂ también. Luego, dado M > 0,
existe una constante CM > 0 tal que

|φ̂(x)| ≤ CM

|1 + |x||M
. (7.34)

En A además tenemos que k cumple |ξ|2 ≤ |k| ≤
3|ξ|
2 . Luego, usando esto y (7.34), podemos
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acotar A de la siguiente manera:

A ≤
∑

{
k∈Z:|ξ−k|≤ |ξ|

2

} µ̂(k)
CM

|1 + |ξ − k||M

≤
∑

{
k∈Z:|ξ−k|≤ |ξ|

2

}C(1 + |k|)−α CM

|1 + |ξ − k||M

≤ C

(
1 +
|ξ|
2

)−α ∑
{
k∈Z:|ξ−k|≤ |ξ|

2

}
1

|1 + |ξ − k||M

≤ C

(
1 +
|ξ|
2

)−α∑
k∈N

2

kM
,

donde en la segunda desigualdad usamos que µ cumple (7.32).
Usando que

∑
k∈N

2
kM

<∞ si M > 1 en la última desigualdad, obtenemos la cota buscada.
Ahora acotaremos B:

B ≤
∑

{
k∈Z:|ξ−k|> |ξ|

2

}
CM

(1 + |k|)−α
1

|1 + |ξ − k||M

≤
∑
k∈N

CM
(1 + |ξ − k|)α

1

|1 + |ξ − k||M−α

≤
∑
k∈N

CM(
1 + |ξ|

2 |
)α 1

|1 + |ξ − k||M−α

≤ C

(
1 +
|ξ|
2

)−α
si M > 1 + α.

Usando el lema 7.5.4, podremos probar (7.24) para exponentes de la forma p = 2r. Luego
daremos una demostración de que la cota puede efectivamente extenderse a cualquier 1 ≤
p ≤ 2r.

Lema 7.5.5 Sean l, r ∈ N con r > 1
α . Entonces∥∥∥f̂ldµ∥∥∥2r

L2r(R)
≥ C2r

N lr−l−1

t
l(2r+1)

2

, (7.35)

donde

C2r =

∫ ∞
−∞

(
sin(πx)

πx

)2r

dx ∈ (0,∞).

Demostración: Por la proposición 7.4.1, para todo 0 < β < α tenemos

|f̂ldµj(k)| ≤ C|k|−
β
2
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para todo k ∈ Z \ {0} y j ≥ l. Por el Lema 7.5.4, esta desigualdad se extiende a

|f̂ldµj(ξ)| ≤ C|ξ|−
β
2 .

Para |ξ| ≥ 1 y j ≥ l. Fijemos β ∈ (0, α) tal que r > 1
β >

1
α , y sea g(η) := mı́n(1, C|η|−

β
2 ).

Asumiremos C > 1 sin pérdida de generalidad. Tenemos |f̂ldµj | ≤ g con g ∈ L2r(R).
Aplicando el Teorema 2.2.4(Portmanteau), el hecho de que µj → µ débilmente, implica
que f̂ldµj → f̂ldµ punto a punto. Luego, por el Teorema 2.2.5 (Convergencia dominada),
‖f̂ldµj‖L2r(R) → ‖f̂ldµ‖L2r(R). Luego, nos alcanza con probar que

‖f̂ldµj‖2rL2r(R) ≥ C2r
N lr−l−1

t
l(2r+1)

2

para j ≥ l.

Por 7.5, tenemos
fldµj = t−jN j

∑
b∈Pl

∑
a∈Aj∩[b,b+N−l]

e−2πiaξ

, y entonces

f̂ldµj(ξ) =
1− e−

2πiξ

Nj

2πiη
Nj

t−j
∑

a∈Aj∩[b,b+N−l]

e−2πiaξ

= e−πξN
j
sinc

(
ξ

N j

)
t−j

∑
a∈Fl∩Aj

,

donde sinc(x) = sin(πx). Entonces

‖f̂ldµj‖2rL2r(R) = t−2rj

∫ ∞
−∞

sinc2r(ξ/N j)

∣∣∣∣∣∣
∑

a∈Fl∩Aj

e−2πiaξ

∣∣∣∣∣∣
2r

dξ

=
N j

t2rj

∫ ∞
−∞

sinc2r(η)

∣∣∣∣∣∣
∑

a∈Nj(Fl∩Aj)

e−2πiaη

∣∣∣∣∣∣
2r

dη

=
N j

t2rj

∫ ∞
−∞

sinc2r(η)
∑

a1,...,a2r∈Nj(Fj∩Aj)

e−2πiη
∑r
n=1(an−an+r)

=
N j

t2rj

∑
a1,...,a2r∈Nj(Fj∩Aj)

ŝinc2r

(
n∑
r=1

(an − an+r)

)
.

Pero
ŝinc2r = ∗ri=1ŝinc = ∗ri=11[−1

2
, 1
2

] ≥ 0.

Entonces

‖f̂ldµj‖2rL2r(R) ≥
N j

t2rj
ŝinc2r(0)MNj(Fl∩Aj).
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Observemos que
MNj(Fl∩Aj) = M(Fl∩Aj).

Luego podemos aplicar el Lema 7.5.3 y obtenemos:

‖f̂ldµj‖2rL2r(R) ≥ C2r
N j

t2rj
r−l−1t(2r−1) l

2

(
t2r

N

)j−l
= C2r

N lrl+1

t
l(2r+1)

2

.

Como queríamos probar.
Ahora podemos probar la proposición 7.5.2:

Demostración: Fijemos r ∈ N tal que r > 1
α . Por el lema 7.5.5, (7.24) se cumple para

p = 2r, provisto que n0 es suficientemente grande. Nos alcanza con probar que también se
cumple para todo p tal que 1 ≤ p < 2r.
Sea φ ∈ L∞(R), entonces para 1 ≤ p < 2r tenemos

‖φ‖2rL2r(R) =

∫
|φ|2r

=

∫
|φ|p|φ|2r−p

≤ ‖φ‖pLp(R)‖φ‖
2r−p
L∞(R).

Aplicamos esto con φ = f̂ldµ. Tenemos que

‖f̂ldµ‖L∞(R) ≤ µ(Fl) = t
−l
2 ,

con lo cuál

‖f̂ldµ‖pLp(R) ≥ C
N lr−l−1

tl(2r+1)
(t

l
2 )2r−p = C

N lnr−l−1

t
l(p+1)

2

como queríamos ver.



Capítulo 8

Aplicaciones de Restricción

Dedicaremos este capítulo al estudio de algunas aplicaciones de los teoremas de res-
tricción que estudiamos. Particularmente estudiaremos la conexión con dos problemas de
PDE’s: La ecuación de Schodringer y la ecuación de Helmholtz. También estudiaremos la
conexión con otros dos problemas centrales del análisis armónico y teoría geométrica de la
medida: La conjetura de Kakeya y los multiplicadores de Bochner-Riesz.

8.1. PDE’s

En esta sección estudiaremos cómo podemos aplicar el endpoint del teorema de Stein-
Tomas para estudiar acotaciones de soluciones distribucionales de PDE’s.
Cuando tenemos una ecuación en derivadas parciales una de las herramientas clásicas para
el estudio de sus soluciones es la transformada de Fourier, pues al transformar convertimos
la ecuación diferencial en una ecuación algebraica. Una vez resuelta esta ecuación algebrai-
ca, necesitamos antitransformar la solución obtenida y acá es a donde entra restricción:
en muchas de las PDE’s clásicas, al transformar nos aparece una integral sobre una hiper-
superficie suave, por ejemplo, el paraboloide en el caso de la ecuación de Schrödinger y
la esfera en el caso de la ecuación de Helmhotz. Tener teoremas de restricción sobre estas
superficies nos permitirá estimar las soluciones de estas ecuaciones diferenciales.

8.1.1. Ecuación de Schrödinger

Consideremos la siguiente ecuación diferencial{
i∂tµ+ 1

2π∆µ = 0

µ(x, 0) = f(x).

Para encontrar las soluciones primero vamos a a transformar Fourier respecto de x ambas
ecuaciones. Obtenemos {

î∂tµ+ 1̂
2π∆µ = 0

µ̂(., 0)(ξ) = f̂(ξ).

La primera ecuación se cumple si y sólo si se cumple la siguiente igualdad

i∂̂tµ = − 1

2π
∆̂µ.

75
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Usando una de las identidades clásicas que aparecen en los preliminares, podemos reescribir
el lado derecho de la siguiente manera:

1

2π
∆̂µ =

1

2π
(−4π2)µ̂|ξ|2 = −2π|ξ|2µ̂.

De esta manera obtenemos la siguiente ecuación diferencial en t:{
∂̂tµ = 2πi|ξ|2µ̂
µ̂( . , 0)(ξ) = f̂(ξ).

Podemos obtener µ̂ de la primera ecuación usando el método de variables separadas

∂tµ̂( . , t)(ξ)

µ̂( . , t)(ξ)
= 2πi|ξ|2.

Notemos que podemos sacar la derivada temporal de la integral ya que estamos integrando
con respecto a otra variable.
Integrando respecto a t a ambos lados obtenemos

ln(µ̂( . , t)(ξ)) = 2πi|ξ|2t+ k,

y luego nos queda
µ̂( . , t)(ξ) = Ce2πi|ξ|2t,

donde C es una constante positiva. Para encontrar C tenemos que usar la condición inicial:

µ̂( . , t)(ξ) = f̂(ξ)e2πi|ξ|2t.

Usando la fórmula de inversión podemos recuperar µ:

µ(x, t) =

∫
e2πi|ξ|2te2πxξ f̂(ξ)dξ (8.1)

=

∫
f̂(ξ)e2πi(|ξ|2t+xξ)dξ. (8.2)

Consideremos la medida µ soportada en el paraboloide τ = |ξ|2 ⊂ Rd+1, dada por∫
Rd+1

g(ξ, τ)dµ(ξ, τ) =

∫
Rd
g(ξ, |ξ|2)dξ.

El paraboloide es una superficie suave, con curvatura Gaussiana nunca nula pero no es
compacta, con lo cuál, no podemos usar el Stein-Tomas de manera directa. Para ello
consideremos ϕ ∈ C∞0 (Rd+1), tal que ϕ(ξ, τ) = 1 si |ξ|+ |τ | ≤ 1. Ahora si podemos aplicar
Stein-Tomas, nos queda

‖ (f̂ϕµ)∨‖Lq(Rd+1) ≤ C‖f̂‖L2(ϕµ),

donde q = 2d+4
d = 2 + 4

d . Observemos que ϕµ es una medida soportada en el paraboloide
y como este es simétrico, usando que por la fórmula de inversión vale ĝ(−x) = g∨(x),



8.1. PDE’S 77

tenemos que ‖ĝ‖ = ‖g∨‖ .

Por lo anterior, si supp f̂ ⊂ B(0, 1), entonces

‖(f̂µ)∨‖
L2+ 4

d (Rd+1)
≤ C‖f̂‖L2(Rd) = C‖f‖L2(Rd)

Vamos a reescalar para remover la condición de supp f̂ ⊂ B(0, 1). Consideremos fλ(x) =
f(xλ) , µλ(x, t) = µ(xλ ,

t
λ2

). Si supp f̂ es compacto, supp f̂λ ⊂ B(0, 1) para λ grande.
Además, las funciones reescaladas cumplen la ecuación{

i∂tµλ + 1
2π∆µλ = 0

µλ|t=0 = fλ

Luego, por lo anterior vale que

‖µλ‖Lq(Rd+1) ≤ C‖fλ‖L2(Rd)

Además,
‖fλ‖L2(Rd) = λ

d
2 ‖f‖L2(Rd)

y
‖µλ‖Lq(Rd+1) = λ

d+2
q ‖µ‖Lq(Rd+1) = λ

d
2 ‖µ‖Lq(Rd+1)

Entonces se cumple
‖µ‖Lq(Rd+1) ≤ C‖f |L2(Rd)

Para toda f en la clase de Schwartz con supp f̂ compacto.
Como estas funciones son densas en L2(Rd), esta última cota vale para toda f ∈ L2(Rd)
como queríamos ver.

8.1.2. Ecuación de Helmholtz

Consideremos la ecuación de Helmholtz:

∆µ+ 4π2µ = 0

Dada g ∈ Lp(Sd−1), tenemos que ĝdσ es una solución distribucional de la ecuación anterior.
Probemos esto:

(∆ĝdσ + 4π2ĝdσ)(f) = ĝdσ(∆f) + 4π2ĝdσ(f)

= gdσ(∆̂f + 4π2f̂)

= 4π2dσ((1− |ξ|2)f̂) = 0

donde en la última desigualdad estamos usando que gdσ está soportada sobre la esfera.
Usando argumentos análogos al caso de la ecuación de Schrödinger, podemos ver que
cualquier estimación sobre restricción sobre la esfera nos proveerá de información acerca
del tamaño de las soluciones de la ecuación de Helmholtz.
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8.2. Kakeya vs Restricción

8.2.1. El problema de Kakeya

Definición 8.2.1 Un conjunto de Besicovitch, o conjunto de Kakeya, es un conjunto com-
pacto E ⊂ Rd que contiene un segmento lineal unitario en cada dirección, es decir,

∀e ∈ Sd−1, ∃x ∈ Rd : x+ te ∈ E ∀t ∈ [−1

2
,
1

2
]

Teorema 8.2.2 (Besicovitch, 1920) Si n ≥ 2, entonces existen conjuntos de Kakeya en
Rd con medida cero.

Una pregunta clásica acerca de conjuntos de Besicovitch es, formulada informalmente,
¿Cuán pequeños pueden ser?. Usando la dimensión de Hausdorff que introdujimos en el
Capítulo 6, la pregunta puede formularse más formalmente de la siguiente manera: Pre-
gunta abierta: Dado E ∈ Rd, ¿E necesariamente tiene que tener dimensión de Hausdorff
d? Para d = 2, la respuesta afirmativa fue dada por Davies en 1971 [Dav71]. Para d en
general, la situación es parecida a la conjetura de Stein, se tienen diferentes cotas para cada
d de la dimensión pero el problema sigue abierto. Una formulación más cuantitativa del
problema de Kakeya puede hacerse usando lo que se conoce como la función maximal de
Kakeya, que se define de la siguiente manera: Para cualesquiera δ > 0, e ∈ Sd−1 y a ∈ Rd,
sea

T δe (a) = {x ∈ Rd : |(x− a).e| ≤ 1

2
, |(x− a)⊥| ≤ δ},

donde x⊥ = x− (x.e)e. Los T δe (a) son δ-entornos del segmento lineal unitario con dirección
e, centrado en a.

Definición 8.2.3 Dada f ∈ L1
loc(Rd), su función maximal de Kakeya es la función f∗δ :

Sd−1 → R definida por

f∗δ (e) = sup
a∈Rd

1

|T δe (a)|

∫
T δe (a)

|f |.

La idea va a ser probar estimaciones del tipo δ−ε para f∗δ , es decir, estimaciones de la
forma: Dado ε, existe Cε tal que

‖f∗δ ‖Lp(Sd−1) ≤ Cεδ−ε‖f‖Lp(Rd), (8.3)

para algún p <∞

Observación 8.2.4

1. Es claro de la definición que

‖f∗δ ‖L∞(Rd) ≤ ‖f‖L∞(Rd)

‖f∗δ ‖L∞(Rd) ≤ δ−(d−1)‖f‖L1(Rd).

2. Con d ≥ 2 y p <∞ no puede haber cotas de la forma

‖f∗δ ‖Lq(Rd) ≤ C‖f‖Lp(Rd),

con C independiente de δ.
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3. Fijado p < d, la ecuación (8.3) no puede valer para todo ε > 0.

Para ver (2) consideremos un conjunto de Kakeya de medida cero E (que sabemos que existe
por el teorema 8.2.2 de Besicovitch). Sea Eδ el δ− entorno de E, y sea f = χEδ . Entonces
f∗δ (e) = 1 para todo e ∈ Sd−1, con lo cuál, ‖f∗δ ‖p ≈ 1 . Por otro lado, ĺımδ→0 ‖Eδ‖ = 0 , y
entonces ĺımδ→0 ‖f‖p = 0 para cualquier p <∞.

Para probar (3) consideremos f = χD(0,δ). Entonces para todo e ∈ Sd−1, el tubo T δe (0)

contiene a D(0, δ), de manera que f∗δ (e) = |D(0,δ)|
|T δe (0)| & δ. Luego, ‖f∗δ ‖p ∼ δ. Sin embargo,

‖f‖p ∼ δd/p. Esto muestra que la ecuación (8.3) no vale para ningún p < d, como queríamos
ver.

Conjetura 8.2.5 (Función maximal de Kakeya) Probar que hay una cota de la forma
(8.3) con p = d, es decir, para todo ε, existe Cε

‖f∗δ ‖Ld(Sd−1) ≤ Cεδ−ε‖f‖Ld(Rd)

.

Cuando n = 2 esto fue probado para una formulación un poco distinta por Córdoba [Cor77]
y como está enunciado por Bourgain [Bou91].

Proposición 8.2.6 Si hay una cota de la forma (8.3) para algún p > ∞, entonces los
conjuntos de Besicovitch en Rd tienen dimensión d.

Para una demostración ver [Wol03].

8.2.2. Conexión con restricción

Que la conjetura de restricción implica Kakeya fue demostrado por Bourgain en [Bou91].
Nosotros seguiremos la construcción que aparece en [Wol03]. Necesitaremos la siguiente
definición:

Definición 8.2.7 (Conjunto δ-separado maximal) Diremos que un conjunto E ⊂ A ⊂
Rd es δ-separado si dados e, e′ ∈ E, se cumple |e− e′| ≥ δ.
Diremos que el conjunto E es un conjunto δ-separado maximal de A si dado E′ ⊂ A otro
conjunto δ-separado tal que E ⊂ E′, necesariamente E = E′.

Proposición 8.2.8 Si (3.5) es cierta, entonces la cota conjeturada

‖f∗δ ‖Ld(Sd−1) ≤ Cεδ−ε‖f‖Ld(Rd)

también es cierta

Demostración: Vamos a necesitar el siguiente lema:

Lema 8.2.9 Sea 1 < p <∞, y sea p′ el exponente dual de p: 1
p + 1

p′ = 1. Supongamos que
p tiene la siguiente propiedad: Si {ek} ⊂ Sd−1 es un conjunto δ - separado maximal, y si
δn−1

∑
k y

p′

k ≤ 1, entonces para cualquier elección de puntos ak ∈ Rd tenemos:

‖
∑
k

ykχT δek
(ak)‖Lp′ (Rd) ≤ A.
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Entonces se tiene la siguiente cota

‖f∗δ ‖Lp(Sn−1) . A‖f‖Lp(Rd).

Demostración: Sea {ek} un subconjunto δ - separado maximal de Sd−1. Observemos
que si |e− e′| < δ, entonces f∗δ (e) ≤ Cf∗δ (e′), pues podemos cubrir cualquier T δe (a) con un
número acotado de tubos T δe′(a

′). Luego,

‖f∗δ ‖
p
Lp(Sn−1) ≤

∑
k

∫
D(ek,δ)

|f∗δ (e)|pde

.

(
δd−1

∑
k

|f∗δ (ek)|p
) 1

p

= δd−1
∑
k

yk|f∗δ (ek)|

para alguna sucesión yk tal que
∑

k y
p′

k δ
d−1 = 1 . Donde en esto último utilizamos la

dualidad entre lp y lp′ . Luego,

‖f∗δ ‖
p
Lp(Sn−1) . δd−1

∑
k

yk
1

|T δek(ak)|

∫
T δek

(ak)
|f |,

para alguna elección de {ak}. Como |T δek(ak)| ≈ δd−1, se sigue que

‖f∗δ ‖
p
Lp(Sn−1) .

∫ (∑
k

ykχT δek
(ak)

)
|f |

≤ ‖
∑
k

ykχT δek
(ak)‖p′‖f‖Lp(Rd) (Desigualdad de Hölder)

≤ A‖f‖Lp(Rd).

Ahora continuamos con la demostración de la proposición. Como queremos usar el
lema, vamos a elegir un conjunto δ-separado {ej} en Sd−1. Observemos que un conjunto
de estos tiene cardinal ≈ δ−(d−1).Para cada j elegimos un tubo T δej (aj), y sea τj el cilindro
obtenido dilatando T δej (aj) por un factor δ−2 alrededor del origen. Así, el cilindro τj tiene
largo δ−2 , radio δ−1 y eje en la dirección ej . Sea también

Sj = {e ∈ Sd−1 : 1− e.ej ≤ C−1δ2}.

Entonces Sj es un casquete esférico de radio ≈ C−1δ, centrado en ej . Elegimos la constante
C suficientemente grande de manera que las Sj son disjuntas. La construcción de Knapp
(Proposición (3.2.8)) nos da una función suave fj en Sd−1 soportada en Sj y tal que

‖fj‖L∞(Sd−1) = 1

|f̂jdσ| . δn−1 en τj .
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Consideramos funciones de la forma:

fω =
∑
j

ωjyjfj ,

donde yj son coeficientes no negativos y ωj son variables aleatorias independientes tomando
valores 1± con igual probabilidad. Como las fj tienen soportes disjuntos, tenemos

‖fω‖qLq(Sd−1)
=

∑
j

‖yjfj‖qLq(Sd−1)

≈
∑
j

yqj δ
d−1. (8.4)

Vamos a necesitar el siguiente resultado conocido como desigualdad de Kinchin:

Proposición 8.2.10 (Desigualdad de Kinchin) Sean {ωn}Nn=1 variables aleatorias in-
dependientes tomando los valores ±1 con igual probabilidad, y sea {an}Nn=1 una sucesión
de números complejos. Entonces se tiene

E(|
N∑
n=1

anωn|p) ≈ (
N∑
n=1

|an|2)
p
2

para cualquier 0 < p <∞, donde las constantes implícitas dependen sólo de p.

Para una demostración ver [Wol03].
Usando esto nos queda:

E
(
‖f̂ωdσ‖qLq(Rd)

)
=

∫
Rd

E(|f̂ωdσ(x)|q)dx

≈
∫
Rd

(
∑
j

y2
j |f̂ωdσ(x)|2)

q
2dx (Desigualdad de Khinchin)

& δq(d−1)

∫
Rd
|
∑
j

y2
jχτj (x)|

q
2dx. (8.5)

Asumamos ahora que vale (3.5). Entonces para cualquier q > 2d
d−1 por (8.4) y (8.5) tenemos

que

δq(d−1)

∫
Rd
|
∑
j

y2
jχτj (x)|

q
2dx .

∑
j

yqj δ
d−1.

Ahora queremos usar el lema (8.2.9). Para ello consideremos zj = y2
j y p′ = q

2 . Si

δn−1
∑
j

zp
′

j ≤ 1,

entonces la desigualdad anterior nos dice que

‖
∑
j

zjχτj‖p′ . δ−2(d−1)
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para cualquier p′ ≥ d
d−1 . Ahora reescalamos esto por δ2, es decir, multiplicamos por la

matriz δ2I a los puntos del cilindro τj para volver a obtener Tj . Aplicando cambio de
variables con A = δ−2I obtenemos lo siguiente:

si δd−1
∑
j

zp
′

j ≤ 1, entonces ‖
∑
j

zjχTj‖p′ . δ
2( d
p′−(d−1))

.

Observemos que d
p′ → 0 cuando p′ → d

d−1 . Luego, dado ε > 0 tenemos

si δd−1
∑
j

zp
′

j ≤ 1, entonces ‖
∑
j

zjχτj‖p′ . δ−ε,

si p′ está suficientemente cerca de d
d−1 . Por el lema 8.2.9, esto implica que para cualquier

ε > 0 tenemos
‖f∗δ ‖Lp(Sd−1) . δ−ε‖f‖Lp(Rd)

si p < d está lo suficientemente cerca. Observemos que esto no contradice la observación
8.2.4, ya que para cada ε variamos el p < d. Interpolando con la cota trivial de L∞ podemos
concluir que

‖f∗δ ‖Ld(Sd−1) . δ−ε‖f‖Ld(Rd).

Con esto probamos que la conjetura de Restricción es más fuerte que la conjetura de
Kakeya. Bourgain en [Bou91] probó una especie de recíproca asumiendo una cota sobre el
tamaño del conjunto de Kakeya. No se sabe si alguna de las dos versiones de la conjetura
de Kakeya implica la conjetura de Restricción en todo su rango.

Teorema 8.2.11 Supongamos que tenemos una cota

‖
∑
j

χT δej
(aj)‖q′ ≤ Cεδ−( d

q
−1+ε) (8.6)

para cualquier ε > 0 y q > 2 fijo. Entonces

‖f̂dσ‖Lp(Rd) ≤ Cp‖f‖L∞(Sd−1),

para algún p < 2d+2
d−1 .

Observación 8.2.12 La versión geométrica de (8.6) es que los conjuntos de Kakeya en
Rd tienen dimensión al menos q.

8.3. Bochner-Riesz vs Restricción

En esta sección estudiaremos la conexión entre los multiplicadores de Bochner-Riez y
los teoremas de restricción para la esfera.
Empezaremos con una breve introducción a los multiplicadores del disco.
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8.3.1. Multiplicadores del disco

Sabemos que dada la transformada de Fourier

f̂(ξ) =

∫
e−2πix.ξf(x)dx

de una función suave, podemos reconstruir la función f vía la fórmula de inversión

f(x) =

∫
e2πix.ξ f̂(ξ)dξ.

Pero si f no es suave, por ejemplo sólo sabemos que f está en Lp, entonces no es claro que
la fórmula de inversión sea cierta, o siquiera tenga sentido.
Para estudiar este problema, podemos definir las integrales de Fourier parciales SRf(x)

SRf(x) =

∫
|ξ|≤R

e2πix.ξ f̂(ξ)dξ.

Una pregunta que uno puede hacerse es si

SRf → f en norma Lp

Los operadores SR se conocen como los multiplicadores del disco pues son los multiplica-
dores de Fourier correspondientes a la función caracteristica del disco |ξ| ≤ R. El problema
está resuelto completamente. En el caso d = 1, se tiene convergencia en norma Lp para
todo 1 < p < ∞. Sin embargo, para dimensiones mayores sólo se tiene convergencia para
p = 2. Esto fue probado por Feferman [Fef71].
Ahora recordemos el principio de acotación uniforme

Lema 8.3.1 Sea 1 < p <∞ y supongamos que TR es una secuencia de operadores lineales
tales que TRf → f en norma Lp cuando R → ∞ para toda f ∈ C∞0 . Entonces tenemos
que la siguiente estimación es necesaria y suficiente para que TRf converga a f para toda
f ∈ Lp

‖TRf‖Lp . ‖f‖Lp

para todo R > R0 con R0 suficientemente grande, donde las cotas no dependen de R.

Teniendo esto en cuenta, para responder a la pregunta de si SRf converge a f en norma
Lp, nos alcanza con ver que

‖SRf‖Lp . ‖f‖Lp

uniformemente en R. De hecho, reescalando podemos ver que alcanza con probarlo para
R = 1.

8.3.2. Multiplicadores de Bochner-Riez

Ya mencionamos que para dimensiones mayores que d = 1 sólo hay convergencia para
p = 2. Una pregunta natural es como pueden modificarse estos multiplicadores para obtener
un mayor rango de p. Una forma de hacer esto, es suavizar a la función en el borde del disco
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en el que estamos integrando. Para esto, sea δ > 0 definimos la media de Bochner-Riesz
como

SδRf(x) =

∫
|ξ|≤R

(
1− |ξ|

2

R2

)δ
e2πix.ξ f̂(ξ)dξ.

Cuando δ = 0, esto es el multiplicador del disco SR. Mientras más grande es δ, más suave
es lo que estamos integrando en |ξ| = R, y esto ayuda a la convergencia.
Es fácil ver que SδRf converge a f si f ∈ C∞0 . Con lo cuál, podemos preguntarnos igual que
antes si SδRf converge a f en norma Lp para toda f ∈ Lp. Nuevamente esto es equivalente
a que se cumpla la siguiente estimación

‖Sδ1f‖Lp . ‖f‖Lp .

Herz encontró una condición necesaria para que se cumpla esto

Lema 8.3.2 Para que se cumpla (8.3.2) es necesario que∣∣∣∣1p − 1

2

∣∣∣∣ < 2δ + 1

2d
. (8.7)

Para una idea de la demostración ver las notas de Tao [Tao99b].

Conjetura 8.3.3 (Multiplicadores de Bochner-Riesz) Sean δ > 0 y 1 ≤ p ≤ ∞ tales
que se cumple (8.7). Entonces SδRf converge a f en norma Lp para toda f ∈ Lp.

La conjetura fue resulta completamente sólo para el caso d = 2.
Ahora enunciaremos un resultado de Fefferman que conecta restricción de la transfor-

mada de Fourier a la esfera con los multiplicadores de Bochner-Riesz

Teorema 8.3.4 Supongamos que p es tal que vale RSd(2 → p). Entonces la conjetura de
Bochner-Riesz es válida para p.

Para una demostración ver las notas de Tao [Tao99b]. También vale una recíproca, ver
[Tao99a]



Apéndice A

Integrales oscilatorias

En este apéndice se estudiarán propiedades y resultados sobre integrales oscilatorias.
Para ello, seguiremos el libro de Stein [Ste93]. Con esto podremos obtener estimaciones del
decaimiento de la transformada de medidas asociadas a superficies.
El objetivo va a ser estudiar el decaimiento de la siguiente integral:

I(λ) =

∫
Rd
eiλφ(x)ψ(x)dx,

para λ → ∞, donde φ es una función suave a valores reales (la fase) y ψ es una función
suave a valores complejos.

A.1. Primer caso: una variable

Lema A.1.1 (Fase no estacionaria) Sean ψ y φ como en la definición. Si además te-
nemos que φ′(x) 6= 0 en el soporte de ψ entonces

I(λ) = O(λ−N ),

para todo N ∈ N.

Demostración: Cuando N = 1, podemos tomar

C(φ, ψ) =

∫ ∣∣∣∣ ddx
(
ψ(x)

φ′(x)

)∣∣∣∣ dx
pues, integrando por partes nos queda:

|I(λ)| =

∣∣∣∣∫ 1

iλφ′(x)

d

dx
(eiλφ(x))ψ(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−∫ eiλφ(x) d

dx

(
ψ(x)

iλψ′(x)

)∣∣∣∣
≤ C(φ, ψ)

λ
.

85
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Recordemos que para N = 1 el truco estaba en que el operador diferencial

D(f) =
1

iλφ′
df

dx

deja fijo a eiλφ(x). Luego, para N ≥ 2, nuevamente integrando por partes, tenemos:

I(λ) =

∫
R
eiλφ(x)ψ(x)dx

=

∫
R
DN (eiλφ(x))ψ(x)dx

=

∫
R
eiλφ(x) tDN (ψ(x))dx

≤ C(φ, ψ)

λN

donde tDf = − d
dx

(
f
iλφ′

)
es el traspuesto de D.

Proposición A.1.2 (Fase estacionaria) Sea k ≥ 2, φ ∈ C∞(R) tal que φ(x0) = φ′(x0) =
· · · = φ(k−1)(x0) = 0 y φ(k) 6= 0. Si el soporte de ψ está en un entorno suficientemente
reducido de x0, entonces

I(λ) =

∫
R
eiλφ(x)ψ(x)dx ∼ λ

1
k .

Demostración:(Caso k = 2, φ(x) = x2) Tenemos

I(λ) =

∫
R
eiλx

2
ψ(x)dx.

Sabemos que si g(x) = e−zx
2 con z ∈ R>0 entonces

ĝ = e−
π2ψ2

z

∫
R
e−2zx2

de modo que

ĝ(ξ) =
(π
z

) 1
2
e−

π2ξ2

z .

Aplicando Parseval nos queda∫
R
e−zx

2
ψ(x)dx =

(π
z

) 1
2
e−

π2ξ2

z ψ̂(ξ)dξ. (A.1)

Veamos que (A.1) vale también para z en

S = {z ∈ C : Re(z) ≥ 0, z 6= 0}.

Si ponemos z = −iπλ, λ > 0, tenemos∫
R
eiπλx

2
ψ(x)dx =

( π

iπλ

) 1
2

∫
R
e
π2ξ2

iπλ ψ̂(ξ)dξ

=
1

λ
1
2

(1− i) 1√
2

∫
R
e−

iπξ2

λ ψ̂(ξ)dξ.
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Entonces, ∣∣∣∣∫
R
eiλx

2
ψ(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

|λ|
1
2

(∫
R
|e−

iπξ2

λ − 1||ψ̂(ξ)|dξ +

∫
R
|ψ̂(ξ)|dξ

)
≤ 1

|λ|
1
2

(
π

|λ|

∫
R
|ξ|2|ψ̂(ξ)|dξ + |ψ(0)|

)

≤ |ψ(0)|
|λ|

1
2

+

∫
R |ξ|

2|ψ̂(ξ)|dξ
|λ|

3
2

≤ |ψ(0)|
|λ|

1
2

+
1

|λ|
3
2

C‖(1 + |ξ|)4ψ̂‖L∞(R)

≤ |ψ(0)|
|λ|

1
2

+
1

|λ|
3
2

C‖∂̂4ψ‖∞(R)

≤ |ψ(0)|
|λ|

1
2

+
1

|λ|
3
2

C‖ψ(4)‖L1(R),

donde en la segunda desigualdad usamos la fórmula de inversión y en la cuarta usamos que
ψ̂ ∈ S.
Ahora veamos el caso general para k = 2 y φ una función suave. Tenemos que φ(x0) =
φ′(x0) = 0, φ′′(x0) 6= 0. Podemos escribir

φ(x) = c(x− x0)2 +O(|x− x0|)3

= c(x− x0)2(1 + ε(x)) con ε(x) = O(|x− x0|).

Mirando el polinomio de Taylor de φ, vemos que podemos tomar

ε(x) = (x− x0)φ′′′(ηx).

Observemos que como φ′′(x0) 6= 0, si tomamos x en un entorno suficientemente reducido
de x0 tenemos

φ′(x) = φ′(x)− φ′(x0) = φ′′(θx)(x− x0) 6= 0.

Dado un entorno V suficientemente chico de x0 podemos definir un difeomorfismo y : V →
y(V ) dado por la fórmula

y(x) = (x− x0)(1 + ε(x))
1
2 .

Como 0 6= φ′(x) = c2y(x)y′(x) y además y′(x0) = ĺımx→x0(1 + ε(x))
1
2 = 1, resulta que

y′(x) 6= 0 en V . Además, para x ∈ V tenemos que φ(x(y)) = cy2(x). Entonces si ψ tiene
soporte en V , tenemos∫

R
eiλφ(x)a(x)dx =

∫
V
eiλφ(x)a(x)dx =

∫
y(V )

eiλy
2
a(x(y))x′(y)dy,

y podemos aplicar el caso anterior.
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Proposición A.1.3 (Funciones de Bessel) La función de Bessel Jm(r) de orden m se
define como

Jm(r) =
1

2π

∫ 2π

0
eir sen θe−imθdθ.

Vale que
Jm(r) = O(r−

1
2 ) (r →∞).

Demostración: Queremos usar la proposición de fase estacionaria, para ello notemos
que φ(θ) = sen(θ) tiene derivada nula entre 0 y 2π solamente en π

2 y 3π
2 . Además, en esos

puntos |φ′′| = 1. Notando esto, podemos escribir a Jm como una suma de tres integrales

Jm(r) =
1

2π

∫ π
2

0
eir sen θe−imθdθ +

1

2π

∫ 3π
2

π
2

eir sen θe−imθdθ +
1

2π

∫ 2π

3π
2

eir sen θe−imθdθ,

en cada una de las cuáles estamos en las condiciones de la proposición de fase estacionaria
pues φ tiene un único punto crítico en esos intervalos. Luego, podemos aplicar el caso k = 2
de la proposición a cada una de las integrales y obtenemos el resultado buscado.

Proposición A.1.4 Vale la siguiente expresión para las funciones de Bessel

Jm(r) =
( r2)m

Γ(m+ 1
2)π

1
2

∫ 1

−1
eirt(1− t2)m−

1
2dt.

Para una demostración ver página 338 del libro de Stein [Ste93]

Teorema A.1.5 Sea dσ la medida uniforme en Sd−1. Entonces

|d̂σ(ξ)| = O(|ξ|−
d−1
2 ).

Demostración: Podemos asumir que ξ = (0, · · · , 0, ξd). Entonces

d̂σ(ξ) =

∫
Sd−1

e−2πi|ξ| cos θ(sen θ)d−1dθ.

Si ponemos r = 2π|ξ| y t = − cos θ obtenemos que

|d̂σ(ξ)| =
∫ 1

−1
eirt(1− t2)

d−2
2

dt

(1− t2)
1
2

= cJ d−2
2

(r)r−
d−2
2

donde en la última desigualdad usamos la proposición anterior y c es una constante positiva.
De modo que

|d̂σ(ξ)| = O(|ξ|−
1
2 )|ξ|−

d−2
2 = O(|ξ|−

d−2
2
− 1

2 ) = O(|ξ|−
d−1
2 ).
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A.1.1. Varias variables

Lema A.1.6 Consideremos funciones ψ y φ en S(Rd), ψ de soporte compacto. Si además
∇φ(x) 6= 0 en el soporte de ψ, entonces

I(λ) =

∫
Rd
eiπφ(x)ψ(x)dx = O(λ−N )

para todo N ∈ N.

Proposición A.1.7 Consideremos como antes ψ y φ funciones en S(Rd). Sea x0 un punto
crítico de φ no degenerado, es decir,

(
∂2φ

∂xi∂xj

)
(x0) es inversible. Si el soporte de ψ está

contenido en un entorno suficientemente chico de x0 entonces

I(λ) =

∫
Rd
eiπφ(x)ψ(x)dx = Cψ(x0)eiλφ(x)λψ−

d
2 +O(λ−

d+1
2 )

Ver páginas 344-350 del libro de Stein [Ste93].

Teorema A.1.8 Sea S ⊂ Rd+1 una hipersuperficie, dσ la medida en S, ψ ∈ C∞0 (Rd) y
dµ = ψdσ. Si S admite una parametrización por una φ como en la proposición anterior
(en cuyo caso diremos que S tiene curvatura Gaussiana no nula), entonces

|d̂µ(ξ)| . |ξ|−
d
2 .

Demostración: Podemos suponer que

S = {(x, φ(x)) : x ∈ U ⊂ Rd;φ(0) = 0;∇φ(0) = 0}.

Entonces dσ =
√

1 + |∇φ|2dx1dx2 · · · dxd. La integral oscilatoria a estimar es entonces

d̂µ(ξ) =

∫
Rd+1

e−2πxξdµ(x)

=

∫
Rd
e−2πi〈(x1,··· ,φ(x1,··· ,xd)),ξ〉ã(x)dx1 · · · dxd.

Ponemos λ = |ξ| y η ∈ Sd tal que ξ = λη. Definimos ahora Φ(x, η) =
∑

1≤j≤d xjηj +
φ(x1, · · · , xd)ηd+1. Tenemos que probar que∣∣∣∣∫ d

R
eiλΦ(x,η)ψ̃(x)dx

∣∣∣∣ ≤ Aηλ− d2 .
Dividamos la esfera en tres partes: Sn = SN ∪ SS ∪ SE , SN un entorno del “polo norte”
ηN = (0, 0, . . . , 0, 1) , un entorno del “polo sur” ηS = (0, 0, . . . , 0,−1) y la franja del
“ecuador” que sería el conjunto complementario de la esfera . Primero veamos el caso en el
que η está en el entorno del polo norte, la parte en la que está en un entorno del polo sur
es análoga.
Sabemos que φ(0) = ∇φ(0) = 0 y que

det
1≤j,k≤n

(
∂2φ

∂xj∂xk

)
(0) 6= 0.
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Notemos además que dado η,

∇xΦ(x, η) = (η1, . . . , ηd) + ηd+1∇φ(x),

de modo que
∇xΦ(x, ηN ) = ∇φ(x).

Además,

det
1≤j,k≤d

(
∂2Φ

∂xj∂xk

)
(x, ηN ) = det

1≤j,k≤d

(
∂2φ

∂xj∂xk

)
(x).

En particular,
∇xΦ(0, ηN ) = ∇φ(0) = 0

y

det
1≤j,k≤d

(
∂2Φ

∂xj∂xk

)
(0, ηN ) = det

1≤j,k≤d

(
∂2φ

∂xj∂xk

)
(0) 6= 0.

Queremos ver que para cada η ∈ SN , si Φ(x, η) tiene puntos críticos. Para eso, debe
satisfacerse el siguiente sistema de ecuaciones:

∂Φ
∂x1

(x1, . . . , xd, η1, . . . , ηd+1) = 0

.

.

.
∂Φ
∂xd

(x1, . . . , xd, η1, . . . , ηd+1) = 0.

Ahora como tenemos

det
1≤j,k≤d

(
∂2Φ

∂xj∂xk

)
(0, ηN ) 6= 0,

el teorema de la función implícita nos dice que hay entornos U de ηN y V de x0 = 0 tales
que para cada η ∈ U hay un único x(η) ∈ V que satisface las condiciones de arriba y, por
lo tanto, es un punto crítico de Φ(., η). Si tomamos a los entornos U y V suficientemente
chicos, tenemos que

det
1≤j,k≤d

(
∂2Φ

∂xj∂xk

)
(x(η), η) 6= 0.

Podemos aplicar entonces la proposición A.1.7 con x0 = x(η) y obtenemos el resultado
buscado. Probemos ahora que el resultado también vale para la región ecuatorial. Como
en esta región la fase es no estacionaria, el decaimiento será aún mejor. Como estamos en
el ecuador, se tiene que

(η2
1, . . . , η

2
d+1)1/2 ≥ c > 0.

Además, ∇φ(x)→ 0 cuando x tiende a 0. Recordando (A.1.1), tenemos

|∇xΦ(x, η)| ≥ c′ > 0

para todo η ∈ SE y x suficientemente cerca del origen. Luego podemos aplicar el Lema
A.1.6 para obtener el resultado buscado.
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