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Resumen

En las aplicaciones al modelado de superficies asistido por computadora, es frecuente
representar superficies y curvas mediante parametrizaciones racionales. Es ademés
util, principalmente en las aplicaciones, tener una representacién implicita, proceso
conocido como implicitacion. Representaciones implicitas de superficies parametri-
zadas pueden obtenerse en forma de ecuaciones o en forma matricial.

Esta tesis de licenciatura consiste en una revision de los trabajos realizados
durante la ultima década por Jouanolou, Busé, Chardin y Botbol en el area de im-
plicitacion de (hiper)superficies del espacio proyecto tridimensional, parametrizadas
por mapas racionales. Explicamos detalladamente la construccién y las propiedades
de las Matrices de Representacion y de los Ideales de Fitting asociados. Luego utili-
zamos estas herramientas para encontrar la ecuacion implicita, hallar el locus de la
superficie cuya preimagen via la parametrizacion consiste en £ o mas puntos y estu-
diar la estructura geométrica de las fibras. Al final presentamos ejemplos concretos
en los que analizamos la aplicaciéon de las herramientas desarrolladas a otras areas
de la matematica, asi como las aplicaciones industriales que de éstas se desprenden.
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Introduccion

Esta tesis de licenciatura consiste en una revision de los trabajos realizados
durante la ultima década por Botbol, Busé, Chardin y Jouanolou en el area de im-
plicitacién de (hiper)superficies racionales definidas paramétricamente y del estudio
del locus singular de la superficie imagen y de la parametrizacién. El enfoque esta
centrado en las herramientas geométrico-algebraicas que se utilizan fundamental-
mente en [BBC14] y en estudios previos al mismo, como por ejemplo en los articulos
[BJ03], [BCO5] y [BCJIOI].

Los métodos desarrollados en estos trabajos utilizan herramientas avanzadas
de algebra homoldgica, algebra conmutativa y geometria algebraica. Si bien estas
herramientas no son para nada elementales, en muchos casos pueden ser resumidas
en ideas concretas y sencillas, dando como resultado algoritmos compuestos por
rutinas simples que s6lo emplean dlgebra lineal y no precisan de un gran poder de
computo para poder ser ejecutados.

Al mismo tiempo que utilizan herramientas de un alto nivel de abstraccion los
resultados obtenidos en el area tienen aplicaciones tanto dentro de la matemaética
como fuera de la misma. Muchas de estas aplicaciones aparecen en el disefio de
superficies asistido por computador y se usan en la industria automotriz, naval y
aerondutica (ver [Hof89]). En estas aplicaciones muchas veces es necesario detectar
pliegues o cunas de superficies, que habitualmente se hacen visibles cuando dichas
superficies son iluminadas desde distintos angulos. Aqui se plantean problemas como
el calculo de proyecciones sobre las superficies y de distancias a las mismas, y pro-
blemas de interseccion. Para resolverlos es de suma utilidad tener una descripcion
implicita de las superficies a estudiar, la mayoria de las veces en forma de ecuaciones.
Por esta razon no es de extranar que el llamado problema de implicitacién haya sido
ampliamente estudiado y contintie siendo tratado hoy en dia.

Basicamente hay tres tipos de métodos para calcular tales ecuaciones implicitas:
los calculos con bases de Grobner, los métodos basados en resultantes y los que utili-
zan syzygies. Los primeros, basados en las bases de Grobner, son métodos generales
y si bien funcionan tedricamente, no estan bien adaptados para los problemas de
implicitacion y las implementaciones funcionan lentamente o exceden rapidamente
la memoria disponible. Los métodos que utilizan resultantes proveen formulaciones
més compactas y algoritmos eficientes, pero que tunicamente funcionan cuando la
parametrizacién estd definida globalmente, y en algunos casos muy particulares (ver
[BuséPhDJ, [Busé01], [BCDO03] y [BEMO03]). Por dltimo estan los métodos basados
en las syzygies, que son las relaciones (polinomiales en nuestro contexto) entre los
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generadores de un modulo o un ideal.

Dentro del tercer tipo de métodos aparece el método de las “moving surfaces”,
que utiliza las syzygies de las coordenadas de la parametrizacion para calcular la
ecuacién implicita. Esta técnica fue introducida por Sederberg y Chen en [SC95].
Para implicitacion de curvas el método es muy eficiente y general. Para superfi-
cies pierde generalidad pero sigue siendo muy eficiente. En [CGZ00] y [D’An01] se
prueba su validez cuando no hay puntos base, es decir lugares donde la parametri-
zacion no esta definida. Posteriormente surge un abordaje maés abstracto pero con
el mismo espiritu presentado por Busé y Jouanolou en [BJO03| y perfeccionado luego
en [BCO5|, [Cha06], [BDO7], [BCJ09], [BDDQ9], [Bot09], [Botl0], [Botll] y [Botli].
Estos trabajos son una presentacion maés general y algebraica del método original
de moving surfaces y utilizan los llamados complejos de aproximacién introducidos
por Herzog, Simis y Vasconcelos en [SV&1], [HSV82] y [HSV83] a principios de los
anos 80. El objetivo original del paper fundacional de Busé y Jouanolou es extender
y abstraer las técnicas de implicitacion para el caso de hipersuperficies racionales
de P" cuyos puntos base son aislados y localmente una interseccién (casi) completa,
y dar propiedades geométrico-algebraicas de las ecuaciones que definen la imagen.
En los trabajos mencionados se generalizan las condiciones sobre el lugar base y
el dominio de la parametrizacién. Esta tesis estd basada fundamentalmente en los
resultados expuestos en un posterior articulo de Botbol, Busé y Chardin [BBC14],
donde se explotan las herramientas subyacentes en dicho método para el caso de
curvas y superficies, y se estudia la geometria singular de la parametrizacién y del
objeto imagen.

Concretamente, dada S C P} una superficie parametrizada por un mapa racional
¢ nos proponemos encontrar una ecuacion implicita para S, investigar el locus cuya
preimagen via ¢ consiste en £ o mas puntos y estudiar la estructura geométrica de
las fibras.

Explicamos brevemente, y en las mas sencillas palabras, en que consiste el método
desarrollado en los trabajos mencionados en el parrafo anterior, ya que representa
el punto nodal de este trabajo, dejando de lado los detalles mas técnicos y los
desarrollos para los capitulos correspondientes.

Partimos de ¢: P? --+ P? un mapa racional definido por polinomios fo, f1, f2, f3 €
k[so, 1, S2] homogéneos del mismo grado. Sea I el ideal homogéneo generado por es-
tos polinomios y notemos con § C P§ a la clausura Zariski de la imagen de ¢. M4s
adelante veremos que la forma conjuntista no es lo suficientemente rica y dotaremos
a § de una estructura de esquema para poder estudiar su geometria singular. Dado
que la parametrizacion ¢ es un mapa racional, puede tener puntos de indefinicion, es
decir el lugar base V(I) puede ser no vacio, lo cual genera dificultades algebraicas.
El mecanismo que los trabajos mencionados utilizan para sortear dichas dificultades
consiste en considerar el grifico de ¢ junto con su proyeccién 7, a P§, que es un mor-
fismo de esquemas proyectivos, y reemplazar el objeto imagen de ¢ por la imagen de
7. El dlgebra asociada al grafico de ¢ es el Algebra de Rees del ideal de puntos base
I. Debido a que esta algebra no admite resoluciones del tipo universal nos vemos en



la necesidad de “aproximarla” por otra, el Algebra Simétrica de I. Esto es posible
gracias a que bajo las condiciones que le pedimos a la parametrizacion ¢, su grafico
resulta ser isomorfo al esquema proyectivo definido por el Algebra Simétrica. Utili-
zando complejos de Koszul construimos el complejo de aproximacién de ciclos que
bajo las hipotesis adecuadas es una resolucién libre del Algebra Simétrica. Miramos
la parte de grado v del tltimo morfismo de este complejo de aproximacion y asi
obtenemos para cada v una matriz cuyos coeficientes son polinomios en las variables
que definen P} conocidas en la literatura como Matrices de Representacién. Estas
matrices fueron definidas por Busé y Dohm en [BD07] y bastamente estudiadas por
Busé, Chardin, Botbol y Dickenstein entre otros. Para valores de v lo suficientemente
elevados contienen toda la informacion geométrica que buscamos sobre la superficie
S y su parametrizacion.

Al evaluarlas en un punto p € P} su rango baja si y sélo si p € S, por lo que
cumplen el rol de ecuacion implicita. Esto nos da informacién de sobre cémo se
comportan sus menores maximales. Siendo que las entradas de las Matrices de Re-
presentacién son polinomios en las variables que definen P?, el conjunto de menores
maximales forma un ideal que se conoce como Ideal de Fitting inicial de la parame-
trizacién, aunque més correctamente ideal inicial de Fitting del Algebra Simétrica
asociada. Este ideal no sélo define un cerrado que contiene a la superficie imagen, sino
que ademas es una posible forma de definir la imagen de ¢ en sentido esquematico,
la “imagen de Fitting de ¢”. Ademas nos permite obtener la ecuacién implicita.

Los otros Ideales de Fitting nos dan informacién sobre los puntos de S cuya
preimagen tiene mas de un elemento. Més precisamente, estos ideales forman una
cadena de inclusiones, que en términos geométricos definen una estratificacion de la
imagen en subesquemas singulares con distintos niveles de singularidad.

Més atin, dado un punto p € P}, calculando las Matrices de Representacion
para valores distintos de v y evaluandolas en p podemos obtener el polinomio de
Hilbert de la fibra de p y asi conocer la dimension y el grado de la misma. De esta
forma sabremos si la fibra es finita y cuantos puntos tiene, o si es una curva en cuyo
caso conoceremos su grado. Todos estos aspectos geométricos seran explicados méas
detalladamente en el Capitulo [4]

Habiendo presentados los objetos, podemos resumir que el objetivo de esta te-
sis es explicar detalladamente la construccion y las propiedades de las Matrices
de Representacion y de sus Ideales de Fitting, las aplicaciones a la comprension
geométrico-algebraica de las singularidades intrinsecas de la superficie imagen y las
introducidas “artificialmente” por la parametrizacién, asi como las aplicaciones al
diseno asistido por computador y a la modelizacion geométrica que se desprenden
de forma natural.

La tesis estd ordenada de la siguiente manera. El Capitulo[I]es una recopilacién de
temas preliminares que utilizaremos mas adelante. Comenzamos con un breve repaso
del Lema de Nakayama y algunas consecuencias del mismo. La mas importante, que
necesitaremos en el Capitulo [3] es que todo médulo finitamente generado sobre un
anillo local es libre. Luego nos ocupamos de la descomposicién primaria ideales



en anillos Noetherianos. Por ultimo le dedicamos una secciéon a la definicién del
polinomio de Hilbert de una variedad proyectiva y propiedades basicas del mismo.

El Capitulo [2| trata fundamentalmente el complejo de Koszul. Explicamos la
construccién y propiedades del mismo que luego utilizamos para definir los complejos
de aproximacion. En el Capitulo |4| necesitaremos el complejo de aproximacion de
ciclos que es una resolucién libre del Algebra Simétrica del ideal I. Utilizaremos
la presentacion libre finitamente generada que nos da el ultimo morfismo de este
complejo para construir las Matrices de Representacion.

En el Capitulo [3| desarrollamos los Ideales de Fitting. Bésicamente si tenemos
un moédulo finitamente generado M sobre un anillo Noetheriano R y conseguimos
una presentacion libre finitamente generada de M

p: F— G,

el i-ésimo Ideal de Fitting de M se define como el ideal generado por los menores
de tamano rg(G) — i de la matriz de ¢ en cualquier par de bases.

El Capitulo [4] es el més importante, en él utilizamos las herramientas desarro-
lladas en los primeros 3 capitulos para construir las Matrices de Representacion y
explicamos las principales caracteristicas de las mismas. Vemos como pueden ser
usadas para resolver el problema de implicitacién, encontrar puntos multiples de la
parametrizacion y caracterizar los polinomios de Hilbert de las fibras de puntos de
P%. Terminamos el capitulo discutiendo brevemente algunas aplicaciones adicionales
de las Matrices de Representacion y mostrando un ejemplo de como éstas pueden
ser usadas para calcular preimégenes de puntos de P? via la parametrizacién ¢.

Finalmente en el Capitulo [5|trabajamos ejemplos concretos en los que aplicamos
las técnicas desarrolladas para estudiar la estructura geométrica superficies parame-
trizadas, encontrar los puntos singulares de las parametrizaciones y caracterizar las
fibras de dichos puntos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo desarrollamos algunos temas preliminares que necesitaremos a lo
largo de la tesis. Comenzamos con el Lema de Nakayama y consecuencias del mismo,
seguido de una seccion breve dedicada a propiedades locales. Los resultados de estas
primeras dos secciones van a ser usados principalmente en el Capitulo |3} Luego le
dedicamos una seccion a la descomposicion primaria y otra al polinomio de Hilbert
y sus propiedades basicas. Utilizaremos estos resultados en los Capitulos {4y |5 para
dar una descripcion precisa de los lugares singulares de la superficie parametrizada.

1.1. Lema de Nakayama

En esta seccién probamos el Lema de Nakayama y algunos resultados que son
consecuencias de dicho lema. La m&as importante de todas es el Corolario |2 que
necesitaremos en el Capitulo |3 para probar el Lema [14]

Definicién 1. Dado R anillo conmutativo, el radical de Jacobson se define como la
intersecciéon de todos los ideales maximales de R.

JR)= () m.
m?xcirjr?al

Proposicién 1. z € J(R) si y sdlo si 1 — zy es una unidad en R para todo y € R.

Demostracion. Supongamos primero que 1 — zy no es una unidad. Sea m C R un
ideal maximal tal que 1—zy € m. Sixz € J(R) C m, luego xy € m, por lo que 1 € m,
absurdo. Para la otra implicacién supongamos que existe m C R ideal maximal tal
que z ¢ m. Entonces (1) = (m,x), existen t € m e y € R tales que 1 = t + zy.
Luego 1 — xy =t € m, por lo que 1 — xy no es unidad. O]

Lema 1 (Nakayama). Sea M un R-mddulo finitamente generado e I C J(R) un
ideal contenido en el radical de Jacobson de R. Si IM = M, entonces M = 0.

Demostracion. Supongamos M # 0. Sea {uy,...,u,} € M un conjunto de ge-
neradores minimal, tenemos w, € IM. Luego existen ay,...,a, € [ tales que
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Up = Uy + -+ + apty,. Tenemos (1 — ay)u, = aju; + -+ + ap_1up_1. Como
a, € I C J(R), por la proposicién anterior 1 — a,, es una unidad de R. Luego
M esté generado por {uy,...,u, 1}, contradiciendo el hecho de que el conjunto de
generadores es minimal. O

Corolario 1. Sea M un R-mddulo finitamente generado, N un submddulo de M e
I C J(R) un ideal. St M = IM + N, entonces M = N.

Demostracién. Observemos I(M/N) = (IM)/N = (IM+ N)/N. Luego I(M/N) =
M/N y M/N es finitamente generado como R-médulo. Por Nakayama tenemos que
M/N =0, luego N = M. O

Lema 2. Sea R un anillo, I C R un ideal y M un R-mddulo. Entonces
(R/T)@r M ~ M/IM .

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta corta
0515 RSR/IT—0.

Tensorizando sobre R con M obtenemos la sucesion exacta

T@or M ESY Rop M ™2 (R/I) @r M — 0.

Luego
(R/I)@r M ~ (R®r M)/(I @ M).

Para terminar observemos que R@Qr M ~ M y I @r M ~ IM. ]

A continuacién probamos la Proposicién [2, que es una consecuencia importan-
te del Lema de Nakayama ya que serd usada para probar el Corolario 2, uno de
los resultados fundamentales de esta seccién. Ademas dicha proposicién es un re-
sultado clasico de algebra conmutativa relacionado con geometria algebraica, méas
precisamente con el concepto de parametros locales en un punto. Antes de enunciarla
veamos una pequena observacion.

Observacion 1. Sean (R, p) un anillo local y K = R/p su cuerpo residual. Si M es
un R-médulo finitamente generado, M/pM es anulado por p. Luego es naturalmente
un R/p-mdédulo, es decir un k-espacio vectorial, y como tal es de dimensién finita.

Proposicién 2. Sean (R,p) un anillo local, kK = R/p su cuerpo residual y M un
R-mddulo finitamente generado. Si uy, ..., u, son elementos de M cuyas imdgenes
en M/pM son una base como k-espacio vectorial, entonces los u; generan M.

Demostracion. Sea N = (uq,...,u,) € M el submédulo generado por los u;. Con-
sideremos la composicién N - M = M /pM , que resulta ser un epimorfismo. Dado
x € M existey € N tal que m(y) = m(x). Luego z—y € pM. Escribiendo z = x—y-+y
vemos que M = pM + N. Luego por el Corolario (1, N = M. O
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Observacion 2. Esto nos dice esencialmente que {uq,...,u,} es un conjunto mi-
nimal de generadores de M si y sélo si sus imdgenes son una base de M/pM como
R/p-espacio vectorial. Ya que por un lado si {uq,...,u,} es un conjunto minimal
de generadores de M, entonces su imagen via 7 es un conjunto minimal de gene-
radores del k-espacio vectorial M /pM y por lo tanto una base. Por el otro lado si
{uy,...,u,} es un conjunto de generadores tal que su imagen via 7 es una base
M /pM, entonces la imagen de cualquier subconjunto propio de {uy,...,u,} no va
a generar M /pM, luego dicho subconjunto no va a poder generar M. En particular
esto nos dice que todo conjunto minimal de generadores de un médulo finitamente
generado sobre un anillo local tiene la misma cantidad de elementos.

Corolario 2. Todo mdédulo proyectivo finitamente generado sobre un anillo local es
libre.

Demostracion. Sea (R, m) un anillo local y P un R-médulo proyectivo finitamente
generado. Tomemos {uy,...,u,} un conjunto minimal de generadores de P y sea
¢: R" — P el morfismo inducido por la inclusién de {uy, ..., u,} en P. Consideremos
la sucesién exacta corta

0>K—>R 4P,

donde K = ker p. Como R’ es finitamente generado, K también lo es. Por otro lado,

como P es proyectivo
RR~PoK.

Tensorizando sobre R con K = R/m obtenemos

(R/m®g R)" ~ (R/m®gr P)® (R/m g K)
(R/m)" ~ (P/mP) & (K/mK),

donde donde usamos el Lema[2|para (R/m®gP) ~ P/mPy (R/m®pK) ~ K/mK.
Por la proposicién 2 (R/m)" ~ (P/mP). Luego K/mK = 0. O sea que K es un R-
modulo fintamente generado tal que K = mK. Por el Lema de Nakayama K = 0. [J

1.2. Propiedades locales

Veamos dos pequernios resultados que necesitaremos en el Capitulo [3]
Proposicion 3. Dado M un R-mddulo, son equivalentes:

a) M =0.

b) M, =0 para todo p C R ideal primo.

¢) M,, =0 para todo m C R ideal mazimall.
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Demostracion. Es claro que a) = b) = ¢). Supongamos que vale ¢) y M # 0.
Sea x € M no nulo, consideremos el ideal Ann(z), que no es todo R. Sea m C R un
ideal maximal tal que Ann(z) C m. Por hipdtesis x/1 = 0 en M,,, luego existe un
r € R\ m tal que rx = 0. Pero esto es absurdo, ya que r ¢ Ann(z). O]

Corolario 3. Sea M un R-mddulo, y sean A, B C M dos submddulos. Si S™1A =
S™1B para toda localizacién, entonces A = B.

Demostracion. Considero (A+ B)/B. Por hipétesis ((A+B)/B), = (A,+B,)/B, =
B, /B, = 0 para todo p ideal primo. Luego A+ B/B = 0, por lo que A = B. O

1.3. Descomposiciéon primaria

En los Capitulos [4] y [5| estaremos interesados en la informacion geométrica que
aportan los Ideales de Fitting sobre la parametrizacion. Para eso calcularemos una
descomposicion primaria de estos ideales y analizaremos las componentes irreduci-
bles que alli aparecen. El objetivo de esta seccién, que estd basada en el Capitulo
4 de [Atiyah], es presentar de manera concisa pero clara la descomposicién prima-
ria de un ideal en anillos Noetherianos y explicar sus principales propiedades. Los
resultados mas importantes son los dos teoremas de unicidad que probamos al final.

Definicién 2. Dado R un anillo conmutativo con unidad, un ideal I C R se dice
primario si I # Ry si xy € I, entonces © € [ o y* € [ para algin n € N. O
equivalentemente R/I # 0y todo divisor de cero de R/I es nilpotente.

Observacién 3. Todo ideal primo es primario.

Proposicién 4. Dado I C R un ideal primario, VI es el ideal primo mds chico que
contiene a I.

Demostracion. Primero notemos que como

Vi= () p

p primo
p2I

basta con ver que VT es primo. Supongamos que zy € VT con z ¢ V1. Luego existe
un n € N tal que 2"y™ € I, pero 2" ¢ I. Como [ es primario existe un m € N tal
que y™™, por lo que y € V1. O

Definicién 3. Si I es un ideal primario con p = v/I decimos que I es p-primario.

Ejemplo 1. Los ideales primarios de Z son (0) y (p™) con p primo. Es claro que son
primarios, para ver que son los tinicos basta con observar que son los tinicos ideales
en 7Z con radical primo.

Teniendo esto en mente uno podria preguntarse si los ideales primarios son siem-
pre potencias de ideales primos. La respuesta es no, como se ve en el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 2. Sea R = k[z,y], [ = (z,y?). Luego R/I ~ kly]/(y?), en donde los
unicos divisores de cero son los multiplos de ¥y, que son nilpotentes. Luego I es
primario. Su radical es p = (z,y), tenemos p* C I C p.

Tampoco es cierto que toda potencia de un ideal primo sea primaria.

Ejemplo 3. Consideremos R = k[z,y, z|/(xy — 2%) y sea p = (z, z) € R. Como

R/p = (klz,y,2]/(zy — 2%))/ (2, 2) [ (xy — 2°))
~ klx,y,z]/(x, 2)
~ kly]
es dominio integro, luego p es primo. Tenemos Ty = 22 € p?, pero T ¢ p* e § ¢
\/F = p. Luego p? no es primario.
Ademés, el Ejemplo[3]nos muestra que dado un ideal I no basta con que su radical

sea primo para que I sea primario. Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5. Si /I es un ideal mazimal, entones I es primario. En particular
las potencias de un ideal maximal m son m-primarias.

Demostracion. Los ideales primos de R/I son de la forma p/I con p C R primo tal
que I C p. Si m = /I es maximal, entonces m es el dnico ideal primo de R que
contiene a I. O sea que R/I tiene un tnico ideal primo, por lo que es un anillo local.
Si 2 € R/I, entonces x es una unidad o x € m/I = v/I/I. Luego todo 2 € R/I
divisor de cero es nilpotente. Por lo tanto I es un ideal primario. O

Lema 3. 5i I e I son ideales p-primarios, entonces 11 N Iy es p-primario.
Demostracion. Primero notemos que
\/[1ﬂ[2:\/f—1ﬂ [2:p

Ahora veamos que I; N I3 es primario. Supongamos que xy € I; NIy con x ¢ 11 N I,
sin pérdida de generalidad podemos suponer x ¢ I;. Tenemos xy € I; con = ¢ I,
luego existe n € N tal que y™ € I;. O sea que y € /I, = /I N I3, luego y™ € ;N I,
para algin m € Z. O

Definicién 4. Un ideal I C R se dice reducible si existen ideales I, Iy 2 I conte-
niendo estrictamente a I, tales que I = I; N I5. En caso contrario el ideal I se dice
irreducible.

Ejemplo 4. El ideal 6Z = 2ZN37Z es reducible, mientras que 47Z no lo es. En general
un ideal nZ C Z es irreducible si y sélo si n = p” para algin r € N.

Definicién 5. Una descomposicion primaria de un ideal I € R es una expresion
como interseccion finita de ideales primarios

=1

Un ideal que admite una descomposicién primaria se dice descomponible.
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Lema 4. I C R es irreducible si y sélo si (0) C R/I es irreducible.

Demostracion. Es consecuencia directa de la correspondencia entre los ideales de R
que contienen a I y los ideales del cociente R/I. O

Proposicion 6. Si R es un anillo Noetheriano, se cumplen:

1. Todo ideal propio de R puede escribirse como interseccion finita de ideales
1rreducibles.

2. Todo I C R 1ideal propio irreducible es primario.

Demostracion. 1. Sea A = {I C R ideales propios tales que I no puede escribirse
como interseccion finita de ideales irreducibles}. Queremos ver que A = (). Supon-
gamos que A # (). Como R es Noetheriano, existe I € A maximal respecto de la
inclusion. Por estar en A, I es reducible, o sea que existen ideales Iy, Io 2 I tales
que I = I1 N I,. Dado que I € A es maximal, I;,I5 ¢ A, luego ambos pueden
escribirse como interseccion finita de ideales irreducibles. Digamos [, = ﬂ:zl 1y;
con [y; irreducibles tales que I; € [;; € Rparatodo 1l < i <ryly, = ﬂjzl Ip;
con Iy; irreducibles tales que Iy C I; C R para todo 1 < 5 < s. Pero entonces
I =11N---NI, NIy N---NIy, puede escribirse como interseccion finita de ideales
irreducibles, contradiciendo el hecho de que I € A.

2. Sea I C R irreducible y sean xy € I con x ¢ I. Queremos ver que existe
n € N tal que y™ € I, o equivalentemente que gy es nilpotente en R/I. Consideremos
la cadena ascendente de ideales en R/I

Ann(y) € Ann(y°) C--- C Ann(y") C ... .
Como R es Notheriano, R/I también lo es, luego existe n € N tal que Ann(y") =

y" 1. Veamos que )
(@) N (F") = (0).

Ann(y
Es claro que (0) C () N (g"). Veamos la otra inclusién. Si a € (Z) N (y™) entonces
a=>bx =cy".
Multiplicando a ambos lados por 7, y usando que zy = 0, tenemos
0=cy"™.
O sea que ¢ € Ann(g"™') = Ann(y"). Luego a = ¢jy™ = 0. Por lo tanto
(z) N (") = (0).

Por el lema anterior, sabemos que (0) € R/ es irreducible. Como Z # 0, tiene que
ser y" = 0. [

Corolario 4. En un anillo Noetheriano todo ideal propio posee descomposicion pri-
maria.
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Dado R = k[xy,...,2,] un anillo de polinomios e I C R un ideal, encontrar
una descomposicion primaria para I no siempre es facil. Sin embargo en el caso de
ideales monomiales el siguiente lema nos simplifica considerablemente la tarea.

Lema 5. Sea I C k[zy,...,x,] un ideal monomial y sean a,b € klzy,...,x,] mo-
nomios tales que med(a,b) = 1. Si I = J + (ab) con J ideal monomial, entonces
I'=(J+(a)N(J+ (D).

Demostracion. Es claro que I = J+ (ab) C (J+(a))N(J+(b)). Para ver que vale la
otra contencién observemos que como J es un ideal monomial, (J 4+ (a)) N (J + (b))
también lo es. Luego basta ver que todo monomio de (J + (a)) N (J + (b)) estd en
I. Sea ¢ € (J + (a)) N (J + (b)) un monomio. Si z¢ ¢ J, entonces a | x°y b | x°.
Como a y b son coprimos, ab | z¢. Luego z¢ € J + (ab) = I. O

Ejemplo 5. Consideremos I = (22, zy) C k[, y].

(2%, xy) = (2%, 2) N (22, y)
= (z) N (2%, y).

El ideal (2%, y) es primario porque su radical es maximal. Luego (z) N (z?%,y) es una
descomposicion primaria para I.

Ejemplo 6. Sea I = (zy,yz) C k[x,y, z].

&
:
ie)
—
=}
X
N
@
®
~
I
)
o no
8
=
8
n
N
N>
N
=
8
=
22

(2%, 2y, 22, 2%) = (2%, 2,22, 22) N (2%, y, 22, 27)

= (z,2%) N (2%, y,z,2%) N (2%, y, 2, 2%)
(
(

z
2,2°) 0 (2, y,2%) N (2%, y, 2)
z

Es importante observar que un ideal puede tener mas de una descomposicién
primaria. Para el ideal del Ejemplo |5 tenemos esta otra:

(%, 2y) = (2) N (2%, 2y, 5%).

En lo que resta de la seccion nos ocuparemos de lo que se puede decir en cuanto a
la unicidad de la descomposicion primaria de un ideal, que se resume en el Primer
y Segundo Teorema de Unicidad.

Lema 6. Sea q un ideal p-primario y x un elemento de R, entonces

1. Six € q, entonces (q: x) = 1.
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2. Six & q, entonces (q: x) es p-primario (luego \/(q: z) =Dp).
3. Six ¢ p, entonces (q: x) = q.

Demostracion. 1. Veamos que R C (¢ : z). Dado y € R, si « € ¢, entonces yx € gq.
Luego y € (¢ : z).

2. Tomemos ab € (q : x), luego zab € q. Si a ¢ (¢ : x), entonces za ¢ q. Como
q es primario, tiene que ser b" € ¢ C (q : x) para algin n € N. Luego (¢ : z) es
primario. Para ver que tienen el mismo radical, sea a € (¢ : x), luego az € q. Por
hipétesis = ¢ ¢, luego a € p. O sea que ¢ C (¢ : ) C p. Tomando radical tenemos

(q:2) =p.

3. Siempre vale ¢ C (¢ : ). Veamos la otra inclusién. Sea a € (q : ), entonces
ar € q. Si a ¢ q, entonces x € p. O
Definicién 6. Una descomposicién primaria I = (), ¢; se dice minimal si se
cumplen:

1. Los p; = ,/q; son todos distintos.
2. Para todo 1 <i<mn, ;¢ Z .

Observacion 4. Dada una descomposiciéon primaria, usando el Lema |3| podemos
lograr que se cumpla 1 y omitiendo los términos redundantes podemos conseguir 2.
Luego toda descomposicién primaria puede ser reducida a una minimal.

Teorema 1 (Primer Teorema de Unicidad). Sea I C R un ideal descomponible y sea
I =, ¢ una descomposicion primaria minimal con p; = V@ para todo 1 <1 < n.
Entonces los p; son los ideales primos de S = {+/(I : x) | x € R} y por lo tanto son
independientes de la descomposicion.

Demostracion. Dado ¢ con 1 < ¢ < n, como la descomposicion es minimal existe
x; € Njxiq; tal que x; ¢ ;. Luego usando el Lema@ tenemos

(I:x;)=

ﬁ
1o

J
= (¢i - ),
y (¢ : @;) es p;-primario. Luego /(I : ;) = p; es uno de los ideales primos de S.
Veamos la otra contencion. Dado x € R,

:(nqi:a:
=g

=1
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Luego

Por el Lema [6] tenemos

VIx) =i (1.1)

x¢q;
Si /(I : x) es primo, entonces /(I : x) = p; para algin 1 < i < n. Luego cada ideal
primo de S es uno de los p;. O

Observacion 5. Considerando R/I como R-médulo lo que afirma el Teorema |1] es
equivalente a la siguiente afirmacién: los p; son exactamente los ideales primos que
son radicales de los anuladores de elementos de R/I.

Definicién 7. Dado I C R un ideal, los primos p; que aparecen en el Teorema [1|se
llaman primos asociados a I, o a R/I. Notamos Ass(R/I) al conjunto {pi,...,pn}-
Los elementos minimales de Ass(R/I) se dicen primos minimales o aislados asocia-
dos a I, los otros se llaman embebidos.

En el Ejemplo i, I = (2% zy) = (z) N (22,y), los primos asociados a I son
p1 = (z) y po = (z,y), con p; minimal y ps embebido. Notemos que un ideal I es
primario si y sélo si tiene un tunico ideal primo asociado.

Observacion 6. Los nombres aislados y embebidos vienen de la geometria. Si to-
mamos R = k[z1,...,z,] un anillo de polinomios con k cuerpo, el ideal I define
un conjunto algebraico en el sentido clasico V(I) C A}. Los primos minimales p;
corresponden a las componentes irreducibles de V() y los primos embebidos co-
rresponden a subvariedades de estas componentes irreducibles. En el Ejemplo
la variedad definida por I = (2% xy) es la recta afin V(x), y el ideal embebido
p2 = (,y) corresponde al (0,0) =V (z,y) C V(z).

Proposicion 7. Sea I C R un ideal descomponible, entonces todo ideal primop O 1
contentendo a I contiene un ideal primo minimal asociado a I. Luego los primos
mainimales asociados a I son precisamente los elementos minimales en el conjunto
de todos los primos que contienen a I.

Demostracion. Sip 2 I = (), ¢, entonces p = \/p 2 /(L1 G = iy V&G =
ﬂ?zlpi. Luego p O p; para algin i, y por lo tanto contiene un primo minimal
asociado a I. O

Observacion 7. En particular esto nos dice que todo conjunto algebraico irreducible
contenido en V(I) tiene que estar contenido en una de sus componentes irreducibles.

Corolario 5. Sea Nil(R) el nilradical de R. Si el ideal (0) C R es descomponible,

entonces Nil(R) es la interseccion de de todos los primos minimales asociados a (0).
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Demostracidn. Como consecuencia de la Proposicion [7], para cada p C R ideal primo
existe p un primo minimal asociado a (0) tal que p C p. Luego

Ni(R)= (Vp= ()] ».

pCR pCR
primo primo minimal
asociado a (0)

]

Proposicién 8. Sea D el conjunto de los divisores de cero de R. Si el ideal (0) C R
es descomponible, entonces D es la union de de todos los ideales primos asociados

a (0).

Demostracion. Sea (0) = (., ¢; una descomposicién primaria minimal. Dado p; un
primo asociado a (0), por el Primer Teorema de Unicidad existe z; € R tal que p; =
/(0 : z;). Luego si a € p;, a es un divisor de cero. Esto prueba | J;_, p; € D. Veamos
la otra inclusién. Si a € D, entonces a € (0 : x) para algin x # 0. Observemos que
(0:2) =(N— ¢ x) =i_1(¢ : ). Como x # 0 existe i tal que x ¢ ¢;, luego por
el Lema@ (g; : «) es p;-primario. Entonces a € (g; : ) C \/(¢; : ) = p;. O

Proposicion 9. Sea S C R un conjunto multiplicativamente cerrado y sea q un
1deal p-primario.

1. Si SNp#0, entonces S~tq = S™R.
2. 81 SNp=10, entonces S~q es (S~'p)-primario.

Demostracién. 1. Si s € SNp, entonces s € SNq para algin n. Luego s"/1 € S™1¢,
y es una unidad en ST'R.

2. Si SNp = 0, entonces SN g = B. Veamos que todo divisor de cero en
STIR/S7'q ~ S7Y(R/q) es nilpotente. Sea a/b € S7'(R/q) un divisor de cero,
entonces @ € R/q es un no divisor de cero, luego es nilpotente y @/b también lo es.

Ademds \/S~1qg = S7'\ /g = S~'p. Luego S~'q es S~'p-primario. O

Teorema 2 (Segundo Teorema de Unicidad). Sea I C R un ideal descomponible
y sea I = (i ¢ una descomposicion primaria minimal con p; = \/q; para todo
1 < i < n. Entonces los ideales primarios correspondientes a los primos aislados
estan univocamente determinados.

Demostracion. Por el Primer Teorema de Unicidad sabemos que el conjunto de
primos asociados es independiente de la descomposicion, y por lo tanto también lo
es el conjunto de los primos asociados minimales {py,...,p,}. Para cada p; primo
minimal consideremos S; = R\ p;. Notemos que si j # ¢ entonces S; Np; # 0.
Supongamos que S; N p; = (. Entonces (R \ p;) Np; = 0, luego p; C p;, que es
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absurdo porque p; es minimal. Usando la Proposicién [9] tenemos

J=1
=S a

Luego las componentes primarias correspondientes a los primos aislados asociados
a I estan dadas por ¢; *(S; 1), donde ¢;: R — S; 'R es el morfismo candnico de la
localizacién. Por lo tanto son independientes de la descomposicion. O

Observacion 8. En el Ejemplo [5| vimos dos descomposiciones para el ideal I =
(22, zy) C klz,y], I = (z) N (z%,y) = () N (2%, 7y, y?). En este caso la componente
(x), correspondiente a un primo minimal asociado es independiente de la descom-
posicion, mientras que las otras no.

1.4. Polinomio de Hilbert

En esta seccion damos la definicion y las propiedades basicas del polinomio de
Hilbert. Lo hacemos en el contexto de geometria algebraica clasica, aunque los mis-
mos resultados valen para esquemas proyectivos en general. En el Capitulo[d] veremos
como podemos usar las Matrices de Representacion para obtener el polinomio de Hil-
bert de la fibra de un punto de P3. De esta forma conoceremos la dimensién y el
grado de la misma, que es toda la informacion geométrica que buscamos.

Comenzamos con algunas definiciones y resultados que necesitamos para definir
la funcién de Hilbert.

Proposiciéon 10. Sea R un anillo Noetheriano y M un R-mddulo finitamente ge-
nerado, entonces M es Noetheriano.

Demostracion. Sean {fi,..., f.} un conjunto de generadores de M y N < M un
submodulo, veamos que N es finitamente generado. Procedemos por induccién en r.

r = 1: Consideremos el morfismo R-lineal a: R — M, «a(l) = f;. Como M
estd generado por fi, a es sobreyectivo. Luego a~'(N) C R es un ideal finita-
mente generado. Sea {u1,...,us} un conjunto de generadores de a~!(N), entonces
{a(uy),...,a(us)} es un conjunto de generadores de N.

r > 1: Consideremos la proyeccién al cociente w: M — M/Rf;. Por hipétesis
inductiva 7(N) C M/Rf, es finitamente generado. Por otro lado Rf; es un R-
modulo generado por un sélo elemento, luego NNRf; < Rf; es finitamente generado.
Tenemos la sucesion exacta corta

05> NNRfI 5 NI x(N)=0,

donde 7(N) y N N Rf; son finitamente generados, luego N también lo es. m
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Definicién 8. Un anillo graduado es un anillo R junto con una descomposicién en

suma directa .
R=ER,
n=0

como grupos abelianos donde R,, R, C R,,.+, para todo m,n > 0. Dados R un anillo
graduado y M un R-médulo decimos que M es un R-mddulo graduado si admite

una descomposicién
o
M =P M,
n=0

como grupos abelianos de manera que R,,M,, C M,,, para todo m,n > 0.

Notemos que si M un es k[zg, ..., x,]-mdédulo, entonces restringiendo escalares
M tiene estructura de k-espacio vectorial.

Lema 7. Sea M un klxo,...,x,]-mddulo graduado finitamente generado, entonces
todas sus componentes homogéneas M tienen dimension finita sobre k.

Demostracion. Dado s € Z>o debemos ver que M, tiene dimensién finita sobre
k. Sea {mq,...,m;, my1,...,m,} un conjunto finito de generadores de M como
klxo, ..., x,]-mbdulo ordenados de manera que los primeros my, ..., m; tienen grado
menor o igual a s y el resto de los m; tiene grado mayor. Entonces M, va a estar
generado como k[zg,...,x,]-médulo por {my,...,m;} y una base de M, como k-
espacio vectorial es {ay1mq,...,a15m1,...,a;,...,a;m}, donde para cada 1 <
i <1 {ai,..., a4} es una base de k[xo, ..., Tp|s—deg(m,) sobre k. O

Definicién 9. Sea M un k[xy, ..., z,]-mdédulo graduado finitamente generado defi-
nimos su funcion de Hilbert como

Hy: ZZO%Z
s +— dimy, M, .

Los ejemplos de anillos y moédulos graduados en los que estaremos interesados
son S = klxg,...,x,] y sus ideales M = I y anillos de coordenadas de homogéneos
de variedades algebraicas M = S/I.

Definicién 10. Dado M un R-médulo graduado, notamos con M [d] al médulo que
se obtiene desplazando la graduacién de M en d lugares. Més formalmente M|[d] es
isomorfo a M como R-médulos y (M([d])s = Msiq.

Si f: M — M es un morfismo R-lineal de grado d, muchas veces va a ser con-
veniente escribir f: M[—d] — M de manera que f tiene grado cero, luego manda
elementos homogéneos de M[—d] en elementos homogéneos de M del mismo grado.

A continuacion probamos una serie de resultados que usaremos en la demos-
tracion del Teorema [3| Dicho teorema es de fundamental importancia ya que nos
permitira definir el polinomio de Hilbert.
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Definicién 11. Un polinomio numérico es un polinomio p € Q[z] tal que p(n) € Z
paran € Z, n > 0.

Lema 8. Dado p € Q[z] un polinomio numérico ezisten enteros cy,. .., c, € Z tales

que
(2) = z n z n n
p(z) = cg . c1 S Cp.

Demostracion. Primero observemos que

()-+-

(i) :%2(2—1)...(z—7~_1)

1, L
=% + términos de orden menor.
rl

Luego por induccién en r podemos escribir a 2" como ¢ (j) + (Tfl) +---+ ¢, con
oy ..., ¢ € Q, y por lo tanto cualquier p € Q[z] puede ser escrito de esta forma.
Luego basta ver que si p(n) € Z para todo entero n > 0, entonces ¢y, ..., ¢, € Z.
Probemos esto ultimo por induccién en r el grado de p. Para los casos r = —1

(polinomio nulo) y r = 0, tenemos que p = ¢y € Z. Si r > 0 consideremos Ap(n) =

p(n + 1) — p(n). Como
() -(0)-0)-(5)

z z
AP(Z)200<T_1> +Cl(r—2) + 4.

Luego Ap es un polinomio de grado r — 1 con coeficientes racionales que también

Tenemos

toma valores enteros para z > 0. Por hipotesis inductiva cg,...,c,_1 € Z. Y como
¢, = p(z) — Ap(z), evaluando en algin z lo suficientemente grande tenemos que
¢ € 7. ]

Lema 9. Si f: Z — 7Z es una funcion tal que existe un polinomio numérico q € Q[z]
tal que Af(n) = f(n+ 1) — f(n) coincide con q(n) para todo n lo suficientemente
grande. Entonces existe un polinomio numérico p € Q|z] tal que f(n) = p(n) para
todo entero n > 0, y ademds deg(p) = deg(q) + 1.

Demostracion. Por el Lema |8 podemos escribir

Q(Z):co(i) +Cl(ri1) Yot
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con cg,...,C. € Z. Sea

s =al, ) ra(D)+re(d),

luego Ap = ¢, por lo que

para enteros n > 0. Luego para n lo suficientemente grande (f —p)(n) es constante,
digamos ¢, 41. Llamando p(n) = p(n) + ¢,41, tenemos f(n) = p(n) para todo n > 0.
Ademés deg(p) = deg(p) = deg(q) + 1. O

Lema 10. Sean S un anillo graduado Noetheriano y M wun S-mddulo graduado
finitamente generado. Entonces existe una filtracion

0=M°cM'c---CcM =M
de submodulos graduados tales que para todo 1
MM =~ (S/pi)[li]
como S-modulos graduados, donde p; C S es un ideal primo homogéneo y l; € 7.

Demostracion. Notemos con Y a la coleccién de submoddulos graduados de M que

admiten una tal filtracion. Tenemos que 0 € X, por lo que ¥ es no vacio. Dado que M

es finitamente generado sobre S anillo Noetheriano, M es un médulo Noetheriano,

luego ¥ posee un elemento maximal M’. Sea M” = M /M’'. Veamos que M" = 0.
Si M"” # 0 consideremos

Z ={I,, = Ann(m) | m € M"es no nulo y homogéneo},

que resulta ser un conjunto no vacio de ideales homogéneos de S. Si [, € Z vy
a=as+---+aq € I, entonces am = a;m + --- + agm = 0, luego a;m = 0 para
todo s <1 < d, por lo que I,,, es homogéneo.

Tomemos I,,, € Z un elemento maximal, afirmo que [,, C S es un ideal primo.
Sean a y b son elementos homogéneos de S tales que ab € I, y b ¢ I,,. Tenemos
que bm # 0, luego Iy, € Z. Ademas I,,, C I, luego por maximalidad tiene que ser
I, = I,,. Por otro lado, como ab € I,,, abm = 0, luego a € I, = I,,,. Por lo tanto
1,,, es primo.

Notemos p = I,,,, que por lo observado més arriba es un ideal primo homogéneo
de S. Sea | = deg(p) € Z. Consideremos el morfismo multiplicar por m

S[—1] = M"

S — sm,
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induce un isomorfismo de S-médulos graduados entre Sm C M” y (S/p)[—I]. Sea
N = 771(Sm), donde 7 es la proyeccién al cociente. Luego N/M' ~ Sm ~ (S/p)[—],
por lo que N admite una filtracién de la forma 0 C M’ C N que cumple lo pedido,
luego N € . Pero M’ C N, ya que Sm # 0, contradiciendo la maximalidad de M’.
Por lo tanto M"” = 0, como queriamos probar. H

Lema 11. Dada
0= M3 MES M =0

sucesion exacta corta de S-modulos vale:
1. Ann(M) C Ann(M') N Ann(M")
2. Ann(M') Ann(M") C Ann(M).
En particular
V(Ann M) = V(Ann M') UV (Ann M").

Demostracion. 1. Dado s € Ann(M). Para todo m’ € M', o(sm’) = sp(m') =

"

Luego sm’ = 0. Por otro lado, para todo m” € M" existe m € M tal que ¢(m) = m”.
Luego sm” = sy(m) = ¢(sm) = 0. Por lo tanto s € Ann(M’) N Ann(M").

2. Sean s € Ann(M’), t € Ann(M"). Dado m € M, debemos ver que stm = 0.
Tenemos que ¥(tm) = ti(m) = 0, luego existe m’ € M’ tal que tm = p(m').
Entonces stm = sp(m') = 0, por lo que st € Ann(M). O

Finalmente estamos en condiciones de probar el teorema importante de esta
seccion, que necesitamos para definir el polinomio de Hilbert.

Teorema 3 (Hilbert-Serre). Dado M un mddulo graduado finitamente generado
sobre S = klxy, ..., x,|, existe un inico polinomio Py € Q|z] tal que Hyr(s) = Pu(s)
para todo entero s > 0. Mds ain, deg(Py) = dim(V (Ann M)).

Demostracion. Supongamos que tenemos
0O—-M —-M— M —0

una sucesién exacta corta de S-mdédulos tal que el teorema es valido para M’ y
M". Entonces Hy; = Hyp + Hpyr, por lo que H)y; eventualmente coincide con un
polinomio. Ademds

V(Ann M) = V(Ann M') UV (Ann M"),
por lo que

dim(V(Ann M)) = méx{dim(V (Ann M")), dim(V (Ann M"))}
= deg(Par + Pur)
= deg(Pu).

Por lo tanto el teorema también vale para M.
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Consideremos entonces una filtracién de M como en el Lema [I0l Haciendo in-
duccién en los submoddulos de la filtracién basta probar que el teorema es valido
para S-mdédulos graduados de la forma (S/p)[l], con p C S ideal primo homogéneo
y | € Z. Mas atn, como Hy(m) = Hy(m+1), podemos ignorar los shifts y probar
unicamente el caso M = S/p.

Sip = (x,...,2,) es el ideal irrelevante, Hy; = 0 para todo m > 0, luego
py = 0. Bajo la convencion de que el grado del polinomio cero y la dimension del
vacio son ambos —1, tenemos que deg(Py) = dim(V (p)).

Sip # (xg,...,2,). Sea x; ¢ p, consideremos la sucesién exacta corta

0— M[-1] = M — M/x;M — 0.

Tenemos
Hypjo,u(m) = Hy(m) — Hy(m —1)
y

V(Ann(M/z;M)) = V(p) NV (x;).
Luego V(Ann(M/z;M)) es una hipersuperficie en V(p), por lo que
dim(V (Ann(M/z;M))) = dim(V(p)) — 1.

Luego por induccién en dim(V (p)) podemos asumir que Hpr/z,pr = AH -1y even-
tualmente coincide con un polinomio de grado dim(V (Ann(M /z;M))). Por lo tanto,
segtn el Lema[9 Hj; eventualmente coincide con un polinomio de grado

dim(V(Ann(M/z;M))) + 1 = dim(V (p)) = dim(V (Ann(M))).
[

Definicién 12. El polinomio Py, se llama el polinomio de Hilbert del médulo M.
Si X = V(I) C P" es una variedad proyectiva, tomamos M = S/I y definimos el
polinomio de hilbert de X como Px = Py,.

Concluimos la seccién con algunas propiedades del polinomio de Hilbert que
usaremos en el Capitulo [4

Definicién 13. Dada X C P" una variedad proyectiva de dimensién r y sea Px su
polinomio de Hilbert, se define el grado de X como

gr(X) =r! LC(Py),
donde LC(Px) es el coeficiente lider de Py.

Proposicion 11. Sea X C P" una variedad proyectiva. Entonces
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a) El grado de X es un entero positivo.
b) Si X =V(F) con F € Sy homogéneo de grado d, entonces el grado de X es d.

c) Si X = {p1,...,pa} es un conjunto finito de d puntos distintos entonces Px
es el polinomio constante d, en particular X tiene grado d.

Demostracion. Como Py es un polinomio numérico de grado r, por el Lema (8| po-
demos escribir

r
Co

:Fm(m—l)...(m—r+1)+...

= C—(:m + términos de orden menor,
r!

donde ¢; € Z. Luego deg(X) = ¢y es un entero, es positivo ya que para todo m > 0,
Px(m) = Hx(m) es positivo.
Para la parte (b) consideremos la siguiente sucesién exacta

0— S[—d] 58— S(X) =0,

donde S(X) = S/(F) es el anillo de coordenadas homogéneo de la variedad X.
Mirando en grado m (para m > d) tenemos

0= Sop_g 5 Sy — S(X)m — 0.
Luego para m > 0 tenemos

2070

[ﬁm—l—z ﬁm d+1)
i= =1

1

{m”erm”_ler— (m”+ (—nd+@) m”‘%&..)}

= m"™ ! + términos de orden menor.

Por ser una hipersuperficie X tiene dimensiéon n — 1, luego deg(X) = d.

Para la parte (c¢) consideremos vy,...,vg € A"\ {0} representantes de los
P1,---,Pg- Tomemos m > d — 1y sea
@ klzo, .. xp)m — k¢

foe (Fo), o fva))
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el morfismo k-lineal evaluar en los v;. Para todo 1 < j < d multiplicando formas
lineales L; que se anulen en p; pero no en p; podemos construirnos un polinomio
homogéneo f; de grado m tal que f;(v;) = 6;;. Luego ¢(f;) = e;, por lo que ¢ es
sobreyectivo. Para todo m > 0 tenemos

Px(m) = dimg(S(X),n)
= dimg (k[zo, . . ., Tn]m) — dimg(1( X))
=d.

Toy..-, T



Capitulo 2

Complejos de aproximacion

En este capitulo explicamos la construccion y propiedades del complejo de Kos-
zul que luego utilizamos para definir los complejos de aproximacién. Estos ultimos
nos proveeran de una resolucién libre del Algebra Simétrica del ideal I. Este alge-
bra aparece en nuestro contexto de estudio por motivos netamente técnicos que
mencionamos brevemente a continuaciéon y que fueron resumidos en la introduccion.

La motivacién geométrica de este trabajo consiste en entender los lugares sin-
gulares del esquema imagen de la aplicacién ¢, lo cual como se explica en [BJ03),
Seccién 2] implica estudiar la imagen de la proyeccién del gréfico via my que figura
en el siguiente diagrama

I — P,

ml \ﬂz

2 3
]P)k _Zf)_> Pk

El dlgebra asociada al grafico es el Algebra de Rees de I € S, que notamos Reesg(I).
Es el dlgebra generada por las potencias de I (ver [Eis94, Pagina 171, Seccién 6.5]
y [BotLic] para mas detalles). Bajo las hipétesis consideradas sobre el lugar base
de ¢, V(I), el Algebra de Rees es proyectivamente isomorfa a Symg(7), el Algebra
Simétrica de I (ver [BotLid, Seccién 3.3] y [BJO3 Seccién 3]). La ventaja de esta
dltima con respecto al Algebra de Rees es que bajo las hipétesis adecuadas Symg(I)
admite una resolucion de tipo universal, el llamado complejo de aproximacién de
ciclos que tratamos brevemente al final de este capitulo. Su presentacion tiene como
Unico objetivo mostrar mas abstractamente de donde se obtienen las Matrices de
Representacion que definimos en la Seccién y que son las que usamos para obte-
ner la informacion geométrica deseada. Debido a que los complejos de aproximacion
se construyen a partir de complejos de Koszul, comenzamos el capitulo dedicandole
una seccién al complejo de Koszul, para luego presentar dichos complejos.

A menos que se indique lo contrario R serd un anillo conmutativo, con unidad,
no necesariamente Noetheriano ni local, y todos los complejos de R-mddulos seran
indexados positivamente. Muchas veces omitiremos el subindice y escribiremos ® en
vez de ®p.

26
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2.1. EIl complejo de Koszul

En esta seccion definimos el complejo de Koszul y vemos algunas de sus propie-
dades. Comenzamos dando la definicién de sucesién M-regular, que necesitaremos
principalmente en el Teorema [ y en el Corolario [6]

Definicién 14. Sea R un anillo y M un R-moédulo. Un elemento x € R se dice
M-regular si zm # 0 para todo m € M no nulo. Decimos que (z1,...,x,) € R" es
una sucesién M-regular (o simplemente M-sucesién) si cumple:

1. x; es regular en M y z; es regular en M/(xq,...,2;_1)M para todo 2 < i < n.
2. (z1,...,x5)M # M.

A continuacién definimos el producto tensorial de complejos de cadenas, lo usa-
remos dar una definiciéon inductiva del complejo de Koszul.

Definicién 15. Dados C, v D, dos complejos de cadenas el producto tensorial de
complejos es el complejo (C'® D), cuya componente de grado k es

(CeDy= & G oD,
p+q=k
= (Cr ®Dy) ® (Che1 @ Dy) @ -+ (Co ® D).

y los diferenciales en un elemento homogéneo x ® y estan dados por
d(z®y) =d°(x) @y + (~1)**Wr @ d°(y).

Notemos que el producto tensorial de complejos es el mismo que el complejo
total del complejo doble, los cuales definimos a continuacién.

Definicién 16. Dados C v D, dos complejos de cadenas definimos el complejo
doble Cy ® D, cuya componente en grado (ny,ng) es Cp, ® D,,, sus diferenciales
horizontales son d"* = d® ® 1 y los verticales d"*'* = 1 ® d”.

l o l o L
. —— Ch1® Dy —— Cro ® Dy —— Crm1 @ Dy —— ..

10dP 1®dP 1dP

~

g d°®1 - d°®1
— 1 ®D,, ——— C,®D,, ——— C, 1@ D,;;, — ...

10dP 1@dP 10dP
<+ ol <+ o <+
— 1 ®Dpyy —— Co,®Dy 0 —— Cp1 @Dy —— ..
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Definicién 17. Dado C, . un complejo doble, su complejo total asociado Tot(C),
es el complejo
Tot(C)y = € Cpa
ptq=k
+ (_1)degvertdC’

Tot __ 3C
d =d hor*

vert

Al igual que para el caso de R-médulos el producto tensorial de complejos es
asociativo, como indica la siguiente proposicion.

Proposicion 12. Dados C', D y E complejos, existe un isomorfismo
Mpp: (COD)®FE —-C® (DR E).
Demostracion. Para k > 0 tenemos un isomorfismo de R-mddulos

(Ce®D)®E),= P (C® D), E,

pt+q=k

- @ (@cen)en
pt+q=k \r+s=p

~ @ (Cr ® Ds) & Eq
r+s+q=k

~ P CoD.®E,)
r+s+q=k

~ P o (@ DS®E,1)
rt=k s+q=t

=P c.eDeE),
r+t==k

=(C®(DRE)).

Dados enteros r + s+ ¢g = k con r + s = p y elementos v € C,,y € D,z € E,
tenemos * ®@ y € (C' ® D),. El isomorfismo manda (r®@y)® z € (C ® D) ® E);, en
r®R(y®z2) e (C®(D®E));. O

De manera andloga se prueba la conmutatividad del producto tensorial de com-
plejos.
Proposicion 13. Dados C' y D complejos, existe un isomorfismo
Aep: C®D —=D®C.
Demostracion. Dado k > 0
(C® D)y = @ Cp ® Dy

pta=k

~ @ D, ® C,

pt+g=k
= (D & C)k ,
Siz e C,eye D, el isomorfismo manda r ® y en y ® z. ]
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Definimos a continuacién el complejo de Koszul asociado a una sucesion de ele-
mentos del anillo R.

Definicién 18. Dados z1,...,z, € R, sea F' = R" el médulo libre de rango n con
base {e1,...,e,}. El complejo de Koszul asociado a la sucesion (xq, ..., z,) es

K(z1,...,a0): 0= A"F I Am I o AR 2 AOF 5 0

donde
k

dilen, Ao Ney) = (=1 m e A Aeg Aves Aey,
j=1

Identificando A'F ~ F, A°’F ~ R y tomando &, = 1 € R para e¢; € F, resulta ser
dy(e;) = x;. O sea que la ultima flecha d; : R — R es la multiplicacién por el vector
columna (z1,...,x,)"

Ejemplo 8. Si x € R entonces K (x) es isomorfo al complejo

0>R3R—0

concentrado en los grados 0 y 1, donde el morfismo R = R es la multiplicacién por .
En este caso tenemos Hy(K (z)) = R/zR y Hi(K(z)) = Ann(x) como R-mddulos.
Notar que si = es R-regular entonces H;(K(x)) = 0y K(x) es una resolucion libre
de R/(x).

Una propiedad importante de estos complejos es que pueden obtenerse tensori-
zando complejos asociados a sucesiones de longitud menor.

Proposicién 14. Sean x1,...,x,11 € R conn > 1, entonces existe un isomorfismo
K@, 20) ® K (Bng1) = K (o1, . Tnpa)

Demostracion. Sean T' = K(xq,...,x,) @ K(xp41), F' = R" con base {ey,...,e,} v
G = R con base {e,1}. Tenemos

To=NFoN’G~R®R~R,

Ty = (NF o NG) ® (NF o AN'G)
~ANFoAG
~ Rn—i—l'

Si j # 0,1, tenemos A/G = 0, luego para p > 2
T,= P (NFeNG) = (NFeAG) e (NFeANG)

i+j=p

~ ANPF & ANPTLF
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luegosip >n+1,T, =0y parap <n+1, T, es libre de rango

()65 =000)

O sea que para todo p, T, es libre del mismo rango que (K(z1,...,Zp+1)),. Veamos
como es el isomorfismo de complejos ¢: K(1,...,2,11) — T. Sea H = R"™! con
base {v1, ..., V1) 0o(1) =1@1y@: A'H~Ty mandav;ene;®@1sil1<i<ny
Upt1 €N 1®e,41. Para p > 2 también separamos en dos casos: si i, < n el isomorfismo
¢p: AP H ~ T, manda v;, A---Av;, en (e A---Ae; )®1 € NFRAG, y sii, =n+1,
los v, A+~ Av;, vana (eg A---Ae;, ) @enpr € APTTF @ A'G. Se verifica que estos
isomorfismos son compatibles con los diferenciales. O

Tenemos entonces dos definiciones equivalentes del complejo de Koszul: una di-
recta dada en la Definicion [18]y otra inductiva mediante la tensorizacion de comple-
jos. En particular como el producto tensorial de complejos es conmutativo (a menos
de isomorfismo), esto nos dice que el complejo de Koszul no depende del orden de
los elementos de la sucesién. Mas precisamente

K(x1,...,20) ~ K(To(1)s - - Ton))
para toda o € S,, permutacién.

Definicién 19. Dados zy,...,x, € R y un complejo de cadenas C, notamos
C(z1,...,2,) a C ® K(x1,...,2,). Si M es un R-médulo, pensamos a M co-
mo un complejo concentrado en grado 0. En ese caso notamos simplemente M ®
K(zq,...,x,) al complejo que se obtiene tensorizando con M

0= MOAF 2B MroatF & S MoAF 2% o aAF 0.

Definicién 20. Si L es un complejo notaremos con L[—1] al complejo que se obtiene
desplazando los objetos y diferenciales una posicion a la izquierda es decir L[—1},, =
Ln_1,ysi¢: L — L' esun morfismo de complejos entonces p[—1],, = ¢,_1. Esto
define un endofuntor exacto que llamamos shift.

Dado un x € R tenemos una sucesion exacta de complejos
0—R— K(z) — R[-1] =0

Sea C, un complejo de cadenas cualquiera, tensorizando con C'y usando que C® R ~
C'y C® R[—1] =~ C[—1] tenemos una sucesién exacta

0—-C—C(z)—>C[-1] =0

Para cada k € Z tenemos Hy1(C[—1]) = Hy(C), asi que la sucesién exacta larga
en la homologia es

> Hyt(C) — Hyy(C(z) — Hy(C) 25 Hy(C) — ...

L Hi(C) =2 H\(Clz)) — Ho(C) 2 Ho(C) — Hy(C) — 0
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donde el morfismo de conexién d; es la multiplicacién por (—1)¥[x]. De esto se deduce
el siguiente lema.

Lema 12. Si C, es un complejo de cadenas con Hy,(C) = 0 para todo k > 0 entonces
Hy(C(z)) =0 para todo k > 1. Luego tenemos una sucesion exacta

0 — H\(C(z)) — Ho(C) 5 Hy(C) = Ho(C(z)) — 0
Si ademds x es Hy(C)-regular, entonces H,(C'(z)) = 0 para todo k > 0 y Hy(C(x)) ~
Ho(C)/[]Ho(C).

Estamos en condiciones de probar una propiedad fundamental del complejo de
Koszul para el caso particular en el que x1,...,x, es una M-sucesion.

Teorema 4. Sean R un anillo conmutativo, M un A-mdédulo y x1,...,x, € R una
sucesion M -reqular. Entonces

Hiy(M ® K(x1,...,2,)) =0 para todo k > 0
Ho(M @ K(xq,...,2,)) =~ M/(x1,...,2,)M

Demostracion. Consideremos el R-moédulo libre M™ con base {my, ..., my}. La tlti-
ma parte del complejo M ® K(xy,...,x,) es isomorfa a

Luego Ho(M ® K(z1,...,x,)) ~ M/(x1,...,2,)M como R-mddulos. Probamos la
otra afirmacién por induccion en n. El caso n = 1 sale como consecuencia directa de
el Lema , tomando C' = M; o también a mano, escribiendo al complejo M & K (x1)

como en el Ejemplo [8
0—+MZM—0

y usando que x; es M-regular. Para el paso inductivo, sea C = M@ K (z1,...,%p_1).
Tenemos Hy(C') ~ M/(xy,...,x,_1)M por lo que x, es Hyo(C)-regular. Usando la
hipétesis inductiva H(C) = 0 para todo k > 0, luego por el Lema [12| vale que
Hi(C(z,)) =0 para todo k > 0. Ademaés

Clrn) =M@ K(xy,...,200-1)) @ K(x,,)
~ M@ (K(xy,...,201) @ K(x,))
~ M K(xy,...,z,).

Oseaque C(x,) ~ MRK (x4, ...,x,) como complejos, luego Hy(MQK (x1,...,x,)) =
0 para todo k > 0. O

Esto es sumamente importante, ya que nos provee de un método para construir
una resolucién libre del médulo M/(xy,...,x,)M, como se indica en el siguiente
corolario.



CAPITULO 2. COMPLEJOS DE APROXIMACION 32

Corolario 6. Sizy, ..., x, esuna M-sucesion, entonces el complejo MK (xy, ..., x,)
es una resolucion libre del R-mddulo M /(xy,...,x,)M. Es decir la sucesion

0= MRAN'F—...5MNF - MANF — M/(zq,...,2,)M — 0.

es exacta.
Tomando M = R vemos que el complejo de Koszul es una resolucion libre del R-
mdodulo R/(x1,...,x,), es decir tenemos la siguiente sucesion exacta

0= A"F— ... NF 3 ANF S AF = R/(xy,...,2,) = 0.

2.2. Complejos de aproximacion

Ahora que dimos la definicién del complejo de Koszul asociado a una sucesion
estamos en condiciones de definir los complejos de aproximacion, que usaremos en
el Capitulo (4] para definir las Matrices de Representacion.

Sean k un cuerpo, S := kl[so, s1, S2], R := k[, 1, T2, 23] los anillos de polinomios
que definen P% y P} respectivamente e I = (fo, f1, f2, f3) C S un ideal homogéneo.
Comenzamos considerando el complejo de Koszul graduado

K(I): 0— S[—4d] % S[—3d])* & S[—2d]° & S[—d]* &5 § — 0. (2.1)

Los diferenciales estan dados por las matrices

fo f3 0 0

—f3 -fi 0 fs 0

d4: f2 d3 — fO 0 0 f3
—h 0 —-fi =f2 0
Jo 0 fo 0 —f

0 0 fo N

- —fa 0 —f3 0 0

o 0 —fo 0O —fz O _
dy = 0 fo £ 0 0 —fs d1—(f0 fi f2 f3)-

0o 0 0 fo hHh L

Tensorizamos sobre k con R = k|xg, 21, 9, x3] obteniendo el complejo R ®; K (I):

0— R[So, S1, 82][—4d] u_4> R[So, S1, 82] —3d]4 u_3>

[
R[s0, 51, 82][—2d]® =2 R[s¢, 51, 52][—d]* = R|s0, 51, 82] — 0.
Las matrices de los diferenciales d; y u; son los mismas para 1 < ¢ < 4. Notemos

que R ®y S = k[xg, x1, T2, x3][S0, $1, S2] es un anillo bigraduado con una graduacién
que corresponde a la de R = k[xg, z1, 29, 23] y otra a la de S = k[so, s1, $2|. Para
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distinguirlas notamos con [—| al desplazamiento en la graduacién correspondiente a
las variables sg, s1, s2 y con (—) al correspondiente a las variables xg, 21, x9, 3.

De forma andloga construimos otro complejo bigraduado partiendo esta vez del
complejo de Koszul K (g, 1, z2, x3) y tensorizando con S = k[sg, s1, $2|. Lo notamos

0— S[$0,I1,[E2,ZIZ3](—4) 14% S[$0,I1,$27ZE3](—3)4 13-)

S[mo,xl,xg,a:g](—Q)G 22 S[xo,ml,xQ,xg](—1)4 2 Slxo, 1, X9, x3] — 0.

Las matrices de los diferenciales v; se obtienen de las matrices de los diferenciales
de d; de reemplazando f; por z; para 0 < j < 3. Como (x¢, 1, 2, 23) €s una
secuencia regular en S|xg, z1, 9, 23], el complejo S ®y K (x) es aciclico, es decir que
los grupos de homologia H;(S ®; K(x)) son nulos para todo ¢ > 0. Notar que los
complejos R®y K(I)y S ®; K(z) difieren inicamente en los diferenciales. A partir
de éstos construimos el complejo de aproximacion de ciclos (y los otros complejos
de aproximacion).

Definimos Z; = kerd; y sea Z; = R ®y Z;[id] para 0 < i < 4, estos iltimos son
(S ®% R)-mdbdulos bigraduados. Ponemos [id] para acomodar los desplazamientos en
la graduacién que habiamos hecho cuando armamos el complejo R ® K(I). Para
todo 0 <7 < 4 se cumple

Ui © Vig1 + V; 0 Uiy = 0,

por lo que v;41(Z;41) C 2Z; para todo 0 < i < 4. Los mapas v; inducen mapas bigra-
duados que también notamos v;. De esta manera obtenemos el siguiente complejo
bigraduado

Ze: 0= Z4(—4) = Z5(=3) = Z5(=2) 2 Z1(~1) = 25 — 0, (2.2)

que llamamos complejo de aproximacion de ciclos. De forma andloga pueden for-
marse otros complejos de aproximaciéon

B, = (imu,v)

M, = (HJ(K(I,R)),v).

Estos complejos fueron introducidos originalmente por Simis y Vasconcelos en
[SV&1] y desarrollados junto con Herzog en [HSV82] y [HSV&3] para estudiar dlgebras
de Rees a través de algebras simétricas. Para més informacién puede consultarse
[BCO5, Seccién 2.1], [BJO3, Seccién 4.1], [HSV82], [HSVS3] y [BotLic|. En esta tesis
estamos interesados unicamente en el complejo de aproximacion de ciclos Z,, en
particular en su ultimo diferencial

Zl(—l) v_1> Z() == R[S(), S1, 82]
(90, 91, 92, 93) +> GoTo + G172 + GaT2 + g3T3.

Notar que

Zy = {(90,91,92.93) € 5" | gofo+ gifo+ gafa+ gsfs =0} .
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Luego
3 3
Ul(Zl) = {Zgll‘l € R[S()v 51782] | Zngz — O}
i=0 =0

son las syzygies asociadas a (fo, f1, f2, f3)-

Cuando V(I) es localmente una intersecciéon completa el complejo es una
resolucion libre finita del Algebra Simétrica de I. Este resultado, que resumimos
en la siguiente proposicion, es fundamental para nuestro trabajo. Por cuestiones
técnicas que exceden el alcance del mismo omitimos la demostracién. La misma
puede encontrarse en [BotLid, Proposicién 3.1.3 y Férmula 3.6] o [BJO3|, Seccién
4.2].

Proposicion 15. Si los puntos base son finitos y locamente una interseccion casi
completa el complejo de aproximacion de ciclos (2.2) es una resolucion del Algebra
Simétrica de I.

En la Seccion {4.1] utilizamos la presentacién que nos da el tltimo morfismo del
complejo de aproximaciéon de ciclos para construir las Matrices de Representacion.






Capitulo 3

Ideales de Fitting

El objetivo de este capitulo es dar la definicién de los Ideales de Fitting y pro-
bar sus principales propiedades. En el Capitulo {4] utilizaremos estos ideales para
encontrar la ecuacion implicita y puntos miltiples de superficies parametrizadas.

Basicamente, si tenemos M moédulo finitamente generado sobre un anillo Noet-
heriano R y conseguimos una presentacion libre finitamente generada de M

p: F— G,

el i-ésimo Ideal de Fitting de M se define como el ideal generado por los menores
de tamano rg(G) — i de la matriz de ¢ en cualquier par de bases. Para la buena
definicién de estos ideales debemos ver que no dependen de la presentacion elegida,
resultado que se conoce como el Lema de Fitting (Proposicién . Presentamos
dicho lema recién en la Seccién [3.3] ya que para la demostracién del mismo son
necesarios los resultados que probamos en las primeras dos secciones.

Nos basamos en los Capitulos 19 y 20 de [Eis94], al igual que en el libro asumimos
que todos los anillos son Noetherianos.

3.1. Resoluciones libres y minimales

Definicién 21. Dado M un R-mdédulo una resolucion de M es una sucesion exacta
de R-moédulos

Fi ..o FE .. 5SS M0
A veces omitiremos la tltima parte
F: ...%Fnﬂ)anlé...—)FlﬂFo,

entendiendo que la homologia es cero en todos los lugares excepto en Fy y que
M = coker ¢,,.

Si los F;, son proyectivos decimos que F es una resolucion proyectiva, si los F,
son libres F es una resolucion libre. Si ademas R es un anillo graduado, los F;, son
R-médulos libres graduados y los mapas son homogéneos de grado cero decimos

36
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que es una resolucion libre graduada (notar que necesitamos ademds que M sea un
R-médulo graduado).

Si existe un ng tal que F,, = 0 para todo n > ng y F,, # 0 diremos que la
resolucion es finita de longitud nyg.

Truncando una resolucién en el primer paso se obtiene una presentacion de M,
esto es un morfismo F' % G tal que coker o = M.

Observacién 9. Todo R-moédulo M tiene una resolucion libre, y si R y M son
graduados existe una resolucién libre graduada de M.

Sea {u;}ier un conjunto de generadores de M, sea [y = RD | junto con g el
epimorfismo que manda los elementos de la base de Fy en los u;. Tenemos

Fy 25 M — 0.
Repetimos para ker ¢y obteniendo Fj 24 er wo — 0y componemos con la inclusion

Fy 25 M — 0
27

F ? ker g — 0

0

Siguiendo obtenemos la resolucién libre deseada. Notar que si R y M son graduados
podemos ir tomando los F; de manera que la resolucién quede graduada.

Ejemplo 9. Como vimos en el Corolario [6] del capitulo anterior, si z = z1,...,z,
es una sucesién regular, entonces el complejo de Koszul K (z) es una resolucién libre

de R/(x1,...,z,)R.

Definicién 22. Un complejo
Fio..oE, 2 F, — ...

sobre un anillo local (R, p) se dice minimal si las flechas del complejo F ® R/p son
todas nulas, es decir ¢, (F,) C pF,_; para todo n.

Observacién 10. Si F es un complejo minimal de médulos libres finitamente ge-
nerados cualquier matriz representando a ,, tiene todas sus entradas en p.

Ejemplo 10. Si x = (z1,...,2,) € R" con x; € p para todo i, entonces K (z) es un
complejo minimal. Recordemos que para cada n el diferencial de K(z) en el lugar
n manda los generadores e;, A -+ Ae;, en Zle(—l)j_l Ti e N Neg N N,
por lo que su imagen cae en pK (), 1.

Para obtener una resolucion libre de M podriamos proceder como en la Observa-
cién[9tomando en cada paso conjuntos de generadores minimales. Asi construirfamos
una resolucion libre que podriamos haber llamado minimal. Sin embargo esto no re-
sulta muy 1util en general, ya que los conjuntos de generadores minimales no suelen
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tener buenas propiedades de unicidad. Por ejemplo el cardinal de un conjunto mini-
mal de generadores no esta bien definido (en los enteros (5) = (10, 15)). El siguiente
lema nos dice que sobre un anillo local o graduado, donde gracias a la Proposicién
el cardinal de un conjunto minimal de generadores esté bien definidio, las resolucio-
nes obtenidas de esta manera resultan ser minimales en nuestro sentido original. En
particular tenemos que siempre existen resoluciones minimales y un método para
construirlas.

Lema 13. Dada una resolucion libre

F: . .. E2FE ... 5 F

sobre un anillo local, son equivalentes:

1. F es un complejo minimal.

2. Para cada n la clase de cualquier base de F,,_1 resulta ser un conjunto de
generadores minimal de cokerp,,.

Demostracion. Sea (R, p) el anillo local y llamemos ¢y al morfismo Fy — coker ¢;.

2. = 1. Sea n > 0, supongamos que toda base {uy,...,u,} de F,_; va a un
conjunto minimal de generadores {7m(u1),...,7(u,)} de coker ¢,, queremos ver que
im ¢,, C pF,,_,. Consideremos

F,_1 —"— cokerp, — coker g, /p(coker ¢,,)

l P ¢
. I
=T f

Fn—l/pFn—l

Dado que pF,_1 C g, existe una (tnica) f que hace conmutar el diagrama. Sea
{u1,...,u,} una base del mddulo libre F,_;. Por un lado el Lema de Nakayama

nos dice que {r(uy),...,r(u,)} es una base del espacio vectorial F,_;/pF,_. Al
mismo tiempo, por hipdtesis {ui,...,u,} va a parar via 7 a un conjunto de ge-
neradores minimales de coker ¢,,, que nuevamente por el Lema de Nakayama va

a una base {qm(u1),...,qm(u,)} del espacio vectorial coker ¢, /p(coker p,). Por la
conmutatividad del diagrama tenemos gm(u;) = fr(w;). O sea que f manda la base
{r(uy),...,r(u,)} de F,,_1/pF,—1 enlabase {qm(uy), ..., qr(u,)} de coker ¢, /p(coker ¢,),
por lo que es un isomorfismo de espacios vectoriales. Sea a € im ¢,

f(r(a)) = qn(a)
(0) = 0.

q
q
Como f es monomorfismo r(a) = 0. Luego a € pF,_1. O sea im ¢, C pF,,_; como
queriamos.

1. = 2. Supongamos que imy, C pF,_ ;. Igual que antes consideremos
el epimorfismo f: F,_;/pF,-1 — coker g, /pcokerg,. Si f(r(a)) = 0, entonces
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q(m(a)) = 0. Luego m(a) € pcokery,, por lo que r(a) = 0. O sea que f es iso-
morfismo de espacios vectoriales. Sea {uy,...,u,} una base de F,,_;. Por el Lema
de Nakayama, {r(u;),...,r(u,)} es una base de F,_1/pF, 1, que via f va a una
base {qm(u1),...,qm(u,)} de coker ¢, /p(coker ¢, ). Nuevamente usando el Lema de
Nakayama tenemos que {m(uy),...,7(u,)} es un conjunto minimal de generadores
de coker ¢, O]

Corolario 7. St R es un anillo local o graduado y M un R-mddulo, entonces existe
una resolucion minimal de M.

Demostracion. Construimos una resolucion libre de M procediendo como en la ob-
servacion @, pero en cada paso tomando un conjunto minimal {uf,... u" } de ge-

n
neradores de ker ¢, 1. Tenemos

coker p, = F,,_1/imp, = F,,_1/ker ¢, 1 ~ ker ¢, _».

La base {uf,...,u} } de F, = R™ va a un conjunto minimal de generadores
ker ¢,,_1 >~ coker ¢,,. Por el LemalI3|la resolucién construida resulta ser minimal. [

3.2. La unicidad de las resoluciones minimales

Lo opuesto a un complejo minimal es un complejo trivial, el cual definimos a
continuacion.

Definicién 23. Un complejo se dice trivial si es suma directa de complejos exactos
de la forma
0> R4S R0

Ejemplo 11.
(6) o (O1)
0—-—R—R —R—0

es isomorfo a

luego es un complejo trivial.

Los complejos triviales no tienen homologia, por lo que si G es un complejo
trivial y F es una resolucién de M, entonces F & G es una resolucion de M. Este
es el motivo més simple de no unicidad de las resoluciones libres. En el Teorema
veremos que cuando estamos trabajando sobre un anillo local es el inico motivo.

Lema 14. Dado R anillo local, toda
He o 2L H, 2 2 H 2 Hy— 0

sucesion exacta de modulos libres sobre R es un complejo trivial.
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Demostracion. El R-médulo Hy es libre, luego proyectivo, y la sucesion exacta corta
O—>kerg01—>H1ﬂ>H0—>0

se parte. Es decir
H1 = HO D ker<p1.

Sea H{ = ker p; = im ¢y, notemos que Hy & H; 2l H, es la proyeccién al primer
factor. Luego H es suma directa del complejo trivial

H120—>HOL>HQ—)O

y

H:...— H,—...— Hy— H —0,
donde H’ resulta de H reemplazando H; por H| = imgy. Observemos que Hy =
Hy @ H{ con H; libre, luego H es proyectivo (es sumando directo de un libre). Por
el Corolario [2| del Lema de Nakayama todo mdédulo proyectivo finitamente generado
sobre un anillo local es libre, luego Hj es libre y H' resulta ser un complejo de
modulos libres. Repitiendo obtenemos una descomposiciéon H = H1 B Ha P ... como

suma directa de complejos triviales. O]
Lema 15. Sea
AL AN L NV

un complejo de R-mddulos con los F; proyectivos (por ejemplo una resolucion pro-
yectiva de M) y sea

G: .. g Oy Mg, BN S0

una resolucion de N. Para todo a: M — N morfismo de R-mddulos existe un
a: F — G morfismo de complejos induciendo «, que llamaremos levantado de «.
Y si B: F — G es otro levantado de «, entonces & Y B son homotdpicos como
complejos.

Demostracion. Procedemos por induccion.
Existencia: Consideremos

Fy
/
a0 /// \LGOO
S M
NN

GoﬂN—)O.

Como Fj es proyectivo existe ag: Fy — Gq tal que Ypag = apy. Continuamos de
manera analoga.

Fy
/
N // J/Sol
1/
J FO
Vv Jeo
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Como Yyappr = appopr = 0, tenemos im (app1) C kertyyg = imhy. Luego existe
ay: Fi — Gy tal que Y101 = appy. Seguimos inductivamente obteniendo un morfis-
mo de complejos

.—F —...—=F —F —>M—0
Jan Joo  Jao e

. — G, — ... > G — G — N —0,

que notamos a: F — G. )
Unicidad a menos de homotopia: Supongamos que tenemos &, 3: F — G dos
levantados de ao: M — N. Queremos morfismos h;: F; — G, tales que a; — f3; =

hiv10i + Yipah;

2 ®1 ©0
> I > Fy > Iy > M > 0
lm*ﬁz// loélfﬁl ot lOIO*/J’O/// 0
k// h1 k// h() L{// h_1
> G > (G > G > N > 0.
T2y T Ty T 0 Ty ’

Tomamos h_; = 0 y empezamos con hy.

Yo(ao — Bo) = Yoo — oo
= Qo — APo
=0.
Luego im (o — fp) C ker ¢y = im ). Como Fy es proyectivo existe hg: Fy — Gy tal
que p1hg = ag — Po.
Sigamos un paso mas, queremos oy — (31 = hgpy + Yahy.
Yi(ar = B1) = Yrar — 1
= o1 — Bor
= (o — Bo)w1
= 1hopr.

Luego a1 — 1 — hop1 € kery; = im1,, por lo que existe hy: F; — G tal que
Pohy = a1 — Br — howpr,

h Fl
,1/ Jer—B1—hoes

G2 W Gl.

O sea que ay — 1 = hgyp1 + ¥9hy. Repetimos para obt~ener los h;: F; — G;y1 que
nos dan la homotopia de complejos entre a: F -Gy : F = G. O]

Teorema 5. Sea R un anillo local, M un R-mddulo finitamente generado y F una
resolucion libre minimal de M. Entonces cualquier otra resolucion libre de M es
isomorfa a F & H con H complejo trivial. En particular, a menos de isomorfismo,
hay una unica resolucion minimal de M.
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Demostracion. Tenemos
Fioo.oFE, —>... 5 FESM—-0

una resoluciéon libre minimal y sea

g: ...—>Gn—>...—>Goﬂ>M—>0

otra resolucion de M. Sean a: F — Gy : G — F levantados de idy;, fa: G —
F es un levantado de idy; homotépicamente equivalente a idr. O sea que existen
s;: F; — Fi 4 tales que 1 — By = s;_10; + @;118;. Como F es minimal tenemos que
(1 — Biw)(F;) € pF;. Luego det(f5;a;) = 1 (mod p). En particular det(S;c;) # 0,
por lo que S;a; es un automorfismo de F. Reemplazando (3 por (Sa)~!3, podemos
asumir que Sa = 1. Para cada ¢ sea H; = coker «;, tenemos

5

Luego G; ~ F; & H;, con G; y F; libres, luego H; también lo es. Consideremos

Gi L) Gi,1 m—7>l Gi,l/im (e73N]}
—-7
L

Notemos que m;_19;05(x) = mi_106_1pi—1(x) = 0, luego im o; C ker m;_11); y existe
vi: Hi — H;_y. Ademas v; vi1([z]) = vi[tir1(z)] = ;i1 (x) = 0. Tenemos un
complejo de médulos libres

H: ... H, 2 H, ,— ...
y una sucesion exacta corta de complejos

0 —F =G5 H—D0.
’E/

Luego el complejo G es isomorfo a F & H, por lo que H(G) ~ H(F) & H(H). Pero
a: F — G induce un isomorfismo en la homologia. Luego H es exacto y por lo visto
en el lema ‘H resulta ser un complejo trivial. O

3.3. Ideales de Fitting

En esta seccion definimos los Ideales de Fitting de un mdédulo finitamente gene-
rado y damos sus principales caracteristicas.

Definicién 24. Sean F' y G médulos libres finitamente generados y ¢: F' — G es
un morfismo de R-moédulos, llamamos I,.¢ a la imagen del morfismo

NF@ANG S R
TIA AT @ag A Ay > det(og ()i
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Eligiendo bases de F'y de G, ¢ queda representada por la matriz M (). A con-
tinuacién veremos que I,.¢ es el ideal de R generado por los menores (determinantes
de las submatrices) de tamano r de la matriz M (). Tomamos por convencién que
el menor de tamano 0 es 1, luego Ippp = R, y tomamos I, = R para todo r < 0.
Observemos que con esta definiciéon los ideales de Fittng no dependen de la eleccion
de las bases de F' y de G.

Lema 16. Sean By = {z1,...,zy} una base de F', By = {y1,...,yn} una base de
G y sea M la matriz de @ en estas bases. Entonces I,.p es el ideal de R generado
por los menores de tamano r de M.

Demostracion. Llamemos J, C R al ideal generado por los menores de tamano r
de M, queremos ver que J, = I,¢. Sea m;,_;, j,..j. €l determinante de la submatriz

de M que se obtiene quedandose con las filas iy,...,4, y las columnas ji,..., j,.
Consideremos ay, ..., a, la base dual de {y,...,y,}, notar que a; o(x;) = M,;.
Luego

My i 1ege = P(xyy N ANy, @ (e TARRRNA ajr)’

por lo que J, C .. Veamos la otra inclusion. Sea a € I, p.

a=¢(a A Nar®fihAfr)
:q§<Za,1€xk/\---AZ@Z{Bk(@Zb,ﬁak/\---AZbZak)
k=1 k=1 k=1 k=1

=¢ <Z Civooiipjrojr LN o NTp @ g N -2 N 047")

= Z Ciroirjrogr @ (TN AT, @0g Ao ANy

Como observamos antes ¢ (1 A--- Az, ® oy A --- A ,) es el menor que se obtiene
quedandose con las filas iy,...,4, vy las columnas ji,...,J,. de M. Luego a € J,,
como queriamos. O

Observacién 11. Desarrollando el determinante por filas o columnas se ve que si
r < s, entonces 3o C L.

La siguiente proposicion es necesaria para la buena definicién de los Ideales de
Fitting.

Proposiciéon 16 (Lema de Fitting). Sea M un R-mddulo finitamente generado y
seanp: F — Gy’ F' — G dos presentaciones de M libres finitamente generadas,
con G y G' de rango r y 1’ respectivamente. Para cada i € Z>o tenemos I,_;p =
[r/,igD/.

Demostracion. Como vimos en el Corolario |3 dos ideales son iguales si y sélo si
coinciden en toda localizacién, asi que podemos asumir que R es local. En ese con-
texto, por el Corolario [7] sabemos que existe una resolucién minimal F. Llamemos
p: F' — G al primer morfismo de F, es decir a la presentacion minimal. Dada
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¢ F' — G’ otra presentacion, digamos que viene de una resolucion G, por el Teo-
rema [5| tenemos que G ~ F @ H con H complejo trivial. Es decir

G FPHI I ®OH2D ...,
donde los H; son todos
0> RS R—0.

Luego ¢ puede ser expresada de la forma

;[ ¢l0]0
S0‘(010)’

donde 1 es la matriz identidad de p x p. Debemos ver que I;¢ = I;1,¢" para todo j.
Es claro que I;¢ C I;1,¢". Veamos la otra contencién. Sea m’ un menor de tamano
j + p de ¢'. Notar que m’ = m, donde m es un menor de tamano i de ¢ con i > j.
Luego [j4,¢" C Ly C Iy O

Finalmente estamos en condiciones de definir los Ideales de Fitting.

Definicién 25. Sea M un R-moédulo finitamente generado definimos el i-ésimo Ideal
de Fitting de M como
FlttZ<M) = 1,

donde ¢: F' — G es cualquier presentacion libre finitamente generada de M y r es
el rango de G.

Veamos a continuacién algunas propiedades de los Ideales de Fitting. En primer
lugar notemos que por la Observacion [L1] tenemos la siguiente cadena de inclusiones

Fitto(M) C Fitty (M) C --- C Fitt,. (M) = R. (3.1)
Ademas los Ideales de Fitting conmutan con el cambio de base.

Lema 17. Para todo morfismo de anillos R — S,
Fitt;(M @p S) = (Fitt; M)S.

Demostracion. Sea
FS5G—M-=0

una presentacion libre de M. Dado que el producto tensorial es exacto a derecha,
tensorizando con S tenemos que

F®RSL®1>G®RS—>M®RS—>O

es una presentacion libre de M ®pz S. Observemos que tomando bases By de F'y
By de G como moédulos sobre R, si las vemos dentro de S, By y B, son bases de F'
y G respectivamente como mddulos sobre S. La afirmacién sale como consecuencia
de que en estas bases los morfismos ¢ y ¢ ® 1 quedan representados por la misma
matriz M, cuyas entradas son elementos del anillo R, y de que los Ideales de Fitting
no dependen de la presentacion ni de las bases elegidas. O
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A continuacién vemos que el Ideal de Fitting Fitt;(//) mide la obstruccién para
generar M con j elementos.

Proposicién 17. Sean (R, p) anillo local y M un R-médulo. Entonces M puede ser
generado por j elementos si y sélo si Fitt; M = R.

Demostracion. Sea ¢: F' — G una presentacion minimal, o sea M = cokerp y
cualquier matriz representando a ¢ tiene todas sus entradas en p. Sea r = rg(G),
notar cualquier conjunto minimal de generadores de M tiene cardinal r. Calculando
Fitt; (M), vemos que Fitt;(M) C psiysélosij < r, ya que tomamos una resoluciéon
minimal de M. Luego Fitt;(M) = R si y sélo si j > r y esto ocurre si y sélo si M
puede ser generado por j elementos. O

Corolario 8. Dados R un anillo y M un R-maddulo
V(Fitt; M) = {q € Spec R | M, no puede ser generado por j elementos}.

Demostracion. Sea q € Spec R. Localizamos en ¢, en el anillo local (R, ¢) podemos
usar la proposicién anterior. Tenemos que M, no puede ser generado por j elementos
si y sélo si Fitt; M, C ¢. Pero Fitt; M, = Fitt;(R, ®g M) = (Fitt; M)R, C g siy
sélo si Fitt; M C ¢ siy sélo si ¢ € V(Fitt; M). O

Necesitaremos la siguiente proposicion cuando probemos las propiedades de las
Matrices de Representacion en el Capitulo |4, Lo méas importante que de ella se
desprende es que el anulador de M y el Ideal de Fitting inicial Fitty M tienen el
mismo radical, como se menciona en la Observacién [12| méas abajo.

Proposicién 18. Para cualquier R-modulo M wvalen:

1. Fittg M C Ann M.

2. Para todo j > 0 tenemos (AnnM)Fitt; M C Fitt;_y M. Y si M puede ser
generado con n elementos, entonces (Ann M)" C Fittg M.

Demostracion. Sea ¢: F' — R™ una presentacion de M.

1. Fittgo M = I,p. Si ¢’ es una n X n submatriz de ¢, entonces M es isomorfo a
M'" = coker¢’, y Ann M’ C Ann M. Asi que basta considerar el caso G = R" y ¢
matriz cuadrada. Sea ¢ la matriz de cofactores de ¢ y notemos d = det(y). Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

R* 25 kn L M

e

R s pgn Ly s 0

e}

Sea a € M, como f es epimorfismo existe b € R™ tal que f(b) = a. Tenemos da =
df (b) = fe(b) =0, ya que fi = 0. Luego dl,; = 0, por lo que Fittg M C Ann M.

2.Sia € AnnM y ¢ esuna (j — 1) x (j — 1) submatriz de ¢ con j — 1 < n,
debemos ver que a - det(¢’) € I;(¢). Podemos armarnos una nueva presentacion de
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M de la forma ¢ +alge: G R" — R", donde algn: R™ — R" es la multiplicacion
por a. Sea r = rg(G), en términos de matrices ¢ + algn estd representada por una
n X (n 4 r) matriz de la forma

p+algn =

Sea ¢” la submatriz de ¢ + alz» que se obtiene tomando ¢’ y una fila que no esta
en ¢ y una columna de alg». Tenemos ¢" = ¢’ @ a, luego det(yp”) = adet(¢’). Por
el lema de Fitting det(¢”) € I;(¢ + algn) = I;(¢), que es lo que querfamos ver.
Para la segunda parte de la afirmacién, notemos que Fitt, M = R. Iterando obte-
nemos

(Ann M)R C Fitt,,_1 M,
(Ann M)? C (Ann M) Fitt,,_, M C Fitt,,_o M,

(Ann M)™ C (Ann M) Fitty M C Fittg M.
[

Observacion 12. En particular la Proposicion 18 nos dice que si M es finitamente
generado, entonces
(Ann M)"™ C Fittg M C Ann M,

para algin n. O sea que el Ideal de Fitting inicial y el anulador de M tienen el
mismo radical. Luego V(Ann M) y V(Fitto M) coinciden como conjuntos, aunque
no como esquemas. Como veremos en la Observacion [14] del préximo capitulo, esto
nos permite dotar a la imagen de ¢ de dos estructuras de esquema distintas: el
esquema proyectivo definido por el ideal Fittg M que llamamos imagen de Fitting
de ¢, y una segunda en la que no haremos foco, dada por el ideal Ann M y conocida
como scheme-theoretic image.






Capitulo 4

Superficies parametrizadas

En este capitulo, que es el central del trabajo, utilizamos el complejo de aproxima-
cién de ciclos definido en el Capitulo [2] para construir las Matrices de Representacion
y explicamos sus principales caracteristicas. Luego calculamos los Ideales de Fitting
de la parametrizacion. Utilizamos estos ideales, que fueron definidos en el Capitulo
B}, para dar una solucién al problema de implicitacién, encontrar los puntos multiples
de la superficie o introducidos por la parametrizacién y caracterizar el polinomio de
Hilbert de las fibras. Por tltimo discutimos brevemente algunas aplicaciones adicio-
nales de las Matrices de Representacion y mostrando un ejemplo de como pueden
ser usadas para calcular preimagenes de puntos de P? via la parametrizacién ¢.

4.1. Matrices de representacion

En esta seccion explicamos la construccion de las Matrices de Representacion y
presentamos sus principales caracteristicas.

Sean k un cuerpo, S := k[so, s1, $2] y R := k[xo, 21, 9, 23] los anillos que definen
a P? y P} respectivamente. Tenemos un mapa racional ¢ : P% --» P¥ dado por
polinomios fy, f1, f2, f3 en las variables sg, s; ¥ s homogéneos de grado d. Notemos
S a la clausura Zariski de la imagen de ¢. Sea I = (fy, f1, f2, f3) C Sq el ideal de
puntos base de la aplicacién racional ¢. Por cuestiones técnicas que explicamos méas
adelante necesitamos que se cumplan las siguientes condiciones:

e S es una superficie en P}.
e ¢ es un mapa birracional sobreyectivo en S. (H)
e V(I) es un conjunto finito y localmente una interseccién completa.

Antes de seguir recordemos que quiere decir que un ideal I, o el esquema definido
por I, sea localmente una interseccién (casi) completa.

Definicién 26. Dados R un anillo Noetheriano, I C R un ideal y p € V(I) un
punto, decimos que I es localmente una interseccion completa en p si I, C R, es una
interseccion completa. Esto es, si I, puede ser generado por tantos elementos como

48



CAPITULO 4. SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 49

su codimensién. Si necesitamos un elemento mas que su codimension para generar
I, decimos que I es localmente una interseccion casi completa en p. Si para todo
punto p € V(I), I es localmente una interseccién (casi) completa en p decimos que
el esquema V'(I) es localmente una interseccién (casi) completa.

Por ser un mapa racional la parametrizacion ¢ tiene puntos base, es decir lugares
donde no estd definido. Como se mencioné en la introduccion esto genera problemas
algebraicos que queremos evitar, por ejemplo ninguna de las herramientas clasicas
desarrolladas por Teissier et al. en [Tei77], [Pie78], [MP89|, [KLU92] y [KLU96]
puede aplicarse (ver [BBC14], Seccién 5)), los complejos de aproximacién no nece-
sariamente son aciclicos, la imagen de Fitting y la “scheme-theoretic image” (ver
Observacion |14 mas abajo) no coinciden como conjuntos con la clausura Zariski de
la imagen de ¢, entre otros. Para evitar estas dificultades reemplazamos ¢ por una
aplicacion definida en todas partes, es decir un morfismo de esquemas proyectivos,
de manera que no perdamos informacién sobre la geometria de la imagen de ¢. Con-
sideramos I' C P2 x P? el grafico de ¢ y miramos la proyeccién mo: I' — P¥ que sf
es un morfismo. El algebra que define como esquema proyectivo al grafico I' es el
Algebra de Rees del ideal de puntos base I, que notamos Reesg([).

Esto nos lleva a estudiar Reesg(1), para lo que serfa ideal tener una resolucién
libre finita de dicha algebra, o por lo menos una presentacion. Aqui nos enfrentamos
con otro problema: el Algebra de Rees no admite resoluciones de tipo universal. Para
sortear esta dificultad lo que propusieron Herzog, Simis y Vasconcelos en [SV81],
[ASV82] y [HSV83] es reemplazar dicha algebra por el Algebra Simétrica de 1.
Notamos Symg([) a esta tltima algebra. Dado que bajo nuestras hipdtesis el Algebra
de Rees es proyectivamente isomorfa al Algebra Simétrica, como mencionamos en el
Capitulo [2 podemos usar esta ultima para aproximar a Reesg(I). Lo que hacemos
entonces es utilizar el complejo de aproximacién de ciclos definido en el Capitulo

Ze: 0= Z4(—4) = Z3(=3) = Z5(—2) = Z1(=1) 2 Z, — 0.

Como mencionamos en la Seccién cuando el lugar de puntos base V' (I) es
localmente una interseccién casi completa, este complejo es una resolucion libre finita
del Algebra Simétrica Symg(I). Teniendo esto en cuenta, en (H) podriamos pedir
que V/(I) sea una interseccién casi completa. Sin embargo esto genera problemas
con los Ideales de Fitting. Por ejemplo en la descomposicion primaria de dichos
ideales aparece lo que en [BCJ09, Seccién 2| llaman “factor extrano” (ver Capitulo
, Ejemplo . En este trabajo nos ocupamos de estos factores extranos, para més
informacion consultar [BCJ09]. Nos limitamos a pedir que V(1) sea localmente una
interseccién completa, como hace el Paper [BBCI4] en el que estd basada esta tesis.

El complejo Z, es un complejo bigraduado de S|z, x1, T2, z3]-médulos. Al igual
que en el Capitulo |2 usamos (—) para notar el desplazamiento en la graduacién
correspondiente a las variables zg, 1, z2, 23 y [—] para el desplazamiento correspon-
diente a las variables sg, s1, So. Tenemos

Zy = {(90,91,92.93) € 5" | gofo+ gifo+ gafa + gsfs = 0}
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Zl(—l) 11—) Z(] = S[l’o,i[)l,xg,mg]
(90, 91, 92, G3) = GoZo + G1T2 + g2X2 + g3s.

Tomamos grado en las variables sg, s1,s2 y pasamos a trabajar con R-mddulos de
rango finito. Elegimos bases By de (Z1), y By de (Zy), = R|[so, s1, $2], y notamos
M (¢), ala matriz en esas bases del primer morfismo v; en grado v

(Zl)u vl—l/> (ZO)Va (41)

es decir
M(¢)u = |U1V|B182'

Para aliviar la notacién, en (4.1) dejamos de escribir los desplazamientos en las gra-
duaciones.

Sea 1y = 2d — 2. A menos que se indique lo contrario en este trabajo siempre
tomamos v > 1. En [BBC14] se ve que en algunos casos las Matrices de Represen-
tacién tienen las propiedades esperadas atin para valores menores de v. Sin embargo
esto involucra calculos relacionados con la regularidad de Castelnuovo-Mumford a
los que no nos referiremos en esta tesis. Para mas detalles de sobre este tema ver
[BCO3].

Finamente estamos en condiciones de definir las Matrices de Representacion, que
fueron introducidas por primera vez por Busé y Dohm en [BDOT].

Definicién 27. Asumiendo que se cumplen las condiciones , que v > vy y fijando
bases de (Z1), y de (Zy),, la matriz M(¢), del morfismo graduado de R-mddulos
(Z1), 2% (20), en estas bases se llama una Matriz de Representacion de ¢.

Observacion 13. Por mas que las entradas de las Matrices de Representacion
M (¢), dependen de las bases de (Z), y de (2y), elegidas, estamos interesados en
los Ideales de Fitting y en otras propiedades relacionadas con los determinantes de
estas matrices que no dependen dichas bases. Por esta razén no nos preocupamos
por la eleccion de las mismas.

Veamos a continuacién un pequeno ejemplo para ilustrar la construccion de las
Matrices de Representacion. Para simplificar las cuentas elegimos una curva en vez
de una superficie, pero el procedimiento es el mismo.

Ejemplo 12. Consideremos la siguiente parametrizacion de la parabola.
¢: P, — P2
(50:81) > (83 : 5051 : 57).
En este caso d =2 y v = 2. Tomemos
S[-2]* & s
(90, 91, 92) = Gos5 + G15051 + G257
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el dltimo morfismo del complejo de Koszul K (I) que aparece en (2.1). Sea Z; =
ker d;. Calculamos una base de (Z;[2])2 C S

Bl - {(_80817 837 0)7 (_8%7 5051, 0)7 (07 —5051, 83)7 <07 _837 8081)}7

y una base de S
By = {sg, 5051, 55}
Miramos a By y By dentro de R][sg, $1, s3], son bases de los R-médulos libres (2)s

y (2p)2. Calculamos la matriz M (p)s = |v12]p, 5, del morfismo R-lineal (en grado
2) dado por la matriz v; = (zg,x1,2) en estas bases,

(31(—1))2 = (Zo)
5031, s2,0) > 185 — TpS051

(—
(—s 3031, > 215081 — xos%
(
(0,

0)
0, —sps1, S ) — :1:253 — 218051
)

Sl? S0S1) F> T2S09S1 — xls%
Tenemos
T 0 i) 0
M(p)o= | —x0 x1 —21 X9
0 —X0 0 —T1

Para terminar con el ejemplo exponemos el cddigo en Macaulay2 [GS] utilizado para
computar dicha matriz.

>S=QQ[s0,s1];

>f0=s0"2; f1=s0%*sl; f2=s1"2;

>d=(degree f0)_0; nu=2x(d-1);
>F=matrix{{f0,f1,f2}};

>Z1=ker F;

>Z1nu=super basis (nu+d,Z1);
>R=QQ[x0,x1,x2];

>A=R[s0,s1];
>Snu=substitute(basis(nu,S),A);
>G=matrix{{x0,x1,x2}};
>ImGnu=G*substitute(Z1lnu,A);
>(m,M)=coefficients(ImGnu,Monomials=>Snu) ;
>M -- Esta es la Matriz de Representacién en grado nu.

A lo largo de todo el trabajo asumiremos que la parametrizacién racional ¢ dada
cumple las condiciones . A continuacion enumeramos las principales caracteristi-
cas de las Matrices de Representacién M(¢),, donde v > 1.

Proposicién 19. Dado v > vy, toda M(¢), Matriz de Representacion cumple:
1. Sus entradas son formas lineales en R = k[xg, 1, o, T3].

2. Tiene (V;FQ) filas y por lo menos la misma cantidad de columnas.
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3. Tiene rango maximal (”;2) en el punto genérico de P}, es decir

rg [M(¢), ®p Frac(R)] = (” . 2) |

4. Al evaluar M(¢), en un punto P € P, su rango baja si y sélo si P € S.

Demostracién. 1. Viendo a (Z), C (R®x SY), y (Z0), = R®}; S como R-mdédulos,
M (¢), resulta ser un morfismo R-lineal, luego sus coeficientes van a estar en R. Por
otro lado mirando a R ®; S como k-édlgebra bigraduada, M(¢), tiene grado 1 en
las variables xg,z1, 29,23 € R, por lo que sus entradas tienen que ser polinomios
homogéneos de grado 1 en R[xg, 1, 22, 3).

2. Tanto (2y), como (Z;), son R-mddulos finitamente generados. La cantidad de
filas, respectivamente columnas, de M (¢) es igual al rango de (Zy),, respectivamente
de (Z1),, como R-médulos. Veamos primero que gy (Zo), = (“17). Observemos que
Zy=R®; S, luego (Zy), = (R®¢ S), = R®y S,. Sea {uy,...,u,} C S, una base
como k-espacio vectorial, tenemos que {1 @ uy,...,1®u,} C R®; S, es base como
R-médulos. Luego rgp (2), = dimy S, = (”;2).

Para calcular rgy (2), debemos tener un poco de cuidado con los shifts.

(54[—d] LN S) = (S'[~d]), 2 3,
— 5,2,
por lo que

(Z1), = (kerd,), = ker (dy,,) C Sﬁ_d.

Luego de tensorizar con R y tomar grado v en las variables de sg, s1, s2 obtenemos

R® Zy[d)(—1) 2 R® S
N— S——

Z1 Zy v

Recordemos que estamos usando [—] para notar el shift en las variables s, s, s2
y (=) para el shift en zg,zq,x9,z3. Al igual que antes si {uj,...,us} es base de
(Z1]d]), como k-espacio vectorial, entonces {1 ® uy,...,1 ® us} es base de (R ®j
Z1[d](—1)), como R-médulo libre. Ademés Z1[d], = Z1,,q = ker (d1,,4). Luego si
s = dimy, ker (d;,,4), basta ver que s > (”;2).

Tenemos el morfismo de k-espacios vectoriales

d
4 lv+d
AN

Por el teorema de la dimension

2
dim(kerd;, 4) + dim(imd,,,4) = 4 (V ;— > :
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luego
2
s = 4(V —2|_ ) — dim(im dy,,4).
Ademas g
dim(imdy,4) < (V * 5 - ),
por lo que

2 2
A(? +2\ (v+d+ <
2 2
Luego alcanza con ver que

()17

(v+d+2)(v+d+1) <3 +2)(r+1).

Que es equivalente a

Para ver que vale (4.2) usamos que

2d—2=1y,<v

v+ 2

<— d <

Lo DN

— v+d+2< -(v+2).

\V)

Luego

(v+d+2)+drl)

IN

v+ 2 +2) - 1)

4 2C0 D+ )

IN
B OB O W] w

En la ultima desigualdad usamos que 1 < v + 1. Por lo tanto

(+d+2)w+d+1) < 2w+2)w+1)

4
=3wv+2)(r+1),

CcOomo queriamos ver.

(v+2)(r+1) +%(1/+2)

(v+2)(v+1)+ 2(1/4— 2)(v+1).

53

(4.2)
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Observemos que el punto 4. de la Proposicién [19/nos da una solucién al problema
de implicitacién. Supongamos que tenemos un punto p € P? y queremos decidir
facilmente si pertenece a la superficie S o no. Si conocemos la ecuacién implicita de
S, que es tnica a menos de multiplicar por escalares, la tarea es facil. Basta evaluar
la ecuacion implicita en p y ver si se anula o no. Si en vez de eso tenemos una Matriz
de Representacion M (o), lo que tenemos que hacer es evaluarla en p y calcular su
rango. Tenemos que

peS & rgM(¢).(p)] < (Hf)-

Como veremos a continuacién las matrices contienen mas informacién que la
ecuacién implicita. Ademas calcularlas no es muy costoso desde el punto de vista
computacional, mientras que el pasaje de las Matrices de Representacion a la ecua-
cién implicita si lo es. Por estas razones muchas veces las tomaremos directamente
como representacion implicita, sin necesidad de pasar por la ecuacion.

Mirando con cuidado el punto 4 de la Proposicion notamos el vinculo ya
mencionado en la Observacion [12]del capitulo anterior. Los conjuntos subyacentes de
los esquemas definidos por el Ideal de Fitting inicial Fitto[Symg(7),] y el anulador del
Algebra Simétrica Ann[Symg(1),] coinciden, aunque no definen el mismo esquema.
La estructura de los Ideales de Fitting es mas rica, como explicamos en la siguiente
seccion.

4.2. Ideales de Fitting

En la Seccién construimos las Matrices de Representacion M (¢), y vimos
que la superficie S estd soportada sobre el ideal Fittg[Symg(7),] C R. Asi dimos un
método para determinar si un punto p € P? pertenece a S y una solucién al problema
de implicitaciéon. Ahora atacamos el problema de encontrar los puntos multiples de
S, o los introducidos por la parametrizacion ¢. Para eso utilizamos los otros Ideales
de Fitting Fitt;[Symg(/),] con 1 <4 < (*1?).

Para abreviar notemos §'(¢) := Fitt;[Symg(I),] al i-ésimo Ideal de Fitting de la
parte de grado v del Algebra Simétrica del ideal de puntos base I. Recordemos que
5 (¢) C R es el ideal generado por los menores de tamario (";2) —1 de cualquier Ma-
triz de Representacién M(¢),. Como vimos en desarrollando el determinante
en filas o columnas tenemos una cadena de contenciones §(¢) C F5™(¢) para todo
7, que en términos geométricos definen una estratificacion

Fo(0) CF(9) CBo(9) C--- CF(0) = R,
donde r = (”+2).

2

Observacion 14. La Proposicion [19| de la seccion anterior nos dice que para todo
v > vy la superficie S estd soportada sobre el ideal F%(¢) = Fitto(Symg(I),), por
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lo que este ultimo nos da una estructura de esquema de la clausura de la imagen
de ¢. Siguiendo [Tei77] y [EHO00, V.1.3] en el Paper [BBC14] se la llama imagen de
Fitting de ¢. Como mencionamos en la Observacion (12| del capitulo anterior existe
otra posible definicién de imagen de ¢ como esquema, la “scheme-theoretic image”,
que es el esquema definido por el Anng[Symg(/),] con v > vy. Con respecto a
esta ultima la imagen de Fitting tiene algunas ventajas, por ejemplo es estable por
cambios de base, mientras que la scheme-theoretic image no lo es.

Observacion 15. Notemos que por definicion los ideales Fitt;(Symg(7),) dependen
del entero v, mientras que Anng(Symg(7),) = ker (¢#) para todo v > vy (ver [BJO3,
Proposicién 5.1] y [BCO5, Teorema 4.1]), donde ¢#: R — S es el morfismo de anillos
inducido por ¢, que manda z; en fi(s) para 0 < i < 3, y ker (¢7) es la definicién
usual de la imagen de ¢.

Dado un punto p € P¥ queremos estudiar la fibra ¢~'(p). Puede ser vacia, un
conjunto finito de puntos (tiene dimensién 0 como esquema) o una curva (dimen-
sién 1). En el Teorema mas abajo vemos que no puede haber fibras de dimension 2.

Como mencionamos en la seccién anterior, para evitar los problemas algebraicos
que genera la presencia de puntos base de la aplicacién racional ¢, reemplazamos su
imagen por la de my que se figura en el siguiente diagrama

I — P,

RN (4.3)

2 3
]P)k _(_;5_> Pk’

donde todos los morfismos son canoénicos. En el diagrama se ve que I' esta
incluido en un producto cartesiano, lo que algebraicamente significa que el dlgebra
asociada a I' hereda la bigraduacién de P? x P}. La construccién geométrica para
pasar de un anillo bigraduado a un producto cartesiano de esquemas proyectivos es
conocida como biproyectivizacién. Entendiendo en que caso las dlgebras con las que
trabajamos son graduadas o bigraduadas usaremos la notaciéon Proj para referirnos
tanto al Proj como al Biproj. Habiendo hecho esta aclaracién, en el diagrama (4.3)):
el grafico de ¢ es el esquema proyectivo definido por el Algebra Simétrica de [

I' = Proj(Symg (1)),
estamos notando con IF’I%DS al producto fibrado
]P)z XSpeck ]P)i = PI‘OJ(S ®k R),

la inclusiéon de T" en ]P’H%,g, es el morfismo de esquemas proyectivos definido por la

k
proyeccién de S®y R en Symg(/) y tanto 7 como 7y son los morfismos de esquemas
proyectivos definidos por las inclusiones de S'y R en Symg(/) respectivamente. La
idea entonces es mirar

Ty Proj(Symg (7)) = T — P} = Proj(R),
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que si es un morfismo de esquemas proyectivos y estudiar
™y ' (p) = Proj[Symg(I) @ k(p)] C ]P)i(p)'

Para eso calcularemos su polinomio de Hilbert.

Sea
NP = dim ) [(Symg(1) @r £(p)).]

la funcién de Hilbert de la fibra m,'(p). Para v lo suficientemente grande (v >
reg(Symg (/) ®@g k(p)) la regularidad de Castelnuovo-Mumford de la fibra), N¥ coin-
cide con el polinomio de Hilbert de la misma. Por lo tanto en primera instancia
nuestro problema se resume en calcular NP. Para eso usamos el teorema de la di-
mensién de espacios vectoriales.

Dados k un cuerpo, V' y W k-espacios vectoriales de dimension finita y

fV-=w
un morfismo k-lineal, notamos
corg f = dimyW —rg f
al corango de f.

Proposicién 20. Dada M(¢), una Matriz de Representacion y p un punto de P3,
vale

N} = corg(M(4),(p))-

Demostracion. Consideremos nuevamente la tltima parte de la sucesion exacta
(2.2)), tensoricemos sobre R con x(p) y miremos en grado v en las variables s, $1, so.
Tenemos

(Z1(=1) @p k(p))y 22 (20 @5 5(p))y = (Symg(D) @ £(p)), = O,

donde Symg(I) = Z,/imv; y todos los morfismos ahora son x(p)-lineales. Dado que
tensorizar es exacto a derecha, la sucesion continua siendo exacta. Por el Teorema
de la Dimensién tenemos

dimy, ) (ker 7)) + dimypy (im m,) = dimy ) (20 @r K(P)),

(M (6, (p) + i Sy (D) 0 ) = (5 7).

Luego
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Por lo tanto viendo cudl es el primer Ideal de Fitting de la matriz M (¢),(p) que
no se anula sabremos el corango de M(¢),(p) y por ende cudnto vale NP. Eso es
esencialmente lo que dice la siguiente proposicion.

Proposicién 21. Para todo punto p € Proj(R),
» 0 si 0<i< NP
(6) ©nA(p) = R
51(0) @ w(r) {,{@) e

Demostracion. En primer lugar, dado que los Ideales de Fitting son estables por
cambio de base tenemos

F' (), ®r k(p) = Fitt;[(Symg(1)),] ®r £(p)
= Fitt;[(Symg (1)), @r K(p)]-

Para cada v > 0 el k(p)-espacio vectorial

(Symg(1))y @r #(p) = (Symg (1) @r £(p)).

tiene dimensién NP. El resultado sigue de que el i-ésimo Ideal de Fitting de un
k(p)-espacio vectorial de dimensién N es 0sii < Ny k(p) si N <. O

Lema 18. Sean I C R un ideal y p C R un primo, entonces I g Ry /pRy, =0 si y
solo sip € V(I).

Demostracion. Primero observemos que
I ®r Ry /pRy =1 ®r (R/p))
~ (I ®r R/p)e)
~ (I/pD)@),
Estamos usando el Lema [2] mirando a I como R-mdédulo nos dice que
I®rR/p~1/pl.

Tenemos entonces que I @r R, /pR, = 0siysélosi (I/pI)p = 0siysélosil/pl =0
siy sélosipe V(I). O

Estamos en condiciones de estudiar la fibra de puntos de P{. Comencemos con
los lugares cuya fibra es O-dimensional.

Teorema 6 (fibras 0-dimensionales). Sea p € Proj(R). Sidim(wy'(p)) = 0 entonces
para todo v > vy

peV(F(s) <& i<deg(m'(p)) -1 (4.4)

Demostracion. Dado que la fibra 7, *(p) tiene dimensién cero, su polinomio de Hil-
bert es constante igual a d, el grado de la fibra. Ademds para v > 1 el polinomio
y la funcién de Hilbert de la fibra coinciden.Tenemos entonces que p € V(F%(¢)) si
y sélo si §(¢) @r k(p) = 0, que por la Proposicién [21] es equivalente a i + 1 < d =
deg(my " (p)). O



CAPITULO 4. SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 58

O sea que si la fibra m, *(p) consiste en d puntos, es decir si ¢ “pinta” d veces al
punto p, entonces p va a aparecer tnicamente en V(g%(¢)),..., V(I (9)).

Ejemplo 13. Para entender mejor el Teorema [ veamos dos ejemplos sencillos. En
las Figuras y més abajo estan graficadas en la carta afin (xy = 1) la parte
real de la curva alfa, cuya ecuacién implicita es 23 + 22 — 23 = 0, y el trifolium,
ecuaciéon (23 + x3)* + 33z — 23 = 0. Si bien se trata de curvas y los resultados
que venimos viendo hasta ahora son para superficies, nos sirven para ilustrar y sus
cuentas son més sencillas.

Ambas tienen como tnica singularidad el punto (1:0:0), en la curva alfa con
multiplicidad 2 y en el trifolium 3.

Figura 4.1: Curva alfa Figura 4.2: Trifolium
Una parametrizacion de la curva alfa es
¢: Pt — P2
(50:81) > (S5 : 808 — 85 85 — 5551).

Observemos que ¢ no tiene puntos base, es un morfismo. Tomamos v = 4. Usando
Macaulay2 [GS] calculamos la Matriz de Representacién

I 0 0 0 ZTo + 2 0 0
—T1 i) 0 0 0 xo + T 0
M(¢p)y = 0 —x1 =z 0 —Z 0 Ty + 11
0 0 —X1 i) 0 —X0 0
0 0 0 - 0 0 —Z

Una descomposicién primaria Ideal de Fitting inicial es
0 2 3 2 4.2 3 2 2 3
F4(¢) = (zoxy + 27 — wow3) N (x7, 23, T + 3xpT1 + 3woxy + 27
3 2.2 2,3
, LT T, THLT T2, THLY ).

La primera parte es la ecuacién implicita (homogénea) que estdbamos buscando
y la segunda estd soportada en el origen, es decir es vacia como esquema. Una
descomposicion primaria del siguiente Ideal de Fitting nos da

Fi(6) = (z1,2) N (componente soportada en el origen),
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cuya Unica componente relevante es el punto (1 :0: 0). Por ltimo el Ideal de Fit-
ting §3(¢) estd soportado en el origen. Notemos que segin el Teorema |§| esto nos
dice que la curva alfa tiene un tinico punto singular y que la parametrizacion pasa
exactamente 2 veces por dicho punto.

Para el caso del trifolium debemos tomar v = 6. Es de esperar que como el
(1:0:0) es un punto triple, el mismo aparezca en V(F2(¢)), V(S5(¢)) v V(F2(4))

unicamente. Tenemos la siguiente parametrizacion

¢: Pt — P2

(50:81) > (s + 25887 + 81 : 5085 — 3s0s1 1 5] — 35087).

Tampoco tiene puntos base. Calculamos

M(¢)s =

T 0 0 0 0 0 1 0 0 0
-1 X 0 0 0 0 3xg T 0 0

0 -z 22 0 0 0 211 320 Ty 0

0 0 -z x 0 0 —xz9+ 29 211 320 T

0 0 0 —x1 a9 0 0 —xg + X9 2x1 3xg

0 0 0 0 —I1 ) 0 0 —Zg + T2 21’1

0 0 0 0 0 —-x 0 0 0 —Xo + X2

Una descomposiciéon primaria del Ideal de Fitting inicial es

0 4 2 2 2 3 4 3 3 5.2 4.2 6
86(¢> = (2] + 3zoziz + 20725 — Tox,H + x2) N (Io, x27 T1Zo, $0$1$27 TiTo2,

7 2.3 2 5 2.3 2 2.3, 2
x] — 9xiias, xoxi e + driaiy, xir T, 102S, THA, + 20307 ]).
La primera componente es nuevamente la ecuacién implicita (homogénea) que estédba-
mos buscando y la segunda esta soportada en el origen. El siguiente Ideal de Fitting
es
Te(@) = (23, 23, 7172) N (componente soportada en el origen),

cuya Unica componente no nula se corresponde con el punto (1:0:0). El préximo
es
F2(¢) = (z1, ) N (componente soportada en el origen),

otra vez contiene al (1:0:0). Por ultimo F2(¢) estd soportado en el origen. Esto
es consistente con el hecho de que la curva tiene un tnico punto singular y que la
parametrizacién pasa exactamente 3 veces por dicho punto.

Veamos ahora que podemos decir sobre los puntos cuya fibra es 1-dimensional.
Antes recordemos la definicién de los invariantes a’, a* y reg(M) asociados a un
modulo graduado M sobre el anillo S = k[sg, s1, $2|, donde m = (s, s1, S2):

a'(M) :=sup{p | HL(M), # 0}, a*(M):= miéx{ai(M)},

reg(M) := miéx{ai(M) +i}.
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Teorema 7 (fibras 1-dimensionales). Sea p € Proj(R) un punto cerrado k-racional.
Si dim(m; *(p)) = 1 entonces, llamando § = deg(m; " (p)),

a®(Symg(I) ®g k(p)) < vy —6 — 1

reg(Symg(l) ®g k(p)) < max{vy — 0 — 1,reg(l) — d} < vy — 1.
Como consecuencia, a*(Symg(I) @g k(p)) < vy — 2.

Demostracion. La demostraciéon de este teorema usa herramientas técnicas de coho-
mologia local que exceden el alcance de esta tesis. Puede encontrarse en [BBCI14,
Teorema 12]. O

Para concluir la discusion enunciamos el siguiente corolario:
Corolario 9. Sea p € Proj(R).
1. Simy'(p) =0, entonces
a*(Symg(I) ®r £(p)) = reg(Symg (/) @g £(p)) <o — 1.

2. Si dim(m; *(p)) = 0, entonces

a”(Symg(!) @ £(p)) < vo — 1

reg(Symg (1) @r £(p)) < vo.

3. Si dim(my H(p)) = 1, entonces

a*(Symg (1) @ £(p)) < vo — 2

reg(Symg(I) ®g k(p)) < vy — 1.

Por tltimo, el siguiente teorema nos dice que no hay puntos de P? cuya fibra
tiene dimension 2.

Teorema 8 (fibras 2-dimensionales). Para todo v > 1y,

{p € Proj(R): HP, 1, (v) = HPs (v) = (” ; 2) } —0.

Demostracidn. Al igual que en el Teorema[7]la demostracién de este teorema excede
el alcance de este trabajo. Ver [BBC14, Teorema 15]. O
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4.3. Descripcion de la fibra de un punto

Veamos ahora como podemos usar los resultados obtenidos hasta aqui para dar
una descripcién precisa de la fibra de un punto p € P3. Al final de la seccién ex-
hibiremos un algoritmo para caracterizar el polinomio de Hilbert de la fibra. Dicho
polinomio nos permitira conocer la dimension y el grado de la misma.

Como mencionamos en la seccién anterior la fibra 7, ! (p) puede ser vaciasip ¢ S,
un conjunto finito de puntos en el caso en que ¢ “pinta” finitas veces a p, o una
curva. Estas situaciones se corresponden con un polinomio de Hilbert nulo, de grado
cero o grado uno respectivamente, como se ilustra en la Figura Por lo tanto
para caracterizar el polinomio de Hilbert de la fibra basta evaluarlo en dos valores
diferentes de v.

HPIP’%
HPﬂgl(p)
(dimﬂ‘;](p) =1)
HPﬂ,Q—l(p)
(dim7y *(p) = 0)
140 ; 1 1)0

Figura 4.3: Posibles polinomios de Hilbert de 7~ (p).

Ademas vimos que para valores de v mayores o iguales a la regularidad de
Castelnuovo-Mumford de la fibra el polinomio y la funcién de Hilbert coinciden,
y esta ultima a su vez coincide con la caida en el rango de de cualquier Matriz
de Representacién M (¢),(p). Recordemos que en la Proposicién [19| vimos que las
Matrices de Representacion tienen (”;2) filas y por lo menos la misma cantidad de
columnas. O sea que que para todo v > reg(Symg(/) ®g £(p)) tenemos

HP, 1y (v) = corg(M (), (p))

_ ( : 2) — 1g(M(),(p)).

Dado un punto p € P} bésicamente lo que hacemos en el algoritmo exhibido
al final de la seccién es construir la Matriz de Representacién M(¢), para dos
valores distintos de v mayores a la regularidad de Castelnuovo-Mumford de la fibra
(podemos tomar por ejemplo vy y 1o + 1), evaluarlas en p, ver cudnto cae su rango
y de esta manera obtener el polinomio de Hilbert de 7, ' (p). Recordemos que dicho
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polinomio tiene grado menor o igual a 1, por lo tanto para caracterizarlo basta con
evaluarlo en dos valores distintos y despejar sus coeficientes.

Ademas, en el caso de fibras 1-dimensionales podemos tomar v = vy — 1. Mas
precisamente:

e Si dim(m, ') <0, entonces para todo v > 1y

corg(M (), (p)) = deg(m, " (p))-

Recordemos que en este caso deg(m;, ' (p)) es igual a la cantidad de puntos que
tiene la fibra.

e Si dim(m, ') = 1, entonces para todo v > vy — 1

corg(M(¢),(p)) = deg(m, " (p))v + c,

donde ¢ € Z es tal que HP -1, (v) = deg(my, ' (p))v + c.

La siguiente proposicién nos permite mejorar un poco el algoritmo. En algunos
casos nos ahorrara el trabajo de calcular una Matriz de Representacién para dos
valores distintos de v.

Proposicion 22. Sea p un punto en S y v un entero tal que vy < v < 2d — 2. Si
corg(M,(¢)(p)) < v, entonces T, (p) es necesariamente una fibra finita.

Demostracion. Sabemos que para todo v > vq el polinomio y la funcién Hilbert de
la fibra coinciden. Luego basta ver que si dim(m,'(p)) = 1,

corg(M(¢),(p)) = HP, =1, = v+ 1.

Asumamos entonces que 7, *(p) tiene dimensién 1y sea § = deg(m, *(p)). El polino-
mio de Hilbert de la fibra es

§—1)(6—2)

(

donde W es el género aritmético de la parte de dimension 1 de la fibra y

N > 0 es el grado de la parte finita. Queremos probar entonces que
(0 —1)(6—2)
2

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que N = 0, es decir que la fibra no

tiene componentes 0-dimensionales. Debemos ver entonces que

(6—1)(0—2)
2

Por hipétesis tenemos que v > vy > d — 2. Ademas el grado de la fibra § es menor
o igual a d, el grado de los polinomios que definen la parametrizacién ¢. Luego

ov+1-— +N>v+1.

>0.

(0—1)v—

v>0-—2,
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por lo que

(0—1)v—

como queriamos. O

Una consecuencia interesante de la Proposicién [22 es que para todo entero 0 <
n<2d-—2

corg(Mag_o(¢)(p)) =n < w5 '(p) es finita de grado n.
Y si ademas d > 2, vale
corg(Maq—2(¢)(p)) =1 < p tiene una unica preimagen.

A continuacién exhibimos un algoritmo para obtener el polinomio de Hilbert de
la fibra 7, () de un punto p € P3 que resume todos los resultados expuestos en la
presente seccién. Es el que se encuentra en [BBC14] Seccién 4.1].

Algoritmo: Determinar las caracteristicas de la fibra 7, ! (p).

Input: Una parametrizacién ¢ de una superficie S satisfaciendo (H))
y un punto p € P3.
Output: El polinomio de Hilbert de la fibra ;' (p).

Tome un entero v > vy (por ejemplo v = 2d — 2 que siempre sirve).
Compute la Matriz de Representacién M (¢),.
Calcule 1, := corg(M,(¢)(p)).

Si r, = 0 entonces p no pertenece a S (y pare).

AR O

Si 0 <7, < v entonces 7, ' (p) es un conjunto finito de r,, puntos, contados
con multiplicidad.

&

Sir, > v compute M(¢),41.
7. Calcule 7,41 := corg(M,+1(0)(p)).

8. Sir, =7, entonces m, '(p) es un conjunto finito de r, puntos, contados
con multiplicidad.

9. Sir, <7,y entonces dim(7;, ' (p)) = 1y el polinomio de Hilbert de la fibra
es

prgl(p)(l/) = (ryp1 —r)v+r, — (ryp1 — 1)V

En otras palabras 7, !(p) consiste de una una curva de grado 7,,; — 7, y
eventualmente un conjunto finito de puntos aislados o embebidos.




CAPITULO 4. SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 64

4.4. Calculo de preimagenes

Para terminar el capitulo veamos brevemente un ejemplo de aplicaciéon de las
Matrices de Representacién. A continuacién mostramos como estas matrices pueden
ser usadas para calcular preimdgenes de puntos de P§ via ¢. Ademés del uso para
calculo de preimagenes, las Matrices de Representacién pueden ser utilizadas para
dar una nocién de distancia a la superficie (o curva) y para calcular proyecciones
ortogonales entre otras cosas. Para mas informacion sobre estas y otras aplicaciones
puede consultarse [Busél4].

Si tenemos un punto p = ¢(q) que via ¢ tiene preimagen tunica, ésta puede ser
obtenida calculando el nicleo de la transpuesta de M, (¢) evaluada en p, donde v
es mayor o igual a la regularidad del Algebra Simétrica. Para simplificar tomemos
v > 2d — 2 que siempre sirve.

Tenemos

Zl 11—) Z(] = R[So, S1, 52]
(90,91, 92, 93) = goTo + G1Z2 + GoTa + g3T3.
Sea By = {l,...,l,} una base de (Z,),. Recordemos que las l; = (g}, g¢, g5, g%) € S?
son syzygies lineales, o sea que cumplen Z?:o g§ fj = 0. Sea By una base de (2;), =
R[sq, 51, 52], tal que By C ks, 51, s2).

Tomemos M (¢), la Matriz de Representacion en las bases By y Bs, es decir

M(¢), = |v1|p, B, Para cada 0 <i < r llamemos

L; = v, (1)

3
= Zgjwj € R[s, 51, 52].

§=0
Escribiendo los elementos de B, como un vector columna tenemos
M(¢), - By = (Ly,...,L,).

Luego evaluando en p y q tenemos

Por otro lado
dimy,(ker M (¢),(p)) = dimy(coker M (), (p)) = 1.

Por lo que el nicleo de M(¢)!(p) estd generado por un sélo vector v = B(q).
Conociendo v podemos despejar q = ¢~ (p).

Ejemplo 14. Consideremos el ejemplo de la esfera, que trabajamos en la Seccion
del préximo capitulo. Ahf calculamos una Matriz de Representacién M(¢); y
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vemos que para todo p punto distinto de (1:0:0: 1), la fibra ¢~!(p) tiene un sélo
elemento. La parametrizacion con la que estamos trabajando es

¢: P2 > PP

2 2., 2 2 2 2
(S0 :81:82) > (854 8]+ 5528081 : 25082 : 8] + S5 — S&).

Tomemos por ejemplo p=(1:1:0:0) y v = 2. Podriamos haber usado la misma
matriz calculada para v = 1 que se encuentra en dicha seccién pero el ejemplo se
entiende mejor si usamos valores mayores de . Consideremos entonces la siguiente
Matriz de Representacién transpuesta

0 0 0 T —T1 0
0 0 0 0 T2 —T
) 0 —Xg + T3 0 0 0
0 To 0 0 —Zo + T3 0
0 0 To 0 0 —Tg + 23
M(gb)g = T —Tg + T3 0 0 0 0
0 Ty 0 —Zo + 23 0 0
0 0 Ty 0 —Zg + T3 0
To + T3 —T1 —XT2 0 0 0
0 Ty + T3 0 —T —X9 0
0 0 To + X3 0 —I1 —T9

La evaluamos en el punto p y calculamos su nicleo

ker[M(¢)y(1:1:0:0)] = < (1,1,0,1,0,0) > .

La base By de R|[s, 51, S2]2 que usamos para calcular M (¢)q es {3, 5051, SoS2, 53, 5152, S5}

O sea que
(2

V)
=N
I
_ OO O

Despejando obtenemos ¢~ *(1:1:0:0) = (1:



Capitulo 5
Ejemplos

En este capitulo trabajamos algunos ejemplos. El primero consiste en analizar
la aplicacion de las técnicas desarrolladas para el caso de una circunferencia. A
pesar de que tratarse de una curva y no de una superficie la incluimos ya que es un
ejemplo sencillo cuya parametrizacion no tiene puntos base ni puntos singulares y es
interesante para comparar con el segundo ejemplo que es una esfera. Si bien ambas
estdn parametrizadas usando la proyeccién estereografica, a diferencia de lo que
ocurre en el caso de la circunferencia, la parametrizacién de la esfera si tiene puntos
base. Ademads en el ejemplo de la esfera la superficie no tiene puntos singulares
pero la parametrizacion si, y esto salta a la vista cuando calculamos los Ideales de
Fitting. Los dos siguientes ejemplos son cilindros, uno hecho con la circunferencia y
otro con la curva alfa. Presentan dos diferencias importantes. Por un lado los puntos
base del cilindro circular son localmente una interseccién completa, por lo que la
parametrizacién cumple las condiciones (ver Capitulo [4)). En cambio el cilindro
hecho con la curva alfa no las cumple, tiene un punto base que es localmente una
interseccién casi completa. Por esta razon en los Ideales de Fitting de este ultimo
aparece lo que en [BCJ09, Seccién 2] llaman el “factor extrano”. Por otro lado si bien
ambas parametrizacines tienen puntos multiples en el caso del cilindro circular, que
es una superficie suave, los puntos multiples son introducidos por la parametrizacion,
mientras que el cilindro hecho con la curva alfa no es suave.

5.1. Circunferencia

Comenzamos analizando el poder explicativo del método para el caso de una
posible parametrizacion de la circunferencia. Consideremos la siguiente parametri-
zacion. Observar que no tiene puntos base, luego cumple (H)).

¢: P — PZ

(s0:81) + (85487125081 : 8] — s5).

66
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Tomamos v = 2. Usando Macaulay2 [GS] calculamos la Matriz de Representacién

I 0 o + T2 0
M(p)o = | =0 + 22 T —I To + T
0 —Xg + To 0 —xl

Una descomposicion primaria del Ideal de Fitting inicial es
§2 = (w5 — 21 — 23) N (22, 2021, 75 + 7).

La primera componente es la ecuacién implicita de la circunferencia y la segunda
esta soportada en el origen, es vacia como esquema proyectivo. El proximo Ideal de
Fitting §} estd soportado en el origen. Sabemos que la circunferencia es no singular,
sin embargo podria haber puntos por los que la parametrizaciéon pasase mas de una
vez, es decir podria haber puntos singulares introducidos por la parametrizacion. Lo
que los Ideales de Fitting nos estan diciendo es que esto no sucede.

Mirando cartas afines del dominio Uy = P%\V (s¢) sin los puntos {(1 : 4), (1 : —i)}
vy Vo =P\ V(xp), tenemos

251 s2—1
sT+1 241

Plvo\ti—iy (1) = ( ),

que es inyectiva con inversa a derecha

x

).

Olye (w1, 22) = (1 "
El tnico punto que va a parar al polo norte es ¢(0:1) = (1:0: 1). Por otro lado
o(1,1) =(0:2i:=2) y ¢(1,—i) = (0 : —2i : —2) que son distintos y no caen en Vj.
Por lo tanto ¢ es inyectiva, por lo que no hay ningin punto de la imagen que sea
“pintado” maés de una vez por la parametrizacion.

Cuando compactificamos mirando A{ dentro de P{ estamos agregando unica-
mente un punto, el (0 : 1), cuya imagen via ¢ es el polo norte (1:0: 1). Tengamos
esto en cuenta, a continuacién veremos que en la esfera hay algunas diferencias.

5.2. Esfera

Utilicemos ahora el método para estudiar las propiedades geométricas de la si-
guiente parametrizacion de la esfera

Y 3
6:PL —-» P
2 2 2 2., 2 2
(S0 :81:82) > (s§+ S]+ 55125081 : 25082 : 8] + 55 — SG)-

El conjunto de puntos base V(I) = {(0: 1:4),(0: 1: —i)} es finito y localmente una
interseccion completa (1. c. i.), luego la parametrizaciéon ¢ cumple las condiciones

(H).
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En este ejemplo d = 2, por lo que deberfamos tomar v > 1y = 2. Sin embargo en
este caso podemos tomar v = 1 (ver [BBCI14 Ejemplo 3]). Obtenemos la siguiente
Matriz de Representacién

0 ) I Ty + T3
M(¢)1 = i) 0 —X0 + XT3 —I1 s
—T1 —Iog+ T3 0 —T9

que es mucho mas manejable que la matriz correspondiente a v = 2, que tiene 6 filas
y 11 columnas (ver Ejemplo [I4)). A continuacién se expone el cédigo en Macaulay?2
[GS] utilizado para computar dicha matriz (y otras, cambiando sus entradas: la
parametrizacién ¢ y el entero v):

>S=QQ[s0,s1,s2];
>£0=80"2+51"2+52°2; f1=2%s0%sl; f2=2%s0%*s2; £3=s1"2+s2°2-50"2;

>d=(degree £0)_0; nu=2%(d-1)-1; -- En general vamos a usar: nu = 2x(d-1).
>F=matrix{{f0,f1,£2,£3}};
>Z1=ker F;

>Zlnu=super basis (nu+d,Z1);

>R=QQ[x0,x1,x2,x3];

>A=R[s0,s1,s2];

>Snu=substitute(basis(nu,S),A);
>G=matrix{{x0,x1,x2,x3}};

>ImGnu=G*substitute(Z1lnu,A);
>(m,M)=coefficients(ImGnu,Monomials=>Snu) ;

>M -- Esta es la Matriz de Representacién en grado nu.

Una descomposicion de los menores de tamano 3 x 3 de M(¢);, es decir el Ideal
de Fitting inicial de la parametrizacion, nos da

F1(¢) = (26 — o1 — a5 — 23) N (21, 72, 25 — 20073 + 73),

que corresponde a la ecuacion implicita de la esfera y un punto doble embebido
(1:0:0:1). El ideal de menores de tamano 2 x 2 de M(¢); es

S%(@ = (21, 22,29 — 23) N (33(2),553, T3, T3, T1T2, TTa, ToT1),

que corresponde al mismo punto (1:0:0: 1), ahora con multiplicidad uno, y una
componente adicional soportada en el origen. Finalmente §3(¢), el ideal de menores
de 1 x 1 de M(¢)1, esta soportado en el origen.

El polo norte (1:0:0: 1) es un valor singular de la parametrizacién ¢, no de la
esfera en si. Cuando compactificamos agregamos toda una recta L = V (sg) al domi-
nio, que via ¢ va a parar al (1:0: 0 : 1). Dicho punto tiene una fibra 1-dimensional,
por esta razén aparece en Ideal de Fitting §1(¢). A diferencia de lo que ocurre con
la circunferencia, al compactificar introducimos un punto singular. Otra cosa intere-
sante para observar es que los puntos base de ¢, (0:1:4) y (0:1: —i), pertenecen
a la recta del infinito L. Sacando L del dominio y P del codominio, tenemos que ¢
induce un isomorfismo entre P% \ L = Uy y P2 \ {P}.
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5.3. Cilindro

Veamos ahora un ejemplo de una superficie reglada. Tomamos la parametrizacion
de la circunferencia que usamos en[5.1]y construimos un cilindro. La parametrizacién
que consideramos es la siguiente

¢: P2 --» P
(50:81:82) > (s24s7:25081 155 — 21 8082).
Hay un tnico punto base V(I) = {(0:0: 1)}, que es localmente una interseccién

completa, luego se cumplen las condiciones (H)). Tomamos v = 2. Calculamos la
Matriz de Representacion

M(¢)2 =
1 0 0 To + T2 0 0 0 0 213 0 0
—xo + T2 T 0 —x1 To+ T2 0 0 0 0 23 0
0 0 T 0 0 To + T2 0 0 —Zo + T2 0 21‘3
0 —To + T2 0 0 -7 0 2z3 0 0 0 0
0 0 —Zo + X 0 0 —T —x; 213 0 —Xg + T2 0
0 0 0 0 0 0 0 - 0 0 —Zo + T2

Una descomposicion primaria del ideal de menores maximales, el Ideal de Fitting
inicial de ¢, es

0 2 2 2 2 4 2 2
T = (x5 — x7 — x3) N (a1, T3, Tox; — Taky, ToT1T3 — T1Tals,

2 2 2 2
ToTs — 2ToT2T3 + THT3, Ty — 2ToT1 T2 + T1T5,
3 2 2 3
Ty — 3xgxe + 3x0T; — T3)

N (componente soportada en el origen).

La primera componente es la ecuaciéon implicita del cono y la segunda es el punto
(1:0:1:0) con multiplicidad 3. El préximo Ideal de Fitting es

1 2 2 2 2
85 = (x], T3, T1X3, ToTy — Tals, ToTi — Tk, Ty — 20T + T3)

N (componente soportada en el origen).
Vuelve a aparecer el punto (1:0:1:0), ahora con multiplicidad 2. El siguiente es
55 = (x3,71, 79 — 22) N (componente soportada en el origen).

Aparece una ultima vez el punto (1:0:1:0), ahora con multiplicidad 1, y una
componente soportada en el origen. Finalmente §3, el ideal de menores de cotamatio
3, esta soportado en el origen.

O sea que el tnico punto singular es p := (1:0:1:0). A priori no sabemos si su
fibra es 1-dimensional o O-dimensional. Usemos los resultados expuestos en la Seccién
para estudiar la geometria de la fibra 7, ' (p), mds precisamente vemos como es
su polinomio de Hilbert. Calculando las Matrices de Representacion para v = 2 y
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v = 3, evaludndolas en p y calculando sus rangos obtenemos corg(M(¢)2(p))) =3y
corg(M(¢)s(p))) = 4. Escribiendo HP, -1, (v) = av + b tenemos

2a+b = 3
3a+b = 4.

Despejando los valores de a y b obtenemos el polinomio de Hilbert de la fibra
H,Pﬂ_;l(p)(l/) =V _'_ 1

O sea que la fibra de p tiene dimension 1, por lo que es una curva. Mas ain tiene
grado 1, es una recta. Por ultimo el polinomio de Hilbert también nos dice que no
tiene parte finita. Es decir es una recta y ningin punto mas. Esto tiene sentido,
observando con cuidado la parametrizacién vemos que ¢! (p) es la recta del infinito
V(so).

5.4. Cilindro curva alfa

Por 1ltimo veamos un ejemplo que presenta problemas en su base locus. Tam-
bién se trata de una superficie reglada. Tomamos la curva alfa del Ejemplo y
construimos el siguiente cilindro.

¢:PL -5 P

(s0:81:89) > (s0:s0(s]—52):s1(s]—s5): s589).

El tinico punto base es V(1) = {(0: 0: 1)}, que es localmente una interseccién casi
completa (a. L. c. i.). Luego ¢ no cumple nas condiciones , sin embargo calculemos
las Matrices de Representacién y veamos como sus Ideales de Fitting ain pueden
aportarnos informacién relevante. Tomamos v = 3. La Matriz de Representacion
M (¢)s tiene 10 filas y 17 columnas, por eso no la incluimos.

Una descomposicion primaria del ideal de Fittig inicial es

33 = (wo) N (zoa? + af + wox3) N (af, 25,

2,2 2 3,2 2,22 3 2 2,.3 3,.2 4,2 3,.3 4,2
TT1T3 + Tox|T3 — ToTyly, ToTiT3 + TrTIT3 — TTyx3, T + Lok — Ty,
2,4 5 2,22 3,.4 2,.5 3,22 2.6 7 2,.4,.2
ToT T3 + XoT{T3 — TpT1THx3, Tox1 + Tl — TuT1x5, ToXy + ToTy — TuT{Xy,

9, .6, 2 2.5 2 6,2 _ 54 4, 4 3,2, 4 23,4 _ 36
Ty + Ty %5 + 205705 — 3T0TIX5 — ToTy + 2T Ty — 2T Ty + 3TEXIT; — THT)

N (componente soportada en el origen).

El hiperplano (xy) que aparece en la descomposicién primaria es lo que en [BCJ09,
Seccién 2] llaman el “factor extrano”. Aparece un hiperplano por cada punto base
que es localmente una interseccién casi completa (a. 1. c. i.). Siguiendo el articulo
[BCJ0Y] la ecuacién del hiperplano puede ser calculada evaluando la syzygy sosazs —
s2xg en el punto (0: 0 : 1), que es la tinica que no se anula sobre cualquiera (en este
caso el unico) de los puntos base. La segunda componente es la ecuacién implicita.
Luego aparece una componente cuyo radical es el punto (zg,x1, z3).
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Una descomposicion del siguiente Ideal de Fitting es

1
3{3 - (Z’O,.Il) N ($17'I2)
3.7 .3 2 2 2 2.2 .3 2 1 5
N (x5, Ty, T3, ToTs, Toxs, ToL1T3, THET, LT3, Ly, T1T3)

N (componente soportada en el origen).

Aparece la recta (xg, z1) que estd relacionada con el factor extrano. Luego aparece la
recta (1, x2) y una componente soportada en el origen. El siguiente Ideal de Fitting
es

T3 = (x5, 21, 73, o3, ¥iw3, 07 ) N (componente soportada en el origen).
El ideal de menores de cotamano 3 es
3 _ 2 :
&5 = (w0, 27, r3) N (componente soportada en el origen).

En estos dos ultimos Ideales de Fitting la tinica componente relevante que aparece es
la asociada al punto (0: 0: 1:0). Finalmente el Ideal de Fitting F4 estd soportado
en el origen.

Dejando de lado el factor extraiio que aparece en g3 y 3 en los Ideales de Fitting
aparecen la ecuacién implicita zor?+x3+x013, latecta (z1, z2) y el punto (zg, 1, z3).

La recta (x1,29) aparece tinicamente en el Ideal de Fitting inicial FJ y en el
siguiente §3. Esto se debe a que dicha recta es el conjunto de puntos que la parame-
trizacion “pinta” exactamente 2 veces. Es andlogo a lo que sucede con el Ejemplo
con la curva alfa. Observemos que si bien no aparece como componente primaria
irreducible en §9, la recta (1, 79) estd en dicho ideal. Esto se debe a que al ser una
componente embebida no hay unicidad en la descomposicion primaria, cosa que si
sucede para las componentes aisladas (ver Capitulo (1, Teorema .

Por otro lado el punto (0:0:1:0) que aparece en los primeros 4 Ideales de
Fitting tiene como fibra a la recta V(sg). Al igual que como ocurre en caso de la
esfera, se trata de un punto singular introducido por la parametrizacion.
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