UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Matematica

Tesis de Licenciatura

Amenabilidad de algebras

Javier Rodriguez Chatruc

Director: Dr. Guillermo H. Cortifias

24 de agosto de 2018






Indice general

Introduccion

1. Preliminares
1.1. La paradoja de Banach-Tarski . . . ... ... ... .. ... .. .. .. .. .. ..
1.2. Amenabilidad degrupos. . . . . .. ... L L L L o
1.3. Grupos como espacios métricos . . . . . ... ... Lo

2. Amenabilidad en espacios métricos
2.1. Definiciones y propiedades basicas . . . . . .. .. ... .. .. . o o oL
2.2. Descomposiciones paraddjicas . . . . ... ... .. o oo
2.3. Espaciosextendidos . ... ... ... ... ... L oo
2.4. Amenabilidad versus amenabilidad propia . . . . ... ... ... .. 000

3. Amenabilidad en K-dlgebras
3.1. Definiciones y propiedades bdsicas . . . . ... ... ... ... . Lo 0oL
3.2. Unitizaciébny cocientes . . . . . .. .. ... ... .. L
3.3. Amenabilidad versus amenabilidad propia . . . .. ... ... .. .. ... . ...
3.4. Descomposiciones paraddjicas . . . ... .. ... L L L.
3.5. Algebras propiamente infinitas . . . . . .. ... ...

4. Algebras de Leavitt
4.1. Preliminares . . . . . . . .. e
4.2. CaracterizaciOn . . . . . . . . . ... e e
4.3. Amenabilidad a izquierdayaderecha . . . . ... ... . ... ... .. ... ...

5. Algebras de traslaciones
5.1. Definiciones . . . . . . . . ..
5.2. El vinculo entre espacios métricos y dlgebras . . . ... ... ... ... ... ...

A. Ultrafiltros

Bibliografia



INDICE GENERAL



Introduccion

En 1924 Banach y Tarski prueban (en [17]) su famosa paradoja, que establece (informalmente)
que una esfera puede descomponerse en finitas piezas y luego, a través de rotaciones, arreglarse
para conseguir dos esferas idénticas a la original. Unos afios después, von Neumann estudia en
[18] la existencia de medidas invariantes a izquierda sobre grupos, la propiedad que hoy llama-
mos amenabilidad, y nota que esta propiedad estd detrds de la paradoja de Banach-Tarski. A
grandes rasgos, la amenabilidad de un grupo esta en dicotomia con la existencia de descompo-
siciones paraddjicas en él y la paradoja puede atribuirse al hecho de que el grupo de rotaciones
SO(3,R) es no amenable, por lo que tiene una descomposicién paraddjica, que pasa a la esfera
via la accién de SO(3,R) en ésta. Més adelante, en la década del 50, Folner da una caracteriza-
cién equivalente de amenabilidad ([19]) en términos de la existencia de una red de subconjuntos
finitos del grupo asintoticamente invariantes (hoy llamada condicién Fglner). Desde entonces, la
amenabilidad ha sido objeto de estudio y aplicacién en diversas dreas de la matematica, como la
teoria ergodica y las dlgebras de operadores.

En este trabajo estudiamos la nocién de amenabilidad sobre K-algebras, introducida por
primera vez por Elek para algebras finitamente generadas en [4] y luego generalizada por Ara,
Li, Lledé y Wu en [1]. Siguiendo mayormente [1], veremos las caracterizaciones equivalentes
de amenabilidad algebraica en términos de conjuntos Felner, descomposiciones paradéjicas y
existencia de medidas invariantes, para después estudiar la amenabilidad en el caso de algebras
(de caminos) de Leavitt. Por tltimo, veremos la relacion entre la amenabilidad algebraica y la
amenabilidad en espacios métricos localmente finitos extendidos (que definiremos previamente)
a través de las dlgebras de traslaciones.

En el capitulo 1 damos primero una demostraciéon de la paradoja de Banach-Tarski a modo
de introduccién y hacemos después un repaso sintético de la amenabilidad de grupos discretos.
Por ultimo, recordamos el concepto de grafo de Cayley, que nos permitird entender a un grupo
finitamente generado como un espacio métrico localmente finito, y establecer la equivalencia de
su amenabilidad como grupo con su amenabilidad como espacio métrico en el capitulo siguiente.

En el capitulo 2 definimos la amenabilidad sobre espacios métricos localmente finitos ex-
tendidos a través de la condicién Felner, un concepto introducido por primera vez por Bloch
y Weinberger en [20]. Nos interesard particularmente la distincién entre amenabilidad y ame-
nabilidad propia, ausente en el caso de grupos, pues en el caso de élgebras se hara la misma
distincién. Damos también las nociones de descomposicién paradéjica y medida invariante y su
relacién con la amenabilidad.

En el capitulo 3 se define la amenabilidad sobre K-édlgebras, se prueban sus propiedades
bésicas y se dan las nociones de descomposiciones paradéjicas y medidas invariantes en este
contexto, relaciondndolas con la amenabilidad. Todo esto resultard muy similar a lo visto en el
capitulo anterior, pues es esencialmente su anédlogo algebraico. Al final del capitulo definiremos
el concepto de dlgebra propiamente infinita y mostraremos que toda algebra de este tipo es no
amenable.

En el capitulo 4 estudiamos la amenabilidad de las dlgebras (de caminos) de Leavitt. Veremos
que toda élgebra de Leavitt Lg(m,n) es no amenable y daremos una caracterizacién completa
de la amenabilidad (propia) de las dlgebras de caminos de Leavitt en términos de sus grafos
asociados. En particular, se probard que un algebra de caminos de Leavitt es no amenable si
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y s6lo si es propiamente infinita. Por tltimo, estudiaremos un ejemplo de dlgebra amenable a
izquierda pero no a derecha usando las dlgebras de caminos.

En el capitulo 5 definimos el dlgebra de traslaciones asociada a un espacio métrico localmente
finito y probamos que la amenabilidad (propia) del espacio es equivalente a la de su algebra de
traslaciones. De la misma demostracién se obtendrd también que las dlgebras de traslaciones son
no amenables si y s6lo si son propiamente infinitas.



Capitulo 1

Preliminares

Empezamos repasando la nocién de amenabilidad en el contexto de grupos. En lo que sigue,
trabajaremos s6lo con grupos G discretos, notando sin embargo que toda esta teoria puede
hacerse para el caso méas general de grupos localmente compactos.

La amenabilidad admite numerosas definiciones equivalentes, muchas de las cuales escapan
al objetivo de esta tesis, por lo que veremos sélo las que nos sean necesarias. De particular interés
nos serdn las que hagan uso de la condicion Folner, pues serdn la motivacion para las definiciones
de amenabilidad en espacios métricos y dlgebras que veremos en capitulos subsiguientes. A lo
largo de este capitulo seguiremos mayormente las notas [7] y el libro [5].

En todo este trabajo, llamaremos numerable a todo conjunto que sea finito o que admita
una biyeccién con los ntimeros naturales (es decir, usamos la palabra «<numerable» para lo que
tradicionalmente se denomina «a lo sumo numerable»).

1.1. La paradoja de Banach-Tarski

En esta seccién probaremos la paradoja de Banach-Tarski a modo de introduccién histérica y
veremos cémo esto lleva a la definicién de amenabilidad.

Definicién 1.1.1. Sean G un grupo actuando sobre un conjunto X y A, B C X. Decimos que Ay
B son (finitamente) G-equidescomponibles si existen elementos g1, ...,g, y particiones Ay, ..., Ay,
By,...,B, de Ay B respectivamente (es decir, A = AjU---UA, yB=ByU---UB;) de manera
que B; = g;A; paratodoi € {1,...,n}. En este caso notamos A ~ By escribimos A < B si existe
un subconjunto C C B tal que A ~ C.

Una realizacién de A ~ B es una biyecciéon h : A — B tal que para todo 1 < i < n se tiene
h(a;) = g;a; para todo a; € A;.

Observacion 1.1.2. Si fijamos el grupo G, ser G-equidescomponible es una relacién transitiva.
En efecto, supongamos que A ~ By B ~ D. Entonces tenemos descomposiciones

y elementos g1,...,9u, h1,...,hy en G tales que B; = giA; y D]- = hjC]- paratodol1 <i<ny
1 < j < m. Definimos ahora, para cada i y j, los elementos g;; = g;, h;j = h; y las particiones

Ajj = gi;l(Bi N Cj), Dij = h;j(B; N C;). Veamos que los A;; efectivamente forman una particion.
Si tenemos A;; y Ay entonces, en caso de que i # k es facil ver que estos dos conjuntos son
disjuntos pues A;; = gl.;l(B,- ng) C ¢ 'B; = A; y del mismo modo Ay C Ay, por lo que
AjjN Ay € A;N Ax = @. Si por otro lado i = k'y j # | entonces A;j N Ay = (g;l(Bi Nncj)n
g;l(Bi ngG)) = glfl(Bi NcNG) = g;l((b) = @ pues C; N C; = @. Andlogamente se ve que los

7
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conjuntos D;; forman una particién. Ahora, como para cada i y j tenemos
(hijgij) (Aij) = (hijgif)g;; " (Bi N Cj) = hyj(BiN Cj) = Dy

logramos ver que A ~ D y luego ~ es transitiva.
Observar que si i : A — B es una realizacion de A ~ By S C A entonces S ~ h(S), pues para
obtener las particiones simplemente intersecamos a las de Ay B con S y h(S) respectivamente.

Teorema 1.1.3 (Banach-Schroder-Bernstein). Sean G un grupo actuando sobre un conjunto X y
A,BC X.SiA<sByB < Aentonces A ~ B.

Demostracion. Como A < By B < A, existen subconjuntos A; C A, By C B y realizaciones
f:A—B,g:A - BdeA ~ By y A; ~ B. Pongamos Cy = A\ A1y Cpy1 = ¢ 1 f(Cy)
para cada n > 0y sea C := U?,Cy. Notar que A\ C = A;\ C pues A\ A; C C. Ahora, si
a € A\C tenemos a ¢ C, para cada n y entonces g(a) ¢ f(C,) para todo n. Esto implica que
g(A\C) € B\ f(C). Reciprocamente, si b € B\ f(C) entonces b ¢ f(C,) para todo n > 0. Si fuera
b = g(a) cona € C entonces a € C,, para algin n > 1 (pues Cy = A\ A1 y g no estd definida
alli) y luego b = g(a) € f(Cy_1), lo cual es absurdo. Esto nos dice que B\ f(C) C g(A\C) y
luego B\, £(C) = g(4\ C).

De todo lo anterior se sigue que A\ C ~ B\ f(C), pues g se restringe y correstringe bien
a estos conjuntos. Como ademds C ~ f(C), conseguimos mostrar que A ~ B pues podemos
definir la realizaciéon h : A — B dada por

h‘A\C = 3|A\c y hle=fle

Corolario 1.1.4. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X. Son equivalentes
1. Existen subconjuntos no vacios disjuntos A, B C X tales que A ~ X ~ B.
2. Existen subconjuntos no vacios disjuntos A, B C X tales que AUB =Xy A~ X~ B.

Demostracién. La implicacion (2) = (1) es trivial. Para la otra direccién, notemos que X ~ B C
(X\ A) implica X < X\ A. Ademas, la inclusion X \ A C X nos da trivialmente X \ A < X.
Luego si vale (1), por el teorema 1.1.3, conseguimos X \ A ~ X ~ A, lo que nos da (2). i

Definicién 1.1.5. Sea G un grupo actuando en X. Decimos que X es (finitamente) G-paraddjico si
alguna (y por lo tanto ambas) de las condiciones del corolario 1.1.4 se cumple. Cuando X = Gy
la accion es por multiplicacién a izquierda, decimos directamente que G es paradéjico.

Proposicién 1.1.6. Sea F;, el grupo (no abeliano) libre en dos generadores. Entonces
(1) F, es paraddjico.
(2) Si F, actia libremente sobre un conjunto X, entonces X es Fp-paraddjico.

Demostracion. Para el punto (1), escribamos F, =< a,b > y para cada x € F, llamemos W(x) al
conjunto de palabras reducidas que empiezan con x. Como se tiene

B =W(a)UaW(a™l),

si definimos A = W(a) UW(a~!) entonces A ~ F,. Similiarmente, poniendo B = W(b) UW(b~1)
se ve que B ~ F,. Ademads, A y B son disjuntos, por lo que se satisface la primera condicién del
corolario 1.1.4 y F, resulta paradéjico.

Para ver (2), sea M un conjunto de representantes de las F,-6rbitas de X (i.e, M contiene un
elemento de cada 6rbita de la accién de F, en X). Para cada ¢ € F,, definimos X, = {z-m:z €
W(c),m € M}. Es facil verificar, gracias a que la accién es libre, que los conjuntos X,, X, 1, Xp y
Xj-1 son disjuntos y que se tiene X = X, UaX,-1 = X; LUbX; 1. Esto nos da, al igual que antes,
la descomposicién que buscamos.

|
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Proposicién 1.1.7. El grupo de rotaciones SO(3,R) contiene una copia de F,.

Demostracion. Puede verse que las rotaciones p y ¢ dadas por las siguientes dos matrices generan
una copia de F, (ver Teorema 2.1 de [12] para una demostracién detallada).

1/3 —=2+2/3 0 1 0 0
p=|2v2/3 1/3 ol c=10 1/3 —2v2/3
0 0 1 0 2v2/3 1/3

]

Para probar la paradoja de Banach-Tarski, necesitamos un tltimo resultado debido a Haus-
dorff.

Teorema 1.1.8 (Paradoja de Hausdorff). Existe un subconjunto numerable D de la esfera S tal que
$2\ D es (finitamente) SO(3, R)-paraddjico.

Demostracion. Llamemos F C SO(3,R) al subgrupo isomorfo a F, exhibido en la proposicién
1.1.7. Observar que todo elemento no trivial de SO(3,R) fija exactamente dos puntos de S? (la
interseccion del eje de rotacién con la esfera). Por tanto si D es la unién de todos los puntos
fijos por elementos de F, D es numerable y ademds F actta libremente sobre S?\ D. Luego
$?\ D es F>-paraddéjico gracias a la proposicién 1.1.6 y entonces es también SO(3,R)-paradéjico
trivialmente. O

Teorema 1.1.9 (Banach-Tarski). Sea D un subconjunto numerable de la esfera S>. Entonces S? y 2\ D
son SO(3, R)-equidescomponibles. En particular, S* es SO(3,R)-paraddjico.

Demostracion. Sea | una recta por el origen que no interseca a D, que existe pues D es numerable.
A su vez, nuevamente como D es numerable, existe un 6 tal que, llamando p a la rotaciéon
alrededor de I con 4ngulo 6, la imagen p"(D) no interseca a D para todo n € N. Sea D =
U 0" (D). Por construccion, tenemos p(D) = U2, p"(D) = D\ D y luego

$2=DUuU(s?\D) ~p(D)u($>\D) = (D\D)U(s*\ D) = s?\ D.

Esto muestra que S? y §? \ D son SO(3,R)-equidescomponibles. Si tomamos D tal que S? \ D es
SO(3,R)-paradéjico (1.1.8), entonces S ~ §2 \ D también resulta SO(3, R)-paradéjico. i

Este resultado implica, en particular, que no existe ninguna medida de probabilidad finita-
mente aditiva en todo S? invariante por rotaciones. De hecho, en general vale la reciproca, si un
conjunto X no es G-paradédjico entonces puede definirse en él una medida G-invariante finita-
mente aditiva. Este es el contenido del siguiente teorema, cuya demostracién puede encontrarse
en [11].

Teorema 1.1.10 (Tarski). Sean G un grupo actuando sobre un conjunto X y E C X. Existe una medida
finitamente aditiva G-invariante p : P(X) — [0, 00| tal que u(E) = 1 si y sélo si E no es G-paraddjico.

1.2. Amenabilidad de grupos

En la seccién anterior lo que hicimos fue transferir una descomposicién paraddjica de un
grupo G a un conjunto X en el cual G actda. De la misma manera, si se tiene una medida
finitamente aditiva invariante a izquierda sobre G, ésta puede usarse para conseguir una medida
G-invariante en X, que muestra que X no puede ser G-paraddjico. Fue von Neumann, alrededor
del 1929, quien notd esta relacién y empezé a clasificar a los grupos que admitian medidas
invariantes, llegando a la nocién que hoy llamamos amenabilidad.

En esta seccién se usardn varios resultados importantes del analisis funcional. Todos estos
pueden encontrarse, por ejemplo, en [22].
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Definicién 1.2.1. Sea G un grupo. Una medida en G es una funcién u : P(G) — [0, 1] que satisface
(a) Si A, B C X son disjuntos entonces (AU B) = u(A) + u(B).
(b) u(G) =

Decimos ademads que y es invariante si para todo g € Gy A C X se cumple

(© u(gA) = u(A).
G se dice amenable si admite una medida invariante.

Observacién 1.2.2. Notar que si un grupo G es paraddjico entonces no puede ser amenable. En
particular, F, es no amenable. Mds atin, el teorema de Tarski 1.1.10 nos dice que vale la reci-
proca, si un grupo es amenable entonces no es paradéjico. Obtenemos asi la primera definicién
equivalente de amenabilidad.

Definicién 1.2.3. Sea G un grupo. Una media en G es un funcional lineal M : ¢*(G) — R que
satisface

(1) M(f) > 0 para toda f > 0.
2) M(1¢) = 1.

Decimos ademds que M es invariante si para todo g € G y toda f € ¢*(G) se cumple

(3) M(g- f) = M(f), donde g - f es la funcién (g- f)(h) = f(g~"h).

Observacién 1.2.4. Si M : /*°(G) — R es una media, entonces M es continua con |[|[M| = 1.
En efecto, si f € ¢*(G) es tal que ||f|lcc = 1 entonces 16 — f > 0y f+ 15 > 0, de donde
1= M(lg) > M(f) y M(f) > —M(1g) = —1 vy asi [M(f)| < 1. Esto dice que |M| <1y
entonces es evidente que vale la igualdad pues M(1¢) = 1.

Una media en G puede pensarse como la integracién de funciones sobre una medida finita-
mente aditiva. De hecho, si M es una media en G, la formula y(A) = M(1,4) define una medida
en G finitamente aditiva. Mds atin, si M es invariante entonces y es invariante y luego G resulta
amenable. A continuacién veremos que vale la reciproca, es decir, si tenemos una medida inva-
riante y sobre G, ésta define una media invariante en G. Esto dird que la existencia de una media
invariante es otra definicién equivalente de amenabilidad.

Observacion 1.2.5. Si X es un conjunto con una medida y : P(X) — [0, 1] finitamente aditiva, es
posible definir una integral de funciones f : X — R de la misma manera en que uno lo hace para
medidas o-aditivas. Concretamente, la integral de una funcién caracteristica 14 (con A C X) es

/X Ladu = u(A),

la integral de una funcién simple (i.e una funcién de la forma }}_; AyAx con Ay € Rygy X =
L¥_, Ay) positiva se define por linealidad y la integral de una funcién positiva f : X — [0, +oo]
es
fdp= sup | odp,
X 0<g<f /X
donde el supremo recorre todas las funciones 0 < ¢ < f simples. Por tltimo, la integral de una
funcion arbitraria f : X — R se calcula via la descomposicion f = f+ — f~.

En un curso tipico de teorfa de la medida, la linealidad de la integral (sobre medidas o-
aditivas) suele demostrarse a través del teorema de convergencia monétona, que en el contexto
de medidas finitamente aditivas no tenemos. Sin embargo, la linealidad puede demostrarse sin
apelar a este teorema. En efecto, sean f, g : X — [0, +o0]. Es facil ver, por definicién, que

/X(f+g)dy > /deu +/ng#- (1)
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Para ver la otra desigualdad, sea 0 < ¢ < f + ¢ una funcién simple y mostremos que [, fdu +
Jx 8du > [y pdu. Si escribimos ¢ = Y}_; AkAy con Ay, ..., A, disjuntos dos a dos y Ax € Rxq,
basta ver que [ A fdu+ [ Ay gdu > Agp(Ayg) para todo k, pues entonces la desigualdad deseada
se obtiene sumando sobre k, aplicando (1) y usando que si ANB = @ entonces [, , fdy =
S fdu+ [5 fdu (esto ultimo puede probarse igual que en el caso -aditivo). Reemplazando f, g
por f14, y §14,, podemos suponer n = 1y diviendo por A; también suponemos Ay = 1.

Con todo esto, tenemos f + ¢ > 14 y debemos mostrar que [, fdu + [, gdu > u(A). Sin
pérdida de generalidad, suponemos que f,g < 1 (de no ser asi simplemente reemplazamos los
valores de f y ¢ mayores a 1 por 1). Para cada N € N, definimos ahora las funciones

IN

N
]
fn= Z(:)lffl(U/N,(jH)/N])N fr
]:

IN

J
8N = 21 /NG /N g S &

Tenemos, para cada N € N, (f+g)(x) —(fN+gn)(x) <1/N+1/N =2/N y luego

2 2 2
fNJrgNZerg*NlAZlA*NlAZ (1*N)1A

lo que nos da
2
d /d>/ d / du > (1— Z)u(A).
/Af ot [ gdpz | fudp+ | gndp = (1= 5)u(A)

Tomando N — co se obtiene la desigualdad que queremos.
Habiendo obtenido la linealidad, es facil ver ahora que esta integral también cumple | [, fdu| <
Jx |fldu para toda f : X — R.

Proposicion 1.2.6. Un grupo G es amenable si y sélo si admite una media invariante M : {*(G) — R.

Demostracion. Ya vimos que toda media invariante define una medida invariante. Por otro lado,
en la observacion previa construimos, a partir de una medida y en G, una integral sobre y que
define un funcional lineal M en ¢*(G). Por construccién sabemos que éste es positivo y que
M(1g) = u(G) = 1. Por ultimo, es fécil verificar que si y es invariante entonces M lo es, pues
para funciones caracteristicas tenemos g - 14 = 1g4 y asi

M(14) = u(A) = u(gA) = M(1ga) = M(g - 14).

Luego M es invariante sobre funciones simples y, usando la definicién de integral, se llega a la
invarianza sobre todo ¢ (G). i

Definimos ahora la condicién Felner, para luego probar que es equivalente a la amenabilidad
de un grupo.

Definicién 1.2.7. Un grupo G satisface la condicién Folner si para todo subconjunto finito A C G
y todo € > 0 existe un subconjunto finito no vacio F C G tal que

|[aFA\F| <
|l

para todo a € A. Equivalentemente, podemos pedir que F cumpla

[AFAF| _
I

Teorema 1.2.8. Un grupo G es amenable si y sélo si satisface la condicién Folner.
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Demostracion. Supongamos primero que G satisface la condicién Felner. El conjunto M(G) de
todas las medidas sobre G puede identificarse, gracias a la observacién 1.2.5, con un subconjunto
de (£°(G))*, el dual de £*°(G). Més aun, este subconjunto es débil*-cerrado y esta todo contenido
en la bola unitaria de este espacio, que sabemos es débil*-compacta por el teorema de Banach-
Alaoglu. Luego, via esta identificacién, M(G) es débil*-compacto.

Para cada conjunto finito A C Gy e > 0, sea My, C M(G) el conjunto de medidas y en G
tales que |pu(B) — u(aB)| < e para todo B C Gy a € A. Afirmamos que éste es no vacio para
todo A y e. En efecto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que A es simétrico (i.e que
g€ A= gl e A)ycomo G satisface la condiciéon Felner, para cada A y ¢ existe un conjunto
finito F C G tal que |FAaF|/|F| < ¢ para todo a € A. Definiendo

IBOF|
B) =

se ve que u € My, pues, gracias a que A es simétrico, tenemos

IBNF|—[aBNF|| |[BNF|—|BNna lF||
(B) — pu(aB)| = =
IH(B) = ] ]
|(BNF)A(BNa~'F)| _ |[FAa~'F|
S < <e
|F| |F|

Si tomamos ahora una medida py, € My, para cada A y ¢ obtenemos una red, que por
compacidad admite una subred débil*-convergente a alguna medida u. Esto significa que para
todo BC G, 6 >0y (A e) existen A’ O Ay ¢ < e de manera que |p (B) — pu(B)| < 4. Con
esto se ve que y es una medida invariante (es decir, que G es amenable) pues, fijados a € G
y B C G, lo anterior nos dice que podemos hacer la diferencia |p(B) — u(aB)| tan chica como
queramos, intercalando a una medida 4 . adecuada.

Supongamos ahora que G es amenable. Sea

® = {f: G = Rx¢: f tiene soporte finito y || f||n(g) = Y If(e)l=1}C HG).
8€G

Para probar que G satisface la condicién Felner, veremos primero que la amenabilidad de G
implica que para todo A C G finito y ¢ > 0 existe f € ® tal que ||f — af||n ) < ¢ para todo

a € A, con af la funcién (af)(x) = f(a~'x) (esto se conoce como la condicién de Hulanicki-Reiter,
que es de hecho equivalente a la amenabilidad de un grupo). En primer lugar, podemos pensar
a ® como un subconjunto de su doble dual (¢1(G))** =~ (£*°(G))* via la inyeccién canénica

1 0(G) = (£(G))™
fr= (9= o(f)).

Sea M € (£*(G))* una media invariante en G (que existe porque éste es amenable). Afirmamos
que M € [ , es decir, que M estd en la clausura débil* de ®. En efecto, si fuera M ¢ [ ,

gracias a que & es débil*-compacto y convexo y la topologia débil* es localmente convexa,
el teorema de Hahn-Banach geométrico ([22], corolario 5.4) nos dice que existen una funcién
h € (*(G) y nameros t,s € R de modo que

v(h) <t <s< M(h)

para todov € . Ahora, reemplazando h por h + ||| (v £, s por t + ||h]|eo, S + ||11]| o) podemos
suponer h > 0, de manera que se cumple ||/l = sup{v(h):v € ®}. Pero entonces tomando
este supremo en la desigualdad de més arriba llegamos a

HhHoo <t<s< M(h) < HhHoo/
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un absurdo. Luego existe una red {fy},e; € P débil*-convergente a M, lo que significa que

1(fa)(b) = M(b) para todo b € £°(G). Si ahora fijamos cualquier elemento a € G, gracias a la
invarianza de M conseguimos

1) () = (afe) B)] < i(fu) (b) = M(B)| + |M(a~"b) = (afi) (b)]
= [1(fu) (b) = M(b)| + | M(a™'b) = 1(fi) (a~'b)| —— 0

para todo b € ¢*(G). En otras palabras, la red {¢(fx) — t(afs) }acr es débil*-convergente a 0 para
todo a € G, o equivalentemente, la red { fi — afy }acs converge débilmente a 0 en ¢!(G) para todo
a € G. Sea ahora A C G finito. El espacio @,c4 ¢'(G) tiene una estructura natural de espacio
de Banach y ademas su topologia débil coincide con la topologia producto de los espacios ¢!(G)
equipados con sus respectivas topologias débiles. Por todo lo expuesto anteriormente, sabemos
que el conjunto

{®a€A(fa _afﬂé)}ael g ED gl(G)

acA

contiene en su clausura débil al cero. Por tanto, gracias al lema de Mazur (ver por ejemplo [22],
teorema 5.11), la clausura fuerte (i.e. en norma) de su cdpsula convexa contiene al cero. Esto
implica que existe una sucesion {g, }nen C £1(G), donde cada g, es una combinaciéon convexa
de algunos f, (y por lo tanto pertenece a ¥, pues éste es convexo), de modo que g, — agy
converge en norma a 0 para cada a € A. Con esta sucesién es inmediato ver que se cumple la
condicién de Hulanicki-Reiter para el A C G que tomamos y cualquier &€ > 0.

Volviendo a la demostracién original, nuestro objetivo es ver que G cumple la condicién
Folner. Fijados A C G finito y ¢ > 0, existe una funcién f € ® que cumple ||f — afl|n g <
e/|A| para todo 2 € A. Como f estd finitamente soportada, podemos escribirla de la forma
f = YL, cilg, donde los conjuntos F; son finitos no vacios, F; 2 --- 2 F; y ¢; > 0 para todo
1 <i < n. Ademds, como |[f|[ng) =1, es LjLq ¢i|Fi| = 1. Ahora, si ¢ € (al;AF), es sencillo

verificar que |f(g) —af(g)| > c; y asi

n

€ n
Y claBEAR| < ||f —aflpg) < ] Y cil i
i=1 i=1

para cada a € A. Luego

n n

Y. ) cilaFAF| <e) clFl
i=1a€A i=1

de modo que debe existir un i tal que Y ,c4 |[aF;AF;| < €|F| y por lo tanto, para ese i, se tiene

‘ﬂFl‘AFi‘

[ < éepara todo a € A. Conseguimos entonces probar que vale la condicién Felner. o
1

1.3. Grupos como espacios métricos

Introducimos ahora una manera de pensar a un grupo finitamente generado G como un
espacio métrico via la métrica word length, que servird como fuente de motivacién y ejemplos
para el capitulo siguiente.

Definicién 1.3.1. Sea G un grupo. Una funcién de longitud en G es una funcién |- | : G — [0, 00)
que satisface las siguientes condiciones:

(1) |g| =0siysoélog=e(ie, geslaidentidad de G).
(2) |g] =|g~!| para todo g € G.
(3) [gh! < Ig| + |h] para todo g, € G.
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Una funcién de longitud | - | se dice propia si para todo R > 0 el conjunto

{g€G:[g <R}
es finito.

Puede probarse que todo grupo numerable admite una funcién de longitud propia. Sin em-
bargo, nos interesa la construccién sélo en el caso mads restringido en que G es finitamente
generado.

Sean G un grupo finitamente generado y £ C G un sistema de generadores finito y simétrico
(un conjunto ¥ C G se dice simétrico si g € ¥ implica g~! € %). Definimos la funcién de longitud
de palabra | - |y en G como

gls =min{n:g =010, 0; € T}.

Es sencillo verificar que esto es una funcién de longitud propia en G. Notar que esta funciéon
depende del sistema ¥ que tomemos.

Ejemplo 1.3.2. La funcién de longitud de palabra en Z asociada al sistema X = {1,—1} es
simplemente el valor absoluto | - | usual.

Si G es un grupo finito, podemos tomar X~ = G. En este caso la funcién de longitud de palabra
inducida es simplemente la que vale 1 en cualquier g # e.

El lector familiarizado con los espacios normados probablemente haya notado el parecido
entre una funcién de longitud en un grupo y una norma en un espacio vectorial. La siguiente
definicién entonces resultard natural.

Definicién 1.3.3. Sea G un grupo finitamente generado provisto de un sistema finito y simétrico
de generadores . C Gy sea ||z : G — [0,00) su funcion de longitud de palabra asociada. La
métrica de longitud de palabra (o word length) d = d||_ asociada a | - |y es la definida por

d(g,h) = |gh™'|x
para todo g, h € G.

Es sencillo verificar que esto efectivamente define una métrica usando las propiedades de
| - |=. Es inmediato también que d es invariante a derecha, es decir, se cumple d (g7, hy) = d(g, h)
cualesquiera sean g,h,y € G. Esto significa que para todo I € G la funcién de traslacién a
derecha Lj, : G — G,

es una isometria.

Notar por dltimo que si G es finitamente generado y fijamos un sistema de generadores
simétrico y finito X entonces, gracias a que la funcién de longitud de palabra asociada es propia,
su métrica word length define un espacio métrico en el que toda bola es finita (i.e un espacio
localmente finito). De hecho, en este caso la métrica toma sélo valores enteros.

Para ayudar a visualizar mejor el espacio métrico asociado a la métrica word length en un
grupo G, introducimos ahora el grafo de Cayley.

Definicién 1.3.4. Sea G un grupo finitamente generado junto con un sistema finito y simétrico
de generadores X. El grafo de Cayley de G con respecto a X, notado Cay(G,X), es el grafo (no
dirigido) definido de la siguiente manera:

1. Los vértices de Cay(G, X) son los elementos de G.
2. Dos vértices ¢, h € G estan conectados por una arista si y sélo si gh~! € X.

Pensamos a Cay(G,X) como un espacio métrico mediante la métrica de caminos, i.e, la distancia
entre dos vértices es la longitud del camino més corto que los une (es facil ver que el grafo es
conexo y luego esta distancia estd bien definida).
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Observacién 1.3.5. La métrica de caminos del grafo Cay(G,X) es precisamente la métrica word
length asociada a la funcién de longitud de palabra. Es decir, el grafo de Cayley da una manera
de visualizar a G como espacio métrico.

Ejemplo 1.3.6. Consideremos al grupo Z con sistema de generadores {1, —1}. Entonces el grafo
de Cayley asociado es el siguiente:

Ejemplo 1.3.7. El grafo de Cayley de Z, con sistema de generadores {1,n — 1} es C,, el ciclo de
n vértices.

Ejemplo 1.3.8. Sea F, =< a,b > el grupo libre en dos generadores. Si tomamos {a,b,a~!,b~1}
como sistema simétrico de generadores, el grafo de Cayley es el siguiente (entendiendo que éste
se extiende infinitamente):

L )
AN
x

Grafo de Cayley de F,.
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Capitulo 2

Amenabilidad en espacios métricos

Introducimos en este capitulo el concepto de amenabilidad en el contexto de espacios métri-
cos localmente finitos, i.e, espacios métricos en los que toda bola es un conjunto finito. Ejemplos
tipicos de estos espacios son los grupos finitamente generados discretos, dotados de la métrica
word length. En este capitulo y todos los siguientes seguiremos mayormente [1].

2.1. Definiciones y propiedades basicas
Definicién 2.1.1. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Para cada R > 0 definimos los
siguientes subespacios:
m )RA={xe X:d(x,A) <Ryd(x,X\A) <R} (R-frontera)
» 0fA={xe X\ A:d(x,A) <R} (R-frontera exterior)
» 0gA={xec A:d(x,X\ A) <R} (R-frontera interior)
Notar que dgA = 9% LI 9; A.
Definicién 2.1.2. Sean (X, d) un espacio métrico localmente finito y R, & € R~.

(1) Decimos que F C X es un conjunto (R, €)-Folner si es finito y cumple

|ORF| <
|F|

Notamos Fol(R, ¢) al conjunto de los subconjuntos (R, ¢)-Felner.
(1) (X,d) se dice amenable si para todo (R, ¢) € R%  existe F € Fol(R,¢).

(1) (X, d) es propiamente amenable si para todo (R,e) € R2;y A C X finito existe F € Fol(R,¢)
tal que A C F.

Observar que definimos una nocién de amenabilidad propia que no aparece en el contexto de
grupos. Veremos mads adelante que en ese contexto las dos propiedades son equivalentes (pen-
sando a grupos finitamente generados como espacios métricos como se discutié previamente).

Observacion 2.1.3. Notemos que si Ry < R; entonces dr, F C dg,F para cualquier F C X. Esto
nos dice que, fijado ¢, es Fol(Ry, ¢) C Fol (Ry,¢€) pues, dado F € Fol (Ry, €), tenemos

or, F
|OR, |§ |OR, F| <
|F| |F|

Por otro lado, si €1 < &5 y R estd fijo entonces Fol (R, e1) C Fol (R, €3) pues, si F € Fol(R,€1), es

|ORF|
|F|

<eg <g

17
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Esta observacién nos permite dar una definicién alternativa de amenabilidad en términos de
redes.

Proposicion 2.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico localmente finito. Entonces

(1)

(X, d) es amenable si y solo si existe una red {F;};c| de subconjuntos finitos no vacios tales que
orFE;
zz'm‘ Al o yrso
i |F

(1) (X,d) es propiamente amenable si y sélo si existe una red como en (i) que ademds satisface X =
llm lTllel = UjGI 012] Fi
Demostracion.
(1) Supongamos que (X, d) es amenable y para cada R, = n, &, = 1/m con n,m € N tomemos

Fum € Fol(Ry, em). Esto nos da una red {Fym}nmen donde entendemos que (n,m) <
(n',m") siysolosin <n'ym <m' Fijemos ahora R > 0y ¢ > 0. Podemos tomar entonces
np € Ny mg € N tales que Ry, > Ry €y, < €y por la observacion 2.1.3, si (n,m) > (ng, mp)
tenemos

Fol(Ry, ) C Fol(Ry,, em) C Fol(Ryy, emy) € Fol(R, e1,) C Fol(R, )

Luego para todo (n,m) > (ng,mp) es

y esto prueba entonces que
lim 7|8an’m| =

0.
(nm) | Frm]

Reciprocamente, si tenemos una red {F;};c; como en (i), dados R > 0y € > 0, existe un
ig € I tal que para todo i > ij es
orE;
| R 1| <e
|Fi

En particular entonces F;; € Fol(R, ¢) y (X, d) resulta amenable.

Si (X,d) es propiamente amenable nuevamente ponemos R, = n, &, = 1/m y para cada
A C X finito no vacio tomamos F, ,, 4 € Fol(Ry, &) con A C F, ,, 4. Ahora tenemos una
red {F,ma}, donde (n,m, A) < (n',m',A’) siysolosin <n',m <m'y A C A" De
manera similar a (i) vemos entonces que

lim |aRFn,m,A| -0
(n,m,A) |Fn’m/A

y ademds es facil ver que X = liminfF, , 4), pues si x € X, tomamos n,m € N arbitrarios
y consideramos F, ,, (,}. Ahora, por definicién tenemos x € F,,, () y si (n',m’,A") >
(n,m,{x}) se tiene {x} C A" C Fy ,y a1, por lo que

X € n Fn’,m’,A’
(0! A1) (m,m,{x})

La reciproca es anéloga a (i).
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]

Observacion 2.1.5. Si G es un grupo finitamente generado discreto (con un sistema X finito y
simétrico ya fijo) equipado con la métrica word length, esta nocién de amenabilidad es equivalente
a la de su amenabilidad como grupo.

Para verlo, probaremos que G es amenable como espacio métrico si y sélo si para todo R > 0
y € > 0 existe un conjunto finito F C G tal que

|FAaF|
<
|F|
para todo a € G tal que |a| < R (acd | - | significa | - |z, omitimos el subindice por comodidad).
Esta condicién es equivalente a la amenabilidad como grupo pues todo conjunto finito A C G

estd contenido en alguna bola B(e, R) (siendo e el elemento neutro de G). Sean R > 0,&¢ >0y
F C G finito. Es una verificacién sencilla que se cumple

J (aF\F) =0}F ={g € G\ F:existe f € F tal que d(g, f) < R}
la] <R

y por lo tanto
|04F| < )_ |aF\F| < ) |aFAF| (1)

la|<R la|<R

Por otro lado, para cada a € G tenemos

|aFAF| = |aF \ F| + |F \ aF| = |aF \ F| + |a~'F\ F|

y como ademés |a| = |a~!], se llega a
Y |aFAF| =2 Y |aF\F| | <2[B(e,R)| max |aF \ F| < 2|B(e,R)||0} F|. (2)
la|<R a[<R la|<R

Juntando (1) y (2), llegamos a la estimacion

1

— aFAF| < [04F| < aFAF

a|<R la|<R

que nos permite probar la equivalencia que queremos.
Concretamente, fijando R > 0y ¢, si G es amenable como espacio métrico sabemos, por 2.1.7,
que existe F C G finito con [0} F|/|F| < e/2|B(e,R)| y entonces para todo |a| < R se tiene

|PAaP| EAF| |07 F|

|“ R
< 2|B(e,R)| <e
=L ]

‘ | la|<R

Reciprocamente, si G es amenable como grupo tenemos F C G tal que [aFAF|/|F| < ¢/|B(e,R)|
para todo |a| < Ry asi

05F
<
oSk

la|<R

|aF AF|
[F|

e ) =

< |B(e,R

Ejemplos 2.1.6. Es inmediato verificar que todo espacio métrico finito es propiamente amenable,
pues el espacio mismo es un conjunto (R, ¢)-Felner para todo R y .

El espacio métrico Z (pensado como subespacio de R) es propiamente amenable. Esto puede
verse tomando, para cada n € N, el conjunto

Fo={-n-n+1,....n—-1,n} CZ
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y verificando que, para n >> R, se cumple dgF, = {—n —[R],...,—n+ [R] —1,n — [R] +
1,...,n+[R]} (donde [R] es la parte entera de R) y luego

|orRFy|  4[R] noe

= 0.
Bl 2n+1

Por la proposicion 2.1.4, Z es propiamente amenable pues la sucesién {F,} ademds cumple que
Z = liminf, E,.

Por ultimo, gracias a la observacién 2.1.5, el espacio métrico asociado al grafo de Cayley de
F, no es amenable.

Observacion 2.1.7. En las definiciones de conjuntos Felner, amenabilidad y amenabilidad propia
(2.1.2), el uso de la R-frontera se puede reemplazar por el de la R-frontera exterior, obteniéndose
la misma nocién de amenabilidad (propia).

Para verlo, definimos primero el siguiente subconjunto de X asociadoacada A C Xy R > 0:

NfA:={x€eX:d(x,A) <R}

Afirmamos ahora que se tiene dg(Ng A) C 953 A. En efecto, tomemos x € dg(Ngz A) y notemos
primero que debe ser x € X\ A, pues si x € A entonces d(x,X \ Ny A) > R y luego x ¢
dr(NZ A). Resta verificar ahora que d(x, A) < 2R. Por hipétesis sabemos que debe existir y €
N7 A de modo que d(x,y) < R (en un espacio localmente finito, la distancia de un punto a un
conjunto se realiza). A su vez, como y € N{ A, existe z € A tal que d(y,z) < R. Juntando todo
esto llegamos a

d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) <2R

y por lo tanto d(x, A) < 2R. Esto nos dice que si tenemos un conjunto finito F C X que cumple
|92 Fl
\i |
Nz F D F)

< ¢, podemos tomar Ny F, que resulta (R, ¢)-Folner en el sentido usual pues (usando que

ORINEF)| _ o3Pl _
NGEL TR S

Lema 2.1.8. Sea (X, d) un espacio métrico infinito localmente finito. Entonces X es propiamente amenable
si y solo si para todo R > 0,& > 0y N € N existe F € Fol(R, ) tal que |F| > N. Lo mismo vale si en la
definicion de conjunto Folner usamos la R-frontera exterior.

Demostracion. Dado N € N, podemos tomar un subconjunto finito A C X tal que |A] = N. Si X
es propiamente amenable, debe haber un F € Fol(R, ¢) tal que A C F, cualesquiera sean R y .
En particular entonces |F| > |A| > N, lo cual prueba el "s6lo si".

Para la vuelta, sean R > 0, ¢ > 0y A C X finito. Por hipétesis, existen subconjuntos F C X
de cardinal arbitrariamente grande tales que

9rF| _ €
[F| —2
Si ahora ponemos F = FU A, tenemos A C Fy
[ORF| _ |9rF| | [0RA| _ & , |[9rA] €
= < + < -+ — =
|F| |F| [F| =2 [F] |Foe 2

por lo que, tomando |F| suficientemente grande, F resulta ser (R, ¢)-Folner, probando que X es
propiamente amenable. El caso con R-frontera exterior es completamente andlogo. |
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2.2. Descomposiciones paradéjicas

Al igual que en el caso de grupos, la amenabilidad de espacios métricos estd asociada a la
existencia de descomposiciones paraddjicas. Introduciremos ahora las definiciones pertinentes,
para luego demostrar el resultado central sobre este tema.

Definicién 2.2.1. Sea (X,d) un espacio métrico localmente finito. Una traslacién parcial en X es
una terna (A, B, t), con A y B subespacios de X y t : A — B una biyeccién cuyo gréfico

gr(t) ={(x,t(x)) e Xx X:x € A}

esta controlado, i.e, sup,., d(x,t(x)) < co. Notamos al dominio y al rango (o imagen) de ¢
respectivamente por dom(t) = A y ran(t) = B (admitimos el caso dom(t) = @, en el cual
t: @ — O pues t debe ser biyeccién). El conjunto de todas las traslaciones parciales de X sera
PT(X).

Dadas dos traslaciones parciales t,#' € PT(X), su composicion t o t' (donde tiene sentido)
resulta una traslaciéon parcial. Mds precisamente, su dominio es

dom(tot') = {x € dom(¥) : #'(x) € dom(t)}
y su gréfico estd controlado pues, usando desigualdad triangular, se tiene
sup d(x, (tot')(x)) < sup d(x,t(x))+ sup d(x,t(x)) < oo.
xedomy(tot') xedom(#) xedomy(t)
Definicién 2.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico localmente finito. Una medida en X es una funcién
i :P(X) — [0,1] que satisface
(@) p(X)=1.
(b) Si A,B C X son disjuntos, entonces jt(A U B) = u(A) + u(B).
Diremos ademds que y es invariante bajo traslaciones parciales si también se cumple
(c) u(A) = u(B) para toda traslacion parcial (A, B, t).
Notar que de la condicién (b) se sigue que si A C B entonces pt(A) < pu(B).

Definicién 2.2.3. Sea (X,d) un espacio métrico localmente finito. Una descomposicién paraddjica
de X es una particion X = X, U X_ junto con dos traslaciones parciales ¢; : X — Xj, con
ie{+ -}
Observacion 2.2.4. Para garantizar la existencia de una descomposicién paradéjica en un espacio
X alcanza con encontrar dos subespacios disjuntos X, X’ C X, junto con dos traslaciones
parciales t; : X — X!. En otras palabras, no es necesario que la unién sea todo el espacio X.
Para verlo, supongamos que tenemos una descomposicién (X', #/ , X" ,t' ) de esta tltima
forma. Escribiendo X = X/, U X’ U X, sea

o
X=UEDX)
k=0
donde entendemos que (#, )" es la identidad. Notemos ahora que, como la imagen de #, es X’,,
se tiene X N (#.)¥(X) = @ para todo k > 1y luego X = X U+ (X). Esto nos dice, junto con la
inyectividad de #,, que ¥, (X \ X) = X, \ #,(X) = X/, \ X. Con todo esto podemos construir
una descomposicion paraddjica en el sentido de la definicién 2.2.3, poniendo

X; =X, uX tp= (t;\x\;{)uld;(
X =X t. =t

Solo queda verificar que ¢ tiene grafico controlado, lo que se deduce simplemente de que t/, es
traslacion parcial.
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2.3. Espacios extendidos

En lo que sigue estudiaremos la amenabilidad en el contexto de espacios métricos extendi-
dos, es decir, contemplaremos la posibilidad de que dos puntos estén a distancia infinita entre
si. Nétese que la propiedad de que dos puntos estén a distancia finita define una relacién de
equivalencia, lo que descompone al espacio X en una unién disjunta de clases, X = L;c1X;,
de manera que cada (Xi'd‘xixxi) es un espacio métrico y d(X;, X;) = cosii # j. Cada X; es
una componente conexa gruesa de X. Observemos también que a diferencia del caso ordinario, los
espacios métricos localmente finitos extendidos no tienen porqué ser numerables (aunque cada
componente si lo es).

Todas las definiciones previas se generalizan al caso extendido. De hecho, veremos mds ade-
lante que las nociones de amenabilidad y amenabilidad propia s6lo pueden diferir en caso de
que haya mds de una componente gruesa.

Observacion 2.3.1. La observacién 2.2.4 y el lema 2.1.8 valen también en el caso extendido.
En ambos casos, es sencillo verificar que todos los argumentos pasan al caso extendido sin
problemas. Notemos ademds que si F C X = ;1 X; es un conjunto finito entonces

d(x,F) = min{d(x,F) :i € I}

donde F; = FN X; es la i-ésima componente de F. Esto nos dice que la R-frontera de F se
descompone como unién disjunta de las R-fronteras de cada una de sus componentes, es decir,

Or(F) = Uic19r(F).

Ademads, como R < o y las componentes estdn todas a distancia infinita entre si, la R-frontera
de cada F; en el espacio X; coincide con su R-frontera en el espacio X. En particular, orF; C X;
paratodoi € I.

Lema 2.3.2. Sea (X,d) un espacio métrico localmente finito extendido amenable. Entonces para todo
R, e > 0 existe un subconjunto F € Fol(R, €) contenido enteramente en una sola componente gruesa.

Demostracion. Escribamos X = U;c;X; y dados R, e > O sea F € Fol(R, ¢), F = UjcF;. Afirmamos
ahora que debe existir un i € I tal que F; € Fol(R, ¢), lo que prueba lo que queremos. En efecto,
supongamos que no fuera asi, es decir, que para todo i € I tal que F; # @ (de los cuales hay
finitos pues F mismo es finito) fuera

9 (F)|
— > &
|Fi]
Se tendria entonces
|OR(F)|  Yoier |Or(F)] elF|
T I
lo cual es absurdo. ]

Proposicién 2.3.3. Sea (X,d) un espacio métrico localmente finito extendido. Entonces X es amenable
si al menos una de sus componentes conexas gruesas lo es. La reciproca es cierta si hay un niimero finito
de componentes.

Demostracion. En vista de la observacion 2.3.1, la primera afirmacién es trivial, pues si encontra-
mos un subconjunto (R, ¢)-Felner en una componente, éste seréd (R, ¢)-Folner en todo el espacio.
Para la segunda, escribamos X = I_Jl.l\i 1X; con X; las componentes gruesas de X. Como X es
amenable, usando el lema 2.3.2, para cada n € N existe un conjunto F, € Fel(n,1/n) y un
i € {1,...,N} (que depende de n) tal que F, C X;. Ahora, como hay finitas componentes y
la sucesion {Fy}new es infinita, debe existir un i € {1,..., N} fijo y una subsucesion {Fy,} de
manera que F,; C X; para todo ;. Fijado un R > 0, sabemos que para todo n; > R se tiene
Or(Fy;) € 9y, (Fy;) y por lo tanto (si n; > R)
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Or(Ex)|  10n(F)| 1
< <——0
‘Fﬂj| |Fﬂj| n; nj—eo
Esto nos dice que la sucesién {F,;} es una red como en la proposicién 2.1.4 para el espacio
(Xj,d;) (con d; la restriccion de d a X;). Luego X; es amenable.

Podemos dar una demostracién alternativa de esta segunda afirmacién, usando el teore-
ma 2.3.4 sobre descomposiciones paraddjicas que veremos a continuacién. Razonando por el
absurdo, supongamos que todas las componentes X; fueran no amenables. Luego para cada
i=1,...,N se tendria una descomposicién paraddjica X; = X", LI X con t; X — X]Z traslacion
parcial, para j € {+, —}. Pero esto nos permitiria construir una descomposicién paraddjica para
X (lo que implicaria que X es no amenable), poniendo

Xp=uN, X,y X_=uN X

con traslaciones parciales t; : X — X, t; = I_Ifi 1t§ (nuevamente para j € {4, —}). En efecto,

debido a que hay sélo finitas componentes, estas biyecciones tienen gréfico controlado, pues

sup d(x,tj(x)) = méx sup{d(x, ti(x)) 1 x € X;} < o0
xex i=1,...,N !

Enunciamos y demostramos ahora el teorema central de esta seccién.

Teorema 2.3.4. Sea (X,d) un espacio métrico localmente finito extendido con su descomposicion X =
Uie1 X; en componentes conexas gruesas. Son equivalentes

(1) (X,d) es amenable.
(2) X no admite descomposiciones paraddjicas.
(3) Existe una medida y en X invariante bajo traslaciones parciales.

Demostracion. Veamos primero (2) = (1) mostrando que vale la contrarreciproca. Supongamos
entonces que (X,d) no es amenable. Por la observacion 2.2.4, nos bastard encontrar dos subes-
pacios disjuntos X', , X’ C X'y dos traslaciones parciales t/ : X — X! con i € {4, —}. Ahora, la
no amenabilidad de X implica que existen ¢y € (0,1) (gracias a la observacién 2.1.3, podemos
achicar ¢ y suponerlo menor a 1) y Rg > 0 de manera que, para todo F C X finito, se tiene
|0k, (F)| > €0l F| 6, equivalentemente, [Ny (F)| > (1 +¢0)|F| (pues Ny (F) = g (F) U F). Como
esta condicién vale para cualquier subconjunto finito, tenemos también

NS (F)] = INFE, (N (F)) | = (14 €0) ING, (F)] > (1+ e0)?IF|

y siguiendo inductivamente podemos tomar R; = nRp, con n lo suficientemente grande de
manera que ahora valga

INg (F)| > 2|F|

para todo subconjunto finito F C X.

El resto de la demostracién consistird en usar el lema de Zorn para conseguir una descom-
posicién paradéjica de X. Intuitivamente, el radio R; nos da una "duplicacién local"del espacio,
y mediante el lema de Zorn lograremos hacer global esta duplicacién. Para esto, consideramos
el conjunto Q) de funciones w : X x {4, —} — P(X) que satisfacen

» Paratodoy = (x,j) € X x {+, —} se cumple w(y) € P(Bg,(x))

= Para todo conjunto finito K C X x {+, —} vale que | U,ex w(y)| > [K].
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Notese que, si w € Q, w(y) es un conjunto finito para todo y, pues las bolas son finitas en X.
Ademas, Q) es no vacio pues la funcién w dada por w(y) = Bg,(x) para y = (x,]) pertenece
a ). Es evidente que la primera de las dos condiciones anteriores se cumple, y la segunda es
precisamente consecuencia de la condicién de duplicacién local mencionada més arriba. Con-
cretamente, si K C X x {4, —} es finito, escribimos K = Ky x {+} UK_ x {—} y notamos
que

| U w(y)] = [Ng, (Ky UKL)| > 2]K UK | > [Ky |+ K- | = |K]

yeK

Dotamos ahora a () de un orden definido por
w<w si w(y) Cw(y)paratodoy € X x {+, -}

Con este orden, toda cadena tiene una cota inferior en (). Para verlo, sea {w; };c] una tal cadena.
Definimos w : X X {+, =} = P(X) como w(y) = Njcjw;(y) paracada (y) = (x,j) € X x {+, —}.
Es claro que w(y) € P(Bg,(x)) para todo y pues esto se cumple para cada w;. Para ver la segunda
propiedad, sea K C X x {4, —} un conjunto finito. Para cada y € K, el conjunto {|w;(y)|}ier
tiene un minimo alcanzado por algin wy. Esto significa que para cada y € K existe un iy € I

de manera que w(y) = wy(y). Como K es finito y {w;}c; es una cadena, el conjunto {w; }ycx
0 0
tiene un minimo wj;, que por lo tanto cumple

c'J|I<:wi0’1<

Luego, como wj, € (), se tiene

U o)l =1 wi, ()] > IKI.

yeK yeK

Hecha esta verificacién, el lema de Zorn nos da un elemento minimal respecto a este orden, al
cual llamamos w,, € Q.

Si logramos mostrar que wy, cumple |wy,(y)| = 1 para todo y € X x {4, —} tendremos una
descomposicion paraddjica de X. En efecto, podremos definir (para I € {+,—}) una funcién
t; : X — X que a cada x € X le asigna el tnico elemento del conjunto wy,(x,1). Dados v,y €
X x {+, —} distintos, como w;, € Q) se tiene (tomando K = {y,y'})

lwm (y) Uwm(y')] =2

y luego debe ser wy, (y) Nwm(y') = @. Esto implica que las funciones f; son inyectivas y tienen
imagenes disjuntas, y es claro que tienen gréfico controlado pues para todo x € X se cumple
wm(x,1) C Bgr,(x), 0 en otras palabras, d(x,t;(x)) < Ry.

Resta ver entonces que vale |wy, (y)| = 1 para todo y € X x {+, —}. Es facil ver que |wy (y)| >
1 simplemente tomando K = {y}. Supongamos que para algun yy € X x {+, —} no valiera la
igualdad. Luego existen (al menos) dos elementos distintos x1, X2 € wp(yo). Por la minimalidad
de wy,, deben existir dos conjuntos finitos K; C X x {+, —}, con | = 1,2, que no contengan a ¥
de modo que

(@m(yo) \{x ) U | U wmy) || < IKil
yekK;

pues de lo contrario se podria quitar x; de wy,(yo) y conseguir una funcién en () estrictamente
menor que wy,. Para aliviar la notacién, llamemos

Zy = (wm(yo) \{x ) U | U wnly)

yekK;
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Usando la desigualdad anterior y notando que (wm(yo) \ {x1}) U (wm(yo) \ {x2}) = wm(yo)
obtenemos

|Ki| + K| > |Z1] + 22| = [Z1 U Zo| + |Z1 N Zs

v

wm(Yo) U U wm(y) ||+ U wm(y)
yGKluKz y€K1ﬂK2

>1+|Ki UKy| + |Ky NKp| =1+ |Kq| + |Ks

lo cual es absurdo. Luego debe ser |wy,(y)| = 1 para todo y € X x {4, —} como querfamos.

Para ver (3) = (2), procedemos por el absurdo. Supongamos que tuviéramos una descompo-
siciéon paraddjica (X4, t+, X—,t—) de X. Usando la medida p que por hipétesis existe, llegamos
rapidamente al siguiente absurdo:

1= pu(X) = p(Xp UXo) = u(Xy) + p(X-) = p(X) + p(X) =2

Concluimos entonces que si vale (3) no pueden existir descomposiciones paraddjicas.

Finalmente, para la implicacién (1) = (3) veremos primero que si X es amenable entonces
para todo R C PT(X) finito y € > 0 existe un subconjunto finito no vacio F C X tal que
|or (F)| < ¢|F|, donde

dr(F) = {x € X\ F:existe p € RUR ! tal que x € dom(p) y p(x) € F}

En efecto, sean R C PT(X) un subconjunto finito y € > 0. Escribiendo R = {¢1,...,¢,} para
algunas traslaciones parciales ¢;, sea

R = maéx sup d(x, ¢i(x))
1<isn | vedom(gy)

Ahora, si F C X es un subconjunto y x € dx(F) entonces por definicion existe i € {1,...,n}
tal que x € dom(¢;) y ¢i(x) € F 6 x € dom(g; ') y ¢; '(x) € F. En cualquier caso, como
d(x,¢i(x)) < R 6 d(x, go;l(x)) < R, debe ser d(x,F) < R. En otras palabras, dg(F) C 9% (F)
para todo F C X. Con todo esto, si tenemos R C PT(X) y € > 0, simplemente tomamos R como
antes y (gracias a la observaci6n 2.1.7) un F C X finito tal que |95 (F)| < ¢|F| y llegamos a

[0r (F)] < [9% (F)| < ¢|F|.

La propiedad que acabamos de introducir es la llamada condicién Folner para el pseudogrupo
(PT(X), X). No ahondaremos més en el tema pues no lo necesitamos, pero esta condicién es
equivalente a la amenabilidad de X (ver [3]).

Construiremos ahora la medida que necesitamos usando herramientas de andlisis funcional,
de manera similar a la demostracion del teorema 1.2.8. Sea M (X) el conjunto de todas las
medidas en X (en el sentido de la definicién 2.2.2) y sea £*°(X) el espacio de Banach de funciones
f : X — R acotadas, con la norma de convergencia uniforme (es decir, ||f|| = sup,.x |f(x)]).
Tenemos una aplicacién inyectiva

M(X) = (£2(X))*

P (fH/deu)

que nos permite identificar a M (X) con un subconjunto de la bola unitaria de (¢°(X))* (el
espacio dual de ¢*(X))"' y ademds es facil verificar que es cerrado en la topologia débil*. Por

"Notar que acd la integral es con respecto a medidas finitamente aditivas, como en la observacién 1.2.5.
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otro lado, el teorema de Banach-Alaoglu establece que la bola unitaria de (/*(X))* es débil*
compacta, por lo que M (X) es compacto con esta topologia.

Para cada subconjunto finito F C X consideramos la medida ur : P(X) — [0,1] que en cada
A C X vale

_lAnF
VF(A> - |F|
Sea ahora el conjunto
N ={(R,e) : R C PT(X) es finitoy ¢ € Ry}

ordenado por
(R,e) < (R,e)siysolosiRC R ye>¢.

Como X es amenable, se cumple la condicién Felner para el pseudogrupo (PT(X), X) mencio-
nada més arriba y por lo tanto, para cada (R,¢) € N, existe un subconjunto finito F = F(R, ¢)
tal que |0 (F)| < ¢|F|. Todo esto nos da una red en M (X)

(VF(R,&)) (Re)eN

que por compacidad de M(X) tiene un punto de acumulacién y. Esto quiere decir que para
todo (R, ) € Ny todo entorno U de p en M(X) existe (R, ') > (R, ¢) tal que ppgs oy € U. El
resto de la demostracién consistird en mostrar que y es invariante bajo traslaciones parciales.

Sea entonces t : A — B una traslacién parcial en X y veamos que u(A) = u(t(A)) = u(B).
En primer lugar, notemos que para cualquier A C X y § € Ry, el conjunto

Uge = {p' € M(X): |1'(A) — p(A)| <5}

es un abierto de M(X), pues (via la identificacién de M (X) con un subconjunto de (Yo (X))*)
este conjunto es {Ev;:([O,(H— u(A)nN Eval((y(A) - (5,+oo))] N M(X), donde Ev, es el ele-
mento del dual de ({(X))* que evaltia en 14, la funcién caracteristica de A. Mds atn, como
u € Upyyg, éste es un entorno (abierto) de p. Fijemos ahora § > 0. Como p es un punto de
acumulacion de nuestra red, debe existir (R,¢) € N de modo que

(1) (R,e) > ({t},6), es decir,t € Rye <.

(1) |ppre (A) — u(A)| <6.
(1) [pp(R,e) (EH(A)) — p(t(A))] < 0.

En otras palabras, estamos tomando (R, ¢) tal que (R, ¢) > ({t},9) y ppre) € Uas N Uy a),s-
Para alivianar la notacién, de ahora en mas escribimos F en vez de F(R, ¢). Definimos ahora
los siguientes subconjuntos de A:
Ajj={a€A:acFyta) e F}=ANFNt (F)
Aip={ac€A:acFyta)cdg(F)} =ANFNt {X\F)
A i={a€A:acdp(F)yt(a) e Ft=An(X\F)nt }(F)
Apo={ac€A:a¢Fyta)gFy=AnX\F)nt Y (X\F).
Notar que A = A;; LUA;, LA, ;LU A,y los tres primeros conjuntos son finitos (pues F es finito
y t es una biyeccién). Observar ademds que se tiene
() ANF=A;;UA,, de manera que |[ANF| = |A;;]| + A,
(v) t induce una biyeccion A;; U A,; — t(A) N F y luego [t(A) N F| = |A;i| + | Ao l-
(v) aR(F) 2 a{t,tfl}(F) 2 t(Ai,o) U Ao,i y asi ‘Ai,o| + |Ao,i| < 2|aR(F)‘ < 2S|F|'
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De (iv), (v) y (vi) deducimos que
[1E(A) N F| — |ANE]| < 2¢]F).
Usando la definicién de la medida yr, esto puede reescribirse como

(vin) [ug (£(A)) = pr(A)] < 2¢

de modo que, usando (ii), (iii) y (vii) se obtiene

[(t(A)) — p(A)] < [u(t(A)) — pr(E(A))] + |pr(E(A) — pe(A)| + [HE(A) — 1(A)]
<Jd+42e+4 9 < 46.

Como ¢ era arbitrario, concluimos que esta diferencia no puede ser sino cero y asi y es invariante
bajo traslaciones parciales. ]

La segunda parte de la proposicién 2.3.3 es falsa en el caso general, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.3.5. Sea Y el grafo de Cayley de F, =< a,b >, el grupo libre (no abeliano) en dos ge-
neradores. Para cada n € N, llamamos Y} al grafo que se obtiene de agregar n vértices vy, ..., 0,
y n aristas ej,...,e, a Y, de manera que ¢; conecta v; con v;1 paral <i <#n—1Yy e, conecta
v, con ¢, el elemento neutro de Fy. Si X;; es el espacio métrico asociado a Y), (via la métrica de
caminos), definimos X = U,enXy, i€, X es el espacio métrico extendido que tiene a X, como su
n-ésima componente gruesa.

I b—T On
—o—o 4!
°
El grafo Y.

Veamos primero que X, es no amenable para todo n € N. Supongamos que si lo fuera.
Entonces, por el teorema 2.3.4, X;; admitirfa una medida u invariante bajo traslaciones parciales.
Ahora, como X, \ Y tiene finitos elementos, se cumple u(Y) > 0. En efecto, si no fuera asi se
tendria (X, \ Y) > 0y como cualquier inyeccion ¢ : X, \ Y — Y resulta una traslacién parcial a
su imagen (precisamente por la finitud de X, \ Y), deberia ser

0=u(Y) 2 pt(Xu \Y)) = p(Xu \ Y) >0

un absurdo. Esta observaciéon nos permite construir una medida py : P(Y) — [0,1] invariante
bajo traslaciones parciales simplemente poniendo, para cada A C Y,

(A)
Y)

=

py(A) =

—~

H
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Pero esto es absurdo, pues Y es el grafo de Cayley asociado a F,, un grupo no amenable. Luego
X, debe ser no amenable.

Por otro lado, X es propiamente amenable, pues las ramas de vértices vy,...,v, permiten
tomar subespacios Folner de cardinal arbitrariamente grande en X. Concretamente, sean (R, ¢) €
R2,y N € N. Tomando n € N de manera que n > max{[R], N, @} (donde [R] denota la parte
entera de R), definimos F = {vy,...,v,} € Xy, C X. Tenemos |[F| =n> Ny

ajg(l-"):{vkein:n+1§k§n+[R}}

con lo cual

otR R
e s

Gracias a la observacién 2.1.7 y el lema 2.1.8, esto muestra que X es propiamente amenable.

2.4. Amenabilidad versus amenabilidad propia

Si un espacio extendido X tiene una componente gruesa finita X;, sabemos por la proposicién
2.3.3 que X es amenable. Esto es porque X; es un subconjunto (R,0)-Felner en X para todo R.
De alguna manera, la componente X; estd trivializando la condicién de amenabilidad, pues es
muy posible que el resto de las componentes formen un espacio no amenable y sin embargo,
al agregar X;, el espacio se vuelve automaticamente amenable. Es acd donde la nocién de ame-
nabilidad propia entra en juego; si uno no sélo pide que existan subconjuntos Felner, sino que
ademads éstos sean exhaustivos (i.e que abarquen todo el espacio), la existencia de una compo-
nente finita no es suficiente, pues ésta s6lo da conjuntos Felner localizados en esa componente.
De esta manera, la nocién de amenabilidad propia es la de una amenabilidad global.

A continuacién veremos que los espacios amenables pero no propiamente amenables son
todos como en el ejemplo anterior, es decir, tienen una componente gruesa finita que trivializa
la condicién de amenabilidad. La siguiente proposicién sera crucial para llegar a este resultado.

Proposicion 2.4.1. Sea (X,d) un espacio métrico (no vacio) localmente finito extendido. Si todas las
componentes gruesas de X son infinitas, entonces X es amenable si y sélo si es propiamente amenable.

Demostracion. Supongamos que X = U;c;X; fuera amenable pero no propiamente amenable. Por
el lema 2.1.8 en el caso extendido, deben existir Ry > 0y gy > 0 de manera que Fol(Ry, €p)
tiene un elemento Fy de cardinal méximo. Mds auin, achicando ¢ si es necesario (usando la
observacién 2.1.3), podemos suponer ¢y < 1. Escribamos Fy = Ujcj,Fy,, donde Iy C I es el
conjunto (finito) de indices para los cuales Fy; := Fy N X; # @. Sea

Ry = %ﬁ}x{diam(Fo,z‘) +d(Fyi, Xi \ Fo,)}
0

con diam(Fy;) el didmetro de F;. Observar que R es finito precisamente porque las componen-
tes son infinitas, ya que esto hace que el conjunto X; \ Fy; sea no vacio para todo i € I.
Tomemos ahora R > Rp + Ry y € > 0 tal que

1
€<min{€0,|1:|}.
0

Por amenabilidad de X, debe existir un F € Fol(R, ¢). Notar que, como € < g9 y R > Ry, también
vale F € Fol(Ry, ). Usaremos ahora a F para construir un conjunto (R, ¢g)-Felner de cardinal
mayor que |Fy|, llegando a un absurdo y concluyendo la demostracion.

En primer lugar, afirmamos que F ¢ Fj. En efecto, si no fuera asi, por como definimos R;
se tendria Fy; C orF; para todo i € Ij tal que F; # @. Llamando I C Ij a este subconjunto de
indices, obtenemos

|ORF]| S Yier |Foi
[Fl ™ e [Fo,

=1>¢ >c¢
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una contradiccion pues F € Fol(R, €). Luego, escribiendo F = Ujeo Fj con Jy C I los indices para
los cuales F; # @, debe existir un j' € Jo tal que Fy ¢ Fy. Separaremos el resto de la demostracion
en los siguientes dos casos:

(a) or(F) # @. Acé tenemos
1 _rB) 1
|F| |F| | Fol

lo cual muestra que |F| > |Fy|, un absurdo.

(b) or(F) = @. Esta situacion se separa nuevamente en dos casos para cada j € Jy

(1) FFNF; # ©. Esta condicién implica que Fy; C F;, pues de lo contrario tomamos
elementos x € Fy;, x ¢ Fj, y € [FN Ky y llegamos a

d(x,F) <d(x,y) +d(y, F;) < diam(F,;) <R; <R

Como ademés d(x, X; \ F;) = 0 < R (porque x ¢ Fj), resulta x € OrF = O.
(2) ENEy = .

Si valiera (2) para algtn jy € Jo, poniendo F = Fy Ll Fj, y recordando que estamos asumien-
do dr(F) = @, resulta

9o ()| _ [9Ro (F)| + 19r, (i) _ 19g, (F0)| _ [, (Fo)
Fl -~ [Fol + [ | |Fol + |Fj | [Fol  —

€0

Conseguimos entonces un conjunto (Ry, €p)-Felner que contiene estrictamente a F, un ab-
surdo.

Por tltimo, si (1) valiera para todo j € Jo entonces Jo C Ip y Fy; C F; para cualquier j € Jo.
Definimos F = Fy U F, que contiene estrictamente a Fy pues habfamos visto que F ¢ F.
Llamando Ij := Iy \ Jo y recordando que dg,F; = @ para todo j € Jy por hipétesis, tenemos

0r,F|  Ljego 19rFj| + Liery 19r, Fo,il
Fl ||
ey 9roFoil  |og,Fol
- || ~ |kl

<¢g

lo que nos da, una vez mas, un conjunto (R, ¢o)-Felner de cardinal estrictamente mayor
que |Fol.

En todos los casos llegamos a una contradiccién que nos dice que X debe ser propiamente
amenable. O

De esta proposicion se desprenden dos corolarios importantes.

Corolario 2.4.2. Sea (X,d) un espacio métrico localmente finito. Entonces X es amenable si y sélo si es
propiamente amenable.

Demostracion. Si X tiene finitos elementos ya sabemos que es propiamente amenable, con lo cual
no hay nada que probar. Si tiene infinitos elementos, la proposicién 2.4.1 nos da el resultado
(pues X tiene una sola componente gruesa, que por lo tanto debe ser infinita). ]

Corolario 2.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico localmente finito extendido de cardinal infinito. Entonces
X es amenable pero no propiamente amenable si y sélo si X = Yy UY,, donde Yq es un subespacio finito
no vacio de X, Yy es no amenable y d(Y1,Y,) = oo.
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Demostracion. Supongamos primero que tenemos una descomposiciéon X = Y; LY, como en
el enunciado. Entonces, en primer lugar, es facil verificar que Y; es un conjunto (R,0)-Felner
para todo R > 0 en X, lo que muestra que X es amenable. Por otro lado, afirmamos que si X
fuera propiamente amenable Y, también lo serfa. Para verlo, notemos primero que si tenemos
F € Fol(R,¢) en X, el conjunto F = F U Y; tambien resulta (R, ¢)-Folner. Habiendo notado esto,
si X es propiamente amenable, dados R > 0, e > 0y N € N existe F € Fol(R, ¢/2) que contiene
aY1y |F| >N, F=Y;UFy,. Luego

9r(Fy,)| _ [0r(E)| _ [0r(F)| ~|F| _ e|Fy|+ Y €
| Fy, | | Fy, | [Fl  [Fy|l =2 [|Fp| Now 2

Tomando un N adecuado, conseguimos conjuntos Felner de cardinal arbitrariamente grande en
Y5, lo que muestra que Y, es propiamente amenable.

Sea ahora X un espacio amenable pero no propiamente amenable. Entonces, en particular,
X debe tener un ntmero finito de componentes gruesas finitas, pues de lo contrario podria-
mos conseguir conjuntos (R, 0)-Folner de cardinal arbitrariamente grande para cualquier R > 0
(simplemente tomando la unién de suficientes componentes finitas). Llamando X3, ..., Xy a las
componentes gruesas finitas de X, ponemos Y] = I_Ifi 1Xi, Y2 = X'\ Y1. Como por construccién
todas las componentes gruesas de Y, son infinitas, si Y, fuera amenable, seria también propia-
mente amenable por la proposicién 2.4.1 y asi X seria propiamente amenable. Luego Y, es no
amenable. Por dltimo, como X es amenable, debe ser Y7 # @. |



Capitulo 3

Amenabilidad en K-algebras

La nocién de amenabilidad algebraica fue introducida por G. Elek en [4] para K-algebras
finitamente generadas y unitales. Ademds, muchos de sus resultados también requerfan que las
algebras no tuvieran divisores de cero. En este capitulo se generalizan estas ideas al caso de
K-élgebras arbitrarias y se introduce también la distincién entre amenabilidad y amenabilidad
propia (Elek llama amenabilidad a lo que aqui llamaremos amenabilidad propia). Muchos de los
resultados e ideas expuestos a continuacién resultardn muy similares a los vistos en el contexto
de espacios métricos.

3.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 3.1.1. Sean A una K-dlgebra, 7 C A un subconjunto finito y € > 0.

1. Un subespacio W C A finito-dimensional no nulo se dice (F,¢)-Folner a izquierda si satis-
face
dim(aW + W)

< .
dim (W) <14e& paratodoac F

Notamos Fol(A, F, ¢) a la coleccion de subespacios (F, €)-Folner a izquierda de .A. Cuando
no haya lugar a confusién, omitiremos el dlgebra y escribiremos directamente Fol(F, ¢).

2. A se dice algebraicamente amenable a izquierda si para todo € > 0 y todo subconjunto finito
F C A existe un subespacio (F, ¢)-Felner a izquierda.

3. A es propiamente algebraicamente amenable a izquierda si para todo € > 0 y todo F C A finito
existe un subespacio (F, ¢)-Felner a izquierda W tal que 7 C W.

De manera completamente andloga podemos definir subespacios Felner a derecha y amenabilidad
algebraica (propia) a derecha. Como estas dos nociones son simétricas, trabajaremos sélo con
amenabilidad a izquierda y omitiremos el término por comodidad. De hecho, nos referiremos al
concepto directamente como amenabilidad, entendiéndose que ésta es algebraica.

El siguiente lema nos dard una definicién alternativa de amenabilidad que muchas veces
usaremos en lugar de la original.

Lema 3.1.2. Un dlgebra A es amenable si y sélo si para todo e > 0y F C A finito existe un subespacio
W C A de dimension finita tal que

dim(FW + W) _ dim(span(FW) + W)
dim(W) dim(W)

<1l+e

31
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Demostracion. En primer lugar, si tenemos un subespacio W C A como en el enunciado, entonces
para todo a € F se cumple aW + W C FW 4+ W y por lo tanto

dim(aW + W) < dim(FW + W)
dim(W) —  dim(W)

<1l+e

Esto muestra que A es amenable si se cumple la condicién del enunciado.

Para la otra direccién, fijemos F C Ay ¢ > 0, escribamos F = {ay,...,a,} y tomemos
W € Fol(F,£) (que existe por amenabilidad de .A). Para cada i € {1,...,n} sea ahora k; el
numero natural (o cero) tal que dim(a;W + W) = dim(W) + k;. Por hipétesis se tiene

dim(W) +k;  dim(a;W + W) €
. = . <1l+-
dim(W) dim(W) n
por lo que din]:éW) < £ para todo i. Con todo esto llegamos a
dim(FW + W) _ dim(W) + Y7k Lk €
< 1= = < —_ =
dim(W) = dim(W) U Gimwy ST e
con lo cual W cumple lo que queremos. ]

Observacion 3.1.3. En muchos casos abusaremos de la notacién y diremos que un subespacio
W cumple W € Fol(F,¢) cuando en realidad cumple la condicién ligeramente mds fuerte del
lema 3.1.2.

Observacion 3.1.4. De manera similar a la observacién 2.1.3, los subespacios Felner satisfacen
propiedades de monotonia que se verifican facilmente. Concretamente, se tiene

(1) Si F; € F, son subconjuntos finitos de un dlgebra A, entonces Fol(A, F,,¢) C Fol(A, Fy,¢).
(2) Sieg < ey entonces Fol(A, F,e1) C Fol(A, F,e).
Proposicién 3.1.5. Sea A una K-dlgebra. Entonces

(1) A es amenable si y sélo si existe una red {W;};c| de subespacios finito-dimensionales tal que

. dim(aW; + W;) B
hgnW =1 para todo a € A.

(2) A es propiamente amenable si y sélo si existe una red como en (1) que ademds cumple A =
lim infi Wi = UjEI niZj Wi-
Demostracion. (1) Si A es amenable, para cada F C A finito y ¢ > 0 podemos tomar Wz ) €
Fol(F,¢€). Si ordenamos el conjunto {(F,¢)} de manera que (Fy,€1) < (Fp,€2) siy solo si
g2 < &1y JF1 C JFy, es fécil ver que la red {Wz )} cumple lo pedido.

Por otro lado, si tenemos una red como en el enunciado, ¢ > 0y F = {ay,...,a,}, para
cadaj=1,...,nexiste uni; € I tal que sii > i; entonces

dim(aj : W,' + Wi)

<
dim(w,) =L TE

Tomando un k mayor a i; para todo j = 1,...,n se ve que Wy € Fol(F,e).

(2) Si A es propiamente amenable, tomamos una red {Wz )} como en (1) a la que ademds le
pedimos que F* € W(x ) para todo (F,¢). Al igual que antes, es fécil verificar que esta red
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cumple la condicién de (1), y para ver que A = liminf W r ) simplemente notamos que
para todo x € Ay e > 0 se tiene
* € Wigxye)

y que por definicién, si (77, ¢') > ({x}, ), entonces x € Wz o).

Si ahora partimos de la red {W;}c; y fijamos ¢ > 0y F = {a3,...,a,}, para cada j €
{1,...,n} existe un indice k; € I tal que a; € W; para todo i > k; (pues la red cumple
A = liminfW;) y otro k; € I tal que

dim(ale- +W;) <1
dimw,) = ¢

para todo i > k;-. Tomando entonces para cada j un indice i; mayor a k; y k} y luego otro k

mayor a i; para todo j € {1,...,n} se ve que Wy € Fol(F,e) y F C W;.
o

Ejemplos 3.1.6. Cualquier dlgebra A de dimensién finita es propiamente amenable, pues pode-
mos tomar W = A cualesquiera sean e y F.

El 4lgebra de polinomios K[X] es propiamente amenable. En efecto, sean F C A finito y
e > 0y veamos que existe un subespacio W que es (F, ¢)-Folner en el sentido de la observacién
3.1.3 y tal que F C W. En primer lugar, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
F=A{LX,... ,Xk} para algin k € N, pues para todo F C A finito existe un k € N de manera
que span(F) C span({1,X,...,X*}). Ahora bien, si ponemos W, = K[X]<, (i.e, el subespacio
de polinomios de grado menor o igual que n) tenemos

dim(FW,, + Wy,)  dim(K[X]<,4k) n+k+1

dim(W,) N dim(K[X];) on+1

Tomando 7 lo suficientemente grande este cociente se puede hacer menor a 1 + ¢ y asi, para un
n adecuado, el subespacio W, resulta (F,¢)-Folner. Si ademds pedimos que n > k, W, contiene
a F y por lo tanto K[X] es propiamente amenable.

La siguiente proposicién muestra que, en esencia, la amenabilidad es una propiedad sobre
K-algebras de dimensién numerable.

Proposicién 3.1.7. Sea A una K-dlgebra de dimensién infinita. Entonces A es (propiamente) amenable
si y solo si todo subconjunto numerable de A estd contenido en una subdlgebra (propiamente) amenable
de dimensién numerable.

Demostracion. Haremos la demostracion para amenabilidad propia, notando que el caso no pro-
pio es similar.

Supongamos primero que A es propiamente amenable y sea C C 4 un subconjunto nu-
merable. Usando que una subdlgebra generada por un conjunto numerable es de dimensién
numerable, definimos una sucesion {B;}$* , de subélgebras de .A de dimensién numerable de la
siguiente manera:

s Tomamos By como la subdlgebra generada por C

» Si tenemos definido B;, fijamos una base {¢};> ; de B;. Como A es propiamente amenable,
para cada k € N existe un subespacio finito-dimensional {ey, ..., e} € Wy C A (en el caso
de amenabilidad a secas, acd a Wy no se le pide que contenga a {e, ..., e }) tal que

dim({eq, ..., ex Wi + W) 1

< z
dim(Wy) =1+

Definimos B;;; como la subdlgebra generada por el subespacio (de dimensién numerable)
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Construida esta sucesion, ponemos B = [Ji2, B;. Veamos entonces que B es una subdlgebra
propiamente amenable. Sean ¢ > 0y F C B finito. Como F es finito, debe existir un B, tal
que F C Bjo, y, si llamamos como antes {ek},‘(";1 a una base de Bjo/ nuevamente por finitud
debe existir un k, € N de modo que F C (e, ..., ¢, ). Por construccion, tenemos el subespacio

Wi, € Bjy+1 € B que contiene a Fyes(F, kl—O)—Ftalner pues, dado a € F, es
dim(a-WkO —|—Wk0) < dim({e1,...,€k0}wk0 —|—Wk0) 1

< —
dm(Wy,) dim (W) =15

Tomando kj suficientemente grande, logramos ver que B es propiamente amenable.

Para ver la reciproca, dados ¢ > 0 y F C A finito, existe por hipdtesis una subélgebra
F € B C A numerable-dimensional propiamente amenable. Luego la amenabilidad propia de
B basta para encontrar un W € Fol(F,¢) en A que contenga a F. o

Para estudiar la relacién entre amenabilidad y amenabilidad propia, damos primero una
caracterizacién mds de esta segunda propiedad para K-algebras de dimensién infinita.

Proposicién 3.1.8. Sea A una K-dlgebra de dimension infinita. Son equivalentes

(1) A es propiamente amenable.

(2) Paratodoe >0, N € Ny F C A finito existe un subespacio W € Fol(F,¢) tal que dim(W) > N.
Si ademds A es unital, esto es también equivalente a

(3) Para todoe >0y F C A finito existe un subespacio W € Fol(F, €) que contiene a 1 4.

Demostracion. Para ver (1) = (2), dados F C Ay ¢ > 0, simplemente tomamos un 7' O F
finito de manera que dim(span(F’)) > N y un subespacio W € Fol(F’,¢), F/ C W. Luego

W € Fol(F'.e) CFol(F,e) y dim(W) > dim(span(F')) > N

como queriamos.
Veamos (2) = (1). Sean nuevamente ¢ > 0y F C A finito. Si llamamos V := span(F) y
W C A es un subespacio, para cada a € F tenemos

dim(a(W+V)+ W+ V) < dim(aW + W)  dim(aV + V)
dIm(W 1 V) ST dmW) T dim(W)

Luego tomando un N € N adecuado y un W € Fol(F, §) con dim(W) > N, podemos conseguir
que la desigualdad anterior sea menor o igual a 1 + € para todo a € F. Esto muestra que W + V
es el subespacio que buscamos para mostrar la amenabilidad propia de A.

Por ultimo, asumamos que A es unital. Entonces (1) = (3) es trivial, mientras que para
(3) = (2) notamos primero que 14 € W implica dim(span(FW + W)) > dim(span(F)), con lo
cual W € Fol(F, ¢) nos dice que

dim(W) > dim(FW + W) > dlm(span(}")).
1+e 1+e¢

Luego si tenemos F, € y N, primero le agregamos elementos a F si es necesario, de manera que

dim(span(F)) SN
1+e¢ -

Una vez hecho esto tomamos W € Fol(F,¢) tal que 14 € W, lo que nos da
dim(W) > dim(span(F)) SN
1+e

como queremaos. [m]
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3.2. Unitizacion y cocientes

Estudiamos en esta secciéon como se comporta la amenabilidad bajo unitizacién y cocientes.
Para ello recordamos primero la nocién de unitizacién de un algebra.

Definicién 3.2.1. Sea A una K-algebra. La unitizacion de A, notada A, es la K-algebra cuyo
espacio vectorial subyacente es A @© K y cuyo producto se define como

(a,A)(b,u) = (ab+ pa+ Ab,Ap) paratodoa,be A y A, ue K
La unidad de A es (0,1), y si A es unital entonces A ~ A x K como K-4lgebras.
Proposicién 3.2.2. Sea A una K-dlgebra. Entonces
(1) Si A es amenable entonces A lo es.
(2) A es propiamente amenable si y sélo si A lo es.

Demostracion. Llamemos m : A@® K — A a la proyeccién en la primera coordenada, i : A —
A @K a la inclusiéon en A x {0} y supongamos que A es de dimensién infinita, pues de lo
contrario no hay nada que probar.

Para ver (1), supongamos que A es amenable. Dados ¢ > 0y F C A finito, sea W C A un
subespacio (7t(F),¢)-Felner. Por cémo estd definido el producto en A, si (a,A) € F, entonces
(a,A)-i(W)+i(W) = i(aW + W). Luego

dim [(a,A) - i(W) +i(W)] _ dim[i(aW + W)] _ dim(aW + W)
dim(i(W)) dim(i(W)) dim (W)

por lo que i(W) C A es (F,¢)-Folner.

Veamos ahora (2). En primer lugar, notemos que si A es propiamente amenable podemos
verificar que existen subespacios Folner en A de la misma manera que en (1), y gracias a la pro-
posicién 3.1.8 basta ver que dichos subespacios se pueden tomar de dimensién arbitrariamente
grande. Pero esto es evidente, pues el morfismo i es mono y por lo tanto preserva dimensién.

Supongamos ahora que A es propiamente amenable. Dados ¢ > 0y F C A, podemos tomar
un subespacio W C A que sea (i(F), ¢)-Felner tal que i(F) C W. Ademds podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que dim(span(F)) > 2. Afirmamos que w(W) es un (F,2¢)-Folner en
A. Para verlo, notemos primero que si a € F y (b, u) € W entonces i(a) - (b, ) = i(ab+ pa) €
i(ab) + W y por ende

n(i(a) - W+ W) =a- (W) + (W)

<1l+c¢

Ahora, usando que el nucleo de 7 tiene dimension 1 (pues es {0} x K) y que dim(W) >
dim(span(F)) > 2 (pues i(F) C W), tenemos

dim[a- (W) + m(W)]  dim [7(i(a) - W+ W)]

dim(7r(W)) B dim(7r(W))
dim [i(a) - W+ W] dim[i(a) - W+ W] —1 dim[i(a) - W+ W] —1
{ dim(W) ’ dim (W) ’ dim(W) —1 }
dim [i(a) - W + W] — dim(W)
< [l'” dim(W) — 1 }

C {1,1+€(1+dnn(1W)—1>}

donde la primera contencién vale pues el tercer elemento del conjunto es el mds grande de los
tres (en general, si n > m > 2 son dos ntimeros naturales, es facil verificar que el maximo del

conjunto {2, 1-1 1-11 o5 1=1) y sacando denominador comtn se ve que

dim [i(a) - W+ W] — dim(W) _ dim[i(a) - W+ W] —1
dim(W) — 1 T dim(W) -1

1+
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y la segunda contencién se deduce de que, como W € Fol(i(F), ), es

dim [i(a) - W + W] — dim(W)
dim(W)

<eg

De todo esto deducimos que 71(W) resulta un subespacio (F,2¢)-Folner. Como ademds F C
(W), A es propiamente amenable. o

Ejemplo 3.2.3. Si A es un dlgebra con un ideal Z <A a izquierda no nulo de dimensién finita
entonces A es amenable, pues 7 es un subespacio (A,0)-Folner. En particular, notemos que si A
es unital entonces A ~ A x K tiene un ideal de dimensién finita (K), y por lo tanto es amenable.
Por otro lado, si A es unital no amenable entonces .A no puede ser propiamente amenable, pues
en ese caso A también lo seria.

Proposicién 3.2.4. Sea A una K-dlgebra con un ideal T < A bildtero no trivial de dimension finita.
Entonces A es propiamente amenable si y sélo si el cociente A/Z lo es.

Demostracion. Llamemos 7t : A — A/T a la proyeccién y supongamos primero que A es pro-
piamente amenable. Dados ¢ >0y N € N, si ' C A/T es finito, tomemos F C A un conjunto
del mismo cardinal que F’ tal que 7(F) = F'. Luego existe un subespacio W C A que es
(F, 5)-Folner con dim(W) > N. Dado a € F, tenemos
dim(7(a) - T(W) 4+ (W)) < dim(a- W+ W)

dim (7T (W)) S dm(W) — dim(Z)
dim(a- W+ W) dim(W) € dim (W)
dm) dmW) —dim@) = T 2) Emw) = dim(Z)

Si tomamos N >> 0, podemos hacer tender este tltimo cociente a 1 tanto como queramos, lo
que nos dice que podemos encontrar subespacios (F’, ¢)-Folner para cualquier e. Como ademads
dim(7r(W)) > dim(W) — dim(Z) > N — dim(Z), probamos que .A/Z es propiamente amenable.
Si ahora A/Z es propiamente amenable y F C A es finito, tomamos un subespacio V €
Fol(A/Z, n(F),5) tal que dim(V) > N. Luego dim(7r~1(V)) > dim(V) y,sia € F, es

dim(a- 7= (V) + = 1(V)) < dim(a - = 1(V) + n~1(V))

dim(7t=1(V)) - dim(V)
dim(7t(a)-V+V)) dim(a- 7 Y(V) + (V) <
dim(V) dim(7t(a) -V 4+ V) -
e, dim(m(a)-V+V)+dim(7) €
(1+ E) dim(rt(a)-V 4+ V) dim(V)—co 1+ E)

donde la Gltima desigualdad vale pues 7z (a - 7= 1(V) + 7~ 1(V)) = n(a) - V + V. Luego tomando
N >> 0 conseguimos probar que A es propiamente amenable. o

Ejemplo 3.2.5. La proposicién 3.2.4 da una forma fécil de construir dlgebras amenables pero
no propiamente amenables. Simplemente tomamos A; un &lgebra de dimensién finita, A, un
algebra no amenable y consideramos A = A; x A;. Como A; es un ideal bilatero de dimensién
finita en A ésta resulta amenable, y como el cociente A/ A; ~ A, es no amenable, A no es
propiamente amenable.

3.3. Amenabilidad versus amenabilidad propia

Analogamente al caso de espacios métricos, la existencia de un ideal de dimensién finita
en un algebra trivializa la condicién de amenabilidad, y es por ello que uno considera la ame-
nabilidad propia, para distinguir a aquellas 4lgebras que son amenables pero no globalmente
amenables. El siguiente teorema muestra que las dlgebras de este tipo contienen un ideal no
trivial de dimensién finita (comparar con el corolario 2.4.3).
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Teorema 3.3.1. Sea A una K-dlgebra de dimension infinita que es amenable pero no propiamente amena-
ble. Entonces existe un elemento a € A\ {0} tal que

dim(A - a) < oo.

Demostracion. Como A es amenable, para todo ¢ > 0y F C A finito sabemos que Fol(F,¢) # @.
Luego tiene sentido considerar

Ng . = sup{dim(W) : W € Fol(F,¢)}

Por otro lado, como A no es propiamente amenable, deben existir g > 0y Fy C A tales que
Nz, e, < 0. Por la observacion 3.1.4, para todo € < ¢g es Nx, . < Nz ¢ y por lo tanto podemos
suponer que &g - N o, < 1.

Ahora afirmamos que, cualesquiera sean 0 < & < g9 y F 2 Fy finito, es

Fol(F,¢) = Fol(F,0)

La inclusién D es clara, y para ver C notamos que, dados W € Fol(F,¢) y a € F, entonces

dim(a- W+ W) < (1+4¢)dim(W) < dim(W) +¢&- Nx, <
dim(W) + &g - Nx ¢, < dim(W) +1

Como ademas es evidente que dim(a - W + W) > dim(W), debe ser dim(a - W + W) = dim(W).

Notemos ahora que un subespacio W C A es Fol(F,0) si y solo si F-W C W. Para cada
Fo € F C A finito, como acabamos de mostrar que el conjunto {dim(W) : W € Fel(F,0)} es
no vacio y finito, concluimos que el conjunto

Folyax (F,0) := {W € Fol(F,0) : dim(W) > dim(W’) VW’ € Fol(F,0)}

es no vacio. Més aun, Fely,(F,0) tiene un sélo elemento. En efecto, si W, W’ € Felyy(F,0)
fueran subespacios distintos entonces W + W’ serfa un subespacio (F,0)-Felner (pues F - (W +
W) CF-W+F-W CW+ W) de dimension estrictamente mayor que las de Wy W/, lo cual
es un absurdo. Llamemos a este tinico elemento Wr.

Por ultimo, consideremos la red {dim(Wy)} rc 7 indexada por el conjunto

T ={FCA:|F| <o, Fy CF}

Esta red es decreciente y toma valores enteros entre 1 y dim(Wx,), por lo que tiene un limite
realizado por algin Wz, . Se sigue entonces que para todo conjunto finito / C A que contenga
a F1 es Wr = Wg,. Luego para todo a € A debe ser a- Wr, C Wz, (tomando F = F; U {a}),
y esto implica que Wz, es un ideal a izquierda no trivial de dimensién finita. En particular, si
tomamos a € Wx,, es

dim(A-a) < dim(Wg,) <
como queriamos. O
De este teorema se obtienen dos corolarios.

Corolario 3.3.2. Sea A una K-dlgebra sin divisores de cero. Entonces A es amenable si y sélo si es
propiamente amenable.

Demostracion. Suponemos a A de dimensién infinita, pues de lo contrario no hay nada que
probar. Si A no tiene divisores de cero, entonces para todo a € A\ {0} tenemos

dim(A-a) = dim(A) = oo

pues la mutliplicacién por 2 manda conjuntos L.I en conjuntos L.I. Luego, por el teorema 3.3.1,
si A es amenable debe ser propiamente amenable. |

Corolario 3.3.3. Si A es un dlgebra no amenable cuya unitizacion es amenable, entonces A es unital.



38 CAPITULO 3. AMENABILIDAD EN K-ALGEBRAS

Demostracién. Por la proposicién 3.2.2, A no es propiamente amenable y luego, por el teorema
3.3.1, A contiene un ideal a izquierda Z # 0 de dimensién finita. Como .4 no es amenable, debe
ser ZN A = {0}, pues de lo contrario A contendria un ideal a izquierda de dimension finita no
trivial.

Ahora, por lo dicho anteriormente podemos tomar un elemento (b,1) € Z con b € A, y dado
a € A se tiene

(a,0)(b,1) = (ab+a,0) € ZN A = {0}.

En particular, esto implica que a(—b) = a para todo a € A, por lo que e := (—b) es una unidad a
derecha de A. Afirmamos ahora que el subespacio

(1—-e)A={a—ea:ac A}

es cero, lo que prueba que e es efectivamente una unidad de .A. En efecto, como para todo c € A
es

cl—e)A={cla—ea):ac A} ={ca—ca:aec A} ={0} C(1—-e)A

cualquier subespacio de dimensién finita W C (1 —e).A es un (F,0)-Folner para todo F C A
finito. Como A no es amenable, debe ser (1 —e).A = {0}. i

Ejemplo 3.3.4. Sea G un grupo. Entonces el algebra de grupo K[G] es (algebraicamente) ame-
nable si y s6lo si es propiamente (algebraicamente) amenable si y s6lo si G es amenable. Una
demostracién de esto puede verse en [2].

3.4. Descomposiciones paradéjicas

Estudiaremos ahora la relaciéon entre la amenabilidad de un 4lgebra y la existencia de des-
composiciones paraddjicas en ella. Para ello, primero debemos definir esta tiltima nocién en este
contexto. Introducimos la siguiente notacién: si A es un édlgebra, a € Ay A C A es un subes-

pacio, decimos que 4 4 es inyectiva si la funcién x € A — ax € A es inyectiva al restringirla a

Definicién 3.4.1. Sean A una K-algebra, {e;};c; unabase de Ay S C A un subconjunto. Una des-
composicién paraddjica de {e;};c; por S consta de dos particiones (Lo, L1,...,Ln), (Ro,R1,...,Rp)
de {e;}icy, ie,

{eitiecr=LoUL1U---ULy, =RoUR U---URy
junto con elementos g1,...,8u,M1,..., hym € S tales que
LoUugiLiU---UguLy URgUM Ry U+ - UhyRy,

es una familia linealmente independiente (y en particular disjunta) en A. En este caso decimos
que S descompone paradéjicamente a {e; }c].

Notar que en particular g;[4; y 4] B; son inyectivas, donde A; es el subespacio generado por
L; y B; el generado por R;.

Observacion 3.4.2.

(1) Si A es unital, podemos agregar la unidad de A a S y poner gy = hy = 14 para evitar
la asimetria en la definicién. Si no, podemos arreglar esto pensando a A adentro de su
unitizacién A y agregando 1 4 aS. Notar que al hacer ésto tltimo nuestro conjunto S ya
no estard contenido en A, sino en la unitizacién (pues la identificacion .4 C Aes pensando

a A como A x {0}).



3.4. DESCOMPOSICIONES PARADOJICAS 39

(1) Podemos dar una definicién alternativa de descomposicién paradéjica en la que conside-
ramos s6lo una particién de la base {¢;};c;. Concretamente, bajo esta definiciéon una des-
composicion paraddjica de {e;}ic; por S consiste de una particion {e;}ic; =Ty U---UTky
elementos g1,...,8x N1,..., I € S tales que

g1T1U"'ngTkUh1T1U"'Uhka

es una familia linealmente independiente en A. Notar que si tenemos una descomposiciéon
de este estilo, podemos conseguir una como en la definicién previa simplemente poniendo
Li=R;=Tiparal<i<kyLy=Ryp=0.

En principio esta nueva definicion es mas restrictiva, pero ambas resultan equivalentes
si S contiene a la unidad (de A o A). En efecto, si empezamos con una descomposiciéon
paraddjica de la forma

[(LO/ R Ln); (ROr .o /Rm)/ (81/ e rgn>/ (hll R rhm)]
ponemos Tj; := L; N R;, g = g y hij == hjparai =0,...,nyj=0,...,m, entendiendo que
gQZhozlAélA.
Para ver el resultado central de esta seccién, necesitamos primero el siguiente lema.

Lema 3.4.3. Sea A > 1. Una K-dlgebra A es no amenable si y s6lo si existe un subconjunto finito F C A
tal que para todo subespacio W C A finito-dimensional no nulo se tiene

dim(FW + W)
dimw) ™

Demostracion. Sabemos que A es no amenable si y s6lo si existen € > 0y Fy C A tal que para
todo subespacio W C A de dimensién finita no nulo es

dim(FoW + W)

dim (W) >1+e

Luego tomando ¢ = A — 1 para algtin € > 0 se ve la vuelta.
Para la otra direccién, tomamos Fy y € como antes y definimos

FW ={ay---an|me{l,...,n}, ap € Fo, ¥k € {1,...,m}}

Afirmamos ahora que para cadan € Ny W C A se tiene

dim(F"W + W)
dim(W)

> (14+¢)"
En efecto, sabemos que vale para n = 1 por hipétesis e inductivamente obtenemos
. (n+1) T (n)
dim(F" VW + W) = dim [fo (FoW + W) + FoW + w}
> (1+¢)"dim(FoW + W) > (1 +¢)" ! dim(W)

Como los conjuntos ]-"(g") son finitos y (14 ¢)" — 7 o0, existe un 7 € N tal que el cociente previo
n—oo

es mayor que A para todo W C A, como queriamos. o

Proposicién 3.4.4. Sea A un dlgebra no amenable. Entonces existe un subconjunto finito ¥ C A que
descompone paraddjicamente a toda base de A.
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Demostracion. La idea de esta demostraciéon es muy similar a la de la implicaciéon (2) = (1)
del teorema 2.3.4. Primero tomaremos un subconjunto finito F que cumplird una condicién de
duplicacién local y luego usaremos el lema de Zorn para hacerla global.

Por el lema 3.4.3, sabemos que existe un subconjunto finito 7 C A tal que para todo subes-
pacio W C A no nulo de dimensién finita es

dim(FW + W)

dim(W) 2

Veamos que F descompone paradéjicamente a cualquier base {e; };c; de A. Para ello, sea F =
F U {x}, donde * es simplemente un elemento abstracto para el cual entendemos que por defini-
cién vale x - ¢; = e; para todo i € I (si resulta mas sencillo, se puede poner * = 1 7). Sea ahora ()
el conjunto de funciones w : I x {0,1} — P(F ') que cumplen que para cualquier subconjunto
finito K C I x {0,1} es

dim |span | |J | a-e ]| >[K|
(i,j)eK acw(i,j)
Notar que Q) es no vacio pues la funcién constante ' pertenece a () por como tomamos F.
Nuestro objetivo serd mostrar que existe un wy € Q) tal que wy(i,j) tiene un solo elemento
para todo (i,j) € I x {0,1}. Si lo conseguimos, entonces podremos definir ¢ : I x {0,1} — F*
de manera que wy(i,j) = {¢(i,j) }. Como wy € ), sabemos que

dim | span | |J (i) e = |K]
(i,j)eK
para todo K C I x {0,1} finito y por lo tanto {¢(i,]) - €i} (i jerx {01} s una familia linealmente
independiente en .A. Esto nos permite definir, para cada a € F 7,

L,={ej|iel, ¢(i,0) =a}
Ro={ei i€l ¢(i,1) =a}

lo que nos da dos particiones

{e;}icr = Li U <|_|La> =R, U <|_|Ra>

acF aceF

(L* u aLg> U <R* u aRu>
acF acF

es una familia disjunta y linealmente independiente en A, obteniéndose la descomposicién pa-
radgjica buscada.

Veamos entonces que existe el wy que buscamos. En el conjunto (2 ponemos un orden parcial
dado por inclusién en cada punto, i.e, w < w’ siy s6lo si w(i,j) C «'(i,]) para todo (i,j) €
I x {0,1}. Con este orden toda cadena tiene una cota inferior en Q. En efecto, sea {w;};c; una
cadena en (), definamos w : I x {0,1} — P(FT) como w(i,j) = Mier wi(i,j) y veamos que
w € QO (es claro que es cota inferior). Sea K C I x {0,1} un conjunto finito. Para cada (i,]) € K,
(i)

Iy

que cumplen que

el conjunto {|w;(,)|}1eL tiene un minimo alcanzado por algun w

(i.f)

w(i,j) = wy (i,7). A su vez, como {w;} es una cadena y K es finito, el conjunto {wl(;’j)}(i,j)eK

, que por lo tanto cumple

tiene un minimo wy;, que por ende debe satisfacer w‘ K = Wi
pues, como wy, € (), tenemos

| - Es claro entonces que w € ()

dim [span | |J |J a-¢ ]| =dim[span| [J U ael] =K.
(ij)eK acw(ij) (if)eK acwy, (i)
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Hecha esta verificacion, por el lema de Zorn existe un elemento minimal wy € (). Afirmamos
que |wo(i,j)| = 1 para todo (i,j) € I x {0,1}. En primer lugar, dado (i,j) € I x {0,1}, es claro
que |wp(i,j)| > 1 pues tomando K = {(i,)} se tiene

dim (span ( U a-ei)> > {(G,j)} =1
acwy(i,f)

Supongamos que la desigualdad fuera estricta. Luego deberian existir un (i,j) € I x {0,1} y dos
elementos distintos ag, 41 € wo(i, j). Ahora, por minimalidad de wy, para ! = 0,1 debe existir un
conjunto finito K; C I x {0,1} que no contenga a (i,j) de manera que

dim(span(( U U a~ei/)u( U a-ei>))§|l<l|
(i) EKy acwo(i',j') acwo (i,j)\{ar}

pues de lo contrario podriamos sacar a; de wy(i, j) para conseguir una funcién en () menor que
wy. Pero si ahora llamamos

lezspan<( U U a~ei/)u( U a-e,»))
(i",j") €K a€wy(i,f) acwo(ij)\{ar}

= dim(W() + Wl) + dim(Wo N Wl)

2dim(span(< U U a-e,-/)u( U a‘ei))>
(i"j") KoUKy acwy(i,f') acw(i,f)

+dim | span U U a-es
(i',j") KoKy acwy(i',f')

>|Ko UKy U{(i, )} + Ko N Ky
=|Ko UKy| 41+ [Ko N Kq]
=[Ko| + [Ki| +1

tenemos

lo cual es absurdo. Esto prueba que |w(i,j)| = 1 paratodo (i,j) € I x {0,1} como querfamos. O

Definiremos ahora la nocién de medida invariante en una K-algebra y probaremos que, al
igual que en el caso de grupos y espacios métricos, ésta medida existird si el dlgebra es amenable.

Definicién 3.4.5. Sean A una K-algebra y {e; },c; una base de ella. Una medida dimensional en A
asociada a {e; };c; es una funcién u del conjunto de subespacios de A en el intervalo [0,1] que
cumple lo siguiente:

@ pu(A) =1
(1) Si A, B C A son subespacios con AN B = {0} entonces (A @ B) > u(A) + u(B).
(1) Para toda particion Ly U - - - U Ly, de {e; }ier es Yty p(span(Ly)) = 1.
Sea S un subconjunto de A. Diremos que y es S-invariante si ademas se cumple

(1v) Paratodos € S y A C A subespacio tales que s|4 es inyectiva, es u(sA) > u(A).
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Notar que si y# es una medida dimensional en Ay A C B son subespacios de A, la propiedad
(ii) asegura que u(A) < u(B).

Teorema 3.4.6. Sea A una K-dlgebra. Son equivalentes

(1) A es amenable.

(2) Para todo subconjunto finito F C A hay una base de A que no puede ser paraddjicamente descom-
puesta por F.

(3) Para todo subespacio de dimensién numerable W C A hay una base de A que no puede ser parado-
jicamente descompuesta por W.

(4) Para todo subespacio de dimension numerable W C A existe una medida dimensional W-invariante
en A (asociada a alguna base).

Demostracion. La proposicién 3.4.4 muestra que (2) = (1), mientras que (3) = (2) es evidente
poniendo W = span(F), pues si existiera una base de A que fuera paradéjicamente descom-
puesta por F, entonces ésta también seria paraddjicamente descompuesta por W.

Para ver (4) = (3), sea W C A un subespacio de dimensién numerable. Por hipétesis, existen
una base {¢; };c; de A y una medida dimensional W-invariante y asociada a {e; };c;. Supongamos
entonces que hubiera una descomposicién paradéjica

((Lo,---,Lun),(Ro,--,Rim), (81,---,8n), (1, ..., hm))

de {e;}ic; por W. Si ponemos Ay := span(Ly) y B; := span(R;), tenemos Y} _,u(Ax) =1
Y/%o #(B;) y como ademas g |4, y 1|, son inyectivas sabemos que p(gxAx) > p(Ax), p(hBy)
#(By) para todos k, I. Juntando todo esto, llegamos a

vV 1l

1>2u(Ag® Q1A D B gnAn ®Bo®hiB1 @ -+ ® hmBp)

>u(Ao) + Y n(geAe) + 1(Bo) + 3 u(iBy)
k=1 1=1
> Y (A + Y u(B) =2
k=0 1=0

lo cual es absurdo.

Por ultimo, para ver (1) = (4), tomemos un subespacio W C A de dimensién numerable y
construyamos la medida que necesitamos. Separaremos en dos casos.

Caso 1: A es amenable pero no propiamente amenable. En este caso sabemos (por el corolario
3.3.1) que existe un ideal a izquierda I no nulo de dimensién finita. Esto nos permite facilmente
definir la medida y como

u(a) = S

para cualquier subespacio A C A. Si tomamos una base de I y la completamos a una base 8 de
A, entonces yu resulta W-invariante asociada a la base S.

Caso 2: A es propiamente amenable. La proposicién 3.1.7 nos dice que existe una subélgebra
B C A propiamente amenable de dimensién numerable que contiene a W. Afirmamos ahora
que existe una sucesion creciente de subespacios de A de dimension finita {W,,}7° ; tales que
B = U Wny

lim dim(aW,, + W)

=1
n—oo  dim(W,)
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para todo a € B. En efecto, sea {v;}°; una base de B y tomemos W; un subespacio ({v;},1)-
Folner en el sentido de la observacién 3.1.3 tal que v; € Wj. Ahora, como W; es de dimensién

finita, existen elementos {Ui], ... ,vik} de manera que W; C< Vipyevs Ui > Tomamos ahora W,

un subespacio ({v;,...,v; } U {02}, 3)-Felner (nuevamente en el sentido de 3.1.3) de manera

que {v;,...,v;, } U{v2} € Wa. Repitiendo este proceso inductivamente, en cada paso lo que
hacemos es asegurarnos de que el subespacio W,, contenga al anterior, que sea ({v1,...,0n}, %)-
Folner y que contenga a los primeros n elementos de la base de B. Todo esto garantiza que la
sucesion {Wy, },en cumple lo que queremos.

Para construir ahora la medida que buscamos, notamos primero que cada W, define una
medida p;, en A de la misma manera que en el caso 1, es decir,

dim(W, N A)
#n(A) = =i (W)

Sin embargo, a diferencia del primer caso, esta medida no es necesariamente W-invariante pues
Wy, no es un ideal. Si pudiéramos tomar limite sobre estos cocientes, intuitivamente estariamos
ahora intersecando con la subalgebra B = U} W, y luego conseguiriamos la W-invarianza
(ya que W C By asi para todoa € W es aB C B). Lo que buscamos entonces es una forma
coherente de tomar un limite sobre estos cocientes para todo subespacio A C A, de manera que
se preserven las propiedades bdsicas como la linealidad. Esto se logra tomando limite sobre un
ultrafiltro libre en N (ver apéndice A para un resumen de lo esencial que usaremos a continuacién
sobre ultrafiltros).

Sean entonces w un ultrafiltro libre en N'y {¢;}%°; una base de B obtenida completando paso
a paso una base de W, _; a una de W,, para todo n € N. Por ultimo, completamos {e;}°, a una
base {e;}ic; de todo A, con N C I. Hecho todo esto, ponemos para cada subespacio A C A

dim(ANW,)
A)=lim—————
#(4) = lim dim (W)
Es claro que u(A) =1y que u toma valores entre 0 y 1. Veamos que y cumple las propiedades
(ii), (iii) y (iv) de la definicién 3.4.5 (asociada a {¢;};c;). En primer lugar, si A y B son dos
subespacios en suma directa, entonces es evidente que (A ® B)NW,, O (ANW,) @& (BN W)
para cualquier n, de modo que

dim((A®B) N W) _ dim(ANW,) _ dim(B1W,)
dim(W,) —  dim(W,) dim(W,,)

Al tomar w-limite de ambos lados se obtiene (ii). Por otro lado, si tenemos una particién L L
---U Ly = {e;}ics entonces para todo n € N se tiene

- dim(span(Lo) 1 W) _ o5 1€ 126 € LW}
dim(W,,) = i

k=1

pues la base {¢; };c; contiene una base de W,. Como el limite sobre un ultrafiltro separa sumas,
esto nos dice que se cumple (iii).

Por ultimo, para verificar (iv) veamos primero que, para todoa € Wy A C A subespacio,
tenemos

dim((W, + aW,) N A)
dim (W)

Escribiendo T, = (W, +aW,) N A, tenemos T, "W, = ANW, yasi T, = (W, N A) ® T, con
T, N W,, = {0}. Luego

p(A) = lim

dim(T,)  dim(W,NA)  dim(T})
dm(W,) ~ dim(W,) | dim(Wy)
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Ahora, si para cada n € N ponemos aW, + W, = W,, @ S, para algtn subespacio S, como
teniamos

lim dim(aW,, + Wy,)

=1
n—oo  dim(W,)

= 0 (pues w es libre). Usando que T, "W, =

dim(T})
dim(W,,)

dim(S,) y entonces dim(S,,)

concluimos que BT (T R— Fm ()

{0}, sabemos que dim(T},) < dim(Sy) y por lo tanto = 0, obteniéndose la igualdad

buscada.
Finalmente, sea 2 € W tal que a| 4 es inyectiva. Luego

dim((Wy, +aW,) NaA) dim(aW, NaA)

= i > i
p(ad) = lim dim(W,,) 2 W)
_dim@(W,nA)) . dim(Wyn A)
> = Pttt S
= = W, = Gimwyy A

como queriamos.
]

Para K-algebras de dimensién numerable, el teorema anterior se puede enunciar de manera
mas sencilla.

Corolario 3.4.7. Sea A una K-dlgebra de dimension numerable. Son equivalentes
(1) A es amenable.
(2) Existe una base de A que no puede ser paraddjicamente descompuesta por A.
(3) Existe una medida dimensional A-invariante en A (asociada a alguna base).

Demostracion. La implicacion (1) = (3) es evidente poniendo W = A en el teorema 3.4.6. Por
otro lado, si por hipotesis existe una base de A que no puede ser paradéjicamente descompuesta
por A, entonces en particular ésta no puede ser paraddjicamente descompuesta por ningtn
subconjunto finito 7 C A. Por el teorema anterior, A resulta amenable, obteniéndose (2) = (1).
Por dltimo, una medida dimensional .A-invariante en A es, en particular, W-invariante para
todo subespacio W C A. En otras palabras, si asumimos (3) entonces vale la propiedad (4) del
teorema 3.4.6 y por lo tanto (nuevamente poniendo W = .A) debe existir una base de A que no
puede ser paradéjicamente descompuesta por A. Esto prueba (3) = (2).

O

3.5. Algebras propiamente infinitas

Introducimos ahora la nocién de algebra propiamente infinita, para luego probar que toda
algebra de este tipo es no amenable.

Sean e y f dos idempotentes en un dlgebra 4. Diremos que e y f son ortogonales, notado
el f,sief = fe = 0 (en cuyo caso e + f es también un idempotente). La suma ortogonal de
e 0
0
son ortogonales entre sf). Escribiremos f < e cuando ef = fe = f. Diremos que e y f son
(Murray-von Neumann) equivalentes (notado e ~ f) si existen x,y € A talesquee = xy y f = yx;
diremos que f es subequivalente a e (f < e) si existe un idempotente ¢ € A de modo que f ~ gy
g < e. Estas relaciones se extienden naturalmente al dlgebra de matrices M (A) = U1 Mn(A).
Concretamente, dos idempotentes e € M;;(A), f € M;(A) cumplen e ~ f si existen x € A™*",
y € A" tales que e = xy, f = yx y cumplen f < e si existe un idempotente ¢ € M, (.A) con

ey f es el idempotente e @ f = € M;,(A) (esta suma esta definida atn si e y f no
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f ~ gy g < e Cuando sea necesario, un elemento 2 € A se pensard dentro del algebra de
matrices Mo (A) como una matriz de 1 x 1.

Un idempotente e € A se dice propiamente infinito si existen idempotentes ortogonales ej, e €
eAe tales que e; ~ e ~ e;.

Observacién 3.5.1. Si e, f son idempotentes en un dlgebra 4, entonces f € eAesiysélosi f <e.
Lo mismo vale si reemplazamos A por M« (A). Ademds, si f < e entonces trivialmente vale

f < e(poniendo g = f).

Proposicién 3.5.2. Dos idempotentes e, f € M (A) (e € My (A), f € My(A)) cumplen e > f siy
sdlo si existen x € A™", y € A"*™ de modo que f = yx, xy € e [M«(A)]e.

Demostracion. Esto es simplemente una escritura més detallada de la definicion dada mads arriba.
Es decir, si tenemos e > f entonces existe § € M;(A) C Mu(A) tal que f ~ g < ¢, lo que
significa que existen x,y como en el enunciado tales que f = yx, g = xy y ademds ge = eg = g,
ie, xy = g € e[Mw(A)]e. Por otro lado, si sabemos que f = yx, xy € e [M«(A)] e para algunos
x,y como en el enunciado, entonces poniendo ¢ = xy sellegaae = f. ]

Proposicion 3.5.3. Sean A un dlgebra, eq,...,en Y f1,..., fn idempotentes en A 6 Moo (A). Entonces
(1) La relacién ~ es de equivalencia (en Ay M (A)).
(2) La relacién < es transitiva (en Ay Moo (A)).
(3) Sieg ~ ey, ex 2 €3y e3 ~ ey entonces ey 2 ey.
(4) Sie; L ejparatodoi# jentonces ) e ~ @i e;
(5) Siej s fiparacadai € {1,...,n} entonces @} 4 e; < D, fi.
(6) Siey L epyeq,ep <esentoncese; @ep < es.

Demostracion. (1) Es evidente que ~ es reflexiva y simétrica. Para la transitividad, supongamos
quee; ~ ey, ex ~ezen Aysean x,y,x',y € A tales que

e1 =Xy, e =yx
er=x"y ,e3 =1y'x.
Se tiene entonces
e1 = e% = xyxy = x(yx)y = xe2y = xx’y’x = (xx')(y'y)
Lol 2

W'y (xx') =y'ex’ =y'xy'x' =e5=¢3
por lo que e; ~ e3 y asi ~ resulta transitiva. El caso de M« (.A) es analogo.
2) Supongamos que ¢ 2 €2 y ¢; 2 e3 en A. Entonces existen elementos x,v, x’,1y' € A tales
pong q y yv.x, Y
que
e =yx,xy <e
es =y'x", ¥y <en.

Como x'y’ < e, se tiene x'y’ = exx’y'ezen = yxx'y'yxyx = (yxx'y’'yxy)x. Luego el elemento

g = x(yxx'y'yxy) = xy(xx'y'y)xy

cumple ¢ ~ x'y’ y ademds g < e; pues xy < e7. Con todo esto tenemos e3 ~ x'y' ~ ¢ < e y asi
e1 2 e3, probandose la transitividad. Nuevamente, el caso de M (A) es anélogo.
(3) Es consecuencia de (2) y el hecho de que e ~ f implica e > f.
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(4) Si definimos
€1
e
x=|. y=(e1 e ... en)
€n

entonces es sencillo verificar, gracias a la ortogonalidad de los elementos e;, que xy = @i, ¢; y
yx =Y e.
(5) Por hipétesis, para cada i € {1,...,n} tenemos elementos x;, y; de manera que

e = yixi , xiyi < fi.

Si ahora ponemos

X1 0 0 n 0 0

0 x 0 0 yo 0
X = yYy=1 .

0O 0 ... x4 0 0 ... yu

es un célculo sencillo que yx = @} e; y xy < Bl fi.

(6) Notamos que e3 > e1 + e, y en particular entonces e3 > e; + e;. Como ademads e; L ey,
por (4) ese; +ey ~e; Bey yluegoes 2 e dep por (3). O
Proposicion 3.5.4. Un idempotente e € A es propiamente infinito si y sélo sie 2 e @ e en Moo (A).

Demostracion. Supongamos primero que e es propiamente infinito y sean e, e; € eAe los idempo-
tentes ortogonales tales que e; ~ e ~ ;. Esta condicién se traduce en la existencia de elementos
x,y,x',y" € A que satisfacen

e=xy,e =yx

e=x"y e =yx

yxy'x’ = ejep =0 = eze; = y'x'yx
eep = eje = ey, ee; = exe = ey.

Si ahora ponemos

_ [ &X 2x1 o _ 1x2

X = (ex’) e A, Y = (ye yle) e A

e

0

deduce que exy'e = ex'ye = 0) y por otro lado YX = yex + y'ex’ = yxyx + y'x'y'x' = e} + 5 =

e1 + ex. Como e, ey < ¢, se tiene eYXe = YX, por lo que acabamos de probar que e 2 e De.
Reciprocamente, si tenemos e 2 e & e entonces existen

se verifica facilmente que XY = ( o) =¢Pe (pues de las relaciones escritas méas arriba se

X — (xl) €A Y = (y yy) € A2

X2

de manera que XY = e®e¢, YX < e. Si ahora ponemos x = exy, ¥ = yie, x' = exs, Y = yoe y
luego definimos
e1:=yx, ey =y'x

se verifica facilmente que e; y e; son idempotentes ortogonales tales que e; ~ e ~ e, con lo cual
e resulta propiamente infinito. ]

Proposicién 3.5.5. Sean ey, ..., e, € Aidempotentes ortogonales dos a dos (i.e e; L e; para todo i # j).
Si cada e; es propiamente infinito, entonces la suma )}, e; es un idempotente propiamente infinito.
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Demostracion. En primer lugar, es sencillo verificar que la suma resulta un idempotente pues
eiej = 0 para todo i # j. Veamos entonces que es propiamente infinita. Como los elementos ¢; son
ortogonales dos a dos, se tiene }_!' ; e; ~ @D]_; ¢; (proposicion 3.5.3) y de la misma manera, como
los idempotentes ¢; & e; también son ortogonales dos a dos, es P! (e; Be;) ~ Y (e; B e;).
Ademads, como cada e; es propiamente infinito, la proposicién 3.5.4 nos dice que ¢; = ¢; @ e;.
Luego @i, e; > Pi;(e; @ e;) (nuevamente por 3.5.3). Juntando todo esto llegamos a

n n n n n n
Zei ~ @ei > @(6,‘@61‘) ~ Zei@ei = ZeiéB Zei
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

lo que nos dice que Y} ; ¢; es propiamente infinito. ]

Definicién 3.5.6. Un élgebra unital A se dice propiamente infinita si 1 4 es propiamente infinito

en A.
Como consecuencia del teorema 3.4.6, tenemos el siguiente corolario.
Corolario 3.5.7. Si una K-dlgebra unital A es propiamente infinita entonces no es amenable.

Demostracion. Como A es propiamente infinita, existen elementos u, u',v,v e A que satisfacen
un' =14 =0, ou' =0 =ud

Notar que las primeras igualdades implican que u’| 4, v'| 4, ul, vl.y 4 son inyectivas. Supon-
A Ar Blu' A v A

gamos que A fuera amenable. Entonces deberia existir una medida dimensional {u,u’,v,v'}-

invariante asociada a alguna base. Llaméndola y, por invarianza tendriamos

u(A) <uW'A) < p(uu' A) = u(A)

por lo que u(u'A) =1, y similarmente y(v'A) = u(A) = 1. Por otro lado, para todos a,b € A
con u'a =v'bes b = vv'b = vu'a = 0. Esto implica que ’ ANv' A =0y luego

p(W A+70 A) > pu(u' A) +u(v’A) =2

lo cual es absurdo.
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Capitulo 4

Algebras de Leavitt

Las élgebras de Leavitt Lg (m, n) fueron introducidas en [15] por W. G. Leavitt como una fa-
milia de algebras universales entre las que no poseen la propiedad de la base invariante (4.1.1).
Quince afios despues, Cuntz introduce y estudia en [23] las C*-dlgebras O, (hoy llamadas éal-
gebras de Cuntz) que aparecen como una cierta completacién de Lg(1, 7). Poco después esto
se generaliza en las dlgebras de Cuntz-Krieger C*(E), asociadas a grafos finitos y luego dirigi-
dos en [24] y [25]. Finalmente, en [16], Abrams y Aranda Pino definen las 4lgebras de caminos
de Leavitt Lg(E) asociadas a grafos dirigidos, de manera que las dlgebras C*(E) se obtienen
completando Lk (E) en una cierta norma.

En este capitulo estudiaremos la amenabilidad en el contexto de las dlgebras (de caminos) de
Leavitt. Veremos que las dlgebras de Leavitt son todas no amenables y daremos una caracteriza-
cién de la amenabilidad de dlgebras de caminos de Leavitt que mostrard, en particular, que para
estas dlgebras la no amenabilidad es equivalente a la propia infinitud.

4.1. Preliminares

Definicién 4.1.1. Una K-dlgebra A tiene la propiedad de la base invariante (o IBN, por invariant
basis number) si cumple que

At~ A" = n=m

para todo n,m € N, donde el isomorfismo es de A-moédulos a izquierda. En otras palabras,
A tiene la propiedad IBN si todo .A-médulo libre finitamente generado tiene un rango bien
definido.

Definicién 4.1.2. Sean K un cuerpo y n,m € N tales que m < n.

(1) Elélgebra de Leavitt L(m,n) = Lg(m,n) es el algebra unital generada por elementos X;; y
Yﬁ coni=1,...,m,j=1,...,n sujetos a las relaciones XY =1,, y YX = 1,,, donde X es la
matriz (X;;) e Y es la matriz (Yj;).

() El dlgebra Lo = Lg o es el dlgebra unital generada por elementos x1, Y1, X2,¥2,. .. sujetos
a las relaciones y;x; = J;j, parai,j € N.
Es un resultado conocido (ver [21], teorema 4.3 y [8], teorema 1.4) que Lo es simple y que
L(m,n) lo es si y s6lo si m = 1 (un algebra se dice simple si tiene exactamente dos ideales
bilateros).

Proposicién 4.1.3. Sea A una K-dlgebra unital no nula. Entonces
(1) A no tiene la propiedad IBN si y solo si existen niimeros enteros 1 < m < n y un morfismo unital

L(m,n) — A.
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A es propiamente infinita si y sélo si existe un monomorfismo unital Lo — A.

Demostracion. (1) Si A no tiene la propiedad IBN existen 1 < m < n tales que A™ ~ A", y este

)

isomorfismo estéd dado por matrices X’ € Myxn(A) yY' € Myxm(A) tales que X'Y' = I,

Y'X" = I,. Esto nos da el morfismo unital L(m,n) — A que buscamos. La reciproca es
evidente.
Si A es propiamente infinita podemos encontrar una sucesién ej, ey, ... de idempotentes

ortogonales dos a dos tales que ¢; ~ 1 para todo i € N. En efecto, sean ¢] ~ 1 ~ ¢} los
idempotentes ortogonales que sabemos existen por hipétesis. Tenemos entonces elementos
X1, Y1, X2, Y2 en A tales que

x1y1 = 1= x>

/ /
1x1 =¢6,Y2xX2 =6
xy1 = 0= x1y>.

Definimos ahora e; := ¢} y, para cada n € N, ¢, = yhe1x) = (y5y1)(x1x%). Es un céculo
sencillo verificar que esto define idempotentes ortogonales dos a dos. Para ver que e; ~ 1,
notamos que (x1x5)(y5y1) = x1y1 = 1.

Esta sucesion nos da un morfismo Lo — A, que resulta inyectivo pues Lo es simple. Como
antes, la reciproca es evidente.
i

Veremos ahora que toda &lgebra amenable tiene la propiedad IBN. Para ello, necesitamos
primero los siguientes lemas.

Lema 4.1.4. Sean A,B dos dlgebras unitales y (propiamente) amenables. Entonces A ® I3 es (propiamen-
te) amenable.

Demostracion. Sean F C A ® B finito y ¢ > 0. Como cada elemento de A ® B es una suma
de tensores elementales, podemos tomar un subconjunto finito ' formado sélo por tensores
elementales de manera que span(F) C span(F’). En particular, si exhibimos un subespacio
W C A® B que sea (F’,¢)-Folner (en el sentido de la observacion 3.1.3), éste también sera
(F,¢)-Folner y habremos probado que A ® B es amenable.

Supongamos entonces que JF estd formado sélo por tensores elementales y que contiene a la
unidad, F = {14 ®13 = a1 ®0by,...,0, @by} ysean Fy = {14 = ay,...,a,} y Fo = {1 =

by,..

.,by}. Como A y B son amenables, deben existir subespacios de dimension finita Wy C A,

W, C B tales que

dim(span(F;W;))  dim(F;W; + W;)

<
dim(W;) dimw,) = tE

para i = 1,2. Ahora, como span [F(W; ® W;)] C span(F1W;) @ span(F,W,), tenemos

dim [span(F(W; @ W) + Wy @ W,| < dim [span(F; W) @ span(F,Wa) + Wy @ Ws)
= dim [span(F1W;) @ span(F,W,)| = dim(span(F;W;)) dim(span(F,W>))
< (14 ¢)?dim(W;) dim(W,) = (1 + €)% dim(W; ® Wa)

lo cual muestra que A ® BB es amenable.
El caso de amenabilidad propia es andlogo, simplemente tomando ahora a los subespacios
W; de manera que contengan a F; (parai = 1,2). o

Lema 4.1.5. Sea A un dlgebra unital tal que existen enteros 1 < m < ny un morfismo unital L(m,n) —
A. Entonces My (.A) es propiamente infinita.
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Demostracion. Como hay un morfismo L(m,n) — A, existen dos matrices X € My xn(A), Y €
Myxm(A) de modo que XY =1,, y YX = 1,. Luego 1, ~ 1, y en particular 1,, > 1,. Se tiene

Lhi2lyim @l 21y @1y
con lo cual inductivamente se consigue
Lizlim®@ln 2li-m @lp-m @1l 2 - 2 L) @ 1n
para todo k € N. Si ahora tomamos k tal que k(n —m) > n, entonces 1y(,_,;) > 1, y asi
iz Tinem) @1 21, @ 1y,
probandose que M, (.A) es propiamente infinita. ]

Proposicién 4.1.6. Si A es un dlgebra unital y amenable entonces A tiene la propiedad IBN.

Demostracion. Supongamos que A no tiene la propiedad IBN. Entonces existen enteros 1 < m <
n y un morfismo unital L(m,n) — A. Ahora el lema 4.1.5 nos dice que M, (.A) es propiamente
infinita y, en particular, no amenable. Si A fuera amenable, por el lema 4.1.4 M,(A) ~ A®
M,,(K) también lo seria, con lo cual A no puede ser amenable. |

Corolario 4.1.7. Sea A una K-dlgebra unital. Si existen enteros 1 < m < n y un morfismo unital
L(m,n) — A, entonces A no es amenable.

Observacion 4.1.8. La reciproca de la proposicién 4.1.6 es falsa. El dlgebra L., es propiamente
infinita (y en particular entonces no amenable) pero tiene la propiedad IBN. El hecho de que
L tiene la propiedad IBN escapa a los contenidos de este trabajo, pero es consecuencia de que
Ko(Leo) = Z ([21], teorema 4.3).

Ejemplo 4.1.9. El dlgebra libre (no conmutativa) en dos generadores es no amenable. En efec-
to, supongamos que si lo fuera y llamemos A al algebra y 4,b a sus generadores. Existiria
entonces, por 3.4.7, una medida dimensional A-invariante y (asociada a alguna base). Ahora,
la multiplicacién por a es inyectiva, al igual que la de b y entonces por invarianza se cumple
u(aA) > u(A) =1y similarmente yu(b.A) > 1. Como ademds a. AN bA = 0, tenemos

HaASbA) >1+1=2,

un absurdo que nos dice que A no puede ser amenable. El mismo argumento muestra que el
algebra libre (no conmutativa) en n generadores es no amenable.

El ejemplo anterior muestra que, en general, un dlgebra no amenable no tiene porqué ser
propiamente infinita (el 4lgebra libre ni siquiera tiene idempotentes no triviales, por lo que no
puede ser propiamente infinita). Sin embargo, veremos a continuacién que para las dlgebras
de camino de Leavitt ambas propiedades son equivalentes. Para ello primero definimos éstas
dlgebras y mencionamos algunas de sus propiedades bésicas.

Definicién 4.1.10. Un grafo dirigido (o quiver) E = (EO, El,r,s) consiste de dos conjuntos EO
(vértices) y E! (aristas) junto con dos funciones s, r : E! — E°, que indican el origen y el destino de
las aristas.

Un vértice v se dice un pozo si no emite ninguna arista, i.e, s~ (v) = @; v se dice regular si
s71(v) es finito y no vacio y se dice un emisor infinito si s~!(v) es infinito.

Definicién 4.1.11. Sean E un grafo dirigido y K un cuerpo. El dlgebra de caminos de Leavitt L (E)
es la K-algebra (no necesariamente unital) generada por el conjunto {v: v € E°} U {e,e* : e € E'}
sujeto a las siguientes relaciones:

(1) v+ w = w0 para todo v, w € EY.
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(2) s(e)e = e = er(e) para todo e € E.
(3) r(e)e* = e* = e*s(e) para todo e € EL.
(4) e*f =0, -r(e) paratodoe, f € E.

(5) v= Y, ee* para todo vértice regular v € E .
ecEl,s(e)=v

Las relaciones (4) y (5) suelen ser llamadas condiciones de Cuntz-Krieger. Cuando el cuerpo K se
sobreentienda, escribiremos directamente L(E).

Podemos pensar que los elementos ¢* son las aristas ¢ € E! invertidas, es decir, s(e*) = r(e)

y r(e”) = s(e).

Definicién 4.1.12. Un camino pu de longitud n > 0 es una sucesién de aristas y = ejep-- - ey
tales que r(e;) = s(ej41) para todo i = 1,...,n — 1. En este caso, |y| = n denota la longitud
del camino y u* = e;, - - - e5¢] es el correspondiente camino invertido. Decimos que y empieza en
el vértice s(u) := s(ey) y termina en r(u) = r(ey). Notamos 1 al conjunto de todos los vértices
involucrados en el camino . Todo vértice se considera un camino de longitud 0, al cual llamamos
camino trivial. Llamaremos P (E) al conjunto formado por todos los caminos finitos en E.

Un camino no trivial p = ey - --e, en E es cerrado si r(e,) = s(eq), en cuyo caso decimos que
y estd basado en el vértice s(ej), o que s(ep) es la base de p. Permutando ciclicamente las aristas
obtenemos un camino cerrado ¢ - - - eneq - - - e_1 basado en el vértice s(e) paratodok =1,...,n.
Un camino cerrado p como arriba se dice simple si no pasa mas de una vez por su base, i.e,
s(e1) #s(e;) paratodoi=2,...,n.

El camino cerrado y se dice un ciclo basado en v si s(e;) = v y p no pasa por ninguno de sus
vértices més de una vez, es decir, s(¢;) # s(e;) para todo i # j. Una permutacion ciclica no trivial
de un ciclo basado en v resulta un ciclo basado en un vértice distinto, lo cual induce una relaciéon
de equivalencia en el conjunto de los ciclos basados en vértices. Una tal clase de equivalencia es
un ciclo. Si ¢ es un ciclo, notamos ¢” a su conjunto de vértices y decimos que c es exclusivo si no
comparte vértices con ningun otro ciclo.

Usando las relaciones que definen al dlgebra de caminos de Leavitt (4.1.11), se obtiene el
siguiente resultado.

Lema 4.1.13. Sea E un grafo dirigido y Lx (E) su dlgebra de caminos de Leavitt asociada. Si w, B, 7y, 0 €
P.o(E), entonces

ay'o* siy=py
“ N wd* sif =
(“ﬁ )(’Yé‘ ) = tX‘B/*(S* Slg:zﬁ/

0 en cualquier otro caso

Este lema nos dice que toda palabra en {v: v € E°} U {e,e* : e € E'} puede escribirse como
aB*, donde a y B son dos caminos (finitos) en E tales que r(a) = r(p).

Corolario 4.1.14. Si E es un grafo dirigido, entonces Lx (E) estd generada como K-espacio vectorial por
el conjunto

{ap* : a, B € Peco(E) tales que r(a) = r(B)}

En otras palabras, todo elemento x € Ly (E) se puede escribir como x = Y} Aoy By, donde Ay € Ky
&, By son caminos finitos con r(ay) = r(Bx) para todo 1 < k < n.

Observacién 4.1.15. Sea E un grafo dirigido.

(1) Lg(E) es unital si y s6lo si |E?| < oo, en cuyo caso la unidad es ¥, o v.
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(2) E se dice aciclico si no contiene ciclos, y finito si tanto E® como E! son conjuntos finitos.
Un grafo finito aciclico contiene finitos caminos y por lo tanto, por 4.1.14, su élgebra de
caminos de Leavitt asociada es de dimensién finita.

(3) Lg(E) admite una estructura de anillo Z-graduado. Concretamente, para todo v € E y
e € E! ponemos
deg(v) =0, deg(e) =1y deg(e") = —1

En principio esto puede hacerse en la K-algebra libre generada por el conjunto {v:v €
E%} U {ee* :e € E'}, pero como las relaciones que definen a Ly (E) (4.1.11) son todas
homogéneas, éstas pasan al cociente y dan la estructura graduada. Observar que, gracias
al corolario 4.1.14, la parte homogénea de grado n resulta ser

n
Lx(E), = {Z Ak By : a, Br € P<oo(E) con |ag| — |Bx| = n y Ay € K para todo k}
k=1

(4) Lg(E) admite una involucién x — X de la siguiente manera: si x = Y/ ; Aya; B} entonces
X = Y{_q AkBrag. Puede verificarse que esto es efectivamente una involucién, que ademas
resulta lineal y anti-multiplicativa (i.e xy = ¥ - X)

Cuando K = C, podemos definir una involucién lineal a menos de conjugacién x — x* de
manera que (con la notacién de antes) x* =Y ! ; Tkﬁkaz, lo cual convierte a L¢(E) en una
x-dlgebra.

Los siguientes lemas nos seran de utilidad méas adelante.

Lema 4.1.16. Sean E un grafo, K un cuerpo y v,w € E°. Si existe un camino de v en w, entonces v > w
en Lg(E).

Demostracion. Sea y = e1---e, un camino de v en w, esto es, tal que s(e;) = vy r(ey) = w.
Usando la propiedad (3) de la definicién 4.1.11, se tiene r(eq)ej = ejs(e;) y por lo tanto

lo cual muestra que s(e1) > r(e7). Repitiendo este argumento, se ve que s(e;) 2 r(e;) para todo
ie{l,...,n}yluego
v=s(e1) 2 r(er) =s(e2) 27r(e2) =s(ez) 2 -+~ 27(en) = w

como queriamos ver. |

Lema 4.1.17. Sean E un grafo y K un cuerpo. Si v € E9 pertenece a un ciclo no exclusivo entonces v es
un idempotente propiamente infinito en Lg (E).

Demostracion. Por la propiedad (1) de la definicion 4.1.11, es claro que v es un idempotente.
Veamos que v 2 v @ v. Para ello, sean eq...e, v f1... fn dos caminos cerrados simples basados
en v (estos caminos existen pues v pertenece a un ciclo no exclusivo). Llamemos ¢ al ntimero
natural tal que ¢; = f; paratodo1 < i < t—1ye # f; y notemos que s(e;) = s(f;). Ahora,
por el lema 4.1.16 sabemos que v > s(e;), r(er) 2 r(em) = vy r(fi) 2 *(fn) = v. Ademas, e;ef
y fif{ son dos idempotentes ortogonales tales que e;e; < s(et) y fif{ < s(e;) (recordando que
s(e¢r) = s(f)). Todo esto nos dice que

v s(er) 2eef @ fiff ~efer @ fifi=r(er) Br(fi) 2vdv

como queriamos ver. ]

Observacion 4.1.18. Sea E un grafo dirigido.
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(1) Si hay un camino de un vértice u a un vértice v, escribiremos 1 >, v (ponemos el subin-
dice p, por path, para diferenciarlo del orden definido sobre idempotentes en un algebra).
Esto define un pre-orden en EC. En el lema 4.1.16, vimos que u >p v implica u 2 v en
Lk (E). Como todos los vértices de un ciclo son equivalentes con respecto al pre-orden >,
obtenemos un pre-orden en el conjunto de ciclos, de manera que dos ciclos ¢1, ¢; cumplen
€1 >p c2 siy s6lo si hay un camino de un vértice de c¢; en un vértice de c;.

(2) Sea C el conjunto de todos los ciclos en E y llamemos C/.., al poset obtenido por antisi-
metrizacion del pre-orden >, en C, esto es, ¢ ~, ¢’ siy solosic <, ¢’ y ¢/ < c. Notese
que si dos ciclos ¢ y ¢’ comparten un vértice entonces ¢ ~, ¢’. Observar también que un
ciclo exclusivo c es aquel que cumple [c] = {c} y que C/., es un conjunto finito si E tiene
un numero finito de vértices (pues si E tiene n vértices entonces en un conjunto de n + 1
ciclos hay necesariamente dos que comparten un vértice).

Damos ahora una serie de definiciones y resultados que serdn de suma importancia a la hora
de caracterizar la amenabilidad de &lgebras de caminos de Leavitt. El lector interesado en los
detalles puede consultar [13].

Definicién 4.1.19. Sea E un grafo dirigido.

(1) Un subconjunto H C E° se dice hereditario si siempre que v € Hy w € E° cumplen
v >, w, entonces w € H. Un conjunto hereditario se dice ademas saturado si para todo
vértice regular v la condicién r(s~!(v)) C H implica v € H. Dado X C E°, notamos X a la
clausura hereditaria saturada de X (i.e, el minimo subconjunto hereditario saturado de EO
que contiene a X).

Para caracterizar X calculamos primero el drbol de X, T(X) = {w € E* : w <, v para algtin v €
X}, que es el subconjunto hereditario mas chico que contiene a X, y luego, si Ao(T (X)) =
T(X), ponemos inductivamente

An(T(X)) = {y € Epeg 1 1(s () € Au—1(T(X))} U Au—1(T(X))

0

para cada n € N, donde Ej,,

que X = U Ay (T(X)).

es el conjunto de vértices regulares de E. Se puede verificar

(2) Si H es un subconjunto hereditario saturado de E°, un breaking vertex de H es un emisor
infinito w € E0\ H tal que 1 < [s~!(w) Nr~1(E°\ H)| < co. En otras palabras, w es un
emisor infinito pero sélo emite finitas aristas fuera de H. Notamos By al conjunto de todos
los breaking vertices de H. Para cada v € By, definimos un idempotente v € Li(E) como

o =0 — ) ee*.

s(e)=v,r(e)gH

Si H C E% es un subconjunto hereditario saturado y S C By es un subconjunto, (H,S) se
dice un par admisible.

Dado un par admisible (H,S), notamos I(H,S) al ideal generado por HU {v" : v € S}.
Llamamos grafo cociente de E por (H,S), notado E/(H, S), al grafo que tiene por vértices
a

(E/(H,5))° = (E°\H)U{v' : v € By \ S}

y como aristas a
(E/(H,S)' ={ecE':r(e)¢ HYU{e :e c E', r(e) € By \ S}

donde entendemos que estamos poniendo un vértice v’ por cada v € By \ S y una arista ¢’
porcadae € E! talquer(e) € By\S,yr,sseextiendena (E/(H,S))! poniendo s(e’) = s(e)
y r(e') = r(e)’. En particular, cuando S = By, el grafo cociente E/(H, By) es el subgrafo
E/H,donde (E/H) =E°\Hy (E/H)! = {e € E' : r(e) ¢ H}.

Con toda esta terminologia, se tiene un isomorfismo Lg(E)/I(H,S) ~ Lx(E/(H,S)).
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(3) Un subgrafo E’ de E se dice pleno si (E')! = {e € E' : s(e),r(e) € (E’)°}. Para un subcon-
junto X C E?, definimos el subgrafo pleno M(X) de manera que

M(X)?={w € E°: w >, v para algtin v € X}

En el caso en que X = {v} para algin v € EY, también escribimos M(v) = M({v}).
Definimos ademads el subconjunto

H(v) = E9\ M(v)°

que resulta hereditario. Notar que una arista e estd en un ciclo si y s6lo si r(e) ¢ H(s(e)) si
y s6lo si r(e) € M(s(e))°. Esto nos dice que si v pertenece a un ciclo entonces H(v) es un
subconjunto hereditario saturado de E.

4.2. Caracterizacion

Antes de enunciar y demostrar el teorema central de este capitulo, necesitamos dos resultados
que enunciamos sin demostracién (ver [6], teorema 4.8 y lema 5.6).

Teorema 4.2.1. Sean E un grafo dirigido y Ly (E) su dlgebra de camino de Leavitt asociada con su Z-
graduacién usual. Si A es un anillo Z-graduado y 70 : Lx(E) — A es un morfismo graduado tal que
7t(v) # 0 para todo v € E°, entonces 7t es inyectivo.

Lema 4.2.2. Si H C E° es hereditario saturado y S C By entonces

I(H,S) = span ({pv* : r(p) = r(v) € H} U {potv* : r(u) = r(v) = v € S})

e I(H,S) es un ideal graduado autoadjunto (i.e 1(H,S) = 1(H,S)) de Lg(E). Mds aiin, I(H, S) es un
anillo idempotente.

Teorema 4.2.3. Sean E un grafo dirigido y K un cuerpo. Sea H el subconjunto hereditario saturado mds
chico de E° que contiene a todos los ciclos de E. Ordenando a los vértices y ciclos por el pre-orden <,
tenemos lo siguiente:
= Son equivalentes
(A1) Lg (E) no es amenable.
(B1) E° es finito, E° = H y todo ciclo maximal es no exclusivo.
(C1) L (E) es unital y propiamente infinita.

= Son equivalentes
(A2) Lg (E) es amenable pero no propiamente amenable.

(B2) E? es finito, E no es aciclico, E° \ H consiste de un niimero no nulo de emisores finitos y todo
ciclo maximal es no exclusivo.

(C2) Lg(E) = Lg(E') ® Lg(E") con E', E" grafos dirigidos tales que Lx (E') es de dimension
finita (no nula) y Lx (E"") no es amenable.
= La condicion
(A3) Lx (E) es propiamente amenable
se cumple si y sélo si valen una o mds de las siguientes condiciones:
(B3a) E es aciclico.
(B3b) EV es infinito.
(B3c) E°\ H contiene al menos un emisor infinito.

(B3d) E tiene un ciclo maximal exclusivo.
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Demostracion. Notemos (B3) a la condicién (B3a)V(B3b)V(B3c)V(B3d). Empezamos observando
que alcanza con probar (B1)=(C1), (B2)= (C2) y (B3) = (A3). En efecto, ya tenemos probado
(C1)=(Al1) y (C2)=(A2), las condiciones (Al), (A2) y (A3) son mutuamente exclusivas, y las
condiciones (B1), (B2) y (B3) cubren todas las posibilidades. Luego se sigue que, probadas las
implicaciones del principio, obtenemos (Al)=-(B1), (A2)=(B2) y (A3)=-(B3). Veamos entonces
estas tres implicaciones esenciales.

(B1)=-(C1) La unitalidad de Lk (E) es inmediata de la finitud de E°. Sean ahora [c1], ..., [cx]
los elementos maximales de C/~,,, finitos pues E? es finito (observacién 4.1.18), y tomemos un
vértice v; en cada ciclo ¢;. Como cada ¢; es no exclusivo, el lema 4.1.17 nos dice que cada v;
es propiamente infinito, i.e, v; ®v; < v;. Como 1 = )} _ro 0, para ver que 1 es propiamente
infinito basta ver que v < p := }' | v; para todo v € E°. En efecto, como la suma de elementos
propiamente infinitos ortogonales dos a dos es propiamente infinita (proposicién 3.5.5), p resulta
propiamente infinito. Ademds, dado que p < 1, resulta p < 1y por otro lado v < p para todo
v € E¥implical = ¥, .po v < p pues

Yo~ PovsPrsy

veEl veEl veEl

Todo esto nos dice que 1 5 p < 1, con lo cual 1 es propiamente infinito ya que ploes (1 2 p 2
p@®p 2 1®1). Veamos entonces que v < p para cada v € E°. Escribamos X = {vy,...,v,}. Por
hipétesis, sabemos que E® = H = X y E¥ es finito; luego existe un k tal que E* = A(T(X)).
Mostramos por induccién en r € Ny que v < p para todo v € A,(T(X)). Si ¥ = 0 entonces
v € T(X) y luego v <, v; para algtn i, lo cual implica que v < v; < p (y v; < p implica v; < p).
Si ahora v € A,(T(X)) \ A,_1(T(X)), entonces v es un vértice regular y para cada e € s~!(v) es
r(e) € Ay—1(T(X)). Por hipétesis inductiva, tenemos r(e) < p y asi

v=Y e~ P rle)s pea'fl(”)‘ < p.

e€s1(v) ecs1(v)

Esto muestra que v < p para todo v € A,(T(X)) como queriamos. Luego Lk (E) es propiamente
infinito.

(B2)=(C2) Sean E/ = E/H y E’ = M(H). Por las hip6tesis sabemos que E’ tiene finitos
vértices y aristas, mientras que By = @. Afirmamos ahora que hay un isomorfismo Lg(E") =~
I(H,®). Para verlo, notemos primero que I(H,Q) es el ideal generado por {v:v € H}, y para
cada v € E% sea P,,;,(v, H) el conjunto de caminos finitos minimales de v en H, esto es,

Pmin(v, H) ={p=e1---en:s(e1) =v,r(en) € H,s(ex) ¢ Hparatodok=1,...,n}

donde si v € H ponemos P (v, H) = {v} por convencién. Notar que P, (v, H) es no vacio si
y s6lo si v € M(H)? y como todo vértice en E? \ H es un emisor finito, hay sélo finitas aristas
que pueden aparecer en los caminos de P, (v, H), cualquiera sea v € E’. Por minimalidad,
estos caminos no pueden contener ciclos, por lo que P,,;, (v, H) es un conjunto finito para todo
v € EY. Ademds, notemos que si y,v € P, (v, H) son dos caminos distintos entonces y*v = 0
en L (E) (lema 4.1.13). Todo esto nos permite definir, para cada v € E?, un idempotente

o= Y, up*el(HOQ).
HEPmin(v,H)

Tenemos un *-morfismo (no unital) graduado Lg (E”) — Lg(E) de manera que

—_—

v oparav e (E') yers s(e)er(e) parae € (E”)!

Es claro que la imagen de este morfismo estd contenida en I (H,@). Por otro lado, el teorema
4.2.1 garantiza que es inyectivo (pues, como E” = M(H), la suma que define a 0 sobre cualquier
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vértice v € (E”)? es no vacfa y asi ningtin vértice va a parar a cero) y el lema 4.2.2 nos dice que
I(H,) = span ({j" : r() = r(v) € H})
= span ({(s() - - r(0))(r(v) -v* - s(v)) : v(p) = r(v) € H})

Esto da un isomorfismo Lk (E"”) ~ I(H,®). Como ademas (E”)? es finito, I(H, @) es un &lgebra
unital, con unidad p = ¥, (0 0. Debido a que I(H, @) es también un ideal (bildtero), es una
cuenta sencilla que p es un idempotente central en Lg (E) y asi

L (E') = Lg(E/H) ~ Lg(E)/I(H,®) = (1 — p)Lx(E)

por lo que
Lg(E) ~ Lx(E/H) ® I(H,®) ~ Lg(E") ® Lg(E").

Como E/H es un grafo finito aciclico, Lg (E’) tiene dimension finita. Por otro lado, por cémo
construimos E”, éste hereda todos los ciclos maximales de E (que son no exclusivos) y (E”)° es el
subconjunto hereditario saturado més chico (en E”) que contiene a todos los ciclos. Esto altimo
se puede ver usando que M(H)?\ H no tiene ciclos y por lo tanto tiene un elemento minimal,
que debe estar entonces en Aj(H). Repitiendo este proceso se ve que la clausura saturada de
H en (E")? es todo (E"). Luego E” satisface (B1) y por lo que ya probamos, Lg(E”) no es
amenable.

(B3)= (A3) En primer lugar, si (B3a) vale pero (B3b) no, entonces Lx(E) es de dimensién
finita, por lo que resulta propiamente amenable.

En todos los otros casos, Lg(E) es de dimensién infinita y luego basta ver que para todo
F C Lg(E) finito, ¢ > 0 y N € N existe un subespacio W € Fol(F,¢) con dim(W) > N.
Como ademds todo elemento de Lg(E) es una combinacion lineal de elementos de la forma
Ap*, con Ay p caminos tales que r(A) = r(p), podemos asumir sin pérdida de generalidad que
F={Mp5, ..., Apf )

Asumamos ahora que vale (B3b), i.e, E? es infinito. Entonces podemos tomar un subconjunto
X C E% tal que |X| = Ny XN {s(p1),.-.,8(or)} = @. Poniendo W = span(X) se ve que
W € Fel(F,0), pues Ajp;W = 0 para todo j = 1,...,r. Como ademés dim(W) = N, Lg(E) es
propiamente amenable.

Consideremos ahora el caso en que (B3c) vale pero (B3b) no, es decir, E? es finito y E°\H
contiene al menos un emisor infinito. Sea v un elemento maximal entre todos los emisores infini-
tos de E° \ H. Entonces M(v) no contiene ciclos (pues M(v)? C E®\ H), tiene finitos vértices y no
contiene emisores infinitos, por lo que ademads tiene finitas aristas. Esto nos dice que existen sélo
finitos caminos en E que terminan en v (porque un camino que termina en v estd necesariamente
contenido en M(v)). Ahora, como s;'(v) es infinito, existe un subconjunto Y C s;'(v) tal que
|Y| = Nyparatodoi=1,...,rye €Y, eno estd contenido en p;. Definimos ahora W como el
subespacio generado por el siguiente conjunto finito:

{te € Lg(E) : T camino tal que r(t) =v,e € Y}.

Notar que como Y C W, se cumple dim(W) > N. Afirmamos ahora que A;o; W C W para todo
i =1,...,r. En efecto, como e no es arista de ningtn p;, la tnica forma en que el producto
(Aipf)(te) puede ser no nulo es que T = p;7/, con T/ un camino que termine en v. Pero en este
caso se tiene

(Aipf)(te) = AiT'e € W.

Esto muestra entonces que W es un subespacio (F,0)-Felner con dim(W) > N.

Por ultimo, supongamos que (B3d) vale pero (B3b) y (B3c) no, es decir, E0 es finito, E* \ H
consiste de vértices regulares y hay un ciclo maximal exclusivo, al que llamamos c. Sea vy un
vértice en ¢ y sea i un representante de c basado en v. El subgrafo M(vy) tiene un tnico ciclo ¢
(pues ¢ es maximal) y todo vértice de M(v) se conecta con él. Afirmamos ahora que todo vértice
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v € M(1g)? es regular en M(vg). En efecto, todo vértice de ¢ emite una tnica arista en M(vy)
pues c es exclusivo. Por otro lado, todo vértice v € M(vg)? \ H es regular en E por hipétesis, y
en particular entonces lo es en M(vp). Resta ver que cualquier v € M(vp)? N H \ ¢ es regular.
Para esto sea X C H el subconjunto de todos los vértices pertenecientes a ciclos maximales de E.
Luego H = U> ;Ax(T(X)). Por maximalidad de los ciclos es M(v9)° N T(X) = %, y luego para
cualquier v € M(v)? N H \ ¢ existe un k > 0 tal que v € Ay (T(X)) \ Ax(T(X)). Por lo tanto
v es un vértice regular (de E) por definicion de Ay 1(T (X))

De manera similar a una de las demostraciones anteriores, para cada v € E? llamamos ahora
Pomin(v,v0) al conjunto de caminos finitos minimales de v en vy, esto es,

Puin(v,00) ={p=e1---en:5(er) =0, r(en) = vo, s(ex) #vo parak =1,...,n}

donde ponemos, por convencion, P, (v, v9) = {vo}. Notar que P, (v,vp) es un subconjunto
de todos los caminos en M(vp) para cada v € E? y es no vacio si y sélo si v € M(vp)?. Como
todo vértice v € M(vp)° es regular en M(vg)?, hay sélo finitas aristas que pueden aparecer en
los caminos de P, (v, v9) para cualquier v € E°. Por maximalidad de c y minimalidad de los
caminos, éstos no pueden contener ciclos, por lo que P,,;,(v,v0) es finito para cada v € E°.
Luego la union P = U, poPpin(v,v9) de todos los caminos minimales que terminan en vy es
también finita. Notar que cualquier camino que termine en vy puede ser escrito de manera tinica
como yuk para algin v € Py k € Ny. Definimos entonces, para cada k € Ny, el subespacio Wj
como
Wi = span ({7uf : 7 € P})

Es facil ver que para cada k € Ny es dim(Wy) = |P| y que la coleccién de subespacios { Wy } e,
estd en suma directa. Sea N; € N tal que Nj|pug| sea mayor que la longitud de todos los caminos
A, ..o, Ar, 01, .., pr, donde || es la longitud de .

Paracadaje€ {1,...,r},y € Pyk € Nconk > Nj afirmamos que

% k+N1
Apips € ), Wi
I=k—N;
En efecto, esto es trivial si p]’f'y‘ulé = 0. Si no, como |yuf| > |oj|, tenemos yu§ = pjT con algtin

camino T que termina en vy. Luego )\jp;"yylé = AT = 9;46 para algunos 6 € P y I € N. Notemos
que [ es la cantidad de veces que A;T recorre pio. Ahora, esta cantidad es como mucho la cantidad
de veces que A; recorre iy mds la cantidad que T lo recorre mds uno (pues podria ser que en el
producto A;T apareciera un pg mas). Como Ni|ug| > |A;|, el primer ntimero es a lo sumo Ny — 1

y como 7;4’5 = p;T, el segundo es a lo sumo k. Luego
I<k+N—1+1=k+ Nj.

Por otro lado, ! es mayor o igual que la cantidad de veces que T recorre yg. Como yuk = 0;T,
esta cantidad es como minimo k menos el nimero de veces que p; recorre T (que es menor o
igual que N1 — 1 ya que Ni|po| > |pj|) menos 1 (pues en el producto p;T podria aparecer un ).
Por lo tanto
I>k—(Ny—1)—1=k—Nj.
Estas dos desigualdades nos dan k — Ny <[ < k + Nj, probando nuestra afirmacioén.
Por ultimo, tomemos N, € Np tal que N, > N+ Nj y % < ¢y definamos

N
w= Y W
k=N;+1
Es claro que dim(W) = |P|(N; — Nj) > N y ademds para cualquier j € {1,...,r} tenemos

dlm(/\]p}kw + W) < dim(ZgiTNl Wk) - |73|(N2 + Nl) <1+e

dim(W) T dim(52y W) [PIN2 =N
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Esto muestra que W es un subespacio (F, ¢)-Felner con dim(W) > N. ]

4.3. Amenabilidad a izquierda y a derecha

En la observacién 4.1.15 notamos que toda dlgebra de caminos de Leavitt L (E) admite una
involucién x — ¥ lineal y anti-multiplicativa. Esta involucién nos da un isomorfismo Lg(E) ~
Lg(E)°?, que nos dice que un algebra de caminos de Leavitt es amenable a izquierda si y s6lo si
es amenable a derecha. A continuacién veremos un ejemplo donde esto no sucede, mediante las
algebras de caminos.

Definicién 4.3.1. Sean K un cuerpo y E un grafo dirigido. El dlgebra de caminos KE es la K-
dlgebra (no necesariamente unital) generada por el conjunto {v:v € E°} U {e: e € E'} sujeto a
las relaciones

(1) v+ w = U para todo v, w € EY.
(2) s(e)e = e = er(e) para todo e € EL.

Ejemplo 4.3.2. Sea E el siguiente grafo dirigido:

z

Si llamamos A = KE, entonces A es propiamente amenable a izquierda pero no amenable a
derecha.

Para verlo, notemos primero que para cualquier 4 € A se tiene av = vav = v para algin
u € K, wa = waw y también vaw = xbw para algun b € wAw. Todo esto puede verificarse
de manera sencilla para cada generador de A. Observemos también que para todo a € A es
wav =0y que v+ w = 14, por lo que para todo a € A se cumple

a = vav + vaw + wav + waw = av + vaw + waw
y esto induce una descomposicién como K-espacio vectorial

A~ wAw @ vAw & vAv ~ wAw & xAw & Ko.
Definimos ahora los siguientes morfismos K-lineales:

AmA—wA=wAw, aw— wa
p: A= Aw, a—aw
¢:wA—= xAw, a+— xa.

Por la descomposiciéon de A mencionada mas arriba, A y p son suryecciones con ker(A) = v A =
xAw & Ko y ker(p) = Av = Ko, mientras que ¢ es una biyeccién. Ahora, como la subalgebra
wAw es isomorfa al dlgebra libre en dos generadores (pues corresponde al dlgebra de caminos
del grafo compuesto del vértice w y aristas z e y), wAw es no amenable (4.1.9) tanto a derecha
como a izquierda, pues es isomorfa a su algebra opuesta. En particular, tiene dimensién infinita.
Ademas, xAw tiene también dimensién infinita, pues contiene al conjunto {xz"},cn, que es
linealmente independiente (esto puede verse notando que A admite una Ny-graduacién).
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Con esto, es fdcil ver que A es propiamente amenable a izquierda, pues si tomamos un
subespacio W C xAw, se tiene AW = A(vW) = (Av)W = (Kv)W = W y por lo tanto W es
(F,0)-Folner para todo F C A. Como xAw tiene dimensioén infinita, estos subespacios pueden
tomarse de dimension arbitrariamente grande y luego A es propiamente amenable a izquierda.

Veamos que A no es amenable a derecha. Como w.Aw es no amenable, el lema 3.4.3 nos dice
que existe un subconjunto finito Fy C wAw tal que

dim(WFy + W)
dim (W)
para todo subespacio W C wAw de dimensién finita. Podemos suponer ademads, sin pérdida de
generalidad, que w € Fy. Definimos ahora
F=FU {x , 'U}.

Afirmamos que, dado cualquier subespacio de dimensién finita W C A, se tiene dim(WF +
W) > 2dim(W), lo que muestra que A es no amenable.
En primer lugar, si W = Ko, entonces WF + W = Kx ® Ko y asi dim(WF + W) = 2 =
2dim(W). Supongamos ahora que W # Ko, o equivalentemente, que Ww # 0. Tenemos
dim(W) = dim(p(W)) + dim(ker(p) " W)
= dim(Ww) + dim(Kov N W)
= dim(A(Ww)) + dim(ker(A) N Ww) + dim (Ko N W)
= dim(wWw) + dim(v.A N Ww) + dim (Ko N W)
= dim(wWw) + dim(xAw N Ww) + dim(Kv N W)

> 3dim (W)

donde en la ultima igualdad usamos que v.A = xAw & Kv y luego, como Ww NKv = 0, es
vANWw = xAw N Ww. Procediendo andlogamente, se tiene también
dim(WF + W) =dim(WFy + Wx + Wo + W)
=dim(w(WFy+ Wx + Wo + W)w)
+dim(xAw N (WFy + Wx + Wo + W)w)
+dim(Kv N (WFy + Wx + Wo + W))
=dim(wWwFy) + dim(xAw N (WwFy + Wx)) 4+ dim(vWo)
> dim(wWwFy) 4+ dim((xAw N Ww)Fpy) + dim(vWo)
=dim(wWwFy) + dim(¢~ ! (x Aw N Ww) Fy) + dim(vWo)
>3dim(wWw) + 3dim(¢p ! (xAw N Ww)) + dim(vWo)
=3dim(wWw) + 3 dim(xAw + Ww) + dim(vWo)
=3dim(Ww) + dim(vWo)

donde en la segunda igualdad usamos que xAw N (WFy+ Wx + Wo + W) = xAw N (WFy +
Wx 4+ Wo + W)w pues xAw = (xAw)w, en la tercera que Wow = 0, que Ww C WFj (pues
w € Fo) y que WFyw = WwFj ya que Fy C wAw. Por dltimo, usamos que ¢ es una biyeccién
y que, como cumple ¢(a-b) = ¢(a) - b, se tiene dim(¢p(T) - Fo) = dim(¢(T - Fp)) = dim(T - Fy)
para todo subespacio T C wAW de dimensién finita y por lo tanto dim((xAw N Ww)Fy) =
dim(¢ (¢~ (xAw N Ww))Fp) = dim(¢p~! (x Aw N Ww) Fp).

Juntando todo esto, llegamos a

dim(WF + W) S 3dim(Ww) + dim(vWv) _ 3dim(Ww) + 1 9
dim(W) — dim(Ww) + dim(KoNW) = dim(Ww) +1 —
pues, dependiendo desiv € Wy Wov = 0 0 no, el par (dim(vWv), dim(KvNW)) puede tomar los

valores (0,0), (1,0) y (1,1) y acotamos por el peor caso, que es (1,1). Como ademds supusimos
dim(Ww) > 1, el cociente es efectivamente mayor o igual a 2.




Capitulo 5

Algebras de traslaciones

Para finalizar, veremos ahora la relaciéon entre la amenabilidad en espacios métricos y la
amenabilidad en K-dlgebras a través de las algebras de traslaciones.

5.1. Definiciones

Sean (X, d) un espacio métrico localmente finito extendido y K un cuerpo. Notamos K[X] al
espacio vectorial generado por la base X y Endg (K[X]) al algebra de endomorfismos K-lineales
en K[X]. Notaremos Jy al elemento bésico de K[X] correspondiente a x € X. También pensamos
a un elemento T € Endg(K[X]) como una matriz indexada por X y definimos Ty, como la
entrada (x,y) € X x X, de manera que T(dy) = Y_ycx Txydx para caday € X.

Dada una traslacion parcial ¢ en X, definimos V; € Endg (K[X]) como

- 5t(x) six € dom(t)
Vi(or) = { 0 si x ¢ dom(t)

Notar que si t y # son traslaciones parciales en X, se tiene V;Vy = V.

Definicién 5.1.1. Sea X un espacio métrico localmente finito extendido. La K-dlgebra de trasla-
ciones K, (X) es la K-subélgebra de Endg (K[X]) generada por los elementos V;, con ¢ traslacién
parcial en X.

Todo subconjunto A C X da lugar a un idempotente Vj;, en K, (X), donde Id4 es la funcién
identidad en A. Notaremos P4 a este idempotente. Notar que K, (X) es unital con unidad Px y
que para cualquier traslacién parcial ¢ tenemos

ViaVi = Piomiy Y ViV = Pruqy)

Notar ademds que K, (X) estd generado como K-espacio vectorial por los generadores V;.
Dada una matriz T € End(K[X]), definimos su propagacién como

p(T) =sup{d(x,y) : x,y € X, Ty, # 0}
Es facil ver que todo elemento en K, (X) tiene propagacion finita y que para todo A C X es
p(Pa) =0.

Observacién 5.1.2. Si X se descompone como una unién disjunta X = Xj LI --- U X, donde
cada par (X;, Xj) (con i # j) estd a distancia infinita, entonces los idempotentes Px,,..., Px,
resultan centrales, ortogonales dos a dos y su suma es la unidad de K,(X) (la centralidad de
estos elementos vale precisamente porque los espacios X; estdn todos a distancia infinita entre
si). Todo esto induce una descomposicién

Ku(X) = éKu(X,-)
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5.2. El vinculo entre espacios métricos y algebras

Teorema 5.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico localmente finito extendido, K, (X) su dlgebra de trasla-
ciones y n > 2 un niimero natural. Son equivalentes

(1) (X,d) es amenable.

(2) Ky (X) es amenable.

(3) Ku(X) no es propiamente infinita.

(4) Ku(X) no contiene al dlgebra de Leavitt Lx (1, 1) como K-subdlgebra unital.

Demostracion. (1) = (2): Sean e > 0y F C K,(X) finito. Por finitud de F y el hecho de que
todo elemento en K, (X) tiene propagacion finita, existe un R > 0 tal que todo elemento de F
tiene propagacion a lo sumo R. Como (X, d) es amenable, existe un subconjunto finito no vacio
G € Fol(R, ¢), es decir, G satisface

[9r(9)]
49

Mas atn, por el lema 2.3.2, podemos suponer que G estd todo contenido en una sola componente
gruesa de X. Ahora, de la definicién de propagacion se deduce que, si Y, Y’ son dos subespacios
de X tales que todo par de elementos y € Y e y' € Y’ cumple d(y,y’) > R, entonces para
todo T € F es PyTPy, = 0. En efecto, dado y’ € Y tenemos T(6y) = Lxex Tuydx y como la
propagacién de T es a lo sumo R, sabemos que T, = 0 para todo x tal que d(x,y’) > R.
En particular, T, = 0 para todo y € Y, por lo que PyTPy: = 0. Definimos ahora el siguiente
subespacio de K, (X) (que, mds atin, es una subélgebra):

W = PQKH(X)PQ - KM(X)

<e

Es facil ver que como G es finito y estd todo contenido en una tinica componente gruesa, es
W =~ Endg (K[G)) y asi dim(W) = |G|?.

Nuestro objetivo ahora es verificar que W es un subespacio (F, ¢)-Folner. Para ello, sea T € F
y analicemos el subespacio TW. Usaremos la notacién estandar para el conmutador de dos
operadores: [T, B] = TB — BT y también notaremos, para cada R > 0,

Ny (G) ={xeX:d(x,X\G) > R}.
En primer lugar, se tiene
1=Pg +Px\g = (Pny(g) + Pop(g) T Foyg) + Pxint ()
y también
Pz (@) TPx\g = PxgTPug () = Ping(9)TPg = Pa TP\ (g) = 0

Luego podemos escribir

= PTPG + Py ) T(Prg () * P 9)

= PgTPg + Pyy(g)TPo g

y similarmente
PoT = PoTPg + Py ) TPy o

Con todo esto obtenemos
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[T, Pg] = Pos 6y TPa (6) — Por (6) TPy (6)

TW = {TPgBPg : B € K, (X)}
= {PgTBPg + [T, Pg]BPg : B € Ky (X)}
= {PgTBPg + Pyy (g TPy_(g)BPg — Py () TPy () BPg : B € Ku(X)}
C W+ Pyy ) Ku(X)Pg + Py gy Ku(X) Pg.

Por lo tanto tenemos la siguiente cota para cualquier T € F:

dim(TW + W) _ dim(W) + dim(Py ) Ku(X) Pg) + dim(Py_ ) Ku(X) Pg)

dim(W)  — dim(W)
<1, 191RA(9)] + 11 (9)
95
_ 1. 9r(9)]
=1+ 0] <1l+c¢e

que muestra que W es (F,¢)-Folner y por lo tanto K, (X) es amenable.

(2) = (3): Esta implicacién la probamos para cualquier 4lgebra (corolario 3.5.7).

(3) = (4): Si existe un monomorfismo unital L(1,n) — K, (X) entonces cualquier conjunto
de generadores distintos en L(1,1), X;,Y;, Xj,Y; (i # j), nos dicen que K, (X) es propiamente
infinita pues los elementos X;Y; y X;Y; resultan ser idempotentes ortogonales equivalentes a la
unidad ya que Y;X; = §;;.

(4) = (1): Supongamos que (X,d) no fuera amenable. Luego, por 2.3.4, sabemos que X
admite una descomposiciéon paraddjica, i.e, existe una particion X = X, LU X_ y traslaciones
parciales ty : X — X, t_ : X — X_. Esto nos da elementos Vt+,Vt_,th1,Vt71 en K, (X) que

cumplen
Vt+Vt11 + Vi V=1
ViV, =1=VaVi
ViaVi =0=VaV,

lo cual nos da un monomorfismo unital L(1,2) — K,(X) (mono pues L(1,2) es simple). El
resultado se sigue entonces del hecho de que existe un monomorfismo unital L(1,n) — L(1,2)
para todo n > 2 (ver [10], teorema 4.1). m]

Enunciamos ahora un resultado andlogo para el caso de amenabilidad propia. Usaremos la
siguiente terminologfa: dadas dos algebras A y B, diremos que A es una extension de dimension
finita de B si existe un ideal bilatero I en A de dimensién finita tal que A/I ~ B.

Teorema 5.2.2. Sean (X,d) un espacio métrico localmente finito extendido y K, (X) su dlgebra de tras-
laciones. Son equivalentes

(1) (X,d) es propiamente amenable.
(2) Kyu(X) es propiamente amenable.

(3) Ku(X) no es una extension de dimension finita de una K-dlgebra propiamente infinita.
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Demostracion. (1) = (2): Supongamos que (X, d) es propiamente amenable. Luego, dados R > 0,
e >0y N €N, existe F € Fol(R,¢/2) con |F| > N/2. Si escribimos F = U;cF; (su descomposi-
cién en las componentes gruesas de X), sea

‘ dr(F)|
I’::{161:|R : <s}
31—

y F' = UjcpF. Afirmamos ahora que |F/| > 1|F| > N, pues si no fuera asf se tendria

0r(F)| _ Lienr 19r(E)| _ YieprelFil  eF\F/| _ e3|F| ¢
- _ _
[Fl -~ |F| |F| |F| [F| 2

lo que es absurdo pues F € Fol(R,¢/2). Con esto en mente definimos ahora, para cada i € I,
W; = PpK,(X)Pf. Recordando la demostracién del teorema 5.2.1, vemos que dim(W;) = |E|?
y ademads para cualquier T € K,(X) de propagaciéon a lo sumo R se tiene dim(TW; + W;) <
|F;|(|F;| + [0r (F;)|) < |F;|>(1+ ). Luego si ponemos W = Y;c» W; tenemos

dim(W) = ) dim(W;) = ) |E[*> ) [B[=|F| >N
iel iel iel

y para todo T de propagacién a lo sumo R

dim(TW + W) _ Licp dim(TW; + Wi) _ Eier [FP(1+e) _ 1te

dim (W) Lierdim(W;) = Yiep|F?
Esto nos dice que podemos encontrar subespacios (F,¢)-Folner de dimensién arbitrariamente
grande para todo F C K, (X) y € > 0, es decir, K, (X) es propiamente amenable.

(2) = (3): Si Ky(X) fuera una extension de dimensién finita de una K-algebra propiamente
infinita, existirfa un ideal bilatero de K, (X) de dimension finita tal que K, (X)/I es propiamente
infinita, y en particular no amenable. Esto nos diria, gracias a la proposicién 3.2.4, que K, (X) no
es propiamente amenable, contradiciendo nuestra hipétesis.

(3) = (1): Supongamos que K, (X) no es una extension de dimension finita de un élgebra
propiamente infinita. En particular, K, (X) no es propiamente infinita. Luego el teorema 5.2.1 nos
garantiza que (X, d) es amenable. Si (X, d) no fuera propiamente amenable, por 2.4.3 tendriamos
una particién X = Yj LY, con Y; finito no vacio, Y, no amenable y d(x,y) = oo para todos x € Y;
e y € Ys. Esto nos daria una descomposicion Ky (X) ~ K, (Y1) ® Ky (Y2) (observacién 5.1.2), con
Ky, (Y1) de dimension finita. En particular, K, (X) seria una extensién de dimension finita de
Ky (Y2) con K, (Y2) propiamente infinita, contradiciendo nuestra hipotesis. o



Apéndice A

Ultrafiltros

En este apéndice introducimos las nociones de ultrafiltro y F-limites, siguiendo [9]. Veremos
s6lo lo necesario para la demostracién del teorema 3.4.6, refiriendo al lector a [14] para un
tratamiento mas profundo.

Definicién A.1.1. Un filtro sobre un conjunto M es una familia no vacia F C P(M) que cumple
(1) Si A,B € F entonces ANB € F.
(m) Si A€ FyACBentonces B € F.
() @ ¢ F.
Un filtro F se dice libre si Nycr A = D.

Ejemplo A.1.2. El filtro de Fréchet sobre un conjunto M es la familia Fo(M) = {A C M: A #
@y M\ A es finito}. Notar que Fy(M) es libre, y que un filtro F sobre M es libre si y so6lo si

Definicién A.1.3. Un filtro F en M se dice un ultrafiltro si para todo A C M se tiene A € F ¢
M\ AeF.

Observacion A.1.4. Notar que la disyuncién en la definicién A.1.3 es exclusiva. En otras pala-
bras, si una familia 7 C P(M) contiene a un conjunto A y a su complemento M \ A entonces
dicha familia no puede ser un filtro. En efecto, si lo fuera se tendria @ = AN (M \ A) € F, un
absurdo.

Proposicién A.1.5. Un filtro F sobre M es un ultrafiltro si y solo si es maximal (con respecto a la
inclusion) entre todos los filtros sobre M.

Demostracién. Si F es ultrafiltro, entonces para cualquier familia 7/ C P (M) que cumpla F' 2 F
existe un conjunto A C M tal que A € F'y M\ A € F'. Luego, por A.1.4, ninguna familia
F' 2 F es un filtro y por lo tanto F es maximal.

Para la otra direccién, sea F un filtro y supongamos que existe A C M tal que A ¢ Fy
M\ A ¢ F. Definimos entonces la siguiente familia:

F'={CC M:existe B€ F talque BN A C C}.

Afirmamos que F' es un filtro en M, lo cual implica que F no es maximal, pues es claro que
F C F' vy la inclusién es estricta, ya que A = MNA € F' (todo filtro contiene a M pues es,
por definicién, no vacio). En efecto, como M \ A ¢ F, todo elemento B € F cumple BN A # @,
porque de lo contrario se tendria B C M\ A y luego M\ A € F. Esto nos dice que @ ¢ F'.
Ademas, es evidente de la definicién que si C € F'y C C C’ entonces C' € F'. Por ultimo, si
tenemos C1, C; € F’ entonces existen By, B, € F de manera que

BINACC, v BNACG
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y por ende
CiNG 2 (BlﬁA)ﬂ(BzﬂA) = (BlﬂBz)ﬁA.

Como F es un filtro, es BN B, € F y asi C;NCy, € F'. Hemos probado entonces, via la
contrarreciproca, que todo filtro maximal es un ultrafiltro. o

A partir de esta proposicién se puede probar que todo filtro estd contenido en un ultrafiltro;
la demostracién es un clasico uso del lema de Zorn, que omitimos.

Proposicién A.1.6. Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.

Definimos ahora el concepto de F-limite, para luego probar todas sus propiedades bésicas
que necesitamos.

Definicién A.1.7. Sean M un conjunto, F un filtro sobre M y X un espacio topolégico. Decimos
que una funcién f : M — X es F-convergente a x € X, o que x es un JF-limite de f, si

ffluy e
para todo entorno U de x. En este caso notamos x € F-lim f, i.e, llamamos F-lim f al conjunto
de F-limites de f. Cuando M = Ny escribimos a f : N — X como {xy }nen (0sea, x, = f(n))

., F
también notamos x;, — x.

Observacion A.1.8. Si el espacio X viene provisto de una base de abiertos, para verificar que
una funcién f : M — X F-converge a x basta ver que f~!(U) € F para todo entorno bésico U
de x.

Cuando M = Ny F = Fy(N) es el filtro de Fréchet, la F-convergencia de una funcién
f : N = X es precisamente la convergencia usual de sucesiones.

Proposicién A.1.9. Sean M un conjunto, X un espacio topolégicoy f : M — X. Sean ademds F1, F»
filtros en M tales que J, C JF,. Si x es un Fi-limite de f, entonces tambien es un JF,-limite de f. En
otras palabras, F1-lim f C Fp-lim f.

Demostracion. Sea x € F1-lim f. Tenemos, por definicién,
fflu)y e ACH
para todo entorno U de x. Luego x € F,-lim f. m]

Si aplicamos la proposicion A.1.9 al filtro de Fréchet Fy(N) obtenemos el siguiente corolario.

Corolario A.1.10. Sea F un filtro libre sobre N y {x, }nen una sucesion en un espacio topolégico X. Si

. F
xpn converge a x (en el sentido usual) entonces x, — x.

Demostracion. Como F es libre contiene al filtro de Fréchet Fy(N) y por la observacién A.1.8,

Fo(N . C .
Xn L)) x. Por dltimo, usando que Fy(N) C F y la proposicién A.1.9, se tiene x, Lx ]

En principio, el F-limite de una funcién no tiene porqué existir ni ser tinico. Veremos a
continuacién que la existencia de un tal limite estd garantizada si X es compacto y F es un
ultrafiltro, y la unicidad lo esta si X es Hausdorff.

Proposicion A.1.11. Sean X un espacio topologico, F un filtro sobre My f : M — X. Si X es Hausdorff,
entonces f tiene a lo sumo un F-limite.

Demostracion. Supongamos que x,y € X son ambos F-limites de f tales que x # y. Como X es
Hausdorff, existen entornos U y V de x e y respectivamente de modo que U NV = @. Teniendo
en cuenta que f~1(U), f~1(V) € F y F es un filtro, tenemos

fanfivy=f1unv)=f1@)=0er

un absurdo. ]
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Proposicién A.1.12. Sean F un ultrafiltro sobre M, X un espacio topoldgico compactoy f : M — X
una funcion. Entonces f tiene al menos un F-limite (i.e F-lim f # @).

Demostracion. Supongamos que f no tiene F-limites. Luego para todo x € X debe existir un
entorno abierto U, de x de manera que f~!(Uy) ¢ F. Tenemos entonces un cubrimiento por
abiertos {Uy }yvex, que por compacidad admite un subcubrimiento finito {Uj, ..., U, }.

Para cada i € {1,...,n} se tiene f~}(U;) ¢ F y como F es un ultrafiltro, esto implica que
f~YX\ U;) € F. Ademds, como los abiertos U; son un cubrimiento, es N, (X \ U;) = @ y por

lo tanto
n

N fHx\W) :f‘l(ﬁ X\ Uy) = Q.

i=1 i=1

Esto implica que @ € F, un absurdo. ]
Las proposiciones A.1.11 y A.1.12 nos dan el siguiente corolario.

Corolario A.1.13. Sean F un ultrafiltro de N y n € N. Entonces toda sucesién acotada en R" tiene un
tinico F-limite.

Demostracion. Una sucesion en R” es una funciéon f : N — R”. Si ademads es acotada, entonces
ésta puede correstringirse a un subconjunto compacto K C R”. Luego tenemos f : N — K,
con K compacto y Hausdorff y F un ultrafiltro. Aplicamos asi A.1.11 y A.1.12 para obtener el
resultado. ]

Para terminar, probaremos las propiedades basicas de los F-limites en el caso de sucesiones
acotadas en R" (linealidad y, en R, también monotonia). En lo que sigue muchas veces trabaja-
remos con sucesiones {x, }nen que siempre tienen un tnico F-limite, al que por tanto notamos
lim F Xn-

Proposicién A.1.14. Sean X e Y espacios topoldgicos, F un filtro sobre M, f : M — X una funcion y
g X — Y una funcion continua. Si x € F-lim f, entonces g(x) € F-limgo f.

Demostracién. Tenemos f~1(U) € F para todo entorno U de x. Ahora, si V C Y es un entorno
de y entonces, por continuidad de g, ¢~!(V) es un entorno de x y por lo tanto

(g )T (V) =FTg7 (V) € F.
Como esto se verifica para todo entorno V de y, probamos que g(x) es un F-limite de go f. O

Lema A.1.15. Sean X,Y espacios topoldgicos, F un filtro sobre My f : M — X, g : M — Y funciones.
Sea fxg: M — X xY lafuncién definida por (f x g)(m) = (f(m),g(m)). Si x € F-limf e
y € F-lim g entonces (x,y) € F-lim f x g.

Demostracion. Para verificar que (x,y) € F-lim f X g, basta ver que para todo U entorno abierto
de x y V entorno abierto de y se tiene (f x ¢) "/ (U x V) € Fpues {UxV:U C XyV C
Y abiertos} es una base de la topologia de X x Y. Ahora, por hipétesis sabemos que f~1(U) € F
y g H(V) € F yluego

(fxg) HUxV)=fHU)Ng (V) € F.

De la proposiciéon A.1.14 y el lema A.1.15 se obtiene la linealidad.

Proposicién A.1.16. Sean {xy}ren, {Yibren Sucesiones acotadas en R" y F un ultrafiltro sobre N.
Entonces

lim (xg + yg) = lim x4 lHm yg.

m (xy + yx) = lm g + lmyy
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Demostracion. Llamemos x = limr x;, y = limr y; y notemos que el lema A.1.15 nos dice que
lim 7 (xg, yx) = (x,y). Por otro lado, si llamamos g : R?* — R" a la funcién continua definida por
¢(a,b) = a+ b, donde a,b € R", la proposiciéon A.1.14 nos da limz g(xg, yx) = g(limz(xk, yi))-
Juntando todo esto, tenemos

Ii =1i = ¢o(li , = 1Y) = =1i li
im(x + yi) = limg (e yi) = glim(xg i) = g(x,y) = 2 +y = limx + limy,

como querfamos ver. |
Por ultimo, la monotonia en R es una verificaciéon sencilla.

Proposicion A.1.17. Sean F un ultrafiltro sobre N y {xy }xen, {Vi }ken sucesiones acotadas de niimeros
reales tales que x < yy para todo k € N. Entonces

Iim x; < lim yy.
"M X = T Yk
Demostracion. Escribamos x = limr xx, ¥ = limr y; y supongamos que x > y. Entonces existe
F F .
e>0tal quey+¢e < x —e. Como x; — x y yx — Y, se tiene
{keN:|ly—y| <e}, {keN:|x—x| <e}eF

(estamos tomando como entornos abiertos de x e y a (x —e,x+¢€) y (y — &,y +¢) y usando
la definicién de F-convergencia). Ahora, como F es un filtro, es cerrado por intersecciones y
entonces

{keN:|ly—y| <e N |x—x] <e} € F.

Nuevamente, como F es filtro, este tltimo conjunto no puede ser vacio, de donde se sigue que
existe ko € N tal que |y — y,| < ey |x — x¢,| < . En particular entonces obtenemos

Yo <Y F+e<x—e < x

lo cual es absurdo pues tenfamos x; < y; para todo k € N. |
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