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Introduccién

La integral fraccionaria o potencial de Riesz es un operador integral muy utili-
zado en el andlisis arménico. Dada una funcién f : RY — R, su integral fraccionaria
de orden « se define por:

_ 1 f ()
Iaf(a:)—,y(a)/w \x—y|d7°‘dy 0<a<d,

donde () es una constante de normalizacién.

La teorfa de la integral fraccionaria con pesos se remonta al trabajo de G.H.
Hardy y J.E. Littlewood [12] de 1927, sobre la convergencia de los desarrollos en
serie de Fourier. Este articulo crea la inquietud de Marcel Riesz, quien en 1948
la aplico a la solucién del problema de Cauchy para la ecuacién de ondas. Otras
aplicaciones a varios problemas inversos en fisica matematica y geometria pueden
consultarse en [22] y en [15] . En particular, la teorfa de la transformada de Radén,
esto es

R[] (r.p) :/Rf<z,r+px>dz,

que se utiliza en tomografias computadas se basa tanto tedrica como numéricamente
en los potenciales de Riesz,segun se detalla en [14]. Asimismo, los potenciales de
Riesz son una herramienta ttil en cuestiones de energia y de capacidad eléctrica.

El estudio de las propiedades de mapeo del potencial de Riesz en varias dimen-
siones fue iniciada por S. Sobolev en un articulo, fechado en 1938 [25], donde se
trata la integrabilidad de I, para funciones f € LP (]Rd)7 en el cual se establece

que | Infll;p < C|fllzp, donde 1 < p < g, y px = N]Xf;p. Para p = %, existen

teoremas de inmersién que involucran espacios de Orlicz.

En cuanto a las acotaciones con pesos, en 1958 Stein y Weiss escriben un
articulo [28] en el que obtienen acotaciones con pesos potencia de la de la integral
fraccionaria en n dimensiones .Para funciones radiales, podemos mencionar los tra-
bajos de Rubin,[23]; de de D "Ancona y Georgiev [5]; y de De Népoli, Drelichman
y Durdn, [6]; y.

En acotaciones cuanto acotaciones ara pesos mas generales, Muckenhoupt y
Wheeden ,[17],dieron condiciones necesarias y suficientes para la validez de la de-
sigualdad

HUMfHLq(Rd) < Cpq lvfll Lr (R4)
donde M denota la funciéon maximal de Hardy-Littlewood, con el mismo peso en
ambos miembros de la desigualdad. Este resultado fue generalizado en 1992 por
Sawyer y Wheeden en [24], dando condiciones para la acotacién con dos pesos de
la integral fraccionaria.
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El objetivo de la presente tesis es exponer algunos resultados sobre la acotacién
de la integral fraccionaria en distintos espacios funcionales con pesos utilizados en
el andlisis armoénico. Para comprender y desarrollar estos temas se requirié el estu-
dio previo de analisis arménico y teoria geométrica de la medida, que permitieron
facilitar el desarrollo de esta tesis y despertaron el interés por el tema.

La misma se organiza de la siguiente manera:

En el capitulo 1, enumeramos algunas propiedades de andlisis real y funcional e
introducimos algunos resultados sobre la integral fraccionaria y potenciales de Riesz,
el operador maximal de Hardy -Littlewood y el operador maximal fraccionario.

En el capitulo 2, estableceremos las propiedades de los espacios BMO y Lipschitz-
«. En algunos libros y articulos los espacios Lipschitz-a son llamados Holder-a-
Tambien estudiaremos las propiedades béasicas del potencial de Bessel, nombrado
asi en homenaje al matemdtico y astronomo de ese nombre, aunque fue descubierto
por Daniel Bernoulli hacia el 1700. También estudiaremos los espacios potenciales
L*>P,

En el capitulo 3, estudiaremos el comportamiento de los espacios de Lebesgue
con pesos, especialmente aplicado a los pesos de A, de Muckenhoupt, los pesos
que cumplen una condicién doblante , la condicién inversa de Holder y los pesosde
Muckenhoupt y Wheeden o pesos A, 4.

En el capitulo 4, introduciremos los espacios de Lebesgue con exponente varia-
ble y la funcional modular .También enunciaremos los teoremas de extrapolacién,
que permiten estudiar el comportamiento de la integral fraccionaria en dichos es-
pacios. Estos espacios fueron introducidos por Orlicz en 1931 y reaparecen en 1950
a través del trabajo de Nakano e introducidos en la literatura matematica rusa
por I. V.Tsenov. En 1979, I.I. Sharapudinov estudia aspectos topolégicos de los
espacios de Lebesgue con exponente variable en la recta real. No fue sino hasta
1982 que se descubrieron aplicaciones a estos espacios, gracias a Zhikov, que hizo
aplicaciones a la elasticidad de tejidos en su articulo [32]. En la actualidad, los
espacios de Lebesgue con exponente variable tienen aplicaciones a la fisica de flui-
dos electrorréologicos, que fueron desarrollados por Ruzicka, y a la fabricacién de
cristales foténicos,polimeros y procesamiento de imagenes, tema que desarrollaron
Chen, Levine y Rao en[2]. Otra aplicacién, esta vez a la industria automotriz, fue
descubierta por Hao en 2006 y fue desarrollada en [11].

La vastedad del tema tratado y sus aplicaciones estimula a seguir trabajando
sobre estos particulares.
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Capitulo 1

Definiciones y Teoremas Basicos

En este capitulo definiremos la integral fraccionaria, el operador maximal de
Hardy-Littlewood, los operadores maximales fraccionarios y estableceremos algunas
de sus caracteristicas basicas.

A lo largo del presente trabajo, usaremos la notacién ) para denotar a los
cubos y B, para denotar a las bolas

1.1. Definiciéon de la Integral Fraccionaria o Potencial de Riesz

DEFINICION 1. Sea f : RY — R.Definimos como integral fraccionaria o poten-
cial de Riesz al operador

_ 1 f(y)
Iaf(a:)—v(a)/m \m—y|d7ady 0<a<d,

donde v (a) = w22~ F(Fd(%Z) es una constante de normalizacién.
5%

Este operador esta bien definido por ejemplo sif € Cy (Rd) pues si B (0, R) es
una bola tal que sop f C B ((0, R)) entonces,

D@ < s [ =l 1)l
< ﬁ (gé%glf(w)l) /B(O’R) |z —y| " dy
< ﬁ <§rgggl (x)l) /B(w,R)|Z|d+a dz
< ﬁ (’jgg%lf(w)l) /ORP_‘”"‘pd Yeadp =
< L (maglr o) [ an
< VEZ);(ZE%%“(S)') R®

Por otra parte, notamos que si f es una funcién suave que tiende a cero sufi-
cientemente rapido en infinito, se tiene que

. 9 &
(=Af) (z) = —4n* |z[” f (z)

Por ejemplo, esto se verifica si f estd en la clase de Schwarz, formada por las

funciones de clase C*° con la propiedad de tener derivadas acotadas al multiplicarlas

6
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por polinomios. Si reemplazamos \x|2 por |x|ﬁ con—d < 8 < 0, podemos definir, al
menos formalmente, las potencias negativas del Laplaciano por

(~@n?) (@) = 45 of* f

La integral fraccionaria proporciona entonces una representacién integral de las
potencias negativas del Laplaciano, pues tenemos que

I (f) = (=4)= (f)
si f es una funcion en la clase de Schwarz. Esta identidad se verifica en el sentido
distribucional, como se establece en [27, lema2, capitulo 5] :

LEMA. Sea 0 < a < d.
a)La transformada de Fourier de |x|_d_a es la funcién v () (27)" % |z|™% en
el sentido que

[ el @ do = [ (@) 2n)7 o] Bl
R4 R4
b)La identidad Ij(?) = (2n|z|)"* f es vdlida en el sentido que

/le /f ) (2m) " o] 7 (@)

cualesquiera sean f,g € S

OBSERVACION 2. Sea 0 < o < d. Sea f € L' (R?) nL*> (R?). Entonces,
Io (f) € L= (R*)

DEMOSTRACION. Sea zp € RY cualquiera Sea R > 0, que elegiremos conve-
nientemente después

It @) = s | [ dy\

alz—y|*

1 f () f ()
= — 7d ———d
7 (@) /B(mB R) |z — y| * /RdB(xB,R) |z — | Y

1 I () I ()
— =d ——xd
(@) /B@B,R) =y " (@) /RdmxB,R) o=y

1 Lf () 1 Lf ()]

_— d PELERS Sy

=@ /B@B,R) ey Y (@ /RWXB,R) w—y° Y

1 1 1 1
L <y + e | 1 ()l dy
v () | HL (R B(zg,R) |z -y v () R RLB(XB,R)| )l

1 R oegpt—t 11
i W linsy | oty s o e

IN

+

1 Cd d 1 —
) 11l oo () i—a + 5 (@) 1Nl )y

Observemos que esta cota es valida VR > 0. Entonces, una buena estrategia
puede ser minimizar esta expresién, para lo cual, para cada f € L! (Rd) N> (Rd)
definiremos F : (0, +00) — [0, +00),
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F(R) = [[fll Lo ey d R4 R s gy
Notemos que lim (F (R)) = +oo, lzm (F(R)) = 400, F € C* (0, +00)
R—0*+ R—+o0

dF o o
a5 = Ml ) caR* ™7 = aR™ 7| fllpa (gay

Si 9% = 0— 11l oo () cqRé—o"1 = qRr—71 [[fll1 gay Luego,

1
R [ 1l ay |
||f||L<>o(]Rd) Cd

En punto, F' alcanza un minimo absoluto. Entonces,

1 OéHf”]Ll(]Rd) o+ cq oz||fHL1(Rd)
Lo ()] < I F1l e ]
) 7 (@) ”fHL""(JRd) Cd =R g —a ||f||Loo(Rd) Cd Lt (R)

1 a Hf”]Ll(Rd) E ( cqo )
- 1 .
’Y(O[) <||f|LOO(]Rd) Cq d— « + (”fH L1 (R ))

L gy N\ [
Por 1o tanto, | (f)lleqes) < 505 (et ) (82 +1) (Ifsee)

”f”Loc(]Rd)Cd

Una generalizacion de este resultado es :
OBSERVACION 3. Sea 1 < p < +o0. Sea f € L? (R?) NL> (RY).Sea ¢ = P
Sea % < a < d. Entonces, I, (f) € L>* (R*)

DEMOSTRACION. Sea zp € R? cualquiera Sea R > 0, que elegiremos conve-
nientemente después

ot ()] = 5t

f(y) _ 1 f(y) f(y)
Jpa 4|xfy\ady‘—v(a> JB@s.r) 7|x T+ Jra_p ) Foy

1 IO 1
< 5@ [J@sr) mm= W]+ 50y | JraBxn.r) T y\”dy‘
1 [f ()] 1 Lf ()]
< a) JB@s.r) o=y W 5iay Jra_ B<XB,R> \z To—ul™ @ £ )l
S ) £l oo (RY) fB(a:B R) Ja— y|°‘dy+ 'y(a fRd B(xg,R) Jz— y\“dy

Por la clasica desigualdad de Holder;
Lf ()l
'y(a) 111 oo ey fB(IB, [o— y|°‘dy+ a) Jra_ B(xs,R) [2— —=dy

1
q

R Cd/’

A

< A5 1l e ey Jo dyw 191 -0 ) (S ) 7 )

+ d—1
= 5 Wl ey 25 B+ 55 ooy (™ 22257 )
Observemos que d — ag < 0, asi que

c —« % d—aq %
o (f (@) < 55 1| e ety 25 R +%)Hf||m oL (23)"=

ey 5 R+ = ey i () (RE)
Observemos que esta cota es vahda VR > 0.

Ahora, intentemos minimizar esta expresién. Para ello definamos F (R) =
Cy R+ Oy (RE7), donde
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Q=

Cr = | fllpmqasy 225 ¥ Co = If oy i (5a)
Notemos que lim (F (R)) = +oo, lim (F(R))= +oo, F € C!(0,+00)
R—0+ R—+o0
=Cy(d—a) Rt ¢ (% — a) 2
Si 4 = 0= (d—a—1)C1R* " = (a - f) CyRi!
( —a)C’lR q_<04—7)02

d(1—1 a—g Co
R q):%

1
a  (a=)lfllprayed (Tﬁd)%
Ry = &
(d—@)HfHLoo(Rd) i—a

1 Fi 1_
R = (aig)”m”‘p(“d)c; (acz%d) ’ _ (D‘fg)‘lf”w(md)cf 1(ocq%d)
o (d—a)HfHLoo(Rd)dc_fd(, - Hf”LOO(]Rd)
—1

(a=D)Ifllprayed” (ai=a)
T Loo (ma)

s

Q=
Q=

Q=

Este punto es un minimo absoluto
Luego,
_1 1\ H(d-a)
) o [(@= )Wl el (5)"

Lo (f) (2)] < el 111 oo () d—

1T )

O

py L—a
d q

—1 1
| s N[ (0= ) Il ef (55)"
1 llLe ey €4 aq—d

7(a) 11l Lo ma)

Una generalizacion de este resultado estda dado por la observacion siguiente:

OBSERVACION 4. Sean 1 < p; < ps < +oo. Sean q1, g2 tales que pi + % =

; ;2 + o, =1 Sea f el (RY) NLr2 (RY).Sea a € (q ,ql) .Entonces, I, (f) €
Lo (Rd)

DEMOSTRACION. Sea x € Rdcualquiera y sea B (xp, R),con R > 0,que ele-
giremos beneficiosamente después. Consideremos |1, (f)| = ﬁ Jga %dy’ <

1l
v(a) fRd \ﬂc y|® dy

Lf ()] €]
5057 (Jiom, ) ey fet_p iy e )
En la primera integral ,usaremos la tradicional desigualdad de Holder con los

exponentes 1Y 01 53 (Joep. o FEEA + fra—si ) 125 00)

; /()]
< =5 Wl (8o, my) (fB«cB,R) T dy) + @y Jra B 1) Tyt Y
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1 1 a1 1 [f ()]
< 3@ 1fllees may (fBuB,R) ey dy) + 3y Jra_Bxn,R) ToyT= WY

Haciendo un cambio de variables en la primera integral, obtenemos

1 1
R d—1 @ R ar
/ “—dp)| = / cap™ ' dp
o P 0

Observemos que d — 1 — agq; > —1, o sea que

1 1

a1 1 1
0 d—aq d—aq

Ahora consideremos f]Rde(xBAR) ‘Lf_(z)l‘ dy

Usaremos nuevamente la desigualdad de Holder con ps v g2, y elegiremos R |
d
para lo cual minimizaremos F : (0, +00) — R definida como F (R) = C1Ru~ “ +

L c a1 c a2
CoR =%, donde Cy = || £ (g (d_iql)ql ¥ Co = [1fllon (gt (aq;,_d)
Notemos que F € C! ((0,+)) , lim F(R) = +oo, lim F(R) = +o0, luego
R—0*t R—+o00

tiene sentido buscar un minimo absoluto en (0, 4+o00)

F’'(R)=C, <d - a> R 4 Oy (d - a) Rz
q1

=R ! (Cl <d - a) R% + Cy (d - a) R‘lé)
q1 q2

F (R)=0= (C1 (£ —a) R+ (L —a) Riz) =0
Asi, Oy (;% - a) Rt = C, (—;% —I—a) Ris.

. d . d d
O equivalentemente, (C’l (i — a)) R = (C’g ( d 4 o 2 R

De lo cual resulta, (Cl (z% — a)) R (C’g (—i + « )T RN ~%2 Y asi
obtenemos,

a192
d(q1—q2)
01 (i — a) !

= Cz(—q%—i—a)

7) F

Un simple andlisis de F’ permite determinar que en
Ca (— % +a

alcanza un minimo, de lo cual resulta que

—4q192<

. Cl<i—a) a1 -a3)

X

(1.1.1)  |I.(f)(z)] <

a2
o (i _ Oé) q1—a2

q1

C (*%“1) Co (*iJra)

q2
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El potencial de Riesz tiene como desventaja que no es integrable en todo el
espacio R?, por eso se introdujo el potencial de Bessel, nombrado asi en homenaje
al matemdtico y astrénomo aleman Friedrich Wilhem Bessel (1784-1846), que usé
dicho potencial para estudiar el movimiento , el paralaje y la ubicacién de apro-
ximadamente 75000 estrellas dtel hemisferio norte .Tambien dedujo la posicién de
la estrella gemela de Sirio,conocida como el Cachorro,descubierta en 1862 por el
astrénomo inglés Graham Clark.

El nucleo de Bessel se introducird a través de la transformada de Fourier como

. N\
Ga (&) = (1+41¢)
0, equivalentemente, como

+oo 2 e
G (1)17; - / e*%eTfSTdd—é
(477) 2 T (5) 0

El potencial de Bessel se define como J,, (f) (£) = (1 +4(¢] )T (£), o equi-
valentemente como G, * f

1.2. El operador maximal de Hardy-Littlewood

Comenzaremos por recordar unos resultados de andlisis real que se usaran a
continuacion

LEMA 5 (Lema de cubrimiento de Vitali-Wiener). Sea E C RY y {B, }jenuna
sucesion de bolas tales que supjendiam (Bj) € R y que E C UjenBj.Entonces
podemos elegir una subsucesion de bolas disjuntas con la propiedad que

> 1Bl =57 E|
keEN

DEMOSTRACION. Ver [8] O

DEFINICION 6. Sea f localmente integrable . Definimos al operador maximal
de Hardy Littlewood como

1
M) o) = sw /Q f (@) da

OBSERVACION 7. Una forma equivalente se obtiene sustituyendo los cubos por
bolas, esto es:

M@= s e [ @)

B(zo,R)/R>0

Este operador resulta equivalente en el sentido que existen c¢1y co constantes
positivas tales que ¢y Mf (xq) < M (f) (x0) <eoMf (x0)

DEMOSTRACION. Sea zp € RY arbitrario .Sea R > 0.Sea Q un cubo centrado
en zp de lado 2R .Claramente,B (x5, R) C Q. Entonces,

BanR |/Mf Dl < e /'f )Ide
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Ahora, forcemos la aparicién de Q:

S Y S Y S (P
IB(xB7R>/Q|f( N = B s, B (|Q|/Q|f( ) d )

A continuacién comparemos la medida de @ con la de B (zp, R):

o]
B (zp, R)| — RIB(0,1)]

En consecuencia
d

—~ 2
M(f) (x) < m/u ) )

Ahora probaremos una desigualdad en sentido contrario. Para ello consideremos
rp € Rdarbitrario,y Q un cubo de lado I.Consideremos B (x B, (2l)d) .

Claramente Q C B (:173, (21)(1).Luego7

1 1
o /Q @< o [ NGC L

Ahora, forcemos la aparicién de B (l‘B, (21)d>:

1 B ’B (xB,(Ql)d)‘ 1
1Ql /B(wm)d) ol = @l 1B (s, 2)°)] /B(m,m)d) 1F (@)l d

A continuacién comparemos la medida de @) con la de B (xB, (2l)d>:

1B (=5.@0")| 2B (w5,
Q i

=27(B(0,1)]
Concluimos que
M(f) (2) < 24 |B (0, 1) M (1) (x)
O

TEOREMA 8 (Desigualdad maximal de Hardy-Littlewood). El operador maxi-
mal M, y por lo tanto ,también M, son de tipo débil (1,1), es decir: Si f € L (Rd)y
A > 0, entonces

—~ 3d
(M > 2} < S gy
c
{M(E) > A} < 5 £l (ra)
DEMOSTRACION. Sea A > 0 cualquiera .Sea E\ = {z € RY/M (f) > A}
Sea C' la coleccién de bolas que cumplen que ﬁ fm |f (@) dt > A

Cada x € E) pertenece a al menos una bola B,por lo tanto C es un cubrimiento
de E)\.
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SiB e, fmf(t) dt > A ‘m’ . Luego, m‘ < M

Luego, las bolas de C tienen radios acotados ,y por el lema simple de Vitali, 3 {B;}

JEN
sucesién de bolas disjuntas de C con la propiedad que > p | |By| = 374 |E,|de
lo cual deducimos que

> =1 3¢
EYEELSIAESD S 8 MO L BT
k=1 k=1"" Y Br U

1Bk
d
En consecuencia ,|F)| < 37 IIf H]Ll(Rd)7 que es lo que queriamos probar. O

Como una aplicacién de lo anterior recordaremos el teorema de diferenciacién
de Lebesgue, que usaremos fuertemente para demostrar algunos teoremas:

TEOREMA 9. Sea f una funcion localmente integrable. Entonces
i ] f@de= () todoy € RY
M B(z0,R _ x)dx = f(xg) para casitodo xg

(w0, R)—={z0} |B (20, R)| B(zo.R)

A continuacién recordaremos el teorema de interpolacion de operadores subadi-
tivos demostrado por el matematico polaco Josef Marcinkiewicz en 1939. Este teo-
rema se puede consultar en [8] y es necesario para demostrar que tanto M como

M son de tipo fuerte (p,p) :

TEOREMA. sean 1 <1 < oo y T un operador subaditivo definido en L* (]Rd) +
L"(RY),donde L' (RY) +L' (RY) ={f+g/f el (RY), ge L (RY)}
Si T es de tipo débil (1, 1) y (r, r),entonces T es de tipo fuerte (p, p)

OBSERVACION 10. El operador Mv(f) es de tipo fuerte (p,p) para p > 1.

DEMOSTRACION. Comencemos por tomar f € L.>° (Rd).Tomemos zo € R4, R >
0 cualquiera.
Trivialmente,

1
|B (20, R)| /B(IO . Flyldy < 1 fllpe ray

Luego,ﬂ es de tipo fuerte (00, 00) y de tipo débil (1,1).Asi, por el teorema de
interpolacién de Marcinkiewicz, M es de tipo fuerte (p,p) si p > 1.
Andlogamente, lo anterior es véalido tambien para M. O

1.3. El Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev

A continuacién recapitularemos algunos resultados bésicos para determinar
cuando la integral fraccionaria es un operador acotado en los espacios de Lebesgue.
El resultado principal es el siguiente:

TEOREMA 11 (Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev). Sea f € L? (R%),1 <

L Entonces, I,f € L4 (Rd), donde X = 1 — 2 4 existe una constante

p < q P d
c=

a
¢ (a,p,q) independiente de f tal que

HafllLe < cllflls
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Para demostrar este teorema necesitaremos algunos resultados técnicos que
veremos a continuacién. Se conocen varias demostraciones de este teorema. Aqui
reproduciremos una debida a Hedberg [13]. Dicha demostracién se basa en com-
parar la integral fraccionaria con el operador maximal de Hardy-Littlewood, como
establece el teorema siguiente. Otra demostracion se da en [27] (Teorema 1, capitulo
V).

TEOREMA 12 (desigualdad de Hedberg). :Sea 0 < a < d y sea funa funcion
acotada de soporte compacto. Entonces, si 1 <p < % resulta que

pa _px
Iof ()] < CIflls (M) ™7 (x)
DEMOSTRACION. Sea s > 0. Entonces,
Liwis [ MOLg [ MWL,
lz—y|<s |2 — y| z—y|>s |7 — Y|

Notaremos como )l
I Z/ — Ly
lz—y|<s |z — Y|

A
le—y|>s |z — Y|
Veamos el comportamiento de I;:
n=f ey Ly
lz—y|<s ‘IZ? *y‘ 2-k-lg<l|z—y|<27 ks ‘$ *y|
1/ ()]
< — =
> kz_:O/Q—(k‘H)sglw—ySQ_kS 92— (k+1)s(d—a) Y

- Lf (y)]
< Z/ . 2~ (+D)s(d=a) dy

o’ lz—y|<2=F

y como

<) 2he / dy < Cs* Mf (x
Z M)S) RIS (x)

Por otro labdo7 si p = 1,para Is,tenemos,

I = / |f (yl)ilia dy
lz—y|>s |2 — Y|
1

<aw /[ wla
lz—y|=s

1
< o (Fali

Paral <p< g, llamemos 8 = p’(d — a)-d. Observemos que 8 > 0 y podemos
concluir que

%

@l )\ da ’
I = / —dy < /] o
je—yl2s |z — y|* F \ etz -yl
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Ademas,

1 1
————dy = / ——5dy
/;—m2s|x—-yf(d @) oy|zs |z — y|*T’

oo d—1 (e’
P Cad —1-5 Cq
:cd/ 7dp:cd/ P cqdp = —,
s pHP s BsP

de lo cual deducimos

L < 1fl (M) CT TS CR)

Observemos que si se toma p = 1, esta desigualdad también es vélida. Luego
paral <p< 57 podemos acotar I, f (z)por

Lo f (z)] < Cs* ME (x) + C ]|, s~ (F~)
para todo s > 0

P
. ”f”Lp(]Rd) 4 e . .
Ahora,si tomamos s = aviicym ,que minimiza al segundo miembro como

funcién de s, obtenemos que

1l ey )
|Ia (f)| <C (-A/lf(x)> Mf(x)

po

= O (I lhpgay) * (MEG)
(I

Como corolario, obtenemos el resultado del teorema 11 usando la continuidad
de la maximal en ILP, pues

Mafllo <€ (I liogesy) © (IFlluoces)) = Cllf o)

Un caso limite de este teorema se da en el lema siguiente, cuya demostracién
también aparece en el articulo de Hedberg [13].

paiel
d

LEMA 13. i)Sea 1 < p < 00 y sea s € (0,1) tal que sp = d. Entonces,ezisten
c1,c0 > 0 tales que VG, abiertoy acotado,

L ()
Gl Je " \ AL 8

LP (rd)

p

1.4. El operador maximal fraccionario

En esta seccién introduciremos liss operadores maximales fraccionarios, que
usaremos fuertemente en la seccién 3.5:

DEFINICION 14. Definimos al operador maximal fraccionario, M, (f),donde
f es una funcién localmente integrable, por

M () (@) = sup <|B|1 [ 11 dy> ,

donde0 < a < d y el supremo se toma sobre todos las bolas B, cuyo centro es
el punto .
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Observemos que si & = 0,0btenemos la clasica maximal de Hardy-Littwewood
y que si @ = d, obtenemos la norma de f en el espacio L* (Rd)

OBSERVACION 15. Sea f € LP (RY).Entonces. Vo € RY, Ma (z) < || f|l.

p

DEMOSTRACION. Por la desigualdad de Holder,

1 1
B|13/B|f(y)dy: W/B'f(yHXde

1 ,
< — 1 Il /xp) — £l
s s Rd>( )" = Wl

LEMA 16. M, (f)es un operador sublineal. Esto es:
i)
Mo (f +9) (x) £ Ma () (x) + Ma (g) (%)
ii)
Ma (M) (2) = A M () (x)

DEMOSTRACION. i)Sea 2 € R? y sea B = B(x, R) una bola de centro x. Con-
sideremos

|m}3/BIf(y)Jr‘q(y)ldyS |B|13/Bf(y)|dy+;3/3|g(y)

< Mo (f) (2) + Ma (9) (2)

Tomando supremo sobre todas las bolas B, se obtiene i). Similarmente,
1 / 1
— = [ M (y dy:Ai,g/fy dy < |\ Mg (f) (z
B BI )] \||B|1d BI()\ [A[ Mo (f) (z)

y tomando supremo obtenemos ii). O

OBSERVACION 17. M, (\xra) <oz eRVO<a<d

DEMOSTRACION. Estructuraremos esta demostracién en 4 casos:
i)Consideremos primero el caso donde zg = 0.Sea R > 0 arbitrario, B =

B(0,R)
1 -« d—lc
|B|1_/ x| (—%)d\B(o 1)|/Bp P teadp

—/ 1.4 G
R1B(0,1)] /" “peadp = (d—a)|B(0,1)]

ii)Veamos ahora g # 0,0 < R < ”Z—B“,x € B(xp, R)

:Kl

[E22]]
4

lzpll < llzp — | + [z < R+ [l] < + |l

Entonces,Vz € B (zp, R), ||z]| > 2 ||lz5||
Luego,

1 / . 1 3 o
S S 2 dy<_a(||xB||) B (25 R)|
Blan B 7 Jnean B(ap R)F \1
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Dado que |B (25, R)|? (3 llzsll) "™ = R*|B(0,1)|* (2 |p]]) ", obtenemos

1 3 -« g 4 3 o 1 a
W (4 |$B> |B(xB’IZ)| < (l 4 ” g ”xB” 1) - <3> = KZ
B g

iii)En el caso de xp # 0, w <R <Al|zp|

[zl <l =gl + lzpl| < R+ [lzpl| <5|zp| Ve e B(xp, R)
Entonces, B (xp,R) C B (0,5 ||zp]|). Asi,

1 / o 1 o
S — o dy s — 1 / 2]~ dy
|B (25, R)|"" 7 JB@s,R) 1B (25, R)|"™ % JB@pslesl)

1_a
) 1 [ rnalEnsih
1B (z5,5lz)]' JB@s.R) 1B (zp,R)|'" 4

1 5 d
< 1,g/ 2 ( HIBH)IIJ
B (25,5 ||lz5)" % JB@s.m ’(H)ZBHN E

2017 u
= / 2]~ dy
|B(xp,5 ||lzs|l)]" " ¢ /B(es,R)
204—¢,
- - K3
(d—a)|B(0,1)]

iv)Consideremos ahora el caso, zp # 0, R > 4|z ||

R 5
lz|| < ||z — x| + |lzsl| < R+ ||zs|| < R+ i ZRV:E € B(zp, R)

Entonces,B (zp, R) C B (0,2 |lzg||). Luego,
1 _ 1
—kg/ || ady§—1,g/ ||~ dy
|B(zp,R)|" " * JB(s,R) |B (2B, R)|"" * JB(25,3R)

5 =3
< %/ 2|~ dy M
|B(0,5R)| 7 /B(2s.5R) |B (v, R)|

4
5 17% Cd
=(2 K
<4) (d—a)[BO,n] —
O

Se sigue que M, (|x*) (x) < max {Ki, K, K3, K4}
Como una consecuencia inmediata de lo anterior ,Ye € RY, M, (Hx - c\|_a> <

00
A continuacién haremos algunas observaciones sobre el operador M, (f)

OBSERVACION 18. Sea f € C!' (R)tal que f(0) =0y % € L* (R). Entonces,
M (£([x7))) (x) < o0
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DEMOSTRACION. Usando el teorema de Lagrange para una variable, f () =
F0)+ % (Ax)z , donde A = A (z) € (0,1)
Como f(0) =0,f (z) = % (A\x)x

£ (1al™)| = £ (M)

En consecuencia, por la observacién 17, M,, (f (\x|7o‘>> (x) < o0 O

daf
dz

2™ < |

Entonces, ® |o|
Lo (R

El comportamiento del operador maximal fraccionario en los espacios LP esta
descripto por el teorema siguiente, que aparece por ejemplo en [16] (lema2.1):

TEOREMA 19. Sea 0 < a < d.
i) El operador M, es de tipo débil (1,n/(n — o)) esto es: se tiene la estima-

cion:
(R

A

1
P

[{z € RY/IM. (F(x)| > A} 77 <

i) Sil <p< g y q estd definido por la relacién * =

7 — 9 entonces M, es

de tipo fuerte (p,q),

[Ma (Dl < Cap lIfllpo

La demostracién de i) es similar a la del teorema 8. ii) es realmente un corolario
del teorema 11, pues

Ma(f)(x) < C Lnf(2)



Capitulo 2

Espacios BMO y Lipschitz-a

En este capitulo estudiaremos los espacios BMO o de funciones de variacién
media acotada y los espacios Lipschitz—a , conocidas también como Holder—a y
sus propiedades fundamentales.

2.1. El espacio BMO

DEFINICION 20. Sea f una funcién localmente integrable en R?. Llamaremos
promedio de f en el cubo @ a ‘?1?' fQ fdx y lo notaremos como fq.

Similarmente, llamaremos promedio de f en la bola B a ﬁ i) g fdz y lo nota-
remos como fp

Diremos que f es de oscilaciéon media acotada o que pertenece al espacio BM O

(por sus iniciales en inglés bounded mean oscillation) si existe C' > 0tal que para
todo cubo @,

1
m/@f—fcgldargc

, 0 equivalentemente, si existe C' > 0tal que VB bola
1 /

|f = feldze < C
1Bl /s

Llamaremos | f||, a inf {C > 0/VB bolaﬁ S |f = fBldx < C}.

LEMA 21. Sea f € LI _ y supongamos que 3C € R con la propiedad que para

loc

todo cubo @, existe cq tal que

al,

— f—col <C

] QI el
Entonces f € BMO vy ||f|l, <2C.

DEMOSTRACION. Escribimos: f — fo = f —cq +cg — fo
Ast|f = folg < |f —cqlg +leq — folg < C+C =2C.
Entonces,f € BMOy | f]l, <2C U

PROPOSICION 22. )L>° C BMO

ii)BMO es un espacio vectorial sobre R

i11)Si f y g son funciones de BMO,|f|, max{f,0},min{f,0}, maz {f, g} v
min {f, g} son funciones de BMO.

iv)Si definimos como equivalentes a 2 funciones que difieren en una constante,

BMO/ .. es un espacio de Banach.

19
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DEMOSTRACION. i) Sean f € Ly @ un cubo cualquiera, entonces

1 1 1
|Q/Q|fo| < Ql/Qf|+|Q/Q|fQ| <l + 1l =20 le

Por consiguiente,;upd (ﬁ fQ lf — fQ\> < 2| fllpe -
CR

Esto muestra que L> C BMO. Para probar que la contencién es estricta, con-

—in |z| 0<|z| <1
sideremos la funcién f : R — R definida como f (z) = 0 x=0
0 |z| > 1

Observemos que f (z) >0
Como [—In|z|dz = —z(Injz|-1)+C ,y linéx (In|xz| — 1) = 0, podemos
T—>
extender la primitiva hallada como
[ —z(nlz|-1)+C  0<z[<1
F(z) = { C z=0
Sea @ = (a,b) .Entonces,

—b (In|b| — 1) +a (In|a| — 1)

fo= b—a
—bln|b| + aln|al
b—a

Hagamos
1 /”
b—a /,

Luego, f € BMO
Por otro lado, tomemos A > 0 arbitrario.

e e R/f (z) > A} = (fﬁ,e**)] =2 >0

por lo cual f ¢ L*>®
ii) Sea @ cualquiera.Tenemos que

bin|b| —al 1 b bin|b| —al
m|x+n|an|al’< /*l”“”HM“:
a’ a

b— “b—a —a

bin|b| —aln|a| = biln|bl —alnlal

1
b—a b—a

1
@/Q|f+9—fQ_gQ|

1 1
S@Ag|f_fQ|+@/q;|g_gQ

< Ifll. + llgll.

Luego, [[f +gll. < If1l, + llgll.
Sea a € R y sea @ cualquiera. Luego

Klgl/Q‘OéfJF (af)Q’

1
@'/Qmufcg
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< lef 71l
Por lo tanto,|laf]|, < || f]l
iii)Para probar que |f| € BMO, usaremos el lema 21 ,tomando Cq = [f|g-
Luego,
If] = Cql < [f —fq|

Asi,
I1fI = Cqlg < If = folg = IIf1l.
Luego,
AL <2051,
Para probar que maz {f,0} € BMO, usaremos que
+ 1 1
mas{f.0y =T L Ly

y por aplicacién directa de ii) y del item anterior,tenemos que maz { f,0} € BMO,més

ain ,|lmaz {f,0}], < 5 (IfIl, +2[F].) = 3 I£I.
Para probar que min {f,0} € BMO, usaremos que

min{f,0} = f;|f| :%

y por aplicacién directa de ii) y del hecho que si
f € BMO = |f| € BMO,tenemos que min {f,0} € BMO,més ain ,||min {f,0}|, <
3 (I +211) = 3 1L '
Para probar que max {f,g} € BMO consideremos que maz {f,g} = j% +
|f—gl
52
Usando que si f,g € BMO = f+g€ BMO, f—ge€ BMO yquesi f—g¢€
BMO = |f — g| € BMO , obtenemos que {32 + /29 ¢ Brio
y, por lo tanto, maz {f, g} € BMO.
Para probar que min{f,g} € BMO consideremos que min{f,g} = % —
|f—gl
72
Usando que si f,g € BMO = f+g € BMO,f —g € BMO yquesi f—ge¢€
BMO = |f — g| € BMO , obtenemos que

1
ffi‘.ﬂa

f+g9 |f—4d

BM
2 3 € 0]

y, por lo tanto,
min{f,g} € BMO

iv)Ya vimos que BMO/., es un espacio vectorial normado, basta ver que es
completo .Usaremos la demostracién de [18]
Para ello tomemos una sucesion { fx},cy de Cauchy en BMO y @ un cubo.

ol

Luego,{fn — (fn)Q}nGN es una sucesién de Cauchy en L' (Q) de lo que resulta

fn - (fn)Q - (fm - (fm)Q)‘ < an - fm”* n)_> 0

m—r o0

que {fn - (fn)Q}nEN tiene limite en el sentido de ! (Q). Llamemos g% a tal limite.
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A continuacién tomemos Q1 =2 Q. De igual forma que antes, tenemos que
{fn - (f”)Ql} tiene limite en el sentido de ! (Q;). Llamemos ¢g%*a tal limite
neN

.Obervemos que g®'es también el limite de {fn — (fn)Ql}
Ahora,

en @ .
neN
(fn)Ql - (fn)Q - C (QlyQ)

Para cada k € N,Q; denotara el cubo centrado en el origen de lado k .Dado
que cualquier x € R? pertenecerd a algiin cubo @y, consideremos la expresién

f(z) =g —C(Qr,Qk) Yz € Qy

Para demostrar la buena definicién de f tenemos que probar que si x € Qy C
Qq, entonces,g@* (z) — C(Q1,Qr) = g% (z) — C(Q1,Q)),0 equivalentemente que
sil < k < I, tenemos que C (Q1,Q;) = C(Q1,Qk) + C(Q, Q). Esta dltima
afirmacién se sigue inmediatamente de g@* () — C (Q1,Qx) = g% (x) — C (Q1, Q1)

Retornemos a nuestro cubo fijo Q. Tenemos que ,para un k suficientemente
grande,@ G Qy..Luego,

f (@) = g% — C(Q1, Qx) implica que

1
L= 0w = [ =
— _ Qk _L L
/Q‘(fn 9% )+ C (@ @) @) 1 [ ht iy [ oo
_ 1 _ @ Q(p) — @ 1 >
L= [ =02 @0+ (60 )= 5% @)+ @000 + 1y [ ) |t
Ahora, notemos que (g% (z) — g@* (:c))+C’(Q1,Qk)+@fo:OVx€Q
En consecuencia, dado que g; H‘l—(g) g%, tenemos que,
_ _ 1 _ _ _1 0
[l=n@ =i [ Ge=pltr= [ |ru) = [ 5u=a%ar 2 0

Esto concluye la demostracion. ([
<

OBSERVACION 23. Seanf € BMO y g € L™ y sea h:¥x € R? f (z) < h ()
f (z) + g (z).Entonces,h € BMO

DEMOSTRACION. Sea @ cualquiera. fo < hg < fo + 9o

Luego, f = fo—99 <h—hg < f+9— fo +49q

Ast,—|f = fo —g9ql < h —hq <|f +9— fo + 9¢

De lo cual resulta que |h — hg| < maz {|f + 9 — fo +90l.|f — fo — 90|}
Luego,|h — hqlg < |f +9— fo + 90l +|f — fo — gql

<|f = fol+lg+ g0l +If — fol + |90
=|f = fol + 19— 9ol + |f = fol + 3lgql
<2[f = fol + 19 — 9ol + 3|90
Por lo tanto,||h]|, < 2/f|, + llgll. + 3|9l - O
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OBSERVACION 24. Sea { fn}neNuna sucesién de funciones de BMO con la pro-

piedad que sup||fnl, < 00.Si fy = f cuando n — oo,
neN

i)f €e BMO
(£l < sup|lfull,
neN

DEMOSTRACION. Comencemos por observar que f € L,
Elijamos B una bola de centro y radio arbitrarios y consideremos ﬁ I |f — Bl

\B| fB‘f fB \B| fB‘f fn+fn_(fn)3+(fn)3_f3|
= |B\ fB|f fn|+ 18] fBlfn_ fn B|+ﬁf3|f_f3|+\T§|f3‘(fn)3_fB‘

Esta desigualdad es vélida independientemente de n
A continuacién elijamos € > 0 arbitrario. Como la convergencia es uniforme,
Ino/Vn = no, sup |f (2) = fo (@) < 5

|B| fB|f fn|+|3\ fB|fn— fn)B|+fé|fB|(fn)B_fB|
<mlestm el — sl + 3 fa5
:€+ﬁf3|fn_(fn)3|
<e+|full.

< e+ supl|full,
neN
Luego, como ¢ es arbitrario,haciendo € — 0,

1 /s 1f = ol < supllfall,
Lueg07 sup |7é|fB |f - fB| < SUprn”*
BCR neN
Por lo tanto, [|f|[, < sup||fall. O
neN

EJEMPLO 25. Sea {fy},cy una sucesién de funciones definida como f, (z) =
—n(lz[+1)_

Claramente || f,, (z)|p~ = e "(#HD) < e < e,

Como L>® C BMO y || f]l, <2/ fllL resulta que || f,||, < 2e~!, de tal manera

que suprnH < 2¢~1
neN

Observemos que 0 < eIzt < ¢ - (,de tal modo que f, (z) 30, de

n—oo
tal modo que estamos en las hipdtesis de la observacién anterior .M4s atn ||0]|, <

sup | fall.
neN

Otro ejemplo, tambien de una sucesién de funciones radiales es la siguiente:
|]
|z|24+n2

Probaremos que f, € L (R%),y por lo tanto, f,, € BMO . Més atin,| ||, <
2[[ £l oo may

Para esto, para cada n natural fijo , consideremos una funcién auxiliar g, (u) :
[0, +00) — R definida como g, (u) = =35

Esta funcion alcanza el minimo en u = 0 y el méximo en u = n.

1
Luego, ||fn||]LOO = 2n
Por lo tanto,|| f,||, < £ < 1.

Por otro lado, sup |f, (2)] < 5= <€
z€Rd

EJEMPLO 26. {f,,}, <y una sucesién de funciones definida como f,, (z) =
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Como ||0]], < 1,tenemos que la desigualdad se cumple, més atn , se cumple en
forma estricta

2.2. Los espacios de Lipschitz

Diremos que f es lipschitziana de orden a,0 < a < 1, en un intervalo I si existe
C con la propiedad que

[f@) = fWI<Cle—y|* Yo,y € L.
Para cada «,al conjunto de funciones lipschitzianas de ese orden las denotaremos

como A, (I)
Notaremos a inf {C : |f (z) — f (y)| < Clz — y|* Vz,y € I} como 1w

LeEMA 27. ||, 5 es una seminorma para el espacio Aq (1)

DEMOSTRACION. i)Hf||Aa(I) > 0. Claramente,dados x,y € I cualesquiera,

0<|f(z)—fWl<Cle—yl®
Como [z — y|* > 0,resulta que C' > 0,'por lo tanto:|| f]|, () =0
DMl = Al

Sea X € Ry f € Ao (I) [Af (z) = Af ()| = NI (2) = £ DI < [N flla, )l — ol

Dado que
inf{C:|f (@)= fWI<Clz—y|" Vo,y e I} = ||flly,
obtenemos que
inf{C:\f(x) =M (W] < Clz —y|* Yo,y € I} = N ||, -
iii)Si f, 9 € Aa (1), +9lla,ry < 1 fllasn + l9lla, )

l[f(@) +g@)—f)—gWI<I|f(@)—fl+lg@) -9l

<fllapiny 1z =y1* +lglla, @y 1o —yl®
Por lo tanto, [ f + g,y < Iflla, ) + l9lla, ) 0

Sin embargo, no es una norma pues si K € R, entonces [|K|[, ) = 0. Pero
si decimos que f «~ gsictpr eI, (f—g)(r) =ce R,Ay(I)/ « es un espacio
normado.

El siguiente teorema proporciona una caracterizacién de los espacios de Lips-
chitz mediante una condicién similar a la que define el espacio BMO.

TEOREMA 28. (Campanato y Myers)[29] Supongamos que f € L(I)y que 0 <
a < 1Las siguientes afirmaciones son equivalentes en el sentido que las constantes
que aparecen también son equivalentes:

)P3CLeR:|f(2) = f(YI < Crle—y|* Yo,y €1
ii)m%fJ‘f—ﬁfJf‘SCQVng
iii)]f(x)—ﬁfdex) <Oy Ve e W CT

, p
ZU)W%fJ’f(x)_ﬁfdex‘ SCOWVWJCIVI<p<oo
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DEMOSTRACION. 1)=ii)
Comencemos por observar que f € C (I),de tal manera que para cada J &

I3z, ed: f(xy)=f;
Luego,mﬁ fJ |f(t) = fs]dt = m% fJ |f(t) = f(z5)|dt
|J|1+a fJ |t — xJ|a
= Ly
G I

= (Y

i)=-iii) Como f € C (I),por el teorema de valor medio para integrales ,VJ <
I7E|$JEJ:f(.'I:J) f]

Luego,|f (x) = ful =1f (x) = f(z))| < e1 o — 2" < es]J]"

i)=-iv)Dado que f € C (I),sacamos que para cada J & I, 3z; € J : f (z;) = fJ.

Asi,
1 Pat Pat
|J|17+ap J|f( = fil ‘J|1+ap Lf(@) = f (@)l
o o
< <|J|1}|>Otp/(]|t_x‘]|p dt)
C. {07
< <|J|1iap |J|p +1>

:C4

I/\ I/\

I /\

Ahora intentemos demostrar iii)=i):

\J\ﬁf‘] |f(t) _fJ‘dt < ‘J‘1+a fJ"]| dt = c3

Para demostrar que iv)=-ii), basta tomar p = 1

Ahora veamos ii)=1)

La equivalencia se debe entender en el sentido de que cada f que satisface ii)
puede ser modificada en un conjunto de medida 0, de tal modo que coincida con
una funcién continua que verifica i).

Con esto en mente procedamos con la demostracion.

Tomemos = < y, ambos pertenecientes a I y sea J = [z, y] Luego,

[f (@) = F W < |f @) = fal +1fs = fF W =1f @) = fal + |f (y) = 141
Sean A = [f (x) = fs|,B = |f (y) — fs] Luego,|f (x) — fsl+[fs = f (y)| = A+B

Sea {Jk }jcy una sucesion de subintervalos que tiendan a = de esta forma:
Ji1=

Ty = [z, 234]

Ty = [, 2]

(2“1)x+y}

Y en general, J = {x, St

Observemos que |Jyt1| = % |J|
Empecemos por acotar A, dado que la forma de acotar B es analoga.
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k-1
A<|f @) = fnl + D | fan = fon
n=1
Sean A = |f(x) — fs.|y A2 = Zi: |fJn+1 - fJn}

Ahora bien:
=1
T S el AR AL
? Z ‘Jn+1‘ J"+1 )

n=1

k—1
1
gz;m/]n (6 — £, dt

T 71"
B E

De esto resulta que

|71
1 «@
1-(3)
Por el teorema de diferenciacion de Lebesgue tenemos que para casi todo x,

lim (f (@) = 1) =0,

A< (@)= frl+2¢

de tal modo que

ko : Vk = ko, | f (x) = fo | < [J]°

71"

L (e o= (e

Luego,redefiniendo f de forma adecuada en el conjunto de medida 0 donde no
vale que klim (f () = fj,) = 0, terminamos la demostracién.
— 00

1 / 1
g e e
“]71+1| Jn+1 |Jn| JIn

Usando la redefinicién del comienzo de la demostraciéon,la demostracién queda
completada. O

A< If(2) = fr,+20s

En resumen:

1 k—1
A< ‘f(fv) fd:v‘ +>
n=1

| Ik | J e

A continuacion daremos algunos ejemplos de funciones lipschitzianas
OBSERVACION 29. Sea I compacto y sea f € A, (I).Entonces,si 0 < 8 < a, f €
Ag (I)

DEMOSTRACION. | f (2) = f ()] < Ifla. l2 =yl = [l 2 = 91* P 2 — o)
<|Iflla, (1 (diamI)* =" |z — y|? O

OBSERVACION 30. Sea I compacto y convexo y seay f € C! (Z) .Entonces, Vo €
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DEMOSTRACION. Sea x € I cualquiera y sea y € I.Por teorema de Lagrange,
3P de la forma c¢(x — y) +y ,donde ¢ € (0,1)

de e (0;1) :f (y) = f(x) + Vf(P) (v — y).essel

Luego, f (y) = f(x) = Vf (P) (z —y)

Asl, [f (y) = f (@) = [V (P) (z — )]

Como I es compacto y f € C! (Z),
|f(y) = f(z)] < sup IVf ()] lz -yl
Ahora,

sup [V f ()| & —y| = sup |V f ()| |& =y~ |o — y|*
uel uel

< sup |V f (u)| (diamI)' ™ |z — y|*
uel

OBSERVACION 31. si0 < a <1, C[0,400),2* € Ay (1)

DEMOSTRACION. Sean 0 < z < y. Sea 0 < a < 1 .Queremos probar que
IC=C(a) 0 < y* — 2% < C (y — x)”
Observemos que como y > x,en forma inmediata resulta que y® — x® > 0
«@ (a7
La inecuacién y*—x < C (y — ) es equivalente a y (1 - (%) ) < COy® (1 - £)

«@ (03
Como y > 0,resulta equivalente (1 — (%) ) <C (1 — %)
Llamemos s = 7.Reescribiendo la inecuacién tenemos (1 —s%) < C'(1 — )"
Notemos que usando el hecho que 0 < z < y,obtenemos que 0 < s <1
Como consecuencia inmediata sacamos que 0 < 1—s < 1,as{ que para demostrar
la desigualdad basta

ver que % estd acotado si s € [0,1).Para ver este resultado introducimos

la funcién Fy, : [0,1] — Rdefinida de la siguiente manera:

152 0<s<1

Fa (S) = { (1_03)a c—1

Afirmo que F, € C([0,1]). Si0 < s < 1,F, (s) es continua por ser cociente de

continuas con denominador no nulo.
1—s%

Ahora consideremos lim W.Dado que en un entorno a izquierda del, F,
s—1-
es derivable, puedo usar la regla de L~ Hospital lim % = lim —=as® L
s—1- s—1— —a(l-s)
: ot o (=9 0 _
S ey = = = =0

Asi obtenemos queF, € C([0,1]) y al ser continua en un conjunto compacto,
F, alcanza su maximo y su minimo,
de tal forma que &:72)@ es acotada en [0,1).Por lo tanto 3C=C(«) : 0 <

y* — 22 < C(y —x)” O
COROLARIO. 9i0 < a < 1,|z|* € Ay (R)

DEMOSTRACION. Supongamos que 0 < |z| < |y|.Aplicando el resultado anterior,0 <
(03 (0% o
y[* =12 < C(lyl - |2])
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Va,b € R,||a] — |b|| < |a — b] y que en este caso ,||y|* — |2|*| = |y|*—|x|” ,obtenemos
que (Jy| — |z|)* < |y — x|, de tal modo que concluimos :
0<yl” =" <Cly -2l
([l

OBSERVACION 32. Sea f derivable con derivada acotada. Sea 0 < a < 1y sea
I € [0, +o00)Entonces f (z*) € A, (1)

DEMOSTRACION. Sean 0 < x < y. Por teorema de valor medio,

3P : sobre el segmento que une = con y /f (y*) = f (x*) + (y* — z%) % (P)

Luego, f (y°). — f (2*)| < | 4| _ (v = 2%).Por 3.5,
ﬁ o « <‘ ﬁ _ 6% _
) dz ||} oo (y* —2%) <|| &% . C(a)(y—2x)”, donde C () Orggécha (s) 0

OBSERVACION 33. Sea a > 0. In (z) € A, ([a, +00))

DEMOSTRACION. Comencemos por recordar que Yz > 0,V8 € Rin(z) =

Bln (x%> y que por teorema de Lagrange, Vs,t > 0,30 € (0,1) : In(t) = In(s) +
1
0(t—s)+s

Luego,

(t — s).Esto,en particular es cierto si tomamos a < s < t.

In(t)—In(s) < é(t—s)

. . 1 1
A continuacién,tomemos t = y 5, s = x 7 ,de lo cual resulta que

In (yf%> —In (m}?> < yf% —aF

Seguidamente,sea o = %,por lo cual

In (")~ In (%) <~ (5" — %)

En base al corolario 2.2 ,

| =

C ()

a

In(y®) —In(z%) < = (y* —2%) < (y — )"

(y — x)“y,consecuentemente,in (y) — In (z) <

~ Q

Por lo tanto ,aln (y) — aln (z) < €

€ (y — 2)* Dado que y > 2.,0 < In(y) — In(z) < @ (y — x)%,por lo que

ax

In(z) € Aq ([a, +00))
O

La relacion entre los potenciales de Riesz y los espacios de Lipschitz esta dado
por el siguiente lema, cuya demostracién puede consultarse en [15]

LEMA 34. Sea1<p<oo.5if€Lp(Rd) LY

/ (L4 1y)™ | f ()] < o0
Rd
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LEMA 35. Sea 1 < p < oo yseas € (0,1) tal que sp >d,a=s5—-5 <1.8i
felr(RY) y

L ae eI wl <
entonces
[Lf (9) = LF (2)] < M|z = g% | Fll e

2.3. El potencial y el nucleo de Bessel

En términos estrictos este nucleo fue descubierto por Daniel Bernoulli hacia
1700, pero sus aplicaciones y el desarrollo de sus propiedades de deben a Bessel, de
tal modo que se lo conoce bajo ese nombre.

Ga (€) e I, (£),hacia co,decaen como |¢|™, segun se detalla en [1] Pero G,
decae exponencialmente ,segun veremos en breve. Otras caracteristicas notables
son

1.Si0<a<N,0< G, (x) <Iy(x)

2.Go (x) ~ In(x) , 8l |z] = 0

Recordemos que el nicleo de Bessel, estd definido como

+oo 2 —n
Ga(#) = —5—— )/ o g 2
0

(4m)2 T (%

donde n es la dimensién del espacio y a > 0
Llamaremos potencial de Bessel al operador definido como G, * u
Este nicleo tiene las siguientes propiedades:
1. G420
G, es continua fuera del origen
G es radial
Go(z) = x| ™ si |z| = 0
Go (z) < Cre= 2ol si 2| — 400
G () = Ga (W) < C = | (min {Ja], ly}~ ")
IGa( ) = Ga (y)] < Clz —ylemetmmllzblv) si 2], |y| > 2
=1

RX OL

o N @9"&“93!\3

DEMOSTRACION. Los items 1, 2 y 3 son inmediatos.
[ I

(o)

Para demostrar el item 4, necesitamos un resultado previo : que Va > 0,

n+a
1 +o00 77r|m| —n “dé d 272 F(%)
e Jo ’ onde 7(@) = —ege)
2
Para esto, usaremos el cldsico cambio de variable mlzlt _ ¢

Entonces,

+ + —nlz]
1 - 1 / 006_7\'\%6—71 a d(S 1 1 / Ooe_u 1 w2 du
(4m)2 I'(a) Jo 5 @mE L) ) o\ 2 T2l

()

I Y A nta 11 1 e
- / ety T T dy = = — x| " O‘F<n+a>
0 (4m)2 I' (@) 75
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Para demostrar el item 4, observemos que , usando el teorema de Lagrange
. ., _ =5
aplicado a la funcién f (s) = e® cona = 4—7‘5 v b =0, obtenemos 1—e7= = ecﬁ.donde
ce (471' ’ 0)
=5 5 =4 Py
Lu/ego7 et - <1l—em <
Asi que

+oo |2 o +o00 o2 am
= %/ e_|4|6 (6_467" — 1) 6T di(s_i_%/ €_|4“5 6 5 di(s
(4m) 21 (%) Jo 5 (4m)*T(2) Jo Y

Usando el resultado previo, en forma inmediata, obtenemos que

1 T w® an db 1 1 1 e (Mt
—— e T — = z = |7l r
(4m)2 T (%) Jo 6 (4m)? I'(a) o*5° 2

Veamos ahora el comportamiento de la otra integral:

1 oo |z|? 5 a n d(5
—_— B ir — 1) 2
(4m)2 T (2) /0 ‘ (e ) 5

1 T 62 am
@, T
)2 5) Jo

atl o oo
_Um 2 I(5+1) ! / o5 s
) Jo

@m0 (S)  (@m)F (et

47'('0{ |x|—n—a+1 | |—n a+1
2 y(a+1) VT aE D) v(a+1)
Luego,
—n—ao —n—a—1 —n—a —n—a—1
|| | |z| |

@ : .
@ Ve SG@ ST YT e

Esto demuestra el item 4

Veamos el item 5.

Probaremos que Vz/ x| > 1 3¢y, co > 0 tales que 0 < Gy, () < cre™ 21l

para cada x/|z| > 1 definimos la funcién auxiliar Fj,| : [0,+00) — R como

—nlz|2 -5
ﬂx|(6): e 5§ eidn 5i0
0 6=0

Busquemos los extremos de Fly
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dF],| e s (e 1 a5 [ A2 |zf? — 62
=e 9 4m _- — =e ¢ ar PR S ——
do 52 A7 47 h?

5 [ 4n?|z)? — 62
P 572 = O

= = £27 ||

Como DomF, = [0,+00) concluimos que § = 27 |z

—mlx|?
5

o,

e

dé

Entonces, F|; tiene un minimo absoluto en § = 0 y un maximo en § = 27 |z|
Ahora, volvamos a G

1 1 T a2 5 —nta dd
0<Ga=7&7/ e" s ey —
(4m= I (3) Jo s

1 1 /27r|a: # %66% dd N /+oo # %‘55%“1 do
(4m)® I'(5) \Jo O ol ’

dF, Ce —127?
2l (g |2]) = e (” ) <0
X

Comencemos por acotar [

27| z| 2 27| x| 2
—m|z| -8 .—nta dd —m|z| —nta dé
O</ eTeﬁéfi </ eTéTi
0 4 0

- 0
2
Hagamos el conveniente cambio de variables % =2u
_ wlz? _ _nle? JEd]
0= dd = -G u> g
—nta
2 2 2
el a2 nie d6 too L mlo| || 2u
e” s d 2 — = e 5 sdu
0 1) % 2u 2u T |x|

—n+a

+o0 2 2

_ |z o _
—_ e 2u | | w2 ldu
Lzl 2
4
) —11,2+(w
—+o0
—lx| T\|T _ n—a _
S e 4 | | e U, —5 1du
2 i

—n+a
2 2
.’£| “+oo

2

—lzl [ |

— n—o
e "u T “du

[}
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—nta

NI A n— o
—e 4 | /= I
2 2

Ahora concentremonos en I5,para lo cual usaremos fuertemente que en [27 |z| , +00),
Fj;| es decreciente

/+OO 77r|z|2 =5 . —ntao d(s
e B e4n 6 2 —_
27| z| 4

+
< P / > 577";& ié
27| x| 4

2 —nta
— —le|_ = 2 2
el —=— (2 al)

O

Para demostrar 6, definimos la funcién F, (p) : [0,4+00) — [0,+00), Fy (p) =
1
2075 1 (g)

— 2 n—o
f0+oo e dre i g7 2 95 de modo que
Ga (z) = Fo (|2])

Demostraremos que 3C' > 0Vp > 0 :‘dd% < Cp~(n—otl)

Observemos que

dFa 1 /+Oo _s =2 _n-a —2/) ds
—_— = = e “e 4s § 2 _— J—
dp 2073I(%) Jo 45 ) s

Sea M > 0,que elegiremos convenientemente después

1 /M Ly =® _n—a (p ds 1 o 2 _nea (2p) ds
S 7oy e et 5T 2 (—)—Jrni e ety st T | — ) —
20‘7T5F(%) 0 4s/ s 20‘7T5F(%) M 4s ) s

1 /M = _n—a /p\ ds 1 T asa (2 ds
S Al o\ e 1s 3 2 (7) - + a2 o) € S 2 o —
2“7T5F(%) 0 4s/ s 2‘1775F(%) M 4s ) s

2
En la primera integral hagamos la sustitucién 4= = u

dF,
dp

1 /M 02 _n-a ( p) ds
— e 4s 8§ 2 o —_
20‘7r51"(%) 0 4s/ s

n—

ol 8) A 7 ()
20ms " (§) J 22 p? p? 4u?) 20730 (2) Ju 4s ) s

+o00 I neo +oo n—a (2 d
< 71; / e %y 2 ldu 4707(7170‘71)4-%/ e ’sT 7 (P) =
o () \ e 3t 0 (3) Ju i5) s

1
[ —
= TR )

n—a 1 y Mg,
€

2 >+2aw3f(g) T mEg

2n7apf(nfo¢71)[| <
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En particular, si tomamos M > p,

1 « 1 M-(n—a=lg,
- 9gn-a —(n—« 1)[1 -M
anir(a). F ( 2 ) Toenir(s)¢ T moad
_ 1 ~(n—a-1)9
< _ gn—a 7(7170171)]1 (TL a) —pP P
Swnir(g) 2 ) T erir(g)" el

1 o —(n—a— n—ao 1 _p(nmamh)
n—a —(n—a—1) 1
~2oxz (%)2 P r ( 2 > Ty (%)26 e+l

Ahora bien, si 0 < |z| < |y|,
dFy

Ga (2) = Ga () = [Fa (|2]) = Fa (lyD] < llz| = lyl| ~ sup a0

lz|<p<]|y]

)

—(n—a-1)

<lz—yl sup
lz]<p<lyl

1 n—ao 1
gn—a 7(n70471)[x 92 —1P
21l (3) ' (%) + wrrg™ e

—(n—a-1)

<z —yl x|

1 o (n—a 1 1
s T () e =

2oL (252) 4 2 ks

=z — y| ]z~ 11
P (g
lo cual demuestra la propiedad 6.
7.8ea Fy (p) : [2,+o0)definida como F, (p) = ﬁ e oot st ds
dF T (FZL)s =&

zaﬂzr( ) Jo

—p2 n+2—a
5] < o e e s e =m0
2

Por el item 5 de la enumeracion,

P

%‘ < mpFo (p) < mpe”?

Afirmo que si p 2 2,p < esP

En efecto, la funcién f : [2, +00) — Rdefinida comof (u) = ue™ “
Esta funcién tiene un maximo absoluto en (3, 36_1)
Como 9 -l < ﬁ’

L
2

dF -
’d‘ <mpF, (p) <mpe 2 < eiPe? = meTsP
)

Supongamos que 2 < |z| < |y

Ga (2) = Ga ()| = [Fa (l2]) = Fa (lyD] < ||| = lyl| ~ sup

lz|<p<l|yl

<l —yl sup TeTs P <7z —y| o T8 I
dp |z|<p<|yl

8.Este es un claro caso de aplicacién del teorema de Fubbini-Tonelli, por ser
una funcién no negativa
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Gydx
]Rd

+oo +oo
]. 22 n—« dt
:/ / ni/ e liremtt= 7 Sy
wJoo 2'wET(§) Jo t

Foo 1 Too a2 n—a 1
T [ e e L
0 n 2072 (5) 0 t

+o0 5

4 2 o x 2 _n

= / %tffle%/ e i (47t)” 2 dadt
0 2nm2 [ (5) RX

x 2 _n
Observemos que et (47t)” 2 es el nucleo del calor cuya integral sobre R%es
1,vt > 0.

3 z|? _n
Seguimos que f0+oo %ﬁfl@ﬂf Jrx e~ i (4mt)” 2 dadt
2

_ e _UmB ysoa gy ptoe 1 g1ty D)
b i) 0 () F(3)

El operador J, = G, * f resulta acotado de LPen LLP y si definimos el espacio

potencial LP = J, (LP) con la norma ||f[[,,, = HJ;1f| ptenemos que Jyes un

isomorfismo entre LLP y L£L*P

2.3.1. Algunas propiedades del operador de Bessel.
OBSERVACION 36. Para a >0y 1 <p < o00,||Ga * flle < |fllLe

DEMOSTRACION. Usando la desigualdad de Young para convoluciones, ||Gq * f||;, <
1Gallps [[fllLe

Como, por el punto 8 de la enumeracién anterior, fﬂw Go =1,

1Ga* flle < Il

Como corolario obtenemos la siguiente acotacién para G,

COROLARIO 37. Si a > 0 y Gq * g(x) estd bien definido, |Gy x g ()] <
CMg (x)

DEMOSTRACION. Comenzaremos por probar que si ges una funcién positiva,
radial, decreciente ,defininida en (0, +00)y que sea integrable y una funcion f € ]Llloc,

sup @+ f (2)| < [lpllp Mf (2)
teR

Para ello empezaremos tomando ¢ simple ,es decir, ¢ (z) = >0, ajxa; (z),
con a; > 0, de modo que
- —~ |Bj]
pxf(@) =2 a;(xp, *f)(x)= Z%‘ﬁ (xz, * f) (x)
i=1 i=1 J
m
<> 0 1B M (@) = s M (2)
i=1
Si ¢ no es simple, existe una sucesién creciente de funciones simples, positivas,
radiales, a la que llamaremos {¢,}, oy tales que ¢, / ¢ en casi todo punto, para
las cuales es valido el resultado.
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En nuestro caso, tomaremos como ¢ a G,que por el punto 3 de la enumeracién

es radial .Para probar que es decreciente ,usaremos la funcion definida en el item 6
de la enumeracién. En efecto,

dF 1 /+°° L =2? (—2,0) _n-ads
—_— = —— e "eds | — s 2 —
dp QQWEF(%) 0 4s s

- +OO — n—ao
_ / 6_5647@28_ 2 _1@<0
«
(%) Jo

B 2ars [ S
Entonces,
Ga* g (2)] < [|Gallps Mg (x) = Mg (x)
([

A continuacién veremos como G, mejora la regularidad de 8 a 8 + « para las
funciones que cumplen una condicién Lipschitz-«

TEOREMA 38. Sea f(x) =Goxg(x) ya+ <1 dondea, s >0,
If (@) = f )| < Claly o —y|**7,

41, = sup (Ig (2) - g<y>)

aty |z —y|’

donde

DEMOSTRACION. Como f]RN Godx = 1,tenemos que

F@=10) = [ 90)(Gale=2)=Galy=2))dz

= [ 6 =0 @) (Cala=2) = Galy =) dz

Llamemos d = |z — y|
Luego, ([

lg (x) — g (2)|

Gy o s,
B(z,2d) |z — 2|

N—«a
B(z,3d) |T— 2|

If (@)= fl<C

+C lo@ =9l _ 4y
RN-B(z,2d) |z — 2|

Consideraremos cada integral por separado:
Por definiciénde [g] 5, y porque a, 8 > 0,

B 2d B
r—z p _
I'< C[Q]B/ %dz < 0[9]5/ —enp™ T Hdp
B(z,2d) |z — Z| 0o P

2d

Clglyen (2d)7
8+
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Para I, tenemos

1
1T < C[Q]B/ —x—adz
B(z,3d) | — 2|
3d N-—-1
= C[g]ﬁcN/ pra
o P

3d
Clglgen / p*tdp
0

Cg)s en (3d)°

@
Para acotar I11, tenemos que
11T < Clglg d/ lx—z|” |x — Z\_(N'H_a) dx
RN—B(x,2d)

o0
=Clgls d/m pPro N1 N lendp

Clgls d/Zd PP 2endp

Como «a + 8 < 1, concluimos que

o0

£@) = £ )| < Clalyd [ 5" exdp

C [9]5 CN
T=rh)

C [9]5 CN 1 a+3
1— (a + B) 21_(04"1'5)

d(2d)a+[371

< Clgly [z —y|**”
Como corolario obtenemos:
COROLARIO 39. sia,3>0ya+ B <1,G,:CP — CotB

DEMOSTRACION. Comenzaremos por demostrar que G, : L — L

Elijamos g € L°°.Por el corolario 37,|Gg (z)] < CMg (x) < C | Mg (x)]|.=

0 sea que [|Gagly < C IMs () < C gl

A continuacion, el resultado es inmediato usando el teorema 38 ([

2.3.2. Espacios potenciales. Ahora estamos en condiciones de introducir
el espacio potencial L*P.Este espacio coincide con elespacio de Sobolev W (a, p) si
a € Z,hecho demostrado por Calderén en el articulo Lebesgue spaces of functions
and distributions ,de 1961,que se puede consultar en Proceedings of Symposia in
Pure Mathematics.Las derivadas involucradas se deben interpretar en sentido débil
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DEFINICION 40. Definimos el espacio potencial
Lo? (RN) = {f € LV : 3g € LP/f = G g}
y lo equipamos con la norma || f{|a,,=( fl, + ll9ll,-

Esta definicién es correcta,dado que por [27],pagina 137,G, es un operador
inyectivo

OBSERVACION 41. [|Gagll,, < [lgll,.de tal manera que Gq.g es continuo de
L' en LP*. En particular ,como L' NL* es denso en L'Ppara 1 < p < oo tenemos

que ,G, (L' NL>°) es denso en L™P
DEMOSTRACION. por la desigualdad de Young, |Gaxgll,, < [Gall; llgll, =
llgll,,

TEOREMA 42. L™P es un espacio de Banach

DEMOSTRACION. Claramente || f[|, , > 0,y si [|fll,, =0 = [f], = 0.delo
cual se deduce que f = 0 en casi todo punto.
Consideremos A € R arbitrario En forma inmediata,

IAFIl, = LA, + Algll,,

Sean fy, fo € L*P .Evaluemos || f1 + f2||a7p:
Por las propiedades de la norma

Ilf1+ f2

» < Al + 12,

g1 + g2ll, < llgall, + llg=1l,

Asi, [+ foll , < A + (121,

Ahora veamos la completitud:

Sea { fn},,cn Una sucesion de Cauchy en LP“, es decir que Ve > 0 3ng /Vn,m >
no, ||fn - meLp,a <e€

Como Vn €N, f, € LP* = 3g, € L/ fr, = Go % gn = Ju (9n)

Ahora bien, fn - fm = Ja (fn) - Ja (fm)

Como J,es un operador lineal, f, — frm = Jo (gn — gm), asi que || fn — finull poo =
||Ja (gn - gm)HLP = Hgn - gmHLP’

de tal modo que {gn },, oy es de Cauchy en LP.Como L? es un espacio de Banach,
Jg € LP/g, —> g en el sentido de L?

n— oo

Luego.J, (gn) = Jo (g)por la continuidad de Jyen LP

Llamemos f = J, (g) ,asi que f € LP©.
Por lo tanto ,LP*® es un espacio de Banach O



Capitulo 3

Espacios de Lebesgue con Pesos

En este capitulo se estudiaran algunas clases de pesos usuales en el andlisis
arménico

3.1. Los pesos A, de Muckenhoupt
En esta seccién introducimos la clase de pesos A, de Muckenhoupt.

DEFINICION 43. Se dice que una funcién medible no negativa es un peso en la
clase Apdonde 1 < p < oo si V@ cubo, Q C R¢ 3C independiente de Q tal que

(3.1.1) (ml?'/@wdx) (&/pr%dx)p_l <C

Se dice que una funcién medible no negativa es un peso en la clase A; si existe C'
independiente de @) tal que

(3.1.2) ﬁ /Q wdr < Cw(x)ctpx € Q

A mejor constante en (3.1.1) la llamaremos condicién A, de f y a la mejor constante
en (3.1.2) la llamaremos condicién4; de f.

Esta clase de pesos es de fundamental importancia, pues Muckenhoupt de-
mostré en|7], que la desigualdad de tipo débil con pesos

w ({z € RY/Mf (x) > A}) < %/Rd lf ()P w(z)dx

se satisface si y sélo si w € A,.
Un peso w se dice que pertenece a la clase Ao si w € Ups1Ap. Esta definicién es
equivalente a la de Pattakos y Volberg [19], que establece que un peso w pertenece

1

. w .7 . .

a la clase Ay si sup <’ff:l < o0y estambién equivalente a que existan C'y
BCRd \ eVl ne

s
6>0: [lwllp g =C (%) [wllp1 () - Esta dltima definicién pertenece a Turesson

[

TEOREMA 44. [8].Supongamos que w € A,,1 < p < oo.Entonces,el operador
mazimal de Hardy Littlewood M es acotado en LP, (Rd) ,esto es, existe C' € Ry
tal que

/(Mf)pwda:SC’/ |fIF wdz Vf € LE (RY).
Rd Rd

donde la constante C' depende unicamente de d, p y la constante A, de w ,
Siw e A,

w({z € RY/MS () > A}) < %/ |flwde Vf € LL (RY)
Rd

38
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y VYA > 0.En este ultimo caso,.la constante C depende unicamente de d y la cons-
tante Ay de w.
Reciprocamente, si

/ (M wdz < C/ |fIPwdz Vf € L2 (RY) , entonces,w € A,
R R4

w({z € RYMS (2) > A}) < %/ |flwdz Vf € LL (RY)
Rd

entonces
wE Aj.

3.1.1. Algunas propiedades de los pesos A,.

1. Siw € A4,,1 < p < oo,y Bes una bola arbitraria ,dado que 1 = w%w%,
usando la desigualdad de Holder, obtenemos que

()G

2. Sil<p<g<oo, Ay C Ay, resultado que se obtiene usando la desigualdad
de Holder N

3. Siwe Ap,con 1 < p < oo, entonces wr—1 € A, y reciprocamente.

4. Siw e Aya € RY § > 0, entonces w (z + a),w (d7) € A,

5. Si wo, w1 € Al,wowifp S Ap

COROLARIO 45. Si 0 < 8 < d,|lz|| ?* " € 4,

DEMOSTRACION. Vimos, en el ejemplo 3. de pesos A4, que ||x||7ﬂ € A;. Apli-
cando el ejemplo 1. de pesos A, , vimos que la funcién que vale constantemente 1,
tambien estd en A;. Usando el resultado 6 de la enumeracién anterior obtenemos
que 1. ||z "0 ¢ 4, O

A continuacién mostraremos un resultado que vincula los pesos Ajcon las fun-
ciones de BMO.

LEMA 46. Sea ¢ (z) = lnw (z) Entonces w € Apsi y sélo si

sup/e“”‘“"tdx < 00
rJr

_(o—0¢)
sup | e P=1 dxr < o0
1 Jr

Esto implica que siw € A, entonces ¢ € BMO. Reciprocamente, sip € BMO,entonces
w® € Ap,para algin § > 0 .(Ver[10])

3.1.2. Ejemplo de pesos 4,.
1. Siw e L*™® (Rd)y essinfw > 0,entonces,w € A, Vp > 1. Enefecto,

1 1 . p—1 —1
— w — [ wr—T < |wlly oo essinfw(x
(1) (@ L) <o (esinso o)
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2. Seap € L> (RY).Entonces, e°¥ € A,paraalgind > 0. En efecto,

_ / oz
1B (z5, R)| B(zs,R)

Como

<—QL—/“ ol dz < [lo]
N |B($B;R)| B(zg,R) B L= (RS)

1
ISy lo —ppldr < ———F leldz + |¢B]
|B (x5, R)| /B(wBJ%) |B (x5, R)| JB(2s,R)

<2 ||<PHLoc(Rd) )
tenemos que ¢ € BMO y,por lo tanto,e’? € A, para algiin 0 < § < 1, por

el lema precedente.
3.810 <B<d | " eA

DEMOSTRACION. Consideremos x5 € R? cualquiera, R >0y B (v, R).
Dividiremos la demostracién en 3 casos:

i) Si xp = 0, tenemos que WIB(IB R) [Eal de = Rd fo d 1dﬂ =
WR , dado que d — 8 > 0.
Por otro lado,

esssup |z|° = R?

z€B(zp,R)
Asi,
1 _
1| B da €85 sup Hx||6
| (5, R)| B(zp,R) z€B(zp,R)
_ CdeR BRé — __Cd . =K,
|B(0,1)]d— B 1B (0,1)]

ii)Sizp A0y R< H“:;”, observemos que

1
lzll < llop — ol +llzll < B+ |z < 5 llzs] + |2l

de lo cual sacamos que Vz € B(zp,R), %|zg| < ||lz||, por lo cual podemos
concluir que

E22]

< [|x]|

-8B
1 _
ol < (1221
‘ (xB7 )| B(zg,R) 2

Por otro lado,

B s (3 ’

esssup |lzf|” < (sl + R)” < (2 IIxBII)
z€B(zB,R)

Asi

Luego,

1 _
B |z P da | esssup |z]|® < 3% =K,
| (IBv )| B(zg,R) z€B(zp,R
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iii) Sizp #0y R> 125l

1

TR |z ~* da
1B (2B, R)| JB(25.R)
1 8 1 Rtlesll i1
S — ol P o= s [ o eads
|B (z5, R)| B(0,R+||z5]) RA[B(0,1)] /o
_ d—
_ e PP mmifenl _ (R s
RA|B(0,1)]d - B 17=° R4|B(0,1)] d—p
Dado que esssup ||z]|° < (|zp| + R)”, sacamos que
JJEB(;CB,R)
1 / -5 8
_ lz|| " dx esssup ||zl|
<|B($B7R)| B(zp,R) z€B(zp,R)
ca__ (Rtl|lzs)™” 5
< R
por lo que,
o [ el de) ( esssup ol
|B (x5, R)| JB(2y,R) ©€B(zp,R)
d
llzs |l
e (Retleal’ e ('Y
T RYB(0,1)] d-p B(O,1)]  d-p
Cq 3d
< — = K.
_‘B(Oal)ld_ﬁ ’
Entonces,

1 -
( llz|l ﬁdx) < €ss sup ||:c|5> < mazx{K;y, Ko, K3}

|B (x5, R)| B(zg,R) z€B(zB,R)
(I

3.2. Pesos doblantes

En esta seccidén desarrollaremos algunas herramientas vinculadas a pesos do-

blantes. Tales conocimientos los necesitaremos para desarrollar el tema central, es
decir, cudndo la integral fraccionaria con pesos es acotada.

DEFINICION 47. Diremos que un peso satisface una condicién doblante si existe

C : tal que

w(2B) < Cw(B) VB c R?

Una condicidén suficiente para que un peso satisfaga una condiciéon doblante es

que w € L™ (R?) y que ess infw > 0. En efecto,

w(2B) < 2¢ @l (may
w(B) = essinfw
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Esta condicién no es necesaria, por ejemplo si consideramos w : R — R, w (z) =
22, claramente ess infw = 0y ess supw = +00 y

Jayon @ () de_ (wo +2R)° — (w0 — 2R)® _ 4R (323 + 4R?) _ 1203 +4R> _
fm°+Rw (x)dx (xo + R)3 — (xo — R)3 2R (3z3 + R?) — = 3x§ + R? .

TOo—R

OBSERVACION 48. Para d = 1, si existen c¢; y co niimeros reales positivos:
c1 < ca yn €N con la propiedad que
c1 22" < w(x) < cg ?" | entonces w satisface una condicién doblante.

DEMOSTRACION. Consideremos
zo+2R on 2n+1 2n+1
Jag—ar ©"dx_ (wo+2R)*™ ! — (20 - 2R)

[t ande (o R~ (oo — R

Zznﬂ (<2n‘+1)x% (QR)2n+1—j _ a:é (_ZR)2n+l—j)

j=0 J

St (O R —af (~R)™ )

Z?Z)rl ((%jl)% (2R)2"H*j <1 + (f1)2”+1*j))
_ Z?Z)rl ((2n],+1)x632n+1—j (1 n (_1)2n+1—j))

2n+1y, j 2n+1—j
Z:OSJ§2n+1,j par 2 (( anr )x(J) (2R) " j)

2n+1\ .J pon+1—j
2 0<j<2nt1, par 2 (( j ) R2n+1=d

n—+*¢ n —2k
Zogkgn ((2 2412 1)1,(2)19 (QR)Q A )

241 oL
Zogkgn (( n;l; )x%kR%H Zk)

n+* 2n+1—-2k
- Zogkgn ((2 241; 1)x%k (2R) * )

o+l -
> 0<k<n (( o ) agk R Qk)

2n+1 2n+1Y .2k pP2n+1—2k
2 Zogkgn (( 2k )aco R )

— 2 ‘1 _
Yockan (o ) agk R2nH1-2k

— 22n+1
Ahora
To+2R To+2R on To+2R oy
fmo—QR w (z)dz fxO_QR cr?dr e [ e ¢ _—
o+ R = Trz.tR - zo+R s 2
o o 2n ° 2n C
fz[ﬁR w (z) dx f:cng cir?ndx c1 fmiR x2ndx 1

PROPOSICION 49. Siw € Ay con 1 <p < oo, w es doblante
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DEMOSTRACION. En efecto, sean 29 € R?, y R > 0 .Entonces, usando la de-
sigualdad de Hélder,
p—1

B(xo,ms(/ w> (/ wﬂ>
B(zo,R) B(zo,R)

= / o) (B@oR) [ o)
~ \JB(@o.R) o 1B (20, R)| JB(z0,R)

Ahora forzaremos la aparicién de B (z,2R).
Como w € A,

=

1

1 g p—1
v =i (m J8(2g.2m) w) 1 =L\ 7
(fzs(zo,m “) 1B (zo, R)| 7 . - (\B(xozRM 8o @7 )
(\B(a;o,2R)\ fB(acO,ZR) “’)

v p—1 1
<c (/ w> 1B (z0.R)| 7
B(zo,R) (

1
Bzl Joozn @)
<ot (fuume

fB(ch,2R) w

ST 1T

S

) B (20,2R)| "7 |B (w0,2R)|?

1

<c (fB(IO,R) w) ’

;|B(',I"0)2R)|
(fB(wo,QR) w)
Entonces,
1 1
w \7? w\"?
|B($0,R)|§<m> 1B (w0, 2R)| C¥ < 29C <M> |B (20, R)|
fB(zO,QR) w B(zo,2R) ¥

1
P
Por lo tanto (W) < 240

B(zg,.R) ¥

. J5(a w
De esto concluimos que Fe28— < 29PC O
B(zq,.R)

EJeEmpPLO 50. Un ejemplo de peso no doblante es w () = e*
En efecto ,sean x¢p € R, R > 0.Consideremos

To+2R x ro+2R rz0—2R
Jagrap € dm gm0 t2R _ gm0

fﬂl’)o-‘rR ewdaj - ew0+R _ ewo—R
xo—R

2R _ o—2R

e _ o R

2R (1—eiR)
T eR(1—e2R)

elt (1 — e*4R)
1—e 2R
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Ahora,hagamos R — +o0.
Lot R emde eR(1-e1R)

Entonces,obtenemos ~20—2% = —5 — 4o
’ f;g+ﬂ erdr I=e R—o00

3.3. La condicion inversa de Holder

DEFINICION 51. Dado p > 1,diremos que w € RH (p) si w satisface una de-
sigualdad inversa de Holder con exponente p, es decir ,si existe C' tal que

. 1
(jB wp) P S C”wl:lél‘(B) VB C Rd

|B]

EJEMPLO 52. Siw € L™ (Rd)y essinfw > 0,w satisface una condicién inversa
de Holder Vp >1

' P oo . oo n
(ij ) < Nwllpee () = HW”l‘Jessmfw < Nl guny [pw VB C R%.En este

|B] essinfw essinfw
caso,podemos tomar
C = ||W||L<x>(mn)
essinfw

EJEMPLO 53. Sea w : R— R,w (x) = x2.Entonces, w satisface una condicién

inversa de Hoélder para p = 2
otR

P % ztdz 3
Sean zg € Ry R > 0 cualquiera .Luego,(ffwa‘ ) = (’”O§R> = % (w

1 (1028R+2053R 4 2R%\ 2
V5 2R

1
(525 + 1023 R? + R*)?

R4 2
= (xé + 223 R? + 5)

-

< x% + R?

[Pt e, 3_(zo—R) 623 R+2R°
POYOtI‘Ol&dQ('[‘BTT) _ Jzg - _ (zotR) GR(:co R)” _ ( x§ 6; ) <
323+R*>_ o | R?

3 =2t 3

En este caso concreto podemos elegir C = 3
Este es un caso particular del ejemplo que veremos a continuacién:

EJEMPLO 54. Sean n € Ny w : R— R,w (x) = x*".Entonces, w satisface una
condiciéon de Holder inversa para p = 2n

Sean zyp € R yR > 0 cualquiera.Tenemos que
1

L +R 42
[ N> _ [ fepog # Az
B oR

(@t R o - R
B 2R (4n2 + 1)

1
an?+1 5n

1 an? +1 k dn241— An?+1—k
- - Rn+1 k(l_ 1 n<+ )
kZ:O 2R (4n2 + 1) < k >“70 (=1)

)
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1

2n? 5
= Z 2z 4n? + 1 :L.ij4n2+172j
= 2R (4n? +1) 2j

2n? 9 5
(S () e
= 4n2? + 1 24 0

Por otro lado ,

<wa> _ (ffo°f§ xz”d»”ﬂ) B ((xo +R)PH (29 — R)%H)
1] 2k B 2R (2n + 1)

2n—+1
= I k p2ntl—k In+1—k

k=0

1 2n + 1 25 p2n+1-25
I o S R . .
202R(2n+1)< 2 )xOR

45
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n
1 . Mm4+1 = \ J

> — | min .
2n +1 | 0<j<n 27 = <

>
2n+1

mazx n
0<j=n \Jj
1 2 2\
= R
2n+1 max <n>(x0+ )
J

0<j<n

max n
Luego, basta tomar C = C,, (2n + 1) 0<j<n ( j >
Observemos que no toda funcién no negativa cumple con una condicién de
Holder inversa.Sea por ejemplo w : R = R,w (x) = e* .w ¢ RH (p) para ningin
p>1

EJEMPLO 55. En efecto,consideremos

1
(ﬁ fgj]]; ep"”dx> !
== ;;(Jjg e*dx
1
B (e sinh (pR)) "
N %sinhR
1
_pi-t sinh (pR)\ "
N (sinhR)?
. lim sinh(pR) __ lim epR(l_eipR) p—1__
Ahora,consideremos R — 100 GnhBP — R s +o0 WQ =
lim — (1-e7?F) 9p—1 — 9p—1
R — +oo (1=e7H)"
lim RI*%sinh(pR) _
Por lo tanto, B 400 GmRRY = +00.
3.4.

Caracterizacion de los pesos A;

Usaremos los siguientes resultados,incluidos en el libro de Fava y Zo,,Medida
e integral de Lebesgue,paginas 211 y 212 y en el libro de Duoandikoetxea Zuazo,
péaginas 109 y 110
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DEFINICION 56. Sea f localmente integrable . Llamaremos funcion de distri-
bucién de f y la denotaremos como A (t) : [0, +00) > R a

A(@t) =Hze E/|f ()] >t}

Haremos uso de los siguientes resultados;

A < Jyyps 17
2. fE|f|pdzfp PN (t) dt
3. Sig:[0,+00) = [0,+00) es una funcién derivable y creciente que verifica
©(0) =0,y f es medible ,entonces ngo( x))dr = +°O d“’ ( Y{x e E/|f (z)] > y}

LEMA 57. (Lema de Kolmogorov) Si0 < § <1y E es un conjunto de medida
finita , existe C = C (9) tal que

| e ax < c B
DEMOSTRACION. por el punto 2 de la enumeracién:
/E(Mf)‘sdx = 5/+°ot6-1 {z € E/Mf (z)>t}].
Observemos que [{z € E/|f (23)| >y} < |E|y que, por el tipo (1,1) de MI,
o € B/MEG) > ) < S 117,

Por lo tanto, [, (./\/lf)‘s dr < 5f+oo = min {|E| % IfII,} dt.

clsly
=5 " t‘s*lmin{|E| SIFl}dt+ 5fclué‘u1 = min {|E| % £} dt
clsly

=0y T Bt + O |1, ST, ¢

— 121 (<) wmmq@%ﬁ
= COIfIN 1B — 2500 I3 1Bl 0 = 258 |I£113 | Bl 0 O

TEOREMA 58. Sea f € L}, (RY) tal que Mf (x) < coc.t.p.x € RY .

i) Si0 < 4§ <1, entonces w (x) = (Mf)6 (z) es un peso Ay de tal forma que la
constante depende solo de 0
ii) Reciprocamente, si w € Ay entonces existen f € L} . (]Rd) 0<6<1yuna

funcién K tal que K, K=' € L* (RY) tal que w (z) = K (z) (MF)° ()

DEMOSTRACION. Fijemos zp € RY cualquiera y R > 0. Descompongamos
f=/fi+ fadonde fi (z) = f(2)XBap2r) (¥) Y fo=f—f1

Observemos que fo(z) =0si |z —2zp| <2Ry fa(x) = f(z)si |z —zp| > 2R

Por la sublinealidad del operador Mf, Mf (x) < Mf; (x) + Mf; (x)

Consecuentemente, (MF)° (z) < (Mfy + Mf, (x))° (z) < (Mf;)° (2)+(M£)° (2)

5 5 5

\B(ac}g,R)l fB(mB,R) (M) (2) < |B(xIB,R)\ fB(zB,R) (M) (I)+\B(a:13,R)\ fB(zB,R) (Mf)" ()
: 5

Consideremos W}B,RN fB(szR) (Mf)° (z)dx

Por el lema 57 )

| ($B7 )| B(zp,R)

(Mfy)° ()
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Ba R s
<C—m7—F
< C B p B [ £l
1
= C—— Al
B (as. )|

5
1
= 07
B (25, R)° (/B(a:B,zR) f|>

1)
_C|B(mB72R)|5 1 |f|
‘B(QL‘B,R)‘J |B (xBaQR” B(zp,2R)

< 2% (Mf)° (zp)

A continuacién consideremos M fo

0 | —xp| < 2R
(x) |z —zp| > 2R
Estimemos M f;. Comencemos por observar quesiy € B (xB, ]:3) y fB(wB R) |f|dx >

Comencemos por notar que fs () = f (x)—f1 (z) = { F

0=R > 2R. Tambien podemos concluir que 3¢ > 0/B (zB, E) C B(y,cR),
de lo cual deducimos que

1
50 e

S raont) (NN
> TH 7. 2
|B (xB’ CR)| B(zp,cR)

< c'Mf (zp)
Luego,
My (y) < " Mf (zp) Yy € B(zp, R),
de lo cual seguimos que m fB(xB,R) (Mfa () dy < ¢ (Mf (z5))°

1

ii)Por la desigualdad inversa de Holder, 3¢ > 0 tal que VB bola, (ﬁ fB w1+sdw) T+e
\%I Jpwdz< CMw
Por la condicién A;,obtenemos

IA

(M) ™ () < CMw (1) < Co (1) ctpar € R

Por el teorema de diferenciacién de Lebesgue, para casi todo = € RY,

. 1 e 1+e
_ S < <
W)=l <B (zp, R)| /B(wB7R)w g dy) s M= ke,

— 1+ _ 1
donde f=w""%, 0 = 7.

Ahora,basta definir K(x) como K (z) = i ,/\/lwf()z‘;)(x)’ que verifica
c.t.p.x € R4 [

Bl
VAN
=

&
A
—
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Ejemplos de aplicaciones de este teorema.

1. Sea {A,},cx : UnenAn = R%y {an,},, oy € [0,400) con la propiedad que la
serie Y .0 a; < 00.Sea w(x) = Y. ;o; ixa, (x). Claramente, 0 < w (z) =
S aixa; (2) <37 @ < oo, de tal modo que w(z) € L (RY). Eso
fuerza a que Mg € L*>® (Rd), por lo cual M; es localmente integrable, de

tal forma que por el teorema anterior, M? esun peso A; si0 < <1
2. Sea {An}, eyt UnenAn = REGANA; =0Vi# jy {an},en €SB (0, R),R < o0

. Sea w(z) = Y., aixa, (z).Claramente, para cada z,|w (z)] = |a;| <
sup o] < R,de tal modo que w () € L> (R?)Eso fuerza a que My € L™ (RY),
JEN

por lo cual Ms es localmente integrable,de tal forma que por el teorema
anterior ,M? esun peso A1 si0<d<1

3.5. La clase A, , de Muckenhoupt y Wheeden

DEFINICION 59. Un funcién v : R? — [0, +-00) se dice que pertencece a A, , (1 < p, g < o0)
si verifica que dada B una bola arbitraria.

1 1
1 q 1 N\ P

q -p <K
(|B|/B”> <B|/B“ ) SR

donde K es independiente de B y donde p':p%.

Q=

o Y . 1 .
Para el caso p = 1,esta condicion se escribe como (W fB vq> <K esysezgfv (y)

1
oo [ ) < King (-
yparap-oo,(lB‘ va ) SKZZIJ;(v(y)><m

EJEMPLO 60. Siv € L™ (RY)y essinfv(z) > 0,0 € Ay 4Vp,q > 1
reR

1 -1 -1
DEMOSTRACION. (ﬁ I3 vq)q (ﬁ I vf”) "<l (essinfv (x)) O

zERC

OBSERVACION 61. Sean p yq ntimeros reales p,g > 1 ,d € Ny 0 < r < 1%.

Entonces, la funcién [|z|" : RY — R pertenece a A, , Vg > 1
DEMOSTRACION. i)Analicemos primero el caso en que B = B (0, R),

i/ [E S /Rp_p’”pd_lcddp - L R
|B| /5 RY|B(0,1)] Jo |B (0,1)]

A continuacién consideremos el caso en que B = B (xp,R) con zp # 0 yR <

”wfu, donde acotemos superiormente ||z||

lesll < llzp — 2| + [l < R+ [lz]| <

o]
2L o

Luego,||z|| > 2 ||z]|, de lo cual deducimos que

i el < e Bast) " = ()
Bl = RIBOD] papm \ 37 — e

Ahora veremos el caso en que B = B(zp,R) con g # 0y ”“‘f“ <R
4 ||z ||, ampliando la bola de tal forma que quede centrada en 0
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el < llz =zl + [lzp] < R+ |lzs]l <5 =5

Luego, B (xp, R) C B(0,5]||zg]|). Asi,

1 / o 1
o [ 2l S o I
|B| /g RYB(0,1)] /B2y slzsl)

_ Cd /5|$B| p—p'r-‘rd—ldp
REIB(0,1)] Jo

1
—p’r+d
1
—p'r+d

m\fp’r

Cd —p’r+d
=——— (5

Cd —pr+d

< —————(20R)""

= map o ]

Cd dp—p'r

= —20°RP ' —F——
|B(0,1)] —p’r+d
Por tltimo, veamos el caso en que B = B (xp, R) conxzp # 0yR > 4|z ||, ampliando
la bola de tal forma que quede centrada en 0

[zl <llz =zl + lzal < R+ [zl
Luego, B (x5, R) C B (0, ||zg| + R). Se sigue que:

[E

5 [ el <
I e <
1B| /s RY|B(0,1)] Jpo,|ap|+R)

1 lzsll+R ot det
‘Rd|B<o,1>|/o P

_ L (sl + R
RIBO,1)]"  —pr+d
1 (%_’_R)*P’Hrd

<
= RIBO, 1) —prd

1 5\ " Roe
~1B(0,1)] (4) 4 prrd

Ahora analicemos ﬁ I ||
Trivialmente,||z|| < ||z —2g|| + ||| < R+ ||zg||,asi que

1 s T
5 /B ™ < (R+ [lz5])?

Por lo tanto,
i)Si rp = 0,

1 e
1 q 1 i P
eyl (e =ypmmr=vi |77 "
<|B (x5, R)| JB(2s,R) |B (5, R)| JB(2p,R)
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ar 1 oy »
< (et sl ¥ (gyean””)
=R" #c %Rfr
~ B

1 > .
‘(|B<o,1>|"d> o
ii)Si 2 # 0, R < 125l

1 “ A\
S — ran / T
<|B (B, R)| JB(2s,R) |B( B (25, R)| /Btey.p)

P r

R+ llesl)® ( ||xB||)

iii)Si xp # 0, 1220 < R < 4||2p|,

1 3 ] N\
B H$||qr Blzr R ||| b
1B (x5, R)| /ptey.n) |B(zB, R)| JB(2s,R)

— 2 __90tRPT 1 )
IB(O i8] —p r+d

1
T T Cd d 1 P —r
=5"R 20 R
(B (0,1)] —p'r+d>

1
T Cd d 1 r
<B(0 ] —p'r+d) ’
iv)Si B = B (zp, R) con :EB#OyR 4|zl

>
1 o\
Hfﬁllqr |77 "
<|B($37 R)| JB@s,r) |B (x5, R)| Jp(sy.r)
. 5\ P Rpopr \ 7
< I
< (R Js) (B<o,1>| <4) cd_p,r+d>
R\" 1 5\ P e \ 7
< il R -
= (1” 4) BO1)] (4) “prrd

1 d

1 1 P 5\ P’
< — =K,
= (|B<o,1>|cd—p'r+d> (4) !

1
.z 1 r\ 4 1 —p’r
Encondusmn’(\B(m,Rn J(es.m) ”an) (IB(IB,R)ImeB,R)””’” ’ ) < K,
donde

< (R+ |lep|)

|-
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K = mazx {K1, Ko, K3, K4},

OBSERVACION 62. Sean p yq ntimeros reales p,g > 1, de Ny 0 <r < qi,.

Entonces, la funcién [|z||”" : RY — R pertenece a A, -

1 1
£ 1 —qr\ ¢ 1 p'r\r’
DEMOSTRACION. (m fB(I&R) [| ]| ) (|B(EB,R)‘ fB(wBﬂ) [l )

) N\ ) i
= | = =" " 7/ [l ="
<|B($B7R) /J;(IB,R) |B (2B, R)| JB(2y,R)

Por la observacién6l, ||z||~" € A, o O
Este resultado se puede generalizar como:
PROPOSICION 63. Siv € A, ,, entonces,v™' € A~ -

DEMOSTRACION. tenemos que

1 1
1 q 1 A\ P
— [ v — [ p7P < K
<|B|/B”> <|B/B” > = hee

Ahora, reescribamos esta desigualdad como

(o) (i, ) <ne

Usando que (¢”) “=q ,obtenemos el resultado”. O

OBSERVACION 64. Sea v1y va,funciones de Aj; 4. Entonces,v; + vo € Ay 4 y
mazx {v1,v2} € A1 4
Para probar estos resultados necesitaremos una observacién previa:

OBSERVACION. Sean a,b,p > 0.Entonces :
i)Sip > 1,(a+b)P < 2P~ 1 (aP + bP)
ii)Si 0 < p < 1,(a + b)" < 2P (aP + bP)

Ahora estamos en condiciones de demostrar la observacién 64

1
DEMOSTRACION. Sea B C RY cualquiera. Consideremos(ﬁ.?‘l fB vy + Ug)q) !

Como, por definicién de A, 4,¢q > 1, aplicando la observacién anterior, 3.5,

1 1

1 e 1 _ a
(i [, o)< (i [ ot +o0)
0, equivalentemente,
= (o )
<B | 1B J5

Apliquemos nuevamente la observacién 3.5,

o (o o) o2t (i fo0) ) =2( (o )

<

Q=

()
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Como vyy v, son funciones de A; ,3K1, Ky > 0/

(i) Gl (s

omaz { K1, K} (m for (z) + infus (x))

r€B zEB
Dado que vy,v9 > 0,

9maz {Ky, Ks)} (m foi () + infus (m))

zEB reB

< 2maz {Ki, K2} <iT€L£ (v1 +v2) (z) + izljg (v1 +v2) (m))

= dmaz {K;, Ky} (m f o1+ vz))

zeB
En este caso, K = 4maz {K, Ko}
Ahora probaremos que si v1 yve son funciones de A; 4,maz {v1,v2} € A1 4

Sea B C RY cualquiera. Consideremos(ﬁ [ (maz {vy, vg})q> !

1

(I;I /B (maz {vl,vg})q> ’

1 1
= (W/B P (maz {vy,v2})? + B/, { } (max {vl,vg})q>
N{v1 =2v2 N{v1<vz

1
1 / q 1 q !
=\ 5 vy + 5 v
<|B| BN{vi>va} ! |B| BO{U1<112} 2)
< [
(i ot )

Usando la observacién 3.5,
1 1
7)1 ()t
— [ v + = [ v
<(|B| ' Bl /5"

1
q

Q=

1 q 1 q%
B, B ),) 5P

Dado que si vi,v2 € A1gr = v1 +v2 € Ay 4,

o (o fy0) (g )’ sbomne o (g )

Como v1 < maz {vy,va} y vo < max {vy,ve},

24 dmax {K1, Ky} (mf (v1 + Uz))

r€EB

< 29dmaz {K1, K>} (mf (max {v1,va} + max {vi,v2}) (m))
zeB

= 203 maz (K1, K2} (iZ f (maz {1, v2}) (@)
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En este caso, podemos tomar K = 27 3maz {K;, K>} O

OBSERVACION 65. Sean 0 < C; < Cy ,u € A, , y v una funcién que en casi
todo punto verifica que Ciu < v < Cyu. Entonces,v € A, 4

DEMOSTRACION. Sea B una bola cualquiera.Consideremos

o) G o)

O

La clase A, 4 es la que permite obtener acotaciones con peso para el operador
maximal fraccionario , de acuerdo al teorema siguiente:

TEOREMA 66. Asumamos que 0 < o < d,1 < p < g,% = %
Entonces, existe C, independiente de f con la propiedad que

(/Rd |/\/la(f)(ar)v(x)lqdac>é gC(/Rd |f($)v(x)|pdx>

DEMOSTRACION. La demostracién se basa en el teorema de interpolacién de
Marcinkiewicz y las estimaciones de tipo débil para el operador T'g en los espacios
de medida (RY,dp), con du = vy T(g) = (./\/la (g (Vq))%) (x).Los detalles se
pueden consultar en[31]

El punto clave donde se usa el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz es
el hecho que siv e qu entonces v € A, 4,5 = 1,2con p; y ¢; que verifiquen
la igualdad L - =1 _ Sy1<p <p<ps Los p081bles valores de p; y de ps

dependen de la funmon v. Este hecho se deduce de la condicién de Holder inversa,
Jpw v llwllpr sy d
esto es ( ’fB‘ < 5 Wl (py VB C R
En el caso que v € A1,¢q donde 1 < ¢; < oo, la condiciéon de Holder inversa
también puede ser obtenida y entonces se puede probar que existe pg > 1 con la
propiedad que v € A, 4,, donde usamos L_1_a <-.En este caso el teorema de

. L, 90 Po
interpolacion conduce a

- yveE Ay,

=

</Rd |/Vla(f)(azt)v(av)lqalgr;)é <C, (/Rd f(x)v(x)|pdx>;7

donde Gy =0 (1) t > 1,h =+ 1t 1 = 1 1ot

po ’q q1 90
En particular , si v € A, 4,tenemos que

/ vide < C <1/ lg (z)|P v? () dx) ’
Mg>a @ JRra

Ahora,veamos los detalles de la demostracién de la continuidad con pesosA4, 4
de la integral fraccionaria [
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TEOREMA 67. Sean0 <a <d,l1<p< g 1 =1

independiente de f con la propiedad que

(/R Lo (mm%)é s (/ . (x)|pdx)’l’

DEMOSTRACION. I f (z) = [pa f (y) |z —y|*"
Sea § > 0 que eleglremos convementemente despues

Iof (@) = fiu_yes F W |z —y[* ™y + [, o5 f W) [z —y[*Tdy =+ I
Llamemos R; = {y ER/27ITI < x—y| < 2_i5},d0nde i €Z.

Tenemos que
a—d
12> [ 1 wlle -l ay
i=0 / ti

<> rwld

= % - S yveE A, Existe C

1=0
> . a—d
<3 (27 / 1 )l dy
ZZ:;( ) B(z,2-6)
= pd-ag-ita=d / W)y
i—0 B(x,27%6)
Seae>0
S gi-ag-ita=d / 1 ()| dy
et B(z,2-15)
<Y giegiege L / 1 (@)l dy
Z 15)‘1 e B2
Luego

I < A Mg_f (x)

En forma similar,

bgzxfwf“/ | W)ldy
i=1

B(x,2'5)

< Aeb Mo of (x)

Eligiendo ¢ = %%eig), obtenemos

Lo f (2)] € AV Ma—f (x) Marf (x)

Sea g, definido como —ql = 1% — ‘”5 y sea G.definido como Sea ¢, definido como

€

1 _ 1 _ oa—e . .
o = » — %% Observemos que si v € A,  entonces v € Ap g ~ Apq para e

suficientemente pequeno y en ese caso obtendriamos

</]Rd Ma—c (f) (I)”(gj)qdﬂ’?)é <C (/]Rd |f () v ()] dx)fl’
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y 1 1
([, Marc@o@ran) <c( [ 1r@ow@ra)
R4 R4
A continuacién definamos F' = (M f (x) v (z ))g y G= (./\/la S (x)v (x))%
Tomemos p; = 2‘16 y po = 225 de tal forma que pT + ;TQ = 1. Por la clasica
desigualdad de Hélder aplicada a |1, f (z) v (z)| obtenemos

[ Vot @1l? <1171, G,

Aplicando ([ [Ma (f) (@) v ()| dz) " < O (fua If (@
que

{[ WMo @ vt dm}“ < clpolf

{/wa (@) v ()| dw}” <C|foli

q;_f.ﬁ
[ et @ o@ltde < gl
R

o equivalentemente,

1
(z)|” dz) 7. ,obtenemos

£,

Analogamente

1G1l,,

Por lo tanto

(/Rd oo ($)|qu) <c (/Rd |f () v ()] dx>;

Como ejemplos particular de esta desigualdad ,proponemos

|
PROPOSICION 68. Sea f € LP,v € L™ /essinfv > 0.Entonces
z€RT

([, s @o@ita)” <Clflhs ol

DEMOSTRACION. Por la clésica desigualdad de Holder

(/ |f (z |d$> <ei2%upv (/ |f (z dx)

= esssupu (@) If e

z€R

-



Capitulo 4

Espacios de Lebesgue Exponente Variable

4.1. La Funcional Modular

Los espacios de Lebesgue con exponente variable que estudiaremos en este
capitulo, permiten,mediante un exponente funcional adecuado, volver finitamente
integrables funciones que no tienen norma finita en los espacios L con p > 1 fijo,
como por ejemplo |z|” con o € R

Por ejemplo, siaw > —1, [, ., |2” dz es finitamente integrabley [, |2|" dz =

<
=4, pero f\x\>1 |z|“ dz = +o00..Ahora bien,si definimos p (z) = { L ol <1

g |z > 1"
donde af+1 <0

Usando este exponente funcional, [, [z|*" @) gy = -2

2
at+1 = af+1
Para el caso oo < —1., f$|>1 |z|* dx es finitamente integrable y f‘x|>1 |z|* do =

~ 21 pero Jl ol do = oo

_ B lzf<t ap(@) g _
Ahora,tomando p (z) = { 1 2 > 1 donde af +1 > 0, [ |z| dr =
a+1 + ozﬁ+1
Para el caso a = —1, ni f|x\§1 |z| " da ni fﬂ>1 |z| ! da son finitamente medi-
1 (@)
i -J 2 |z <1 <f)p = =
bles, pero definiendo p () { 2 2> 1 Iz 7 dr=4+2=6
Para los siguientes resultados , usaremos fuertemente los resultados de [21] y

[3]

DEFINICION 69. Sea p(z) : RY — [1,4+00] medible/esssupp (r) < +o0..Sea
z€ER4
Qo = {z € RY/p (x) = +o0}

Llamaremos funcional modular a p, (f) = fRd—Qm \f|p(w) dx +esssup|f (z)| .

Definimos | f]],,, = mf{)\ > 0/p, ( ) < 1}
Llamaremos P (£2) = {p (x) : £2 = [1,400] /esssupp (x) < +oo},
= {p(x) € P(2) /M (p )esacotadaean)(('ff(ZQ)},
PO (Q) - {p ()£ 2 = [0, o] fessinfp (x) > 0,esssupp (x) < +oo}

1 _
oot =1

Como trabajaremos fundamentalmente con p € P, p, (f) = f]Rd |f\p(z) dx

Definimos p” por la relacion funcional

4.1.1. Propiedades de la funcional modular. La funcion modular veri-
fica

57
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lloo

pp(f) 2

pp (f) = =0ct.p.

pp (=f) (f )

pp (f) es una funcional convexa

StIf (@) = [g (@) etp.y pp (f

sigualdad es estricta si |f (z)| #
f
A

) < oo resulta que p, (f) > pp (9) v la de-
|g (z)|en algun conjunto de medida positiva
Si para algin A > 0,0 < p, (f < oo entonces la funcién A — p, ({) es
continua y decreciente en [A, +00)

Sife]Lv,pp(W>§1

DEMOSTRACION. La primera propiedad es obvia.La segunda al ser una suma
de dos cantidades no negativas solo puede ser 0 si ambos sumandos son nulos. es
decir, |f| = 0c.t.p.en RI—2 vy

[fl=0ct.p. en N2

. Luego f = 0c.t.px €R%.La tercera es obvia,dado que |f| = |—f|

Ahora veremos que p, es convexa. Para ello comenzaremos por remarcar que
Ve eRYp(x)>1.

Seal < A <1 ysea f, g localmente integrables .

Consideremos

PO+ (=N g) = [ N+ (=N g do et esssup Af + (1= Vgl 0)

s/ AL @)+ (1= 2) |g ())"™) dz + esssup (A |f ()] + (1= A) |g (2)])
Rd— 2o

€S

Como Vz € R4 p (x) > 1

/}Rd_Q Af @)+ (1 =XN)]g (:c)|)p(””) dx

P@) 4o 4 (1 ANPE gy
<A [ W@y [ g

Dado que
esssup (A f (z)] + (L= A) |g (2)]) < Aesssup (| (2)]) + (1 — A) esssup (|g ()])
T€EN T€EN TEN

Luego

pp Af+ (1 =X)g) <Xpp (f)+ (1 =X pp(9)

La demostracién de 5. es p, (f) = fRd—Qm (If (a:)|)p(z) dx + esssup|f (z)] <

Jri—o

TEN

(@))P“) dz + esssup g (z)] = pp (9)

e

Para demostrar 6.,e1egiremos 0 < A< A < X . Usando el punto 5 de la
enumeracion.,pp.) (,\%) ~ Pp() (A%) >0

p(z)
Consideremos pp.) (/\i) :fRd_Q (%) dx + ess sups- ‘ fl

1 P (227 g £l 2a
= Jra_o_ (% 2 x ess;up)\ 32

€N

EAS
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p(z) Izl o
o (B ()" e+ gt

()" (oo ()" )
:(%)HPHLN i) (}\%)

o) (L) <0y (£) < (%)HPHW oo ()

Haciendo que A\; — A2, y dado que py(.) )\i < 00,8acamos que pp(.) ({) es

IN

<]

continua
La propiedad 7 es trivial ]

EJEMPLO 70. Sean f € L'(L* y p € L. Entonces, f € ]LP()
Como p € L, asique pp (f) = [pa_g_ Vi dx—l—essgup If (@)]. = [ga 1FP™ da
€

Dado que py, (f) = [ga Tl dm:f{mg} |FIP) da + f{lf\>1} 1FIP) da. .
IpllLoo

< Juneny W12+ Jgsny VT2 da

< [1ftde+ [ 17" dae = (| fll + (1l )

Como corolario de lo anterior si f € Co (RY), p, (f) < f{lle}mSOpf |f] dx +

Il o0 B

f{\f|>1}ﬁsopf |f| Pl da

< gt 62+ [ IFIL dar = Jsopf] (1 + 17112

Existen exponentes p (.) que no pertenecen a L*>° (Rd) pero que { f:RY — Rmedible/ pp (£

1 Jzl<1

+oo Jzr|>1

Si tomamos f (z) = e~ 1l p, (f) =2 — !

De hecho,con la funcién p (z) definida en el ejemplo anterior , si f € L' (RY) N
L (RY), pp (f) < Nl + 1 llgoe

OBSERVACION 71. Sip(z) € L*® y f y g tienen funcional modular finita f + g
tambien la tiene

(), como por ejemplo p (z) = {

DEMOSTRACION. p, (f +9) = [za_o I+ g\p(x) dx + ejgsszup |+ 9| (z)

< fum, 20 (L™ s cssup (1f (2] + g ()

a0, 27 (D) IF @F + 319 @)F) datesssup (1 ()])+esssup (g ()]
= Jra_a 297 (If @ +1g (@) dotesssup (1f (@)D +esssup (lg ()

= fra—g 2P (I @F + g @) daessoup (1f <x>|>+esssup<|g< i)

€L
= 2@t fo o (IF @ +1g (@)7) dw+esssup (If (@ >|>+esssup<|g< )
TES €S2
< 2t (fd o (10 >|W>+\g<>|”<”>)dx+esssup<|f<>|>+esssup<|g<x>|>
z€N €

= 2lP@ =1l (pp () + pp (9)) .

)

<oo}7é
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OBSERVACION 72. Sip(x) € L,y f tiene funcional modular finitay o € R, o f
tambien la tiene

DEMOSTRACION. pp, (af) = [ga_g laf P da + esssup laf] (x)
rell
pp (af) < fra_g 1" 1] @) da + |l esssup | 1| (2)

$i0 < o] <1, foa_g a7 |f @) dotlal esssup|f1 (@) < fea_g, lol 1] (@) do+
zell o

|afesssup || (x)
T€EN

= lalpy (f)
Sila] > 1, fea_o, |al"™ If @) du+lal esssup ] (2) < Jea gl 1f )" du+
xell

\a|”pH°° esssup |f] (x)

xel2

=l p, ()
Por lo tanto,p, (af) < maz {|a| ) |a|“pH°° } op (f)

Como corolario de estas dos propiedades bésicas,obtenemos que max {f, g} y
min {f, g} tienen funcional modular finita si f y g la tienen,dado que

pp (maz {f,g}) < pp (maz {|f],1g1}) < pp (1F1+ lgl) < 2177 = (p, (If]) + pp (19])

< 2llP= et gy (oo (1£1) s pp (l91)) = 2P~ oot mag (pp () Pp (9))

Para el minimo,tenemos que

pp (min{f,g}) < pp (f)
y que

pp (min{f,g}) < pp(9),
de tal modo que

pp (min{f,g}) < min{p, (f);pp(9)}
O

PROPOSICION 73. Seap(.) € P (RY)/esssupp (z) <r. Si f e L'NL", f € )
z€Rd

DEMOSTRACION. Como esssupp (z) < r, la funcional modular resulta p, (f) =

z€R4
Jaa_g 1FI7) d
Ahora bien ,

[ | s de s [ 71 d
RI-0. (R9—20)n{If <1} (RI— 20N {[f>1}

s/ Ifld:v+/ I da
(RI—02.)N{|f|<1} (RA—02a0)N{|f|>1}

< [ \ftdo s [ 157 de =17+ 15

-
LT
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Como una extension del resultado anterior ,tenemos el siguiente corolario
PROPOSICION 74. Sean 0 < r < q < oo. Sea p(.) € P (RY)/essinfp(z) >
z€R4

r, esssupp (x) < q. Si f € L' N9, f e LPO)
r€eRd

DEMOSTRACION. pp (f) < f(Rdfﬂm)m{\le} fI da + f(RdeW)m{|f|z1} |£|? dz

< / I de + / £ dw = | £+ 1%,
Rd Rd

4.2. El operador maximal de Hardy-Littlewood en LP() (£2)

En analisis armoénicos , un operador fundamental es el operador maximal de
Hardy Littlewood, ya introducido en este trabajo. Sabemos que M (f) es acotado
en L (Rd), si 1 < p < oo, aunque hay espacios y funciones p (.)donde el operador no
es acotado, como el hallado por Pick y Ruzicka y que expondremos a continuacién

OBSERVACION 75. [20] Sean d =1, 2 = (-1,1) CR y 1 < py < +00.Sea ¢
una funcién estrictamente positiva y creciente en [0, 1)que verifique lim+go (x)=0
z—0

. x 1\ _
y que wliTSLJrgp (5) in (5) = 00.

Asumamos que p (z) < poVx € (—1,0]y que p (x) = po+¢ (z) Vo € [0,1) .Entonces,
M 1o es acotado en LP() (02)

< ez . x 1\ _ 3 ) _1 — 1 1)
De la condicién zli%ago (5) In (5) = o0, deducimos que ;plio* <p(;) > in ( ) =

1 1
; 1)o@~ po —
00 ue lim (=)? o =0
y aue lim (1)

b
Luego, para cada k € N podemos buscar by, € (O, %) que verifique (i) "(Tk) <

;}C
270 y que 0 < bgy1 < %’“

1
Habiendo fijado dicha sucesion, definimos a; = %’“ v Ap = (é) #(“r) Observe-
mos que Ag > 1.
oo | g(=x) -1<x<0
Ahora, sean g (z) = > 7~ AkX(ap,bp) ¥ P (2) = { 0 Ocwel
1

1

)p0<

by
2

Dado que p(z) < pp en (—1,0) y Ay > 1Vk € N, y dado que (ﬁ) p(

—k
270 | obtenemos

0 & b
/ h(@)P® de =" / N dg
—1 k=1 ag
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o0

1
A continuacién, tomemos x € (ag, by ).Luego 2x + by, < 1 ,dado que by < 1 ,de
lo cual seguimos

2x+Db —ag
Mh () > s [T b (y) dy > 5= [T h(y) dy = 3= f_bk Apdy = 3¢
Asi,

1
=z g Z )\kx(ak,bk) (.17)7 MRS (0, 1)
k=1

Por consiguiente ,

1 1 o bk
/O (Mh ()P dz > < Sl NPdg

k=17 %
— 1 )\P(Oék)b
16
k=1
=1
k=1
= 400
Como ejemplos de ¢ (z),proponemos ¢ () = —In~* (sin (x)) ,donde 0 < a <

ly ¢ (z) = (In(In (e + #)))71, donde 3 > 0

A continuacién veremos que condiciones debe satisfacer p (x) para que el ope-
rador maximal resulte acotado

TEOREMA 76. [3] Dado un conjunto abierto 2 C R y p(.) € P (£2)que satis-
face

c 1
<——pye/|z—y| <
S e g Y [z =yl <3

c
— < — (0} >
p(x) =P ()] < gy ™ € 2 i 2 e

Entonces, p(.) € B(£2),es decir ,el operador mazimal es acotado en LP() (§2)

Este teorema se puede consultar en [4]aunque utilizaremos la demostracion pro-
puesta por [9],que utiliza condiciones equivalentes

TEOREMA 77. Sea 0 < o < d y sea p (.) una funcidn tal que 1 < essinfp (z) <

xef?
d . ., 1 1 d
p(z) < esssgepg (r) < £.Sea q (x)definida por la relacion @ = @) " a
FEntonces,

Mo (f) (z) < ( (|f\p<>da 3</|f |p(ydy>‘é

es vdlida para toda f medible
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DEMOSTRACION. Sea B C RY una bola. de centro x . .Teniendo en cuenta que
py) | aply) _
a T a b

1 / 1 p(y) ap(y)
—= fy dy:ﬁ/ F@)la@ [f| 4 dy
BT Bm| (y)] B Bm| (W)@ |f]

Ahora, por aplicaciénde la clésica desigualdad de Holder :

1-§
< <Bl [ s dy> ([ i)
< (u () @) ([ e w)”

Estas condiciones son equivalentes a :

alR

TEOREMA 78. Sea p(.) € P (RY).Son equivalentes
i)p(.) € B(RY)
i) p(.) € B (RY)
iii)% € B(RY)si 1< q<essinfp(z)
z€R4

m)(pff)) eBRY)sil<qg< ess?‘Rnfp ()
z€RI

Como corolario de76 podemos concluir el siguiente corolario
COROLARIO 79. Bajo las condiciones del teorema 76, Mo f (x) < ||f||17% (Mf)% (x)

DEMOSTRACION. La demostracién es inmediata usando la desigualdad de Holder
O

EJeEmMPLO 80. Seap:R = R, p(z) =a+ ﬁ, con a > 1y b> 0. Entonces,
si f e LPO) I, (f),Mq (f)y M (f) pertenecen a L)

Para esto ,basta comprobar que

Ip(z) —p(y)| <

1
— z,y € R —yl < =
S e Y ER vl =5

c
Ip(x)—p(y)léln( r,y €R |y| > ||

e+ |z[)

Ip(z) —p(y)| =

1 1
24140 y2+1+b‘

Por el teorema de Lagrange ,3s € int (x, y) / —2¢

1 1 _
m—m‘—|x_y|

(s2+1+b)%
= |.7J — yl ﬁ
-3
<o -yl g =l -yl & (4) F ==
Sea Fy : [0,+00) = R, Fy (u) = m
Observemos que ,para cada b > 0 ,F;, alcanza su maximo absoluto en 1T+b y

0<F(x) < & (48)7
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0 u=0
—ulnu u>0
Trivialmente, F' € C ([ ]) Un simple andlisis da como resultado que 0 <
Fu)<elsiuel0,1

Definamos F': [0,1] = R, F (u) =

-3

3
. 11 1ol (14b\ 2 ,—1_ 1 _ 1 (14b\ % —1_ 1
En restimen, | 2oy y2+1+b‘ <3296 (K5) e “Injz—y] — 16 (52 7 e “Injz—y]|

Ahora verifiquemos que |p (z) — p (y)| < m z,y € R |y| > |z|
Comencemos por observar que si |y| > |z|,y%2 > 22 y por consiguiente,, y? + 1 +
b> 1%+ 1+,
. 1 1 _ 1 1 1 In(et]z])
ast que | -7y — y2+1+b‘ = T T IR S 2T 22 Eb n(eta]) —

etlz] 1 In(etl|z|)
22+1+b e+|z| In(e+]|z|)

Afirmo que % es acotado superiormente Vb > 0.

En efecto, para cada b > 0, sea Gy : [0,+00) = R, Gy (u) = uﬂ_ﬁb

Esta funcion alcanza su maximo en z =1 +b+e2 —e y es ﬁ%
etlz] 1 In(et|z|) Vifbte? 1 In(et|z])

Luego’ 224+14b e+|z| In(e+]|z]) S (\/1+b+62—6) e+|z] In(e+]z])

Analizando la funcién F (u) = % en [e, +00),0btenemos que F' (u) < 1 de tal

e+|z| 1 In(e+|z|) < V1+b+e2 1 1
224+14b et+|z| In(e+|z|) — 2(\/1+b+€2—€) e in(e+|z|)

Luego, si f € LPO), I, (f),Maq (f)y M (f) pertenecen a L)

forma que

4.3. Teoremas de extrapolacion

Para exponer estos resultados necesitamos una definicién previa, que daremos
a continuacion

DEFINICIéN 81 Diremos que p(z) y p’(z)son exponentes conjugados si Vo €
Dom (p); 55 + 57 = |

La relacién entre pesos y espacios LP() donde p : R — [1, +-00]donde esssupp (z) <
r€Rd
oo esta dado por los dos teoremas y el corolario que incluimos a continuacién y que

pueden consultarse en [3] y en [9].,que desarrollaremos a continuacion

TEOREMA 82. Sea 0 < a < d y sea p (.)una funcion que verifica 1 < essinfp (z) <
z€ERI
p(x) < esssup (z) < 0o y sea q(x) que verifica ﬁ = ﬁ -9
z€R4

Entonces la siguiente desigualdad es vdlida para toda funcion f :

@) " ([rwrea)

DEMOSTRACION. Sea B C RY una bola de centro xy teniendo en cuenta que
ply) | aply) _ 1,
q(y) d
ap(y)

= ol Wy = g a7 @l dy = by [ 1 115 01 dy

< (i Jo 17 %6 2= ) (J’R 10 \P(wdy)%
< Mo f (z) ( (‘fz((ida

@) (fualF )P )

)

Maf (@) < (M (|76

d—a
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Una aplicaciéon directa de este lema nos permite obtener la acotabilidad de
M_en los espacios LP(-) ([

TEOREMA 83. Dada una familia F y un conjunto abierto 2 C R, supongamos
que para algun 0 < py < 0o y para todo peso w € Ay

/f )P0 w x<C’0/ ()" w (x) dz
19
conf, g € F,donde Cydepende unicamente de py y la constante 41 de w.
Sip(.) € PV ()verifica :que py < essinfp (x) ,y que (io)) € B(£2) , enton-

zes?
ces,

Hf”p(;c),!? S C Hng(m),Q

La relacién entre espacios LP() y la integral fraccionaria se basa en el siguiente
teorema, tambien desarrollado en [3]

TEOREMA 84. Dada una familia Fy 2 un conjunto abierto de R%con la pro-
piedad que para algun po y algun qo,tales que 0 < py < qp < 00
Yw € Al,

(fpiras)” <c </>

Dado p(.) € P°(£2) con la propiedad que py < essinfp (z) < esssupp (z) < %
€ zeN
y definida q (. ) a través de la ecuacion p(¢) ﬁ = p%) — ==,z e
Si (%) € B(£2) , entonces Vf, g € F tal que f € ]Lp(‘) (2)tenemos que
||qu(.)7Q <C ||g||p(,),(z
COROLARIO 85. Sean p(.)y q(.)/p € P(2) , esssupp < g ,esssupq < ooy
resf? e

1 _ 1 _d
p(z)  q(z) T «
st existe qo/ﬁ < qo < oo con la propiedad que essinf% > 1y que
€2
esssupqlo < 00 tememos que
zes?

Hafllgy,0 < Clfllpe).0

Y que
1Mo fllgey.o < C Ul
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