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Introduccion

Los problemas de control pueden describirse a partir de un modelo ma-
tematico que describe el sistema en consideracion a través de la ecuacion de
estado

(0.1) Aly) = f(u).

Aqui, u es el control que podemos elegir libremente en un conjunto de con-
troles admisibles para actuar sobre el sistema y la variable y, solucion de la
ecuacién (0.1) describe el estado del sistema dependiendo de u. Esta ecua-
cién de estado en la practica puede ser un sistema algebraico o funcional.
En muchos problemas, se busca analizar la controlabilidad del sistema que
consiste en estudiar la existencia de un control que lleve el sistema en cierto
tiempo T" > 0 de un estado inicial a un estado final deseado. Mas precisa-
mente, diremos que un sistema es exactamente controlable a tiempo T" > 0 si
dada una condicién inicial para el sistema existe un control u en el espacio de
los controles de manera que lleve el sistema que estudiamos desde el estado
inicial hasta el un estado final deseado. En el caso en que el estado final es
cero, se lo conoce como controlabilidad a cero. Por otro lado, diremos que es
aproximadamente controlable si podemos llevar el estado inicial arbitraria-
mente cerca del estado final deseado. En esta tesis estudiaremos el problema
de controlabilidad para sistemas de evolucion parabdlicos de primer orden.

La controlabilidad de sistemas parabdlicos fue investigado en un principio
por H.O. Fattorini y D.L. Russell en 1971 [7] y 1974 [8], en donde probaron
los primeros resultados de controlabilidad a cero para la ecuacién del ca-
lor, primero en una dimension y luego en una bola N dimensional. En estos
articulos, los autores reformulan el problema de controlabilidad a cero en un
problema de los momentos en L2[0, 7] para la funcién control. Este método
es todavia utilizado para resolver cierto tipo de problemas de controlabili-
dad, ver por ejemplo [3], en donde se prueba cierto tipo de controlabilidad
local bilineal para la ecuacién de Schrodinger y [9] en donde se prueba con-
trolabilidad para un sistema de dos ecuaciones parabdlicas de una dimension
acopladas.
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En 1988, J.L. Lions [13] presenta un método general para estudiar la
controlabilidad exacta de problemas de evolucion llamado Hilbert Uniqueness
Method (HUM) extensamente utilizado en la literatura a partir de entonces.
Se puede ver una mencion a este método en el teorema 3.7 del capitulo 3. Mas
tarde, en 1996, A. Fursikov y O. Imanuvilov en [10], y por otro lado en 1995,
G. Lebeau y L. Robbiano [12] prueban resultados de controlabilidad a cero de
sistemas parabdlicos a primer orden para dominios en dimensiéon N usando
el método de las desiguadades de tipo Carleman, que no desarrollaremos en
esta tesis. En esta tesis desarrollaremos el método descripto por Fattorini
y Russell. Para ello comenzaremos con un ejemplo sencillo para mostrar
formalmente como se utiliza.

Consideremos el siguiente problema:

Yt = Yoo + f(2)u(t), en (0,T) x (0,7) con f € L*(0,n)
P:q y(,0)=0, y(,7) =0
(0,-) = yo, yo € L*(0, ) dado.

Nos preguntamos si existe un control u de manera tal que y(7) = 0. Si
podemos encontrar u diremos que el sistema es controlable a cero y lo estu-
diaremos con mas detalle en el capitulo 3.

Sabemos que {\/gsen(kx) }k es una base ortonormal en el espacio L?(0, ),
eN

entonces propondremos como una solucién formal a este problema, la serie:

Zyk \/:sen (kx).

Sea f(xz) = > 1o lfkfsen(kx) VYo = Y pe lykfsen(kx) Luego si y es

solucién tiene que cumplir:

Y, (t) = —k2yr(t) + fru(t) <= yi(t) = k2 fyd —|—/ e_kQ(t_s)fku(s)ds.
0

Con lo cual si buscamos un control u que cumpla y(7") = 0 debe ser:

T
(0.2) 0=uy(T) = e_k2Ty2 + / e_kQ(T_S)fku(s)ds
0

Supongamos que f # 0 Vk € N, entonces podemos acomodar la ecuacién
(0.2) y obtenemos :

—k2T,,0

T
/ e M5u(T — s)ds = £ Y%
0 Jr
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Es decir, buscamos un control v € L*(0,T) que satisfaga:
e~ kT
i

Esto es lo que se conoce como un problema de los momentos, que en su
forma m4s general consiste en lo siguiente: dada una sucesién {cy }ren € €2
y una familia de funciones {gi}ren en un espacio de Hilbert H, se quiere
determinar si existe f € H de modo que (gi, f)x = ¢ Yk € N. El caso
que tendra interés en esta tesis sera el caso en el que la familia de funciones
{9k }ren son exponenciales y veremos que la resolubilidad de estos problemas
estan relacionados con propiedades de estas funciones.

Retomando el ejemplo diremos que una familia de funciones {~x}ren es un
sistema biortogonal para la familia {e*th}keN si se cumple que:

0
<e’k2t, u(T — -)) 1201 = Ck, CON ¢ = — i

_ .2
(e () r20.1) = Onyj-
En estas condiciones una solucién formal al problema de los momentos viene
dada por:

oo
u(T —s) = Z CeYk(8)-

k=1
Para ver que esta expresion es efectivamente una solucion al problema de con-
trolabilidad bastard con analizar si esta serie pertenece al espacio L*(0,T).
Luego estudiaremos cudles son las propiedades que necesitaremos de las fa-
milias {e_th}keN para poder asegurar que tenemos sistema biortogonal y en
ese caso qué necesitaremos pedir para que la serie converja.
En esta tesis estudiamos cémo resolver la controlabilidad de ciertos proble-
mas de evolucién en espacios de Hilbert separables mediante el método de
los momentos que consistira en transformar el problema de controlabilidad
en un problema de los momentos como hicimos en el ejemplo previo.

En el capitulo 1 daremos resultados clasicos del anélisis funcional que utili-
zaremos a lo largo de la tesis.

En el capitulo 2 estudiaremos propiedades de familias de elementos de un
espacio de Hilbert que resultan més fuertes que el concepto de independen-
cia lineal y més débiles que el concepto de Base de Hilbert. Luego genera-
lizaremos estas propiedades a familias de subespacios mediante el concepto
de angulo generalizado. Finalmente aplicaremos lo estudiado en el producto
tensorial entre espacios de Hilbert.
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En el capitulo 3 describiremos como se utiliza el método de los momentos
para resolver problemas de evolucién del tipo:

{ Z—f—i—Aa::f
z(0) = xo.

Finalmente en el capitulo 4 daremos aplicaciones y ejemplos de lo expuesto
a lo largo de la tesis.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo daremos algunos resultados clasicos del analisis funcional
que pueden verse en [17]. Dada una familia de elementos {¢, }c; notaremos
Span{ataer al subespacio generado por {@q }acr-

Definicién 1.1. Dada una familia de elementos {y, },en diremos que es
completa en el espacio de Hilbert H si Span{¢n}, .y = H.

Definicién 1.2. Diremos que una familia {¢, } es base del espacio H si todo
elemento x € H se escribe de forma unica como:

T = Z(xa 9004)9004'

acl

Donde el conjunto de indices I es a lo sumo numerable.

Definicién 1.3. Diremos que el espacio H es separable si admite una base
de cardinal a lo sumo numerable.

Definicién 1.4. Sean ‘H y W dos espacios de Hilbert, diremos que una trans-
formacién lineal T' : H — W es continua o acotada si existe una constante
C > 0 tal que para todo =z € H vale:

[Tl < Cllzlly, -

Llamaremos || T'|| a la menor de las constantes que satisfacen esta desigualdad
y puede verse que:
1T} = sup [Tz

e, z]=1

A menudo llamaremos operador lineal a estas transformaciones.
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Dados dos espacios de Hilbert H , W notaremos H x W al espacio
formado por pares (h,w),h € H, w € W dotado del producto interno
(), (20w = (&, 2930 + (@) ¥ Ta norma [[(h,w)|2pgy = 1A, +
Hw||3v Puede verse que con esta definicién H x W resulta un espacio de
Hilbert.

Definicién 1.5. Sean H , W dos espacios de Hilbert y T': D(T) C H — W
un operador acotado , aqui D(T') C H subespacio, es el dominio del operador
T . Definimos el grafico de T como el conjunto G(T') = {(z,Tx)/x € D(T)} C
H x W que por comodidad notaremos Gr.

Definicién 1.6. Diremos que un operador 7' : D(T) C H — W es cerrado
si G es cerrado dentro del producto H x W.

Teorema 1.1. (Teorema del grdfico cerrado) Sea T : D(T) C H — W un
operador entre los espacios de Hilbert H y W. Entonces T es cerrado si y
solo si cada vez que una sucesion x,, — x con x, € D(T) y Tz, — y se tiene
quex € D(T) y Tz =y.

Definicién 1.7. Dado un operador T : D(T) C H — W diremos que el
operador T” es una extension de T si:

« D(T) C D(T").

u TI|D(T) = T
Observacion 1.1. Notemos que si 77 es una extension de 1" entonces tene-
mos que G C Gpv.

Definicién 1.8. Diremos que un operador 7" : D(T') C H — W es clausura-
ble si existe una extensién 7" cerrada y en este caso la notaremos 7.

Proposicién 1.1. Sea T un operador clausurable, entonces existe una unica
extension cerrada normal T, ademds Gz = Grp.

Demostracion. Como T es clausurable existe S una extension cerraday Gy C
Gs con lo cual Gp C Gg. Luego si (0,y) € Gr implica que (0,y) € Gs con
lo cual y = 0 (y = Sz para algin z). Definimos T en D(T) = {z € H/3y, €
H con (z,y,) € Gr} C H subespacio, como Tz = y,. Asi T resulta lineal,
extiende a T'y Gy = Gr. O

Definicién 1.9. Sea T': D(T) C ‘H — H un operador con D(T") denso en
H, definimos el operador adjunto 7% : D(T*) C ‘H — H como aquel que
tiene como dominio al conjunto:
D(T*)={zeH/yeHy (Tz,z) = (z,y) Ve € D(T)}
= {z € H/(T—, z) es un funcional acotado en D(T)}

y para cada z € D(T*) definimos 7%z = y.
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Observacién 1.2. De la definicién se deduce que T* es lineal y (T'z, z) =
(x, T*z).

Definicién 1.10. Sea T': D(T') C ‘H — H, un operador T* : D(T*) C H —
‘H su adjunto diremos que:

= T es normal, si T*T =TT*.
= T es autoadjunto, si T* =T.
» T es unitario, si T*T = TT* = Idy.

Observacién 1.3. Notemos que si 1" es unitario, entonces T'(S*) = (T'(S))*
para todo subespacio S.

Proposicién 1.2. Sea T : H — H un operador, T* : H — H su adjunto
entonces st T es acotado T también y ademds vale que:

17 = 11T

Proposicién 1.3. Sea T' : D(T) C H — H un operador, T* : D(T*) C
H — H su adjunto entonces si'T" es inversible T también y ademds vale que
(T*)—l — (T_l)*.

Proposicién 1.4. Sea T : D(T) CH —H , D(T) C H denso, entonces:

» a) T es cerrado.

w 0) T es clausurable <= D(T™) es denso. Ademds en este caso se tiene
(T*) =T

Demostracion. a) Sea V : H x H — H x H dado por V(z,y) = (—y,x).
Notemos que:
Vo V(ZL’,y) = V(—y7l’> = (—l’, _y> - _]d’HQ(I7y)
y ademas V' es unitario ya que:
(Vi(z,y), (z,w)he = ((=y,2), (z,0))22 = =(y, 2)n + {z, W)
= <($7 y)7 (U), _Z)>H2 = <<:U7 y)7 _V(Z7 w)>H2

Con lo cual V* = —V y en consecuencia VoV* = —V oV = [d. Para concluir
notemos la siguiente cadena de igualdades:

V(Gr) =V(Gr)" = {(z,y) e H*/{(2,y),(=Tz,2))p> = 0, ¥z € D(T)}
= {(z,y) € H*/{y, 2)y = (2, T2)y, Vz € D(T)}

(z,y)
= {(l’,y) S H2/<T—,l’>7_¢ = <_7y>7-l en D(T>}
={(z,y) € H*/x € D(T*) y y = T*x} = Gp-.
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Luego G+ es cerrado , con lo cual T* es cerrado.

b) = Supongamos que T es clausurable. Tenemos que:

Gr = (Gz)" = (V*(Gp))" = (V(V(GR))" = (V(Gr))™"
Supongamos que D(T™*) no es denso, existe entonces z # 0 € D(T*)* con lo
cual (z,0) € (Gr+)* luego V(z,0) € V(Gr+)* = Gr = G5 y necesariamente
z = 0 que es absurdo.
< Supongamos ahora que D(T™) es denso, entonces por el ftem a) (77)"
es cerrado y ademds V(Gr) = V(Gy.) = Gz+)- , luego T' es clausurable y
ademéds (T*)* =T. O

Usaremos la notacion H* para describir al espacio dual del Hilbert H
esto es, el espacio formado vectorial formado por los funcionales de H — C

continuos.
Daremos ahora una lista de resultados clasicos.

Teorema 1.2. (Hahn-Banach) Sea H un espacio de Hilbert y S un subespacio
cerrado propio, sea ¢ : S — C un funcional acotado, entonces existe una
extension de ¢, ¢’ : H — C acotada y ademds ||¢|| = ||¢']|-

Teorema 1.3. (Riesz) Sea H un espacio de Hilbert y ¢ : H — C un funcional
acotado, entonces existe x, € H tal que:

o(h) = (h,z,), Yh € H.
Ademds en este caso se tiene que ||| = ||zl

Notaremos (h, ©)#x3+ (que suele llamarse producto de dualidad) al valor
<h7 xs@>'H = Qp(h) € C.

Definicién 1.11. Sea H un espacio de Hilbert diremos que una funcién B :
H x H — R se dird una forma bilineal si B(.,h) : H — Ry B(h,.): H — R
son lineales.

Teorema 1.4. (Laz-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert, B : H x H — R
una forma bi-lineal para la cual existen constantes a,b > 0 tales que:

|[B(u, v)] < allully [lv]ly,

b HU”% < B(v,v), v € H.
Sea ademds un funcional ¢ : H — R acotado entonces existe un unico ele-
mento u € H tal que:
B(“» U) = <§07 U>H*><’H
para todo v € H.
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Definicién 1.12. Un operador acotado T : ‘H — H definido entre espacios
de Hilbert se dice positivo si (T'z,x) > 0 para todo = € H.

Definicién 1.13. Sea T' : H — H un operador acotado y positivo. La raiz
cuadrada de T es un operador A acotado y autoadjunto tal que A% = T.

Teorema 1.5. Sea T : H — H un operador definido entre espacios de Hilbert
acotado y positivo. Entonces existe una raiz cuadrada para T, mas aun dicha
raiz conmuta con todos los operadores con los que T’ conmuta.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES.



Capitulo 2

El problema de los momentos.

2.1. Familias en espacios de Hilbert

En esta seccién trabajaremos con familias de elementos en un espacio de

Hilbert separable. Definiremos distintos grados de independencia lineal que
luego utilizaremos para estudiar la resolubilidad del problema de los mo-
mentos. Comenzaremos con las definicidones elementales y luego mostraremos
resultados que seran importantes a la hora de determinar si un problema de
momentos admite solucién y en ese caso que podemos decir de ella.
Por comodidad a partir de ahora dado un espacio de Hilbert H denotaremos
el producto (f, g)% de forma més simplificada como (f, ¢g) , del mismo modo
para la norma de un elemento en H notaremos || f|| a || f||,, sin hacer referen-
cia al espacio si queda claro en el contexto. Los resultados que exhibiremos
a continuacién pueden verse en [2] y [15].

Definicién 2.1. Diremos que la familia .# = {@, }nen es linealmente inde-
pendiente W o también mas sencillamente W — [.i. si no existe un vector
(a,) € £? distinto de cero tal que Z;VZI a;(f,p;) = 0 para toda f € H que

cumple 3% [(f, ¢n)|? < o0 .

Supongamos que S.°° . |(f,¢n)|> < oo para toda f € H en este caso
el concepto de independencia lineal W significa que la suma Y | a, @, €s
Unica en sentido débil, en otras palabras:

a, € % Zangpn:O débil en H = a,, = 0 Vn € N.
n=1

Sin embargo esta propiedad no caracteriza a las familias W-1.i veamoslo con
el siguiente ejemplo.

15
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Ejemplo 2.1. Sea {p, },en una base ortonormal de H y definimos:

¢1 = 1, gbn = n(@n_SOn—l)y ’I’L:2,3,...

Mostremos que la familia {¢, },en satisface que la suma Y | a, ¢, es unica
en sentido débil pero la definicién de independencia lineal W no se satisface.
Debemos ver que si (a,) € (2 y >0 and, = 0 débil en H entonces a,, = 0
para todo n € N. Tenemos que para toda f € H vale (30" | andn, f) =0
entonces tomando f = ¢,, y observando que:

m , 81 m=n
0 , en otro caso

Obtenemos que : 0 =Y\ (f, an¢pn) = @M — amy1(m + 1) y luego se tiene
m_ _m 1 _ 1

Um 7 = Am+1 CON lo cual a,, = Tt5a1 = -ap finalmente esto nos

permite escribir la suma parcial:

R
> andn = a1p1 + 2a2(p2 — 1)... + Rar(or — Pr-1) =

n=1

= a1(p1 + (P2 — 01)... + (Pr — Yr-1)) = G1¥R

Y entonces fozl anPn, = 0 débil si y solo si a; = a; = ... = 0 como
queriamos. Ahora mostremos que la definicién de W-L.i. no se satisface.

Sea f = 322 capn tal que 3200 [(f, én)|° < 0o tomemos a, = 1/n € *
COmo: ZnN:1 On/n = @y entonces la suma ZnN:1 ¢n/n converge a 0 débil, ya
que

o0

N N
dim (. Z dn/n) = 1m Y " e;(pj. Y du/n) = lim cy =0.

j=1 n=1

Observacién 2.1. Notemos que una familia de elementos # = {¢,}nen
W —[.i. resulta linealmente independiente pues si tenemos que Zjvzl CjPn; =
0 entonces tomando la sucesién {a,} € ¢? que surge de completar por cero
la secuencia finita {c; }ng[ y llamando f =3 ° | a,p, obtenemos:

o0

ST o) <00y Y aupn =0 débil en H.
n=1 n=1

Como # es W —L.i. entonces a,, = 0 Vn € Ny en definitiva ¢; = 0,5 = 1...N.



2.1. FAMILIAS EN ESPACIOS DE HILBERT 17

Definicién 2.2. Decimos que la familia # = {p, },en €s minimal | si para
todo n € N el elemento ,, no pertenece a la clausura del subespacio generado
por los demas elementos, es decir:

#n & Span{p;}jzn.

Definicién 2.3. Dada una familia .# = {¢, }nen decimos que F' = {¢/, }nen
es un sistema bi — ortogonal para % si se cumple:

1, si i=j

/ P .. =
(@i, ;) = bij {o, si i#]

Observacién 2.2. De la definicién previa se sigue que toda la familia que
sea ortonormal es un sistema biortogonal de si misma.

Proposicién 2.1. La familia F = {¢n}nen €s minimal <= Existe un sis-
tema F' = {¢), tnen biortogonal para 7 .

Demostracion. = Si la familia es minimal por el teorema de Hahn-Banach
para cada n € N existe ®,, € H* tal que ®,,(¢,) =1y @, (Span{p;}z,) =0
llamemos ¢!, al elemento de H que cumple ®,(f) = (f,¢,) luego F' =
{¢) }nen es el sistema biortogonal buscado.

< Supongamos que existe ng € N tal que ¢,, € Span{g;},.n,.entonces
existen v; € Span{y;}jsn, tales que: @,, = lim;_v; como (vj, ;. ) =
0, Vj € N—{ng} se tiene que (@n,, ¥;,,) = 0 lo que es un absurdo. O

Observacién 2.3. Notemos que si la familia # = {¢,}neny €s minimal
tenemos que , llamando V' := Span{;};en, resulta H = V & V=+ con lo cual
para cada n € N existen v, € V, v+ € V+ de modo que ¢/, = v, + v vy
como (P, @) = {(@m,Vn) siempre podemos tomar el conjunto biortogonal
dentro de V' = Span{y;};jen. De esto se deduce que el sistema biortogonal
en general no es unico sin embargo en V si lo es por esto en lo que sigue
llamaremos el sistema biortogonal de una familia .# al unico sistema dentro

de V := Span{p;}jen.

Veremos ahora que las propiedades enunciadas no son equivalentes, mas
precisamente que ser W-L.i. no implica necesariamente ser minimal.

Ejemplo 2.2. Sea H = L*(0,1) , F = {t"}en veremos que esta familia es
W-1i. pero no minimal. Consideremos la familia de polinomios {P(t)} que
es densa en L%(0, 1), es sencillo verificar que para R € N la familia {t#P(t)}
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es densa en L%(0,1)(ver [11]). En consecuencia la familia {#%, ¢! ¢#+2 1
es completa en L?(0,1) pues:

Span{tF, 7+ ¢7+2_ Y = [{RP(t)} = L*(0,1)

y t* € Span{ti};~) C Span{ti};. con lo cual la familia .# = {t"},en no es
minimal. Veamos que si es W-l.i.
Sea x5 la caracteristica del intervalo [0, s] entonces:

. s gi Tl

2.1 1 — [ ="
( ) <X >L2(0,1) /0 1
Con lo cual :

00 oo 2j4+2

. 2 S
S ) =3~ <00, se0,1].
n=1 n=1 (‘7 + 1)

Supongamos que % no es W-Li. entonces existe {a,} € ¢* distinta de cero
tal que Z?]:l(ajxs,tj) = 0 para todo s € [0,1]. Definimos la funcién
—00

F(s) = >, aj(xs, ') como .F no es W-Li entonces F' = 0, pero por (1.1)

F(s):Zaj,
n=1 ‘7+1

con lo cual I es analitica y en consecuencia a; = 0 para todo j lo que es
absurdo.
Luego .% es W-l.i.

Definicién 2.4. Diremos que la familia . # = {p, },en es minimal uniforme
si existe un sistema biortogonal .#' = {¢/} y M > 0 tal que

sup [l || < M.
neN

Veamos que esta propiedad es estrictamente mas fuerte que la de ser
minimal.

Ejemplo 2.3. Sea H un espacio de Hilbert y sea {¢,},en una base orto-
normal. Consideramos la familia .# = {L¢,}pen y ' = {ngy }bnen es claro
que %' es un sistema biortogonal para . y en consecuencia esta es minimal
pero sin embargo, como ||ng,|| = n se tiene que la familia .# no es minimal
uniforme.
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Definicién 2.5. Una familia .# = {¢, },en se dice que es una Base de Riesz
de V := Span{p;};en si existe un operador T' : V' — V lineal, acotado e
invertible y una base {e, } ortonormal de V' de modo que T'(e,,) = ¢,,. Diremos
directamente que . = {¢,} es base de Riesz sin hacer referencia al espacio
V si V. =H y también llamaremos ortogonalizador de .# al isomorfismo 7.

Todas las propiedades para una familia .# como las que enunciamos hasta
ahora quedan relacionadas de forma tal que cada una es implicada por la
siguiente, de forma ma&s precisa se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2. Sea H un espacio de Hilbert F = {¢n}nen una familia
de elementos de H, V = Span{y;};en y dadas las siguientes afirmaciones:

a) La familia F es base de Riesz de V.

b) La familia .F es minimal uniforme.

c¢) La familia .7 es minimal .

d) La familia F es W-lL.i.
Se tiene: a) = b) = ¢) = d)

Demostracion. a) = b) Supongamos que % es base de Riesz de V' sea el
ortogonalizador T': V' — V' y {e, }nen base ortonormal de V' tal que T'(e,,) =

Pn-
Para cada n € N definimos:

U V= C () = (T (0), en)

entonces v/, es lineal y por Cauchy-Schwarz : |/ ()| < [|T7] ¢l |len]| con
lo cual |y [ < T
Notemos que:

%(%) = <T71(90n)a€n> =1ly w;(me) = <T71(90m>7€n> =0, m # n.

Sea ¢! € V el elemento que cumple 1, (¢) = (p, ©.).
Por la construccién resulta que la familia .#' = {¢/,} es un sistema biorto-
gonal para .# y ademaés:

sup ¢ | = sup [ | = sup 4] < 7]
neN neN neN

Luego .%# es minimal uniforme.
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b) = ¢) Es inmediato.

¢) = d) Supongamos que .# es minimal, veamos que es W-Li.
Supongamos que no, entonces existe {a, } € ¢* distinta de cero de modo que
para toda f € H# que cumple S°°°  |(f, p,)|° < oo vale que

N
Z an{f, on) Voo 0,
n=1

consideremos .#" = {¢/ }nen el sistema biortogonal a .# , como

o0

2
D U on) =1
n=1

y Zﬁ;l an (@l n) = @y si N > m , tenemos que a,, = 0 para todo m € N
lo que es absurdo. Luego . es W-l.i. O]

Estudiaremos con mas profundidad a las familias que cumplen ser base
de Riesz pues seran muy importantes a la hora de comprender y estudiar el
problema de los momentos en general. Probaremos a continuacién un resul-
tado de N.K.Bari que nos serd de mucha utilidad a la hora de trabajar con
bases de Riesz.

Teorema 2.1. (Bari) Sea H un espacio de Hilbert, # = {@y }nen una fami-
lia de elementos de H, V := Span{y;}jen entonces:

w a) Si {on}nen €s una base de Riesz de V', {e, }nen una base ortonormal
enV yT el ortogonalizador que cumple T'(e,) = v, entonces el sistema
biortogonal F' = {¢, }nen contenido en' V' también es una base de Riesz
de V', mas ain {¢),}nen puede expresarse, via el ortogonalizador T y
la base ortonormal T, de T~*(V), mediante la férmula:

e, = (T )T ",

» b) La familia .F = {@n}nen es base de Riesz de V <= Para toda
sucesion finita: {c;, j =1,..N} existen constantes m, M > 0 tales que

N N 2 N
2 2
mZ|Cj| < ZCJ'SOJ < MZ|CJ| :
j=1 j=1 j=1
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Ademds en este caso , si F' = {), }nen es el sistema biortogonal aso-
ciado a F , todo elemento f € V tiene expansiones en serie de la

forma:
oo

F=Y (. e)en  f=D {f.0u)h
n=1 n=1

Demostracion. a) Vimos en la demostracién de la primera implicacién en
la proposicién 2.2 que si .# era base de Riesz entonces posefa un sistema
biortogonal .7’ = {¢! },en que cumplia que para todo n € N y para toda
peV:

(T7H(p), en) = (. 00

de aquf se deduce que e, € D((T~1)*) y como e, = T~!(p,) se tiene:

(. (T en) = {0, (T7) T pn)) = {0, 07), VoV

se deducen las férmulas:
(T Yen =@, (T7)T Hepn) =@,

de la primera férmula y el hecho de que como T~ es un isomorfismo entonces
(T~1)* también, se tiene que {¢/,},en es base de Riesz de V'

b) = Si .% es base de Riesz , {e,}nen base ortonormal de V' y T el or-
tonormalizador computando obtenemos:

2 2 2

N N N
1 -1
||T 71 & Z| ¢’ = ||T 1 chej :m ZCJT eill = Zcﬂ'%’
= =1
N 2 N 2 N 2 N
> v > eTle)|| <ITIHD ee|| <IN Iesl
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1

< Sea {e;, }nen base ortonormal de V' | definimos 7' : V' — V' como T'(e,) =
©n extendemos por linealidad a Span{e, }nen y luego por densidad a V.
Las cotas de la hipdtesis nos dicen que 1" esta bien definido , es acotado con
norma menor o igual que M2 e inversible con la norma de la inversa mayor
o igual que m'/?, luego .Z es base de Riesz

Si f € V tenemos : T7H(f) = > 07 1cnen con lo cual aplicando T se tie-
ne f =3 ¢y, y multiplicando por ¢!, resulta ¢, = (f, ¢/,).
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Ahora de forma similar T*(f) = > 7 chen = >0, T o, v entonces
aplicando (T1)* se tiene f = >~ ¢ ¢, multiplicando por ¢, resulta
¢ = (f;¢n) O

Para completar esta parte de la teoria presentaremos un ejemplo de una
familia minimal uniforme que no es base de Riesz .

Ejemplo 2.4. Sea {¢, }nen, una base ortonormal de un espacio de Hilbert
H , para cada n € N definimos ¢,, = @o + ¢, v -F = {dn nen entonces:

a) F es completa.

b) .# es minimal uniforme.

¢) Z no es base de Riesz pero su sistema biortogonal si lo es.

Demostremos estas afirmaciones:

a) Sea V = Span{¢d,tnen si f € VL y f = > i=o ¢jtpj multiplicando por ¢,
con n > 1 obtenemos que ¢y + ¢, = 0, con lo cual ¢, = —¢y, Vn € N y como
{¢n}nen, debe estar en £% necesariamente ¢y = 0 y entonces ¢, = 0, Vn € Nj.
Luego f = 0.

b) Es inmediato corroborar que la familia %’ = {¢, }nen €s un sistema bior-
togonal uniformemente acotado en norma por 1 para .# y ademés es base de
Riesz via el ortogonalizador T'(¢,,) = @mi1-

c¢) Tomemos la sucesién a,, = 1/n € % como

N N1 N
;E%Z;E@n‘F(;E)%

entonces 2521 %gbn no puede converger en H ya que en la igualdad anterior
el primer término de la derecha converge pero el segundo no. Luego por el
teorema de Bari b) .%# no es base de Riesz.

Por ltimo demostraremos unos lemas que seran ttiles mas adelante.

Lema 2.1. Sea H un Hilbert y .F = {n}nen una familia en H. Supongamos
que se tiene una sucesion {ay, fnen € £ con ay, # 0 y consideremos la familia
F' = {anontnen entonces si F es W — Li. también lo es F' .

Demostracion. Sea {an}neny € (* de manera que para toda f € H que satis-
face

Z| frompn)|® < 00

se cumple > 7 a,(f, anpn) = 0 osea que >~ a, 0, (f, pn) = 0 para toda
f que cumpla:

> lanl® [(fr o) < 00
n=1
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como {a, ey € £°° entonces {a,a,} € 2y si f es tal que:

D [(frem)]? < oo entonces > Jan|* [(f,n)[* < 00
n=1 n=1

con lo cual como .# es W — [L.i. resulta a,a, = 0 Vn € N y en consecuencia
a, = 0Vn € N. Luego #" es W — [.i.. ]

Lema 2.2. (Invarianza por isomorfismos)

Sea H un Hilbert y F = {¢n}nen una familia en H, T : H — H un isomor-
fismo, definimos T'(.F) = {T(¢n) tnen entonces :

a) F es base de Riesz <= T(F) lo es.

b) F es minimal uniforme <= T(F) lo es.

c) F es minimal <= T(F) lo es.

d) F esW —li. <= T(F) esW — L.

Demostracion. a) Si S es un ortogonalizador para % , entonces T 0 S es un
ortogonalizador para T'(.%) y reciprocamente : si S es un ortogonalizador de
T(Z) entonces T~! 0 S lo es para .Z.

b) Si .F" = {¢} }nen es un sistema biortogonal uniformemente acotado en
norma para % entonces {(T*)"1¢! }nen lo es para T(F) pues:

(T(om), (T*)70h) = {m, TH(T*) " 0y) = (Pm, ©))
ademas
sup || (T%) || < [|(T) 71| sup ||}
neN neN

luego T'(:#) es minimal uniforme , reciprocamente , si {¢,},en €s un sis-
tema biortogonal uniformemente acotado en norma para T'(.#) entonces
{T* ¢y }nen lo es para Z pues:

(s T"pn) = (Tpm, ¢n) vy ademds sup [T ¢ull < (177 sup [[&nl] -
ne ne

c¢) Es inmediato de b).

d) Sea un vector {a,}neny € £ tal que para todo f € H que satisface
S {Tpn, )P < oo se tiene my oo SN an(Tpn, f) = 0 sea g = T*f
entonces S°°°  |{@n, ) < 00 ¥ iy 00 SoN_ a0, g) = 0 luego como .#
es W — L. debe ser a,, = 0, Vn € N con lo cual (%) es W — Li.. O

En general un sistema biortogonal para una familia minimal % = {¢,, }nen
puede ser incompleto en Span{y,},cy » este dltimo lema nos dard una con-
dicion que nos garantice que el sistema biortogonal es completo.

Sea H un espacio de Hilbert, {e,, },en una base ortonormalde Hy F : H — H
dado por F'(e,) = ¢, v extendiendo por densidad.
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Lema 2.3. Si .% es completa , minimal y F' = {¢) tnen €s un sistema
biortogonal , resulta:
F' es completa en H <= El operador F definido arriba admite una clausura.

Demostracion. Como % es minimal esto implica que ¢!, € D(F*) y también
F*(4)) = e, pues

N
T = chen, (Fz,p)) = ¢, = (z,ep).

n=1

Si .#' es completa en ‘H entonces D(F™*) es denso en H y como F* estd
definido en un conjunto denso si y solo si F' admite una clausura se tiene el
lema. [

A continuacién mostraremos cémo se comportan las familias de subes-
pacios al aplicarle una proyeccion, esto sera de interés a la hora de analizar
familias en L?(0,4+00) y su proyeccién al espacio L*(0,T).

Lema 2.4. Sea ¥ = {¢n}nen una familia de elementos de un espacio de
Hilbert H y sea V' = Span{yn},cy- Sea S un subespacio cerrado de H y
Ps:H — S, Py:H—V las proyecciones, entonces si la familia Ps.% =
{Pspntnen s minimal en S, entonces F es minimal en 'V, mds ain en este
caso se tiene que si Ps.#' = {(Pspn) tnen es el sistema biortogonal para
Ps.Z entonces F' = {¢! = Py(Pspn) tnen es biortogonal para F .

Demostracion. Notemos que:

0i; = ((Pswi)', Ps;) = ((Psws)', Psp; + Ps1g;)
((Psi)', 05) = (Pv(Psps)', ;)

con ¢; ; la delta de Kronecker, luego .# es minimal y su sistema biortogonal
€S {PV(PS(Pn)/}nEN' [
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2.2. Familias de subespacios en espacios de
Hilbert

En esta seccion estudiaremos familias de subespacios en un espacio de Hil-
bert H separable. Daremos definiciones y propiedades para familias de subes-
pacios similares a las propiedades ya vistas para familias de elementos y luego
analizaremos el producto tensorial entre espacios de Hilbert que necesitare-
mos para estudiar espacios del tipo L?(0,T;H) que poseen una identificacién
natural con el espacio L?(0,T;C)@H. Durante esta seccién asumiremos los
subespacios cerrados y dados S, T notaremos S+ y T a sus complemen-
tos ortogonales y también Pg, Pr a las proyecciones P : S @& S+ — Sy
Pr:T®T+ — T alas que llamaremos proyectores ortogonales , también
distinguiremos el caso en el que P tenga dominio en una suma directa de
subespacios P : S @® T — S y en ese caso diremos que P es un proyector
oblicuo sobre S paralelo a T. Los resultados expuestos aqui pueden verse en

2]

Definicién 2.6. Sea H un espacio de Hilbert y S, T" dos subespacios de ‘H
definimos el dngulo entre Sy T como el nimero oo = (S, T) € [0, 7/2] que
satisface la ecuacion:

(s, 1)]

COSslx) = .
(@)= .o s

Observacién 2.4. Notemos que para dos subespacios S, T de dimensién uno
esta definicién coincide con la de dngulo entre rectas conocido. Sin embargo
si 'y T tienen un elemento en comun v distinto de cero entonces:

. 1wl

1> — L =
= cos(@) 2 1 ]

con lo cual a(S,T) = 0 de modo que esta definiciéon de angulo no coincide
con la usual entre planos en R3.

Observacién 2.5. Del mismo modo que en la observacion anterior, si dos
subespacios S y T' tienen un elemento en comun distinto de cero su angulo
a(S,T) es cero, no obstante puede ocurrir que «(S,T") = 0 pese a que SNT =

{0}.

Ejemplo 2.5. Sea {e,},eny una base ortonormal de un Hilbert H , sea
{an}nen C R con a,, >0Vn € Ny lim, ,, a, =0y sean:

S = Span{eam—1} ey » T = Span{esm—1 + ameam },,cy entonces:

a(S,T) =0 pero SNT = {0}.
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Veamos que SNT = {0} , sea f, = >y C;n)(egj_]_ +ajey;) €T (cone; =0
salvo finitos) que converge a un elemento f en S.
Entonces la sucesién {{cg-") }ien tnen converge en (2 a alguna sucesion {c¢; }jen,

como f, — f se tiene que:

) )
f = E Cj@gj_l + E CLjCj@Qj
Jj=1 Jj=1

y f € S implica que ¢; =0 Vj € N con lo cual f =0y luego SNT = {0}.
Por otro lado:

2
1, €om— m 1
cos®(a(9,T)) > (o1, €am1 + ameam)[”_ . 1

N H€2m—1H2 lleam—1 + CLm€2mHQ (14 ap)? m—oo

y entonces a(S,T") = 0.

Lema 2.5. Sea H un espacio de Hilbert , S y T dos subespacios .
Si dim(S) < 00 o dim(T) < oo y a(S,T) = 0 entonces S y T tienen un
elemento en comun distinto de cero.

Demostracion. Supongamos sin perdida de generalidad que dim(S) < oo.

Como «(S,T) = 0 existen sucesiones:

{$n}nen C€ S v {tn}neny C T de norma 1 tales que (s,,t,) — 1 entonces
n—o0

ISn — tull = (Sn — tn, Sn — tn) = 2 —2Re ((sn, t,)) — 0 como la dimension
n—oo

de S es finita , existe una subsucesién {s,;} que converge a s € S, entonces
lls|| =1y como Hsnj — tn, H — 0 entonces t,,, también converge a s luego
J]—00

sesSNT. O]

Observacion 2.6. Notemos que el resultado previo vale en particular si
dim(H) < oo.

En el siguiente lema conectaremos la definicion de dngulo con la nocién
de proyector ortogonal.

Lema 2.6. Sea H un espacio de Hilbert y S, T" dos subespacios, sean
Ps:H — Sy Pr:H— T los proyectores ortogonales entonces se tiene que:

= a) cos(a(S5,T)) = || Ps|r| = |[Ps Pr|.

» ) Si existe (Ps|7)™! vale que: sen(a(S*+,T)) = ||P51|71||'
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» ¢) sen(a(S,T)) = infycg |s)=1,cer ||s — ]|

Demostracion. Directo de las definiciénes se tiene:

_ |<S7PSt+PSLt>| _ |<37P5t>|
a) cos(a) = sup = sup sup ————
SES,s#40, tET,1£0 IIs]| 1£]] teT 120 ses,s20 |||l [I]]
[ Pst]
= [|Ps|zll-
terizo ||
b); = inf ||Pst|*= inf (1—|Psct|?)
HPS’ElH2 teT, [t =1 teT it =1 s

= 1= sup [ Peclotl = 1 P ol
t||=1

Ahora por el item a) tenemos que:
L= [Pslrll = 1 - cos?(a(S*,T)) = sen(a(S*, T))

¢) inf |ls—t|*=  inf  ||Pps+ Ppis—t|’
s€S,||s||=1,teT s€S,||s||=1,teT

_ s f P 2
et | Pros||

=1— sup |Prs|®.
seS,||s||=1

Nuevamente por el item a):

1— sup || Prs||>=1—||Prls|” =1 — cos®>(a(S,T)) = sen?(a(S,T)).

seS,sl=1

]

Notaremos P§; al operador P: S@®T C H — S dado por P(s+1t) = s
,este operador es un proyector (es decir P? = P) y por otro lado dado un
proyector P con dominio D(P) C H tomando S = Im(P) y T = Nu(P)
resulta P = PEEBT con lo cual todos los proyectores pueden pensarse como
PS.r para S y T adecuados.

A continuacion daremos un lema que nos permitird caracterizar mejor a estos
proyectores.

Lema 2.7. Sea H =S ® T y el operador P* definido como: P* := (Pg@T)*

. . 1
entonces este operador coincide con el operador dado por (Pt) = Pgi@Ti'
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Demostracién. 1) Primero chequeemos que S+ y T estdn en suma directa
para corroborar que Pt estd bien definido.
Como:

StNT+ ={x € Span{S,T}/x L S,z L. T} = {0}.

2) Ahora chequeemos que P+ C P* es decir. para todo a = s+t € D(P) y
un b = s+ 4 t* arbitrario , debemos ver que:

(Pa,b) = (a, PTb).
Efectivamente:
(P(s+1),0) = (5,57 +t+) = (s,t1) = (s + t, 1) = (a, P*D)
3) Veamos que P* es un proyector. Sea b € D(P*) es decir, b satisface:
(Pa,b)y = (a, P*b), Ya € D(P).
Entonces para todo a € D(P) vale que:

(P(Pa),b) = (Pa, P*b).

Como P es proyector (P? = P) se tiene:

(a, P*b) = (P(Pa),b) = (Pa, P*b).

Comparando los extremos de esta igualdad se tiene que P*b € D(P*) y
P*(P*b) = P*b, luego P* es proyector. y ademds tenemos que:
p* = pim&) . Nu(P*) @ Im(P*) — Im(P*)
— 7 Nu(P*)®Im(P*) - :
Si podemos probar que Im(P*) C T+ y Nu(P*) C S+ entonces la igualdad
que buscamos mostrar se deduce del ftem 2).
Sea a € D(P*) , como 0 = (Pt,a) = (t, P*a) para todo t € T se tiene que

P*a 1 T con lo cual Im(P*) C T+. Si P*a = 0 entonces para s € S se tiene
0= (s, P*a) = (Ps,a) = (s,a) y en consecuencia Nu(P*) L S. O

Estableceremos una relacién entre los proyectores oblicuos y los proyec-
tores ortogonales mediante el siguiente lema.

Lema 2.8. Dados, S, T subespacios de un espacio de Hilbert H, los ope-
radores P = P§.p y P' = (Psv|p) ' Psv existen al mismo tiempo y son
1quales.
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Demostracion. P’ estd bien definido si y solo si Pgi|r tiene nicleo trivial
que es equivalente a que SNT = {0} ya que Pgis = 0 para s € (ST)t =S
Pero que SNT = {0} es la condicién necesaria para la existencia de P.

Veamos que P C P'. Sia = s+t,s € S;t € T entonces Pgra = Pgis y
P'a = s = Pa solo resta chequear que los dominios sean iguales. Sea a €
D(P'), como D((Pgi|7)™") = Im(Pg|r) = Pg. T se sigue que Pgia = Pgit
para algtin ¢t € T con lo cual Pgi(a—t) =0y en consecuencia a —t = s € S
luego D(P’) = D(P) como querfamos. O

Relacionemos estos conceptos con la definiciéon de angulo entre subespa-
clos.

Lema 2.9. Dados, S, T subespacios de un espacio de Hilbert H tales que
SNT = {0} entonces:

= a) El operador Pg@Tl es acotado <= (S, T) > 0 y en ese caso se tiene

que | Per|| = ey
» b) El subespacio S & T es cerrado <= a(S,T) > 0.
» ¢) oS, T) =a(St,Th).
Demostracion. a) De la definicién se tiene:

1 ) [t — s ; It — s

[P ]|~ teressessso [P (t—s)|  terusesszo s

Ahora por el item c) del lema 2.6 se tiene que

1

—— = sen(«a(S,T)).
1PSor |

b) = Si S @® T es cerrado y lim,, oo (S, + tn, S,) = (z,y) entonces existen
s e S, teT tales que z = s+t. Como lim,,_., S, = y se tiene que s = y con
lo cual el grafico de PS?@T es cerrado. Por el teorema de grafico cerrado, ng@T
es acotado y en consecuencia por el ftem a) sen(a(S,T)) = =2—7 > 0y en

[1PSar |
definitiva (S, T") > 0.
< Si a(S,T) > 0 entonces por el item a) el operador P5., es acotado,
en consecuencia la convergencia de una sucesion {s, + t,}n.eny implica la
convergencia de la sucesion Pg@T(sn +t,) = s,. Como S es cerrado , existe
s € S tal que lim,,_,o S, = sy entonces debe existir t € T" de modo que se
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cumpla lim,, , t, = t. Luego S & T es cerrado.
c) Por el item a) y el lema 2.7 se tiene:

1 1

[PSeall — N(PEer)

sen(a(S,T)) = = sen(a(S*+,T+)).

7L
’ ’ PSJ_ @TJ_

]

M4s adelante trabajaremos con familias de exponenciales reales en L?(0, +00)
y serd de interés considerar la restriccién de estas funciones al espacio L?(0, T').
A continuaciéon daremos un lema que nos ayudara a entender como los pro-
yectores funcionan con la restriccion.

Lema 2.10. Sean S, T dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H.
Sea Ps|r el proyector Ps : H — S restringido al subespacio T y Prl|s el
proyector Pp : H — T restringido a S. Entonces:

» a) El proyector Ps|r restringido a T' es un isomorfismo con su imagen
< a(SH,T) > 0.

» b) Se tiene que:
(P5|TZT—)S)*:PT‘SZS—)T.
» ¢) El operador Ps|r : T — S es un isomorfismo de subespacios <=
(S, T+) >0 y (S, T) > 0.

Demostracion. a) :> Si Ps|r es un isomorfismo por 2.6 b) tenemos que
sen(a(S+,T)) = m y en particular a(S+,T) > 0.

< Si a(S+,T) > 0 volviendo en los pasos de la demostracién de 2.6 {tem b)
tenemos que:

0 < sen*(a(SH,T))=1— sup |Pset|”= inf |Pst|®.

teT,||t]|=1 teT,||t]|=1

Con lo cual Ps|r es inyectivo y luego biyectivo con su imagen.

b) Dados s € S, t € T escribimos s = s + spu,s7 € T,sp. € T+ |
t=tg+tgi,tg €S, tgr € St entonces:

(Pst,s) = (ts,s) = (ts +tgi,s) = (t,s7 + spr) = (t,s7) = (t, Prs).

c) El operador Ps|r : T — S es un isomorfismo de subespacios si y solo
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si es un isomorfismo con su imagen y esta coincide con el subespacio S.
Que este operador sea un isomorfismo por el item a) es equivalente a que
a(S+,T) > 0.Por otro lado la imagen de este operador serd densa en S si
y solo si el adjunto es inversible. Por el item b), que (Ps|r : T' — S)* sea
inversible es equivalente a que a(S,T+) > 0. ]

Observacién 2.7. Notemos que si tenemos dos subespacios cerrados S ,
T tales que «(S,T) > 0 entonces S @ T es cerrado y podemos concluir la
igualdad:

S&T = Span{S,T}.

A continuacién estableceremos una relacion entre las propiedades de las
familias de elementos en un espacio de Hilbert vistas en la seccién anterior
y la nocién de angulo entre subespacios.

Dada una familia {p, },en deciamos que era minimal si para todo n € N,

resultaba que ¢, ¢ Span{y;} Sean los espacios £ = Span{¢,}

JEN,j#n" neN?

B, = Span{@;};cy iz, ¥ Por comodidad (p,) = Span{e,} por el lema 2.5
como (p,) N E, = {ZO} entonces a({p,), E,) > 0y con esto (por el lema 2.9
item a)) existen operadores acotados

Py =PE o B ().

Si llamamos {¢}, }nen a el sistema biortogonal dentro de E asociado a {¢@y, }nen
tenemos que:

[oonll o]l [l

y también si n # m:

(o B~ (. 25) =02

. P*(on
Con lo cual podemos concluir que @] = HZ? (@HQ

y también P,(x) = (x, ¢ )on
Luego:
[P

1Pall = llehll lpnll =
lnl

y entonces por el lema 2.9 se tiene que:

1

Poll = @il llenll = =1
I Pall = ll2nl lleonl sen(a({pn), En))
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Observacién 2.8. Notemos que de lo anterior se deduce que si la familia
{©n }nen satisface estimaciones m < ||¢,|| < M para todo n € N entonces
que exista ¢ > 0 tal que para todo n € N valga a({(¢,), E,) > ¢ > 0 es
equivalente a que la familia {¢,}nen sea minimal uniforme. Es decir si la
familia es minimal uniforme entonces existe K > 0 que acota las normas de
la familia biortogonal y:

1
sen(a((en), En)

)
Con lo cual existe ¢ > 0y a({p,), E,) > ¢ > 0. Por otro lado si existe ¢ > 0
v a({pn), En) > ¢ > 0 entonces sen(a({y,), E,)) > sen(c) y en consecuencia

= [lenll llenll < MK.

1 1

< .
[nll sen(a({pn), En)) — msen(c)
Con lo cual la familia es minimal uniforme.

sl =

Ahora daremos las definiciones de minimalidad, minimalidad uniforme
y base de Riesz para familias de subespacios similares a las ya vistas para
familias de elementos en un espacio de Hilbert.

Definicién 2.7. Sean . = {S,, },,en una familia de subespacios de un espacio
de Hilbert H, sea E = Span{Sn},cn ¥ En = Span{S;} cx jzn -

En estas condiciones decimos que . es minimal si para todo n € N existe
un proyector acotado P, : E — S, paralelo a E,,.

Decimos que la familia de subespacios .'={S!, := P}S,}nen €s un sistema
biortogonal para ..

Definicién 2.8. Diremos que la familia . = {S,, }nen €s minimal uniforme

si existe M > 0 tal que:
sup || P, || < M.
neN

Definicién 2.9. Diremos que la familia . = {S, },en es base de Rieszde E
si existe un isomorfismo V' : Span{Sy}, .y — Span{Sy},cy tal que la familia
{V=1S, }nen es ortogonal es decir VLS, L V71S,,. n # m.

Definicién 2.10. Diremos que la familia . = {S,, },en es base de H si es
base de Riesz y H = Span{ Sy}, cn-
Observacién 2.9. A veces puede ser conveniente trabajar con un sistema
biortogonal a la familia . = {5, },en que no este contenida en E | con lo

cual llamaremos a cualquier familia de subespacios {5/ },en que satisfaga:
PpS, =P:S,, P,=P3".p :E— S, Pp:E®E"—E

un sistema biortogonal para ..
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Observacién 2.10. Estas definiciones para familias de subespacios son con-
sistentes con las ya dadas para familias de elementos en el sentido siguien-
te: Dada una familia de subespacios . = {S,, }.en que satisface alguna de
las propiedades previas. Si para cada n € N tomamos una base ortonor-
mal {(pjn}dzm (52) de S, entonces la familia {¢jn}in satisface la propiedad
homénima. De forma reciproca si la familia de elementos {¢,, },en tiene una
propiedad entonces la familia de subespacios {S,, = (¢©n)}n iy también la
tiene.

Daremos un resultado 1til sobre el comportamiento del angulo entre
subespacios y los isomorfismos.

Lema 2.11. (Paviov) Sean S, T subespacios de un Hilbert H y U : H — H
un isomorfismo.
Entonces:

sen(a(US,UT)) > HU*1H_1 |U||~" sen(a(S,T)).
Demostracion. (del lema) Dados s € S, t € T se tiene:

1)

=12 e | T
sl _HU HHosi = o=

] tH

Ahora por el lema 2.6 {tem ¢) concluimos:

-1
sen(a(US,UT)) > H|[|]U||”

sen(a(S,T)).

]

A continuacién daremos el resultado analogo al teorema de Bari 2.1 para
familias de subespacios. Una exposicién con méas profundidad puede verse en

[15]

Teorema 2.2. Sean . = {5, }nen una familia de subespacios minimal de
un espacio de Hilbert H, sea E = Span{Sy},cn ¥ En = Span{Sj}jeN i
Son equivalentes:

v a). ={S,}nen es base de Riesz de E

= b) En E las normas |||, v (0%, |P.()|)? son equivalentes, es
decir, existen constantes m, M > 0 tales que:

1/2
m ||zl < (Z | B (2 IIH> < M |jzly -
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» ¢) Eziste ¢ > 0 tal que para cualquier particion de la familia inicial
S ={S,}nen en dos subfamilias S y S con AU S =Sy
NSy =0 siJy:=Span{Sntg co Y J2 = Span{Sm}g c resulta:

Oé(Jl, JQ) >e>0

Demostracion. a) = ¢) Sea V : E — E el ortogonalizador de . como .} y
S son disjuntas tenemos que V=1J; L V~LJ,. Luego por el lema de Pavlov:

Vfl
sen(a(Ji, Jz)) = sen(a(VV LI, VV L)) > ”||V||H

v
VI

sen(a(V1IL, VL))

y entonces existe € > 0 tal que a(Jy, Jo) > e > 0.

c) = b) Notemos que como . = {S;, }nen €s minimal, existen los proyectores
P,:E=S5,®E,— S,y su sistema biortogonal venia dado por S/, = PrS,
en particular en E tenemos que P,P, =0sin#my P,P, =PFP,sin=m
de aqui deducimos que:

N

2
> Pl =
j=1

N 2

S pa

Jj=1

H

—N e —
Sean Jy = Span{S;},_; v Ly = Span{S;},. 5 por hipétesis existe £ > 0
tal que a(Jy, L) > € > 0 para todo N € N con lo cual existen proyectores
P, : E = Jy® Ly — Jy acotados y tales que || Py, | = L se

N sen(a(Jn,Ln))’
. N .

satisface Pjyx = >, Pjz y en consecuencia dado x € FE con [[z]| = 1

tenemos que:

N

2
> Il =
j=1

= 1Py |I* = (sen(a(t}N,Lw)Q2 = (867”1(5))2

N N 1 2
;n o3 Z 7| = 1Pl = ooy 2

Con lo cual las normas son equivalentes.
b) = a) Sean los proyectores P, : F = S, ® E,, — S, como las normas son
equivalentes , el operador T': E — (? | T'(z) = {P,2}nen s un isomorfismo

2
H

N
Z le’
j=1

2
H
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mas ain, de la definiciéon de T se sigue que T'S,, L. T'S,, para todo n # m.
Sea {e, }nen una base ortonormal de H y J : 2 — H el isomorfismo dado por

J{an}) =320 anen, si S LT en H entonces JS L JT luego JP: H — H

n=1
es un ortogonalizador para .¥ y luego esta es base de Riesz.

]

Serd de ayuda tener un resultado equivalente al ya visto para familias de
elementos que nos muestre como se transfieren las propiedades enunciadas
por isomorfismos.

Teorema 2.3. (Invarianza por isomorfismos)

Sea T : H — H un isomorfismo, sea T() = {T'S,}nen el resultado de
aplicar T a la familia de subespacios ./ = {S, }nen, sean E = Span{S,}
y En, = Span{S;},

neN

eN.j#n entonces:

(-) es minimal <= . es minimal.

w» b)) T(Y) es minimal uniforme <= . es minimal uniforme.
(.7) es base de Riesz de <= . es Base de Riesz.
()

L) es base <= .¥ es base.

Demostracion. a) Para ver que T.¥ es minimal debemos ver que existen
proyectores

@, : TE — TS, paralelos a TE,,. Como . es minimal existen proyectores
acotados P : E — S, paralelos a S,, y en particular (por el lema (1.8))
a(Sp, E,) > 0. Como S, N E,, = {0} y T es un isomorfismo entonces 7'S,, N
TE, = {0} y luego podemos tomar @, := TP, que estd bien definido y
TP, : TE — TS, paralelo a TE,. Para ver que es acotado por el lema de
Pavlov tenemos que:

171
17l

sen(a(TS,, TE,)) > sen(a(Sy, E,)) >0

y en consecuencia o (TS, T E,) > 0 nuevamente por el lema (1.8) concluimos
que los operadores (),, son acotados, es decir T.% es minimal .
b) Solo debemos ver la cota, como . es minimal por el lema (1.8) vimos

que para todo n € N se tenfa que que ||P,| = m entonces de la

uniformidad se deduce que existe M > 0 tal que M > W;E)) para todo
n € N luego usando el lema de Pavlov tenemos :
—1—1 -1
1 B 1T
< sup

su Al = su — < —
S 10 = s TS TE) =5 T sena(Sm Bn) = AT
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Luego T.¥ es minimal uniforme.

c) Si & es base de Riesz y V' es un ortgonalizador, tomando V' = TV

entonces V'7'TS, = (TV)™'TS, = VIT7ITS, = V715, con lo cual V' es

un ortogonalizador para {1'S, },en. Luego 7.7 es base de Riesz.

d) El resultado se deduce de que E = H y en consecuencia: TE = TH = H.
O

A continuacién definiremos el producto tensorial entre espacios de Hilbert
y mostraremos algunas propiedades clasicas.

Definicién 2.11. Sea H y 57 dos C-espacios de Hilbert. Definimos H® .7 el
producto tensorial algebraico entre los espacios H y ¢ que se construye de la
siguiente manera. Consideremos el espacio vectorial formado por el conjunto
de pares

(H, ) = {ZCj(hj,Uj):Cj €eChjeH, v, )= 1...n,n€N}.

j=1

Sea N el subespacio de (H, 7)) generado por los elementos de la forma:

ZZdek(hj,Uk) —1x <Z thk,bkvk> .

j=1 k=1 j=1

Donde en la expresion previa la notacion 1 x <Z?:1 cil, bkvk) representa al

par (Z?Zl cjhy, bkvk> con coeficiente 1.
El producto tensorial algebraico H @ 7 consiste entonces en el cociente:

(H, #)/N.

Observacién 2.11. El producto H x 7 puede pensarse como un subconjun-
to de (H, 72 identificando los pares del producto usual (h,v) con el elemento

1(h,v) € (H, ).

A la clase de equivalencia de un elemento (h,v) la notaremos h ® v y
los llamaremos tensores simples. Todo elemento de H ® 7 puede represen-
tarse como una combinacion lineal finita de tensores simples. Notemos que
una combinacién de este estilo es igual a cero solo si es una suma finita de
elementos de la forma:

Z Z cjbrh; @ v, — (Z thj) ® (Z bkvk) :
j=1 k=1

=1 k=1
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En particular se tiene la siguiente igualdad:

<Z thj) ® (Z bkvk> = Z Z Cjbkhj X v = Z Z h]’ & cjbkvk.
j=1 k=1

j=1 k=1 j=1 k=1

Observacion 2.12. Sean {e,}acr ¥ {ls}pcs bases ortonormales de H y 57

respectivamente, entonces dada f = Z;;l cjh; ® v; podemos representarla

COomao:
F=) "hs@lg=) eq@ua
B

donde hg € Span{h; }J LY Vo € Span{v; jjl"

Notaremos (, )% v (, ) al producto interno de ‘H y S respectivamente
y definimos un producto en ‘H ® ¢ dado por :

<Zthj®Uj,dehk®Uk> ::chjdk h],hk <’U],’Uk>
j=1 k=1

7j=1 k=1

De esta manera la norma de un elemento f =37 | ¢;h; ® v; resulta:

n 2

> cih @

J=1

= ZZc]ck B, b2 (Vi ) e

Hew  I=L k=1

Puede verse que esta aplicacion resulta un producto interno en H ®
. (Ver [19] capitulo 3) En consecuencia el espacio H ® ¢ resulta un pre-
Hilbert, llamaremos producto tensorial completo a la completacion del espacio
H @ A y lo notaremos HRZ .

Para el espacio H®.7 tenemos las siguientes propiedades que pueden verse
n [19].

Proposicion 2.3. Sean H yi dos espacios de Hilbert y consideremos el
espacio HRA entonces:

» Sean My y My dos conjuntos completos en H y € respectivamente
entonces el conjunto {h®uv : h € My, v € M} es completo en HRHA .

v Si{eatacr Y {lz}pes son bases ortonormales de H y F€ respectivamente
entonces {eq @ lg,a € 1,8 € J} es base ortonormal de HR.7 .

n Se tiene que (dimHRH) = (dimH)(dims) (dimension como espa-
cios de Hilbert).
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w SiH # {0} y A # {0} entonces HRIH es separable si y solo si H y

JC son separables.

» Bl espacio HRH es completo si y solo si H o H son de dimension
finita.

Supongamos ahora que el espacio . es separable y sea {e, },en una base
ortonormal numerable. Dada f = "> | ¢,h, ®e, € H®I podemos calcular
su norma de forma maés sencilla haciendo directamente:

[eS)
2 2 2
1 Bz = D leal® I1hnll3,
n=1

De forma andloga si el separable resulta el espacio H con base ortonormal
{l,,}nen podemos calcular la norma de f =" 1, ® c,v, como:

[e%S)
2 2 2
1 1z = D lenl lonll’, -
n=1

A continuacién estudiaremos la nocién de angulo entre subespacios previa-
mente definida en el caso de que el espacio sea un producto tensorial entre
dos espacios de Hilbert que asumiremos separables.

Definicién 2.12. Dado S un subespacio de 7 v ¢ € H definimos:
PRS :={p®s,se€S}CHRHA subespacio.

Lema 2.12. Sea {p,}nen una familia de elementos en H distintos de cero
y sea {Sp}nen una familia de subespacios de € también distintos de cero.
Sean M C N, AN CN dos subconjuntos. Consideremos los subespacios:

I, =, @ H C HRH

%//l = Span{%m}me//l C H®%7 %JV = Span{%}ne/ - H@%

How = Span{pm} e o CH, Hoy = Span{pn} ey CH

S = Span{pm ® St pe o C HOHA, Sy = Span{pn ® Sp},c y C HOA
S = Span{Su},c o C A, Sy = Span{Sn},c , C I .

Entonces:
v a) oy (K, ) =an(Hu, Hr)
w» b) angn (T L) > oy(Hu, Hor)

v c) oy Lu, L w) > Sy, Sy)
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Demostracion. a) Sea {e,}nen una base ortonormal de 57, dadon = 3 7% | nWe; €
S por el lema 2.6 item c¢) tenemos:

senQ(a;@yf(%//z, Hy)) =

2
Z‘Pm@)nm Z@n@)nn

= inf
Mm €A M€, ‘ ’ 2 Pm&nm HH@% meH neN HoH
o
= _ nf Z inf Z OnnY
=195= HZ %) om H =a2n eCn eC neN
o
= inf Za2 inf Z Om — Z gbn
21 a5=1 |20 @], =1 0mEH 4 SnM oy || 5=y =

= oomf IZa sen’(ay(H.u, Ha)) = sen*(an(H.u, Hor))

y concluimos ayzn(Hu, #y) = ay(H.u, Hor).
b) Por el lema 2.6 item ¢) y el inciso a) tenemos que

sen*(awn(H.u, Hor)) = sen®(aggn(Hu, Hy))

2
nmejfvnneijZm EmONm HH@%:L"EW””E% meA neN HEH
2
< inf § Pm & Nm — § ©n @ 1
NmESm M ESn, |Zm OmONm HH@%:LWGt/‘/vaJ/f meH neN HOH

= sen®* (s (Lw, L x))

y luego an(H.u, Hor) < pzn(SLws L)
c¢) Sea {hg}reny una base ortonormal de H. Para cada n y men A4 y N

respectivamente escribimos ¢, = o, PRy o = Yooy o hy.
Luego repitiendo el procedimiento realizado en el item a):

sen* (g (Hy, Hy)) =

Z‘Pm@)nm Z%@WM

meN neN

= inf
nmE%’mnG%,HZm PmOONm H

o HRHA
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2
o0
= _inf > mf Y oW, = > oW,
j=195=1 j=1 HZ’” ap%)an%ﬂI? me.A neN A
N 2
— _if Sa fnf > bw— > bn
=1 G [ onl | =tomeS.anesy || ey net Al
o
= __inf Za?senQ(oz%)(S,///, S ) = sen*(auw(S.z, S i)
o g2-1

y concluimos aygp(Hu, 7 y) = cw(S.u,Sy) y finalmente por el item b)
(L a, L) > (S, Sy).

]

Como consecuencia del lema previo se tiene el siguiente resultado impor-
tante a la hora de decidir si una familia de subespacios del producto tensorial
posee alguna de las propiedades que trabajamos antes.

Corolario 2.1. Sea .F = {¢n}nen una familia de elementos de un espacio
H tal que existen m, M > 0 y se cumple:

m < |leall < M, Vn € N | sea Fup = {p, ® H}pen una familia de
subespacios de HRA .7 = {Sy}nen una familia de subespacios de H
distintos de cero y F.g = {n®5Sp nen una familia de subespacios de HRA .
Entonces:

» a) F es base de Riesz <= F es base de Riesz.

w b) F es minimal uniforme <= F es minimal uniforme.

c) F es minimal <= F es minimal.

d) F ., es base de Riesz = F.o es base de Riesz.

e)F . es minimal uniforme = F.o es minimal uniforme.

f)Zw es minimal = F.o es minimal.

Demostracion. a) = Si.Z es base de Riesz entonces también lo es la familia
de subespacios {(p,) tnen. Por el teorema 2.2 existe ¢ > 0 tal que dados
M C Ny #/ CN que cumplen 4 U N =N, . # NN =) resulta:

a(Span{m} e pr SPa{ 0} pe ) > € > 0.
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Ahora por el lema 2.12 tenemos que

a(Span{SOn ® %}ne/’ Span{@m ® <%ﬂ}m.g,///>
= a(Span{om} ey S0P} e ) =€ > 0.

Con lo cual nuevamente por el teorema 2.2 concluimos que %, es base de
Riesz.

< Con los mismos lineamientos que en la implicacién anterior, tenemos que
si 7 4 es base de Riesz entonces:

a(Span{em} e 4 SPan{ent e v )
= a(Span{p, ® A}, 1, Span{pm @ A}, ,) > > 0.

y luego por el teorema 2.2 .% es base de Riesz.

b) = Supongamos que % es minimal uniforme, entonces la familia de subes-
pacios {{pn) }nen también es minimal uniforme con lo cual existen proyecto-
res:

Pyt {pn) @ Span{om}menmen — (¢n) acotados y una constante C' > 0 de
modo que sup,,y || Pl < C.

Como: .

sen(a({pn), Span{QDm}meNm;gn))

tenemos que por el lema 2.12

[

sen(oz(<(pn>, Span{gom}meN,m;én)) = Sen(&(¢n®%7 Span{gam ® %}mEN,myén))
y como vale la estimacién

1
5 S 5671(@(%% X %7 Span{tpm ® %}mEN,m;ﬁn))

concluimos que a(p, ® ', Span{pm @ A}, cy pzn) > 0. Ahora por el lema
2.9 existen proyectores:

Qn P Pn & H D Span{gpm ® ’%ﬂ}mEN,m;ﬁn — Pn ® H

uniformemente acotados y en consecuencia % es minimal uniforme.
< Si Z 4 es minimal uniforme existen los proyectores (), y en particular
C > 0 tal que:

1 -
5 S Sen(a(gﬁn@)%, Span{g@m ® %}mENJn;&n)) = Sen(a(<(pn>7 Spa’n{gpm}meN,m;én))
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en particular se tiene que a((pn), Span{om},,.,) > 0y como se satisfacen
las hipotesis de la observacion 2.8 existen los proyectores

Pt (on) © Span{eom}nen mzn = (Pn)

que resultan uniformemente acotados y en consecuencia .# es minimal uni-
forme.

c¢) De la definicién y el hecho de que:
g (Hn, y) >0 <= ay(H.u,H.r) > 0.

Se tiene que .# es minimal <= % lo es.

d) Sean .#4 C Ny 4 C N tales que 4 U N =N, .4 N A = (. Como
F . es base de Riesz existe ¢ > 0 tal que ayg (g, Hy) > € > 0 luego
por el lema 2.12 :

gLy L w) > ayHpy, Hy)>e>0

y nuevamente por el teorema 2.2 .% 4 es base de Riesz.

e) Si .Z, es minimal uniforme entonces existen proyectores

P” : <SO" ® S”> D Spcm{gpm & S’m}mEN,m#n — <30n & S’n>
Estos proyectores serdn acotados ya que
(L, L) = (M, Ha) >0

y luego la familia .% &~ es minimal. Para chequear la uniformidad basta compu-
tar:
1 1

su Pn =Ssu —su = ¢
neg Il neg sen(oyzn (L, S r)) neII\T) sen(an(H.a Hor))

Donde la constante C' existe por la minimalidad uniforme de la familia .7 .

f) La demostracién estd contenida en la demostracion del item e). O

Observacion 2.13. El resultado anterior es de gran importancia ya que
para decidir si una familia de subespacios del producto tensorial satisface
alguna de las propiedades enunciadas anteriormente alcanzara con analizar
si la familia de los coeficientes en alguno de los espacios que componen el
producto la satisface.
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2.3. El problema de los momentos

En esta parte estudiaremos en abstracto el problema de los momentos.
A lo largo de la seccién daremos condiciones necesarias para que el problema
tenga solucion que vendran dadas en términos de las propiedades que cumpla
la familia .% involucrada. Los resultados que expondremos pueden verse en

2].

Sea H un espacio de Hilbert separable y .% = {¢, }nen una familia de ele-
mentos arbitraria en H. Definimos el operador de los momentos P4 como:

Pz : D(Pz) CH = L2, Pz(f) = {(f. a)r}nen.

El dominio de este operador es

D(,Pﬁ) = {f S 7‘[/{<f, 90n>H}nEN S EQ}'

El problema de los momentos consiste en:

Dada una sucesién {c, }neny € ¢ decidir si el operador de los momentos es
sobreyectivo, es decir, determinar si existe f € H (y hallarla si es posible) tal
que Pz(f) = {cn}nen en otras palabras , determinar si {¢;, }neny € Im(Pz).

Observacién 2.14. El operador P4 es cerrado pues si f, —— 0
n—o0

v Pz (fn) — {ck}ren € % entonces como cada coordenada:
n—oo

(fn,o6) —— 0 resulta {cy}reny =0
n—oo

Observacién 2.15. Si la familia .% no es completa en H definiendo

V = Span{¢n},cn. tenemos que H =V & V* con lo cual el operador Py
tiene ntcleo no trivial V*.

Consideremos el operador P restringido a V , Pz|y : D(P#z)NV — %] este
nuevo operador es un isomorfismo con su imagen y ademés como Im(Pg) =
Im(Pz|y) para estudiar la resolubilidad de un problema de los momentos
alcanzara con estudiar la imagen del operador P#|y que es inversible, cerrado
como Pz y ademds su inverso Pyl‘_/l también es cerrado ya que si:

{{foor)teen —0 €82y fu ——f €V

n—oo
resulta (f, pr) =0 Vk € Ny entonces f =0

A continuacién enunciaremos y demostraremos un resultado que nos per-
mitird caracterizar la resolubilidad de un problema de los momentos en térmi-
nos de las propiedades de la familia .% asociada.



44 CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS.

Teorema 2.4. (Resolubilidad) Sea H un espacio de Hilbert, F = {¢n}nen
una familia, V = Span{en},cy » {€ntnen la base estindar de (* y Pz el
operador de los momentos Py : D(Pz) — (% entonces:

» a) El operador Pz|v es un isomorfismo entre V y (> <= La familia
F es base de Riesz de V. En particular si ¥ es base de Riesz de V
resulta Im(Pg) = (2.

» b)) Im(Pz) =0? = F es minimal uniforme.

» ¢) La familia F es minimal <= La base estdndar de (*: {e, }nen estd
incluida en Im(Pz).

» d) Im(Pz) = (> < La familia F es W — L.i..

Demostracidn. a) = Si Pz|y es un isomorfismo entre V' y £2 entonces por el
lema 2.2 la familia {P#|;' (€,) }nen s una base de Riesz de V.
Como:

{Pzly (en), i) then = P2Pzlv' (en) = PzlvPz|v en = €n

entonces . es un sistema biortogonal para {Ps | ' (€) }nen contenido en V/,
luego por el teorema de Bari (teorema 2.1 a) ) .% es base de Riesz de V.

< Debemos ver que Im(Pz|y) = ¢* . Si F es base de Riesz de V y
F' = {¢), }nen su sistema biortogonal ,{¢,}nen base ortonormal de V' y

T : V — V el ortogonalizador que cumple T(¢,) = ¢, dada {c,}nen € ¢2
por (2.1) podemos tomar f € V de la forma f = " ¢,¢, entonces:

Pzlv(T71)"f) = Pzlv (Z Cn(Tl)*%)

P
{<Z Cn90n790k>} = {ck}ren

y entonces Im(Pz|y) = (2.

Observacién 2.16. Notemos en este caso que si .% es base de Riesz de V'
entonces D(Pz) = H ya que podemos descomponer H =V & V=,
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b) Como Im(Pz) = (2 , los elementos ¢!, = Pzl e, existen en V y
como se vio en a) resultan un sistema biortogonal para .#. Por el teorema
de grafico cerrado el operador es Pyh_/l es acotado y en consecuencia:

sup |0y, || < [|P= 3 || sup flealle = (| P2V < oo,
neN neN
luego .% es minimal uniforme.

¢) = Si .Z es minimal y .#' = {¢/ },en es su sistema biortogonal, por
definicion:
Pz (en) = {{en, @r) bren = en.

<« Como antes los elementos ¢] = Pz;h_/len existen en V' y son un sistema
biortogonal para .%, luego la familia es minimal.

d) = Supongamos que .Z no es W — [.i. , existe una sucesién {a, }nen € £2
distinta de cero tal que para toda f € D(Px) se tiene

N
<fv Z a’ngpn> m 07

n=1
entonces {ay }nen € Im(P#)*t. Efectivamente para toda f € D(Pz) :
N N N
(Pzf.an)p = lim 2_:1<ng Z fofn) @ = lim <f,Zanson> -
3 luego {an}nen = 0.

< Si Im(Pg) # (* entonces tomamos {ay, }nen € Im(sz)L distinta de cero
y como para toda f € D(Ps) resulta:

N
(Pzf,an)e = 0 entonces A}l_{f;o <f, Z&n(pn> =0

n=1
y ¥ noes W — Li. O

Veamos algunos ejemplos donde el problema de los momentos tiene solu-
cién.
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Ejemplo 2.6. Consideremos el problema de los momentos asociado a la
familia .# del ejemplo (1.4). Como D(Pz) ={f € H/f L o} tenemos que:
dada {a,}neny € €2 tomamos f = > 7 anpn € D(Pz) y Pazf = {an}tnen
esto nos da un ejemplo de un problema de los momentos que es resoluble con
una familia que no es base de Riesz.

Si tomamos la familia del ejemplo (1.3) que es W — [.i pero no minimal nos
muestra que puede darse Im(Pz) = £? sin que la base estdndar de (? este
contenida en Im(Px).

En general dada una familia # = {p,, },en con sistema biortogonal #' =
{¢} }nen y un elemento {a, }nen € £ una solucién formal al problema de los
momentos Pz f = {a, }nen es la siguiente :

[e.e]
_ /
=) anp,.
n=1
Si esta serie converge entonces:

Pzf = {<f> @n>}n€N = {an}neN-

El siguiente resultado nos dard una forma de identificar cuando esta solucién
formal es una solucion correcta al problema.

Teorema 2.5. Sea H un Hilbert, F = {p,}nen una familia minimal con
sistema biortogonal F' = {¢) }nen Y {an}nen € £* entonces:

» a) {ap}nen € IM(Pg) <= Euxiste f € H tal que:

N
<n21 an¢;,9> —— (,9).

L , M
Para cada combinacidn lineal finita g = 3;Z, ¢jp;.

» b)) Si Im(Pg) = (* entonces la serie y | a,l, converge a una f € H

Yy ,Pff = {an}neN-

Demostracion. a) = Sea {a,}tneny € Im(Ps) entonces existe f € H tal que
Pzf ={an}tnen. Sea g = Z]Ai1 cjp; entonces si N > M:

M

<Z anw;7g> = antn =Y (fron)Cn = <f, chsﬁj> = (f,9).

n=1



2.3. EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS 47

< Supongamos que existe f € H tal que para cualquier g de la forma
M
g=> =1 Citpj vale:

<Z anson,g> (f.9)

entonces tomando g = ; resulta que para N > j, <Zg:1 anh, pj) = a; y
en consecuencia (f, ;) = a;. Luego {an}neny € IMm(Pyz).

b) El resultado se sigue del hecho que el operador Py\‘_/l es acotado y que
para cada N € N

Pzl ({a;}55 Zam

]

.. . . . N
Observacién 2.17. El teorema anterior nos muestra que si la serie ) ', a, ¢},
converge débil en H entonces tomar f = Y a,¢), nos da una solucién al
problema de los momentos Pz f = {an }nen-

Ahora mostraremos un corolario del teorema que nos permitira decidir
cuando un problema de los momentos es resoluble en base a estimaciones de
las normas de la familia biortogonal.

Corolario 2.2. Sea H un Hilbert, F = {pntnen una familia minimal con
sistema biortogonal F' = {¢) }nen entonces:

a) Si{an}nen € ¢ y 3071 lanl l95] < 00 = {an}nen € Im(P).

b) Si existe {an}nen € €2 de modo que 3% |an|* |@L]I> = oo entonces
Im(Pz) # (2.

Demostracion. a) Como la suma Y~ a,p), converge en norma entonces
también lo hace en forma débil, luego por la observacion previa se tiene el
enunciado.

b) Para mostrar este ftem necesitaremos un lema previo.

Lema 2.13. (Orlicz) Sea H un espacio de Hilbert y {xy,...xx} una familia
finita de elementos de H, entonces

2

N N
Z||xn||2§méx Zan:pn [la,]=1,n=1,..,.n=N
n=1 n=1
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Demostracion. (del lema) Hacemos induccién en N de la siguiente afirma-
cién:
Dados {z1,...zx} C H existen {ay,...ay} de modulo 1 de modo que:

Z Re (a;a;(x;, ;) > 0.

1<i<j<N

Para N = 1 no hay nada que probar, para N = 2 tomando as = 1 solo hay
que elegir un valor de a; con modulo 1 tal que Re ({a1z,y)) > 0. El paso
inductivo resulta de tomar los del paso N — 1, ao, ..., ay de manera que

> Re(aa(zi z;)) >0

2<i<j<N

y luego elegir a; de modo que Re (<a1x1, Z;VZZ aja:j>) > 0 ya que

Z Re ((a;z;, a;x;)) = Re <<a1x1,Zajwj>>+ Z Re ((a;z;, a;x;))

1<i<j<N 2<i<j<N

y cada sumando es mayor o igual que cero.
Finalmente para la demostracién del lema, dados {z1, ...z x } elegimos {a1, ...ax }
como recién y entonces:

N 2 N N
Zanxn :ZHan2+2 Z Re (a;a;(z;, x;)) > ZHQJHHQ
n=1 n=1

1<i<j<N n=1

]

Continuamos con la demostracién del item b) del corolario.
Dados ¢, ...¢y por el lema existen by, ...,by de modulo 1 y ¢,...,cy con

cj| = |a;| tales que b; = ¢;/a; y ademads:
N 2 N o 2 N 2 N
J 2 2
Dl =12 o)) = > bilaidp) || =DMl ]
J=1 j=1 "7 j=1 j=1

Supongamos que Im(Pz) = ¢? entonces el operador Pz|;' es acotado y
llamando C' = ||Pz|;'|| por (2.5) se tiene:

N 2

>

J=1

N N
—|Psl el <O Il = ¢S a2 < Clagll,e
j=1 j=1

que es absurdo. O
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En general la estrategia para resolver un problema de los momentos con-
siste en lo siguiente: Dada {c, }nen € 2 y una familia .# = {¢@, }nen si existe
F' = {¢), }nen sistema biortogonal para .# entonces siempre se tiene una
expresion formal de la solucion dada por:

n=1

El problema consiste en evaluar cuando esta serie converge en H.

2.4. Familias de exponenciales reales.

En esta seccién trataremos con funciones de la forma {e=*"t}, cy en el caso
en el que la sucesién {\, }nen este formada por nimeros reales pediremos que
la sucesion I' = (A, ) en satisfaga:

(2.2) O<AMi<X<...\,<..., lim\, =00

n—o0

Sin embargo, la gran mayoria de los resultados que expondremos en esta
seccion valen también para sucesiones en ntmeros complejos ¢ cerca de del
semieje real positivo 7 donde cerca viene dado en el sentido siguiente: existe
0 > 0 de modo que :

Vn € N,Re (A,) > 0|A,], lim |\,| = .
n—oo

Para méas simplicidad vamos mirar el caso (2.2) y usaremos las siguientes
notaciones:

» C, ={z€C:Re(z)>0}.
= H(C,) el conjunto de funciones holomorfas en C, .

» H®(C,) es el espacio de Hardy de funciones holomorfas y acotadas
sobre C,.

Los resultados que expondremos pueden verse en [18].
La transformada de Laplace jugara un rol fundamental en esta seccion. Re-
cordemos la definiciéon y algunas propiedades importantes:

Definicién 2.13. Sea g € L*(0,+00) le asociamos su transformada de La-
place dada por:

(2.3) G(\) = / e Mg(x)dr, X\ =a+bi, a> 0.
0
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Teorema 2.6. La funcion G posee las siguientes propiedades:
» GeH(C,).

» Para todo e > 0, G estd acotada en C. = {\ € C: Re(\) > €} y

ademds se tiene que  lim  G(\) = 0.
[A| =00, AeCe

Este importante resultado conduce a la definicién del espacio de Hardy:
(2.4) H*(CL) = {G € H(C,)/Fa > 0, / |G(a + bi)|?db < a, a > 0}
R

munido de la norma :

1
1Gl32(c, ) = Sup </|G(a+bi)|2db) .
a>0 R

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.7. Sea G € H?(C,) entonces G se extiende a C, a una funcion
G y satisface:

= la asignacion: b G(ib) pertenece a L*(R).

= la asignacion: a — ([g ]@(cH—bz’)Palb)l/2 es decreciente, mds ain se
1/2

tiene que : HEHH2(C+) = (J |G(bi)[>db) "~ .
Y con esta norma el espacio H*(C,) resulta un espacio de Hilbert.

Teorema 2.8. La transformada de Laplace es una isometria entre el espacio
L*(0,400) y el espacio H*(C.) es decir:

s La transformada es un isomorfismo lineal.

= para toda g € L*(0,+00) se tiene: ||Gllyzc,y = 19/l 120, 400)-

2.5. Familias de exponenciales reales en L*(0), +00)

Trabajaremos con la familia de exponenciales reales , (e‘A"t)n N donde
(An),en satisface las hipétesis 2.2. Nuestro objetivo es dar condiciones que
garanticen que esta familia es minimal y completa en L*(0, +00).

Teorema 2.9. Sea la familia (e’)‘"t)neN con (Ap),en cumpliendo las hipdte-
sis (2.2) entonces:
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es completa en L?(0, 4+00)

. Si: anl ﬁ = oo entonces la familia (e_A"t)neN

pero no es minimal.

m S Yoo < 0o entonces la familia (e )neN no es completa en
L*(0,+00) pero si es minimal, mds atn, tiene un sistema biortogonal
(Qk)en que satisface:

& T
OPdt ~ —————
/0 ’CIk( )| Q‘Akjl()\k”z

cuando k — oo y donde:

H 1-X/ Ak
 LLIEEN 145/
J()\) = (1+—)\)2k, A€ (C+.

La siguiente condicion conocida en la literatura como condicién de Blashc-
ke es la clave para entender el funcionamiento de estas familias.

Teorema 2.10. Sea f € H®(C,), f # 0 sea (2x)ren la sucesion de ceros de
fen C, entonces se satisface la siguiente condicion:

(2.5) > M <00

2T ()]

De forma inversa tenemos que: si (zx)keny €S una sucesiéon que satisface
(2.5) podemos construir f € H*>(C,) de modo tal que (zx)ren Sean sus
ceros. Para ser mas especifico, se tiene lo siguiente:

Teorema 2.11. Sea (2,)neny C Cy st

Re (z,) -
2 TGP <

neN

entonces el producto infinito:

1=z,
1+ Nz,

(2.6) w =]

neN

reCy,

que llamaremos producto de Blashcke, converge absolutamente en C, a una
funcion W € H®(C,) y ademds los ceros de W son exactamente (2, )nen
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Demostracion de 2.9. Supongamos primero que vale > -, /\i = 00, sea
¢ € L*(0,+00) tal que

+o0
/ e p(t)dt =0, Yn € N
0

sea J : Cy — C la transformada de Laplace de ¢ :

J(\) = /0 " e Mop(t)dt.

Por el teorema 2.8 sabemos que J es holomorfa sobre C, y uniformemen-
te acotada en el conjunto C. = {A € C : Re(\) > ¢} para todo ¢ > 0.
Ademas por la eleccién de ¢ se tiene que J(A,) = 0, Vn € N. Supongamos
que @ # 0 entonces la funcién J es no-nula , por otro lado por las hipétesis

que cumple (A,)nen ¥ el teorema 2.5 se tiene que ) ¢ % < 00 por com-
i n

neN ao < 00 lo que es absurdo pues la serie por hipotesis
diverge , luego ¢ = 0 y en consecuencia la familia (e=*!),cy resulta com-
pleta en L?*(0,+00). Sin embargo la familia no es minimal pues si fijamos
no ,la sucesion (A, )pen ntn, cumple las mismas propiedades que (A, )nen con
lo cual siguiendo el razonamiento anterior podemos concluir que la fami-
lia (€7*"),ennzn, €5 completa en L%(0,+00) y como consecuencia se tiene
e Mol € Span{e=nt}

paracién resulta

_)\ t . .
neNnsng 11680 (€77")pen no es minimal.
Supongamos ahora que > -, /\i

- n

sucesion {\, }nen tenemos que:

1= A/A,
neN 1+)\/)\”

< oo por el teorema 2.11 aplicado a la

es una funcién holomorfa en C; con lo cual si definimos:

_ W

también resulta holomorfa en C,. Como la transformada de Laplace es una
isometria con L*(0,+o00) existe g € L?*(0, +00) tal que

T\ = /0 T e M g(t)dt

y ademas vale que:

—+00

l911Z2(0,00 :/0 g dt = [T (M3 cs) =/ [J(i)|* dr.

—0o0
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Como la sucesién {\, }neN son los ceros de J se sigue que J(ib) # 0 y en
consecuencia f |J (z7’)| dr > 0 luego g es un elemento no trivial en el

espacio Span{e~ )‘"t}neN y en definitiva la familia no es completa.
Para ver que es minimal propondremos un sistema biortogonal. Para k € N
sea :

J(N)

Jk(>\) = J/(/\k>(/\ _ Ak>7

A e C,.

Notemos que:

W) (1 4+ A2 — W(N2(1 + A)
(1 + )1
(14 N)* '

T(\) =

W’ (A 1M /Am
Con lo cual J'(\g) = 1+(>\ ’C)) = 1+/\k E Hm# 1+/\Z§H £0.

Con lo cual la familia {J; }ren resulta una familia de funciones holomorfas y
en consecuencia existen funciones g, € L?(0, +00) tales que:

() = / " e Mgt

/Ooo|qk(t)|2dt:/Z|Jk(¢7>|2d7.

Notemos que J,(A,) =1 ya que:

—1 1— /A
Jn(An) = —
(An) 20, (1+ Ap)2J'(\) ng L+ N/ Am

B ~1 11 1= M\/Am
- 1= /Am N
2)\n(1 ‘l’ )\n> 2Xn (1+/\n)2 Hm;ﬁn 1+>\n/m m#n 1 + )\n/)\m

y ademads si n # m entonces J,,,(\,) = 0 con lo cual la familia {g,(t)}nen es
un sistema biortogonal para {e=*"!},cn.

Buscaremos ahora una estimacion para la norma de las funciones {¢,(t)}.De
la definicién de W se sigue que |W (ib)| = 1 para todo b € R.Computando
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/ g ()| dt = / T(ir) | dr
0 —00
1 o0 dr

RN Ak ” ) [ 1+¢¢)2(¢T—Ak)|2

obtenemos:

‘J/)\k| / 1+7—2 72+)\2)

y usando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se deduce que:

hm/ g (t)? dt = (hm 2 )(lim /OO dr )
all k=oo |\ J' (AP \k=oe Jo (14 72)2(1 4 72/AF)

_ (Hm #) /“’d_T
k—)oo|)\kJ/()\k)|2 o (1+472)2

Como queriamos.

O

2.6. Familias de exponenciales reales en L?(0, T

El objetivo de esta seccién es trabajar con la familia {e=*»'},cn esta
vez vista en el espacio L?*(0,7) queremos obtener condiciones similares a
las probadas en la seccion anterior respecto a la convergencia de la serie
zneN W En este caso si ), ﬁ = 0o obtendremos , como antes, que la
familia {e=*»'},cn es completa en L?(0,T') pero no es minimal, sin embargo
Si Y nen ﬁ < 0o para probar algo similar a lo anterior serd necesario hacer

mas trabajo y lo abordaremos en lo que sigue.
——L2(0,T
Definimos el espacio A(I', T') :== Span{e=*nt} eg\? )

Trabajaremos con la funcién:

C L2(0,T), 0 < T < .

1-M\/A
HkGN 1+)\/ﬁ
(1+ \)?

Definida anteriormente con el producto infinito de Blashcke

1— Xz,
WWIHNHA%'

J(\) =
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El objetivo sera mostrar el siguiente resultado:

Teorema 2.12. Supongamos que {\, }nen satisface: Y, = . < 00. Para to-

do T > 0 existe una familia {1,,(t) }nen biortogonal a {e~ A"t}neN y constantes
C1 = C(I,T);Cy = Co(T', T') mayores que cero tales que:

Ol ||J||’H2((C+) HT H < CQ ||‘]||’H2((C+)
A" (Na)] - TEOD T ()]

vn € N.
Este teorema serd una consecuencia del siguiente:
Teorema 2.13. En las hipotesis del teorema 2.12 el operador Ry dado por:
Ry : A(T,00) = A(T,T), Rr(f) = flom

es un isomorfismo , en particular, existe una constante Cp > 0 tal que

1200y < Ml 2000) < Crllfll 2oy » Vi € L2(0, 00).
Supongamos cierto el teorema 2.13 probemos 2.12.

Demostracion de 2.12. Por el teorema 2.9 tenemos que :

(6 7Qm>L2(0 o0)
< 1RT€ ) Qm>L2(0,oo)
= (e " (R7" ) tm) 12 00,7)

entonces poniendo 1, = (R;l)*qm y por ser Rp es un isomorfismo se sigue
el teorema. ]

Nos concentraremos entonces en mostrar que el operador de restriccién
Rt es un isomorfismo.
Definimos los polinomios de Dirichlet :

N
= {P(t) = Zaje”\ft, a; cC,N > 1,1t > O} .
j=1

Si podemos mostrar que existe C'r > 0 tal que para todo polinomio P € 2 se
tiene [|P[| 129 o) < O || Pl 12(o ) entonces por densidad habremos probado el
teorema. Comenzaremos con un lema que nos dard una cota para un sector
de C que contiene a la semirrecta (e, 00).
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Lema 2.14. Sea € > 0 y el sector de C dado por:

£

SM .= {z::l:+iy,x>e, 1y <M}.
x—¢

Entonces erxiste una constante CM > 0 tal que para todo P € 2 se tiene que:
[P(2)] < CY I[Pl (o 100y €M), V2 € SM.

Demostracion. Sea A = {D,},en una sucesién de subconjuntos de I' =
{A\n}nen tales que:
Dy ={M}; DenNDy =0,k #1; UpenDr =T

Sea P(t) = Zjvzl cje Nt € 2 siexistem = m(N,A) > 1tal que (\)1<j<n €

U’,ﬁi’f‘Dk podemos escribir a P como:

P = Z Z cje_’\jt = ngk(t).

k=1 /\jEDk

Ahora utilizando la familia biortogonal {g,(t)}.en de la familia {e=*»!} en
L?(0, +00) tenemos que:

o = /0 " P(r)gu(r)dr

Dado z = z+iy tenemos : g(2) = 3_, cp, e N =305 p, Jo~ P 7)dTeN*
con lo cual:

P < | [P0 S ame o) dr

)\jGDk
2

> —XiRe(z 2
< [T a0 ar Pl g
0

)\jEDk

Ahora para estimar la integral del miembro de la derecha, notemos que la
transformada de Laplace de Z/\jeDk qj(1)e ") viene dada por:

/ —\T Z q] —XjRe(z2) d’T - Z / dT€ AjRe(z)

)\ €Dy )\ €Dy,

Z J —)\ Re(z

)\ €Dy
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Como la transformada de Laplace es una isometria tenemos que:

2 2
/ Z qj(T)ef)\jRe(z) dr = Z J f)\ jRe(z)
0 |)\eDy \;€Dy, HAC)
2
+oo
:/ Z J;(itT ARe() | g
o0 )\jEDk
Y en consecuencia podemos escribir :
2
2 2 oo . —X;Re(z)
9 < NPy [ | X Sir)e ) ar
- )\jEDk

Sea I'y, una curva cerrada que rodea solo a los A; con solo los indices j tales
que \; € Dj, y que no contiene a i7 entonces como A; es un cero simple de J
el teorema de los residuos nos dice que:

. —Xjz __ J(ZT) 6—1/12
2 et =50 / N OICET

Con lo cual:

400 1 +o0
/ Z Jj(iT)e_’\fRe(Z) dr = —; |J(i7‘)|2 (/
—00 47T —00 Iy
AjE€Dy k
1 +oo ‘ )
SW . |di)| N |J(iT)|" dT
e ¥z

e 2
S e (/ ol m)

Donde recordemos que {\;} es una sucesién creciente y A\; > 0. En la ecuacién
p es aquel que cumple |iT — | > p = mingsy dist(Ig,iR) > 0 para todo
¥ € 'y y todo k € N. Finalmente obtenemos la estimacién:

e ¥?

11152
2 H2(C) /
’gk(z)‘ — 4,027'('2 r, J( )

Y entonces para acotar un polinomio P € 2 tenemos:

1 e, &
Pt < e S (10 ) 1Pl
k

k=1

m\ "“”')20”

)

\dw) T,

)
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Para terminar la demostracién del teorema necesitamos una estimacién de
—z . .
< ka ‘ & ‘ |dy| ). Para poder hacer esto estudiaremos el comportamiento del

producto de Blashcke, empezando con el siguiente resultado que puede verse
en [5].

Proposicién 2.4. Sea 0y € [0,7/2) fijo. Se tiene:

» a) Eziste una sucesion creciente de nimeros positivos {1, }nen que cum-
ple lim,,_ o r, = 00 y tal que:

~ log |W(rnei9)|
lim ——" "1

n—00 Tn

=0

uniformemente para todo |0| < 6.

» b) En todo el sector —m/2 < a < 0 < 5 < w/2 que no contiene a A,
vale que :

~log |W(r6i9)|
lim —————= =
r—00 r
Asumamos cierto esto y ademds notemos que podemos suponer que o bien
{rn} o bien una subsucesién de {r,} es tal que toda franja r, < |z| < rp41
contiene un elemento \; € I'. Sea 0 < 6y < 7/2 y consideremos los siguientes
subconjuntos de I':

Ok‘ = {Z = ’r‘eie/rk < |Z| < Tk+1, |9| < 00} NT.

Con lo cual una eleccién natural del conjunto I'y viene dado por la frontera
del conjunto {z = re® /r;, < |z| < 1441, 0] < 6o} notemos que dicho conjunto
viene dado por los segmentos T = {ry, < |2| < rep1, 0] = 6o} v dos arcos
Y ={lz| =mr, 0] <6}, =k k+1).

La eleccién de 6, garantiza que las rectas {z = re
con 'y como I'* NT' =0, k> 1 tenemos:

. |5z 1001= (/ ot )

Ahora o bien utilizando el primer inciso de la proposicién 2.4 para ¢ € I'}*
y ¥ € T}F™ o bien utilizando la segunda parte para ¢ € Ffao podremos
concluir que existe para todo n > 0 una constante C; > 0 tal que si k es
suficientemente grande entonces:

= > 0} no se cortan

(W ()| > Cpe™L 4 e Ty
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yva que esta desigualdad es equivalente a que la expresion:

'k

sea mayor que cero y esto ocurre para k suficientemente grande como con-
secuencia de la proposicién 2.4. Ademés si ¥ = re?’ y z = x + iy € C,
tenemos:

’6—1112" _ e—Re(d)z) _ e—T(mcos(G)—ysen(G)‘
Puesto que como z > 0, || < 0y < 7/2y z € S¥ tenemos que:

xcos(f) — ysen(0) > zcos(0) — |y| |sen(6)]
> x(cos(0) — Msen(0))

y dado que limgy_,o(cos(8) — Msen(f)) = 1 vemos que para todo g € (0,1)
existe un 0y € (0,7/2) de modo que:

zcos(0) — ysen(0) > Pz, 6 € (0,0).
Asi que volviendo tenemos que |e‘wz} < e7"P* y con esto finalmente podemos
acotar:
e~ ¥z

J ()

Alx

e < Cp(1 + 1) A=Azt

Ademassir > rq :
2nr > 2nre .
s — A T2 — A

Siempre y cuando podamos elegir ro tal que 758 — A; > 0. No obstante
siempre podremos hacer esto fijo primero 5 € (0, 1). Finalmente tenemos:

—(rB—=M)x+nr < —nr<— x>

e ¥z

J(w)

2119y
r2ff — M

Az

Vn > 0, (xz

< Cpy(1+71)2e™™, Vr> 7“2) :

Y usando esto:
e~ vz

/ 7w

y si k es suficientemente grande:

/ 6)\1$
l
Fk

Tk+1
@ <C, [ e

rietifo

dp] < Cy(1+ )%™ / ]

rie=400

e~ ¥z

J ()

< 200mC(1+ 7)™, I =k, l=Fk+ 1.
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Usando estas estimaciones podemos escribir:

T & o)
Az s | H2(C4) 2z ¢ 2
o p(ot < e S5 e ([ o) 1P
4p2m? ; r, J() L2(0,00)
2’|JH§-LQ(C+) Tm+1 2 _—nr — 2 ,—nr 2
Sl O R Ra WIC s [

Por otra parte como:

Tm+1 0o

/ (14+7)e ™dr < / (14 7)%e "dr
T2 T2

y también:

Im 74 (1 4 7r5)%e ™ = lim rie "
k—ro0 k—ro00

y la eleccion de O implica que cada intervalo (ry, 7441) contiene al menos un
valor A, € I' | nos lleva a que limy_, 71 /k = 00 (ya que lim, o A\, /1 = 00)
por lo tanto la serie Y-, rx(1 + ry)%e~"* converge a una constante C, > 0
y con esto concluimos:

T 2 2
EMTIP(2)] < CHIP 20 s00) -

Ahora para terminar la demostracion de este lema notemos que dado un po-
linomio P(t) = Y2, a;e™"" nuestro objetivo es poder acotar las integrales:

J. 7w

Dado ¢ > 0 por el lema previo vimos que si k es suficientemente grande
entonces estas integrales estan uniformemente acotadas, luego el resto de los
casos quedan acotados por ser finitos. En resumen hemos demostrado que
dado M > 0 para todo n > 0 existe una constante C,, > 0 de modo que si
z=uz+iy € SM se tiene:

2 2 2 2\
[P(2)]" < G 1Pl 20,400 €

e~ ¥z

|dy] .

]

Para terminar la prueba de que Ry es un isomorfismo supongamos que
tenemos una sucesién de polinomios { P, }men C <2 que satisface:

(2.7) HPmHL2(0,+oo) =1, (Ym=1), 7%1_1}100 ||Pm”L2(0,T) =0.
Por hipétesis y el lema previo, dado 6y € (0,7/2) la sucesion { Py, }men C

2 estd uniformemente acotada en el sector SM. Utilizaremos el siguiente
teorema que puede verse en [1] capitulo 5.
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Teorema 2.14. Sea Q un dominio de C y F C H(Q) una familia de fun-
ciones. Supongamos que para todo compacto K C § existe una constante

Ck > 0 tal que :
sup|f(2)| < Ck, Vf e F

zeK

entonces F es equicontinua.

Demostraciéon de 2.13. Debemos mostrar que existe una constante Cr >

0 tal que para cualquier polinomio P € 2 se tiene || P 120 o0y < O7 [|1Pll 207
, supongamos que esto no es asi, existe entonces una sucesién {P,, }en tal

que HPmHLg(Om) =1, (Vm > 1), lim, HPm||L2(0,T) = 0, como la familia

{P.} men es uniformemente acotada en Séw , entonces resulta equicontinua en

SM " con lo cual existe una subsucesion { P, }ren y una funcion P € H(SM)

de manera tal que P,,, — P uniformemente sobre compactos de SM. Por el

teorema de convergencia mayorada de Lebesgue , tenemos que P,,, — P en

L*(n,00) para todo n > . Por 2.7 tenemos que P = ( en el intervalo (1, T)

paratodo 0 <e <n < T.

Como P es holomorfa tenemos que P = 0 en el intervalo (g,00) y en conse-

cuencia limy,_oo || Py || 127 4 00) = 0- Como por hipétesis imyoo || Py || 120 1) =
0 se sigue que:

T,+o00

kh—g.lo HPmk»HLQ(Ov‘"OO) =0,

pero esto contradice que || Pn[ 12 4 o) = 1. Hemos concluido la demostracién
de que Rt es un isomorfismo.
[

Observacién 2.18. Utilizando las proposiciones de la secciéon 1.2 hemos
mostrado que si la sucesién de nimeros reales {\, },en satisface la condicién
de Blashcke (2.5) entonces la familia {e=**'},cy es minimal en el espacio
L?(0, +00). Por lo visto recién, resulta minimal en el espacio L?(0,T'), con lo
cual, dada una familia de subespacios {S, },en de un espacio de Hilbert H
tenemos que la familia conjunta de subespacios {e™*"! ® S,, },en es minimal
en el espacio L?(0,T)QH.

Observacién 2.19. Es posible demostrar un resultado reciproco, es decir, si
H es un espacio de Hilbert con dim(H) < co y una familia {e™**' ® S, }nen
es minimal en L?(0, T)®@H entonces la sucesién de ntiimeros {\, }nen satisface
la condicién de Blashcke. En el caso de que el espacio de Hilbert H sea de
dimensién infinita es todavia un problema abierto determinar si la condicién
de Blashcke (2.5) es necesaria para que la familia sea minimal.
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Volviendo al teorema 2.13 vimos que existen constantes que hacen verda-
dera la siguiente cadena de desigualdades:

Ch ”JHH2(¢:+ Cy ||J||7-¢2(<c+)

)
’ < |7ll;2 < ; , Vn € N.
[And" (M) PO = X0 ()]

Para poder estimar la norma [|7,([ 27 serd til conocer estimaciones de
T'(A).

Tenemos que:

J(\) = (1+AN)2W'(N) — (1 + MW (N)
B (14 M4 '
En particular evaluando en la sucesion { Ay }ren obtenemos:
W' (Ax)
J () = ——%.
( k) (1 + )\k)Z

Computando resulta:

. 1= /A
W'\ = — H —
2\ neN,n#k L4 A/ An

Con lo cual:
H 1-Ai/An
neNn#k 1+, /An

!
AL = —
T (M) 206 (1 + Ap)2

Esto nos lleva a analizar el comportamiento del producto [, .y, Lk %

Trabajaremos con el concepto de indice de condensacién para una sucesion.

Definicién 2.14. Sea I' = {\, },en una sucesion de nimeros reales, defini-
mos la funcién de interpolacion:

E(A):ﬁ(l_j_;)

Una condicion suficiente para que la funcién E este bien definida es que
exista un nimero d € [0, 4o00] tal que:

A este nimero (si existe) se lo llamara densidad y diremos que la sucesién T’
es medible. Ademads en este caso se tiene que:

) 2\ A2
r = 2T (15
n=1 n n

m#n
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en particular evaluando en A, resulta:

/ -2 )‘i
En) =5, (“E)

m#n

20203

Usando esto obtenemos la relacion:

1-Am/An
HnEN,n#m m
220 (1 + An)?
E'(\) H 1
= > 5.
40+ (1 N ;_)
Como Y °° & < oo dado ¢ > 0 si n es suficientemente grande entonces

n=1 ),
existe C. > 0 tal que [],,,, (1 + i—;) < C.etn,

() = —

Definicién 2.15. Dada una sucesion I' = {\, },,eny de niimeros reales positi-
vos con densidad d definimos el indice de condensacién como el nimero C(I")
dado por:
_log =t
C(I) = Tm — )l

n—00 )\n

y si d = 0o entonces definimos C(I") = oo.

Observacién 2.20. De la definicion se sigue que dado ¢ > 0 existe una
constante C. > 0 tal que :

1
[E(An)]

< Cfae(c(l“)-kﬁ)kk7 k e N.

El siguiente resultado puede verse en [5]

Teorema 2.15. Si existe una constante k > 0 tal que para todo par de
numeros n,m € N vale que:

A — An| =k |m —n|

entonces C'(I') = 0.
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Usando estos resultados y volviendo a la cota:

& ||J||H2(<c+)

1Tl 207y < T Ow)] Vn € N.

Tenemos que si {\, }nen s una sucesion creciente de niimeros reales positivos
y € > 0 entonces para k suficientemente grande vale que:

Tl < et
kllL20,1) = |)\kJ/()\k)’
< O, ||J||H2((C+) C. OO+

Y en particular si C(I') = 0 concluimos que para cada € > 0 existe una
constante C. > 0 tal que:

HTk”LZ(O,T) < Coe.



Capitulo 3

El método de los momentos.

En este capitulo estudiaremos sistemas de la forma :

{ Ly Az =f
x(0) = xo.

con A un operador autoadjunto y estrictamente positivo con autovalores A, y
autofunciones ,,. Veremos como entender soluciones de un problema de este
tipo en distintos espacios de Hilbert que construiremos durante el capitulo.
A continuacién introduciremos el control en la no homogeneidad f y es-
tudiaremos el problema de controlabilidad en forma abstracta. Finalmente
caracterizaremos la controlabilidad en términos de las propiedades ciertas fa-
milias de exponenciales como lo desarrollado en el capitulo 1. Los resultados
que expondremos en esta secciéon pueden verse en [2].

Sea V , H dos espacios de Hilbert tales que V < H con V = H. Identificamos
H con H* y sea V* el espacio dual de V entonces H puede identificarse con
un subespacio de V* de modo que la inclusién H < V* resulta continua (Ver
[14]). Se tiene:

Vo HEH — V.

Sea G(a, b) una forma sesquilineal y continua en V. Para cada « > 0 definimos
la forma G, como:

Gaola,b) = G(a,b) + ala,b)y.

Supondremos que existe C, > 0 de modo que :

(3.1) Ya €V, Gula,a) > Cyllalls.

Por la continuidad de las formas G, y la desigualdad (3.1) tenemos que la

65
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norma generada por G, que definimos como: ||a||, = Ga(a, a) es equivalente
a la norma en V , es decir existen constantes m, M > 0 tales que:

m |zl < Ga(z,z) < M |z,

Asi el espacio V con la norma ||.|| : a y el producto (z,y)s = Gao(z,y) resulta
un espacio de Hilbert. El siguiente resultado puede verse en [16] pag. 276.

Teorema 3.1. En las condiciones previas existe un unico operador A auto-
adjunto y estrictamente positivo de modo que se satisface

(Aa,b)y = G(a,b) Ya € D(A),beV

y asi para cada o« > 0 tenemos definido un operador A, autoadjunto y es-
trictamente positivo que se corresponde con la forma G, y viene dado por:
A, = A+ ald. Ademds en este caso se tiene que D(A,) = D(A).

También puede verse en [16] pag. 276 lo siguiente.

Lema 3.1. En las condiciones anteriores para cada o > 0 existe un operador
B, autoadjunto y estrictamente positivo que satisface B> = A, con D(B,) =

V y poniendo B, = Aéﬂsatisface:
(3.2) (AY2a, AY?b)y = Go(a,b), a €V, be V.

A partir de ahora asumiremos que el operador A tiene asociados autova-
lores (A, )nen y autofunciones (¢, )nen que forman una base ortonormal de H

Observacién 3.1. Como A es autoadjunto y estrictamente positivo se tiene
que {(An)nen} C R>¢ donde C' es la constante (3.1) pues si Av = Av entonces
< Av,v >= Xv|l5, > C'||v|)3, con lo cual A > C'.

Definicién 3.1. Para r € R definimos el espacio de sucesiones

2= {(cn)neN/Z leal? (M + )" < oo}

n=1
munido del producto interno:

o0

<{an}nENa {bn}nEN Zan /\ + Oé T/Qb ()‘ + a)r/Q

n=1

y la norma

1/2
[(cn)nenll, = (Zlcnl (An +a> :
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Definicién 3.2. Para r > 0 definimos los espacios W, = {f € H/f =
> o, (€n) € €2} munido del producto:

[ = chgpn y 9= ZanOn ; <fa g)Wy- = <<Cn)nENa (dn)n6N>€%
n=1 n=1

y la norma
11w, = [l(cn)nenll, -

Definicién 3.3. Para r > 0 definimos los espacios W_,. como la clausura de
las sumas finitas de la forma:

Z CnPn, con la norma HZ CnPnll = Z |cn\2 A+ )"

Observacién 3.2. Notemos que W_, coincide con el espacio de series de la
forma Y7 | ¢,on con {c,}bnen € £2,. Esto se debe a que si f € W_, existe

fe=>_ cgf)gon tal que limy_, o fr = f luego la sucesién {cgf)}keN es de Cauchy

en (2 y en consecuencia existe {c,}nen tal que limk%o{c,(f)} ={c,} yen
definitiva f =3 > ¢ 0.

Observacion 3.3. Presentamos algunas observaciones que seran ttiles
a lo largo del capitulo:

» Con las definiciones anteriores resulta que ¢? y W, son espacios de
Hilbert.

= ¢, € W, para todo r € R.

= Por la construccién de los espacios W, y W_,, vy que por hipotesis
A, > C tenemos que W, C H € W_,, parar > 0,7 > 0.

= Tenemos que W, C Wy si s <r.

» El espacio 2 es isomorfo a ¢? via la multiplicacién M_, : £2 — (% defi-
nida como M_,({c,}) = {c,(Ay +)/?} con inversa M, y en definitiva

{entnen € 2 <= {(Mn + )%, b pen € 12

» De forma mds general podemos definir M! : (2 — (Z dada por

M{({ea}) = {ea(An + )=/}

Para r > 0 , por el teorema espectral, se tiene el siguiente lema:
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Lema 3.2. Los espacios W, coinciden con los dominios de las potencias de
los operadores A, es decir: W, = D(AZ/Q).

Demostracion. Notemos que:

D(A;/Z) = {f cH, f= Z CnPn | ch(kn + a)r/zgan converge en 7{}
n=1 n=1

- {f EH, [ =3 capn / {nlh+ ) }nen € e?}

n=1

= {f EH.f =) cnpn / {Cnlnen € 5?} =W,.

n=1

Observaciéon 3.4. En estas condiciones se tiene que
Wo = D(Id) = H, Wy = D(A) y tambien W, = D(AY?) = V.

Notemos W al espacio dual de W, y (¢, f). al producto de dualidad
(@, f)w,xw= que consiste en el valor de un funcional f € W en un objeto
p e W,.

Definimos los operadores J! : W, — W, como :

Jg <Z Cn(;pn) = Z Msr(cn)Qprr
n=1 n=1
Notemos que:

S <i cn90n>
n=1

= M (ea)}lez,, = [HenOn + )™}z,

= [{en} ez

[e.o]

n=1

Wr+s

9

W

con lo cual estos operadores resultan isometrias entre los espacios W, y W, .
Por comodidad si » = 0 notaremos sencillamente J, : W, — Wy = H al
operador J?.

A continuacién daremos una caracterizacion del espacio dual de W,.

Lema 3.3. El espacio W es isomorfo al espacio W_, .
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Demostracion. Sea g € W_,., g = Zf:’:lgngon. Definimos T, : W, — C de
la siguiente manera. Para f € W, , f = > f.p, definimos T,(f) =
> | JnGn- Veamos que estos operadores resultan acotados. Tenemos:

> Fatn

n=1

<D 1l Qa4 @) (gl (A + @) < I f L, gl -

n=1

T ()l =

Con lo cual Ty, € W y ademds || Ty[| = ||glly,_ -

Por otro lado, dada ¥ € W) consideremos el operador dual a los operado-
res J, definidos previamente. Esto es J; : W — H* dado por J*(V)(h) =
U(J.(h)). Ahora como J (V) € H*, por Riesz existe g € H tal que J*(V)(h) =
(h,g)n y como H C W_, entonces g € W_, jasi definimos L : W} — W_,
como L(¥) = gg. Veamos ahora que la asignaciéon 7' : W_, — W* dada por
T(g) =T, es un isomorfismo.

Como [|T(g)llw: = llgllw_, ¥ ILW)ly_, = llgellw_, = IS (¥)] = W] en-
tonces ambos operadores (17" y L) son acotados con lo cual solo resta ver que

Trw =V y L(T,) = g. Como J¥(Tj)(h) = (h,g)n tenemos que L(T,) = g
y por otro lado Trwy(h) = (h, L(¥))s para todo h € W, con lo cual por la
definicién de L concluimos que Ty = V. O

Vamos a trabajar con un sistema de la forma:
(3.3) by Av=f 0<t<T
con condicién inicial:

(3.4) z(0) = x¢

y con A un operador autoadjunto estrictamente positivo con autovalores
{\n.} y autofunciones {p,} como antes. Para empezar debemos ver como
entendemos las soluciones del problema (3.3) asi también como entendemos
que se satisfagan las condiciones iniciales (3.4).

Definimos nuevos espacios:

Definicién 3.4.
El espacio L?(0,T; W,) es el espacio de funciones medibles f : (0,7) — W,
tales que:

T
2 2
Whmmm:luﬂmmﬁ<m

El espacio C'(0,T; W,.) es el espacio de funciones continuas en (0,7") a valores
en W,.
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Observacién 3.5. El espacio L?(0, T; W,) resulta un espacio de Hilbert con
el producto:

(. 9) o) = / (), 90w, .

A partir de ahora abreviaremos el espacio L?(0,T;C) directamente po-
niendo L?(0,T).
Consideremos el espacio D(0,7T) de distribuciones sobre (0, 7).
Para f € L*(0,T;W,) definimos su derivada generalizada como un elemento
de Z(D(0,T),W,) de la siguiente manera.
Dada una funcién f € L*(0,T;W,.), f puede representarse como:

n=1

como foT Hf(t)H%/VT dt < oo entonces f,(t) € L2<0, T) y ademas se tiene que
o) 2 r )
Zn:l ”anLQ(O,T) ()\n + CY) < 00 pues:

() 00 T
S WalPoior On ) =3 / Ful2 O + )7t =
n=1 n=1

T o T
/ Z|fn|2 ()‘n‘i‘a)rdt:/ HfHIQ/VT dt < oo.
0 n=1 0

En particular también tenemos que {|f,|}nen € €2 en casi todo t.
Para cada n € N tomamos la derivada generalizada usual: si n € D(0,7) :

39 Doy =1 (5) == [ sowou

y definimos:

de" n %(n)zZ%(n)w

n=1

Por (3.5) se tiene que:

df,
L

2 2
= an”LZ’(o,T) HnIHLQ(O,T)

y en consecuencia df : D(0,T) — W, resulta lineal , continuo y satisface la

identidad: if
S =-r (%)
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Nos interesa buscar una solucién al problema (3.3) que sea continua respecto
de t.

Sea f € L*(0,T;W,_1), xy € W, decimos que xz € C(0,7;W,) es una solu-
cién de (3.3) con dato inicial (3.4) si la suma % + Az pertenece al espacio
L2(0,T;W,_4) , vale % + Az = f en ese espacio y (0) = o en W,.

Teorema 3.2. Sea f € L*(0,T;W,_1), xo € W,, entonces eriste una unica
solucion x € C(0,T;W,) al problema (2.3) que cumple x(0) = xo y ademds la
asignacion T : L*(0,T; W,_1) x W, — C(0,T; W,.); T(f,x0) = = es continua.

Demostracién. Como f € L*(0,T;W,_1) y zo € W, podemos representar f
y xg en la forma:

f=3 hon =Y,
n=1 n=1
con {|f(t)|}nen € &1 y {xg}neN € f?, es decir:

Z an(t)HiQ(o,T) (A + C¥>T71 < 00 Z ‘5132‘2 (A 4+ )" < 0.

n=1 n=1

Formalmente la solucién buscada serd de la forma:

(3.6) 2(t) = wa(t)p

Entonces:

dx d%n - dxn

ot Ar= 2 n—i-A(ZJ?n n>=;< +Axn(t>>%
y

= w0

con lo cual para que = sea solucion, para cada n € N debe valer:

dxn
(3.7) { :Cj:(())\) gilxo I

De esto resulta:

t
(3.8) lt) =ahe 4 [ e gy
0
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y z, € C(0,T;C) ya que f,, € L*(0,T).
Proponemos z(t) con los coeficientes como (3.8) veamos que la solucién pro-
puesta satisface (3.3) y (3.4). De (3.8) resulta:

[ (t)] < [an] ™"+

Para continuar necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.4. En estas condiciones, existe M > 0 tal que para todo n € N y
para todo t € [0,T]
—2Ant

e gy =~ -

L2(0,t) 2)\71 ~ ()\n T a) .
Demostracion. (del lema) Como A, € R basta ver que existe una constante
ko tal que la funcién g(x) = (14 2)(1 —e ") esta acotada por k, para todo
x > C'y esto se debe a que:

(D) (ieg)

Continuamos con la demostracién del teorema 3.2 .
Por el lema 3.4 existe una constante 7, > 0 tal que:

|[If (t)|2 < ‘$0|2 + ||fn||i2(0,t)
con lo cual:

(>\n + a)r |xn(t)|2 < Vo <()‘n + a)r |‘T?L}2 + (An + Oz)T_l ||.fn||iQ(O7t)>

y sumando sobre n € N obtenemos:

(3.9) I2t) s, < v (leolly, + 1120 )

y por lo tanto {z,(t) },en € ¢2 para cada t € (0,T).

Luego la solucién construida con los coeficientes (3.8) satisface z(t) € W,
ademds por la construccién se satisface (3.3) y (3.4). Como la cota (3.9) es
uniforme en ¢, por el teorema de Weierstrass resulta que x es continua en
t, es decir z(t) € C(0,T;W,) .Tomando supremo y raiz cuadrada en la cota
obtenida en (3.9) se tiene:

IOl zary < v (Izolhw, + 17 20w, )

y de esta desigualdad se deduce la unicidad de z y también que la asignacion
I' es continua. ]

t
[ e i < Jab] e e g ol
0
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Definicién 3.5. Definimos el espacio X,.(0,7") como:
X,(0,T)={x € H/z € L*(0,T;W,,1),dx/dt € L*(0,T; W,_1)}

munido de la norma:
2

df
2 2
W= oo+ |3
L OvT;WT—l
Mas adelante necesitaremos que la solucién del problema (3.3) y (3.4)
pertenezca al espacio X,.(0,7T).

Teorema 3.3. En las condiciones del teorema 3.2 la solucion del proble-
ma (3.3) y (3.4) pertenece al espacio X,.(0,T) ,mds ain la asignacion: I :
L20,T;W,_1) x W, = X,.(0,T), T(f,x0) =z es continua.

Demostracion. Por el teorema 3.2 existe una solucién al problema en el espa-
cio C(0,T; W,). Se quiere ver que & € x,.(0,T) es decir que x € L*(0,T; W, 1)
(notar que W,.;1 C W, es un subespacio més chico).

Supongamos primero que en (3.7) las soluciones z,, son reales.

De (3.7)

dzx,(t)
pran A (t) = fr(t)

y entonces multiplicando por z,,(t)(\, + «)" obtenemos:

dt

ahora integrando entre 0 y 7" obtenemos:

T (t)(An + @)

4 20 ()M + Q) M (t) = 20(t) M + @) fou(t)

30+ ) (D = 0, 0)) + Ao, + ) [ o0 e =

r+1

T
/ O+ )77 o8 O + 0) 5 (£)l
0
0 |2,,(¢)[? dt de los 2 lados de la igualdad
, luego usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young
con € > 0 se obtiene:

y finalmente sumando a(\, + a)" [

3Ot (D) = L (OF) + O+ )™ [ )t

r4+1

= alh, + a)’"/o |z, (£)]? dt + /O O 4 @) T fot) (M + Q)T 2, (t)dt

1 €
r 2 r— 2 r 2
<a(h +a) HanLQ(O,T) + %()‘n +a) ! anHL2(o,T) + 5()‘11 +a) H-73n||L2(0,T) :
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Ahora eligiendo € < 2 y pasando 3(\, + )" (|2n(T))* = |2, (0)[?) para el otro
lado obtenemos y usando las de&gualdades del teorema 3.2 resulta:

1
2 r— 2
()\ + Of) ||xn||L2(07T) + 2_8(An + Oé) ! ||anL2(0,T)

(1 B %) (A + ) ”anL? or) S @
1
= 5+ @) (l2a (T = |2 (0))
< Ya (()\ +a)" ‘x()’ + (An +04)r 1HfTLHL20t)
1

o+ @) fallzzomy (An + )" (|ea(T)” — |2, (0)]

Ahora sumando en n obtenemos que exista una constante K, de modo que:

2 2 2
211300, < Ko (112020, + 1700700 )+ B > 0

y por ultimo usando nuevamente la desigualdad del teorema 3.2 resulta x €
L*(0,T;W,41) y de las igualdades (3.7) dx/dt € L*(0, T, W,_).
Obteniendo:

2 2 2
(3.10) ol 0y < Kb (eolly, + 11220200, ) » Kb >0,

Ahora en el caso complejo debemos multiplicar por z,(t)(\, + a)” luego
multiplicar el conjugado de la igualdad dx"(t) + Az (t) = fu(t) por el factor

2 (t) (A + @)” juntar ambas expresiones y a partir de ahi las desigualdades
se siguen igual que antes. Queda probado el teorema. O

Ahora llevaremos esto al contexto de los problemas de controlabilidad.
Sea U un espacio de Hilbert y pongamos % = L?(0,T,U). Sea B € LU, W,_1),
para r € R consideremos el sistema:

(3.11) {%—i—Aszu O<t<T, uew

x(0) = xg x9 € W,

Notemos que como B es un operador acotado, tenemos que:

[ i

con lo cual Bu € L*(0,T;W,_;). Por el teorema 3.2 tenemos que para cada
u € % existe una solucién x,, € C(0,T;W,) del problema (3.11) con lo cual
podemos definir el conjunto de alcanzables R(T,xy) como el conjunto del
final de las trayectorias z,(7") con x, solucién de (3.11) esto es:

w,_y @t < B 1ull 20,70

R(T,x0) = {xu(T) /2, € C(0, T;W,.), u € %}.
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Como B(u(t)) € W,_; ponemos:

o0

(3.12) B(u(t)) = Y (Bu(t))n@n, {B(ult))n}nen € £, ctp.

n=1

Definimos dos operadores S(T') € Z(W,,W,)y K(T) € Z(% ,W,) como:

(3.13) i 0p=AnT

n=1

(3.14) =3 UT MlT=)(Bu(r))ndr | o,

n=1
Con lo cual por la relacién (3.8) tenemos que:
(3.15) 2,(T) = S(T)xo + K(T)u

Nos interesa analizar el conjunto R(T,0) := R(T) ya que el conjunto R(7T', x¢)
puede obtenerse de R(T") via un traslado S(T")zg

Nos concentraremos ahora en el estudio del conjunto R(T) = Im(K(T)).
Recordemos que W) = W_, y dada f € W le asociamos una serie > - | ¢,n
con (¢,) € (2, con lo cual para g € W,,, g =~ by, escribimos:

{9, 1) Z bnCor-

Identificando U con U* y dado que B € £ (U, W,_1) definimos:
B*e (W' . U*) = L(W,_.,U) por la igualdad:

(3.16) (Bg, f)«={9,B" fu, gelU, feW,.
Con lo cual los coeficientes de Bu(t) pueden expresarse como:
(3.17) B(u(t))n = (B(u(t)), ¢n)s = (u(t), B*gn)u.

Poniendo:
Tun(T) = (Xu(T), Pn)

resulta:
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Como ||z (T) |y, = l|Tun(T)ll,2 €l conjunto de alcanzables R(T") C W, queda

caracterizado por el conjunto de sucesiones {(Zun(T))nen/u € U} C (2.
Observemos ahora que por (3.14) y (3.17) tenemos que:

T T
(3.18) zun(T) :/ e_’\”(T_T)(Bu(T))ndT :/ (u(T),e_’\"(T_T)B*gon)udT
0 0

= (u(r1), e_A”(T_T)B*gpnM/.

Consideremos la familia:
(3.19)
F ={en(T — T hnen, en(T —7)=e T B*p € % = L*0,T;U).

Llamaremos a este tipo de familias, familias de vectores exponenciales por
que consisten en una multiplicacién de una funcién escalar en L?(0,7) y un
vector del espacio U. Notemos que el espacio U puede ser de dimensién finita
o de dimensién infinita y mas adelante trataremos ambos casos.

Realizamos el cambio de variable ¢ = T'— 7 con lo cual la férmula (3.19)
queda expresada:

Tun(T) = (u(T = 1), e B pn)a = (u(T — t),en(t))2

Y con esto el problema de controlabilidad se transforma en un problema de
los momentos de la familia .%.
Hemos concluido el siguiente resultado:

Teorema 3.4. El conjunto de alcanzables R(T) C W, del problema (3.11)
es isométrico al conjunto {(zyn(T))nen/u € U} C €2 via la asignacion:
Tu(T) = (2un(T))nen. Ademds el conjunto {(zyn(T))nen/u € U} coinci-
de con el conjunto de sucesiones (cn)nen € (7 tales que el problema de los
momentos ¢, = (u(T —t),e ' B*p,)s tiene alguna solucién v € U .

Podriamos enunciar un problema de los momentos en ¢? pero ya que lo
hemos hecho en ¢? y siendo que estos espacios son isomorfos via la asignacién
M, como lo visto en las observaciones 3.3 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1. El conjunto R'(T) = {M,(cy)}nen C ¢* coincide con el
conjunto de sucesiones (¢))nen para las cuales el problema de los momentos:

(3.20) ¢ = (T =), (An+ )" %)

n

tiene alguna solucion u € U .
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Notaremos ¢/, = (\, + a)/?e,.
Volvemos al analisis del conjunto R(T") de alcanzables.
Queremos estudiar la imagen del operador K (7") que venia dado por:

(e 9]

(3.21) K(T)u=x,(T) =Y (u(T =), en)u%n.

n=1

Sea H un espacio de Hilbert incluido de forma continua en W, que contiene
a todas las autofunciones ¢,, (en particular puede ocurrir Ho = W,.).
Introducimos las definiciones de controlabilidad:

Definicién 3.6. Decimos que un sistema de la forma (3.11) es ezactamente
controlable relativo a Hy en tiempo T si Ho C R(T).

En otras palabras la definiciéon anterior es equivalente a que dada f €
Ho C W, exista u € % tal que z,(T) = K(T)u = f.

Observacién 3.6. En particular puede ocurrir Ho = R(T). Esta condicién
especial estd relacionada con una importante propiedad de la familia .# que
veremos mas adelante.

Definicién 3.7. Decimos que un sistema de la forma (3.11) es aproximada-
mente controlable a tiempo T > 0, si (T)H'”WT =W,.

La definicién anterior significa que dada f € W, y € > 0 existe u € % de
modo que se satisface: ||z, (T) — fl|y, <e.

Observacién 3.7. Un caso particular de esto es que existan u,, € % de
modo que K(T)u, = ¢,. Distinguiremos este caso del resto como también el
caso en el que existan u,, € % de modo que K(T)u, = ¢, y ademds exista
k > 0 de modo que: ||lu,ll, < kllpnlly, ¥n € N. Estas dos propiedades

mas fuertes que cumplir (T)”'HWT = W, estan intrinsecamente ligadas a las
propiedades de la familia .% vistas en el capitulo anterior.

Establezcamos la relacion entre la controlabilidad del sistema (3.11) y las
propiedades de la familia .# en el espacio % .
Sea {an}nen, an > 0 Vn € Ny consideremos el espacio W(,,) dado por la
clausura de las sumas finitas de la forma ) ; Cn;Pn; CON la, norma

B ) 1/2
Senen| = (Sleulfat,)

J

J

(an)
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Enunciaremos los resultados de controlabilidad para espacios particulares
Ho = W(a,)-Para que estos estén contenidos en nuestra teorfa pediremos que
Ho — W, y para esto bastara con que exista una constante N > 0 y se
satisfaga:

(3.22) (A +@)" < Na, Vn € N.
Junto a estos nuevos espacios definimos:

oy = {(cn)nen/ (ann)nen € £},

Con lo cual f € Wi,y siysolosi f =" con, {Calnen € E%an) como lo
visto para los espacios W...

Observacion 3.8. Notemos que en estas condiciones se tiene que W, = W/,
tomando {r, }nen como 7, = (A, +a)™/? y que, como antes, los espacios K%an)
son isométricos al espacio £? via la multiplicacién M, (axl) -

Definimos .y = {ane,(t)} vy F' = {rne.(t)} = €., (t),con r, = (A, +a)"/?
. Asf como antes definimos las isometrias M, entre los espacios ¢* y /2 en este
contexto podemos definir los siguientes operadores que resultan isometrias:

x?’l
LO : 62 — HO? EO((xn>n€N> = a_gpn
n=1 "
/ ' = Ln
L0 5 W, L((wn)uen) = Y
n=1 "

asi como también los operadores de los problemas de momentos de %, y %/,
Pz, vy Pz que recordemos vienen dados por:

Pz D(Ps,) CU — *, Pzy(9) = {{g, anen)u tnen

,szl : D(,sz’) CU — £2’ sz’(Q) - {<g7rn€n>”2/}n€N-

Recordemos que:
D(Pgr) = {v € % /{{v,rnen)a tnen € €} = {v € % [{{v, en)u }nen € (}.
Ademés

D(Pz,) = {v € % [{{v,anen)u }nen € €} = {v € U [{(v, en)u bner € ()}



79

que es un subconjunto de % debido a la cota pedida en (3.22).
En estas condiciones notemos que si u € D(Pg,) entonces:

U, ane
< nn _E U@n%gé?n

Mg

EO(P'QZO(U)) = ‘CO({<U’ an6n>%}n6N) =

S
I
—

Anélogamente si u € D(Pg) entonces:

L(Pr(u) = L'{{u, rmen)a Inen) =

Mg

oo
u Tnen g//
E u, en wPn-

n=1
En estas condiciones se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Los operadores Lo y L' son isometrias en sus espacios y
ademdas valen las formulas:

K(T) — ,C/,P?’I” K(T)|L71D(pf}0) = 'CO,PﬁoL|L*1D(PgO)
donde L : U — % es la isometria L(u)(t) = u(T —t).

Demostracion. Ly es isometria pues:

] T 2 o)
o)l = D |52 a2 =3 J22] = llzalle
n=1 n=1

luego £’ también lo es por ser un caso particular tomando a,, = r,, Ho = W,.
Las férmulas se verifican por las igualdades (3.20) y (3.21). O

Observacién 3.9. Supongamos que { g, }nen €s un sistema biortogonal para
la familia .# entonces {a, 0, }nen lo es para %, y también {r, 1o, }.en lo es
para %'

Esto se debe a que a,, € R Vn € N y las formulas:

<&;—ngma an€n>% = a;llan<gma en)% = 5m,n

<r;11Qma Tn€n>@/ = Tr_nlrn<Qm> en>% = 5m,n-

Estamos en condiciones de enunciar el teorema de controlabilidad para
un sistema como (3.11).
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Teorema 3.5. (Controlabilidad) Sea Ho = W ,,) ,las familias Fo = {anen(t)}
y F' = {rpen(t)} = e,(t) , los espacios Vi == Span{anen(t)},cn ¥
V' = Span{r,e,(t)}

nens Entonces:

» a) Bl sistema (3.11) es exactamente controlable relativo a Ho = Wi,
y mas aun R(T) = Ho en tiempo T <= La familia %y es una base de
Riez de Vj.

w b) Si el sistema (3.11) es exactamente controlable a tiempo T relativo
a Ho = La familia %y es minimal uniforme.

» ¢) Para todo n € N existen u, € % tales que K(T)u, = ¢, y una
constante k > 0 tal que ||lu,ll, < kllpnlly, (En particular el sistema
(3.11) es aprozimadamente controlable a tiempo T') <=> La familia %
es minimal uniforme en % .

» d) Para todo n € N ezisten u, € % tales que K(T)u, = ¢, (En
particular el sistema (3.11) es aproximadamente controlable a tiempo
T) <= La familia %y es minimal en % .

» ¢) El sistema (3.11) es aprozimadamente controlable a tiempo T <=
La familia ' es W — L.i.

Demostracion. Comenzaremos mostrando que :
D(Pg,) =% <= R(T)=Im(K(T)) C Ho.

= Como R(T) C Hy entonces D(Pg,) = % pues:

Dadawe % y [ = K(T)u € Ho, es decir f =3 > cypn, {Cnlnen € K%an)
de la definiciéon de K(T) resulta (u(T — -),en)s = ¢, ¥Yn € N con lo cual
(u(T — ), anen)r = ancy, y en definitiva {(u(T — -), anen) bnen € £2.Luego
Lu € D(Pg,) y como L es isometria resulta D(Pz,) = % .

< Supongamos que D(Pg,) = % entonces para toda u € % tenemos que
{(u(T =), anen)a neny C €% con lo cual:

e}

K(Tyu =Y (u(T =), en)z¢n € Ho.

n=1

Continuamos con la demostracion del teorema.

a) = Supongamos que el sistema (3.11) es exactamente controlable relativo
a Ho = Wia,) y méas ain R(T) = H,. Por lo visto previamente tenemos que
D(Pg,) = % y ademés por el teorema 2.4 tenemos que .%; es base de Riesz
de V; siy solo si P, |y, es un isomorfismo con ¢2. Dada {c, }nen € ¢ entonces
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{52 bnen € £,,y, como R(T) = H existe u € % tal que K(T)u =77, =y,
luego LoPz,(u(T — ) = 372, ¢, con lo cual Pz, (w(T — -)) = {cn}nen
luego el operador Pz, |y, es inversible y en consecuencia por el teorema del
grafico cerrado resulta un isomorfismo.

< Para ver que R(T) = H, notemos que como %, es base de Riesz de
entonces por el teorema 2.4 P |y, es un isomorfismo entre V, y £2. En parti-
cular Im(Pg,) = (> Dada f =327 capn € Ho tenemos que {c, }nen € €,
con lo cual {c,a,}neny € €% Sea u € % tal que Pg,(uw(T — ) = {cnan}nen
entonces por las formulas de la proposicién 3.1 obtenemos que K(T)u =
LoPz,(u(T —+)) = f luego Ho C R(T). Para la otra inclusién solo notemos
que por 2.4 tenemos que D(Pz,) = % y entonces R(T') = Im(K(T)) C H,.

b) Por las férmulas de la proposiciéon 3.1 Hy C R(T) es equivalente a que
Im(Pz,) = ¢* con lo cual por 2.4 implica que .%; es minimal uniforme.

c) Sea @, la base canonica de £2.

= Supongamos que para cada n € N existe u,, € Z que satisface la igualdad
K(T)u, = ¢, entonces por la definicién de K(T') y el hecho de que ¢,, son
base de H se tiene que :

(T =0ty ={ § 5 170

Luego se tiene:
(a;lun(T — t), akek(t))% = (5,197”

con lo cual la familia {a,, 'u, (T — t)},en €s un sistema biortogonal para Z.
Para terminar notemos que:

sup Ha;lLunH =supa,’ ||u,| < ksupa,’ ||g0nHHO =k

neN neN neN

y entonces %, es minimal uniforme.

< Supongamos que %, es minimal uniforme , entonces existe {0, fneny C
% un sistema biortogonal para .%;, podemos evaluar en la féormula de la
proposicion 3.1 y obtenemos:

K(T)(L™(on)) = LoP#,L|L-1p(psy) (L™ (0n))
- ‘Copf()(Qn)
= Lo(P,) = a;lgpn.
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Con lo cual la implicacién queda probada tomando u, = a,L™*(0,) ya que

lunlly, = ”anL_l(Qn) v = |0nlly an < supllonlly an =sup [lonll, HQOn”HO .
neN neN

d) La demostracion esté contenida en el item c).

e) Siendo L' y L isometrias por la formula K(T) = L'Pz L que el sistema
(3.11) sea aproximadamente controlable es equivalente a que Im(Pgz) = (2
y por 2.4 esto es equivalente a que %’ sea W-L.i. m

Mostraremos ahora un resultado de controlabilidad en relacion a los di-
ferentes espacios de la forma Ho = W(g,,).

Teorema 3.6. a) Sea {a, }nen ¥ {bn}nen dos sucesiones de nimeros positivos

tales que >~ Z—zl < 00. Si el sistema (3.11) es aproximadamente controla-
ble a tiempo T y la familia %y es minimal uniforme, entonces el sistema es

exactamente controlable a tiempo T en W,).

b)Supongamos que la familia F es minimal en U , sea {0p}nen un siste-
ma biortogonal para F , {a,tnen una sucesion de modo que se satisface:

sup [|0nll, a;' = o0
neN

entonces el sistema (3.11) no es exactamente controlable a tiempo T relativo
al espacio Ho = Wia,,).

Demostracion. a) Mostremos que W,y C R(T). Por la demostracién del
teorema (3.5) item c) y como la familia .%;, es minimal uniforme relativo
a Wi,), tenemos que por ser minimal podemos construir como en la de-
mostracién a,'Lu,, que es un sistema biortogonal a %, y por ser uniforme
entonces existe M > 0 tal que ||a,, ' Lu,l||,, < M para todo n € N. Llamemos
0, = Lu, .Tenemos por la construccién que p,, es biortogonal para .# y sa-
tisface |lon|l, < Ma,. Tomamos ¢}, = r,,*0,, esta familia resulta un sistema
biortogonal para .#’ y ademas satisface ||¢},||,, < Ma,r,*.

Sea v = 2% T € Wiy, 0 sea que Y o |z,|? b2 < 00, mostremos que
x € R(T). Por la férmula de la proposicién (3.1) basta ver que la sucesién
{z,rn} pertenece a la imagen del operador Pz pero para esto por 2.2 es
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suficiente mostrar que la serie Y, |z,ry| [0}, €s convergente. Vedmoslo:

[oe) o o
Z | T 7| HQ;LH% < MZ [T anﬁ:l = MZ T | an =
n=1 n=1 n=1

. o 1/2 © 1/2
= MZ |2 | bpanb,t < M (Z 0] bi) (Z %) < 0.
n=1 n=1

n=1

b) Como sup,ey [[on

o Gt = 00 existe {v, }nen € €2 de modo que se cumple
S |onl? lenll%, a5, = oo en otras palabras , S2° |v,|* |e%]|7, = co donde
{0} nen = {a;, ' 0n }nen s un sistema biortogonal de la familia Z.

Luego por el corolario 2.2 ftem b) resulta Im(Pz,) # ¢? y en consecuencia
Wiany € R(T) como querfamos. O



84 CAPITULO 3. EL METODO DE LOS MOMENTOS.

A continuacién exhibiremos un resultado muy importante que nos dira
que la controlabilidad aproximada en realidad se corresponde con una contro-
labilidad exacta para un espacio adecuado. Este resultado utiliza el método
de Hilbert Uniqueness Method introducido por J.L. Lions en [13].

Teorema 3.7. Si el sistema (3.11) con x(0) = 0 es aprozimadamente con-
trolable a tiempo T > 0 entonces existe un espacio Hy denso en W, de modo

que R(T) =H, .

Demostracion. Vamos a considerar el operador A esta vez como operador
entre los espacios W1 y W,_; siguiendo la regla:

o [o.¢]
A (Z Cn@n) - ch/\ngpn
n=1 n=1

Es inmediato que el operador es continuo entre estos espacios y en consecuen-
cia su operador dual A* : W | = W_, ., — W}, = W_,_; es un operador
acotado.

Consideremos el sistema dual:

dy *
-+ Ay=0 0<t<T
3.23 dt
(3.23) { y(T)=yr yreW;=W_,

Analogamente a lo hecho en el teorema 3.3 se puede probar que existe solucion
de este sistema con dato final yp € W_, y y € L*(0,T;W_,,1), dy/dt €
L2(0,T;W_,_1) con lo cual A*y € L*(0,T;W_,_1). Adem4s se puede probar
una cota similar a la probada en (3.10) obteniendo en este caso:

||3/"L2(0,T;W,T+1) <K ”yTHW,T,-

Como B* € Z(W_,,1,U) definimos v(t) = B*y(t) entonces v € % =
L2(0,T;U) y ademds existe K > 0 tal que:

loll, < K HyHLQ(O,T;W,,AH) <K HZJOHW_r'

Definimos en W_, una nueva norma de la siguiente manera: dada yr €
W_, definimos ||yr| = ||B*y||,, donde y es la solucién de la ecuacién (3.23).
Veamos que efectivamente es una norma en W_,.. Es claro que como la ecua-
cién y B* son lineales y ||-||,, es efectivamente una norma tenemos que vale
la desigualdad triangular y los escalares salen en modulo. Resta ver enton-
ces que si |lyr|| = 0 entonces yr = 0, esto equivale a ver que si B*y = 0
entonces yr = 0. Sea ahora v € % = L*(0,T;U) y v € L*(0,T;W,,1) con
dz/dt € L*(0,T;W,_;) una solucién del problema (3.11) , esto es:

dx

pr + Az — Bu = 0 como funcién en L*(0,T;W,_;)
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con condicién inicial z(0) = 0.
Por otro lado sea yr € W_, e y la solucién del problema (3.23) , esto es
y € L*(0,T;W_,,1) que satisface:

_dy

pr + A*y = 0 como funcién de L*(0,T; W_,_1)

con condicién final y(T') = yr.
Tenemos entonces:
(3.24)

T d
():/ <d$+Ax—Bu y> dt—/ <x,——y+A*y>
0 dt Wr 1 XW_pi1 0 dt Wy xW_r_1

Entonces tenemos:

T d.fE T
/0 < dt Wir_1 XW7T+1 0

> it =
Wrpi XW_ry
g d

— dt
dt l‘ y WX W_p

= (@(T), y(T))w,xw_, — (2(0),5(0))w,xw_,.

s

[e=]

(3.25)

Por otro lado:

T T
(3.26) /0 (Az — Bu,y>WT71Xw7T+1 dt—/o (z, A*y>Wr+1xW471 dt
T
B _/ (u, B y)u = —(u, B*y)w
0

Ahora combinando (3.25) y (3.26) con (3.24) y usando que z(0) = 0

obtenemos:

(3.27) ((T), yr)w,xw_, = (v, B*y)%

Si B*y = 0 entonces el lado izquierdo de (3.27) es cero para cualquier u € % .
Como el sistema (3.11) es aproximadamente controlable, el conjunto R(T) es
denso en W, , y en consecuencia yr = 0.

Definimos 7 como la clausura del espacio W_,. con esta nueva norma. Por lo
visto el espacio J esta bien definido y vale W_, C J .

Sea H, el espacio dual de J entonces Hg — W, de forma densa y continua.
Resta ver que el sistema (3.11) satisface R(T") = Ho.

dt.
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Dado z,(T") € R(T) C W, tenemos por (3.27) que para todo yr € W_,
resulta:

<xu(T)7yT>Wr><W7r S ||U’||?/ ||yT||j

entonces ,(T) € W es lineal y continuo se extiende por Hahn-Banach a J
y en definitiva z,(T") € J* = H, con lo cual R(T) C Ho.
Definimos el operador A : W_,. — W, de la siguiente manera:

W_, — L2(0,T:W_,41) = L*0,T;U) — C(0, T; W,) = W,

yr — y solucién de (3.23) — u = B*y — x,, solucién de (3.11) — z,(T).

Es facil verificar que A es lineal y ademas se tiene que:

1Ay zlly, = ll2u(T)lw, < kBl 20w, ) <K llully, =K 11B Yy = K llyrll;

con lo cual podemos extender A a J y ademas J resulta un espacio de
Hilbert con el producto interno que se deduce de la norma.
Ahora por (3.27) tenemos que:

(@u(T), yr) = (Ayr, yr)w.xw_, = (B y, B*y) = | B*yll3, = llyrll -

Definimos B : W_, xW_, — C como B(yr, zr) = (Ayr, 2zr)w.xw._,. B resulta
una forma bilineal continua que ademds satisface |B(yr, 2r)| < |lyr|l; |27l ;-
Con un argumento similar podemos extender B al espacio J x J. Como
Blyr, =0)| < lyrls I2rl; ¥ Blyr,ur) = (Ayr.yr) > llyr | estamos en las
hipétesis del teorema de Lax-Milgram.

Dado un elemento ¥ € H, = J* existe un tnico elemento z € J tal que
B(z,yr) = V(yr) para todo yr € J como Ayr cumple esto concluimos que
Ayr es el inico z € J que cumple B(Ayr,yr) = ¥(yr) con lo cual A es una
biyeccion entre J v Hy y como A es lineal y continuo concluimos que es un
isomorfismo y en definitiva Ho C R(T). O



Capitulo 4
Aplicaciones y ejemplos.

En esta seccién presentaremos algunas aplicaciones de lo expuesto en las
secciones 1y 2. Sea 2 C RY un dominio acotado con frontera 92 = T.
Sea @ =Qx (0,7),X=Tx(0,T), T >0y sean ag, a;; € L>=(Q) (i,j =
1...N), a;; = @j;. Vamos a suponer en esta seccién que existe k > 0 tal que
para todo v = (vy, ..., v,) € RY vale que:

N N
(4.1) Z a;;(z)viv; > ]{ZZU?, en casi todo = € ().
ij=1

J=1

Usando la notacién del capitulo anterior, ponemos H = L*(Q), V = HJ(Q)
asi se tiene que V* = H1(Q) (ver [14]). Para f,g € H;(Q2) definimos:

af g
. + z)fg.
G(f.9) = Z/ 8@895] / o(x)f7
Puede verse el siguiente lema en [6].
Lema 4.1. La forma G definida anteriormente es sesquilineal y continua .
Continuamos con definiciones que utilizaremos durante esta seccion.
Sea Go(f,g) = G(f,9)+a(f,g) 2@ como en el capitulo anterior y tomamos
ag > |laol| =gy para que se satisfaga valga la ecuacién (4.1). Llamamos A
al operador generado por G,,, puede verse en [6] teorema 5 pagina 305 que

existen autovalores \, de A que satisfacen lim,, ,., \,, = +00 y autofunciones
¢ € L*(Q) correspondientes a A\, que cumplen:

Apu() = Aupn() para w € Q. ylr = 0.

87
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Supondremos a partir de ahora que ¢,, son funciones reales. Se tiene que
el operador A también admite la siguiente expresién diferencial:

N
0 af
Af =— — | aij(z) == | +ao(x)f.
A continuacién analizaremos el problema de control de un sistema como
(3.11) para un espacio U de dimensién finita y también de dimensién infinita.

Observacién 4.1. En general para un sistema como este caracterizar los
espacios W, definidos en el capitulo 2 no es nada sencillo, sin embargo en
este ejemplo y bajo las hipétesis previas puede probarse que existe un niimero
que llamaremos r* (que depende de la suavidad de los coeficientes a;;,a¢ ) y
satisface que para r € [0, %]

Hi(Q) c W, C H'(Q)
(ver [14]) .Por ejemplo para V = Wy = HJ () tenemos que:
HF(Q) € Wy = D(A) = H*(Q) N Hy(Q)

Wi=D(A%) ={f € H(Q)/f € Hy (), Af € Hy(Q)}.

Con las notaciones y los supuestos anteriores desarrollaremos algunos
ejemplos de controlabilidad.

Ejemplo 4.1. Sea H = L*(Q), V=H}(Q), V*=H '(Q),r=1, A como
antes yU = H = L2(Q) ysea B =1Idy : H=U— W, =W, =H.
Finalmente sea x la solucién del problema:

' zlr =0 uwe % =L*0,T:U) = L*(Q)

con condicién inicial z(.,0) = 0 en .

Por el teorema (3.2) (para el caso r = 1) se sigue que para todo u €
% existe una tnica soluciéon x € C(0,T; H3(€2)) del problema (4.2) con la
condicién inicial dada.
Para el sistema (4.2) como B* = [dy tenemos:

<Bf7 90n>* - <fa 90n>L2(Q)7 f ceU = LQ(Q)

En consecuencia la familia # = {e,}nen € % de la férmula (3.19) tiene
la forma: e,(z,t) = e *tp,(x). Para este problema tenemos el siguiente
resultado de controlabilidad.
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Proposicion 4.1. El sistema (4.2) es exactamente controlable relativo a
H}(Q) para cualquier tiempo T > 0. Mas ain vale que R(T) = H}(Q).

Demostracion. Por el teorema (3.5) basta ver que la familia %, := {a,e,},
con a, = (A, + a)1/2 , es una base de Riesz del espacio Span{a,e, }nen-
Como la familia {®, },en es ortonormal en L?(2) se tiene que las familias
F ={entnen v Fo = {(An + @)"?¢,} son ortogonales en % . Calculemos la
norma de un elemento de .%.

An + @)

T
|G + @) 26,12, = O+ ) / oty = ¢ ]

Entonces como A, > C para todo n por el lema (3.4) existen constantes
m, M tales que:

m<||/\ +a)1/2en <M, VneN.

Luego dados cy, ..., cy se tiene que:

N 2
Z Cn(An + oz)l/2en
n=1

N
=3 Jenl | + @) 264,
e

y en consecuencia:

N N
m> el <MD el
n=1 n=1

Finalmente por el teorema de Bari (2.1) concluimos que % = {a,e,} es base
de Riesz de Span{ane, }nen con lo cual R(T) = W,y = Wy = Hj(Q). O

N
Z (A + @) 1/2en

w

Comenzamos con un ejemplo sencillo donde B es el operador identidad
con lo cual para un sistema como (3.11) el lado izquierdo de la igualdad no
tiene restricciones y en consecuencia al poder variar u en todo H = L*(Q) es
natural esperar que se tenga controlabilidad exacta , a continuacién trabaja-
remos con el caso en el que el espacio U tenga dimension finita.

Para trabajar el siguiente ejemplo que es el caso en el que dim(U) < oo
necesitaremos algunos resultados previos.

Teorema 4.1. (Leont’ev) Sea {\,} una sucesion de nimeros reales que sa-
tisface 0 < A\; < Ay < ... y:

Y
lim
n—oo logn
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Si la serie f(z) = > 07 a,e”** converge para z =ty € R entonces converge
absolutamente y de forma uniforme en el semiplano Re (2) > to+¢ para todo
e > 0 donde representa una funcion analitica. Mas aiun, en este semiplano la
funcion f(z) es acotada y decae en forma exponencial cuando Re (z) — oo

con la cota:
1£(2)] < e™®Be®) 5 > 0.

Demostracion. Como la serie converge en z = ty entonces el término general
de la serie esta acotado, es decir, existe C' > 0 tal que:

|a,| e < C.

Sea € > 0y z tal que Re (2) > to + € entonces:

oo oo oo
E |ane—)\nz‘ _ E |an| e—)\ntoe—)\n(Re(z)—to) S C § €_a>\".
n=1 n=1 n=1

Como lim,,_, Q\ﬁ = oo existe N > 0 tal que sin > N vale que e\, > 2logn
con lo cual:

oo o0 o0 1
Z }ane_’\"zl <C Z ¢ 2loen — Z — < o0
n=N n=N n=N n

Entonces la serie converge uniformemente y por lo tanto representa una fun-
cién analitica.
Para el decrecimiento exponencial escribimos f en la forma:

f(z) =e™? Z ape” M)z,
n=1

Entonces si 0 < § < \; obtenemos |f(z)| < e™Re(2), O

Corolario 4.1. Supongamos que tenemos una sucesion { A\, fnen que satisface
las hipdtesis del teorema (4.1) , sea € > 0 tal que la serie Y oo aze”
converge a cero en el intervalo (to, to+¢). Entonces todos los coeficientes son
cero.

Demostracién. Por el teorema previo la serie f(z) = > a,e "% es analiti-

ca en el semiplano Re (z) > tg en consecuencia como converge a cero tenemos
que f(z) = 0 en Re(z) > to. Supongamos que no todos los coeficientes a,
son cero, sea a; # 0 el minimo con la propiedad, escribimos f en la forma:

f(t) = aje? <1 + Z a—ne_(’\"_)‘j)t> .

a.
n=j+1 7
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Como la serie ) 7 .\, tn o=(An=X)! gatisface las hipdtesis del teorema 4.1 en-
J

tonces decrece exponencialmente cuando ¢t — oo luego f(t) = 0,t > to es

imposible para a; # 0. [

Corolario 4.2. Sea {\,}nen una sucesion en las hipdtesis del teorema 4.1
. Sila serie f(t) =Y o7 ape ™" converge a cero débil en L*(0,T) entonces
todos los coeficientes a, son cero.

Demostracion de 4.1. Si la serie > °7 a,e *" converge a cero débil en

L?*(0,T) entonces estd acotada en norma, en particular cada término de la
serie estd acotado uniformemente de n. Para A>\¢ > 0 tenemos por el lema
(3.4) que existen m, M > 0 tales que:

m< a2 _1—6*2’\T<M
S He ||L2(0,T) ) =
por lo tanto existe C' > 0 y:
(4.3) lan] <C,VneN
VA
—Ant

Mostremos que en este caso la serie > >~ aye converge absolutamente
para t > 0 y uniformemente para t > t,. Por (4.3) tenemos:

oo

> 00
S anl e < O3 Vet = 37 Ao inte M2
=1 n=1 n=1

n—=
La funciéon Ae™™ es acotada para t > t; > 0 y A > 0 en consecuencia la

desigualdad previa implica que:

oo oo
§ :’an’ e—/\nt < CE :6_)‘"t/2.
n=1 n=1

Sit >ty > 0 entonces como se satisfacen las hipotesis del teorema 4.1 se
tiene que para n > N(ty) € N vale la cota A\,t/2 > 2logn y entonces:

(o] o o 1

g |ay| e Mt < ¢ E e 2logn — E — < 00.
n

n=1 n=1 n=1

La convergencia uniforme de esta serie implica la convergencia en L?(ty,T')
pero como el limite débil de las sumas parciales coincide con el limite en la
norma y la serie tiende a cero para t € [ty, 1] entonces el corolario se sigue
del corolario 4.1. O
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Veamos entonces el caso en el que U es de dimension finita. Necesitaremos
pedir restricciones especiales para el borde I' de modo los autovalores A,
tengan el orden de n?/V, condiciones como estas pueden verse en [4].

Ejemplo 4.2. Sea Q) C RN, H = L*(Q), V = H}(Q), V* = H(Q), A como
antes , r =1 U =C" ysea B: C™ — H dado por:

parau(t) = (u1(t), ..., un (t)), Bu(t) = bju;(t) conb; € L*(Q) y u;(t) € L*(0, 7).
Jj=1
Consideremos el problema:

' zlr =0 uwew =L*0,T;C™)

con condicién inicial z(.,0) = 0 en €.
En estas condiciones tenemos que

m

(Bu(t), on)« = (Bu(t), on)120) = Zuj(t)<bja ©n) L2()-

J=1

Pongamos 1, = ((b1, ¥n)22(02), -+ (Om, n)12(2) = (D15 s ym) € €™, en-
tonces B* : L*(2) — C™ viene dado por B*(p,) =7, y tenemos la igualdad:

<Bu(t)v (pn>* - <u(t)>77_n>(Cm-

En consecuencia la familia .# = {e=*'B*p, },cn tiene la forma:

F = {e_Antnn}nEN-

De acuerdo a la multiplicidad de los autovalores \,, escribimos a la familia
F como:

F = {e’“”tnm}, i=1.Kr,, neN, n,,, €C”

donde k,, es la multiplicidad del autovalor u,, los w, son todos distintos y
llamemos {¢y,; }iz1,. s, & las autofunciones del autovalor fi,.
Tenemos entonces el siguiente resultado de controlabilidad:

Proposicion 4.2. Bajo las hipotesis anteriores se tiene:

w a) Sila sucesion {ky }nen no estd acotada entonces el sistema (4.4) no
es aproximadamente controlable para ningun T > 0.
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m b) SiSup,ey kn = K < 00 entonces para todo T > 0 el sistema (4.4) es
aproximadamente controlable <= m > Kk y para todo n € N el rango
de la matriz:

(45) Crn = [<bj’ Qpn,i>L2(Q)];=117,'.'.'.,,’;r? S Cm<kn
es kK,

» ¢) Para N > 1 eziste algin n € N de modo que no puede encontrarse
un, € % y K(T)u, = on.

» d) Para N =1 si el rango de la matriz C,, definida arriba es n entonces
existen u, € % tales que K(T)u, = pn, ¥n € N.

Demostracion. a) Por el teorema 3.5 que el sistema (4.4) sea aproximada-
mente controlable es equivalente a que la familia

A neN

sea W — [.i.. Esto por el lema 2.1 es equivalente a que la familia % sea
W —l.i. , para esto es necesario que primero sea linealmente independiente
y esto es equivalente a que los vectores 7,,, ¢ = 1,.., Kk, que corresponden
a una unica exponencial e #"! sean 1.i. en C™. Si para alglin n tenemos que
Kkn > m entonces estos vectores no pueden ser linealmente independientes y
en consecuencia el sistema no es aproximadamente controlable.

b) Si k, < m entonces la independencia lineal de los vectores 1, ;, j =
1,...,k, es equivalente a que el rango de la matriz C, sea k, con lo cual
para que el sistema sea aproximadamente controlable sera necesario que el
rango de C), sea k,, veamos que ademas es suficiente. Debemos ver que .%’ es
W-Li.. Sea entonces {a,;} € £* tal que la serie 3 - an,;(tin + @)'/2e 'y, ;
converge débil a cero en el espacio L*(0,T;C™), definimos los vectores:

Ay = Z W, (fn + 05)1/27771,3' e C™

J=1

Llamemos &P para p = 1,...,m a las componentes del vector .o7, enton-
ces tenemos que la serie . .a/Pe ¥ converge a cero débil en el espacio
L?(0,T) para todo p =1, ...,m con lo cual (notar que lim,,_,o, A\,/logn = co
por la hipdtesis del orden de \,) por el corolario 4.2 tenemos que #ZP = 0
para p = 1,...m, n € N. Luego la independencia lineal de los vectores
Mnjs J = 1,..., Ky implica que a,; =0, Vj =1,...,k,,Vn € N.
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c) Sea N > 1. Por el teorema 3.5 el enunciado es equivalente a que la familia
F ={eFtn, .}, i = 1...kn, n € N no sea minimal en el espacio L*(0, T'; C™).
Supongamos que si lo es , entonces la familia .%, = {e~ A+ 1 es minimal
en L?(0,T;C™) (pues si a > 0 la asignaciéon f — e °*f es un isomorfismo).
Como ., = {e~+)ty 1 es minimal en L%(0,T;C™) entonces por el lema
2.4 la familia serd minimal en L?(0, +00; C™) aqui identificaremos el espa-
cio L*(0,4+00;C™) con el espacio L?(0,+00)®C™ y en consecuencia por la
observacién 2.19 tenemos que la sucesion {\, + a}nen debe satisfacer la con-
dicién de Blashcke con lo cual comparando la sucesién {H(A;TL—T@)?}”GN con la
sucesion {,\nﬁ}neN resulta que:

=1
;An+a<oo.

Esto finalmente es un absurdo debido a las estimaciones cumple la sucesién
{A\n}. Luego # = {e ', ;} no puede ser minimal.

d) Debemos mostrar que la familia % = {e"*n,} es minimal. Como el
rango de la matriz C), es n, notemos que k, = 1 con lo cual que el rango
sea n es equivalente a que 7, # 0 Vn € N. Veamos que en realidad 7, # 0
es suficiente para garantizar la minimalidad. Que 7, # 0 garantiza que los
subespacios S,, == (1,) son todos distintos de cero, como N = 1 y la suce-
sion {\, Jnen tiene el orden de n*Y = n? entonces la serie Y o0 1/(\, + )
converge con lo cual, por comparacion, la sucesion {\, + a},en satisface la
condicién de Blashcke. Luego la familia {e~(*»*®)*} es minimal en L?(0,T)) en-
tonces {e~*»'} es minimal en L?(0,T) y por lo tanto por (2.1) F = {e"*ip,}
es minimal en L%(0,7;C™).

O

Definicién 4.1. Diremos que un sistema como (3.11) es controlable a cero
en tiempo T si dado T" > 0 existe un control v de modo que la solucién z,,
del sistema satisfaga:

z,(T) = 0.

A continuacién mostraremos un ejemplo de como se aplica el método de
los momentos para el control a cero de una ecuacion del calor en un dominio
acotado de R? y con el control en la frontera.

Sea 2 = (0,a) x (0,b) cona > 0,b>0y X =(0,T7) x 90.
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Ejemplo 4.3. Consideremos el problema:

v=»~Av Q=(0,T)xQ
P:¢ v=1pu Ty=(0,T) % (0,a) x {0} C (0,T) x 90
v=1vy {0} xQ

Donde u € L*(X) y vy € H ().

Observar que en la teoria desarrollada hasta el momento estudiamos el pro-
blema de controlabilidad para controles internos, es decir controles que entran
con una no homogeneidad en la ecuaciéon. Formalmente , usando partes, se
puede reescribir el problema de controlabilidad de borde como un problema
de controlabilidad interno, mostrando que una solucién débil del problema
con control de borde P es equivalente a una solucion débil del problema con
control interno:

z=0Az—Bu Q= (0,T)xQ
Z z2=0 (0,T) x 09
z=0 {0} x Q

Con B : L*(T'y) — W_5 de manera que B* : Wy, — L*(Ty) este defini-
do por B*(¢) = g—ﬁ. De esta manera por el teorema 3.5 el problema de
controlabilidad aproximada se reduce a estudiar si la familia % = {(\, +
)V 2e Mt B ()} = {(\, + a)’l/wain"} es W — L.i. puesto que estamos mi-
rando R(T) C W_, = H ' en el caso r = —1.

Sin embargo, no analizaremos el problema de controlabilidad aproximada
en este caso sino que estudiaremos el problema de controlabilidad exacta a
cero. Para esto desarrollaremos a modo de ejemplo cémo utilizar la técnica
del método de los momentos en forma directa en un problema de control de

borde.
Tenemos los siguientes resultados que pueden verse en [9)].

Proposicién 4.3. Sea u € L*(X),vy € H Y(Q). El problema P admite una
unica solucion v que satisface:

ve LHQ)NC([0,T); H ()
vllz2(q) + [vllcogom 1) < Clllvoll 1) + [[ullL2(s))-

Donde C' es una constante positiva que no depende ni de u ni de .
Para este caso el problema dual viene dado por:

—wy=Aw Q=(0,T)xQ
P w=0 Y
w=wy {T}xQ

De forma reciproca tenemos el siguiente teorema que puede verse en [6] .
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Teorema 4.2. Para toda wy € H(QY), el problema P’ admite una tnica
solucion w que satisface:

« w e L2(0,T; HX(Q)) N CO([0, T]; HA(Q)).

. HwHL2(0,T,H2(Q)) + HUHCO([O,T];H&(Q)) < C(HUOHH&(Q)-
Enunciemos entonces un resultado de controlabilidad para este problema.

Teorema 4.3. Sea T > 0 y vy € H (), P el problema como antes. En-
tonces existe un control uw € L*(W) tal que v(T) =0 en Q.

Demostracion. Transformaremos este problema de controlabilidad en un pro-
blema de los momentos. Primero busquemos la relacién entre la solucion v del
problema P y la solucién w del problema P’ que viene dada por la integracion
por partes:

0= /0T<vt — Av,w)dt — /OT(U, —w; — Aw)dt
0= /OT<vt, w)dt — /T<v wy)dt + /T<Aw v)dt — /T<Av,w>dt

0 :/ (v, w dt+/ v—dadt—/ w—dadt
0 To To
0= (v(T),wy) — (vo,w / v—dadt
To
y con esto concluimos:
ow
(4.6) (v(T'), wo) = (vy, w(0)) — va—ndodt

Aqui para cada par (vg,wp) € H1(Q) x H}(2) (,) denota el producto de
dualidad entre H=1(Q2) , H}(Q) , g“’ es la derivada exterior de Q y do es la
medida de 02.
Sabemos que el operador A = —A con dominio D(A) = H?*(Q) N H}(Q)
posee como autovalores:
2 2
_ T2 T
)\kl—?k +b—2l k,lzl
Esta sucesion de autovalores posee como autofunciones asociadas, a la base
ortonormal de L%(Q):

oz, y) = \/%sen <gkx> sen <%ly>
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Asf una solucién de P’ con dato inicial ¢y, viene dada por:

=g, (T—1)

o(t,z,y) =e (2, ).

Entonces por (4.6) puesto que ug € H*(Q)y px, € Hy se tiene que u(T) =0
en {1 siy solo si para cada par vy y ¢, se tiene:

T
0
(4.7) e (ug, pri) = / i (T / v dodt.
0 Wo 877

Sobre I'y se tiene que:

OPp 27l T
“(x) = — sen | —kx| .
on (@) bV ab <CL )

Luego la ecuacién (4.7) podemos escribirla como:

Vorl [T @
4.8 e Mt (g, o) = — e’\’“’l(Tt)/ vordodt,
(4.3 (o) = =7 | 0

donde para todo k,[ > 1 ponemos:

or(x) = \/gsen (gk‘x> , 2 €(0,a).

Notemos que la familia (¢x)x>1 resulta una base ortonormal de L*(0, a).
Sea

u(t) = /Oa u(t, z)ox(z)dz.

Con estas nuevas notaciones, re-escribimos (4.8) en la forma:

T
(4.9) / e’A’“’l(T’t)uk(t)dt = —?e”\’“vlT@O, VK1)
0

con p = bT‘Q/fr Fijemos k£ > 1 y sean:
fk(t) = Uk(T — t)

Crl = —P<Uo, <Pk,z>-

Asi, queda resolver el problema de los momentos dado por:

T
1
/ 6_)\k’ltfk<t)dt = je_/\k’lTCkJ s l Z 1.
0
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Para cada k € N fijo, como > "2, 1/A\;; < 00 ,la familia {e=** };cy es minimal
en L*(0,T) por el teorema 2.12 ,posee una familia biortogonal 7},(t) en
L?(0,T) con la que podemos expresar formalmente la solucién al problema
de los momentos en la forma:

1
fk(t) = Z jeiAk’lTCkJTk’l(t).
1>1
Como fi(t) = ug(T —t) se tiene que para todo (t,z) € Ly:
1
U(T — t, l’) = Z 76_)\k’lTCk,lTk7l (t)gbk(]})

1>1:k>1

Lo que debemos ver es que esta solucién formal pertenece a L*(W;). Formal-
mente tenemos que:

u(T —t,z) = Z (Z %G_Ak’lTCk,sz,l(t)) Pr(7).

k=1 =1

Con lo cual se tiene que:

2
a 00 00 1
/ (T —t,2)*dx = Z ( 76_’\k’chk,lTkJ(t)> '
0

k=1 =1

Lo que tenemos que chequear para concluir que esta solucion formal es efec-
tivamente una solucién tradicional es:

1. para todo k > 1, la funcién gp(t) = Yo e e Vi (t) € L*(0,T).
2. la sucesion {|| Y72, 1e T Vi ()] r20m) oen € 42

Como para todo k > 1 fijo se tiene que

el teorema (2.9) nos dice que la familia Fy, = {e '}y admite una familia
biortogonal (pg;)i>1 en L?*(0,+00) tal que:

> T
1f t)?dt = 1
e = lim S S D
donde:
[T T
J(A):ﬂ, AeC,.

(14 N)?
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Luego si ponemos: 'y = (A\g;)i>1 € €% resulta que ¢(T'y) =0, k > 1 ya que:

7.‘_2 ) 2 2
|)\k,l_)\k,m| :ﬁ’l | >2 |l—m|

y el resultado se sigue del teorema (2.15).
Como consecuencia se tiene que para todo € > 0 existe una constante C. que
no depende ni de £ ni de [ de modo que:

/ P (D))2dt < CeMet.
0

Pongamos:
ATy T) = (e ™51 > 1) ooy » 0<T < 400, k> 1.
El operador de restriccion dado por:
Rry : ATy, +o0) = ALy, T)
resulta un isomorfismo como consecuencia del teorema (2.13). La familia:

Via(t) = (Ryp) ey » 121

es la familia biortogonal a la familia F}, sobre L*(0,T) y
15a @) 20,y < Cee™H[(Rrp)ll 5 12 1.
Para terminar necesitamos el siguiente lema

Lema 4.2. Ezxiste una constante C' = Cr tal que:
—1
sup [|(Ry,,)"[| < C.
keN
Con este lema se tiene que:

1 C. _
e 2AkJT|Ck,l|2l|Tk,l<t) 2 86 2,1 (T—¢ Hckl‘Q

[2 HLQ(OT = 2
Esto prueba que : Y ., e i e 1h(t) € L*(0,T) para todo k > 1,
ademas:
C T —2‘" l2(T &‘)
e 2 (T— 2
we e < Celuollf0) I —
1>1 1>1

2
< CeJug|[2aqye 27T

Por lo tanto se tiene que: {”Zz>1 il e 1) ||L2 0.) He>1 € 02 con esto

hemos probado el resultado de controlabilidad. O
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Ahora probemos el lema:

Demostracion de 4.2. Notemos probar la cota del lema es equivalente a
probar una cota similar para || Ry} ||-

Sea P(t) = > a,e ' un polinomio cualquiera de A(T;,T) se tiene que:

|an| =

T
/ P(t)Tk,N(t>dt‘ < ||P||L2(O,T) HTk,n(t)”L?(o,T) < Ceew\k’n ||P||L2(0,T)7 Vn € N.
0

Con lo cual podemos ver que:

(4.10) |P(t)] < Ce||Pll ooy e en (o)

n>1

2 2
< C; HPHLQ(O’T) Z o~ (K +izn?)(t—¢)

n>1

7\’2 7'r2
< C. ”PHL2(0 7 ¢ a2 (7€) Z o~ En3(T—2)
n>1
2

< Cor 1Pl 2oy e, WVt >T > e

Donde: , ,
C.p = C.eaZ® E e~ (T=e),
n>1

De (4.10) se sigue que:
_=2p
HP”L?(T,oo) <C.r HPHLZ(O,T) e o

Yy en consecuencia:

Tr2
||P||L2(0,oo) < (1+ Ca,Te_‘TQT) ||P||L2(0,T) :

Esto prueba que:

2

|R7L|| < 1+ Cope @™ Wk > 1.

Sea ahora P(t) = e 11! se tiene que:

||P||L2(O,oo) . 1
1Pl 2 0.1 1—P(T)
Esto nos permite llegar a la estimacion:
1 2
(4.11) ————= < [|[Rph|| S 1+ Cope @™, Vb > 1, Ve >0, VT > ¢
1 —p(T) ’

como queriamos. O
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