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Introduccion

Una variedad de Finser es una variedad diferenciable modelada por un espacio de
Banach junto con una norma definida en cada espacio tangente que varia continuamente.
Estas variedades constituyen una generalizacion de las variedades riemannianas y los
mismos problemas que se desarrollan en el contexto riemanniano se pueden plantear en
el contexto de Finsler, aunque se cuenta con menos estructura.

Un problema que se ha trabajado a lo largo de la historia en variedades diferenciables
con una métrica es el de buscar geodésicas, es decir, curvas que minimicen la distancia
intrinseca de la variedad en cuestién. Dicho problema puede ser planteado de varias
formas. Se pueden buscar curvas que unan dos puntos de la variedad y que sean minimales
con respecto a su longitud o se puede, fijado un punto y una velocidad inicial, buscar
una curva que pase por dicho punto, tenga dicha velocidad inicial y minimice distancia
entre puntos del arco de la curva, al menos para una longitud de arco pequena.

En el contexto riemanniano contamos con una herramienta fuerte para caracterizar
geodésicas que es la ecuacién de Euler-Lagrange (ver [12]). Sin embargo, en el caso
de variedades de Finsler, no contamos con esta herramienta. Debido a este hecho, las
estrategias para encontrar curvas minimales suelen ser distintas en su naturaleza.

Un ejemplo de una variedad de Finsler, ciertamente no riemmanniana, es el conjunto
de operadores lineales y acotados de un espacio de Hilbert complejo, al cual notaremos
B(#¢). Dotando a este espacio con la norma usual de operadores podemos obtener en el
mismo una estructura de variedad de Finsler. Ciertamente no tiene interés el problema
de buscar geodésicas en dicho espacio, pués al ser un espacio vectorial las geodésicas
seran segmentos. El problema se vuelve de interés a la hora de mirar subvariedades de
B(), dichas subvariedades heredan la estructura de Finsler de B(.7¢) convirtiéndose en
variedades de Finsler. Un ejemplo importante, intimamente relacionado con este trabajo,
es el del grupo de elementos unitarios de B(s¢). En el ano 1987 Atkin [3] estudié las
geodésicas de dicha variedad y probé que dados dos operadores unitarios u; y u2, y 2 es
un logaritmo Boreliano de ugu] que satisface ||z|| < 7, entonces la curva dada por:

at) = ue’”

es minimal uniendo dichos puntos y en el caso de que ||z|| < 7, es tnica.
Otra subvariedad de B(5¢) que fue estudiada, por ejemplo, en [7], es la variedad grass-
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VIII INTRODUCCION

maniana. Hay muchas formas de pensar dicha variedad, pero la misma se puede concebir
como el conjunto de proyecciones ortogonales sobre espacios cerrados de un espacio de
Hilbert 7, resultando un subconjunto de B(#). Notaremos a las grassmanianas como
Gr(s) y se puede probar (ver Capitulo 2 de este trabajo) que cada componente conexa
de dicho conjunto es una subvariedad de B(.#) y luego una variedad de Finsler.

Las grassmanianas de un espacio de Hilbert estan intimamente relacionadas con el
conjunto de operadores unitarios. Si llamamos % a dicho conjunto se tiene que % acttia a
izquierda de forma transitiva sobre cada componente conexa de Gr () por conjugacion.
Esto le da a cada componente conexa de Gr(.7°) una estructura de espacio homogeneo.

La idea de esta Tesis es estudiar las curvas geodésicas en Gr(s¢) o mas general-
mente en las grassmanianas de una C*-algebra arbitraria. En base a que conocemos las
geodésicas en % tiene sentido preguntarse si las curvas de la forma:

aft) = e#pet*
con z antihermitiano y p € Gr() son geodésicas en Gr (), puesto que surgen a partir
de aplicar la accién por conjugacion sobre geodésicas de % .

El resultado final de esta Tesis (Teorema 5.1.7) es que, fijado un punto p € Gr () y
una velocidad inicial, se puede encontrar un elemento antihermitiano z y una geodésica
de esa forma que minimice distancias hasta cierta longitud de arco. La demostracion del
mismo esta basada en [9].

Esta Tesis se divide en cinco capitulos y un apéndice.

El Capitulo 1 consta de los resultados bésicos que usaremos a lo largo de la Tesis
sobre diferenciacién entre espacios de Banach y variedades de Banach. En las dltimas dos
secciones de dicho capitulo se muestran ejemplos de variedades de Finsler, enfatizando
en las subvariedades usuales de B(.7¢).

El Capitulo 2 esté enteramente dedicado al estudio de las grassmanianas de un espacio
de Hilbert. Se decidié hacerlo sobre un espacio de Hilbert en lugar de sobre una C*-
algebra con el fin de poder entender la accién de los unitarios en términos de subespacios.
Luego se observa como los resultados se generalizan.

En el Capitulo 3 estudiaremos la estructura de Finsler de Gr (7). Veremos cémo se
le puede dar una métrica de Finsler a partir de pensarla como una subvariedad de &7
y como se le puede dar una métrica de Finsler pensdndola como un espacio homogeneo
con la accién del grupo de unitarios. Veremos ademés que dichas estructuras coinciden.

En el Capitulo 4, estudiaremos los mapas de reduccion de longitud y a partir de ellos
probaremos las primeras versiones del resultado al que queremos llegar. Estds primeras
versiones dependeran de la existencia representaciones de la C*-dlgebra en los operadores
acotados de un espacio de Hilbert que cumplan ciertas condiciones.



IX

El Capitulo 5 consta del resultado final de esta Tesis, en el cual se prueba que siempre
se pueden encontrar representaciones que satisfagan las condiciones que les pedimos en
el Capitulo 4. El capitulo finaliza con una generalizacién de los resultados a las llamadas
Variedades de Bandera basada en [9]

El Apéndice A esta conformado por los resultados sobre C*-dlgebras que usaremos
en la Tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo introduciremos las nociones basicas que usaremos a lo largo
de todo el trabajo. Comenzaremos con la idea de diferenciacién en espacios y algebras
de Banach, para luego estudiar las variedades diferenciables modeladas por espacios de
Banach y sus propiedades basicas. El capitulo finaliza con la definicién de variedades
de Finsler junto con algunos ejemplos que necesitaremos para encarar los problemas
centrales de la tesis.

Los resultados enunciados y no demostrados sobre espacios de Banach pueden en-
contrarse en el libro de Reed y Simon [13]. Los resultados sobre variedades modeladas
por espacios de Banach no demostrados pueden entontrarse en el libro de Lang [11].

Los resultados de C*-algebras y céalculo funcional que usaremos a lo largo del trabajo,
si bien pueden considerarse como preliminares, se encuentran en el Apéndice A de la tesis.

1.1. Diferenciaciéon en Espacios de Banach

En esta seccién introduciremos la nocién de espacio de Banach y la idea de diferen-
ciacion entre espacios de Banach.

Definicion 1.1.1. Un espacio de Banach es un espacio vectorial E sobre los niimeros
reales o complejos con una norma |[-|| : £ — R>o de forma que (E,d) es completo,
donde d es la distancia inducida por la norma.

Observacion 1.1.2. Notamos que si E es un espacio de Banach sobre C siempre lo
podemos pensar como un espacio de Banach sobre R.

En lo que sigue, cuando digamos E y F' son espacios de Banach, estaremos pensando
que ambos son sobre los niimeros complejos o ambos son sobre los niimeres reales.
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Definicion 1.1.3. Sean F' y F' dos espacios de Banach. Decimos que un operador lineal
T : E — F es acotado si se satisface:

Tx
sup {H”mH” rx e B x# 0} < 0.
Proposicién 1.1.4. Sean E y F espacios de Banach y sea T': E — F un operador
lineal. Son equivalentes:

1) T es acotado.
11) T es continuo respecto a las topologias inducidas por las normas.
) sup{|[Ta| : 2 € B, |la]| = 1} < oo.

Notacion 1.1.5. Sean F y F espacios de Banach y T' : F — F un operador lineal,
notamos ker(7") al nicleo de Ty rg(T") al rango de T.

Observaciéon 1.1.6. Si E' y F son espacios de Banach y T': E — F' es un operador
lineal, entonces, ker(T') C E y rg(T) C F son subespacios. Ademds, si T' es acotado,
ker(T) resulta un subespacio cerrado.

Definicién 1.1.7. Sean E'y F' dos espacios de Banach, notamos B(F, F) al conjunto de
todos los operadores lineales y acotados de E en F'y definimos la norma de un operador
T € B(E, F) como:
_ [Tz _ . _
|| T ||= sup T re€E,x#0, =sup{||Tz| :2z € E,|z| =1}.

Notaremos B(E) a B(E, E). En el caso de que los espacios sean complejos, nos va a
interesar mirar los operadores R-lineales acotados. Al conjunto de dichos operadores lo
notaremos Bg(F, F).

Proposicién 1.1.8. Sean E y F' dos espacios de Banach entonces (B(E, F), ||-||) es un
espacio de Banach con la estructura de espacio vectorial dada por sumar y multiplicar
por un escalar puntualmente.

Antes de comenzar a estudiar la diferenciacién en espacios de Banach mencionamos
algunos resultados importantes.

Teorema 1.1.9. (Hahn-Banach) Sea E un espacio de Banach sobre k (donde &k = R
6k =C)ysea S C E un subespacio. Sea ademds N : E — R>( una aplicacién que
cumple: dados a,b € k con |a| 4 |b] <1y dados z,y € E se tiene:

N(az + by) < |a|N(x) + [b|N(y)

es decir, una aplicacién convexa.
Entonces, dado ¢ : S — k un funcional lineal de forma que ¢(s) < N(s) para todo
s € S, existe ¢/ : E — k de forma que ¢’ extiende a ¢ y ¢/(z) < N(x) para todo z € E.
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Teorema 1.1.10. (Versiéon Geométrica de Hahn-Banach) Sea E un espacio de Banach,
sea S C E un subespacio y sea K C E un conjunto abierto, convexo y no vacio de forma
que K NS = (. Entonces existe un hiperplano cerrado H C E de forma que S C H y
HNK=0.

Teorema 1.1.11. (Aplicacién abierta) Sea T' € B(E, F') un operador sobreyectivo donde
FE y F son espacios de Banach, entonces se tiene que 1" es abierto.

Ahora nos centraremos en definir una nocién de diferenciabilidad para una funcién en-
tre espacios de Banach. Hay varias formas de hacer esto. En esta seccién desarrollaremos
la nocion de diferenciabilidad en el sentido de Fréchet y estudiaremos la diferenciabilidad
sobre R.

Definicién 1.1.12. Sean F y F' dos espacios de Banach y sea f : E — F' una funcién.
Decimos que f es Fréchet diferenciable (o simplemente diferenciable) en x € E si existe
un operador L, € Br(FE, F) que satisface:

o 1@+ 1) = (@) = Lo

=0.
|[hl|—0 A

En la siguiente proposicién enunciamos las propiedades béasicas de la diferenciacion
en el sentido de la definiciéon previa, y daremos la definicién de la diferencial de una
funcién diferenciable.

Proposicién 1.1.13. Sean E y F' dos espacios de Banach y sean f,g : E — F' entonces:

1) Si f es diferenciable en « € E, el operador que realiza la Definicién 1.1.12 es tnico,
se lo nota D f, y se lo llama diferencial de f en =x.

11) Si f es diferenciable en x € E entonces f es continua en z.

m) Si f es diferenciable en 2z € EF y A € R entonces \f es diferenciable en x y

1v) Si f y g son diferenciables en x € F entonces f + g es diferenciable en z y se tiene
que D(f + g)z = Dfy + Dg,.

V) SiT € B(E, F) entonces T es diferenciable en x para todo x € E'y DT, =T para
todo z € E. Mas atn, el resultado vale para T € Br(E, F).

Proposicién 1.1.14. (Regla de la Cadena) Sean E, F, G espacios de Banach y sean
f+E— F,g: F — G dos funciones. Si f es diferenciable en z € F y g es diferenciable
en f(x) € F entonces se tiene que g o f es diferenciable en x y resulta ser:

D(go f)z = Dgy(z)D fu-
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Definiciéon 1.1.15. Sea f : U C E — F donde U C E es un abierto. Decimos que f
es diferenciable en U si lo es en cada z € U.

Definiciéon 1.1.16. Sea f : U C F — F con U C FE abierto. Decimos que f es de clase
C! en U si la aplicacién Df : U — B(E, F) definida por Df(z) = Df, es continua.

Notamos que ahora tenemos definida la nocién de que una funcién entre espacios
de Banach sea clase C! en un abierto. Esta nocién depende de la continuidad de la
funcién Df : U — B(FE, F). Lo que nos podemos preguntar es si esta nueva funcién
es diferenciable. En caso que lo sea diremos que f es dos veces diferenciable y si la
aplicacién D(Df) = D*f : U — B(E,B(E, F)) es continua diremos que f es de clase
C?.

De forma inductiva, podemos darle un significado a que f : U — F sea de clase C*
con k € N. En caso de que f sea de clase C* para todo k € N diremos que f es de clase
C*.

Observacién 1.1.17. Dado que en el contexto de este trabajo vamos a trabajar con
funciones de clase C'"°, de aqui en adelante a las funciones C'*° las llamaremos suaves.

Observacién 1.1.18. Los resultados enunciados en la Proposicién 1.1.13 siguen siendo
validos para funciones suaves.

Definicion 1.1.19. Sean E y F' espacios de Banach, U C E y V C F' abiertos. Decimos
que f: U — V essuavesiysolosi f:U — F lo es.

Definiciéon 1.1.20. Si U y V son abiertos de ciertos espacios de Banach, decimos que
f: U — V es un difeomorfismo si es suave, biyectiva y con inversa suave.

A continuacién enunciaremos algunos resultados importantes para funciones suaves
en espacios de Banach que necesitaremos a lo largo del trabajo.

Teorema 1.1.21. (Teorema del Valor Medio) Sean E, F espacios de Banach, seaU C E
un abierto convexo y f : U — F' suave. Entonces, dados =,y € U se tiene que :

1 () = FW)ll < llz =yl sup [[Df]

ZETY
donde 7y denota el segmento que une a x con y.

Teorema 1.1.22. (Teorema de la Funcién Inversa) Sean E y F' espacios de Banach
y f : U — F una funciéon suave. Supongamos que para cierto z € FE se tiene que
Df, : E — F es un isomorfismo entre estos espacios de Banach vistos sobre R (es decir
es biyectivo y bicontinuo).

Entonces existen abiertos V C U C Fy W C F de forma que x € U, f(z) € V' y
f:U — V es un difeomorfismo.
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Definicion 1.1.23. Sea F un espacio de Banach y sea F; C E un subespacio cerrado.
Decimos que F; parte a E si existe F, C F, subespacio cerrado, de forma que £ = F1 @ Fb.

Observacion 1.1.24. Si E es un Espacio de Banach y /' C E es un subespacio, tenemos
que F junto con la restriccion de la norma de E es un espacio de Banach si y solo si F'
es un subespacio cerrado.

Proposicién 1.1.25. Sean F y F' dos espacios de Banach, se tiene que F x F posee
estructura de espacio de Banach con la norma dada por |[(z,y)|| = ||z|| + |ly||. Las
proyecciones candnicas dadas por pi(z,y) = = y p2(x,y) = y resultan suaves, y para
cualquier zp € FE fijo la inclusién iy, : F — E x F dada por iz, (y) = (zo,y) es
suave (analogamente para yo € F'). Ademds este objeto tiene la propiedad universal del
producto en la categoria de espacios de Banach y funciones suaves.

Definiciéon 1.1.26. Si V; y V» son abiertos de ciertos espacios de Banach y F' es una
espacio de Banach, decimos que f : V4 x Vo — F es una proyeccién si existe un
difeomorfismo r de V7 en un abierto de F' de forma tal que el siguiente diagrama conmuta:

Vix Va2

| A

F

Teorema 1.1.27. (Teorema de la Funcién Implicita) Sean E, F' espacios de Banach,
sea U C FE abierto y sea u € U. Supongamos que f : U — F' es una funcién suave de
forma que D f, es un epimorfismo y ker(Df,) parte a F, es decir, existe F; subespacio
cerrado de E tal que:

E =ker(Df,) ® E.

Entonces existen: un abierto U’ C U que contiene a u, abiertos Vi, Vs, de ker(Df,)
y Ej respectivamente y un difeomorfismo h : Vi x Vo — U’ de forma que f o h es una
proyeccién.

1.2. Diferenciacion en Algebras de Banach

En esta seccién nos restrigiremos a trabajar con dlgebras de Banach, que son un caso
particular de espacios de Banach con mas estructura. Necesitamos hacer esto ya que en
la mayor parte de este trabajo estaremos en ese contexto y necesitamos probar algunos
resultados que usaremos mas adelante.

Definicién 1.2.1. Decimos que (&, +, -, ,||-]|]) (con k =R 6 k = C) es un algebra de
Banach si:

1) (o, +,, k) es un algebra asociativa sobre k.
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11) (4,4, k, ||||) es un espacio de Banach.
1) Dados z,y € &, |z -yl < |[=[l[ly]-

Observacién 1.2.2. La Definicién 1.2.1 nos dice en escencia que un algebra de Banach es
un dlgebra asociativa con estructura de espacio de Banach. La condicién ||zy|| < ||z|||y||
relaciona la norma con la operacién producto y de ella se deduce la continuidad del
mismo.

Observacién 1.2.3. Notamos que, como un algebra de Banach es en particular un
espacio de Banach, los resultados y las definiciones de la seccién anterior siguen siendo
vélidos en algebras de Banach.

Observacién 1.2.4. Si bien se pueden considerar dlgebras de Banach sin identidad,
para nosotros de aqui en adelante un dlgebra de Banach serd un algebra de Banach con
identidad, es decir, existe 1, € & de forma que zl, = 1, = x para todo x € &.
Cuando no haya confusién notaremos 1, = 1.

Al tener una estructura de algebra asociativa podemos introducir el producto de
funciones. Enunciaremos los resultados béasicos sobre el producto de funciones suaves.
Primero haremos algunas definiciones y observaciones.

Definicion 1.2.5. Sea o7 un édlgebra de Banach, y sea x € 7. Definimos las aplicaciones
Ly:o — & v R, : o — &/ como:

Ly(y) = zy

R:(y) = y.

Observacién 1.2.6. Notamos que las aplicaciones definidas en la definicion anterior
son lineales y continuas, por lo cual son suaves y se tiene que D(L,), = L, cualquier
sea p € &/ (analogamente para R,). Ademds es facil ver que || Ly|| = ||Rz| = ||z

Definicién 1.2.7. Definimos las aplicaciénes L : &/ — B(«/) y R : o — B(«),
donde & es un algebra de Banach, como:

Observacién 1.2.8. Notamos que las aplicaciones definidas en la Definicion 1.2.7 son
lineales, por lo cual son suaves y se tiene que D(L), = L cualquiera sea x € «/. En
general, cuando se claro, notaremos D(L) = L. Observamos ademds que || L|| = 1 puesto
que || Ly | = [|=]].
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Observacion 1.2.9. Sea &7 un algebra de Banach, usando al definicién de diferencia-
bilidad en espacios de Banach y las observaciones previas, es facil ver que la aplicacién
m: o x of — o/ dada por:

m(z,y) =y

€S suave.

Proposicién 1.2.10. (Regla de Leibnitz) Sean E un espacio de Banach y & un algebra
de Banach. Sea U C E un abierto y funciones f, g : U — &7 suaves. Entonces la funcién
fg:U — o dada por (fg)(z) = f(x)g(z) es suave y se tiene que:

D(fg)2(-) = Dfs(-)g(x) + f(2)Dga(-).

A continuacién definiremos la aplicacién exponencial en un algebra de Banach y
estudiaremos sus propiedades. Para ello primero debemos recordar algunas definiciones
y propiedades de series en espacios de Banach.

Definicién 1.2.11. Sea F un espacio de Banach y sea (z,,), C E. Decimos que la serie
o0 o0

>~ x, converge absolutamente si la serie _ ||z, || converge.
n=0 n=0

o
Proposicién 1.2.12. Sea E un espacio de Banach y sea (x,), C E. Si la serie ) =y,

n=0
converge absolutamente entonces converge.

Demostracion. Como E es completo, debemos ver que la sucesién de sumas parciales es

N
de Cauchy. Si notamos Sy = > z,, tenemos que, para N, M € N con N < M

n=0
M M M N
1Sp = Snll =11 - zall < D Nl =D llaall = D llzall < e
n=N-1 n=N-1 n=0 n=0
N
si N, M son suficientemente grandes ya que la sucesion > ||z, || es de Cauchy por ser la
n=0
serie absolutamente convergente. O

Proposicién 1.2.13. (Producto de Cauchy) Sean E un espacio de Banach y (2p)n, (Yn)n
o0 o

sucesiones en F de forma que las series > z, y > y, convergen absolutamente.

n=0 n=0
[ee] [e.e]

Siz= > x,ey= ) y, entonces se tiene que:
n=0 n=0

o n
rYy = Z Z LiYn—k-

n=0 k=0
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Demostracion. La demostracién de este resultado se puede encontrar en el libro de Apos-
tol [2, p.204]. O

Observacién 1.2.14. Sea &/ un algebra de Banach y sea x € &/ se puede probar por
induccién que ||z"|| < ||z||™ para todo n € Ny.

o
. . » 7 . n
Proposicién 1.2.15. Sea </ un dlgebra de Banach, entonces la serie ) 7y converge
n=0
cualquiera sea x € /. Mds aun, la convergencia es absoluta.

Demostracion. Observamos primero que como estamos en un dlgebra de Banach y x € &7
tenemos que %T,L € &/ cualquiera sea n € Ny. Ahora como & es en particular un espacio
de Banach por la Proposicion 1.2.12 basta ver que la serie converge absolutamente. Luego

Z Z = Hn

n=0
se concluye que la serie del enunciado converge absolutamente. O

observando que:

Definicion 1.2.16. Sea 7 un algebra de Banach se define la aplicacién exponencial,

exp : & — &/ como:
n

x
exp(z) = e* 1= Z )

n=0

Proposicién 1.2.17. Sea &/ un éalgebra de Banach y sean x,y € & de forma que

Ty = yx entonces:
ety = eV,

Demostracion. La idea de esta demostracién serd usar la Proposicién 1.2.13 (Producto
de Cauchy).
Notamos que e = ) Ly ye? = > . Como ya vimos previamente, la convergencia

n= n=0
es absoluta. Usando el Producto de Cauchy obtenemos:

=3 S e s () R e
n=0 k=0 n=0

donde, en la tercer igualdad, aplicamos el Binomio de Newton usando la hipétesis de
que x e y conmutan. O

Definiciéon 1.2.18. Sea o/ un dlgebra de Banach. Se define el grupo lineal de & como:
GL(&) ={r e o :Jy € queverifica zy=yr =14}

Observacién 1.2.19. Se puede ver que si z € GL(47) entonces existe un unico y € &

que satisface zy = yx = 1. A dicho y lo notaremos =~ .
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Observacion 1.2.20. Sea o/ un algebra de Banach y sea a € o/ de forma que existen
z,y € o tales que xa = ay = 1 entonces x = 1 = zay = ly = y por lo cual a es
inversible. Es decir, si posee inverso a izquierda e inverso a derecha es inversible.

Proposicién 1.2.21. Sea & un élgebra de Banach, sea exp : @& — & el mapa
exponencial y sea x € /. Entonces:

1) exp(«/) C GL(#) y (e*)"! = e 2.
1) Si g € GL(«/) entonces ge®g! = 979" 1.

Demostracion. Para ver el primer {tem notamos que x(—x) = (—x)z luego, por la Pro-
posicion 1.2.17, se tiene que:

y analogamente e~ *e® = 1,,, de donde se sigue el resultado.
Veamos el segundo item. Para ello, consideramos el mapa Cj : &/ — &/ dado por:

Cy(z) = gzg™*

es decir la conjugacion por g. Este mapa es lineal y continuo, e inductivamente se puede
probar que tiene la propiedad Cy(z™) = (Cy(x))™ para todo n € Ny. De donde se sigue,
usando la continuidad y la linealidad que:

N N N
efgl=C lim im" = lim C Z lx” = lim lC’ (")
g¢'9 g ! g On! N—o0 On! g
n= =

O]

Dado que la exponencial se define a partir de una serie de potencias, nos interesara
estudiar la suavidad de dichas series. Para ello debemos probar primero algunos lemas.

Lema 1.2.22. Sean E y F espacios de Banach. Sea U C FE un abierto conexo. (fp)n
una sucesién de funciones suaves de U en E. Supongamos que se cumplen:

1) Existe 29 € U de forma que f,,(xo) es convergente.

11) Para cada a € U existe B(a) una bola abierta alrrededor de a contenida en U de
forma que la sucesién D f,, converge uniformemente en B(a).

Entonces la sucesién (fy,), converge uniformemente en todo U y si llamamos f a su
limite y g al limite de sus diferenciales, resulta f diferenciable y Df = g.
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Demostracion. Consideramos a € U fijo. Sea B(a) como en el enunciado y sea r > 0 el
radio de dicha bola. Utilizando el Teorema del Valor Medio (Teorema 1.1.21), si z € B(a)
tenemos que:

[fn () = fm(2) = (fala) = fm(a))|| < llz = all sup [[D(fn)z = D(fm)-|

z€B(a)
<r sup [|D(fn): — D(fm):]-
z€B(a)

Como D(fy,) es uniformemente convergente en B(a) entonces es uniformemente de
Cauchy y la tltima expresion tiende a cero al hacer tender n y m a infinito.

Se sigue que (fp(z)), es de Cauchy si y solo si (fy(a)), es de Cauchy, como F' es
completo nos esta diciendo que (f,(x)), converge siy solo si (fn(a)), converge, con lo
cual los puntos de convergencia de (f,), son un subconjunto abierto y cerrado de U.
Como U es conexo y el enunciado nos garantiza la existencia de un punto de convergencia,
se sigue que la sucesion (f,,), converge en todo U. Mas atn, se sigue que la convergencia
es uniforme en cada bola del enunciado.

Ahora que tenemos bien definida la funcién f como el limite puntual de (fy), sélo
resta ver que es diferenciable y su diferencial es g. Para ello fijamos, al igual que antes,
a € U y consideramos B(a) como en el enunciado de radio r > 0. Por hipétesis, dado
e > 0 existe ng € N de forma que si n > ng y m > n, se tiene, para z € B(a):

y podemos tomar ng de forma tal que ademas valga

190 = D(fn)all < e

Ahora operando como el la primer parte de la demostracién obtenemos:

[fn(2) = fm(2) = (fula) = fm(a))l| < llz — al sup [|D(fn): = D(fm)-ll

2€B(a)

< [lz —ale
luego tomando limite en m se sigue que
1f () = f(a) = (fu(z) = fula)]| < llz —alle.

Luego para n > ng llamamos:

A= [If(z) = fla) = (fu(x) = fula))]
B = ||fn($) - fn(a) - D(fn)a(x - a’)”
C = [[(Dfn)a(z — a) — ga(z — a)||.
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Notamos que valen:
[All < [l —alle

1Bl < [lz = alle
IC]] < llz — alle.

Es claro para A y para C utilizando las desigualdades probadas previamente y como
elegimos ng. Para B simplemente hay que observar que existe ' < r de forma de que si
|z —al| < 7’ debe valer la desigualdad, por la convergencia uniforme de las (f,,),. Luego
para n suficientemente grande y z suficientemente cerca de a valen las tres desigualdades
de donde se sigue que:

1f (@) = f(a) = ga(x — a)[| < A + || Bl + IC]| < 3e||z — al],
luego f es diferenciable en a y Df, = ga. O

Lema 1.2.23. Sea o/ un algebra de Banach se tiene que la aplicacién P,(x) = z™ es
suave y su diferencial es:

D(P,),(h) = 2" Yh 4+ 2" 2ha 4+ .. 4+ zha™ 2 4+ ha !
la cual puede ser reescrita en términos de operadores como:

n—1 n—2 n—2 n—1
D(P,) = L(.) + L(.) Ry+...+ L(.)R. + R(.)

donde la potencia indica la composicién.

Demostracion. Notamos que ya sabemos que es suave por ser producto de funciones
suaves. Para calcular su diferencial, desarrollamos la potencia (z + h)" y agrupando los
términos donde aparece h mas de una vez en r,(h) obtenemos:

(x+h)" ="+ 2" h+ 2" 2ha + ...+ 2ha" 2 + ha" 1+, (h).

— 0. para ello notamos que:
Al —0

[l |<Z()|hu Jfln*

al aparecer en cada sumando ||h| por lo menos dos veces como factor, se sigue lo que

Bastard ver que T|T|Lh||

queriamos probar. O

Observacion 1.2.24. Notamos que, con la notacién del Lema 1.2.23 se obtiene que
D(P,) = q1(L(.), R() donde g es un polinomio conmutativo con n términos ménicos
de grado n — 1. Mas aun, si seguimos diferenciando, en base a la Observacién 1.2.8
y la Regla de la Cadena en espacios de Banach, tenemos que D?(P,) tambien resulta
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un polinomio conmutativo en las mismas variables que se puede escribir con n(n — 1)
sumandos monicos de grado n — 2. Asi prosiguiendo, podemos pensar las diferenciales
de mayor orden obteniendo:

Dk(Pn) = Qn(L(-)a R(-))

donde ¢, es un polinomio conmutativo y D¥(P,) puede ser escrito como la suma de
n(n—1)...(n—k+ 1) términos ménicos de grado n — k.

Definicién 1.2.25. Una serie de potencias en un algebra de Banach &/ es una serie de

00
Z Cn(l‘ - a)n’
n=0

la forma:

donde (¢cp)p C & ya€ .

Recordamos que dada una serie de potencias existe r € [0; +o0] de forma que la serie
converge absolutamente si ||z — a|| < 7, diverge si || — a|| > r y ademads se tiene que la
serie converge uniformemente en {x € & : ||z — al| < '} con ' < 7.

Recordamos ademds que la forma de calcular este radio es r = ————_ con la
lim {/[lenl|

oz 1 _ 1 _
convencion de que 5 =00y = = 0.

En la proposicion siguiente probaremos que las series de potencias son funciones
suaves en su radio de convergencia. Lo haremos para series centradas en a = 0. Si la
serie esta centrada en un a € o7 arbitrario, la demostracién es andloga.

Teorema 1.2.26. (Diferenciacién de Series de Potencias) Sea ./ un élgebra de Banach.
[e.°]
Sea (cp)n C o/ ysea Y. cpa™ la serie de potencias asociada a la sucesion (¢p,)p. Sir >0

n=0
es su radio de convergencia, la funcién definida por:

flx) = Z cpx"
n=0

con ||z|| < r resulta una funcién suave y ademds se tiene que
oo
Df:v - Z CnD<Pn)$;
n=0

donde P,(x) = z™.

Demostracion. Para esta demostracion nos basaremos fuertemente en el Lema 1.2.22.
Consideramos U = {x € & : ||z|| < r}, el cual es un abierto conexo.
Consideramos las funciones
N

Sn(x) = Z cnx”.

n=0
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Para cada N € N resulta Sy diferenciable por ser suma de funciones diferenciables.
Ademds podemos calcular sus diferenciales como:

N
D(Sy) = caD(P,).
n=0

Ahora, por un lado tenemos que la sucesién Sy (x) posee un punto de convergencia,
ya que en x = 0 siempre converge (de hecho por hipdtesis converge en cualquier x con
]l < 7).

Por otro lado si tomamos a € U, como es una bola abierta, tenemos otra bola
alrededor de a contenida en U, que a su vez estd contenida en B, (0) para cierto r; < r.
Veamos que en By, (0) la sucesion de sus diferenciales converge uniformemente.

Tomamos = € By, (0) y en virtud de la Observacién 1.2.6, el Lema 1.2.23 y la Obser-
vacion 1.2.24 se tiene que:

ID(Po)all < nllzl"~ < nry™

luego obtenemos que:

00 [e's) [e's)
D leaD(P)all < lleallllD(Pa)ell <D llenlnrf ™ < oo
n=0 n=0 n=0

donde la convergencia de la ultima serie se debe a que lim {/||¢,|| = lim {/||cn||n pues

lim /n = 1.

Con lo cual, usando el criterio de convergencia de Weierstrass se tiene que la serie

> enD(P,)
n=0

converge uniformemente en B,, (0).
En base al Lema 1.2.22 obtenemos que el limite de la sucesién Sy (el cual ya sabiamos
que existia y era f) es diferenciable y su diferencial es:

Df, = ian(Pn)w
n=0

como queriamos ver, mas ain, como para cada a con |lal| < r vimos que existe un
entorno de a donde la convergencia de las diferenciables es uniforme, y estas son funciones
continuas se obtiene que Df es continua y en particular que f es C*.

Veamos que es suave por induccién. Asumimos que es clase C¥~1 y se tiene que:

o0
DF1f = "c,D"'P,

n=0
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luego, tomando U, a y 71 como en la primer parte de la demostracién se sigue que

N
la sucesion Sy = > cnD* 1P, es una sucesién de funciones suaves que converge en

n=
x = 0 (de hecho converge en cualquier x dentro del radio de convergencia por hipdtesis
inductiva), y para = con ||z|| < r1 tenemos:

D lenDF(P)all < llenlln(n — 1) ... (n = &+ 1)z *
n=0 n=0

oo
< lenlln(n = 1) ... (n = k+ 1) F < o0
n=0

donde en la primer desigualdad usamos los resultados de la Observacion 1.2.24. Para ver
la convergencia, usamos lo mismo que en el caso k = 1, observando simplemente que

lim ¥/n(n—1)...(n—k+1)=1.

Luego aplicando nuevamente el criterio de Weierstrass obtenemos la convergencia uni-
forme de las diferenciales en una bola centrada alrrededor de a, y por el Lema 1.2.22

o0
obtenemos que DF~!f es diferenciable y D¥f = 3" ¢,D*P,. Usando la continuidad
n=0
de las sumas parciales y la convergencia uniforme local, obtenemos que D*f es conti-
nua de la misma forma que antes. Luego tenemos que f es suave, lo cual concluye la

demostracion. ]

Corolario 1.2.27. Sea «/ un algebra de Banach consideramos exp : &/ — & el mapa
exponencial. Se tiene que este mapa es suave, y si x e y conmutan D exp,(y) = exp(z)y.
En particular obtenemos que D expy = idy .

Demostracion. La suavidad es consecuencia del Teorema 1.2.26 por ser una serie de
potencias con radio de convergencia infinito. Para ver su diferencial, simplemente obser-
vamos que si x e y conmutan entonces

D<Pn)ac<y) = nxnily

y luego sumando se obtiene que:

Dexp,(y) = (Z (nil),x”1> y = exp(z)y.

n=1

Para ver lo iltimo solo hay que observar que 0 conmuta con cualquier y € & y
0
e’ =1. O

Lo que haremos a continuacion es definir una inversa de la exponencial localmente.
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Observacion 1.2.28. Si bien en el caso &/ = R podemos conseguir una inversa global
del mapa exponencial, esto no valdra en general. A modo de ejemplo, si &/ = C tenemos

que € = 2™ con lo cual no puede tener inversa global.

Proposicién 1.2.29. Sea & un algebra de Banach, entonces se tiene que existen abier-
tos U,V C o de forma que 0 € U, 1 € V y el mapa exp : U — V resulta un
difeomorfismo.

Demostracion. Recordamos que vimos en el Corolario 1.2.27 que el mapa exponencial
es suave y su diferencial en 0 € &/ es la identidad. Luego por el Teorema de la Funcién
Inversa (Teorema 1.1.22) se sigue el resultado. O

Definiciéon 1.2.30. Sean U,V como en la proposicién anterior entonces la inversa del
mapa exponencial se llama logaritmo en V' y se lo nota:

log: V —U.

Observacion 1.2.31. Se puede probar que la diferencial del mapa exponencial es un
isomorfismo cualquiera sea x € & de forma tal que se puede definir un logaritmo en
cualquier entorno de un elemento de la forma e* con x € <.

1.3. Variedades de Banach

En esta seccién y las siguientes definiremos la nocién de variedad suave modelada
por un espacio de Banach a la que denominaremos Variedad de Banach, junto con las
nociones habituales de subvariedad regular, morfismos entre variedades.

Definicién 1.3.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que (X, 7) es una variedad
topoldgica modelada por un espacio de Banach F, si cumple:

1) El espacio topolégico (X, 7) es Ts.

11) Para cada x € X existe un abierto U C X y un homeomorfismo ¢ : U — ¢(U)
donde ¢(U) C E es un abierto.

Esto define la nocién de variedad topolégica modelada por un espacio de Banach F.
Cada par (U, ¢) se denomina carta. Para definir la nocién de variedad suave necesitamos
primero definir lo que es un atlas suave.

Notacién 1.3.2. De aqui en adelante usaremos la notacién fg para la composicién fog
en los casos donde sea claro que es una composicién y no un producto.

Definicién 1.3.3. Sea X una variedad topolégica y sean (U, ¢), (V, 1) dos cartas. De-
cimos que son compatibles si se cumple que los mapas ¢! : Y(UNV) — ¢(UNV)
y Yot p(UNV) — (UNV) son suaves. Estos mapas se denominan mapas de
transicion.
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Definicion 1.3.4. Sea X una variedad topoldgica modelada por un espacio de Banach
E. Llamamos atlas suave (o simplemente atlas) de X a una familia de cartas de X, la
cual notaremos A = {(U;, ¢;) : i € I}, que satisface las siguientes condiciones:

1) Si z € X entonces existe (U;, ¢;) € A de forma que z € U;. En otras palabras el
atlas cubre al espacio X.

11) Si (U, ¢), (V,y) € A entonces (U, ¢) es compatible con (V).

Proposicién 1.3.5. Sea X una variedad topoldgica modelada por un espacio de Banach
E. Sea A un atlas de X entonces existe un tinico atlas maximal A’ de forma que A C A’

Definicion 1.3.6. Una variedad suave modelada por un espacio de Banach E es un par
((X,7),A) donde (X, 7) es una variedad topoldgica modelada por E y A es un atlas
maximal.

Definicion 1.3.7. Sean X e Y dos variedades suaves modeladas por espacios de Banach
FE y F respectivamente. Sea f : X — Y continua. Decimos que f es suave en cierto
x € X si existen cartas (U, ¢), (V,4¢) con z € U, f(z) € V de forma que la funcién:

Yfp L p(fTHV)NU) — (V) es suave en ¢(x).
Decimos que f es suave en X silo es en cada x € X.

Observacion 1.3.8. Notamos que dada f una funcion suave entre variedades, esta debe
ser continua por la misma definicién de suavidad.

Observacién 1.3.9. La nocién de suavidad no depende de las cartas. Supongamos que
tenemos f : X — Y suave en z € X con respecto a las cartas (U, @), (V1) (ver
Definicién 1.3.7). Sean (U’, ¢') carta de X en z y (V' 1)) carta de Y en f(x). Entonces
PO = (YT (W) (0 ¢ (UNT NIV NVT)) — (V) es suave en ¢/ (z)

por ser composicién de funciones suaves (entre abiertos de espacios de Banach).

Lema 1.3.10. Sean X e Y variedades suaves, sea f : X — Y una funcién continua.
Son equivalentes:

1) fes suave.

11) Para toda carta (U, ¢) de X y para toda carta (V,1) de Y, se tiene que la compo-
sicion ¥ fo~t 1 p(fHV)NU) — (V) es suave.

1) Existen atlas Ax de X y Ay de Y de manera que cualesquiera sean (U, ¢) € Ax
y (V,%) € Ay, la composicién ¢ f¢~! es suave.

Lema 1.3.11. Sean X, Y, Z variedades suaves modeladas por espacios de Banach E, F, G
respectivamente. Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas. Si f es suave en
x € X y g essuave en f(x) € Y Entonces se tiene que la funcién gf : X — Z es suave
en .
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Corolario 1.3.12. Sean X,Y, Z variedades suaves modeladas por espacios de Banach
E| F, G respectivamente. Sean f: X — Y y g : Y — Z funciones suaves entonces la
composicién gf es una funcién suave.

Observacion 1.3.13. Observamos que, como consecuencia del Corolario 1.3.12 se tiene
que las variedades suaves junto con las funciones suaves forman una categoria.

Veremos ahora algunos ejemplos de construcciones de variedades de Banach.

Ejemplo 1.3.14. Es claro que si E es un espacio de Banach, se tiene que E es una
variedad de Banach modelada por si mismo utilizando la carta (E,idg). Ademds se
tiene que la nocién de suavidad de funciones entre espacios de Banach definida en la
primer seccién de este capitulo coincide con la nocién de suavidad como variedades de
Banach.

Ejemplo 1.3.15. Si X es una variedad suave modelada por un espacio de Banach F,
A es un atlas maximal de X y U C X es un abierto, tenemos que U es una variedad
de Banach modelada por E, donde su estructura diferenciable esta dada por el atlas
Ay ={UNV,¢ |p) : (V,9) € &} y lainclusién 4, : U — X resulta una funcién suave.

Ejemplo 1.3.16. (Producto de Variedades) Sean X e Y variedades suaves modeladas
por espacios de Banach E y F' respectivamente, y sean Ax y Ay atlas de X e Y
respectivamente.

Entonces el espacio topoldgico X x Y posee estructura de variedad suave modelada
por el espacio de Banach F x F junto con el atlas:

A={Ux V. x1): (U,¢) € Ax, (V,¢) € Ay}

Se tiene ademas que las proyecciones candnicas resultan funciones suaves y que X xY
posee la propiedad universal del producto en la categoria de variedades y funciones
suaves.

A continuacién definiremos los sub-objetos de las variedades suaves, es decir las sub-
variedades. Una subvariedad suave serd un subespacio topolégico que herede la estructura
diferencial que posee la variedad.

Definicién 1.3.17. Sea Y una variedad suave modelada por un espacio de Banach
E. Sea X C Y. Decimos que X es una subvariedad de Y si E se descompone como
E =& F, ~ Fy X F5 donde F; y F5 son subespacios de Banach y se tiene ademaés que
para cada x € X existe una carta (U, ¢) de Y en z de forma que induce un difeomorfismo
¢:U— Vi x Vo CF xFy (donde V; y Va son abiertos de Fy y F respectivamente)
que cumple:

d(UNX)=V x{ve}

para cierto v € Va. En este contexto llamamos ¢ x a la proyeccién a la primer coordenada
de ¢ es decir px =p1o¢ y ael par (UNX, px) lo llamamos carta de Y adaptada a X.
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Proposiciéon 1.3.18. Sea Y una variedad suave, y sea X C Y una subvariedad. Entonces
se tiene que las cartas adaptadas de Y a X forman un atlas suave que le da a X una
estructura de variedad suave modelada por F; (ver notacién de la Proposicién 1.3.17).

Observacién 1.3.19. Como caso particular de la nocion de subvariedad tenemos que si
X es una variedad modelada por un espacio de Banach y U C X es un abierto, entonces
U resulta una subvariedad suave modelada por el mismo espacio de Banach E.

1.4. Espacio y Fibrado Tangente

Para comenzar con esta seccién, vamos a definir el espacio tangente de una variedad
modelada por un espacio de Banach. Si bien hay muchas definiciones posibles para esto,
en este trabajo nos va a convenir trabajar con una definiciéon que involucre curvas.

Definicion 1.4.1. Sea X una variedad suave modelada por un espacio de Banach F.
Una curva suave « va a ser para nosotros una funcién suave a: (—¢;€) — X.
Dada una carta de X alrededor de a(0) (U, ¢), notamos:

(¢poa)(0):= D(¢oa)(l).

Proposicién 1.4.2. Sea X una variedad suave modelada por un espacio de Banach F,
seax € F'ysea Q) = {a: aes una curva suave en X y a(0) = z}. Dada (U, ¢) una carta
en x, tenemos una relaciéon de equivalencia en 2 dada por:

o] = [8] <= (¢0a)'(0) = (¢ B)'(0).

Adems4s las clases no dependen de la carta elegida.

Demostracion. La relacién va a ser una relacién de equivalencia simplemente por el hecho
de que la igualdad es una relacién de equivalencia. Veamos entonces que no depende de
la carta elegida.

Sea (V, 1) otra carta de X alrededor de z. Queremos ver que (o) (0) = (100 3)(0).
Utilizando la Regla de la Cadena para funciones suaves ente espacios de Banach tenemos

que:
(o) (0)= (Yoo opoa)(0) = Do, (x)(¢oa)(0) =
= Do, () oB)(0) = (Yoot odoa)(0) = (¢yop)(0),
lo cual concluye la demostracion. O

Definicion 1.4.3. Sea X una variedad de Banach y sea x € X definimos el espacio
tangente de X en x como el conjunto de clases de equivalencia de la relaciéon definida en
la proposiciéon previa. Notamos T, X a dicho conjunto.
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Lema 1.4.4. Sea X una variedad modelada por un espacio de Banach X, seax € X y
(U, ¢) una carta de X en x. Se tiene entonces que la aplicacién F': T, X — E dada por
F([a]) = (¢ o a)'(0) es biyectiva.

Demostracion. Primero observamos que por la misma definicién de la relacién de equi-
valencia entre curvas se tiene:

F(la]) = F([8]) <= (¢0a)'(0) = (¢ 0 8)'(0) = [o] = [5]

lo cual me dice que la aplicacién F' esta bien definida y resulta inyectiva.

Veamos que es sobreyectiva. Supongamos un elemento v € E. Consideramos la curva
dada por v(t) = ¢~ (tv + ¢(x)). Notamos que es suave por ser suma y composicién de
funciones suaves y v(0) = ¢~1(0.v + ¢(x)) = x con lo cual [y] € T, X. Si le aplicamos la
funcién F obtenemos que:

F() = (609)'(0) = (¢(¢~ " (tv + ¢()))(0) = (tv + ¢(x))'(0) = v.

Concluimos que la aplicacién F' es sobreyectiva y luego biyectiva, lo cual finaliza la
demostracion. O

Observacion 1.4.5. El lema anterior nos da una biyeccién entre T, X y el espacio de Ba-
nach que modela la variedad. Notar que en la misma demostracién de la sobreyectividad
hemos construido la inversa de F' a partir de F~(v) = [¢~!(tv + ¢(x))].

Teorema 1.4.6. Sea X una variedad suave modelada por un espacio de Banach E. Se
tiene entonces que T, X posee estructura de espacio vectorial y es isomorfo a FE.

Demostracion. Consideramos la aplicacion F' definida en el Lema 1.4.4 que ya vimos
que es biyectiva. A partir de esta biyeccién podemos darle a T, X estructura de espacio
vectorial definiendo para [o, [f] € T, X y A€k (k=R 6 k=C):

FHE(a]) + F([8)))
FH(AF ([a]))

y resulta asi T, X un espacio vectorial y F' un isomorfismo de espacios vectoriales entre
T.XyE. O

Observacion 1.4.7. Notar que en base al Teorema 1.4.6 y el Lema 1.4.4, podemos
explicitar como es la suma y el producto por un escalar en T, X. Se tiene que si (U, ¢)
es una carta de X en x, para (o], [ € T, X y A€k (k=R 6 k=C):

[o] + 18] = [0 (t((¢ 0 @)'(0) + (¢ 0 B)'(0)) + ()]
Ma] = [¢71 (At(d 0 )/ (0) + ¢())]
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Proposicién 1.4.8. Sean X, Y dos variedades de Banach modeladas por E y F res-
pectivamente. Sea f : X — Y una funcién suave. Entonces se tiene que la aplicacion
feg + TeX — Tpp)Y dada por fiz([a]) = [f o af estd bien definida y resulta una
transformacion lineal.

Definicion 1.4.9. Sean X, Y variedades de Banach, z € X y f: X — Y una funcién
suave. La transformacion lineal fi, : 7o X — Ty(;)Y definida en la Proposicién 1.4.8
se llama diferencial de f en x.

Observacién 1.4.10. Si las variedades que miramos son espacios de Banach o abiertos
de espacios de Banach, con la identificacién del tangente del Teorema 1.4.6 se tiene que
fxx = Dfy. En general usaremos la notacién D f, cuando estemos en el contexto de
espacios de Banach.

Proposicién 1.4.11. (Regla de la Cadena) Sean X, Y y Z variedades de Banach y
sean f: X — Y, g:Y — Z funciones suaves. Se tiene que gf : X — Z es suave y
si z € X entonces:

(gf)*,x = g*,f(m)f*,x-

Demostracion. La suavidad de gf ya la vimos en el Corolario 1.3.12. Sea ahora x € X
se tiene que para [o] € T, X:

s, 5@ fea([]) = gu g ([f o) = [go (fea)l = [(g0 f) o a] = (9f)+a([a])
O

Observaciéon 1.4.12. Llamamos variedad de Banach punteada a un par (X,z) con
x € X. La Proposiciéon 1.4.11 junto al hecho de que la diferencial de la identidad es
la identidad nos estd diciendo que tomar tangente es funtor entre la categoria de las
variedades suaves punteadas y la categoria de espacios vectoriales.

A continuacién queremos contruir el fibrado tangente de una variedad X. Antes de
hacerlo recordaremos las definiciones de fibrado, fibrado vectorial y morfismo de fibrados
vectoriales.

Definicion 1.4.13. Sean X y 7T variedades diferenciables y 7 : 7 — X una funcién
diferenciable. Decimos que la terna (X, 7,7) es un fibrado sobre X si se satisface la
siguiente propiedad:

Para cada z € X existe una variedad suave Z y una funcién suave

h:n Y (U)—UxZ

de forma que ™ = p; o h, donde p; es la proyeccién a la primer coordenada. De forma
mas visual, se tiene para cada x un diagrama conmutativo
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Observacion 1.4.14. La Definicién 1.4.13 nos esta diciendo que 7 es localmente una
proyeccién.

A continuacién daremos la definicién de fibrado vectorial.

Definicién 1.4.15. Sea E un espacio de Banach. Decimos que un fibrado (X, 7,7) es
un fibrado vectorial sobre X, si existe (U;);er un cubrimiento por abiertos de X que
satisface:

1) Para cada i € I existe un difeomorfismo 7; : 7~ 1(U;) — U; x E que satisface
que ™ = p; o 7;. Ademas, si nos restringimos a la fibra de un punto se tiene un
isomorfismo, es decir si llamamos 7;, = 75 |1 (z) Se tiene que T : 7 l(z) — E
es un isomorfismo.

11) Para cada x € X fijo y cada 4,j € I se tiene que la funcién 7j, o 7, : B — E es
un isomorfismo de espacios de Banach.

111) Para cada i,j € I la funcién F : U; N U; — B(E), dada por F'(z) = Tjz 07, , €s

5
suave.

Las funciones 7; se denominan trivializaciones del fibrado, la familia (U;);cr se denomina
cubrimiento trivializador. Las funciones 7, = 75 o7'2-;]L se llaman funciones de transicion

del fibrado.

Definicién 1.4.16. Sean (X1, 71, m1) y (Xo, T2, m2) dos fibrados vectoriales. Un morfismo
entre fibrados es un par (f,g) de forma que f: 71 — T2, g : X1 — X5 son funciones
suaves que cumplen:

1) gom =m0 f, es decir, se tiene un diagrama conmutativo:

i

X]_ T X2.

11) Para cada x € X7 se tiene que el mapa inducido por f, 771 (x) — 7= 1(f(x)) es
lineal.
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Observacion 1.4.17. Es facil ver que la composicién de morfismos de fibrados es un
morfismo de fibrados y que si tomamos f y g como la identidad tendremos una iden-
tidad para la composicién de fibrados. Luego se tiene que los fibrados vectoriales y los
morfismos de fibrados forman una categoria.

En lo que resta de esta seccién veremos la construccion del fibrado tangente de una
variedad, y como este mismo resulta ser un fibrado vectorial. Probaremos ademés que
un morfismo entre variedades suaves induce un morfismo de fibrados entre sus fibrados
tangentes obteniendo un funtor entre la categoria de las variedades suaves y los fibrados
vectoriales.

Comenzamos construyendo el tangente de una variedad. Si tenemos una variedad
suave X, ya construimos el objeto 7, X y vimos que era un espacio vectorial. La idea
serd entonces pegar estos espacios vectoriales obteniendo un nuevo objeto que contenga
la informacién de todos ellos y darle estructura de variedad de Banach.

Definicion 1.4.18. Sea X una variedad de Banach definimos el tangente de X como la
unién disjunta de los espacios tangentes en cada punto, es decir:

TX = [[T.X = {(z,v) 13 € X,v € T X}.
zeX

Observaciéon 1.4.19. Si X es una variedad de Banach y U C X es un abierto, para
cada x € U vale que T, X = T,U. Luego se tiene una inclusion TU C TX donde
TU = [] T.X.

zelU
Teorema 1.4.20. Sea X una variedad de Banach modelada por un espacio E. Entonces
se tiene que T'X posee estructura de variedad suave.

Demostracion. Primero debemos comenzar ddndole una topologia. Consideremos (U, ¢)
una carta de X. Podemos construir la aplicacién T'¢ : TU — ¢(U) x E dada por:

(To)(,[a]) = (d(x), (¢ 0 a)'(0)).

Como consecuencia del Lema 1.4.4 tenemos que la aplicacion resulta una biyeccién.
Luego como ¢(U) x E posee estructura de espacio topoldgico, podemos dotar a T'U con
la topologfa inicial respecto de T'¢. Obteniendo asi una topologia sobre TU y resultando
T'¢ un homeomorfismo. Observamos que con esta topologia si V' C U es un abierto se
tiene que TV C TU resulta abierto por ser la preimagen de ¢(V') x E que es abierto.

Ahora para darle una topologia a T X simplemente recordamos que TU C T X y le
damos la topologia final respecto de las inclusiones para cada abierto de una carta de
un atlas & de X.

Observamos que con esta topologia que definimos en T'X, si U es un abierto de X se
tiene que TU C T'X es abierto.
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En conclusién le dimos una estructura de espacio topolégico a T'X, el cual resulta
T5 por serlo X. Ademas si (z,v) € TX tomamos una carta (U, ¢) de X y tenemos que
T¢ es un homeomorfismo entre TU y ¢(U) x E que es un abierto de £ x E. Con lo
cual tenemos que T'X posee estructura de espacio topolégico modelado por el espacio de
Banach F x F.

Para ver ahora que es una variedad de Banach, si A es una atlas de X veamos
que A = {(TU,T¢) : (U, ¢) € A} es un atlas de TX. Tenemos que claramente lo
cubre por la construccion de TU. Solo resta ver la compatibilidad de las cartas. Sean
(TU,T¢),(TV,Tvy) € A, lo que queremos ver es que la aplicacion:

(T)o (Te)™ :dp(UNV)Xx E —p(UNV)x E

es suave.
Notamos que:

(T) o (Th) " (¢(), (¢ © a)'(0)) = (¥(@), (¥ © a)'(0)).

Por la propiedad universal del producto, basta ver que proyectando en cada coor-
denada se tiene un funcién suave. Proyectando en la primera se tiene que es suave ya
que ¢! lo es. Proyectando en la segunda coordenada se tiene que es suave, pues basta
observar que (oa)'(0) = D(1p¢™ 1) y(z) (po ) (0) y la aplicacién D(1p¢~!) es una funcién
suave. 0

Observacién 1.4.21. En la demostracién del Teorema, 1.4.20 vimos que si A es un atlas
de una variedad suave X entonces se tiene que A" = {(TU,T¢) : (U, $) € A} es un atlas
de T'X, donde T (z, [a]) = (¢(z), (¢ © @)'(0)).

Teorema 1.4.22. Sea X una variedad suave. Sea 7 : T X — X la aplicacién dada por
m(x,v) = x. Se tiene entonces que (X, T X, 7) es un fibrado vectorial sobre X.

Demostracion. Lo primero que debemos ver es que 7 es una aplicacién suave. Para ello,
sea (z,v) € TX, sea (U,¢) de X en x y sea (TU,T¢) carta de TX en (z,v). Lo que
debemos ver es que la aplicaciéon ¢m(T'¢)~! es suave. Pero notamos que esta aplicacién
es la proyeccién a la primera coordenada de ¢(X) x E luego es diferenciable.

Ahora debemos ver que cumple la definicién de fibrado vectorial para ello conside-
ramos un atlas A de X y la familia (U;);c; de abiertos asociados al atlas en cuestion.
Estos van a ser nuestros abiertos trivializantes. Veamos ahora que se cumplen todos los
items de la definicién de fibrado (Definicién 1.4.15).

1) Sea U; abierto de la familia elegida previamente, se tiene entonces que (U;, ¢;) es
una carta de X. Consideramos la funcién F, 4 : T, X — E dada por F([a]) = (¢poa)’(0)
que vimos que era un isomorfismo lineal en el Lema 1.4.4 y la Proposiciéon 1.4.6. Sea
7 w1 (U;) — U x E dada por 7;(x,v) = (z, Fy4(v)). Se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:
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notamos que 7~ 1(U;) = TU; y que la funcién 7; es un difeomorfismo ya que tomando
cartas es simplemente la funcion ¢ x idg. Cuando nos restringimos a un punto z € X la
funcién 7, resulta coindicir con la funcién F, 4 que resulta un isomorfismo lineal.

11) Para este item, dadas dos cartas de X en x, (U, ¢), (V,9) tenemos que Fj 4 = Ti,
y que Fp, = Tj; luego, como vimos que ambas son isomorfismos lineales, se tiene que
Tjax © Ti;1 es un isomofismo lineal.

111) Con la notacién del item I1) se tiene que, si « es una curva en X con «(0) = x

Tjz 0 Ty (($0)'(0)) = Tju([a]) = (¥ 0 @)'(0) = D(¥d ™) () (¢ 0 @) (0)

luego como D(w¢*1)¢(_) es suave por ser composicién de funciones suaves (D(1¢~!) es

diferenciable es suave) se sigue que T, OT; 1 es suave, lo cual finaliza la demostracién.
Jx T )
O

Proposicion 1.4.23. Sean X e Y dos variedades de Banach, sea f : X — Y una
funcién suave, entonces la funcién f, : TX — TY dada por fi(z,v) = (f(x), fez(v))
es una funcién suave, mas aun, se tiene que el par (fi, f) es un morfismo de fibrados
vectoriales entre (X, TX,7x) y (Y,TY,my).

Demostracion. Veamos primero que es suave. Sea (z,[a]) € TX, consideramos (U, ¢)
carta de X en z y (V, %) cartade Y en y de forma que f(U) C V. Debemos ver entonces
que la funcién (T) o fo (T¢)™ ' : ¢(U) x E — (V) x E es suave. Tenemos que:

(T9) o f o (Th) ™) (x,(¢0 ) (0)) = (T¥) o f) (= [a]) = (T¥)(f(x),[f o a])
(Wf)(), (o foa)(0))

nuevamente usando la propiedad universal del producto basta ver que cada coordenada es
suave. La primera lo es pues la aplicacién 1) f¢~! lo es y la segunda lo es pues D(¢f¢~1)

lo es y se tiene que D(¢ f¢~") () (¥ 0 @) (0) = (¥ f)(2), (¥ o f 0 @)'(0)).

Veamos que es un morfismo de fibrados. Observamos que (f o 7x)((z,v)) = f(z) =

(my o fi)(x,v) es decir el diagrama siguiente es conmutativo.

Tx L1y
wxl lw
X Y.

Por otra parte, fijado z € X, fi, : To X — T})Y es una transformacion lineal
(Proposicién 1.4.8), lo cual finaliza la demostracion. O
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Observacion 1.4.24. Vimos que un morfismo entre variedades induce un morfismo de
fibrados entre sus tangentes. Usando la Regla de la Cadena (Proposicién 1.4.11) se puede
verificar que la asignacion es funtorial.

Finalizamos esta seccién definiendo la velocidad de una curva.

Observacion 1.4.25. Observamos que si I = [0, 1] podemos identificar, via un isomor-
fismo de fibrados T'T ~ I x R. El morfismo es el par (idr, g) y g(¢,[a]) = (¢, &/(t)) donde
a/(t) es la derivada usual.

Definicién 1.4.26. Sea X una variedad de Banach y o : I = [0,1] — X una curva
suave. Notamos que via la trivializaciéon de la Observacién 1.4.25 podemos pensar a
la diferencial de @ como una aplicacién «, : I Xx R — T'X. Luego si consideramos
i1: I — I x R dada por i1(t) = (¢,1) podemos definir la velocidad de « como:

a(t) = a0y (t)
notamos que ¢ define una aplicacién de I en T'X.

Observacion 1.4.27. Con la definicion previa es facil de ver que si X es una variedad
de Banach y x € X, se tiene que v € T, X si y solo si existe una curva « : (—¢,e) — X
que cumple «(0) = z y la proyeccién a la segunda coordenada de &(0) es v. Cuando no
haya confusiones nos referiremos a &(0) como el elemento v sin pasar por la proyeccién
a la segunda coordenada.

1.5. Teorema de los Valores Regulares
En esta seccion definiremos los conceptos de inmersién, sumersion y probaremos el
Teorema de los Valores Regulares que usaremos en las siguientes secciones.

Definiciéon 1.5.1. Sean X, Y varieadades suaves, sea f : X — Y una funcién suave y
seaz € X.

1) Se dice que f es una sumersién en x si fi ;1 To X — Tj(,)Y es un epimorfismo.
11) Se dice que f es una inmersién en z si fiz : T X — Ty,)Y es un monomorfismo.
1) Si f es una sumersién en x para todo x € X diremos que es una sumersion.

1v) Si f es una inmersién en x para todo z € X diremos que es una inmersién.

Teorema 1.5.2. (Teorema de los Valores Regulares) Sean X, Y variedades suaves mo-
deladas por los espacios de Banach E y F respectivamente. Sea f : X — Y una funcién
suave. Supongamos que para cierto ¢ € Y se tiene que:

Si x € f~!(c) entonces f es una sumersién en z y ademds ker(f. ) parte a T, X.

Entonces, el conjunto Z = f~!(c) resulta una subvariedad cerrada de X y se tiene
un isomorfismo 7,7 ~ ker f, , para todo x € Z.
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Demostracion. Z es cerrado por ser preimagen de un cerrado por una funcién continua.
Podemos suponer que es no vacio ya que sino no hay nada que probar.

Consideramos una carta (V,1) de Y en ¢ de forma que ¢(c) =0 € F. Sea z € Z,
consideramos otra carta (U, ¢) de X en z, de forma tal que ¢(z) =0€ Ey f(U)C V' y
lNamamos U = ¢(U).

Notamos que tenemos, para cada z € Z, una aplicacién ]?: pofop U —F
diferenciable que resulta una sumersién, ya que f lo es y ¢ y ¢ son difeomorfismos. Por
hipdtesis su nicleo parte a F, es decir existe un subespacio cerrado de E que notaremos
FE; de forma tal que:

E,® ker(DfO) ~ F.

Utilizando el Teorema de la Funcién Implicita (Teorema 1.1.27) se tiene que existe
U’ C U, V; abierto de E1, V5 abierto de ker(Dfo) y h: Vi x Vo — U’ difeomorfismo, de
forma. que fo h = p1. Tomamos 6 = h™! o ¢, obteniendo una carta de X dada por ((7, 0)
que satisface 1 o f 0§~ = p;. Se tiene por la misma construccién que 9(6) =VixWay
que Yo fof71(0,y) = 0 luego:

OUNZ)=0x Vs,

de donde se concluye que Z es una subvariedad. Por 1ltimo observamos que por la misma
consruccién se tiene:
T.Z ~ 0 x ker(D fy) >~ ker(fsz).

1.6. Variedades de Finsler

En esta seccién definiremos las variedades de Finsler, que son el objeto con el cual
vamos a trabajar mayormente en este trabajo. La idea es, dada una variedad suave, defi-
nir una norma en cada espacio tangente de manera que varie continuamente al movernos
por los puntos del espacio. Esto nos va a permitir medir la velocidad instantdanea de
una curva de forma intrinseca a la variedad, asi como medir longitudes de curvas en la
variedad.

Definicién 1.6.1. Una Variedad de Finsler es una variedad de Banach X junto con una
fucién continua N : T'X — R>( de forma que para z € X, A € Ry v,w € T, X, se
cumple que:

1) N(z,v) =0<=v=0.
1) N(z,\v)=|\N(z,v).

1) N(z,v+w) < N(z.v)+ N(z,w).
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Notacion 1.6.2. Notamos que la aplicacién N nos esta definiendo una norma en cada
espacio tangente. De ahi que en general notaremos a N (z,v) como ||v]|.

Observacion 1.6.3. Si E es un espacio de Banach, vimos que tenia estructura de
variedad de Banach y su tangente estaba identificado con el mismo espacio E, es facil
ver que la misma norma de F le da estructura de variedad de Finsler. Esta observacién
también es valida para un abierto U C FE ya que observamos que en este caso T,,U = T, F.

Definicién 1.6.4. Sea X una variedad de Finlser y sea « : [0, 1] — X una curva suave.
Definimos la longitud de a como:

1
long(a) ::/0 ()l

Definicion 1.6.5. Sea X una variedad de Finsler arcoconexa y sean p, ¢ € X definimos
la distancia entre p y ¢ como:

d(p,q) = inf {long() : a : [0, 1] — X es una curva diferenciable, «(0) = p, a(1) =q}.

Observacioén 1.6.6. Notamos que la aplicacién definida asf resulta una distancia en X.
Si X no es arcoconexa, se tiene que la aplicaciéon es una distancia en cada componente
conexa de X.

Definicion 1.6.7. Sea X una variedad de Finsler y sean p,q € X decimos que una
curva suave o que une p y ¢ es una geodésica si es minimal con respecto a su longitud,
es decir si:

d(p, q) = long(e).

1.7. La esfera de un espacio de Hilbert

En esta seccién probaremos que la esfera de radio 1 de un espacio de Hilbert 77 es
una variedad suave y caracterizaremos sus geodésicas.
Comenzamos recordando algunas definiciones.

Definiciéon 1.7.1. Un espacio de Hilbert es un espacio de Banach donde la norma
proviene de un producto interno.

Definicion 1.7.2. Sea .7 un espacio de Hilbert complejo definimos la esfera de radio
1 de 5 como:

S(H) ={x e A |z|| =1}

La idea serd aplicar el Teorema de los Valores Regulares para ver que S(7) es una
subvariedad de 7. Necesitamos primero hacer algunas observaciones.
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Observacién 1.7.3. Sea 7 un espacio de Hilbert complejo, sea x € 7 fijo entonces
las aplicaciones:
(—, ) : H — H

(v, =) : H — H
son R-lineales, por lo cual son suaves.

Observacion 1.7.4. Sea 7 un espacio de Hilbert complejo, entonces las aplicaciones
de S en B() dadas por:

r— <_7 .%'>

r— <'T7 _>
son R-lineales, por lo cual son suaves.

Observacion 1.7.5. Si 7 es un espacio de Hilbert complejo, con cierto producto
interno (—, —) entonces se tiene que (z,y)re := Re({(z,y)) define un producto interno
real en 7. Donde Re denota la parte real.

Teorema 1.7.6. Sea J# un espacio de Hilbert complejo entonces S(J#) es una subva-
riedad regular y se tiene que:
T,S(H) ~< x>+

donde este espacio denota el ortogonal a x con el producto interno real inducido como
en la observacion anterior.

Demostracion. Para empezar notamos que al ser ||z||2 = (x,z) podemos escribir:

S(H)={xe A (z,z) =1}

Ahora consideramos la aplicacién f : # — R dada por f(x) = (z, x). Notamos que
la misma igualdad ||z||?> = (z,z) nos dice que es continua. Veamos que es suave. Para
ello notamos que:

[(z + .+ h) — (z,2) — (2, h) — ()| [[(h B
2] 2]

= [|A]

que tiende a cero cuando la norma de h tiende a cero. Luego como T, (h) = (x, h) + (h, z)
es R-lineal, se tiene que la aplicacion es diferenciable y D f,(h) = (z, h) + (h,z). Ademds
se tiene que, por la Observacion 1.7.4, Df resulta suave ya que es suma de funciones
suaves. Luego f es suave.

Notamos que ademds para cada x € S(5) se tiene que Df, : # — R es un
epimorfismo ya que es un funcional y es no nulo pues Df,(z) = 2||z||* = 2.
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Por otro lado notamos que ker(Df;) debe ser cerrado en ¢ por la continuidad de
Df,, luego parte a . Usando el Teorema de los Valores Regulares (Teorema 1.5.2) se
concluye que S() C S es una subvariedad regular y ademads se tiene que:

T,S() ~ker(Df,).

Para finalizar la demostracién, caractericemos a ker(D f,.). Notamos que D f,(h) = 0
si y solo si
0= (z,h) + (h,x) = 2Re({x, h)).

Ahora por la observacién previa tenemos que el nicleo es el ortogonal a x con el
producto interno inducido por la parte real. O

El siguiente resultado caracteriza las geodésicas en S(.7¢), considerando la estructura
de Finsler inducida por el producto interno que surge de tomar la parte real del producto
interno del espacio de Hilbert en cuestién. Ver Observacion 1.7.5.

Teorema 1.7.7. Sea J# un espacio de Hilbert complejo. Sea k € R y sean p,q € S()
con (p,q) = 0. Entonces la curva a(t) = cos(kt)p + sen(kt)q es una curva que cumple
a(0) = py es geodésica, en el sentido que es minimal uniendo a p con «(t) para valores de
t que cumplen d(p, a(t)) < m. Mas aun si d(p, a(t)) < 7 entonces es la tinica cumpliendo
la condicién long(a) = |tk|.

Demostracion. La demostracion de este teorema puede encontrarse en el Capitulo 5 del
libro de Lee [12]. O

1.8. Operadores acotados en un espacio de Hilbert

En esta seccién utilizaremos todos los resultados vistos en las secciones previas de
este capitulo. La idea serd estudiar el conjunto de B(.#°) donde # es un espacio de
Hilbert. Veremos que este conjunto tiene estructura de algebra de Banach (mas atin de
C*-algebra), y en particular que es una variedad de Finsler.

Estudiaremos ademads las subvariedades de B(4¢), a excepcion de las grassmanianas
que seran estudiadas en el segundo capitulo de este trabajo. Las demostraciones no
desarrolladas en esta seccién pueden encontrarse en cualquier libro de anélisis funcional,
como por ejemplo el libro de Reed y Simon [13].

Definicién 1.8.1. Sea S un espacio de Hilbert complejo. Definimos B(7#) como el
conjunto de operadores lineales y acotados de 77 en si mismo.

Observacién 1.8.2. Si en B(.) consideramos la operacién composicién se tiene que
B(€) posee estructura de algebra de Banach con unidad, y en particular es una variedad
de Finsler.
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Definicién 1.8.3. Si %7 es un espacio de Hilbert complejo y T € B(s#), definimos el
adjunto de T, al que notaremos 7™ como el unico elemento de B(4#) que para todo
x,y € J€ cumple:

(T'(),y) = (=, T"(y))

donde (—, —) es el producto interno de J#.

Proposicién 1.8.4. Sea .7 un espacio de Hilbert complejo y sean A € C, a,b € B(.%)
entonces se tiene que:

1) (a*)* =a.
1) (Aa)* = Aa*.
1) (a+0b)* =a* +b*.
1v) (ab)* = b*a*.
V) lla*all = Jlal*.

Observacién 1.8.5. La Proposicién 1.8.4 junto con la Observacién 1.8.2, nos dicen que
B() posee estructura de C* dlgebra (ver Apéndice A). Por lo cual se tiene ademads
que, para a € B(), |la]| = ||a*|| resultando asi la aplicacién a — a* una isometria.

Tenemos entonces que B(.7) es una variedad de Finsler. Estudiaremos a continuacién
algunas subvariedades de B(J¢).

Definicion 1.8.6. Sea 57 un espacio de Hilbert complejo decimos que:
1) x € B(J) es hermitiano si * = z.
11) x € B() es antihermitiano si * = —x.
1) = € B(J) es unitario si zz* = x*x = id .
V) x € B(J) es inversible si existe y € B(J¢) de forma que xy = yz = id .
Notacién 1.8.7. Si 7 es un espacio de Hilbert complejo, denotamos:
1) By () al conjunto de operadores hermitianos.
11) Bun () al conjunto de operadores antihermitianos.
1) % () o simplemente % al conjunto de operadores unitarios.

1v) GL() al conjunto de operadores inversibles.
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Observacién 1.8.8. Notamos que, en base a que nuestra definicion de diferenciabilidad
es sobre R, cuando pensamos a B(.%°) como una variedad de Banach, lo estamos pen-
sando como un espacio de Banach sobre R. En tal caso, usando la Proposicién 1.8.4, es
inmediato que By () y Ban(F) son subespacios de B(#) y luego son subvariedades
suaves y sus tangentes estan identificados con si mismos.

A continuacién queremos ver que GL(.7) es una subvariedad suave de B(4). No
podemos utilizar el argumento previo ya que claramente no es un subespacio. Lo que
veremos es que GL(J¢) C B(.) es abierto. Para ello comenzamos con algunas obser-
vaciones.

Observacion 1.8.9. Siz € B(%) y existe y € B() tal que xy = yx = id  entonces

puede verse que este y es tinico y lo notamos y = z L.

Observacion 1.8.10. Si 7 es un espacio de Hilbert complejo, se tiene que GL(J#) es

un grupo con la composicién. Se tiene ademas que (ry)~! =y tox~L

Lema 1.8.11. Sea .# un espacio de Hilbert complejo. Si x € B(J) y |z — 1| < 1
entonces © € GL(J¢) y se tiene que:

r = Z(l —x)"

n>0

Demostracién. En virtud de que ||[1 — z|| < 1 se sigue que:

SN =) < Yl )" < 0o

n>0 n>0

lo cual me dice que la serie del enunciado converge absolutamente y por lo tanto es
convergente y define un elemento de B(J¢).
Calculamos entonces:

2y Q-—a)"=(1-(1-2)) 1-2)"=> Q-2)"=) (1-z)""=01-2)°"=1

n>0 n>0 n>0 n>0

analogamente se prueba que < >(1- x)") x = 1, lo cual concluye la demostracién. [
n>0

Proposicién 1.8.12. Sea s# un espacio de Hilbert entonces GL(5#) C B(J) es un
abierto. En particular es una subvariedad y su tangente en cada punto esta identificado
con B(5).

Demostracion. Veamos que GL(7) C B(J) es un abierto. Sea z € GL(5), veamos
que si y € B(A) es tal que ||z — y|| < [|#~1|~! entonces y € GL(H#).
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Observamos que:
1 =27yl = [l (@ = )] < ™ llz -yl <1

luego por el Lema 1.8.11 se sigue que z~'y € GL(s#) y como GL(#) es un grupo,
tenemos que y = xz~ 'y € GL(#) lo cual finaliza la demostracion. O

A continuacién estudiaremos el conjnto % () = % . Empezamos nuevamente con
algunas observaciones.

Observacién 1.8.13. Si u € % tenemos que uu* = u*u = 1 con lo cual u es inversible
y u* = u~!. Esto nos da una contencién % C GL(2). Ademds % es un subgrupo de
GL(2).

Observacién 1.8.14. Sea 7 un espacio de Hilbert complejo, consideramos la funcion
f:B(AH) — B(A) dada por f(x) = z*. Entonces, al ser una aplicacién R-lineal, se
tiene que f es suave y D f, = f cualquiera sea z € B(.).

Lema 1.8.15. Sea 7 un espacio de Hilbert complejo entonces
U ={u e GL(H): v u=1}.

Demostracion. C) Es consecuencia de la Observacién 1.8.13.

D) Sea u € GL(.#) que cumple u*u = 1 luego como es inversible se sigue que existe
y € GL() tal que uy = yu = 1. Entonces se tiene que yu = u*u y nuevamente por ser
u inversible se sigue que y = u* por lo que u € % . O

Lema 1.8.16. Sea 7 un espacio de Hilbert complejo, para cada u € % consideramos:
1) BY(AH) ={x € B(IH): (u'z)* =u*zx}.
1) BY () ={x € B(H): (u'x)" = —u*x}.
Se tiene entoces que B} () y BY, () son subespacios reales de B(7) y ademas
By () ® By (H) = B(H).

Demostracion. Veamos que B} () es un subespacio de B() para B, () es analogo.
Notamos que es claro que 0 € B}'(J€), y que si A € R entonces, dado x € B}'(J) se
tiene que:
(u*(Ax))* = AMuz)" = Mz = u* (A\z)

de donde se sigue que Az € B}(J7).
Para ver que es cerrado por sumas, consideramos x,y € B} (7€) y tenemos que:

(u(z +y))" = (W) + (Wy)" =u'z+u'y =u(z+y)
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de donde se concluye que x 4y € Bj}(J).

Para ver la suma directa, primero observamos que si x € Bj}(#) N BY, () entonces
se tiene que u*x = —u*z. Usando que u* es inversible se sigue que z = 0. Con lo cual
estdn en suma directa.

Ahora, para ver que la suma es todo el espacio basta con observar que:

x4+ ux*u € By ()

r —uxu € By, ()

y se tiene la escritura:
T+ urtu i T —urtu
2 2

O

Observacion 1.8.17. Notamos que con la notacién del Lema 1.8.16 y tomando u = 1
tenemos que:

By(H) ® Ban(H') = B(H).

Observacién 1.8.18. Con la notacién del Lema 1.8.16 se tiene que By () y B, ()
resultan subvariedades suaves de B(J¢) ya que son R-subespacios.

Teorema 1.8.19. Sea .# un espacio de Hilbert complejo, entonces % C B(¢) es una
subvariedad suave y ademas T, % ~ BY, ()

Demostracion. Comenzamos recordando que por el Lema 1.8.15:
U ={ue GL(S) : u'u =1}

luego la idea serd considerar la funcién f : GL() — Bp(s) dada por f(z) = z*x y
aplicar el Teorema de los Valores Regulares.

Primero veamos que la funcion f es efectivamente diferenciable y calculemos su
diferencial. Notamos que, como GL(.7) es un abierto de B(7) y By () es un espacio
de Banach no hace falta tomar cartas.

Afirmamos que Df,(h) = h*z + z*h. Notar que es claro que es un operador lineal y
continuo, veamos que cumple la definicién de diferencial en el sentido de Fréchet.

[f(x+h) = f(x) = DM _ [z +h)*(x+h) — 2"z — (W + 2*h)]|
17l 17l

R
= A = a2

Esto me dice que la aplicacion f es diferenciable y D f,(h) = h*z+2*h. Reescribiendo
tenemos que

Df(_) = R(.) og+ Lg(.)
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donde g es la aplicacién g(a) = a* que es suave por la Observacién 1.8.14. Luego Df es
composicién de aplicaciones suaves y por lo cual es suave. Se concluye que f es suave.
Ademaés Df, : B(#) — Bp(H) es sobreyectiva para cualquier u € %, ya que si
y € By(S) se tiene que:
uy uwy)*u + u*(uy y+y*
Dfaf(z):( ) 2 ) 2 Y

con lo cual f es una sumersién en cualquier u € Z = f~1(1).

Por otra parte, tenemos que si u € % se tiene que ker(Df,) = BY, () que parte
a B() por el Lema 1.8.16. Luego se sigue por el Teorema de los Valores Regulares
(Teorema 1.5.2) que % = f~1(1) resulta una subvariedad de B(2#) y ademas se tiene
T, % ~ BY (). 0

A continuacién enunciaremos algunos resultados sobre el grupo unitario % (J¢).

Proposicién 1.8.20. Dado x € B, () si consideramos u = e*, entonces u es unitario.

Demostracion. Simplemente calculamos:

1

y como (e*)7" = e~ " se sigue el resultado. O

La siguiente proposiciéon nos muestra que todo unitario puede ser escrito como en
la proposicién anterior. La prueba es consecuencia de la existencia de un logaritmo
boreliano para todo operador unitario. Ver Teorema 5.2.9 del libro de Kadison y Ringrose
[10].

Proposicién 1.8.21. Sea 4 un espacio de hilbert complejo y u € % () entonces
existe x € Byp () de forma que u = e* y ||z|| < 7.

Proposicién 1.8.22. Sea . un espacio de Hilbert complejo. Entonces % () es ar-
COCONEXO.

Demostracion. Por la Proposicién 1.8.21 se tiene que dado u € % existe x € By ()
de forma que u = e*. Ahora para cada t € [0, 1] tenemos que tx € By, por ser este un
subespacio real y luego por la Proposicién 1.8.20 tenemos que la curva a(t) = e'* es una

curva en % . Como es continua, «(0) = id y a(l) = u se sigue el resultado. O

Proposicién 1.8.23. Sea 7 un espacio de Hilbert complejo y sea % su grupo de
unitarios. Sean u,v € % y sea x € B(J) tal que ||z|| < 7y e” = u*v (cuya existencia
estd garantizada por la Proposicién 1.8.21). Enonces la curva ~ : [0,1] — % dada por:

y(t) = ue'
es geodésica minimizante uniendo a u y v.

Demostracion. La demostracién de este resultado se puede encontrar en [3]. O



Capitulo 2

Estructura diferenciable de las
Grassmanianas

En el capitulo anterior estudiamos algunas subvariedades de B(.7) para . un espa-
cio de Hilbert complejo. Este capitulo estard dedicado en su totalidad a las grassmanianas
de un espacio de Hilbert. Trabajaremos en este contexto y en el capitulo siguiente ve-
remos como se pueden generalizar los resultados obtenidos a las grassmanianas de una
C*-algebra. Las demostraciones de esta secciéon estan basadas en el trabajo de Andru-
chow [1].

2.1. Definiciones basicas y notacion

Definicién 2.1.1. Sea 7 un espacio de Hilbert complejo, definimos las grassmanianas
de 2 como:
Gr(s) ={S C A : S es un subespacio cerrado}.

Esta definicién, si bien es adecuada, no permite en principio un manejo facil de los
objetos ni tampoco pensar a Gr(s) dentro de una variedad diferenciable conocida.

En esta Tesis, pensaremos a las grassmanianas como operadores identificando un
subespacio cerrado S con pg la proyeccion ortogonal al subespacio o bien con eg la
simetria respecto ese subespacio. La siguiente proposiciéon muestra como es esta identi-
ficacién.

Proposiciéon 2.1.2. Sea 47 un espacio de Hilbert. Se tiene que los siguientes conjuntos
estan en biyeccién:

1) {S C . : S es un subespacio cerrado}.
m) {p € B() : p* =p* =p}.
) {e € B(H): e =1 =¢}.

35
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Demostracion. Para ver la biyeccion entre I) y 11) simplemente recordamos que si § C ¢
es un subespacio cerrado, entonces S admite complemento ortogonal, al cual notamos
Sty se tiene que # = S @ S*. Si x € S, entonces se puede escribir = x5 + 21
de forma tunica y definiendo pg(x) = xg se tiene una proyeccién ortogonal que posee
rango S; analogamente si p es una proyeccion ortogonal y miramos su rango obtenemos
un subespacio de 2 cerrado, lo cual nos da asi la primer biyeccién.

Para ver la segunda biyeccion, si tenemos p un proyector ortogonal podemos consi-
derar €, = 2p — 1 obteniendo una simetria y si tenemos € una simetria podemos mirar

e+1

p = <5 obteniendo una proyeccién ortogonal y esto define claramente una biyeccién. [

Observacién 2.1.3. La proposicién previa nos permite pensar a las grassmanianas como
proyecciénes o como simetrias, en particular nos permite pensar que las grassmanianas
estas contenidas en los operadores acotados de ., es decir, Gr() C B(.7).

En lo siguiente nos referiremos a las grassmanianas como proyectores ortogonales o
subespacios cerrados de forma indistinta segin sea mas conveniente.

Notacién 2.1.4. Si S es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert .7 notamos
ps a la proyeccion ortogonal sobre subespacio y €g a la simetria respecto al subespacio.
Si p € B() es una proyeccién ortogonal notamos €, a la simetria asociada.

Notacién 2.1.5. Si p € Gr(J#) notamos p- = 1 — p.
Observacién 2.1.6. Si p € Gr(J¢), entonces:

1) rg(p) = ker(p™).
1) ker(p) = rg(p*).

Proposicién 2.1.7. Sean p,q € Gr(H), entonces:

lp—q|< L

Demostracion. Primero notamos que como ¢ es un proyector ortogonal tenemos una
descomposicién # = rg(q) @ rg(q)J- luego si tomamos un elemento z € 72 tenemos que
se escribe de forma tinica como z = 2 +y donde x € 1g(q) e y € rg(q)*

Ahora tenemos que

Ip—ql=lp—@+p )= p1—q) +p-q|=lpe-+pql,

evaluando en z, usando que y = ¢ (2), z = ¢(z) y la ortogonalidad se sigue que:

| (p—a)(2) |I* =]l (pa™ +p ) (2) =] p(y) + p"(2) |*=| p(y) [I> + || p*(2) |I?
<[[pIPly I+ 1" PlzP=ly >+ |z *=z+y]|>*=] 2.

Luego concluimos que || p — ¢ [|< 1. O
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2.2. La accion del grupo unitario sobre las grassmanianas

En esta seccion estudiaremos como actia a izquierda el grupo de los operadores uni-
tarios % = % () sobre las grassmanianas. Dicha accién queda definida en la siguiente
proposicién.

Proposicién 2.2.1. Sea .7 un espacio de Hilbert y sea % su grupo de unitarios entonces
se tiene una accién a izquierda de % sobre Gr(s) dada por:

u-p=upu®
parap € Gr(H)yue «.

Demostracion. Observamos que si p € Gr(J) y u € % entonces upu* € Gr(J) ya que
(upu®)? = upu*upu* = up*u* = upu*

L A

(upu®)* = (u")"p*u” = upu”.

Solo resta verificar que se satisfacen los axiomas de accién de un grupo sobre un conjunto.

1) 1-p=1pl* =p.
1) u-(v-p)=u-(vpv*) = u(vpr*)u* = wop(uww)* = (uv) - p.
O

La siguiente proposicién tiene como fin entender cémo se interpreta la accién en
términos de subespacios.

Proposicién 2.2.2. Sea 7 un espacio de Hilbert complejo y sea S C 57 un subespacio
cerrado entonces:

Pu(s) = upsu”.

Demostracion. Para ver esto hay que recordar que por la proposicién anterior upgsu® es
una proyeccion ortogonal, luego basta ver que rg(upsu®) = u(S), es decir que poseen el
mismo rango.

C) Seay € rg(upsu*) luego existe z € S de forma que y = (upsu*)(z) = u(psu*(x))
como pg(u*(x)) € S se sigue que y € u(S).

D) Seay € u(S) luego existe x € S con u(z) = y. Por otra parte como u* es biyectiva
se tiene que existe z € 7 de forma que x = u*(2) luego se tiene que:

(upsu™)(z) = ups () = u(x) =y

de donde se concluye que y € rg(upsu™). O
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Observacién 2.2.3. Por la Observacién 2.1.3, podemos pensar a Gr() C B(J)
luego, si bien no es un subespacio vectorial, es un subespacio métrico. El lema que
se desarrolla a continuacién nos permitird entender la accién de % sobre Gr(7) en
términos de transitividad.

Lema 2.2.4. La accién definida en la Proposicién 2.2.1 de % en Gr(#) es localmente
transitiva, es decir: dados p,q € Gr(.) tales que |[p — ¢|| < 1 entonces existe u € % de
forma que q = upu®.

Demostracion. Antes de comenzar la demostracién observemos que en general es falso
que la accién sea transitiva, puesto que en dimensién finita tenemos que dos elementos
estan en la misma drbita si y solo si poseen la misma dimensién como subespacios. Luego
claramente dos elementos con distinta dimensién no pueden estar en la misma érbita y
la accién no resulta en tal caso transitiva.

Demostremos entonces que es localmente transtiva. Para esto consideremos p y ¢
como en el enunciado y el operador

s=qp+p-q

Lo primero serd ver que s es inversible. Esto sera consecuencia de ver que s*s y ss*
lo son, pues a partir de esto se deduce que s posee invesa a derecha y a izquerda y por
ende es inversible. Haremos la cuenta para s*s ya que la otra es andloga. Notamos que:

) = pgp + pratpt,

s*s = (pa+ ¢ pH)ap+p-q"
y luego
l—s*s=p+p —s"s=p—pap+p" —p-qp-
Consideremos z € . Lo podemos descomponer como z = z + y donde z € rg(p) e
y € rg(p). Operando tenemos:

(1= 5*s)(2)1* = | (p — paw)(z) + (P ¢ ") (W)|1?

(0 — pap) () [1* + ¢ pH) ()|

(e — Dp)(@)|I* + (" (0" = ¢ )pH) W)

< (lplllle = allllplllz)? + (e He™ = ¢ eIyl

= [lp = ql?lz|* + llp" = " IPllwl* = llp — all*llz* + Ilp — all*[ly]1?

=llp = all*(l=1*l1y1%) = llp — al*[l=]

de donde se sigue que

11 =s"s)(2)|| < llp = dllllz]| V= € 5

y en tal caso
|(1—s"s)| <1.
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Concluimos asi que el operador s*s es inversible por el Lema 1.8.11. Por lo observado
previamente se sigue que s es inversible.

Ahora si miramos la descomposicién polar de s (Proposicién A.4.12) tenemos que
s = u|s| donde u es unitario y |s| = v/s*s. Como vimos que s es inversible, se sigue que
cero no pertenece a su espectro y rescurriendo al Teorema Espectral (Teorema A.3.7) se
sigue que cero no pertenece al espectro de |s| y por lo tanto es inversible.

Con lo cual: u = s|s| ™!

Notamos que:

sp=(qp+qpT)p=qp=qlep+qp) = gs.

De donde se deduce que sp = ¢s y a partir de esto, usando propiedades de la involu-
cion, se tiene que ps* = s*q de donde se sigue que s*s conmuta con p. Ahora aplicando
nuevamente el Teorema Espectral se sigue que, |s| conmuta con p y luego |s|~! tambien
lo hace.

Concluimos que
1=

up = s|s|~'p = sp|s| 7' = gs|s qu

y en tal caso
upu”® = q.

O]

Proposicién 2.2.5. Dado 4 un espacio de Hilbert complejo y dados p,q € Gr () se
tiene que son equivalentes:

1) py q pertenecen a la misma componente conexa.
11) Existe u € % de forma que ¢ = upu*.

Demostracion. 11)—1) Consideramos la funcién f : B(#) — B(7¢) dada por:

f(z) = zpx”

para p € Gr() fijo. Esta funcién es continua pues es composicién de funciones R-
lineales y de los operadores multiplicar a derecha y a izquierda que como vimos en la
Observacion 1.2.6 son suaves. Luego restringiendo y correstringiendo obtenemos que:

f:U — Gr(o0)

resulta continua. Como % es conexo por la Proposicién 1.8.22 se sigue que f(%) es
conexo. Luego si ¢ = upu® para u € % se tiene que ¢ debe estar en la misma componente
conexa que p.

1) — 11) En la implicacién anterior vimos que el conjunto

C={upu" :ue}
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es conexo, lo que debemos ver es que es toda la componente conexa de p.

Notamos que es claramente no vacio pues p € C, ahora si tomamos p; € C por
el lema previo tenemos que los elementos de Gr(7) a distancia menor a 1 deben ser
conjugados de p; que a su vez es conjugado de p y luego son conjugados de p, esto nos
dice que C es abierto en la componente conexa. Por otro lado si p; estd en la misma
componente conexa que p y no es conjugado, los elementos a distancia menor a 1 de p;
no pueden ser conjugados de p ya que sino p; seria conjugado de p, esto nos dice que C'
es cerrado en la componente conexa, lo cual concluye la demostracién. ]

Notacién 2.2.6. Sea S un espacio de Hilbert complejo y sea p € Gr (), notamos
Gr(J), a la componente conexa de p sobre Gr(J€).

Observacién 2.2.7. Sea . un espacio de Hilbert complejo y sea Gr(.¢), la compo-
nente conexa de p € Gr(). Por la Proposicién 2.2.5 tenemos que:

Gr( )y, = {upu” :u e %}

ademds por el Lema 2.2.4 la accién definida en la Proposicién 2.2.1 resulta transitiva
cuando la miramos sobre Gr ().

2.3. La estructura diferenciable de Gr(7¢),

En esta seccién probaremos que dado p € Gr(J) se tiene que Gr(.5), es una sub-
variedad de B(%¢), y estudiaremos su espacio tangente. Para poder hacer esto, debemos
comenzar primero con entender a los elementos de B(.7#) como matrices de 2 X 2 cuya
representacion depende de un subespacio cerrado.

Definicién 2.3.1. Sea s# un espacio de Hilbert complejo y sea p € Gr (). Definimos
M,, como el conjunto de matrices de 2 x 2 de la forma:

ai;p ai2
(am a22)
donde a1 € B(rg(p)), a1z € B(ker(p),rg(p)), az1 € B(rg(p), ker(p)) y azz € B(ker(p)).

Observacién 2.3.2. En la escritura de la Definicién 2.3.1, cada coordenada a;; se
puede pensar como un elemento de B(.7), simplemente extendiendo a a;; por cero en
el complemento ortogonal de su conjunto de partida. Si lo pensamos de esta forma tiene
sentido sumar las coordenadas de la matriz.

A continuacién la idea es darle a M), estructura de C* élgebra de forma de tener un
isomorfismo isométrico entre B() y M,,.
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Proposicién 2.3.3. Sea .7 un espacio de Hilbert complejo y sea p € Gr(). Entonces
la funcién F' : B(¢) — M, dada por:

Fla) = <pap papl)

il 1oL
pb~ap pap
es una biyeccién.

Demostracion. Primero notamos que estd bien definida pues cada coordenada se res-
tringe bien al espacio adecuado. A modo de ejemplo, la primer coordenada: pap, es una
aplicacién que cumple rg(pap) C rg(p) y se anula en (rg(p))t = ker(p), por lo cual
podemos pensarla como una aplicacién de rg(p) en si mismo y resulta claramente una
aplicacién continua.

Para ver que es una biyeccién, contruyamos su inversa. Sea G : M, — B(%), la
funcién dada por

ail a2
— a11 + a12 + ag1 + a2
az1 a2

notamos que la Observacion 2.3.2 nos da la buena definicién de G. Veamos que es la
inversa de F'.

Sea a € B(4) calculamos:

G(F(a)) = pap + pap™ + prap + prap* = pa(p + p*) + pra(p + pt)
=pa+pra=(p+p-)a=a.

aip a2
Sea a = € M, calculamos:
az] a2

F(G(a)) = <p5ap pSap* ) _ (an (112)

PLSaP ]9l5apl a21 Qa2

en donde S, = a1 + a1z + ao1 + age. Notar que la iltima igualdad se sigue mirando
el dominio y codominio de cada una de las coordenadas y como las extendimos para
pensarlas como operadores en B(J). Para la primer coordenada tenemos que:

paizp =0

pues el conjunto de partida de a1 es ker(p) y paszap = 0 por la misma razén. Por otro lado
paz1p = 0 pues el conjunto de llegada de a9y es ker(p) y pai1p = a11 pues a1 € B(rg(p)).
De donde se concluye que:

a1y = pSayp

analogamente para las otras coordenadas. Lo cual concluye la demostracién. O



42 CAPITULO 2. ESTRUCTURA DIFERENCIABLE DE LAS GRASSMANIANAS

Observacién 2.3.4. Notamos que la biyeccién de la Proposicién 2.3.3 nos permite darle
a M, una estructura de C* algebra a partir de la estructra de B(¢), resultando ser F'
un isomorfismo isométrico entre ambas. En la siguiente proposiciéon veremos como es
esta estructura.

Observacién 2.3.5. En base a la Proposicién 2.3.3 si fijamos p € Gr(°) podemos
escribir a p y p cémo matrices de la siguiente forma:

-6 -0

Proposicién 2.3.6. Sea s un espacio de Hilbert complejo y sea p € Gr(.#). Sean
a,b € M, dados por a = (a;j)i; vy b = (bij)ij y sea A € C. A partir de la estructura de
C*-algebra dada por la biyeccién F' de la Proposicién 2.3.3, se tiene que:

1) a+b=(ay + bij)ij-
II) Aa = ()\az-j)ij.

III) a.b= (Cij)ij donde Cij = ailblj + ainQj.

t
V) o = ajy  ajy

ay a)
V) |lal| = |la11 + a12 + a21 + a2

Demostracion. Para hacer esta demostracion lo que nos conviene es pensar a los elemen-
tos de M, de la forma:

0 <a11 a12> _ <p113]? pxpt ) b— <511 b12> _ <pyp pypt >
as1  az prap plapt bor boo pryp pryp*
donde z,y € B(J) y se tiene a = F(x), b = F(y).

1) Usamos que a + b= F(z) + F(y) = F(z + y) y luego:
Floty) = ( pla+yp  ple+ypt ) _ < prp+pyp  papt +pypt )
pr+yp pHx+yp* prap+pryp prapt +pryp*
_ (an +b11 app+ b12>

a1 +ba1 a2 + bao

11) Usamos que Aa = A\F(x) = F(A\z) y luego:

Foz) = pAzp  plapt _( Apxp A\prpt
C\pTAzp phaapt)  \Mptap Aptapt

_ (Aa1r Aare
© \\ag1 Aag/
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111) Para esta parte tenemos que, calculando el producto de matrices ordinario resulta:
(p:vp prp- ) (pyp pyp* ) _ (pwyp pryp* )
prap prapt) \ptyp prypt prayp praypt
luego usando que ab = F(z)F(y) = F(zy) tenemos:
1 1 b b
Flay) = (pwp pzp > (pyp pyp ) _ <a11 a12> < 1 12)

prap prapt) \ptyp plyp* a1 ag) \ba b

_ <a11b21 + ai2bo1  aibie + a12b22>
az1ba1 + azoba1  ag1bia + azeboo

que es lo que queriamos probar.

1v) Usamos que a* = (F(z))* = F(2*) y tenemos que:

F(z*) = (pf; pf‘*fi) = ( (pap) (gijfi);*)

popltatp (pp™)*
t ¢
_ < (prp)* (prp™)* ) _ <ai1 aTz) ‘
(prap)* (prap™)* a3 a3
V) Para este 1ltimo item notamos que ||al| = [|[F'~1(a)|| = |la11 + a12 + a21 + a2z|.

O]

En el contexto que estamos trabajando, los elementos son operadores de un espacio
de Hilbert. La siguiente proposicién nos mostraréa como evaluar un elemento de B(.%),
pensado como matriz, en un elemento de 7.

Proposicién 2.3.7. Sea J# un espacio de Hilbert complejo y sea p € Gr(). Sea
a € B(H)yseaz e H. Siz=ux+yes laescritura unica de z con z € rg(p) e y € ker(p)
y a(z) = T + Y es la escritura tnica de a(z) con ¥ € rg(p) e y € ker(p) entonces se tiene

Demostracion. Para la demostracién simplemente calculamos:
(pap pap* ) <w> _ < pap(x) + pap™(y) )
prap prapt) \y prap(z) +prapt(y)

= (L) = (me) = G):
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Notamos que la proposicién previa nos muestra como estas matrices pueden ser
pensadas cémo operadores en rg(p) x ker(p). En base a eso damos la siguiente definicion:

Definicién 2.3.8. Sea # un espacio de Hilbert y sea p € Gr(). Para x € rg(p) e

y € ker(p) definimos:
Iz, )l = Vll=l? + [lyl>.

Observacién 2.3.9. Notamos que el item 11) de la Proposicién 2.3.6, nos explicita cémo
calcular la norma de un elemento a € B(J¢) a partir de su escritura cémo matriz. La
siguiente proposicion nos va a mostrar como efectivamente esta norma es la norma usual
de matrices de 2 x 2.

Proposicién 2.3.10. Sea J# un espacio de Hilbert, sea p € Gr () y sea a € B(H)

cuya representacion en M), es:
<a11 a12>
a =
a1 G22

a1 Qa2 Yy

Demostracion. Para la demostracion observamos que todo z € 57 se puede descomponer

entonces se tiene que

lall = sup
l(w)ll=1

para x € B(rg(p)) e y € B(ker(p)).

de forma tnica como z = = + y, donde x € rg(p) e y € ker(p). Con esta descomposicién

Izl = Vllzl* + [yl

por la Proposicién 2.3.7 probamos que si a(z) = Z + 3, donde T € rg(p) e y € ker(p),

<§> _ (ﬂn a12) (m)
v az1 a22 Yy
luego se deduce que:
a1l a2 2 7 _
x||“+ a
(2 o2 ()= | )| - v = hato

como |la]| = sup |la(z)]|, se sigue el resultado. O
[lzll=1

se tiene ademas que

entonces se tiene:

Observacién 2.3.11. Dado que fijado p € Gr(4) existe un isomorfismo isométrico
entre B(¢) y M,. En adelante, de ser necesario presentaremos a los elementos de B(.7)
como matrices.

Definicién 2.3.12. Sea ¢ un espacio de Hilbert complejo y sea p € Gr(4¢) fijo.
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0
1) Decimos que a € B(J) es diagonal respecto a p si a = (aél )
a22

. 3 1 O
11) Decimos que a € B(4#) es codiagonal respecto a p si a = < a(1)2>‘
a1

Notacién 2.3.13. Dado p € Gr(#), notamos 7, al conjunto de todos los operadores
diagonales respecto a p y ¢, al conjunto de todos los operadores codiagonales respecto

a p.

Observacién 2.3.14. Notamos que dado p € Gr(J¢) se tiene que 7, C B(J) y
%, C B(4) son subespacios complejos y cerrados.

a1l a2
G21 Q22
a cierto p € Gr(J), entonces se tiene que a se puede escribir de forma unica como

. — ail 0 = 0 a1
N0 ax T \ay 0

aq v ac se llaman la parte diagonal y la parte codiagonal de a respecto a p. Esto nos dice
ademds que B(J) = I, © €.

Observacion 2.3.15. Sitenemos a € B() y ( > es su representacion respecto

a = aq + a. donde:

Notacién 2.3.16. Sea J# un espacio de Hilbert complejo y p € Gr(H), notamos:

I ph _Bh(%)m%p'

1) 6pan = Ban(F€) N Cp.

1) Dy = Bp(H) N D,

v

) %
) %
) 2,
) p,ah = Ban (A7) 0 Dp.

Observacién 2.3.17. Notamos que €y, €p.ahs Zp.h Y Pp,ah son R-subespacios de B()

y son cerrados, por ser interseccién de subespacios cerrados. Ademés parten al espacio
B(A) ya que se tiene: B(J) = €0 ® Cpah © Zph © Dpan-

Proposicién 2.3.18. Sea J# un espacio de Hilbert complejo y sean p, q € Gr(J) tales
que existe u € % de forma que ¢ = upu* (es decir ¢ y p estdn en la misma componente
conexa). Entonces se tiene que la aplicacion f(z) = uzu* induce isomorfismos:

I ,h

II p,ah = q,ah

III p)h - q)h

v

) 6
) 6
) 7
)

p,ah = q ah-
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Demostracion. Probaremos el primer item ya que los demés son idénticos. Notamos
que la aplicacién f : B(#) — B() es suave por ser R-lineal. Luego es suave al
restringir a subespacios por ser variedades. Ademds notamos que tenemos una inversa
global f~1(x) = u*zu que por las mismas razones es diferenciable. Luego lo tinico que
hay que ver es que f(6pn) C Cyn vy que f~H(€,n) C €ppn. Como son andlogas veamos
la primera.

Sea x € 6,5, luego tenemos que prp =0y prapt = 0. Por otro lado, se tiene:

af (2)q = (upu”) (uzw”) (upu”) = upzpu™ =0

g f(@)g" = (up™u*) (uzw®) (up™u*) = uptaput =0
se sigue luego que f(x) € G, - O

En lo que sigue, nos enfocaremos en probar que para cada p € Gr(.¢), el subconjunto
Gr (), C By () es una subvariedad suave. Para ello necesitaremos algunos lemas.

Lema 2.3.19. Sea . un espacio de Hilbert complejo y sea p € Gr(H). Sea a € B(H)

representado en M, por la matriz:
ail a2
a =
a21 22

1) a es hermitiano si y solo si aj; es hermitiano, age es hermitiano y aj, = ag:.

luego se tiene que:

11) a es antihermitiano si y solo si aj; es antihermitiano, asy es antihermitiano y
aj, = —a21.

Demostracion. La demostracién de ambos items es andloga. veamos el ftem I).

Por la Proposicién 2.3.6 tenemos que a es hermitiano si y solo si:

<(lik1 CL§1> _ (an a12>
ajs G5y az a2
igualando coordenada a coordenada se sigue el resultado. O

Lema 2.3.20. Sea % un espacio de Hilbert complejo y sea p € Gr(s#) entonces el
mapa ¢ : Bp(H#) — B () dado por:

¢(a) = ag + e®pe% donde @, = < 2 —a12>
ajo 0

es diferenciable y ¢. 0 = 1p, ()
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Demostracion. Primero veamos que el mapa estd bien definido. Por el Lema 2.3.19 es
claro que si a € By(#) entonces se tiene que a4 debe ser hermitiano. Por otro lado
tenemos que el mismo lema implica que @, es antihermitiano, luego (e@)* = e % de
donde se sigue que e%pe~% es hermitiano, resultando ¢(a) hermitiano por ser suma de
hermitianos.

Se tiene ademds que ¢ es una funcién suave por ser suma, producto y composicién
de aplicaciones suaves. Veamos entonces que ¢.o = 1g, ()

Para ello tomemos un elemento X € Ty(By, (7)) = Bp(). Luego existe una curva
a: (—€€) — Bp(H) que cumple a(0) = 0 y &(0) = X. De hecho, la curva a(t) = tX
cumple esto. Calculemos entonces:

d d - -
$x0(X) = %‘t:o(qﬁ oa) = £‘t:0 (th + etXCpe_tXC>

=X 4+ <etXcche*tXC — etXCpe*tXCXC> ‘t:o =Xg+X.p—p X,

reescribiendo esta 1ltima expresién en término de matrices obtenemos:

ot (80960, - %)
de donde se concluye que:

¢*,O(X) =Xg+X.=X
por lo tanto ¢.o = 1p, (). O

Observacién 2.3.21. Notar que es claro que la aplicacién de €, 5 en €, o5, dada por:

0 b N 0 —b
b* 0 b* 0
es una isometria. Lo probaremos en un contexto mas general en el Lema 3.3.3.

Lema 2.3.22. Sea /¢ un espacio de Hilbert y sea p € Gr(7). Si z € 6, entonces:

2

z —z __ 2z
e €p€ =€ Gp.

Demostracion. Notamos primero que es facil ver que la condicién de ser p-codiagonal es
equivalente a:
€pZ = —Z€p.

Luego inductivamente se puede ver que ¢,2* = (—1)¥zFe,, se sigue que:

k=0 k=0
oo 2k Jk X _k
=e” Z —1)7 e =¢? ZZ— €, = e“e“¢e, = e“e
k! k! P P P
k=0 k=0
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Lema 2.3.23. Sea /¢ un espacio de Hilbert complejo, sea p € Gr() y sea ¢ el mapa
definido en el Lema 2.3.20. Entonces:

¢ (Gan{llzl < 3}) = Groe)n{p-al <1}.

Demostracion. Notamos primero que es claro que ¢(é, ) C Gr(H).
Sea z € 6 1, tenemos:

s = > (e —1Y\ _2 e —1
16 pll = Impe= =l = e () e = (222

1 ~
Sl — 1]

L2 = L oz,
= Slleepe™™ —gll = Sll(e™ — eyl =

donde en la cuarta igualdad usamos el lema anterior y en la tultima que €, es una
isometria.

Por el Teorema A.3.7 tenemos que, si notamos como o al espectro,

o(e? —1) =2 1 = {2 — 1 :ib € 0(2)}

donde en la segunda igualdad usamos que como Zz. es antihermitiano, por la Propo-

sicion A.2.6, su espectro debe ser puramente imaginario.

Como e?* —1 es claramente normal usando nuevamente la Proposicién A.2.6 tenemos

que su norma coincide con su radio espectral, luego:
2% — 1| = max{|e®* — 1] : ib € 0(2.)}
= max{|cos(2b) + i sen(2b) — 1| : ib € o(Z;)}
= méx{/(cos(2b) — 1)2 + (sen(2b))2 : ib € o(Z.)}
= méx{v2y/1 — cos(2b) : b € o (—iZ.)}.

Notamos que si ||z]| = [|Ze|]| < § ( el igual es consecuencia de la Observacién 2.3.21),

usando que la aplicacién /1 — cos(2b) es creciente en [0, §] y que Z. es normal se sigue
que:

1, o5 1 =
l6(2) —pll = 5\\62ZC -1 = 5\/5\/1 — cos(2|[z[]) <1

lo cual prueba la primer inclusion.
Para ver la otra inclusién tomamos ¢ € Gr(7) de forma que ||¢ — p|| < 1, notamos
que esto implica que:

quep — 1 = H(Gq - fp)epH = Hﬁq - €pH =2¢—-1—-2p—1)[| =2|¢—p| <2
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luego o(eqep — 1) C B(0) de donde se deduce que o(ege,) C Ba(1), como €4, es un
operador unitario, por la Proposicién A.2.6 tenemos que su espectro estd contenido en la
circunferencia compleja de radio 1, pero como a su vez esta contenido en By(1) se tiene
que:

o(eqep) © Sty —1¢ o (€qep)
luego mirando la rama principal del logaritmo complejo dada por:
ktl(y — 1)k

log(a) = 3

k=1

la misma es continua en el espectro de €4¢, y usando el Teorema A.3.7 (Teorema
Espectral) queda bien definido el elemento log(eqz€p).

Consideremos w = £ log(egep).
Primero notamos que si A € o(w) entonces A = % log(t) para t en el espectro de €gep.
Luego se tiene que:

1 1 1 7T
I\ = 3 llog(1)| = 5 /TToa(IT))? + (Ara(D) = 5|Ara(t)] < 2.
Para ver que w es p-codiagonal veamos que e,w = —we,. Para ello hagamos algunas
observaciones previas.
Observamos que a partir de la igualdad log(z~!) = —log(z) se sigue que

log(epeq) = —log(eqep)

y es facil ver inductivamente que

k k
ep(€qep)” = (ep€q)ep

Luego usando las observaciones y desarrollando la serie de potencias se sigue que:

1 1 1
€y log(eq€p) = 5 log(epeq)ep = —5 log(eq€p)€p

que es lo que queriamos ver.

w

Luego w € 6, qn y ademds ||w|| < 5. Veamos que e“pe™" = ¢, o equivalentemente

w —w _
que e €pe = €q-

Para ello usando el lema previo tenemos que:

—w

w _ 2w _ _
e epe =€ €p = €q6p6p = Gq.

Para finalizar la demostracion de esta inclusion simplemente hay que observar que
por la Observacién 2.3.21 existe un unico z € %), ), que satisface w = z. y ademés posee
la misma norma que w entonces, por lo probado previamente se sigue que ¢(z) =¢. O
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Teorema 2.3.24. Sea J# un espacio de Hilbert complejo, entonces para p € Gr () se
tiene que Gr(J€), C B, () es una subvariedad suave.

Demostracidn. Primero observamos que Gr ()N {|[p—¢|| < 1} = Gr(J€), por el Lema
2.2.4.

Consideramos ¢ como en el Lema 2.3.20, como ¢.o = lp(x) por el Teorema de
la Funcién Inversa (Teorema 1.1.22) se tiene que existen Vi, Wy C B, () abiertos de
forma que 0 € Vi, pe Wiy ¢ : Vi — W7 es un difeomorfismo.

Consideramos

v=vin{lzl<3fne " dlp—dl <1}

™

W=Wine ({Hz” <3

Dol —all <1}
ahora notamos que ¢~ : V. — W es un difeomorfismo, en particular es una carta de
By, () en p, ahora por el Lema 2.3.23 tenemos que induce un homeomorfismo:

¢ W NGr(H), — VNG

obteniendo asi una carta adaptada a Gr(s) en p. Para concluir que es una subvarie-
dad simplemente hay que observar que como consecuencia de la Observacién 2.3.17 el
subespacio %), es complementado en By (%) y que si bien tenemos que el subespacio
depende del punto p, por la Proposicién 2.3.18 podemos modelar a Gr (%), con 6, via
los isomorfismos de dicha proposicién.

O

Observacién 2.3.25. En el contexto del teorema anterior, como By () C B(H) es
B

una subvariedad por ser un subespacio real, se sigue que Gr(J¢), C B(J) es una

subvariedad.

Observacién 2.3.26. Notamos que Gr () no es en si una subvariedad de B(.%), sino
que cada componente conexa de Gr (%) lo es. Por el Lema 2.2.4 y la Proposicién 2.2.5,
tenemos que la distancia entre las componentes conexas es exactamente 1. De aqui en
adelante trataremos a Gr(7) como una subvariedad, siempre pensando que estamos
trabajando en alguna componente conexa.

Proposicién 2.3.27. Sea .7 un espacio de Hilbert y sea p € Gr(s¢). Entonces se tiene
que T,(Gr(F)) = € h

Demostracion. Para la demostracion observamos que en el Teorema 2.3.24 vimos que
las grassmanianas de un espacio de Hilbert son una subvariedad de By () y luego su
tangente serd un subespacio de By, (7).
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C): Tomamos v € T),(Gr (7)), y lo pensamos como un vector en By (). Sea « :
(—€,€) — Gr(A) una curva que satisface a(0) = p y &(0) = v. Como la curva estd
contenida en las grassmanianas tenemos la identidad:

diferenciando en ¢t = 0 dicha identidad se sigue:

V= vp + pv
multiplicando a derecha y a izquierda por p obtenemos la igualdad pvp = pvp + pvp la
cual implica que pvp = 0. Por otro lado se tiene que:

propt = p*(vp + pv)pt =0

como vimos que pvp = propt =0 se sigue que v es p-codiagonal.
D) Sea v € 6, p, su escritura como matriz respecto a p sera entonces de la forma:

U_Oa
~\a* 0/

> y la curva a : (€,¢) — Gr(°) dada por:

—a

0

Consideramos v = ( .
a

a(t) = ePpe

su buena definicién es consecuencia de ser v antihermitiano. Se tiene ademés que « es
una curva suave y cumple «(0) = p. Calculando &(0) obtenemos:

6(0) = Tp — pb = 0 —a\ (1 0y (1 0\/0 -a
ST o)\ 1) o 1) \er o
_ (0 0\ (0 a\_(0 -—a .
S \a* 0 00/ \a 0/
concluimos entonces que v € T,(Gr(J7)). O

Observacion 2.3.28. Ya le hemos dado una estructura diferenciable a Gr(.7°) como
subvariedad de B(.%#) y hemos caracterizado a su espacio tangente como %), . Este
espacio resulta un subespacio real de B(.#) y luego podemos darle la estructura de
Finsler dada por la norma de operadores.
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Capitulo 3

La estructura de Finsler de Gr(</)

En el capitulo previo probamos que Gr(5¢) es una subvariedad suave de B(J¢) y su
espacio tangente es T),(Gr(J)) = €p,n. En este capitulo generalizaremos los resultados
a una C*-dlgebra arbitraria y estudiaremos la estructura de Finsler de Gr(«).

3.1. Las grassmanianas de una C*-algebra

Comenzamos definiendo las grassmanianas de una C*-algebra de la siguiente forma:
G’r‘(ﬂ) = {pEM;pzzp*:p}_

Si bien esta definicién coincide con la definicién de las grassmanianas de un espacio de
Hilbert, en el contexto de una C*-algebra los resultados de los capitulos previos difieren
un poco. Esta seccién esta destinada a hacer esas aclaraciones.

Observacion 3.1.1. En el Capitulo 1 probamos que el grupo de unitarios de B(7#) para
A€ un espacio de Hilbert complejo era conexo. Este resultado no se puede generalizar a
C*-algebras arbitrarias. Las C*-algebras de Calkin, que surgen de hacer el cociente de los
operadores acotados de un espacio de Hilbert separable por los operadores compactos,
son un ejemplo de esta situacion. Dichas C*-algebras son llamadas algebras de Calkin,
ya que el mismo las estudié en [6].

Observacion 3.1.2. Para generalizar la Proposicion 1.8.23 al contexto de una C*-
algebra debemos restringirnos a u,v unitarios en & de forma que ||u — v|| < 2 ya que
en ese caso v*u posee un logaritmo analitico. Y de esta forma podremos construir una
geodésica uniendo u y v como en la proposicién citada.

Los resultados del Capitulo 2 sobre las grassmanianas de un espacio de Hilbert se
generalizan al contexto de una C*-algebra teniendo en cuenta que, como consecuencia
de que el grupo unitario no es conexo, debemos definir para p € Gr(«):

Gr(4), = {upu™ : u es unitario}
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y que no necesariamente coincide con la componente conexa de p.

Notacién 3.1.3. En general, para aliviar la notacién, escribiremos Gr (/) pero estare-
mos siempre pensando en que estamos trabajando en la érbita de un elemento.

3.2. La accién de % (<7) sobre Gr(</)

Si bien en la Seccién 2.2 del Capitulo 2 estudiamos esta accién, en esta seccién vol-
veremos a recapitular los resultados obtenidos, caracterizaremos los grupos de isotropia
y probaremos que la accién es suave. Esto tltimo no lo podiamos hacer previamente ya
que no le habfamos dado una estructura diferenciable a las grassmanianas.

Proposicién 3.2.1. Sea o/ una C*-dlgebra y sea la acciéon ® : % x Gr(o/) — Gr(«)
dada por:
O (u,p) = upu™

se define el grupo de isotropia de un elemento p como I, = {u € % : upu* = p}. Entonces
se tiene que:

1) La accién es transitiva.
11) Dadop € Gr(«), I, = 2, N % .
1) La accién es suave.

Demostracion. Notamos que la transitividad de la accién es consecuencia de la misma
definicién de las grassmanianas.
Para ver 11), tenemos que probar que para u € % vale:

upu® = p <= prup = pup*t = 0.
—) Veamos que pup = 0.

pLup =0 <:>pLupu* =0 <:>pr =0

como la tltima igualdad es valida se sigue que prup = 0. Para ver que pupt