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Introduccion

El modelo original de Agregacién Limitada por Difusién en Z? consiste de un
agregado creciente A(t) C Z¢ que comienza en A(0) = 0, es decir, en el origen.
En algiin momento t1, el agregado crece y A(t;) se obtiene agregandole a A(0) el
primer punto de su frontera que es alcanzado por un paseo aleatorio que comienza
en el infinito. Este modelo no ha sido comprendido con profundidad atin. Sin
embargo, una variante del mismo es la que nos interesard en este trabajo.

El modelo de Agregacion Limitada por Difusion Multiparticula o MDLA por
sus siglas en inglés es el que desarrollaremos a continuacién. En este caso, en vez
de haber s6lo una particula que viene del infinito moviendose por vez, hay una co-
leccion infinita de particulas distribuidas al inicio del proceso con una distribucién
Poisson de parametro p independiente en cada sitio. Ademads, también al princi-
pio, volvemos a tener un agregado que inicialmente consiste de una soéla particula
especial en el origen. Las particulas en el agregado no se mueven nunca. El sistema
evoluciona en tiempo continuo y las particulas que no estan en el agregado se mue-
ven siguiendo paseos aleatorios simples simétricos independientes hasta que alguno
de ellos intenta saltar sobre el agregado. En ese caso, la particula se incorpora al
agregado y se queda quieta en el iltimo sitio que ocup6 antes de intentar saltar. De
ahora en adelante, esa particula no se movera méas. El pardmetro de las variables
con las que inicialmente se distribiran las particulas modifica la densidad incial de
particulas y el comportamiento del agregado por lo que lo hemos nombrado para
citarlo posteriormente.

Este modelo esta mejor estudiado y de él se conocen varios resultados recientes
relacionados con la velocidad de crecimiento, algunos de los cuales desarrollaremos
en la tesis. Se encuentran ciertas diferencias entre el caso unidimensional, es decir
d =1y cuando d > 2. Nuestros esfuerzos estaran concentrados en entender mejor
el primer caso.

A modo de completar la introducciéon hacemos un repaso de los resultados
en la literatua hasta el momento. En el caso unidimensional, Chayes y Swindle
estudiaron en [2] el limite hidrodindmico. Hay varios resultados relacionados a la
velocidad de crecimiento del agregado. En [5] Kesten y Sidoravicius prueban que
la velocidad de crecimiento del agregado es como maximo lineal y en densidades
p menores a 1, el agregado crece a velocidad v/t. Eso ocurre pues en el agregado,
la densidad de particulas es 1. Como afuera del mismo, la densidad es menor,
la cantidad de particulas cerca del agregado capaces de hacerlo crecer tiende a
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disminuir conforme pasa el tiempo. En el caso de que p > 1, el obstaculo que se
presenta es que con probabilidad positiva a los costados del agregado, puede haber
agujeros sin particulas moviéndose luego de los cuales el movimiento del agregado
es incierto y que podrian ralentizar el crecimiento del mismo. Sin embargo, en [10]
Sly probd que el crecimiento en ese caso es lineal y el resultado se generaliza para
el caso en que d > 2y p > 1. En este trabajo, estudiaremos los resultados que
obtuvieron Kesten y Sdoravicius en [5] para un caso mas sencillo que éste donde
el obstaculo que suponen los agujeros se resuelve agregando particulas cada vez
que el sistema crece siguiendo una distribucién independiente. Para evitar mayores
obstaculos, también se decide simplificar la cantidad de particulas en movimiento
en el modelo y en esta simplificaciéon solo habra una cantidad finita constante de
particulas. Luego, en cada paso del agregado, se incorporar al sistema la misma
cantidad de particulas que fueron absorbidas. Aun queda por estudiar qué sucede
en el caso de dos dimensiones o mas cuando la densidad es menor a 1.

En [9], Sidoravicius y Stauffer han obtenido resultados interesantes en relacién
a este problema cuando en vez de que las particulas se muevan siguiendo paseos al
azar, se mueven siguiendo un proceso de exclusion que s6lo permite como maximo
una particula por sitio en todo tiempo. En ese caso, no tiene sentido que la densidad
inicial p sea mayor o igual que 1 pues no puede haber méas de una particula
por sitio. El resultado que obtuvieron Sidoravicius y Stauffer es que en el caso
d > 2, cuando pu € (0,1) es lo suficientemente grande, el agregado tiene brazos
de crecimiento lineal con probabilidad positiva. Es decir, si denotamos por F(t) el
punto del agregado mas lejos del origen a timepo ¢, entonces existe una constante
¢ tal que |F(t)| > ct eventualmente para todo t.

La tesis esta organizada de la siguiente forma.

El Capitulo 1 contiene definiciones y resultados preliminares clasicos de la
teoria de cadenas de Markov que utilizaremos mas adelante.

El Capitulo 2 presenta una definicién mas precisa de MDLA y el hecho de que
el agregado crece a un ritmo lineal como maximo.

El Capitulo 3 trata del estudio de la simplificacién mencionada anteriormente
que se define en [5] y se prueba que en ese caso, el agregado crece linealmente.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos las definiciones y resultados que seran necesarios para
tratar los problemas presentados en la la tesis.

La tesis trata en su gran mayoria del estudio de un sistema interactivo de
particulas. Como es en general en estos casos, el sistema es ademéas un proceso
de Markov. Los procesos de Markov son tal vez los procesos estocasticos mas
importantes y abundan no sélo porque son interesantes en si mismos sino porque
se ha desarrollado una vasta teoria alrededor de ellos. Las referencias que usamos
para desarrollar estos conceptos son (%], [0] y [I] en donde se pueden encontrar
muchos mas resultados de interés relacionados a los procesos de Markov que los
que son de interés en esta tesis.

Un proceso de Markov, es un tipo de proceso estocastico particular que tiene
la propiedad de no “recordar” qué sitios ha visitado. El conjunto de sitios que un
proceso de Markov puede visitar se llama espacio de estados. En nuestro, caso los
espacios de estado seran siempre finitos o numerables. En particular, usaremos la
siguiente convencién: los procesos de Markov cuyo espacio de estados es numerable
se llaman cadenas de Markowv.

Hay dos tipos de cadenas de Markov: aquellas que son a tiempo discreto y las
que son a tiempo continuo. Empecemos por definir y tratar a las primeras.

1.1. Cadenas de Markov a tiempo discreto

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad. Decimos que (X,,)n>0 es una cadena
de Markov con ditribucion incial p, matriz de transicion P y espacio de estados
E si la variable X tiene distribucion gy se cumple

P(Xn+1 = I|X0 = ZL’(),XI = T1,... ,Xn = l’n)
=P X =2/ X, =2,) =Py, . (1.1)

para todo x,zq,...,x, € E y n > 0. Notaremos a la cadena como de Markov
(i, P) sélo cuando su distribucion inicial sea relevante.

7
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La propiedad (1.1) se denomina propiedad de Markov y es la propiedad la
“no memoria” de la que hablabamos antes pues evidencia que sabiendo todos los
lugares que visito la cadena, el inico que influye en la eleccién del siguiente sitio
que visitard es el que estd actualmente. Gracias a esta propiedad, es facil probar
que, sabiendo que la cadena se encuentra en el sitio x a tiempo m, el proceso
(Xptm)n>m €s una cadena de Markov con matriz de probabilidad P y distribucién
inicial 9, independiente de Xy, ..., X,,. Aqui, 0, es la distribucion

1 siz=
0. (y) = Y
0 sixz#uy.

En algunas ocasiones nos interesara estudiar la cadena después de algiin mo-
mento aleatorio dado. Por ejemplo, es natural preguntarse como evoluciona el
proceso después de que visita por primera vez el sitio zy o el conjunto de sitios F'.

Se denomina tiempo de parada a una variable aleatoria T : 2 — Ny tal que
el evento {T' = n} estd incluido en la o-algebra generada por Xg, Xi,...,X,. Por
ejemplo, sea F' C E La variable aleatoria 7' = min{n > 0: X,, € F'} es un tiempo
de parada pues el evento {T" = n} ocurre si y solo si Xo ¢ F,...,X,,.1 ¢ F'y
X, € F por lo que ese evento queda determinado por esas primeras n variables y
se encuentra en la o-algebra que ellas generan. Una variable aleatoria que no es
un tiempo de parada, es la variable T' = sup{n > 0 : X,, = 2} ya que {T = n}
si y solo si X,, = xg pero Xj # x( para todo k > n y eso no depende sélo de
las primeras n variables. Los tiempos de parada que usaremos seran siempre el
minimo tiempo en el que la cadena llega a un determinado conjunto.

Notaremos P, a la probabilidad condicional a que X, tenga distribucién §,
y, si A es una distribucién de probabilidad en E, llamamos P, a la probabilidad
condicional a que X tenga distribucion A. Notaremos a las entradas de la matriz
P indisP(i,7) v pij

Las cadenas de Markov a tiempo discreto gozan de la propiedad de no tener
memoria incluso después de tiempos aleatorios. Es decir que después de un tiempo
de parada, la cadena comienza de nuevo recordando sélo el sitio en el que se
encuentra.

Teorema 1 (Propiedad fuerte de Markov). Sea (X,,) una cadena de Markov con
matriz de transicion P y sea T un tiempo de parada de la cadena. Entonces,

condicionando a T < 0o y a Xp = x, el proceso (Xpin)n>o €s una cadena de
Markov (9., P) independiente de Xy, ..., Xr.

Demostracion. Si B es un evento en la og-algebra generada por Xy, ..., X7, enton-
ces, BN{T = m} es un evento que queda determinado por Xj,..., X,,. Luego,
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por la propiedad de Markov,

P({X7 =20, ... Xpin = 2.} N BN{T = m} N {Xy = z})
= P({XT = Zo, - - -XT+n = [L‘n}lB N {T = m} N {XT = .’E})
x P(BN{T =m}nN{Xr==x})
= P{ X = T, ... Xonsn = 2o} BT = m} N { Xy = 2})
x P(BNA{T =m}N{Xr=x}).

Por la propiedad de Markov, el lado derecho de la tiltima ecuacion, queda igual a
P,({Xo=x0,... Xs, = 2, })P(BNA{T = m} N {Xr =z}).
Sumando para m =0,1,2,... tenemos

]P)({XT = g, .. ~XT+n = In} N B|{T < OO} N {XT = [L'()})
=P, ({Xo=zo,...Xs, = 2, })P(B{T < oo} N{ X7 = z}).

]

Ahora necesitamos estudiar ciertas propiedades de las cadenas de Markov. De-
cimos que una cadena es irreducible si dados dos puntos cualesquiera x e y en
E, existe un n tal que P.(X, = y). Esto significa, en términos sencillos, que la
probabilidad de que estando en un sitio llegue en finitos pasos a cualuquier otro es
positiva, o dicho de otra forma que puedo llegar de un sitio a otro pasando por tran-
siciones todas de probabilidad positiva. Es facil probar que P,(X,, = y) = P"(z,y),
es decir, la distribucién de la cadena a tiempo n viene dada por P".

Veamos ahora un ejemplo sencillo pero que es de gran importancia para este
trabajo.

Paseo aleaorio simple simétrico. En este caso, £ = 7Z y la matriz de transi-
cion es
1/2 sik=j4+16k=j—-1

0 en otro caso.

Simplemente, pensemos en una persona que camina sobre calle recta infinita (cla-
ramente imaginaria) y se detiene en cada esquina. Cada vez que se detiene agarra
una moneda de bolsillo y la tira al aire. Si cae del lado de la cara sigue en la
direccién que venia, si no, retrocede. Otra manera de definir esta cadena, en el
caso de que el paseo comience en el 0 que nos sera de utilidad méas adelante es la
siguiente:

Sean Z;,v > 0 variables aleatorias i.i.d. cuya distribucién es muy sencilla:
P(Z; = £1) = 1/2. Definimos la cadena como X,, = 31" | Z;. Veamos que efectiva-
mente ese proceso es una cadena de Markov y que tiene las mismas probabilidades
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de transicion que la cadena que definimos antes con la matriz.

P(X,11 =2|Xo =20, X1 =21,..., X, =)
=P(X,+ Zpy1 =z|Xog =20, X1 =21,..., X;y = )
=P(Zp1=2—2,|Xo =20, X1 =21,..., X;y = 1)
=P(Zp1 =2 — 2| Xy, = ).

Pero recordemos que X, ..., X,, dependen solamente de 7, ..., Z, y esas variables
son independientes de 7,1 Luego,

P(Zpy1=x—x,| Xy =2p) =P(Zps1 =2 —x,) = {1/2 st |z —za|=1
0 en otro caso
y eso resulta igual a P(x,z,). Esta cadena es claramente irreducible porque puedo
saltar siempre al lugar mas préximo con probabilidad positiva y llegar a cualquier
sitio.
Otra nocién importante es la de medida invariante. Decimos que una medida
de probabilidad p : E — R es una medida invariante para P si

p(z) = p(y)P(y, z).

yer

En notaciéon matricial, p = pP. También haremos referencia a la medida invariante
como distribucién estacionaria. Veremos ahora, cuando existen tales medidas y
cudndo son tnicas. Supongamos que la cadena (X,,) tiene dstribucién estacionaria
p v que la distribucion inicial de esta cadena también es p. Luego,

P,(X1=12)=)Y PXi=2z|Xo=y)py) =D Ply,z)p(y) = p().

yel yekE

por lo que X; tiene distribucién p y por induccién la cadena tendra distribucion
p en todos los tiempos. Es por esto que a estas distribuciones se las denomina
invariantes.
Probaremos ahora que toda (X,,) cadena de Markov con espacio de estados £
finito irreducible, tiene distribucién estacionaria tnica.
Llamaremos
T, =min{n >0: X, =z}

al primer tiempo en el que la cadena visita el sitio x y
T =min{n>1:X, =z}

para los casos en los que necesitamos que el tiempo de visita al sitio x sea positivo.
Cuando X = z, el tiempo T, es el primer tiempo de retorno.

De ahora en adelante y hasta que se indique lo contrario, el espacio de estados
E es finito.
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Lema 1. Dados dos estados x ey de una cadena irreducible, B,[T,}] < oo.

Demostracion. Por irreducibilidad y porque el espacio de estados es finito, existe
un entero r > 0 y un nimero real € > 0 tal que dados dos estados z,w € E, existe
un j < r tal que P/(z,w) > e. Luego, para cada valor de X,, la probabilidad de
llegar a un sitio y entre n y n + r es como minimo ¢. Entonces, dado £ > 0 vale
que

P, (T, > kr)

P, (T+ > k[T > (k= )r) Py (T, > (k- 1)r)

(1= P, (T, < kr|T,) > (k= 1)r)) P (T, > (k= 1)r)
(1= )P, (T, > (k= 1)r).

Iterando este proceso obtenemos que

IN

P, (T,7 > kr) < (1-e)~.
Entonces, usando que P, (T; > n) es decreciente en n,

E. [T, =Y P (T, >n) <3 rPu (T, > kr) <r Y (1-2)f < o0

n>0 k>0 k>0

Ahora probemos la existencia de medida estacionaria.

Proposiciéon 1. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov irredu-
cible. Entonces,

1. existe una medida de probabilidad p en E tal que p = pP y p(z) > 0 para
todo x € E.

Demostracion. Sea z € E un estado de la cadena de Markov. Vamos a estudiar el
tiempo que la cadena pasa en promedio en cada sitio entre visitas a z. Definimos,

p(y) = E,[ nimero de visitas a y antes de volver a z] (1.2)
Tz"'fl [e's)

—E. | Y [[Xn:y]] :ZH”Z( —y,T+>n) (1.3)
n=0 n=0

Como el niimero de visitas a y entre visitas a z es como mucho T3, tenemos que
p(y) < E, [T;]. Luego, p(y) es finito para todo y € E. Veamos que es invariante.

S 0Py = ¥ 3P (Yo = o, T > 1) Ploy).  (14)

zeFE z€FE n=0
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Como el evento {77 > n} queda determinado por Xj,..., X, se tiene, por la
propiedad de Markov,

P. (X =2, X1 =, TS > n)
=P, (Xp1 =y Xy =2, T > n)P(X, =2, T > n)
= P(x,y)P (Xn =z, T > n) :

Luego, de (1.4),

Z ﬁ(l’)P(I‘,y) = i Z P, (Xn = :EaXn-I-l = yaT;_ > 7’L>

zeE n=0x€eFE

- iIP’Z (XnH:y,Tj >n) = iPz (Xn:y,T;r zn).
n=0 n=1

Ya casi tenemos la expresién (1.3) que queriamos. De hecho, de esa expresion, se
tiene que

]P)z Xn =Y, T; >n
>E ( )
=p(y) — P, (Xo =y, T > 0) + ZIP’Z (Xn =y, T = n)
n=1
= py) = P. (Xo =y, T > 0) +P. (Xpe =y).
Como T > 0, obtenemos
SOB(Xo =y, T 2 n) = ply) = P. (Xo = y) + P (Xps = y) = ply).
n=1
Donde la ultima desigualdad se sigue de analizar los siguientes dos casos. En el
primer caso y = 2z, y Xo = z = Xp+ por lo que los ultimos dos términos se

cancelan. En el segundo caso, ambos términos son 0. Luego, hemos probado que
p es invariante. Para que sea una medida de probabilidad, dividimos por

T+ -1 TH-1
Soy) =Y E. | Y I[X,=y]| =E.| > 1| =E. [T]]
yeE yerR n=0 n=0
y finalmente p(y) = E;[(;{L] que es una medida de probabilidad estacionaria.
Notemos que p(z) = 1, por lo que
1
)= g

y como 2 era arbitrario, esa expresion vale para todo z € F. O
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Observemos que esto también nos da la unicidad de medida invariante en el
caso de cadenas finitas e irreducibles. Notemos también que si supieramos que
E.[T;7] es finito para algin z € F podriamos imitar la demostracién que dimos
recién y la cadena seguiria teniendo medida invariante incluso si el espacio de
estados no fuera finito.

Pasemos ahora a la clasificacién de estados de una cadena de Markov. Volvemos
ahora a considerar cadenas con espacio de estados numerable. Decimos que un sitio
x es recurrente si

P, (X,, = z para infinitos n) = 1

y decimos que un sitio es transitorio si
P, (X,, = z para infinitos n) = 0.

Es decir, un sitio recurrente es un sitio al que se vuelve una y otra vez y un sitio
transitorio es un sitio que eventualmente no se vuelve a visitar.

Recordemos que habiamos definido T, como el primer tiempo positivo en el que
la cadena visita al sitio z. Lo renombramos T, = T Definamos inductivamente el
r-ésimo momento en el que la cadena visita el sitio z como

T =if{n >TF +1: X, =2}

Definimos ademéds, T = 0. También definimos la r-ésima excursién al sitio x, que
es el tiempo que el paseo pasa entre dos visitas a x como

Sh =

17 — T;f*l si Tg’l < 00
0 en otro caso .

Lema 2. Dado que T:™' < oo, S! es independiente de {X,, :n <T! '}y

P(S;=n

T <oo) =P, (T =n).

Demostracién. Aplicando la propiedad fuerte de Markov a T':= T/ !, se tiene que
ST es independiente de X,, para todon <T'y

Sr=inf{n>1: Xry, =z}
que es el tiempo que tarda la cadena (X7.,) en volver a pasar por el sitio z. [

Definimos el namero de visitas al sitio  como
V, = Z I[X, = z]
n=0
y notamos P, (X,, = z) =p?, v fo = P.(T, < o0). Notemos que

E.[V:] = Z P, (X, =x) = Zpgx
n=0 n=0
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Lema 3. Sea r € Ny, entonces P,(T] < o0) = fr.

Demostracion. Notemos que si Xy = z, entonces {V,, > r} = {1} < oc}. Sir=10
el resultado vale. Probemos por induccion que tambien vale para el resto.

P,(Vy>r+1) =P, (T < 00) =P.(S"™ <00y T < 0)
P, (S < 0o|T; < 00)Pu(T; < 00) = Pu(T) < 00)fy = fi*,

donde usamos el lema anterior y que supusimos que valia para valores menores a
r+ 1. [

Observemos que como le estamos calculando la probabilidad a una sucesion
decreciente de conjuntos

P,(V, = 00) = lim P(V, > r).

700

Veamos ahora definiciones equivalentes de recurrencia, una en términos de la pro-
babilidad de volver a pasar por el sitio x y otra usando las probabilidades de
transicién de la cadena en n pasos.

Teorema 2. Dado x € E, se cumple que:
1. si P.(T;F < 00) =1, entonces x es recurrente y > 00 o pl, = 00.
2. si P (T} < 00) < 1, entonces x es transitorio > 00 o pr, < o0.

En particular, todos los estados son o bien recurrentes o bien transitorios y tenemos
las tres definiciones equivalentes de ambos conceptos que se discutieron antes.

Demostracion. Si f, = P.(T,” < co) = 1, entonces por el lema anterior,
Py(Vo = 00) = lim Pp(Vy >r) = lim f7 =1

por lo que x es recurrente y
oo
n=0

Por otra parte, si f, = P,(T,} < 00) < 1, se deduce del lema anterior que

o] . 1

r=0

Zpr =E,; [Z P.(Ve > 1)
n=0

r=0

por lo que P, (V, = 00) = 0 y z es transitiorio. O
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Veamos que en las cadenas irreducibles, todos los estados son recurrentes o
todos los estados son transitivos.

Sean x e y dos sitios en E. Supongamos que x es transitorio. Como la cadena
es irreducible, existen n,m > 0 tales que py, > 0y py; > 0y para todo r > 0, se

cumple que

n+r+m n o,r ,m
Pzg Z PayPyyPya

por lo que

[o¢] 1 o0

Dby S —— > P < o0

r=0 pocypya: r=0

por el teorema anterior. Luego, por el mismo teorema, y es un estado transitorio.
Como los estados son transitiorios o recurrentes, hemos probado que en cadenas
irreducibles todos los estados tienen la misma clasificacién.

La caracterizacién de las cadenas en estados recurrentes es importante pues se
relaciona con la existencia de medida invariante. De hecho, con una demostracién
similar a la de la Proposicion 1, se prueba la existencia de una medida invariante
para toda cadena irreducible y recurrente. Esta medida puede no ser una distribu-
cién de probabilidad pues para eso se necesitaria que la medida de todo el espacio
de estados fuese finita pero nuevamente:

Z /5(3/> = EZ[T;]

yer

y esa esperanza no necesariamente lo es. Incluso si hubiera una distribucion de
probabilidad invariante, esta podria no ser inica. De hecho, en nuestro caso vamos
a estar interesados en las cadenas en donde si sucede eso. Decimos que un estado
x es recurrente positivo si E,[T.f] es finito. Claramente, los estados recurrentes
positivos son recurrentes. Como observamos después de probar la Proposicion 1,
si la cadena es irreducible y tiene un estado recurrente positivo, entonces tiene
distribucién invariante p. Veamos que en este caso, todos los sitios son recurrentes

positivos y por lo tanto
1

E,[T5)

p(y) =

Sea y un estado cualquiera en E. Como > .cpp(z) = 1, existe un zy € E tal
que p(zp) > 0. Por irreducibilidad, existe un n € N tal que pZ , > 0. Como p es
invariante,

ply) = >_ p(2)pZ, > 0.

zeE

Definamos A(z) = p(z)/p(y). Luego, A resulta invariante y A(y) = 1. Entonces,

/\<Z) = Z /\<w0>pwoz = Z )\(UJO)pwoz +pyz

woEE WoAY

= Z )‘(wl)pmwopwoz + Dy + Z PywoPwoz-
wo,w1 7Y wo,7#Y
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Y repitiendo el mismo razonamiento

)\(Z) = Z )\(Iwn)pwnwn,l <o« Pwgz +pyz + -+ Z pywn,l <o Puwgz
WO - ey W Y WO -+, Wn—17Y
Ty

— B, (3 I[X, = 2 I[n < T]).

Tomando limite en n en la ultima expresion, tenemos

> I[Xy = z]| = E,[ nimero de visitas a z antes de volver a y|.
Entonces,
p(z) 1
E, > I[Xp=2z] < Az) = — < 00
zeZE Z ze;E ZE y) o)

Hemos probado que en una cadena irreducible con un estado recurrente positivo,
todos los estados son recurrentes positivos.

Notemos que el Lema 1 implica que una cadena irreducible con espacio de
estados finito, es recurrente positiva.

Si la cadena es recurrente e irreducible, vimos que P, (7, < oo) = 1. Supon-
gamos que P, (TF < 0co) < 1 para algin y, € E. Como la cadena es irreducible,
existe un ntmero natural n tal que p, > 0. Luego,

1=P, (T, <o0) = Z P, (T, < 00)ply, < pry =1,

yer yeE

lo que es absurdo. Hemos demostrado asi que P, (7" < co) =1 para todo y € E.
Dada una cadena con espacios de estados numerable, en ocasiones es mas sen-
cillo estudiar otra cadena asociada a esta. Supongamos que F' C E es un conjunto
finito. Sea
vy =min{n >1: X, € F}

e inductivamente
vy =min{n > v : X,, € F}.

Notamos al proceso estocastico formado por las posiciones de la cadena cada vez
que esta visita un sitio en F' como X} = X, . En el caso en el que la cadena sea
recurrente, v, < oo para todo k y por la propiedad fuerte de Markov, (X}') es una
cadena de Markov.

Probaremos que si la esperanza del tiempo de retorno al subconjunto F' es
finito y la cadena es irreducible, entonces la cadena es recurrente positiva. Intui-
tivamente, recordemos que la esperanza de retorno finita implica que la cadena
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visita el conjunto infinitas veces. Pero si la cadena regresa infinitas veces a un con-
junto finito, tiene que visitar infinitas veces algin sitio y la esperanza del tiempo
de retorno a ese sitio no sera muy diferente a la esperanza de retorno al conjunto
finito.

Lema 4. Sea (X,,) irreducible y F' un subconjunto finito del espacio de estados.
Entonces la cadena es recurrente positiva si E,[v1] < oo para todo x € F.

Demostracion. Definimos o(y) = inf{k > 1: X' =y}, vo = 0, 6, = v — V1.
Sea m = max,cr E,[11]. Luego, sabemos que para y € F,

U(y) [e’s)
BT =B, 36| = 3B, | T BlilXa, = ulllh < o(0)
S E, [Z Bl < 0(9)]| < m 3 Rk < o(0) = i o)L

Como F es finito, {X}} es recurrente positiva. Luego, E,[c(y)] < oo por lo que
E,[T,/] < ooy {X,} resulta recurrente positiva. O

1.2. Criterio de Foster-Lyapunov

Probemos ahora una proposicion esencial en el trabajo que nos da un criterio
que nos ayudara a decidir cudndo hay recurrencia y recurrencia positiva en una
cadena. Dada una funcién h : F — E, decimos que h(y) — oo si el conjunto
{y : h(y) < a} es finito para todo a € R.

Teorema 3 (Criterio de Foster-Lyapunov). Supongamos que la cadena es irredu-
cible y sea F un subconjunto finito del espacio de estados E. Entonces:

1. la cadena es recurrente si existe una funcion h : E — R tal que h(z) — oo y

> pyh(z) < h(y) para todo y ¢ F. (1.5)

zel

2. la cadena es recurrente positiva si para alguna funcion h : E — R y algun
e > 0 sabemos que inf,cph(x) > —oco y

Z Pyah(x) < 00 para todo y € F
z€E

> pyh(z) < h(y) — € para todo y ¢ F

zeE

o lo que es lo mismo
Ph(y) < h(y) —e+bly € F|

para algin b € R.
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A una funcién con las propiedades de h se la suele llamar funcion de Lyapunov.
Antes de comenzar la demostracion daremos la idea intuitiva detras del teorema.
En ambos casos, se desprende de las hipotesis que h es acotada inferiormente.
Notemos que

Ph(y) = > pyal(x) = E[A(Xp41) | X = Y]

zel

y h(y) = E[h(X,)|X,, = y]. Luego, en ambos casos tenemos que
E[h(Xp41) X0 = y] < E[R(X,)]X, = y].

En el primer caso, si suponemos que la cadena sélo pasa finitas veces por el conjunto
I, tenemos que a partir de la tultima vez que visita a F', en cada paso, la cadena
se va moviendo a sitios donde h tiene un valor menor. Pero los sitios donde h tiene
un valor menor a a € R son finitos. Luego, a partir de un momento, la cadena
se queda siempre en un conjunto finito de valores. Pero entonces, alguno de esos
sitios es recurrente. Como la cadena es irreducible, todos lo son y luego, se visita
a F' infinitas veces lo que implica la recurrencia. En el segundo caso, si la cadena
no visita el conjunto F' por mucho tiempo, en cada uno de esos pasos fuera de
F, h(X,) es decreciente y decrece al menos € por paso. Como h es acotada, no
puede ser tanto el tiempo que transcurre entre dos visitas a F'. En conclusion, F
es recurrente positiva.

Para la prueba del teorema usaremos un resultado de la teoria de martingalas
que enunciamos a continuaciéon. Un conjunto de o-algebras se denomina filtracion si
Fn C Fni1 para todo n > 1. Un proceso X se denomina una martingala adaptada
a la filtracion {F,,} si X,, es F,-medible, E(|X,,|) < oo para todo n y E[X,|F,-1] =
X,,_1 casi seguramente. Similarmente, X se denomina una supermartingala si se
cumplen las primeras dos condiciones de la martingala y E[X,,|F,_1] < X,,_;casi
seguramente.

Teorema 4 (Teorema de convergencia de martingalas de Doob). Sea X una su-
permartingala no negativa, entonces casi sequramente X, = lim X,, existe y es
finito.

Demostracion. En [11]. O

Demostracion del Teorema (3). Sumando una constante de ser necesario, pode-
mos suponer que h > 0. Notamos T" = inf{n > 1: X,, € F'} = yy y definimos
Y, = h(X,)I[T > nl.

1. Sea F, la o-édlgebra generada por { Xy }x<,. Notemos que podemos reescribir
(1.5) como E[h(X,11|X, = y] < h(y) para todo y ¢ F. Sea Xg = v ¢ I
Luego, en {T' > n}, X,, ¢ F (eso falla en el caso n = 0si X, ¢ F') por lo que

EI[YN+1|}-¢1] < Ew[h(Xn-H)][T > n”]:n] = I[T > n]Ew[h(Xn+1)|"rn}
< IT > n]h(X,) =Y,,
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donde usamos que I[T > n] es F,-medible. Por otro lado, si T' < n, entonces,
Y, =Y,1 =0y resulta E,[Y, 1| F,] <Y, es decir, {Y,,} es una supermar-
tingala no negativa por lo que, por el teorema de convergencia de Doob,
converge casi seguramente a Y,,. Supongamos que la cadena es transitoria.
Como {z € E : h(zx) < a} es finito para todo a € R y la cadena visita ese
conjunto sélo finitas veces por ser transitoria, entonces lim,,_,, h(X,) = oo
casi seguramente. Como Y., < 0o, tiene que suceder que I[T > n] = 0 a
partir de algiin momento. Entonces, P,(T = oco) = 0 para todo = ¢ F. Sea
N el nimero de visitas al conjunto F'y N, el nimero de visitas al sitioy € E.
Por una cuenta similar a la que realizamos cuando probamos las equivalen-
cias de recurrencia, P,(T" < oo) = 1 implica que P,(N = oo) = 1. Como
N =Y, cr Ny y F es finito, existe un y € F tal que P, (N, = oo) = 1. Luego,

1 =P, (N, = 00) <Py(N, = 00)P,(T,] < o00) <1,

por lo que P, (N, = 00) = 1 e y es recurrente lo que resulta absurdo pues
habiamos supuesto que la cadena era transitoria.

2. Nuevamente, tomemos = ¢ F. Como antes, en {T" > n} se tiene que
Ey[Yni1|Fn) < IT > nE,[h(Xpi1)|Fn] <Y, —el[T > n).

De nuevo, la dltima desigualdad se cumple trivialmente en {7" < n} por lo
que

0 <E Vo] SE[Y,] —ePo(T >n) < - <E,[Yo] —e ) P.(T > k).
k=0

Haciendo tender n al infinito y usando que Yy = h(z), resulta que
E.[T] < e 'h(x).
Luego, para y € F/,

Zpyw+zpyw T+1<1+e" 121% )

el x¢F ¢ F
<1+e ' ph(z) < oo
el

por hipétesis. El teorema se sigue del Lema 4.

Probaremos algunos resultados sueltos que nos serviran después:

Lema 5 (Principio de reflexién). Sea (X,,)n>0 un paseo al azar simple simétrico
qeu empieza en 0 y x € {2,3...}, entonces

1
P(X, < —x) < §IP’ (1r<1fX < :L’)
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Demostracion. Notamos m,, = inf,<, X;.

+0o0 —00
Pim, < —z)= > Pm,<—z,Xy=k) + > P(m,<—z,X,=k).
k=—x+1 k=—x
Si k< —xy X, =k, entonces, m, < —z. Por lo tanto,

P(m, <—2,X,=k)=P(X, =k)

para todo k < —ux.
Llamamos 7, = inf{n e N: X,, = y}. Si k > —uz,

Pim, < —2, X, =k) =P(T_, <u, X, =k).
Por la propiedad fuerte de Markov,
P(T . <u,X,=k)=P(T . <u)P_(Xy7,=k).

Por la simetria del paseo al azar, la probabilidad de llegar en u — 7_, pasos del
sitio —x al sitio k es igual a la probabilidad de llegar en u — 7_, pasos del sitio
—x al sitio —2x — k. Luego,

P(T_ 2 <u)P_p(Xu—7, =k)=P(T-2 <u)P_( Xy 7, =—22—k).
Nuevamente por la propiedad fuerte de Markov,
P(T . <u)P_(Xy7,="20—k) =P(T_, <u,X,=—2x—k).

Luego,
Pim, < -2, X, =k)=P(m, < —z,X, = -2z — k)

y como —2x — k < —ux,

P(m, < —z, X, = -2z — k) =P(X, = —2x — k).

Finalmente,
—+00 —00
Pim,<-z)= > PX,=-20-k+ > P(X,=k)
k=—x+1 k=—zx
= Y PX,u=k+ Y P(X,=k)
k=—z—1 k=—x

> 2 f:o P(X, = k) = 2P(X, < —x).

k=—xz—1
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Probemos ahora ciertas estimaciones de la probabilidad de que un paseo al
azar esté en cierto sitio a cierto tiempo que nuevamente nos seran de utilidad.

Lema 6. Sea X, un paseo aleatorio simple simétrico en Z a tiempo discreto.
Luego,

3
Po(X, = k) < 7

Demostracion. Sabemos que

donde Z; es una variable aleatoria que toma los valores 1 y —1 con probabilidad
1/2.

Para comenzar la demostracion del resultado , notemos que en tiempos pares
el paseo sélo llega a sitios pares y en tiempos impares, el paseo sélo llega a sitios
impares. Luego, Po(X,, = k) = 0 si n y k tienen distinta paridad. Por lo tanto,
empecemos por suponer que n = 2r y k = 2m. Queremos estimar Py( Xy, = 2m).
Para que el paseo aleatorio que empieza en 0 llegue a 2m en exactamente 2r pasos,
tiene que hacer r + k pasos para arriba y » — k pasos para abajo. Eso es porque
si x denota la cantidad de pasos para arriba entre 0 y 2r, o mas precisamente, la
cantidad de variables Z;,1 < j < 2r que son iguales a 1 e y denota la cantidad
de variables Z;,1 < 7 < 2r que son iguales a —1, vale que Zy, = 2m si y solo si
x4y =2ryx—y=2m. Luego, por combinatoria, Py(Xs, = 2m) = (T%:k) 272,

Notemos que

<2r>_ 2r! _@n@er-1)...(r—k+1)
r+k)  (r+k

W — k) (r+Fk)!

y como k > 0, podemos acotar la tultima expresion y resulta

<r?:k>22r @), .7.0!(7« 1) (2;)'

Por lo tanto, Py(Ss,. = 2m) < (2;) 272" para toda 0 < k < 7.

Recordemos ahora la férmula de Stirling que nos servird para estimar los nu-
meros binomiales. En [7], se prueba una apreoximacion precisa de los nimeros
factoriales. En este trabajo, usaremos

I — /97e ™ n+1/2 jen <eg, < —
" T T D

Usando que 1 < /(12041 < o1/(120) < 9 tenemos que

(27.) 27T€_2T<2T’>2T+1/22 22r+3/2
< = .
[ 27T€—rrr+l/2] 2 v 2mr

r
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Luego,

8 1
V21
Ahora supongamos que n =2r+1y k=2m+1 conr € Ny y m € Z. Usamos

la cota para el caso par y la propiedad de Markov para estimar también el caso
impar:

1 1
Po(X2T+1 =2m+ 1) = §P1<X2T =2m+ 1) + §P_1(X2r =2m+ ].)

1 1 8 1
— —Py( Xy = 2m) + = Py( X = 2m +2) < 4/ S ——
5 0(Xa m)+2 0(X2 m+2) < o

Notemos que si r = 0,

im=0,-1
[PO(X1:2m—|—1):{ sm=

1
2
0  en cualquier otro caso

y en ambos casos se cumple el teorema. Si r > 1, entonces, 2r + 1 > 2. Ademas,

sit > 1, vale que
£ o\1/2 1 \1/2
_ =(14+ — < V2
(=) -(rm) =v

por lo que para todo r > 1, reemplazando a t por 2r+1 en la desigualdad anterior,
se tiene que

8 1 _ \/§ V2 41
T2 TN T2r+1  JA2r+1
Teniendo (1.6) y (1.7) y sabiendo que /8 < 4 y 4/,/7 < 3, obtenemos que

IP)()(XQT_H =2m + 1) S (17)

Py(X, = k) <

S

como queriamos.

1.3. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Por dltimo, definamos las cadenas de Markov a tiempo continuo. Una cadena
de Markov a tiempo continuo es un proceso estocastico muy similar a una cadena a
tiempo discreto sélo que en vez de producirse los saltos o movimientos de la cadena
en todo tiempo discreto fijo en N, ahora estos tiempos también son aleatorios.
Con esa idea, seguimos teniendo un espacio de estados £ numerable y una matriz
generadora () que indica las tasas con las que se producen los saltos entre sitios.
Esta matriz tiene las siguientes particularidades:

¢zy > 0 para todo x # y
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pues la tasa con la que el proceso salta del sitio x al sitio y no puede ser negativa.
Notemos que en las cadenas a tiempo continuo, podia haber "saltos.® el lugar si
Pz > 0, es decir, la cadena podia quedarse algin momento quieta. Sin embargo,
en una cadena a tiempo continuo, no hay un tiempo fijo en el que se producen los
saltos por lo tanto hacer un salto en el lugar y no hacer ningin salto es lo mismo.
Luego, los nimeros en la diagonal de () no representan la tasa con la que la cadena
se queda en un sitio sino la tasa con la que la cadena se mueve de ese sitio. La
matriz () también tiene que satisfacer que

0< —@ue <@y Z ¢zy = 0 para todo .
yekr

Notaremos ¢, = —¢,, que es la suma de las tasas de salto desde x al resto de los
sitios. De la matriz ) obtenemos una matriz P como antes a la que llamaremos
matriz de salto definida como

__{qw/%: sSir#yYy g, #0
pxy -

0 Six #Yyy g =0
0 siqg,#0

Paa = .
1 sigq,=0.

El procedimiento que hacemos es en cada fila z, si podemos, reescalamos las en-
tradas que no estan en la diagonal para que sumen 1 y ponemos un 0. La tnica
manera de no poder realizar ese procedimiento es que todas las entradas de esa
fila que no estan en la diagonal sean 0. Luego, ponemos un 1 en la diagonal y en
ese caso, si la cadena cae en el sitio x, no saldra de el.

Ahora si, un proceso estocéstico (X¢)¢>o es una cadena de Markov a tiempo
continuo con distribucién inicial A\ y matriz () a una cadena cuya cadena de saltos
(Y,)n>0 es una cadena de Markov discreta (A, P) que cumple ademds que para

cada n > 1, condicional a Yy, ..., Y,_1, los tiempos de espera (entre que se produ-
cen los saltos) Sy, ..., S, son variabels aleatorias independientes con distribucién
exponencial de pardmetros gy;, . .., gy, , respectivamente. Lo que llamamos la ca-

dena de saltos es justamente el comportamiento de la cadena cuando se produce
un salto. Para construir este proceso, sean (Y,,),>0 una cadena de Markov a tiempo
discreto y Ty, T5, ... variables aleatorias exponenciales independientes de parame-
tro 1, independientes también de (Y},),>0. Sean S,, = T,,/qy, _, que es exponencial
de parametro gy, ,, J, = S1+ -+ S, (que representan los tiempos en los que se
producen los saltos) y
X, = {Yn si J, <t < J,y1 para algin n
o0 en otro caso .

En nuestro caso, estaremos interesados nuevamente en los paseos aleatorios
simples simétricos a tiempo continuo que son muy sencillos. Como antes, el espacio
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de estados es Z. La matriz () tiene un parametro D que es la tasa con la que el

paseo salta:
D

5 siy=x+£1
Qoy=1—D siz=y
0 en otro caso

Por ultimo, recordemos que un proceso (INV;);>¢ con valores en Ny se denomina
proceso de Poisson de tasa A (0 < A < 00) si N(0) = 0, los incrementos N (tj41) —
N(t)) son independientes si t; < tpy1 v el nimero de eventos en un intervalo
de longitud ¢ es una variable aleatoria Poisson de parametro At . Los procesos
de Poisson modelan las sucesiones de eventos discretos no coordinados y sirven
también para definir las cadenas a tiempo continuo pues el tiempo que pasa entre
dos eventos o marcas del proceso tiene distribucién exponencial de parametro A.
Ademas, se sabe que condicionando al hecho de que hay una marca del proceso
de Poisson en el intervalo (a,b), la distribucién de esa marca es uniforme en ese
intervalo. De hecho, por la simplicidad de los paseos al azar simples y simétricos
de tasa D, éstos se pueden pensar como un proceso de Poisson de intensidad D
que indica los tiempos en los que el paseo salta y una matriz de probabilidad que
determinar la distribucién de la cadena de saltos, es decir, la cadena conformada
por la posiciéon al saltar.



Capitulo 2

El modelo MDLA

Definamos ahora el modelo y establezcamos el problema a resolver. Como diji-
mos antes, nos vamos a concentrar en el caso unidimensional por lo que el proceso
ocurre en Z. Como el agregado comienza siendo el origen, los procesos estocasti-
cos definidos en la semirecta positiva y en la semirecta negativa tienen la misma
distribucién y son independientes. Por lo tanto, nos concentraremos en estudiar
la semirecta positiva. Luego, a tiempo ¢ tendremos un agregado que consistird de
Z. N[0, R(t)]. Asi, R(t) es la particula més a la derecha del agregado. A tiempo
t también tenemos N (i,t) particulas en el sitio ¢ para todo ¢ > R(t). El movi-
miento de estas particulas generara que el agregado crezca como comentamos en
la introduccion. El objetivo es determinar cémo crece R(t) como funcion de t.

2.1. Definicion

Comenzamos con 75 = 0. Los tiempos 7 seran los tiempos en los que el agre-
gado aumentara. Como dijimos antes, sea R(0) = R(79) = 0y N(¢,0),7 > 1 una
sucesion de variables Poisson independientes de media . Todas las particulas se
mueven siguiendo paseos aleatorios simples y simétricos a tiempo continuo con
tasa de salto D hasta que son absorbidos por el agregado.

Notamos con N(i,t), el nimero de particulas en el sitio ¢ a tiempo ¢. Vamos
a definir industivamente los tiempos de parada 7 y resultard que R(t) = k en
[Tk, Tkw1). Si 7y N(i, 1) ya fueron definidos y sabemos que R(7x) = k, sea

Trp1 = Inf{t > 7, : alguna particula salta sobre la posicién R(7;) = k}.

y R(t) = k para todo t € [7y,Tg11).. Como las particulas se mueven siguiendo
paseos al azar simples, sélo las particulas en la posicion k + 1 a tiempo 71—
pueden saltar a k a tiempo 74,1 y cuando eso ocurre, definimos R(7x41) = k + 1
y todas las particulas que estaban en R(7;) +1 = k + 1 a tiempo 74,1— son
absorbidas por el agregado.

Este proceso es un proceso de Markov fuerte aunque no probaremos eso en este
trabajo.

25
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2.2. Crecimiento a lo sumo lineal

Probemos ahora el primer resultado basico que dice que el agregado crece a
como mucho linealmente en ¢. De ahora en més, {S(t)}+>¢ es un paseo aleatorio
a tiempo continuo simple y simétrico en Z con tasa de salto D que comienza en
0. Usaremos P(A) para la probabilidad del evento A y E para la esperanza con
respecto a P.

Teorema 5. Sean R(0) =0 y N(3,0), i > 1 variables aleatorias i.i.d. con distri-
bucion Poisson de media ;1. Entonces, existen constantes C; < oo positivas tales
que

P{R(t) > Cit} < e,

Como consecuencia,
) R(t)
limsup —= < oo c.s.
t—o0

Demostracion. La prueba de este teorema se basa en un argumento de tipo Peierls,
es decir, en la estimaciéon de la probabilidad de un conjunto de trayectorias par-
ticulares. En este caso, tomando k = [Cit], se estima la probabilidad de que el
agregado haya dado al menos k saltos antes del tiempo ¢t. Para que eso suceda,
al menos k particulas tienen que haber saltado a la izquierda en algiin momento.

k
La probabilidad de que esos saltos ocurran es menor que (2) que a su vez, es

2
igual a Ce %182 gsimplemente porque las particulas se mueven siguiendo paseos
aleatorios simples, simétricos e independientes de tasa D. Como k es un multiplo
de t, tenemos la cota que buscabamos.

Concretamente, k = [C1t]. Como R(t) es un nimero entero, R(7;) = ky R es
una funcién creciente, sabiendo que R(t) > Cit, tenemos que R(t) > k y por lo
tanto 7, < t. Luego, P{R(t) > Cit} < P{m; <t} y esto justifica la intencién de
estimar el conjunto de trayectorias que mencionamos antes.

Numeraremos las particulas segin el sitio en el que estaban a tiempo 0. Asi,
la particula (i, j) es la j-ésima particula en el sitio i a tiempo 0.

P{R(t) > Cit} < P{r, < t}

< / . / P{las particulas {(u;,v;)}¥_, existen, son distintas

y saltan de i a i — 1 durante dt,}.

Fijemos la sucesién {(u;,v;)},1 <i < k de particulas todas distintas.

Sea K = P{(u;,v;) salta del lugar ¢ al i—1 en dt; para todo i} donde P nota la
probabilidad condicionando a que todas las particulas existan. Entonces, tenemos
que la formula dentro de la integral es

K x P{las particulas {(u;, v;)}¥_, existen}.
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En K, como todas las particulas son distintas, sus trayectorias son indepen-
dientes. Por lo tanto, llamando

K; = P{(u;, v;) salta del lugar i al i — 1 en dt;},
tenemos que
k
K =[] K.
i=1

Si llamamos, S a un paseo aleatorio simple y simétrico con tasa D que empieza
en 0, tenemos que K; = P{S(t;—) = i — u; y(u;,v;) salte a i — 1 en dt;}. Por la
propiedad de Markov,

Ki = P{S(tz—> =17 — Ul} X ]PJ{<UZ,’UZ> salteai—1en dtz}

Calculemos ahora la probabilidad de que las particulas (u;, v;) existan y sean
distintas.

Fijamos {u;}{_; C Z. Sean ai,...,a, enteros tales que {u;}l_, = {a;}/_, y
T; =#{1 <i<k:u; =a;}. Llamemos ¢; al cardinal de T;. Recordemos ademas
que N[x,0] es el nimero de particulas a tiempo 0 en el sitio 2 que tiene una
distribucién Poisson. Definimos

N NIN—-1)...(N—m+1) siN>m
"0 si N < m.

Entonces, por linealidad de la esperanza

Z P{{(us, Ui>}§€:1€XiSteIl} =E

L (ug,v;)
{vl' distintas

y por como definimos las variables N[a;, 0],

> 1:[1 IT(ui, ;) existe]]

o {ug,g) ‘
{vl' distintas

J

E > 11 7l{wi, v;) existe]| =E

L (ugy =L
{vl' distintas

Como las variables aleatorias Na;, 0] tienen distribucién Poisson de media s,

f[lN[aj,O]qj] )

00 e—ulun . 00 6_“,un .
E[N[aj>0]qj]=Zn(n—l)...(n—qj+1) - :”JZT:H}J.
=4 : n=0 :

Ademas, como la distribucion inicial de cada sitio es independiente de la distribu-
cion inicial de los otros sitios, tenemos que
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Z P{{W@',w)}f:lexisten} =E

o (ug,v)
{vl' distintas

Luego,

P{las particulas {{(u;,v;)}¥_, existen, son distintas

y saltan de i a i — 1 durante dt;}

= // Z Z P{{<Ui,vi>}leexisten}

0<t1 <to<.<tp<t {wi}CZ [ (u;v;)
distintas

k
x [T P{S(ti—) =i — u;} x P{(u;,v;) salte a i — 1 en dt;}

i=1

= // Z Z P{{<uigvi>}§:16XiSten}

0<ty <tp <. <ty <t {wiCL [ (ug,0)
distintas

i=1

Por (2.1), el lado derecho de la desigualdad queda igual a

Dk

Como los u; recorren todos los enteros que son todos los valores que puede
tomar el paseo aleatorio S, la sumatoria en la anterior integral resulta igual a 1.
En conclusion,

DF¥ DF tk Dut\* 1
k _ k —
P{R(t)ZC’lt}g,u—2 // dtl...dtk—u—Qk k!_( 5 > 1

n k
Como ef = K > K entonces % < (%) )

n pl = kI
Por lo tanto,

P{R(t) > C11} < <D“t) L . (De/”)k.



2.2. CRECIMIENTO A LO SUMO LINEAL 29

Llamamos C = Dep y Cy = Clog 2. Recordemos que k = [C4t]. Luego,

k
(De,ut)k _ <C'1t>k < [Clt—l _ (l)k — ¢ klog2  —Cilog2t _ —Cat
2k 2k ) 2k 2 -

y obtenemos el resultado buscado.

Como P{R(t) > Cit} < e ! tenemos que [;°E[I[R(t) > Cit]]dt es menor
que [7°e %tdt y por lo tanto resulta finita. Por el teorema de Fubini-Tonelli
sabemos que

/OOO]E[I[R(t) > Cit]]dt =E [/OOO I[R(t) > Cit]dt

que también resulta finita.
Llamamos Qy = {w € Q : [T I[R(t)(w) > Cit]dt < oo}. Como la esperanza
que calculamos anteriormente es finita, se tiene que la variable aleatoria

/0 T IR() < Cytdt

es finita casi seguramente y por lo tanto P(£y) = 1.
Notemos ahora que si w pertenece a (), la integral impropia converge y vale
que
lim I[R(t)(w) > Cit] = 0.

t—o0
Las funciones indicadoras sélo toman valores en {0, 1} por lo que, si w pertenece
a {y, entonces existe un to > 0 tal que I[R(t)(w) > C1t] = 0 para todo ¢t mayor
que ty. Luego,

Qo C {w € Q: existe ty tal que R(t) < Cyt para todo t > to} =: .

Como 2 contiene un evento de probabilidad 1, también tiene probabilidad 1.
Eso demuestra que casi seguramente,
R(t)

lim sup 4 < (.

t—00






Capitulo 3
MDLA simplificado

Como el problema de estudiar la velocidad de crecimiento del agregado cuando
la densidad inicial de particulas es mayor a 1, es dificil, estudiaremos, un modelo
simplificado que fue comentado en la introduccién. Esta simplificacién fue pro-
puesta y desarrollada por Kesten y Sidoravicius en [5]. En este modelo, tenemos
constantemente, J particulas. Notamos X (t), Xs(t), ..., X,(t) las posiciones de las
J particulas relativas al punto més a la derecha del agregado, es decir, R(t). En
la figura 3.1, X (f) vale 1, X, (%) vale 2, X5(f) vale 5 y X4(#) vale 2. Las posiciones
de las particulas sobre la recta real en verdad son R(t) + X1 (¢),..., R(t) + X ;(t).

3.1. Crecimiento lineal

Para construir el proceso, definimos las siguientes variables aleatorias. Sean
{S;(t)}t=0,1 < j < J paseos aleatorios simples i.i.d. a tiempo continuo que em-
piezan en 0 y tienen tasa de salto D. Cuando las particulas intentan saltar sobre
el agregado, en vez de ser absorbidas por el mismo, son redistribuidas siguiendo
una distribucion G. Sean {Yj;,1 < j < J, k > 1} variables aleatorias i.i.d. con
distribucién G. Estas variables aleatorias seran las encargadas de determinar a
donde son redistribuidas las particulas absorbidas cada vez que el agregado llega
a la posicién k. Las variables {Y],} v {S;(t)} son tomadas independientemente
unas de otras.

Definamos ahora, por induccién, los tiempos de parada en los que el agregado
crece. Sean R(0) = 0y 790 = 0. Para cada 1 < j < J, tomamos la posicién
inicial de la j-ésima particula X;(0) = A;¢ € {1,2,...} deterministicamente pero
arbitrariamente entre los naturales. Habiendo definido 7, y X (7), definimos

Ter1 = Inf{t > 7, : X, (1) + [S;(t) — S;(m)] = 0 para algin 1 < j < J}

y r(k+1) el valor de j tal que X;(7x)+ [S;(7h41) — Sj(7%)] = 0, es decir, el nimero
de particula que provocé el (k+1)-ésimo paso del agregado. Como los saltos de las

31
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T3 ~

'

Figura 3.1: El modelo simplificado
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finitas particulas ocurren con distribuciones exponenciales independientes, r(t+1)
es unico y todos las particulas saltan a tiempos distintos casi seguramente.

Definimos ahora las trayectorias de las particulas. Entre los tiempos de cre-
cimiento del agregado, las particulas se mueven como paseos aleatorios simples
simétricos desde su posicion en el tltimo momento de crecimiento del agregado,
es decir,

X;(t) = X;(m) + [8;(t) = Sj(m)] simp <t <7, 1 <G <

Cuando el agregado crece, todas las particulas que no fueron absorbidas por
el agregado, vistas desde el agregado, se mueven un paso a la izquierda (aunque
en verdad lo que sucede es que el agregado se mueve un paso a la derecha) y
las particulas absorbidas se redistribuyen usando las variables {Y] ; }que definimos
antes. Mas explicitamente,

Xi(Thy1) = X (o1 =) —Ij=r(k+ )]+ Ajpp, 1 <5< J

donde las A, ;. son los ajustes que se explicaron antes:

Yirsesr  sij=r(k+1)
Ajry1 = Yje1 — 1 st Xj(rep1—) = 1, pero j # r(k+1)
—1 si Xj(Tk+1_) Z 2.

Naturalmente, X, 11)(7e4+1—) = 1. Al no incluir el salto I[j = r(k + 1)] entre los
ajustes, tenemos que

X;(t)=S;t)+ Y Ak

k>0:1 <t

Volvemos a definir R(t) como
R(t) =ksim <t<Tp.

Asi, quedan definidas casi seguramente las variables X y es claro que la J-upla
ordenada {X;(t),..., X ;(t)}+>0 es un proceso de Markov fuerte cuyo espacio de
estados es N7,

Teorema 6. 57
po = Y_n""G({n}) < oo
n=1

entonces existe una cantidad de particulas constante Jy tal que para toda J >
Jo, {X;(t),1 < j < Jhiso es irreducible y recurrente positiva. Mds ain, casi
seguramente,

. R() . .
tl;m — existe y es estrictamente mayor que 0.
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3.2. Estrategia de la prueba

Para probar este teorema usaremos algunos lemas previos y para eso nece-
sitamos un poco més de notaciéon. Definimos ¢4(t),...,¢;(t) como los valores
Xi(t),..., X (t) pero ordenados de forma creciente. Ademés, definimos Ly = Ly =
01(0) +---+£(0) y

zk = 61(7']@—) + - ‘I’gJ(Tk_) - 1a k > 1.

Asi, Ly es la suma de todas las posiciones de las particulas justo antes de que la
particula r(k) salte por sobre el agregado, restando 1. Como la particula r(k) salta
a tiempo 73, sobre el agregado, X,)(7%) = 1 y por lo tanto, ;(7,—) = X, ) (7) =
1. Luego, Ly, es la suma de las posiciones de todas las particulas justo antes de que
el agregado crezca por k-ésima vez, menos la posicion de la particula que genera
que el agregado crezca. Notemos que como ¢;(7,—) = 1, ¢;(7,—) > 1 para todo
1< j < Jypor lo tanto, L, > J — 1. Definamos también el vector

U = (Xi(m—), ..., Xs(m—)) -

Después de producido el salto y las redistribuciones de las particulas, tenemos
que

J
Ly = by () 4+ + Ly(70) = Ly + ZAj’k'

j=1

Por 1ltimo, definimos el conjunto

J
A:A(a):{(ml,...,xJ)GF:xj6{1,2,...},ij§a—l—1}
=1

y los tiempos

m=u(a)=mf{k>1:U, e Aa)}=inf{k>1:L, <a}

Uni1 = Unt1(a) = nf{k > v, : Uy € A(a)}.

Antes de empezar la demostracion daremos una idea de la misma. Los vectores
Uk, k > 1 forman una cadena de Markov con espacio de estados

I' = {(xl,:vg,...,xJ):xiEZJr,minxi:l}.
1

Como dijimos antes, el minimo de Uy tiene que ser 1 pues el vector Uy, representa
las posiciones de las particulas justo antes de la k-ésima vez que el agregado crece y
por lo tanto, en ese momento, alguna particula tiene que estar en la posiciéon 1. La
cadena Uy, visita el conjunto finito A(«) sucesivamente en los tiempos vy, v, . . ..
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La idea de la demostracién es probar que el comportamiento de R(t) y el de la
subcadena de Markov {U,, };>1 son en algin punto iguales, es decir, que el proceso
visita ese espacio de estados finitos A con una proporcién similiar a la que el
agregado crece. Para eso, primero se necesita probar que la cadena {Uy} visita
ese espacio de estados infinitas veces. Con ese objetivo, utilizaremos el criterio de
Foster-Lyapunov para probar que esa cadena es recurrente positiva.

Para empezar con la demostracién, probaremos que la cadena {Uy} es irreduci-
ble y, més atn, la subcadena de Markov {U,, } es también irreducible. Esta ultima
subcadena tiene como espacio de estados al conjunto finito A y por lo tanto, tiene
una medida invariante tinica p como se probo en la Proposicion 1.

Luego, probaremos que bajo la condicion de que G tenga décimo momento
finito, y para J mayor que Jy para algun Jy € N y cualquier elecciéon de estado
inicial (X1(0),...,X,(0)) tenemos que

vy < 00 casi seguramente y E[vy] < oo (3.1)

y ademaés
T,, < 00 casi seguramente y E[7,,] < oo. (3.2)

Las condiciones de que J > Jy y que G tenga décimo momento finito son
técnicas. Conjeturamos que bastaria con que Jy = 3.

Notamos E” a la esperanza cuando el estado inicial de la cadena de Markov
{U,,} tiene distribucién p. Probaremos que los resultados (3.1) y (3.2) implican
que

Ef[vy — 1] < o0 (3.3)

Ef[1, — T,] < 0. (3.4)

A continuacién, probaremos una ley de los grandes niimeros para este proceso
y obtendremos que casi seguramente

1
m —y =Rl —
1< lim Vn = Ef[vy — 11] < o0 (3.5)
Y 1
1< lim T = E?[7,, — T,] < 00. (3.6)

Se sigue trivialmente de esto ltimo que

i Dt Er[vy — 1]

< 00.

n—00 Tomit n—oo T, Er [Tug — TVl]

Un R(t)

TVn+ 1 t TV n
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por lo que casi seguramente

Pl —
0 < lim R(t) = Eflvp — 1]
R Bl )

< 00,

lo que prueba el teorema (6).

Para empezar con los detalles, dejaremos los resultados (3.1) y (3.2) para el final
pues resultan los mas trabajosos. Comenzaremos entonces con la irreducibilidad
de las cadenas y los resultados (3.3), (3.4), (3.5) y (3.6).

Para probar la irreducibilidad de Uy, tomemos dos estados cualesquiera en I,
y=(y1,---,4y7) y 2= (z1,...,2;) y veamos que la probabilidad de que la cadena
Ui pase de y a z es positiva. Sea 1 <1y < J tal que z;,, = 1.

Supongamos que ¥ = (yi,...,y;) = (X1(7%), ..., Xs(7%)), es decir, 3/ es la po-
sicion de las particulas después de los ajustes que ocurren a tiempo 7. Claramente
la probabilidad de que los paseos al azar S;,1 < i < J se muevan desde ¢y a z
sin pasar por el 0, es positiva. Supongamos que eso ocurre durante el intervalo de
tiempo [, 7 + $). La probabilidad de que el siguiente salto sea el de X, desde la
posicién 1 a la posicion 0 es positiva. Supongamos que ese salto ocurre a tiempo
T + s+ u, luego 7,1 = 7 + s+ u y Ugyy = z. Esto prueba la irreducibilidad de
Ui. La irreducibiliad de U,, se deduce inmediatamente de la prueba de que la de
Uy lo es.

Ahora probemos los resultados (3.3) y (3.4). Notemos que no es del todo inme-
diato el resultado pues las posiciones iniciales de las particulas no son aleatorias
y por lo tanto no siguen la distribucién estacionaria p de la subcadena U,,. De
hecho, la cadena no necesariamente empieza en A. Si X(0) = z es un elemento
cualquiera de I' e y pertenece a A, entonces,

Py =2U, =yl X(0)=2)= > P{U =2U,=y|X(0) =x)

zeNA

y por la propiedad de Markov, eso es igual a

Y P(Uy=ylU; = 2)P(U; = 2| X(0) = z).

z€'NA

Por la cuenta que hicimos recién de la irreducibilidad de Uy, tenemos que todos
los términos de la 1ltima sumatoria son positivos por lo que

P(V1:2,U2:y|X(O) :.T) > 0.

Ahora usemos que v, tiene esperanza finita, para concluir el resultado (3.3).
De nuevo, = pertenece a I' e y pertenece a A. Luego, como v; > 0, tenemos que
vy > vy — 11 y por lo tanto,

E[ts]| X (0) = z] > E[vs — 11| X (0) = z].
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Sabemos que
Elvys — 11| X(0) = 2] = kio:lkp(ug — v = k| X(0) = 2).
Mas aun,

Py —1y =k X(0)=2)= > Pn—n==kTU, =2X(0)=ux).

z€l'NA

La expresion a la derecha del igual es naturalmente mayor o igual que
P(l/2 — UV = k, Z-]l,1 = y‘X(O) = .Z')
Usando probabilidad total, tenemos que

P(V2_V1 :k7UV1 :y>X<O)::B)

P(VQ -n=kKU, = y|X(O) = I) = P(X(()) = m)

pero por la propiedad de Markov

Py —vy =k,U,, =y, X(0) =x)
P(X(0) = z)

= P(VZ_Vl = k‘Uzq = y)P(Um = y‘X(O) = $)
Por tltimo, P(U,, = y|X(0) =x) > P(U,, = y,v; = 2|X(0) = z). En conclusién,

E[V2|X(O> = J]] Z ikP(Um =Y, 1 = 2|X(0) = x)P(VQ — = k|UlI1 = y)

= P, = y,11 = 2|X(0) = 2)E[v; — |V, = Y]

Pero antes, probamos que P(U,, = y,v; = 2|X(0) = x) > 0 y supusimos que E[vs]
era finito, por lo que E[15| X (0) = z| también lo es.

Asi probamos que Elvy — 11|U,, = y] es finito para todo y € A. Como A es
finito, resulta que

Ef[vs — 1] = > E[ve — n1|U,, = ylp(y)

yEA

es finita como queriamos.
Una cuenta analoga pero usando el hecho de que

Elr, = 7 X(0) = 0] = [ P(1, = 7, X(0) = 0)at
0
demuestra que Ef[r,, — 7,,] también es finita.

Por ultimo, antes de comenzar con la prueba de que la cadena U, visita el
conjunto finito A infinita veces, vamos a probar los resultados (3.5) y (3.6).
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Queremos demostrar que lim,, %z/n = EP[vy—1/]. Este es un resultado similar
al clasico teorema ergddico para cadenas de Markov pero ligeramente distinto. En
el teorema ergddico estdndar (que se puede encontrar en [%]), se tiene una cadena
de Markov (X,,),>1 con espacio de estados I numerable y distribucion (A, P). La
cadena ademas es irreducible y recurrente positiva. Entonces, para toda funcién
f: I — R acotada se tiene que

P <lim lnz_:lf(xk) :f> =1
n—>oonk:0

donde
F=>_p0)f()
el
y p: I —[0,1] es la distribucion estacionaria de la cadena.
En nuestro caso, tenemos a la cadena U,, que es irreducible y cuyo espacio de
estados es finito y por lo tanto resulta ademas recurrente positiva como probamos
en el Lema 1. Como

EP[UQ - Vl] = Z E[VQ - Vl’Um = y]p(y>7
yeA

si pudiesemos probar un teorema ergddico para la funciéon aleatoria v — vy tendria-
mos el resultado buscado. Demostraremos ese resultado adaptando la demostracion
del teorema ergddico para cadenas de Markov que enunciamos antes.

Sea j un estado fijo en A que es el espacio de estados de la cadena (U,,);>1.
Llamamos 1 <77 < T, < ... a los sucesivos tiempos en los que U,, = 7. Como la
cadena es recurrente, los tiempos estan bien definidos y son finitos.

Como U,,, = j, la cadena (U,,Tk _.) tiene distribucién (d;, P) y, por la propiedad
fuerte de Markov, es independiente de U,,, ..., Uka-

Luego, definiendo

Tk+171

Y, = Z (l/m+1 - Vm) =Vr., — VU,
m=T}

tenemos que las variables {Y} }r>1 son independientes e idénticamente distribuidas.
Sea

n T1—1
= Z Um+1 — Vm = Z (Vm-l—l + Z Y, + Z Vm-i—l )
m=1 m=1

m= Ta)

donde ¢(n) = max{k > 1: T} < n}.

Notamos al primer término de S, como Y’ = Y1111 — 1y,). Como los
tiempos V11 — vy, y T son finitos, Y’ resulta finito y por lo tanto, al dividirlo
por n converge a 0 casi seguramente.
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Notemos ademas que

L(n)—1 L(n)
S V<8, <Y+ Vi (3.7)
k=1 k=1

Como j es un sitio recurrente, lim, ., {(n) = oo casi seguramente. Luego,

usando ese resultado y la ley fuerte de los grandes niimeros, se tiene que
1 £(n)
Pl—)> YV, —-EY || =1

Este resultado, mas el hecho de que Y sobre £(n) converge a 0 casi seguramente
y las desigualdades (3.7) concluyen que

P (g(ln)sn N E[Sﬁ]) ~1 (3.8)

Recordemos que nosotros buscabamos el limite de “». Sabiendo que v, es finita
y que v, = vy + Zz;é(ukﬂ — ) = Vg + Sp_1, tenemos que, de existir,

n—1
n _ — Sp_
i 70 = g 2= 2 V) g St (3.9)
n—oo n n—oo n n—oo n
Hasta ahora obtuvimos el limite de e*(g;;). De hallar el limite de @ tendriamos
lo que buscabamos.
De nuevo, notemos que
L(n)—1
Tony = T1 + Z (Thg1 — Tk)-
k=1

Ya habiamos visto que T} era finito casi seguramente y como sabemos que
¢(n) — oo, concluimos que

. .

lim —— = 0 casi seguramente.
Por otro lado, las variables aleatorias T}, — T} son independientes e idénticamente
distribuidas por lo que por la ley fuerte de los grandes ntimeros, tenemos que casi
seguramente

Tg(n) 1 £(n)—1
lim = lim — (T — Ty) = E[Ty — Th] = E;[T]

w5 Un) e U(n)

donde E,;[T1] representa la esperanza condicional a que la cadena comience en el
sitio j.



40 CAPITULO 3. MDLA SIMPLIFICADO

Recordando la definicién de ¢(n), deducimos que

<

fn) = m) = n

y por lo tanto con probabilidad 1,

Toen ) N Totny+1
)

n
Usando las equaciones (3.8), (3.9) y (3.10), sabemos que con probabilidad 1,
Uy P Sp—1 ln—1)n—-1  E[Y]]
lim — = = lim = ]
n—oo . m—=o nmofn—1) n—1 n E;[T1]

Sélo falta que probemos que

Calculemos E[Y;],

E[Y;] = E

i (V1 — Vk)] .

k=T

Por la propiedad de Markov, como U,,, = j,

Ty—1 Ti—1
E|> (o —w)| =Ej | Y (1 — )| -
k=T k=1
Reescribiendo,
-1 -1
Ei| > e —w)| =E; | > D> (ver —w)I[U,, = 7]
k=1 zeN k=1

y por linealidad,

le_:(yk+1_l/k) Vk_x] ZE

zeN k=1 xEA

-1
Z Vi1 — vg)I[U,, = x]] .
k=1

Reescribiendo de nuevo, tenemos que

> E;

TeEA

1—1 e’}
Z (Vg1 — ) I, ] ZE l (Vg1 — i) I[U,, = x, k <Th]| .
k=1 el

TEA

Escribimos a la expresion a la derecha del igual como

SN E; k1 — | Uy, = 2,k < Th| Py (U, = 2,k < T).

zeA k=1
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Como el evento {U,, = x,k < T1} depende de la trayectoria de la cadena {U,,}
solo hasta tiempo k, por propiedad de Markov, esta ultima expresion la podemos
escribir como

ZE:D{VQ_VI]ZP]'(UV;C:$7k<TI):ZEx[V2_V1]]Ej
k=1

zEA zEA

Ti—1

S IU,, =« .
k=1

Llamamos

v =E;

12 1, = x]]

que es el namero esperado de visitas al sitio x entre visitas al sitio j. En conclusion,
casi seguramente,

S o
lim — =Y E, (o — 1| =—2= = > E,[va — ] p(z) = E [y — 11].
nTee n €A : E; T3] zEA :
En la antetltima igualdad se usé la descripcion de la medida invariante para una
cadena de Markov con espacio de estados finitos como en la demostracion de la
Proposicion 1.
Comencemos ahora con las demostraciones de

vy < 0o casi seguramente y Elvy] < 0o

T,, < 00 casi seguramente y E[r,,] < oc.

Antes de dar una idea de la demostracion, daremos algunas definiciones que
nos seran utiles.
Definimos primero,
Ok = Th1 — Tk

y las o-algebras

F(t), generada por {S;(s):1<j<J0<s<t}

y

Gr=F () V{Yjn,1<j<Jn<k-1}
donde dadas una o-algebras F y un conjunto de variables aleatorias Y}, , notamos
FV Y} =o(FU{Yy, '(A): A € B(R),k € N}), es decir, a la menor o-dlgebra
que contiene a F y también a la o-algebra generada por {Y}}.

Notemos que las variables Y;; no estan incluidas en el conjunto de variables
que genera a Gy. Por lo tanto, Gy, determina 7, X;(7:—) vy Ly, pero no los ajustes
A, 1 ni las posiciones de las particulas a tiempo 7.

A la g-algebra que si contiene esa informacién la llamaremos

Hie =G V{Yj 1 <5< T}

A lo largo de las siguientes demostraciones, D; denotardan constantes positivas
independientes de J. Los valores de D; podran variar a lo largo de la demostracion.
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3.3. Tiempo entre dos saltos del agregado

Para usar el criterio de Foster-Lyapunov como queremos, tenemos que acotar
una esperanza asociada a una funcién de Lyapunov. Como funcién de Lyapunov,
usaremos h : A7 — R donde h(zy,...,2;5) = S7_,(21)? — 1. Ahora tenemos que
acotar E[h(Ug+1)|Gr] < h(Ug) — €. Notemos que Ugi; es el vector conformado
por las posiciones de las particulas justo antes del (k 4 1)-ésimo salto del agre-
gado. Sabiendo la posicién de esas particulas justo antes del k-ésimo salto, hay
dos componentes a analizar para obtener el valor esperado de h(Uyy1): el reaco-
modamiento de las particulas a tiempo 7, y el movimiento de los paseos al azar
hasta acomodarse en Uy,,. El siguiente lema nos servird para acotar la primera
componente.

Lema 7. Sean 2q € {2,3,...} yp > 0 tales que
> n*PG({n}) < oc.
n=1

Entonces, para todo € > 0, existe un J(q,¢) tal que para todo J > J(q,e) y k > 0,
vale que
E 2q—1
k

Aclaracion: si K = 0, interpretamos a X;(1o—) como X;(0) y en ese caso,
J(q,€) también depende de (.

Demostracion. Fijemos k y para simplificar la notacién, vmos a escribir ¢;(7y)
como /;. Primero empezaremos condicionando a Hj y por lo tanto, a partir de
ahora y hasta que condicionemos a Gy, ¢;, L v Ly estdn fijos. La demostracion
consiste entonces en probar que

L 2q—1
Blofir) <<t (5F)

En la demostraciéon usaremos el principio de reflexiéon probado en el Lema 5:
sixe{2,3...},

P(S;(u) < —x) < ;P (;Iglﬁ S;i(s) < —x) :
El principio de reflexién implica que para todo v > 1,z; € {1,2...}
P(z; + 5;(s) >0 paraalgin 0 < s <u) =P <;Igl£ Si(s) > _:Bj>
=1-P (;EE S;(s) < —xj>
<1- 2P(5_’j(u) < —xj).
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Por simetria,
1 —=2P(5;(u) < —z;) = P(—x; < Sj(u) < x;).

Usaremos el teorema central del limite local para ver que,

P(~a; < S;(u) < ;) < min {1, D\;gf } . (3.11)

Ya probamos en el Lema 6 una cota parecida para el caso de las cadenas de
Markov a tiempo discreto. Pasemos ahora al teorema del limite central local en el
caso del paseo al azar a tiempo continuo.

Queremos probar que existe D; constante tal que P(S(u) = z) < % donde
S es un paseo aleatorio a tiempo continuo con tasa D que comienza en 0 como
los paseos aleatorios que determinan las trayectorias de nuestras particulas en el
problema actual.

Recordemos que podemos pensar los paseos al azar a tiempo continuo como un
proceso de Poisson que indica los tiempos en los que el paseo se mueve mas una
matriz de probabilidades que indica a donde se mueve la particula cuando suena
el proceso de Poisson.

Sea v > 1y x > 1. Llamamos N al proceso de Poisson y

T, =nf{t <wu:N(t) = N(u)}.

Entonces,

=E[I[T, > 1]P (S(u) = z|N
+E[I[T, < 1]P (S(u) = z|N)]. (3.12)

~—
—

Acotamos P (S(u) = z|N) < 1. Notemos ademds, que como N tiene toda la in-
formacion de los tiempos de salto del agregado, el paseo condicionado a N es
andlogo a un paseo aleatorio a tiempo discreto para el que hemos calculado las

cotas. Luego,
3

N

P (S(u) = 2|N) = P (5(T.) = z[N) <

Entonces, de (3.12) se tiene que

P(S(u)=2) <E

1T, > 1]\/?’?] + P(T, < 1). (3.13)

Calculemos primero P(T,, < 1). Llamaremos N (a, b] := N(b) — N(a). Notemos
ahora que x no es 0 y el paseo aleatorio empieza en 0, por lo que el paseo se tuvo
que haber movido antes de u lo que significa que el proceso de Poisson tiene una
marca antes de u. Luego,

P(T, <1)=P(N(1) > 1)- P(N(1,u] = 0) < e~ 1, (3.14)
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Il Il

1 T, u—t u

Figura 3.2: Graficamos la situacién

Calculemos ahora el otro término. Condicionando, tenemos que

E [][Tu > 1]\/3T_u]

=E [;’T_u P(T, >1)+E [J[Tu > 1]¢3T_u

Es evidente que el segundo término del lado derecho de la igualdad es 0 por lo que
nos alcanza con acotar el primero. De hecho, como P(T, > 1) < 1, nos basta con

acotar |E L/% T, > 1]. Para eso necesitamos calcular la distribucién de T,|T, > 1.

Siu—t>1, como en la figura 3.2, entonces

T, > 1 T, <1| P(T, <1).

Plu-1T,>t,T,>1
Plu—T, > T, > 1) = 2 )

P(T,>1)
_ Pu-T,>t,NL,u—t]>1,T,>1)
B P(T, > 1)
Plu—T,>t,N1l,u—t]=0,T, > 1)
i P(T, > 1) '

Notemos que si no hay marcas del proceso de Poisson entre 1 y u —t pero T,, > 1,
entonces hay una marca del proceso de Poisson entre u — ¢t y u. En esas circuns-
tancias, u — T}, <t por lo que

Plu-T,>t,N(l,u—t=0,T, > 1) =0.
Usando probabilidad total, tenemos que
Plu—-T,>tT,>1)=Plu—-T,>t|IN(L,u—t] > 1)P(N(1,u—t] > 1|T, > 1).

Recordemos que T, > 1 si y solo si N(1,u] > 1. Luego, P(N(1,u —t] > 1|T;, > 1)
es la probabilidad de que, sabiendo que el proceso de Poisson tiene una marca entre
1 y u, haya una marca entre los tiempos 1 y u — t. Sabemos que esa probabilidad
es uniforme en el intervalo (1,u) por lo que

u—t—1

P(N(Lu—t] > 1T, > 1) = :
u_

Por otro lado,

Plu—T,>t{N(L,u—t]>1)=P(N(u—tul=0)=e".
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En conclusion,
qu—t—1
Plu—T,>tT,>1)=¢"—.
u—1
Reemplazamos u — t = s, entonces

s—1
P(T, < s|T,>1)=e 92—

(T < |y > 1) = 092
Habiamos dicho que v —t > 1, por lo que 0 < t < u + 1. Reemplazando en s,
tenemos que 1 < s < u. Derivando,

S —(u—s
fTu|Tu>1(S) = u— 16 (u=s),
Volviendo a nuestro problema,
3 w3 s
E|l—=T.>1| =] —= ~(u=s)q
L/Tu L Vsu—1° °

Nos gustaria ver que [}* e®y/sds < e*y/u pues asi nos quedaria algo de orden 1/4/u.

Pero llamando u
:/ e*y/sds — e“\/u,
1

se tiene que

f'(u) =e"u—-e" U= 5= <0.
\/_
Por lo tanto, f es decreciente y f(1) = —e < 0. Luego, f(u) < 0 para todo u > 1
o equivalentemente

/1ues\/§ds <e'vVu y E [\/%

T,>1

< 3\/171 (3.15)

I

para todo u > 1.
Entonces, juntando (3.13), (3.14) y (3.15) obtenemos que para todo x > 1,
u>1,
3/ u
P(S(u) =z) <e (V) 4 i
u—1
Querriamos que e~ 1) + % < % con D; constante independiente de z y de u
pero notemos que si u estd cerca del 1, la expresion de la izquierda del menor se
hace muy grande. De todas formas, eso no es un problema mayor pues si u > 2,
podemos ver que existe una constante D, tal que

eul \/_\/__\/_eul

Tomando Dy > v/2,s11 <wu < 2,

-1

= >

vV
—_
v
=
2
£
I
&

RIS
Sl
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Por lo tanto,

para todo u,z > 1 como queriamos.

En conclusion, hemos probado que

i Dix;
P(—z; < Sj(u) < z;) <min {1, \;ﬂ] } :

Volviendo al problema original, estamos queriendo calcular la esperanza de §}
por lo que necesitamos acotar la P(d; > u). Notemos que 0, > u sucede si y
solo si ninguna particula toca el cero entre los tiempos 7, v 7% + u, es decir, si
X;(t) = X;(m) + [Sj(t) — Sj(mx)] > 0 para todo 7, <t < 7, +uyl <j<.J
Luego,

P8, > u)|Hy) < ﬁ [mm{ 13/121’ H . (3.16)

Jj=1

Fijamos ¢o = 0y ¢;...0y = 1 y suponemos que J > 8q + 2 > 10. Luego, por
(3.11) vale que

E[§7|H,] = q/oo W P(S, > u|H)du

00 J .
< q/o ut™? H lmin{l,%}] du

(D> I Dyl
ul

+q | —— (3.17)

+q w ]

[D12g+1]? o1 Vu
[D1£;41]? ,
—q Z 0.0 D1/[ T a1z gy,

0<5j<2q
2
n qgl o ngD%q /[D1€2q+1] uq_l_(2q)/2du

[D1£24]?

-+ qgl Ce £2q+1D%q+1 / uq717(2q+1)/2du.
[D1f2g41]?
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Resolviendo las integrales, tenemos que

E{H <q > .. £;D] ([Dali)7 = (Do) [q — 5 /2]

0<j<2q

l
+ qﬂl c. gqu%qz log ( 2;4—1)

2q
+ qﬁl N €2q+1D%q+12[D1£2q+1]_1
<Dy > .. 400

0<5<2q

14
+ Dgél Ce ggq IOg ( 2£q+1>
2q

+ Dol .. by,

donde D, no depende de J pues si j < 2q, entonces [q — j/2]7! < 1/2. Como
l < --- </, tenemos que

/.. .éjéiqflj <l ...l para toda 0 < j < 2¢

y ademas,

J
logi1(J —2¢) < Z 0 < Ly

i=2q+1

por lo que, si J > 4q,
£2q+1 S Lk/(J — 2q) S 2Lk/J

Luego,

BIGH] < Dats- |1+ 10 (2221
2q

Ly | JC J 2L
< Dgél R égq_17k [ L’iq + Liq log <J€2k )]
q

< D3€1€2q_2& [ngq + e log <2Lk )] ) (3.18)

g | Ly Ly Jlog

Notemos que
lim D3A* %[\ + Alog(2/))] = 0.

A—0t

Por lo tanto, existe 0 < n = n(e) tal que
D3A* 72\ + Mog(2/))] < € para todo 0 < X < 7.

Para que el logaritmo resulte bien definido, pedimos ademas que n < 2/e.

Definamos el evento
nLy

Ay = {@q < J}.
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Notemos que Ay € Hj, y que gracias a la ecuacién (3.18),

Lk: 2q—1
E[0}|Hi] < ety (J) en A

como buscdbamos.

Para ver que esa cota también vale fuera de Ay necesitamos hacer las desigual-
dades de (3.17) maés finas.

Primero, notemos que si j < J/2, y teneniendo en cuenta nuevamente que ¢;
es creciente en j, en Af se cumple que

nLy,

ij—j+U@§477§&¢ (3.19)

g@gJ
Luego, si fijamos Dy = méax {1, %}, en A¢,
U < Dylyg,
para todo 1 < j < J/2. Por lo tanto, dado x > 0,
P (S;(t) > —¢; para todo t < z) < P; (S(x) > —Dyly,),

para todo 1 < j < J.
Notemos que
P (S;(to) > —x) < 1 para todo z > 0, > 0,1 <j<J
independientemente de j. Luego, dado ¢ > 0, existe f(¢) = f(¢,e) > 0 tal que

P (Sj(t) > —{; para todo t < [CDlégq]Q) <P (S([{lezq]z) > —D4€2q)

<1-f(Q),

para todo 1 < j < J. Luego, por lo probado anteriormente con el teorema de
reflexion junto con lo que acabamos de probar, tenemos que

l?/léj,l—f@)}-

Por ahora ¢ es un nimero positivo fijo a determinar.
Si0 < ¢ <1y ly1, by son tales que (loy > ly;—1, entonces rehaciendo la
desigualdad en (3.17) y recordando que J > 8¢q + 2,

E[0f[H) <q > Ditr.. t;([Dstya)* = [Dol;7 ) [q— j/2 "

0<j<2q-2

2
+qly .. .qu_lD%q_l /[CDIKQQ} wd1-2a=1/2 g,
[D1bag—1]?

P(l;+ Sj(s) >0 para s <u) = min{

[D1D4bog)?
2g—1 —1—(2g— _
+qly ... by 1DY? -/[CDlézqP ud— (2 1)/2[1 _ f(O]LJ/zj 20+1 7,,

+ gl .. .ELJ/QJ Dlu/QJ wd= LRI gy,
[D1Dalaq)?
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Resolviendo las integrales, acotando como antes y usando en el dltimo término
que ¢; < Dyly, cuando |J/2| > j > 2¢, tenemos que

E[6§|Hi] < D5ty .. -fzqufgq,l

+ DsCly ... Uy
+ Dsly ... lyg[1 — f(Q) L/ —2aH1
+qly ... log_1][Dyly,] LJ/2J—2q+1D1LJ/2J o0 -l

[D1Dakaq)?
< Dsly .. log_ola, 1+ DsCly ... Loy + Dsly ... Lag[1 — f(Q)]/2 72071
+ C]D%QD4€1 .. EQQH_J/QJ /2 - q]_l.

Finalmente, usando que fo,_; < (/3, en el primer término de la tltima desigualdad,
tenemos que

E[0f[H4] < Dely .. lag [C + [1 = F(Q)I//272040 4 1] (3.20)

La constante Dg depende de ¢, de  y de € pero no de ¢ o J. Sin pérdida de
generalidad, tomamos ¢ < 1y Dg > 1.
Ahora si, sea

c <1

C=3ouip, =

Como 1 — f({) < 1, podemos tomar J lo suficientemente grande como para que
[1— fOIR=2t < ¢
y J~1 < (. Luego, acotando (3.20) nos queda
E[0}|Hi] < Dgly ... £2,3C.
y usando (3.19), nos queda

27, 2q—1 1) 2q—1
E[0{|Hi) < Dty (Jk> 3¢ < el (Jk)

como buscabamos. Recordemos que estas desigualdades las obtuvimos en el evento
AG N {lyy—1 < (loy}. Adn, nos falta probar el resultado en A§ N {ly,_1 > (lo,}.

Volvemos entonces a reescribir las integrales (3.17). En el caso lo,_1 > (la,
sea

j() = méx{] 2 0: Ej S Cégq}.

Habiamos fijado ¢y = 0, por lo que jj esta bien definido. Como ly; > lo;_1 > (lyy,
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vale que jo < 2q — 2 Ademas, por definiciéon, ¢ < 1 < D4 por lo que

EPfHL <q Y. Diti...( ([D1€j+1]2q_j - [Dlgj]m_j) lg—j/27"

0<j<Jo—-1

2
+ q€1 e EjOD%q_l /[CDlézq} Uq_l_(Qq_l)/QdU
[

D1ty,]?
[D1Dyloq]?
+ gty .. .qu_szqd/ ! uq—l—(2q—2)/2[1 _ f(Q]LJ/zj—qurzdu
[CD1Z2q]2
+qly .. log_1[Dylsy) 1J/2)=2a+1 I/ / Wa—1-172102 gy,
[D1Dyl2g)?

Resolviendo las integrales y acotando, tenemos que

E[6fH] < 2¢016387
+ Dby .. lag_gl3,[1 — f(Q)V/2I 72042
+ DDy L Uy T)2] )2 — g7
< Db B [+ (1 - O 4 )

2q

Igual que antes, existe un J(q,¢) tal que para todo J > J(q,¢),
L 2q—1
E[57[Hy) < ety (J’“)

también en Af N {laq_15Claq}-
En conclusién, hemos probado que existe un J(q,¢) tal que si J > J(q,¢),
entonces

L 2q—1
EofiHa) < <6 (=)

Para finalizar el teorema, tenemos que probar que eso implica que si J > J(q,¢),
entonces
zk 2q—1
E[07 X, (1:)P|Gk] < e (J) X;(—)P.

Sabiendo que G, C Hj, empezamos por tomar probabilidad condicional a la
expresion obtenida. Haciendo eso, obtenemos
gk] :

E[05.X;(7k)"|Gk) = E[E[6:X; (72)" [H] Gr]
Lk 2q—1
a(F)
De ahora en adelante, & > 1 pues en el caso k = 0, vale que Ly = Lo + 1,
X;(m0—)P = X,(10)? y puedo tomar J(g,¢e) < ¢;/®7) ¢ entonces obtener que

21 21 7o\ 2t
(B ()
J J J

<ceE
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para todo J > J(gq,e) probando asi el resultado.
El objetivo es probar que

E [el (L’f)%l X;(m)?

7 Gk

~ 2q—1
L
< (f) Xj(me—)"

Para eso, recordemos ahora algunas hechos del modelo que nos seran tutiles:

0 < Xj(m) = Xj(m—) —I[j =r(k)] + Ajp < Xj(m—) + Yk,

J J J J

L= Xj(m) =Y Xj(m—) = I[j =r(k)] + Ajp = L + 3 Ajp < Lo + Y Yix
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

y l1(Tk) < Yy pues £1(7x) es la minima posicién de las particulas a tiempo 7
Y Y k), €s la posicion a la que se redistribuye al particula absorbida a tiempo 7y.
Ambos r(k) y L, son Gi-medibles pero Y, (k) €s independiente de Gy, por lo tanto
también lo es de Ly v ademds, tiene distribucién G. Por tltimo, si j # r(k), las
variables Y vy Y, son independientes. Luego,

Qk]
J 2q—1

<E Y;«(k),k (ik + Z Y},k) (Xj(Tk—) -+ Y}',k)p Gil . (3.21)
j=1

A continuacién usaremos un caso particular de la desigualdad de Holder. Si
a;>0,p>1ly +.=1,

n n e /. 1/q n 1/p
Zaj < Za? Zlq = Zaf n'/q.
j=1 j=1 j=1 j=1

Entonces,

n p n n

Zaj §np/q2a§:np_12a§.

j=1 7j=1 7j=1
En nuestro caso lo usaremos com p = 2q¢ — 1 y en el primer caso n = 2 y en el
segundo, n = J.

2q—1

J 2q—1
(ik +3 Yj,k) <%ty
j=1

J
> Yk
j=1

J
S 22(]72[12(]*1 + (2J)2q72 Z }/;?’371.

=1
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Ahora, usaremos la siguiente desigualdad: sean a y b no negativos y p > 0.
Entonces, a + b < 2maéx{a, b} por lo que

(a+ b)? < 2Pméax{a, b}? < 2PaP + 2P0P.
Usando eso, resulta que
(Xj(me=) + Vi) < 27 X;(mp—)P + 2°Y .

Recordemos que piy, es el k-ésimo momento de G. Sean 1 < /¢, m < Jya,b> 0.
Por la desigualdad de Hélder, tomando p = (a +b)/ay ¢ = (a + b)/b,

E[YSY),] < E[YSe/ gy atpp/atd),
Como las variables Y ;, son idénticamente distribuidas, la tltima expresion es igual

a E[Yf?ljb] = Ha+b-
Luego, podemos acotar la expresién a la derecha en (3.21) y obtenemos:

E (L3 X5 (m)7|Ge] < 20 2L X (1= VE[Y 0.
+ 22TP 2 LMIR Y, ) ijpk]

2q—1
+ 22q+p 2J2q 2 EZ E k}/g]g Yjpk]
1
< P DX (4 2 L
+ 22q+p—2 J2q—1Xj (Tk_>pﬂ2q + 22q+p—2 J2q_l,u2q+p'

Por lo que

-1
Ly
BI5LX, (n7|G:] < 220072 J) (1, (5= + sty
+ g2%tP2 (X5 (Te—)P p2q + Hag+p) -

Por lo tanto, dado que todos los términos son positivos, es evidente que existe
J(q,¢) tal que para toda J > J(q,¢),

7 2q—1
AL (i < Dre (%) ity

donde D7 es un aconstante independiente de J. El lema se concluye reemplazando
e por €/Ds. O



3.4. RECURRENCIA POSITIVA 53

3.4. Recurrencia positiva

A continuacién probaremos en un lema que el proceso {X (7,—)}x>0 €s recu-
rrente positivo y algunas cotas que nos serviran para probar el teorema enunciado
al principio. En este lema usaremos el criterio de Foster-Lyapunov y para eso
necesitamos definir ciertas funciones que serviran de funciones de Lyapunov.

Qq@) = ‘J X](t)q, Qgo = iXJ(O)q
y para k > 1,
J
Qu = Y. (Xj(re=) = 11j = r(k)))".

La suma Q, es un andlogo de L s6lo que en vez de sumar las posiciones de las
particulas justo antes de que se produzca el k-ésimo salto (siempre sin contar la
posicion de la particula que genera el salto), sumamos las mismas elevadas a la g.

Lema 8. Sean X;(0) > 1 ndmeros naturales fijos no aleatorios, ¢ € {2,3,...}
y k > 1. Supongamos que pi; = Y00 niG({n}) < co. Entonces existe un entero
J(q) y para cada J > J(q), existe un a(q) = a(q, J) tal que para todo J > J(q) y
a>afg,J),
E [@q,lﬁl’gk} < éq,kz - C]2_q_1é(q71),k (3.22)
S @q,k —1
en el evento {L, > a}. Como consecuencia, v(a) < oo casi sequramente y el

proceso { X (my—) k>0 es recurrente. Ademds, existe una constante Cy finita tal
que para J > J(q) y k >0,

E[Qyi1l[va(a) > k]| < Cy
donde la constante Cy = C1(J, q, o, X(0)).

Demostracion. Primero observemos que todos los 7, son finitos casi seguramente.
Eso implica que el agregado va a crecer siempre. Haremos inducciéon en m. Como
7o = 0, el caso base estd probado. Para el paso inductivo, recordemos que en (3.16)

probamos que
min Dlgj
\/ﬂ .

Si 7,,, es finito casi seguramente, entonces ¢;(7,,) < oo para toda 1 < j < .J por lo
que

J

P60, > u)|Hpm) H

KJ

P(0m > u)|[Hpm) < ]
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Por Borel-Cantelli, eso implica que existe un N € N tal que 9,, < N c.s.. Notemos
que

m
Tm+1 = Z O
k=1

Luego, 7,41 es finito.
A continuacién usaremos la siguiente desigualdad. Para v > 2, existe una
constante Dg = Dg(v, D) tal que en {7, < oo},
E [|S;(ris1) = Sj (7o)l [Ha) < Ds (1+E [67°[1] ) . (3.23)

Para probar esta desigualdad definimos las variables

) +1 ,
Z(s,n) =5, <m1n {Tk + ST, Tk+1}> — 5; (mm {Tk + %, Tk+1}> )

Luego,
Nn 1
> Z(s,n)=S; (mfﬂ {Tk + N+ n>7'k+1}> — 5 (k)
s=0

Por continuidad a derecha,

1
lim =S <min {Tk + N+ ,Tk+1}) = S; (min {7 + N, Ti11}) -
n

n—oo

Como 73, < 0o existe un Ny tal que min {7 + No, 7k11} = 7x+1. Entonces,
Nn

lim lim Y Z(s,n) = S; (Te+1) — S; (k) - (3.24)
s=0

N—00 N—00

Maés ain, para n fijo, el proceso Z(s,n),s > 0, es una sucesién de diferencias de
martingalas con respecto a la o-algebra

- 1
Fs=F <min { (Tk + S;) ,Tk+1}> V Hy.

Es claro que Z(s, n) tiene esperanza finita pues S; es un paseo aleatorios simétrico
que comienza en 0 y la esperanza de la posicion de un paseo asi hasta tiempos
finitos (aleatorios) es 0. Ademas,

s+1

E[Z(s, n)|f8_1] =F [Sj (min {Tk + ,Tk+1}> ‘.7?8_1} —5; <min{Tk + %, Tk+1}>

Llamemos as = S} (min {Tk + 2, Tk+1}> y X,, a las variables Bernoulli que deter-
minan el paseo aleatorio. Entonces,
ﬁs—1:|

1 ~
E {Sj (min {Tk + Sj; ,Tk+1}> ./—'.3_1}
As+1

S; <min {Tk + :L,Tk+1}> + Z X

m=as+1
) S
=.5; (min {7 + e Tha1

=K
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pues esa expresion a la derecha del igual queda determinada por F._1. En la dltima
igualdad usamos la ecuacién de Wald (en [3] pdg. 158) para calcular la esperanza
de sumas de variables aleatorias donde la cantidad de términos a sumar también es
aleatoria. Pudimos usar la ecuaciéon de Wald pues ya probamos que 7, es finito casi
seguramente. Luego, E[Z(s, n)]]t"s,l] = 0y el proceso Z(s,n) resulta una sucesién
de diferencias de martingalas. Ademas,

E Li;:) Z(s,n)|F, 1] =5; (min {Tk + ZLaTkH}) — S () = 7:2;:2(5,71)

por lo que >7 , Z(s,n) es una f—martingala. Luego, estamos en condiciones de
usar el Lema de Fatou y la desigualdad de Burkholder-Davis (que se puede encon-
trar en [1] Teorema A.2.2). Usando 3.24,

Nn

ZZ2STL

s=0

Nn v

Zan

s=0

E[|S;(me41) — S (1) |” | Hi] < hmmfhmlnfE

v/2
< Dg(v )hm 1nf liminf E

n—o0

Notemos que |Z(s,n)| es la diferencia entre las posiciones de la j-ésima particula
entre los tiempos 7, + s/ny 7 + (s + 1)/n. Luego, no cuenta exactamente los
saltos que realiza el paseo entre esos tiempos porque el paseo puede tranquilamente
avanzar y retroceder a la misma posicion entre esos tiempos, pero vale que

|Z(s,n)| < cantidad de saltos de S}
, S , s+1
en (mm {Tk + —, Tk+1} , min {Tk +—, Tk+1}> .
n n

Usando la desigualdad entre la normas euclidea y la norma 1 y lo recién observado,
tenemos que

> 2o < z|zsnr

< [ cantidad de saltos de S; en (73, min{7, + N + 1/n, 7441 })]?
< [ cantidad de saltos de S; en (73, min{r, + N + 1, 7411})]?
< [ cantidad de saltos de S; en (73, 71, + N + 1)]*. (3.25)

Ademas, si hacemos tender a n al infinito, los intervalos (Tk + 2 T+ s;;—l) se
hacen muy pequenos por lo que Z(s,n) va a tender a capatar exactamente la
cantidad de saltos que se producen en ese intervalo. De hecho, como las procesos
de Poisson en un intervalo son variables aleatorias Poisson cuyo parametro es
proporcional a la longitud del intervalo, la cantidad de saltos del paseo aleatorio
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entre 7, v 741 es finita casi seguramente. Por lo tanto, puedo tomar un ng tal
que 1/ng sea menor que la distancia entre cualesquiera dos de esos saltos. En esas
circunstancias, si n > ng, y s es tal que 7, + (s + 1)/n < 7441, resulta que

Z(s.n) 1  sien el intervalo (Tk + 2 T+ S:—l) hay un salto del paseo
s,n) =
0 si no hay saltos en ese intervalo .

Por lo tanto,
Nn

1im > Z*(s,n) = cantidad de saltos de S; en (74, min{r, + N, 741}
s=0

Notemos que, condicionando a Hy, el nimero de saltos en la expresion a la derecha
de (3.25) es una variable Poisson de media D(N + 1). Como las variables alea-
torias Poisson tienen todos sus momentos finitos, por el teorema de convergencia

dominada, vale que
Nn
I%giogle{ SXZE)ZQ(S,TL) Hk} :E{nh_{go Hk}
=E { (cantidad de saltos de S; en (74, min{r, + N, Tk+1}])”/2‘7-lk]
<E { (cantidad de saltos de S; en (73, 7, + min{ N, [711 — 7%] }])”/2)7—[4 .

v/2 v/2

iZQ(s,n)

s=0

Por la propiedad de la independencia de los incrementos de los procesos de Poisson,
condicionando a Hy, los saltos de \S; forman un proceso de Poisson de pardmetro
D en (13,00). Usando otra desigualdad de Burkholder (que se encuentra en [!]
Teorema 1.2.5) acotamos el lado derecho de la tltima expresién por

Dy [(min{N, [Tha1 — Tﬂ})l’/zl’]{k} < Dg2" '(1+E |:(Tk+1 - Tk)”/z’f}-lk}
donde la ultima desigualdad sale de notar que
(M1 — )27 < (U + [ren — )"

y usar Holder en esta tltima expresén teniendo en cuenta que 2%/ < 2¥~1. Recor-
dando que § = 7,11 — 73 y siguiendo la cadena desigualdades que probamos recién
obtenemos la desigualdad buscada en (3.23).

Volvamos al problema original de las particulas y el agregado. Fijemos ¢ y
a. Antes de empezar con la demostracion del lema tenemos que mostrar que la
esperanza condicional que se encuentra a la izquierda de la expresion (3.22) estd
bien definida, es decir, que E[Qq 1] = ST (Xj(me—) — I[j = r(k)])? < oc. Por
c6omo definimos el modelo, si {7, < o0},

Xj(mpi—) = I[j = r(k + 1)] = X;(7x) + Sj(Tt1) — S;(7x) (3.26)
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por lo que, usando la féormula del binomio de Newton,

Quit1 = Y (Xj(Thop1—) — I[j =r(k+1)])?

= ;X] (Tk)q + 2::1 zq:l <Z> Xj (Tk)q_u[sj(7k+1) _ Sj (Tk)]u <327>

Maés aun, también por definicién, para k > 1,
Xj(m) = Xj(me—=) = 1[5 = (k)] + Aj -

Luego, usando Holder se obtiene que

7j=1 J=1
J
<2770y (X(me=) — I = r(R))? + 2971 )0 | A
=1 =1
N J
=2171Qu ) + 2771 > A"

=1
Por la cota (3.23), sabemos que

E[|S;(71) — Sj(70)|"] < Ds(1 +E[57"]).
En la prueba del Lema 7, se demostrd que existe un entero J;(q) tal que

E 2q—1
E[692| M) < e (;) < 00

por lo que E[é‘fﬁ] < oo para todo J > J;. Luego, como los X;(0) no son aleatorios,

sabemos por (3.27) que E[Q,1] es finito para todo J > .J;. Probaremos que en
genral E[Q, x] es finito, haciendo induccién en k. Usando que por las desigualdades
probadas anteriormente, se tiene que

B B J J q
Qusn 270+ 27 Xl + 33 (1) )5 e0) — S5
j=1 j=1u=1
Ademés, por Holder,
E[X(7) (S5 (Thr1) = S5(7))") < BIX; (7)™ IB].S) (7h11) — ()| ]/

Por el Lema 7 sabemos que E[0}] es finita y por la cota (3.23) podemos acotar la
expresion a la derecha de la ultima desigualdad por

E[Xj(Tk)q}(q*“)/qu(l + Ewg])um
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que es finito. Luego, por induccién y porque G tiene g-ésimo momento finito, vale
que E[Q, x41] es finito.

Ahora si, comencemos con la prueba del lema propiamente dicho. La propiedad
(3.26) que se infiere de las definiciones del proceso, implican que

E[X;(Tkr1—) = 17 = r(k + )] = X;(7)[Hi] = E[S;(Trs1) — S;(70)[Hi]

> Zn

m:Tk+1

—F H,| =0

donde las Z,, son las variables aleatorias de rango {—1,1} que definen el paseo.
Luego,

ElqX; (1) (S5 (Tes1) — Si(7w)) [ Hi) = ¢X;(7)* " E[(S(Ths1) — Sj (7)) | Hie] = 0

pues ¢X;(74)7" es Hj-medible. Entonces, usando (3.27),

E[Qqkr1|Hs] ZZJ: [ i (7k) +Z< ) )18 (Thrn) — Sj(Tw)]"

3

i E P+ 3 (D)0 18 ) - Sl

En breve usaremos el Lema 7. Por ahora, sea J > J(¢,e) con £ a determinar.
Entonces, gracias a (3.23), tenemos que para q > 2,

J J
B [X(m) 1)(mkin) — S5 [[Ha] < Ds z_jl X;(m)? (1 + B[ %[ 1))
(3.28)

donde nuevamente usamos que X;(73) es Hi-medible. Recordemos que por defini-
cion, X;(m) = X(mp—) —I[j = r(k)] + Aj < X(7x—) + Yj y usando Hélder como
antes tenemos que para todo g > u,

X (1) 07" < 207X (=) 4 20 Y (3.29)

Como G, C H;, condicionando a G y usando la propiedad de torres de la esperanza
condicional en (3.28), resulta

S X)) = Si )"

< Dy i E [X; ()" |Gk] + Ds zjj E [X;(7)" "0, * G

j=1 j=1
Ahora, usando (3.29), el lado derecho de la tdltima ecuacién se puede acotar por

Dy szq-“ (B [X;(m—)o"|Ge] + E [¥75

Jj=1

Gi]) +DSZE[ 7)"04% |G
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Notemos que X;(7,—) es Gy-medible y Yj ; es independiente de G y ademas tien
distribucién G cuyos momentos notamos como . Recordemos también que G
tiene ¢g-ésimo momento finito. Ademas, usando el Lema 7 podemos acotar la dltima
expresion por

DSZ2‘1 (X (=) + hg ) JFDE;Z6 (6)“1Xj<7k_)q_u

7j=1

- S\
< Dn 1+5<Jk> [Z (me—) I+ J

Volviendo atras, recordemos que X;(t) > 1 por lo que Z X;(m,—)4* > J. Por
otro lado, X,;(m,—) = X;(m.—) — I[j = r(k)] para todo j 7é r(k ) Y Xy (=) = 1.

Por lo tanto,

J
<Y X (=) = Qugmupk + 1 < 2Quyk
j=1

Luego,
i w17 T i w1y
Dy (1+4+¢ (J) ] Lz—:l Xi(mg—=)T"+J| <Dy |1+¢ (J) ] 4Q (g—u) k
Entonces,
J Ly e
E[Qyx11|Gk] < E Z (76)4Gk | + Z < >D11 l+e (J) ] 4Q (g—u) k

u—1
Ly ~
1+4+¢ <J> ] Q(qfu),k'

Estamos en condiciones de acotar E[Q, x+1]|Gx] como queriamos. Notemos que

_E[Q,(m)|Gd] + Dz 3

u=2

E[@q,lwrl‘gk] = E[éq,kJrl — Qq(ﬂc)‘gk] + E[Qq(Tk) - @q,k|gk] + @q,k-

donde usamos que Qq,k es Gr-medible. Basicamente, dividimos la expresion a acotar
en tres términos y para concluir el teorema debemos probar que la suma de los
dos primeros es menor a —1. El primer término se relaciona con el movimiento de
las particulas desde su posicion a tiempo 75 hasta justo antes del siguiente salto
del agregado y hemos utilizado el Lema 7 y las cuentas que hicimos hasta ahora
en el Lema 8 para que podamos acotar esa magnitud relacionandola con el tiempo
que transcurre entre dos saltos del agregado consecutivos y posteriormente con el
promedio de las posiciones de las particulas justo antes del primero de esos saltos.
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Notemos que si J es grande, ese promedio serd pequeno. El segundo término se
relaciona con la diferencia entre las posiciones de las particulas justo antes de
que el agregado crezca y justo después, cuando las particulas ya se ajustaron
y las particulas absorbidas ya se redistribuyeron. Notemos que en {Ek > al,
si J es significativamente mas grande que «, alguna particula tiene que estar
lejos del agregado justo antes de que este se agrande. Entonces, esa particula, al
reajustarse, so6lo se movera un lugar a la izquierda pero ese movimiento sumado
al hecho de que las particulas absorbidas se redistribuyen con distribucién G que
tiene colas pequenas pues tiene muchos momentos finitos hara que el sistema vaya
convergiendo a ese espacio de estados finito A y por lo tanto se cumpla la cota
buscada y gracias al criterio de Lyapunov podamos concluir que la cadena es
recurrente.

Ahora intentaremos explicar los detalles de esta idea acotando ambos términos.
Usando la cota de E[Q, +1|G] que probamos recién obtenemos que

~ u—1
Ly, ~
1+e¢ (J) ] Q(q—u),k-

E[Qq(7k) = QqlGr] = D" EIX;(m)? — (X;(me—) — I[j = r(k)])*|Gy]

q

E[@q,kJrl — Q4 (7)|Gx] < Dr2 Z

u=2

Pasemos ahora al segundo término.

Usando ahora el teorema del valor medio para la funcién x? tenemos que
(Xj(re=) = 115 = r(k)] + Ajn)? = (Xj(me—) — I = r(K)])* = qA; X" (5, k)"

donde X*(j, k) es algin valor entre X;(r,—) — I[j = r(k)] + Ajx = Xj(7) ¥
X;(mx—) —I[j = r(k)] (que naturalmente es aleatorio pues depende de las posicio-
nes de las particulas que son aleatorias). Luego,

E[Qy(7k) — QqklGr] = qB[A;x X" (5, k)* |G-
Consideremos ahora los siguientes dos casos:

1. Caso X;(7;) > 2. En este caso, las particulas no serdn absorbidas por el
agregado y A;, = —1. Ademés, I[j = r(k)] = 0. Luego,

LX) = 11 = r(B)]) = 3 X,(m-) < Xy(mm) — 1l = r(k)] 1

= Xj(me) < X7(5, k).
Por lo tanto,

X7, k)" > 20X (=) — I[j = r(R)])
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En conclusién, usando que X;(7,—) — I[j = r(k)| es Gy-medible, se tiene que

qE[A;x X" (3, k) |Gr] < g2 (Xj(me—) — I[j = (k)"

2. Caso X;(m;) = 1. En este otro caso, la particula j estaba justo al lado del
agregado antes de que éste crezca y por lo tanto fue absorbida y redistribuida.
Notemos que la particula r(k) estd en ésta categoria. En particular, se cumple

que 0 < A;p <Yjpy
X*(j, k) < Xj() = Y

Luego,
Ajka*(ju k)q_l S Yv](,]k

por lo que
qE[A;x X (5, )17 Gh] < qB[YIGr] = qutq-

Fijemos ahora el conjunto

U={1<j<J: Xj(m—) > 2},

y entonces usando ambos casos,

ZE =) = 1j = r(k)] + A0)" = (X;(n=) = 1[j = (K)])"|]
<q 3 (=2 )(X(m=) = 11 = r) ™ +a X
= JEU
—q2' Q-+ 420 X (X (mem) — 17 = (R + 4Ty,
JEUy

Como X;(ry—) — I[j = r(k)] < 1 para todo j ¢ Uy, tenemos que el lado derecho
de la ultima ecuacion lo podemos acotar y resulta

E[Qq(7k) — QqulGr] < —2'"Qqqny i+ q2' (T = [U|) + ¢ T g
< _qzliqé(q—l),k + Dq3J.

En conclusion, uniendo las cotas de los dos términos, obtenemos

u—1
I N _ _
e <Jk> } Qgwk — 427 Q( 1)k + DisJ + Qyp-
- (3.30)
En el evento {L; > a}, si ¢ > 2, usando la desigualdad de Holder, se verifica,

q

E[@q,k+1|gk] < Dy Z

u=2

Tl < L = [Z(Xj(m—) —1I[j = T‘(k)])]

J=1

<Y (X () — 1l = v = I Qe
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Luego, puedo tomar a > J tan grande que

J\92 o~
J<a< <a> Qu-1k < G2 qD131 Q(g-1),k

por lo que puedo volver a acotar la esperanza que queremos estimar obteniendo

u—1
I - L N
1+4¢ <k> ] Qug—w)k — 127 Qg—1)k + Lok

q

E[@q,k+1|gk] < D, Z

u=2

J

en el evento {Lj, > a}.
La ultima cota que nos queda probar es que para todo 2 < u < g vale que

z u—1
(;) Q(qfu),k < Q(qfl),k- (331)

Veamos que efectivamente esa cota implica el lema. Supongamos entonces que vale.
Luego, en {L; > a},

N q J u—1 _ _
E[Q,k+1Gk] < | D12 Z (Z) + Diage — q2q] Qg-1)k T Qg k
k

u=2

r q J u—1 . -
< | D12 Z (a) + Diage — QQq] Qg—1)k T Qg.k
L u=2
I J Jai1 7~ -
< _D12a 7 11— v + Di2ge — q27| Qg—1)k T Lgok-

donde la ultima igualdad viene de resolver la suma geométrica.
Tomamos ¢ tal que

O<e< ——
€ D1524+3

y « tal que

Dl < q2—q—2.

204—,]_

Recordemos que ya habiamos pedido que a cumpla

q—1

_
q2 qu72 Z D13J.

Entonces, en {L;, > o} tenemos,

q—1

E[Qys+1]Gk] <

a1

g2 1? [1 — ] +q2707% — q2_q] @(qq),k + Qq,kz

y, usando que
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resulta que B B B N
E[Qui+1|Gk]) < —¢2797 Q1) + Qg < Qi — 1

como queriamos.

Esta ultima desigualdad implica, gracias al criterio de Foster-Lyapunov que
ya hemos probado que la cadena {U} conformada por el vector de posiciones
{X;(mx—)}{ es recurrente positiva y por lo tanto, v;(a), que es el tiempo que
tarda la cadena en una excursion fuera de {ik < a} es finito y, més ain, tiene
esperanza finita como buscabamos.

Resta probar ahora, la segunda parte del lema y la desigualdad (3.31). Probe-
mos primero la segunda parte del lema, es decir, que para J > J(q) y k > 0, vale
que

E [Quinllvaa) > K] < €y

para alguna constante C; = C1(J, ¢, a, X(0)) < oo. Esta cota nos servird después
para probar que E[7,,] es finito y asi concluir el teorema.
Usando (3.30) y (3.31) se tiene que

~ [ g/ 7\"! ~ _
E[Qqk+1|Gk] < | D12 Z (i) + Diage — q21q] Qg—1)k + DizJ + Qi
u=2 k

B q J u—1 " N
< | D), (J-l) + Di2qe — q21q1 Qg-1)k + D1z + Qi
L u=2

- . ) .
< | D12 Y 2"+ Digge — q21q] Qg—1)k T Di3J + Qg

donde usamos que Ly > J — 1. Estas desigualdades las obtubimos antes de poner
la restriccién de que {Ly > a} por lo que vale en general. Luego,

E [éq7k+1|gk] - éq,kz < CQQ(qfl)yk + D13J

donde Cy = Cy(J, q,¢). Si L, < a, entonces, Xi(m—) <a+lparatodol <j<J
por lo que Q(-1yx < J(a+ 1)771. En particular, si

(=0 ={inf{k>1:L,<a}="1}€q,
ya sabemos que L <a por lo que
E [@q,£+1|g€} - @q,f S CS (332)

para alguna constante C3 = C3(J, q, €, ). Elijamos ahora k > (+1. Luego, Gy C Gy,
y {ra(a) > k,v1(a) = ¢} € Gi. Entonces, usando que ya probamos en el Lema 8

que E |:Qq k+1’gk:| < Qg vale que

E B [Qqui1|Gk] I[va(a) > k,v(e) = |G| = B[ Qg [va(a) > k1 (e) = 0]|Gi]
<E|Quillva(a) > k() = e]\gg} <E[Qurllra(a) > k= 1,m(a) = 0)|G] .
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[terando esta desigualdad, obtenemos

E [@q,kﬂ—][’/z(@) > k,vn(a) = 6]‘94 < [@MHI[ () > vy (a) = /] ‘gg}

Como I[vy(a) = /] € Gy, vale que

donde las ultimas desigualdades se desprenden de las cotas que probamos con
anterioridad. Notemos que como ya probamos que en {1 =} € G, se cumple que
E[Q,¢+1|Ge] — Qg < C3, entonces,

E[Qg i l[va(a) > Lmn(a) = 0|Gr] < [Qqe + CalI [y = (]
< [J(a+ 1)+ CslI[vi(a) = {]

por lo que esa desigualdad vale para ¢ = 1,2,..., k. Luego, sumando y tomando
esperanza obtenemos

E[Quisrllva > k <w]| < [J(a+1)7+ Cs]P(v < k).

Ademaés, notemos que ne {v; > k} se cumple que L, >« por lo que multiplicando
por I[vy > k,v; > k| y tomando esperanza en la la primera parte del lema resulta

E[Qurallva > kyvy > k]| = E [Qgal[vr > K]
<E|Quill > K| SE[Quulf >k —1]].

Nuevamente, iterando se obtiene

E[Quiaillva > k,vy > k)] SE[Qy11[n > 0] =E[Q,1] < o
Sumando
E([Quisrllva > k < ]| +E [Qqasallva > kvy > K]| = E [Qgral[va > K]| < Ci.

donde Cy = Cy4(J,q, ¢, ). Para concluir la segunda parte del lema, basta probar
la desigualdad para el caso £ = 0. En ese caso,

E[Qy1llve > 0]] < Ci

pues ya hemos probado eso anteriormente.
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Para concluir la demostracién, probemos la desigualdad (3.31). Recordemos
que por Hoélder probamos que para todo u > 2,

Ez—l < Ju_2é(u—1),k
que a su vez implica que
[Li/T]* 7" < Quumya/ .

Entonces, para concluir la desigualdad, basta probar que

1~ 1~

1 -~
jQ(u—l),ka(q—u),k < =Qu-1)k

que es un resultado inmediato de la desigualdad de Harris-FKG.

3.5. Demostracion
Probemos ahora el teorema en si.

Demostracion del teorema. Tomamos ¢ = 2 y fijamos € como en la demostracién
del Lema 8. Fijemos J tal que J > J(2,¢) y J > J(2) como en Lema7 y Lema 8 y
a > a2, J). Para simplificar la notacion abreviamos I[vy > k] como I, y I[vy > k]
como [ ,52). Para conlcuir el teorema basta porbar que 7, es finito y también lo es
su esperanza.

Supongamos que logramos demostrar que

3" Py > k)? < 0. (3.33)
k=1
Como P(vy > k) < 1, vale que P(vy > k) < P(rp > k)2 por lo que la serie
Z P(I/Q > ]C)
k=1

también es finita. Recordemos que al principio de de la demostracion del Lema 8
se probo que

E

k—1

T = Z (Sj < 0.
§=0

Ademas,

Ty, = T1 -+ 25]@1122)
k=1
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y usando que {vy > j} € G, tomando ¢ = 1 y p = 0 en el resultado del Lema 7 se
tiene que

2 Ly o
E [0:,7Ge] < 571,§>
y tomando esperanza,
@] ¢ ER (7,71 = Em (7. (7@ON\Y2 (702
E |6.17] < SE Ll = SE [Lk (L) (1))
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la expresion a la derecha de la tltima

ecuacion, obtenemos

1/2

E [5,1] < ; <IE HE,CFI,?)} Py > k))

~ 12
Usamos nuevamente la desigualdad de Cauchy-Schwarz en {Lkl , podemos volver
a acotar la expresion a la derecha en la ultima ecuacion y resulta

E[5.27] < Cs (E [0l P > 1)) < G5 (B [0 P2 > 1)

donde la dltima desigualdad proviene de P(ro > k) < P(vy, > k — 1). Por la
segunda parte del Lema 8 se concluye que

E [5k[]§2):| < 05 (Clp(l/g > k))1/2

Finalmente, se obtiene que

E[r,] <E[n] + Y E[0 2] <E[n]+Cs S P(vy > k)2,
k=1 k=1

Supusimos que el segundo término a la derecha del igual era finito y ya probamos
que E[r] era finito por lo que quedaria demosrtado el problema.

Resta proba la que la serie (3.33) converge. Para eso consideremos la siguiente
G,-martingala

1

M, = [Qg,kﬂ - @z,k - E[QQ,IH—I - Q2k|gk]] —,152)-

1

3
I

T

Probemos que M,, es efectivamente una G,-martingala. Notemos que M, involucra
sélo a { Qs br<ns {I,EQ)}kSn y esperanzas condicionales a G, C G, para toda 1 <
k <n por lo que M, es G,-medible. Por otro lado,

n—1 _ " _ "
E[M,) = > E[Qaps1 — Qon — E[Qa i1 — QanlGil 7]
k=1

n—1 _ " " _
= > E[[Qarr1 — Qaull?] — E[E[[Qa i1 — Qaul[7|Gh]] = 0.
k=1
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Por tltimo,

E[M,+1|G,] = E |:Mn + [QQ,nH Q2n — E[Q2 nt+l — Q2 n‘gn :Hgni|
=M, +E [[@2,n+1 — Q2n ’gn] QQ el — Q, nlGnl Ly 12 = M,.

2
=1

En conclusion, M, es una G,-martingala. Notemos ahora que si vy > n, I
para todo 1 < k < n y si ademas k # 1, se cumple que Ly > « por lo que vale el

resultado del Lema 8 y

E[@2,k+1 — @2,k|gk] < -
En el caso de que {v; = k}, probamos en (3.32) que vale

E[QZ,k+l — @Q,k\gk] < Cs.

Luego, en {vy > n},

Z_: Q2k+1—Q2k} +n—-2-0Cs
@

@214-71—2—032—@2714-71—2—03.

Entonces,

P(V2>n)<P(M +Q21>”—2_C3) (n—2-03) SEHM +QQI‘”

donde en la ultima desigualdad usamos la desigualdad de Markov. Usando Hélder

tenemos que
P(vy >n) < (n—2 - C3) 72" (E[|M,]°] +E[Q},])

Queremos ver que la raiz cuadrada de la expresion expresion a la derecha de la
ultima ecuacion es sumable. Notemos que, nuevamente gracias a Holder,

E [@31] < J'E {@10,1}

que ya hemos probado que es finito para J suficientemente grande en la pagina 58
Entonces, basta probar que E [M?] < C5n°/? es sumable y habremos terminado el
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5/2
2 ]

< Cm*’E li Q2 w1 — Qo —E[Qopy1 — QQ,Mgk]F ]]?)]

k=1

teorema. Por la desigualdad de Burkholder (ver [1] A.2.2)

E [\Mnﬂ < GeE [ okt1 — Qog — E[Qops1 — sz\gk]r I

k=1

n—1
C.3'n 3/2 Z B [ 2k+1‘5 122)] i C734n3/2 Z B UQMF I}gz)}
k=1

+ C73'n?? ZE U [Q2 141 — Qo k|gk]’ ];9)]

< 31+ 22 SR [|Gopa| 1]
k=1
n—1
+ O3 1+ 20 Y E U Q| I,ﬁﬂ
k=1
n—1
< Cgn/? Z E UQQk‘E) 119_)1}
k=1

donde en todos los pasos usamos Holder salvo en el ltimo que usamos que [ ,9) <
I ,22_)1 Usando Holder nuevamente,

'@2,19’5 < J4Q1o,k

y en la segunda parte del Lema 8 probamos que E [Qlo,k[ ,53)1} es acotado. Asi

queda probado el teorema. O
Notemos que como (X (t), ..., X ;(t)) es irreducible y cualquiera de los estados
en I' es recurrente positivo, entonces, (Xi(t),...,X(t)) es recurrente positiva

como cadena.
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