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Introduccion

En esta tesis estudiamos la existencia de soluciones del problema modelo

—Apu+ |2 |uf P = |2 el
(1)
u>0enct.p. en RY —ueWH(RY).
donde @ > 0,0 > 0, 1 < p,qg < ooy Ayu = div(|]VuP"?Vu) denota el
p-Laplaciano (cuando p = 2, es el operador Laplaciano clésico).

El objetivo aqui seré probar que, bajo ciertas condiciones, dicho problema
tiene al menos una solucién (no trivial) radial y otra no radial. Es decir que
se rompe la simetria, pues si bien la ecuacién es simétrica (en el sentido de
ser invariante por rotaciones), hay soluciones (no negativas y no triviales) no
simétricas.

Notamos que esto contrasta con el clasico resultado de Gidas-Ni-Nirenberg
(Teorema 1 de [2]):

Teorema: En la bola B(0, R) contenida en RY, sea u > 0, una solucién
positiva en C? (B(O, R)) de

Au+ f(u) =0 con u=0 en 0B(0, R).

Aqui f es de clase C'. Luego u es radialmente simétrica y % < 0, para

0<r<R. "

Aunque la ecuacién de (1) es muy similar a la de este Teorema, probare-
mos que tiene al menos una solucién positiva no radial. Esto se debe a que en
la ecuacién a estudiar aparecen pesos dados por potencias positivas de |z|.

El trabajo se basa fundamentalmente en las técnicas del calculo de va-
riaciones, utilizando la teoria de la diferenciablidad en espacios de Banach y

7



8 INDICE GENERAL

el método de multiplicadores de Lagrange para problemas variacionales con
restricciones. Para la obtencion de soluciones con simetria radial, juega un
papel muy importante el Principio de Criticalidad Simétrica (ver seccién 5
del capitulo 1), que establece que bajo ciertas condiciones, los puntos criticos
de una funcional invariante por la accién de un grupo cuando se la restrin-
ge al subespacio de funciones invariantes, son también puntos criticos del
funcional sin restringir.

Dividimos este trabajo en tres capitulos y dos apéndices A y B.

En el capitulo 1, exponemos definiciones y resultados de la teoria de
analisis funcional, que luego aplicaremos en los siguientes capitulos.

En el capitulo 2, desarrollamos con detalle la primera parte de la tesis
doctoral de Paul Sintzoff, “Symmetry and Singularities for Some Semilinear
Elliptic Problems” (también publicada en formato de articulo en [3]). Aqui
analizamos el problema modelo (1) con p=2,

~ At fafu = [of !

(2)

u>0enctp enRY —we H(RY),

considerando u estrictamente positiva, donde N > 3,0 < a < N, b > 0
y g > 2. En este capitulo usamos propiedades analitico-funcionales de los
espacios de Sobolev homogéneos y con pesos, tales como la densidad de las
funciones suaves con soporte compacto, y teoremas de inmersién. Dichos
resultados estan demostrados en los apéndices A y B, pero no en el trabajo
original de Sintzoff. En la seccién 2 de este capitulo hemos completado el
primer lema con argumentos de densidad y mostramos que las funciones
radiales de H!(R”) son funciones continuas en RY — {0}.

En la seccion 3, probamos la existencia de una solucion radial del pro-
blema (2) bajo condiciones adecuadas. Aqui exponemos detalladamente los
argumentos del trabajo de Sintzoff que involucran el Teorema de Mutiplica-
dores de Lagrange, el Principio de Criticalidad Simétrica (para espacios de
Hilbert) y el Principio Fuerte del Maximo (para operadores elipticos lineales
de segundo orden en forma de divergencia).

En la seccién 4, demostramos la existencia de soluciones no radiales, en
una bola de radio suficientemente grande, completando los argumentos del
trabajo original.
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Finalizando el capitulo 2, en la seccién 5, obtenemos condiciones nece-
sarias para la existencia de una solucién del problema (2). En esta parte
agregamos la prueba de que si u es solucion del mencionado problema, en-
tonces u satisface la identidad de Derrick Pohozaev.

En el capitulo 3 se considera el caso del p-Laplaciano siguiendo el tra-
bajo de Hui-Mei He y Jian-Qing Chen, “On The Existence of Solutions to
a class of p-Laplace Elliptic Equations” [4]. Aqui los argumentos son simila-
res, pero aparecen dificultades técnicas, debido a que ahora no trabajamos
en un espacio de Hilbert, sino en un espacio de Banach. Explotamos diver-
sas propiedades analitico-funcionales de dicho espacio, como el hecho de ser
reflexivo, separable y uniformemente convexo.
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Capitulo 1

Definiciones y Resultados
Preliminares

En este trabajo asumimos que el lector tiene los conocimientos previos y
necesarios de funciones integrables, funciones medibles, espacios de Hilbert,
y de Banach, espacios reflexivos, separables, espacios LP, etc.

A continuaciéon repasaremos los resultados y propiedades mas elementales.
La mayoria de las demostraciones se pueden ver en el libro de Brézis [5], y
para el resto, citamos al autor correspondiente.

1.1. Espacios de Hilbert y de Banach.

Definicién 1.1.1 (Espacio Métrico Separable)
Se dice que un espacio métrico (E,d) es separable si existe un subconjunto
D C E numerable y denso.

Proposicién 1.1.2 Sea (E,d) un espacio métrico separable y sea F un sub-
conjunto de E. Entonces F' (con la métrica inducida) es un espacio métrico
separable.

Recordamos que un espacio de Banach E = (E,|.||g) es un espacio nor-
mado completo. En esta tesis trabajaremos solamente con espacios de Ba-
nach reales (sobre R). Si F es un espacio de Banach notamos por E' =
{v: E — R lineal y continua} a su espacio dual con la norma

Ve = sup |y(z)|

z€E,||z||g=1

11



12 Capitulo 1: Definiciones y Resultados Preliminares.

y por E” a su bidual (dual de E’).

Definicién 1.1.3 (Espacio de Banach Reflexivo)
Sea E un espacio de Banach y sea J la inyeccion candnica de E en E", donde
J esta definida por

J(7)(x) = y(x) Vre E,VyekFl.
Se dice que E es reflexivo si J(E) = E".

Proposicion 1.1.4 Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea M C E un
subespacio vectorial cerrado. Entonces M, dotado de la norma inducida por
E, es reflexivo.

Definicién 1.1.5 (Espacio de Banach Uniformemente Convezxo)
Se dice que un espacio de Banach (E,||.|r) es uniformemente convero si
para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que

vy e Bzl <1yl < Ty llz —yll > e =

r+y
— || <1-=0.

2
Es importante notar que esta nocion depende no solo del espacio sino de su
norma: un espacio puede ser uniformemente convero com una norma Yy mo
serlo con una equivalente.

Observacion 1.1.6 Sea (E, ||.||g) un espacio de Banach uniformemente con-
vezo, y sea F' C E un subespacio vectorial cerrado. Entonces (F,|.|g) es
uniformemente convezo.

Teorema 1.1.7 Todo espacio de Banach uniformemente convexo es reflexi-
0.

Teorema 1.1.8 Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Teorema 1.1.9 Sean Eiy E5 espacios de Banach. Entonces E = E; x Ey es

un espacio de Banach con cualquiera de las normas ||(z, )|, = (/=% + [lyll%,)

conx € B,y e Fy, 1 <p<oo. Notemos que todas estas normas en Fy X Ey
resultan equivalentes.

Teorema 1.1.10 Sean E, y Es espacios de Banach separables, entonces
Ey x Ey es separable.

B =
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Teorema 1.1.11 Sean E, y Es espacios de Banach reflexivos, entonces Fy x
Es es reflexivo.

Teorema 1.1.12 Sea E = Ey x Ey x ... x By, = {z = (21,22, ...,2%) 1 ; €

Ej} con (Ej, ||.||g,) Banach uniformemente convexo. Entonces (E,||.||g) es
1

uniformemente convezo si ||z||gp = <Z?:1 Hx]H%]) " conp>1.

Demostracién: Ver el trabajo original de Clarkson [1] (Teorema 1). [

Observacién 1.1.13 Sean E y F espacios de Banach, y sea T : E — F
una isometria biyectiva lineal. Si F' es separable, entonces E es separable.

Observaciéon 1.1.14 Sean E y F espacios de Banach, y sea T : E — F
una isometria biyectiva lineal. Si F' es reflexivo, entonces E es reflexivo.

Observaciéon 1.1.15 Sean E y F' espacios de Banach, y sea T : E — F
una isometria biyectiva lineal. Si F' es uniformemente convexo, entonces E
es uniformemente convezo.

Definicién 1.1.16 (convergencia débil) Sean E un espacio de Banach, y
(u,) € E una sucesion. Decimos que u,, converge débilmente a u, esto es
Up — u, sty solo siVyeE, y(u,) = vy(u).

Observaciéon 1.1.17 Si H es un espacio de Hilbert, por el Teorema de Re-
presentacion de Riesz, toda v € H' es de la forma ~v(x) = (x, f) con f € H
fija. Entonces u, —u en H <= (u,, f) = (u, )V f € H.

Definicién 1.1.18 Sean E y F' espacios de Banach tales que E C F', deci-
mos que la inmersion B — F' es continua st,

U, >u en EF = wu,—>u en F.

O equivalentemente,

existe C >0 tal que |ullp <C u|lg para toda w € E.

Observacion 1.1.19 Sean E y F' espacios de Banach, si la inmersion E —
F es continua, entonces la inmersion F' — E' es continua (si vy : F — R
lineal continua entonces, v|g : E — R es lineal continua.).
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Observacion 1.1.20 Sean E y F espacios de Banach, si la inmersion & —
F' es continua, entonces

U, ~u en F — wu,—u en F.

Teorema 1.1.21 (Semicontinuidad inferior débil de la norma)

Sea E un espacio de Banach y (u,) C E una sucesion. Entonces la norma
es débilmente secuencialmente continua. Si u, — u, y ||u,| < M, entonces
lull < M.

Equivalentemente: St u, — u,

lu|| < lminf ||u,]].

Definicién 1.1.22 Sean E un espacio de Banach y una funcional J : C' C
E — R. Se dice que J es (secuencialmente) débilmente semicontinua infe-
riormente en ug € C' si para toda sucesion (u,) C C tal que u, — ug implica
que J(ug) < lrlllili&fj(un)

Definicién 1.1.23 Sean E un espacio de Banach y C' C E. Se dice que C
es débilmente secuencialmente cerrado si (u,) € C' ¥n € N yu,, — u implica
que u € C.

Definicién 1.1.24 Sean E un espacio de Banach y J : C' C E — R una
funcional no lineal. Se dice que J es coerciva sobre C' si J(u) — +00 cuando
|ul|g — 400 sobre C.

Definicién 1.1.25 Sea C' un subconjunto abierto de un espacio de Banach
E. Un funcional no lineal J : C C E — R se dice que es diferenciable
Gateauz en un punto u € C' si existe un funcional g € E' (a menudo denotado
por J'(u)) tal que

iJ(U—FtU) = lim Jluttv) = J(w)

dt o 10 t

=J(uv YveE.
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Teorema 1.1.26 Sean E un espacio de Banach reflexivo, C' C es un conjun-
to no vacio y débilmente secuencialmente cerrado en £y J:C C E — R
débilmente semicontinua inferiormente y asumimos que

1. C es acotado. o
2. J es coerciva en C.
Luego

1. inf J(u) > —o0;
uelC

2. hay al menos un vy € C tal que J(ug) = fngJ(u).
ue
Ademas, si ug es un punto interior de C' y J es diferenciable Gateauz en uy,
entonces J'(ug) = 0.

Demostracién: Ver Teorema 1.37 de Baisheng Yan [6]. O

Teorema 1.1.27 Sean E, espacio de Banach y J : E — (—00,400) una
funcional convexa, semi-continua inferiormente (para la topologia fuerte).
Entonces ¢ es secuencialmente semi-continua inferiormente para la topologia
débil. En particular, st u, — u entonces

J(z) < liminf p(x,).

Teorema 1.1.28 (Version secuencial del Teorema de Banach-Alaoglu)
Sea E un espacio de Banach reflexivo y separable, y sea (r,) una sucesion

acotada en E. Entonces existe una subsucesion (x,,) que converge débil en
E.

Observaciéon 1.1.29 FEn particular este teorema puede aplicarse a un Hil-
bert separable.
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1.2. Espacios de Lebesgue L?

Recordamos la definicién de los espacios LP (Espacios de Lebesgue). Sea
Q) un conjunto abierto de R dotado de la medida de Lebesgue dx.

Definicién 1.2.1 Seap € R con 1 < p < oo; se define

LP(Q):{f:Q%R:fesmedibley/|f|pdx<oo},
Q

que es un espacio de Banach con la norma

ey = | [ 1560 ] g

Para p = oo,

L=(Q)={f: Q= R: f es medible
y eziste C' > 0 tal que |f(z)| < C para casi todo x € Q) }
con

| fllLoo () = Mf{C > 0 tales que | f(x)| < C para casi todo x € '}

Similarmente se definen los espacios de Lebesgue con pesos, reemplazando
en su definicién la medida de Lebesgue por una medida pesada w(x) dx:

Definicién 1.2.2 Sean 1 < p < oo y w : Q@ — R una funcion medible no
negativa (un peso). Se define

LP(Qw) = LP(Qw(z)dx) :={f: Q= R: f es medible y

[ 1putede < oo}7

Y se nota
£l 2r () = [/Q flx)P w(a:)dx}

Utilizaremos esto para los pesos potenciales w(x) = |x|® con ¢ > 0. Por
brevedad notaremos ocasionalmente LP(€2) = LP(); |z|°dx).
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Lema 1.2.3 (Lema de Fatou)
Sea Q C RN un abierto arbitrario. Si (fn)nen €s una sucesion de funciones
no negativas,

/ lim inf f,, de < lim inf / fndx.
Q Q

n—o0 n—o0

Teorema 1.2.4 (Teorema de Convergencia Mayorada)
Sea (fn)nen una sucesion de funciones de L'(2), con Q C RY un abierto
arbitrario. Supongamos que

1. folz) — f(x) c.t.p. en Q,

2. existe una funcién g en L*(Q)) tal que para cadan, | f,(z)] < g(x) c.t.p.
en €.

Entonces [ estd en L*(Q) y || fn — f|lzr — 0.

Teorema 1.2.5 (Desigualdad de Hélder)
Sean f € LP(Q) y g € LP(Q) con 1 < p < o0, % +§ = 1. Entonces f.g €
LY(Q) y

[ \rte)ate)ldo < 7ol

Teorema 1.2.6 LP(€2) es un espacio de Banach para todo 1 < p < 0.
Teorema 1.2.7 LP(Q) es reflexivo para 1 < p < oc.

Teorema 1.2.8 (Teorema de Densidad)
El espacio Cy(§2) es denso en LP(S2) para 1 < p < oo.

Teorema 1.2.9 LP(Q) es separable para 1 < p < oc.

La siguiente observacién sera de utilidad en toda la tesis:

Observacién 1.2.10 (Férmula para integrar una funcion radial) Sea g(x) =
go(|z]) € LYR™) una funcion radial integrable. Por Teorema de cambio de

Variable vale -
/ g(|x|) dz = wN/ go(s)stlds,
RN 0

donde wy es la superficie de la bola unitaria en RY.
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Teorema 1.2.11 Sean f € L*(RY), g € LP(RY) con 1 < p < co. Entonces,
para casi todo v € RY | la funcion y — f(x —y)g(y) es integrable sobre RY.
Se define

(Feg)@) = | f@=y)oly)dy
Entonces (f x g) € LP(RY) y

I1f * gllzo@yy < f ey lgllze@y)-

Proposicién 1.2.12 Sean f € L*(RY) y g € LP(RY). Entonces

Sop(f * g) C Sop(f) + Sop(g).

Proposicién 1.2.13 Sean f € Co(RY) y g € L}, .(RY). Entonces

(f *g) € CRY).

Notaciones:
C>(Q) = () C*Q),
k

CH(2) N Co(9),
O () N Gy ().

Co ()
D(Q) = C5°(©)

Proposicién 1.2.14 Sean f € CYRY) y g € L} (RY) (k natural). En-
tonces

(f+g) € CERY) y DMf*g)=D"(f)*yg,
donde D* designa una cualquiera de las derivadas parciales
o 0™ o
OX{OX5?  OXRN

Dkf: f con ag+ay+..+ay==k.

En particular, si f € C(RY) y g € L} (RY), entonces (f * g) € C(RY).
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Definicién 1.2.15 Se llama sucesion regularizante a toda sucesion (pp)n>1
de funciones tal que

P € CRRY), Soplp,) < BOY). [ pudi=1, p20 en RN
R

Observacion 1.2.16 Veamos que existen sucesiones reqularizantes. En efec-
to, basta fijar una funcién p € C(RN) con sop(p) C B(0,1), p >0 en RY
Y fRN pdx > 0; tomar por ejemplo

1
ple) = { e il <1

0 silz| >1

y considerar a continuacion p,(z) = Cn™ p(nz) con C = ([on p(z)dz)” '

Proposicién 1.2.17 Sea f € C(RY), entonces p,* f — f uniformemente
sobre todo compacto de RY.

Teorema 1.2.18 Sea f € L”(RN) con 1 < p < oo. Entonces

pnx f— f en LP(RY).

Corolario 1.2.19 Sea Q2 C RY un abierto arbitrario. Entonces C5°(2) es
denso en LP(Q2) para 1 < p < oo.

Lema 1.2.20 Sea 2 un subconjunto abierto de RN y1 <p < co. Siv, — u
en LP(Q), existe una subsucesion (w,) de (v,) y g € LP(Q) tal que, casi todo
punto sobre Q,w,(x) — u(z) y

u(@)], [wn ()] < g(@).
Ver [7] apéndice A, Lema A.1.

Demostracion: Tomando si es necesario una subsucesion, podemos asu-
mir que v, (x) — u(z) c.t.p. sobre €. Existe una subsucesién (w,,) de (v,) tal
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que
wj+1 — wjlp S 27j, VJ Z 1.
Definimos
g(@) = fun (@) + ) lwya () — w;()].
j=1
Es claro que, c.t.p. sobre €, |w,(z)| < g(z) y entonces |u(z)| < g(x). O

Teorema 1.2.21 Asumimos que |Q)] < oo, 1 <p, r<oo, f€C(QAXR) y

Fawl <e (1+ul?).
Luego, para toda u € LP(Q2), f(.,u) € L"(Q), el operador
A LP(Q) = L"(Q) :uw— f(x,u)
es continuo.

Ver [7] apéndice A, Teorema A.2.
Demostracién:
1. Sea u € LP(2). De
.l < (1+]ul?) € @),
sigue que f(.,u) € L"(Q).

2. Asumimos que u,, — u en LP(€2). Consideramos una subsucesion (v;,)
de (u,). Sean (w,) y g como las dadas en el lema anterior. De

|f(x,wn) = f(z, )" < ([f (@, wa)| + [ £z, u)])"

<c (1+ywny?) +c (1+|u\$>>r
< (2¢ (1+191F))

=2 (1+g7) e L'@),

sigue que por el Teorema de Convergencia Mayorada, Aw, — Au en
L"(Q). Y luego Au,, — Auen L"(Q).

IN

A

g
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1.3. Espacios de Sobolev W

Recordamos las formulas de integracién por partes que son consecuencias
del teorema de la divergencia (Gauss-Green):

Proposicién 1.3.1 Sea Q C RN un abierto acoctado de clase Ct, y note-
mos por n a su normal exterior unitaria. Sean u € C*(Q) N C(Q) entonces

auvdx:—/u Ov d:v—i—/ wvn'ds
anl Q 05177, a0

donde n* denota la i-ésima componente de la normal.
Similarmente si u,v € C*(Q) N CY(Q),

i)

/vAu+Vqud:E:/ U@dé‘,
Q o0 On

vAu—uAvdx:/ v — —u— ds,
/Q oo On on

iii)

/Audx:/ @ds,
Q a0 On

En particular, esto motiva la siguiente definiciéon de derivada débil:

Definicién 1.3.2 Sean Q C RN un abierto y 1 < p < oo. Sea u € L}, ().
Decimos que v; € L},.(Q) es la derivada débil de u con respecto a x; st

/ng—id:v:—/gvigpdx para toda ¢ € Cy(Q).
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Observacion 1.3.3 Si la derivada débil v; exite, es unica.

Como consecuencia del teorema de Green, toda funcién u € C*(Q) tiene
derivadas en sentido débil, y coinciden con las derivadas en sentido clasico.
Notacion:

_ Ou
Vi = Bz,

_ (0w ou  ou

Definicién 1.3.4 El espacio de Sobolev W'P(Q) consiste de todas las fun-
ciones u € LP(Q) tales que para cada i = 1,2,..., N existe la derivada débil
con respecto a T; Y % € Lr(Q).

Notacion:
HY(Q) = W (Q).

Definicién 1.3.5 Siu e WHP(Q), 1 < p < o0,

3=

lullwre = (el + VullL)

Proposicién 1.3.6 El espacio W'P(Q) es un espacio de Banach para 1 <
p < oo.

Proposicién 1.3.7 W'?(Q) es reflexivo para 1 < p < oo y separable para
1 < p < oo. El espacio H*(Q) es un Hilbert separable.

Lema 1.3.8 Sea f € L'(RY) y seau € W'P(RY) con 1 < p < co. Entonces

(f+u) e WPRYN) y Z(fru)=fxd Vi=12,..,N.

Definicién 1.3.9 Cuando 1 < p < N, llamamos exponente critico de Sobo-

lev a p* = NN—_’;.

Teorema 1.3.10 (Desigualdad de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg)
Sea p tal que 1 < p < N. Entonces existe una constante C', que depende sdlo
dep y N, tal que

1l Lo* vy < Cl|[Dul| oy, Vu e WH(RY).
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Corolario 1.3.11 Sea 1 < p < N. Entonces la inmersion
WP(RY) — LYRY) es continua ¥ q € [p,p*].

Teorema 1.3.12 (Teorema de Rellich-Kondrachow)

Sea Q C RN un abierto acotado de clase C'. Se verifica,

sip < N entonces WHP(Q) < L1(Q) es compacta ¥q € [1,p*),
sip= N entonces WHP(Q) < L1(Q) es compacta ¥q € [1,0),
sip> N entonces WHP(Q) < C(Q) es compacta.

Definicién 1.3.13 Sean Q2 C RV, 1 < p < 0. Wol’p(Q) designa la clausura
del espacio C5°(Q) en WHP(Q). Cuando p = 2 se nota

Hy(2) = Wy™*(Q).

Si Q es un abierto acotado de clase C*, recordamos que una funcién u €
WhP(Q) estd en WyP(Q) siy sélou =0 en OQ en el sentido de la traza.

Teorema 1.3.14 El espacio W, (Q) dotado de la norma inducida por W' (Q),
es un espacio de Banach separable; es reflexivo si 1 < p < oo. H}(Q) es un
espacio de Hilbert con el producto escalar de H*(2).

Teorema 1.3.15 Sea ) un conjunto acotado de RY. El espacio (Wol’p(Q), | /lwr)
es uniformemente convezo.

Demostracién: Ver Teorema 6 de [8]. O

Lema 1.3.16 Sea u € W'?(Q), 1 < p < oo, con soporte compacto de u
incluido en €1, entonces u € Wol’p(Q).

Teorema 1.3.17 (Desigualdad de Poincaré)
Sea Q2 C RY abierto acotado. Entonces existe C = C(Q,p) > 0 tal que

||u||Lp(Q) < CHVU”LP(Q) Yu € Wol’p(Q) (1 <p< OO)

En particular, |Vul|» es una norma equivalente a la usual en Wy (€2).
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1.4. Los Multiplicadores de Lagrange

Teorema 1.4.1 (Multiplicadores de Lagrange)
Sea E un espacio de Banach y consideremos las funcionales no lineales J :
E—Ryl:E—R Siu € M ={u € E tal que I(u) = a} es un
extremo (mdximo o minimo) de J|pr y si DI(ug) # 0 (ug es punto reqular de
la superficie M ), entonces:
1. DJ(ug)(h) =0 para toda h € T,,M = {h € E tal que DI(ug)(h) = 0},
o también T, M = {h € E tal que existe una curva c parametrizada por
v :(—€,e) — ¢ C M diferenciable C* tal que v(0) = ug y v'(0) = h}
(TuyM es un hiperplano cerrado en E, que se denomina el hiperplano
tangente a M en ug.).

2. Existe A € R tal que DJ(uo) = ADI(up).

Demostracién: Ver Terorema 4.8 y su demostracién en [6] (en la parte
de Preliminares). O

1.5. El Principio de Criticalidad Simétrica

Definicién 1.5.1 Una accion de un grupo topolégico G sobre un espacio de
Banach E es una funcion continua

GxE— FE:|g,u] — gu
tal que

1 -u=u,

(- x)u = g.(zu),
ur> g-u es lineal.

La accion es isométrica st
g - ull = [Jul]-

El espacio de puntos invariantes estd definido por
Fi.(G):={ue FE:g-u=u,Vg € G}.

Un subconjunto B C E es G-invariante si g - B = B para toda g € G. Una
funcion J . E — R es G-invariante si J o g = J para toda g € G. Una
funcion f: E — E es equivariante si go f = f o g para toda g € G.
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Observacién 1.5.2 Sea G un grupo que actia en forma isométrica sobre
un espacio de Hilbert H, entonces vale que g es unitario, es decir

(x,gy)= (g w,y) Vr,ye€ H VgeG.

Demostracién: Usando la identidad de Polarizacién

<u,’u) =

ytomandou=z y v=g-y,

[+ ol* = flu—o|],

N | —

1
(. 99) =5 [le+gul* = llv =g ylP]
1 _
=5llg- g2+l =lg- (67" -z —9)l’]
1
=3 [ cx+yllP =gt e - y||2] pues la accién es isométrica,

= (g~ -x,y) por laidentidad de Polarizacién.
Il

Teorema 1.5.3 (Principio de Criticalidad Simétrica para espacios de Hil-
bert)

Sean H wun espacio de Hilbert, G un grupo que actia sobre H en forma
isométrica, Fi,(G) ={ue H:gu=u,Vge G}, yJ: H— R una fun-
cional de clase C',JG-invariante, todos como en la Definicién 1.5.1. Si
ug es punto critico de J|p, (@), entonces ug es punto critico de J,es decir,

J'(up)(h) = 0 para toda h € H.

Demostracién: Por hipétesis ug es un punto critico de J|p,, (), es decir
que ug € Fi,(G) y 2L (ug) = 0 para toda v € Fj,(G).
Veamos que F,(G) es un subespacio vectorial cerrado de H :
Sea (u,) € F;,(G) y supongamos que u, — u, queremos ver que u € Fi,(G).
Ahora
g-u,=u, VYVgeGG, Vn

Como la accién es continua,

g-Uun —>g-u
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Entonces g - u = u, y por lo tanto u € F;,(G). Luego F;,(G) es cerrado.

Por un teorema de analisis funcional, sabemos que, como H es un espacio
de Hilbert y F,(G) C H es un subespacio cerrado, entonces

Sea v € H, queremos ver que

oJ

Por ser J diferenciable, vale que

aJ

5 (uo) = (VJ(up),v).

Y VJ(ug) € H, entonces
VJ(U()) =1 + Vg,

donde v; € Fi,(G) y vy € Fi(G)*. Por hipétesis,

0= g—{}]l(uo) = (VJ(up),v1)
= (v1 + Vg, V1)
= (v1,v1) + (v2,v1)
= (vy,v1) pues vy y vy son ortogonales,
= [lu %,

entonces v; = 0. Por lo tanto
VJ(ug) = vy € Fie(G)*.
Ahora derivamos la ecuacién
J(g-u) = J(u)
en la direcciéon de un v,

oJ oJ
%(9 “u) = %(U) Vo.
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Calculamos 27 (g u) por definicién de derivada direccional,

0J g (uttv) = J(g-u)
5y l9w) = lim n
= yﬂol Jlg-utty tv) —Jlg- u)7 pues la accion es lineal.
_>

Tomamos w = g.u, y h = tg.v. Ademas J es diferenciable por hipétesis en
w, entonces

J(w+h) = J(w)+ (VJ(w), h) + of|[A]]),
donde
IRl = [ltg - v
= [t][|g.v||

= |t|||v||, pues la accién es isométrica.

Y como v estd fijo, o(||h||) = o(]t|). Luego volviendo a la ecuacién anterior y
reemplazando queda

J(g-u+tg-v) = J(gu)+(VJ(g-u), tg.v)y+ o(|t])
J(g-ut+tg-v) = J(gu) +t{VJ(g-u),g-v)+o(|t])
J(g-u+tgv)—J(g-u) _ (VJ(g-u),gw)—{—M.

t t
Ahora tomando limite cuando ¢ — 0,
i 290 E ) = o) gt ). g )+ 2D
t—0 t t—0 t
oJ
%(gu) = (VJ(g.u), gv) + lim ——= (| |)
y como lim;_, @ 0,
0J

5, 9-0) = (VJ(g-w), g.v)
= (g7'.VJ(g.u), v) por la Observacion 1.5.2.

Entonces

oJ oJ
%(Q'U) = %(U) Vo

(g7 - VJ(gu),v) = (VJ(g-u),v) Yo,
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por lo tanto,
gt VJ(g-u) = VJ(u).

En particular vale la ecuacién anterior en uy € Fi(G),
g VIlguy) = VJ(u)
gt VJ(uw) = VJ(u)  pues g-ug=up,
es decir que VJ(ug) € F;(G). Luego
VJ(uo) € Fiue(G) N Fiu(G)+ = {0},

entonces VJ(ug) = 0, y por lo tanto %(uo) =0V v € H, es decir ug es punto
critico de J. U

Definicién 1.5.4 (Espacio de Banach Estrictamente Convezo)

Un espacio de Banach (E, ||-||) es estrictamente convezo si para cadau yv €
E con ||u|| = |jv]| =1, u#v yp € (0,1), se tiene que ||fu+ (1 —p)v| < 1.
Notemos que esta propiedad depende no solo del espacio sino de su norma,
ya que un espacio puede ser estrictamente convexo con una norma y no serlo
con otra norma equivalente.

Observacion 1.5.5 Si E es uniformemente convexo, entonces E es estric-
tamente convexo.

Demostracién: Ver Teorema 2 en Dinca [§]. O

Proposiciéon 1.5.6 Sean E un espacio de Banch reflexivo y estrictamente
convezo, y U(f) ={u € E: f(u) = [[ulz v [ullz=[fle}, entonces

card(U(f))=1 VfeFL.

Demostracién: Ver Proposicién 1 —ii en Dinca [8], tomando como fun-
cién de normalizacién ¢ la identidad, y aplicindoselo al espacio dual E'.
O

Teorema 1.5.7 (Principio de Criticalidad Simétrica para espacios de Ba-

nach)
Sea E un espacio de Banach reflexivo con ||.|g tal que:
para cada f € E', existe un tunico uy € E tal que f(uo) = Juoll% = ||f]|%-

Sean
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i) G, un subgrupo de isometrias g : E — E (||g(u)|| = ||u]| Yu € E);

i) ¥ = {u € E : gu = glu) = u,Vg € G} subespacio cerrado G-
mvariante;

i) J un funcional C', J: E — R, Jog= JVg € G.

Luego u € ¥ es un punto critico de J <= u es un punto critico de J|y.

Demostracién: Ver Proposicién 3.1 en Souto [9]. O

1.6. El Principio Fuerte del Maximo

Consideramos un operador diferencial lineal de segundo orden L dado
por:

N N
Lu = Z 8(2:1- Z aij(x)%; +bi(x)u| + Ci(x)g—; + d(z) u,
i=1 j=1

donde los coeficientes a;;, b;, ¢;, d (4,5 = 1,..., N) son funciones medibles en
Q C RN,

Supongamos que L es estrictamente eliptico en 2 C RY, esto es, existe
A >0 tal que

N
Y ay(@) &&= AP VreQ VEeRY (1.1)
i,j=1

También asumimos que L tiene coeficientes acotados, o sea que para algunas
constantes A y v > 0 tenemos, para todo x € 2

N

D lag(@)P < A% AP Y (@) + (@) + AT d(@) < VB (1.2)

ij=1 i=1

=2

Supondremos que

N

/Q (d(m) v—Y bi(z)

=1

g‘;) dr <0 Yvey) v>0. (1.3)
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Teorema 1.6.1 (Principio Fuerte del Mdzimo)
Sean L un operador que satisface las condiciones (1.1), (1.2) y (1.3) y u €
HY(Q) tal que Lu > 0 en Q2. Entonces, si para alguna bola B C € tenemos

sup = sup > 0
B Q

la funcion u es constante en Q y se tiene la igualdad en (1.3) cuando u % 0.

Demostracién: Ver en Gilbarg-Trudinger [10], Teorema 8.19. O

Observacion 1.6.2 Notemos que

inf u = —sup(—u)
2 Q

Entonces, el Principio Fuerte del Minimo para soluciones de Lu > 0, sequird
immediatamente por el reemplazo de u con —u.

Teorema 1.6.3 (Principio Fuerte del Mdzimo para ecuaciones con el p-
Laplaciano)

Sea Q) un conjunto acotado y sea d no negativa en §2. Ademds, asumimos que
para 1l < p < N la funcion [ satisface

flz,s) <glx)+cl|s]’ 1<B<o0,c>0,
se tiene para c.t.p.x € Q y Vs e R.

con
Lp—1<pg<p'—1,

g€ L (QNL7(Q),
r>2sil<p<N,

0
2.p—1< < o0,

g€ L"(Q),
r>1sip=N.
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Sea u € WyP(Q) una solucién débil no negativa y no trivial de

—Aju+dufP?u= f(.,u) enQ,
u=0 sobredf,

tal que f(.,u) es no negativa en 2. Luego u es positiva en Q yu € L>®(Q) N
Ch(Q) para algin o € (0,1).

Demostracién: Ver en Drébek [11]. O
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Capitulo 2

Una Ecuacién Eliptica
Semilineal sobre RY con
Coeficientes No Acotados

2.1. Resultados Principales
En este este capitulo, estudiaremos el problema eliptico
—Au+ |z = |z|Put™t,  u e HYRY)
(2.1)
u > 0en c.t.p. en RV,
donde N > 3, a,b > 0, 1 < g < oo y Au denota el operador Laplaciano
clasico.
También analizaremos el problema analogo en una bola
—Au + |z = |2Puit,  w e HY(B(0, R)),
u > 0en ct.p. en B(0, R), (2.2)
u =0 (en el sentido de la traza) en 0B(0, R),

para R suficientemente grande.
Para obtener soluciones radiales y no radiales, consideraremos los proble-

33
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mas de minimizacién

m =m(a,b,q) := inf / \Vul® + |z|*u?dx,
u€H} o (RN) RN
Jen |z|P|u|9dz=1

y
M = M(a,b,q) = inf / |Vul? + |2|*? dz,
ueHE(RN) RN
JaN |z|®|u|9dz=1
donde

HY(RY) = {u € H'(RY) - / " u2da < oo}
RN

es un espacio de Sobolev con pesos, y H} (RY) es el subespacio de sus fun-
ciones radiales.
Los resultados méas importantes que probaremos en este capitulo son:

Teorema 1:
St 0<a<N,b>0, N >3,

2<q<q=2 4y y B (145)a< (N-1)g-2)
entonces m se alcanza.

Teorema 2:
Sea ug funcion donde se alcanza m. Entonces hay un mailtiplo de ug que pro-
porciona una solucion radial no trivial de (2.1) .

Bajo una condiciéon de subcriticalidad, se obtiene un resultado analogo
de existencia para el caso de funciones sin simetria radial en RV,

Teorema 3:
Si0<a<N,b>0, N>3 y

2<qg<qt =2"— —a(zéb—z)’

entonces M se alcanza.

Estos resultados nos conduciran al siguiente teorema, que es el resultado
principal del capitulo, en el que se trabaja en una bola:
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Teorema 4:
Si0<a<N,b>0,N>3,2<q<2%aq<2by
20— (14+%)a< (N-1)(qg—2),

entonces, para todo R suficientemente grande, el problema (2.2) tiene una
solucion radial no trivial y otra no radial.

Por otra parte usando la identidad de Derrick-Pohozaev, podemos esta-
blecer un resultado de no existencia para el problema en R¥:

Teorema 5:
Sean 0 <a< N, b>0, si

q - 2N 2b
120 =33+ 753

b—a
q§2+2N+a

luego no hay solucion no trivial para el problema (2.1).

2.2. Espacios y Desigualdades para Funcio-
nes Radiales

Definicién 2.2.1 (Funcién Radial)
Decimos que u es una Funcion Radial, si existe una funcion ug tal que u(zx) =

uo ().

Introducimos algunos espacios adaptados al problema. Sean

D(Q) = {ue C>®(Q): el soporte de u es compacto en 2},
D,(2) = {ue C*(Q) funcién radial : el soporte de u es compacto en Q}

y denotemos por H}(RY), D*(RY) y H} ,(RY) a los espacios de funciones
radialmente simétricas respectivamente en

H'RY) = {ueL’(R"):Vue L*(R)},
DYRY) = {uel*RY):Vue L*RY)} (N >3),
HYRY) = {u € DY (RY) . /

|z|"u?dr < oo} con a > 0,
RN
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donde

2
HuHHl(RN) = (/ 'U/2+ ‘VU|2 dm) s
RN

3 3
[ull pre@yy = (/ |ul|? dx) + (/ |Vu|2dx) ,
RN RN

1

2

lull g1y = (/ |x\“u2+]Vu|2dx> )
]RN

Observacién 2.2.2 H'(RY) c DY2(RY).

Demostracién: Si v € H'(RY), entonces u € L*(RY) y Vu € L*(RY).
Ademas por la desigualdad de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, existe C' > 0
tal que

ul L2e mvy < C [Vl p2@ny.

De esta manera v € L*(R™) y por lo tanto u € D?(RY). Ademss la
inmersién es continua. U

Observacién 2.2.3 H}(RY) c HY(RY),

Demostracion: Por un lado, usando las desigualdades de Holder y So-
bolev, tenemos que

2/2*
/ lul* dz < C (/ |ul* dac)
|lz|<1 |lz|<1

< C ||Vull32

/ lu)? dz < / |z |u|® dx.
|z|=>1 |z|>1

lull2 < C lullmy

y también

Se deduce que

y por lo tanto
[ull e < C lull mz-
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Observacién 2.2.4 Si definimos

HNRN) = {u € H'(RY): / 2| uPdr < oo}
RN

entonces _
Hy(RY) = Hy(RY).

Demostracién: Siu € H(RY), entonces u € H'(RY) por la observacién
anterior, y u € L2(RY) luego u € H!(RY). Reciprocamente si u € H!(RY),
entonces u € H'(RY), luego u € D¥?(RY). Y como u € L2(RY), concluimos
que u € H}(RY). O

Definicién 2.2.5 Definimos el espacio H} () como la clausura de D(Q) con
1
respecto a la norma (HVU”iQ(RN) + ||u||iz(RN))§.

Definicién 2.2.6 Definimos el espacio Di”(Q) como la clausura de D(RQ)
con respecto a la norma ||Vul| oy

Observacién 2.2.7 Si || < oo tenemos HY(Q) = Di*(Q).

Demostracién: Es claro que H} () € Dy?(Q). Sea u € HL(S), entonces
existe una sucesion d, en D(2) tal que

d, — u con respecto a la norma (HVUH%2(RN) + HUHiQ(RN))%,
lo que implica que
HV(dn — u)||L2(RN) — 0 y Hdn — U’HLQ(RN) — 0.

Es decir que d,, — u con respecto a la norma |Vu| r2®y), y por lo tanto
u € Dy*(Q).

Falta ver que Dy*(Q) C HE(Q). Sea u € Dy*(Q), entonces existe una
sucesion b, € D(Q2) tal que

b, — u con respecto a la norma ||Vl 2@,

o sea ||V(b, — u)||p2eyy — 0. Por la desigualdad de Poincaré, existe C' > 0
tal que
[bn — ull2@yy < C[[V(by — u)[|r2@y).
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Luego ||b,, — u|| 2~y — 0. De esta manera,

1

(170 = 0) e, + I = wliem,) =0,

es decir b, — u con respecto a la norma (||Vu||iQ(RN) + ||u||%2(RN))%, y por lo

tanto u € H} (). O

El siguiente lema radial es una versiéon mejorada del Lema radial de
Strauss (ver [12], lema 1).

Lema 2.2.8 Si N > 2, 0 < a < N, existe Ay tal que, para todo v €
H ,(RY), tenemos v € C(RY —{0}) y

N—1,a 4 1
o 7o) < Ax ([ Jablofde) 190l
RN

Demostracién: Consideremos u € H,(RY) N D(RY). Sea rq tal que el
soporte de u estd contenido en B(0, 1), entonces

a

a — a —
2u‘cll—";‘s2 sVl < % (u2s2 sN 1) puess > 0,

e integrando a ambos miembros,

= —u?(r)rerNT pues u(rg) =0,

es decir,

Ademas,
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70 To
—/ 2u§—”s2sN_1d3§2/ |ul d—“’sfsN_lds
s ds
I8 I8
2 "0 du| @ N—1
4 au 5 -
- aBl|/ (0B, ||ul [ 3] 52" ds
T
< £
— |0B4]

o0
2 /0 |0B ||ul Z—Z|3%SN_1ds

— [ el (@) Valds,
RN

por el Teorema de Cambio de Variable. Y por la desigualdad de Holder vale
que,

1 1
2 2
_81231|/ Ifclzlu(x)IWulda:sa%,(/ |x|“u2dx) (/ |Vu|2dx> .

Ahora juntando las desigualdades queda,

1 1
u?(r)yrerV Tl < ‘6—]23” (/ ]m\au2dx) </ \Vu\%l:v) :
RN RN

Luego elevando ambos miembros a la %, y llamando Ay a <‘ 8]23”)57 llegamos
a7

-

1
N-1_,a a ! 2
5 )] < Ay ([ o) 190l

Consideremos ahora v € H},(RY). Como D,(R") es denso en H},(R")
(ver apéndice B, Obs. (B.0.8)), existe (v,) € D,(RY) N H},(RY) tal que

Uy — U en Hﬁva(]RN),

0 sea,
lvn — V|| g1 @yy — 0 cuandon — +00.

En particular,
Up — U en L2(RY).
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Pasando entonces a una subsucesién podemos también suponer que
vn(z) — v(z) en casi todo punto.

Ademés por lo demostrado anteriormente, (v,,) cumple

1
N—-1,a : 3
o5 4 (o)) < dy ([ lllonPde) " 1900
RN

Notemos que

1.

1 1
2 2
etz = ([ lollonPe) " — ([ fatioian)” = folzms
RN RN

cuando n — 400, pues

3 3
‘(/ ]a:|“|vn|2dx> —(/ |x\“|v|2dx> ‘:
RN RN

< lvn — vl 2@®w)

[on 2@y — [0l 2@y

< lvn — vl 2@y,

por la desigualdad triangular, y ||v, —v|| g1 @~y — 0 cuando n — 400,
con lo cual

1 1
2 2
(/ |x|a]vn|2dx) — (/ ]x\a]v|2dx> cuandon — +o0.
RN RN

|VUn| L2yy — | V|| 2@ cuandon — 400,

pues, por la desigualdad triangular

< Nlvn — 0| L2@ny,

‘HV%HB(RN) — IVl 2@
< [lvn = vl a2y,
¥ |vn = v||g1myy — 0 cuando n — 400, con lo cual

VUl 2@y — VO] 2@ cuandon — +o0.
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Luego vale que para casi todo z € RV,

N—-1 a 4 i
2|77 i u(z)] < Ay (/RN |:c!“|v\2da:) IVUllZ2eny Vv € H,o(RY).

Veamos ahora que v € C(RY —{0}). Como v,, — v en H}(R"), entonces
(v,,) es de Cauchy, es decir

an - UmHH;(RN) — 0.

Usamos la desigualdad recién probada para (v, — vy,),

1
N—-1_,a ! :
|72 T, (2) — v ()] < An </]RN zlflon = Um|2dx> Vi = on iz

1 1
< Ap |lvn — Um”fqg(RN) l|vn — UMH;Q(RN)

= AN ||Un — UmHH(}(RN) — 0.
Podemos tomar una sucesion creciente de compactos
N
Ki={zeR":1<|z|<l},leN
cuya unién es RY — {0}. Para cada uno de ellos, vale

N—1,a
[0, () = v, ()] < A [0, = v, gl O+

< Ay ||vn, — U”jHHé(RN) M — 0.

Esto implica que vy, (z) es uniformemente de Cauchy en Kj, entonces existe
u; tal que
Up;, — U] uniformemente en K,
y (vpn,) es una sucesién de funciones continuas, con lo cual ¢, es continua.
Ahora bien, como v;(x) = vUs(x) si x € K; y s > [, podemos definir ¢ para
r € RY por
f)(ﬁ) = ’ﬁl(l') siz € K.

Entonces o € C (R — {0}) . Luego,
v="70 en casi todo punto,

es decir que v € C(RY —{0}). O
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N

Lema 2.2.9 Sea N > 2. Luego existe C = C(N) > 0 tal que para toda
v e DMARY), v e C(RY — {0}) y se tiene que

(@) < C 2|~ CF) | Vo) 2.

Demostracién: Sea u € D,(RY). Notemos wy al volumen de la esfera
unitaria en RY. Tenemos

Asi

por la desigualdad de Holder.
Acotemos el primer factor,

(/roo|u'(s)|23N_1ds> = (v) (/ Nyl (s)|s~ 1ds>%
<(w)" ([ Nriu/<s>|Qleds)é
%% (/RN |vu|2dgg>5

por el Teorema de Cambio de Variable. Y como N 2> 1, queda que:

([ wops=as) < wart ([ vuar)
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Por otro lado, integrando el segundo factor,y aplicando la regla de Barrow
teniendo en cuenta que v € D,(RY), queda que:

1
([ 0m0s) = (ke = (L2

Luego,

[u(r)] < (wx)"* [Vl (35)* 7
(v=2)

A 2-N
u(2)] < C[[Vull 2@ |22

NI
N =

Asf, tomando C' = (wy)~ , vale que

Consideremos ahora v € DM*(RY). Como D, (RY) es denso en DM (RY),
(ver apéndice A, Obs. (A.0.2)), existe (v,) € D,(RY) tal que

Up — U con respecto a la norma || Vv || 2@y,

es decir
|V (vn — )|l 2@~y — 0 cuandon — +oo.

Por la desigualdad de Sobolev, se deduce que
v, — ven LY
y como antes podemos suponer pasando a una subsucesién que
v, (2) = v(z) en casi todo punto.
Por la desigualdad probada recién,
A 2-N
|on(2)] < C [[Von|[p2@m)|z] =

Notemos que

VUl 2@y — VU] L2@yy| — 0,
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pues
Vun|lpz@yy = [Vl 2@y | < ||V (vn = v)|[22@yy  por la desigualdad triangular.

Luego,
[v(@)] < C [ Vol pa@nfe] = Vo e DIARY).

Y analogamente, como en el lema 2.2.8, se prueba que v es igual en casi todo
punto a una funcién continua fuera del origen. O

2(N+-c)
N-2

para algin ¢ tal que —2 < ¢ < co. Entonces eziste C > 0 tal que para toda

v € DL2(RY)
2
(/ |x|c|v|qu) < é/ Vo|2de.
RN RN

Observacién 2.2.11 Notemos que la relacion q = 2(]{/\:4—20) viene impuesta

por el requerimiento de que la desigualdad sea invariante por reescale. Si
c =0, coincide con el exponente critico de Sobolev 2*.

Lema 2.2.10 Sea N > 2. Asumimos que 2 < g < 00 y escribimos q =

Demostracién: Sea u € D,(R”). Por el Teorema de Cambio de Variable,
obtenemos

/|$|C|u|qd1’:/ rlu(r) | NwyrN " tdr
RN 0

— Nux / PNy () 7.
0

Integrando por partes, tomando ¢’ = rV=17¢ y f = |u(r)|? y teniendo en
cuenta que u(oo0) = 0, se sigue que

NwN/ N u(r)|9dr = Nwy [O —/ ’;]VVIC q|u(r) | ?u(r)d (r)dr
0 0

:——qN“’N/ N u(r)| T 2w () (r)dr.
0

N+c



2.2. ESPACIOS Y DESIGUALDADES 45

Ahora acotando y usando que ¢ = %

o0 o0
oy / PN (r) |2 ()l (r)dr < 2V / N4l () dr

N-2

1
< 2Nuwy </OO !u’(r)\erldr> :
S N2 :

0

.(/ AN“(“JD%KmWAWm)2
0
por la desigualdad de Holder.

Notemos que por el Teorema de Cambio de Variable,

2Nw > N+c—(b) —1. 7 N-1
= N2 r  |u(r) | () [r 2 dr
0

/ |u’(r)|2rN_1dr:—Ni}N/ Nuwyl|u (r)[*rN " dr
0 0

= o |Vul*dz.

Nwpy RN

Es claro que
[N+c— (BA)][2=(N-14¢)+(2+0),

qg+q—2=(q—1)2.

Entonces,

g (e ([ )

1 o)
— Q(J]V\;v_zvz)2 ||vu||L2(RN) (/ TN—1+c|u(T)|qT2+c|u<T)|q—2dT)
0

Como |u(r)| < C HVUHLQ(RN)T¥ por el Lema 2.2.9, se sigue que
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(/ rN1+C\u(r)|q7’2+cfu(7“)’qer) ( ) |VUHL2 (RN
0
(/Oo “ely, )|qr2+c (g Q)dr)
0
( ) ’Vu”L? (RN)’

(/ PNy (r )\qrodr) ,
0

pues considerando que g = Q%WC vale que 2+ ¢ + 28 (¢ — 2) = 0.
Luego,

1 1
22 |Vl 2y (fy Ve u(r) [ ar2e|u(r)|o-2dr) 2

A\ 2 2(Nw 3 2 oo —1+c 3
= <C> NNVl oy (J3 N ) |odr)

= (0) T Vb, (5 Nuer™tyefugr)rar)

a2 q
= <C’> ’ %HVUHEQ(RN) (fan |x|c|u(x)|qu)% , por Teorema de Cambio de
Variable.

Es decir que

q—2

/ |$|C|u(x)|qd{£ < (C’) 2 ﬁHVuHEQ(RN) (/ |x|c|u(m)|qd$)
RN RN

Lo que implica que

> a=2 g
(/ ]:U‘C‘u(:c)]qu> <(€) " 5I1Vuliem,
RN

2
y elevando a la %, obtenemos

Q[

(g—2)2 2

([ tetutapae) " < (€) * (20) " I9ulagem,

N|=
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(g—2)2 52

Luego llamando C' a (C’) ! (ﬁ)7 , llegamos a

(/[ teutairan) " < CI9ulE

Consideremos ahora v € DM (RY). Como D,(RY) es denso en D}?(RY)
(ver apéndice A, Obs. (A.0.2)), existe (v,) € D,(RY) tal que

v, — v con respecto a la norma || Vol 2@y,

es decir
(/OIS ep—)

Por la desigualdad probada anteriormente, vale que

q ~
([ el ) < CUT0lE o
Notemos que

1.
— 0 cuando n — 400,

||vvn||L2(RN) - ||VU||L2(RN)

pues, por la desigualdad triangular,

1960 luy = ¥l | < 19100 = 0y

y como ||V (v, — v)|[r2mr) — 0, entonces
|Vun |l 2@y — Vo[l p2@yy  cuando  n — +oo.

2. Veamos que

\(/JRN Vx\clvn(x)|qu);1_> (/RN ‘x’c‘v(x”qu);

J/

TV TV
HUTLHLZ(RN) ”U”Lg(]RN)
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Notemos que (v,) es de Cauchy en DY?(RY) y vale la desigualdad
anterior, con lo cual

([ lltente) = vnllrde ) < CIV 0, = 0)Eseny 0,

cuando n, m — oo. De ahi resulta que (v,) también es de Cauchy en
LYRN, |z|¢dx). Luego, por la completitud de LI(RY, |z|¢dz), existe
v € LY(RY |z|¢dx) tal que

v, — ¥ en LI(RY).

n—o0

Por otro lado, por la desigualdad de Sobolev (1.3.10)

[on = vl < C[V (v = 0)| 2.

En efecto existe una subsucesién (vy, ) tal que

Uy, — U C.t.p. -
Mtk - P — v = 0.
Up, —> U C.t.p.

Entonces obtenemos

v, — v en LIRY),

n—o0

y por lo tanto, por la desigualdad triangular, resulta que

[vnllLa@yy — V]l La@ny-

Luego,

(/ \x|c|v(x)|qu) "< C~'HVU||%2(RN) Vv € DF(RY).
RN
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2.3. Existencia de una Solucion Radial

En esta secciéon probaremos que, bajo ciertas condiciones,

m =m(a,b,q) := inf / \Vul® + |2|*u*dx
“GH%,a(RN) RN
Jon l2Plul?de=1

se alcanza. Luego veremos con detalle que a causa del Teorema de Multipli-
cadores de Lagrange (ver 1.4.1), el Principio de Criticalidad Simétrica (ver
1.5.3) y el Principio Fuerte del Méximo (ver 1.6.1), obtendremos una solucién
débil ug de

—Au A+ |z]*u = Mz|Pus™!,

u>0enctp enRY, ueH (RY).

v ) .
De ahi vy = Aa—2uq serd una solucién de (2.1).

Para ver que m se alcanza, necesitaremos primero demostrar que ciertas
Inmersiones son continuas.

Observacién 2.3.1 Si0 < a < N, b >0, ¢ >2y2b— (1+%)a <

(N —1)(q —2), la inmersion
. (BRY) < LY(RY, |2|’dx)
es continua.

Demostracién: Consideremos

L= / & |u]tde,
lz|<1

L — / alul?dz,
|| >1

[ = / 2 ulda.
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h:/ 2 |ul?dz
lz|<1
:/ 2] d
2| <1

< 1“/ ([l dz
|z|<1

s/|wwwx

< OHVUH%Q(

RN)

por el Lema 2.2.10.

Y como ||Vul| < ||ul|%;: , se sigue que
r,a

q
L2(RN)

Il S Cl HUH%G,Q

b:/ 2 |ultdz
|z|>1
=/'rW%M%%ww%x
|z|>1

. ~ )
:/ e N[ ]
|z[>1

Notemos que

20— (14+%)a < (N-1)(¢g—2)
b—(1+9) e < W2
—g-w < B -2)
b—ata—g-% < B3(¢-2)
b—a+§5—-4 < (Ngl)(q—Q)
b—a+22—q < Y(g-2)
b—a—(q—2)[‘i+%] < 0,
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o1

y como |z| > 1, entonces |x|b_“_(q_2)[%+%] < 1. Y por el lema 2.2.8,

se sigue que
_ _ -2
[ a2 [l ) o
|z|>1

q—2

K a=2
< ([ Jollubas) " iwul® [ jallas
RN |z|>1

Sabemos que valen las siguientes desigualdades:

q—2

T a=2
([ petar) © <l

-2

IVull,” < ull,;

1
r,a
/ 2] uf?de
|z|>1

y

IA

el

Por lo tanto

a=2,9-2
J—2 S 02 HU/HHQAG'F 2 +2

_ q
= Cy [ullt .

Luego,

[i = (I + L)t

Jun

< (G llullyy, + G Nl )

< (3 ||UHHT17Q7

entonces la inmersién H,! ,(R") < LY(R", |z|’dz) es continua.

Observacién 2.3.2 Sean 0 <e <1 y Q. = {:l: eRN /e < x| < %}
para a > 0, la inmersion

H, o (RY) — H'(Q)

es continua.

. Luego
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Demostracion: Como 0 < e <1y a > 0, vale que

s (2)

Vul?de < (g)“/ Vul*da.
Qe RN
Ademas
e < |zl
() < [zl
s ()l

/ uldx
Qe

Luego existe C, = (%)a tal que

IN
—~
m =
SN—"
Q
%\
2
8
Q
IS
[\&]
oW
=

/ |Vu|? + v’dx < CE/ |Vul? + |z|*udr,
e RN

es decir la inmersién H;!,(RY) — H'(€) es continua. O

Teorema 2.3.3 St 0<a< N,b>0, N > 3,

2<q<q=2"4+:2 y 26— (1+%4a<(N-1)(qg—2),

luego m se alcanza.

Demostracién: Sea (u,) C H!,(RY) una sucesién minimizante para m,

es decir
/ ’x‘b‘un‘qd@" =1,
RN

ol = [ 9wl + leludde > m

Notemos entonces que [|uy || a1, estd acotada, y por lo tanto (u,) estd acotada
en H!,. Como H},(R") es un espacio de Hilbert separable (ver apéndice B,
Obs. (B.0.13)), y (un) C H},(RY) es una sucesién acotada, por el Teorema
1.1.28, existe (uy,,) una subsucesién débilmente convergente en H,(RY).
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Por simplicidad, podemos asumir que w,, — u en HT{Q(RN ). Asi que por la
semicontinuidad inferior débil de la norma (Teorema 1.1.21), como

Up — U €en Hﬁ,a(RN), y
HUNH?{}a <m,

tenemos que

lul2, = / Vul? + [z*uds < m.

Ademds, como la inmersién H}!,(RY) < LY(RY, |z|’dx) es continua (Obser-
vacion 2.3.1), por el Teorema 1.1.20, vale que

u, = u en LIRY |z|’dx).

Ahora con ésta ultima convergencia débil y teniendo en cuenta que

/ ’x‘b‘unlqu =1,
RN

por la semicontinuidad inferior débil de la norma (Teorema 1.1.21), obtene-

mos
/ ol uldz < 1.
RN

2c
N-2?

Si ¢ esta definida por ¢ = 2* +
hipdtesis. Y por el Lema 2.2.10

[, iatlentida = [ lat~latlunl
|z|<e x| <e
< sb_c/ |||y, |*dx
|lz|<e
Sab_c/ |z|%u, |Td
RN
N\ 3
<ghe (C’) (/ \Vun|2dx>
RN
N 3
<& () ( / |vun|2+|x|augdx)
RN

S Eb—cc’

luego ¢ < b, pues ¢ < 2* + NQ—EQ por
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va que (u,) es acotada en H} (RY).
En la demostracion anterior vimos que si

26— (1+4)a<(N-1)(g—2),
entonces

Ademas,

—b+a+(q—2) [ +4] =—b+a( +;2)+—(q‘2)(N‘1)

Usando el Lema 2.2.8 y que (uy,) es acotada en H ,(R"), deducimos

/ Sl un? dr = / el a2 |, do
2= |z[>2
:/ |:1:\b a—(@-2)[§+ 15 [+ (- [§+ 5]
|z|> 2

Jun |22 u? da

|z[>1

B a - q_2
(Il )l d

Nl]

<

1 .

(—) AN/ |z|u? dx
< >
1 (" a, 2
- Ay |z|*u;, dx
S RN

< (E —b+a+(q— 2)[% 21]14"]\[/ |vun|2+|x|aui dx
RN

—(q— 2)
N-—1
—(q-2)[4+52]

IN

(o)l a2y

IN
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Ahora, para todo t < 1, existe € > 0 tal que, para todo n,

/ ([t 7 > 1.
e<|z|<t

Por la Observacién 2.3.2 y el Teorema 1.1.20, como u, — u en H} (RY),

Up lo.— u|o.  en HY(L).

Por el Teorema de Rellich-Kondrachow (Teorema 1.3.12) en H?(().), existe
una subsucesién (u,, ) tal que

Up, —> U en L*(.),
entonces, existe (unkj) tal que
Uny, — U c.t.p.

Ademés por el lema (2.2.8)

[ty (@)] < An [l [y 1] N2

-(71+9)
< Ayt e 7

< (.,
y
e, U } — | < C..
|unkj| < C.
En efecto,

/ |Unk]. —ul?dx :/ |unkj - u|q_2|unkj — u|2dx
Q. Qe

g/ (2C)" fun,, —ul* da

< (2 C’E)q2/ U, — ul? dx — 0,
Q. /



56 Capitulo 2: Ecuacién Eliptica Semilineal sobre RV . ..

es decir que

Up, —u enLi(Q) V 2<qg<o0.

k]
Podemos suponer que
up, —u en L(Q.) V 2<q<oo.

De esta manera, considerando

f(x7 u) - uq’
c > 1,
r = 1 vy,

A LYQ) — LYQL), Alu) = uf,
por el Teorema 1.2.21,

[, |7 — |u|%en L' ().

Asi que
\ [ el o [ juplap e
Qe Qe

/ |2|? ||un]? — [ul?!] dov — 0 cuando n — +oo.
Qe

/\un|q\xlbdx—>/ ]u\q\xlbd:v.
Q. Qe

Luego tomando limite,

12/ \u|q|x\bdw2/ ult]z |tz > ¢
RN Qe

Finalmente [y |u|?|z|°dz =1y m se alcanza en w. O

< [ foltlfunl ~ ult) d
Qe

Por lo tanto

En las siguientes subsecciones, demostraremos los puntos importantes que
nos llevan a concluir que el problema (2.1) tiene una solucion radial no trivial.
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2.3.1. Aplicacion de los Multiplicadores de Lagrange
Observacién 2.3.4 Sean

1. ug una funcion donde se alcanza m,

o H = H),(RY),

8. J:H—R, Ju)= [pn|Vul> + |z|"* d,

4. I:H—R, I(u) = [on |2]°u|? dz,

entonces existe A € R tal que

/ 2Vuoy Vo + 2|z|*up vdr = )\/ q|x|°|uo|" *ug v dv Vv € H.
RN RN

Demostracién: Notemos que J esta bien definida por la definicién de
H} ,(RY) e I esta bien definida por la Observacion 2.3.1.

Sea v € H,
oJ o J(ue + hv) — J(u)
By (o) = Jim h
d
= — h
dh hZOJ(UJQ—i‘ U),
donde

J(up + hv) = / |V (ug + hv)|> + |2|*(uo + hv)?* dv
RN

— / [Vuo|* + 20V ugVo + h?[Vol? + |2]* (Juo|* 4+ 2h ug v + h?|v|?) d,
RN

d
%J(uo + hv) = / 2VuoVo + 2h|Vol* + |z]* (2ugv + 2h|v]?) d,
RN

entonces evaluando en h = 0,

@(uo) = / 2Vuo Vo + 2|z |*ug v da.
ov RN
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Anélogamente, dado v € H,

oI o T(ug 4 hv) — I(ug)
v (o) = Jimy h
d
~ 2 I(wg+h
ahl,_, (up + hv),

donde
I(up + hv) = / 2" |uo + hov|? da,
RN

d
—I(ug+hv) = / |l2[°q|uo + hv]|T2(ug + hv)vde,
dh RN

y evaluando en h = 0,

ol _
%(uo) = /N |x|bq|u0\q 2up v dz.
R

Como ug € H es una funcién que minimiza J sujeto a I(u) = 1, e I'(ug) # 0,

pues existe algiun v tal que %(uo) # 0, entonces por el Teorema de Multipli-

cadores de Lagrange (1.4.1), existe A tal que
J/(Uo) =A I’(UO).

En nuestro caso,

/ 2VuoVu + 2|z|*uy vdr = )\/ q|x®|uo|* *ug v dr Vv € H,
RN

RN

que era lo que queriamos probar. U

2.3.2. Aplicacion del Principio de Criticalidad Simétri-
ca

Observacién 2.3.5 Sean

1. ug, una funcion donde se alcanza m,

2. H=H!RV),
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3. G =O(N) = {AeRVN/AA = 1d}, el grupo ortogonal que actia
sobre H, mediante la accion

Au(z) =u(Az) Yue H, VA € G,

4. J:H —R, J(u) = J(u)—=XI(u) con J, I y X como en la observacion
anterior (2.5.4).

Entonces ug es punto critico de J.

Demostracion:
= Afirmamos que la accion de G sobre H es isométrica, es decir que
[Aulgreyy = ullmeyy VAEG, Vue H, (RY).

Pues,

Al = [ VAU + ol (Aufa))? da

— [ VAP + faf(u( 42 do
RN
= / |Vu(Az) A|? + |2|*(u(Az))? dz,
]RN
y con el cambio de variable y = Az,

= [ ITu@P + ol (ute)* d
= ullfy ey

ya que como A € G, |det(A)| = 1y |y| = |Az| = |z].

= Afirmamos que J es G— invariante, es decir que

J(Au) = J(u) VYAeG, YueH.

Pues, usando la misma cuenta que en el item anterior con el cambio de
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variable y = Az,

J(Awu) = /RN IV (Au(@) ]+ |z|*(Au(z)* do — X /RN |2[°| Au(z)|? da
= /]RN IV (u(Ax))|* + |2|*(u(Az))* do — X /RN |z|°|u(Az)|? da

- /RN IVu(Az) A? + |2|*(u(Az))* dz — X / |z|°|u( Az)|? da

= [ IVu@P + ol )y = A [ el dy
J(u) — X (u)

= Ahora sea,
Fiu(G):={ue H: Au=uVA e G}.

Afirmamos que
Fu(G) = H!,(R).
Pues,

1. H!,(RY) C F,(G) -
Siue H},(RY), entonces u(z) = u(|z|). Sea A € G,

Au(z) Azx)
| Az])
|

x|), pues|Az| = |z|siA € G,

I
2

I
=41

(
(
(
(

|
2

T

~—

Luego uw € H y cumple que A.u = uVA € G, por lo tanto u €
Fi.(G).

2. Fi.(G) C H}@(RN) ;
Consideremos (r) = u(r.e;) con e; = (1,0,...,0) € RY. Por un
lema de algebra lineal, sabemos que si N > 2, z e y € RV, existe

A € G tal que Az = y. En particular si tomamos y = e; - ||,
existe A € G tal que Az = ey - |z|.
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Sea entonces u € Fi,(G), tenemos que
u(r) = Awu(x)
= u(Ax)

= u(es.|z)

= u(|z))-

Luego v € Fj,(G) C H y u es una funcién radial, por lo tanto
ue H,(RY).

Como ug € Fip(G) = H} ,(RY) es una funcién que minimiza J restringido a
I(u) =1, y por la Observacién 2.3.4
J/(Uo) = )\I/(Uo)
J/(Uo) — )\I/(Uo) =0
j/(UO) = O,
entonces g es punto critico de J restringido a Fj,(G) = H} ,(RY). Luego,

por el Pricipio de Criticalidad Simétrica (1.5.3), up es un punto critico de J.

g

2.3.3. Aplicacién del Principio Fuerte del Maximo

Es importante destacar aqui que ya sabemos que, a causa del Lema
(2.2.8), la funcién uy donde se alcanza m puede tomarse como una funcién
continua en RY — {0}.

Observacion 2.3.6 Sea ug, una funcion donde se alcanza m. Entonces |uy|
es también una funcion donde se alcanza m, es decir que hay una solucion
no negativa del problema de extremos, y podemos considerar entonces ug > 0
como solucion del problema de minimizacion.

Demostracion: Notemos que

1.

O
RN
= [(Uo),
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Definicién 2.3.7 Decimos que u € H}(RY) es solucion débil de

St

Capitulo 2: Ecuacién Eliptica Semilineal sobre RV . ..

Uo(.’L‘)

V(luol)(@) = 2

Aplicando médulo,

|uo ()]
= [Vug(z)],
entonces,
[V (Juo|)(2)[* = [Vuo(x)
Luego,

J(Juol) = / V(o) + [zl uof? de
RN

:/ Vo2 + [2] "2 da
]RN

Luego |up| es una funcién donde se alcanza m.

—Au + |z = Xz |*|u|i2u,

VuVo + |z|*uvde = :\/

RN R

Vug(xz) por la Regla de la Cadena.

|z lu|tuvde Vv e HY(RY).
N
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Observacién 2.3.8 Sea u € C?(RY) tal que
—Au + |z)% = X |z|*|u|i2u,
multiplicando por v € CZ(RYN) N H(RY),
—vAu+ |z)%v = Xz |ul'2uw, Vo e CHRN) N HY(RY),

e integrando a ambos miembros,

/ —vAu+ |z|*uvdr = 5\/ |z 2uvdr, Yve CHRYN)N HYRY).
RN RN

Luego, por el Teorema de Green vale que,

VuVu + |z|uvde = 5\/ lz|’ju| Puvdr Vo e CZRY)N HYRY).
RN

RN

Es decir, toda solucion cldsica es una solucion en sentido débil.

Observaciéon 2.3.9 Si ug es una funcion donde se alcanza m, entonces uyg
es solucion débil de

—Au + |z|u = %]m\b\uP_Qu,

u>0enctp enRY, weH (RY).

Demostracion: Por la Observacion 2.3.5,

jl('LL(]) =0
J,<UO) - )\],(U()) =0
J/(U(]) = /\]I(UO)
/ 2VuoVo + 2Jz|*upvdr = )\/ qlz|Plue| Pugvdr Vv € HX(RY),
RN RN
/ VugVo + |z|*upvdr = %/ |l2|°uo| " Pupvde Vo € HX(RY),
RN RN
entonces por la Observacion 2.3.6 y la Definicién 2.3.7, ug es solucién débil
de

—Au + |z|*u = %|x|b|ulq‘2u,

u>0enctp enRY, ueH (RY)
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Observacion 2.3.10 Si ug es una funcion donde se alcanza m, entonces ug
es solucion débil de

—Au + |z|u = %|x|b|u|q*2u,

u>0enctp enRY, weH  (RY).

Demostracion: Por la Observacién 2.3.9 sabemos que ug > 0. Notemos
que ug Z 0, pues si no, ug no cumpliria la restriccién del problema de mini-
mizacién. Entonces tenemos que ver que ug no puede valer cero para ningin
r € RV,

Notemos que por la Definicién 2.3.7, tomando v = uy € H},(RY) y

[ 1wl +ledde = [ ol do
RN RN

A b
=% [ lolulde

Como ug # 0,
\ 2 [on [Vuol® + |z|"uf dx 2
q [gx |2]"|uol? dx q
y como q > 2,
A>0.
Tenemos entonces,
A
—Aug + |z = 7q|:17|b|u0|q_2u0,
A(“ug) — Jal*(—uo) >
L(:Zo)

con L(ug) = A(ug) — |z|*(up) > 0, donde

1 osioi=j o gl
a’l]_{o S1 27&17 ) bl—()? CZ_O’ d(l’)— ‘l’|,
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son los coeficientes del operador L del Principio Fuerte del Méximo (1.6.1).
Es claro que se cumplen las condiciones (1.1), (1.2) y (1.3) de dicho Principio.
Supongamos que existe una bola B tal que

0 = inf ug = inf ug > 0,
B RN

entonces ug debe ser constante.
Como ug es continua, y ug # 0, resulta que ug no se puede anular, con lo
cual
ug > 0.

Luego, si ug es una funcion donde se alcanza m, entonces ug es solucién
débil de

—Au + |z|u = ¥|x\b|u|q*2u,

u>0enctp. enRY, wueH  (RY).
U

- 1
Teorema 2.3.11 Sea ug funcion donde se alcanza m. Entonces, vg = Aa=2 ug,

con \ = % YA %m, es solucion débil de

— A0+ faf?w = [ol 017

v>0enctp enRY, veH (RY),
es decir que, el problema (2.1) tiene una solucién radial no trivial.
Demostracion: Por la Observacion 2.3.10, ug es solucion débil de

—Au + |7)%u = A |z|Pui

u>0enctp enRY, ueH (RY).

Con lo cual

—Aug + |z[*ug = A |$|bu8_1 con\ = %,
y multiplicando a ambos miembros por 5\(;%2
—ATT Aug + A2z g = AXT? |l ud
N Aug + ARl = A2 [zfPud !

—A (:\ﬁuo) + |x|* (Xq%?u0> = |z (:\ﬁuo)q_l :
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Luego vy = S\FIQuO (con A= % y A= %m) es solucién débil de
—Av + |z|% = |z]Pv?7Y,

v>0enctp enRY, wveH (RY),

es decir que, el problema (2.1) tiene una solucién radial no trivial. O

2.4. Existencia de Soluciones No Radiales

Usamos los resultados anteriores para construir soluciones no radiales del
problema 2.2

—Au+ |z|%u = |z[Pu?t, we HY(B(0,R)),
u > 0en c.t.p. en B(0, R),

u =0 (en el sentido de la traza) en 0B(0, R),

cuando R es suficientemente ”grande”.

Consideremos ahora

M = M(a7 b, Q) = inf / |VU’2 + ‘x’“u2 de.
“EHcll(RN) RN
fJRN |m\b|u\q(i$=1

Claramente M < m. Probaremos que M se alcanza bajo ciertas condiciones.

Observacion 2.4.1 Sean a > 0, € > 0. Luego la inmersion

mie) o i ({lal < 1)

es continua.

Demostracién:

i) Por un lado, tenemos que:

/ |Vu|2dx§/ |Vul? dr
{lzl<t} RN

< JullF @y
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ii) Por otra parte, usando las desigualdades de Holder, y de Sobolev tene-
mos que:

/ Ude:/ u? - 1dz,
{lei<t} {lzl<t}
< </ |u|? dm) : (/ 1dx> :
{lzl<t} {lal<?
< (L) ()
RN £
<C (/ |Vul? dm) :
RN

< CH“H%@(RN)-

Luego juntando i) y ii) concluimos que

||u||H1({|x|§§}) < Cllull ap ey

Teorema 2.4.2 Si0<a< N, b>0, N>3 y

2<qg< gt i =2" — —a(zéb—2)’

luego M se alcanza.

Demostracién: Sea (u,) C H!(R") una sucesién minimizante para M,
es decir que
b
/ 2]t = 1,
RN

il = [ [Vl + of*u2ds > a1

Notemos entonces que ||uy ||z estd acotada, y por lo tanto (u,) estd acota-
da en H!. Como H!(RY) es un espacio de Hilbert separable (ver apéndice
B, Obs. (B.0.13)), v (u,) C H}(RY) es una sucesién acotada, por el Teore-
ma 1.1.28, existe (uy, ) una subsucesiéon débilmente convergente en H}(RY).
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Por simplicidad, podemos asumir que u, — u en H}(RY). Asi que por la
semicontinuidad inferior débil de la norma (Teorema 1.1.21), como

u, — u en H'(RY), y

iy < M,
tenemos que

Jull7 =/ IVul? + |z|*u?dz < M.
a RN

Ademas, como la inmersién HY(RY) < LI(RY, |z|’dx) es continua (Obser-
vacién 2.3.1), por el Teorema 1.1.20, vale que

U, —u en LIRY|z|dx).

Ahora con ésta ultima convergencia débil y teniendo en cuenta que

/ ’x‘b‘un‘qu =1,
RN

por la semicontinuidad inferior débil de la norma (Teorema 1.1.21), obtene-

mos
/ |2|®|u|%dz < 1.
RN

4b

Si ¢ esta definida por g = 2* — ﬁ, luego ¢ > b, pues ¢ < 2* — atv—g) Por
hipétesis.Y los exponentes
a a2*
r = — S =
c’ aq — 2c

. . 1 1 _ . , .
son conjugados, es decir que - + ¢ = 1. Verifiquémoslo:
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L 1 ¢ aqg—2c
r s a a2

_ 2c¢+aq—2c

a2*
2*c+ 2*a — a(;4\/'ci2) —2c
- a2*
(N =2)2*c+2*a(N — 2) — 4c — 2¢(N —2)
(N — 2)a2*
_ 2Nc+2Na —4c+4c—2cN
B 2Na

=1.

Notemos ademas que

pues,

( 2) 25
q——-|s5=45— —
r r
_qa?2* 2a2" ¢
Cag—2¢ ag—2c a
~ 2%(qa —2c)
- ag—2c

= 2"

Entonces

69
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/ 2] | e = / 2"~ | |
|z[>2 |z|>1
1 c—b
:/ ()" lalfunld
|z[>1
<[ @ el
2
Ssc_b/ ||| wy, | 7d
RN

RN

1
e[ [ (et o]
RN

1
. [/ <]un]q’%>s dx} L por desig. de Holder
RN

— ot [/ |x|“|un|2dx} ' [/ [tin, Q*dx] S
RN RN

<Ot por 1.y 2. que siguen a continuacién.

Como (u,) estd acotada en H!(RY), tenemos que

HunHHg <G
con (] independiente de n. En particular, tenemos que

L [fan |m|“|un|2dx]% <4

2. U]RN |[u, Z*dm]g < 022*/5 con (5 independiente de n pues, por la de-
sigualdad de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (ver Teorema 1.3.10),

tn |l L2+ mvy < C3 [ Vg 2@yy < Csllugllm < C3C = Cs.

Ahora, para todo t < 1, existe € > 0 tal que, para todo n,

/ 1 |2|° |, | dz > t.
|$‘§g



2.4. EXISTENCIA DE SOLUCIONES NO RADIALES 71
Por la Observacién (2.4.1) y el Teorema (1.1.20), como u,, — u en H}(RY),
tn |pcty= <y en H({Ja] < 1}).

Y por el Teorema de Rellich-Kondrachow (Teorema (1.3.12)), ya que ¢ < 2%,
se sigue que
u, —u en Li({jz] < 1}).

De esta manera, considerando

f((l/‘, u) - uq7
c > 1,
r = 1 vy,

A L({Ja] < 23) — L'({[z] £ 1}),  A(u) = u,
por el Teorema 1.2.21,
|un|? = Ju|?en L' ({]z] < 2}).

Asi que

||| d — Ju|?]a|” dz| < [ |” [[un|* = [u|?] dzy
1 1 1
{lel<ty {lel<y (|

/ Jal? fualt — [ul'] do = 0 cuando - +oo.
{

lz|<Z}

Por lo tanto
1 ]un]q|:c|bdx—>/ Jultaftda.
flzl<1) flzl<1)

Luego tomando limite,

12/ |u\q|x|bdx2/ ult]z bz > ¢
RN (o)<

lz|<Z}

Finalmente [y [u|?|z’dz =1y M se alcanza en u. O
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Observacion 2.4.3 Sea uw € D(B(0,1)), u # 0, u > 0, y su traslacion
ux(z) = u(x — (N 0,...,0)) con A > 0. Entonces,

1. fon VP dz = [on [Vul? de,

2. flRN |z|%u3 de < (A +1)° flRN u? dx,

3. Jan |z|°|ux|? dz > (X — 1)beN |u|? dx,
4. Uy € H;(RN)

Demostracién:

1. Por la regla de la cadena

Vuy(z1, 12, ...,08) = Vu(zy — A\, 29, ..., 0n5) Idnxn

= Vu(zy — A\, 22, ..., TN).

Luego, por sustitucion

/ |VU)\|2d£U = / ‘Vu(xl - >\7:C27 "'7‘Z.N)|2dx
RN RN

= / |Vu(ty, zg, ..., on5)|* dty dzy ... doy
RN

= / |Vul|® dz.
RN

2. Usando la sustitucién y =z — Aey y que |y| <1,

/RN |z|u3 do = /RN |z|u?* (2 — \ey) da
= [ o+ rali) dy
R

_ / ly + Aer|*a(y) dy
B(0,1)

< / (Iy] + I\]lea )" (y) dy
B(0,1)

< / (1+ X)u?(y) dy
B(0,1)

— N [ o)
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3. Usando la sustituciéon y = x — Aey y que |y| < 1,
/ 2t us|? da :/ 2z — Aey)|? da
RN RN
= [ v+ relut)idy
]RN
= [y renPlut)dy
B(0,1)
[ e )ty
B(0,1)
> [ (el = |- o) dy
B(O,l)
> [ =Dt dy
B(0,1)

~ =1 [ Jutldy

4. u € D(B(0,1)) ¢ DBO,1)" = H(B(0,1), y usando 1 y 2,
obtenemos

/ |VuA|2+\x|“u§d;1::/ \VuA|2da:—|—/ |2|* 3 dx
RN RN RN
< / |Vu|2dx+()\+1)a/ u? dx
B(0,1) B(0,1)
< ||U||§{1(B(o,1)) + (A + 1)a||u|’12ql(3(0,1))
= CA,CLHUH?F(B(OJ))
< 00,

por lo tanto uy € H}(RY).

Observacién 2.4.4 Sean u € HX(RY) y o : R — R, C* tal que

sop(p) € [=1,1],

AS)
If
[S—
)
3

|
N =
D[
| —
<
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0<e<1

=

Sea pp : RN — R, vr(z) = <m> ,

Sea up = upr —> u. Luego
R—+o00

up —u en H'RY) y

up —u en LYRY, |z|°dx).

Demostracion:

1. Veamos que [on [V(ug —u)]* + |z|*(ug —u)*dz — 0

R—+o00
a) |V(ug —u)|?
= |V(upr —u)”
=|Vu- ¢r + u- Vr —Vul?
|z
EEONO
1 x
R Taf

IA

[V

¢ <'_R‘) - 1' +ul -
<1 <C pues peD[-1,1]
2
< (Vul+ 1 ) 2
= |Vul* +2 % |Vl |u| + (%) u?

Notemos que g; es integrable, ya que, como u € H} (RM),
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1) [on [Vul?de < oo,

NI
NI

ii) 2& [on [Vl Ju]dz <25 ([on [Vul?) < 00

(S [ul?)

por la desigualdad de Holder, y
iii) (£)? [ u2da < oo,

b) |l lup — ul?
= [2|* [upr(z) — ul?

= [z|* [u (pr(z) — 1) 7

2
—faf*luf o (§) -1
—_——
<1
< Jol*
ey 92'

Notemos que g es integrable, pues u € H}(RY).

Consideramos g = ¢ + ¢2, g es integrable, entonces por el Teorema de
Convergencia Mayorada,

lim IV (ugp —u)|* + |z|* (up — u)? dx

= / lm |V (ug —w)|*> + |2]* (ug — u)*dz =0
R

N R—+oc0

ya que ug — u. Luego,
R—+o0

up — U en HYRM).

. Comour — wen HYRY)ylainmersion H(RY) — LI(RY, |z|°dx)

R—+o00
es continua, vale que

up — u en LYRY |z[’dz).
R—+o00
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O

Observacién 2.4.5 Sean ug y u como en la observacion anterior. Entonces

/|VuR|2+\x|au%dI s / Vul? + 2" ut de, g
RN R—+o00 RN

/ 2l jupl?dz — / 2]t [ul? dz.
RN R—+o00 RN

Demostracion:

1. Como up — wen HY(RY),
R—4-00

HUR”Hg(RN) - HUHH;(RN) < ||ur — u”Hé(RN) R_> 0,

—+o0

entonces
Jan IVugl® + |z|* u}, d o Jan VUl + |z|* w? d.

2. Como ug — wen LYRY |z|bdx),
R—+o0

lenllzgmy) = llullgem| < llur = ullgg@y) =2 0

entonces
Jan |z|” lugl|? dx Rjoo Jan |2]° [ul? dz.
O

Observacion 2.4.6 Sean u y ur como en la observacion (2.4.4) Entonces
ur € HY(B(0, R)).

Demostracién: Como u € H}(RY) y D(RY) es denso en H}(RY) (ver
Obs. (B.0.7)), existe (u,) € D(RY) tal que u,, — uwen H}(RY), lo que implica
que

H'Lbn — U“LQ(RN) —0 y HV('LLn — U)HLQ(RN) — 0.
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Queremos ver que

U, op  — upr=ur en H'(B(0,R)).
N——~ Nn—+00
€D(B(0,R))
Notemos que

1.

IV (un or —wer)l* = [V[(un — u) or][*

= |V (up —u) pr + (U, — u) Vor|*
2

= | |V(u, — u) ‘go (%‘) '+|un —u| |Veg|
——
——— S%Sl

para R suficientemente grande,
< (IV (un — )| + Jup, — u])?
= |V (up — u)|* + 2|V (uy — u)| |un — u| + |1, — ul?.

|(Un - u) 90R|2 - |Un - u’2 |<:0R‘2
<1

< |y — ul?.

Entonces, por 1y 2,

ltm 05 — 108 [ 30,1 = / 1V (0 — w o) + [t 9 — wiprl da
S~~~ B(0,R)
UR

S/ \V(un—u)]2dm—|—2/ |V (up, — )| |ty — ul|dz
B(0,R) B(0,R)

N J/ N J/

A B

+ 2/ |, — ul? dz
B(0,R)

- s

¢
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donde
A <19 (0 = 0) gy
B < 2[|V(up — )| 2@y ||un — || 2@~y por la desigualdad de Holder,
C < 2llun — ullfuny. ¥
IV (un —w)||p2@yy =+ 0y ||ty — wf[p2@mry — 0, con lo cual resulta que
lun R = wrlla mom) —2 0
Por lo tanto

HuRHHl(B(mR)) < |lur — un SORHHI(B(O,R)) + [|un SORHHI(B(O,R)) < 00,

vV Vv
—0 <oo

pues (u, pr) € D(B(0, R)) C H(B(0, R)). Luego up € H}(B(0, R)). O
Teorema 2.4.7 Si0<a<N,b>0,N>3,2<q<2aq9<2by
2% (1+4)a< (N-1)g—2),

luego, para todo R suficientemente grande, el problema (2.2) tiene una solu-
cion radial no trivial y otra no radial.

Demostracion:

1. a) Por el Teorema (2.3.3),

b) Definimos

~ ~ v 2+ Cb2d
M = M(a,b,q) := inf Jon [Vl + [2]u I.

ue HY(®RN) b 2
U0 (f]RN 2] |U|qd$)q

Veamos que

M =M =0.
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Es claro que M > M. Ahora bien, sea u # 0,u € H}(RY), enton-
ces u € LI(RY, |z|® dx) por la observacién (2.3.1). Consideramos

~ u U
u = T g ,
(Jour l2Plufr da) s el fop aa

e HY(RN) y [on |2]°|a]|? de = 1. Luego

M g/ \Vil]? + |z)*|af* do
RN

1
= Vul? + [af|uf da
2
Jull o

L1(RN |z|b dx
 Jan VUl 4 [z]%ul? d

= 2
(S | [lult dz) s

es decir que M < M.
Por otro lado, tomando v € D(B(0,1)) y su traslacién uy(z) =
u(z — Aep) y usando la observacién (2.4.3), resulta que

. Jan [Vul? + |z|*|ul? dx - Jan IVus? + |z|*uy|? dz

s ([ ol da) e (fox l2]Plun]o dz)

A+ 1) fon [Vul? + |ul? do
(A — 1)b5 (fRN |2 dx)5

lo cual tiende a 0 cuando A tiende a +oo siempre que aq < 2b,
implicando que M = 0.

2
q

<

2. Definimos:

a) m(R) =m(a,b,q, R) := inf fB(O,l) \Vu|* + |z|*u? dz.

ueHé’Tad(B(O,R))

IB(0,R) |2|buld de=1

b M R = M b R = s f ) L d |
) ( ) (CL, 4, ) ueHél(rll?(O’R» fB(O,l) ‘VU‘ + |$| w?dx
IB(0,R) |#/%Iul9 de=1

Veamos que m(R) y M(R) se alcanzan para todo R > 0. Verifiquemos
que se cumplen las hipétesis del Teorema (1.1.26) con

H = H(B(0, R))
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que es espacio de Hilbert, en particular reflexivo (ver Teorema (1.1.8)),

C:{uEH:/ ]a:\b\u|qu:1},
B(0,R)

J:CCH—R, J(u):/ |2|* u? + |Vu|* dr.
B(0,R)

= Veamos que C' es débilmente secuencialmente cerrado:
Si u, — ug en Hg(B(0,R)), entonces u, — ug en LY(B(0,R))

por el Teorema de Rellich-Kondrachow, pues 2 < ¢ < 2*.
Usamos el Teorema (1.2.21) conr = 1y p = q, f(x,uo) = |7|°|ug|?

verifica
|f(@,u0)] < K (1 + |uol?)
pues
|f(z,u0)| = |$|b|uo|q
< R’|lup|? pues € B(0,R),
< R*(1+Juol?)
Entonces,

/ |un|q]x\bd:c—>/ o7z
B(O,R) B(O,R)

y como [y, R) [u,|9|z|®der =1 Vn €N,

/ |uo|?|z|® dz = 1,
B(O,R)

es decir que ug € C. Luego C' es débilmente secuencialmente ce-
rrado.

= Veamos que J es secuencialmente débilmente semicontinua infe-
riormente en ug € C' :



2.4. EXISTENCIA DE SOLUCIONES NO RADIALES 81

Sea (u,) C C tal que u,, — ug. Por la desigualdad de Poincaré,
1

la norma |jul|" = (fB(O | VUl dm) * es equivalente a la usual en
H(B(0, R)). Entonces, por el Teorema (1.1.21),

|luol|” < lim inf ||u,||’,

es decir que

1 1
3 2
(/ |Vu0|2dx) < lim nf (/ |Vun|2d:v)
B(0,R) B(0,R)

Por otro lado, como u, — uy en H}(B(0,R)), por el Teorema
de Rellich-Kondrachow (1.3.12), u,, — ug en L?*(B(0, R)). Luego
usando el Teorema (1.2.21) con r = 1 y p = 2, andlogamente como
en el primer punto,

/ |un|2|x|“ dr — / |u0|2|x|“ dx.
B(0,R) B(0,R)

Con lo cual, J(up) < liminf J(u,), es decir que J es secuencial-
mente débilmente semicontinua inferiormente en ug € C.

= Veamos que J es coerciva:

J(u) > fB(O R |Vu|? dz. Por la desigualdad de Poincaré,

/ IVl dz > K/ wfde Vu e HY(B(0, R)).
B(0,R) B(0,R)
Con lo cual,

lull g Bo,r) < K J(u)

=K / |Vul? + |2|*u? d.
B(0,R)

Luego, si ||u| g3 (B(0,r)) — +00, entonces J(u) — +o0, es decir que
J es coerciva.
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Finalmente, se cumple que J es secuencialmente débilmente semiconti-
nua inferiormente y la condicién 2 del Teorema (1.1.26). De ahf resulta
que M(R) se alcanza para todo R > 0.

Anélogamente se prueba que m(R) se alcanza también para todo R > 0.
Observemos que en este caso, (u,) son radiales para todo n € N y si
u, — U, implica que ug también serd radial, pues las funciones radiales
son un subespacio cerrado.

3. Veamos que

a) lim m(R)=m > 0.
R—+00

b) lim M(R) =M = 0.

R—+00

Probemos b) :

» Sea u € HY(RY), podemos conseguir @ € H}(B(0,R)) (con R
suficientemente grande) que la aproxime.
Consideramos ¢, g y ug como en la observacién (2.4.4). Luego,
por las observaciones (2.4.4), (2.4.5) y (2.4.6), resulta que

M(R) < Jp.m |Vunl + |a|" uf da

(Sico.my l21? [umle dr )
_ Jen [Vur|* + |2|* uf, da
= 2
(S |2[" [ur]e dz)
Jan [Vul? + |z|*u? dx

R—+c0 (f]RN |x’b |u’q dx)s

Por definicién de {nfimo podemos conseguir v € H}(RY) tal que
Jan [Vul? + |z|* v dz

2

(Jar |2l [ul? dz)®

<M +e.

Entonces
M(R) < M +e.
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» Veamos que H}(B(0, R)) ¢ HX(RY) :

Sea u € H}(B(0,R)) = D(B(0, R))H'”Hl, entonces existe (u,) €
D(B(0, )) D(RY) tal que ||, — ul|g1(5(0,r)) — 0. Veamos que
— 0

S/ |V (uy, —u)\Qd:B—i-Ra/ (up — u)*dz
B(0,R)

B(0,R)
< lun = ullins.ry) + B lun — ullin se0.m)
= (1+ R?) [lun — UHHl(B(o,R)) — 0.
Como (u,) € D(RY), D(RY) es denso en H}(RY) y
[t — vl 2 vy = 0,
entonces u € H!(RY). Luego,

M(R) > M.

= Por los puntos anteriores obtenemos
M < M(R)< M +e¢,

con lo cual
IM(R)— M| <e si R> Roe),

lo que impica que

3 lim M(R)= M =0.

R—+00
Anélogamente se demuestra a).

4. Como en la seccién anterior, ahora con H = Hj(B(0, R)), usando el
Teorema de Multiplicadores de Lagrange (1.4.1), el Principio de Criti-
calidad Simétrica (1.5.3) y el Principio Fuerte del Maximo (1.6.1), ob-
tenemos para R suficientemente grande una solucion radial no trivial
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del problema (2.2), que es vy = Niz ug, con ug funcion donde se alcanza
m(R), A = % y A= %m(R). Y por otro lado usando Multiplicadores
de Lagrange (1.4.1) y el Principio Fuerte del Maximo (1.6.1), obtene-

mos una solucién no radial del problema (2.2), que es wy = = U,

con @y funcién donde se alcanza M(R), A = 3L y \ = %M(R).

5. Finalmente observamos que como consecuencia de lo demostrado ante-
riormente,

lim M(R)=M =0

R—+o00
pero

lim m(R) =m >0
R—+o00

entonces para R suficientemente grande m(R) > M(R). En consecuen-
cia, las soluciones obtenidas como minimizantes de m(R) (radial) y de
M (R) (no radial) seran distintas.

g

2.5. Condiciones Necesarias

De la identidad de Derrick-Pohozaev podemos obtener algunas condicio-
nes necesarias para la existencia de soluciones del problema (2.1).

Teorema 2.5.1 Sean 0 <a < N, N >3,b>0, si

~._ 2N b
1> q:= 55+ %5 (2.3)

0 Si
g<2+252 (2.4)

luego no hay soluciones no triviales para el problema (2.1).

Demostracién: Por el absurdo, asumimos que u Z 0, u € D(RY) es una
solucién del problema (2.1). Entonces

—Au+ |2 u = |z’ ut,

multiplicamos a ambos miembros por z.Vu e integramos sobre RY,

/ —Au.x.Vudx+/ |x|“u.x.Vudx:/ 2P u?™ 2. Vudr. (2.5)
RN RN RN



2.5. CONDICIONES NECESARIAS

= Veamos que

/—Au.x.Vud:E:%/ |Vul? dx.
RN RN

N

—Au.z.Vudr = — iz Tj Uz, O
/RN u.r.Vudr Z/RNuHx]ujx

por (1.3.1)-(i) N

/ (75 Ug; e, d

/ Ug,; 04 Ug; + Ug, Tj Uy, o; AT

>

=/ IVUI2+Z<‘V“'> z; do
/ |Vu|2dx+2/ W"‘Z xjdx

y por (1.3.1)
/ |Vul? dr — Z/ W“‘Q dx
= / |Vul?dr — N %dm
RN RN
=(1-%) /RN |Vul? dx

= %/ |Vul? da.
RN

= Veamos que

/ |z’ u? x Vudr = — <T+b>/ u?|z|” da.
RN RN
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Por (1.3.1), vale que

N
- —12a?
/RN 2. 2. u . Vu do = — E /RN“—; [b\x|b 12“’?' —I—]a:\b] dx
i=1

(%)

N
_ Zéw 2 o2 02 4 2 |t do
i=1

= —/ %qb|9c|b_2 |x|2d:v—N/ %|w|bd1’
RN RN
:—9/ u? ]x\bdx—ﬂ/ u? ||’ dx
q RN q RN
- — <M> / u? |z|° d.
q RN

= Andlogamente al punto anterior, vale que

/ |:L‘|“u.:c.Vudx:—(N2+a)/ u?|z|* dx.
RN RN

Por lo tanto reemplazando en la ecuacién (2.5) resulta que

2N [ vuf2ds - (N;a)/ u2yx|“dx:—(w)/ wla|" dz,
RN RN e RN

equivalentemente

st [ wudas (52) [ el do— (322) [ wlaprar o, 26)
RN RN RN

es decir que u satisface la identidad de Derrick-Pohozaev.
Por otro lado, multiplicando a ambos miembros por u e integrando sobre
RY en la ecuacién del problema (2.1), vemos que

—Au+|zu = |z ui?

/—u.Au—i—|x|“u2dx = / |2[° u? dx
RN RN

/ IVul> + |[z|* v dr = / |z’ u?dx  por (1,3,1) — (i).
RN RN
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De ahi reemplazando en (2.6), obtenemos

(252 - ) [ wuar + (3= - 2) [ iapan=o
q q RN

Ahora bien, sea u € H}(RY), como D(RY) es denso en H!(RY) (ver
apéndice B, Obs. (B.0.7)), existe (u,) € D(RY) tal que u,, — u en H(RY),

y
(252 - ) [ uaa + (- 22) [ e ar=o.
R R

Luego, igual que en la demostracién de por ejemplo el Lema (2.2.8), resulta

que
/ |Vun|2dx—>/ |Vul*dz, v
RN RN

/ui|x|“dm—>/ u?|z|* d.
RN RN

Con lo cual, si u #Z 0, u € H!(RY) es solucién del problema (2.1), vale que

(y - NTH?) / \Vul? dz + (N+“ — N%’) /RN u’|z|* dz = 0.

N-2 _ N+b N+a _ N+b . .
Como u # 0, (T — T) y (T — T) no pueden tener el mismo signo.
Notemos ademas que

N—2 N+b N+a N+b
= - >0 y =5° <0

no puede suceder, ya que es equlvalente a

(> 35+Rs Y 4<2+25%,

que es absurdo, pues

Por lo tanto, tenemos que

N—2 N+b N+a _ N+b
5 <0 y = > 0.

Esto es equivalente a

(<5t RS Y 4>2+258,

lo cual es una contradiccion.
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Capitulo 3

Una Ecuacion Analoga
Involucrando el p-Laplaciano

3.1. Resultados Principales

En este este capitulo, estudiaremos la existencia de soluciones del proble-
ma

—Apu+ |z [uf"Pu = |2l
(3.1)
u>0enct.p. en RY, —ueWH(RY),

donde a,b > 0, 1 < p,g < ooy Apu = div(|Vu[P™>Vu) denota el p-
Laplaciano.
También analizaremos el problema andlogo en una bola

—Apu+ |z uP?u = |z |u|t2u, u e WP(B(0, R)),
u > 0en ct.p. en B(0, R), (3.2)
u =0 (en el sentido de la traza) en 0B(0, R),
para R suficientemente grande.
Para obtener soluciones radiales y no radiales, consideraremos los proble-

mas de minimizacion

39
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mp=miabp) =l [ Vup ol fuPds,
uEan ®RN) RN
Jonv lzl¥luldda=1

My=Mabpgi= it [ (FuP el de
wewrP®N)  JRN
JoN |z|b|u|9dz=1

donde

WIPRY) = {u c WHP(RY) / |z||ulPde < oo} cona >0
RN

es un espacio de Sobolev con pesos, y WIP(RY) es el subespacio de sus
funciones radiales.
Los resultados méas importantes que probaremos en este capitulo son:

Teorema 1:
Si0<a<N({p-1),b>0,1<p< N,y

P<q<q=x5+ 5,

pb—a(p+ ) < (g —p)(V - 1),

entonces se alcanza m,,.

Teorema 2:
Sea ug funcion donde se alcanza m,. Entonces hay un miltiplo de uy que
proporciona una solucion radial no trivial de (3.1) .

Bajo una condiciéon de subcriticalidad, se obtiene un resultado analogo
de existencia para el caso de funciones sin simetria radial en R".

Teorema 3:
Si0<a<N(p—-1),0>0,1<p<N y

* 2
p<q<q’=p - &

entonces M, se alcanza.
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Estos resultados nos conduciran al siguiente teorema, que es el resultado
principal del capitulo, en el que se trabaja en una bola:

Teorema 4:
Si0<a<N((p-1,b>0,N>3,p<qg<pag<pby

p—(1+2)a<(N-1)(-p).

entonces, para todo R suficientemente grande, el problema (3.2) tiene una
solucion radial no trivial y otra no radial.

Por otra parte usando la identidad de Derrick-Pohozaev, podemos esta-
blecer un resultado de no existencia para el problema en R¥:

Teorema 5:
Sean 0 <a< N(p—1),b>0,1<p<N, si

q>q=F5 + 2
g<p+pLe
entonces no hay soluciones no triviales para el problema (3.1).

3.2. Espacios y Desigualdades para Funcio-
nes Radiales

Comenzaremos introduciendo los espacios funcionales con los que vamos
a trabajar en lo sucesivo.
Denotamos por W P(RY) al espacio de funciones radialmente simétricas
en
WP(RY) = {u e LP(RY) : Vu € LP(RY)}.

DP(RY) es denotado por el espacio de funciones radialmente simétricas en
DYP(RN) = {u e Lv5(RY): Vu € LP(RN)} (1<p<AN).

También denotamos por WP (RY) al espacio de funciones radialmente simétri-
cas en

WhP(RN) = {u € D'"P(RY) : / |z|*|ulPde < oo} con a > 0.
RN
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Las normas asociadas a cada espacio son,

1
oy = ([ fup+ 19z
RN
1 1
* p* p
[ullprr@yy = (/ |ul? dx) +(/ \Vu|pdx) ,
RN RN

ullyregyy = (/ ||| ul? + |Vu|pda:)
RN
Observacién 3.2.1 WHP(RY) c DUP(RY).

Demostracion: Si u € WHP(RY), entonces u € LF(RY) y Vu € LP(RY).
Ademas por la desigualdad de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, existe C' > 0
tal que

lull Lo* @y < C |Vl o@my.

De esta manera v € LP (RY) y por lo tanto u € D(RY). Ademss la
inmersién es continua. U

Observacién 3.2.2 WIP(RY) c WhP(RY).

Demostracion: Por un lado, usando las desigualdades de Holder y So-
bolev, tenemos que

p/p*
/ |ulP doe < C (/ |ul?” dm)
|lz|<1 lz|<1

< C[VullL

/ |u|pdx§/ 2]? [uf? da.
|z|>1 |z|>1

[ulle < C flullyyre

y también

Se deduce que

y por lo tanto
lullwro < C [lully -
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Observacién 3.2.3 Si definimos
Wal’p(RN) = {u c WHP(RN) . / |z|*u|Pde < oo}
RN

entonces .
W, (RY) = W, (RY).
Demostracién: Si u € WIP(RY), entonces u € WH(RY) por la ob-
servacién anterior, y u € LE(RYM) luego u € WIP(RY). Reciprocamente

si u € WH(RY), entonces u € WP(RY), luego u € D'P(RVN). Y como
u € LP(RY), concluimos que u € WLIP(RY). O

Lema 3.2.4 Supongamos que 1 < p < N y -22(1 = N) <a < N(p—1).

Entonces, existe Ay > 0, tal que, para toda v € W!P(RY), v € C(RY —{0}),
Yy tenemos que

b_"_a(p—l) p;D;Ql P%
ol 7 o) < Ay ([ laopas) ™ ([ vopds)”
RN RN

Demostracién: Sea v € W'?(RY) N D,(RY). Sea rq tal que el soporte
de u estd contenido en B(0,79).
Notemos que

i (Jul?) = plul”*ugz.

De

4 <]u\p7"apTer’1> = pluf?u 2 S

Flup (a(5) + 5 - 1) (51N

y a > JE7(1—N) por hipétesis (o sea que a <P_;1> +N—1>0), conseguimos
que
—1 .
4 (ufpr's ) > pluptuder N,

e integrando a ambos miembros,
To _ T0 _
/ pu|u|p_23—zs“(%)s]v_lds < / % <|u|ps“(%)sN_1> ds
T T
p=1 _
= ulro) Py 7 e — () et e

L N-1

= —]u(r)]pra%r puesu(rg) = 0,
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es decir
70
) <= [ a5 s
Ademas,
70 To
—/ pululP~ 2dusa( H) N - 1als</ p|u|\u|p_2 |s ) sN-14s
< ﬁ/g 0B, |[ul?~" |4 ’s ) sN-14s
_ (=2
=ty [l Vel 5 ),
RN

por el Teorema de Cambio de Variable.
Y por la desigualdad de Holder vale que,

p—1

w%l/RN |U(x)|p—1|Vu||x|a(pTTI>dx < o </RN (ju(z)P~1) 7T (|x|a;1>p’ﬁ dx)p,
: (/RN ywym) ’
= [ot] (

Ahora juntando las desigualdades queda,

=

p—1

[ plefar ) I9uln,

RN

p—1

a L_l — a T
P < g ([ u@Plapae) " 9l

p—1

o ([ JuPlalas) " [¥ulla,

1
Luego elevando ambos miembros a la i, y llamando Ay a (ﬁ) " llegamos
a?

()Pl CF ) |V <

p—1

p? 1
ae)] 2] 2] 5 < Ay (/ |u<x>|p|as|adx) 192l g
RN
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Consideremos ahora v € W (RY). Como D,(R") es denso en W P(R"Y)
(ver Obs. (B.0.8)), existe (v,) € D,.(RY) tal que

Up — 0 en W P(RY),
0 sea,
[vn = vl[ypregay —> 0 cuandon — +o0.

En particular,
Uy —> U en LP(R™).

Pasando entonces a una subsucesién podemos también suponer que
vn(z) = v(z) en casi todo punto.
Ademads por lo demostrado anteriormente, (v,) cumple que

p—1

p—

o=l N-1 a P2 1
@l 1ol < A ([ n@Plelde) 190 gy

Notemos que

S

1
L foull gy = (g 2l 0alPdz) ¥ — (fon lalfolPda)? = ol o

cuandon — +00, pues

1 1
’(/ |x|“|vn|pdx>p—(/ |x|a|v|pdx)p’:
RN RN

< v = vllzg@y)

[onll 2@y — [0l g @y

< lvg, — UHW(}’P(RN)v

por la desigualdad triangular, y [[v, — v|y10@y) — 0 cuando n —
400, con lo cual

1 1
P p
(/ ]x\“|vn|pd:c> — (/ ]x\“|v\pd:c) cuandon — +oo0.
RN RN

VUl o@yy — VO] Loy cuandon — 400,
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pues

[VUnllo@yy = VO] o@yy| < llvn — vl e@e)
< o — U“W;’P(RN)a

por la desigualdad triangular, y [[v, — v|yy10@y) — 0 cuando n —
400, con lo cual

[VUn || Lr@yy — VO] Lo @) cuandon — +00.

Luego vale que

a% N=1 < A Plrled pTEl \V4 %
(@) 2|7 2] 7 < Ax ([on (@) P|2]dz) # [V}, g

para todov € WP(RY).

)

Veamos ahora que v € C(RY — {0}). Como v, — v en WIP(RY),
entonces (v,,) es de Cauchy, es decir

v — UmHWal'P(RN) — 0.

Usamos la desigualdad recién probada para (v, — vy,),

p—1

p=1  N-1 p? L
v (2) — v (2)[|2]* 77 |2 7 < Ay (/N |vn, — vm|P|x|ada:) IV (0n = Vm) | L gy
R
p=1 1
p

< Aw llon = Ol Fao gy 100 = Ol

= Ay ||v, — vaW;,p(RN) — 0.
Podemos tomar una sucesion creciente de compactos
Ki={zeR"Y:1<|z|<i} €N,
cuya unién es RY — {0}. Para cada uno de ellos, vale
[00,(2) = 0, ()] < Aw llon, = 0, ol 5

< A lvn; = v, llywpr vy M — 0.
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Esto implica que v,,(x) es uniformemente de Cauchy en K, entonces existe
u; tal que
Up, — Uy uniformemente en K,

y (vn;) es una sucesién de funciones continuas, con lo cual 7; es continua.
Ahora bien, como v;(x) = Us(z) si x € K; y s > [, podemos definir ¢ para
r € RN por

o(x) =0(z) siz € K.

Entonces 0 € C' (RY — {0}) . Luego,
V=" en casi todo punto,

es decir que v € C(RY — {0}). O

Lema 3.2.5 Si1 < p < N, p<r < % = p*, luego para toda u €
WLP(RYN), tenemos que

/ lu|"dx < C (/ |Vu|pdx>
RN RN

N(r—p) Np+r(p—N)

()

Demostracién: Sea r = (1 — 0)p + p* con 6 € [0,1). Notemos que
p<r<p= %. Entonces,

/ lu|” dx:/ || V=P || ",
RN RN

por la desigualdad de Holder,

1-6 0
< ( [ Jultwes d:r) ( [ d:p)
RN RN
1-6 0
— (/ |ul? dx) </ |u P dm)
RN RN
1-60
_ p p*6
= ([ o)l




por Teorema 1.3.10,
C |[Vullf gy
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( lmpdx) i
()™ e ([ )
)

Np+r(p N) N(r—p)
( \ul? dz

(/ |Vul? da:) ’
RN

pues, despejando 0 de r = (1 — 0)p + Op*, queda

r = (1—-60)p+6p*
r = p—0p+6p*
r—p = 0(p"—p)
r*—p _ 9
p —p
r—p
= 0
N
pr—p
r—pWN-» _ ,
pN — p(N —p)
(r—p)(N—-p) 0
p? -
y asi
(r—p)(N —p)
1-6=1- ;
_p*—r(N—p)+pN—p
_ p2
pN +r(p—N)
p? ’
y
p0 _ pN (r=p)(N-p)1
p N-p p? p
N(r —p)
p2
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Lema 3.2.6 Paral <p< N, p<q< ]\’;]_Vp + M:W;)’ (l-N)<a<
p P
Np-1), q— W > p, existe By, tal que para toda v € DMP(RY),
S Sy
tenemos ’ ’

. 2
/ C| idr < B / Voul|Pd m—i_%(q_p—m)
x| |v X v T |
[ lalloftds < B ([ 190

Demostracién: Sea u € D, (RY).

c

C C
_ — = = = - 9= N= =
I ::/ ||| "dx :/ <|x|Npl+“pp21> T ) ) 7 da
RN RN

c _ c
= [ [l ] T T
RN

Por el Lema 3.2.4, se sigue que

p=1 AN, 5T c
p2 p2 | T Tz 9= N1, ,p-1
I < |Ay |z|*|ulPd |VulPdz lu| 7 T dx
RN RN RN
. N
y por Lema 3.2.5, que podemos utilizar pues p < ¢ — Y| < A}?fp,
p p

r

. (p=1)c c
N-1,,p_T p(N—D)+a(p—1) p(N—1)+a(p—1)
T (s (]
RN RN
lz |:q_N1 < p—T —p] L;+
-C </ \Vu|pd:c) ’ P </ |u]pda:) ’
RN RN
- p(Nf(zf)jrlgfp*D %—i_ {q— p(Nflc)Ifa(Pfl)} Z:TN
~ g ([ lalurac) ([ tura)
RN RN

2
e 4y Nils p P
Vuld PN—DFa(r—1) 1 2 [‘1 P p(N—1)+a<p—1)}
. Uu X
RN

2
S Vo PR
PN a1 T 2 [q P p<N—1>+a<p—1>]
< Brpe [ [ |VulPde
RN

q_C:|PN
N-1_, _p-1| 2
ot
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Consideremos ahora v € D}P(RY). Como D,(RY) es denso en D}?(RY)
(ver Obs. (A.0.2)), existe (v,) € D,(RY) tal que

v, — v con respecto a la norma || Vv|| zp@y),

es decir que
IV (v — v)|| Loy — 0.

Por la desigualdad probada anteriormente, vale que

c 2
FN=DFa=D 2 (q‘p‘m>
/ (|[vn|?de < Bupe / Vo, Pdz |
RN RN

Notemos que

1.

— 0 cuando n — 400,

'HV%HLP(RN) = Vol
pues

< |V (vn = )| Loy

’HVUHHLI’(RN) - HVUHLQ(RN)

por la desigualdad triangular, y como ||V (v, — v)||pr@y) — 0,
entonces

[Von || Le®yy — [|[VU|| o@yy  cuando n — +o0.

2. Veamos que

(/RN |:v|c|vn(m)|qu); N (/RN |x|C|U($)|qu>

vV vV
lomll g v, ol g v,

Notemos que (v,) es de Cauchy en DMP(RY) y vale la desigualdad an-
terior, con lo cual

Jan |2]vy — v |9da
2

mﬂ%(ﬁ’—m)
< BN,p,c (fRN |V(UTL - Um)|pdl’) - 0’
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cuando n, m — oo. De ahi resulta que (v,) también es de Cauchy en
LYRN, |z|¢dx). Luego, por la completitud de LI(RY, |z|¢dz), existe
v € LYRY |z|¢dx) tal que
v, — 0 en LYRM).
n—oo

Por otro lado, por la desigualdad de Sobolev (1.3.10)

[on = vl < OV (0 = 0)|[ 1o

En efecto existe una subsucesién (v,, ) tal que

Up, —> U C.L.p.

- — v = .
Up, —> U C.b.p.

Entonces obtenemos

v, — v en LYRY),

n—oo

y por lo tanto, por la desigualdad triangular, resulta que

||Un||L3(RN) — |lv LY(RN)-

Luego,

ep2
| |C| |(Id < B |v ‘pd mﬁ'%(q—p—m)
/]RN o T Pl \/]RN v T

para toda v € D}P(RY).

3.3. Existencia de una Soluciéon Radial
Observacién 3.3.1 5i 1 <p< N, p%l(l —N)<a<N(p-1),y

pb—ap — a=B < (g —p)(N — 1),

la inmersion

ngﬂ(RN) — LYRY | |z|°dx)

es continua.
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Demostracion: Consideremos la integral

1:/ 2 ufda.
RN

y la partimos de la siguiente manera: I = I; + I donde

L= / & |u]9de,
lz|<1

I :/ (|t | d.
[z]>1

1. Sea c tal que

entonces

11:/ 2 ftul? da

|z|<1

- / 2]~z de
lz|<1

<1 [ el
jel<1

< / j2l°lul? de,
RN

por Lema 3.2.6,

< Bnpe </ |VulP dx
RN

2
c N S cp
(N_1+ a1 P (q P 7p<w—1)+a<p—1>)
J— P
= Bnp.e HVUHL;}(RN)

2
c N _ cp
) PV -D+ap-1) T2 (q_p p<N71>+a<p71>)

c 2
Notemos que m + % (q —p— %) > 0, pues
p

N—1)+a(p—1)
+—° <
PT NG ap—n = 1
N
C

N
m < ¢g-p<(¢—p)y=>

P p?
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entonces las siguientes condiciones resultan equivalentes

N c
(q_p)Nfl > M_f_a(p—l
p p?
c
=P 2 N1 ap1 (1~
R
c c 1
1PT NG a7 TN, D N
P P P
c c
—i—N(q—p— ) > 0
N-1 | a(p—1) N-1 , a(p—1)
P ™ p? P T p?
2
cp cp
+N<q—p ) > 0
(N —1) 4 2= p(N —1)+a(p—1)
c N cp? )
+—lqg—p— > 0
(N —1) 4 2= p< p(N —1)+a(p—1)

[ cp?
Adema&s veamos que W + = (q —Dp— m> < ¢, pues

¢ 4y Nfg_p_ @
(N—1)422=1) T (q p p(N—1)+a(p—1)>

IN

Il
RDIm o~ "I~

S =

|
|z
N————
N\
I

+

QO
5

g
~_

+
S|z
—~

i<

|

=

N—

p> 1.

A
)
ol

o

@

53

Por otro lado como,
[Vull oy < [[ullyre gy,

entonces

= 5 (q‘p‘ = 1))
(N 1)+ P p - a(p—
IVull ™ < IVl g

< ||u||q 1p RN)



104 Capitulo 3: Una Ecuacion Analoga Involucrando el p-Laplaciano.
Por lo tanto,

Il < Cl ||u”;1/VTl’f(]RN)

I, = / |22|®|u|?da
|lz|>1

— [ ol el el e
|z|>1

_ _ _ _ q—p
:/ ‘x|b—a—(q—p)[%+a(pzl)] {‘x|1\;1+a(221)|u|} |x|a’u|de_
lz|>1

Notemos que

(=1 (g—p)

pb—ap —a— "2 < (¢—p)(N —1)
p(b—a) —alp-1)TE < (¢—p)(N 1)
plb—a) < (¢—p)(N—-1)+alp—1)LL
(4—p) [N —14 2]
b—a < ’

b—a < (q-p) XL+ 2]

b—a—(¢—p) [%er] < 0,

P2

—a—(q—p) | N=1 4 alpD)
(@ p){ TR ] < 1. Y por el lema

y como |z| > 1, entonces |x|b
3.2.4, se sigue que

o N[N=1, a(p—1) N—1, a(p—1) q-r
fo B 2 ] o
|z|>1

< A% (/ || |u|pdm) ||Vu||L§(RN)/ ||| ulPd.
RN |z|>1
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Sabemos que valen las siguientes desigualdades:

L7 (a-p) (g p)
([ eltarae) "7 < g

q9—Dp
||U|| plp(RN) y

[ e < ol

IA

qa—p
HVUHLg(Rm

Por lo tanto

2= (g—p)+ 2 +p
L < G lullyfrpgny "

= Ca Jlull}

WL (RN)

Luego,
1 1
I = (Il + IQ)‘I
1
< (Co by, + o il )
< Co Julhyppam,
entonces la inmersién W P(R") < LI(R", |z|’dz) es continua. O

Observacién 3.3.2 Sean 0 <e <1y Q. = {z e RV /e < |z[ < 1} . Luego
para a > 0, la inmersion

WiP(RY) = WHP(Q.)
es continua.
Demostracion: Como 0 < e <1y a > 0, vale que
1 a
L= (2)

|VulPdx < (%)a/ |VulPdz.
RN

AN

Qe
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Ademaés
e < af,
(e)* < |zl
L < ()" al

IN

/ uPdx
Qe

Luego existe C. = (%)a tal que

(&) [ el
RN

/ |Vul? + uP do < C’E/ |VulP + |z|*u? dz,
0. RN

es decir la inmersién WP (RY) < W'P(€),) es continua. O

Consideremos el siguiente problema de minimizacién

m, = m(a,b,p,q) := inf / |VulP + |z|*|u|Pdx.
wewlP@N)  JrN
Jon |z|b|u|qdz=1

Teorema 3.3.3 Si0<a<N(p—1),b>0, N>3,1<p<N,
P<q<q=3E+5

p

pb—a(p+ 22 < (g—p)(V - 1),

luego se alcanza m,,.

Demostracién: Sea (u,,) C WLP(RY) una sucesién minimizante para
my, es decir que
b
/ 2]t = 1,
RN

el = [ 190l faf, P =

Notemos entonces que ||uy [|y1» estd acotada, y por lo tanto (uy,) estd acotada
en WP, Ademds W'P es un espacio de Banach reflexivo y separable (ver
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apéndice B, Obs. (B.0.12)), con lo cual, por el Teorema de Banach-Alaoglu
(1.1.28), existe una subsucesion (uy,) tal que u,, — u en W!P(RY). Para
simplificar, notaremos w,, como u,. Podemos asumir entonces que u, —
wen WP (RM). Asf que por la semicontinuidad inferior débil de la norma
(corolario (1.1.27)), como

Uy — U en Wr%f(RN), y

[
tenemos que

Jully g = [ 190l + el e <
s RN

Ademds, como la inmersién WP(RY) < LY(RY, |z|°dx) es continua (Obser-
vacién 3.3.1), por el Teorema 1.1.20, vale que

U, = u  en LYRY, |z|’d).

Ahora con ésta tultima convergencia débil y teniendo en cuenta que

/ ’m‘b‘unlqdm =1,
RN

por la semicontinuidad inferior débil de la norma (corolario (1.1.27)), obte-
nemos

/ || |u|%dx < 1.
RN

Si ¢ esta definida por ¢ = p* + Np—fp, luego ¢ < b, pues ¢ < p* + Np—fp por
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hipétesis. Y por el Lema 3.2.6

[, tettenttda = [ iat~latlunld
|z|<e |z|<e

< 6”_6/ ||| un|Tdz
|lz|<e

§€b_c/ ||| w, |*da
RN

< ebC (/ \Vu,|Pdx
RN

<@ ( / Vunl? + [2]u? d
RN

S Ebch’

c N cp?
) PN-D+a(—1) | 2 [q_p‘ipw*l)ﬁa@fl)}

2
___ e 4y Nilg p P
)p<N1>+a<p1)+p2 [q P p(N—1)+a<p—1)}

ya que (up) es acotada en W!P(RY).

En la demostracion de la Observacién 3.3.1 vimos que si

pb— ap — =D < (g — p)(N — 1),

entonces

Ademas,

“b+a+(g—p) [_—1 I a(p—l)] — bia (1 n (q—p)(p—l)) + leopv)

p2

— _b+4a <P2+qp;q2—p2+p> n (q—p)](JN—l)

— gt —a) _ (a=p)(N—-1)
—a(p p2) b+ ’ .

Usando el Lema 3.2.4 y que la sucesién (u,) es acotada en W'P(RY), dedu-
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cimos que

/ [ |un|? dx = / i M e o T e
o> 1 >

= [ el )
2|21
Jun TP |2 up P da
jal> 2

No1a(p—1) p

N—1+G(P*1) P

NEREE= -
< (—) An (/ ||| wn [P dx) :
9 RN
2
: (/ |VulP dm) / ||| w, |P dx
RN |z|>1

p—1

(a=p)(N—1) e
< () () (/ lea!umd”“”)p |
RN

1
p2
(/ |Vu|pdx> /|x|“|un|pdx
RN RN

g+l ),bJr (q—p)z()N—l)

< (e 3

Ahora, para todo t < 1, existe € > 0 tal que, para todo n,

/ ([t 7 > 1.
e<|z|<t

Por la observacién 3.3.2 y el Teorema 1.1.20, como u,, — u en W,}’g’(RN),

Up lo.— u o, en WHP().
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Por el Teorema de Rellich-Kondrachow (Teorema 1.3.12) en W1P(.), existe
una subsucesién (u,, ) tal que

U, — u en L*(Q.),

entonces, existe (u,, ) tal que
J

Uny, — U c.t.p.
Ademés por el lema (3.2.4)
N-1 alp—1)
[y, ()] < A [n [0 7] =)
=1 alp=1)
-(—=+
< Ay ||unk]-||W;’p€ ( i v )
< (.,
y
Up, — U <0
| <0 [ S
En efecto,

/ \unk —u|qu—/ |unk —ul?” 2\unk —ul? dx

_/ (2C.)" 2|unk —u*dx

£

<2 OE)H/ t, — uf?dz —> 0,
Qe
es decir que
Un,, = U €n Li(Q.) V 2<g<o0.
Podemos suponer que

up, —u en LI(Q.) V 2<qg<oo.
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De esta manera, considerando

f(x’ u) - uq7
c > 1,
r =1 vy,

A LYQ) — LYQL), A(u) = uf,
por el Teorema 1.2.21,

[, |7 — |u|?en L' (92).

Asi que
] [y
Q. Qe

/ |$|b||un|q— lu|’| dz = — 0 cuando n — +o0.

€
/]un]q]x|bdx—>/ |u|q\:1:|bdx.
Q. Qe

Luego tomando limite,

1 2/ ||| 2| da Z/ |lu|?|z|Pda > t.
RN Q.

Concluimos que [y [u|?|z|’dz =1 y m,, se alcanza en u. O

< / 2P |funl? — ] do ¥
Qe

Por lo tanto

En las siguientes subsecciones, demostraremos los puntos importantes que
nos llevan a concluir que el problema (3.1) tiene una solucién radial no trivial.

3.3.1. Aplicacién de los Multiplicadores de Lagrange

Observacién 3.3.4 Sean

1. up una funcion donde se alcanza m,,
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2. F = Wr{g’(RN),
8. J:E—R, Ju)= [pn|Vul + |z|"u dz,
4. I:E—R, I(u) = [on|z|’|ul? dz,

entonces existe A € R tal que

/ p|Vug P2V Vo+plz|[ueP 2 ug vdx = /\/
RN

qlz®|uo)*Pugvdr Vv eEE.
RN

Demostracion: Notemos que J esta bien definida por la definicién de
WLP(RY) e I estéd bien definida por la Observacién 3.3.1.

Seav € F,
oJ o J(uo +hv) — J(uo)
By (o) = Jim h
d
= J(ug+h
an,_, (ug + hv),
donde

J(u0+hv):/ V(o + ho)P + [2]%uo + h o do, v

RN

d
%J(uo + hv) = / p|V(uop + hv)P>V (ug + hv) Vo +
RN

+ || [uo + hv[P2(ug + hv) v da,

entonces evaluando en h = 0,

aJ _ al. e
%(uo) =/ p|VuoP 2 Vug Vo + p || uo|P*ug v d.
RN

Anélogamente, dado v € F,

oI . I(ug+ hv) — I(ug)
gv o) = i h
_ 4 I(ug + hv)
Cdh,, ’
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donde

I(up + hv) / 121" |uo + hv|? da,
RN

d
—I(ug+ hv) = / |z|q|uo + hv|72(ug 4+ hv) vdz,
dh RN

y evaluando en h = 0,

oI
%(uo) = /N |x|bq|u0|q_2u01}da:.
R

Como ug € E es una funcién que minimiza J sujeto a I(u) = 1, e I'(ug) # 0,
pues existe algin v tal que %(uo) = 0, entonces por el Teorema de Multipli-
cadores de Lagrange (1.4.1), existe A tal que

J (ug) = X I'(ug).

En nuestro caso,

/ p|VuoP 2 VugVo+p 2| u [P *ug v dx = /\/
RN

q|z|’|uo|"?ug v dx Vv € E,
RN

que era lo que queriamos probar. [l

3.3.2. Aplicacion del Principio de Criticalidad Simétri-
ca

Observacién 3.3.5 Sean
1. up, una funcién donde se alcanza my,
2. E=WZ(RN),

3. G =0O(N) = {A € RVN/A A = Id}, el grupo ortogonal que actia
sobre E, mediante la accion

Au(z) =u(Az) Yue E, VA€ G,

4. J:E— R, J(u) = Ju)—XI(u) con J, I y X\ como en la observacién
anterior (3.3.4).
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Entonces ug es punto critico de J.

Demostracion:

= F es un espacio de Banach uniformemente convexo y reflexivo por el
Teorema (B.0.11). Luego, por la Observacion (1.5.5), E es estrictamente
convexo. Con lo cual, usando la Proposicién (1.5.6), tenemos que para
cada f € E’, existe un tnico u € E tal que f(u) = ||ul|% = ||f]|%-

= Afirmamos que la accién de G sobre E es isométrica, es decir
[ Aullygos) = lulhyzomr, YA€ G, Yu e WiPRY)

Pues,

1Al

_ /RN V(Au(@)P + 2| A(z)P de
B / V(AP + [e]fu(Az) ] da
= [ IVuldo) AP + ol u(Ao)P
y con el cambio de variable y = Ax,

= [ 19+l P dy

= ([0l g

a

ya que como A € G, |det(A)| =1y |y| = |Az| = |z|.

» Afirmamos que J es G—invariante, es decir

J(Au) = J(u) VAeG,Vu€eE.

Pues, usando la misma cuenta que en el item anterior con el cambio de
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variable y = Ax,

J(Awu) = /RN V(Awu(z)) P + |z]*Au(x) P de — N /RN 2|’ A.u(x)]? da
= /]RN |V (u(Az)) P + |z|*|u(Az) [P dx — A /]RN |2|°|u(Az)|? da

= / |Vu(Az) AP + |z|*|u(Ax) [P dz — /
RN

= [ el + P ay = [ Gl dy
= J(u) — A (u)

[/ |u(Az)|? dz
N

= Ahora sea,

Y ={ueE:Au=uVAcG}.

Afirmamos que
% =WP(RY).

Pues,

1 WP(@RN) C 3
Si u € WP(RY), entonces u(z) = a(|z]). Sea A € G,

I
g

Au(z) Ax)
Ax|)

|
|z|), pues|Az| = |z|siA € G,

Il
S < X

X

(
(
(
(

~—

Luego u € E y cumple que A.u =uVA € G, por lo tanto u € 3.

2. ¥ C WLP(RY) :
Consideremos @(r) = u(r.e;) con e; = (1,0,...,0) € RY.
Por un lema de 4lgebra lineal, sabemos quesi N > 2, z ey € RV,
existe A € G tal que Ax = y.
En particular si tomamos y = e;.|x|, existe A € G tal que Ax =
ey.|xl.
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Sea u € X, entonces

u(z) = Awu(x)
(Az)
(e1:[)
(l])-

Luego u € ¥ C F y u es una funcién radial, por lo tanto u €
ng(RN ).

Ademas Y es un subespacio cerrado de E, pues la accién es conti-
nua y la demostracién es anéloga a la de F;,(G) es cerrado en H
que aparece en (1.5.3).

Como uy € X = Wr{f(]RN ) es una funcién que minimiza J restringido a
I(u) =1, y por la Observacién 3.3.4

J(ug) = MNI'(up)
J/(U()) — /\[/(U()) =0
jl(UQ) = 0,

entonces ug es punto critico de J restringido a ¥ = Whp (RY). Luego, por el
Pricipio de Criticalidad Simétrica para espacios de Banach (1.5.7), ug es un
punto critico de J. O

3.3.3. Solucién No Negativa

En esta subseccion es importante destacar que gracias al lema (3.2.4),
una funcién uy donde se alcanza m,, puede considerarse como una funcién
continua en RY — {0}.

Observacion 3.3.6 Sea ug, una funcion donde se alcanza m,. Entonces |u|
es también una funcion donde se alcanza m,, es decir que hay una solucion
no negativa del problema de extremos, y podemos considerar entonces ug > 0
como solucion del problema de minimizacion.

Demostracion: Notemos que
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1.
juol) = [ _fof'uofdo
RN
= I(Uo),
2.
V(|uo|)(z) = o (@) Vuo(xz) por la Regla de la Cadena.
|uo()]
Aplicando médulo,
ug(x
|V (Juol) ()] > V()

Vug(x
|u0 I) ‘ 0( )’
= |VUO(1’)|,
entonces,
[V (Juo|)(2)[* = [Vuo(z)
Luego,

J(Juol) = / IV (luol)P + [z uof? de
RN
:/ Vol + ]2 do
RN

Luego |up| es una funcién donde se alcanza m,.

Definicién 3.3.7 Decimos que u € WIP(RY) es solucion débil de
—Apu+ [z fuf e = Az ul ",
St

/ |VulP?VuVo+|z|*[ulP 2 uvde = 5\/ |lz°|u|? Puvde Vo e WHP(RN).
RN RN
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Observacién 3.3.8 Sea u € C*(RY) tal que
— Ayt ol 2w = Aalfufu,
multiplicando por v € CZ(RN) N WLP(RY),
—vAyu A+ |z [ulP 2 uw = Xazlu|T 2w, Yo e C2RY) N WP (RY),
e integrando a ambos miembros,
/ —v.  Apu | [ufPuvde = 5\/ |2z|?u|7 2w v da,
RN ~—~ RN
div(|VulP~2Vu)
para todo v € CZ(RN) N WLEP(RY).
Luego, por el Teorema de Green vale que,

/ |VulP2 Vu Vo + |z|*uvde = 5\/ |z|°u|? 2w v do
RN RN

para todo v € CZ(RN) N WLEP(RYN).

Es decir, toda solucion cldsica es una solucion en sentido débil.

Observacion 3.3.9 Siuy es una funcién donde se alcanza m,, entonces ug
es solucion débil de

— A —
—Apu | fuf 7 u = Sz ful T,

u>0,u#z0enctp enRY, uwe W PRY).

Demostracion: Por la Observacién 3.3.5,
jl(UO) =0
JI(U()) - /\I/(Uo) 0

J/(UO) = )\I/(Uo)
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con lo cual se sigue que
/RN P [ Vuo|P~2 Vg Vo + plz|® |uoP~? uo v da
= )\/N qlz|’uo| " Pugvdr Vv € WH(RMN),
R
es decir que

/ |Vuo|P~2 Vug Vo + |2|* [ue|P 2 ug v dz
RN

p

= M/ |z|°uo|f 2ugvde Vv € WEP(RY),
RN

entonces por la Observacion 3.3.6 y la Definicién 3.3.7, ug es solucién débil
de

—Apu+ |z [ulP? u = A | lult

u>0,u#0enctp enRY, wueW!PRY).
U

Teorema 3.3.10 Sea ug una funcion donde se alcanza m,. Entonces, vy =

A uy (con A = % y A==Lmy) es solucion débil de
=Dy + [z o = Jzf* o]0,
v>0,vZ0enctp enRY, wve WT{’({’(RN),
es decir que, el problema (3.1) tiene una solucién radial no trivial.
Demostracion: Notemos que por la Definicién 3.3.7, tomando v = ug €

1, N Y\ Ag
Wr,ap(R )y)‘_ p

|2[% || T2l dx

/ Vol? + | uo? do = s
RN p

Jo
=3 f
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Como ug # 0,

NP Jav [Vuol’ + |2|*[uo/” dz— p
q Jon [2[*[uo|? dz q "

Por la Observacién 3.3.9, ug es solucién débil de
al,, |p— by -
— A+ [alfulr 2 u = Adjaf? [u]r
u>0,u#0enctp enRY, weW!PRY).

Con lo cual

—Njug + |z uh T = Nz ul™! con\ = %,
y multiplicando a ambos miembros por :\Z—;l
_S\%Apuo + S\%M“ bt o= ) Niv |2 |P ud
~p— ~ 1p—1 - g—
— X div [| Vo2 Vo] + |z]° [Aﬁ o =zl [N ud Y
e 1 e 1p—1 o 1g-1
—div [A% (|Vuol" = Vuo) | + |z|* AT = |zf’ P
. v 1 \pP2 o r L ] [~ p-l p [vr 797t
—div ()\qu> |Vug|P~* Xa=» Vug | + |z|* | Aaruy = |x|” | AaPug
_di e R AL s S Loy
div ||V (AT7ug ) P72V (Aar g ) | + |2]* [Aerug = |z|” | NP ug
L o e
—-A, [)\ﬁ uo| + |z|* P2 = x|’ P2
Luego vy = AT P (con A = % y A= Em,) es solucién débil de
—Apu + |z[* 0Pt = |z|P it
v>0,v#0enctp enRY, ve W PRY),
es decir que, el problema (3.1) tiene una solucién radial no trivial. O
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3.4. Existencia de Soluciones No Radiales

Usamos resultados anteriores para construir soluciones no radiales del
problema (3.2)

—Apu+ |z Pu = 2|, uwe WH(B(0, R)),
u > 0en ct.p. en B(0, R),

u =0 (en el sentido de la traza) en 0B(0, R),

cuando R es suficientemente grande.
Consideremos ahora

My = Mabpgi= it [ (GuP sl de
uwewgP@®N)  JRN
Jgn 12|Plu|9dz=1

Es claro que M, < m,, y usando nuestros resultados previos, probamos que
M, se alcanza bajo algunas condiciones.

Observacién 3.4.1 Sean a > 0, € > 0. Luego la inmersion

WIP(RY) < We ({m < é})

es continua.

Demostracién:

i)

/ |Vul|P do < / \Vul? dz
{lel<2} R

< ||u||€v;,p(RN)‘

ii)

/ |ul? dz = / |ulP . 1dx,
{lz1<2} {lz1<1}
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por la desigualdad de Holder,

por la desigualdad de Sobolev,

<C </ |Vu|pdx)
RN

S C HUH;/;”’(RN)'

Luego i
Hu||wl,p({|x|§%}) <C ||UHWal,p(RN)-

Teorema 3.4.2 Si0<a<N(p—1),b>0,1<p< N, N>3y

* 2
p<q<q=p - &

luego M, se alcanza.

Demostracién: Sea (u,) € WIP(RY) una sucesién minimizante para
n a p
M,,, es decir que
b
/ |z]”|up|tdz = 1,
RN

[unl[fy10 = /RN Vn|? + 2] |up [Pd — M,

Notemos entonces que [|uy [|yy1» estd acotada, y por lo tanto (u,) estd acota-
da en WP, Como WIP(RY) es un espacio de Banach, reflexivo y separable
(ver Teorema (B.0.11)) y (u,) C WEP(RY) es una sucesién acotada, por el
Teorema de Banach-Alaoglu (1.1.28), existe (uy, ) una subsucesién débilmen-
te convergente en W.IP(RY). Por simplicidad, podemos asumir como antes
que u, — u en WHP(RY). Asf que la por semicontinuidad inferior débil de la
norma (corolario (1.1.27)), como

U, — u en WHP(RY), y
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a1, < M,

tenemos que
lll? = / \VulP + |z|*|ulPdz < M,
a RN

Ademas, como la inmersién WIP(RY) — LI(RY |z|°dz) es continua (Obser-
vacién 3.3.1), por el Teorema 1.1.20, vale que

u, = u en LIRY|z|dz).

Ahora con ésta ultima convergencia débil y teniendo en cuenta que

/ |x‘b‘un|qu =1,
RN

por la semicontinuidad inferior débil de la norma (corolario (1.1.27)), obte-
nemos
/ 2t uldz < 1.
RN
p?b

Si ¢ esta definida por ¢ = p* — %, luego ¢ > b, pues ¢ < p* — aiN—p) POr
hipétesis.Y los exponentes

*

ap
aq — pc

. . 1 1 _ . , .
son conjugados, es decir que ;- + ¢ = 1. Verifiquémoslo:

a
r=—, §=
c

LoL_e e
r s a ap
_ pctaq—pc
= a—p*
2ca
_ petpa- a(prp) —pe
ap*
_ (N=p)p'c+p'a(N —p) = p*c = pe(N —p)
(N — p)ap*
pNc+ pNa — p*c + p*c — pcN
n pNa

=1.
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Notemos ademas que

pues,
( P> . bs
g—=)s=qs——
r r
_ _qap®  pap® ¢
aqg—pc aq—pc a
_ p'(ga —pe)
aq — pc
Entonces

z|\u,|%dr = 2P~z u, |9dx
||
|z[>2 |z[>2
1 eb c
= / (&) lellunlide
|z|>1

— €

< s
|z[>1

6c_b/ ||| w, |*d
RN
RN
1
T T
st V (effual ) dx] |
RN

1
i {/ (]un|q_§>s dx} por desig. de Holder
RN

— gob |:/ |;L‘|a|un|pd£(}:| ' |:/ |un|p*dl':| !
RN RN

< (C et por 1. y 2. que siguen a continuacion.

IN

IN

Como (u,) estd acotada en W1P(RY), tenemos que

iz < Co
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con (' independiente de n. En particular, tenemos que
1
L [ fon |2]*un|Pdz] ™ < C
1 .
2. [ fon [unlP dz]s < CF /* con Oy independiente de n pues, por la de-
sigualdad de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (ver Teorema 1.3.10),

[unll Lo @y < Cs [V || o@yy < Csllun||yir < C3C = Cs.

Ahora, para todo t < 1, existe € > 0 tal que, para todo n,

/| ol 7 > 1.
z|<2

Por la Observacién (3.4.1) y el Teorema (1.1.20), como u,, — u en WLIP(RY),
Un |{\x|§§}_\ u ’{|x|§%} en lep({|x’ < %})

Y por el Teorema de Rellich-Kondrachow (Teorema 1.3.12), ya que g < p*,
se sigue que
u, —u en LI({Jz] < 1}).

De esta manera, considerando

f(x7 u) = uq7
c > 1,
r =1 vy,

A L'({Jz] < 2} — L'({[z] < 1}),  A(u) =,
por el Teorema 1.2.21,

[un|® = Jul?en L' ({]2] < 1}).

Asi que

[l o= [l ds
{lel<1y {lel<?y

< [, lePllult =l do

{lel<ty
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/ . |2|? ||un]? — |ul?| dov — 0 cuando n — +oo.
{lzI<Z}

Por lo tanto

/ . |un|q|x|bdx—>/ . lu|?| x|’ dz.
flal<y flal<y

Luego tomando limite,

12/ ]u|q|x|bdx2/ ult]z b > ¢
RN {lz)<

lz[<Z}

Finalmente [,y |u|?|z|’dz =1y M, se alcanza en u. O

Observacién 3.4.3 Sea v € D(B(0,1)), u # 0, u > 0, y su traslacion
up(z) = u(x — (A 0,...,0)) con A > 0. Entonces,

1. f]RN |Vuy|P doe = f]RN IVulP dz,

2. fo |2 [url? do < (N + 1)* [ |ul? da,
3. Jax lellual? de > (A = 1)° fou |u|? da,
4. uy € WEHP(RN).

Demostracion:

1. Por la regla de la cadena

Vuy(z1, 29, ...,xn) = Vu(zy — A\, 22, ..., xn) Idysy

= Vu(ry — N\, 22, ..., TN).

Luego, por sustitucion
/ |Vu,\]pdx:/ |IVu(z; — A\, xo, ..., xn)|P da
RN RN

= / |Vu(ty, za,...,xn) P dt; das ... dxy
RN

:/ |VulP dz.
RN
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2. Usando la sustitucién y =z — Aey y que |y| < 1,

/ |:r;]“\uA|pdx:/ 2 fu(z — Aer)|P da
RN RN
= [ v+ rallut)r y
]RN

:/) ly + Ae ()P dy

B(0,1)

s/‘ (Iy] + I\ llex)* u()lP dy
B(0,1)

<[ @y
B(0,1)

=N [ )Py

3. Usando la sustitucién y =z — Aey y que |y| < 1,

/ ]x\b\u,\|qu:/ \x]b]u(x—)\el)]qu
RN RN
= [l elluto)idy
]RN

[l renPlut)edy

B(0,1)

[ e )l dy
B(0,1)

> [ (e =1 = ) )l dy
B(0,1)

> [ =Dt dy
B(0,1)

=~ [l dy

4. u € D(B(0,1)) ¢ D(BO, 1)) ™" = wir(B(0,1)), y usando 1 y 2,
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obtenemos

/|VUA|p+yx|a|uA\de:/ |VuA]pda:—|—/ 2" Jus|? dz
RN RN RN

< / \VulP dz + (A + 1)"“/ |ul? dx
B(0,1) B(0,1)

< ||U||1&/1,p(3(071)) + A+ 1)a||u||€vlm(3(0,1))

= Cxallullfyra 001
< oo,

por lo tanto uy € WP(RY).

Observacion 3.4.4 Sean u € WH(RYN) y o : R — R, C™ tal que

Sea ugr = upr — u. Luego
R—+o00

up —u en WH(RY) y

up —u en LYRY, |z|°dr).

Demostracion:

1. Veamos que [pn [V(ug — u)|? + |z|*|ug — ufPde — 0

R—+o00
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a) [V(ug —u)?
= |V(upr —u)l”
=|Vu- ¢vr + u- Vr —Vul?
2|
B v

IN

[V

e (1) —1‘—|—|u|-

<Cpues peD[-1,1]
[Vl + Jul C)
[Vl + Ju] + G ([Vul + [u])]”

|
(1+%) 1V + ful
(1+
9

A IA A

)72 IV ul? + [ul?]
1-

Notemos que g; es integrable, ya que, como u € WP(RY),
1) [en [VulPde < oo, 'y

i) [on |ulP dz < oo,

) Ja .~ ol
= ol o o) — ol
— ol Iu (pale) ~ )
— el o (&) 1]

—_——
<1

< Ja|* ful?

Notemos que g es integrable, pues u € WIP(RY).
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Consideramos g = g1 + ¢2, g es integrable, entonces por el Teorema de
Convergencia Mayorada,

lim |V(ug —u)P + |z|* |ug — ul|’ dz
R—+o00 RN

:/ lim [V(un — )’ + [2]* |up — ul? doe = 0,
R

N R—+o

ya que ug — u. Luego,
R—+4-o00

uR > U en WEP(RY).

2. Como ug W uen WLhr(RY) y la inmersién WP(RY) — LY(RY | |z|° dx)
—+00
es continua, vale que

up — u en LYRY, |z[°dz).
R—+o00

g

Observacién 3.4.5 Sean ug y u como en la observacion anterior. Entonces

/|VuR|p+|x|“|uR|pde—> / Vup + 2] [ulP dr,
RN —+00 JrN

2% |ug|?de — |z|® |ul? da.
R

Demostracion:

1. Como up — wuen WIP(RY),
R—+o00

”uRHW;vP(RN) - ||u||WC}vP(RN)

< [lur — UHW;P(RN) ij 0,
entonces

Jan IVuglP + |z|* lug|P dx e Jan IVulP + || [ulP dz.
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2. Como ug — wuen LIY(RY |z[°dx),
R—+400

lurllza@yy — lulls@yy| < llur — ullpo@y) Powd 0,
entonces

Jan |2 [ugl? dz P Jen 121" [u]? dz.

g

Observacion 3.4.6 Sean u y ur como en la observacion (3.4.4) Entonces
up € Wy*(B(0, R)).

Demostracién: Como u € WIP(RY) y D(RY) es denso en W1r(RY)
(ver Obs. (B.0.7)), existe (u,) € D(RY) tal que u,, — u en W P(RY), lo que
implica que

”un - UHLP(RN) —0 vy “V(un - U)HLF(RN) — 0.

Queremos ver que

U, pr  — upr=ur en W"P(B(0,R)). (3.3)
N—\— Nn—+00
€D(B(0,R))

Notemos que
1.

IV (unor —ur)P = |V[(up —u) og]F
= ‘v(un - u) YR+ (un - u) V90R|p

para R suficientemente grande,
< (IV(un —w)| + Jun —ul)”
<277 (IV(un — )P + fun — ul?).
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|(un - u) @R‘p = ’un - u‘p ’¢R|p
<1

< |uy — ulP.

Entonces, por 1y 2,

Hun PR — UPR H};Vl,p(B(o,R))

UR

- fB(O,R) IV (unor — upr) P + |up or — uwpplP dz

< or! / IV (ty, — )P do + (2071 + 1) / |, — ulP dx
B(0,R) B(0,R)

A B
donde

A<t ”V(un - U)“ip(RN),

B < (2p_1) |tn — u”ip(RN)v y
|V (tn, — u)|[ppyy = 0y ||un — ul|oryy — 0, con lo cual resulta que

[tn or — v @rllwirBo,R) — 0.

n—-+o0o

Por lo tanto

lurllwiesor) < lur = un ©rllwirsor) + |tn @rIlWir(B0.R) < 00,

—0 <o
pues (u, or) € D(B(0,R)) C W'P(B(0, R)).
Como hemos demostrado (3.3), concluimos que up € Wy ?(B(0,R)). O

Teorema 3.4.7 Si0<a< N(p—1),b>0,N>3,2<p<q<p*,aqg<pb
Y

b= (1+2)a<(V=1)g-p).
luego, para todo R suficientemente grande, el problema (3.2) tiene una solu-
cion radial no trivial y otra no radial.
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Demostracién:

1. a) Por el Teorema (3.3.3),

m, > 0.
Pues
p > 2
2
Q>—q
p
R N |
p
pq—q+p>1+g
p p
2 2
p°+pqg—p Q+p>1+g
p p
p+(p—1)(q—p) > 1+2
P D

pb—a(p%—m) <pb—a(1+g>,
b p
entonces por hipétesis
pb—a <p+ —(pfl);qu)> <pb—a (1 + %) < (N =1)(q —p).

Y claramente vale que p < ¢ < p* < p* + Np—fp.
b) Definimos

1 y VulP + |z|ul? d
M, = M(a,b,p,q) := ce Jan VUl A |2]*luf de

o2 (S Pl der)

D
q

Veamos que 3
M,=M,=0.
Es claro que M, > Mp. Ahora bien, sea u # 0,u € WIHP(RYN),

entonces u € LY(RY | |z|°dz) por la observacién (3.3.1). Conside-

ramos
u u

(fRN |$|b|u|’1dx)% el Lo @™ jafb do)

U =
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e WHRN) y [on |zl’|a]? dz = 1. Luego

My< [ VAl faflap do
]RN

1
; / IVl + 2] uf? da
) JRN

L1(RN |z|b dx
B Jan IVulP + |z]*|ul? dz

(Jan |2lul da) 7

es decir que M, < Mp.
Por otro lado, tomando v € D(B(0,1)) y su traslacién wuy(z) =
u(z — Aep) y usando la observacién (3.4.3), resulta que

]

Jan [Vul? + |z]*|ul? dx - Jen [VurP 4 |z|*|us [P da

‘ (Jio Lt fuse )

A+ 1)* fon [Vul? + [uP dx
(A= 1) ([ |ul7 dz)

lo cual tiende a 0 cuando A tiende a +oco siempre que aq < pb,
implicando que M(a,b,p,q) = 0.

inf

ol (fp [ [Plul di)

b
q

<

2. Definimos:

a) mp(R) =m(a,b,p,q, R):=  inf o |Vl 4|z ul” da.
uevv()}rad(B(O’R>>
IB(0,R) I=°u|? dz=1
b) My(R) = M(a,b,p,q,R) := [inf Ssom) [VulP+|z|*ul de.
ueWy P (B(0,R)) ’
IB(0,R) |x|b|u|2 de=1

Veamos que m,(R) y M,(R) se alcanzan para todo R > 0. Verifiquemos
que se cumplen las hipétesis del Teorema (1.1.26) con

E =W,”(B(0,R))

que es espacio de Banach, en particular reflexivo, pues es uniformemen-
te convexo por el Teorema (1.3.15),

C:{UEEZ/ |x|b|u|qal$:1}7
B(0,R)
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J:CCFE—R, Ju)= / |z|* [ul? + |Vul? dz.
B(0,R)

= Veamos que C' es débilmente secuencialmente cerrado:
Si u, — uy en W, ?(B(0, R)), entonces u, — ug en LI(B(0, R))

por el Teorema de Rellich-Kondrachow, pues p < ¢ < p*.

Usamos el Teorema (1.2.21) (con 7 = 1y p = q), f(z,u) =
|2]°|uo|9, verifica

|f(ZL',’LLO)| <K (]‘ + |u0|q)7

pues
| f (2, u0)| = |x|b|uo|q
< R’|lup|? pues =€ B(0,R),
< R*(1+ Jug|")
Entonces,

/ |un|q|x|bda: — / |u0|q|x|bdx,
B(0,R) B(0,R)

y como fB(o R) lu,|9|z®der =1 Vn €N,

/ ol dar = 1,
B(0,R)

es decir que ug € C. Luego C' es débilmente secuencialmente ce-
rrado.

= Veamos que J es secuencialmente débilmente semicontinua infe-
riormente en ug € C':

Sea (u,) C C tal que u,, — ug. Por la desigualdad de Poincaré,

la norma |jul|’ = (fB(O R |Vul? da:) " es equivalente a la usual en
Wy"(B(0, R)). Entonces, por el Teorema (1.1.27),

luol|" < lim fuf [[u, ",
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es decir que

1 1
</ |Vug|? dx) ’ < lim inf </ |Vu,|? daz) "
B(0,R) B(0,R)

Por otro lado, como u, — uy en W,?(B(0, R)), por el Teorema
de Rellich-Kondrachow (1.3.12), u,, — ug en L(B(0, R)). Luego
usando el Teorema (1.2.21) (con r = 1), andlogamente como en el
primer punto,

/ | |Plz|* dx —>/ |uo|?|z|* dx.
B(0,R) B(0,R)

Con lo cual, J(ug) < liminf J(u,), es decir J es secuencialmente
débilmente semicontinua inferiormente en ug € C.

= Veamos que J es coerciva:

J(u) > fB(O ) |VulP dz. Por la desigualdad de Poincaré,
/ |VulP de > K lulP dz Yu € W,P(B(0, R)).
B(0,R) B(0,R)

Con lo cual,

—f(/ IVl + ] [uf? da.
B(0,R)

Luego, si ||u||W01"’(B(O,R)) — 400, entonces J(u) — +oo, es decir
que J es coerciva.

Finalmente, se cumple que J es secuencialmente débilmente semiconti-
nua inferiormente y la condicién 2 del Teorema (1.1.26). De ahi resulta
que M,(R) se alcanza para todo R > 0.

Anélogamente se prueba que m,(R) se alcanza también para todo R >
0. Observemos que en este caso, (u,) son radiales para todo n € N y si
u, — Up, implica que ug también serd radial, pues las funciones radiales
son un subespacio cerrado.
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3. Veamos que

a) REToomp(R) =m, > 0.
b) lim M,(R)= M, =0.

R—+o00

Probemos b) :

= Sea u € WP(RY), podemos conseguir @ € W, ?(B(0, R)) (con R
suficientemente grande) que la aproxime.
Consideramos ¢, g y ug como en la observacién (3.4.4). Luego,
por las observaciones (3.4.4), (3.4.5) y (3.4.6), resulta que

/, [Vup[P + |z|* [uglP dx
M,(R) < =220 >
(fB(o,R) |2[® [ug|? dx)
 Jew IVuglP + |2]% [ugl? dx

(S [P Jur]t dz) ?
fRN |VulP + |z|® |ulP dx

R—+-00 (fRN |2[® |u|a da:)g

Por definicién de infimo podemos conseguir u € W1P(RY) tal que

Jan [Vul? + || |ulP dz
(Je |2[* |ultdz)

<M, +e.
Entonces
M,(R) < M, +¢.
= Veamos que W, ?(B(0, R)) ¢ WIP(RN) :

Seau € Wy*(B(0,R)) = D(B(0, R))H'”Wl’p, entonces existe (u,,) €
D(B(0,R)) C D(RN) tal que |lu, — ullwro(so,r) — 0. Veamos
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que [[un, — ul[y1egry = 0,
i = gy = [ 19 =) + el = P do
_/ IVt — )P+ [2]° [ — P da
B(0,R)

< / |V (u, —u)P de + R* / |y, — ulP da
B(0,R) B(O,R)

< Nlun = ullfpiopo.ry + B ltn = ulliyrmio.m)
= (1+ R) [lu, — UH];VLI)(B(O,R)) — 0.

Como (u,) € DRY), D(RY) es denso en WIP(RY) y |lu, —
ullyy1egyy — 0, entonces u € WLhP(RYN). Luego,

M,(R) > M,.
= Por los puntos anteriores obtenemos
M, < My(R) < M, +¢,
con lo cual
IM,(R) — M,| <e si R> Ry(e),
lo que impica que

3 lim M,(R) = M, = 0.

R—400
Andlogamente se demuestra a).

Como en la seccién anterior, ahora con E = W, (B(0, R)), usando los
Teoremas de Multiplicadores de Lagrange (1.4.1), el Principio de Cri-
ticalidad Simétrica (1.5.7), y agregando ademads el Principio Fuerte del
Maéximo (1.6.3) con

d=|z]*, Q= B(0,R), f(z,u) = |z|°|u|t™, g=0,B=q—1,yc= R,

obtenemos para R suficientemente grande una solucién radial posi-
~ 1
tiva del problema (3.2), que es vg = Ae—7 ug, con uy funcién donde
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se alcanza m,(R), A\ = % y A = Emy(R). Y por otro lado usando
Multiplicadores de Lagrange (1.4.1) y el Principio Fuerte del Maximo
(1.6.3), obtenemos una solucién no radial positiva del problema (3.2),

~ 1 _ ., <
que es wy = Aer U, con Uy funcién donde se alcanza M,(R), A\ = Aq
P

yA= §MP(R).
5. Finalmente observamos que como consecuencia de lo demostrado ante-
riormente,
lim M,(R)=M,=0
G My(R) = M,
pero

RETOO my(R) =my, >0

entonces para R suficientemente grande m,(R) > M,(R). En conse-
cuencia, las soluciones obtenidas como minimizantes de m,(R) (radial)
y de M,(R) (no radial) seran distintas.

g

3.5. Condiciones Necesarias

De la identidad de Derrick-Pohozaev podemos obtener algunas condicio-
nes necesarias para la existencia de soluciones del problema (3.1).

Teorema 3.5.1 Sean 0 <a< N(p—1),b6>0, 1 <p <N, si

qzqzzjg_f_VerNp_fp (3.4)

g<p+pi* (3.5)

luego no hay soluciones no triviales para el problema (3.1).

Demostracién: Por el absurdo, asumimos que u # 0, u € D(RY) es una
solucién del problema (3.1). Entonces u es punto critico del funcional

Flo) =3 [ (Vul+lallup)do -3 |

|2|°|u|? da.
RN

Sea
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Como u es punto critico de F),

Por otro lado
Flug) = %/ yvut|p+|x|a|ut|pdx—§/ 2| d.
RN RN

Ahora haciendo el cambio de variable

vale que ty =z, tVN dy = dx, vy
Vi) = Vu (%) 4
Con lo cual resulta que,
Flu) = / [Vu)P-& + | u(y)l] ¢ dy — 1 / 1y uy)| ¢ dy.
RN RN
Derivamos con respecto a t,
0= %F(Ut)
= fRN ¥|VU|P tN-—p—1 + %wmulp tN+a—1 dy _ fRN ¥’|y|b|u|qt]v+b_l dy.

Especializamos en t = 1,

0= |VulP do + Y+a || ulP doe — ||°|u|? da,
P P q
RN RN RN

luego,

M/ \vu|pda:+(w)/ yu\p|g;|ada:—(—+b)/ el dz = 0, (3.6)
P Jrw P RN 1 RN
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es decir que u satisface la identidad de Derrick-Pohozaev.

Por otro lado, multiplicando a ambos miembros por u e integrando sobre
RY en la ecuacién del problema (3.1), vemos que

—Apu o] [ = el )
/ —u. Apu+ |z|* julP de = / |2[? |u|? dw
RN RN
/ IVulP + |z]* |ulP dz = / 2|’ |u|fdz por (1,3,1) —1).
RN RN

De ahi reemplazando en (3.6), obtenemos

(M _ N_+b> / |Vul? de + <M - N—+b> / |ulP|z|* dx = 0.
p q RN p q RN

Ahora bien, sea u € WHP(RY), como D(RY) es denso en W1P(RY) (ver
Obs. (B.0.7)), existe (u,) € D(RY) tal que u, — u en WIP(RY). y

<M _ N_+b> / |V, |P de + <M _ N_+b> / |ty |P|22|* daz = 0.
P q RN p q RN

Luego, igual que en la demostracién de por ejemplo el Lema (3.2.4), resulta

que
/ |Vu,|P dx —>/ |VulP dz, 'y
RN RN

/|un|p]:c|“d:c—>/ ufP || da.
RN RN

Con lo cual, si u # 0, u € WHP(RY) es solucién del problema (3.1), vale que

(5= 2) [ vupae v (3= 52) [ i as=o

Como u # 0, (=2 — Nib) y (Nra _ N4b) 16 pueden tener el mismo signo.
p q p q

Notemos ademas que
Nop _ N+b - y Nta _ N+b
P q P q

no puede suceder, ya que es equivalente a

(> F T Y a<ptPis
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que es absurdo, pues

pN b—a pb
P < N—p y pN+a < N-—p-*

RN gy M NE s,

Esto es equivalente a

g<F Ay q>p+pis,

lo cual es una contradiccion. O



Apéndice A

Sobre el Espacio de Sobolev
Homogéneo D!'P(RY)

En este apéndice, demostraremos la densidad de las funciones suaves con
soporte compacto en el espacio de Sobolev homogéneo D'*(RY), introducido
en la seccion 3.2.

Observacién A.0.1 D(RY) es denso en DYP(RY) con 1 < p < cc.

Demostracion:
Etapa 1: Sea u € D'(RY), veamos que existe una sucesién (u,) de
funciones en D'(RY) con soporte compacto, tal que

llu — uy||prr — 0

Esto estd basado sobre un método de truncamiento estandar: fijamos una
funcién n en C*°(R) tal que 0 < n(x) < 1,n =1 en (—oo,1] y n(x) = 0 si
x > 2. Consideremos las funciones

Mn(z) =1 <%> .

Deducimos que 1, = 1 en B(0,n), 0 < n, < 1y n, estd soportada en
B(0,2n). Ademéds, como
) (2

Vim(z) =V (77 (%)
V()] < € 14, (2) (A1)

z
||

3=

vale que

143
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donde

A, ={r e RY :n < |z| < 2n},
y C es independiente de n (aqui 14, denota la funcién caracteristica del
conjunto A, ). Establecemos u,, = un,. Luego u, — u puntualmente cuando
n—4+ocoyaquen, -1,y

[un(@)] < Ju(@)] v ue L7 (RY)

Por lo tanto u, — u en LP" (RY) por Teorema de Convergencia Mayorada.
Ahora queremos ver que V(u,) — Vu en LP(RY). Entonces, sea ¢ €

Co (RY),
/ Un P, dv = _/ (az MU 8””) pdz,
RN RN J
donde == es la derivada débil de u respecto de x;. Es decir, la derivada débil
de u, respecto de z; es
ou, ou oy,
81’]' :a—xj'nn—i—U-a—xj.
Deducimos que
’@_Gun 8u(1_nn) . I '
Or; Ox; Oz, v ax] v
El primer término va a cero cuando n — +o00, por Teorema de Convergencia
Mayorada (como antes) ya que 8% € LP(RY) y %“j(l — )| < 8% :

Consideramos el segundo término:

1/p
Lp n An

6xj
por (A.1), pues ‘g%?(a:)’ < ’%;%(x)’ < €14, (). Para estimar esta igualdad,

usamos la desigualdad de Holder

/ |u\de:/ uf 1 da
Anp An
1/r
< (/ ’u‘P* dl’) ‘An‘l/r’
! 1/r
< ([ wrac) cayr
|z|>n
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donder:p—*:NL>1. De ahi
p -Pp

.
i
i

—— = = —
p

1/p ) i 1/p*
(/ |ul? dx) <C¥n (/ |ul|? daz)
An |z|>n
1/p
< cHw </ |u|P” dm)
|z|>n

pero como u € LP (RY), la integral de la parte derecha va a 0 cuando n —
+00.

Notemos que (u,) € DYP(RY), pues u € DYP(RY) y v, — w en D'P y
ademds (u,) es de soporte compacto ya que (7,) también lo es.

<
|
—
i
hS]

y obtenemos

De ahi

|- 5
u._

ox

Jlip

Etapa 2: Sea u € D'P(RY), queremos fabricar una sucesién (v,) €
D(RY) tal que v, — u en D'P.

Tomamos una sucesién regularizante (p,) € D(RY) como en la definicién
1.2.15, y consideremos

Up = Pp * U, con u,=n,u como en Etapa 1.
Por la Proposicién 1.2.14, (v,) € C*(R"™).Y como (p,) y (u,) tienen soporte
compacto, entonces por la Proposicién 1.2.12; (v,) tiene soporte compacto.
Es decir (v,) € D(RY).

Falta ver que v, — u en D'P

1. Veamos que ||v, — ul|;,» — 0.

Hpn * (nn u) - u”LP* = Hpn * (7771 u) — P kUt Pp*xU— UHLP*

< lpn * (M) = pn * wl|por + [|pn * u — ul| o

a) Veamos el primer sumando,
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Hpn * (nn u) — Pn * UHLP* = Hpn * (Mot — U)HLP*

< lpnllzr{lrm v = ull o

por el Teorema 1.2.11, ya que p,, € LY(RY) y (n, u—u) € L' (RY).
Luego por lo visto en Etapa 1, ||n, v — u||z»+ —> 0, con lo cual,

[on * (M0 w) — pn * ull e — 0.
b) En el segundo sumando, como u € L?", por el Teorema 1.2.18,
[lon * w = ul| o — 0.

2. Veamos que [|Vv, — Vu|» — 0.

[V [pn * ()] = Vullze = [|V]pn * (nw)] = V(pn ¥ 1) + V(pp * u) — Vul| s
< Vlpn * (nnw)] = Vpn x u)||lLe + [[V(pn % u) = Vu| s

a) Veamos el primer sumando,

V1o * (nnw) = pr* f||le = [[V]pn * (nu — w)]l| e
= IV (pn) (v —w)l| v
< V(o) |2l v — ul| o
< [IV(er) |2l w = ul| o,

por la Proposicién 1.2.14 y el Teorema 1.2.11, ya que (1, u —u) €
RNy ¢ LP(RY) c L (RY) y Vp, € DRY) c LY(RY).
Luego por lo visto en la Etapa 1, ||n, u — ul|;»+ — 0, con lo cual,

b) Veamos el segundo sumando,

|V(pn xu) — Vul[rp = [|pn * Vu — Vul[» por Lemal,3.8,
y Vu € LP(RY), con lo cual por Teorema 1.2.18

| % Vu — V|| pp — 0.
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Luego, D(RY) es denso en DVP(RY). O

Observacién A.0.2 Siu € DMP(RY) con 1 < p < oo, tomamos 1, como en
la Etapa 1 de la demostracion anterior, y consideramos

es decir, (uy,) es radial. Por otro lado, si tomamos p, como en la Etapa 2 de
la demostracion anterior y a la vez le pedimos que sea radial, y consideramos

Un () = (pn * un) ()

= [ ol =) uat)

_ / Aallz =y (ly]) dy
= (i * 10 (|2])
= U~n(|x|)v

con lo cual, (v,) es radial.
Por lo tanto, dado u € DP(RYN), existe (v,) € D.(RY) tal que v, — u
en DYP(RYN), es decir D,.(RY) es denso en DYP(RY) con 1 < p < oc.
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Apéndice B

Sobre el Espacio de Sobolev
con Pesos W, 7 (RV)

En este apéndice, demostraremos algunas propiedades del espacio de So-
bolev con pesos W1P(RY) | introducido en la seccién 3.2.
Comenzaremos introduciendo una clase de pesos que nos sera de utilidad:

Definicién B.0.1 Decimos que w es un peso en la clase A, de Mucken-
houpt, o un peso A,, si w es una funcion no negativa, localmente (Lebesgue)
integrable en RN (no identicamente cero) tal que

sup (]iw(x) d:v) (]i w(z)Tr dg;)pl = Cup < 00, (B.1)

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B en RN. Aqui la integral
con barra significa la integral promedio

fin =iy [
]J[E w(E) 5

donde p es una medida y 0 < p(F) < oo.

Siw es un peso A, escribimos w € A, y llamamos a la constante ¢, en
(B.1) la constante A, de w.
Observacién B.0.2 La funcion w(z) = |z|* es un peso A, si y sdlo si

—N <a<N(p-—-1).

149
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La importancia de la clase A, radica en el siguiente teorema, que dice
que dicha clase es exactamente la clase de pesos que hace que el operador
maximal de Hardy-Littlewood

M f(z) = sup f Ml (B.2)

>0

sea continua en el espacio de Lebesgue con pesos LF(RY; w).

Teorema B.0.3 (Muckenhoupt)
Sea 1 < p < 00. Supongamos que w es una funcion no negativa localmente
integrable en RYN. Siw € A,, existe una constante ¢ > 0 que depende sdlo de
Cpw tal que
HMf”L?’(]RN;w) <c Hf”L”(]RN;w) (B?’)

cuando f € LP(RN; w).

Inversamente, si se cumple (B.3) se tiene para toda f € LP(RY;w) con ¢
independiente de f, entonces w € A,.

La importancia para nosotros de la funciéon maximal (B.2) radica en que
nos permitira acotar a las sucesiones regularizantes, como establece el lema
siguiente:

Lema B.0.4 Supongamos que p € C°(RYN) es no negativa con [py pdz = 1.

Supongamos, ademds, que p es radial y decreciente, es decir, p(x) = p(y) >
p(2) si|z| = |y| < |z|. Sea f una funcién localmente integrable en RY. Luego

lpx fl< M f

c.t.p. en RY, donde

pe @ = [ oa=u).f)dy

Lema B.0.5 Siw € A, f € LP(RY;w), y p, una sucesion regularizante
como en la definicion 1.2.15, luego p, x f — f en LP(RN; w).

Demostracién: Ver Kipelédinen [13], Lema 1.5. O
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Observacién B.0.6 D(RY) es denso en LP(RY;|z|*dx) con —N < a <
Np—-1)yl<p<oo.

Notacion:
Lo(RY) = L/(RY: ] do)

Observacién B.0.7 D(RY) es denso en WP(RY) con —N <a < N(p—1)
yl<p<oo.

Demostracioén:
Etapa 1: Sea u € W}?(RY), veamos que existe una sucesiéon (u,) de
funciones en W1P(RY) con soporte compacto, tal que

[w = un| a0 — 0.

Esto estd basado sobre un método de truncamiento estandar: fijamos una
funcién n en C*(R) tal que 0 < n(z) < 1,n =1 en (—oo,1] y n(x) = 0 si
x > 2. Consideremos las funciones

(@) = (%)

Deducimos que 1, = 1 en B(0,n), 0 < n, < 1y n, estd soportada en
B(0,2n). Ademas, como

o= 0(2) =1 (2

Vi (2)] < 5 1a,(2) (B.4)

vale que

donde
A, ={r eRY :n < || < 2n},

y C es independiente de n (aqui 14, denota la funcién caracteristica del
conjunto A,). Establecemos u,, = umn,. Luego u, — u puntualmente cuando
n—4ocoyaquen, —+1,y

|un ()] < fu(z)],
entonces
y, — ul” < (Jup| + |ul)?

< 2 (|u? + [ul?) pues p>1
< 27 (Jup).



152 Sobre el Espacio de Sobolev con pesos

Con lo cual
/ |y, — ulP|z|* dx < 27"/ lulP|z|*dr < co pues u € WEHP(RY).
RN RN

De ah{ u,, — u en LP(RY) := LP(RY; |z|%dx) por Teorema de Convergencia
Mayorada.
Ahora queremos ver que V(u,) — Vu en LP(RY). Entonces, sea ¢ €

Co(RY),
/unsoxjdxz—/< M+ U 8"”)900@3
RN RN

donde =L es la derivada débil de u respecto de ;. Es decir, la derivada débil
de u, respecto de z; es

82:]- N 833]' i 833]' ’
Deducimos que
ou  Ouy, ou Ony,
7 1—mn, L n )
‘ 8$]~ ax]’ Lr ' 8:15]( ! ) Lr e 833]- Lp

El primer término va a cero cuando n — 400, por Teorema de Convergencia

N Y‘ (I—m)| < gz

Mayorada (como antes) ya que 2+ € LP(RV)

Consideramos el segundo termmo

1, C Hr
Hu.i g_(/ |u,pdx)
0|, — 1 \Ja,
por (B.4), pues g% ‘ < %;m(x)‘ < €1,,(z). Para estimar esta tltima

integral, usamos que 1 < n < |z|, de ahi

/ |u|P dx = / |ulP 1 dx
Apn An
< [ Juplel ds
A7L

< / Pl de,
|z|>n



Sobre el Espacio de Sobolev con pesos 153

1/p 1/p
(/ |ul|? d:l:) < (/ |ulPlz|® dx)
An |z|>n

on, C 1/p
Hu Bl S </ uflef dx)
Lp n |z|>n

y obtenemos

De ahi

axj

pero como u € LP(RY) y % — 0 cuando n — oo, entonces la integral de la
derecha — 0 cuando n — oo.

Notemos que (u,) € WIP(RY), pues u € WIP(RY) y u, —> uwen WPy
ademés (u,) es de soporte compacto ya que (7,) también lo es.

Etapa 2: Sea u € W!P(RY), queremos fabricar una sucesién (v,) €
D(RY) tal que v,, — u en WhP.

Tomamos una sucesién regularizante (p,) € D(R™) como en la definicién
1.2.15, y consideremos

Up = pp kU, con u,=n,u como en Etapa 1.

Como u,, € WIP(RY), Vu, € LP(RY), entonces por la desigualded de So-

bolev 1.3.10, u, € LP (RY). Con lo cual por la Proposicién 1.2.14, (v,) €

C>(RM). Y como (p,) v (u,) tienen soporte compacto, entonces por la Pro-

posicién 1.2.12, (v,) tiene soporte compacto. Es decir que (v,) € D(RY).
Falta ver que v, — u en WP,

1. Veamos que ||v,, — u|[zz — 0.

[lon * () = wllLe = llpn * (00 w) = po ¥ ut proxu—ull
< lpn # (10 w) = po* ull g + o * u = ullzz.
a) Analicemos el primer sumando:
Sabemos que u € WP(RY), por consiguiente, Vu € LP(RY),

entonces por la desigualdad de Sobolev (1.3.10), se tiene que u €
LP"(RY). Ahora bien, como |n,(r) — 1] < 1, obtenemos

/ it — u]?” di = / e — 17 [l de
RN RN

g/ lulP" dx
RN

< 0Q.
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Es decir que, (n,u —u) € L (RY) c L} (RY), entonces por el
Lema (B.0.4)
o (Mu — w)| < M (nou — u).

Por otro lado, (n,u — u) € LE(RY), con lo cual por la tltima
desigualdad y el Teorema (B.0.3)

o+ (= w)l g < [M (= w)| g
< cllmmu = ullz

< ¢ lmnu —ullye,

Y |7 — ulljy1p — 0 por lo visto en la Etapa 1. De ahi
@ n—oo
[l * (nw) = prx wllg = Nl * (10w = u)llz — 0.
b) En el segundo sumando, como u € L?(RY), por el Teorema B.0.5,
| pn * w —ul|p — 0.
n—o0

2. Veamos que [|Vv, — Vu|r — 0.

IV Ipn * (1 w)] = V| = [[V]pn % (1 w)] = V(pn % 1) + V(pn * 1) = Vul| o
< [IVlpn * (1 w)] = V(pn x w)||e + [V (pn + u) = V1o

a) Veamos el primer sumando,

IV * (o w) — pnx ullle = | V]pn * (N w — u)]|[ o
= Hpn * V(Unu - U)HLP

por el Lema 1.3.8, pues (p,) € D(RY) C L'RY) y (n,u—u) €
WLP(RY). Luego por el Teorema 1.2.11, se tiene que

o %V (= W)l < [l pallr IV (v — )| e,
va que V(n,u —u) € LP(RY). Y ademss ||V(n,u — u)||zp — 0
n—oo

por lo visto en la Etapa 1, con lo cual

Hv[pn * (nnu> — Pn * u]HLp r:o 0.
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b) Veamos el segundo sumando,

IV (pn *0) = Vallzs = [lpn * Ve = Var| 1o

por el Lema 1.3.8, y Vu € LP(RY), con lo cual por el Teorema
1.2.18
|l pn * Vu — Vu| . — 0.

Luego, D(RY) es denso en W1P(RY). O

Observacién B.0.8 Siu € DIP(RY) con 1 < p < oo, tomamos n,, como en
la Etapa 1 de la demostracion anterior, y consideramos

Un () = u(z) ()

es decir, (uy,) es radial. Por otro lado, si tomamos p, como en la Etapa 2 de
la demostracion anterior y a la vez le pedimos que sea radial, y consideramos

Un(@ = (pn * Un)(x)
= /RN Pn( —y) un(y) dy

= [ e = s iulu dy

= (n * i) (|2])

= vn(lz]),

con lo cual, (v,) es radial.

Por lo tanto, dado v € W'P(RY), eziste (v,) € D, (RY) tal que v, — u en
WiP(RN), es decir D.(RY) es denso en W'P(RY) con —N < a < N(p—1)
yl<p<oo.

Observacién B.0.9 Sea a > 0. La inmersion WHP(RY) — WIP(RY) es
continua.

Demostracién: Queremos ver que existe C' > 0 tal que

[ullwre@yy < Cllullye g
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Veamos primero que existe C' > 0 tal que ||u|| e [ul[} 1.0 En

Lo o P (RN)’
efecto, utilizando las desigualdades de Holder y de Sobolev, tenemos que:

fullt, = [ Jul?ds
RN
:/ |u\pdx+/ luf? dz
lz|<1 |z|>1

§/ |u\p~1dw+/ |ulP|x|® dz
<1 RN

X -k
< (/ |ul?” dx) (/ 1dm) —i—/ |ulP|x|® dz
RN <1 RN

SC’/ |Vu|pdx+/ |ulP|z|* dx
RN RN
< Clul?, .

Por otro lado, sabemos que [py [VulP dz < [[ul[{,1.,- Por lo tanto, existe
C > 0 tal que

[ullwro@yy < C llullyre gy

Observaciéon B.0.10 El espacio L2(RY) es separable.

Demostracién: Sea D = {v = 1ggm P(z) : P € Qz1, 22, ...,xN]} . Cla-
ramente D es numerable. Veamos que D es denso.
Por la observacién B.0.6, dado ¢ > 0y u € LP(RY) existe & € D(RY) tal
que
lu—allz <3

Como sop() es compacto, entonces sop(a) C B(0, k) para algin k. Para ese
1

k, sea M = (fm]x\“dx>g,0<]\/[<oo.

Por el Teorema de Stone-Weierstrass, los polinomios son densos en C'(B(0, k)),
con lo cual existe un polinomio P € Q[x1, za, ..., zx] tal que

8 S

[P(2) —(x)| < 5= Va € BOK).
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Ahora bien, consideremos

(0.k)
Entonces,
1
P
ool = ([ ite) = olo)Plel o)
B(0,k)
1
p a P
< ( / (z37)" || dx)
B(0,k)
1
p
_ e / |:L'|adx)
B(0,k)
__ €&
=t
Luego
lv = ullg < flo—allzy + 1o = wllr
<5+5
<eE.
Es decir que D es un conjunto numerable denso en L?(RY). U

Teorema B.0.11 Sea a > 0. WIP(RY) es un espacio de Banach para 1 <
p < 00, es separable para 1 < p < o0, y es reflexivo y uniformemente convexo
para 1 < p < oo.

Demostracién:

1. Veamos que W P(RY) es un espacio de Banach (1 < p < c0).

Sea (u,) una sucesién de Cauchy en W!?(RY), es decir que
[tn = Umlly1p — 0 cuando n, m — oo.
Por la observacion (B.0.9),

[un — tmllwie < cllun — e =0,
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es decir que (u,) es de Cauchy en W1P(RY) que sabemos que es un
espacio de Banach, con lo cual existe u € WHP(RY) tal que

Up —> u en WP

Entonces Vu,, — Vu en LP, u,, — u en LP y existe una subsucesion
(un,) tal que
(Un,) > u en c.t.p.

Llamemos (u,) a (uy, ). Entonces,
/ 2]t () — (@) P i < [Jtin — tellygir <& S i > mp(e),
RN
luego por el Lema de Fatou (1.2.3) cuando m — oo,

/N |z un (z) —u(z)Pde <e si n>mny(e),
R
0 sea

U, »u en L.

De ahf resulta que u € LE(RY), pues

||u||L§ < ||u - Un”Lﬁ + HunHLﬂ < 0.
—_——  ——

—0 <oo

Y ademaéas

ot =l = [l — ullz + [Vt — Vol
L. o/ N 7

TV Vv
—0 —0

es decir que
U, —>u en WrP.

2. Veamos que W1IP(RY) es separable (1 < p < 00).

Sea E = LP(RN) x (LP(RN ))N, que resulta espacio de Banach separa-
ble, con la norma

N 1
ow !
||w||E = (HwHig(RN) + Z Ha_IL’]HIEP) )
j=1
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pues LE(RY) y LP(RY) lo son con sus respectivas normas. Sea T :
WIP(RN) — E, T(u) = <u, 867“1, a%v - %) ,T" es una isometria eli-

giendo una norma adecuada en el producto.

La imagen de T es
T (W, (RY))

0
= {(u,vl,vg, oy UN)/u € LP(RN), vy, v, ..., vy € LP(RN)ya—; = vj‘v’j} .
j

donde las derivadas se interpretan en sentido débil. Por lo tanto 7" (WP (RY))
es un subespacio de E. Resulta entonces que T (W2 ?(RY)) es separa-
ble, y por consiguiente también lo es W1IP(RY).

3. Veamos que WIP(RY) es reflexivo y uniformemente convexo si 1 < p <
00.

En efecto, por un argumento andlogo el espacio E que definimos an-
tes, es uniformemente convexo. Por lo tanto T’ (Wal’p (RN )), que es un
subespacio de E, resulta también uniformemmente convexo (por el Teo-
rema de Clarkson (1.1.12)), y en particular reflexivo. Por consiguiente
también lo es WLIP(RY).

g

Corolario B.0.12 Sea a > 0. W!P(RN) es un espacio de Banach para 1 <
p < 00, es separable para 1 < p < 00, y es reflexivo para 1 < p < o0.

Demostracién: Veamos primero que W!?(R") es cerrado:
Sea (u,) € W!P(RY) tal que u, — u en W,?, entonces

HUHW{}P < lu-— un”w,}v?’ + HunHWalvpv
—_————— ——

—0 <oo

es decir que u € WHP(RYN). Y por otro lado, como (u,,) es radial,
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resulta que u también es radial. Luego v € W '?(RY) y por lo tanto W,'P(RY)
es cerrado.

Ahora bien, como W/P(RY) c WP(RYN) y W!P(RY) es cerrado, por
(B.0.11), obtenemos que W;f(RN) es un espacio de Banach para 1 < p < oo,
es separable para 1 < p < oo, y es reflexivo para 1 < p < oo. U

Observacién B.0.13 Notemos que por todo lo demostrado anteriormente
H,(RY) = WARY) y H! ,(RY) = WEARYN) (con a > 0) son espacios de
Hilbert separables.
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