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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es dar una introduccion, desarrollada y con ejemplos, de las
bases de la teoria de representaciones de carcajes finitos. Para eso utilizaremos las herramientas
potentisimas desarrolladas conjuntamente por Maurice Auslander e Idun Reiten, cuyo concepto
central es el de sucesién exacta que casi se parte (almost split). Seguimos principalmente el
libro de Ralf Schiffler, Quiver representations (Springer, 2014), consultando el excelente libro
de referencia de algebras asociativas de Skowronnski y Yamagata, Frobenius Algebras I.

En la tesis se puso énfasis en proveer ejemplos de la teoria, utilizando resultados conocidos
en casos concretos, como el estudio del diagrama Ag o el cdlculo de algunos carcajes AR o de
la dimensién homoldgica de su dlgebra de caminos. Son ejemplos de resultados conocidos pero
que no se suelen dar en la literatura y en este trabajo se los describe explicitamente. Por otra
parte también se da la demostracion de algunos pequenos resultados como el teorema 2.4. 0 4.2.
En otros casos se dan demostraciones simplificadas de las encontradas en los libros consultados,
como en el lema 4.26 o 5.13; y en otros casos se amplian, aclaran y completan los detalles de
algunos resultados como el teorema 6.17, 5.31 o 4.37.

Un carcaj (quiver en inglés) es simplemente un diagrama hecho de vértices y flechas que
conectan esos vértices. En principio, parece un objeto perteneciente a la teoria de grafos, pero las
preguntas que la teoria de carcajes y la teoria de grafos se hacen son completamente distintas.

. Por qué nos puede interesar estudiar esta clase de objetos? Empecemos por decir que a un
carcaj se le puede asociar una estructura algebraica natural, que es la de k-algebra, con base los
caminos del carcaj, la suma formal, y la concatenaciéon de caminos como producto. Una posible
respuesta a la pregunta es que el estudio de las k-algebras (asociativas, unitarias, de dimensién
finita) estd intimamente relacionada con esta estructura algebraica asociada al carcaj. Mds atn:
estudiar la categoria de mddulos finitamente generados sobre una k-algebra es esencialmente
lo mismo que estudiar el comportamiento algebraico de ese carcaj. Asi, podemos convertir un
problema de algo que puede ser extremadamente abstracto en estudiar un diagrama de vértices
y flechas.

El elemento principal para estudiar los carcajes son sus representactones, que no es mas
que substituir los vértices por espacios vectoriales, y las aristas por transformaciones lineales.
Es decir, ahora pensamos al carcaj como un diagrama de transformaciones lineales; y entonces
podemos hacer algebra. En la Parte 1 del trabajo damos las definiciones basicas de la teoria, y
las operaciones que podemos hacer con las representaciones: suma directa, pull back, push out,
aplicarles el funtor Hom, etc. También damos una primera introduccién al llamado carcaj de
Auslander Reiten, conformado por las representaciones de tipo indescomponible como vértices,
y morfismos indescomponibles como aristas.

En la Parte 2 continuamos el estudio de la categoria de representaciones, investigando sus
representaciones proyectivas, cuya definicién es calcada a la definicion usual para R-mddulos.
También probamos que la categoria de representaciones indescomponibles tiene una propiedad
muy especial, que es ser hereditaria: toda subrepresentacién de una representacién proyectiva,



es proyectiva también. Veremos también ciertas resoluciones proyectivas minimales, que son las
resoluciones proyectivas “més chicas” en un sentido preciso.

La parte 3 establece el puente entre la teoria de representaciones y el algebra de moédulos,
demostrando que la primera es (categdéricamente) exactamente lo mismo que una categoria de
modulos sobre el dlgebra de caminos. También hacemos un poco de dlgebra homolégica, definien-
do el funtor Ext y la dimensién homolégica de un médulo. Adyacente al dlgebra homoldgica,
y utilizando algunas de sus técnicas, la parte 4 estudia una serie de funtores, especialmente
el funtor traslacion de Auslander Reiten y el funtor de Nakayama, que sirve para calcularlo.
La traslacion es un ingrediente fundamental dentro de la teoria. La traslaciéon en principio es
tan solo una asignacion, pero para definirlo como funtor es necesario pasar a un cociente de
la categoria, mirando a los médulos salvo proyectivos. Este objeto es la categoria estable de
representaciones.

En la quinta parte desarrollamos la base de la teoria de Auslander-Reiten (A-R), introdu-
ciendo el concepto de morfismo que casi se parte e irreducible. La importancia de estos conceptos
viene de que junto con la traslacién, forman los ingredientes principales del carcaj AR, que se
forma a partir de un carcaj con sus representaciones indescomponibles. Este carcaj es una he-
rramienta muy poderosa a la hora de estudiar las representaciones de un carcaj @ y, por lo
tanto, la categoria de médulos sobre una k-algebra.

Finalmente para terminar el trabajo demostramos un resultado de Pierre Gabriel, introduc-
torio pero muy importante, que clasifica completamente los tipos de carcaj que tienen finitas
representaciones indescomponibles. Es tal vez el primer teorema de clasificaciéon de carcajes
que se puede dar dentro de la teoria, y sirve como excelente punto de partida para estudios
adicionales en la clasificacién de estos objetos.



Parte 1

Representaciones de carcajes

1.1. Definiciones, ejemplos, resultados

Introduccion

El objeto de estudio subyacente en este trabajo son las representaciones de carcajes. Recor-
damos someramente las definiciones basicas, ejemplos y resultados. La mayoria de los resultados
(excepto tal vez el teorema de Krull-Schmidt) son inmediatos y por eso se omite su demostracion,
el lector interesado puede encontrarlos por ejemplo en [Sch14].

Definicién 1.1. Un carcaj, o quiver en inglés, es el conjunto de cuatro datos Q = (Qo, @1, S, t)
donde Qg y @1 son conjuntos y s y t son funciones, con dominio ()1 y codominio Qq. El conjunto
Qo es el conjunto de “vértices”, Q)1 el conjunto de “flechas”, y sy ¢ son el “origen” y el “final”de
la flecha respectivamente. (source y target en inglés).

Si bien podemos decir simplemente que ({1, 2}, {a},s,t) con s(a) = 1,¢(a) = 2 es un carcaj,
estos objetos se representan en general, graficamente, quedando toda la informacién de vértices,
flechas, origenes y finales expresada en su grafo, que en este caso seria 1 —%— 2 .

Ejemplo 1.2.

Q %
L2 =253, 4
M/
«
5 o 6 8

El carcaj no es conexo pues el grafo subyacente (el que se obtiene si nos olvidamos la
direccién de las flechas) no lo es. Ademés notemos que de 6 no sale ninguna flecha; un vértice
del que no sale ninguna flecha se llama “sumidero” (sink en inglés). En cambio al 2 no llega
ninguna flecha; un vértice de este estilo se denomina “fuente” (o source). El ejemplo muestra
que un carcaj admite en principio mucha libertad: puede tener lazos (o loops en inglés, flechas
que empiezan y terminan en el mismo vértice), dos 6 méas flechas con el mismo origen, dos 6
mas flechas con el mismo final o una secuencia de flechas que empiece y termine en el mismo
vértice. La tnica restriccién general en todo el trabajo es que la cantidad de flechas y vértices
serd finita.

Ejemplo 1.3. Una clase muy importante de carcajes son los de tipo Dynkin. Estos tienen como
grafo subyacente un diagrama de Dynkin. Esta clase de grafos es notable porque aparecen en la



clasificacién de muchos objetos de tipo finito de distintas areas, como algebras de Lie, grupos
de Coxeter y algebras cluster. A lo largo del trabajo solamente usaremos los diagramas Dynkin
de tipo A, D o E;, con i = 6,7, 8, por eso muchas veces utilizaremos “Dynkin” como sinénimo
de un tipo especial de estos diagramas.

A, 1 2 3 n—1 n
n—1
Dn 2 n—2
\n
1 2 3 4 5
Eq ‘
6
1 2 3 4 5 6
Er
7
1 2 3 4 5 6 7
Eg ‘
8

Dado un carcaj los objetos algebraicos sobre este que estudiaremos son sus representacio-
nes. Basicamente una representacién es colocar un espacio vectorial de dimensién finita sobre
cada vértice y reemplazar las flechas por transformaciones lineales.

Definicién 1.4. Una representacién de un carcaj @ es un par ({M;}icQys {¢a}tacg,) don-
de M; es un espacio vectorial de dimension finita para todo i y wa: Mgy — My es una
transformacion lineal para todo «a.

_ _ 15253 , _
Ejemplo 1.5. Si Q es azxt algunos ejemplos de representaciones son:
4
kL 2k 0—25%—"50
M = AT (A€ k) M = OT
k 0
:
0 10
k k? { ] k
M// — [0 1]
11
k2

Un elemento z € M es una upla {z;}icq, donde cada z; € M;. Dada una numeracién de
los vértices, el vector dimensién de una representacion es el vector dim(M) = (dim(M;))icq, -
Siempre que hablemos de vector dimensién supondremos a los vértices de ) numerados.



Definicién 1.6. Dadas dos representaciones M = (M;, o) y N = (Nj, $o), un morfismo de
representaciones f: M — N es una coleccién de transformaciones lineales { f; }icq, : M; — N;
tal que para toda flecha «: ¢ — j, el siguiente diagrama conmuta:

M, —LE N,

Se denota como Homg (M, N) al conjunto de morfimos entre M y N. Usualmente nos olvidare-
mos de escribir el @ si el carcaj esta fijo.

Observacion 1.7. Dadas dos representaciones M y N, Homg (M, N) es un k espacio vectorial
con el producto por escalares y la suma coordenada a coordenada.

Ejemplo 1.8. Veamos algiin ejemplo de un morfismo entre representaciones. Sea @) el carcaj
del ejemplo 1.5 y las representaciones

00—k —— &k
M = J
k

05k sk
M = OT
0

S

Calculemos Hom (M, M’) : Un morfismo f: M — M’ tiene la forma f = (f1, f2, f3, f4) con
fi: M; — M y debe cumplir que el siguiente diagrama conmute:

0 k ! k
f2 f3
0
[ — k L k

0

N

0

Notemos que el morfismo f queda determinada por las transformaciones lineales multiplicar por
fo y por fs. Se sigue por la conmutatividad para la flecha ag: 2 — 3 que fo = 1-fo = f3-1 = f3.



Ademas, usando la conmutatividad para la flecha as: 4 — 2, se sigue que fo -1 = 0. De lo an-
terior concluimos que fy = f3 = 0. Por lo tanto Hom(M, M') = 0.

Hom(M', M"): Sea f: M’ — M"” un morfismo de representaciones como antes, entonces el
siguiente diagrama conmuta:

N T\ k\{iizij
\0

luego [fﬂ = [E?gl} De lo anterior se sigue que Hom(M', M") es un conjunto de morfismos
3)2

0
de transformaciones lineales, cada una de ellas dada por tres flechas, f1, fo y f3. Cada f; es una
transformacion entre espacios vectoriales de dimensién 1. Del hecho que los diagramas conmutan
se obtiene que f; = fo y que f3 = 0. De esto se concluye que Hom(M', M") = k.

Un morfismo f: M — N es un monomorfismo si f; es una transformacion lineal inyec-
tiva para todo 7, epimorfismo si cada f; es sobreyectiva y un isomorfismo si cada f; es un
isomorfismo.

1.2. Suma directa e indescomponibles

Una operacién muy importante para estudiar representaciones es la suma directa.

Definicién 1.9. Dadas dos representaciones M y M’ de @ se define la suma directa como la
representacion

Me M = (M;® M, o0 D ba)

.. . 0
Notemos que matricialmente, el morfismo se escribe como [‘poa " }

Ejemplo 1.10. SiQes 1 —— 2+«+—3 vy
M= k—5 k0

entonces

[100}
011
001

0
1
MaeM = ko k? k@kQQO@k

que es lo mismo que

10



Por lo tanto M" se puede escribir como (i.e., es isomorfa a) la suma de dos representaciones.
Esto nos da la idea de definir cuando una representaciéon no es la suma de dos representaciones
no triviales. Las representaciones indescomponibles hacen honor a su nombre y funcionarian
como los “nimeros primos”de la categoria, a partir de las cuales podemos construir todas las
otras representaciones.

Definicién 1.11. Una representacién M es indescomponible si cada vez que M = M @ M’
entonces M =00 M’ = 0.

1

aq

Ejemplo 1.12. Si Q = 2 . 3, entonces
3

a4

4

U
A

1

B2 «—— k
1
i

es indescomponible. En efecto, supongamos que f: M = S @ L es un isomorfismo, con S =
(Siysqa) y L = (Li,ly). Vamos a demostrar que S = 0 o L = 0. Para hacerlo, procedemos por
casos:

Caso 1: Veamos que si una de las representaciones S o L tiene sus coordenadas 1 y 4 igual
a cero, entonces debe ser la representacion nula. Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que S1 = S4 = 0. En efecto, como S; = Sy = 0, entonces Ly = Ly = k. Las transformaciones

lineales de M y S @ L correspondientes a la flecha aq son [§] y [5%1 [31} respectivamente.

Ademss s,, = 0 porque S; = 0, entonces la transformacién lineal asociada a a7 de S @ L es:

00 0

0 lo lo
0 Ly u) So @ Lo, que es lo mismo que L4 —[;L So @ Lo. Como f es un morfismo, por
la definiciéon de morfismo aplicada a la flecha «q, el siguiente diagrama debe conmutar:

g

k————— k?

fi l% %l f2

-}

Que es lo mismo que decir que fa(e;) = 0+, o f1(1). De esta igualdad se sigue que fa(e1) € Lo.
Andlogamente, por la definicién para la flecha a4, el diagrama a continuacién debe conmutar:

11



0
k L k2
fa l’:“ %l f2

k:L4*>SQ@L2

-

entonces fa(ez) € La. Luego Im(f2) C Lo y como es un isomorfismo eso significa So = 0 y en
consecuencia s,, = 0. Para terminar, como lo siguiente conmuta:

PR )

k
f2 l% %l f3

k2 =00 Ly oo 3B Ls
[ 0ty
en el caso que S3 # 0 entonces Ly = 0 y Im(f3) C S3 y la composicién del lado derecho daria
cero, lo que significarfa que [1] € Ker(f2) absurdo pues es un isomorfismo.

Caso 2: Supongamos que 51 =0y Sy = k. Luego L1 = k y Ly = 0. Entonces tendria que,
por ser morfismo de representaciones, fa(e1) € Lo y fao(e2) € S2. Y por lo tanto f2 ([1]) no
pertenece a S, (si lo hiciera, fa(e1) perteneceria también a S3), y tampoco pertenece a La (si
lo hiciera, fa(e2) perteneceria a Ls). Pero como S3 & L3 = k entonces S3 =0 o Lg = 0 lo que
implica que f2 ([1]) € La 0 € Sy, absurdo. Entonces S =00 L = 0.

Los indescomponibles permiten reducir el problema de estudiar todas las representaciones
de un carcaj a estudiar solamente sus representaciones indescomponibles. La razén de esto es
exactamente el teorema de Krull-Schmidt-Remak:

Teorema 1.13. (Krull-Schmidt): Sea Q un carcaj y M una representacion de Q. Entonces
MZEM &M@ ---® M,

con M; representaciones indescomponibles. Ademds la descomposicion es unica, es decir, si
M= M &M, @M, entonces t = n y la nueva descomposicion es un reordenamiento.

Demostracion. Ver por ejemplo [SY12], teorema 4,6. O

1.3. Subrepresentaciones, funtor Hom, pull back y push out

Dado un carcaj @) la categoria Rep(, tiene como objetos las representaciones de @ y como
flechas a los morfismos entre representaciones.

Todas las definiciones usuales de subobjetos, cocientes y sucesiones exactas existen en esta
categoria, y valen los teoremas usuales. Esto no es coincidencia pues veremos mas adelante que la
categoria de representaciones efectivamente es equivalente a la categoria de médulos finitamente
generados sobre una cierta k-algebra.

Definicién 1.14. Dada una representacién M = (M;, ¢,), una subrepresentacién de M
es una representacion (N;,1,) donde cada N; es un subespacio de M; y las flechas 1, son las
restricciones a IV; de ¢,. Puede verse también que una definicién equivalente a la dada es que una
subrepresentacion es una representacién tal que la inclusion es un morfismo de representaciones
inyectivo.

12



Notaremos que H es una subrepresentacion de M con el simbolo H <« M.

Observacion 1.15.

s SSINKM,Q<My@ <N entonces Q < N

s SINKMyQ<KM, NNQ<KM

Definicién 1.16. Dado un morfismo de representaciones f: M — N, con M = (M;, ¢q) se
define el nicleo de f como la representacién

Ker(f) := ({Ker(fi)}i, ¢a’Ker(f¢))

Observacion 1.17. El nicleo de f: M — N es una subrepresentaciéon de M.
Definicién 1.18. Dada una subrepresentacién N de M, con M = (M;, ) y N = (Ni, ¢aly,)
se define el cociente M/ v como la representacion

M/N = ({Mi/Ni}u Do)

donde @, es el morfismo inducido por ¢, en el cociente. El morfismo ¢, induce una flecha en
el cociente pues (pa(Ns(oz)) = 9004|Ns<a) (Ns(a)) C Nt(a)'

Observacion 1.19. M/ v es una representacién de Q y w: M — M/ v la proyeccién al
cociente es un morfismo suryectivo.

Definicién 1.20. Dado un morfismo f: M — N, N = (N;,v,) la imagen de f es una
representacién que notamos Im(f):

Im(f) := (Im(fi)i, Yalun(s))
Como antes, Im(f) es una representacion.

Teorema 1.21. Primer teorema de isomorfismo: Si f: M — N es un morfismo, entonces

Im(f) = M/Ker(f)

Observacion 1.22. La categoria Repg con la suma, nucles y cocientes ya definidos es una
categoria abeliana.

Funtor Hom y sucesiones exactas

Definicion 1.23. Una sucesién de morfismos de representaciones
..._>M1f_1>M2f_2>M3f_3>...

es exacta si Ker(f;) = Im(f;_;) para todo i.
Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma

0—LL ML N_—0

Es decir f es inyectiva, g es sobreyectiva y Ker(g) = Im(f).

13



Ejemplo 1.24. Sea Q@ =1—2y

S(1) == k—0 P(1) = k—k S(2) = 0—k

entonces
0— 952 Lwmssa —o

es una sucesion exacta, donde f es el morfismo f = (0, 1) y g = (1, 0) (podemos comprobar
que f y g son morfismos de representaciones).

Definicion 1.25. = Un morfismo s: M — N es una seccion si existe un morfismo f: N —
M tal que fos = Idyy.

= Un morfismo r: M — N es una retraccién si existe un morfismo g: N — M tal que
rog=Idy.

= Una sucesion exacta corta 0 — L i) MZ4 N —0se parte si f es una seccién.

Teorema 1.26. Dada una sucesion ezxacta de representaciones

0—>LLMEN—0
son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. f es una seccion.
2. g es una restriccion.

3. existe un isomorfismo Y: M — L ® N tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 Lt sm—2 N 0
|
; P
0—— L—"5Le&N —= N 0
donde i es una inclusion y Py es la proyeccion candnica.
Demostracion. Reutilizar las demostraciones para médulos. O

Ejemplo 1.27. En el ejemplo 1.24 la sucesién exacta no se parte, pues f: S(2) — M no es
una seccién. En efecto, si g: M — S(2) es un morfismo de representaciones que es una inversa
a izquierda para f,

L

k
gll P
0 —— k

es un diagrama que debe conmutar. Luego g = (g1,0), pero entonces go f = goo fo = 0 #
Tds (), = Id.

14



Funtor Hom

Como vimos, dadas dos representaciones M y N, Hom(M, N) es un espacio vectorial con
la suma y el producto por escalares coordenada a coordenada. Esto se puede completar de la
siguiente forma a un functor covariante Hom(M, —):

Hom(M, —): Repy — Vecty,
N — Hom(M, N)
(f: N—S) — (fv: Hom(M, N) — Hom(M, S))

con fi«(g) = f og, y un funtor contravariante Hom(—, N)
Hom(—, N): Repy — Vecty
M — Hom(M, N)
(f: M — S) — (f*: Hom(S, N) — Hom(M, N))
con f*(g) =gof.

Teorema 1.28. Sea

0o—rL s N

una sucesion exacta en Repg. Entonces la sucesion es exacta si y solo si la siguiente sucesion
es ezacta para todo X € Repg:

0 —» Hom(X, L) £ Hom(X, M) £ Hom(X, N)

Esto nos dice que el funtor Hom (X, —) es exacto a izquierda, y efectivamente no siempre
manda sobreyectivos en sobreyectivos.

Ejemplo 1.29. Recordemos que
0552 LML sa —o

es exacta. Si tomamos Hom(S(1), —) obtenemos una sucesién exacta
0 — Hom(S(1), $(2)) £ Hom(S(1), P(1)) %> Hom(S(1), S(1))

Sea Id € End(S(1)). Si g« fuera sobreyectiva existiria una f: S(1) — P(1) tal que el
siguiente diagrama conmuta:
P(1
3f
e g

-

S(1) =—— S(1

)
= (1;0)
)

Pero si f: S(1) — P(1) es morfismo, el diagrama

k——0

s s

E—1ok

conmuta. Entonces fi = 0, pero g1 o f1 = 0 # Idg(),-

15



Teorema 1.30. Sea

LLmMES N o

una sucesion en Repg. Entonces la sucesion es exacta si y sdlo si la siguiente sucesion es exacta
para todo X € Repg:

0 — Hom(N, X) £ Hom(M, X) £ Hom(N, X)
Teorema 1.31. Dada una sucesion exacta corta
0-—sLLMEN 0

son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. La sucesion es exacta y se parte.

2. 0 — Hom(X, L) EEN Hom(X, M) 2% Hom(X,N) — 0 es ezacta y se parte para todo

3. 0 — Hom(N, X) &5 Hom(M, X) ELN Hom(N, X) — 0 es ezacta y se parte para todo
Pull back y push out

Las construcciones del push out y el pull back existen en la categoria Repg. Las presentamos
porque nos seran tutiles mas adelante en la demostracion de ciertos resultados.

Definicién 1.32. Sean M = (M;, pq), M’ = (M], $o), N = (Nj, ¢q) representaciones de Q y
f: M — N,g: M’ — N morfismos. Se define el pull back (o producto fibrado) de fy g
como la representacién

X; :={(a,b) € M; ® M/ : f;(a) = g;(b)}
con flechas (o @ Pa)|y, junto con las proyecciones canénicas m1: X — M,y mp: X — M.

En un sentido preciso (dado por el teorema 1.33), el pull back es la construccién minimal
que se puede obtener del diagrama

Ml

|

M —— N
Las propiedades més importantes que usaremos las sintetizaremos en el siguiente teorema:
Teorema 1.33. Sean M, M' y N como en 1.32. Entonces:
1. El pull back es una subrepresentacion de M @ M’.

2. El siguiente diagrama conmuta:

X —== M
S
ML N
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Y para toda representacion X con morfismos hgEN M, X ™ M tal que el diagrama

X

Al s

ML N

conmuta, entonces existe un unico morfismo ¥: X — X tal que el diagrama

conmuta.
3. Si f es inyectiva, entonces ma es inyectiva.
4. Si f es sobreyectiva, entonces ma es sobreyectiva.

5. i
0oL ML NS0

es una sucesion exacta corta, entonces el siguiente diagrama es conmutativo y las filas son

exactas:
0 y [ 2P0 e m g 0
H o
0 s L h M—L N 0

6. Reciprocamente, si tenemos una sucesion exacta corta
h !
0—-L—-M=>N=0

y un diagrama conmutativo con filas exactas

0 s L — s W —2 5 M’ 0
I
0 N LN S N 0

entonces existe un isomorfismo Q: W — X tal que moQ) = a y mQ = 5.
Demostracion. Todas las afirmaciones se siguen directamente de la definicion. O

Terminamos esta seccion con la definicion del push out, que es la solucién que se obtiene
dando vuelta las flechas del diagrama incluido en la definicién 1.32.
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Definicién 1.34. Dados f: L — M y g: L — M’ dos morfismos de representaciones,
definimos el push out de fy g como la representacién

— MaoM
r= A(F@)i=g): Le L)
junto con los morfismos
wi: M — X ,U,Q:M/—>X
m +— (m;0) m' — (0;m’)

Teorema 1.35. Sean L, M y M’ como en la definicidon previa.

1. El siguiente diagrama conmuta:
L2 M

fl lﬁz

M X
Y para toda otra representacién X con morfismos M LN y M’ 22, X tal que

L% M

| e

MLX’

es un diagrama que conmuta, entonces existe un unico morfismo ¢¥: X — X tal que

conmuta.

2. Para toda sucesion exacta corta
f h
0—-L—>M-—=>N-—=0

existe h': X — N, I/((m,m/)) = h(m), un morfismo tal que el siguiente diagrama con
filas exactas conmuta:

0 v L — s M h N 0
% yl H
0 s M sy X N 0
K2 h'
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1.4. Representaciones indescomponibles de un diagrama de tipo
Aj

Una de las herramientas més potentes para estudiar la categoria de representaciones de
un carcaj es la teoria de Auslander-Reiten. La teoria permite bajo ciertas condiciones no sélo
encontrar todos los indescomponibles de un carcaj, sino también clasificar los espacios Hom
entre ellas. El carcaj de Auslander-Reiten tiene como vértices las isoclases de representa-
ciones indescomponibles, y como flechas a ciertos morfismos irreducibles entre aquellas. Si bien
este se puede hallar “a mano”, después de ver la teoria podemos automatizar nuestro proceso
para hallarlo. Ademsds, el carcaj A-R tiene una estructura adicional muy importante que es la
dada por la traslacion de Auslander-Reiten, un funtor t: Repy — Repg que preserva
indescomponibles y es de gran utilidad para calcular el carcaj A-R. Graficamente veremos que
T traslada las flechas de la siguiente forma, teniendo en cuenta que TM o TN pueden ser cero y
no aparecer:

™ N

Para estudiar las representaciones de un carcaj () es conveniente presentar una notacién
para ellas. Escribiremos a una representacién M como un ordenamiento vertical de los niimeros
{1,2,...,n} donde n es la cantidad de vértices, de forma que i esté arriba de j si existe una serie
de composicion de abajo hacia arriba. En el caso que la representacién sea indescomponible se
suele decir que i estd arriba de j si hay un morfismo no nulo de M; en M; y la cantidad de
veces que aparece un nimero 1 < k < n es igual a la dimension de M.

., . . . 1—2+14
La notacion suele entenderse mediante ejemplos: por caso, si Q = 1l , la represen-
> 3
tacion
k—k<+—k
1
k

L 14 .
donde todas las flechas son morfismos no nulos, se escribe 2. Notemos que si

k:*)k:Tk:
= {
k

1
entonces M se notaria 2 @ 4.
Otro ejemplo: sea Q = 1 — 2 — 3 — 4. La representacion

1
ALY RNy [&] k2
\_/
9]
1
se notarfa % 4.
1
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Hay casos en los que la notacién es ambigua: si Q = 1 ——= 2, la representacién 3 puede
o 0 1 ) . ) a .
significar tanto k ? k como k ? k o cualquier representacion del tipo & —< k con o'y § distintos
B

de cero. En esos casos, se suele modificar ligeramente la notacién para aclarar ambigiiedades.
La notacién tiene sus limitaciones pero es muy 1util y cuando el carcaj esté fijo su significado
serd claro.

Ejemplo 1.36. Consideremos uno de los carcaj de tipo Az, Q = 1 5 2 ﬁ 3 (el otro es
1 — 2 — 3). No es dificil ver que las siguientes representaciones son indescomponibles:

S1)= k—=0+0 Pl)= k5k<o0
S2)= 0—k«0 P@B)= 0-kck
SB)= 0-0+k I2= kSk<k
que en la nueva notacion se escriben S(1) =1, S(2) =2, 5(3) = 3, P(l):;, P(3):g,
31
I1(2) = 5 -

Veamos que son todas: sea V i) W & U una representacion cualquiera. Luego si K es
el kernel de f, podemos completar K a una base del espacio vectorial V. Si llamamos K¢ a
ese subespacio, podemos escribir V = K @& K¢ Lo mismo podemos hacer con U, y escribirlo
como la suma directa del kernel de g y otro subespacio. Si llamamos K al kernel de g y K¢ al
subespacio complementario, tenemos que U = K @ K°¢. Entonces f restringida a K¢ es inyectiva
y ¢ restringida a K¢ es inyectiva. Denotaremos f y § a las restricciones a dichos subespacios
complementarios.

f 0af

1% W<+l U= KoK —L 0w +2-U

K—0c—0)a(K Jowel u)
()dlka®(KC f 1574 g U)

(
S
S(1)dime K g ( KC%O@WWK@KC)
S

I

12

1

f W g

12

( )dika ®( K¢ c )EB S(B)dimkf(

Si completamos Im( f )+1Im(g) a una base de W'y llamamos L a ese subespacio complementario,
tenemos que W = L @ (Im(f) + Im(§). Si miramos la representacién del medio, tenemos un
isomorfismo de representaciones:

! I ke — ooke C0 Lo m(f)+ @) &2 oo ke

(0 — L+ 0)&( K° —1 Tm(f) + m(5) «2— K°)

=
g
[

12

~ §(2)dmil g (Ke — tm(f) + Im(g) <2 K°)

Podemos reducirnos entonces a estudiar el caso en que f y ¢ son morfismos inyectivos y que
la suma de las imagenes es igual al espacio vectorial W.

Sean a = dimg V', b = dimg W, ¢ = dimy, U. Tomemos {wy, ..., wy} base de Im(f) N Im(g).
Podemos completarla a una base {wi, ..., wq, Wgt1,- .., wqrq } (donde d + d’ es a) de Im(f).
Definimos v; = f~(w;) , con 1 < i < a. Como f es isomorfa con la imagen, {v1,...,vg,...,v,} €s
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una base de V. Completamos ahora {w1, ..., wq} a una base {wi, ..., Wq, Ward 41, - - - Watd'+d" }
de Im(g) (donde d+d"” = ¢). Como g isomorfa con la imagen, si tomamos la preimagen por g de
la base de I'm(g), eso constituye una base de U. Usando que f y g son inyectivas y la suma de sus
imdgenes es igual a W, podemos ver que {wi, ..., Wa, Wat1,-- - Watd s Watd'+1s - - - s Wat-d'+d" }
es una base de W.

Entonces, en esas bases, las matrices de f y g son

I;| 0 I;] 0O
f=1 011y g=1 0] 0
00 0 | Ign

Luego tenemos isomorfismos de representaciones:

I;1 0 I;1 0
0 | Iy 0 0
0] 0 0| I
ka kb d k€ o2
Ly 0
d [ la ] d [ 1a ] d g L0 peq L 2" 4"
(k k EY o (k" ——— k" ——— k) =
! Id/ ! ! Id” i
12)" & (k¢ ————>[ | kY +— 0) @ (0 — kb4 <—[ } k") =

[ L ]

12)%a P(1)Y @ (0 — k' Y~ 12)% e P()Y 6 P(3)T.
Por lo tanto, toda representacién se escribe como suma directa de las representaciones lis-
tadas en el comienzo del ejemplo. En particular son las tnicas indescomponibles.

El trabajo anterior nos permitié hallar todas las representaciones indescomponibles del car-

caj 1 —%— 2 <T 3 . Sin embargo, si deseamos entender la categoria de representaciones

de este carcaj, necesitamos hallar también los conjuntos de morfismos entre sus representa-
ciones. Como antes, podemos restringirnos a hallar los morfismos entre las representaciones
indescomponibles. Podemos asumir también que el morfismo es no nulo y tiene dominio dife-
rente al codominio. Usaremos la notacién (fi, fo, f3) para representar a todo morfismo entre
representaciones, en donde cada f; es una transformacién lineal entre los espacios vectoria-
les correspondientes al vértice ¢. Si ambos espacios vectoriales tienen dimensién uno, podemos
suponer que la transformacién lineal es multiplicar por un escalar.

» Hom(S(1),e): Como S(2),S5(3) y P(3) tienen el espacio vectorial cero en el vértice 1, no
hay ningin morfismo no nulo de S(1) a esas representaciones. Por otra parte, tampoco
puede existir un morfismo no nulo de S(1) a P(1) ni a I(2). Supongamos que f: S(1) —
P(1) es un morfismo no nulo. Por ser morfismo, el siguiente diagrama debe conmutar:

k——0<+—0

= ]

E—L1ske—0

Como el diagrama conmuta, f; = 0. Por lo tanto f = 0. Por la misma razén, Hom(S(1), 1(2))
0.
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Entonces S(1) no tiene flechas no triviales a ningin otro indescomponible.

Hom(S(2),e): Como S(1) y S(3) tienen el espacio vectorial cero en el vértice 2, no hay
ningtn morfismo no nulo de S(2) a esas representaciones. Por otra parte, el espacio vecto-
rial Hom(S(2), P(1)) tiene dimensién uno. En efecto, si fa € k, todo morfismo de la forma
(0, f2,0) hace conmutar el diagrama:

I

E—L1

—

T

+— 0
fa lo
+— 0

Una base del espacio vectorial Hom(S(2), P(1)) es por ejemplo el morfismo dado por
(0,1,0).

Andlogamente, los espacios Hom(S(2), P(3)) y Hom(S(2),1(2)) tienen dimensién uno y
estdn generados por el morfismo (0, 1,0).
Luego S(2) tiene flechas no triviales S(2) — P(1), S(2) — P(3) y S(2) — 1(2).

Hom(S(3),e): Por simetria con S(1), no hay ningin morfismo no nulo de S(3) a otra
representacion indescomponible.

Hom(P(1),e): Como P(1) tiene el espacio vectorial cero en el vértice 3, no hay ningin
morfismo distinto a cero de P(1) a S(3).

Estudio ahora Hom(P(1),5(1)). Sea un morfismo f: P(1) — S(1). Al ser morfismo, el
siguiente diagrama conmuta:

Ek—1 s k+—0
lfl l() lo
E—15 00

Del diagrama se concluye que f7 es libre de ser cualquier escalar. Luego, el espacio vectorial
Hom(P(1),S(1)) tiene dimensién uno y esté generado por el morfismo (1,0,0).

Hom(P(1),1(2) también tiene dimensién uno y esta generado por (1,1,0).

Finalmente, no hay ningin morfismo f distinto a cero de P(1) a P(3) o a S(2), ya que el
siguiente cuadrado deberia conmutar:

EEEN

0

o =

>
oy

_0.
En conclusién, tenemos flechas no triviales P(1) — S(1) y P(1) — 1(2)

Hom(P(3),e): Por simetria con P(1), podemos ver que Hom(P(3), S(1)) = Hom(P(3),5(2)) =
Hom(P(3), P(1)) = 0. Andlogamente se ve que Hom(P(3), 1(2)) y Hom(P(3), I(3)) tienen
dimensién uno y estéan generados por (0,1,1) y (0,0, 1) respectivamente.

Tenemos flechas no triviales P(3) — I(2) y P(3) — S(3).



» Hom(/(2),e): Para empezar, Hom(/(2), P(1)) = Hom(I(2),S(2)) = 0 pues si f es un
morfismo a alguno de esas dos representaciones, el siguiente cuadrado deberia conmutar:

k<—k

lfz lo
k o 0

Tampoco existe un morfismo no nulo de I(2) a P(3), pues el siguiente cuadrado deberia

conmutar:

0 fo

T

1
_o,

o =

Finalmente, Hom(7(2),S(1)) y Hom(I(2),5(3)) tienen dimensién uno y estan generados
por (1,0,0) y (0,0,1) respectivamente.

Tenemos flechas no triviales 1(2) — S(1) y 1(2) — S(3).

En conclusién, tenemos este diagrama de morfismos no nulos:

Sin embargo, los morfismos punteados se factorizan, es decir, los triangulos del diagrama
son conmutativos. Por ejemplo, para el morfismo (1,0,0): P(1) — S(1),

(1,0,0)(1‘1,.1‘2,.%3) = (.’El,0,0)
(17070) © (17 1>O)($1¢$27$3) = (17070)('%'17'%'270) = ($17070)

Andlogamente, todos los tridangulos conmutan. Por lo tanto, al ser composicién de otros
morfismos no triviales, podemos ver a los morfismos punteados como reducibles y borrarlos del
diagrama.

Por otra parte, podemos convencernos mirando el diagrama que los morfismos no punteados
son irreducibles, es decir, no se factorizan de forma no trivial.

El diagrama obtenido que codifica la informacién de los morfismos de la categoria (al menos
en el caso de las representaciones irreducibles) serfa entonces:

(0,1,0/' 1,1,0) /

\ 1,0,0)
5(2)

(0,0,1)

(0,1,0)\4 /(01 1) \
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M4ds adelante (en el capitulo cinco) veremos que este es exactamente el llamado carcaj
de Auslander-Reiten. Lo sorprendente que descubrieron Auslander y Reiten fue, entre otras
cosas, que el rombo

P(1)
/ \
S(2) 1(2)
\ /
P(3)

no es inocente, sino que representa una sucesioén exacta corta 0 — S(2) — P(1) & P(3) —
I(2) — 0 de un tipo especial, llamada casi partida. Definir formalmente y sistematizar la
construccién del carcaj de Auslander Reiten es lo que haremos en los ultimos capitulos, pero ya
vimos que codifica buena parte de la informacién sobre los morfismos entre las representaciones
indescomponibles de un carcaj.
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Parte 2

Resoluciones proyectivas

En esta parte continuamos el estudio de la categoria Rep, definiendo sus objetos proyectivos
e inyectivos y demostrando una propiedad extremadamente importante: cuando el carcaj no
tiene ciclos orientados se trata de una categoria hereditaria (es decir, subrepresentaciones de
proyectivas son proyectivas también). Definimos después la traslacién de Auslander-Reiten T
que nos permite hallar todos los indescomponibles. Se incluye algunos resultados sabidos pero
no incluidos generalmente en la literatura: los teoremas 2.4, 2.11 y los lemas 2.20, 2.29 y 2.32,
en donde se dan demostraciones propias.

2.1. Proyectivos e inyectivos

Daremos una terminologia muy 1til: dado un carcaj Q = (Qo, Q1,s,t) e iy j dos vértices en
él, un camino c de 7 en j es una secuencia finita de flechas de (1, que empieza en 7 y termina
en j. Notamos

¢ = (ilonag - - anly) cii—>J

con i,j € Qo y s(ar) =i,s(ax) = t(ag-1) y t(an) = j.

La longitud de un camino es su cantidad de flechas. Un ciclo dirigido es un camino que
empieza y termina en el mismo vértice, i.e. ¢ = (ilayag - - - ayli). Un lazo es un ciclo dirigido de
longitud 1, i.e. una flecha que empieza y termina en el mismo vértice. El camino trivial e; es
el camino “vacio” que nunca sale de i. Por definicién tiene longitud cero.

Para cada vértice del carcaj podemos definir tres representaciones completamente naturales.
Sus nombres no son casualidad pues seran los objetos simples, proyectivos e inyectivos de la
categoria. Més adelante su cédlculo tan sencillo nos permitiran explicitar resoluciones proyectivas
para una representacion en concreto.

En toda esta seccién asumiremos @ fijo y sin ciclos dirigidos.

Definicién 2.1. La presentacién simple S(i) tiene cero en todos los vértices excepto en el i:

5(0); = {0, siij

k sit=7j
y todas las flechas son nulas.

La presentacién proyectiva indescomponible P(i) tiene en el vértice j el espacio vec-
torial la base de caminos de ¢ en j:

P(i);j := (c: i — j,caminos de i en j)
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y sit = s es una flecha de @, definimos a ¢, sobre la base como

Ya: P(i)y — P(i)s

c— ca = (tlag -+ - apals)

y extiendo por linealidad. Es decir,

La presentacién inyectiva indescomponible (i) tiene en el vértice j el espacio vectorial
con base los caminos de j en i:

I(i)j := (c: j — i,caminos de j en i)
Para la definicién de ¢, con j - k lo hago sobre una base: si ¢ € I(i)j, ¢: j — 4. Luego, si

1 # o, polc) =0y sic = a, pa(c) = (klca---culi). Es decir, si c1 = a, ¢ = apa(c) y lo
1

notamos como una divisién por a: "¢ (c) = — - ¢”.
a

Ejemplo 2.2. Sea Q = 1 é% 2 —% 33 S, 4 entonces:
\l/!

P(2) = <{a,5}>%<ez> =0, (5) =% ({0e,7})

@)= 05— ({e,7}) — 25 {e) —L (ea)
—
O, tomando bases,
2 [(1)] 1 [(1)] 2
P2)= k& % k—— k ——k
i

[9]
I(4) = Oikgﬂﬂc%k
\/
[0 1]

La necesidad de que @ no tenga ciclos dirigidos es para que los espacios vectoriales tengan
dimensién finita en cada vértice. Por ejemplo, si L = 1 D« entonces

P(1) = {({a": n € Ng})
que es un espacio vectorial con base numerable.

Observacion 2.3. Notemos que los morfimos de la representacién P(i) son inyectivos: si a: j —
k es una flecha, ¢, : P(i); — P(i); manda una base de P(i); en algunos elementos de la base de
P(i)g. Andlogamente en I(7) los morfismos son sobreyectivos, pues si ¢ = (k|cy -+ - ¢y|i) € I(4)g,
Yalac) = c,ac € 1(1);.
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Siguiendo con la notacién del comienzo de la seccién, dada una representacion (M, vq) y
un camino ¢ = (jlag - - - ap|k) podemos definir la composicién de los morfismos ¢ a lo largo del
camino c:

e = Pa, OO Pay, P Mj—> My
@e; 1= Idp; para todo i € Qo

Teorema 2.4. Sea () un carcaj aciclico con mds de un vértice y conexo. Entonces I(i) 2 P(i).

Demostracion. Supongamos que I(i) = P(i). Como @ es conexo y tiene mds de un vértice,
existe un vértice j y una flecha v de i en j. Eso significa que P(i) es distinto a cero. Como I(1)
es isomorfo a P(i), entonces I(4); también debe ser no nulo. Entonces debe existir una flecha
B: j — 4. Por lo tanto habria un ciclo af: ¢ — ¢, absurdo. O

Esto no significa que no pueda haber representaciones que son proyectivas e inyectivas al
mismo tiempo. Por ejemplo si Q =1 — 2, P(1) = I(2).

De ahora en mas todos los teoremas supondran () sin ciclos dirigidos. Veamos que las
representaciones P(i) hacen honor a su nombre y son efectivamente objetos proyectivos:

Teorema 2.5. Sea g: N — M sobreyectiva y f: P(i) — M wun morfismo. Entonces existe
h: P(i) — N tal que go h = f. Grdficamente:

P(i)
G lf
"

I s M

es un diagrama que conmuta. En otras palabras si g: N — M es sobreyectiva,

N 0

g«: Hom(P(i), N) — Hom(P(i), M)
también lo es.

Demostracion. Sean M = (M;,my) y N = (Nj,n,). Como g; es sobreyectivo, existe z €
g; ' (fi(e;)). Definimos h;(e;) := x € M;, como @ no tiene ciclos dirigidos, (e;) = P(i); entonces
h; esta bien definido. Dado ¢ € P(i); definimos hj(c) = m.(x) € M;. Podemos comprobar que
hj es morfismo y veamos que go h = f.
1 2
gj © hj(c) = gjome(x) = neo gi(x) = ne o file:) = fj(eic) = fi(c)

donde en 1y 2 uso que g y f son morfismos, respectivamente. O
Andlogamente I(i) es una representacién inyectiva:

Teorema 2.6. Sea g: N — M inyectiva y f: N — I(i) un morfismo. Entonces eziste
h: M — 1(i) tal que ho g = f. Grdficamente:

0 > > M

-

N g
fl
k3
I(i)
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es un diagrama que conmuta. En otras palabras si g: N — M es inyectiva,
g*: Hom(M, 1(i)) — Hom(N, I(7))
es sobreyectiva.
Justifiquemos ahora que son indescomponibles:
Teorema 2.7. Las representaciones S(i), P(i) e I(i) son indescomponibles.

Demostracion. Que S(i) es indescomponible es obvio. Veamos que P(i) es indescomponible.
Supongamos que P(i) = M & N, P(i) = (P(i)j,¢a), M = (M;,mq), N = (Nj,na). Como
P(i); = k podemos suponer M; =k 'y N; = 0. Afirmo que M = P(7).

Sea a € P(i);. Por la definicién de P(i);, a se escribe como a = ) Agci con X € k 'y ¢
caminos de i a j. Luego, por definicién de los morfismos de P(7),

Ck = Pey, (62) = (mck @ nck)(elfw ©® er) = Mg, (ei\/[) D ney, (ei\/)

Pero e = 0, entonces n.(e)) = 0, y por lo tanto ¢, = m.(eM) € M;. Luego P(i) C M y en

i
consecuencia M = P(i). O
Andlogamente a la definicién usual, una representaciéon M es simple si es no nula y sus

Unicas subrepresentaciones son la nula y M. Claramente ademés de ser indescomponibles, las
S(7) son simples. Lo interesante es que son las tnicas.

Teorema 2.8. Una representacion de @ es simple si y sélo si es isomorfa a algin S(i) con

1€ Q.

Demostracion. Sea M simple. Entonces existe M; # 0. Podemos suponer M; = k%. En principio
podriamos tomar N la “subrepresentaciéon” con N; = k (donde incluyo k en k% de cualquier
forma), Nj = 0 si i # j. Entonces como M es simple, M = N. El problema es que no necesa-
riamente la inclusiéon de N en M es un morfismo, pues podria existir a: ¢ — [ con M; # 0 y el
cuadrado

M; 2 M,

71

k—— 0

podria no conmutar. Por otra parte, observemos que si a: [ — 1,

M, e M,

[ f

0— &k

es un diagrama que siempre conmuta.

Necesito un i tal que 1) M; sea no nulo 2) todo m, que sale de i es cero. Sea i1 el vértice del
comienzo. Si i; satisface 1 y 2 listo. Sino, existe iy y ag: i1 — i2 con mgy, # 0. Luego M;, # 0.
Si i9 satisface 1y 2 listo. Sino existe i3 y may: M;, = M;, . Como @ no tiene ciclos dirigidos el
camino asqs - - -y no puede volver a ningin vértice anterior. Como () es finito eventualmente
existe M;, # 0 tal que o bien no salen flechas de iy o bien las m, son todas nulas. Entonces
S(ig) es una subrepresentacién de M no nula. Luego M = S(ip). O

Notemos que un morfismo de P(i) en M queda determinado por elegir un elemento z de M;
a donde enviar e; € P(i);. Dado tal z, el morfismo se extiende a todo P(i) por la definicién de
las transformaciones lineales de P(i). En efecto, tenemos una biyeccién entre los dos objetos:
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Teorema 2.9. Sea M wuna representacion de Q). Entonces para todo vértice i en @ hay un
isomorfismo de espacios vectoriales

Hom(P(i), M) = M;

Demostracion. Sea f € Hom(P(i), M) luego fi(e;) € M;. Definimos

Hom(P(i), M) 2 M,
[ filei)

P es inyectiva: si fl(e;) = fi(e;) entonces si ¢ € P(i);,

fi(e) = filei - ¢) = me(fi(es)) = me(fi(e:)) = filei- ) = fj(c)

O es sobreyectivo: si x € M;, definimos g;(e;) = m y g;(c) = mc(x). Se comprueba que es
un morfismo. O

Corolario 2.10. Sean i, j € Qp.
1. Hay un isomorfismo de espacios vectoriales entre Hom(P(i), P(j)) y P(j)i.
2. El espacio Hom(P(i), P(i)) es isomorfo a k como k-espacio vectorial.

3. Si Ag es la representacion @ P(i), entonces End(Aq) es un k-espacio vectorial con una
i€Qo
base que se puede identificar con los caminos en Q.

4. La representacion P(j) es simple si y sdlo si Hom(P(i), P(j)) = 0 para todo i # j.
El teorema andlogo para I(7) vale:

Teorema 2.11. Sea M una representacion de un carcaj conexo Q. Hay un isomorfismo natural
de espacios vectoriales

Hom(M,I(i)) = M}

7

Demostracion. Defino el morfismo

®: Hom(M, I(i)) — M
(f: M = I(i)) — (f: M; — k)

donde f(m) se define como la coordenada de fi(m) en la base de I(i); dada por {e;}.

® es un morfismo de espacios vectoriales y es sobreyectivo e inyectivo. Probemos primero la
sobreyectividad. Sea g: M; — k un morfismo no nulo. Definimos f;(m) = g(m).e; para todo
m € M;.

Extendamos f a todo M. Dado M, tenemos dos posibilidades: o existe un camino de 7 en j
o0 existe un camino de j en ¢ y ambas no pueden ocurrir al mismo tiempo. Si existe un camino de
¢ en j, definimos f; como el morfismo nulo sobre M;. Y si existe un camino de j en 4, definimos

film) = 52 c-g(me(m))
c: j—1
Veamos que f asi definida es un morfismo de representaciones, para luego ver que ®(f) = g.
Sea ag: k — j una flecha con i # k, j. Deseamos probar que el diagrama conmuta:
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May
My, —=° M;

fkl |5

I(i)k ?a[j I(i);

Notemos que como @ no tiene ciclos dirigidos y @ es conexo, hay tres casos disjuntos: 1)
para ambos vértices (k y j) existe un camino de ellos en i, 2) para ambos caminos existe un
camino de ¢ en ellos 3) existe un camino de k en ¢ y de 7 en j. En el caso 3), 1/a0 = 0 pues
ningin camino de k en ¢ se factoriza por ag. Si alguno lo hiciera existiria d: j — 4. Pero
por hipétesis también existe un camino de i en j, que contradice que no tenga ciclos dirigidos.

1
Absurdo. Entonces — =0y f; = 0. Luego el diagrama conmuta. Si vale el caso 2), fi y f; son
%y

cero y listo. Supongamos que estamos en el caso 1.
Sea x € My,

1 B 1 . C

/Oé()ofk(x) - Z c-g mc(x) = Z —9g mc/ao(moéo(x))
Q0 ¢: k—i c:k—i @0

Notemos que todo camino d: j — i se escribe de forma tnica como G, con c: k — i

que se factoriza via ag y que si ¢: Kk — 4 es un camino que no se factoriza por «g, entonces

“ap = 0. Luego,
1/a0 ofk(z)= > d- g(md(mao(x))) =fj (mao(x))
d: j—i

Por lo tanto el diagrama conmuta. Los casos en que la flecha oy empieza o termina en i, ver que el
diagrama conmuta es inmediato. Completados todos los casos, concluimos que f es un morfismo
de representaciones. Ademés, ®(f)(m) = g(m), por definicién. Luego ® es sobreyectiva.

Para ver que es inyectiva, supongamos que f = g. Queremos ver que f; = g; para todo
J € Qo. Si no existe ningin camino de j en i, f; = g; pues I(i); = 0. Supongamos ahora que
existe un camino de j en ¢ y sea x € M;. Sean ademads L. I(i); — I(7); ¢ los morfismos de
la representacién I(i), donde ¢ es un camino de j en i. Por ser morfismos de representaciones
tenemos las siguientes igualdades:

Leo fi(a) = fiome(w) = fome(z) = gome(z) = giome(x) = L0 g(2)

que valen para todo camino de j en i. Entonces 1/c o fi(z) = 1/c o gj(z) para todo camino de
j en i. Como estos forman una base de I(i);, tenemos que f;(x) = gj(x), lo cual termina de
demostrar que f = g. Por lo tanto ® es inyectiva y entonces es un isomorfismo. O

Como en la categoria de moédulos, la suma de proyectivos es proyectivo y la suma de inyec-
tivos es inyectivo, y la inversa también es cierta:

Teorema 2.12. Las siguientes proposiciones son verdaderas:
1. Si P y P’ son representaciones proyectivas = P @ P’ es proyectiva.
2. Si P es proyectiva y P’ es un sumando directo de P = P’ es proyectiva.

3. 1 y 2 son ciertas cambiando proyectiva/s por inyectiva/s y P por I.
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2.2. Resoluciones

Para calcular la traslacion de Auslander-Reiten de un M necesitaremos hallar una resolucion
proyectiva o inyectiva de éste.

Definicion 2.13. Una resoluciéon proyectiva de M es una sucesion exacta
o —= P — P — P — M —0

donde P; es proyectiva para todo i.
Una resolucién inyectiva de M es una sucesién exacta

0O — M —I—I) — -

donde I; es inyectiva para todo i.

Empezar a construir una resolucién proyectiva para una representacién cualquiera M es sen-
cillo: como Hom(P(i), M) = M; para cada elemento de una base de M;, v{, - - - v;,. existe un mor-

fismo f*/: P(i) — M tal que f;”(e;) = v} entonces tenemos un morfismo P(i)" Yoo 17,

M que sobreyecta a M;. Repitiendo esto con cada coordenada obtenemos un morfismo de un
proyectivo a M. Sin embargo, en principio, no hay ninguna razoén para suponer que su ntcleo
es proyectivo, sobre todo si no tenemos una descripcion completa de los proyectivos de la cate-
goria. Pero la estructura extra del carcaj y el hecho de que no tenga ciclos orientados hacen que
pueda describir el niicleo como suma de los proyectivos indescomponibles. Antes de definir la
resolucién proyectiva estdndar de M justifiquemos su construccién. Escribamos M = (k% ¢,) v
e}A€ con 1 < k < d; una base de k%. Ademds introduzcamos una nueva construccion: el producto
tensorial de un espacio vectorial y una representacion.

Dado V un espacio vectorial y M = (M;, m,,) una representacién de un carcaj ), definiremos
la representacién V@ M. En cada vértice el espacio vectorial es (V® M); = V® M;. Ademas,
dada a: i — j una flecha de @, el morfismo de (V® M); en (V® M); sera:

Id®@me: Vo M, — Ve M;
Con esas definiciones, justifiquemos informalmente la construccién de la resolucién proyectiva

estandar:

Existe un morfismo de representaciones v
&P Hom(P(i), M) ® P(i) — M
1€Qo
{fi ®@ mi}ieq, — {filmi)}
Por el teorema 2.9, Hom(P (i), M) = M; = k% entonces
P Hom(P(i), M) ® P(i) = P k% @ P(i) = ) P(i)*
1€Qo 1€Qo 1€Qo
y via los isomorfismos el morfismo de representaciones v es:
v: @ PEH)* — M

1€Q0

lugar ko
&

0, o0 ,0) € P()% — pelel,) , 1< ko< d;
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. . .y . lugar ko
Para simplificar la notacién a un camino (0,---, “¢ ,---,0) lo denotaremos cg,. Por otra

parte tenemos otro morfismo natural

@Hom(P(s(a) M)® P(t(a)) — @Hom M) ® P(i)
acQ1 1€Qo
a b

(f®c)a l—>[f®ac‘—[f(a',)®c‘

donde a € Hom(P(s(a)), M)®@P(s(a)) y b € Hom(P(t(«)), M)@P(t(«)). Esta flecha claramente
va a parar a cero via v. Via el isomorfismo tenemos una flecha

u: @ P(t(a) — @ P(i)*

acQ i€EQo
Cry € P(t())%@) — (ac)y, — M
di()

donde M = l; 0;c; con 0; son los coeficientes de @a(eiga)) en la base {ei(a)}:

de(a)

eko Z 0; et(a)

Teorema 2.14. La sucesion

0= @ Plt(a)b L @ Pi)% 5 M —0
aEQRq 1€Q0
con u y v definidos como arriba es una sucesion exracta corta. Esta resolucion se llama la
resolucion estdndar de M.

Demostracion. Podemos comprobar que v y v son morfismos de representaciones y que eso es
independiente de que () tenga ciclos dirigidos.

v es sobreyectivo : Sea x € M;. Entonces z = ) )\le{. Sea > Ni(ej); € P(j);.lj con ej €
1<1<d; ]

P(j); el camino trivial, 1 <[ < d;. Luego
U(Z/\l(ej)l) = Z/\lgoe]. (e{) = Z)\ﬂd(e{) =z
l l l

Ker(v) D Im(u) : Sea cg, € P(t(a))%@). Luego

di(a) di(a)
(o) = vl(elty =) = poclefs”) = 3 ) = e ealels?) = 3 ol

de(a)
= ¢ (gpa(ezga))) — @c( Z QZef(a)) = $c (Soa(ezga))) @c(@a(ekg ))) 0
=1

Ker(v) C Im(u) : Sea x € Ker(v). Podemos escribir a x como una suma en la base de todos

los caminos de Q: © = ) Ac; - ¢ Definimos long(x) := longitud del camino més largo con
c,l

coeficiente no nulo que aparece en la escritura de x.

T =x0 + Z )\071'61
l,C#Ei
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donde zq es la suma sobre todos los caminos triviales. Como los caminos de la segunda suma
no son triviales, cada camino ¢ se puede escribir como « - d, donde « es una flecha, y ambos
dependen de c. Entonces

T =x9+ Z >\a-d,l . (a . d)l =X+ Z Z )\a,d,l . u(d) + )\a,d,l . dg/[
l,a-d o d)l

donde la composicién ad = 0 si t(«) # s(d). Luego

!

—
T =z0+u(2) + Z Oa,d;
a,d,l:
a-d=c
donde long(2') < long(xz) porque todos los caminos de 2’ son estrictamente mds cortos que
los caminos de z. Sea x1 := x¢ + 2’. Entonces * = 1 + u(z). Luego long(z1) = long(z')
pues todos los caminos de zg tienen longitud cero, y aplicando v en ambos lados obtene-
mos que 0 = v(zg) + 0 + v(2') = v(x1) asi que z; € Ker(v). Repitiendo el argumento te-
nemos que x; = u(z1) + w2 con xa2 € Ker(v) y long(xz) < long(z1). Por finitud y como
0 < long(x;) para todo j, eventualmente existe x; tal que z; es una suma de caminos triviales
z; = > Aig(ei); € Ker(v). Luego v(zj) = > i - el = 0. Entonces A\;; = 0 luego x; = 0. En-
i\l

il i
tonces x;_1 = u(Z). Volviendo para atras tenemos que 1 = u(Z) entonces = u(z+2) € Im(u).

Ker(u) =0: Sea z € Ker(u), z = > A, - ¢. Luego

a,c,l
u(@) = Aaei((-e)—cl)=0
a,c,l
Entonces
Z )\oz,c,l(a : C)l = Z )\a,c,lcy = Z Z )\a,c,lgkck
a,c,l a,c,l a,cel k

Sea ¢ un vértice fuente de Q). Notemos que existe pues ) no tiene ciclos orientados. Luego
ninguna flecha llega a i. Como cada ¢ empieza en algin ¢(«) y ninguna flecha termina en i,
mirando las coordenadas de los caminos que empiezan en i, el lado derecho es cero. Luego
Aa,e = 0 para todo « tal que s(a) = i. Sea ahora i; una fuente en @ — {i}, que la hay pues
@ no tiene ciclos orientados. Luego o bien i; es una fuente en () o bien las unicas flechas que
llegan a i; provienen de ¢. Entonces mirando el lado derecho a los caminos que empiezan en
i1, pertenecen a un P(t(a)) donde « es una flecha que llega a i;. Entonces necesariamente esa
flecha empieza en i y luego su coordenada A, .; = 0. Entonces en el lado derecho mirando las
coordenadas de los caminos que empiezan en i1, son todas cero. Entonces en el lado izquierdo
todos los Ay ¢ que empiezan en i1 son cero. Asi siguiendo, eliminando los vértices, por finitud,
todos los A son cero. O

El teorema analogo para resoluciones inyectivas también es cierto:
Teorema 2.15. Dada una representacion M existe una resolucion inyectiva
0MLSn -0
donde Iy y I son inyectivas.

El teorema sera obvio una vez que veamos el funtor dualidad.
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g [10]
Ejemplo 2.16. Sea Q=1 $ 2 y M= kK %; k = 4! Luego dy =2y ds = 1. Los
01
proyectivos son:

P(1) =, P(2) =2
y . o],
donde la notacién de P(1) significa k - k= .
[
Entonces el comienzo de la resolucién es

212@212 @2% 121 —0

Escribamos bien cudl es el morfismo sobreyectivo:

OOoOOoOH+—O
OoO—OOO

k2:<‘ ‘k5
10
K
Id 00 [10010]
LO O
[01

]
K2 —= k

[10]
y por lo tanto la sucesiéon continta de la siguiente forma:
022820202 L d,L,®d2—> L1 50

Notar que la resolucién no es éptima, pues se puede eliminar una copia de la representacién
P(2):

00
10
i
01

k2 —= K
i

Id 8(1] [1001]
[0 1]

K2 —=k
[10]

y obtener otro morfismo de representaciones sobreyectivo.

Recordemos la definicién de Ag = @ P(i). Decimos que una representacion M es libre

7
si M = A7%. Notemos que una representacién libre es proyectiva por ser suma de proyectivos.
Como corolario de la resolucién estandar tenemos que toda representacién proyectiva es sumando
directo de una representacién libre:

Teorema 2.17. Una representacion P es proyectiva si y solamente si existe una representacion
ltbre F' tal que P es un sumando directo de F

Demostracion. =) : Sea P proyectiva. Entonces existe la resolucién estandar:

0= @ P(t(a)) % % @ P(i)% % P -0
ac€Qq 1€Q0
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Como v es sobreyectivo, la sucesién se parte. Entonces P es un sumando directo del término
medio, digamos @@ P(i)% = P ® Q. Pero si N = maxz{d;},
i€Qo

Ay = P riy o PP =PoQe @ PHN

1€Qo 1€Qo 1€Q0

luego P es un sumando directo de AN .
<) Es obvio pues si F' es libre en particular es proyectivo, y un sumando directo de un
proyectivo es proyectivo. O

Como corolario tenemos una clasificaciéon completa de todos los proyectivos de la categoria:

Corolario 2.18. Sea Q un carcaj sin ciclos dirigidos y P una representacion de Q. Entonces
P es proyectiva si y solamente si existen iy, --- , i, vértices posiblemente repetidos tal que

P2 P(iy) ® P(i2) @ - @ P(iy)

Demostracion. La vuelta es obvia. Supongamos que P es proyectiva. Entonces es un sumando
directo de un libre Algg. Sea P = Q1 ® - ® Qi una descomposicion de P en indescomponibles y

sea N tal que P& N = Ag. Anélogamente podemos descomponer a N como N = N1 & ---B Ny.

Pero podemos distribuir la potencia en Ag y obtener una descomposicion en indescomponibles
(posiblemente repetidos):

Luego
(P(l)@-"@P(l))@--'@(P(n)@“-@P(n))=Q1@-"@Qk@N1@---@Nt

Por la unicidad de Krull-Schmidt, cada Q; = P(i;). O

2.3. La categoria de representaciones es hereditaria

Definicién 2.19. Dada una representaciéon M, el radical de M, Rad(M), es la interseccién de
todas las subrepresentaciones propias maximales.

Lema 2.20. Sea M = (Mi, goa) una representacion y N la representacion dada por:

N; = Z Im(@a) Y o = 50|Ni

at(a)=t
Entonces Rad(M) = N.

Demostracion. Que N es una subrepresentacién de M es inmediato. Sea H = (H;, j1o) una
subrepresentacién propia maximal de M cualquiera. Veamos que N < H. Queremos ver que
Im(ypq) C H; para todo a. Supongamos que no. Entonces existe ag: j — i y © € M; tal que
©Yao () ¢ H;. Sea H la subrepresentacién dada por Hy, = Hj, para todo k distinto de 7 y por
H, = H;® (Pag(x)) en el vértice i. Ademds, los morfismos estdn dados por: sia: j — ky j, k # 1
el morfismo es simplemente ¢,| H, (= Ha); si a:i — j el morfismo es @qlp y sia:j —ila
transformacioén lineal es [¢q |y, , 0]. Podemos verificar que H < H < M. Como H es maximal,
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H = M. Pero entonces & € H j v como H es una representacién ¢, (x) € H;, absurdo. Entonces
N; C H; para todo 1.

Finalmente, veamos que Rad(M) estd contenida en N. Si suponemos que no, existen ig y « €
(Rad M);, — N;,. Completamos {z} a una base de M;,,{x,v1,--- ,v,}. Sea H la representacion
dada por Hy = My, para todo k distinto de iy y H;, = (v1,--- ,v,), con los morfismos que sean
las restricciones. H es una representaciéon porque x no pertenece a la imagen de ningin ¢, que
llega a M;, y claramente es maximal y una subrepresentaciéon de M . Pero z ¢ H, contradiccion.
Luego N = Rad(M). O

Se deduce del lema que si P(i) es un proyectivo indescomponible,

(Rad P(i)); = {(I)D(i)ja siij

sii=j
Lema 2.21. Toda subrepresentacion propia de P(i) es una subrepresentacion de Rad(P(i))

Demostracion. Sea S = (S, <Pa|5j) una subrepresentacién propia de P(i), donde los ¢ son los
morfismos de P(i). Afirmamos que S; = 0. En efecto, como dimy P(i); = 1, si fuera no nulo,
S; = P(i);. Entonces e; € S;. Pero entonces S = P(i): en efecto, sea x cualquier elemento de
P(i);. Entonces x se escribe como una combinacién lineal de caminos de i a j. Pero si ¢ es un
tal camino, se puede escribir como

c=@c(ei) = @clg, (€:)

Lo que implica en particular que ¢ € S;. Por lo tanto x pertenece a S; y entonces S no es una
propia. Luego S; = 0 y por lo tanto S C Rad P(i). Como ademés S < P(i) y RadP(i) < P(i),
entonces S < RadP(i).

O

Notemos que el radical de P(i) es una subrepresentacién con vector dimension estrictamen-
te menor al de P(i). Si probamos que es proyectiva, esto nos permitird usar induccién para
demostrar que toda subrepresentacion de una representacién proyectiva es también proyectiva.
Por otra parte si esto es cierto, necesariamente Rad P(i) debe ser proyectiva.

Lema 2.22. Sea P(i) una representacion proyectiva indescomponible. Si P(i) es una represen-
tacion simple, Rad P(i) = 0. Sino, Rad P(i) es proyectiva.

Demostracion. Si i es un sumidero (es decir, P(i) es simple), entonces P(i) = S(i) y por lo

tanto Rad(P(i)) = 0. Supongamos que existe una flecha que sale de i. Sean iy,--- i, todos

los vértices tales que existe una flecha de 7 en i y sea di la cantidad de flechas de ¢ en iy,
m

digamos a¥, - -- ,afjk. Afirmamos que Rad(P(i)) = @ P(ix)%. Primero notemos que P(i;); = 0,

k=1
pues ) no tiene ciclos orientados. Entonces, por la observacion inmediatamente posterior al

m
lema 2.20, @ P(i;)% C Rad(P(i)). Finalmente, definamos un isomorfismo para demostrar que
k=1
m
Rad(P(i)) = @ P(ix)%. Sea ¢ € Rad(P(i)); = P(i); , j # i. Luego ¢ es un camino de i en j,
k=1
¢ = (ilerea -+ ¢|7) con ¢; una flecha de i hacia algin vértice ig, ¢ = aé?o. Definimos 1) sobre
una base:
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: Rad(P(i)) — @D P(ix)™
k=1

lugar jo

i(c) == (0,..., (t(c1)lez .- cilf),- .., 0) € P(ix) 3

y extendemos por linealidad. Luego % es un isomorfismo.
Demostremos primero la inyectividad. Supongo 9;(z) = 0. Como (Rad P(%)); = 0, podemos
suponer i # j. Por la observacién posterior al lema 2.20, (Rad P(i)); = P(i);. Luego = se

escribe como
T = g AcC

donde los caminos ¢ van de ¢ en j. Luego tenemos que

pi(@) =) Atj(e) =0

Alcanza con mostrar que todos los caminos 1;(c) son distintos. En efecto, al ser linealmente

m

independientes en P P(ik)dk, eso implicaria que los coeficientes A. = 0. Por lo tanto, alcanza
k=1

con mostrar que si ¢ y d son dos caminos distintos de la base canénica de P(7);, ¥;(c) y

1;j(d) también son distintos. Supongo que son iguales, y escribo ¢ = (ilcica---¢lj) y d =
(tldrdy - - - di|7). Sit(cr) # t(dr) listo, ¥;(c) y ¥;(d) son distintos pues el primero es un camino
que sale de t(c1) y el segundo de #(d;). Si en cambio ¢(c;) = t(dy), entonces ¢; y di son dos
flechas paralelas de ¢ en un ix,. Entonces, siguiendo con la notacién de antes, ¢; = afg para

un jo < dp, y di = aff para un j; < di,. Pero notar que 1;(c) es no nulo solamente en la

. . \d .
coordenada jo del producto P(ig,) jko, y ©¥;(d) es no nulo solamente en la coordenada j;. Como
son iguales, jo = j1. Pero en ese caso ¢; = dy y por lo tanto ¢ = d, contradiccién.

En conclusién los caminos 1;(c) son linealmente independientes y por lo tanto

> Acthi(c) =0

implica que A\, = 0 para todo ¢, y entonces x = 0. La sobreyectividad es mas clara: si
0,---,d,---,0) € P(ik);l’“, donde d pertenece a la coordenada jy, entonces afod € P(ig); vy
¢j(a§0d) =(0,---,d,---,0). Por lo tanto, es sobreyectiva. O

Teorema 2.23. Sea @) un carcaj sin ciclos dirigidos, P una representacion proyectiva y N una
subrepresentacion propia de P. Entonces N es proyectiva.

Demostracion. Por induccion en la norma del vector dimensién. Sea N una subrepresentacién de

un proyectivo Py supongamos que el teorema vale para todo proyectivo () con dim @) < dim P.

Supongamos que P = P(i) ® Q y sea p: P — P(i) la proyeccién. Tenemos dos posibilidades:
1) p(N) = P(i): Luego tenemos una sucesién exacta corta

0— QNN —N2L P@E)—0

y como P(i) es proyectivo, la sucesién se parte: N = P(i)) @ QN N. Como QNN <« Q vy
dim@Q < dim @, @ N N es proyectivo. Entonces N es proyectivo.

2) p(N) € P(i): Entonces p(N) C RadP(i). Luego N C RadP(i) ® @ y como RadP(i) es
proyectivo y dim (RadP(i) ® @) < dim P, por induccién N es proyectivo. O
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1 2—3+14 1
Ejemplo 2.24. Sea Q = = 1 . Luego P(1) = 2% y entonces RadP(1) = §§ =
5 55
P(2) ® P(2).

Un corolario muy 1til nos restringe la clase de representaciones de las que puede salir un
morfismo hacia un proyectivo. Este corolario tendra consecuencias més adelante cuando veamos
el funtor de Nakayama, ya que me permitira calcularlo facilmente sobre los no inyectivos.

Corolario 2.25. Sea QQ un carcaj sin ciclos dirigidos y sea f: M — P un morfismo no nulo
con M indescomponible y P proyectivo. Entonces M es proyectivo y f es inyectiva.

Demostracion. Tenemos la secuencia

0 —— Ker(f) M Im(f) —— 0

Como Im(f) es proyectivo pues Repg, es hereditaria, la sucesion se parte. Entonces M =
Ker(f) @ Im(f). Como M es indescomponible y Im(f) # 0 entonces Ker(f) = 0. Luego f es
inyectiva y M = Im(f) es proyectivo. O

2.4. Resoluciones minimales
. B
Recordemos el ejemplode Q@ =1 —=< 2 :
(07

022020202 ,L,®,L,®2—> L1 -0
es una resolucién exacta de ,!. Pero podemos quitar un factor P(2) y que siga siendo exacta:
020202 45 @y, » L1 =0

Una resolucion es minimal si, intuitivamente, no tenemos factores superfluos en los proyec-
tivos. Para definir una resolucién minimal necesitamos definir una cubierta proyectiva:

Definicion 2.26. Sea M una representaciéon de un @). Una cubierta proyectiva es una re-
presentacién proyectiva P junto con un morfismo sobreyectivo g: P — M tal que, cada vez
que tenemos un morfismo sobreyectivo ¢': Q@ — M con @Q’ proyectivo, existe un morfismo
sobreyectivo h: Q) —> P tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

3n
Ly
¥ g
P— M
Definicion 2.27. Sea M una representacion de un (. Una capsula inyectiva es una represen-
tacién inyectiva I junto con un morfismo inyectivo g: M < I tal que, para todo morfismo inyec-

tivo ¢': M < I' con I’ una representacién inyectiva, existe un morfismo inyectivo h: I — I’
tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
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La existencia de cubrimientos proyectivo no es muy dificil de establecer pero una vez que
tengamos la equivalencia de Repg, con la categoria de modyg serd inmediato por la existencia de
cubrimientos proyectivos para médulos sobre una k-dlgebra de dimension finita. La existencia
y unicidad también valen si el carcaj tiene relaciones. Para ver la existencia de cubrimientos
proyectivos en el caso general de una algebra de dimensién finita ver por ejemplo [ASS06],
teorema 5,8.

Teorema 2.28. Sea ) un carcaj sin ciclos dirigidos y M una representacion. Entonces existe

P % M una cubierta proyectiva. Ademds es nico: si P’ 95 M es otro proyectivo que cumple
la definicidn, existe un isomorfismo h: P — P’ tal que ¢’ oh = g.

Remarcamos que el teorema andlogo para representaciones inyectivas también es cierto.

Un lema que utilizaremos mas adelante es que la suma de cubiertas proyectivas es una
cubierta proyectiva:

Lema 2.29. Seap: P— X yq: Q — Y cubrimientos proyectivos. Entonces p®q: PHQ —
X @Y es una cubierta proyectiva.

Demostracion. La demostracién sale con una definicion equivalente de cubierta proyectiva:
p: P — X es una cubierta proyectiva si P es proyectivo, p es sobreyectiva y Ker(p) es su-
perfluo en P, es decir, si P = Ker(p) + N implica que N = P. Supongamos que V; := Ker(p)
y Vo := Ker(q) son superfluos en Py @Q resp. Demostremos que V1 @ Vo C P @ Q es superfluo.
Supongamos que V1 Vo + N=PoQ =V 80+ Ncon N=0& Vo + N.

Demostremos primero que P = PNN:sip € P, (p,0) = (v1,0)+7 = (v1 +7i1, 722). Entonces
ng = 0 luego n = (n1,0) =ny € N N P. Por lo tanto P = i+ NAP y como Vj es superfluo
P=NnNP.

Demostremos ahora que Q = Q N N: Sea ¢ € Q, q = (0,q9) = (po,0) +n = (po + n1,0) +
(0,729) = (0,72). Si 7 = (7, g), tg = 7 — (A1,0) € NN Q pues iy € P = N N P. Entonces
(0,n2) € N. Luego Q=NnNQ. Luego PPQ=N=0a®V,+N.

Para concluir demostremos que P & @ = N: Sea q € Q. Luego ¢ = (0,q) = (n1,v2 + na).
Entonces n; = 0 y entonces n = (0,n2) =ny € QN N. Luego @ = Vo + QN N y como V3 es
superfluo, @ = @ N N. Entonces si p € P, p = (n1,0) =n — (0,n2) € N. Entonces P = PN N
y en conclusion P& @ = N. O

Ya estamos en condiciones de definir una resolucién minimal:

Definicion 2.30. Una resolucién proyectiva

N LN LI - NN Y RN

es minimal si fop: Py — M es una cubierta proyectiva y f;: P, — Im(f;) C P,_; es un
cubrimimento proyectivo para todo i > 1.

Definicion 2.31. Una resolucion inyectiva

0o—M L 2n ...

es minimal si fo: M — Iy es una cdpsula inyectiva y f;: Pi_l/Ker(fi) — I; es una céapsula
inyectiva para todo 7 > 1.
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Si se admite la existencia de cubrimientos proyectivos se puede construir una resolucién

proyectiva inductivamente: Si Py f—0> M es una cubierta proyectiva, tomemos P; f—1> Ker(fo)
una cubierta proyectiva del nicleo de fy. Definimos f1 = i o f; y continuamos inductivamente.
Finalmente, la unicidad salvo isomorfismo de la cubierta proyectiva implica la unicidad (salvo
isomorfismo de resoluciones) de las resoluciones proyectivas minimales.

Vimos que Repg es hereditaria, y esto implica que dada una representacion M, existen
proyectivos Py, P;, etcetera, y una sucesion exacta corta

O—-P —-FP—-M-—0
Por otra parte, existe una resolucion proyectiva minimal
o= Uy —=U —-Up—+M—0

En principio, no sabemos si esa resolucién proyectiva minimal se termina en Ui, es decir, si
U; = 0 para todo i > 2, solamente sabemos que una resolucién proyectiva (no necesariamente
minimal) se termina después de dos términos. Pero si es minimal, deberia efectivamente ser mas
chica y por lo tanto terminarse después de dos términos. Veamos que efectivamente este es el
caso. Para eso usaremos un lema que nos serd mas util mds tarde al hacer dlgebra homoldgica
con el funtor translacién:

Lema 2.32. Sean
B %S E S M=o

una presentacion proyectiva de M (i.e., simplemente una resolucion proyectiva truncada) y
Uy = Up = M —0

una presentacion proyectiva minimal de M. Entonces existen isomorfismos y representaciones
Vo y Vi (posiblemente nulas) y un morfismo v: Vi — Vj tal que el siguiente diagrama conmuta:

B, a Ey —% s M s 0
N

B

udv (U)%O

Ul@%*)Uo@VO s M > 0

Demostracion. Como Uy —» M es una cubierta proyectiva de M y Ej 5 M es sobre, existe
h: Ey — Up sobreyectivo tal que el diagrama

Ey
Elh lb

L
Uo L) M

conmuta. Como h es sobre y Uy es proyectivo, existe una retraccion r: Uy — FEq tal que hor =
Idy, Luego Ey = Im(r) @ Ker(h). Para el primer isomorfismo (desde la derecha) del teorema
definimos :

Y Im(r) & Ker(h) — Uy & Ker(h)
¢ = h|Im(T) D Id

y tomamos Vj := Ker(h). Claramente es un isomorfismo pues cada uno de sus componentes es
un isomorfismo. Ademsds es claro que el diagrama conmuta:
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Im(r) ® Ker(h)

hl@Id lg \

Luego tenemos completado el primer cuadrado del diagrama. Notemos que Vj es proyectivo
por ser sumando directo de un proyectivo. En la presentacién original podemos reemplazar a
por @' = oa, Ey por Uy @V y b por (w,0) y sigue siendo una presentacién proyectiva:

B S uev, % o

Definamos el segundo isomorfismo del diagrama. Para eso, primero necesitamos notar que

Vo 1d, Vh es una cubierta proyectiva trivialmente, y U; — Im(u) también, y entonces U; @&

Vo ubld, Im(u)®Vj es una cubierta proyectiva por el lema 2.29. Ademas, Im(a’) = Ker((w,0)) =

Ker(w) @ Vp = Im(u) & Vp. Luego, por definicién de cubierta proyectiva existe un h': By —
Uy & Vj sobreyectivo tal que el siguiente diagrama conmuta:

Ul@%mlm(u)@v@

Notemos que Ker(h') C Ker(a'). Como Uy &V} es proyectivo, existe una retracciéon r': UydVy —
E; tal que b/ o’ = Idy,gv,. Entonces Ej se escribe como Ey = Im(r’) @ Ker(h'). Por lo tanto
restringiendo b/, obtenemos un isomorfismo

h,‘Im(r’) @ Id: Im(r’) o Ker(h') i (Ul o VO) @ Ker(h’)
Finalmente, definamos

u® Py
UL ® Vo @ Ker(B) 22 1p 0 V4
(a,b,¢) — (u(a),b)

Claramente v := Py, es sobreyectiva. Veamos para concluir que el diagrama conmuta:

E; =Im(r") ® Ker (k) — L Uyd Vo

W|@ld lg H

, uEBPVO
(U1 @ Vo) @ Ker(h) —= Uy @ Vi

Y el cuadrado conmuta pues
u(l' (z)u,) & W' (z)yv, = (ue Id) (W (2)) = d(z) = d'(z)v, & a'(2)v,

Tomando Vi = (Vy @ Ker(h')) y v = Py, obtenemos el teorema. O
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Corolario 2.33. 57 Q es un carcaj sin ciclos dirigidos y M € Repg, existe una resolucion
proyectiva minimal

0O0—-P—-FP—M-—=0

Demostracion. Sea 0 — E; — Ey — M — 0 una presentacién proyectiva de M y Uy —
Uy = M — 0 una presentacién proyectiva minimal de M. Por el lema existe un rectdngulo
conmutativo

0 E1 > EO M 0
Uye Wi BCELN Upd Vo (1:0) M 0
Entonces u es inyectiva. O
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Parte 3

Quivers con relaciones y el algebra
de caminos

Buena parte de la teoria que vimos podria repetirse si los morfismos de una representacién
cumplieran relaciones entre ellos, por ejemplo, que la composiciéon de dos flechas sea cero. Y
ademads esto permite una mayor riqueza en sus representaciones. Por ejemplo, si consideramos
L= 1D>a ,los caminos de este carcaj tienen todos la forma (o™ : n € Ny) y si notamos a la
concatenacién de dos caminos con un punto, ”a™-a™ = o™ Entonces el conjunto de caminos

es un dlgebra kL isomorfa a los polinomios, kL = k[z]. ;Cémo modelamos entonces k [x]/<x2>7

Habria que agregar la relacién o? = 0. Otra razén para agregar relaciones es que queremos
considerar carcajes que puedan tener ciclos dirigidos. Recordemos que su problema era que sus
“representaciones” proyectivas e inyectivas podian no ser representaciones, porque podian no
tenfan dimension finita. Imponiendo que o = 0 en L, vale que P(1) = (({e,a}),a =[9§]) es
una representacion proyectiva e indescomponible. En este capitulo se da algunas demostraciones
propias de hechos conocidos como la proposicién 3.54, y se hacen algunos calculos explicitos de

dimension global de un algebra en el ejemplo 3.61.

Definicion 3.1. Dado un carcaj ), dos caminos ¢ y d son paralelos si tienen el mismo vértice
de llegada y el mismo vértice de salida. Es decir, si s(c) = s(d) y t(c) = t(d). Una relacién
es una combinacién lineal Y A;¢; donde los ¢; son caminos en @ paralelos y de longitud > 2.
Un carcaj con relaciones es un carcaj () con un conjunto R de relaciones. Lo denotamos
(Q, R). Finalmente, una representacién M de un carcaj con relaciones es una representacion
de @, (M;, ) donde ¢, = 0 para toda relacién p € R, donde por definicién ¢, := > Acg. si

p=> Acc.

2
Ejemplo 3.2. Sea ) = o \5 con R = (v, ~va). Luego, por ejemplo

1#3

k‘2
TN
k‘2 7 ]@2

no es una representacién pues ¢, o ¢, # 0 pero

931 % 39
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si lo es.

Copiando las definiciones de la primera seccién podemos definir morfismo de representacio-
nes, suma directa, subrepresentacién, cocientes, pull backs, push outs, resoluciones proyectivas
y todos los conceptos anteriores.

La mayoria de los teoremas de la primera y segunda seccién son ciertos para carcajes con
relaciones. La mayor diferencia es que la categorfa Rep(g ) no necesariamente es hereditaria.
Pero si es cierto que los P(i) van a ser una coleccién completa de todos los proyectivos indes-
componibles. Por ejemplo el teorema de Krull-Schmidt sigue valiendo, la categoria Rep(q ;) es
abeliana, la existencia de resoluciones proyectivas e inyectivas minimales, etcétera.

Naturalmente, los proyectivos e inyectivos indescomponibles de (@, R) van a ser los de @

NS
N A

pero teniendo en cuenta las relaciones. Por ejemplo si Q = 5 7, 4 1Y R = (Ba, o),

entonces P(5) deberfa ser

k
VAN
k—k 0

Nk/

pues no hay ningin camino no nulo de 5 a 1. Pero para formalizar esta definicién (y por muchas
razones mas) es util presentar el algebra de caminos.

3.1. El algebra de caminos

El algebra de caminos es la conexién de la teoria de carcaj con la teoria de médulos y permite
a ver a todas las representaciones como modulos sobre esta k-algebra. A lo largo de la seccién
supondremos k£ un cuerpo algebraicamente cerrado y los médulos sobre un dlgebra serdan salvo
mencién explicita, a derecha.

Definicion 3.3. Dado un carcaj @) el algebra de caminos k(@ es el k espacio vectorial con
base todos los caminos de Q y multiplicacién dada por la concatenacién: si ¢ y d son caminos,
¢-d=cdsit(c) =s(d) y cero sino. En general usaremos simplemente la letra A para denotar
al dlgebra de caminos.

Ejemplo 3.4. » Ya vimos que si L es el carcaj con un vértice y un lazo, kL = K[X].
2-%1¢-4 , o o
= Sea () = a1 . Entonces kQ es una K algebra de dimensién 7. No es dificil probar

3
que kQ es isomorfa a la siguiente algebra:

kQ =

N
o O O
o ™ O O
O OO

con las siguientes identificaciones:
0922 9928 828
« 0000| B 1000 7 0000| 6 B
0000 0000 1000
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= Sea Q = a2 1 <L 2 7 . Notemos que si tan sélo tuvieramos Q' = 1 +—— 2

B
K 0
K K

entonces es facil demostrar que kQ' = [ } . Como tiene dos lazos distintos, entonces

ng[K[:U] 0 ] o [az 0} 5es [0 0] H[O o]
Klz,y] Kly]|’ 0 0 10 0 y
Notemos que k@ es una &lgebra unitaria, pues tiene a 14 = >  e; como uno. Si  no
i€
tiene ciclos orientados, la cantidad de caminos posibles es finita. Ento?loces kQ es un algebra de
dimension finita.

Una observacién es que e;kQ C kQ@Q es un mddulo a derecha sobre £Q con el producto
(e;x) - ¢ = ep,xc y que como conjunto e;kQ = {e;.x : x € kQ} = ({c: s(c) =1i}) = P(i). Dado
que los P(i) son las tnicas representaciones proyectivas indescomponibles de @ (salvo isomor-
fismo), eso nos da la idea de que los e;kQ) van a ser los unicos proyectivos indescomponibles de
la categoria (salvo isomorfismo).

El equivalente algebraico de un carcaj con relaciones (@, I) es un cociente kQ/ T, con [
un ideal admisible. Como queremos que nuestra algebra tenga dimensién finita, queremos que
todos los ciclos dirigidos sean cero si dan una suficiente cantidad de vueltas. Asi que tenemos
que dividir por un ideal que no incluya flechas (para no eliminar flechas o quedarnos con un
carcaj disconexo) pero que sea lo suficientemente grande para que todos los caminos a partir
de una longitud estén.

Definicién 3.5. El ideal de flechas R es el ideal bildtero generado por las flechas de Q.
Asi Rq tiene todos los caminos de ) excepto los caminos triviales e;. Ademés denotamos como
kQs al espacio vectorial con base los caminos de longitud s. Entonces como espacio vectorial se
puede escribir Rg = kQ1 @ --- D kQy, © - --.

Sea I un ideal bilatéro de kQ). Decimos que I es un ideal admisible si existe m > 2 tal que

@inQIQ@in

i>m i>2

La definicién implica que no quito flechas del carcaj al dividir, pues I N (kQp @ kQ1) =0y
que ademas es el cociente es de dimensién finita sobre k pues kQ; C I para todo [ a partir de
un numero natural.

Ejemplo 3.6. Sea Q = o 2 \/f . Entonces el ideal bilatero generado por v, (57), es un
L¢——3

ideal que contiene a todos los caminos de longitud mayor o igual a 3, y el tinico camino de

longitud 2 que contiene es 5.

Observacion 3.7. Sea I un ideal admisible generado por z1,--- ,z,,. Entonces e;xre; € I,

eixge; = y_ Ajc; donde todos los ¢ empiezan en i y terminan en j. Es decir, e;zie; es una

relacion de @, y como z, = ) e;xpej todo generador se escribe como una suma finita de
iajeQO

relaciones. Luego I estd generado por finitas relaciones.

Definicién 3.8. Un dlgebra de caminos acotada (bound quiver algebra) es un cociente kQ/ T

donde [ es un ideal admisible.

Observacion 3.9. Como [ es un ideal admisible, kQ/ 7 es de dimensién finita. Ademds es
unitaria.
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Ejemplo 3.10. Ideales distintos pueden dar lugar a &dlgebras de cocientes isomorfas: Si Q =

1 é;: 2 <—— 3 entonces para todo A € k se define el ideal Iy = (ya + A\y5) entonces

kQ/]A = kQ/]X para todo A\, \ # 0

No es dificil probar que para todo A, X # 0 el morfismo que manda

!/

€; — €4, Y=, ﬁ%Xﬂ

induce un isomorfismo de dlgebras en el cociente.

Observacion 3.11. A lo largo de este trabajo A significara una k-dlgebra asociativa con unidad
y de dimensién finita, dado que el ejemplo que estudiamos (kQ/ 7 un algebra de caminos acotada)
lo es.

Recordemos unos lemas esenciales sobre la estructura de las k algebras de dimensién finita:

Lema 3.12. Sea A una k-dlgebra de dimension finita y sea e un elemento idempotente de A no
nulo. Entonces e y 1 — e son ortogonales idempotentes y A como A mddulo a derecha se escribe
como

A=eAd(1-e)A
En particular, si e es idempotente, eA es proyectivo, pues es un sumando directo de A.
Lema 3.13. Si A = M; ® My es una suma directa como A mddulos a derecha, entonces:
1. existen idempotentes ortogonales ey € My y ea € My tal que 1 = e + es.
2. M; es indescomponible si y solo si e; es primitivo.

Teorema 3.14. Sea A una k- dlgebra de dimension finita y a1, as,- -+ , an elementos primitivos
idempotentes y ortogonales tal que 1 = a1 + - - - a,,. Entonces

A2 A - - DaA

donde la descomposicion de arriba es como A mddulos a derecha y cada e; A es un A mddulo a
derecha indescomponible.

Notemos que los caminos triviales son elementos idempotentes y ortogonales del algebra
eiej =eje; =0si1#jy (ei)2 = ¢;. Si los caminos triviales son primitivos (es decir si e; no se
puede escribir como a + b con a y b elementos ortogonales e idempotentes no nulos) entonces
podemos usar ese teorema.

Lema 3.15. Sea Q un carcaj e I un ideal admisible. Entonces &; es un elemento primitivo de

kQ/I'

Demostracién. Supongamos que €; = @ + b, y escribo a los elementos @ y b como combinacién
lineal de elementos no nulos de ¥ /T

a= Z A b= Z [1C
(& (&
Donde ambas sumas son finitas pues kQ/ 7 es de dimension finita.
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Como a es idempotente

@ == (D A)Q_Ae) = D Aheed =3 () Aeder)e=a

c.c=c
Luego, existe un elemento y € I tal que
a2—a:Z( Z )\c/)\c//—)\C)CZQEI
c c.c"=c

Como [ es un ideal admisible, todo elemento es combinacion lineal de caminos de longitud dos
o més. Luego, mirando el coeficiente de cualquier camino trivial e; en la igualdad

S (Y A= Aoy
c c.c"=c
tenemos que el coeficiente del lado de la derecha es cero, pues I C @ kQ;. Por otra parte, el

i>2
coeficiente de e; en el lado de la izquierda es

2
DR VVESUES Y

VRPN | By
c.c'=¢ey

En conclusién, )\gj — Ae; = 0. Luego A¢; =1 0 0 para todo j. Lo mismo vale para b:
Z ( Z fher frer — pe)c € T (3.1)
c cd.c'=c
lo cual implica que p;, =1 o 0 para todo j. Ademds
a.b= Z ( Z )\C/,ucu)c = y' el
c c.c'=c

Mirando la coordenada e;, como todo elemento de I es combinacién lineal de caminos de longitud
dos o mas, se sigue que A, fte; = 0. Luego si A; # 0, entonces pe; = 0.

Por otra parte e; —a — b = y” € I porque lo supuse al comienzo. Mirando la coordenada e;,
tenemos que 1 — e, — pe; = 0, lo que es equivalente a 1 = A¢, + pe;. Luego alguno de los dos
coeficientes es no nulo. Supongamos que A, # 0. Entonces por la observaciéon de arriba debe
ser 1. Entonces 0 = p,. Y mirando la coordenada e; (con j # i) en e; —a —b = 3" tenemos que
0 — Ae; — tte; = 0 lo que es equivalente a Ae; = —pte; y por la observacion del parrafo anterior
Ae; = pe; = 0. Luego b tiene ceros en las coordenadas e, para todo k.

Si ahora « es una flecha cualquiera, mirando la coordenada « en 3.1, y usando que I es un
ideal admisible y por lo tanto es combinacién lineal de caminos de longitud mayor o igual a dos,

> fiepe = pa =0

cd=a

Y como solamente hay dos formas de descomponer «, tenemos que

_Mes(a),u’a + /’La,uet<a) — Mo = 0

Pero por lo visto en el parrafo anterior tenemos que
Mes(a) = Met(a) = O

47



Luego
Entonces todas los coeficientes de los caminos de longitud 1 y 0 son nulos. Si ahora miro
cualquier camino d ¢ I de longitud 2, tenemos que

Z Hetter — pd =0

cc'=d

Por lo anterior, Y pcpe =0, lo que implica que g = 0.
cc'=d
Usando que I es un ideal, si repetimos esto para todo camino ¢ que no esté en I, obtenemos

que p. = 0 para todo ¢ ¢ I. El proceso es finito pues solamente hay finitos caminos que no
pertenecen a I. Luego b € I y por lo tanto b = 0. O

Corolario 3.16. Sea ) un carcaj y € los caminos triviales vistos en el cociente A = kQ/I.
Luego los €; son elementos idempotentes primitivos y ortogonales, y 14 = e1+---+e,. Entonces
A admite una descomposicion

AZeA®---deA
como A mddulo a derecha, donde los €;A son mddulos a derecha proyectivos e indescomponibles.

Demostracion. Por el teorema 3.14 tenemos la descomposicion de arriba, y que son proyectivos
es obvio pues son sumandos directos de un libre. ]

Como corolario, por el teorema de Krull Schmidt para la categoria de A médulos a derecha
(con A una k algebra de dimensién finita), tenemos que los ex A son los tinicos (salvo isomorfismo)
modulos proyectivos indescomponibles:

Teorema 3.17. (Clasificacion de proyectivos) Sea P un A mddulo a derecha proyectivo e
indescomponible. Entonces existe i € Qq tal que P = ¢;A.

Demostracion. Como P es proyectivo, P es sumando directo de un libre A", A™ = P& Q. Por
Krull Schmidt, como P es indescomponible, P = e¢; A para algtn i. O

Observacion 3.18. Notemos que la descomposicién no captura la estructura de algebra de
A, sélo la de A-médulo a derecha. En efecto, si Q = 1 = 2, kQ es un K espacio vectorial
de dimension tres y se descompone como ({e1,a}); @ (e2)r como médulo a derecha. Entonces
a-eg=a#0¢e ({er,al).

Pero en la estructura de algebra de ({e1,a})r @ (e2)k, la multiplicacién resultaria en

(,0).(0,e2) = (.0,0.e2) =0

Antes de probar el teorema central de esta seccién expliquemos el interés por estudiar alge-
bras de caminos. Si bien no es cierto que toda k dlgebra es isomorfa a un algebra de caminos, si es
cierto que toda k dlgebra bdsica de dimension finita es isomorfa a un dlgebra de caminos dividida
por un ideal admisible. Una k dlgebra A de dimensién finita se dice basica si dado {ay, - ,an}
un conjunto de elementos ortogonales, primitivos e idempotentes tal que a; + --- + a,, = 14,
tenemos que

a;A = a;A (como A-médulos) siy solamente si i = j

Si A no es bdsica, podemos definir e4 = e, + -+ + e5, donde {eg,, -, €5} €s un conjunto
maximal de elementos primitivos, ortogonales e idempotentes tal que e, = e, siy s6lo sii = j.
Entonces egAe 4 es bésica y la categoria mod. , 4c, €s equivalente a mod,4. Entonces, estudiar
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la categoria de médulos sobre cualquier algebra finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
es equivalente a estudiar la categoria de las representaciones de un carcaj, donde los objetos son
las representaciones y las flechas los morfismos de representaciones.

Observacion 3.19. Si Q es un carcaj sin ciclos dirigidos, el algebra A = kQ es basica. Mas
aun, si I es un ideal admisible y @ un carcaj finito, k 5T es bésica.

Demostracion. Solamente probaremos el caso sencillo de un carcaj aciclico. En efecto, supon-
gamos que ;A = e; Ay sea : e;A — e; A el isomorfismo. Sea x en A tal que ¥ (e;) = e;x, con

x =Y Acc. Luego
ejr = Z AeC+ Z AcC

c: s(e)=j c: s(c)=j
t(c)=i t(c)#i

Como ¢ es A-lineal, si k # 1,

Y(eier) =1(0) =0 =(e;)er = Z AcC para todo k # i
c: s(e)=j
t(c)=k
Luego ejo = >,  Acc. Entonces si no existe ningtin camino de j en i, ¢(e;) = 0, absurdo.

c: s(e)=j
t(c)=1

Por lo tanto debe existir al menos un camino cy: j — ¢. Pero entonces dimy, e;A > dimy e;A y
no pueden ser isomorfos. O

Radical y zé6calo

Recordemos rédpidamente la definicién de radical y zdcalo (socle):

Definicion 3.20. Dada una k algebra A, el radical de A, notado Rad A, es el conjunto que
cumple alguna de las siguientes definiciones equivalentes:

1. Rad A es la interseccién de todos los ideales maximales a derecha.

2. Rad A es la interseccién de todos los ideales maximales a izquierda.

3. Rad A ={a:1— ab tiene una inversa a derecha para todo b € A}.

4. Rad A = {a: 1 — ab tiene una inversa a ambos lados para todo b € A}.

5. Rad A = {a: 1 — ba tiene una inversa a derecha para todo b € A}.

6. Rad A ={a:1— ba tiene una inversa a ambos lados para todo b € A}.
Corolario 3.21.

1. Rad A es un ideal bildtero.

2. Rad(4R,4(4)) = 0-

3. Si I es un ideal nilpotente bildtero, entonces I C Rad A.
Teorema 3.22. Si A es una k dlgebra de dimension finita, Rad A es nilpotente.

Dado ahora un mddulo, también podemos definir su radical:
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Definicion 3.23. Si M es un A médulo a derecha, definimos Rad M como la interseccién de
todos los submddulos maximales de M. Notemos que si M es un moédulo de dimension finita,
entonces admite un submdédulo maximal (en particular, propio).

Algunas propiedades del radical de un moédulo en general:

Proposicion 3.24. Sea A una k-dlgebra de dimension finita y M, N € mod 4. Entonces:
1. Rad M ={m e M : f(m) =0 para toda f € Homa(M,S) con S simple}.

Rad (M & N) = Rad M @ Rad N.

Si f € Homa(M, N) entonces f(Rad M) C Rad N.

Rad M = MRad A.

Gvo o e

Si L+ Rad M = M con L < M entonces L = M. Es decir, el radical es un submddulo
superfluo.

6. Si consideramos a A como A mddulo a derecha, la definicion de radical como anillo y de
radical como A mddulo coinciden.

En particular 5 nos dice que Rad M es un submodulo superfluo de M y por lo tanto Si P
es proyectivo, P — P /Rad P ©s una cubierta proyectiva.

Corolario 3.25. En las mismas condiciones que antes:

1. M/Rad M es semisimple y un mddulo a derecha sobre la k dlgebra A/Rad A

2. Si L es un submdodulo tal que M/L es semisimple, entonces Rad M C L.
3. M es semisimple si y solo si Rad M = 0.

Definicion 3.26. El cociente M/Rad ) se nota top M y por la observacion anterior siempre
es semisimple.

Proposicion 3.27. Sea A = kQ el dlgebra de caminos con Q sin ciclos dirigidos. Afirmamos
que el radical de e;A es el submddulo generado por los caminos no triviales que empiezan en i
Y en consecuencia

Rad kQ = (caminos no triviales)y,

Demostracion. Como A = e A@ - P ey A, entonces Rad A = Rad et AP --- & Rad e, A, por
la parte 2 y 6 del teorema 3.24. Basta ver, entonces, que el radical de e;A es el submédulo
generado por los caminos no triviales que empiezan en 1.

Sea ¢ un camino no trivial que empieza en i. En particular, lo podemos escribir como ¢ = e;c
y por lo tanto, ¢ € e;A. Ademads, para ver que estd en el radical, podemos comprobar que
e; — c¢.b tiene inversa a derecha para todo b € kQ. El elemento b es una combinacion lineal de
caminos en . Si ninguno de tales caminos empieza en t(c), entonces c.b = 0 y listo, pues e;
es la unidad de e;A. Podemos suponer que al menos uno empieza en t(c) y olvidarnos de los
que no, pues su multiplicacién por ¢ da cero. Podemos escribir entonces a b como b =) Ad; dj
donde s(d;) = t(c) para todo j. Como @ no tiene ciclos dirigidos, t(d;) # ¢ para todo j. Luego
(e; — cb).e; = €2 = e;. Por lo tanto ¢ € Rad(e; A).

Finalmente para ver la otra inclusiéon, tomememos e;c € Rad e; A. Luego, e;c 0 es cero o es
un camino que empieza en i, y no es trivial pues e; ¢ Rad e;A. Eso termina de demostrar la
igualdad. Por lo tanto Rad k@ = (caminos no triviales)y. O
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Proposicién 3.28. Sea kQ/I un dlgebra de caminos acotada. Similarmente a la proposicion
antertor,
Rad kQ/I = (¢: ¢ camino no trivial )i

Demostracion. Si ahora A = kQ/ 7 con I un ideal admisible, afirmamos que también Rad e; A =
(€:c:1— j,c# ej). Sea cen el conjunto de la derecha y e; — cb. Queremos ver que ese elemento
tiene inversa a derecha en el cociente. Por el mismo argumento podemos suponer que b es una
combinacién lineal de caminos que empiezan en t(c), digamos b = ) Ay, d;.

J

Si t(dj) # i para todo j, entonces cbe; = 0 y entonces (e; — cb).e; = e;, que es la unidad
de €;A. Supongo que algin d; no termina en i, y considero (e; — cb)e;. Distribuyendo, obtengo
e; — cbe; = e; — cb, donde Y = be; es una combinacién lineal de caminos que empiezan en
t(c) y terminan todos en i. Por lo tanto, c¢b’ es una combinacién lineal de ciclos dirigidos que
pasan por i, entonces para algin m, (cb’)™ pertenece a I. Luego si multiplicamos e; — cb’ a la
derecha por su conjugado obtenemos: (e; — cb’)(e; +cb') = e; — (cb’)?. Si de nuevo multiplicamos
a la derecha por el conjugado tenemos: (e; — (cb')?)(e; + (cb')?) = e; — (cb')*. Asi siguiendo
multiplicando a la derecha por el conjugado, existe z tal que (e; — ¢b')z = e; + y con y € I.
Como e; — cb’ = (e; — cb)e;, entonces existe a’ tal que (e; — cb)a’ = e; en el cociente, es decir,
e; — cb tiene una inversa a derecha en kQ/ T

Finalmente, para ver la otra inclusién, si tomamos e;c perteneciente al radical y queremos
ver que estd en (¢: c: i — j,¢ # e;), el mismo argumento de antes sirve.

Por lo tanto, el radical de A es simplemente el ideal generado por las flechas de A. O

Otra construccién util es la del zécalo:

Definicion 3.29. Sea M un A mddulo. Se define el zécalo o socle como la suma de todos sus
submodulos simples:

SocM= > S

S simple
Como suma de simples es semisimple, el zocalo de M es un submédulo semisimple.

Antes de finalizar la seccién recordemos algunos teoremas muy utiles sobre k-algebras: la
demostracién de todos ellos esté por ejemplo, en [SY12], lema 3.8, capitulo 1.

Teorema 3.30. Sea A una k-dlgebra. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. A es local (i.e., tiene un inico ideal maximal a derecha).

A tiene un unico ideal maximal a izquierda.

El conjunto de los elementos no inversibles de A es un ideal bildtero.

Para todo a € A, a 0 1 — a es inversible.

A

La k-dlgebra A/md A €8 un cuerpo.

Corolario 3.31. Si A es una k dlgebra local y bdsica de dimension finita entonces A/radA es
isomorfo al cuerpo k.

Teorema 3.32. Sea A una k-dlgebra y M un A mddulo a derecha de dimension finita. Las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M es indescomponsible.
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2. Cada endomorfismo f € End M tiene la forma f = Adyr + g con g € End M nilpotente
yAek.

3. End M es local.

Lema 3.33. Sea A una k dlgebra de dimension finita, B = A/I con I un ideal nilpotente y
w: A — B la proyeccion candnica. Entonces:

1. Para todo conjunto de idempotentes ortogonales dos a dos f1,--- , fn en B, existe elemen-
tos ortogonales idempotentes ey, - - , e, tal que m(e;) = f; para todo 1 <i <n.

2. Sea e idempotente en A tal que w(e) = f1+---+ fn con f; ortogonales idempotentes en B.
Entonces ezisten ortogonales idempotentes e; € A tal que e = e + -+ + e, y 7(e;) = fi.

Demostracion. La demostracién se encuentra en [SY12], capitulo 1, lema 3.12. O
Proposiciéon 3.34. Sea A una k dlgebra de dimension finita. y B := A/Rad A Entonces vale:

1. Todo ideal a derecha no nulo de B es una suma directa de ideales a derecha, simples como
B mddulos a derecha, y de la forma €B con e primitivo idempotente. En particular, B
como B-mddulo a derecha es semisimple.

2. Sea M un B mddulo a derecha no nulo. Entonces M = e;, B®- - -®e;, B con e;; primitivos
idempotentes.

Demostracion. La demostracién se encuentra en [SY12], capitulo 1, lema 5.12. O

Proposicion 3.35. A una k-dlgebra de dimension finita, B = A/Rad A; € # 0 idempotente
y € la imagen de e en B a través de la proyeccion candnica. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1. eA es indescomponible como A médulo a derecha.
2. Rad (eA) = eRad A es el unico submodulo mazimal de eA.
3. €B es simple como B mddulo a derecha.

Demostracion. La demostracién se encuentra en [SY12], capitulo 1, lema 5.16. ]

3.2. Equivalencia con modjg ),

Notemos que en muchas de las demostraciones que hicimos o que dejamos de ejercicio, casi
no se usa que M es una representaciéon de un carcaj y que en muchas construcciones ya hechas
sirven las mismas definiciones que se usan para modulos. Esto no es casualidad, como veremos.

Definicion 3.36. Empezamos por definir una categoria central y un par de subcategorias
importantes:

= Dada una k algebra A, moda es la categoria de médulos a derecha sobre A finitamente
generados. amod es la categoria de médulos a izquierda sobre A finitamente generados.

= Proya es la subcategoria de médulos proyectivos e Inya la de inyectivos. Analogamente
se definen a izquierda y se notan 4o Proy y alny.

592



» modpA es la subcategoria de médulos sin sumandos directos proyectivos (no nulos) y
modrA es lo mismo pero sin sumandos directos inyectivos (no nulos).

Teorema 3.37. Sea Q un carcaj finito y conexo y A = kQ/I con I un ideal admisible. Entonces
hay una equivalencia entre la categoria mods de modulos finitamente generados y la categoria
Rep(QJ) de representaciones finitas acotadas del carcaj Q.

Demostracion. Aclaremos primero quién es el I en Rep g ). Recordar que si I es un ideal de A
finitamente generado, por la observacién 3.7 existe una cantidad finita de relaciones p1,--- , pn
que también generan el ideal. Entonces el conjunto de relaciones del carcaj serd I = {p1,--- , pn}-
Definiremos dos funtores covariantes F'y G-
F:mods — Rep(g
G: Repg 1) — moda
Definamos F': Sea M un A médulo a derecha finitamente generado. Definimos F(M) :=
(M;,{¢a}) con M; := M.e; (es un k-espacio vectorial pues M lo es) y si a: i — j es una flecha,
definimos
Pa - Mi — M j
Pa(m.e;) == (m.e;.a).e; = (Mm.a).e;
Omitimos la verificacién que ¢ es lineal. Ahora queremos definir F' sobre los morfismos: sea
f+ M — M’ un morfismo de A médulos a derecha. Definimos F(f): F(M) — F(M') como
F(f)i: M; — M]
1
F(f)i(m.e;) .= f(m.e;) = f(m).e;
donde 1 vale pues f es A lineal. Es inmediato comprobar que F'(f) es un morfismo de represen-

taciones.
Veamos que F'(M) es efectivamente una representacion de (Q,I): Sea p=> Aec:i—je T
[+

una de las relaciones que genera I, entonces
wp(m.e;) = Z)\Cgoc(m.ei) = Z)\cm.c.ej = m(z Acc) =m.p=10
4 4 C

pues M es un A médulo y p es cero en A. Luego F(M) € Rep(q,i) v podemos verificar que F'
es un funtor.

Definamos G: Sea ahora una representacion (M;, ¢q) de (Q, ) y queremos definir G((M;, ¢a)).

Tomamos M = @ M, como espacio vectorial. Le damos la siguiente estructura de kQ médulo
1€Qo
a derecha: sim e M y a € kQ,

m.a = m(z )\cc) = Z Acpe(m)

donde ¢.(m) significa lo siguiente: Si m = my @© --- © my con m; € M;, definimos p.(m) :=
@e(mi) + -« + pe(myg) con pe(z) = 0 si z ¢ My). Podemos verificar que la operacién asf
defininda efectivamente genera una estructura de Q) médulo. Veamos que pasa al cociente: Sea
p € I una relacién, p = > A.c donde todos los ¢ van de i en j. Entonces:

m.p = Z Actpe(m) = Z Ac(pe(ma) + -+ pe(my)) = Z Acpe(ma) + -+ Z Actpe(mi)
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Notar que todos los caminos ¢ son paralelos. En el caso en el caso en que my; ¢ M, definimos
we(my) =0.Y simy € M.y, tenemos que > Acwe(my) = ¢p(my) = 0 pues es una representacion
de (Q,I). Luego m.p = 0 y entonces M es un A-médulo. Finalmente dado f: (M;, ps) —
(Ni,¢q) definimos

G(f): M — N
G, = fi

Se puede ver que es un morfismo de A mdédulos y que G asi definida es un funtor.

Para terminar, demostremos que F'oG ~ Idy Go F ~ Id. Empecemos con F o G. Se puede
comprobar que los espacios vectoriales de F'(G(M)) en cada coordenada son iguales a los de M
y que las transformaciones lineales son iguales también.

Para G(F(M)), verificar que el morfismo

O M — @ M -e;
1€Qo
(I)(m) = {m : 6i}i€Q0

es un isomorfismo de mdédulos natural. O

Observacion 3.38. Tanto F' como G preservan inclusiones: si N es un submédulo de M, enton-
ces F(N) < F(M) y si N es una subrepresentacién de M, G(N) < G(M). Por lo tanto, mandan
subrepresentaciones/submdédulos maximales en submédulos/subrepresentaciones maximales. Y
ademds son funtores aditivos.

Ejemplo 3.39. Sea (@, R) un carcaj con relaciones. Definamos el radical de una repre-
sentacién M como Rad M := F(Rad G(M)). Usando la observacién anterior es inmediato
ver que asi definido, cumple la definiciéon usual de radical como la interseccién de todas las
subrepresentaciones maximales. Veamos quién es:

(Rad M), = (Rad G(M)) . e, = (Rad €D M,).ex = (€D Mi.Rad A).e; =

1€Qo 1€Qo
= @ M;.{c:i—k,c#ep) = Z @C(Ms(c)) = Z SOQ(MS(Q))
i€Qo c;;‘é_ﬂg a:i—k
ctey,

Y por definicién de F'y G, las flechas de la subrepresentacién son las flechas de M restringidas.
Luego la definicién coincide para el caso de un carcaj Q.

La equivalencia nos permite identificar libremente a las representaciones de un carcaj con
los médulos sobre su algebra de caminos. Cada extremo de la identificacién tiene sus ventajas,
asi, a veces es mas facil fabricar ejemplos con representaciones (que son maés visuales) y a la
hora de hacer cuentas en general tal vez conviene trabajar con médulos y de paso usar toda la
magquinaria conocida para ellos.

Inmediatamente podemos definir los proyectivos e inyectivos indescomponibles de Rep g g

Definicién 3.40. Sea (@, R) con @ finito. Se define el proyectivo indescomponible P(i)
como P(i) = F(e;.A), es decir

P(i); :=ejAej = ({¢ /c: i — j})
y como flechas ¢, (¢) = ¢a. Andlogamente definimos el inyectivo indescomponible (i) como

I(i) = F(Ae;) donde Ae; es un A mdédulo a derecha con la multiplicacién definida contra un
camino como

zeivci=(Loa)e
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y extendida por linealidad. Recordar la definicién de la notacién dada en 2.1: si d es un camino

d=(didy---dn),
(dg‘--dm) sidlza
jL/a.(i:: {

0 sino

Y para un z = ) A\gd cualquiera en A, definimos
1/04-35 = Z )\d(l/oz-d)

Extendemos la definicién a un camino como 1/0 = 1/Cn' e .1/01. Efectivamente es un A médulo
a derecha pues:

((zej)we)ed = (1/c we;) d = 1/d 1/c re; = 1/cd ze; = (ze;) v cd

Entonces

1(i); = {e/e: j = i})
y definimos como morfismos: ¥, (¢) := (cg -+ - ¢y,) si c1 = ay 0 sino. Es decir, la misma definicién
que para un carcaj.

Las representaciones asi definidas son proyectivas (resp. inyectivas) e indescomponibles, pues
G(P(i)) y G(I(7)) lo son y las equivalencias son aditivas.

Corolario 3.41. Toda representacion proyectiva/inyectiva de (Q,R) se escribe como suma di-
recta de representaciones indescomponibles P(i)/1(1).

Demostracion. Por Krull Schmidt, la equivalencia entre Rep g gy y moda y el corolario 3.16. [

En general para un carcaj con relaciones nos olvidaremos de escribir las barras de los ele-
mentos del algebra kQ/ 7 v simplemente recordaremos que en el algebra tenemos relaciones
(combinaciones lineales de caminos paralelos) que son cero.

Ejemplo 3.42.

3
= Sea () = 5/* \7 con ¢~ = 0. Entonces
1-%2 — 4

(af,aBv65)k

P(1) = 1 W \UOJ

L : (o)
1

Y su radical, tomando bases, es

k‘2
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" Sea Q' =152 B3 4 con af = 0. Entonces:

P) =3 P(2) =3 P3)=3 P(4) =3
Rad P(1)=2 Rad P(2)=3 RadP(3)=0 Rad P(4)=3

Notemos que este ejemplo en particular nos demuestra que la categoria Repg ) no es
hereditaria en general, incluso en el caso que @ tiene relaciones pero no ciclos dirigidos.
M4s ain, que el complejo de 2.14 no necesariamente es exacto. Por ejemplo, para S(1) la
resolucion.®standar me daria:

0— P25 P1)S S1)—0

que claramente no es exacta pues u no es inyectiva.

3.3. Extensiones, Ext y dimensién homolégica

Al igual que la situaciéon en mddulos, podemos definir el espacio de extensiones de una
representacion M por N, y demostrar que es isomorfo al primer grupo de cohomologia de un
complejo. Lo interesante es la relacién del Ext con la forma del carcaj.

Definicion 3.43. Sea M € Rep(q 1) y una resolucién proyectiva

f2

PP —o

Dado N € Rep, aplicamos el funtor Hom(—, N) en esa secuencia:

0 — Hom(M, N) —%s Hom(Py, N) s Hom(Py, N) — ---
que es exacta en Hom(M, N) y Hom(FPp, N). Definimos
1 — Ker(f3) ]
Ext (M,N) /Im(fl)

En general, definimos
Ext'(M, N) = Kerlia) g o

Notemos que si @ es un carcaj aciclico, Ext'(M, N) es simplemente el cokernel de fi pues
puedo elegir una resolucién donde P,, = 0 para todo n > 2. Y que ExtO(M ,N) = 0 pues la
sucesién es exacta en Hom(Py, V).

Proposicién 3.44. Ext!(M, N) es independiente, salvo isomorfismo natural, de la resolucion
proyectiva.

Proposicion 3.45. Extl(M, N) también se puede calcular con resoluciones inyectivas, pero de
N. En efecto, si

0N 2

es una resolucion inyectiva, y aplicamos el funtor Hom(M, —) a esta secuencia obtenemos un
complejo de cadenas

0 — Hom(M, N) Y% Hom(M, o) Y% Hom(ar, 1y) Y2, ...

i definimos
Bt (M, ) i= Ker(lf2):)g

,1 .
entonces Ext  es un funtor y es naturalmente isomorfo a Ext!.
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Definicion 3.46. Una extensién ¢ de M por N es una sucesién exacta corta 0 — N —
E — M — 0. Dos extensiones son equivalentes si existe h: £ — E’ un isomorfismo tal que
el siguiente diagrama conmuta:

0 N E M 0
|
0 N E’ M 0

Ejemplo 3.47. Q= 1 —/—=< 2 y
E = k==k E —=k—2h
Entonces
e:0—S2)—FEF—S5(1)—0
g€:0—S2)— FE — S(1) —0
son dos extensiones de S(1) por S(2) no equivalentes pues E 2 E'.
Definicion 3.48. Podemos definir una estructura de grupo en el conjunto de extensiones:
» Dadas dos extensiones
ee0=>N—-E—-M=0
€:0>N—-E —-M-—0
definimos ¢ + &’ como
e+e=0—N-—F—M-—0

donde

L E//
F="24¢m), - ) e Ea B'Y)
con E" el pull back de E — M y E' — M.

» Definimos la extensién trivial (y la denotamos 0) como:

0=0—N-YsNaM-25 M0

Teorema 3.49. El conjunto
E(M,N) = {extensiones}/ .
J = equivalentes
con la suma y el 0 definidos ast, es un grupo abeliano.

Teorema 3.50. Eziste un isomorfismo de grupos abelianos
E(M,N) = Ext' (M, N)

Demostracion. La demostracién es estandar pero tediosa y larga y escapa al objetivo de la tesis.
El lector interesado la puede encontrar en [SY12], teorema 3,5. ]
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Veamos més en detalle la relacién entre el grupo Ext! y la forma del carcaj Q. Empecemos
por demostrar una férmula que relaciona las flechas y vértices con este grupo.
Si Q es un carcaj, recordemos que tenemos una resolucién proyectiva

0= @ Plt(a)b® L @ Pi)% L M —0
aEQ 1€Q0

Tomando Hom(—, V) en la sucesién obtenemos
0 — Hom(M, N) — Hom( @5 P(i)*%, N) — Hom( @ P(t(a))%), N)
1€Q0 a€Q1
— BExt!(M,N) — 0

Separando la suma adentro de los Hom y usando el teorema 2.9

0 — Hom(M, N) — P N — @D N — Ext!(M,N) — 0
1€Qo acQ1

Usando que N, = Hom(k, N,) como k espacios vectoriales y entonces N¢ =2 Hom(k?, N,)
tenemos

0 — Hom(M,N) — P Hom(k™, N;) — P Hom(k%), Nyo))
1€Qo acQ1
— Ext!(M,N) — 0

Finalmente, recordando que M; = k% tenemos la siguiente sucesién exacta corta de espacios
vectoriales:
0 — Hom(M,N) — P Hom(M;, N;) — €D Hom(M, (), Nya))
1€Qo €@
— Ext’(M,N) — 0

Sillamo m; = dimy, M; y n; = dim IV;, tomando dimensién en la sucesién y reordenando tenemos:
Proposicion 3.51. Sim; = dimg M; y n; = dimg N;, entonces
dimg Hom (M, N) — dimy, Bxt' (M, N) = Y~ min; — Y mya)ny(a)
1€Qo acQ1

Observacion 3.52. Notemos que en la demostracion del teorema 2.14, si () tiene un conjunto
de relaciones admisible, la tnica parte de la demostracion que no se puede repetir es que u
sea inyectiva, pues la parte de que Ker(v) C Im(u) sigue valiendo ya que la longitud de una
combinacién lineal de caminos sigue siendo finita (pues todos los caminos de una longitud
suficientemente grande son cero). El tinico cambio necesario es definir la longitud de un camino
¢ como la del mayor camino que pertenezca a su clase de equivalencia. Como la cantidad de
caminos es finita, su clase de equivalencia tiene una longitud maxima. Entonces

P Pt(a) e % P Pi)H 2 M —0

a€Q 1€Qo
es una presentacién proyectiva de M.

Corolario 3.53. Sii # j,

#{a:i—j:a€Q}=dim,Ext'(S(i),S(j))
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Demostracion. Uso la proposicién anterior con M = S(i) y N = S(j). O
Si @ tiene relaciones pero no ciclos dirigidos algo ligeramente més débil es cierto:

Proposicién 3.54. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones pero sin ciclos dirigidos e i # j dos
vértices distintos. Son equivalentes:

1. #{a:i—j:ae@i1} =0
2. dimy, Ext!(S(i), S(j)) =0

Demostracion. Supongamos que #{a:i — j : @ € @1} = 0. Completando la presentacién
proyectiva de la observacién 3.52 para M = S(i) y aplicando Hom(—, S(j)) obtenemos, como
antes

0 — Hom(S(i), S(j)) — €D Hom(S(i)x, S(j)x)

keQo
. . 13
— @ HOHI(S(’L)S(Q), S(J)t(a)) —2> e
a€@q

Como no existe ninguna flecha de i en j, Hom(S(4)(a), S(J)¢(a)) = 0 para toda o y entonces
Ker(f3) = 0y luego Ext'(S(i), S(j)) = 0.

Supongamos que existe 3: i — j. Demostraremos que existe una extensién de S(i) por
S(j) que no se parte. Definimos M una representacién de la siguiente forma:

vy — {k s% l=i,j
0 sino

y las transformaciones lineales:

{Id si a=f
mey =

0 sino

Cualesquiera que sea el conjunto de relaciones de @), M es una representaciéon, y como ¢ no
tiene ciclos dirigidos ¢: S(j) < M y P: M — S(i) son morfismos de representaciones. Luego
tenemos una sucesion exacta corta

0—S(G)—> M-St —0
que no se parte pues M 2 S(i) & S(j). O
Por otra parte, con el Ext? podemos identificar relaciones en el carcaj:
Teorema 3.55. Sea (Q, R) un carcaj con relaciones. Son equivalentes:
1. Ext?(S(i), S(4)) # 0.

2. Eziste una relacion de v en j.
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Dimensiones homoldégicas

Definicion 3.56. Dado M € moda, la dimensiéon proyectiva, pd M, es el menor nimero
natural (o cero) tal que existe una resolucién proyectiva de la forma

0O=>FPp—- =P =P —-M-=0

Si no existe tal entero, decimos que la dimensién es infinita.

Definiciéon 3.57. La dimensién global de una élgebra A, gldim A, es el supremo de todas
las dimensiones proyectivas:

gldim A := Sup{ pd M : M € moda}

Andlogamente se define la dimensioén inyectiva de M, id M, como el d més chico tal que
existe una resolucién inyectiva de la forma

0O—-M—=Iy—---—=1;—=0

Si tal d no existe, la dimensién inyectiva es infinita. Ademas, la dimensién global definida como
el supremo de todas las dimensiones inyectivas resulta coincidir con la definicion usual como
supremo de todas las dimensiones proyectivas (ver por ejemplo [MCRB87], capitulo 7, resultado
1.8)

Observacion 3.58. Sea A una k-algebra de dimension finita y M una representacién finita-
mente generada. Tenemos las siguientes equivalencias:

= M es proyectivo si y sélo si pd M = 0.
= A es hereditaria si y sélo si gldim A < 1.

Ejemplo 3.59. Q =1 — 2 L3 242 5com af =6 = 0. Entonces pd S(1) =2 : Es
a lo sumo 2 pues
0— P(3) — P(2) & P(1) % S(1) — 0

es una presentacién proyectiva minimal de S(1). Y es igual a 2: Si
0= P %P S1)—0
es una resolucién proyectiva, por el lema 2.32 tenemos un diagrama conmutativo

Py 2 Py —t 5 501) 0

udv (w;O)

P2)eVi — P(1)a W

S(1) 0

Donde Vi y Vy son sumandos directos de P; y Py respectivamente y v un morfismo de Vi a V4.
Como el morfismo a es inyectivo, el morfismo u@v: P(2) & V; — P(1) & Vp también. Calculo
el kernel: Ker(u®v) = Ker(u) ® Ker(v) = P(3) @ Ker(v). Entonces P(3) @ Ker(v) = 0, absurdo
pues P(3) # 0.

La definicién de dimensién global puede parecer intratable. Pero un teorema nos dice que
para calcular la dimension global alcanza con los médulos simples.
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Teorema 3.60. Sea A una k dlgebra asociativa y unitaria de dimension finita. Entonces
gldim A = Sup {pd S : S es simple}
Demostracion. Ver MICR87], teoremas 7.1.8 y 7.1.14. O

Ejemplo 3.61. Q =1 2 2, 3254255 con afy = By = 0. Calculemos la dimensién
global de A = k °/T- Por el teorema, alcanza con calcular las dimensiones proyectivas de sus
cinco simples.

P(l)=12 P(2)=

W

P(S):% PA)=1% P(B)=>s

BN

Calculamos una resolucién proyectiva minimal de S(1):
0— P(5) - P(4) - P(2) - P(1) - S(1) =0 (3.2)

Notemos que ahora el lema 2.32 no nos sirve asi como estd para probar que no existe una
resolucién de longitud 2. Podriamos intentar extender el lema para resoluciones minimales de
cualquier longitud, lo cual estd bien. Pero utilicemos una técnica diferente que es empleando el
Ext: si logramos demostrar que existe un médulo tal que Ext3(S(1), M) # 0, entonces no puede
haber ninguna resolucién proyectiva de longitud dos. En efecto, pues el Ext es independiente
de la resolucién, y si tuviera una de lonogitud dos, el Ext® deberfa ser cero con esa resolucién
y por lo tanto con todas. Con ensayo y error probando primero con los médulos simples, vemos
que Ext3(S(1), S(5)) funciona para este argumento. Si aplicamos Hom(—, S(5)) en la ecuacién
3.2, tenemos:

0 — Hom(S(1), S(5)) — Hom(

W

,S(5)) — Hom(§,3(5)) — Hom (4, 5(5))

2 Hom(S(5), S(5)) — 0

Répidamente sabemos que Hom(S(1),S(5)) = Hom(é,5(5)) = Hom(%,5(5)) = 0, pues las
representaciones de la izquierda tienen el espacio vectorial nulo en el vértice 5. Luego

Bxt®(5(1), 5(5)) = Tom(SG)50G)) 4oy

Dada las condiciones de conmutatividad que impone ser un morfismos de representaciones, el
tinico homomorfismo entre 3 y S(5) es el nulo. Entonces

Ext?(S(1),5(5)) = Hom(S(5),5(5)) 2 k # 0

Luego pd S(1) = 3. Por lo tanto gldim A > 3. Podemos comprobar, simplemente hallando una
resolucién proyectiva de longitud menor o igual a 3, que para todos los otros simples, pd S(i) < 3
y por lo tanto, gldim A = 3.
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Parte 4

Traslacion de Auslander-Reiten

En las siguientes secciones vamos a definir la asignacion T de traslacion de Auslander-Reiten.
Como dijimos, este funtor es central para el estudio de las representaciones indescomponibles
de un carcaj, ya que en muchos casos, nos permitird calcular todas sus representaciones indes-
componibles e incluso calcular los espacios de morfismos entre ellas. Mds adelante veremos que
la asignacion T: Repy — Repg en realidad es un funtor médulo representaciones proyectivas,
asi que deberemos definir una categoria cociente sobre las cuales T es un funtor.

Para empezar a definir la traslacion A— R estudiemos primero dos funtores, el funtor dualidad
D y el funtor transpuesta T'r. Estos dos objetos son algebraicos pero con la equivalencia también
podemos calcularlos en la categoria de representaciones. Su utilidad es que nos permite definir
la traslacién A — R. En la seccién final del capitulo, presentamos la categoria estable, que es
el domino natural del funtor Tr y el teorema principal de la seccién, el 4.37, demuestra que
al igual que D, Tr es una equivalencia de categorias y entonces la traslaciéon, en un domino
adecuado, también va a serlo.

En el capitulo se dan demostraciones propias de la parte 10 del teorema de dualidad 4.2,
una version simplificada del lema 4.26 y un desarrollo méas completo del teorema 4.37.

4.1. Dualidad

Definicién 4.1. Sea A una k-algebra de dimensién finita (por ejemplo, ]‘CQ/ 7). Se define el
funtor (contravariante) dualidad

D: modyg — amod
M — Homy (M, k) = M*
f—f5 = M

Notemos que D(M) es un A médulo a izquierda via (a. f)(m) = f(ma) : (a.(b. f))(m) =
(b« f)(ma) = f(mab) = (ab. f)(m). Ademas (a. f) asi definida es un morfismo k lineal.

Asi D es un funtor contravariante de A médulos a derecha en A médulos a izquierda. Ademés
hay un funtor contravariante que también notamos D: gmod — mod 4, definido de la misma
forma: si M es un A médulo a izquierda, D(M) = Homy (M, k). Notemos que D(M) es un
médulo a derecha con la definicién (f.a)(m) = f(am). Luego ((f«a).b)(m) = (f+a)(bm) =
flabm) = (f . (ab))(m), lo que prueba que efectivamente es un A médulo a derecha. Ademés,
DoD = Id, es decir, la composicién a ambos lados es naturalmente isomorfa al funtor identidad.

Las propiedades mas importantes del funtor dualidad estén listadas en esta proposicion:

Teorema 4.2. Sea D: modg — amod el funtor dualidad. Entonces:
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DXaY)=DX)® D).

Es una dualidad de categorias abelianas con D o D = Idpyd, -

Es un funtor exacto (preserva sucesiones exactas cortas).

Manda proyectivos en inyectivos y viceversa.

Indescomponibles en indescomponibles.

Simples en simples.

Manda cubrimientos proyectivos en cdpsulas inyectivas y viceversa.

Induce una equivalencia de categorias entre Proya y alny.

© % RN S & e

Induce una equivalencia de categorias entre modpA y A — mody.
10. Soc DM =2 D Top M y Top DM = D Soc M.

Demostracion. Todas las demostraciones son estandar usando 1 y 2, demostremos por ejemplo
6y 10:

6) D manda simples en simples pues si N < D(M) y M es simple, existe un morfismo
sobreyectivo M —5» D(N). Luego Ker(¢) = M o Ker(§) = 0 pues M es simple. Si £ = 0 entonces
D(N) = 0, lo que implica que N = 0. Si £ es un isomorfismo, entonces N = D(M) y por
dimensién, N = D(M).

10) DTop(M) C Soc(DM): Consideremos la sucesién exacta corta

0 — Rad(M) - M — Top(M) — 0
Aplicando el funtor dualidad obtenemos
0 — DTop(M) — DM — DRad(M) — 0

Como DTop(M) es semisimple (porque Top(M) lo es), DTop(M) C Soc(DM) por definicién
de Soc(DM) como la suma de todos los simples.

Soc(DM) = DTop(M): Como M es un espacio vectorial de dimensién finita, alcanza con
mostrar que dimg(Soc(DM)) < dimg(DTopM). Por la dualidad, Soc(DM) = DL con L un
médulo a derecha semisimple. Entonces DL < DM y aplicando la dualidad a ambols lados
tenemos que existe un morfismo sobreyectivo £: M — L. Eso significa que M/Ker(f) ~ [ es

semisimple. Como Rad M es el submddulo L méas pequeno tal que M/L es semisimple, eso
implica que Rad M C Ker(§) y por lo tanto hay un morfismo sobreyectivo TopM — L y luego
hay una flecha inyectiva DL = Soc(DM ) — DT opM. O

El funtor D me permite facilmente demostrar teoremas sobre inyectivos usando los teoremas
ya demostrados para proyectivos:

Teorema 4.3. (Clasificacion de inyectivos) Sea I un A mddulo a derecha inyectivo e
indescomponible. Entonces I = D(A.e;) con A.e; € gmod mddulo a izquierda proyectivo e
indescomponible.

Demostracion. D(I) es un médulo a izquierda proyectivo e indescomponible. Luego D(I) =
A.e;. Aplicando la dualidad a ambos lados I = D(A.e;). a
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Proposicion 4.4. Dada una representacion M de un carcaj Q, existe una resolucion inyectiva
f 9
0—-M=>1p=>1—0

donde Iy y I son inyectivos.

Demostracion. Usemos el teorema 2.14 con DM existe una sucesién exacta corta
00— P —-FPy— DM —0

con P; y Py proyectivos. Aplicando D a la sucesién exacta tenemos la secuencia deseada. [

Proposiciéon 4.5. Sea (Q un carcaj sin ciclos dirigidos y f: I — M un morfismo no nulo con
M indescomponible e I inyectivo. Entonces M es inyectivo y f es sobreyectiva.

Demostracion. Utilizamos el corolario 2.18 con DM y volvemos a aplicar el funtor dualidad
para obtener el teorema. O

Observacion 4.6. Notemos que el inyectivo indescomponible con esta definicién (D(A.e;)) y
el inyectivo indescomponible de la definicién 3.40 (A.e; con la multiplicacién ze; . ¢ := (L/x)e;)
coinciden. Definimos un morfismo €2 como: si ¢ es un camino que termina en ¢ (i.e., c € A.e;)

0 sic=0

Q: Ae; — D(A.e;), Q(c)—{f e 40
c Slc

con f. definido sobre la base de caminos como, si z: k — 1, fe(x) = ¢ -
Q es un isomorfismo de A mddulos a derecha. Primero, demostremos que 2 es un morfismo
de médulos: si ¢ = (d|*),

£0
(0) - d)(x) = ANdr) = bogs = b1, = Ay . ) = Ae. d)()
Y si ¢ # (d]#),
=0
Q) ed=0p0. =0=0(0) = QL7 . ¢) = Q(c.d)

Luego Q(c).d = Q(c.d). Claramente es inyectiva y por dimensién sobre k es un isomorfismo.
Observacion 4.7. Miremos a D en la categoria Repg: D le asigna a una representacion M
de @, un objeto de Repgop, donde Q°P es el carcaj opuesto obtenido dando vuelta todas las

flechas en Q1: QP = (Qo, Q7 s,t) es decir t(a’?) = s(a) y s(a’’) = t(a). Entonces D es la
representacion con espacios vectoriales M (el dual de M;):

D(M) = (M, pyon)

)

donde los morfismos ¢jep : D(M )4y — D(M),(o) estdn definidos de la sig. forma: si f: M) —
k, se define ¢} op(f) := f o ¢q. Luego D es una equivalencia D: Repg — Repgop, y por el teo-
rema 4.2 parte 4, D(Pg(i)) = Iger (i) y D(Ig(i)) = Pgor(1).
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4.2. Hom(—, A)

Mas interesante es el funtor transposiciéon. De nuevo A es una k algebra de dimension finita.

Definicién 4.8. Se define Hom4(—, A) (también notado (—)!) como el funtor contravariante

(=)' modg — amod
M+ (M)* := Homa (M, A)
fr= (o) :=pof, () (M) — M

Notemos que si M € moda, M' € gmod es un médulo a izquierda con la multiplicacién

(@ f)(m) = af(m).

Anélogamente se define Hom(M, A): 4mod — mod 4 con la estructura a derecha: (f.a)(m) =

f(m).a.

A diferencia de D no podemos esperar que (—)! sea una dualidad. Si A es un kQ con @ sin
ciclos dirigidos, por el corolario 2.25 (que vale en mod4 por la equivalencia), (—)! debe ser cero
sobre los no proyectivos: si M es un indescomponible no proyectivo,

Homy (M, A) = Homa(M,e1A & - ® e, A) = @HomA(M, e;A) =0

Sin embargo, se restringe a una equivalencia entre las categorias de médulos proyectivos (y
también entre las de inyectivos):

Teorema 4.9. Sea A una k dlgebra de dimension finita y Hom(—, A): mody — amod el
funtor transposicion. Entonces:

1. (XaY)=X'aY"

2. Manda proyectivos indescomponibles en proyectivos indescomponibles, y por lo tanto man-
da proyectivos en proyectivos.

3. Es exacto a izquierda, es decir, si B— C — D — 0 es exacta,
0—D'— C"— B
es exacta.

4. Restringido a Proya es una dualidad de categorias:
(=)' : Proys —a Proy
con inversa dada por Hom(—, A) con la estructura vista arriba.

Demostracion. 2) Sea e; A un proyectivo indescomponible (que sabemos por el teorema 3.17 son
los tinicos proyectivos indescomponibles salvo isomorfismo). Veamos que Hom(e; A, A) = Ae;
como A médulos. En efecto, definimos

®: Homy(e;A, A) — Ae;
Y cp(ei).ei

® es A-lineal:



Es inyectiva: supongamos que ®(p) = ¢(¥), i.e., p(e;).e; = ¥(e;).€;. Luego

pleia) = p(e)a = @(e;).1a.a = @(e;).(e; + Z ej).a = (p(e;).e; + Z v(ei)ej)a =
JF J#
(ei)-ei+ Y pleie;))a= ((eF) +0).a = P(e;).a = P(e;a)
JFi

Por lo tanto, ¢ = .

Y es sobreyectiva: Dado ae;, definimos ¢: e,A — A como ¢(e;z) = a.e;.x. Estd bien
definida: sie;xz = e;a’ entonces a.e;.x = a.e;.x’. Ademds, es un morfismo de A médulos a
derecha. Su imagen a través de ® es ae;:

Q@) = ¢(ei).e; = a.ej.e; = a.e;

1y 3) Estédndar.
4) Queremos ver que Homg(Hom4 (P, A),A) = P. Como el funtor es aditivo basta verlo
para un proyectivo indescomponible. Por 4), si P = ¢;A, Homy(e; A, A) = Ae;. Luego

Homy(Homa(e; A, A), A) = Homa(Ae;, A) = e; A

y el ultimo isomorfismo es el simétrico de la demostracién de 1).
O

Miremos ahora Hom(—, A) en Rep(g ). Si M es una representacién de (Q,I) entonces
Hom(M, Ag) tiene una estructura de representacién de (Q°P,I) con

Hom(M, Ag); := Hom(M, P(j))
con la estructura usual de espacio vectorial y dada a:: ¢ — j una flecha, la transformacion lineal

Yaer : Hom(M, P(j)) — Hom(M, P(i))
h+— (a.h)

con a.h definida sobre un x como: (a.h)(x) := a.h(z), donde si h(z) = > A¢, a.h(x) =
> dae.

Definido asf el funtor Hom(—, Ag): Rep(g ;) — Rep(ger ) sobre los objetos, sobre las
flechas manda g en g*.

Por el teorema visto para médulos el Hom manda proyectivos indescomponibles en proyec-
tivos indescomponibles: Hom(Pgor (i), Agor) = Pg(i).

4.3. Funtor de Nakayama

Introducidos el funtor dualidad y el Hom(—, A), podemos presentar el funtor de Nakayama,
que nos permtira calcular la traslacién de Auslander-Reiten y construir el carcaj A — R.

Definicion 4.10. Se define el funtor de Nakayama v: mods — mod s como la composicién
D o Hom(—, A).

Hom(—,A
mod 4 % )Amod D mod 4

\_/

v

66



Notemos que v es un funtor covariante que es exacto a derecha.
Teorema 4.11. v = D o Hom(—, A): mods — modya es un funtor covariante tal que:
1. Es exacto a derecha y aditivo.
2. Restringido a Proya define una equivalencia de categorias
v: Proys — Inya
con v(e;A) = D(Ae;) y sobre las flechas f. (multiplicar por c), vf.(ae;) = a.(L e
3. La inversa de la restriccion es Hom(DA, —).

Demostracion. 1. Es inmediato de los teoremas 4.2 y 4.9.
2.
La primera parte del teorema es inmediata de la definicién y el teorema 4.9:

v(e;A) = D o Homa(e; A, A) = D(Ae;)

Sea ahora ¢ : i — j y f. el morfismo multiplicar a izquierda por ¢, es decir, f.(e;a) = ejc.a.
Veamos cudl es el morfismo v f,. Aplicando (—)?, tenemos:

(f.)': Hom(e;A, A) — Hom(e; A, A)
pr—>po fe
Via el isomorfismo ®: Ae; = Hom(e; A, A) definido como en 4.9, (f.)': Ae; — Ae; es:
Do (fe) o @ (ae;) = @ o (fo)' © (Pae;) = B(Pae; © (fe)) =
= Pae; © ([e(€i))€i = Pae; (€ic)ei = aeice; = ace;

Es decir via el isomorfismo, (f.)!(a.e;) = ace;. Luego al aplicar D tenemos una composicién de
morfismos:

Dyt t
n o D(Aej) ----1%- > D(Aei) 6p 0 (fe)

Q T% %lgrl i
<4

he  Aej Ae; vfe(h)

Sea h € Aej. Queremos ver su imagen via v f.. Tenemos dos posibilidades: h = (h’|c) para algin
k', o no. Supongamos primero h = (h/|c). Veamos quién es D f!(2(h)): Sea d € Ae;, como

Onw © fo(d) = Sn(de) = Onac = 0, 1, ,(d)

luego 0y, 0 fi = 5h-(1/c) - Entonces vf.(h) = h.(L¢). Finalmente si h # (I|c), Snz o fi(d) =
Sn.de = 0. Luego Q71 (DfL(Q(h)) = Q71(0) = 0, que es igual a h.(L). Por lo tanto en todo caso
vfe(h) = h(l/c)

3.Calculemos la inversa utilizando la definicién de v:

v~ = Hom(—,A) ' o D™! = Hom(D(-), A) = Hom(D(—), DDA) = Hom(DA, —)

67



Ejemplo 4.12. Veamos algunos ejemplos de cédlculo de v:
» Por el punto 2. del teorema anterior, vP(i) = I(i) para todo i € Q.

= Sabemos que si M es un indescomponible no proyectivo de @), vM = 0 por el corolario
2.25. Pero si @) tiene relaciones, entonces no necesariamente es cierto eso. Calculemos el

funtor de Nakayama en un caso asi: Sea Q = 1 — 2 4'8% 3 con aff = 0. Entonces:
P(l)=3 P@2)=3 P@B3)=3

Calculemos vS(2). Recordemos que Hom(M, A) es una representaciéon definida en cada
coordenada como Hom(M, A); = Hom(M, P(j)). Entonces:

Hom(S(2), A) = (Hom(S(2),P(1)) — Hom(S(2), P(2)) — Hom(S(Z),P(?))))
=(k—-0—0)=25(1)

Luego vS(2) = S(1) = I(1). En particular, si i: S(2) — P(1) es la inclusién, vi: I(1) —
vS(2) = I(1) es la identidad.

» v (i) = P(i) y v“'M = 0 para todo M indescomponible no inyectivo (por proposicién

4.5 y el teorema 4.11 parte 3).

4.4. Traslacion de Auslander-Reiten

Estamos listos para definir la traslacion de Auslander-Reiten:

Definicion 4.13. Sea ;

P s Py —2 5 M — 0

una presentacién proyectiva minimal (ppm) de M. Aplicando el funtor de Nakayama a la se-
cuencia obtenemos una sucesion exacta

vf

0 — Ker(vf) — vP; vPy —2 s vM — 0

Se define TM := Ker(vf).

Definicién 4.14. Anilogamente se define T~!: si

f

0— M In—2—1,

es una presentacion inyectiva minimal (pim) de M, aplicando el funtor inverso de Nakayama a
la secuencia obtenemos una sucesion exacta

0 —— v M Llf> vty ;19 vt — Coker(v=tg) —— 0
Entonces T~ ! M := Coker(v~g).
Ejemplo 4.15. Calculemos algunos ejemplos de 7! y
= Si P es proyectivo entonces TP = 0, pues una ppm de P es

O—>Pi>P—>O

Por la razén dual ' = 0 para cualquier inyectivo I.

68



3
. _ /
» Consideremos Q =1 _, 9 . Luego
N\
4

P(1) = 3%4 P@2)=2, P(B)=3 P@4)=4
=1 I2) =1 I3)= é 1(4) = %
Calculemos T~ 'P(1): una pim de P(1) es
0 —— P(1) —— I(3) ® I(4) 1(2) 0
Aplicando v~ ! obtenemos
0 —— 0 —— P(3)@ P(4) P(2) T 1P(1) —— 0

Y calculando las dimensiones obtenemos que el vector dimensién de Tt P(1) es (0, 1,0,0),
lo que implica que T~ P(1) = S(2), que no es inyectivo. Calculemos una vez més el funtor
de Nakayama:

Luego T-15(2) = S(1) = I(1).

Terminamos la seccién con una proposicién que relaciona la dimensién proyectiva/inyectiva
con el funtor AR:

Proposicion 4.16. Sea M un A mddulo a derecha. Tenemos las siguientes equivalencias:
1. pd M <1 siy sélo si Hom(DA,TM) =0
2. 9d M <1 siy sélo st Hom(T_lM, A) =0

Demostracion. Demostraremos 1, la segunda parte es andloga o sale aplicando dualidad.

Sea
J Ty = NN gy

una ppm de M. Aplicando el funtor de Nakayama obtenemos una sucesion exacta en gmod:
0= 1M = vP, 25 v 2% vM — 0

3 —1 —1 ~ : :
Aplicando ahora v~ y usando que v~ o V‘ Proys = Idproy, , tenemos un diagrama conmutativo
con filas exactas

0 —— v IiM —— v ivP, —— v VR,

N

0 —— Ker(p1) Py n Py —2 M 0

Por el lema de los cinco,
Ker(p1) = v~ 'tM = Hom(DA,TM)

Luego: Hom(DA,tM) = 0 si y sélo si p; es inyectiva, lo cual es equivalente a que M admite
una resolucién de longitud 1 que a su vez es equivalente a que pd M < 1. O
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Transpuesta

Una forma alternativa de construir la traslacion de Auslander-Reiten, més funtorial, es a
través de la transpuesta. Esta asignacion no es un funtor sobre mod 4 pero si sobre un cociente
de la categoria.

Definicion 4.17. Sea M € moda y
P— PFP— M—=0

una presentacién proyectiva minimal de M. Aplicando (—)* obtenemos una secuencia exacta en
amod:

0— M PO—>P1—>C’oker (p}) =0
Definimos TrM := Coker (p}).

Las propiedades mas importantes de la transpuesta estan indicadas en este teoremas:
Teorema 4.18. Sean M y N pertenecientes a mod 4. Entonces:

1. Tr(M®N)=Tr(X)®Tr).
TrM =0 sty solo si M es proyectivo.

TrM no tiene sumandos directos proyectivos no nulos.

e e

Si M € modpA entonces
Pt = Pl —TrM —0

es una ppm de TrM.
5. Si M es indescomponible no proyectivo, TrM es indescomponible y Tr TrM = M.

6. Recordar que por la definicion 3.36, mody,A es la categoria de A mddulos a derecha fi-

nitamente generados sin sumandos directos proyectivos. Entonces M € modpA entonces
Tr TrM =M

7. Si M y N € modpA, son equivalentes M = N yTrM = TrN.

8. Hay una biyeccion i Aomod
Tr: MOCPLL L, — 4400,

donde mOdPA/Z'SO' es el conjunto de clases de isomorfismos.

Demostracion. 1. Sea

P — PQ—>M—>O
una ppm de M y
Ql Qoq—0>N—>0

una ppm de N. Luego

P1 @Ql P1®Oq1 PO ® QO PoDqo M®N =0

es una presentacion proyectiva de M @& N. Y por el lema 2.29, es una ppm de M & N. Luego el
teorema se sigue aplicando (—)°.
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2. Si P es proyectivo, TrP = 0 porque una ppm de P es

0P po
Si ahora T'rM = 0, tenemos una sucesién exacta corta
0— M'— P, — P} —0
Entonces se parte pues P} es proyectivo. Luego M es un sumando directo de P} y por lo

tanto proyectivo. Entonces por 4.9 parte 2, M es proyectivo.

3. Como antes, sea una presentacic’)n proyectiva minimal de M
P—PFP— M—=0 (4.1)

y calculemos TrM tomando (—)!. Supongamos que TrM = Q @ N con @ proyectivo y sea
P :TrM — @ la proyeccién. Entonces tenemos una composicion sobreyectiva

Pt TrM 25 Q - 0

y como () es proyectivo es una retraccién. Luego Pf = Q @ Q. Como Proig = Idg, aplicando
(=)t tenemos ’LQ (Pm)t = Idge con (P)! = P = Q' & Q" Y como Pr es sobreyectiva,
(Pr)t: QY — Py es inyectiva. Identificando Q° con su imagen ((P{)! = Im((Pm)")®Im((P'r)?)),
podemos suponer que (Pr)! es la inclusién.

Sea p1 : P, — Py el morfismo de la presentacién 4.1. Afirmamos que p; | ot = 0. En efecto:
(p1lge)t = (p1o (pm)")" = prpi = 0 pues 7p§ = 0. Entonces (p1|q:)*: Py — Q es el morfismo
nulo, luego p1|Qt = 0. Entonces Q' C Ker(p1) y en consecuencia p1|(Q,)t (@) — Im(py) es
sobreyectiva. Por la minimalidad de P;, dimy P; < dimg(Q’)! < dimy, P;. Entonces Q = 0.

4. Supongamos M sin sumandos directos proyectivos. Por el teorema 4.9 parte 2,

Pt Pl TrM — 0

es una presentacién proyectiva de T'rM, veamos que es minimal. Por el lema 2.32, existe un
diagrama conmutativo

Pl

P} » Pt —— TrM —— 0
F F

Use Vo 2% e vy, % mrlr — 5 0

con v sobreyectivo y
Up = Ui = TrM — 0

una ppm.
Tomando (—)! en el diagrama, y usando el isomorfismo (P!)! = P si P es proyectivo,
obtenemos un diagrama conmutativo

P i B o .M 0
l: tt lg ’ i:

(P}t P, (P! "™, Coker (pft) —— 0 (4.2)
| o

Ut e Vi % gt g v 2272 Ny g Ny —— 0
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donde N; = Coker u' y Ny = Coker vt. Notemos que V; es proyectivo, pues es un sumando
directo de un proyectivo. Entonces v es una retraccién (pues es sobreyectivo a un proyectivo).

Luego existe r: V; — Vp tal que vr = Idy, y por lo tanto aplicando (=), rf oot = Idvlt, es

t

decir v* es una seccion. Por lo tanto

0=V SV Ny 50

se parte. Luego V} = No @ V{. Por lo tanto, como V{ es proyectivo, pues Vj es un sumando
directo de PY, Ny es proyectivo. Luego Ny serfa un sumando directo proyectivo de M. Entonces
Ny = 0. Luego v! es un isomorfismo, y entonces v también. Entonces via los isomorfismos,

Ulavi Y2 Uta vt — M — 0

t

es una presentacién proyectiva de M, y como v" es un isomorfismo,

£ u t
U —Uyg— M —0
también es una presentacién proyectiva de M. Entonces, como
Ph—>FP—>M-—=0

es una ppm de M, de nuevo por el lema 2.32, dimy P; < dimg U} y por el diagrama 4.2,
dimy, U} < dimg P;. Luego U} = Py y por lo tanto 0 = V{ = V. Ademds, como Vj y V4 son
proyectivos, aplicando (—)!, obtenemos que Vo = V; = 0.

5. Sea M indescomponible no proyectivo. Por el punto 4 aplicado a M,

i
Pt D Pt TrM — 0

es una ppm de T M. Entonces por definicién, aplicando (—)! tenemos una sucesién exacta

Pft > Pgt sy Tr TrM —— 0

bk

P2 sp — s M s 0

Y entonces Tr TrM = M por el lema de los cinco.
En particular, si M es indescomponible y

TT’M:NI@@Nk

es la descomposicion en indescomponibles de TrM, ningin N; es proyectivo, por el punto 3.
Entonces
TrTrM=TrNi®---PTrN, =M

donde cada TrN; # 0. Luego k = 1 pues M es indescomponible, y entonces TrM es indescom-
ponible.

6. Consecuencia inmediata de 5 y 1.

7.5i M y N son isomorfos, T'r M y T'r N lo son por la unicidad de la presentaciéon proyectiva
minimal.
Supongamos TrM = TrN. Luego Tr TrM = Tr TrN por unicidad de la ppm. Y como M
y N pertenecen a modpA,
M=ZTrTrM=2Tr TrN =N
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Usando Tr podemos construir una definicién equivalente de T y T~!. Recordar cémo se
construfa T M: si

oML
es una pim de M, primero tomabamos el dual D:
DL 2% b1y 25 Dy — 0

Esto es una ppm de DM por 4.2. Entonces al tomar (—)! tenemos

0= vM L vlp 2 v} — Coker ((Dg)t) — 0
Luego t='M = Tr DM.
Similarmente, para construir TM empezabamos con una ppm de M:
NNy V)
Luego tomamos (—)! y obtenemos
0 M5l pt e o
Aplicando D tenemos
0— D TrM — vP, L5 vPy 225 UM — 0
Luego D TrM = Ker(vf) = TM.

Escrito como esta composicién, podemos probar algunas propiedades muy importantes de T
1

yT o
Teorema 4.19. Sean T,T~

.t XaY)=1Xa1Y

L mody — mody , T=D Tr Y v} =Tr D. Entonces:

2. TP =0 si y sdlo so P es proyectivo. Andlogamente, 71 =0 si y sdlo si I es inyectivo.

3. M no tiene sumandos directos inyectivos no nulos y T 'N no tiene sumandos directos
proyectivos no nulos.

4. Si M € modpA, T™' TM = M y si M € mod;A, T T 'M = M.

5. Si M es indescomponible no proyectivo, TM es indescomponible; y si no es inyectivo,
T M es indescomponible.

6. SiM y N enmodpA, M = N siy solo si tM = TN. Andlogamente, si M y N pertenecen
a modr A, son equivalentes que M = N y que T 'M = 1t~ IN.

7. T: modpA — modr A es una asignacién biyectiva con inversa T1.

4.5. Categoria estable

En la seccién anterior definimos T sobre los objetos, como la composicién de una asignacién
Tr y un funtor D. Para definir a T sobre las flechas y darle una condicién de funtor es necesario
poder definir T'r sobre las flechas. Si f: M — N es un morfismo, y armamos unas presentaciones
proyectivas minimales P,, Q¢ de M y N, podemos construir una flecha bien definida de TrN
en TrM. El problema es entender cémo se relaciona esa flecha con la que surge de tomar otras
presentaciones proyectivas minimales P, y @, que por supuesto son isomorfas a las anteriores.
Vamos a ver que Tr(f) estd bien definida salvo flechas “que se factorizan por proyectivos”.
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Radical de una categoria

Definicion 4.20. Sea C una categoria k aditiva. Un ideal I en C es una clase de morfismos [
tal que para todos objetos X,Y, Z y morfismos f, f': X — Y, g: Y — Z, tenemos que:

1. 0: X — X el morfismo cero, pertenece a I.
2. Si fy f el entonces \f +puf' € 1.
3. Si felentonces gofel.
4. Sige I, entonces go f € 1.
Definicién 4.21. Dado I un ideal de C, definimos/(X,Y’) := I N Hom(X,Y').

Observacion 4.22. Notemos que si existe una secciéon f € I(X,Y), entonces Idx € I(X,X).
Se sigue, por ser ideal, que I(X,Y) = Hom(X,Y) y I(Z,X) = Hom(Z, X) para todo I, Z. Lo
mismo es cierto si existe f € I(Y, X) una retraccién.

Un ejemplo importante de ideal de una categoria es el radical de Jacobson:

Definicion 4.23. El radical de Jacobson de una categoria C es la clase de morfismos Rad¢
definida como

Rade(X,Y):={f: X Y :Idx — ho f es un isomorfismo para todo h:Y — X}

Notemos que si f € Rade(X,Y), f no es un isomorfismo salvo que X =Y = 0. En efecto,
en ese caso Idy — f~' o f = 0 serfa un isomorfismo y entonces X = 0.

Lema 4.24. Rad¢ es un ideal de C.

Demostracion. Vamos a probar las propiedades que definen a un ideal:
1) El cero pertenece pues Idx — h o0 = 1x es un isomorfismo.

2) La combinacién lineal de elementos pertenece al ideal: sean fy f € Rade(X,Y), A € k¥
y h: Y — X. Queremos ver que \f € Rad y que f + f' € Rad. Lo primero es sencillo:
Idx —ho(A\f)=1Idx — (Ah) o f que es un isomorfismo por hipétesis. Entonces Af € Rad.

Queremos ver ahora que Idx —ho (f + f') es un isomorfismo. Sea g un isomorfismo tal que
go(Idx —ho f) = Idx. Entonces

go(Idx —hf —hf')=go(Idx — hf) — ghf = Idx — (gh)f’

que es inversible pues f’ € Rad. Como g también es inversible, Idy — ho (f + f’) lo es.

3) Supongamos f: X — Y € Rad¢ y sea g: Y — Z. Queremos ver que gf € Rade(X, Z).
Esto es claro pues Idx — h(gf) = Idx — (hg)f.

Supongamos ahora f: X — Y € Rad¢(X,Y) y sea g: Z — X. Queremos ver fog €
Rad¢(Z,Y), i.e. Idy — hfg es inversible. Por hipétesis, Idx — ghf es inversible con inversa c.
Luego

Idy =1Idy —hfg+hfg=1Idy —hfg+hf(Ildx —ghf)cg =
=1Idz —hfg+hfcg—hfghfcg = (Idz —hfg)(Idz + hfcg)

Luego Idz — hfg tiene una inversa a derecha. Andlogamente,

Idz =Idz —hfg+hfe(ldx —ghf)g=1dz — hfg+hfcg—hfcghfg=
= (Idz + hfcg)(Idz — hfg)

Entonces tiene una inversa a izquierda. Luego Idz — hfg es un isomorfismo. O
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Ademads por una demostracién similar a que Rad¢ es un ideal, se puede demostrar que una
definicién equivalente es

Rade(X,Y):={f: X - Y :Idy — foh es un isomorfismo para toda h:Y — X}
Lema 4.25. Sea X € moda. Entonces Rade(X, X) = Rad(End(X))

Demostracion. Por definicién, Rade(X, X) = {f € End(X) : 1 — hf es inversible para toda h €
End(X)}, que es la misma definicién para Rad(End(X)) que la vista en 3.20 para una k-
algebra. O

Lema 4.26. Si X e Y son indescomponibles no nulos,
Rad¢(X,Y) = {f: X =Y : f no es un isomorfismo}
2 {f: X =Y : f no es una seccion}
2 {f: X =Y : f no es una retraccion}
] {f: X =Y : f no es una seccion ni una retraccion}

donde 2 vale también st unicamente X es indescomponible y para 3 alcanza con que unicamente
Y sea indescomponible.

Demostracion. Demostremos uno y dos:
1) C) Sea f € Rade(X,Y). Si f fuera un isomorfismo, existe f~!: Y — X. Luego

Idx — fYf =Idx —Idx =0

seria un isomorfismo, entonces X = 0, absurdo.

D) Sea f # 0 no isomorfismo y sea h: Y — X, queremos ver que Idy — hf es inversible.
Como X es indescomponible, End(X) es local, entonces hf es inversible o Idx — hf lo es. Su-
pongamos que hf lo es. Entonces existe g: X — X tal que ghf = hfg = Idx. Entonces f es
una seccién. Luego Y = Im(f) @ Ker(gh). Como f # 0, Ker(gh) = 0 pues Y indescomponible.
Luego gh es inyectiva y como era sobreyectiva, es un isomorfismo. Se sigue f es un isomorfismo,
contradiccién.

2) D) Si f no es una seccién, por el mismo argumento de antes, como X es indescomponible,
si Idx — hf no es inversible, hf lo es y entonces f seria una seccién, absurdo.

C) Supongamos que existe s tal que sf = Idx. Luego 0 = Idx — sf. Luego Idx — sf no es
un isomorfismo pues X # 0, lo que contradice que f € Rad¢. Luego f no es una seccién. O

Lema 4.27. Sea M € mods un A- mddulo, y supongamos que se descompone como M =
My @& - @® My. Dada f € End(M), son equivalentes:

1. f € Rade(M, M)

2. fi; € Rade(M;, M;) para todo 1,
Demostracion. Si f € Rade(M, M), el punto 2 es inmediato pues f; j = Pjo foiy, y Rad(M, M)
es un ideal.

Supongamos ahora que f; ; € Rade(M;, M;) para todo i, j. Veamos que el morfismo f esta
en el radical. Lo escribimos de la siguiente forma:

F@)=fO iny o Pi(x) =Y fing;(Pi(x)) = Y > ing, © Prfing, (Py(x)) =
J j ok

J

& = ZiMkfj,k o Pj(z)

j?k
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Como cada f;, estd en el radical, que es un ideal, concluimos que f € Rade¢(M, M).

Ideal de proyectivos

Definicién 4.28. Se define P(X,Y) C Hom(X,Y') el ideal
PX,)Y):={f: X > Y : existe P € Proysg,h: X - Py g: P—Y tal que f = gh}

llamado ideal de proyectivos. Andlogamente se define Z(X,Y) C Hom(X,Y) el ideal de
inyectivos

I(X,Y):={f: X =Y : existe [ € Inys, h: X - Ty g: I —Y tal que f = gh}

Observacion 4.29. Demostremos que P y Z son ideales en mod 4. Lo haremos solamente para

P:
1. 0 € P pues 0 es proyectivo.
2. Sean f,g € P(X,Y) Entonces existen Py, Py, f1, f2, g1, g2 tal que
x—1 vy x—*¢ vy
fl\ /2 gl\ /92
P Py
conmutan. Entonces usando P; @ P», el siguiente diagrama es conmutativo, y por lo tanto
f+AgeP:
(fl:gl)\Pl @ Pg/f2+)\92
3. Sea f € P(X,Y). Queremos ver que gf € P. Como f esta en el ideal de proyectivos,
f=fooficon fi: X - Py fo: P—Y.Sisuponemos que g: Y — Z, gf = g(fa0 f1) =
(9f2) o f1. Entonces gf € P(X,Z) por definicién. Andlogamente para ver que fg € P.
En particular, Z(X,Y) y P(X,Y) son subespacios vectoriales de Hom(X,Y) y entonces
Hom (X, Y)/P(X Y)Y Hom(X,Y)/I(X Y) son espacios vectoriales.

Ejemplo 4.30. Sea @ un carcaj aciclicoy A = kQ. Entonces si X € modpA (no tiene sumandos
directos proyectivos), cualquier morfismo que se factoriza a través de un proyectivo debe ser
nulo, por el corolario 2.25. Por lo tanto, si f: X — Y es un morfismo y f es la clase de f en
el cociente, entonces f = f.

Definicion 4.31. Definimos la categoria proyectivamente estable mods como la categoria

con objetos los mismos que mod,4 y flechas Hom(M, N) := Hom(M, N)/P(M N); con la com-

posicién la inducida por la relacién de equivalencia: f o g = fg. Notemos que la identidad con
esta composicion es Id.
Andlogamente definimos la categoria inyectivamente estable mod4 con los mismos obje-

tos y flechas Hom(M, N) := Hom(2, N)/I(M N)
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Observacion 4.32. Todo proyectivo es isomorfo al objeto cero en mody, puessi f: P -0y
g: 0 — P son los morfismos nulos, go f = Idp y f o g = Idy.

Esto me dice que en realidad, la categoria proyectivamente estable tiene menos objetos que
mod 4, ya que me identifica todos los proyectivos entre si. La pregunta es si me identifica objetos
sin sumandos directos proyectivos, y la respuesta es que no.

Lema 4.33. La relacion entre isomorfismo en mddulos e isomorfismo en maodulos cocientados
por el ideal de proyectivos/inyectivos estd dada por el siguiente lema:

1. Sean M, N € modpA. Son equivalentes: M = N en moda si y sélo si M = N en mod4.
2. Sean M, N € mod;A. Andlogamente, M = N en moda si y sélo si M = N en mod4.

Demostracion. Demostraremos solamente el primer punto.

Si existe g tal que fog=1Idy go f = Id, tomando clase a ambos lados obtenemos que f
es un isomorfismo en mod 4 con inversa g.

Supongamos que M = N en mody. Luego existen f: N — M y g: M — N tal que

fog=1Idy ygo f=Idy. Porlo tanto existen «, 8, o/ y ' tal que los siguientes diagramas
son conmutativos:

M M} M N IdN_*gf) N
P Q
1. Caso M y N indescomponibles: Entonces End(M) y End(N) son anillos locales. Luego
Idy;r — fg es inversible o fg lo es y andlogo para Idy — gf. Como M es indescomponible, por

lema 4.26,
Rad(M,P) ={w: M — P : w no es una seccién}

Entonces 8 € Rad(M, P), pues si fuera una seccién M seria un sumando directo de P y entonces
proyectivo.

Luego af = Idy — fg € Rad(M), en particular no es un isomorfismo y en consecuencia fg
lo es. Andlogamente gf es un isomorfismo. Se sigue que f es un isomorfismo.

2. Caso general: escribamos N = N1 @ --- @ Ny y que M = My @ --- @& My, con los M; y N;
indescomponibles. Veamos primero que fg es un isomorfismo.

Definimos
gilMi—>N fj:N—>Mj

9i = il fi=Fif
Como Idy — fg = af, componiendo a derecha a ambos lados con la restricciéon de M; y a
izquierda con la proyeccién a M; obtenemos que

(Idy — f9)ij = & B;

con f3;: M; — P la proyeccién, y o/ : P — M ; la inclusién, donde (Idy— fg)i,; es la coordenada
(i,7) de la matriz del morfismo. Como §; € Rad(M;, P) pues M; es indescomponible y M no
tiene sumandos directos proyectivos,

(Idnr — f9)i; € Rad(M;, M;) para todos los i, j
Luego por el lema 4.27, Idy; — fg € Rad(M). Como

Idy = (Idy — fg) + fg v Idu ¢ Rad(M)
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entonces fg ¢ Rad(M). Luego fg es un isomorfismo.
Andlogamente, usando la descomposiciéon de N en indescomponibles, podemos ver que gf
es un isomorfismo. Por lo tanto f es un isomorfismo. O

Observacion 4.34. Sea D: mod4 — amod el funtor que a un A médulo M le asigna Homy (M, k).
Luego el funtor D induce una dualidad D: modas — amod.

Nuestro objetivo en esta seccion es demostrar que T'r induce un funtor

Tr: modg — amod

que ademas es una dualidad. Para eso hay que definir T'r sobre las flechas y demostrar que esta
bien defininda en el cociente:

Sea f: M — N morfismo y P, , (Js presentaciones proyectivas minimales de M y N
respectivamente. Luego existen f; , fo (no necesariamente tinicos) tal que

Py p 2 M s 0
3o 3 Jf
Qo % Ql o s IV s 0

conmuta, y aplicando (—)! tenemos

t

'3
0 Mt Py pp P pr M TN 0
fﬁ ﬂ\ f(ﬂ\ TTT(f,fo,fl)
0 » Nt i L 7 Qy —— TrN —— 0

donde Tr(f, fo, f1)(7n(z)) := 7pm o f(z) estd bien definido y es morfismo. El problema es que
si bien la resolucion, salvo isomorfismo, es tnica, la forma de completar el diagrama no lo es.
Supongamos que

Py p 2 M s 0
1o 1] lf
Qo —— Q1 —5— N » 0

es otra forma de completar el diagrama. Notemos que f; — f; C Ker(q). Luego existe w: P, —»
Qo tal que g ow = f1 — f1. Entonces fo — f§ — wpo: Py — Qo estd contenido en el nicleo de
qo- En efecto:

q0(fo — fo — wpo) = (fr — f1)po — qowpo = (fr — f1)po — (f1 — f1)po =0

Luego existe sg: Py — Ker(qo) tal que

fo— fo =1is0 +wpo
con i la inclusién: i: Ker(gg) < Qo. Aplicando la transposicién tenemos
(fo)t = (fo)' = spoi' +phow’
Y por lo tanto

(Tr(f) = Tr'(f)) o v = mau((fo)' = (fg)") = mar © 85 04" + s 0 py 0w’
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Recordar que 7y o pf = 0, entonces
(Tr(f) =Tr'(f)) omn =m0 sgod
Nuestro objetivo es demostrar que Tr(f)—T7'(f) € P(TrN,TrM). De la forma que tenemos
escrita a esa funcién, bastaria probar que i’ se factoriza con 7y. Tratemos de ver eso: como
t
itgh = (qoi)' = 0, entonces Im((qo)*) C Ker(i*) y como TrN = Q(Vlm((qo)t)’ entonces existe
i: TrN — Ker(go)! tal que i* = imy. Luego
(Tr(f) = Tr'(f)(myz) = mu 0 s 0 i(my )

y por lo tanto

(Tr(f) = Tr'(f)) = mar o (sg )
donde la composicién
£

TrN —2 pt ™, Tr)f

pertenece a P(TrN,TrM).
Luego Tr(f) = Tr'(f) y por lo tanto Tr: modg — amod estd bien definida sobre las
flechas.

Proposiciéon 4.35. Sea T'r: modg — amod definida sobre las flechas como arriba. Entonces:
1. Tr(f) =0 para toda f € P(M,N).
2. Tr(f+Xg) =Tr(f)+ ATr(g).
3. Tr(fog)=Tr(g)oTr(f).
4. Tr(Id) = Id.

Esto implica que Tr: modg — amod es un funtor aditivo.

Demostracion. Veamos 1, los deméds son consecuencias de la buena definicion.
Sea f € P(M,N), f=apf, f: M P 2 NconP proyectivo.

Sean
Py -2y p M 0 0 y P14, p 0
T TS B A
0 . P » P 0 Qo——> @1 —5— N 0

Id

completaciones de los diagramas. Luego como el siguiente diagrama conmuta:

P2 p -2 M 0
10 idﬂpl iaﬁ
QO % > Ql e > N 0

tomando transposicion, el siguiente también:

2

P} P TrM —— 0

T@spr o TTr(f)

Qf — Qb —> TrN —— 0

y por lo tanto Tr(f) = 0. O
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Corolario 4.36. La asignacion inducida Tr: mods — amod es un funtor.

Veamos ahora que es una equivalencia, es decir, que Tr TrM = M en gmod si M € mod,4.

Teorema 4.37. El funtor Tr: mods — amod es una equivalencia de categorias.

Demostracion. Vamos a hacerlo en partes, primero vamos a ver que

Tr Tr\modPA : modpA — modpA

es equivalente a la identidad, y entonces vamos a escribir

mody —LI" 1T s moda

p| I
modpA ——— modpA

Tr TT'modPA

y demostrar que j o P =2 Id.
1) Sea M € modpA, M # 0. Luego si
P2 s M —0
es una ppm de M, entonces por el teorema 4.9
P} LI P, "5 TrM — 0
es una ppm de TrM, y por lo tanto,

tt
Po

Pl Pt T T Tr M — 0
es una ppm de Tr TrM. Recordar que tenemos un isomorfismo natural ep: P?* — P, lo que
me da un diagrama conmutativo

tt
p s
Pit —— pit 2 Tr TrM —— 0

Ele Py glﬁ Py %\LUIM

P() > Pl Il M > 0

Po

donde el isomorfismo ppr: Tr TrM — M es también un isomorfismo en modpA pues ni
M ni Tr TrM tienen componentes proyectivos. Veamos que es natural: para eso tomemos
f: M — N un morfismo de moédulos. Tomando () una ppm de N, para N también tenemos
un diagrama conmutativo

tt
U0)

QY Qtt ™ Tr TrN —— 0

I

Qo —g— 1 a1 N 0
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Entonces para f podemos completar el diagrama con algunos f1 v fo:

P2 sp M 0
ifo ifl lf
Qo —> Q1 —— N 0

y luego aplicar (—)! para obtener Tr Tr(f):

tt
p s
Pt —— Pt == Tr TrM —— 0
! !
ifét ifft lTr Tr(f)
tt tt
0 o » Q1 7w Tr TrN ——0

0

Para verificar que T'r Tr(f) es natural, necesitamos ver que

Tr el -2 e N
lﬂM lMN
M f N

conmuta. En efecto:

=y o Tr Tr(f)(@) = pn (f{(2)) = qr o eq, © fi'(x).
» foum(@)=fopioep (x) =q o fioep (z).

Finalmente g, o fi* = f1 o ep, por la naturalidad del isomorfismo P! 2 P:

w1 o
PP —— Qf

[

P1L>Q1

Luego Tr T'r|,,4,4 = Idmodpa-

2. Vamos a definir el funtor P: mody — modpA: Si M € mody, M se escribe de forma
Unica, salvo isomorfismos, como M = P& M), donde M), no tiene sumandos directos proyectivos
y P proyectivo. Definimos P(M) = M, y dado f: M — N definimos P(f): M, — N, como

P(f) = Pn, o fly,- Se puede ver que P(f) estd bien definida, y ademds que

in, o P(f) =in, o Pn, o fly, = flu,

Finalmente es un funtor pues P(f o g) = P(f) o P(g).
Ademas j: modpA — mod 4 es simplemente el funtor inclusion. Luego alcanza con demos-
trar que j o P = Idyod,:

a) Supongamos que M = P & M, con M, € modpA. Entonces M = M, = P(M) en modyu;
de hecho Pypp,: M — M, es un isomorfismo con inversa iy, : en efecto, Idy —iPyy, € P(M, M)
y Ida, — Pag,i € P(Mp, M,) pues los siguientes diagramas conmutan:
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Ideprp’L' Idy—iPay,
M. P

b) Finalmente es natural pues el siguiente diagrama conmuta en mod:

Py flag,
—
p P

My, INp

M#)N

3. Luego T'r Tr = jo Tr Tr|,,q,a°P ~joP =~ Idnodpa-
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Parte 5

Teoria de Auslander-Reiten

El carcaj de Auslander— Reiten es una construccién muy poderosa para estudiar la categoria
de médulos sobre un algebra de caminos. Por ejemplo nos permite, en el caso de quivers de tipo
de representacién finita, calcular algoritmicamente (mediante el algoritmo de tejido -knitting
algorithm) los vectores dimensién de las representaciones indescomponibles, y los espacios de
morfismos entre dos representaciones indescomponibles.

El tenor de la primera parte de este capitulo se basa en la exposicién de [SY12] y la segunda
en [Sch14]. El lema 5.13 estd simplificado, el lema 5.25 es un resultado basico sobre la forma
del carcaj AR cuya demostraciéon no pudimos hallar en la literatura y del cual incluimos una
demostracién propia. Ademds se incluyen los ejemplos 5.28 y 5.29 con céalculos propios.

Para formalizar cudles y cudntas son las flechas en el carcaj AR debemos definir las sucesiones
exactas cortas casi partidas. A lo largo de este capitulo como en todo el trabajo A es una k-
algebra de dimension finita y M, N A-médulos finitamente generados, usualmente a derecha.
Tendremos en mente A = kQ con @ sin ciclos dirigidos o un carcaj con relaciones acotado.

5.1. Morfismos casi partidos

Definicion 5.1.

» Un morfismo f: L — M es casi partido (almost split en inglés) a izquierda si:

1. El morfismo f no es una seccién.
2. Para todo u: L — U que no es una seccion, existe u': M — U tal que v/ o f = u.
y es minimal a izquierda si para todo h: M — M tal que hf = f entonces h es un

isomorfismo de M. f es casi partido minimal a izquierda si es casi partido a izquierda
y minimal.

= Andlogamente, un morfismo ¢g: M — N es casi partido a derecha si:

1. El morfismo g no es una retraccién.
2. Para todo morfismo v: V — N que no es una retraccion, existe v': V' — M tal que
/
gv’ = wv.

Y es minimal a derecha si para todo h: M — M tal que gh = ¢ entonces h es un
isomorfismo de M. Se dice que g es casi partido minimal a derecha si es casi partido
y minimal a derecha.
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Por su misma definicién, es inmediato probar que los morfismos casi partidos minimales a
derecha son 1nicos salvo isomorfismo, es decir:

Proposiciéon 5.2. 1. Sean f: L — M y f': L — M’ morfismos casi partidos minimales a
izquierda. Entonces existe un isomorfismo h: M — M’ tal que hf = f'.

2. Sean g: M — N y ¢g': M' — N morfismos casi partidos minimales a derecha. Entonces
existe un isormofismo h: M — M’ tal que g'h = g.

Ademsds de ser casi unicos, los morfismos casi partidos minimales tienen otra rigidez: sélo
pueden salir o llegar (depende de si a izquierda o a derecha) de médulos indescomponibles.

Proposicion 5.3. Sean L, M y N representaciones de un carcaj.

1. Si un morfismo f: L — M es casi partido minimal a izquierda, entonces L es indescom-
ponible.

2. Si un morfismo g: M — N es casi partido minimal a derecha, entonces N es indescom-
ponible.

Demostracion.

1) Supongamos que L = L1 & Lg con L1 # 0y sea p1: L — Ly la proyeccién. Afirmo que
p1 no es una seccién. Si lo fuera, existiria s: L1 — L tal que s o p; = Idy. Se deduce que pq
seria un monomorfismo, y como p; es la proyeccién a Li, entonces Lo seria cero. Luego L es
indescomponible.

La parte 2 es andloga. O

En los siguientos puntos daremos ejemplos en concreto de morfismos casi partidos:
Proposicion 5.4. El morfismo 0: X — Y es:

1. almost split minimal a izquierda si y solamente si X es simple, inyectivo e Y = 0.

2. almost split minimal a derecha st y solamente si'Y es simple, proyectivo y X = 0.

Demostracion. Hacemos solamente 1:

Supongamos que el morfismo 0 es almost split minimal a izquierda. Afirmamos que X es
simple: X es no nulo pues 0 no es una seccién. Sea H < X no nulo. Queremos ver que H = X.
Consideremos 7: X — X/ 77 el morfismo al cociente. Afirmamos que no es una seccién: si lo
fuera, seria inyectiva, y por lo tanto un isomorfismo lo que implica H = 0, contradiccion. Luego
no es una seccién y por lo tanto como 0 es almost split existe u: Y — X/ 7 tal que uo0 = .
Luego m =0 y por lo tanto X = H.

X esinyectivo: Seai: X — [ la cadpsula inyectiva de X. Si ¢ es una seccion, X es un sumando
directo de I y por lo tanto es inyectivo. Si no es una seccién, existe u: Y — I tal que uo 0 =i.
Luego ¢ = 0, pero i es inyectivo, entonces X = 0, absurdo pues 0 no es seccién.

Finalmente, como Oy o 0 = 0 entonces Oy: Y — Y es un isomorfismo, lo que implica que
Y =0.

Supongamos que Y = 0 y X es simple e inyectivo. Entonces 0 no es una seccién pues un
simple no es nulo.

Ademas si u: X — Z es un morfismo que no es seccién, como X es simple, u = 0 o u es
inyectiva. Afirmamos que v = 0. En efecto, si v fuera un monomorfismo, como X es inyectivo,
tendria un diagrama conmutativo
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X Y57

X

-,
-

=)

es decir u serfa una seccién, contradiccién. Luego u = 0. Entonces para el segundo punto de la
definicién 5.1, definimos v': Y — Z como ' = 0. Finalmente 0 es minimal trivialmente. O

Otro ejemplo de morfismos almost split son los que vienen junto con el radical de un pro-
yectivo o el zécalo de un inyectivo:

Teorema 5.5. 1. Sea P proyectivo indescomponible e i: Rad P — P la inclusion. Entonces
i es almost split minimal a derecha.

2. Sea I inyectivo indescomponible y w: I — I/Soc 1 la proyeccidn. Entonces m es almost
split minimal a izquierda.

Demostracion.
1) Sea P proyectivo indescomponible e i: Rad P < P la inclusién.

a) i no es una retraccién pues si lo fuera serfa sobreyectiva, pero Rad P C P (porque
A es una &lgebra finitamente generada y entonces P tiene algin submddulo maximal, que en
particular es propio).

b) Supongamos que v: V — P no es una retracciéon. Quisieramos completar el diagrama con
un v’ tal que el triangulo sea conmutativo:

Vv —~ 5 P

~
~
< .
7o ?
(2 Sy

Rad P

Notemos que v no es sobreyectiva, pues como P es proyectivo, si lo fuera seria una retraccién.
Por otra parte, P es un proyectivo indescomponible, entonces es de la forma e; A. Luego por la
proposicién 3.35 (podemos usarla porque P = ¢;A), Rad P es el tnico submédulo maximal. De
ello se sigue que Im(v) C Rad P. Luego efectivamente podemos elegir v como v corestringida
a Rad P.

¢) Supongamos que ¢ = hi, con h: P — P un morfismo. Se deduce que h|g,4 p = i. Pero
Ker(h) C Rad P de nuevo por la proposicién 3.35. Entonces Ker(h) = 0. Entonces h: P — P
es un monomorfismo y entonces un isomorfismo por dimension.

2. Seam: I — I/ Soc I 1a proyeccion. El segundo punto de la proposicién sale recordando
la parte 10 de la proposicién 4.2 y la proposicién a continuacién. ]

Proposicion 5.6. Sea D: mods — amod el funtor dualidad.

» Si f: L — M es almost split minimal a izquierda, entonces D(f): DM — DL es
almost split minimal a derecha.

» Sif: M — N es almost split minimal a derecha, entonces D(f): DN — DM es almost
split minimal a izquierda.

Definicion 5.7. Una sucesion exacta corta en mod 4

0Lt N_—0

es almost split o AR si f es un morfismo almost split minimal a izquierda y g es almost split
minimal a derecha.
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La existencia de sucesiones almost split no es evidente. Maurice Auslander e Idun Reiten las
introdujeron y demostraron su existencia en 1975 para estudiar la teoria de representaciones de
dlgebras artinianas [ART75].

Teorema 5.8. (Auslander y Reiten) Sea A una k dlgebra de dimension finita. Entonces vale:

1. Para todo maodulo indescomponible no proyectivo finitamente generado M, existe una Su-
cesion exacta almost split

0O—M — F—M-—70

2. Para todo modulo indescomponible no inyecctivo finitamente generado N, existe una su-
cesion exacta almost split

0—N-—E—1IIN—0

Demostracion. Ver [SY12], teorema 8,4. O

5.2. Mortfismos irreducibles

Daremos una definiciéon equivalente de sucesién almost split basada en morfismos irreduci-
bles. Tiene la ventaja que ahora la cantidad o existencia de morfismos irreducibles entre dos
moédulos es mas sencilla de encontrar utilizando el radical de la categoria con la definicién dada
en 4.23. Ademas, el concepto no depende de ser a izquierda o derecha.

Definicion 5.9. f: X — Y es irreducible si:

1. f no es una seccién.

2. f no es una retraccion.

3. Si f = fa0 f1, entoncs fy es una retraccién o f; es una seccién.
Notemos que 1 en particular implica que X #0y 2 que Y # 0.

El siguiente lema establece que los morfismos almost split e irreducibles son estables por
isomorfismos:

Lema 5.10. Sea f: X — Y un morfismo y X 4 X, vy = Y isomorfismos. Tenemos las
stguientes equivalencias:

1. La funcion f es una seccion si y sélo si vfu es una seccion.
La funcion f es una retraccion si y solo si vfu es una retraccion.

La funcion f es irreducible si y sdlo si vfu es irreducible.

e

La funcidon f es almost split minimal a izquierda si y solo si vfu es almost split minimal
a izquierda.

5. La funcion f es almost split minimal a derecha si y solo si vfu es almost split minimal a
derecha.
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Demostracion.
1) Demostremos 1 solamente ya que 2 es similar. Si f es una seccién y sf = Idx,

(u s (vfu) = Idg

lo que implica que es una secciéon. Analogamente si v fu es una secciéon y §: ¥ — X es su inversa
a izquierda, entonces
svfu=1Ids

Aplicando u~! a la derecha en ambos lados, obtenemos

suf =ut

y entonces aplicando u a la izquierda:
usvf = (usv)f = Idx
lo que significa que f es una seccion.

3) Supongamos que f es irreducible. Luego v fu no es ni seccién ni retraccién por los dos
puntos anteriores. Y si vfu = fsfi,

f=0"R) (v

donde o bien v~! f, es una retraccién por o bien fiu~! es una seccién. Luego o bien f, es una

retraccién o bien fi es una seccién. La vuelta es inmediata utilizando la ida con v=! y u~1.

4) Supongamos que f es almost split minimal a izquierda. v fu: X — Y no es una seccién
por 1. Para el segundo punto de la definicién, sea ¢: XU que no es una seccién. Entonces
gu~': X — U tampoco es una seccién. Luego como f es almost split existe a: Y — U tal que
af = gu™'. Luego

afu=gyg

1

Escribiendo a Id como v~ o v, tenemos que

(av YWofu=g

tomando ¢’ = (av™!), eso demuestra la parte 2 de la definicién 5.1. Finalmente, falta ver que es
minimal. Supongamos que hv fu = v fu. Luego (v"'hv)f = f. Entonces v~'hv es un isomorfismo
y como v es un isomorfismo, h también. La vuelta es inmediata usando la ida, y el punto 5 es
completamente analogo. O

Lema 5.11. Sea f: X — Y un morfismo irreducible. Entonces f es un monomorfismo o un
epimorfismo pero no ambos.

Demostracion. Que no puede ser ambos al mismo tiempo es claro: en ese caso seria un isomor-
fismo, y en particular una seccién. Veamos que alguno tiene que ser: supongamos que f no es

sobreyectivo. Entonces f = iy, ) © f, con f la corestriccion de f e i la inclusién. Luego o @

es una retraccién o f es una seccion. ¢ no es una retraccion pues entonces seria sobreyectiva y
entonces Im(f) =Y. Entonces f es una seccién y por lo tanto f es inyectiva. O

Proposiciéon 5.12. 1. Sea P proyectivo, indescomponible y no simple. Entoncesi: Rad P <
P es irreducible.
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2. Sea I inyectivo, indescomponible y no simple. Entonces w: [ — I/Soc 1 es iwrreducible.

Demostracion.

1) Supongamos que P no es simple. Entonces Rad P # 0 pues si lo fuera, P seria semisimple e
indescomponible, i.e., simple. i no es seccién pues P es indescomponible y Rad P # 0. Tampoco
es retraccién pues no es sobreyectiva. Supongamos que existen 71 y 49 tal que el diagrama

RadP —— 4 P

conmuta. Si i3 es sobreyectivo entonces es una retraccién pues P es proyectivo. Si i9 no es
sobreyectivo, Im(i2) C Rad P. Entonces iy se factoriza via ig, la corestriccién de i2 a su imagen:

RadP — 1 RadP ‘- P

x i
Z ,
12
Entonces i9i1 = t1draq p- Luego i1 es una seccién. ]

Damos una definicién equivalente de morfismo irreducible:

Lema 5.13. Sean X eY A mddulos indescomponibles y f: X — Y un morfismo. Son equi-
valentes que f sea irreducible y que f pertenezca a Rad(X,Y) — Rad?(X,Y).

Demostracion.
Supongamos f irreducible. Como X e Y son indescomponibles, por el lema 4.26,

Rad(X,Y) ={g: X — Y : g no es una seccién ni una retraccién}

Como f es irreducible, f € Rad(X,Y).

Por otra parte, supongamos que f € Rad*(X,Y), ie. f = gh con g € Rad(Z,Y) y h €
Rad(X, Z). Entonces, como f es irreducible, g es retraccién o h es seccién. Si g es retraccién,
existe r tal que gr = Idy. Como g € Rad(Z,Y) y Rad es un ideal, Idy € Rad(Y,Y’), entonces
Y =0, absurdo. Luego g no es retraccion. Por lo tanto h es seccion. Pero analogamente existe
s tal que sh = Idx. Como h € Rad, Idx € Rad(X, X). Luego X = 0, absurdo. Por lo tanto
f ¢ Rad®

Veamos la vuelta. Como f € Rad(X,Y) y X e Y son indescomponibles, f no es ni seccién
ni retraccion. Y si f = gh, con h: X — Z, g: Z — Y, no podemos utilizar inmediatamente la
caracterizacién del Rad del lema 4.26 pues Z puede no ser indescomponible.

Supongamos que ni g es una retraccién ni h una seccién. Escribamos Z = @ Z, con Zj

k

indescomponibles, y a g = > gx P con gi: Z, — Y las restricciones de g a los sumandos directos
y Py las proyecciones. Afirmamos que g € Rad(Zy,Y’) para todo k. En efecto, como Zj e Y son
indescomponibles podemos usar la equivalencia de 4.26. Si alguno fuera una retraccién existiria
r:Y — Zy, tal que gi,r = Idy. Sea 7 = iy,r: Y — Z. Entonces

gr = (ngpk)ikDT = ngpkiko?” = ko Prolko” = g™ = Idy

lo que contradice que g no es una retraccién. Por lo tanto g, € Rad(Z,Y) para todo k. Se
sigue por la definicién de ideal que gy P € Rad(Z,Y) para todo k, y entonces g € Rad(Z,Y).
Anélogamente, como h no es seccién, h € Rad(X, Z). Luego f € Rad?(X,Y), contradiciendo la
hipétesis. Luego g es una retraccién o h es una seccién. O
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Queremos demostrar que una sucesién exacta corta casi partida es lo mismo que una con
morfismos irreducibles y extremos indescomponibles. Para eso necesitamos algunos lemas:

Lema 5.14. Sea
0L I M2 NS0

una sucesion exacta corta que no se parte.
1. f es irreducible si y sdlo si para todo morfismo v: V. — N ocurre alguna de las dos
situaciones:
a) existe vi: V. — M tal que v = gowv;.

b) existe vo: M — V tal que g = v o vs.

2. g es irreducible si y solo si para todo w: L — U ocurre alguna de las dos situaciones:
a) existe up: M — U tal que u =gy o f.
b) existe uy: U — M tal que f = ug ou.
Demostracion. S6lo demostraremos 1. Supongamos que f es irreducible. Sea v: V — N. Como

hay dos flechas que llegan a N, tiene sentido usar el pull back de M y V: recordar que por el
teorema 1.33 tenemos un diagrama

0o— -ty x_ ™,y 0
[
0—— I M N 0

Por lo tanto f = w1 f’ y como f es irreducible, 7; es retracciéon o f’ es seccién. Si f’ es seccién,
eso es equivalente a que my sea retraccion. Luego existe r: V. — X tal que mor = Idy. Por
lo tanto si tomamos vy := mir, g(mir) = (gm)r = (vme)r = v. Y si 71 es retraccion, existe
r: M — X tal que mr = Idys. Luego podemos elegir vy := mor. Asi definida, vy satisface lo
pedido:
VO Vg = VMol = gmT = ¢

Supongamos ahora que vale la vuelta. El morfismo f no es una seccion pues la secuencia no

se parte, tampoco es una retraccion, pues no es sobreyectiva (si lo fuera N = 0 y g serfa una

retraccién). Para ver que es irreducible, falta ver qué sucede si f se factorizara. Escribamos a f
como f = fa. Es decir, hay un triangulo conmutativo

L—1 s um

AN/Z

Entonces « es inyectiva pues f lo es, luego podemos construir un diagrama conmutativo

0 L —%5 N —" Coker(a) — 0
T
0 Lt m—2 5N ' 0

Por la caracterizacién del pull back del teorema 1.33, N con 7 y 3 es el pull back de Coker(a) LN
NyMZN.

Por hipétesis existe v1: Coker(a) — M tal que gvy = h o va: M — Coker(a) tal que
hvy = g. En el primer caso, si existe tal v, el siguiente cuadrado conmuta:
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Coker(a) —19 Coker(a)

| Jn

M—9 N

por definicién de vy y por la universalidad del pull back existe un morfismo : Coker(a) — N
tal que Y = Id y pvy = v1. Luego

0— L -2 N =5 Coker(a) — 0

se parte, por lo tanto a es una seccion.
En el segundo caso, si existe vy tal que hvy = g, el siguiente cuadrado conmuta:

M —2- Coker(a)

o I

M—2 5 N
Luego existe ¥: M — N tal que 7w = v9 y By = Id. Por lo tanto S es una retraccién. O
Lema 5.15. 1. Si f: M — N es irreducible inyectivo entonces f no es sobreyectivo y

Coker(f) es indescomponible.

2. St g: M — N es irreducible sobreyectivo, entonces g no es inyectivo y Ker(g) es indes-
componible.

Demostracion. Demostraremos 1. Que f no puede ser sobreyectivo ya lo vimos en el lema 5.11.

Supongamos que Coker(f) = L1 & Ly con Ly #0, k=1,2.

0= M -Ls N = Coker(f) — 0
no se parte pues f no es seccién. Entonces para k = 1,2, hay el morfismo inclusién Ly SN
Coker(f). Luego por el teorema anterior, para cada k, existe vg: N — Ly tal que incy ovg =,
o existe v, : Ly — N tal que wo vy = inc. Si estamos en el primer caso y vg: N — Lj, entonces
el otro sumando directo Ly es cero. En efecto, si @ € Ly, con a € N, incgvg(a) = a € Ly. Pero
inck(vg(a)) € Ly entonces @ = 0, luego Ly = 0. Podemos asumir entonces que v va de L en
N y mvp = incg. Entonces 7 es una retraccion con inversa a derecha v; + va:

v +v: L1 ® Ly ——— N
(1, l’) — v1(l) + vz(l’)

En efecto, 7o (v1 +v2) (I +1') = 7v1 (1) + mva(l') = inei (1) +inca(l') = 1+ 1" = Idgoper(s) (L + 1)
y por lo tanto la sucesién se parte, contradiccién. ]

Veamos ahora la relacion entre morfismos almost split y morfismos irreducibles:

Proposicion 5.16. Sea g: M — N un morfismo no nulo almost split a derecha minimal. Son
validas las siguientes afirmaciones:

1. g es irreducible.

2. Un morfismo g': M’ — N es irreducible si y solamente si se satisface que M’ # 0 y existe
M" € mody, un isomorfismo ¥: M — M' & M" y un morfismo g": M" — N tal que

(g/,g//): M/@M// - N

es un morfismo minimal almost split a derecha y (¢',9") o) = g.
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Demostracion. 1) g es irreducible: g no es retraccién por hipédtesis. Tampoco es seccién pues
entonces N se descompondria como Im(g) ® Ker(s) (donde s es la inversa a izquierda de g) con
m(g) # 0. Pero también Ker(s) # 0 pues si fuera cero, s serfa un isomorfismo, y por lo tanto
g también lo que implicaria que seria una retraccién. Luego Ker(s) # 0 y entonces N no seria
indescomponible, lo que contradice la proposicién 5.3.

Finalmente, supongamos g = gog1, donde g7 es un morfismo g1: M — Z,y go es un morfismo
g2: Z — N. Supongamos que go no es una retraccién. Entonces por hipétesis existe g': Z — M
tal que gg' = g2 Precomponiendo con g1, g¢'g1 = g2g1 = g, y como g es minimal ¢’g; es un
isomorfismo. Luego existe un ¢ tal que ¢g’'g; = Idys, por lo tanto g; es una seccién.

2) Supongamos ahora que ¢': M’ — N es irreducible. Ya sabemos que M’ # 0. Luego
como g es almost split a derecha existe v: M’ — M tal que gv = ¢’. Como ¢’ es irreducible, v
es seccion (g no es retraccién por hipdtesis). Luego existe s: M — M’ tal que sv = Idp. Por
lo tanto M = Im(v) @ Ker(s). Luego si definimos M" := Ker(s) tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

) @ Ker(s

v@IdT /\
M’@M” g g|KeI(S)

Como v @ Id es un isomorfismo y g es almost split minimal a derecha, (¢, g[Ker( S)) es almost
split minimal a derecha por el lema 5.10.

Supongamos ahora que (¢’, ¢") es almost split minimal a derecha. Veamos que ¢’ es irreduci-
ble. ¢’ no es retraccion: Si lo fuera existe r: N — M’ con ¢'r = Idy. Definimos 7: N — M'&M”,
como 7 = (r,0). Entonces

(g,9") o =1(g,9") o (r,0) =g or+g¢"00=gr=1Idy

Luego 7 es una retraccién para (¢’, ¢”), lo que contradice que sea almost split.

Ademsés ¢': M’ — N no es seccién, si lo fuera N no seria indescomponible, pues N =
M’ & TIm(g’), lo que contradice que (¢, ¢”) es almost split minimal a derecha (proposicién 5.3).

Finalmente, supongamos que ¢’ = Ba, con a: M' — Z, 3: Z — N y que 8 no es una
retraccién. Queremos ver que « es una seccidn. La idea de la demostracion es usar la parte
del teorema que ya demostramos: que almost split minimal a derecha implica irreducible. La
usaremos para la unica funcién que sabemos que lo es: (¢, ¢g”). Para eso, primero debemos
escribir a (¢’, ¢"”) como una composicién. Eso no es muy dificil: si definimos dos morfismos

@ Ul weM — ze M B,g"): Z&M" —— N
0 Idyn
(a,b) — (a(a),b) (z,m) — B(2) + g"(m)
entonces

B0 iy | = Bes Taaen) = (¢.")

Luego como (¢', g”) es almost split minimal a derecha, es irreducible, y por lo tanto o (53, g")
debe ser retraccion, o la matriz debe ser seccién. Si vale la ultima posibilidad ya estamos, porque
una seccién de la matriz va a implicar una seccién de «. Veamos entonces que (3, ¢”) no es una
retraccién. Sabemos que individualmente 8 no es una retraccién por hipétesis y ¢” tampoco
puede ser una retraccién: si lo fuera existiria r tal que ¢”r = Idy. Entonces

0
(¢'.9") <r> =0+g"r=Idy
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y luego (¢', ¢”) seria una retraccién.

Por lo tanto ni 8 ni g’ son retracciones. Pero recordando el lema 4.26, como N es indescompo-
nible, eso es equivalente a que 8 € Rad(Z, N) y ¢” € Rad(M", N). Luego SP; € Rad(Z&M", N)
y ¢"P, € Rad(Z & M",N). Entonces 8P, + ¢"P, = (8,¢") € Rad(Z & M",N) y por lo tanto

no es una retracciéon. Luego la matriz es una seccién, es decir existe Z 1 gu] tal que
21 922
[911 912] [Oé 0 } _ [91104 922] _ [IdM/ 0 ]
g1 go2| |0 Idpyw g1 g2 0 Idyr
Entonces g11a = Idyy y por lo tanto o es una seccion. O

Andlogamente para morfismos almost split a derecha:

Proposicion 5.17. Sea f: L — M un morfismo no nulo, almost split minimal a izquierda.
Son validas las siguientes afirmaciones:

1. f es irreducible.
2. Un morfismo f': L — M’ es irreducible si y solamente si M' # 0 y existe M" € moda,

un isomorfismo : M — M' & M" y un morfismo f": L — M" tal que

[;,/,] L— M oM

f//

/
es un morfismo minimal almost split a izquierda y ¥ o f = [f ]

Lema 5.18. Sea
f

0 > L M2 N » 0
P
0 > L 7 M g>N > 0

un diagrama conmutativo con las filas exactas y que no se parten. Entonces:
1. Si L es indescomponible y w es un isomorfismo, entonces u y v son isomorfismos.
2. Si N es indescomponible y u es un isomorfismo, entonces v y w son un isomorfismo.

Demostracion. 1) Veamos que u es un isomorfismo. Supongamos que no lo es, entonces como
L es indescomponible, por el lema 4.26, u € Rad(L, L). Como Rad(L, L) es nilpotente, existe
m tal que "™ = 0. Luego

v =0 f =0 Hfu= = fum =0

Entonces fum\Ker(g) = 0 y por lo tanto existe un morfismo o M/Ker(g) — M. Componien-

do con el isomorfismo g~ ': N — M/Ker( , tenemos una flecha v™ o §~': N — M. Luego

9)
vmglg = vmr = ™. Sea h := v ': N — M. Entonces hg = v™ y componiendo a la
izquierda con g obtenemos ghg = gv™ = w™g, y como g es sobreyectiva, gh = w™. Como w es
isomorfismo, w” también. Luego existe ¢ tal que w™y = Idy. Luego ghyy = w™y = Idy. Por
lo tanto g es una retraccién, contradiccion. Luego u es un isomorfismo y por lo tanto v también.

2) Esta parte es anéloga a la anterior. O
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Veamos finalmente la unicidad de las sucesiones exactas almost split:
Teorema 5.19. Sean
0osLLbMENs0 oo DML N o
dos sucesiones exactas almost split. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Las sucesiones exactas son isomorfas.
2. L y L' son ismorfas.
3. N y N' son isomorfas.

Demostracion. Vamos a demostrar 1 si y sélo si 2. Que 1 implica 2 es obvio. Supongamos que
L = [/. Podemos suponer que L = L’. Como f y f’ no son secciones y f es casi partido a
izquierda, existe u tal que uf = f’. Y podemos definir un morfismo v tal que vg = g'u. Luego
hay un diagrama conmutativo:

0 L M—2 5N s 0
Jrld 3 Ju 3 Jv
0 L —s M —— N’ > 0
/ g

Como f': L — M’ es almost split a izquierda y f no es seccién, existe u': M’ — M tal
que uv'f" = f. Luego uv/f" = uf = f’. Entonces como f’ es minimal, uu’ es un isomorfismo.
Andlogamente como uf = f/, v'uf =« f' = f. Entonces v/u es un isomorfismo. Por lo tanto u
es un isomorfismo. Luego (por el lema de los cinco) v también lo es. Por lo tanto 2 implica 1.
Andlogamente 1 < 3. O

Con la teorfa sobre morfismos irreducibles desarrollada, podemos demostrar que varias de-
finiciones alternativas de sucesiones exactas cortas almost split son equivalentes:

Teorema 5.20. Sea
0—LIsM2aN—0

una sucesion exacta corta. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La sucesion 0 — L —f—> M -5 N — 0 es almost split.
L es indescomponible y g es almost slit a derecha.

N es indescomponible y f es almost split a izquierda.
f es almost split minimal a izquierda.

g es almost split minimal a derecha.

S e L

L y N son indescomponibles y f y g son irreducibles.

Demostracion. Demostremos 1 < 2. Si vale 1, por la proposicién 5.3 y definiciéon de sucesion
almost split, vale 2. Supongamos que vale 2. Veamos primero que g es minimal: asumamos que
existe h: M — M tal que gh = g. Entonces hf C Im(f) pues ghf = gf = 0. Luego existe
w: L = L tal que fu = hf. Por lo tanto el diagrama conmuta
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00— L1y m—2snN 0
l“ lh 1d
00— L——M-—>N 0

Por el lema 5.18, como L es indescomponible, i es un isomorfismo. Entonces g es almost split
minimal. En particular es irreducible.

Demostremos ahora que f es almost split minimal a izquierda. El morfismo f no es una
seccién pues la sucesién no se parte. Sea ahora u: L — U que no es una seccién. Podemos usar
el lema 5.14 parte 2 pues g es irreducible y la sucesion no se parte. Entonces existe u; tal que
u1f = u o ug tal que f = wuou. Si existe u; listo, f es almost split. Si existe ugo: U — M,
consideramos la sucesion exacta corta que no se parte

0 — LU =5 Coker(u) — 0

Entonces podemos completar el siguiente diagrama con un morfismo h:

0 L1 m—2 4N ' 0
IdT uzT 3!
0 L —— U —— Coker(u) —— 0

con la formula h(m(z)) = g(uz(z)). Entonces como g es almost split existe v': Coker(u) — M
tal que gv’ = h. Entonces gv'r = hr = gusg. Luego g(uz—v'm) = 0 Por lo tanto us —v'm C Im(f).
Entonces existe £: U — L tal que f€ = ug —v'm, y por lo tanto componiendo con u a la derecha,

féu = usu —v'mu = uou = f

y como f es inyectiva, {u = Idy. Por lo tanto u es una seccion, contradiccion. Luego estamos
en el primer caso, existe u; tal que u1f = u y por lo tanto f es almost split.

Finalmente, f es minimal: supongamos que existe h: M — M tal que hf = f. Ademas
N es indescomponible por proposiciéon 5.3. Podemos completar el siguiente diagrama con un
morfismo T: N — N tal que el rectdangulo conmuta:

0 v L1 s M2 N 0
lld ih 3 ar
0 s L 7 M 7 N 0

Como N es indescomponible, por el lema 5.18 h es un isomorfismo.

Luego 1 < 2. Andlogamente 1 < 3. Luego 1 < 2 < 3. Veamos 3 < 4. La implicacién 3 — 4
es obvia. Supongamos que vale 4. Entonces f es almost split a izquierda y soélo resta ver que
N es indescomponible. Pero por la proposicién 5.17, f es irreducible. Entonces su Coker(f) es
indescomponible por lema 5.15. Pero Coker(f) = L. Entonces N es indescomponible. Luego
3 < 4 y andlogamente 2 < 5. Por lo tanto 1 & 2 < 3 < 4 & 5.

Finalmente, veamos {1,2,3,4,5} < 6. Claramente 1 implica 6 por las proposiciones 5.15,
5.16 y 5.17. Supongamos que vale el punto 6 y probemos que 6 implica 3. Para eso debemos ver
la segunda condicién de ser almost split a izquierda para f. Sea u: L — U que no es seccion.
Si U no es indescomponible, se escribe como U = Uy @ ---U,,. Tenemos, ademas, morfismos
u;: L — U; definidos como componer u con la proyeccién a U; tal que u se escribe u = > u;, y
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ademads u; no es seccién para ningun ¢: si alguno lo fuera, existiria s;: U; — L tal que s;u; = Idy,
lo cual implicaria que 04 ---+s; +---+0: U — L es una seccién de u:

(0+'-'+8i—|—~-'+0)0u:8i0uz‘:IdL

Entonces por el lema 5.14 parte 2, para cada ¢ existe uzl M — U; tal que ullf = u; O exis-
te uy: U; — M tal que ubu; = f. Si para todo 7 existe ese tal uj listo, pues el morfismo

ub, -, u): M — Uy @ --- @ U, me sirve para demostrar que f es almost split a izquierda. En
1 1
efecto: A
(ug, - uf)o f=Y uif=> u=u
Supongamos ahora que para un iy existe uéo tal que f = uéouio, con wjy: L — Uj, y

u: U;, — M. Entonces como f es irreducible, o bien u;, es seccién, o uf es retraccién.
Como vimos antes, u;, no es seccién, por lo tanto uéoz Ui, = M es retraccién. Pero entonces
Ui, = Ker(uéo) @ M. Como U, es indescomponible, Ker(uéo) = 0, luego ugo es inyectiva y
entonces es un isomorfismo. Entonces existe &;,: M — U, tal que &, f = w;,.

Por lo tanto, en todos los casos existe u¢ tal que u}f = u;. Luego podemos construir un
u': M — U tal que v/ o f = u. Por lo tanto f es almost split a izquierda. Luego 6 = 3. O

5.3. Carcaj de Auslander Reiten

Con la teoria desarrollada podemos finalmente definir el carcaj de Auslander Reiten para el
caso en que k es un cuerpo algebraicamente cerrado:

Definicion 5.21. Sea A una k-algebra de dimension finita. El carcaj de Auslander Reiten
tiene como vértices a las clases de isomorfismos de A mddulos indescomponibles (en particular

no nulos), Qo = {X : X es indescomponible} y entre dos médulos indescomponibles X e Y no
isomorfos, la cantidad de flechas es igual a la dimensién sobre k de Rad(X, Y)/Rad2 (X,Y)

Observacion 5.22. La definicién se puede extender al caso de k no algebraicamente cerrado.

End(X )/ s
Rad(X)

_ End(X

- ( )/Rad(X ) 8

una algebra de divisién (de dimensién finita) sobre k. Entonces si definimos Irr(X,Y) =

Rad(X, Y)/Radz(X,Y)’ Irr(X,Y) es un k-espacio vectorial, pero mds atn, es un Fy — Fx

La principal diferencia es que si k es algebraicamente cerrado, entonces

k si X es indescomponible. Si k no es algebraicamente cerrado, F'x :

bimodulo con la estructura _
h.[f].g == [hf9]

donde [—] representa la clase de una funcién en Irr(X,Y) (es decir, médulo Rad?*(X,Y)) y ¥
representa la clase de una funcién en Fx o Fy (dependiendo si a izquierda o derecha).

Esta estructura estd bien definida, y le da a Irr(X,Y’) una estructura de “espacio vectorial”
a izquierda sobre el algebra de divisién Fy y a derecha sobre el algebra de division Fx. La
mayor parte del dlgebra lineal (como el concepto de dimensién, existencia de bases, etcétera)
vale para “espacios vectoriales” sobre dlgebras de division de dimensién finita.

Observacion 5.23. En la definicién no se menciona a los morfismos irreducibles. Sin embargo,
veamos que la dimensién es exactamente la cantidad de morfismos irreducibles de X a Y con
multiplicidad. Si recordamos que los morfismos irreducibles eran exactamente los que se obtenian
como restringir un morfismos almost split a derecha a un sumando directo, y la unicidad de las
sucesiones exactas casi partidas, junto el siguiente teorema tendremos la conexion:
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Teorema 5.24. Sean X e Y € mody indescomponibles.

1. Supongamos que existe un morfismo irreducible f: X — Y. Por los teoremas 5.5 y 5.8,
eriste g: . — 'Y casi partido minimal a derecha. Sea n la cantidad de veces que aparece

X en la descomposicién en indescomponibles de E, i.e., E = X" ® E' donde X no es
Rad(X, Y)/RadQ(X Y)) En particular

un sumando directo de E'. Entonces n = dimk(

el numero de la izquierda no depende ni de g ni de E.

2. Si no existe ningun morfismo irreducible de X en'Y y g: E — Y es algun morfismo
casi partido minimal a derecha para algin E, X no aparece en la descomposicion en

Rad(X, Y)/

indescomponibles de E. Ademds, dimk( Radz(X Y)) = 0.

Demostracidon. 1) Sea g; = g|y la restriccién de g a la i-ésima copiade X, E = X @--- @ X PE'.
Como X e Y son indescomponibles y g; es irreducible, g; € Rad(X,Y). Sean ¢1,--- , gy los

Rad(X,Y),

morfismos en el cociente Rad? (X,Y) Afirmamos que generan y son linealmente

independientes.

Generan: Sea h: X — Y € Rad (X, Y)/

Rad2(X,Y) no nula. En particular podemos

elegir h € Rad(X,Y) — Rad?(X,Y) representante de la clase de h. Por el lema 5.13, h es
irreducible. Luego por el teorema 5.16, existen X', h’: X’ — Y morfismo y £ isomorfismo tal
que (h,h'): X ® X’ — Y es un morfismo casi partido minimal a derecha y g o & = (h, 1/).

Denotamos g = (¢’, ¢”) a las restricciones de g a las componentes X" y E’ respectivamente.
Luego si restrinjo a X, h = ¢’ o £y + ¢" o {|, donde cada & se corestrinje adecuadamente.
Afirmamos que g” o £|y € Rad?(X,Y): en efecto, ¢ € Rad(E',Y) pues ¢g” es irreducible de
nuevo por el teorema 5.16; y £|y € Rad(X, E’) porque no es seccién (ya que E' no contiene a
X como sumando directo) y usando las diferentes definiciones de radical del lema 4.26.

Luego en el cociente, h = ¢/ o {| - Finalmente, afirmamos que existen \; tal que ¢’ o £|y =
} + ala co-restriccién a la copia i-ésima de X, ¢ ’ + € End(X),
que es local pues X es indescomponible. Entonces existe A; tal que £i| x = Aild+ fi con f;
nilpotente. Entonces ¢’ o &'|, = > gi 0 €] = Y- Xigi + gifi- Pero f; € Rad(X) pues no es un
isomorfismo, y ya sabemos que g; € Rad(X,Y). Luego efectivamente h = >_ \;g;.

Linealmente independientes: Veamoslo por induccion:

Cason = 2: Sea g: X?>@® E' — Y casi partido minimal a derecha. Entonces por el teorema
5.16 sabemos que los g; son irreducibles y entonces pertenecen a Rad(X,Y) — Rad?(X,Y) .

Supongamos que A1g; + Asge = 0, es decir que A1g; + Aogo € RadQ(X,Y). Asumamos
primero que A1 y Ag son no nulos y lleguemos a un absurdo. Al ser ambos no nulos,

> Aigi. En efecto, si denotamos &

o: X’ F — X2’ F

(.Tl, $2) e — ()\11’1, )\21’2) De
es un isomorfismo. Luego g = g o ¢ es casi partido minimal a derecha, y g|y2 = Aig1 + Xago €
RadQ(X ,Y'), lo que contradice que es irreducible. Entonces algin \; = 0, que podemos suponer
es A1 y entonces Aggy € RadQ(X ,Y), lo que implica Ao = 0. Notemos que la demostracién es

independiente de que E’ contenga o no una copia de X como sumando directo.
Caso general: Supongamos que A\1g; + - - - + Angn € Rad?(X,Y). Entonces si todos los \; son

A1
no nulos, ¢ = [ @ld: X"®E' — X" @ E’ es un isomorfismo. Luego g = go p es
An
casi partido minimal a derecha y g|yn = A1g1 + - + Apgn es irreducible, lo que contradice que

pertenece a Rad?. Por lo tanto podemos asumir que A; = 0. Luego Aaga + @ + Angn € Rad? y
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g: X" '@ E" — Y es casi partido minimal a derecha, donde muevo el primer X al sumando
E’. Sigo por induccién.

2) Si X apareciera en la descomposicién en indescomponibles de E, g|y : X — Y serfa un
morfismo irreducible de X a Y. La segunda afirmacién se sigue de que un morfismo es irreducible
si y sélo si pertenece a Rad(X,Y) — Rad?(X,Y). O

Ademas de su definicién, el carcaj AR tiene una estructura adicional que es la traslacién .
En general, si podemos, escribimos a los morfismos irreducibles entre representaciones diago-
nalmente en columnas distintas, y a las irreducibles trasladadas por T en la misma fila, de la
siguiente forma:

Estudiemos la estructura del carcaj AR en el lado de los proyectivos. Sabemos que los
proyectivos son trasladados a la izquierda a cero por T pues TP = 0. Pero eso no significa que
no reciba flechas irreducibles.

Lema 5.25. Sea P proyectivo indescomponible no simple, X indescomponible. Entonces existe
un morfismo f: X — P irreducible si y solo si X es un sumando directo de Rad P

Demostracion. Si f: X — P es irreducible no nulo, por 5.16 existe X" y f’ tal que (f, f'): X &
X’ — P es almost split minimal a derecha. Pero por 5.5, i: Rad P < P es casi partido minimal
a derecha. Por la unicidad de los morfismos casi partidos minimales, X & X’ = Rad P, que era
lo que queriamos demostrar.

Notar que si P es simple, Rad P = 0. Por lo tanto X = 0, y entonces no existe ningin
morfismo irreducible no nulo que llegue a P.

Por otra parte, si X es un sumando directo de Rad P, existe X’ tal que Rad P = X & X'.
Por la proposicién 5.5, la inclusién i: X @& X’ — P es casi partida minimal a derecha. Luego
por el teorema 5.16, la inclusién restringida a X es irreducible. O

El lema nos dice que para construir el carcaj AR, hay un tipo de vértices (los proyectivos
indescomponibles) de los cuales sabemos todas las flechas que reciben y de dénde salen.

Antes de dar ejemplos, enunciemos sin demostracion un teorema sobre la cantidad de flechas
en el carcaj AR:

Teorema 5.26. Sea A un dlgebra de dimension finita que ademds tiene tipo de representacion
finita (es decir, existen finitos mddulos indescomponibles no isomorfos, que es equivalente a

que el carcaj AR tenga finitos vértices) con k un cuerpo algebraicamente cerrado y X e Y

Rad(X, Y)/

indescomponibles. Entonces si existe f: X — Y irreducible, dimy ( Radz(X Y)) =

1.

Esto me dice que en el caso de que A sea de representacion finita (por ejemplo, si A es el
algebra de caminos de un carcaj de tipo A,,D, o Eg, E7,Eg), el carcaj AR no tiene multiples
flechas entre dos vértices.

Ejemplo 5.27. Sea Q@ =1 — 2 — 3 — 4 — 5. Entonces Rad P(i) = P(i + 1) para todo i < 4
y P(5) =5 es simple. Luego tenemos

97



Para seguir, tenemos dos opciones: una es calcular a mano T ! P(5) usando por ejemplo el
funtor inverso de Nakayama. Una resolucién inyectiva de P(5) es

0— P()—I(5) > 1(4) =0
y aplicando el funtor de Nakayama v~! tenemos
0—=0—vI(5)=P(B) = v 'I4)=P4) -1 'P(5) =0

Luego calculando dimensiones, T-1P(5) = 4. Andlogamente, T !P(4) = 3 , v 1P(3) = 51 y asi
con todos los proyectivos indescomponibles:

P(5)
~ Pt )/' \

\(/\

NN

5

e ;
N/
P(1)
Continuando con la construccién llegamos a los inyectivos:
P(5) I(1)
~ /' \ / \ e \ A
P(4) 1(2)

\(/\/\_,/
\/\/
\/4

P(1)

Otra forma es usar el algoritmo de tejido (knitting algorithm) que me permite calcular
7'M conociendo M y todos los médulos intermedios en la grilla del carcaj AR. Para calcular
v~ M simplemente sumo los vectores dimensién de los médulos intermedios (que son los que
reciben un morfismo irreducible de M) y le resto el vector dimensién de M. Asi por ejemplo
dim ! P(5) = dim P(4)—dim P(5) = (0,0,0, 1,0), y una vez que tenemos ese vector dimensién,
procedemos diagonalmente hacia abajo a la derecha y calculamos dim t~'P(4) = dim P(3) +
(0,0,0,1,0) — dim P(4) = (0,0,1,1,1) +(0,0,0,1,0) — (0,0,0,1,1) = (0,0,1, 1,0).
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Notemos que este método s6lo me calcula el vector dimension de la representacién, pero en
el caso de carcajes del tipo Dynkin, una representaciéon queda univocamente determinada por
su vector dimensién, como ya veremos con el teorema de Gabriel.

Una pregunta que podriamos hacernos es si esas son efectivamente todas las representaciones.
En el caso de un &lgebra de representacién finita la respuesta es positiva. En efecto, veamos
que para toda representacién indescomponible no proyectiva M, existe 7 € N y P proyectivo
indescomponible tal que M = T 7/P. La razén es que como @ es de representacién finita y
T manda indescomponibles en indescomponibles, eventualmente para algin n debe suceder
que ™M = 1M (sino tendrfa infinitos médulos indescomponibles no isomorfos). Tomemos
ngo el primer natural tal que sucede eso. Luego Tt M = t0M = 1™ M = tt™0 M. Si
T~ 1M vy 1" M no son proyectivos, por el teorema 4.19, T~ !M = 1M, lo que contradice
la minimalidad de ng. Entonces alguno es proyectivo y por lo tanto existe i tal que M es
proyectivo. Entonces efectivamente, todo médulo indescomponible no proyectivo se consigue
como T (T'M) = M (es decir, moviéndome a la derecha j veces con la traslacién) de un
proyectivo.

4

Ejemplo 5.28. Consideremos ahora un carcaj de tipo Dy, @ =1 _y 9, 3 . Calculemos

sus representaciones proyectivas:

Entonces tenemos flechas:

P(5)

Usando el algoritmo de tejido dimt=!P(2) = (0,1,1,1,1) + (1,1,0,0,0) — (0,1,0,0,0) =
(1,1,1,1,1), que corresponde a la representacién ,',%. (calculdndolo a mano con el funtor de
Nakayama da lo mismo).

Para calcular T—! P(4) sélo tenemos una representacién intermedia, P(3), entonces dimt~! P(4
(0,1,1,1,1)—(0,0,0,1,0) = (0,1,1,0,1), que corresponde a 5> . Finalmente t~'P(5) = (0,1,1,1,
que corresponde a 53, .

Entonces:

)
0),

P(1)
oS
N~
P P3) >

AN
5)

3

P(2) G

3

P( 24

Completando el algoritmo de tejido tenemos...
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A N G
P(2) 2's%s 2% s 1(2)

~N S N e N N
P4) = P@3) — %5 — 9 5 — 51 — 4% — 1(5) = I(3)

N N e
P(5) 24 53 1(4)

Ejemplo 5.29. Incluso si () no tiene relaciones, puede haber representaciones indescomponibles
no isomorfas con el mismo vector dimensién. Veamos un ejemplo: Q =1 — 2 — 3 — 4.

Calculemos primero los proyectivos, inyectivos, radicales y socalos:
1

P(1) =% Rad P(1) = fed I11)=1
P2)=3 RadP@2)={  I(2)=}
P(3)=3 Rad P(3)=4 1(3) = é
P(4)=4 Rad P(4) =0 I(4) = %1

Ademés el célculo del zécalo es sencillo usando la dualidad: Soc I(k) = DTop P(k) =
DS(k) = S(k). Notemos que P(4) es un sumando directo del radical tanto de P(1) como de
P(3). Entonces el comienzo del carcaj es de la forma

P(1)
donde identificamos los dos P(1). Calculamos T~ 'P(4) y T 1P(3) y T=1P(2) en ese orden con
el algoritmo de tejido, y luego finalmente T='P(1) con el algoritmo de tejido:

P(1)
/ \’1 11
P(2) 22,4
RN "o
1/ 111
PG) )
SN SN
1 11
) i
NN,
P(1) 22,4
44
N
11
22 4
33
44



donde identificamos las representaciones indescomponibles con el mismo vector dimensién.

. Cémo sabemos que P(1) no tiene otros indescomponibles distintos a T=1P(2) y t=1P(4)
tal que existe P(1) — X irreducible? Para empezar, X no es proyectivo pues si lo fuera, P(1)
serfa un sumando directo de su radical, y ningun radical de un proyectivo tiene a P(1) como
sumando directo. Entonces existe una sucesién exacta almost split

01X —>F—>X—>0

Y como P(1) — X es irreducible, existe K y una flecha tal que P(1) @ K — X es almost split
minimal a derecha por la proposicién 5.16. Luego por la unicidad de los morfismos almost split,
E = P(1) @ K. Luego tenemos una flecha almost split minimal a izquierda ©X — P(1) ¢ K.
Entonces tenemos una flecha ©X — P(1) irreducible por la proposicién 5.17. Pero entonces 1X
es un sumando directo del radical de P(1), Rad P(1) = P(2) @ P(4). Luego como X no es
proyectivo, X = 1 1tX =17 !P(2) 0 X =11 P(4).

El carcaj sigue hacia la derecha, y por los vectores dimensién vemos que es de tipo de re-
presentacién infinita: existen infinitas representaciones indescomponibles no isomorfas.

Calculemos localmente la forma del carcaj alrededor del vértice S(3). Tomando

0—S53)—=13)—1(2)=0

una resolucién inyectiva minimal y luego aplicando v~

0— P(3) = P(2) - 115(3) =0

vemos que T 15(3) = 2. Andlogamente T 25(3) = t715(2) = | y 135(3) = S(3). Luego
tenemos la situacién que el carcaj de Auslander Reiten localmente alrededor de S(3) se ve como
un tubo:

donde identificamos los dos extremos, y queremos hallar qué hay en el medio. Pegando los
extremos iguales, localmente el dibujo quedaria como un circulo:

T
// N
5(2) 5(3)
I/ *
| 1
| I
\\ I’
1 ///T_l
\\\$ 1 ’////
4

Sabemos que como S(3) no es inyectivo, existe una sucesién exacta almost split 0 — S(3) —
E — 5(2) — 0. Por dimensién, la tnica posibilidad es E = %. Calculando con el funtor (inverso)
de Nakayama tenemos 1713 = 1, v71,l, =13 yo7113 =2

Usando esa informacion tenemos:

S(3) S(2) ! S(3)
\‘ 2 / \ 1 / \ 13 / \ 2
3 4 3

24
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Identificando los extremos:

donde las flechas discontinuas negras representan la traslaciéon de Auslander Reiten y las flechas
rojas morfismos irreducibles.

Ahora queremos ver si existe otra representacion entre 3 y 5!, ademds de S(2). Comparando
las dimensiones de los extremos en la sucesién exacta almost split

2 1
0—=35—=FE—4,—0

concluimos que E = S(2) @ N donde el vector dimensién de N es (1,1,1,1). ;Puede ser que N
sea la suma de dos (o tres) indescomponibles? N no puede tener un sumando directo proyectivo,
pues todas las flechas que llegan a un proyectivo ya vimos que salen de un sumando directo

del radical de ese proyectivo, pero 3 no es el sumando directo de ningtin proyectivo. Como N

. .. . 2
tiene un k en la coordenada 4, y la representacién P(4) no puede estar, necesito tener un 3, un
! 2
2, un }1 o un ?,, como sumando directo de N. Pero jt y i son proyectivos, entonces las tinicas
4

1
opciones son § y 3. Si fuera 1, las representaciones 3 o 2@ 3 deben ser el otro sumando directo

W~

de N. 2 no puede ser, pues entonces el morfismo irreducible e inyectivo 3 — } @ 2 serfa una

seccién. Entonces N serfa } @ 2 @ 3. Pero no hay un morfismo inyectivo pues este diagrama
deberia conmutar:

1
pero el cuadrado del medio no lo hace. Entonces la tnica opcién es N = %. Con el funtor de

~

1
Nakayama se prueba que T_lg tiene vector dimensién (1,1,1,1), y como es indescomponible,
4
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. Asi podemos completar el carcaj hasta el momento de la forma:

LoD =

donde identificamos los extremos derechos e izquierdos. Afirmamos que las representaciones Ny,
N3 y N3 son indescomponibles y no isomorfas. En efecto, recordemos que el zécalo, Soc, es un
funtor exacto a izquierda, y por lo tanto lo podemos aplicar a las sucesiones exactas almost split

0—3—S2)aN — Yy —0

O—>214—>411@N2—>143—>0

No es dificil calcular los sécalos de las representaciones: Soc (3) = 3, Soc (,1,) = 2 ® 4,
Soc (1,3) =4y Soc (}) = 4. Entonces tenemos las siguientes sucesiones exactas a izquierda:
0—3—2@Soc (N;) —2¢4

0—2644—4&Soc (Ny) — 4
La primera sucesién me dice que S(3) < Soc (N1) y la segunda me dice que S(3) £ Soc (Na).

Por lo tanto no pueden ser isomorfos. Andlogamente para ver que No y N3 no son isomorfos.
Por lo tanto, la forma local del carcaj de Auslander Reiten es:
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5.4. Férmulas de Auslander-Reiten

Presentamos dos férmulas muy ttiles a la hora de hacer calculos con representaciones de
carcajes: las férmulas de Auslander-Reiten. Estds férmulas me permiten hallar el funtor Ext!
conociendo el Hom y el funtor traslacién . La férmula involucra el producto tensorial (sobre
A). Recordemos algunas de sus propiedades mas importantes:

Proposiciéon 5.30. Sea A una k dlgebra de dimension finita y sean M un A mddulo a derecha
y N un A mddulo a izquierda. Entonces:

1. Mo s A2MyA®sN=N.
2. MRs(NON) 2 (M@sAN)S(MosN')y(Me&M)@4N = (M4 N)® (M @4 N).

3. (Adjuncion) Si A y B son anillos, L un A médulo a derecha, M un A — B bimddulo y N
un B mddulo a derecha, existe un isomorfismo natural k-espacios vectoriales

Homp(L ®4 M, N) = Homy (L, Hompg(M, N))

Lema 5.31. Recordar el funtor de Nakayama vL = DL' = Homy(Homy (L, A), k). Sea

wh; - DHoma (L, M) — Homa (M, vL)
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el funtor definido de la siguiente forma: dados ¢: Hom (L, M) — k, m € M,y f € Homyu(L, A):

wh;: DHom4 (L, M) — Homa (M, vL)
(0: Homa(L, M) = k) — wiz(9)(m)(f) := p(m - f)

donde m - f: L — M es el morfismo (m - f)(1) = mf(l).
Entonces:

1. Si P es proyectivo entonces wﬁ[ es un isomorfismo.

2. Ker(w¥,) = DHomy(L, M).
3. wf/[ es natural en M y L.

Demostracion.

1) Sobreyectividad: Empecemos por probar que wﬁ[ es sobreyectivo: si P es proyectivo,
P=eA®- - -DerA, con A =eAD - D e, A. Entonces existe p: A — P la proyeccion y
t: eA — A la inclusién, morfismos de A moédulos tal que pot = Idp.

Ahora, para probar que w es sobreyectiva, tomemos ¢ € Hom (M, DP?) y definamos & €
DHom 4 (P, M) de la siguiente forma: dado f: P— M y+: P — A

E(f) = o0(f(e))(r), donde e es el elemento e :=e1.14 + -+ +ex.14

Sea h: P — A. Afirmamos que wl;(&)(m)(h) = o(m)(h):
wir(€)(m)(h) = E(m - h) = o(mh(e))(e) = (o(m) - h(e))(e) = o(m)(h(e))
Y ademds h(e)t = h: En efecto,
h(e)i(ex) = h(ew(ex)) = h(eex) = h(ex)
Luego h(e)t = h. Y por lo tanto:

whi(€)(m)(h) = o(m)(h) para toda h y para todo m

Entonces w? (£) = p. Luego wl; es sobreyectivo.

Inyectividad: Tomemos ¢ € DHomy (P, M) y supongamos que @(m.f) = 0 para todos los
my f. Se sigue que p(§) = 0 para cualquier £: P — M. En efecto, si P = e A @ -+ @ e A,
entonces £ = ) m;.f; donde m; = £(e;) y fj = incj o Pj, con Pj: P — e;A la proyeccion e
inc;: e;A — A la inclusién.

Por lo tanto ¢(&§) =Y ¢(m;.f;) = 0. Luego ¢ = 0.

2) Queremos ver que Ker(wk) = DHomy(L, M), lo cual es equivalente a demostrar que
DKer(wk) = Homu (L, M).
Definiremos un isomorfismo entre ambos. Sea ¢ € Ker(w¥,), ¢: Hom(L, M) — k, entonces:

Hom 4(L, M) — DKer(w};)
fr—=Y(f)(c) = c(f)

a) Afirmamos que Ker(¥) = P(L, M). Sea fa € P con a: L — Py 3: P — M un elemento
de P. Queremos ver que fa € Ker(V). Por definicién, si ¢ € Ker(w), ¥(Ba)(c) = ¢(fa). Como
P es proyectivo podemos suponer P = ejA @ --- @ e A y entonces a « la podemos escribir
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como a(l) = > eja(l). Evaluaremos ¥ en aff y veremos que es cero. Para eso tomemos
1<j<k

¢ € Ker(wl;). Evaluando, obtenemos:

U(af)(c) = c(Ba) = c(ﬁ( Z ej.a)) = Zc(ﬁ(ej.a)) =

1<j<k
=3 clesBa) = Y while)(e;)(Ba) = D0 =0

pues ¢ € Ker(w).

Sea ahora f: L — M tal que ¥(f) = 0. Por definicién de W, esto significa que ¢(f) = 0 para
todo ¢ € Ker(wM) Queremos ver que f pertence a P. Si f = 0 es obvio, asi que supongamos
que f # 0. Completemos {f} a una base de Hom4(L, M) y definamos ¢ € DHom(L, M)

(9) ::{1 S?g:f

0 sino

Como &(f) = 1 entonces & # 0 y ademds ¢ ¢ Ker(wl,). Es decir que existe mg € M tal que

wl(@)(mo) # 0 y por lo tanto existe go: L — A tal que

wir(2)(mo)(go0) = &(mo.go) # 0

Luego por definicién de é, existe A # 0 tal que f = Amg.go. Pero Amyg.go € P(L, M) pues [ se
factoriza de la siguiente forma:

L—>M

N e

donde Amyg. — es el morfismo multiplicar a izquierda por Amg.
b) Finalmente, queda demostrar que ¥ es sobreyectiva. Sea d € DKer(wk,). Deseamos ver
que existe fo € Homu (L, M) tal que

d(c) = ¢(fo) para todo camino ¢ € Ker(wﬁ)

Si d # 0, existe ¢y € Ker(wM) tal que d(cp) = 1. En particular ¢y # 0. Completemos ¢y a
una base de Ker(wl;). Luego todo ¢ se escribe como

c= AeCo D Xe

donde X, pertenece al complemento de (¢p) como subespacio vectorial. En general, si S es un
subespacio de V, notaremos S+ a cualquier subespacio vectorial tal que S @ S+ = V.

Como Ker(d)* tiene dimensién uno como espacio vectorial, Ker(d)* = (co), lo que es equi-
valente a Ker(d) = {co)*. Luego d(c) = A.d(co) = Ae.

Por otra parte como ¢y # 0, existe fo: L — M, A-lineal tal que c¢o(fo) = 1. Entonces
fo & Ker(cp). Afirmamos que

fo € Ker(X) para todo ¥ € (¢o)*
En efecto, fijemos X ¢ (c,) y supongamos que fy ¢ Ker(X). Entonces

fo € Ker(2)* NnKer(c)t
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Como
dimy, Ker(2)* = dimy, Ker(cg)t =1
eso significa que
Ker(X)* = Ker(co)" = (fo)

Pero entonces ¥ = pucg, p # 0, entonces ¥ y ¢o son LD, contradiccién. Luego fy € Ker(X).
Entonces para todo c,

c(fo) = Acco(fo) + Xe(fo) = Aeco(fo) = Ac

Por lo tanto
d(c) = e = ¢(fo) para todo ¢ € Ker(wﬁ)

Luego d = ¥(fy). Entonces ¥ es sobreyectivo y por lo tanto Homy (L, M) = DKer(wk)).

3) De las definiciones se sigue que w es natural. O

Enunciemos y demostremos ahora las férmulas:
Teorema 5.32. Sean M y N A mddulos. Entonces existen isomorfismos naturales
Ext!(M, N) = DHom(t !N, M) = DHom(N,tM)

Demostracion. Vamos a demostrar Ext!(M, N) = DHom(t !N, M), el otro isomorfismo es
analogo.

Podemos suponer N sin sumandos directos inyectivos. En efecto, Ext!(M, N) = Ext!(M, N;)
con N = N; & I con N; sin sumandos directos inyectivos pues

Ext!(M, N) = Ext' (M, N; ® I) = Ext' (M, N;) ® Ext' (M, I) = Ext}(M, N;)

1 es cero sobre los inyectivos,

donde Ext!(M,I) = 0 por la proposicién 3.45. Ademéds, como T~
DHom(t !N, M) = DHom(t }(N; ® I), M) = DHom(t ' N; ® I, M) = DHom(t ' N;, M)

y en conclusién un isomorfismo entre DHom (T~ 'N;, M) y Ext!(M, N;) me implica un isomor-
fismo entre DHom(t~'N, M) y Ext!(M, N). Entonces efectivamente podemos suponer N sin
sumandos directos inyectivos. Entonces por el teorema 4.19 N = 7L para un L. Sea

PPy 20
una ppm de L. Luego aplicando Hom(—, M) tenemos otra sucesién exacta
0 — Hom(L, M) — Hom(FPp, M) — Hom(P;, M)
y aplicando D, obtenemos una sucesion exacta
DHom(P;, M) — DHom(Py, M) — DHom(L, M) — 0

Por otra parte, si volvemos a la ppm de L y aplicamos v en ella, obtenemos una sucesién
exacta

0— 1L~ vPy 2y upy 22 L — 0

y como TL = N,
0— N - vP 2 v,

es una secuencia exacta, y luego aplicando Hom (M, —) obtenemos una secuencia exacta

0 — Hom(M, 7L) — Hom(M, vP;) —~* s Hom(M, v Pp)

Por la naturalidad, y recordando que L = t~!'N, hay un diagrama conmutativo
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Dp* Dpp
DHom(P;, M) —2% DHom(Py, M) —% DHom(t !N, M) — 0

ml Py o Py JV L
=Wy =W Wn
(vp1)« (vpo)«
Hom(M,vP;) —— Hom(M,vPy) ———— Hom(M,vL)
Volvamos a la sucesién exacta

0= 1L~ vPy Py upy 2 uL 0

Consideremos la presentacion inyectiva
0L 5P 2 up,
y la completamos a una resolucién inyectiva de tL:
0L Svp 2 upy Lo I
Entonces Ker(f) = Ker(vpg). Por lo tanto Ker(f.) = Ker((vpg)+). Entonces

Ext!(M,N) = Ker(f*)/lm((um)*) - Ker((ypg)*)/lm((upﬂ*)

Definiremos un morfismo:
W: Ker((vpo)«) — DHom(t 'N, M)

U := Dp; o (wﬂp}))_l Ker((vpo)+)

Si recordamos que Ker(w¥,) = DHomy (L, M), alcanza con demostrar que Im(¥) = Ker(w¥,) y
que Ker(¥) = Im((vp1)+).

a) Ker(¥) = Im((vp1)+):
C) Sea 7 tal que ¥(n)) = 0, i.e., Dpjo (wi?)~1(n) = 0. Entonces (wi?)~!(n) € Ker(Dpf), que
es igual a Im(Dp7). Luego (wﬁ))*l(n) = Dpi(X) y por lo tanto
n=wy Dpi(E) = (vp1)s 0wy} (£) € Im((vp1).)
D) Sea (vp1)«(X) € Im((v1)4). Veamos que estd en el nucleo:
U((vp1)«(%)) = Dpg o (wi?) " (vp1)«(£) = Dpg Dpi(wpt) " (£) = 0
Luego (vp1)«(X) € Ker(¥).

b) Im(¥) = Ker(wl,):
C) Sea ¥(n) = Dpf o (wﬁ)_l(n) € Im(¥). Queremos ver que pertenece al nicleo de w. En
efecto:
wir (Dpg o (i) ™' (m) = (vpo)< 0wy @ (wi) ™" (n) = (vpo)=(m) = 0
pues 1 € Ker((vpo)«).
D) Sea ¢ € Ker(wl;). Por sobreyectividad existe & tal que ¢ = Dpf o (wﬁ’)_l(f). Hay que
ver que & € Ker((vpg)«). En efecto:

(1P0)+(€) = (vpo)x © (Wi) © (w3?) ™' (€) = wiy 0 Dp o (wyf) ™' (€) = wig () =0

Luego £ € Ker((vpo)«) y por lo tanto p = U(§).
Entonces ¥ induce un isomorfismo entre

Ker((vpo)*)/lm((ypl)*) = Ext'(M, N) = Im(¥) = Ker(w%) = DHom (L, M)
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Corolario 5.33. Sean M y N A-mddulos. Entonces:
» Sipd M <1, entonces Ext! (M, N) = DHom(N,tM).
» Siid N <1, entonces Ext! (M, N) = DHom(t"'N, M).

Demostracion. Al ser ambas muy similares, demostraremos 1 solamente.

Sabemos por las férmulas que Ext!(M, N) = DHom(N,TM). Entonces tinicamente hay
que demostrar que (N, TM) = 0. Recordemos que por la proposicién 4.16, si pd M < 1 entonces
Hom(DA,tM) = 0.

Sea entonces un f € I(N,tM). Luego existen 8 y « tal que el diagrama

N—1

N

conmuta. Luego, aplicando el funtor D, este diagrama también es conmutativo:

Como DI es proyectivo, entonces A" = DI® P para algtin n. Notemos que podemos extender
Da aun Da definido sobre todo A™, definiéndolo como 0 sobre P. Entonces el siguiente diagrama
conmuta:

DI b An
I%]\\L[Da

y aplicando D de nuevo obtenemos que

I+ (DA™
@ T
N

conmuta. Es decir, a = asag.
Por lo tanto,

f=Ba = Basar = (Baz)a:
con Bay: (DA)" — tM. Entonces

Baz € Hom((DA)", M) = @) Hom(DA,tM) = 0

Luego Sag = 0y por lo tanto f = 0. En conclusién I(N,TM) = 0. O
Un corolario inmediato es:

Corolario 5.34. Sea N sin sumandos directos proyectivos tal que pd M < 1 y id TN < 1.
Entonces
Hom(tN,tM) = Hom(N, M)

Demostracion. Como pd M <1,
Hom(tN,tM) = DExt!(M,TN)
por el corolario 5.33 parte 1. Como id TN < 1,

DExt!(M,TN) = DHom(t 'tN, M)
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por el corolario 5.33 parte 2. Finalmente T 'TN = N pues N no tiene sumandos directos
proyectivos. Luego
Hom(tN,T™M) = Hom(N, M)

O]

Estos dos corolarios son validos, por ejemplo, para cualquier carcaj, ya que en ese caso ya
vimos que la categoria es hereditaria.
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Parte 6

Teorema de Gabriel

En 1972 ([Gab72]) el matematico francés Pierre Gabriel clasificé a los carcajes de tipo
finito, es decir, aquellos que tienen una cantidad finita de representaciones indescomponibles.
El resultado establece que los carcajes de tipo finito son exactamente aquellos cuyo grafo es
un diagrama de Dynkin como los vistos en el ejemplo 1.3. Lo curioso es que estos diagramas
aparecen en la clasificacién de otros objetos algebraicos y geométricos como las algebras de Lie
semisimples.

La demostracién que daremos, proveniente de [Sch14] y [Bri00], tiene un componente de
geometria algebraica y grupos algebraicos. El background necesario para los detalles técnicos
escapan a esta tesina.

Los teoremas 6.8 y 6.16 se desarrollan mas en profundidad con respecto a las fuentes citadas.

Sea () un carcaj sin ciclos orientados, con sus vértices ordenados {1,---,n} y d = (d;) €
(Np)™ un vector dimensién (es decir, un vector cuyas coordenadas son todos enteros mayores o
iguales que cero).

Definicion 6.1. Sea Ej; el conjunto de todas las representaciones con vector dimension d.

Todas las representaciones de F, estan completamente determinadas en sus espacios vecto-
riales y lo tnico que elijo de una representacién son los morfismos entre sus vértices. Luego

Eq= @D Homy (k%) k)
a€@q

donde la flecha es una biyeccién, pero el objeto de la derecha tiene una estructura algebraica y
geométrica natural. Como Homy, (k%) k(@) = My(a)xs(a)(k), luego

E,= @ Mdt(a)de(a)(k) = f2o o) i)
ae@n

lo que implica que Ey es un espacio vectorial sobre k con dimensién » dy(q)dy(q)-

Definicién 6.2. Sea G4 := [[ GLg, (k)
i€Qo

Entonces G4 es un grupo que actia sobre Fy via
{g}i- M := M,con M; = k% y g4 = gy(a)Pau

Es decir,
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Moy —22 My

g;(laﬁ B lgua)

Pa
Moy — Myq)

conmuta.

Definicién 6.3. Sea Oy :={g- M : g € G} la 6rbita de M.

Ejemplo 6.4. Sea Q = 1 = 2 L3 y d = (1,1,0). Entonces E; = Homy(k,k) = k y
Gd = GLl(k) X GLl(k> =k x k*.

Notemos que entre g - M y M hay un isomorfismo de representaciones dado por g. Y efec-
tivamente, dentro del conjunto de todas las representaciones de vector dimensién d, Oy es el
conjunto de representaciones isomorfas a M:

Lema 6.5. Sea M € Eq, M = (M;, p.). Entonces Oy := {M' € Repg : M' = M}.
—1
Demostracion. Sea g- M € Opr. Luego g- M = M via (g- M); i, M;.
Sea ahora N una representacién isomorfa a M, con N = (M;,¢q), y f: N — M un

isomorfismo. Luego como f es un morfismo de representaciones, f;jo1, = @q0 fi con a: i — j.
Por lo tanto

Yo = ovao fi=(f7") owao (f71) " con fi € GLy,(k)
Luego N = f- M. O

Definicién 6.6. Stab(M) :={g€ Gq:g9-M = M} = Aut(M).
Usaremos los siguientes hechos de la geometria algebraica:
Lema 6.7. Sea d € (Ng)". Entonces:

1. Para toda representacion M de vector dimension d, la dimension de Oy satisface

dim Oy = dim G4 — dim Aut(M)

2. Hay a lo sumo una orbita de codimension cero en Ey.

3. Si Eg tiene finitas orbitas bajo la accion de Gy, entonces existe una orbita de codimension
cero.

Teorema 6.8. Sea
0sLLMES N0

una sucesion exacta corta que no se parte. Entonces:
dimOL@N < dim Oy,

Demostracion. Recordemos que si d = dimM =dim L @& N,

Oreon ={J: JZ Lo N} ={g.(L&N): g€ Gy} <Ey

Escribamos a las representaciones como L = (L;,14), M = (M;,00) vy N = (Ni, Xa)- Pa-
ra cada i, sea £; = {l{,--- I} } una base de L;. Ademés sea B; una base que extiende al
conjunto linealmente independiente {f;(£;)} < M. Afirmamos que g¢;(B;) es una base de N:
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que genera es obvio pues la funcién g es sobreyectiva. Ademads es linealmente independiente:
Si B = {fi(l{), -+, fily,)),v1, -+ v, } entonces g;(B;) es {gi(v1), -+ ,gi(vr,)} con {v1,--- vy}
linealmente independientes. Como Ker(g) = (fi(b1),--- , fi(b},,)), 9|<v1,-~-,vri) €s un Mmonomor-
fismo y por lo tanto la imagen de vectores linealmente independientes también es linealmente
independiente. Luego N; := g;(B;) es base de N;.

En las bases L;, B; y N;, f y g se escriben como

IdniXTLi
f’i: — | Y 9 = |: On‘Xni

07‘1' Xn;

IdTiX’r'i :|

Sea ahora a: i — j una flecha. Buscamos calcular los morfismos de cada representacién en
las bases L;, B;, N;.
Como f y g son morfismos de representaciones, tenemos dos ecuaciones:

(Paofi:fjowa (6.1)

9j © Pa = Xa © Gi (6.2)

con [¢]: k™M — K", [pq]: KMt — KT [x,]: k" — k™. Usaremos la notacién de
matrices para las transformaciones lineales, donde [A]¢ indica la columna ¢ de la matriz [A],
[A]; indica la fila | y [A]i<k<m indica las filas de la primera a la m-ésima y lo mismo pero arriba
para las columnas de la primera a la m-ésima.

Mirando la igualdad 6.1 tenemos que

Idnani ] o [ Idn]‘an

Ori X1

] o [tha]

[¢a] © [
OT‘j XN

1 n; _ [wa]
[ [¢al [¢al ] = [ Or, e, ]

. Por otra parte, xo © gi = gj © ¢q, es decir

Idyxr, ] o [ [Va] ‘ (oI SIS ]

0 ‘ [Spa]m-klﬁlénr&-m

luego

Entonces [pq] =

[Ya] | *
0

*

[on] o [ Or; xn;

[ 07']' Xng

y por lo tanto ¢, en esas bases tienen la forma

Idnxm ] - [ 07‘j><nj

luego

. B i+1 it
[Xa]l [Xa]" ]_ Or; xcn; [Wa]:znjqu [‘Pa]zzn7;+1

[wa]ﬁi,ﬁj €a

Paln. B —
[ ]BzyBj [ 0 [XQ]N“/\[J

donde €, es una matriz de (d; — ;) x (d; — n;).
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Afirmamos que M no es isomorfa a L&N. En efecto, si lo fuera, tendriamos que Hom(N, M) =
Hom(N, L) ® Hom(N, N), y entonces

dimy, Hom(N, M) = dimy Hom(N, L) + dimy, Hom(N, N)
Luego, como hay una secuencia exacta

0 — Hom(N, L) £ Hom(N, M) L5 Hom(N, N) (6.3)
evaluando las dimensiones concluimos que

dimy Im(g,) + dimy, Ker(g.) = dimy Hom(N, M)
dimg, Im(g,) + dimg Hom(N, L) = dimy Hom(N, L) 4+ dim; Hom (N, N)
dimg Im(g,) = dimg Hom(N, N)
Luego en 6.3 g, es sobreyectiva, y por lo tanto existe r: N — M tal que gor = Idy. Por lo tanto
la sucesién original se parte, absurdo. Por lo tanto M no es isomorfa a L ¢ N. Entonces algiin
€, debe ser no nulo. Si fueran todos nulos, la transformacion lineal G;: M; — L; & N; que
manda G;(fi(1},)) en I}, y Gi(vx) en g;(vy) serfa un isomorfismo de representaciones para todo i
lo cual contradeciria que no son isomorfos. En efecto, basta comprobar que seria un morfismo
de representaciones (biyectiva ya es): queremos ver que si a: i — j, G 0 9o = Vo ® Xa © G;.
Si lo miro en las bases B, £, N, como [Gj]s, c,an; ¥ [Gils;,c;0n; son las identidades y

[5001]3173]' = [wa]ﬁi,ﬁj ©® [XQ]Niqu}

tenemos que

[wa @ Xa]ﬁi@M,LjGBN} o [Gi]Bi,EiEB/\fi = [wa]ﬁuﬁj S [Xoé]/\fi,/\fj old= [wa]ﬁi,ﬁj D [Xa]/\/iv/\/j =
= [9001]31',3]' =1Ido [9001]32'73;' = [Gj]8j7£j@Nj o [9004]31‘,3]'

y por lo tanto G es un morfismo de representaciones, ademds es biyectivo y por lo tanto M =
L & N, absurdo.

[Yao] | €ao

] Y €ao 7 0. Luego si consideramos la
0 [Xao]

Luego existe algin ag tal que [@q,] = [

curva de representaciones

t-M:= (Mt -pg),t €k con[t-ps]= [ /o] t‘ea]
0 | [Xal

tenemos que ¢t - M € Oy para todo t # 0 (pues es isomorfa a M) pero t - M ¢ Orgn para todo
t # 0 (pues no es isomorfa a L & N). Esto nos dice que Oy, tiene al menos una dimensién que
no tiene Orgn. Entonces dim Opgny < dim Oyy. O

Ejemplo 6.9. Veamos algunos ejemplos de calculos de érbitas:

1. Sea @ un carcaj aciclico. Si M es una representacién semisimple (es decir, es de la forma
@ S(i)%) y M’ es isomorfa a M, entonces claramente resulta ser igual a M. Por lo tanto

k
#Opr = 1, luego dim Oy = 0.
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2.Sea@Q=1—2+3y M=1& 3. Calculemos dim Oy:

Sea .
lil

M’:kﬂm2 k

una representacién isomorfa a M. Notemos que M tiene la forma

k@#i?—]k

Como son isomorfas, existen constantes no nulas A, g y una matriz A con determminante
no nulo tal que el diagrama

LR
lwéo J/A A#OJ
2
ST T

conmuta. Entonces A = [’;‘g iﬂ Como A es inversible,

det(A) = pXdet[{ g] # 0

Lo cual es equivalente a que
det[§ 5] # 0

En conclusion,
M’ = M siy sélo si det[§ §] # 0

Por lo tanto (’)1693 > Glaxa(k) y entonces dim Oy =
293

6.1. Forma cuadratica de un carcaj

Definicion 6.10. Sea @ sin ciclos dirigidos. Una n forma cuadratica ¢ es un polinomio
en n variables con coeficientes en Z que es homogéneo de grado dos. Luego ¢ es de la forma
n
qgxr, -, xn) = Y, G jTiT;.
i,j=1

Pensaremos a ¢ como una funcién polinomial g: Z™ — Z. Notemos que como es homogéneo
de grado dos, q(rx) = r?q(r) para todo r € Z. Asociado a una forma cuadrética tenemos
inmediatamente una forma bilineal simétrica:

Dada una forma cuadratica ¢, definimos una forma bilineal simétrica

(x,y) = q(z +y) — q(x) — q(y)

(—, —) claramente es simétrica y se demuestra que es bilineal.
Reciprocamente, dada una forma bilineal simétrica (—, —) podemos definir una forma cuadrati-
ca como
q(x) = 5z, )

v las dos operaciones son inversas.

Definiciéon 6.11. Dado @ un carcaj con n vértices, definimos su forma cuadratica, llamada
también forma de Tits, como

Q(xl’ T ,:Cn) = Z xf - Z Ls(a)Lt(a) q¢: 7" — 7
i€Qo ac@q
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Observacion 6.12. (importante):La forma cuadrética ¢ no depende de la direccién de las
flechas, sélo del grafo sin orientar subyacente.

Ejemplo 6.13. Si Q es el carcaj 1 — 2 < 3, su 3-forma cuadrética es q(z1, 72, 73) = 3 + 22 +
1‘% — X1X9 — X2X3.

Teorema 6.14. Sea Q un carcaj aciclico. Entonces para toda representacion M con vector
dimension d, podemos calcular a su forma de Tits usando las dimensiones de sus espacios de
morfismos. Mds precisamente:

q(d) = dimy, End(M) — dimy, Ext' (M, M)
Demostracion. Como @ no tiene relaciones ni ciclos dirigidos, existe una resoluciéon proyectiva

0— @B P(t(a)™ — @ P@i)% — M — 0
aEQ@ i€Qo

Aplicando el funtor Hom(—, M) tenemos

0 — End(M) — @ Hom(P ) @ Hom (P (t(e))%(), M) — Ext! (M, M) = 0

Expandiendo y usando que Hom(P(i), M) = M;,

0 — End(M —>@Md —>@Mt(s(;”)—>Ext (M, M) —0

Luego tomando dimensién,

Z d? = dimy Ker(T') 4 dimy, Im(T")
3" d? = dimy, End(M) + dimy, Im(T) — dimy, @ M, + dimy, @ M5

> d? = dimy, End(M) — dimy, Coker(T) + Y dya
> d? = dyaydya) = dimy End(M) — dimy, Extl(M, M)
q(d) = dimy, End(M) — dimy, Ext!(M, M)
O

Definicion 6.15. Andlogamente a como definimos los carcajes de tipo Dynkin, tenemos los de
tipo Euclideo, llamados también “Dynkin extendidos”, que se consiguen agregando un vértice
a un diagrama Dynkin de manera que el resultado no es un diagrama de Dynkin, pero si se
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remueve cualquier vértice se obtiene una uniéon de Dynkins.

~ n+1
A, = (n > 2)
. S
1 n—1
~ /
Dy = \23-- —n—2 (n > 4)
e S
n-+1 n

1—2—3—4—5

EG— 6
|
7
~ 8§ —1—2—3—4—5—6
E']: ‘
7
~ 1—2—3—4—5—6—7—9
Egz ‘
8
Aj tiene una definicién aparte que es A= 1——2

Lema 6.16. Sea QQ conexo y sin lazos, d = (d;) € (No)™ un vector dimension no nulo tal que
(d,z) =0 para todo x € Z". Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

1. ¢ = =(z,x) es semidefinida positiva.

3¢
2. d; # 0 para todo 1.
3. q(x) =0 siysolosix=gq-d, g€ Q.

Demostracion. Definimos n; j := #{flechas de i en j} + #{flechas de j en i}, que es igual a la
cantidad de aristas que conectan 7 y j en el grafo subyacente.
Demostremos primero que d; # 0 para todo ¢. Escribamos ¢ utilizando n; ;:

n
= E :L'i E Ts(a)Tt(a) = E l‘ - E E N, j T35
=1 a€Q1 1 g<t

Entonces, reemplazando en la definicién tenemos

<l’,y> :Z T +yz Z Z nz,j X ~I—yl l‘] +y] Z$ + Z Z M jTiT 5

i i<t i g:5<t
- Zyz + Z Z NijYiY5; = 2251513/1 - Z Z nz’,j(l'iyj + yil'j)
i Jig<i i gig<i
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7 i Jig<t
=0 =0

= 2dj, — (Z S nig(dilen); + (en)id) + Y ”k,j(dk'(CT);Jr(ek)kdj))

i#k j:j<i Ji<k
= 2dj, — ( D> nigdiler)j+ Y nk,jdj) =

itk<i jij<i jii<k

(ankd—FZ N j ')ZQdk—Z”j,kdj
1:k<i j: ]<k —— J#k

1
Como (d,er) = 0 por hipdtesis, entonces d = 3 > njrdj. Supongamos por absurdo que
J#k
existe ky un vértice tal que di, = 0. Como n;rd; > 0 para todo j, eso implica que d; = 0
para cualquier vértice j tal que existe una flecha entre ky y j (pues en ese caso njy, > 0, lo
que contradice que ) nji,d; sea cero). Por lo tanto d; serfa cero para todo j vecino de ky.

J#ko
Como @ es conexo y finito, todo vértice es alcanzable por finitos vecinos desde ky. Entonces si
ip es un vértice cualquiera, existe una secuencia kg, k1, - - - k. = 19 donde vértices consecutivos

estan unidos por una flecha. Pero entonces dy, = 0, lo que implica dy, = 0 y asi siguiendo
dk, = 0 = d;,. Luego dj, = 0 para todo vértice. Entonces d = 0, absurdo. Por lo tanto dj # 0
para todo k. Eso demuestra 2.

Demostremos ahora 1. Reescribamos

n;id; x2 n]z ”J, 5512
Zx—Zd = =X Ny +ZZ dig-

i€Qo di i€Qo ji i€Qo j>i i€Qo j<i

Donde en x uso la igualdad del parrafo anterior. Expandiendo la suma y recordando que n;; =

nij S€ ve que
IP I B pIE Lo

i€Qo J>1 i€Qo j<i

Por lo tanto

n 2 n ; n 4 22
i = <” =L+ “ ) JZ( —1+d<—j)
Z 222:0 J;z zgo ];Z v dj
Entonces,

2
=YY gy = 3 Y (47 2wy ) =
1€Qo i jig<i i jg<i ]

= "“( Vi ﬁ) -
zl:ygz 2 Vd; \/>

Luego ¢(z) es semidefinida positiva. Supongamos ahora que g(x) = 0. Reescribamos ¢(x) como

-y 3 (%

i gig<t
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€T €T 2
Como todos los términos son positivos, ¢(x) = 0 si y solamente si n;;d;d; <d—l — d—J) = 0 para
i J
todo i # j.
T X
Como d;,dj # 0, tenemos que q(z) = 0 si y solamente si = = d—J para todo ¢ # j tal que
( J

existe una flecha de ¢ en j o viceversa. En otras palabras, si x; = d—i:cj para todo ¢ # j tal que
J

N5 7& 0.
Como @ es conexo existe 11,12, , i, una reordenaciéon de los vértices tal que 7 es vecino
de i1 (es decir ng, 4, > 0), k <ny {i1, - ,in} = {1,--- ,n}. Luego
Liy Tig Lip_1
Tiy = iy 5=, Tig = dig 500 Ty, = diy,
i2 i3 n—1
y por lo tanto
T Tkt
— = = ¢ € Q para todo k, k'
dp. dp
Entonces x; = d;.c para todo i, y concluimos que z = d.c. O

Teorema 6.17. Sea @Q un carcaj conexo sin lazos. Entonces:

1. q es semidefinida positiva si y solo si ) es Dynkin de tipo Ay, Dy, Ee,E7 0 Eg 6 euclideo
de tipo A,,, D, Eg,E7 o Eg.

2. q es definida positiva si y solo si Q@ es Dynkin de tipo A,, Dy, Eg,E; 0 Eg, y esto vale
para cualquier carcaj conexo (posiblemente con lazos).

Demostracion. Para no ser repetitivos, a lo largo de este teorema «Dynkin» significarda «Dynkin
de tipo A,,, D,, Eg,E; o Eg». Empecemos por 1. Supongamos primero que Q) es euclideo. De
acuerdo al lema anterior alcanza con hallar un vector dimensién d tal que (d,z) = 0 para todo
x € Z". Recordemos que (d,x) = ¢(d+z) — g(x) — q(d). Pensemos a mano cémo debe ser en los
casos faciles y adivinemos el vector general, dejando sin demostrar la verificaciéon. Si Q = ,&1,
q(z) = o} + 23 — 2z122 = (11 — x2)*. Luego q(z + d) — q(d) — q(x) = (d1 — da + 21 — 22)* —
(dy — d2)* — (w1 — 22)%. Tomando d; = ds cualquiera no nulo me sirve, por ejemplo d; = dy = 1.
En el caso 1&2, después de simplificar me queda (d, x) = 2(z1dy + z2da + x3d3) — (x1d2 + dyx2 +
xods + daxs + w1d3 + dix3). De nuevo tomando dy = dy = d3 me alcanza.

En general, para un carcaj de tipo An, eligiendo d; = 1 para todo ¢ me sirve como vector
dimension. Los vectores dimension para el resto de los carcajes euclideos son

1 1
o 4 - 1—2—3—4—3—2—1

D, = 29 ... 9 E7 \

/ N 2

1 1

1—2—3—2—1
~ \ - 2—4—6—5—4—3—2—1
EGZ 2 Egz ‘
\ 3
1

Nos falta demostrar que para los Dynkin, la forma cuadrética es definida positiva. Sea () de
tipo A,,, D, 0 E;, 7 € {6,7,8}, g(z) su forma cuadratica y llamo @ al correspondiente diagrama
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euclideo que se obtiene al agregar un vértice n 4+ 1 y ¢ a su forma cuadratica. Supongamos que
existe x # 0 € Z" tal que ¢(z) < 0. Definimos

~ r; siié€

e Hie

sit=n+1

Calculemos ¢ sobre este vector dimension:

q@) =) 2l +2 = ) Ty Tia) — D Ts(a)Te) = q(z) <0
i€Q a€Q o:s(a)=n+1
o t(a)=n+1
Entonces ¢(Z) = 0 pues ¢ es semidefinida positiva y por lo tanto por el lema 6.16, £ = Ad con
A € Q y d uno de los vectores para diagramas euclideos ya vistos. Absurdo pues T,11 = 0y
dp+1 # 0. Por lo tanto g es definida positiva. Esto demuestra la vuelta de 1.

Supongamos ahora ¢ semidefinida positiva y que @ no es de tipo euclideo ni Dynkin. Afirma-
mos que entonces, si () no tiene lazos, necesariamente contiene un subquiver propio de tipo
euclideo. Un subcarcaj propio es un carcaj (Qf, @1, s’,t') tal que Q) C Qo, Q7 € @1y, o bien
Q) # Qo o bien Q] # Q1. Esto claramente es falso si @ tiene lazos, por ejemplo & 1 +—— 2
no tiene ningin subquiver euclideo.

Si @ tiene caminos dobles (dos vértices con dos flechas distintas que los unen) entonces Q
contiene un A;. Si @ no tiene caminos dobles pero tiene un ciclo (dirigido o no), contiene un
A, con n > 2. Podemos suponer entonces que () no tiene ciclos, ni lazos ni caminos dobles.
Entonces el grafo subyacente de @ es un arbol. Sea T' una sucesién maximal de vértices vecinos
sin repetirse (existe pues @ no tiene ciclos). Digamos

T=v1—vy— - —1y,

con v1 y v, sin continuacién. Como () es conexo y no es de tipo A, y T es maximal, en algin

momento algin v;, 1 = 2,--- ,n — 1 se separa en dos:
’l)l ’l)2 PEEErY U’L PEEETY ’l)n
w1

Los casos del n = 3 al n = 7 los haremos a mano, y después el caso para n > 8 sale de los casos
previos.

Caso n = 3: Obtenemos un D3. Debido a que @ es conexo y no es Dynkin, y T" es maximal,
necesariamente T contintia en wy o en ve. Si vy se vuelve a separar obtenemos un Dy:

w1
Podemos suponer entonces que en vs no se separa. Entonces contintia en w, obteniendo:

V1 — Vg — U3

w1

w2
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que sigue siendo un D,,. Entonces eventualmente, algiin w; se debe separar en dos:

U3
Vg = W1 — " —— Wy —— Wi41
U1 Wi42

y por lo tanto existe un ﬁ)n contenido en Q.

Caso n = 4: Supongamos
V1 — V9 — V3 — U4
T =
wy

Este es un diagrama de tipo I,,.

Si T también se separa en vs T', obtenemos un Ds. Si no se separa, wi o v se deben separar.
Si vy se separa en otro vértice obtenemos un D4. Si no lo hace, w; se separa:

Vg — V3 — V2 — W1 — W2

U1

que es un Eg. Como @ no es euclideo y es conexo, wj 0 wy se separa. Si w; lo hace obtenemos
un D,. Si no lo hace, ws se separa:

Vg — V3 — V2 — W1 — W2 — W3

U1

que es un E7. Entonces de nuevo wy 0 w3 se tienen que volver a separar. Si ws lo hace obtenemos
un D,,. Si no lo hace, w3 se separa y obtenemos en cambio un Eg:

Vg — V3 — V2 — W] — W2 — W3 — W4

U1

Como @ no es Dynkin, w3 o wy se separan. En el primer caso obtenemos un I, y en el segundo
un Eg.

Caso n = 5: Por simetria, hay esencialmente dos posibilidades:

V1 — Vg — V3 — VU4 — Vs V1 — V2 — V3 — VU4 — Vs
T = ‘ o T= ‘
w1 w1

La primera es completamente andloga a los casos anteriores. Para la segunda, como () no es un
Eg, el diagrama continiia en algin v, v3, v4 0 bien en wi. Si continia en un v obtenemos un
subquiver de tipo D,,. Si contintia en w; tenemos

V1 — V2 —— V3 — V4 — Vs

T = w1
|

w2

que es un Eg.

Cason =6y n =7 se deja como un ejercicio completamente analogo.

121



Supongamos n > 8. Volvamos al diagrama del comienzo: Si la cantidad de vértices de vy a
v; v de v, a v; es mayor o igual a cuatro, entonces ) contiene un IE7 y listo. Podemos suponer
entonces que la cantidad de vértices en {vy,--- ,v;} es menor o igual a tres. Uno no puede ser
porque en v; T no continia.

a) Supongamos que i = 2.

V] — Vg — - — Uy
T = |
w1
Como esa forma es de un D,, y ) no es un Dynkin, y ademas es conexo, alguno de wy, ve, -+ ,vp—1

se tiene que volver a separar. Si se separa vo tenemos un diagrama de tipo D4 porque n > 3,
y si separa alguno entre vs y v,—1 tenemos también un diagrama de tipo I, porque n > 4.
Entonces el camino contintia en w;:

V1 — V2 — " —— Up
T 4
o
Como n > 7, tenemos al menos
V] — V9 — V3 — VU4 — V5 — Vg — U7
T— W
:

que es un [Eg torcido.

b) Supongamos i = 3. Entonces, como n > 8, tenemos al menos

V1] — VUV — V3 — VU4 — V5 — Vg — VU7 — U§

wy

que es otro Eg. Entonces en cualquier caso () contiene un euclideo. Queda demostrada asi la
afirmacion.

Sea " C @ un subquiver propio de tipo euclideo. Sea ¢’ su forma cuadritica y (—,—)’ su
forma bilineal asociada. Como ya vimos recién, existe d vector dimensién tal que (d,z)" = 0
para todo = € Z" — {0} y ¢/(d) = 0. Separo en casos:

Si Qo = Qy), como

) =a=)+ D 2@
acQ1—Q]
usando que d; > 0 para todo i y que Q) € @1,

d(d)=0=q(d)+ Y dyadia) > a(d)
aeQi-Qy 55—

Luego 0 > ¢(d), lo que contradice que ¢(d) es semidefinida positiva, absurdo.
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Si Q € Qo, como antes tomamos ¢’ la forma cuadrética de Q" y d un vector dimensién tal

que (d,z) = 0 para todo z y ¢'(d) = 0. Definamos un vector dimensién d como

Ji:{di Sii€Q6

0 sii¢ Q@
Luego
Q(CA[) = Z dZQ - Z ds(a)dt(a) < Z dz2 - Z ds(a)dt(a) = q,(d) =0
1€Q) a€Qr: s(a) i€y a€Qrq:
y H@)€Qy) a€Q]

SiQ) C{aeQ:s(a)yt(a) €Qp} tendria una desigualdad estricta arriba, lo que contrade-
cirfa que ¢ es semidefinida positiva.

Supongamos que la inclusién no es estricta, es decir que Q] = {a € Q1 : s(a) y t(a) € Qp}-
Definiremos en este caso otro vector dimensién: Sean ig € Qf y jo ¢ @ tal que existe una flecha
en ()1 entre ellos dos. Como @ es conexo, dichos vértices existen. Definimos un nuevo vector
dimensién x de la siguiente forma:

2d;,  siieQ
ZTi = 1 sit = j()
0 en otro caso

Luego

a(x) = Y Qdi) +1= Y Ty Tia) — > Ts(a)Tt(a)
keQy a€eQ] a€Q:
s(a)=jo y t(a)€Qq
s(@)€Qp vy t{e)=jo
=qd@)+1- Y Tya)Tua)
aGQl:
s(o)=jo y t(a)€Qy
s(@)€Qq v t(a)=jo
Notemos que como existe una flecha entre ig y jo (no importa la direccién), la dltima suma
tiene el término xj,.z;, = 2d;, > 1. Luego ¢(z) < ¢'(2d) = 4¢'(d) = 0, absurdo también. Por lo
tanto ¢ es semidefinida positiva si y solamente si () es Dynkin o euclideo.

2. Ya demostramos que si () era Dynkin, entonces ¢ era definida positiva. Demostremos la
vuelta. Supongamos que ¢ es definida positiva y veamos que @ es Dynkin. Observemos primero
que @ no puede tener lazos: Si tuviera, existe ig un vértice y una flecha «: ig — i9. Entonces
evaluando ¢ en el vector e;,, tenemos

q(e;y) = 12 — #{cantidad de flechas 3: ig — ig} <0

Por lo tanto, ¢ no seria definida positiva, absurdo. Luego podemos suponer () sin lazos. Entonces
es semidefinida positiva y por lo tanto @ o es euclideo o es Dynkin. Pero para los euclideos vimos
al comienzo que existe un vector d tal que ¢(d) = 0. Por lo tanto @ debe ser Dynkin. O

6.2. Raices de una forma cuadratica

Definicién 6.18. Sea ¢ una forma cuadrética semidefinida positiva. Un elemento = € Z™ — {0}
es una raiz real si ¢(x) = 1 y es una raiz imaginaria si ¢(z) = 0. Llamamos ® al conjunto de
raices.

123



Si @ no tiene lazos, todos los e; son raices reales, donde identificamos a e; con el vector que
tiene 1 en ¢, y 0 en todos los otros vértices. En general, cualquier raiz se puede escribir como

> aje; con a; € Z de forma tunica.
i
Una raiz se dice positiva si a; > 0 para todo ¢ y negativa si a; < 0 para todo i. Denotamos

al conjunto de raices positivas como ® y al conjunto de raices negativas como ®_.
Lema 6.19. Sea Q) conexo y sin lazos.

1. e; es una raiz real para todo i € Q.

2. Si a es una raiz, —« es una raiz.

3. Si Q es euclideo, o es una raiz y d es una raiz imaginaria, entonces a — 9§ es una raiz del
mismo tipo que o.

4. Siq es semidefinida positiva, entonces cada raiz o es positiva, o es negativa, ® = ®_ |4 &,
Yy d_ = —®+.

Demostracion. 1. Evaluemos en e; y demostremos que da uno:
gle))=12-0=1

2. Sea « una raiz de ¢:
q(—a) = (=1)%q(a) = ¢(a)

3. Como § es una raiz imaginaria, si d es la raiz imaginaria del teorema 6.17 correspondiente,
0 = q.d. Ademds por definicién de raiz § # 0, entonces ¢ # 0.
3.i. Supongamos que « es una raiz imaginaria. Si ¢(a) = 0, entonces o« = Ad por el lema
6.16. Luego o = %5. Entonces:
a—0= (é - 1)
q
Por lo tanto

Luego oo — 9 es una raiz imaginaria.
3.44. Supongamos que « es una raiz real.

q(a) = q((a—6) +96) ={a—146,) +q(a— ) + q(J)
1= (a—26,08)+qla—38)+0

Como (z,9) = (x,qd) = q(z,d) = 0 para todo z entonces (a — ¢,0) = 0. Luego 1 = g(a — 9).
Por lo tanto a — § es una raiz real.

4. Empiezo por suponer que z es una raiz imaginaria. Como ¢ es semidefinida positiva, por
el teorema anterior () es euclideo o Dynkin.

Dynkin no puede ser, pues en ese caso seria definida positiva y sin raices imaginarias. Por
lo tanto @ es euclideo. Pero entonces x = A - § con § una de las raices del teorema 6.17. Luego
todas las coordenadas de z tienen el mismo signo.

n
Sea ahora x una raiz real. Escribo a & como z = > x;e;. Si definimos
i=1

xT = E T;€; T = E x;e;

;>0 ;<0
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entonces x = 2 + z~. Completando las coordenadas faltantes por cero, podemos considerar a
2T y = como vectores de Z". Ademss

n n
(xt,27) =2 E iz — E E ni,jx;"xj_ >0
=15 =1 g =5

Entonces
l=gq(z)= gz +27)=("27) +q(@") +q(z7) = q(=") + q(a7)
y por lo tanto:
1>g(a™) +q(z7) 20

Como q(z1) y q(z~) son dos ntimeros enteros mayores o iguales a cero tenemos tres opciones:

L q(z*) =0, g(z7) = 0.

2. q¢xt) =1, q(z7) =0.

3. q(zT) =0, q(z7) = 1.
Si suponemos que x tiene coordenadas positivas y negativas, entonces 7 y £~ son no nulos.
Por lo tanto en los tres casos concluimos que ) no puede ser Dynkin, y entonces es euclideo.
Luego o existe X tal que 2+ = A\J o 2= = \J. Pero entonces en el primer caso eso significa que
27" tiene todas sus coordenadas no nulas y por lo tanto = = 0, y en el segundo que z~ tiene
todas sus coordenadas no nulas y por lo tanto 2™ = 0. Absurdo. Por lo tanto 27 =00 2~ = 0.
Luego ® = ®_ |4 &, y por 2, d_ = -, O
Corolario 6.20. 5i Q es de tipo Dynkin entonces q tiene finitas raices y son todas reales.

Demostracion. Que no hay raices imaginarias es obvio pues g es definida positiva. Sea « una
raiz real, que podemos suponer positiva. Sea @) el grafo euclideo que extiende a @), y denoto
n + 1 el nuevo vértice. Definimos a como el siguiente vector dimension:

~  Joa sike@
=0 sik=n+1

y sea ¢ la forma cuadratica semidefinida positiva de C~2 vy ¢ la raiz imaginaria de ¢. Luego
g(a) = q(a) = 1. Luego & es una raiz real de ¢, y por lo tanto & — ¢ es una raiz real de q.
Entonces mirando el vértice n+ 1, apy1 — 61 = —dpr1 < 0. Pero como & — § es una raiz, y ¢
es semidefinida positiva, y en la coordenada n + 1 es negativa, & — § es negativa. Por lo tanto

a; — 9; < 0 para todo @

Lo que es equivalente a que
o; < 0; para todo 14

Como en la coordenada n + 1 el vector & vale 0, tenemos que
a; < 0; para todo i € )
Luego a; € {0,---9;} para todo ¢ € Q. Por lo tanto hay sélo finitas posibilidades para «. O

Se puede probar ([Sch14]) que no todas las posibilidades son raices, y de hecho que la
cantidad de raices de un Dynkin estd dada por los siguientes ntimeros:

A, D, Es E7 Es

1
M) s 36 63 120
n
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6.3. Teorema de Gabriel

En la dltima seccion demostraremos el famoso teorema de Gabriel. Empezamos con un lema:

Lema 6.21. Sea QQ conexo, M una representacion de Q y d = dps su vector dimension. Entonces
codim Oy = dimy End(M) — ¢(d) = dimy Ext! (M, M)
Demostracion. Por el lema 6.7,
dim Oy = dimy, G4 — dimy, Aut(M)

Por lo tanto,
dim E; — dim Oy = dim Eg — dimg, G4 + dimyg Aut(M)

donde dim F; es la dimensién como variedad algebraica. Luego
codim Oy; = dim E; — dimy, G4 + dimy, Aut(M)

Claramente Aut(M) es un subgrupo abierto de End(M ), tanto en la topologia fuerte como

en la Zariski, pues es el complemento del conjunto {detA = 0}, que es un cerrado Zariski.
Entonces dimg Aut(M) = dimy End(M). Entonces

codim Oy = dim Eyg — dimg G4 + dimyg End(M)
Recordemos que dimy Gq = > d?. Y que dimy By = Y ds(a)di(a)- Ademds, un subespacio de k"
tiene la misma dimension como variedad algebraica g como subespacio. Por lo tanto
dimg Ey — dim; G4 = —q(d)
Luego
codim Oy = dimg End(M) — ¢(d) = dimy Ext! (M, M), por el teorema 6.14.
O

Corolario 6.22. Sea d un vector dimension distinto de 0. Si q(d) < 0, entonces la cantidad
de orbitas en E4 es infinita. Es decir, hay infinitas clases de isomorfismo con el mismo vector
dimension d.

Demostracion. Supongamos que solamente hay finitas 6rbitas en Ey. Por lo tanto, por el lema
6.7, una de ellas, Oyy,, tiene dimension igual a la dimensién de E;. Entonces

0 = codimy, Oy, = dimy End(My) — ¢(d) > dimy End(My) > 1

Notemos que dimyEnd(My) > 1 pues My # 0, ya que d # 0. Absurdo. Por lo tanto la cantidad
de érbitas debe ser infinita. O

Corolario 6.23. Si Q tiene lazos, es de tipo de representacion infinita.

Demostracion. Como @ tiene lazos, existe igp un vértice y una flecha 3: ig — ig. Por lo tan-
to q(e;,) < 0. Entonces existen infinitas representaciones no isomorfas con vector dimensién
ei,- Pero estas tienen todas dimensién 1, entonces son todas indescomponibles. Luego @) tiene
infinitas representaciones indescomponibles no isomorfas. O
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Ejemplo 6.24. Sea @ el carcaj 1 7> . Entonces su algebra de caminos, como ya vimos, es
k[x]. Existen infinitos k[z] médulos indescomponibles no isomorfos de la misma dimensién. En
efecto, para todo n, las representaciones V) = k™ junto con el producto dado por la matriz A).

A 0
0 1

[ v

T-vi= . o
Lo

Y Un

0 -

[l

son k[z]-médulos. Si A # N, V), y Vv son no isomorfas, y ademds son indescomponibles por la
unicidad de la forma de Jordan.

Solamente vamos a necesitar un lema més antes de demostrar el teorema principal del
trabajo:

Lema 6.25. Sea M una representacion indescomponible de Q. Si dimy End(M) > 1, entonces
existe una subrepresentacion M’ tal que dimy End(M’) =1 y dimy, Ext*(M’, M') > 0.

Demostracion. Por hipotesis y por el teorema 3.32, existe g endomorfismo de M nilpotente y
no nulo. Més atin, podemos tomar a g tal que ¢g> = 0. Y entre todos los nilpotentes tal que
g% = 0 tomar el que tiene Im(g) de dimensién minima. Como g% = 0 entonces Im(g) C Ker(g).
Descompongo Ker(g) como suma de indescomponibles no nulos:

Ker(g) = N1 @ ---® Ny

a) Primero demostremos que Ext!(Im(g), Ny,) # 0 para todo sumando directo no nulo de

Ker(g). En efecto, como €@ N; C Ker(g), tenemos un morfismo sobreyectivo
J#so0

M/ . 5 Im(g)
D N
J#s0
Y ademads si consideramos la proyeccion w: M — M/ @ N;» s inyectiva sobre Ny, y entonces

J#so
m(Nsy) = Ng,. Luego tenemos una sucesién exacta corta:

0 — Ny, %M/EBN —§—>Im(g) —0
J
J#so0

Si Ext!(Im(g), Ny,) = 0, esta sucesién se parte y por lo tanto

M/@ Nj = Im(g) D Nso

J#so
Entonces
£0 40
[ —— [
M =Tm(g) & N,, @( D Nj)

J#s0
lo que contradice que M sea indescomponible. Por lo tanto Ext!(Im(g), Ns,) # 0.
b) Sea ps: Ker(g) — Nj la proyeccién. A continuacién, demuestro que existe un sumando

directo N, tal que ps,(Im(g)) # 0. En efecto, como Im(g) # 0, existe 0 # = € Im(g). Entonces
x € Ker(g), luegoz se puede escribir como x = x'+- - -+zf. Como x # 0, existe so tal que 2% # 0.
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Por lo tanto ps,(x) = 2% # 0. Luego p80|Im(g) # 0. Llamemos N a Ny, y p a esa proyeccién
restringida a Im(g): p := p30|1m(g) : Im(g) — N. Entonces si defino i := topog: M — M,
tenemos una composicion

M~ Img) 2> N5 M

con ¢t: N — M la inclusién, i es un endomorfismo no nulo. Ademads es nilpotente: > = 0. En
efecto, si x € M, i(z) = p(g(z)) € N C Ker(g). Luego

i(i(z)) =pog(i(z)) =0

Por lo tanto i> = 0 y entonces dimyIm(g) < dimyIm(i). Pero Im(i) = Im(p). Y ademés
dimy, Im(p) < dimy Im(g). Luego

dimg Im(p) < dimg Im(g) < dimy Im(7) = dimg Im(p)
En conclusién dimy, Im(p) = dimg Im(g) y por lo tanto p es inyectiva.

¢) Consideremos la sucesién exacta corta
0 — Ker(g) £+ N = Coker(p) — 0

Aplicando el funtor Ext tenemos una sucesién exacta larga...
.- — Bxt! (N, N) — Ext!(Ker(g), N) — Ext?(Coker(p), N) — - --

Como Ext?(Coker(p), N) = 0 pues Q no tiene relaciones, y Ext'(Ker(g), N) # 0, enton-
ces Ext!(N,N) # 0. Como dimy N < dimy M, entonces dimy End(N) < dimy, End(M). Si
dimy End(N) = 1, listo. Sino, como N es indescomponible, podemos reemplazar N por M y
proceder usando induccion. O

Teorema 6.26. (Gabriel) Sea ) un carcaj conexo. Entonces:
1. Q es de tipo de representacion finito si y sdlo si Q es de tipo A,D o E; (i € {6,7,8}).

2. 51 Q es de tipo A,D o E;, el vector dimension induce una biyeccion v del conjunto de
isoclases de representaciones indescomponibles de @ al conjunto de raices positivas. En
otras palabras, una representacion indescomponible queda univocamente determinada por
su vector dimension.

Demostracion. Empezamos por 2. Denotamos Indg al conjunto de representaciones indescom-
ponibles de ). La demostracién del teorema consistird en demostrar que hay tantas represen-
taciones indescomponibles como raices positivas de su forma cuadratica. Para eso mostraremos
que existe una funcién biyectiva entre ambos conjuntos. Mas precisamente, definimos

P Indg ———— &4
M +—— dim M

Afirmamos que 1 es una funcién bien definida y es biyectiva.
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Buena definicion: Sea M indescomponible. Queremos ver que dim M es una raiz de g. Como
q va ser definida positiva, la tinica posibilidad es que sea una raiz real. Usando la férmula

dimy, End(M) — q(d) = dimy, Ext!(M, M) (6.4)

del lema 6.21 tenemos que ¢(d) = dimy End(M) — dimy, Ext!(M, M). Entonces alcanza con
probar que dimg End(M) = 1y dimy Ext!(M, M) = 0. Supongamos que dimy End(M) > 1.
Entonces por el lema anterior existe M’ tal que dimy End(M’) = 1 y dimy Ext'(M’, M") > 0.
Sea d’ = dim M’. Luego, reemplazando en la ecuacién 6.4 tenemos la igualdad

1 — q(d') = dimy, Ext*(M', M') > 1

Luego 0 > ¢(d'). Absurdo pues q es definida positiva al ser @ de tipo Dynkin. Luego dimy End(M)
1. Entonces de nuevo por el lema 6.21, 1 — ¢(d) = dimy, Ext! (M, M). Como ¢(d) > 1,

0> 1 — ¢(d) = dimy Ext! (M, M)
Luego Ext!(M, M) = 0.

Inyectividad: Sea R una representacién indescomponible de () con vector dimensién d.
Ya vimos en la primera parte que End(R) = k y que d es una raiz imaginaria de ¢. Luego
codimgy Op =1—¢(d) =1—1=0, y como existe a lo sumo una drbita con codimensién 0, dos
representaciones indescomponibles con el mismo vector dimensién tienen 6rbitas iguales (por el
lema 6.7), y por lo tanto son isomorfas.

Sobreyectividad: Sea d una raiz real positiva de ¢. Luego d; > 0 para todo ¢. Trivialmente, al
menos una representacién con vector dimensién d existe (M; = d; para todo i, ¢, = 0 para todo
«). Elijamos M una representacion tal que dim M = d y que dim Oy sea maximal. Afirmamos
que M es indescomponible. Usaremos la equivalencia del teorema 3.32 y demostraremos que
End(M) es local. Para eso, usando la férmula dimy, End(M) — ¢(d) = dimy Ext!(M, M), como
q(d) = 1, alcanza con probar que dimy, Ext!(M, M) = 0. Eso implica que End(M) = k, que es
local.

Supongamos que M = My & My con My indescomponible no nulo y My # 0. Luego

Ext! (M, M) = Ext*(My, My) @ Ext! (M, My) @ Ext! (M, My) @ Ext! (Mo, My)

Si asumimos que Extl(Ml, Ms) # 0, entonces existe una sucesién exacta corta que no se parte
0O— My — N — My —0

Por lo tanto, por el teorema 6.8, dim Oy, ga, < dim Oy, absurdo. Por lo tanto Extl(Ml, Ms) =
0. Andlogamente Extl(Mg,Ml) = 0. Ademdas M; es una representaciéon indescomponible de
un Dynkin. Por lo visto en la buena definicién, Ext!(Mj, M;) = 0. Luego Ext!(M, M) =
Ext!(Msy, M>) con dimy, Mo < dimy, M. Por induccién, Ext!(M, M) = 0y entonces dimy End (M)
q(d) = 1. Luego End(M) = k y es local y por lo tanto M indescomponible.

1. Si @ es Dynkin, la cantidad de isoclases de representaciones indescomponibles es igual a
la cantidad de raices positivas de g, que por el corolario 6.20 es finita.

Asumamos ahora que ) es de tipo de representacién finita. Entonces @ no tiene lazos por el
corolario 6.23. Afirmamos que q es definida positiva. Supongamos que existe xg vector dimensién
tal que g(xg) < 0. Luego por el corolario 6.22, la cantidad de drbitas en E, es infinita. Por
lo tanto existen infinitas representaciones no isomorfas con el mismo vector dimensién. Por
Krull-Schmidt, esto sélo puede pasar si la cantidad de indescomponibles no isomorfos también
es infinita. Absurdo. O
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