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Introduccion

En 1877 Rayleigh dio una férmula para computar los modos y frecuencias
naturales de un conjunto de vibraciones, que varia ligeramente respecto de
un sistema mas simple para el cual las frecuencias y los modos estdn com-
pletamente determinados (ver [3I] § 90, 91). Matemdticamente hablando,
el método es equivalente a hallar una solucion aproximada al problema de
célculo de autovalores para un operador lineal (el operador sin perturbar)
que varia ligeramente de un operador més simple (el operador perturbado)
para el cual el problema estd completamente resuelto. Schrodinger en 1928,
desarroll6 un método similar, con mas generalidad y sistemético con aplica-
ciones a la mecdnica cudntica (ver [34]).

Estos primeros trabajos, si bien permitian resolver algunos problemas fisicos
que en principio parecian complicados eran, sin embargo, desarrollos forma-
les y matematicamente incompletos.

La teoria de perturbaciones para operadores lineales creada por Rayleigh
y Schrédinger (ver [36]) estudia cémo cambian las propiedades espectrales
(autovalores, autovectores, autoespacios, etc.) de un operador lineal a en un
espacio vectorial X cuando se lo somete a una pequena perturbacién, en
general de la forma

a(e) = a+ea + 2@ ..

donde |¢| es pequeno. Una de las posibles preguntas a responder sobre este
nuevo operador a, que depende del paramentro e, es si es posible expre-
sar los autovaloes y autovectores de a(¢) como una serie de potencias en el
pardmetro € en un entorno de € = 0. Los fundamentos de la teoria general

de perturbaciones de operadores lineales, tanto para el caso donde X es un



espacio vectorial de dimensién finita como para el caso de dimension infinita
donde X es un espacio de Banach o de Hilbert estd desarrollada por T. Kato
en [20].

La teoria de perturbaciones estudia entonces como cambian las propiedades
espectrales de un operador lineal. Dado un espacio de Hilbert separable H
y un operador autoadjunto (posiblemente no acotado), uno de los principa-
les resultados de la teoria espectral es el calculo funcional que establece la
existencia de una funcién e® : B(R) — P(H) definida en los borelianos de R
con valores en las proyecciones ortogonales de H, a la que llamamos medida

espectral asociada a a, y para la cual vale el Teorema espectral (Teorema

3.10))
a:/)\de‘f\
R

y dada una funcién medible Borel f se le asocia el calculo funcional de a que

es un operador f(a) dado por

f(a) = / £ det.

Luego tiene sentido plantearse el siguiente problema: Dada f: R — R y un
operador lineal autoadjunto a, jcémo cambia el célculo funcional f(a) si
perturbamos un poco el operador a? Para darle un planteo correcto a este
problema habria que considerar que significa perturbar un poco un operador
a, es decir, definir alguna métrica que determine cuando dos operadores estan
cerca uno del otro.

En principio, si a es un operador autoadjunto y suponemos que b es un ope-
rador autoadjunto que resulta de realizar una perturbacion a a uno esperaria
que el operador a—b tenga una extensién acotada a todo el espacio de Hilbert
H. Més aun, si la perturbacion es de verdad pequena, uno esperaria que el
operador f(a) — f(b) también tenga una extensién acotada en todo H.

De esta manera, dada una norma en B(H) uno llega a la pregunta de si
se podré establecer una relacion entre || f(a) — f(b)|| en funcién de ||a — b||.
Claramente la pregunta depende tanto de la norma de operadores que se

esté considerando como de la funcién f. En particular uno podria preguntar-
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se para qué funciones f : R — C vale la desigualdad

1f(a) = FO)] < Clla =0l (1)

para operadores a y b con ||ja — b|| < co. Tales funciones se llaman Lipschitz
de operadores.
Es claro que, si f es una funcién Lipschitz de operadores, entonces es Lips-

chitz, es decir,

[f(z) = fy)] < Clz —yl,

para z,y € R arbitrarios. Notamos Lip(R) a la clase de funciones f : R — C
Lipschitz. Entonces podemos preguntarnos si, dada una norma B(H ), toda
funcién Lipschitz es Lipschitz de operadores.

La primer referencia que se encuentra a esta pregunta es de M. G. Krein (ver
[22]) que conjeturé en 1964 que la condicién f’ € L™ es suficiente para que
valga para operadores a y b en la clase de traza S'. Sin embargo, esta
conjetura fue refutada por Yu. Farforovskaya en 1973[15].

Anteriormente, en 1967, Farforovskaya establecié que la conjetura andloga a
la de Krein no vale para el caso donde la norma es la norma usual de opera-
dores y a — b € §* = K(H)([13][14]). Luego, T. Kato [19](respectivamente
E.B Davies,[§]) demostré que la funcién f(t) = |t| no cumple la propiedad
para S! (respectivamente para S*).

Las funciones Lipschitz de operadores juegan un rol importante en la teoria
de operadores y en la fisica matematica. En particular, aparecen al estudiar
la aplicabilidad de la formula de traza de Lifshits-Krein (ver [23])

tr(f(a) — f(b)) = / F(B)E)dt. 2)

En la formula, a y b son operadores autoadjuntos en H con a —b € S' y
¢ es una funcién en L'(R)(spectral shift function) que depende sélo de a y
b. Claramente el lado derecho de tiene sentido para cualquier funcion
f Lipschitz. Por su parte, en el lado izquierdo, por lo visto en el ejemplo
de Farfarovskaya en [15], la condicién de que a — b € S' y f € Lip(R) no
garantizan que f(a) — f(b) € S'. Luego, para aplicar la férmula de traza

Vil



para operadores autoadjuntos con diferencia en la clase de traza, uno tiene
que imponer condiciones mas fuertes sobre f. Por lo menos, f tiene que tener

la siguiente propiedad:
a—beS" = f(a)— f(b) eS! (3)

para operadores a y b autoadjuntos. Para una funcion f : R — C, que valga
la propiedad para operadores autoadjuntos es equivalente a que f sea
una funcién Lipschitz de operadores en 8! (ver [I, Teorema 3.6.5]). En 2016,
V.V Peller (ver [25]) demostré que la condicién (3)), y por lo tanto, que f sea
Lipschitz de operadores, no es solo necesaria para la validez de la formula de

traza , sino que también es suficiente.

Entonces, tenemos que la conjetura de Krein no vale para operadores
autoadjuntos a y b que satisfagan a — b € SP con p = 1,00. Pero si tiene
sentido plantearse el andlogo a la conjetura de Krein para los espacios p-
Schatten SP (ver Capitulo 1), es decir, si es cierto que una funcion f € Lip(R)

satisface que

(@) = FB)llsp < Gy lla = bl (4)

siempre que a — b € SP. Llamemos F,, al conjunto de funciones f que satis-
facen . Por ejemplo, se tiene que f(t) = |t| € F, para 1 < p < oo (ver
[8]). Otra condicién suficiente para garantizar que f € F, para 1 < p < oo,
obtenida en [§], establece que f’ tiene que estar acotada y ser de variacién
acotada.

Por otro lado, con respecto al problema de describir las clases F, para
1 <p<ooconp # 2, en su trabajo [16], Yu. Farfarovskaya observé que
“un pequeno cambio en la demostracién en [I5]” lleva a la existencia de una
funcién Lipschitz f, que no pertenece a [}, para todo 1 < p < 2, y luego
continué con un “ejemplo” explicito de una funcién f, tal que f € L>, pero
fp & F,, con 2 < p < co. Con respecto al mismo problema, en [26], V. Peller

conjeturé que f € F,, 1 < p < 2, implicaba que los coeficientes lagunares de
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Fourier de f’ satisfacen

{F/(2") }uzo € 7.

En 2011 D. Potapov y F. Sukochev establecieron que vale la conjetura de
Krein para 1 < p < oo, esto es que f' € L*™ implica que f € F,. Equiva-
lentemente, F), para 1 < p < oo coincide con la clase de funciones Lipschitz.
En particular, esto muestra que la observacién de Farfarovskaya respecto a
F,,1 < p < 2,y su resultado para F,,2 < p < oo, dados en [16] no son
ciertos, y que la conjetura de V. Peller en [26] tampoco lo es.

La demostracion de Potapov y Sukochev es una aplicacién directa de la
teoria de Operadores de Integral Doble desarrollada inicialmente por Birman
y Solomjak en [5],[6] y [7] y méas tarde, ampliada por De Pager, Witvlet y
Sukochev en [9].

En el siguiente trabajo vamos a construir las herramientas necesarias para
dar una prueba del resultado de Potapov y Sukochev acerca de las funciones

Lipschitz de operadores en la clase SP.

En el Capitulo 1 establecemos algunos resultados conocidos de la teoria de
operadores compactos en un espacio de Hilbert separable y definimos, para
cada 1 < p < oo, la clase SP de operadores compactos p-Schatten. Intro-
ducimos distintas convergencias en B(H), las topologias que estas inducen,
el concepto de algebra de von Neumann y damos algunas propiedades del
conjunto de proyecciones ortogonales.

En este capitulo también introducimos la técnica de interpolacion en espacios
de Banach, vemos cémo se aplica a las clases p-Schatten y demostramos que
el operador truncar estd acotado en esta clase de operadores.

Definimos la nocién de operador no acotado en un espacio de Hilbert, qué sig-
nifica ser autoadjunto para este tipo de operadores y el concepto de core de
un operador no acotado.

Por 1ultimo, damos una forma de representar el espacio de operadores acota-

dos en H como una subalgebra de B(S?) y enumeramos algunas propiedades
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de esta representacion.

En el Capitulo 2, presentamos muy brevemente la teoria de espacios de
Banach UMD. Un desarrollo completo de esta teoria, ejemplos y aplicaciones
pueden encontrarse en [I8] de T. Hytonen , J. van Neerven, M. Veraar y L.
Weis.

Usamos el hecho de que, para 1 < p < oo, las clases p-Schatten son espacios
UMD para probar ciertas desigualdades asociadas a los multiplicadores de
Schur. En particular, utilizamos estos resultados para probar que el multi-
plicador de Schur asociado a las diferencias divididas ¢ = %‘i(y) de una
funcion f Lipschitz, estd acotado en SP. Con esto, damos una demostracion
del resultado de Potapov y Sukochev acerca de las funciones Lipschitz de
operadores para el caso donde los operadores a y b son compactos.

Para terminar el capitulo, enunciamos dos lemas que van ser de utilidad
cuando consideremos el caso continuo del multiplicador de Schur asociado a

las diferencias divididas.

En el Capitulo 3 definimos la nociéon de medida espectral, construimos la
medida espectral producto e introducimos la teoria de integracion respecto a
medidas con valores en las proyecciones de un espacio de Hilbert. Enuncia-
mos el teorema espectral para operadores autoadjuntos y probamos algunos
resultados que relacionan las medidas espectrales y las proyecciones ortogo-

nales en B(H).

En el Capitulo 4, aplicamos los resultados del capitulo anterior a la la
teoria basica de operadores de integral doble y probamos que, para cada
1 < p < oo, el operador de integral doble T}, asociado a las diferencias divi-
didas ¢y, estd acotado como operador de S” en SP.

Para finalizar el trabajo, generalizamos el resultado sobre funciones Lipschitz
de operadores al caso donde a y b son operadores autoadjuntos posiblemen-
te no acotados. Para esto, primero hay que darle significado a la expresion
a — b € S§P. Después, hay que probar que si f es una funcién Lipschitz, en-

tonces f(a) — f(b) € SP y probar entonces la estimacion . Para lograrlo,
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utilizamos la representacién regular a izquierda B(H)y, C B(S%*(H)) de los
operadores acotados en H que introducimos en el Captulo 1. Esta represen-
tacién, nos da un espacio ambiente en el cual, responder la pregunta anterior,
es un poco mas facil. Una de las razones de esto es que, por ejemplo, dado
un operador a € B(H )y, podemos encontrar encontrar un core de a que con-
tenga operadores de S'(H) y usar la geometria del espacio B(S?(H)). Por
ultimo, vemos como lo probado para la representacion regular izquierda nos

permite volver para atrds y probar el resultado para B(H).

En el Apéndice, damos una aplicacién del resultado acerca de funciones
Lipschitz de operadores que se encuentra en [2]. Usando el resultado de Po-
tapov y Sukochev que la aplicion w — |w|? es localmente Lipschitz como
funcion de operadores en SP y esto nos proveé de existencia y unicidad de
solucién para la ecuaciéon de Hamilton que proviene del problema de buscar
un extremal del funcional de p-energia en el espacio GL,(C) provisto de la
métrica de Finsler inducida por la traslacién a izquierda de las p-normas de
Schatten.
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Capitulo 1

Operadores Compactos y
Clases de Schatten

1.1. Propiedades

1.1.1. Operadores positivos

Definicién 1.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador a € B(H) se dice

positivo si (ax,x) > 0 para todo x € H. Escribimos a > 0 si a es positivo.

Observacién 1.2. Todo operador positivo y acotado en un espacio de Hil-
bert complejo H es autoadjunto. Para ver esto, como (&, a€) = (€,af) =
(a&, &) se tiene que por la identidad de polarizacion (a€,n) = (£, an) para
todo &,m e H.

Observemos que para todo a € B(H) se tiene a*a > 0 pues (a*azx,z) =
laz||* > .

Teorema 1.3. [32, Teorema VI.9] Sea a € B(H) y a > 0. Entonces existe
un tinico operador b € B(H) con b >0 y b* = a.

Definicién 1.4. Sea a € B(H). Entonces definimos |a| = va*a.

Definicién 1.5. Un operador u € B(H) se llama isometria si ||[ué|| = ||€]|
para todo & € H. u se dice isometria parcial si u es una isometria cuando se

lo restringe al subespacio cerrado (Nuu)* .
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Teorema 1.6. Sea a € B(H). Entonces existe una isometria parcial u tal
que a = u |al. u estd univocamente determinado si pedimos que Nuu = Nua.

Mas aun, Ranu = Rana

Demostracion. Definimos w : Ran|a| — Rana por u(|a|§) = a para todo
¢ € H. Como

lal €| = (& |al* &) = (€,a"a&) = ||a&||* para todo & € H

se tiene que u estd bien definida, es decir, si |a|{ = |a| n entonces a& = an.

u es una isometria y se puede extender a una isometria de Ran |a| en Ran a.
Como |a| es autoadjunto, (Ran |a|)* = Nu |a|. Mas atin, |a] £ = 0 si y solo si
a& = 0 con lo cual Nu|a| = Nua. Entonces Nuu = Nua.

Siu y v son isometrias parciales tales que a = ula| = v la| y
Nuu = Nuv = Nua = (Ran |a|)*,

se tiene entonces que u y v coinciden en Ran |a| y en (Ran |a|)* con lo cul

coinciden en todo H, y entonces, u = v. O

1.1.2. Operadores compactos y clases p-Schatten

Definicién 1.7. Un operador a € B(H) se dice compacto si para toda su-
cesion {&,} C H, {a&,} tiene una subsucesién convergente en H. Notamos

K(H) al conjunto de operadores compactos en H.

Ejemplo 1.8. Un operador z € B(H) se dice de rango finito si Ran z tiene
dimension finita, es decir, si para todo n € H se tiene zn = Zf\il ;& con
N finito y {&}Y, familia fija de elementos de H. Si {n,} es una sucesién
acotada en H, los correspondientes o' son una sucesion acotada de nimeros
complejos. Extrayendo para cada n una subsucesion convergente podemos

armar una subsucesién de {zn, } convergente con lo cual z resulta compacto.

Dos propiedades importantes acerca de los operadores compactos son las

siguientes



Teorema 1.9. Un operador compacto manda sucesiones débilmente conver-

gentes en Sucestones convergentes en norma.

Teorema 1.10. Todo operador compacto en H es limite en norma operador

de una sucesion de operadores de rango finito.

Demostracion. Sea z un operador compacto y {e,}>2; un conjunto ortonor-

mal en H. Definimos

Av= sup [|z¢])
gefer,en)t
[lz]l=1
La sucesién {\,} es mondtona decreciente de términos positivos con lo cual
converge a un A > 0. Veamos primero que A = 0. Sea &, € {e1,...,en)",
1€l = 1, con ||2&,]] > A/2. Como &, = 0, z£, — 0 por el Teorema .

Entonces A = 0. Luego

n

Z(ej, V2x; = 2

i=1

en norma pues A, es la norma de la diferencia. O

Teorema 1.11 (Forma canénica de un operador compacto). Sea z
un operador compacto en H. Entonces, existen conjuntos ortonormales (no
necesariamente completos) {e, }N_, y {f,})_, y numeros reales positivos tales

que

N

z = Z)‘n<'a en) fn

n=1

donde la suma puede ser finita o infinita y la convergencia es en norma de

operadores.

Definicién 1.12. Sea H un espacio de Hilbert separable y {e,}22 ; una base

ortonormal de H. Para todo operador positivo a € B(H) definimos

tr(a) = Z(en, ae,) = Z(aen, €n)-



El ntimero tr(a) se llama la traza de a y es independiente de la eleccién de

la base.

Teorema 1.13. Dado a € B(H) positivo, el valor tr(a) es independiente de

la base ortonormal de H escogida y tiene las siguientes propiedades
(a) tr(a+b) = tr(a) + tr(b) para todo a,b € B(H) positivos.
(b) tr(Aa) = Atr(a) para todo X > 0.

Demostracion. Dada una base ortonormal {e, }°°; definimos

(e 9]

tre(a) = Z(en, aep).

n=1

Si{fm}oo_, es otra base ortonormal entonces

tre(a) = Z €n, Ay ) Z Ha1/2e H
> (Sl s

la'’* full
1

8

||M8 HME%

m

(frm: afim)

[
= 10

I
-+

re(a).

Como todos los términos son positivos, no hay problema con intercambiar

las sumas. [

Definicién 1.14. Sea H un espacio de Hilbert separable. Definimos la cla-
se de operadores de traza como el conjunto de operadores a € B(H) que

cumplen que tr(|a|) < oo y lo notamos S'(H) = S*.

Observacién 1.15. E 1 espacio St es el espacio dual de los operadores com-
pactos K(H) (ver [32] Teorema VI.26).



Definicién 1.16 (Clases p-Schatten). Para 1 < p < oo definimos
SP=8P(H)={a € B(H):|a’ € S'}

y lall, = (tr(|al?)'/? resulta una norma en SP. Para p = oo, definimos

5% = K(H) con ||all,, = [lal.

Si |a|” € S, entonces por el teorema de Riesz-Schauder (Teorema V1.5
en [32]) tenemos que o(]al”)\{0} consiste en autovalores aislados con mul-
tiplicidad finita. Se sigue que |a| es compacto y por lo tanto a = wla| es
compacto pues K(H) es un ideal de B(H).

Por Teorema , a puede ser representado de la forma a = 25:1 An(Un, ) On
donde {¥,,} v {¢n} son dos conjuntos ortonormales y los { A, } son los valores
singulares de a (es decir, los autovalores no nulos de |al).

Luego

N N
lal = > X (Wn, )0 y lal” = X0 (Y, Yn
n=1 n=1

y por lo tanto
N 1/p
lall, = (tx(ja[")"* = (Z Aﬁ) :
n=1

Luego tenemos que

Proposicion 1.17. 8P es el conjunto de operadores compactos cuyos valores

singulares estan en [,.

Lema 1.18. Supongamos que a es un operador compacto en H y p > 1.

Entonces a estd en SP si y solo si Y. |{a&n, &))"

ortonormal {&,} si y solo siy., [(a&,, )"

< o0 para todo conjunto

< 00 para todo par de conjuntos
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ortonormales {&,} vy {n.}, y vale que

al|, = sup { <Z [(a&n, nn>|p>1/p A&} y {nn}conjuntos ortonormales}
= sup { <Z [{a&,, anp) Vp :{&,} conjunto ortonormal}

(Teoremas 1.4.7y 1.4.8 de [38])
Proposicién 1.19. Sea 1 < p < oco. Entonces

1. 8P es un espacio de Banach con la norma |-,

2. 81 C 8 C K(H) y 8P es la clausura de los operadores de rango finito

en la norma ||-[|,,-

3. Sia €SP, entonces a* € SP y ||a*[|, = |||,
Lema 1.20. Supongamos que 1 < p < oo yl/p+1/g=1.Siae S’y

b e 8%, entonces

1. ab y ba estdn en la clase de traza S';
2. tr(ab) = tr(ba);
3. [tr(ab)| < llall, [[o]],-

Demostracion. Para probar (2), primero observemos que como todo operador
en B(H) se puede escribir como combinacién lineal de a lo sumo cuatro
operadores unitarios y usando la linealidad de tr; basta probar (2) para b un
operador unitario cualquiera y a de rango finito. En este caso, si {£,} es una

base ortonormal, entonces {b,} tambien lo es. Luego

tr(ab) = (ab&y, &) = Y (bl b°b&,) =Y _(babs,, b&,) = tr(ba).

n>1 n>1 n>1

Para ver (3), de nuevo por un argumento de aproximacién, podemos asu-

mir que a y b son operadores de rango finito. Sea

N

n=1



la. descomposicion canonica de a del Teorema [1.11] Entonces

N N
n=1 n=1

Sea para cada 1 < n < N , a, el operador de rango uno definido por
anx = (x,0°8,) N, x € H,;

Luego
N
ab = Z An G-
n=1

Entonces, como la suma es finita y el operador tr es lineal, usando la de-
sigualdad de Holder y el Lema tenemos que

N
|tr(ab)| = <3l (b, )
n=1

N 1/p N 1/q
< (Z w) (Z |<bnn,g>|Q>

n=1

N
Z An tr(ay)
n=1

< llall, 1ol

Lema 1.21. Supongamos 1 <p<oo yl/p+1/qg=1. Sia € SP, entonces

lall, = sup{[tr (ab)] - [[bll, = 1}.

Demostracion. Por el Lema |[1.20} ||a||, es més grande que este supremo. Para

probar la otra desigualdad, asumamos primero que 1 < p < co. Sea
ar = Z )\n<ZL‘, €n>nn
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la descomposicién candnica de a y sy el operador definido por

—1/q N

N
s = (Z Aﬁ) SN, wE .
n=1 n=1

Entonces [[sn|, =1y

N —-1/a y
syaz = <Z Aﬁ) S Nz &), v € H
n=1 n=1

N 1/p . .
Luego tr (sya) = (anl Aﬁ) , de lo cual se sigue la desigualdad que
faltaba.

El caso p = 1 se resuelve de manera similar tomando los operadores

N

SNT = Z(x,nn>§n, r € H. O

n=1

Corolario 1.22. Sil <p,q<oco yl/p+1/q=1, entonces (S*)* = S9.

1.2. Topologias en B(H)

Definicién 1.23. Sean {z,} una red en B(H) y x € B(H).
(i) Decimos que x, — x WOT si para todo £,n € H se tiene que

(zal,m) — (€, m)

(ii) Decimos que z, — = SOT si para todo £ € H vale que

lwatll = €]

Definicién 1.24. Si X es un espacio de Banach y X* es su espacio dual,

decimos que una red {z,} en X tiende a un € X en la topologia o(X, X*)

8



si para todo ¢ € X* se tiene que

o(Ty) — .

[0}

A la topologia o(X, X*) se la llama topologd débil de X.

Definicién 1.25. Decimos que un conjunto M C B(H) es un dlgebra de
von Neumann si es un algebra cerrada por la involucion y cerrada para la
topologia WOT en B(H) o, equivalentemente, para la topologia SOT (ver
[35, Corollary 1.5]).

1.3. Proyecciones ortogonales y lemas de con-

vergencia

Recordemos que un operador a € B(H) se dice positivo, y notamos a > 0,
si (ah,h) > 0 para todo h € H. Esta nocién nos permite introducir una
relacién de orden en los operadores autoadjuntos de B(H). Para z,y € B(H)

decimos que z < y si el operador y — x > 0.

Proposicién 1.26. Sea {x,} una red creciente de operadores autoadjuntos,
tal que existe y € B(H) tal que x, < y para todo «. Entonces existe un
operador autoadjunto x € B(H), tal que

T = SUp Tq.
«

Mads aiin, x es el limite en la topologia SOT en B(H) de la red {x,} y notamos
To T

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 0 < z, < 1
para todo .
Para todo h € H definimos

F(h,h) = sup(z,h, h) = lim{x,h, h)

9



y, para h,k € H,

1
F(h,k) = Z(F(h#—k‘,hjtk:) — F(h—k,h—k)
+ iF(h+ik,h+ik) — F(h — ik, h —ik)) .
Luego, F': H x H — C es una forma sesquilineal acotada con norma menor
o igual a 1.
Por el teorema de Riesz, existe un unico operador z € B(H) , [|z] < 1, tal

que
F(h,k) = (zh,k), hke H.

Como para todo ay h € H
(xh,h) = F(h,h) > (xqh,h) >0,

se tiene que x es positivo y es una cota superior para la red {z,}. Por otro
lado, si g = xf es una cota superior de {z,}, entonces para todo h € H,

tenemos que
(xh,hy = F(h,h) = lim({x,h, h) < (xoh, h)
y entonces x < zy. Luego

T = SUp Tq.
[}

Por 1ultimo, para todo h € H, tenemos que

(@ — za)b]* < ||(@ = 2) 2| || (& = 2a)/?R))"
< ((x — za)h, h) = F(h,h) — (zah,h) — 0

y por lo tanto z es el limite de lared {z,} para la topologia SOT en B(H). [

Observacién 1.27. Sea v € B(H), 0 <z < 1lye = ¢*> = ¢* es una

proyeccion ortogonal. Entonces

r<e &< x=zxe.
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En efecto, de la relacién x < 1 tenemos que exe < e de lo cual, si x = xe, se

deduce que z < e. Reciprocamente, si 0 < x < e, entonces
0=(1—-e)0(l—e)<(1—-e)z(l—e)<(l—e)e(l—€)=0
luego
0=(1—e)r(1—e) = (1 — )a2)((1 — e)a/2)*

y por lo tanto, (1 — e)z = 0 con lo cual z = ex = xe.
En particular, si py, ps son proyecciones ortogonales en B(H) entonces p; < po

si y solo si p; = p1po.

Definicién 1.28. Si {p,} es una familia de proyecciones podemos definir las

siguientes proyecciones

\/ P = proyeccion ortogonal sobre el subespacio Z paH

« «

/\ Pa = proyecciéon ortogonal sobre el subespacio m PoH.

«

Es facil chequear que \/, po = sup, pa ¥ A\, Po = Infq pa.

De lo observado anteriormente y de la Proposicién se tiene el siguiente

Corolario 1.29. Si {p,} es una red creciente de proyecciones ortogonales
en B(H), entonces

o 7 \/ P

A continuacién establecemos algunos lemas de convergencias que van a

ser utiles méas adelante

Lema 1.30. Si {x.} es una red en 8P con sup,, ||za|, < 0o y tr(zay) — 0
para todo y € S' entones x, — 0 respecto a o(8?,8%) con 1/p+1/q=1 (la
topologia debil de SP).
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Demostracion. Tenemos que ver que tr(z,z) — 0 para todo z € S%. Fijado
2€ 8%y e >0, como S es denso en §? (contiene a los operadores de rango
finito), existe y € S* tal que ||z — y|g, < e

Entonces

[tr(za2)| < [tr(zay)] + |tr(za(z — y))]
< [tr(zay)] + llzall, 12 =y,
< [tr(zay)| + € [|zall, -

Como [tr(z,y)| — 0 tenemos que
[tr(zay)| < esup [|zal],

pero € > 0 era arbitrario y sup, ||£L‘aHp < 0o con lo cual |tr(z,2)| — 0. O

Lema 1.31. Sea H un espacio de Hilbert separable. Sty € SP con1 < p < 00

y {ps} es un sistema de proyecciones ortogonales tal que pg \, 0 entonces

tr(psy) — 0.

Demostracion. Basta probar el resultado para y de rango finito y positivo.
Entonces y = .0 Au(-, en)en con {e, N, conjunto ortonormal de H y N
finito.

Llamemos h ® h = (-, h)h para h € H . Entonces usando la linealidad de la

traza tenemos que

tr(pgy) = Z A tr (ps(en ® €y)) -

n=1

Luego basta ver que tr(pgh ® h) ? 0 para h € H de norma 1.

12



Sea {h, }nen una base ortonormal de H con h; = h. Entonces

tr(psh @ h) = 3 ((psh © h) ho, h)

3
Il
—

WE

<hn7 h1> <pﬁha en)

i
L

= (psh, h) = |lphl” -0
pues pg es una proyeccion ortogonal y pg N\, 0 . [

Lema 1.32. Siz € 8 y {pa}, {qa} redes de proyecciones ortogonales en
B(H) tal que po, /1 yqo /1, entonces paxrqe — x con respecto a o(SP,S7).

Demostracion. Sea y € S?. Entonces

[tr ((7 — pazqa)y)| < [tr (eqz(1 — qa)y)| + [tr (1 — pa)zy)|
= |tr (1 — ga)yena™)| + [tr (1 — pa)zy)| -

Como 87 es un ideal en B(H) se tiene que yelx* xy € S . Ademés (1—p,) \,
0y (1—pa) N\ 0 con lo cual el resultado se sigue de aplicar dos veces el Lema

.31 O

1.4. Interpolacion de espacios de Banach

1.4.1. Espacios de interpolacion

Definicién 1.33. Decimos que dos espacios de Banach X e Y son compatibles
si existe un espacio vectorial topoldgico y Hausdorff Z que los contiene a
ambos. En ese caso X NY y X + Y son subespacio de Z. Es facil ver que

ambos subespacios son espacios de Banach con las siguientes normas

12l xny = méx{]|zllx , [1[ly }

||Z||X—|-y = mf{{|lzlx +lylly :2=2+y z€X yeY}
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Definicién 1.34. Supongamos que X; y X5 son espacios de Banach com-
patibles. Un espacio de Banach X se dice espacio intermedio entre X; y Xo
si

XinXoc XX +X,

con inclusiones continuas. Un espacio intermedio entre X; y X5 se dice un
espacio de interpolacion si vale que cualquier transformacion lineal en X7+ X5
que mapea de manera acotada X; en X; y Xy en Xy, también mapea X en

X de manera acotada.

1.4.2. Interpolacién compleja

La base para el método de interpolacién compleja es el teorema clasico
de las tres lineas de Hadamard. Sean S = {# € C : 0 < Rez < 1} y
S={2€C:0<Rez<1}.

Teorema 1.35 (Cauchy-Hadamard). Sea f una funcién continua en S analiti-
ca en la banda abierta S. Para todo 6 € [0, 1], sea

My = sup{|f(0 + iy)| : y € R},
1-0 7 70
entonces My < M, ™" M.

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos asumir que My y M; son
ambos positivos. Entonces, considerando f(z)MZ ' M, *, también podemos
asumir que My = M; = 1.

Luego |f(z)] < 1 para todo z € 0S y hay que ver que |f(z)| < 1 para todo

z € S. Sea K = sup,.g|f(z)| v para todo entero positivo n consideramos la

f(2)

:1—1-%2'

funcion

Es claro que | f,,(z)| < 1 para todo z € 0S'y |fn(2)| < 1 para todo z = z + iy
en S con |y| = n. Por el principio del méximo, |f,(z)| < 1 para todo z = x+1iy
con 0 < x <1y -n <y < n.Siahora hacemos n — oo, tenemos que
|f(2)] <1 par todo z € S. O
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Definicién 1.36. Sea X un espacio de Banach. Decimos que una funcion
f 9 — X es analitica si para todo ¢ € X* se tiene que po f : S — C es

analitica en el sentido usual.

Con la definién anterior, el teorema de las tres lineas de Hadamard se
puede extender a funciones acotadas definidas en la banda cerrada S con
valores en un espacio de Banach X. Con esto ahora podemos introducir el
método de interpolacion compleja.

Dado un par compatible de espacios de Banach X, y X7, sea F(Xo, X;) el

espacio de las funciones f : S — X, + X, con las siguientes propiedades :
1. f es acotada y continua en S y analitica en S.
2. Las aplicaciones y — f(k+iy) de R en X} son continuas para k = 0, 1.

F(Xo, X1) es claramente un espacio vectorial y, méas aun, con la norma

1l o= méx {sup Gl sup | £(1 + z'y>|rX1}
yeR yeR

resulta ser un espacio de Banach (ver [38, pp. 28]).
Dado 0 < 0 < 1, sea Xy el espacio de los vectores v € Xy + X;, tal que
v = f(0) para alguna f en F(Xo, X1). Normamos Xy con

[0llg = MEL(Lf]l 7 - v = f(0)}-

El principal resultado del método de interpolacién compleja es el siguien-
te.

Teorema 1.37. St Xy y X1 son espacios de Banach compatibles y0 < 0 < 1,

entonces
(a) Xg es un espacio de Banach.
(b) Xy es un espacio de interpolacion entre Xy y Xi.

(c) Si Xo y X1 e Yy,Yy son pares compatibles de espacios de Banach y
T : Xo+ X1 — Xo+ X1 es una funcion lineal y acotada tal que

15



T|x, € B(Xk,Yy) para k = 0,1. Entonces T|x, € B(Xp.Yy) para to-
do 0 <60 <1.

Demostracion. La aplicacién lineal f — f(#) es continua de F(Xj, X;) en
Xo+X pues por el teorema de las tres lineas de Hadamard || f| x,, x, < Il -
Como Xy es la imagen de esta aplicacién, se tiene que Xy es equivalente al
espacio cociente inducido por la misma con lo cual X, es un espacio de
Banach.

Como [[v]lxyyx, = 1f D)l xyzx, < 1l 7x0,x,) Para todo v = f(6), tomando
infimo sobre todas las f se tiene [[v||y ,x, < [[v]ly- Entonces Xy C Xo + Xy
de manera continua. Por otro lado, tomando la funcién f,(z) = v, se tiene

que v = f,(0) y entonces ||v||, < || fu|l 7. Para v € XN X; tenemos

1foll 7 = méx{[|vf| x, V]l x, }-
Entonces |[v||, < max{||v||y, ; |vllx,} = [vllx,nx,> con lo cual XoNX; C X

de manera continua. Luego Xy es un espacio intermedio entre X, y.Xj.

Si probamos (c) entonces poniendo X}, = Y} tenemos que X es un espacio
intermedio entre Xy y X;. Veamos entonces que vale (c).
Sea Cf = ||T|Xk||B(Xk,Yk) para k = 0,1. Si v € Xy y € > 0 entonces existe
[ e F(Xo, X1) tal que v = f(0) y ||f]l» < ||v]ly + &. Definimos

9(2) = G5 C1—2T(f(2))-
Claramente g € F(Yy, Y1) v g(8) = CZC%T (v). Entonces
Co ' IITolly < Nlgll - (1.1)

Ademas

lg() xgex, < 1G5 CT* T (2D lygm,

entonces
lg(X+w)lly, <I[[f(z+iy)lx,
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lgin)llx, < 1F@)llx,

con lo cual

lgllz < £l = (1.2)
Juntando ([L.1)) y ([1.2)) se tiene que
ITolly < Co~"CY Nlvlly s
0, lo que es lo mismo, T'|x, € B(Xy,Ys) ¥y
-0 0
1T Il < T 1ol 1T 1 [
O]

Observacién 1.38. De la prueba del teorema anterior se sigue que si se
tiene que T : Xog — Yy y T : X; — Y] estan acotados con normas Cy y Cy
respectivamente, entonces T' : Xy — Y} estd acotado con norma a lo sumo

C’é_eCf. En lo que sigue escribimos [Xo, X1y = Xp.

Apliquemos el resultado anterior a las clases de Schatten definidas ante-

riormente.

Teorema 1.39. Se tiene que [S™, 8P|y = SP (con normas iguales) para todo
1 <pyg<p <ooytodobe(0,1), donde%:ﬂ_Fi

Po p1°

Demostracion. Como 6 € (0,1) entonces 1 < p < co. Luego por la Proposi-
cion se tiene que SP esta generado por los operadores de rango finito.
Entonces, es suficiente probar que ||v||, = ||v||s», para todo v de rango finito.
Sean v de rango finito con ||v||s, = 1. Si {A,}2; son los valores singulares

de v entonces 3.0 A = 1. Sea



la descomposicion candnica de v. Consideremos la funcién

1—2 z

N
F) =307 P e fo
n=1

Es claro que v = f(f) y entonces |[v||, < || f|| 7. Para todo 2 = x + iy en
(1—::7

— =24 Z
la banda cerrada S, los valores singulares de f(z) son {)\i ro pl)}. Luego
Ifllz <1, y entonces [jv]ly < 1= [[v]g-
Para ver la otra desigualdad supongamos ||v||, = 1. Dado € > 0 existe f.(2)
en F(SP,SP) tal que v = f.(0) y || foll < 1+4¢€. Seau € S de norma 1 con

descomposicién candnica

N

U = Zﬂn<'v e;1>f7,1

n=1

y sea

1—=2

N zZ
g(2) =S o W e
n=1

donde 1/qy + 1/pr, = 1 para k =0, 1. Sea

Fe(z) = tr(fe(2)9(2)).

Entonces F.(0) = tr(uv) y F.(z) es una funcién continua y acotada en Sy
analitca en S. Como max{|| f.(ix)| g , | fe(1 +i2)||gp, } = || fellz £ 1+ € se
tiene que para todo x € R

|F2(im)| = [tr(fe(iz)g(ix)| < |[fe(i)ll 5o Nlg(i)l 500 <1+

F(1+ )] = [or(fo(1 + iz)g(1 + ix))|
< oL+ i) g lg(1 + i) [ gry < 1+

Aplicando el teorema de las tres lineas de Hadamard y haciendo tender ¢ — 0

tenemos que |tr(uv)| < 1 para todo u € 8¢ de norma 1. Por el Teorema m
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se obtiene que [jv]|g, < 1= ||v],. Luego [[v]g, = [|v]|,- O

1.5. Operador Truncar

Definicién 1.40. Decimos que un conjunto {e, }nez C B(H) es una familia
de proyecciones mutuamente ortogonales, si €2 = e, = € y ene; = 0 para
todo n # j.

Definimos el operador truncar 7' : SP — SP respecto a esta familia de pro-

Tx = E erTe;.

k<j

yecciones como

Tenemos el siguiente resultado que se le atribuye a Gohberg y Krein (ver
[17]) que va a ser de gran utilidad cuando hablemos de multiplicadores de
Schur.

Lema 1.41. [ Si 1 < p < 00 y {en}nez es una familia de proyecciones
mutuamente ortogonales, entonces T : SP — SP dado por Tx = qu eLTe;

es un operador acotado.

Demostracion. Veamoslo primero para p = 2. Tenemos que en este caso S? es
un espacio de Hilbert con el producto interno (z,y)s := tr(zy*). Pensemos a
T : F(H) — 8P definido en los operadores de rango finito, que son densos en
82, Veamos que admite una extensién acotada a todo S?. Para eso primero

veamos que si z,y € F(H) se tiene

(Tz,y)o = tr(Tzy") = tr (Z ekmejy*)

k<j

= Z tr(exzre;y”) (1.3)

k<j

!Gracias a Jorge Antezana por la ayuda con la demostracién de este lema
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(x,Ty)y = tr (x (Z ekyej> )

=tr (x Z ejy*ek>

k<j

= Z tr(ze;y ex)

k<j
= Z tr(exze;y”), (1.4)

k<j
con lo cual (T'x,y)s = (x,Ty)s y entonces T = T* en F(H). Ademds de la
definicién de T claramente se ve que T? = T. Entonces Nu(7T") = Ran(T)*
y F(H) = Dom(T") = Nu(T") & Ran(T") con lo cual se tomando clausura en

norma de S?

S* = F(H) = Nu(T) ® Ran(T).

Si consideramos el operador P como la proyeccién ortogonal sobre Ran(T") se
tiene que P € B(S?) , P2 = Py P = P*. Adem4s, tenemos que P\I(H) =T

luego se tiene que 7' se extiene a un operador acotado en todo 8% y ||T']], = 1.

Veamos que sucede ahora para 1 < p < oo arbitrario.

Llamemos C, = méx{||T'(| 5ss), |1 — T'[|sry} ¥ PO lo hecho para el caso
p = 2 tenemos que Cy =1
Si vemos que Cy, < 2C), para todo p, por interpolacién tenemos que C, < ¢

para todo ¢ > 2, pues Cor < 2871 para todo k entero positivo y si
p=2<qg<p=2""=2p
entonces por el Teorema [1.37|se tiene

C, <00 <20 <212 =2F<q.

Para todo z € S? se tiene que
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(T2)"(T2)=T(Tz)z)+ (1 -T)(2"T=)

y entonces

IT=215, = 1(T2)*(T2)ly, < |IT(T2)2)], + |1 = T)(=*T2)],
y cada término es menor o igual que
Collz T2, < Cpllzllgp (1T,
y por lo tanto

1Tyl < 2C, [yl

con lo cual [T 5520y < 2C). O

1.6. Operadores no acotados

Es un hecho que la gran mayoria de los operadores que se estudian en la
fisica matematica y en teoria de perturbaciones son operadores no acotados.
En esta seccion introducimos algunos conceptos necesarios para trabajar con

ellos.

Decimos que a : Doma C H — H es un operador lineal en H si Doma

es un subespacio denso de H y, en ese caso, decimos que a esta densamente
definido.

Definicién 1.42. El grdfico de un operador lineal a es el conjunto de pares
I'(a) = {(h,ah) : h € Dom(a)}.

El grafico de a es un subconjutno de H x H. Decimos que a es cerrado si

['(a) es cerrado como subespacio de H x H.
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Definicién 1.43. Sean a y b operadores lineales en H. Si I'(a) C I'(b),
entonces decimos que b es una extension de a y escribimos a C b . Equi-
valentemente a C b si y solo si Dom(a) C Dom(b) y ah = bh para todo
h € Dom(a).

Definicién 1.44. Un operador a es cerrable si tiene una extension cerrada.
Si a es cerrable, llamamos clausura de a a la extensién cerrada mas chica y

la notamos a.

La nocion del adjunto de un operador se puede extender al caso de ope-

radores no acotados de la siguiente forma

Definicién 1.45. Sea a un operador lineal densamente definido en H. De-
finimos Dom(a*) como el conjunto de los h € H para los cuales existe un
z € H tal que

(ap, h) = (¢, z) para todo ¥ € Dom(a). (1.5)

Para cada h € Dom(a*), definimos a*h = z y decimos que a* es el adjunto
de a. Por el lema de Riesz, h € Dom(a*) si y solo si |[(ay), h)| < C'||¢]| para
todo ¢ € Dom(a).

Con esto, podemos ahora definir que significa que un operador no acotado

a sea autoadjunto

Definicién 1.46. Un operador lineal a densamente definido en un espacio
de Hilbert H se dice simétrico si a C a* . Equivalentemente, a es simétrico si

y solo si
(ap, ) = (p,a1p) para todo ¢,1) € Dom(a)

Definicién 1.47. Un operador a se dice autoadjunto si a = a* , es decir, si

a es simétrico y Dom(a) = Dom(a*).

Observacion 1.48. La distincién entre operadores simétricos y operadores
autoadjuntos es muy importante. Pues, es solo para los operadores autoad-

Juntos que vale el teorema espectral y solo para los operadores autoadjuntos
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pueden ser exponenciados para dar el grupo a un parametro de los opera-
dores unitadores (ver [32, Chapter X]) que da la dindmica en la mecanica

cuantica.
Algunos ejemplos de operadores no acotados. Sea H = L?[0, 1]

Ejemplo 1.49. Defimos el operador lineal D; dado por

Dom(D;) = {f € L*[0,1] : f € C*[0,1], £(0) = f(1) = 0}

y

D, f = zj—f para toda f € Dom(Dy).

x
Es facil ver que
ep_ df ]

Dif = i para toda f € Dom(D7)

donde
D *\ . : df 2
om(D7) = {f : fes absolutamente continua, 1 € L?[0,1]}.

Entonces Dy C D7, es decir, D; es simétrico. Se puede ver que D; no es

cerrado v que es cerrable con clausura D; definida por
o _
D f = i, Dbara toda f € Dom(Dy)
x
donde
- . /-
Dom(D;) = {f : fes absolutamente continua, e € L*[0,1], f(0) = f(1) = 0}.
x
Ejemplo 1.50. Definimos el operador D, dado por

Dom(Dy) = {f : fes absolutamente continua, % € L?[0,1], f(0) = f(1) = 0}

d
Dyf = z% para toda f € Dom(Dy).
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No es dificil ver que Dy C D3, es decir, D, es simétrico. Mas atn, se puede

mostrar que Dy = D3.

Definicién 1.51. Dado un operador lineal 7" : Dom(7) — H decimos que
un subespacio D C Dom(T) es un core del operador T si la clausura del

operador T} := T|p extiende a T, es decir, T C T}.

1.7. Representacion regular a izquierda

Dado un espacio de Hilbert separable H, en la Seccién definimos las
clases p-Schatten S = SP(H). Dijimos que para todo 1 < p < co 8P resulta
un espacié de Banach. Ademsds, si p = 2 a la clase de operadores en S? se
los llaman operadores de Hilbert-Schmidt y resulta que S? es un espacio de

Hilbert donde el producto interno esta dado por

(z,y) = tr(zy")

para todo par x,y € §? y tr la traza usual de operadores.

En esta seccién, vamos a ver como como representar B(H) como opera-
dores de multiplicacién a izquierda en el espacio de Hilbert S?(H).
Dado z € B(H), consideramos el operadores L, € B(S?) dado por

Lo(§) =a¢, €8
Consideremos ahora la funcion L : B(H) — B(S8?) dada por
L(z) :=L,, z€B(H).

Notamos B(H); = L(B(H)).

Lema 1.52. La funcion L : B(H) — B(H)L es un x-isomorfismo de B(H)
en B(H)p.

Demostracién. Si z,y € B(H),§ € §* y a € C entonces

L(z + ay)(§) = (z + ay)§ = 2§ + oy = La(§) + aLy(S)
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Lay(8) = (xy)€ = La(Ly(8))-

Mas aun,

(La(€),m) = tr(z€n”) = tr(€(x™n)") = (&, Ly(n), &n € S* o € B(H).
Entonces, tenemos que L : B(H) — B(S?) es un *-morfismo y

L(x+oy)=L,+aLl,, Ly, =L,L, L= L.

T

Esto tltimo nos dice que B(H)y, es una *-subélgebra de B(S?).
Si L(x) = L(y) para x,y € B(H) entonces x§ = y¢ para todo £ € S%. Luego

lz = yl* = ll(z = y)"(z — vl

= sup tr((z —y)*(z — y)¢)
¢esk
el =1

= sup tr(§1/2($ —y) (x — y)fl/z)
i1

= sup [|(z —y)§"?||5 =0
¢est

i1
l1€ll =1
con lo cual x = y y entonces L es inyectiva. ]

El dlgebra B(H )y, se llama la representacion reqular a izquierda de B(H).

En B(H). podemos definir la siguiente traza tr; dada por

trp(x) =tr(z), x=L(z) € B(H)p.

Observacién 1.53. Notemos que como B(H) es élgebra de von-Neumann
y L es un *-isomorfismo, entonces B(H )z, C B(S?) es una subélgebra de von

Neumann con unidad.
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Capitulo 2

Espacios UMD, desigualdades y

multiplicadores de Schur

El objetivo de este capitulo es demostrar que el multiplicador de Schur
asociado a las diferencias divididas de una funcién Lipschitz, estd acotado
como operador de S? en SP. Para esto, necesitamos algunas desigualdades y
teoremas que provienen del analisis en espacios de Banach y de la teoria de
Littlewood-Paley. En este contexto, es que aparecen lo que se llaman, espa-
cios UMD. En la primera seccién incluimos las definiciones necesarias para
defininir estos espacios que, en principio, estan definidos de una manera pro-
babilistica, pero que tienen definiciones equivalentes en términos puramente
analiticos.

Una de las equivalencias analiticas de estos espacios, esta dada porque la
transformada de Hilbert periodica H en L?(T,SP) dada por

H (Z aken> = —q Z sgn(k)axer,

keZ keZ

donde ), ., axey, es un polinomio trigonométrico, este acotada (ver [I8, Theo-
rem 5.2.7]). Esta equivalencia, es la que se usa para probar que S” es un
espacio UMD (ver[I8, Proposition 5.4.2]).

En [18], puede encontrarse un desarrollo detallado de los espacios de Banach
UMD vy la teoria de Littlewood-Palley.
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2.1. Martingalas y espacios UMD

En lo que sigue, (S, A, 1) es un espacio de medida, (I, <) un conjunto

ordenado, y X un espacio de Banach.

Definicién 2.1. Una funcién f : S — X se dice simple si es de la forma
f= Zf:[:l 1g,2, con A, € Ay x, € X paratodo 1 <n < N.

Definicién 2.2. Una funcién f : S — X se dice fuertemente medible si
existe una sucesién de funciones simples f,, : S — X tal que lim,_, f, = f
puntualmente en S. Llamamos L°(S; X) al conjunto de funciones f : S — X

fuertemente medibles.

Dada una sub-o-dlgebra F de A denotamos L°(S, F; X) al conjunto de

funciones f : S — X fuertemente medibles respecto al espacio de medida

(S,f,/”]:)

Definicién 2.3 (Espacios de Bochner). Para 1 < p < oo definimos
LP(S; X) como el subespacio lineal de todas las funciones pg-medibles f : S — X

para las cuales

JALREES

S

Dada una subélgebra F C A, si f € L°(S; X) denotamos
ff = {F e F:1pf € L1<S,X)}

Definicién 2.4. Una funcién f € L°(S; X) se dice o-integrable sobre F si S

puede cubrirse por a lo sumo una cantidad numerable de conjuntos en Fy.

Definicién 2.5 (Esperanza condicional). Sea F C A es una sub-o-alge-
bra. Dada f € L°(S; X) decimos que una funcig'n g € L°(S,F; X) es una

esperanza condicional de f respecto a F si

/gdu:/fdu, paratodo F' € Fy N Fy.
F F

Teorema 2.6 (Unicidad de la esperanza condicional [I8]). Suponga-
mos que f € L°(S;X) es o-integrable respecto a F. Si g € L°(S;X) y
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g € L°(S; X) son esperanzas condicionales de f respecto a JF, entones g = §
en casi todo punto.

En ese caso, se nota E(f|F) a la esperanza condicional de f respecto a F.

Definicién 2.7. (i) Una familia de sub-o-dlgebras (F,)ne; de A se dice
una filtracion en (S, A, u) si F,, C F, siempre que m,n € I y m < n.

La filtracién se dice o-finita si p es o-finita en cada F,.

(i) Una familia de funciones (f,)ner en L°(S; X) es adaptada a la filtra-
cion (F,)ner st fn € LO(S, F,; X) para todo n € I.

(iii) Una familia de funciones (f,)ner en L°(S; X) se dice una martingala
respecto a una filtracién o-finita (F,).er si es adaptada a (Fp)ner, ¥
para todo par de indices m < n la funcion f, es o-integrable sobre F,,

y satisface

E(falFm) = fm-

Definicién 2.8 (Propiedad y espacios UMD). Se dice que un espacio
de Banach X tiene la propiedad de diferencia incondicional de martingalas
(propiedad UMD) si para todo p € (1,00) existe una constante finita § > 0
(que depende solo de p y X)) tal que vale lo siguiente. Siempre que (S, A, u)
es un espacio de medida o-finita , (F,)Y_; es una filtracién o-finita, y (f,)Y_,
una martingala finita en LP(S; X), entonces para todo conjunto de escalares

(e,)N_, con |g,| = 1 se tiene que

<p

LP(S;X)

N
> endf
n=1

donde dfn = fn - fn+1'
Si esta condicién se cumple, entonces decimos que X tiene la propiedad UMD.

N
> dfn
n=1

LP(S;X)
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2.2. Multiplicadores de Fourier y de Schur

Definicién 2.9. Dado m € L>(R,B(X,Y)) definimos su multiplicador de

Fourier asociado como

~ ~

T, : L'(RY: X) — LY(R%:Y) (2.1)
7 > (m]). (2.2)

La funcién m se llama el multiplicador o simbolo del operador T,,.

Para ver que esta definicién tiene sentido, es suficiente observar que la
multiplicacién punto a punto g + mg con m € L*®(R? B(X,Y)) manda
elementos de L'(R?, X) en elementos de L'(R% Y).

La funcién 75, f (Deﬁnicién con f € E/I(Rd; X)ym e L®(R,B(X,Y))
es continua y esta dada explicitamente por la integral de Bochner ([I8], Chap-
ter 1))

Tof(z) = [ m(€)f(&)e*™ " de.

R4
Ademas, T, esta acotado como operador de E(Rd; X) en E(Rd; Y). Esto
se sigue de la siguiente factorizacién
T, : D(R% X) & LYRY, X) & YR, Y) —— LI(R%Y).

Teorema 2.10. [18, p. 411] Sea X un espacio UMD complejo y p € (1,00).
Entonces las potencias imaginarias mg(€) = €], con s € R son multiplica-
dores de Fourier para LP(R; X) y

”Tms

BLrrx) < Cpux(1+]s]).

Teorema 2.11. [1§] Sea m € C(R\{0}) con m(0) = 0 y (er)rez una fa-
milia de proyecciones mutuamente ortogonales en H (el espacio de Hilbert
subyacente). Si T,, € B(L*(R,8?)) entonces

M x = Z m(j — k)exre; = TLangO Z m(j — k)epxe;

k,]GZ k?JGAn
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converge en 8P para cada x € S, N,, /7 con A, finito y

M5l gsey < 21 Tmllgzems0)

Demostracion. Si A, es una sucesion de conjuntos finitos y A,, /* Z entonces
Ty = Z,W.GA” exre; — x en SP pues si h € H es claro que Y, .\ exh — h
en H, y de esto se sigue facilmente que x, — x en &SP para x de rango
finito escribiendo su desarrollo en término de tensores elementales. Como los
operadores de rango finito son densos en S? se tiene la convergencia para un
x € 8P arbitrario por aproximacion. Luego es suficiente probar el teorema

para x, en vez de para x. Observamos que

M x, = Z m(j — k)epxe;

k,jEAn

forma una sucesién de Cauchy en SP y podemos definir M x como su limite,
el cudl es facil ver que es independiente de la aproximacion A, que se use.
En lo que sigue, vamos a considerar solo estas sumas finitas y vamos a dejar
de escribir en subindice n para simplificar la escritura.

La idea ahora esta en pre y post componer M¢ x con operadores de la forma
Up 1= ZkeA e?™kte,  pues la aplicacion z — wzu_, es una isometria en SP .

Entonces
||M51xH3p = ||ut<M§1x)u*t”8P

= Z m(j — k)e*™ UMl e, VteR
k.j Sp

— Z m(0>627ri9tx6

fcA:=A—A\{0}

Sp

con xp := » kje exre; y la convergencia de las sumas es trivial pues A es
1—k=0
finito. Ahora, si repetimos la cuenta anterior con m = 1 se tiene

2]l s = {[zo + > >y Vt € R,
[JSAN Sp
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donde x se define igual que los otros xy, poniendo 6 = 0.

Tomemos una funcién auxiliar ¢ € L?(R) de norma uno. Entonces

|ME |2, = / 10222 < |o(et)|? de

-

Si en ([2.3)) reemplazamos m(f) por el operador multiplicador de Fourier T,

2

edt (2.3)
Sp

> m(0)e*™ " zy(<t)

PeA

la expresion resulta acotada por

2
/ > T (ts @ agp(et)) || edt
R [ZSVAN Sp
< HTmHé(LQ(R,sp))/ ZG%MJC o(et)|| edt
R loea
2 T
= ||Tm||B(L2(R7‘S‘p))/ Z 2mibty, oll lo( Et)| edt
R |loea

2 2 2
< HTm”B(LQ(R,SP))/R(HxHSP+on”g) elo(et)|dt

2 2
< HTm”B(LQ(]R,SP)) 2? s -

Ahora falta estimar el error de reemplazar m(6) por T,,:

(.

1/2

edt

> (m(0) = Ta)(t = ™ ag(et)

(JSTAN SP

) 1/2
<Z( / |(m(0) = Tt = ()] edt) ol

0eA
) 1/2
m<§>>q3(5;9) %> follss- (24)

donde en el ultimo paso, luego de extraer la componente zy de la norma

[STAN

usamos el teorema de Plancharel para funciones en L? con valores escalares.

32



Ahora con el cambio de variables n = % tenemos que

J

Como m es continua en A = (A — A)\{0} se tiene que

2

d(n)| dn

%~ [ i) = m(o + e

(m(6) — m(€)) (£ 0 )

3

m(6) =m0 +=n) — 0%

[m(60) —m(0 +en)| < (2]mll,.)*

y por convergencia mayorada se tiene que la integral converge a 0 pues gg €
L*(R).

Luego para terminar de ver que el error de estimar m por T, tiende a cero
solo hay que observar que la suma en (2.4)) es finita y cada ||zg|/% es finito

para cada 6. ]

Como corolario del teorema anterior y del Teorema [2.10] usando el hecho

de que S” es un espacio UMD para p € (1,00)[18, p. 422] se tiene que

Corolario 2.12 ([18]). Si e = (ex)rez €s como en el Teorema anterior y

my(€) = €] s € R entonces HMﬁLS”B(Sp) < (1 +1s]).

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente lema que va a ser de

utilidad en la proxima seccion

Lema 2.13. Sixz € SP y si

vo= Y (f(G) = (k) "exze;,  s€R

k<j

entonces, para cada 1 < p < oo, existe una constante ¢, > 0 tal que
sl < ep(1+Ish =],
donde f : 7 — 7 es una funcion no-decreciente con valores en los enteros.
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Demostracion. La aplicacién x — x4 puede factorizarse como

v > mo(f() = f(R))erze; L g = > ma(f(5) = f(k))erwe;

k,jE€Z k<j

Luego, como en ([1.41)) vimos que T estaba acotada en SP basta ver que

vale la cota para

v Y mg(f(G) = f(R))erre; = > (f(5) = f(k)) epe;. (2.5)

k,jeZ kjEZ

Pero

D (fG) = fR) Sepwe; = D m(B — a)erimmeris)

k,jEZ a,Bef(Z)

Luego la aplicacion ([2.5]) coincide con My, con e = (€4)acy(z) Para el cual

vale la cota por el teorema anterior. O

2.3. Multiplicadores de Schur de diferencias
divididas
Sea H un espacio de Hilbert separable equipado con la traza usual de
operadores en B(H). Sea {e, }nez C B(H) una sucesion que cumple
1. e es una proyecciéon ortogonal para todo k € Z.
2. exe; =0sik #j.
3. D ez exh = h para todo h € H.

Para un conjunto con estas propiedades tenemos que ademas si x € B(H)

E errej = T.

k,jEZ

entonces

Definicién 2.14. Sea jt = (jy ;)i jez una matriz (infinita) de elementos de H

y {ek ;} el sistema usual de matrices que corresponden al sistema ortonormal
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{ek}rez en H. Definimos en el espacio de matrices infinitas con entradas en
H el multiplicador de Schur asociado a p, dado por multiplicar a izquierda

por u, es decir
Tyiw =) Qujer;— Y i en,.
k.j k.j

Observacién 2.15. Para la proxima seccion va a ser conveniente pensar que

el operador T, puede reescribirse como

Tp= e ®e¢
k:7j

donde e;, ® e; esta dado por (e, ® e;j)x = ejze;.

Sea f : R — C una funcién Lipschitz, es decir, existe una constante posi-
tiva M tal que |f(z) — f(y)| < M |x — y| para todo par x,y € R. Llamamos
| f[l1ip1 @ la menor de dichas constantes siendo || f||,;,, = 0o si f no es Lips-
chitz.

En esta seccion vamos a estudiar el siguiente operador definido para una

funcién f Lipschitz

fB)—f(5) : :
E =2 sik
Tx = ¢kjekx€j donde ¢k’] = { k—j 1 ?é J

0 (26)
e 0, sik=7

En esta seccidn, el conjunto {e,}, la funcién f, el operador T estan fijos y si

xr estd en SP notamos Trj 1= epxe;.

El siguiente resultado de Potapov, D. y Sukochev, F. en [28] es una de
las piezas fundamental de esta tesis. En el, probamos que el multiplicador
de Schur asociado a las diferencias divididas {¢y;} estd acotado en S” para
cada 1 < p < oo.

Este teorema va a ser de suma importancia en el Capitulo 4, a la hora de pro-
bar que la generalizacién continua del multiplicador de Schur (que llamare-

mos operadores de integral doble), tambien estd acotado en SP si 1 < p < oc.
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Teorema 2.16. Si || f|,,,, <1, entonces el operator T' estd acotado en SP

para todo 1 < p < o0.

Demostracion.

Sin perdida de generalidad, supongamos que f(0) =0y f : R — R. Sean
reSPeye Slconl<pg<ooyl/p+1/q=1.Para ver que el operador
T esta acotado, por el Lema basta ver que

tr(yTz)] < e llll, llyll, (2.7)

para cierta constante ¢, > 0.

Ahora, si x =}, ., epre; entonces

Tx = E Oaulr (E ekxek> ej = E Orjerre;.
Ap k.j k.j

Siy =), esye se tiene que, por un lado

tr(yTx) = ( (Z esyet> (Z gbkjekxej> )

=1tr (Z Z ¢kj€jy€t€k$ej>
st k,j
- Z Z Ok tresyerese;)

s,t kg

=D > dwtr(yerewese,)

st kg

= Z br; tr(yexerzeje;)

k,j

=tr (Z Orj €jyer ek:)sej>

k,j

=tr (Z Orj €jyer ekxej> + tr <Z Orjejyer ekxej) ,

k<j k>j
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es decir,

tr(yTz) = tr (Z Drj €;Y€; eker) + tr (Z brj ejyer ekxej> . (2.8)

k<j k>j

Por otro lado, si

Ty = E erTe; T; = g esTe;

k<j s>t
Ys = E CrYe; Ui = E €sYet
k<j s>t

(si pensamos a x como matriz, seria truncar en la parte triangular superior

de = y la parte triangular inferior de x) tenemos que

tr(g;Txs) = tr ((Z esyet> (Z gbkjekxej> )

=D oy tlejyecerze;))

s>t k<j

= bk tr(ejyer exed)

k<j

=tr (Z Orj ejyer ekxej>

k<j
y analogamente,
tr(gsTx;) = tr (Z brj ejyer ekxej>
k>

y por lo tanto juntando esto tdltimo con (2.8) tenemos que
tr(yTx) = tr(5;T%s) + tr(gsTT;). (2.9)

Por el Lema [1.41] el operador truncar esta acotado en la clase SP para cada
1 < p < o0 y entonces, si la desigualdad ([2.7)) vale para Z triangular superior
e ¢ triangular inferior, se tiene que por (2.9) el resultado vala probado para
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x € SP e y € §7 cualesquiera.

Supongamos entonces que x € SP es triagular superior (respecto a la
sucesion {eg}brez ) y que y € S7 es triangular superior (respecto a la sucesion
{ex}thez). Luego

Ty = Z Orjerre; = Z Orjerre;.

kjeZ k<j

Tenemos entonces que

tr(yTx) = tr <y Z gbkjekmej) = Z Dk tr(yeixe?)

k<j k<j

= Z orj tr(ejyererre;)

k<j

= Z tr(YjndriThj)

k<j

y por lo tanto
tr(yT'r) = Z tr(YrPr;Trs) (2.10)

k<j

Veamos ahora que podemos asumir que f toma valores enteros en los enteros.

Llamemos a; = f(k) — f(k — 1), luego, si k < j tenemos que

Orj = Jh) = f( Z .

ke — J k<m<]

entonces

tr(yTz) = Ztr YjkPkjThj) :—Ztr YjkThj) Z Am

k<j k<j k<m<j

_ tr(Yntn;)
(s )

mez k<m<j

Ahora, como [|f|;;,, < 1 tenemos que [{am}mezll,, < 1y por lo tan-
to basta ver que vale (2.7) para cualquier sucesién {a;,}mez € (> con

I{am }mezll, < 1. Para esto, alcanza verlo para a,, € {—1,0,1} con lo cual
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se tiene que para todo k € Z

Fk) = fR)—FO) = ¥ ane

1<m<k

Ademads de todo esto, podemos suponer que f es no-decreciente (si no fuese
asi, tomamos la funcién fi(t) = f(t) +t). Entonces, supongamos a partir de

ahora que f toma valores entores en los puntos enteros, es no-decreciente, y
k)= f(j)<2(k—j) paraj<k jkeZ

y por lo tanto 0 < ¢; < 2 para todo j < k con j,k € Z.
De acuerdo al Lema [2.20, tenemos que

o= [ A6 = RN G =R s parak<i (211)
donde g : R — C satisface que

/ |s|"|g(s)|ds < oo paran >0 (2.12)
R

Con esto, reemplazando la expresion (2.11)) en (2.10) tenemos que

tr(yTz) = Z tr (Y PrjTr;)

- (e ([ 9207) = 10~ 07
- [0 ([Z(f(j) - f(k))“yjk] [Z.U - k)]) s,

- / 9(5) tr(ys) (2.13)

donde

v = > (G = RSy, v we=> (= k) ay

k<j k<j
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y por Lema se tiene que
s, < eo(E+IsDllzll, gy llyslly < e+ 1s) llyll, -

Luego, juntando esto con (2.13)) y usando ([1.20)) y el Lema se tiene que

[tr(yT'z)] S/R\Q(S)Htr(ysxs)\ S/RIQ(S)IH%HPHyqu

< C |, I, / (1+ |s1)? g(s)] ds
S CP H‘/EHp ||y||q

para cierta constante ¢, que depende solo de p. O]

Observacién 2.17. El operador T" definido en ([2.6) también puede definirse
respecto a dos familias de proyecciones. Si {ej }rez v {f; }rez son dos familias

de proyecciones ortogonales, entonces
Tz = Z Oriert f; (2.14)

k,jEZ

donde ¢y; se define como en ([2.6).
Para ver que T esta acotado en SP, observemos que este operador es de la

forma ([2.6]) si consideramos la familia de proyecciones ortogonales

{e; ®@en + f; ®exntjez
en el producto tensorial de algebras de von Neumann B(H) ® My, donde My

es el dlgebra de matrices de 2 x 2.

Si bien el Teorema estd enunciado para B(H), este resultado puede
extenderse al contexto de un algebra de von Neumann semifinita (M, 1) y

los espacios no-conmutativos LP(M, )(ver [28, Theorem 2]).
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2.4. Funciones Lipschitz de operadores: caso

compacto

Con la las ideas usadas para demostrar el teorema anterior, estamos en
condiciones de probar el resultado de Potapov y Sukochev para funciones
Lipschitz operador para el caso donde los operadores que se tienen en cuenta

son compactos.

Teorema 2.18 (Potapov-Sukochev). Sean a,b operadores compactos y au-
toadjuntos en un espacio de Hilbert separable H y f : R — R es una funcion

Lipschitz. Entonces

1f(a) = FO)llsp < cpl[fllLiy la =Dllsp, 1 <p<o0

La demostracién de este teorema utiliza la siguiente proposicion

Proposicion 2.19. Sean u y v operadores compactos y autoadjuntos, y

f R — R una funcion Lipschitz. Entonces

I (), vlllsp < ep 1 F 1l Lipr 1w o)l

Demostracion. Como u es compacto y autoadjunto, podemos considerar su
descomposicién canénica de la forma u = >~ A\yej, donde {ey}), proyeccio-

nes ortogonales de rango 1. Como f(u) = > ;o f(M)ex e I =D 7o ek se

tiene que
[f(u),v] = Z f(Ak)ew Z ve; — Z % Z F(A))e;
k=1 j=1 k=1 j=1
=D _(f() = f(A))exve;,
k.j

y de manera similar tenemos que [u, v] = > 3" (A, — Aj)epve;.

Ahora observemos que [f(u),v] = Ty, ([u, v]) donde Ty, () es el multiplicador
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de Schur definido por
Ty, v = Z(bf(k,j)ekxej
oy

donde ¢ es la funcion definida en (2.6]). Luego, se tiene que

T([u,v]) = Z W(ek <Z<>‘S - /\t)esvet> e;
k#j J

s,t

=D f(/\/l\ci = i—jAj) (A = Aj)exve;

=D (Fw) = fF(N))erve; = [f (u), v].

Lo tnico que queda es ver que el operador Ty, esta acotado en SP. La
prueba es casi identica a la del Teorema y los detalles pueden encontrarse
en [I8 Proposition 5.4.8]

]

Demostracion (del Teorema [2.18). Consideremos los operadores

G )

en H x H. Entonces

o = H ( o o )

— ol/p | f(a) — f(b)HSP(H)

SP(HxH)

donde usamos la siguiente identidad

ol/p

||‘§||$P(H><H) - Isllse

o
Il
N
» (@n)
O W
\/
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pues cada valor singular A\, = Ai(s) aparece dos veces en la descomposicién

en valores singulares de § (ver [I§]), y por lo tanto

1/p

00 1/p 0
H§||$P(H><H) = (Z /\k(g)p) = (22 /\k(s)p) =277 sl s»
k=1 k=1

De manera similar, tenemos que ||[u, v]||s, = 27 [la — b| 5. O

2.5. Algunos lemas

Terminamos con dos lemas que son independientes del contenido de este
capitulo pero que van a ser de utilidad mas adelante para acotar la norma

de cierto operador.

Lema 2.20. Fuxiste una funcion g : R — C tal que

/ s lg(s)|ds < 00, >0,
R

y para cada par A\, >0 con 0 < \/pu < 2 se tiene

A :/g(s))\is,u_isds.
H R

Demostracion. Sea f una funcién C'* con las siguientes propiedades:
(i) f=0;
(il) f(t)=0,sit>1+log2;

(iii) f(t) =€, sit <log?2.

Una funcién f con estas condiciones cumple que ella y todas sus derivadas

son funciones en L2, es decir,

59, < o0, 20
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Si ahora definimos g(s) := f(s), entonces se tiene que

f”+1||L2} <oo, n>0.

)

[ 158 )] ds < comief 12
R
Mas atn, via la inversa de la transformada de Fourier tenemos que
el = / g(s)eds, t <log?2
R
y reemplazando t = log A/u se tiene la relacién que se buscaba. O]
Lema 2.21. Sea dv un medida finita en los borelianos de R? y ¢ : R? — C

una funcién integrable en (R% dv). Si G, es la familia de funciones gaussia-

nas dilatadas dadas por

Go(t) = nG(nt), G(t) = ﬁetzﬂ, FER n=12. ...
T
Y St
5, 000) = [ Guls)oN = s s)ds.
R

entonces

lim / b — 6| dv = 0. (2.15)

n—oo R2

Demostracién. Como la clase de funciones uniformemente continuas en R?
es densa respecto de la norma en L'(R?, dv), podemos asumir que ¢ es uni-

formemente continua en R%. Veamos que
1im |6, — ¢ll,. =0,

lo cual, como dv es finita, implica ([2.15)).

Observemos primero que

/Gn(s)ds:l, n=12....
R
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En consecuencia, tenemos que

Cbn()‘v:u) - gb()‘mu) = /

R

= / D, (A, 1, s)ds,
R

Gu(s)0(A — 5,11 = 5)ds = o(A 1) [ Gos)ds

R

donde
(I)n(A’Mv S) = Gn(8)<¢<>\ — S KU S) - ¢<>‘7 M))

Fijemos € > 0. Como ¢ es uniformemente continua, existe § > 0 tal que

sup |p(A —s,u—s) — oA\ )| <e, sils| <o.

A UER

Usando este 6 > 0, tenemos que

On(A, 1) = (A, 1) = wolA, 1) + weo(A, 1),

donde

wo\ 1) = /| MOy o) = | etumsas
s|< S

>6

Acotemos cada término por separado. Para wp, usando la continuidad uni-

forme de de ¢ se tiene

M i wo(M, )] < / Go(s) sup [6(A — 5,11 — 5) — G(A, )] ds

|s|<d ApeR

< 5/ Gn(s)ds < e.
R

Por otro lado, para ws, tenemos

sup Jwmo(A, )] < 2 / |, Culs) s [60 s =20l [ Guls)ds

A uER AHER |s|>d
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Ahora observemos que, fijado ¢, se tiene que

lim Gn(s)ds =0,

con lo cual existe N tal que para todo n > N,

Sup |weo(\, )| < e.
A n€ER

Combinando las estimaciones para wy y ws, tenemos que para todo € > 0,

existe N, tal que, sin > N,,

[6n = @lloe < llwolloe + llwoolloe < 2¢

con lo cual el lema esté probado. O
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Capitulo 3
Medidas espectrales

En este capitulo definimos la nocion de medida espectral. Establecemos
sus propiedades basicas y construimos, a partir de dos medidas espectrales
que conmutan, la medida espectral producto. Luego, introducimos la nocién
de integral de una funcion respecto a una medida espectral y enunciamos el
teorema espectral para operadores autoadjuntos no necesariamente acotados.
Un desarrollo sistemético de esto puede encontrarse en [4].

Para terminar, establecemos algunas propiedades que relacionan la medida
espectral de un operador autoadjunto. Estos resultados van a ser ttiles en el

siguiente capitulo y pueden encotrarse en [9].

3.1. Medidas espectrales

Sea (Y, A) un espacio de medida, H un espacio de Hilbert separable y
P =P(H) el conjunto de las proyecciones ortogonales en H.

Supongamos que E : A — P es una funciéon que satisface

1. o-aditividad: Si {6,} es un conjunto finito de conjuntos disjuntos con
0, € Ay d =1, 9, entonces E(6) = ) FE(d,) donde la convergencia

de la serie es en la topologia SOT.

2. completitud: E(Y) = 1.
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Entonces E se llama una medida espectral en H y (Y, A, H, E) se dice un

espacio de medida espectral.

Teorema 3.1. Si E es una medida espectral en H entonces

Demostracion. Si §; N Jy = @ entonces E(d1) + E(d2) = E(d1 U dy) con lo
cual E(d;) + E(J2) es una proyeccién y por lo tanto E(d;)FE(d2) = 0.

Si §; Ny # @ consideremos dy = §; N Jy y 6° = §;\dp para i = 1,2.
Entonces

B(5;) = B(§ U &) = B(5') + E(%)

y esto, junto con el hecho de que F toma valores en las proyecciones ortogo-

nales de H se tiene que

B(3)E(%) = (E(8") + B(30))(E(6?) + E(%))
— E(61)E(6) + B(5")E(6) + E(8) E(5%) + E(80)E(6s) = E(%).
O

Como consecuencia de la o-aditividad de una medida espectral tenemos

el siguiente resultado

Teorema 3.2. [/, pp. 124] Sea (Y, E) un espacio de medida espectral y {0, }

coleccion de conjuntos medibles en en'Y
1. Si{0,} /UJdn entonces s — lim,, E(6,) = E(J )

2. Si{0n} \([)0n entonces s — lim,, £(5,,) = E([)0n)

donde ambos limites son en la topologia fuerte de operadores (SOT).

Toda medida espectral genera una familia de medidas escalares definidas
en A. Para cada f € H se define

11;(8) = (EG)f, f) = |E@) f|” -
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Por la o-aditividad de E tenemos que si {J,,} es una familia de conjuntos

medibles disjuntos dos a dos entonces

2

ns(Jon) = [EJs || = (Z E@)) f

=S NEGCHAP = 1s(6,)

= Z E((Sn)f

con lo cual tenemos que fiy es una medida o-aditiva para todo f € H y
2
pr(Y) = [LFI

3.2. Extension de medidas espectrales: medi-

das producto

Sea A° un algebra de subconjuntos de un conjunto Yy E°: A° — P(H)
una funcién aditiva, es decir, que para subconjuntos disjuntos d;,--- ,d, de

A se tiene que
E°((Jor) =D E°(6n).
k=1 k=1

Supongamos ademds que E°(Y) = I, entonces el Teorema sigue valiendo
para E° (en la demostracién sélo se usa la aditividad de la medida).
Dado f € H consideremos la funcién con valores escalares u} en A° definida

CcOo1mo

py = (E°(0)f. f), €A

Lema 3.3. Sea E° una funcion aditiva definida en un dlgebra A° de sub-
conjuntos de Y con valores en las proyecciones ortogonales de un espacio de
Hilbert H. Si para todo f € H la funcidn p$ es o-aditiva en A° entonces E°

también lo es.

Demostracion. Sea {0, }nen una familia de conjuntos en A° disjuntos dos a
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dosy 6 =, 0, € A°. Entonces

(E°(O)f, f) = p3(0) =Y _uj(6,) = > _(B°(O)f.f), VfeH

Usando polarizaciéon podemos obener la igualdad anterior para la forma ses-

quilineal

(E°(0)f.9) = > (E°f,9) VfgeH

n

con lo cual

E°(0) =wo— Y E°(5,)

donde la convergencia de la serie es en la topologia debil de operadores
(WOT) y como Zfzv E°(4,) es un proyector para todo N € N se tiene que la
serie converge SOT (ver [4, Teorema 2.8.8])

]

Lema 3.4. Sea E° una funcion aditiva con valores en las proyecciones defi-
nida en un dlgebra A y superiormente semi-continua en <.

Entonces E° es o-aditiva.

Demostracion. Sean 6,6 como en el lema anterior. Definimos

Ap=Jo=0\{JoneN

k>n k<n

Se tiene que A, € A%y |, A, = @. Luego
E°(A,) = E°(0) —;E (d5) == 0

con lo cual > ;| E°(d) “or E°(6). .

Sea E° una funcién o-aditiva con valores en las proyecciones ortogonales
de un espacio de Hilbert H , definida en un algebra A° de subconjuntos de

un conjunto y E°(Y) = 1.
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Veamos que E° puede extenderse a una o-algebra, es decir, E° se puede
extender a una medida espectral. Para f € H consideremos la medida sy

como la extension de la medida o-aditiva con valores escalares p5.

Primero, extenderemos E° al conjunto A" de uniones numerables de ele-

mentos de A° de la siguiente forma, si w € A’ entonces :
E'(w) := so — Z E°(6,)
n
con

w = U On, 0p € A° disjuntos dos a dos. (3.2)
Entonces
(E'(w)f, ) = > p3(6) = py(w)  VfeH

con lo cual (3.2)) no depende de la eleccién de los 6,.
Siw',w" € A" conw' =, 6, y w =, ) son descomposiciones disjuntas

de w' y w” (ie. 0, N6, =@ si k#nylomismo para los d) entonces

w’ﬂw":U(XLﬂ(Sg
n,k

es una descomposicién disjunta de w’ Nw” y se tiene que

E'(w nuw’”) =Y E°(5,N6) =Y E°(8,)E°(6)) = E(uw')E(w")

n,k

donde la convergencia de las series es en la topologia SOT.
La igualdad anterior se extiende a intersecciones finitas de elementos de A’

y para 6 C Y arbitrario definimos la medida exterior () como
E(6) = inf{E'(w):6 Cwwe A} (3.3)

donde el infimo de una familia de proyecciones { P, },, que conmutan dos a dos

se define como la proyeccién ortogonal sobre Hy = (] P,(H) (ver Definicién
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y [] §2.8 Sub-§ 4) y como el conjunto de proyecciones en el lado derecho
de (3.3)) es cerrado por multiplicacién se tiene que

A

(Ef, ) = 1s(9) VoCYVfeH [4, Teorema 2.8.9]. (3.4)
Denotamos por A(E°) al conjunto de los § C Y tal que
E@®)+E(Y\6)=1. (3.5)

Para la medida p$ denotamos A(f) a la o-algebra A(u5) de los conjuntos

medibles respecto a jiy.

Teorema 3.5. El conjunto A(E°) es una o-dlgebra que contiene a A° y

admite la siguiente descripcion

AE?) = () AW). (3.6)

feH
La restriccion de E a A(E®) es una medida espectral E que extiende a E°.

La medida espectral E contruida en (3.5)) se la suele llamar la eztension

estindar de E°. Ademas de FE, consideremos su restriccion a la o-algebra

o
min

mas chica A° . que contiene a A°. Se tiene el siguiente resultado sobre la

(0]
min

o-dlgebra A

Teorema 3.6. 1. Para todo § € A(E®) existe A € AS . tal que § C A y
E(A\J) = 0.

2. Si E es una medida espectral que extiende E° a una o-dlgebra A,

entonces E = E en A°

min*

Consideremos ahora un espacio de medida Y, el cual ademés tiene una
métrica (o topologia) consistente con la estructura de espacio de medida.
Sea Y un espacio métrico completo y A = AB5(Y) la o-algebra de los bore-
lianos de Y y sea (Y, A, H, FE) espacio de medida espectral. En este caso E

se dice medida espectral boreliana.

52



Para todo f € H la medida escalar ;i es una medida boreliana finita y

entonces
pr(0) =sup{us(K): K C d,K compacto en Y} Vo € A (3.7)

Toda funcién aditiva en A que satisfaga (3.7]) es automaticamente o-aditiva.

Teorema 3.7. Sean Y un espacio métrico completo y separable, A° C AB(Y)
un dlgebra. Sea E° : A° — P(H) aditiva y supongamos que para todo A € A°
yfeH

pi(A) = sup{pj(w) : w C A, w € A°, w compacto en Y'}. (3.8)
Entonces E° es o-aditiva.

Demostracion. Por el Lema basta ver que p$ es o-aditiva Vf € H lo cual

se sigue facilmente por como esta definida. ]

3.2.1. Producto de medidas espectrales

Sean Y7, Ys espacios métricos completos; Fy, Fs medidas espectrales bo-
relianas definidas en Y; y en Y; respectivamente actuando sobre el mismo
espacio de Hilbert H. Supongamos ademas, que F; Y FE, conmutan, es de-
cir, que las proyecciones E;(8) y Fy(d) conmutan para todo § € AB(Y}) y
0 € AB(Ys).

Sea Y =Y; x Y5 con una métrica que genere la topologia producto en Y.

Teorema 3.8. Bajo las hipotesis anteriores existe una unica medida espectral

boreliana E en Y tal que

E(0 x Y3) = E1(0) Vo € AB(1)) (3.9)
E(Yy x 0) = E,5(0) Vo € AB(Y;). (3.10)

A FE se la llama la medida producto de E; con Es.
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Demostracion. Sean AZ el conjunto de los rectangulos medibles A C Y de

la forma

A=5x0 s AP1),0e AB(YL).

Para A € A2 definimos
E°(A) = E°(d x 0) = E1(0)E5(0) € P(H)

que resulta una proyeccion pues E; y E, conmutan.

Claramente E°(Y) = Ey(Y1)Es(Ys) = I y es facil ver que E° es aditiva en
A

Sea A° la coleccion de uniones finitas de conjuntos de A2. Claramente A° es
un algebra (A2 no lo es).

La menor o-algebra que contiene a A° es A5(Y).

Ahora extendamos E° a A5(Y). Como E° es aditiva en A° se puede extender
a A° por aditividad. Veamos ahora que la funcion E° en A° satisface las
hipétesis del Teorema

Sea f € H, basta ver que vale para las rectangulos medibles A = § x 0.
Sea ugf)(-) = (E;(\)f,f), i=1,2. Como E es boreliana, por se tiene
que para todo € > 0 existen compactos ¢’ C 0 y &' C 0 tal que

,ugcl)(é\dl) <e y u?(a\é') <e. (3.11)

El conjunto A" = § x & es compacto en Y, A’ € A° y A’ C A. Juntando
esto con (3.11)) se tiene que
A\A" = [0 x (0 x d)U[(6\d) x

E°(A\A") = E1(6)E2(0\0') + E1(0\d) Ea(d').
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Con esto tenemos que

p(ANA") = (E°f, f)
= (E1(0)E2(N\D) f. f) + (E1(0\) (D) f, f)
= || E1(8) Bs(\D) [ I” + | B (0\0') B (D) |
H NVFI” + 1B (\&") f1°
(8\8’) + ,u ((5\5’) < 2e.

IA

Luego estd probado, y por el Teorema E° es o-aditiva y AP es
un algebra. Ademas, por el Teorema existe una extensién de E° a una
medida espectral E en la o-algebra A°(E°) D AB(Y) = A%,
La unicidad de la medida E se sigue de que (6 x Yo) N (Y x0) = xdy
entonces las igualdades y determinan univocamente a E en A2
y por lo tanto en A°. Por el Teorema 3.0, E estd univocamente determinada
en A5, = AB(Y). O

min

3.3. Integral respecto a una medida espectral

Sea (Y, A, H, E) un espacio de medida espectral. Denotamos por L. (Y, E)
al conjunto de funciones E-acotadas y E-medibles en Y con valores en los
complejos, identificando las iguales E-ctp. Se tiene que Lo (Y, E) es un alge-
bra de Banach con involucion y unidad.

Vamos ahora a definir que significa integrar una funcién acotada respecto a
una medida espectral que toma valores en las proyecciones ortogonales de un
espacio de Hilbert separable H.

En [12, Capitulo X.1] se puede encontrar una definiciéon de integral espectral
que abarca medidas espectrales con valores en operadores acotados en espa-
cios de Banach y las demostraciones de muchos de los resultados no difieren
mucho de los de este capitulo. Este enfoque es muy similar al que adoptaron
Birman y Solomjak en [4, Capitulo 5] restringiéndose al caso de medidas es-
pectrales con valores en proyecciones ortogonales en un espacio de Hilbert.

En [9] podemos encontrar una generalizacién del concepto de integral respec-
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to a una medida espectral al caso de integrar respecto a funciones finitamen-
te aditivas con valores en los operadores acotados de un espacio de Banach.
Alli el concepto de que una funcién medible sea integrable requiere un poco
mas de trabajo y exceden las utilidades que se le va a dar a esta integral en

el proximo capitulo.

3.3.1. Definiciones y propiedades basicas

Notamos Sim(.A) al conjunto de las funciones simples en Y y E-medibles.
Se tiene que Sim(.A) es una subdlgebra densa de L. (Y, E). Para cada
© = 1_; ceXs, donde {d;} es una particién de Y en subconjuntos disjuntos
y medibles definimos la integral de ¢ respecto a E como el operador T, dado

por

T, = /Y pdE =Y " cp () (3.12)

La definicién (3.12)) no depende de la escritura de ¢ como combinacién
lineal de funciones simples. Esto se sigue de la aditividad de la medida es-

pectral.

Observaciéon 3.9. Como consecuencia de la definicion de integral espectral

para funciones simples se tienen las siguientes propiedades para ¢ € Sim(.A)
y f,g € H (ver [4]).

Ta<p+bw = CLTQP + bTw
TW = TwTdJ = TwTw

(T,)" =T (3.13)
T =1 (3.14)
(T,f.g) = /Y SN (EN, 9)
1T = el

y resulta que la aplicacién ¢ +— T, es un morfismo de algebras.
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De (3.13) podemos ver que se puede extender la definicién de integral
a funciones f € L (Y, F) aproximandlas por funciones simples. Entonces

definimos la integral de f por la ecuaciéon

/Y FOVEQ) = lim /Y on(NAE() (3.15)

para ¢, € Sim(A) tal que ¢, — f en Lo(Y, E).

Las propiedades que valen para las funciones simples se extienden a L., (Y, E)
y resulta que la aplicacién ¢ +— T, es un isomorfismo isométrico del algebra
de Banach L. (Y, E) a una subalgebra conmutativa de B(H )[4, pp. 132].

La integral puede extenderse a funciones ¢ FE-finitas en casi todo punto

y E-medibles en Y aproximando por funciones de L*(Y, F).

Si Y = R tenemos que A®(R) es la o-4lgebra de Borel y la denotamos

Bor(R). Entonces, si E es una medida espectral definida Bor(RR) se tiene que

a:= / AE(N) (3.16)

es un operador autoadjunto en H con dominio

Dom(a) = {f € H : /RSzd[Lf(S) < 0o}

El principal resultado de la teoria espectral es la reciproca del resultado
anterior. Es decir, todo operador autoadjunto a admite una resolucion espec-

tral de la forma (3.16]). Mas precisamente, vale el siguiente teorema espectral

Teorema 3.10 (Teorema espectral para operadores autoadjuntos[4]). Si a
es un operador autoadjunto (posiblemente no acotado) en H. Entonces existe

una unica medida espectral e = e* en H definida en la o-dlgebra Bor(R) tal

a:/)\dea()\) :/)\de‘/(
R R

y para cada funcion ¢ e-medible y e-finita ctp definimos el operador (posible-

que
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mente no acotado)
ola) =T, = [ pie;

mem»=m€ﬂgéquM4MM}

Observacién 3.11. Recordemos que dado un espacio de Hilbert H, en la

Seccién 1.7 definimos una reprentaciéon de B(H) dada por el *-isomorfismo
L:x€B(H)— L, € B(H), C B(S?).

Como aplicacién del teorema espectral, podemos extender esta representacion
a operdores autoadjuntos a : Dom(a) — H densamente definidos. Si e?(-) es
la medida espectral del operador a entonces como L es un *-isomorfismo se
tiene que L(e%(+)) es una medida espectral en B(S?). Luego existe un tinico

operador lineal autoadjunto y densamente definido, al que llamamos L(a),

tal que e“@ () = L(e?()).

Observemos que, como B(H)y, es subalgebra de von Neumann de B(S?), en
L(a)

particular WOT cerrada, se tiene que e toma valores en las proyecciones

de B(H)L

Tenemos el siguiente lema que dice como se comporta el calculo funcional
del operador a respecto del de L, que es consecuencia de la observacién

anterior y del teorema espectral.

Lema 3.12. Si a : Dom(a) — H es un un operador autoadjunto, entonces
f(L(a)) = L(f(a)), para toda funcién f : R — C medible Borel.
En particular tomando como f funciones caracteristicas de R, se deduce que

los proyectores espectrales de L(a) son elementos de B(H),.

3.4. Estimacion de conmutador

Lema 3.13. Sea a : Dom a — H wun operador autoadjunto con medida
espectral e*. Luego existe un sistema de proyecciones mutuamente ortogonales

{pa} con Vapo = 1 tal que para cada o existe una proyeccion ortogonal q,

o8



con 0 < g < po tal que tr(g,) < 0o y
o = \/{R(e"(A)ga : A € BR)}. (3.17)

donde R(e*(0)q.) es la proyeccion ortogonal sobre la clausura de Ran(e*(0)qq).

Demostracion. Sea {p,} un sistema de proyecciones ortogonales disjuntas
dos a dos maximal respecto a la propiedad de que para cada « existe una
proyeccién ¢, de traza finita con 0 < g, < p, tal que vale (3.17)) (existe por

el lema de Zorn). Supongamos que

Po = \/pa <L
Si A, A" € B(R) tenemos que para todo «
e’(A)Ran(e®(A")g,) = Ran(e?(A N A")q,) C Ran(p,),

con lo cual e*(A)Ran(p,) C Ran(p,), es decir, poe®(A) = e (A)pa(A) =
e®(A)p, con lo cual poe®(A) = e*(A)py para todo § € B(R). Como supusimos
que py < 1, existe una proyeccién ortogonal ¢ tal que 0 < ¢ < 1 —py y
tr(q) < oo. Definimos

p= \/{R(ea(Aq) : A e B(R)}.

Se tiene que para todo A € B(R)
e'(A)g = e"(A)(1 = po)g = (1 —po)e’(A)g,

y entonces R(e*(A)q) <1 — po. Luego p <1 — py. Como 0 < g < p entonces
p # 0 contradiciendo la maximalidad del sistema {p,}. Luego V,p, = 1.
O

Definicién 3.14. Una proyeccion ortogonal ¢ en H se dice proyeccion gene-

radora para a si
span{Ran(e*(A)q) : A € B(R)} = H,
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donde span denota el subspacio lineal y cerrado generado.

Lema 3.15. Sea a : Doma — H un operador lineal autoadjunto. Suponga-
mos que a tiene una proyecion generadora q con tr(q) < oo, Entonces para
1 < p < o0 existe una sucesion {p, }men de proyecciones ortogonales tal que

P 21, t5(pm) < 00 Y |apm — pmallsy < 1/m para todo m € N.

Demostracion. Como tl,+/p —— ('|puedo construir una sucesion s; < Sg < - - -
t—o0

de nimeros naturales tal que los nimeros 7, = (2m)2° satisfacen

1 - 1
(Tmto)l_l/p 4m2t0

(3.18)

para todo m = 1,2,..., donde ty = tr(qy). Para m =1,2,... definimos
Ams = —m+ k27" (k=0,1,....7m) (3.19)

V Ak = Mmk—1, Amk)s €mr = €*(Apmi) para k = 1,...,r,. Para m =
1,2,... y k=1,...,r, definimos ¢, = R(enrq) la proyeccién ortogonal
sobre Ran(e,, £qo). Como 0 < @i < €, se tiene que {gnir:k=1,...,7m}

son ortogonales dos a dos. Ademas tr(gm,x) < tr(q) = to para todo m y k.

Definimos i,
Pm = Z qm,k
k=1
para m = 1,2,... . Es claro que tr(p,,) < co. Veamos que p,, < pny1 para
todom. Para k =1,...,r,, sea

]m,k = {l e N: Am-{—l,l - Am,k}

Entonces I, g, N Ipg, =D si ki # ko y Ay = Ulelm,k Ayt1,. Luego

Cm,k = E Em+1,1

lEIm’k

! En [9] se puede encontrar una versién de este Lema para un espacio de Banach
simétrico E de funciones en (0, 00) para el cual pg(t)/t =t 00 0 donde pg(t) := HX(O,t] HE
es la funcién fundamental del espacio F.
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€m,kqo = E €m+1,190,
le[m,k

con lo cual

Ran(en.xqo0) € @ Ran(emn11,90)-

lEImk
Esto muestra que
mp < Z qm+1,1, (k‘: 1,...,7”m).
le]m.k
Entonces
Tm Tm Tm+1
Pm = ZQm,k < Z Z qm+1, < Z gm+1,0 = Pm+1-
k=1 k=1 1€, 1 =1
Veamos ahora que p,, /1. Llamemos V,,, = Ran(p,,). Tenemos que ver que
H= ]V (3.20)
m=1

Param = 1,2,... sea Dy, = { A\ : k= 1,....m} vy D = UX_ Dp,.
Entonces D; C Dy C --- y D es denso en R. Para ver que vale (3.20) basta

ver que

Ran(e*([o, 8))qo) C Vin (3.21)

(G

m=1

para todo «, 5 € D con a < (8 (ver [9, Lemma 6.2]). Dados estos a, € D,
existe m tal que a, 8 € D,,. Entonces [a, 8) = UgerA,, i para cierto I C

{1,...,rm}, y entonces

e“(la, 8))q0 = Z €m,kq0-

kel
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Esto muestra que

Ran(e*([o, 8))q0) C @ Ran(em, xqo0) = @Ran(qm,k).

kel

Como G < Pm, se tiene que Ran(e®([er, £))q0) C Vin, lo que prueba (3.21))
y por lo tanto (3.20)).
Falta ver que |lap., — pmallgy < 1/m para todo m = 1,2,... . Para esto,

observemos que

Tm Tm

Pm = Z dm,k < Zem,k = ea<[_m7m))
k=1

k=1

con lo cual
apy, = ae*([-m,m)) p, €St C 8P

—_—
€B(H) €St

Pm@ = Pm ea([_m7m)) cS'cs
est eB(H)
(donde e®([—m,m))a se interpreta como la clausura del producto algebraico
que coincide con ae®([—m,m))). Entonces ||ap,, — pmal| g, estd bien definido.

Ahora, como ¢ = Gmkemk = €miGmk Y Gmiemi = 0 si l # k tenemos

<Zm em,k) Zm m, = Zm Zm Em,kqm,l

k=1 =1 k=1 1=1
——
Pm

Tm
= Z Em,kqm k
k=1
Tm
= Z dm,k = Pm
k=1
y analogamente
™m
Pm (Z em,k> = Pm-
k=1
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De manera similar resulta que

(Xm: Am,kem,k> Pm = Pn (i /\m,kem,k> .
k=1 k=1

Entonces,
Tm Tm
aPm — Pm@ = a (Z 6m,k> Pm — (Z Am,kem,k> Pm
k=1 k=1
Tm Tm
+ (Z /\m,kem,k> Pm — Pm (Z em,k) a
k=1 k=1
Tm Tm
= {CL (Z em,k) - Z )\m,kem,k} Pm
k=1 k=1
Tm Tm
— DPm {a <Z 6m,k> - Z Am,kem,k}
k=1 k=1
= Wy, — Wy,
donde
Tm T™m
Wm = {CL (Z em7k> - Z )\m,kem,k} .
k=1 k=1
Ahora,

[
B(H)

||wm||3p

Tm Tm
a E Emk | — E )\m,kem,k
k=1

k=1

<277 |[pmllss

(3.22)

donde la ultima desigualdad sale de la definicién de los A, vy de aplicar el

teorema espectral con la funcién f(t) = tx[—mm)(t) = D121 AmiXa,,, (t)-

Como

tr(pm) = Z tr(Qm,k) < 7,mt0>
k=1
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se tiene que por (3.18))

1 1 T'm
HpmHSP = tr(pm) /P < (rmto) /P < Im2

Entonces os )
my,
[wmllse < ng

y usando (3.22) llegamos a
Hapm _pmaHSp < ||wm||sp + ||w;kn||517 < 1/m

con lo cual termina la demostracién del teorema. O

Observacién 3.16. Sea a : Doma — H un opeador autoadjunto con medida
espectral e*. Supongamos que p € B(H) es una proyeccién ortogonal tal que
pe®(A) = e(A)p para todo A € B(R). Sea Hy = Ran(p). Se sigue del
teorema espectral que si & € Dom(a) entonces p§ € Dom(a) y a(pf) =
p(a&) € Hy. Luego tenemos que

Dom(a) = Dom(a) N Hy @ Dom(a) N Hy.

Definimos ag : Dom(a) N Hy — Hy como apé = a para £ € Dom(ag) =
Dom(a) N Hy. Entonces ag es un operador autoadjunto con medida espectral

dada por pet(-)p| .

Lema 3.17. Sea a : Doma — H un operador lineal autoadjunto y1 < p < oo.

Entonces existe un sistema {pg} de proyecciones ortogonales tal que ps /1,

tr(pg) < oo y |laps — paallg, < 1 para todo 3.

Demostracion. Sea {p,} un sistema de proyecciones mutuamente ortogonales
como en el Lema [3.13] Entonces p,(A) = e*(A)p, para todo A € B(R) y
a. Entonces se pueden aplicar las observaciones hechas en . Sea a, la
restriccion de a al subespacio H, = Ran(p, ). Para cada « la proyeccién g, es
generador (respecto al espacio H,). Entonces podemos aplicar el Lema m

a B(H,) = poB(H)ps. Luego, para cada « existe una sucesion {pam oo, de
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proyecciones ortogonales en p,B(H)p, tal que tr(pa.m) < 00, Pam m Pa ¥

Haapa,m - pa,maaugp S -

Como Pam = PamPa = PaPam Y Ao = @GP = Pal tenemos

1

Hapa,m _pa,maHSp S E

para todo ay m. Sea F la coleccién de todos los subconjuntos finitos de {a}.
Para cada '€ Fyn=1,2,... definimos

PFn = Z pa,n—l—\F\

acF

donde |F| denota el nimero de elementos del conjunto F'. Entonces tenemos

que
laprn — pEnallsy < ||aPantirl = Pamiiriallg,
acl
< |F| L <1
- n+|F| —
para todo F' € F yn=1,2,.... Ahora observemos que si n; < ny entonces

Payni+|F| < Pans|F| Para todo a € F, luego prp, < ppn,. Mas atn, si F1, F; €
Fy Fi C F; entonces n+ |Fi| < n+|F| y entonces pon(r| < Pant|F| Para
todo a y todo n. Luego,

Prin = E poz,n+|F1\ S E pa,n+|Fg| S PFyn-
acF acky

Esto muestra que la red

{pﬁ} = {pF,n : (F; TL) e F x N}
es dirigida y creciente.

65



Para todo a y para cada I’ € F tenemos que pon+|r| /'n Pa , ¥ €ntonces

Prn /n Zpa = PF-

acl

Como pr " 1, se sigue que pr, “(rn) 1y por construccién, se tiene que
tr(pr,) < oo para todo (F,n) € F x N. Esto termina con la prueba del

lema. O
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Capitulo 4
Operadores de Integral Doble

La definiciéon de operadores de integral doble fue descripta originalmente
por Birman y Solomjak entre 1966 y 1973 en [5], [6] y [7] para el caso de
operadores en B(H) con H un espacio de Hilbert separable e integrando res-
pecto a un producto de medidas espectrales.

En [12] podemos encontrar una descripcién de la integral espectral respecto
a medidas espectrales o-finitas con valores en los operadores de un espacio
de Banach arbitrario. Mas adelante, en [2I], Kluvanek generaliza este con-
cepto a integrar respecto a funciones multiplicativas y aditivas con valores en
B(X), con X espacio de Banach, definidas primero en un algebra de funcio-
nes simples y luego extendiendo a la clausura respecto a la norma infinito.
En 2002 en [9], De Pagter, Witlev y Sukochev extienden la teoria general de
operadores de integral doble al producto de medidas espectrales finitamente
aditivas definidas en un dlgebra de conjuntos con valores en B(X) (la hipdte-
sis de o- aditividad de la medida espectral ya no es requerida). En particular
se desarrolla la teoria de operadores de integral doble en espacios simétricos
no conmutativos E = E(M, 7) asociados a un algebra de von Neuman semi-
finita (M, 7) en un espacio de Hilbert separable H con 7 una traza normal,
semifinita y fiel.

El caso que nos interesa es cuando E = LP(M,7) con 1 < p < o0, y en
particular, cuando M = B(H) este espacio coincide con la clase de Schatten

SP y es el que vamos a desarrollar con detalle en lo que sigue.
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Los resultados de este capitulo valen para el caso general de los espacios
LP no conmutativos con las mismas demostraciones teniendo cuidado con la
buena definicion de las medidas espectrales que se definen y de la norma en
los espacios LP(M, 7). Una exposicién detallada de estos espacios puede en-
contrarse en [27] y los detalles de las definiciones de las medidas espectrales
y la integral de funciones respecto a estas medidas se encuentran en [9].

En lo que sigue nos vamos a restrigir al caso M = B(H).

4.1. Definiciones basicas

Sean a, b son operadores autoadjuntos (no necesariamente acotados) en
un espacio de Hilbert separable H y E% F° : Bor(R) — P(H) las medidas
espectrales asociadas a a y 0.

Para B € Bor(R) definimos las proyecciones
P“B),Q"(B) : §* — S? (4.1)
como
PYB)r = E“(B)x Q" (B)x=2F"(B) 1¢€&> (4.2)

Se tiene que P Q" : Bor(R) — B(S?) son medidas espectrales o-aditivas
que conmutan pues para todo B € Bor(R) y x € 82 vale que

PYB)Q"(B)x = P*(xF"(B)) = E*(B)xF"(B)
Q"(B)P*(B)x = Q"(B)(E*(B)x) = E*(B)xF"(B).

Luego, como en (3.8) podemos definir la medida espectral producto
P*® Q" : Bor(R?) — B(S?) que cumple P* @ Q°(A x B) = P*(A)P*(B)
para todo rectdngulo medible (ver Capitulo |3| Seccién .

En particular (P* ® Q%z,y*) = tr(yP* ® Qbz) es una medida o- aditiva con
valores complejos para todo z,y € S2.

En lo que sigue vamos a omitir la dependencia respecto a los operadores a y
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b de las medidas P® y Q® y notamos P* = Py Q° = Q.

Definicién 4.1. Para cada ¢ : R? — C medible Borel se define la integral

espectral de ¢ como el operador T, dado por

7, = [ o) diP© Q)0 p) (43)

A T, se lo llama el operador de integral doble asociado a .

Se tiene que el operador T}, € B(S?) por la definicién de integral espectral
del capitulo anterior. Para cada 1 < p < oo se tiene que S? N S? es denso
tanto en S? y S?. Luego tiene sentido pensar la restriccion de T, a SP N S?

que mapea 8” N S8? en si mismo. Notamos T}, , a esta restriccion.

Definicién 4.2. Decimos que una funcién ¢ : R? — C medible borel es
integrable en SP si T,, : SPNS? — §P N S? es acotado respecto de ||| qp-

Tenemos el siguiente resultado de convergencia mayorada que es un caso

particular de [9, Lemma 2.6].

Lema 4.3. Sea ¢ es una funcién medible Borel en R* y {, }°°; una sucesion
de funciones integrables en SP con 1 < p < oo respecto a P ® Q). Si ademds
||T%||B(Sp) < C para todo n € N y alguna constante C' > 0 entoces ¢ es
integrable en S respecto a P ® Q y [|Ty| 55r) < C-

Demostracion. Seax € SPNS* ey e STNS? con 1/p+1/qg=1.

tr(yT,,z) = / on(A\, ) tr(yExaF,) — [ ptr(ydEzdF),)
RQ RQ

pues tr(yFzF) = tr(yP ® Qz) es una medida boreliana o-aditiva con valores
complejos y como la sucesion {¢, }, esta uniformemente acotada y converge
puntualmente a ¢ y la convergencia se sigue por el Teorema de convergencia

mayorada clasico.
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Por otro lado

[tr(y T, )| < T, ()], M1yl
< Tl gesey 121, 1191l
< Cllll, llyll, -

Luego se tiene

[ e awdEsaF,) < C el o,
RQ
Entonces la aplicacion

SPNS*x8TNS? - C

(2.7) > /R o p) r{ydBye )

se extiende a una forma bilineal continua definida en S? x S? y entonces

existe un tnico operador acotado T, tal que

te(yT) = [

o\, p) tr(ydExzF,) z,y € S*.
R2

En particular
tr(yTyz) < Cllz|,[lyll, €8 NS?y e 81NS?
con lo cual como 87N 82 es denso en SY se tiene que
1Tl = [Toprll < Cllzll, = €8

y entonces  es integrable en SP. O]
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4.2. Operadores de integral doble de diferen-

cias divididas.

A continuacién vamos a presentar la versién continua de la transformacion
y del Teorema La prueba del caso continuo usa el Teorema [2.16]
la Observacién [2.17 y un argumento de sucesivas aproximaciones.

Fijemos dE), dF,, € B(H) medidas espectrales para A, € R: Si z,y € §?

entonces la aplicacion
(A, ) — dvyy = tr(ydE\zdF),)

es una medida o-aditiva en R? con valores en los complejos y con variacién
total que no excede ||z||, ||y|l,- Si ahora ¢ : R? — C es una funcién boreliana

y acotada, entonces tenemos que

(z,y) — [ o\ pdve, (N p), z,y€ S’
]R2

es una forma bilineal y continua, por lo tanto, existe un operador lineal y
acotado Ty € B(8?) tal que

tr(yTy () = /R vy, myES” (4.4)

Teorema 4.4. Si || f[;,, <1, entonces el operador Ty, estd acotado en SP

para cada 1 < p < oo, donde

f-fw)
, ST A
asf:{ o U\ ueR

0, SEA=

Necesitamos antes el siguiente lema auxiliar.

Lema 4.5 (Férmula de Duhamel [37]). Sean a y b operadores autoadjuntos

en un espacio de Hilbert. Si a — b es acotado entonces
. . 1 . .
elra _ pira — ZT’/ ezr(l—t)a(a . b)ezrtbdt’ reR.
0
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En particular,
HeirA . eirBH S |7a’ HA o BH

Demostracion (del Teorema . Supongamos que tenemos probado el re-
sultado para funciones de soporte compacto. Si f : R — C es Lipschitz,

definimos la sucesién de funciones

¢n()‘> H) = Xn(/\)gbf(/\7 M)Xn(,u) con Xn ‘= X[—n,n]

y tenemos que los operadores Ty, estan uniformemente acotados pues, por

como fueron construidos, se tiene ||T}, || = ||¢n|| donde
Pa(y) = | In(A p)dvay (A, 1),
R
por 1o tanto | Ty, (@)]] = [all < £l Iell, ¥ entonces

1T I < 1F 1l i1 -

Ademas, como lim, ,~ ¢n = ¢y puntualmente, se tiene que Tj, también
estd acotado por el Lema [4.3]

Supongamos entonces que f es de soporte compacto. Sea x € S? diagonal

respecto a las medidas dF)y y dF), i.e;

dE)\J] = {L‘dF)\

En ese caso,

Ay (N, 1) = SN — p) tr(dExzdFLy), y €S

donde ¢ es la funcién de Dirac con

1 sit=
5(t):{ s%t 0
0 sit#0
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pues

tr(ydE\xdF),) = tr(dE\zdF,y)

0, St A #

= tr(zdF\dF,y) = :
(wdFdF,y) { tr(zdFYy) = tr(dE\xdF,y), siA=p

Ahora, de (4.4) tenemos

r(yTp(2)]) = | st msin—p tr(dEwdFum\

RZ

/ pdv,,
R2

- / B\, N) tr(dE,\xdEAy)‘
R

= |tr </ ¢()\,)\)dE>\£UdF/\y)‘
R

= |tr (y/R(b()\, )\)dE,\a:dF,\)
/qb(>\, )\)dE)\.TdF)\
R

IA

1yll,
p

< Iyl 1] H [ asear

p

= llollo l1yllg 1],

para todo z € S?NSP e y € 2N SY, con x diagonal. Luego, T esta acotado

en la parte diagonal de &P para toda funcién ¢ boreliana y acotada.

Decimos que un elemento x € S? es codiagonal si
dE xdF, =0, A e R

0, equivalentemente, si

/dE,\iEdF)\ =0
R

73



Si ahora x € S? N SP es arbitrario entonces © = x,,4 + x4 donde

Tpd = T — / dE,xzdF), Y Tq = / dE,xzdF),
R R

y resulta que x4 es diagonal respecto a las medidas dEy y dF),; y Toq codia-

gonal respecto a las mismas medidas pues

dE)\.Z‘nddF)\ = dE)\SL’dF)\ — / dE)\dE'uSL’dFHdF)\
R

= dE)\LZ'dF)\ — dE)\.%dF)\ = 0.

Ya probamos que Ty esta acotado en la parte diagonal de SP, veamos
ahora que esta acotado en la parte codiagonal de SP. Supongamos entonces
que z es codiagonal respecto a las medidas dE) y dE, (i.e * = x,q). Sean
{Gp}n>1 la familia de funciones Gausianas dilatadas definidas de la siguiente

manera

Go(t) =nG(nt), G(t) = 2n) 22, teR, n=1,2,---.

Si ahora f, := G, x f, entonces

(N, 1) 1= g, (A, 1) = /RGn(S)@()\ — 8, )1 — 8)ds.

Como f es de soporte compacto y Lipschitz, tenemos que ¢; : R* — C
también lo es y entonces ¢y € L*(R?, dv,,). Por el Lema [2.21] tenemos que

lim [ ¢ — ¢fldvey, =0,  x,y €S>
n—oo R2
y por lo tanto
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\tr(yTy, — yTy,)| = ‘/Rz On — Qpdvyy,

< [ 1w oldus, —0.
R2 n—oo

De esto se deduce que

lim tr(yTy,) = tr(yTy, (x)), z,y € S% (4.5)

n—oo

Luego, para ver que Ty, estd acotado en SP basta ver que la familia de
operadores {1y, } estd uniformemente acotada en SP. Por como construimos
fn, se tiene que f, € S(R), la clase de Schwartz de R y por lo tanto fn, su

transformada de Fourier, también cumple que fn € S(R), con lo cual

Cnym = /
R

Maés aun, si h,(s) := f:’b(s) = nf,(s), entonces h,, es integrable y , para A # u,

A

s"fu(s)| <oo, m=0,1,---, n=12--- (4.6)

se tiene

bulA 1) = b5, (A 1) = W _

1
:/hn(s)/ (=DM gy .
R 0

Si llamamos

/1 £ = N+ )t
0 (4.7)

A::/AdEA y B::/,udFH
R R

entonces

eis(l—t)A:/eis(l—t))\dE)\ y €i5tB:/6i8tudFu.
R R

Recordando la definicién de Ty, (x) en (4.4) y que dv,, = tr(ydE\xzdF),)

tenemos que para x € SP codiagonal
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1
:/ (/ hn(s)/ eis((l_t)’\““)dtds) AV y
r2 \JR 0

/ eis((l_t)’\““)dyw,y) dt ds
RQ

hs(s) /R? 31— +t) tr(ydE,\xdFu)> dt ds

1
= tr (y/ hn(s)/ (/ eis(l_t)’\dE,\> x (/ eiSt“dFM> dtds)
R 0o \JR R
1
= tr (y/hn(s)/ eis(l_t)AxeiSthtds>
R 0

para todo y € §% y por lo tanto
1 . .
Ty, (x) = / hn($) / 104563t B gt s, (4.8)
R 0

Ahora, dadas dos medidas espectrales dFy y dF), consideramos la siguiente

discretizacion dada por

E.) =Y ¢ y F= Y f.

JEZ keZ
j/me k/meQ

donde

P j+1 E k+1
e, =F [i,i> , fo=F [—,L) , Jok€Z € C R boreliano.
m’ m m’ m
Luego tenemos que {e;};ez v {fk}rez son dos familias de proyecciones or-
togonales y entonces consideramos el operador definido en ([2.14) respecto a
estas dos familias y la funcién f, ., (t) = mf.(t/m). Entonces T, ,, tiene la

siguiente expresién
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nm _ Z fnm fnm @kxfj = Z ¢n (—,—) €k.Tf]

k,jEZ k,jEZ

Ademas, f,, es Lipschitz pues

anmHszl ”fn”szl 1Gn *fHsz1

y se sigue por el Teorema que la familia {7, , }m.nez estd uniforme-
mente acotada y se tiene que 7, ,, coincide con el operador de integral doble
definido en (4.4)) asociado a la funcion ¢, y a las medidas espectrales dE,, \
y dF, ., que por puede expresarse como

1
T () :/hn(s)/ M= Am geistBm gy .
R 0

con
Am ::/AdEm)\ Yy Bn ::/:udFm#
R R

y entonces

1
T¢n (ZL’) . Tn,m(x) _ / hn(s)/ (eis(l—t)AxeistB . eis(l—t)Amxeisth>dt ds.
R 0
(4.9)

Para estimar esta diferencia, observemos que por el teorema espectral se

tiene que
1
m

Sl=

y como

6zs(l—t)A istB ezs(l—t)Am

e istBm _ ezs(l—t)A

istB eisth)

xe z(e

+ (eis(l—t)A . eis(l—t)Am)zeisth
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usando (4.5) tenemos que
Heis(l—t)AxeistB . ez‘s(l—t)AmxeisthH < l ||5U|| |S| + l ||$|| |S| (1 . t)
P T m p m p

2]
< =L a, (410)

y entonces resulta

20n,2
2 g

2
175, (2) = Tam()ll, < — Ilelp/R |shn(s)| ds =

pues h,(s) = sf(s) Y Cn2 < 00 por (4.6) . En particular, tenemos que

i |T,, (2) = Tom(2), = 0.

Con esto, y como la familia {7}, ,,} estaba uniformemente acotada en S se
tiene que la familia {7y, } también estd uniformemente acotada en SP por

una constante C'y por lo tanto

tr(yTs, ()] + [tr(yTy, )]

— tr(yTs, (7))
— tr(yZ, ()| + 1T, (@),
— (YT, ()| + 1T, |l |,
— tr(yTy, (2)| + Clz]l,

para todo n € N y para todo y € S con 1/p+ 1/q =1y por (4.5 tenemos
que

sup [tr(yTy, (2))] < C|lzl,
o1

y por la dualidad de la traza (Teorema|l.21)) se tiene ||T¢f (x) ||p <z,

es decir, Tj, esta acotado en SP como querfamos ver.
m
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4.3. Funciones Lipschitz de operadores: caso

no acotado

En esta seccion vamos a demostrar el resultado de Potapov y Sukochev

acerca de funciones Lipschitz de operadores para el caso M = B(H).

Definicién 4.6. Sean a : Dom(a) — H y b : Dom(b) — H operados auto-
adjuntos. Para 1 < p < oo decimos que el operador a — b estd bien definido

y pertenece a SP si
(i) existe un core D C Dom(b) del operador b tal que D C Dom(a);
(i) el operador a — b, inicialmente definido en D, es cerrable;
(iii) su clausura a — b pertence a SP.
En este caso, con el simbolo a — b denotamos tambien a su clasura a — b.

Teorema 4.7 (Potapov- Sukochev [28]). Sea f una funcion Lipschitz con

[ fllpipy < 1. Para todo 1 < p < oo eziste una constante ¢, > 0 tal que

[f(a) = FO), < cplla—bll,

donde a y b son operadores lineales autoadjuntos (posiblemente no acotados)
que satisfacen a — b € SP.
Es decir, si f es Lipschitz como funcion de de R en C, entonces f es una

funcion Lipschitz de operadores.

El teorema anterior prueba con total generalidad la conjetura Krein for-
mulada en [22]. Para demostrarlo, necesitamos establecer, al igual que que
hicimos en el caso compacto en el Teorema [2.18 que la imagen del operador
Ty, aplicada a a — b concide, en efecto, con f(a) — f(b). La prueba de esto
ultimo, si permitimos que a y b sean no acotados, es considerablemente mas
complicada que en el caso compacto y a eso le vamos a dedicar lo que queda

del capitulo.
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Teorema 4.8. Sean a y b operadores lineales autoadjuntos y f : R — C tal
que || fllzip1 < 1. Entonces para cada 1 < p < oo Ty, € B(SP) y satisface

T¢f(aef§xefl — eflxbefl) = f(a)eflxefl — efla:f(b)efl

donde €2 = e*([-n,n]) y e = €*([-n,n]) para todo x € SP y todo n € N

Demostracién. Sea n € N fijo. En R? definimos las funciones

Xl()\nu) = ﬂ[fn,n}()\% XZ()‘a ,u) = ﬂ[fn,n] (:u)a
©1(A, 1) = Axa (A, ), ©a( A, 1) = pxz(A, 1)

Y1 =10 X2, P2 = - x1. Siademds f1(A,p) = f(\) y 2N\ 1) = f(u) se
tiene, que por la definicién de ¢y,

b (1 — p2) = f'xa = Fxe,
y entonces multiplicando la igualdad anterior por yix2 se obtiene
Gr(thr —ha) = (f'x1) - x2 — x1 - (x2)-

Luego, como la aplicaciéon ¢ — T, es un morfismo de algebras (ver Ob-
servacién [3.9)) tenemos que

T¢f (Twl - T¢2> = Tf1X1TX2 - TXle1X2'

Ademas

Ty (z) = aeqze, y Ty,(r) = e,abe,

para todo x € SP.
Como (fLinn)(a) = f(a)ed y (fLipnn)(b) = f(b)e’ se tiene que

Ty T (7) = Tpiy, (zey) = fla)enae,

n

T T2y, (7) = Tx1(xf(b)€?w) = esz(b)e?z'
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Lema 4.9. Sean a,b operadores autoadjuntos tal que a —b € SP, 1 < p < 00
y [:R—C con|fll, <1 Entonces

Ty, (aeqey, — enbey) = flaeqe, — e f(b)en

para todo n € N.

Demostracion. Fijemos n € N. Sea {pg} un sistema de proyecciones ortogo-
nales respecto a a en B(H) como en Lema [3.17 Aplicando el Lema 4.8 para

r = xg tenemos que
Ty, (acnpse, — eapsben) = fla)enpse, — enpsf (b)en. (4.11)
Escribimos

eflp/gefl — egppbe; = eZpﬂefL — e;ﬁpgaefZ + e%pﬁaez — egpgbe;

= enla, psle, + enps(a — ey,
Esto implica que

lenpsen — eapsbenl|, < [lenla palenll, + lenps(a —b)ell,
< [lfa, pg]ll,, + lla = 0l],

para todo . Luego

sup [leipsel, = epaber], < sup lla,pall, + lla = B,

<1+ a-0|,
con lo cual si llamamos zg := e2pge’ — e2pgbe’ se tiene que x5 € SP para
todo 3. Llamemos x := ae?e’ — e2be? = e%(a — b)eb € SP y veamos que

r—x5—>0eno(S”,8% conl/p+1/g=1.
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Sea y € SP. Entonces

ltr (2 — 25)y))| = |tr (aeq (1 — pg)eby — ei(1 — pg)beby) |

< |tr (aeq (1 = pg)eny) | + [tr (en(1 = pa)beny)|
< Jtr (1 = pg)enyaey) | + [tr (1 — pg)benyer) |-

Luego, como y € S7 y 87 es un ideal de B(H) tenemos que

b a b, a q
e, yaen be) yer € S

y por el Lema [1.31] |tr (x — x5)y)| 7 0.

Por lo tanto, mostramos que

elpgel — etpsbel ? aetel —etbe’ en o(SP,SY).

Como Ty, es continuo en S? por el Teorema 4.4} también es continuo respecto

de la topologia o(SP,S?) pues si , — 0 en SP e y € S? entonces

00T, (o)) < | Toy @), N,

<N\ Ts, (5o Nzl llyll, = 0

Luego
T(a b _a bb)—)T(ab—abb)
¢ \EnPpCn — €DB0E, 3 ¢\ A€, En — €,0€,

respecto de o(SP, S89).

Ahora, veamos que
fla)erpser, — enpsf(ble, i fla)ene, —enf(ble, en o(S”,S7)

Para esto, tomemos y € §9 . Entonces
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[tr((f(a)enen — fla)enpaen)y| = [tr(f(a)en (L — ps)eny))|

b . (4.14)
= [or((1 = po)enyfla)en)| - 0
por el Lema pues elyf(a) et € S pues €, f(a)*e? € B(H) y 87 es un

ideal en B(H) . Andlogamente obtenemos

[tr((eq f(D)er, — enpsf(b)en)y)| = [tr(en (1 — ps) f(D)ey] (4.15)
< [ex((1 -~ p) fO) )| 0.
Entonces juntando (4.14) y (4.15)), y usando la linealidad de la traza se

tiene (4.13)) y queda demostrado el lema.
O]

Para demostrar la estimacion Lipschitz para operadores no acotados y asi,
el Teorema tenemos que lidiar con el problema de ver que si a — b € SP
entonces f(a) — f(b) € SP. Esto es, encontrar un core D del operador f(b)
tal que D C Dom f(a). Un posible candidado a ser este D, dado que S' C SP
para 1 < p < o0, es

Dom f(b) N S*.

Desafortunadamente, en general, la expresion de arriba no tiene sentido, dado
que Dom f(a) € H puede tener interseccién vacia con el subespacio S'. Es
aqui donde la representacion a izquierda de B(H) resulta ttil para encontrar

un core que contenga operadores de S*.

Recordemos la nocién de representaciéon a izquierda B(H); del algebra
B(H). Esto es, B(H)y es el dlgebra de operadores x € B(S*(H)) de multi-
plicar a izquierda por x € B(H). Vimos que la aplicacién L : x +— X es un
x-isomorfismo entre las dlgebras de von Neumann B(H) y B(H ). Definimos
la traza try, por trp(x) = tr(z), € B(H). Denotamos por 87 al conjunto de

operadores x € B(H), tal que x € SP(H).
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El siguiente lema técnico, que no demostraremos, nos dice que en la re-
presentacién a izquierda B(H )y podemos encontrar un core del operador a

que contenga elementos de S!.

Lema 4.10. [29, Lemma 3.6] Si a : Dom(a) — S8* es un operador autoad-
junto densamente definido, entonces el subespacio Da := Dom(a) NS es un

core para a.

Para lo que sigue, a y b son operadores autoadjuntos densamente defini-
dos en B(H)p.

Definicién 4.11. Decimos que a—b € S7 si Db C Doma y el operador a—Db,

inicialmente definido en Db, es cerrable con clausura a —b:=a—b € S7.

Tenemos los siguientes lemas que relacionan la representacion regular a

izquierda y las clases de operadores SY.

Lema 4.12. Sia—b € S?, entoncesa—b = L,— L, € 8¢, 2 < p < 0o. Mds

aun,
L(a—b) = L, — L.

b

., son como antes, por el teorema espectral se tiene que

Demostracion. Siey,e

lim L(epa)(n) = La(n), n € Dom(L,)

n—oo

lim L(e2b)(€) = Ly(€), €& € Dom(Ly).

n—oo

Veamos que, para D(L;) = D(b) vale que
D(Ly) € Dom(L,).
Para esto, fijado & € D(L;), consideremos el funcional lineal
1= (& La(n)), 1 € D(La). (4.16)
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Entonces tenemos que

(€ La(m)) = lm (€€, €7 La(n))
= 1fm (efLaer, m)
= lim (e L€l — enLoeh&n) + (e Loehm)
= lim (L(eqe — enbep)E,n) + 7}1;11;0(62%625, )
= lim (L(ejy(a — b)eh)&,n) + (Lo€, ).

Como a — b € 8P, por el Lema tenemos

lim (L(ep(a = b)e,)(§),m) = lm tro(L(ep(a — ble,)LeL,)

= lim trp(L(e%(a — b)ebén®))
n—oo

= lim tr(e®(a — b)eb&n®)
n—oo

= Jim tr((a — )¢
= (L(a = B)(©).n).

Con esto, junto con (4.17)) se tiene
(€, La(n)) = (L{a = b)(&), n) + (Ls(&),m), n € D(La)-
Claramente la aplicacion

= <Lb(§)7 77>777 S S’

es continua. Por otro lado, se tiene que

(@ = b)(E)llsz = [l(a = )]s

< lla = bl I€]lsa < 00
pues £ € D(Ly) = Dom(L,) NS C St C 89
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Entonces, la aplicacién

= (Lla =)&), m), n €S

también es continua. En consecuencia, la identidad (4.18)) implica que la
forma lineal esta acotada y entonces D(L,) € D(Ly,).
Teniendo esto ultimo, de la identidad (4.18) resulta que

(Lo — Ly)(€) = (a — b)E, para todo € € D(Ly).

Esto dice que el operador L, — L; esta definido en D(L;) como multiplicar a
izquierda por a — b € SP. Luego L, — L es cerrable y su clausura pertenece
a Sy, O

Ahora veamos la reciproca del lema anterior para el caso p = oco.

Lema 4.13. Si L, — L, € §7°, entoncesa —b e 8 y
L(a—0b) = L, — L.
Demostracion. En forma similar al lema anterior, probemos primero que

D(b) C D(a).

Para esto, consideremos la siguiente identidad

(€, a(n)) = lm (¢, (8), ae;,(n))

n—oo

= lim ((epac, — enbe,)(€),m) (4.19)

n —
n—oo

+ (&), m)-

Repitiendo el argumento del lema anterior, es suficiente mostrar que los ope-
radores

. sa,.b ap b
Yn = epae, —erbe,, n>1

’n_
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estan uniformemente acotados en S*. Recordemos que
a-becSP® y e?(S8* C Dom(b).
Como eP(8?) C Dom(b), tenemos que

e2(a— b)eb(f) = ezaeb(ﬁ) — eZbeE(&), £ eS?,

n n

0, equivalentemente,

e?(a—b)e? = e2aek(¢) — e2be? = L, .

n - n

Entonces, los operadores y,, estan uniformemente acotados en S* y entonces

Dom(b) € Dom(a). Se sigue de la igualdad anterior que

wo — lim L(y,) =a—b.

n—o0

De (4.19), se desprende que el operador a — b en Dom(b) esta dado por

(a—b)(€) = lmy, () = L™ (a— b)(&).

Esto tltimo, significa que el operador a — b se extiende a todo H como un

operador acotado.

[

Observacién 4.14. Dados a, b autoadjuntos no acotados en H, es facil ver
(Lema que las medidas espectrales e y eP con valores en las proyeccio-
nes de B(S?) toman, de hecho, valores en B(H);, puesto que esta tltima es
WOT cerrada por ser un algebra de von Neumann (ver la Observacion |1.53)).
Definimos para f : R — C funciéns Lipschitz el operador

T¢7S€ . Sﬁ — S£

L, — LTd>f(a:)

donde Tj, es el operador definido en asociado a los operadores a y b.
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Claramente, como L es isométrico, se tiene que
|7 sz, = 17, @)l

Luego, para cada 1 < p < oo, se tiene que Ty v S7 — 87 es continuo por
el Teorema (4.4

Teorema 4.15. Sean a,b operadores autoadjuntos densamente definidos en
B(H)L y f:R — C es una funcion Lipschitz. Si a—b € S}, entonces para
cada 1 < p < oo se tiene f(a) — f(b) € ST y

f(a) = f(b) =T, s»(a—Dh).

En particular,

If(@) = f(b)llsr < crplla—bllg

Demostracion. Sean €2 y eP las medidas espectrales de los operadores a y
b. Como €P(S8?) € Domb, tenemos que e¢?(S') C Db para todo n > 1.
Entonces, de acuerdo a la definicién de a — b € S7, se tiene

en(a—Db)ey(€) = ehaep(€) — enbep(¢), €8 n>1.

n n

El operador del lado derecho estd acotado. Como S! es denso en 82, tenemos
que el operador del lado izquierdo también esta acotado y

e?(a—b)eP? = efac® —e?beP, n > 1.

Tenemos

e(a—b)e? ——a—-becS?  eno(SY,SY,

n—o0

conl/p+1/q=1.
Como T}, s es 0(S7, S} )-continuo, si llamamos

zy =Ty, sv (2(a—b)e?) y z:= T¢fﬁsg(a —b)
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entonces

z, —— 2z en o(S7,S}). (4.20)

n—oo

Por otro lado, por el Lema [4.9] tenemos
z, = ej f(a)e;, — b f(b)er € B(H), C B(S?).
Consideremos ahora la forma bilineal

(z0(€),v) = (en (&), enf(@) (V) — (enf(B)(§), en(v)), (4.21)

para todo & € Db,v € Df(a),n > 1. Por definicién de los conjuntos D f(b)
y Df(a), tenemos que L¢L: € St C S para todo € € Df(b), v € Df(a).
Entonces, se sigue de (4.20)) que

(1n(€),v) = trp (2, L(E0")) — trp(aL(E0")) = (2(€). V).

Luego, tomando limite en el lado derecho de (4.21)) tenemos que

(z(§),v) = (&, f(@)(v)) — (f(b)(§),v), €£€Df(b),veDf(a). (4.22)

Para un £ € Df(b) fijo, la forma lineal (f(b)(£),v) es continua respecto de
v € §2. Mas ann, la forma lineal (z(¢), ) también es continua respecto de

v € 82 pues

[(2(6), V)| = ltr(2607)] < |22 IWlls2 < M2l 50 I€lls 1¥1]2

sip>2ysil<p<?2entonces

[(2(8), )| = [tr(2&07)] < [|2€][ 5 IVl g0 < N2Els [V ]ls2 -

Luego, la forma lineal (¢, f(a)(v)) es continua respecto de v € Df(a).

Como Df(a) es un core de f(a), se tiene que & € Dom f(a) y entonces se
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tiene D f(b) C Dom f(a). Finalmente, (4.22)) dice que

z2(§) = f(@)¢ — f(b)§, &€ Df(b).

Luego como z € S7 se tiene que f(a) — f(b) € SY y la estimacién del
enunciado es consecuencia de que Ty sr esta acotado pues f es Lipschitz.

O

Finalmente, veamos como usar toda la maquinaria previa para demostrar
el Teorema[4.7] Como ya mencionamos varias veces, gran parte de los resulta-
dos de esta tesis valen en contexto mas generales de algebras de von Neumann

M con traza semifinita 7 y espacios LP = LP(M, 7). En ese contexto vale
L'NL>®CLPC L'+ L™
y en el caso M = B(H), esta contencién de espacios se traduce en
stcsrcs™. (4.23)

Las pruebas de los resultados anteriores no son sustancialmente distintas
y gran parte de la dificultad consiste en entender los objetos que se manejan
y adaptar la demostracién que dimos del caso B(H). Sin embargo, para el
siguiente resultado, la demostracién se simplifica bastante respecto al con-
texto mas general el cual requiere un enfoque distinto.
Para el caso de B(H), de se tiene que la norma en S (que es la nor-
ma de operadores en el espacio de operadores compactos), es la méas debil de

todas las normas p-Schatten en los espacios SP para 1 < p < oo.

Pasemos entonces, a completar la demostracién del resultado de Potapov

y Sukochev para el caso de operadores no acotados

Demostracion (del Teorema [4.7]).

Como 8P C §% para todo 1 < p < 00, se sigue del Lema que
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a—-beS'CS”® = L,— LS

La—b) = L, — Ly,

Luego, tenemos que
L,— L, € Sﬁ

Por el Teorema |4.15| se tiene que

f(La) = f(Ly) € S,

[ Ls@ = L gp = 1 (La) = F(Lo)llsy < crpllLa = Lollsy -

Finalmente, del Lema tenemos

L@ — Lywy € S} € S7° = f(a) — f(b) € S

L(f(a) = f(b)) = L@ — Ly € S7.
En consecuencia,

fla) = f(b) € S”

y se tiene

1f(a) = FO)lgo = 1 (La) = F(Lo)llsp

< ¢splLu — Lillgy

= ¢rplla=Dllss -

con lo cual el teorema queda demostrado.
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Apéndice: Aplicacion a la

Geometria Diferencial

En este apéndice vamos a mostrar una aplicacién del resultado de Potapov
y Sukochev para funciones Lipschitz de operadores.
En [2] E. Andruchow, G .Larotonda, L. Recht y A. Varela estudiaron la
métrica de Finsler en el grupo lineal G = GL,(C) inducida por la translacién
a izquierda de las p-normas de Schatten. Es decir, como G L, (C) es abierto en
el espacio M, (C), el tangente de GL,,(C) en cualquier punto se identifica con
M, (C),ysixz € M,(C) lo pensamos como un vector tangente en g € GL,,(C),

entonces la métrica que se considera estda dada por

lzll, = [lg~ e, = 7((z"(g~") g~ a)")"7,

donde p = 2n es un entero par fijo, y 7 la parte real normalizada de la traza
tr.

Esta métrica es Riemaniana cuando p = 2, y como fue observado por V.I
Arnorld [3] Section 2], es la métrica natural para estudiar el grupo de Lie
de los movimientos asociados al problema generalizado de cuerpo rigido. El
objetivo de los autores era caracterizar y establecer la existencia y unicidad
de camininos suaves minimizantes para esta métrica, estudiando la ecuacién

de Euler-Lagrange del funcional de p-energia

o) = [ o @ato) e
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para ¢(t) € GL,(C) una curva suave parametrizada en el intervalo [0, 1].
Llamemos v(t) = ¢ '(¢)g(t) a la traslacién a izquierda de los vectores de
velocidad de g. Se puede ver que si g es una curva extremal del funcional de

p-energia, entonces v satisface la ecuacién diferencial

d
%U(U*U)n_l = (v*v)" — (vo*)", (4.24)
que llamamos la ecuacion de Euler-Langrange (de la p-métrica). Sip > 2 o si
v no es normal, esta ecuacién es dificil de tratar. Usando la correspondencia
suave

v — w = v(v*v)"

a la que llamamos transformada de Legendre, esta ecuacién se transforma en

la ecuacion de Hamilton:

d
W= —w = (w*w)q/2 — (ww*)q/2 = |w|? — |w

19 4.2
= ()

donde 1/p+1/q = 1.
El procedimiento anterior se puede repetir en el caso donde H es un espacio de
Hilbert separable de dimensién infinita. En este caso se estudia la geometria

del grupo lineal
Gp(H) ={g € B(H):g—1€S"(H)},

donde SP(H) es la clase de operadores p-Schatten y 2 < p = 2n < oo es un
entero par. Resulta que el dlgebra de Banach-Lie de G,(H) es el ideal SP(H).
Como vimos en el Capitulo 1, SP(H) es un espacio de Banach con la norma
], = tr((z2)") ">,

Consideramos curvas suaves « : [0,1] — SP(H) donde a SP le damos la
topologia inducida por la p-norma.

La métrica invariante a izquierda en el fibrado tangente de G,(H) es la
siguiente: si x es tangente en x € G,(H) (es decir, que pertenece a SP(H)),

entonces

lzlly = [lg~"=]],
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que estd bien definido pues # € SP(H) y este ultimo es un ideal en B(H).
Repitiendo los calculo hechos para el caso matricial, si g(f) es una curva
suave en G,(H) entonces podemos definir de nuevo v(t) = g7'(t)4g(t), y
considerar la ecuaciéon de Euler-Lagrange como en del problema de

variaciones del funcional de p-energia.

d *, \n—1 *\1 *)o 0\
av(v )"+ ((v0")" — (v*v)") = 0.

La transformacion de Legendre en este contexto es una funcion entre los

espacios duales
SP(H) > v w=uv(")"""cSYH),

donde 1/p+1/q =1, y la ecuacién de Hamilton (4.25]) estd dada, de nuevo,

por

w = |w]? — [w]”.

Para establecer la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacion de
Hamilton, es suficiente ver que la funcién w — |w|? entre espacios de Banach,

es localmente Lipschitz. Si considereamos la funcion f; : R — R dada por

dqﬁ si|t] >d

Claramente f; es una funcién Lipschitz, y si x € B(H) es tal que ||z] < d,
fa(|x]) = |z|?. Luego por el Teorema [4.7] se tiene que la aplicacion w — |w|?
es localmente Lipschitz como funcion de operadores y por lo tanto la ecua-
cion de Hamilton tiene una solucion local continuamente diferenciable
w : (—¢,e) = GL,(C) para una condicién inicial w(0) € GL,(C) por el re-
sultado para ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach (ver,
por ejemplo, [24, Chapter IV]).
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