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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los objetivos de la matematica es la clasificacion de elementos en un con-
texto dado. Por ejemplo, la clasificacion de grupos salvo isomorfismo nos da una
nocion de igualdad en las operaciones que los definen; la clasificacion de espacios
topoldgicos salvo homeomorfismo nos permite conocer qué estructuras poseen la
misma topologia. Dada la dificultad que esto conlleva, es comin utilizar métodos
que aunque no permitan garantizar si dos elementos son equivalentes, logran de-
tectar cuando no lo son. El ejemplo tipico es la asociacion del grupo fundamental
a un espacio topolégico. Es un hecho conocido que dos espacios topolégicos que
poseen distinto grupo fundamental no pueden ser homeomorfos. Sin embargo, un
isomorfismo entre grupos fundamentales no garantiza un homeomorfismo entre
los espacios subyacentes (un hecho remarcable es que ni siquiera lo garantiza un
isomorfismo entre todos los grupos de homotopia superior). Surge entonces natu-
ralmente la pregunta: ; Existe algin contexto (lo més general posible) en donde el
isomorfismo de grupos fundamentales implique automaticamente que los espacios
sean homeomorfos?

El objetivo de esta tesis es demostrar el siguiente hecho que apunta en esa direc-
cién:

Definicién 1.1. Una variedad hiperbdlica es un cociente H" /I" con I" <Isom (H").
Una variedad se dice cerrada si es compacta y sin borde.

Teorema 1.2 (Teorema de rigidez de Mostow versiéon geométrica). Sean M, Mo
variedades hiperbdlicas cerradas de dimension mayor o igual a 3. Si f : My — M,
es una equivalencia homotoépica entonces f es homotdpica a una isometria.

El revestimiento universal de una variedad hiperbélica es H" el cual es contractil
y, por lo tanto, todos los grupos de homotopia superiores son triviales. Asi, co-
mo podemos representar a cualquier variedad hiperbdlica cerrada como un CW-
complejo (considerando a tal variedad como un poliedro compacto con caras iden-
tificadas), tenemos entonces la siguiente version del teorema de Whitehead:
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Teorema 1.3. Sean M = H"/T'y, N =H"/I'yy f: M — N variedades hiperboli-
cas cerradas. Si f induce un isomorfismo en los grupos fundamentales entonces f
es una equivalencia homotopica.

Con un poco mas de trabajo se puede construir una equivalencia homotépica a
partir del isomorfismo de grupos fundamentales. Daremos un esbozo de la cons-
truccion, la demostracién completa se puede ver en |2, pag. 123, teorema C.5.2]

Proposicion 1.3.1. Si M y N son variedades hiperbdlicas cerradas con grupos
fundamentales isomorfos entonces M y N son homotdépicamente equivalentes.

Demostracion: (idea) Representemos M y N como CW-complejos y levantémoslos
a H". Sea ¢ el isomorfismo entre los grupos fundamentales de M y N. Construi-
remos una funcién f : H" — H" tal que

fov=0¢(y)of Vyem(M).

Esta funcién se define de manera inductiva en cada k-esqueleto. Podemos empezar
mapeando los 0-esqueletos entre si como f(v(v)) = ¢(v) o f ¥y € 'y = my (M)
Supongamos que f fue definida sobre el (k-1)-esqueleto. Sea ¢ una k-celda en la
primera presentacion de H" como CW-complejo, con las funciones asociadas

h: D — H" tal que h|pk : D* — o es un homeomorfismo.

Si po € S*~! es tal que h(py) pertenece al 0-esqueleto entonces vamos a considerar
la funcion

§ St % [0,1] — DF (p,t) — (1 —t)po + tp;
y definamos

F(h(i(p,1)) = (L = 1) f(h(po)) + tf(A(p))

Asi definido, f induce f : My — M, por la ecuacion f(p1(x)) = pa(f(2)) con py, pa
las proyecciones de H"™ a M; y M, respectivamente. Ademads, se tiene que f es
una equivalencia homotodpica cuya inversa es la que surge de la misma contruccion
que f usando ¢! : My — M en vez de ¢. O

El teorema de rigidez de Mostow cuenta adem&s con una version algebraica.
Nuestro objetivo a lo largo de la tesis es probar una generalizacion del siguiente
teoremas

Teorema 1.4 (Teorema de rigidez de Mostow versién algebraica). Sean M; =
H" /Ty , My = H" /Ty dos variedades hiperbdlicas cerradas de dimensién mayor o
igual a 3. Si p: I'y = I's es un isomorfismo entonces M; es conjugado a M,. Mas
precisamente, existe a € Isom(H") tal que

p(7) = aoyoa



Proposiciéon 1.4.1. El teorema de Mostow [1.4] es equivalente al teorema de
Mostow 1.2

Demostracion: Supongamos valida la versién geométrica del teorema y veamos
que vale la forma algebraica. Como I'; ~ T'y entonces 71 (M;) ~ m(Ms) y por lo
tanto , M; es homotépicamente equivalente a My por . La forma geométrica
del teorema de Mostow nos garantiza que dada una equivalencia homotdpica f,
podemos encontrar una isometria F': M; — M, que induce un isomorfismo entre
I'y y I's. Podemos entonces levantar F' a una isometria F :H" — H" con F
equivariante respecto a las acciones que definen I'y y I's en H". Por lo tanto F
conjuga I'y en I'y y cumple el rol de « en el enunciado.

Reciprocamente, supongamos valida la version algebraica. Sean M; , My varieda-
des hiperbdlicas de dimensiéon mayor o igual a 3 y f : M; — M, una equivalencia
homotépica. Como f induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales, en-
tonces existe una isometria F en Isom(H") que hace a mi(M;) conjugado de
m1(Ms). Luego

7Tl<M1) = FWI(MQ)F_l
Asi, F desciende a una isometria F : M; — M, definida como
F([m]) = [F(m)].

F' esta bien definida: supongamos que m = yn para v € [';. Entonces

F(lm]) = F([yn]) = [F(yn)] = [F[E(n)] = [F(n)] = F([n]).

Como F induce el mismo isomorfismo entre grupos fundamentales que f, se tiene
que f es homotopica a F. n

Notar que este teorema asocia dos mundos aparentemente disimiles: las carac-
teristicas geométricas de las variedades hiperbodlicas cerradas de dimensién mayor
o igual a tres quedan univocamente determinadas por el estudio de los reticulos
uniformes de H". Una reinterpretacién util es que en su versiéon geométrica, el
teorema muestra que las variedades hiperbdlicas de dimensiéon mayor o igual a
3 admiten a lo sumo una estructura hiperbdlica. Cabe senalar que las hipotesis
de curvatura negativa y dimension mayor o igual a tres no se pueden mejorar.
Un contraejemplo del primer hecho son los espacios Lens (por ejemplo L(7,1) y
L(7,2)) que son homotépicamente equivalentes pero no homeomorfos, ver [0, pag
391]. Por otro lado, para g > 2 y n = 2, se puede demostrar que existen espacios
no homeomorfos de género g (ver por ejemplo [2 pdg. 81, teorema B.4.23.]).

El teorema de rigidez de Mostow fue probado para variedades hiperbdlicas cerra-
das en 1968 [11] y extendido a variedades hiperbdlicas de dimensién mayor 3 por
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Prasad en 1973 [13]. Marden demostré en 1974 que el hecho se podia extender
a variedades hiperbdlicas de dimensién 3 [§]. Ademds, en 1973, la publicacion
de Mostow [I2] recopila estos resultados y generaliza el teorema para espacios
localmente simétricos de curvatura negativa.

Posteriormente, en 1981 Gromov postulé una demostracion alternativa utilizan-
do la norma Gromov. Ademas, el teorema fue generalizado por Margulis para
reticulos irreducibles en grupos algebraicos reales de rango real al menos dos [9)
[10] Por ultimo, en 1995 Besson, Courtois y Gallot publicaron una demostracién
del teorema que especifica la isometria que se obtiene del resultado utilizando
argumento ergodicos [1].



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Espacios métricos geodésicos

Definicién 2.1. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto. Defi-
nimos el R-entorno como Bgr(A) = {z € X : d(z,A) < R}. Notar, como caso
particular de la definicién anterior, que si A es solo un punto, el conjunto Br(A)
es la definicién usual de bola en un espacio métrico.

Definicién 2.2. Para dos subconjuntos A;, A, C X, consideramos la distancia
Hausdorff entre conjuntos

dH(A17A2) = fIlf{R ceR: BRA1 C A, Yy BRA2 C Al}

Recordemos que dados (X,d), (Y,d') espacios métricos, f : X — Y se dice
L — Lipschitz si

d(f(a), f(b)) < Ld(a,b), Ya,b € X

Nuestro objetivo es relajar la nocién de funciones L-Lipschitz y utilizar funciones
que, aunque no distingan qué pasa con puntos que se encuentren cercanos entre
si, mantengan la estructura general del espacio. Mas precisamente, se tiene la
siguiente

Definicién 2.3. Dados (X, d), (Y, d’) espacios métricos, una funcién f: X — Y
se llama (L, A)-Lipschitz gruesa si

d'(f(a), f(b)) < Ld(a,b) + A

para todo a,b € X. Ademds, f se llama un embebimiento (L, A)-cuasi-isométrico
si

L~Yd(a,b) — A < d'(f(a), (b)) < Ld(a,b) + A

5
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Notar que como se ha mencionado antes, si bien un embebimiento cuasi-isométrico
no es un embebimiento en el sentido usual, se tiene que si d(a,b) > AL, entonces

0 < L7'd(a,b) — A < d'(f(a), f(D))
y por lo tanto f(a) # f(b).

Observacion 2.3.1. De la definicién se deduce que si f es una funcién (L, A)-
Lipschitz gruesa con L < 1 entonces f es (1, A)-Lipschitz gruesa por lo que
podemos asumir siempre L > 1.

Un embebimiento (L,A)-cuasi-isométrico se dice una (L,A)-cuasi-isometria si exis-
te un embebimiento (L,A)-cuasi-isométrico f : Y — X que verifique que

d(ff(z),x) <A, d(ffly),y) <A

paratodor € X,y € Y

Como en la mayoria de los casos las constantes L y A no cumplen un rol especial,
salvo que sean estrictamente necesarias, vamos a utilizar los términos ”cuasi-
isometria” y ”embebimiento cuasi-isométrico” sin otras especificaciones.

Definicién 2.4. Un espacio métrico (X,d) se dice geodésico si para cualquier
par de puntos z,y € X, existe una isometria

o:10,d(x,y)] - X
con 0(0) =z, o(d(z,y)) = y. Dicha isometria se llama geodésica.

Dado dos puntos z,y € X, denotaremos [z,y| a una geodésica que realiza la
distancia entre x e y.

Toda variedad Riemanniana posee una métrica geodésica. Dado (X, d) un es-
pacio métrico geodésico y A C X, el espacio (X \ A,d), usando la métrica d
restringida al espacio X \ A no es en general geodésico. Esto motiva la siguiente
definicién. Recordemos antes que para una funciéon ¢ : [a,b] — X continua, ¢ se
dice rectificable si

l(c) = SUPZCZ((% Cit1)) < 00
donde el supremo esta tomado sobre todas las particiones finitas del intervalo
[a,b].

Definicién 2.5. Un espacio métrico (X, d) se dice métrico por caminos si dados
r,y € X,

d(x,y) = inf{l(c) : ¢ es un camino que une x con y}

Definicién 2.6. Un espacio métrico se dice propio si todo conjunto cerrado y
acotado es compacto.
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Figura 2.1: Tridngulo hiperbdlico Rips

Hiperbolicidad de Rips

Sea X un espacio métrico geodésico y sean a, b, ¢ tres puntos distintos de X. Un
triangulo de vértices a, b, ¢ es la unién de geodésicas que unen el punto a con el
punto b, el punto a con el punto ¢ y el punto b con el punto c¢. Notar que en
general las geodésicas que unen dos puntos no tienen por qué ser unicos, por lo
que no basta con los puntos para describir un tridngulo. Notaremos con { ABC'}
a las geodésicas que forman un triangulo

Definicién 2.7. Un tridngulo geodésico A se dice d-flaco si A C Bs(B U C)
con A, B,C los lados del triangulo. Notar que por definicién esta propiedad se
debe cumplir para cualquiera dos lados que elijamos. Ver figura [2.1] Llamaremos
espacios métricos d—hiperbdlicos a los espacios con esta propiedad.

Definicién 2.8. Un espacio se dice d- hiperbdlico si todo tridngulo geodésico es
0-flaco. Los espacios d-hiperbodlicos se conocen como espacios hiperbélicos Rips.

Lema de Milnor-Schwartz

Sea GG un grupo finitamente generado y .S un sistema de generadores finito para G.
Consideremos el grafo que tiene como vértice a los elementos de G y como aristas
a los pares (g, h) tales que gh™! € S. Notemos X s al grafo de Cayley de G con
conjunto de generadores S. Ademéds, podemos definir una métrica distg sobre X g
donde cada arista tiene longitud 1. La restriccién de esta métrica a GG se conoce
como la "métrica de la palabra”. Utilizaremos la notacién |z|s para referirnos a
distg(z, 1) y dists(g, h) = |gh~!|s. Dados dos conjuntos de generadores S y ', es
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claro que & g no tiene por qué ser isométrico a Xg . Sin embargo, el lema de
Milnor-Schwartz y sus corolarios prueban que son cuasi isométricos.

Definicién 2.9. Dado G un grupo actuando en un espacio métrico X, la accion
se dice cocompacta si X/G es compacto.

Lema 2.9.1 (Lema de Milnor-Schwartz). Sea X un espacio métrico geodésico
y propio y I' un grupo. Supongamos que I' ~ X propiamente discontinua y
cocompactamente por isometrias. Entonces I' es finitamente generado. Més atn,
si S es cualquier sistema de generadores finito de I' y x5 € X un punto base, la
funcion (I, dg)— (X, d) definida por la accién de I' (més precisamente, I' 3 v —
v+ Zo) es una cuasi isometria.

Demostracion:
Denotemos O, a la érbita del elemento y € X y, dado un subconjunto A C X, se

define OA = U O,. Como la accién es cocompacta, existe un compacto K con

acA
zo € K tal que OK = X. Sea R = diam(K). Para cada y € X, existe 7, € I tal

que y € v,K con d(y,v, - v9) < Ry, en consecuencia, la funcién v — -z es
cuasi sobreyectiva.
Definamos

A={yeT :d(xg,v-x0) <4R}

y veamos que A es finito. Si no fuera asi, A - {zo} serfa un subconjunto infinito
de B(zg,4R) y como B(zg,4R) es compacto debido a que X es propio, poseeria
un punto de acumulacién. Por lo tanto, el conjunto

M={yel:y#1,yBNB #0}

serfa infinito, contradiciendo el hecho que I' actiia de manera propiamente dis-
continua sobre X.

Veamos ahora que A genera I'. Sea H < I' el subgrupo generado por A. Sea U
un entorno abierto de K de didmetro menor o igual a 2R. Sea ademas V = H.U,
V' = (I'\ H)U. Notar que X = V U V'. Supongamos ahora que VNV # 0,
por lo que deben existir z € X,h € H,h' ¢ H tales que d(z,h - z9) < 2Ry
d(x,h' - x9) < 2R. Como la accién es por isometrias,

d(zo, R h' - wg) = d(h - wo, ' - w) < d(h - x,x) + d(x, I - 29) < 4R

por lo que h=*h € H y, por lo tanto, ' € H, lo que es una contradiccién. Por
lo tanto, VNV = (). Como V y V' son abiertos, V es no vacioy VUV = X,
entonces V' =0y V= X.

Denotemos d 4 la métrica de la palabra asociada al par (I', A) y sea
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A =max{d(zg,v - x0),y € AUA '}

Siv,~ €T tales que d4(v,7') = n, entonces v+ = ayay . . . a, con a; € AUA™L.
Seay =1y =ar...q parai = 1,...,n. Como I' actua por isometrias y
Y1V = a;, entonces

d(y - 0,7 - w0) = d(x0,7 Y - w0) = d(x0, a10z . . . anTg) < Zd(l’m a; - 7o) <
i=1
Ada(y,7)

Sea ¢ : [0,1] — X un segmento geodésico entre v-xg y v - xg. Sea D = d(~y-xg,7 -
zg). Sea N= | D/R] la parte entera inferior. Particionemos ¢([0, 1]) en segmentos
geodésicos de longitud menor a R de tal manera que 0 =1ty <t < - - <ty_1 <
tn =1y d(c(tiz1),c(t;)) < R. Como v — 7 -z es cuasi sobreyectivo, para cada
i=0,...,N, existe algin 7; € T" tal que d(~; - o, c(t;)) < Ry como

d(yi * o, Vi1 * To) < d(i - o, c(ty)) + d(c(ts), c(tiv1)) + d(c(tiv1), Yier - T0) < 3R
Se sigue que ; 'y;41 € Ay como podemos escribir

Y = (v ') () - (Ve i),

podemos deducir de la definicién de la métrica de la palabra que d4(vy,v") < N <
}%d(’y - X0, - o) y, por lo tanto, v — 7 - ¢ es un embebimiento cuasi isométrico.

]

Corolario 2.9.1. (1) Sea I' un grupo, H un subgrupo de indice finito en I,
entonces H es finitamente generado y cuasi isométrico a I'.

(2) Sea N un subgrupo de I' finito y normal, entonces I' y I'/N son cuasi
isométricos.

Demostracion:

(1) Sea X el grafo de Cayley de I'. H ~ X restringiendo la accién natural de T'.
Por el lema de Milnor-Schwartz , H es finitamente generado y cuasi
isométrico a X. Como I' es también cuasi isométrico a X, entonces H es
cuasi isométrico a I.

(2) Hacemos actuar a I' en el grafo de Cayley de I'/N. Nuevamente por [2.9.1}
I' es cuasi isométrico a I'/N.

O
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Proposicién 2.9.1. Sea (X, d;), (X, ds) espacios métricos propios y geodésicos.
Dado I' ~ X de manera cocompacta y propiamente discontinua con respecto a
ambas métricas. Entonces

id - (X,dl) — (X,dQ)

es una cuasi isometria.

Demostracion: Por [2.9.1] T' es finitamente generado. Elijamos un conjunto de
generadores y definimos la métrica dg sobre G. Ademas, sea o € X y

fi : (G, d(;) — (X, dz)
filg) =g -z

son cuasi isometrias. Llamemos f, a sus cuasi inversas. Luego, la funcién
id - (X, dl) — (X, dg)

es la composiciéon de la cuasi isometria fs o f; O]

Corolario 2.9.2. Todo grupo finitamente generado dotado con la métrica de la
palabra es cuasi isométrico a su grafo de Cayley, independientemente del conjunto
de finitos generadores elegido.

2.2. Frontera ideal

Definicién 2.10. Sea X un espacio métrico geodésico. Dos rayos geodésicos
01,09 @ [0,00) — X en X se dicen asintéticos si la distancia Hausdorff entre
ellos es finita o, equivalentemente, si t — d(oy(t), 02(t)) es acotada en [0, c0].

Es claro que ser asintético es una relacion de equivalencia en el conjunto de rayos
geodésicos en X.

Definicion 2.11. La frontera ideal de un espacio métrico X es la coleccién de
clases de equivalencias de rayos geodésicos. La denotaremos por 0, X .

A un elemento £ € 0,,X lo llamaremos punto ideal o punto en el infinito de
X. Para decir que un rayo geodésico o pertende a la clase de equivalencia de &,
usaremos la igualdad o(oc0) = €.

El espacio de rayos geodésicos en X es un espacio topoldgico de manera natural
via la topologia compacto-abierta. Consideraremos entonces en 0., X la topologia
cociente. Notaremos a esta topologia 7
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/

Figura 2.2: En la figura de la izquierda se muestran geodésicas en el modelo
del semplano superior de H2. A la derecha, algunas geodésicas en el modelo de
Poincaré.

Para ilustrar el comportamiento de la frontera ideal, daremos el siguiente resul-
tado qué serd util mas adelante.

Proposiciéon 2.11.1. Sea g : X — X una isometria, entonces g induce un
homeomorfismo gu : Os X — 05 X

Demostracion:  Dado £ un rayo geodésico definamos g-([¢]) = [9(£)]. Esta
funcién estd bien definida dado que si [£] = [)], se tiene que d(&, ) = d(g(&), g(v))
y por lo tanto [g(¢)]) = [g(§)]. La biyectividad de g asegura la de g, por lo
que basta ver que g, es abierta, mas atin, dado que estamos usando la topologia
cociente y g, es una funcion biyectiva, bastard ver que mapea abiertos subbasicos
en abiertos. Sea V' (K, U) un abierto subbdsico de la topologia compacto-abierta
en los rayos geodésicos. Podemos asumir K = [a,b] C R. Notar que la clase de
un rayo geodésico en d,,X no depende de su parametrizacion, por lo que la clase
del abierto V(K,U), que llamaremos [V (K, U)] en la topologia cociente 7 solo
depende del abierto U elegido. Se tiene entonces que

oo ([V(EK, U)]) = [V, g(U)]

que es un abierto de 7 O

2.3. El espacio hiperbdlico H"

En esta seccién, recordaremos brevemente los modelos hiperbdlicos y algunos
resultados generales acerca de la clasificacién de isometrias de H".

El modelo del semiplano Sea H" = {(x1,...,z,) € R" : 2, > 0}. Llamemos
H"™ al espacio H" con la métrica Riemmaniana.
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1 n
ds® = — E dx?
x
noi=1

En este modelo, las geogésicas son segmentos de rectas o circulos ortogonales al
hiperplano F' = {(z1,...,z, : , = 0}. Una esfera en este modelo queda repre-
sentado por los hiperplanos paralelos a F' (Ver figura

El modelo de Poincaré
Sea B™ = B1(0) C R". Equiparemos a B" con la siguiente métrica Riemanniana:

n
2
E dz;
i=1

(-£4)

Para este modelo, las geodésicas son arcos circulares o rectas ortogonales a la
frontera de B™. (Ver figura [2.2))

ds®> =4

Observacion 2.11.1. Los modelos arriba descriptos son isométricos.

Mencionaremos a continuacién algunas propiedades trigonométricas de H". Las
demostraciones de estos hechos pueden encontrarse en [3, cap. 7, pags. 142-151].

1. Los angulos interiores o, 8y v de un tridangulo geodésico tienen aream™ — o — 3 — 7.

2. El volimen de una bola de radio R en H? es 2m(cosh(R) — 1).

3. para cada par de puntos z,y € H" distintos, existe un Unico segmento
geodésico que los une. Anédlogamente, si x € H",y € 0H", existe un tnico
rayo geodésico [ : [0,00) — H" con B(0) =z y f(c0) = v.

Proposicion 2.11.2. H" es 2—{flaco.

Demostracidn: La construccién se basa en [2.3] Como los tridngulos geodésicos
en H" pertenecen a una copia de H?, es suficiente con probar el caso n = 2.
Como el area de los triangulos hiperbdlicos es menor o igual a 7 y el area de un
disco de radio r es 2w (cosh(r) — 1), cualquier circulo inscripto en un tridngulo
hiperbdlico debe tener area menor que 7 y por lo tanto su radio debe ser menor
a cosh™1(3/2) < 1.
Dado un punto x en el triangulo hiperbdlico, construyamos un circulo S de radio
1 tangente al tridangulo z. Este circulo interseca otro lado del tridngulo en algin
y. Como ambos x e y pertenencen al circulo de radio 1, se sigue que d(z,y) < 2 =
diam(5).

O
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Figura 2.3: Los tridngulos hiperbdlicos son 2-flacos

Algunos rayos geodésicos asintéticos a Una base de entornos de [¢]

Figura 2.4

La frontera ideal en H"

Daremos ahora una descripcién mas precisa de la frontera ideal 0,,H" y de su
topologia.

Usando el modelo de Poincaré de H", cualquier rayo geodésico posee un ”punto
final” bien definido. Si ¢ : [0, 00) — H™ es un rayo geodésico, entonces su punto
final serd lim; ,., 1 (t), donde el limite se tomara con la topologia usual de la
bola unidad. Finalmente, dado un punto base O € H", para cada elemento en la
frontera ideal, existe un uinico representante que pasa por O. Este representante
puede identificarse con un vector de norma 1 sobre ToH", el tangente de H" en el
punto O. Asi, podemos identificar 0,,H" con UToH", la esfera unitaria en ToH"™.
De esta manera, podemos pensar en 9, H" como la esfera S™!.
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Figura 2.5: Una horoesfera en el modelo de Poincaré de H?

Definicién 2.12. Consideremos H" con el modelo de Poincaré. Llamamos horoes-
fera con punto base 1) € S"! a la interseccién de una esfera euclidea contenida
en H", tangente al punto v (ver figura . Se llama horobola a los puntos
interiores de una horoesfera.

La topologia de H .

En el modelo de Poincaré, la topologia de B U 0B es simplemente la topologia
Euclidea usual. Queremos sin embargo dar una descripciéon intrinseca de la to-
pologia de O,,H" de manera que H" := H" U 0,,H" sea un espacio topolégico
compacto.

Para ello, daremos una descripcion especifica de una base para la topologia. Dado
cualquier punto [¢] (con 9 : [0, 00] — H™ un rayo geodésico) y algin punto y € 1,
definamos H como el hiperplano ortogonal de 1) que pasa por el punto y. Sea Q;f
la componente de H" \ H que contiene al punto [¢)] € 0, H". Luego el conjunto
{QV}yey forman una base de entornos [¢]. Aunque la eleccién de distintos re-
presentantes en cada clase de equivalencia de distintas bases, todas generan la
misma topologia sobre 0,,H" lo que vuelve a esta contruccién independiente de
la eleccion hecha.

A continuacién enunciaremos un buen resultado de estos espacios que necesita-
remos luego. Omitiremos la demostracién por requerir un desarrollo extenso de
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trigonometria hiperbdlica que nos desviaria del objeto de esta tesis.

Proposicién 2.12.1 (Las cuasi isometrias conmutan con las proyecciones). Exis-
te una constante C' = C(L, A, ) tal que el siguiente resultado se cumple. Sean
X, X' espacios métricos geodésicos d-hiperbdlicos y propios y sea f : X — X’ una
(L, A)-cuasi isometria. Sea a una geodésica (finita o infinita) en X y sea § C X’
una geodésica cuya distancia a f(o) esté acotada por D(L, A, ). Entonces la
funcion f ”casi conmuta” con las funciones que proyectan al punto mas cercano
Ta, 3. Mas precisamente, se tiene que

d(fra(z),maf(z)) < C, z e X.

2.4. Lema de Morse

Definicién 2.13. Si X es un espacio métrico, ¢ : [a,b] — X se dice una
(L, A)-cuasi geodésica si ¢ es un embebimiento (L, A)-cuasi isométrico.

Observacién 2.13.1. Las cuasi isometrias mandan geodésicas y cuasi geodésicas
en cuasi geodésicas

Una pregunta fundamental que debemos hacernos es si la clase de geodésicas se
conserva por cuasi isometrias. Més atin, dado ¢ € J,,X , ¢ un rayo geodésico
asint6tico a ¥ y f una cuasi isometria, es esperable que, aunque f(o) no fuera un
rayo geodésico, exista un rayo geodésico asintético a f(o) a distancia Hausdorff
finita. Esto es lo que garantiza el lema de Morse:

Lema 2.13.1 (Lema de Morse). Si X es un espacio - hiperbdlico, existe ua cons-

tante R = R(J, L, A) tal que para cualquier (L, A)-cuasi geodésica o : [a,b] — X,
se tiene que

dHaus(o([a,0]), [0(a), o (b)]) < R
Antes de demostrar este hecho, necesitamos varios resultados preliminares:

Lema 2.13.2. Sea X un espacio d-hiperbdlico y o : [a,b] — X un camino en X.
Entonces para x € [o(a),o(b)], se tiene que

d(z,0([a,b])) < d|log,(¢(0))| +1
Demostracién: Sil(c) <1 =2° entonces d(c(a),o(b)) <1y entonces

d(x, 0(la,b])) < d(x,0(a)) <1 < 6[logy(£(0))] + 1
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o (a) x o (b)

Figura 2.6: El paso inductivo del lema [2.13.2

Usaremos ahora un argumento inductivo: supongamos el enunciado valido para
cualquier camino o’ con £(0’) < 2V¥. Sea ¢ un camino con £(c) < 2V*! v sea
m € [a,b] tal que £(o(a,m)) = €(o(m,b)). Consideremos el tridngulo de vértices
o(a),o(b) y o(m). Luego existe ' o bien en la geodésica [o(a),o(m)] o bien en
la geodésica [o(m), o(b)] de manera que d(z,z') < § (ver figura [2.6). Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que z’ se encuentra en la primera geodésica y
sea ¢’ la restriccién de o a [a,m]. Como (o) = ((0)/2 < 2N y 2 € [a, m], por
hipétesis inductiva se tiene que

d(a', o' ([a,m])) < d]log,(£(0))[ +1

y por lo tanto

d(z, 0([a, b]))
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Lema 2.13.3 (Doma de cuasi geodésicas). Sea X un espacio métrico geodési-
co. Dada una (L, A)—cuasi geodésica o : [a,b] — X, existe una (L, A")—cuasi
geodésica continua o’ : [a,b] — X tal que:

1. d'(a) =o(a) y o'(b) = a(b);

2. A =2(L+ A);
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3. £(0' ) < kad(o’'(t),0'(t")) + ko, para todo t,t' € [a,b], con ky = L(L + A)
y ke = (LA"+3)(L+ A)

4. La distancia Hausdorff entre las imagenes de o y ¢’ es menor o igual a L+ A

Demostracion: Definamos o’ a partir de o sobre ¥ = {a, b} U(ZN(a,b)). Elijamos
geodésicas que unan las imagenes sucesivas de los puntos de X y definamos ¢’ como
la reparametrizacién de la concatenacion de estas geodésicas. Dado que los nodos
considerados estan a distancia menor o igual a uno, cada segmento geodésico
tiene longitud acotada por L+A y cada punto de Im(o) U Im(o’) pertenece a un
entorno de didmetro (L + A)/2 de o(X), con lo que se demuestra (4).
Denotemos con [t] el punto de ¥ més cercano at € [a, b]. Dado que o es una (L, A)-
cuasi geodésica (recordemos que podemos considerar L > 1) y o([t]) = o'([t]) para
t € [a,b], se tiene que

d(o’(t),0'(t) < d(o'(t), o’ ([t])) + d(o’([t]), o’ ([¢'])) + d(o” ([t]), o' ("))

< i) +2 (S5
< L =[]+ A+ (L+A)
< Lt =14+ 1)+ (L +24)
y
%\t—t’]—2(L+A)§ Lt =t —1) = (L+24)
< 2l — 1) - (L + 24)
< d(o'([f)o'([t]) = (L + A)
< d(o'([t]), o' () + d(o'(1), 0'(t)) + d(o” ('), 0"([t'])) — (L + A)
< d(o'(t'),0'(1)
Esto prueba que o’ es una (L, A’)-cuasi geodesica con A’ como en (2).

Para cualquier para de enteros n,m € [a, b,

(0 m1) = §jd o(i+1)) < (L + A)lm —nl
y, de manera similar
(0" |fam) < (L+A)(m —a+1) y £(0"|me) < (L+A)(b—n+1).

Asi, para todo t,t" € [a,b] tenemos que:

U |it) < (L +A)(|IE] = [F]] +2)
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U/(a) Yy ‘ X z O’l(b)

Figura 2.7: Las cuasi geodésicas se encuentran cerca de las geodésicas

Combinando estas ultimas cuentas, se tiene que:

e(gll[tﬂf’}) / /
SH—A—?)S|[t]—[t]|—1§\[t]—[ﬂ—1|

<7 (E—ﬂtﬁ) - 3) < ]~ 1]~ 1] - A < d' (1), (7))

Y reordenando,
(o' |ge) < L(L + A)d(o'(t),0'(t')) + LA(L + A) + 3(L + A)

]

Demostracion del Lema de Morse[2.13.1} Reemplacemos primero a la (L, A)—cuasi
geodésica o por una (L, A")—cuasi geodésica ¢’ como en [2.13.3
Como [0”(a), 0’ (b)] es compacto, existe x € [0'(a),o’(b)] tal que

d(z,0'a,b)) = miax d(y,o'([a,b])) := D

y€lo’(a),0’ (b)]
Sean y € [0/(a),x], z € [x,0'(b)] tales que
D <d(y,[z,0'(b)]) <2Dy D <d(z,|o'(a),z]) < 2D

Sea ademds y' = o’(d’), 2/ = o'(V') los puntos en ¢’(|a, b]) més cercanos a y y z
respectivamente. Notemos que d(y,y') < D y d(z,2') < D por la definicién de
D.(ver Figura

Sea ¢ un camino que une y con z, recorre el segmento geodésico [y, /], sigue o’
desde 3’ hasta 2z’ y por ultimo recorre el segmento geodésico [z, z]. Aplicando el
lema [2.13.3],



2.4. LEMA DE MORSE 19

t, a’ to Y ty b

[ 3S]
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Q
P
=

Figura 2.8: Las imagenes de geodésicas via cuasi isoemetrias estdan cerca de
geodésicas

U(c) =d(y,y) +d(z,2") + (0" |wp) < D+ D+ kid(y',z") + ke
< 2D 4 6k1D + ko
Y asi, por el lema [2.13.2]
D = d(z,c([a,b])) < d|logy(2D + 6k1 D + k)| + 1

Como ki y kg solo dependen de L y A, esto nos da una cota superior para D en
términos de L, A, ¢ la cual llamaremos Dy. Observar que

[0'(a),d"(b)] € Bpy(a([a,b])).

Para lo que queda de la demostracién, seguiremos la figura [2.8] Resta probar
que la distancia Hausdorff esta uniformemente acotada. Mas precisamente, de-
bemos hallar R = R(6, L, A) tal que o'([a,b]) C Bgr([o'(a),d’(b)]). Si o’([a,b]) C
Bp,([0'(a),d’(b)), basta elegir R = D, para completar la demostracién. Asuma-
mos entonces que esto no ocurre.

Sea [a”, "] maximal respecto a que o'([a”,"]) esté contenido en el complemento
del entorno Bp,([o’(a),o’(b)]). Definamos

Se ={z € [0'(a),
Sy = {x € [o(a),

o' (b)] : d(z,0'(Ja,a"]) < Do}

O'/(b)] . d(xvojqb//a b]) < DO}

Estos conjuntos son no vacios y cubren [0'(a),c’(b)]. Como son no disjuntos,
elijamos zg € S, N Sy, t, € [a,a"] y t, € [b",b] tales que d(xg,0'(t,)) < Dy
y d(zg,0'(ty)) < Dy. Usando desigualdad triangular, d(o’(t.), o' (ty)) < 2Dg y
d(ly,ty) < L2Dg + LA',

Tomando ¢, € [a”,b"] arbitrario,
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d(0'(to), [0'(a), 0’ (b)]) < d(0'(to,0"(ta)) + d(0(ta), [0 (a), o’ ()])
Ld(tg,ty) + A"+ Dy
Ld(t,, ty) + A"+ Dy

2L°Dg+ L?PA'+ A+ Dy .= R

VANIVARVANIVAY

Como A’ solo depende de Ly de Ay Dy solo depende de L, A, d, obtuvimos la
constante que buscabamos.

Como o y ¢’ coinciden en los extremos, entonces [o(a),o(b)] = [0'(a), o’(b)]. Méas
aun, como la distancia Hausdorft entre o([a,b]) v o'([a,b]) es menor o igual a
L + A, entonces

dH([U(a)7 U(b)]v 0'([@, b])) < dH([OJ(a’)v O-I(b)]v O-/([a’ b])) + dH(J,([a7 bD? O-([a’ b]))
< R+L+A
Tomando R = R’ + L + A el resultado queda probado. O

La aproximacién sucesiva por geodésicas extiende el lema de Morse a los rayos
geodésicos. Més precisamente, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.13.1 (Lema de Morse extendido). Sea X un espacio d-hiperbdlico
propio y geodésico. Sea p un rayo (L,A)-cuasi geodésica o una geodésica completa
en X. Entonces existe p’ rayo geodésico o geodésica completa (dependiendo de
qué fuera p) tal que

du(Im(p), Im(p)) < R(5, L, A).

2.5. Transformaciones Moebius e Isometrias:
algunas herramientas

Transformaciones de Moebius

Definicién 2.14. Sea S(a,r) C R™ la esfera S(a,r) = {z € R" : |z —a| = r}
donde a € R™ y r > 0. La reflexién (o inversion) en S(a, ) es la funcién ¢ definida

por
r 2
ot () oo

Como caso especial de S(0, 1), este caso se reduce a

J(x) = x/|xf?
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La reflexién en S(a, ) no esta definida cuando = = a, por eso es necesario utilizar
la compactificacién a un punto, R" := R™ U {co}.

Como |¢(x)| — 400 cuando x — a es natural definir ¢(a) = co. De la misma
manera, definiremos ¢(0c0) = a. La refleccion ¢ ahora estéd definida sobre R" = ™.

Definicién 2.15. Una transformacion de Moebius es una composicion finita de
reflexiones sobre esferas o planos. Donde una reflexién sobre un plano se define
de la manera usual.

Bajo la identificaciéon de R"™! con R"! x {0} en R", un punto x de R""! co-
rresponde a un punto & = (z,0) en R™. Sea ¢ una transformacién de Moebius
de R"~!. Nuestro objetivo es extender ¢ a una transformacién ¢ de R™. Si ¢ es
una reflexién de R"! en p(a t), con P(a,t) el hiperplano con vector normal a
y punto de paso ta/|[al|* y P(a,t) = P(a,t) U {oo}, entonces nuestra extensién
¢ serd una reflexién en P(a t). Andlogamente, si ¢ es una reflexion de R™! en
S(a,r), la esfera de centro a y radio r, luego ¢ serd la reflexién de R™ en S(a, r).
En ambos casos se tiene que ¢(z,0) = (¢(x), 0) para todo z en R*™". De esta
manera, ¢ extiende a ¢. En particular ¢ deja a R invariante. Tamblen es claro
que ¢ deja invariante el semiplano superior de R™.

Asumamos ahora que ¢ es una transformacién de Moebius de R™! arbitraria.
Luego ¢ es una composicién ¢ = oy ---o,, de reflexiones. Sea ¢ = Ty - - - Tp.
Luego ¢ extiende a ¢ y deja invariante el semiplano superior. Supongamos que ¢,
y ¢, son dos extensiones de ¢. Entonces ¢,¢, ! fija el semiplano superior y Rr—1

y, por lo tanto, g_b@; ! =Id. Asi, ¢ depende solo de ¢ y no de la descomposicién
¢ =010y La funcion ¢ se llama la extension de Poincaré de ¢.

Teorema 2.16. Una transformacién de Moebius ¢ de R™ deja el semiplano su-
perior invariante si y solo si ¢ es la extensién de Poincaré de una transformacion
de Moebius de R"!.

Demostracion: Sea ¢ una transformaciéon de Moebius de R" que deja fijo el
semiplano superior. Como ¢ es un homeomorfismo, también debe dejar fijo el
borde de dicho semiplano. De esta manera, ¢ se restringe a un homeomorfismo 1)
de R"1. Como ¢ es de Moebius, entonces preserva la razén doble en R" y por lo
tanto 1) preserva la razén doble en R™1. De esta manera, ¢ es una transformacion
de Moebius. Reciprocamente, consideremos 1) la extensién de Poincaré de ).
Luego, ¥¢ " fija cada punto de Rr—1 y deja el semiplano superior invariante. Asi,

o =1. [l

Definicién 2.17. Una transformacion de Moebius de S™ es una funcién ¢ : S™ — S™
tal que m~1¢m es una transformacién de Moebius de R™, donde 7 : R — S™ es
la proyeccion estereografica.
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Llamaremos Mob(S™) a las transformaciones de Moebius de S™. Este es un grupo
topolégico para la topologia compacto-abierto. Ademds, la funcién ¢ — wpr—1
es un isomorfismo de grupos topolégicos entre Mob(R") y Mob(S™).

Sea ¢ € Mob(S"™1). La extensién de Poincaré de ¢ es la transformacién de
Moebius ¢ de R" definida por ¢ = nyn~t, donde 9 es la extensiéon de Poincaré
de ¢ = 77 1¢m y n es la funcién que hace compatible los dos modelos de H". La
transformacién de Moebius ¢ obviamente extiende ¢ y deja B™ invariante. Més

aun, ¢ es la unica con esta propiedad. De estos hechos se deduce el siguiente
teorema.

Teorema 2.18. Una transformacion de Moebius ¢ de R" deja la bola abierta
B™ invariante si y solo si es la extension de Poincaré de una transformacion de

Moebius de S™1.

Como hecho general de la teoria de transformaciones de Moebius, usaremos el
siguiente resultado cuya demostracién se puede encontar en [14, pag. 120, teorema
4.4.8]:

Lema 2.18.1. Sea ¢ una transformacién de Moebius de B™. Luego ¢(0) = 0 si
y solo si ¢ es una transformacion ortogonal de R™.

Clasificacion de isometrias de H"

Pensando en el modelo de Poincaré, una isometria de H" es en particular una
funcién continua entre bolas cerradas (recordar que una isometria se extiende de
manera continua a su frontera ideal debido a y por lo tanto, posee por lo
menos un punto fijo. Este hecho nos ayudard a clasificar el espacio de isometrias
de H". En lo que sigue explicaremos brevemente esta clasificacion. Un desarrollo
extenso de lo que enunciaremos se puede encontrar en [14], Sec.4.7, pags. 136-142]

Isometrias elipticas:

Una isometria se dice eliptica si fija un punto x € H"
Conjugando una isometria eliptica g por otra isometria h €lsom(H") que fija el
centro de la bola B™, obtenemos otra isometria eliptica

f = hgh!

que fija el centro de B" y conmuta con la inversion

T

J(x) = —
( ) ’Jf|27
en el frontera S"~!. Tenemos entonces que:

floo) = JfJ(o0) = Jf(0) = J(0) = o0
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y, por lo tanto, f debe ser una similaridad euclidea que fija el origen y preserva
la bola unidad B". De hecho, vale el siguiente resultado que no probaremos por
alejarse de nuestro objetivo principal:

Lema 2.18.2. Un elemento g € Isom(H") = Mob(B™) es eliptico si y solo si g
es conjugado en Isom(H") a una transformacién ortogonal.

Isometrias parabdlicas:

Una isometria g en H" se dice parabdlica si fija exactamente un punto en la
frontera ideal S™~!. Notar que este tipo de isometrias no pueden ser elipticas.
Sea ¢ € S™ ! el punto fijado por g. Si existe z € H" con g(z) = z, entonces g
fija el rayo geodésico que une x con . Extendiendo dicho rayo a una geodésica
completa, se tiene que g posee un segundo punto fijo en la frontera ideal lo que
contradice la definicién de ser parabdlico.

Nuevamente, daremos otra caracterizacion de las isometrias parabodlicas de H"”
sin demostracion:

Lema 2.18.3. Una isometria en H" es parabdlica si y solo si es conjugada en
Mob(S™) a un elemento de la forma

flx)=Az+bbe R, AcO(n—1)

Isometrias hiperbdlicas:

Una isometria en g € Isom(H H™) se dice hiperbdlica si no fija puntos de H" y
fija exdctamente dos puntos de S™~!.

Notar que como ¢ fija dos puntos en la frontera, entonces g debe fijar la geodésica
que los une. De esta manera, existe una tnica geodésica v : (—oo,00) — H" tal
que g o v = . Ademas, restringiendo g a dicha geodésica, se tiene que g es una
isometria euclidea. Luego g|,(z) = x + b para algin b € R\ 0. Llameramos eje de
g a la geodésica v y numero de traslacion a b.

Topologia radial

Sea X un espacio métrico geodésico, hiperbdlico y propio. Definamos otra topo-
logfa para X: Sea p € X un punto fijo que usaremos como base. Diremos que la
sucesion {x; bieny € X converge radialmente (o conicamente) a un punto & € 9o, X
si existe una constante R tal que {z;} € Br([p,&]) y

lim d(p, x;) = 00

1—00



24 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Figura 2.9: Convergencia en la topologia conica

Un subconjunto C' C X es cerrado para la topologia radial si su interseccién

con X es cerrado en la topologia métrica de X y C'N0, X contiene limites radiales
de sucesiones en C'N X.
Para ilustrar esta situacién, consideremos X = H" con el modelo del semiplano
superior, £ =0 € R"! y sea L una geodésica vertical asintética a €. La sucesion
x; € X converge a £ en la topologia del cono si y solo si todos los puntos z;
caen en algun cono euclideo con eje L y la distancia entre x; y 0 tiende a 0. Esto
explica el nombre de "topologia cénica” (Figura

Definicién 2.19. Sea ¢ una cuasi accion de un grupo G sobre un espacio hi-
perbdlico Rips. Un punto 1 € 0, X se dice limite conico para la cuasi accion
¢ si existe una sucesion g; € G tal que ¢(g;)(x) converge a 1) para la topologia
conica. Mas precisamente, para cada (o para algiin, de manera equivalente) rayo
geodésico o C X asintdtico a 1), y algin (o cualquier) punto x € X, existe una
constante R < oo tal que Zlggo o(gi)(x) =1 y d(o(gi)(x),0) < R para todo i.

Topologia de Chabauty

Dado (X, 7) un espacio métrico, notemos con F a la familia de subconjuntos
cerrados para la topologia 7. Sobre F tenemos la topologia de Chabauty (F,C),
que definiremos a partir de los entornos U, i de F' € F, parac >0y K C X
compacto, de la siguiente manera:

U ={Z€F dy(ZNK,FNK) <}
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Figura 2.10: Un reticulo representado por e y un conjunto cerrado en un entorno
Chabauty representado por

donde dj es la distancia Hausdorfl definida en [2.2]
Asi, una sucesién F; converge a un cerrado F' en la topologia de Chabauty si y
solo si para cada subconjunto compacto K C X, se tiene que

Im(F,NK)=FNK

1—00

para la topologia de convergencia Hausdorff.

Notar que esta convergencia es muy sugerente cuando X = Homeo(S") y
consideramos una sucesién de reticulos pues, al ser estos discretos, garantizamos
que los puntos limites sean también discretos.

Teorema de Margulis y descomposicion Gruesa-Fina

Definicién 2.20. Sea I' < Isom(H"). Diremos que I' es elemental si posee una
érbita finita en B”
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El siguiente resultado es crucial para la demostracion del teorema de Margulis.
Su prueba se basa en la inspeccion minuciosa de las isometrias de H" y puede ser
hallada en [14], teorema 12.5.3, pag 652

Teorema 2.21. Sea G un subgrupo nilpotente de PO(n, 1) generado por ele-
mentos A tales que |A — Id| < 2. Luego G es abeliano.

Lema 2.21.1. Sea H un subgrupo de un grupo topolégico G y sea a : G — X
una funcién tal que a~*(a(g)) = gH para cada g € G. Si 0 : X — G es una
inversa continua a derecha de «, entonces la funcién ¢ : X x H — G, definida
por ¢(x,h) = o(x)h, es un homeomorfismo. Més aun, la funciéon @ : G/H — X,
inducida por «, es un homeomorfismo.

Demostracion: Es claro que la funcién ¢ es continua por ser una composicién
de funciones continuas. Sea g € G. Como «a o 0 o a(g) = «(g), se tiene que
ooa(g) € gH, por lo que g~*oa(g) € H. Definamos la funcién

Vv:G—>XxH
por la férmula

U(g9) = (alg), (calg) " g).

La funcién ¢ es la composicion de funciones continuas, por lo que es continua.
Ademas,

o(g) = ¢ (alg),(oalg) " g)

I
Q

Por lo que ¢ es un homeomorfismo con inversa 1. Sea 7 : G — G/H la funcién
cociente. v induce una biyeccién continua @ : G/H — X tal que ar = o. Como
mo es continua y tiene como inversa a @, se tiene que @ es un homeomorfismo. [

Teorema 2.22. La funcién ® : B" x O(n) — Mob(B"), definida por la férmula
®(b, A) = 7, A, es un homeomorfismo.
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Demostracion: Sea evy : Mob(B™) — B™ la funcién de evaluacion evy(¢) = ¢(0).
Veamos que evy es una funcién continua. Supongamos que d(¢, Id) < r. Sea
{Lq}aer la coleccién de rectas euclideas centradas en 0. Como acotamos la dis-
tancia entre ¢ y la identidad por r, se tiene que el cilindro euclideo C, con eje
L, y radio r contiene a ¢(L,) (ver figura[2.11)).

De este hecho es inmediato que evy es continua en la identidad debido a que

#(0) € Nud(Ly) CNuCy ={z € B": |z| <1}

Definamos ahora 7 : B" x S"! — S™7! por d7(b,z) = 7(z), la traslacién
en el elemento b. Esta funcion es continua. Como la topologia heredada por la
métrica en Mob(S™ 1) coincide con la topologia compacto-abierta, usando la ley
exponencial, se tiene que 97 : B" — Mob(S"!) definida por 97(b)(z) = 7(z) es
continua. Como Mob(S™"™!) — Mob(B™), inducida por la extensién de Poincaré,
es un homeomorfismo, la funciéon 7 es una inversa a derecha de evy.

Sea ¢ € Mob(B"). Es claro que ¢O(n) C evy ' (evo(¢)). Supongamos que ¢ €
evy (evp()). Entonces ¥(0) = #(0) y por lo tanto ¢~'(0) = 0. Por el lema
2.18.1| se tiene que ¢! € O(n). De esta manera, 1) € ¢O(n) y, por lo tanto,

evy (evg(d)) = ¢O(n). Luego, ¢ es un homeomorfismo por el lema [2.21.1 ]

Definicién 2.23. Dado un reticulo I' C Isom(H"), un punto x de H" y € > 0,
definimos I'.(z) el subgrupo de I generado por el conjunto

{g el :d(gx,x) <e}

Teorema 2.24 (Lema de Margulis). Para cada dimensién n, existe € > 0 tal que
para todo reticulo I' CIsom(H") y para todo punto x € H", el grupo I'.(x) es
elemental.

Demostracion: Usaremos el modelo de Poincaré para H". Sea I' un reticulo en
Mob(B") y sea 7 una traslacién hiperbdlica en B™ por z. Para cada ¢ > 0, se
tiene que

T ()T = 7"1<g el :d(gr,x) < 5)
= (t7'gr e 777 1 d(77'g7(0),0) < &)

= (r7'T'7):(0)

Luego, podemos asumir sin pérdida de generalidad que x = 0. Para cada k € N,

definamos

Qr = {g € Mob(B") : d(g(0),0) < 1/k}
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Figura 2.11: Las iméagenes de las rectas L, quedan contenidas en cilindros de
radio r alrededor de ellas.
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Notar que @y corresponde al subconjunto C'(0,1/k) x O(n) de B™ x O(n) por
el homeomorfismo B" x O(n) — Mob(B™) definido en [2.22] (C(0, 1/k) denota el
cilindro de centro 0 y radio 1/k). De esta manera, Q) es compacto y id € @y, para
cada k. Mas atin, Q) es invariante bajo la inversién g — g~ en Mob(B™) pues

d(g(0),0) = d(0,g(0))

Definamos Q¥ el conjunto de todos los elementos de Mob(B") de la forma g; - - - gx
con g; € Qryi=1,--- k. Observar que si g; € (J, entonces

d(gr-+- 9:(0),0) < D d(gr-+- gr1-4(0), 91+~ 95-i(0))

Sea U el entorno de Id € Mob(B™) que corresponde a
{Aec PO(n,1):|A—1Id| <2 —+/3}

Como Mob(B™) es un grupo topoldgico, existe r > 0 tal que B~'B C U para
B = B(Id,r). Ademas, para todo g € Mob(B"), se tiene que B.g = B(g,r). Co-
mo () es compacto, hay un niimero maximo m de elementos en () cuya distancia
entre si es mayor o igual a r. Asi, podemos tener a lo sumo m bolas disjuntas
en ()1 de radio r, por lo que a lo sumo existen m trasladados a derecha de B en
M (B™) por elementos de Q.

Sea ¢ = 1/(m+ 1) y sea H = (I'. N U). Entonces H es un subgrupo abeliano
de T'. por . Sean Bfi,...,Bf; los trasladados disjuntos dos a dos de B por
elementos de I'. N ()1, con j tan grande como sea posible. Notar que j < m.
Mostraremos que {H f;}%_, contiene todas las coclases de H en I'..

Sea g € I'.. Como I, esta generado por I' N @,,+1, podemos escribir g = g1 - - - g
con g; € I'NQ,,y1. Tomaremos ademas k tan pequenio como sea posible y llama-
remos a k la longitud de g.

Supongamos primero el caso k < m + 1. Luego g € Qgﬂ C Q1 y por lo tanto
g €T .NQ,. Asi, Bg € Bf; para algin i y gf; ' € B™'B C U (si esto tltimo no
sucediera, se contradeciria el hecho que j era la maxima cantidad de trasladados
disjuntos posibles). De esta manera, gf; ' € H y por lo tanto Hg = H f.

Para el caso kK > m + 1, definamos h; = ¢g;...¢9; parat = 1,...,m + 1. Luego
h; € Qfgﬁ C Q; para cada i y, por lo tanto, los conjuntos {Bh;}** no pueden
ser todos disjuntos. Supongamos que Bh; N Bh; # () con i < j. Sea a = h;,
B=0it1---955Y V= Gj+1--- G-

Entonces g = a7, con BaN BaB # () y, por lo tanto, a(aB)™! € B'B C U. Se
tiene entonces que oS~ la"t € Hy
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Hg = H(af 'a™ ") (afy) = Hay.

Sea ¢ = a~y. Luego, Hg = H¢g' y la cantidad de elementos con que se escribe
g’ es menor a la cantidad con la que se escribe g. Por induccién, se tiene que
Hg = Hg" con ¢"” de longitud a lo sumo m + 1. Asi, Hg = H f; para algin i por
el argumento de arriba.

De esta manera, {H f;}J_, contiene a todas las coclases y, por lo tanto, [ : H] <
7 < m, por lo que I'. es elemental por tener un subgrupo de indice finito abeliano.
Los subgrupos abelianos son elementales. Una demostracion de este hecho puede
encontrarse en [14, pdg. 182, lema 1].

Veamos que esto implica de T'. es elemental. Supongamos que [I'c : H| =1 y sea
e =~ g:H. Sea ademés = € H" tal que la érbita de x por la accién de H es
finita. Entonces:

#{Lew} = ULy (g:H)a} = i #H{g:iHa} =t #{Ha} < 00

Descomposiciéon gruesa-fina

Sea I' un reticulo de Mob(B"). Para cada r > 0, definimos
V([,r) ={x € B": d(x,gz) < r para algin elemento no eliptico en I'}
Lema 2.24.1. Para cada r > 0, V(I',r) es un abierto I'—invariante de B".

Demostracion: Sea x un punto de V (I, ). Existe entonces un elemento no eliptico
g € T tal que d(x,gz) < r. Sea f € I". Entonces

d(fx, fof 7 fx) =d(z,gz) <.

Como fgf~! no es eliptico (dado que g no lo es), fxr € V(I',r) y, por lo tanto,
V(I',r) es I'-invariante.
Sea s = (r — d(x,gz))/2. Para cada y € B(z,s), se tiene que

d(y,gy) < d(y, )+ d(x, gx) + d(g9, gy)
= 2d(z,y) +d(z,gz) <r

Entonces, B(z,s) C V(I',r), lo que implica que V(I',r) es abierto. ]

Lema 2.24.2. Si I es un reticulo de Mob(B™), r > 0 y I, el estabilizador del
elemento a en I', entonces

V(I r) =U{V (4, ) : @ es un punto fijo de un elemento no eliptico de I'}.
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Demostracion: Es claro que V(I'y,r) C V(I',r) para cada punto a que es fijado
por un elemento no eliptico de I'. Para ver la otra inclusién, tomemos = € V (I, r).
Por definicidn, existe un elemento g € I' que no es eliptico tal que d(z, gz) < r.
Sea a un punto que fija g. Entonces g € ', y, por lo tanto, = € V(I'y,r). De esta
manera, V(I',r) es la unién de los conjuntos {V(I'y,7)} O

Sea M=B"/T" un espacio hiperbdlico y sea r > 0. Se define la parte r—fina de M
como

V(M,r)=V(,r)/T
y la parte r—gruesa de M como
T(M,r)=(B"—=V(,r))/T.
Notar que la parte r—fina es un abierto y la parte r—gruesa es cerrada.

Teorema 2.25. Para cada dimensién n, existe una constante 6 > 0 tal para cada
espacio hiperbdlico B™/T', existe un punto z € B" tal que la funcién cociente
7m: B" — B"/T" envia B(z,0) en B(n(z),d) de manera isométrica.

Demostracion: Sea e, la constante de Margulis y sea z € T(T',¢,), por lo que
d(x,gz) > e, para todo g # 1 en I'. Luego, para cada g € T'\ {1} tenemos
que B(x,e/2) N gB(x,e/2) = 0y asi m envia B(z,e/2) de manera biyectiva a
B(7m(x),e/2). De esta manera, usando desigualdad triangular, 7 envia B(x,c/4)
de manera isométrica en B(w(x),e/4) O

Proposicién 2.25.1. Sea I' C H". y r < ¢ con € como en el lema de Margulis.
Entonces T'(I', r) es compacto.

Demostracion: Si T'(M,r) no fuera compacto, existiria una sucesién infinita
de bolas hiperbdlicas {B(x;,r/4)}, disjuntas dos a dos e isométricas a bolas en
T(M,r). Esto contradice el hecho que T'(M,r) tiene volumen finito, por ser co-
ciente de un reticulo. O

Teorema 2.26 (Descomposicién gruesa-fina). Supongamos que I' es un reticulo
de PO(n,1). Entonces:

» Existe una coleccién (infinita) C' de horobolas abiertas C' := {B;,j € J},
con clausuras disjuntas dos a dos, tales que 2 := H"\|J,_; B, es I'-invariante
y M. :=Q/T" es compacto

jeJ

= Cada elemento parabdlico v € I' preserva (exactamente) una horobola B;.
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H/T

Parte gruesa

Figura 2.12: Un ejemplo de descomposicion fina-gruesa

La demostracion del teorema esta contenida escencialmente en los enunciados de
esta seccion.

Notemos que el estabilizador I'; de cada horobola B; no puede contener elementos
hiperbdlicos, dado que estos no fijan horobolas. Asi, I'; contiene solo elementos
parabolicos y elipticos. Como la parte gruesa es compacta, el cociente T} := X, /T,
de cada horoesfera ¥; C H" frontera de Bj, es compacto. Por otro lado, I';
preserva horoesferas con el mismo centro como X;, por lo tanto.

Este hecho justifica la figura

Algunas propiedades de los puntos de la frontera ideal

Proposicion 2.26.1. Supongamos que G ~ X es una cuasi acciéon coacotada.
Entonces todos los puntos de la frontera ideal 0,,X son limites cénicos para la
accion.

Demostracion: Sea 1 € 05X y sea {x;}ieny € X una sucesién convergente a ¢ en
la topologia cénica (notar que podemos tomar z; = ¢(7), con o el rayo geodésico
asintotico a ). Como la accién es coacotada, sean z € X y R tal que para cada
' € X exista g € G tal que

d(z', ¢(g)(x)) < R
Luego, como la cuasiaccion esta acotada, existe una sucesién g; para la cual

d(zi, ¢(g:)(z)) < R

Por lo que ¥ es un limite cénico para la cuasiaccion . O
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Teorema 2.27. SiI' es un reticulo, cada elemento v € 0, ,H" o bien es un limite
céHnico o es un punto fijo parabdlico.

Demostracion: Sea o un rayo geodésico en H" asintotico a ¢ y sea @ la proyeccién
a M = H"/T", entonces puede pasar que:

» Exista 7' > 0 y una componente M; = B;/T'; en la parte fina de M, de
manera que para todo t > T, (t) pertenece a M;. Luego, el rayo geodésico
o ([T, o0]) esta contenido en un I'—trasladado B de la horobola B; y, por lo
tanto, como la horobola contiene al rayo geodésico, este debe ser asintotico
al centro de dicha horobola. Entonces ¢ queda fijo por el subgrupo I'; < T’
que, por la descomposicién, contiene elementos parabdlicos.

= Si no sucede lo anterior, entonces existe una sucesion divergente t; € R
tal que para cada i, @(t;) cae en la parte gruesa de M. Como esta parte
es compacta, existe un compacto C' C H" y una sucesién de {7;};en tal
que o(t;) € v(C) vy, por lo tanto, ¥ es un limite cénico de I' usando un

argumento similar a [2.26.1} (Notar que en [2.26.1]solo es necesario tener un
compacto C, una geodésica o y sucesiénes 7;, t; como en la demostracion).

O

2.6. Funciones n-cuasi simétricas y cuasi
conformes.
Definiciéon 2.28. Sean €2, C R™ Una homeomorfismo f : Q — €' se dice 7-

cuasi simétrico si existe una funcién creciente y sobreyectiva 7 : [1,00) — [1, 00)
tal que

/(@) — ) _ <|x - y|)
[f(z) = f(2)]
Observacion 2.28.1. Notar que como f es un homeomorfismo, en particular es

inyectivo y el denominador del lado izquierdo de la desigualdad no puede ser 0,
por lo que el cociente estd bien definido para todo x,y, z € R

Definicién 2.29. Un homeomorfismo f : Q — Q' se dice cuasi conforme si

Sup,eq Hai(f) < o0

o (i SO
Con 1) = T (e 75 =7y ) ¥ 7 ==l =lo =

r—0
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La funcion H,(f) se llama la funcién de dilatacion (lineal) de f. Una funcién
cuasi conforme f se dice que tiene dilatacion acotada por H si

H(f) :=supesc H,(f) < H

e

Notar que como el supremo escencial es la norma de L>, se ignoran conjuntos
de medida cero. Intuitivamente, una funcién cuasi conforme es aquella que envia
esferas infinitesimales a elipsoides infinitesimales de excentricidad uniformemente
acotada.

Observaciéon 2.29.1. Si f es n—cuasi simétrica entonces f es cuasi conforme.

El objetivo en esta seccion es probar que las funciones n—cuasi simétricas son di-
ferenciables en casi todo punto. Para eso, utilizaremos como primera herramienta
el siguiente teorema:

Teorema 2.30 (Teorema de Rademacher). Sea 2 C R™ un subconjunto abierto
y f:Q — R" Lipschitz. Entonces f es diferenciable en casi todo punto.

Demostracion: Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
f : R" — R usando los teoremas de extensién para funciones Lipschitz (ver [,
pégs 1-5]). Para cada z,v € R", la funcién

fr,”U(t) = f(I + tv),t € R,

es Lipschitz como funcién de una variable y, por el teorema de diferenciacion
de Lebesgue, es diferenciable en casi todo punto t € R. Para cada v € R" fijo,
tenemos que % existe en casi todo punto x € R". En particular, existen las
derivadas parciales en casi todo punto x y, por lo tanto, podemos considerar el
gradiente de V f(x) (entendido en casi todo punto z € R™).

Veamos ahora que la férmula

() =v-Vf()

sigue siendo cierta para casi todo z € R™:
Fijemos v = (v1,...,v,) € R" y una funcién test ¢ € C5°(R"™). Entonces
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/R g(x)gp(a:)da: = /R lim flz+tv) = f(x>g0(:l:)d.r

. O L (30 I
- o) =16 g,
T [ _f<96>s0(~%‘)—s;(fff—tv)daj
— [ sty o) —plo—tv)
- -/ f(x)g—f(:v)d:v
_ _évi [ f@ a“;(x)dx

= Zvi /n gp(x)gi(x)dx
= [ v Vi@

Como ¢ era arbitrario la igualdad se verifica para casi todo punto = € R™.
Por 1ltimo, fijemos un conjunto denso de direcciones en R". Ademas, existe un
subconjunto A C R"™ cuyo complemento mida 0 y verifique

of
31},;

para cada direccién v; y cada a € A. Fijemos a € A y definamos

fla+tv) = f(a)
t

Para probar la diferenciabilidad de f en al punto a, debemos probar que D(v,t) — 0
cuando t — oo de manera independiente a la direccién v.

Notar que gracias a la compacidad de la esfera S?~! C R”, considerar un conjunto
denso de direcciones es lo mismo que considerar un subconjunto denso en S 1.
Dado € > 0, la compacidad de la esfera nos permite encontrar un conjunto finito
v1,...,vn de direcciones de tal manera que para todo v € S™ ! se verifique que
|v —v;| < e para algin i € {1,..., N}. Por lo tanto

a+tv) — f(a+ tv)

(a) =v; - Vf(a)

D(v,t) :=

—v-Vf(a).

D(v,t) - vy, 1)) < |14
<C-lv—u| <Cle

|+ 1(v = wi) - Vf(a)l

donde C' es independiente de v, dado que f es Lipschitz.
Como yr% D(v;,t) = 0 para cada v;, podemos elegir 6 > 0 tal que
—
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D(v;,t) < e
para [t| < 0 y para cadai = 1,..., N. Combinando las tltimas dos desigualdades,
tenemos que
|D(v,t)] < C.e
Para |t| < &, donde C' es independiente de . O

Como generalizacién del teorema de Rademacher, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.31 (Teorema de Stepanov). Sea 2 C R™ abierto y sea f:Q — R™
una funcion. Entonces f es diferenciable en casi todo punto del conjunto

L(f) :==A{z € Q: Lip(f)(x) < oo}

con
. —|f(x) = ()]
Li r):= lim —/——+—
p(f)(@) = lim P
Demostracion: Podemos asumir nuevamente m = 1. Sea { By, Ba, - - - } una familia

numerable de bolas contenidas en €2 tales que cada B; tenga radio y centro racional
y que f|p, sea acotado. En particular, esta coleccién cubre L(f). Definamos

w;(z) = inf{u(z): u es i-Lipschitz con u > f sobre B;}

v;(z) = sup{v(z) : v es i-Lipschitz con v < f sobre B;}

Luego, las funciones u;,v; : B; — R son i-Lipschitz para cada i y v; < f|p, < u;.
Ademas, f es diferenciable en cada punto a en que, para algun 4, tanto u; como
v; sean diferenciables y v;(a) = w;(a). Afirmamos que casi todo punto de L(f) es
de esta forma.

Por el teorema de Rademacher, el conjunto

o0
7 = U{x € B; : u; 0 v; no son diferenciables en x}
i=1

posee medida cero. Sia € L(f) \ Z, entonces existe un radio r > 0 tal que

|f(a) = f(z)| < Mla — 2

para todos los puntos € B(a,r) y para algin M independiente de z. Como
existe un indice i > M tal que a € B; C B(a,r).
Ademsds f(a) —i|x — a| < f(x) por ser i-Lipschitz, entonces
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vi(x) > f(a) — iz — al.
Por otra parte, f(a) + ilx — a|] > f(z) por ser i-Lipschitz, entonces
ui(z) < f(a) +ilz —a
Usando las dos ultimas desigualdades, se tiene que
fla) —ila —z| <wvi(z) <wu(z) < fla) +ila — x|
para x € B;, lo que muestra la afirmacion y el teorema. O

Con lo hecho hasta ahora, es inmedio el siguiente teorema:

Teorema 2.32. Si f : 0 — R" es cuasi conforme entonces es diferenciable en
casi todo punto y || D, f|| < He.(f)|J.(f)|*/™ para casi todo punto de €.

Demostracion: Por la definicién de Lip(f)(x) y H.(f)(recordar que p = |hl),

L) — Tl — f@)

p—0 |h|

max [f(z + h) — ()]

— Tm |hl=p
= 1m
p—0 P
p—0 P

Notemos que para r = r(z, p), se tiene que B(f(z),r) C f(B(z,p)), lo que implica
que w,r" = |B(f(z),r)] < |f(B(x,p))| donde w, es notacién para la medida de la
bola n-dimensional y |.| se estd usando en este caso como notacién de la medida
de Lebesgue. En consecuencia,

FB@,p)|
B(r.p) = o

y, por lo tanto,

B o (L e
Mf(m)_i—w |B(z, p)| 2/IHOP" <Hx(f)Lp<f)( )) '

con iy la derivada de Radon-Nikodym de la medida de Lebesgue respecto a
la funcién f, que es absolutamente continua. Ademds, se tiene que p(v) =
|det(D,f)| = |J¢(z)| con D, f la matriz diferencial de f en el punto x y J¢(z) su
jacobiano. Reescribiendo la desigualdad de arriba, tenemos que
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Lip(f)(x) < Ho(f)(us ()"

Dado que la medida 15 es absolutamente continua, el lado derecho de la desigual-
dad es finita en casi todo punto, asi, f es diferenciable en casi todo punto por el
teorema. Ademads, obtuvimos la desigualdad

ID=(N)Il = |Lip(f)(@)] =< Ho(f) (g (@)™ = Ho( )T ()"
0

Proposicion 2.32.1. Para n > 2, toda funcién cuasi simétrica f : 2 — R” tiene
jacobiano no nulo en casi todo punto.

Demostracion: Supongamos contrariamente que J,(f) = 0 en un conjunto de
medida positiva. Por la desigualdad del teorema anterior, tenemos que D, f = 0,
por lo que en particular todas las derivadas parciales son 0. Sea J = [p, ¢ = p+teq]
el segmento paralelo al eje x1 que conecta p con ¢ en donde f es absolutamente
continua. Se tiene entonces que

T
J”(@l)—f(p)Z/Ja%1 (:c)d:clo/o %f(pl—l—tel,pg,...,pn)dt:()

Por lo tanto, f(p) = f(q) contradiciendo el hecho que f es un homeomorfismo y,
por lo tanto, inyectivo. ]

Observacion 2.32.1. La proposicion anterior es valida para funciones cuasi con-
formes con una demostracién mucho mas complicada. Para demostrar el teorema
de Mostow, sera suficiente la versiéon que hemos probado.

2.7. Complejos simpliciales y celulares métricos

Describiremos en esta seccién algunas herramientas de topologia algebraica y
como se adecuan para estudiar casos de cuasi isometrias.

Diremos que un espacio métrico X tiene geometria acotada si existe una funcion
¢(r) tal que para bola B.(z) C X contiene al menos ¢(r) puntos. Por ejemplo,
si G es un grupo finitamente generado con la métrica de la palabra, entonces G
posee geometria acotada.

En particular, cada espacio métrico de geometria acotada debe tener necesaria-
mente topologia discreta. Nuestro objetivo es extender la definicién de arriba y
permitir espacios con topologia més interesante.

Sea X un complejo simplicial conexo. Diremos que (X, d) es una métrica del com-
plejo simplicial si para cada k, la restriccion de d a cada k-simplex es isométrico
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al k-simplex estandar 6%. Asi, para cada m—simplex ™ y su cara 6*, la inclusién
d% — 8™ es un embebimiento isométrico. Esto nos permite definir una métrica de
camino sobre X de tal manera que cada simlex esté embebido isométricamente
en X. A esta construccién se la llama complejo simplicial métrico.

Por otro lado, llamaremos complejo métrico celular a un complejo celular X
junto con una métrica definida sobre su 0—esqueleto. Es importante notar que
la métrica en el complejo celular estd solo definida sobre X°. Es usual referirse,
abusando de la notacién, a los conceptos métricos de X en vez de X°. por ejemplo,
una r—bola en X solo tiene sentido como una r-bola en X°. Analogamente, el
diametro de una celda o en X es el didmetro de su interseccion con Xj.

Definicién 2.33. Un complejo celular métrico X se dice que tiene geometria
acotada

geometria acotadasi:

» Cada bola B,(z) C X interseca al menos ¢(r, k) celdas de dimensién menor
o igual a k

s El didmetro de cada k—celda es a lo sumo ¢, k =1,2,3, ...

Por ejemplo, si G es finitamente generado y S un conjunto de generadores finito
para G, Xg g es un complejo celular métrico de geometria acotada.

La version de geometria acotada para complejos métricos simpliciales es la si-
guiente:

Definicién 2.34. Sea X un complejo simplicial métrico. X se dice que tiene
geometria acotada si existe N < oo tal que cada vértice de X incide a lo sumo N
bordes. En particular, un X de esta manera debe ser necesariamente de dimension
finita.

Las definiciones arriba citadas son escencialmente la misma, dado que los concep-
tos que consideramos son de dimensién finita. En general usaremos los complejos
celulares métricos por tener una construccion mas flexible.

Para un complejo celular métrico X de geometria acotada, podemos definir ciertos
conceptos métricos. La R-bola centrada en x € X (con un sentido grueso) Br(z)
es la unién de las celdas en X que intersecan a la R—bola Bgr(z) C X°. Més atn,
diremos que la aplicacion celular f : X — Y entre complejos celulares métricos
de geometria acotada es L—Lipschitz si

f(Br(z)) C Brr(f()),Vz € X°, R € Ry

Definicién 2.35. Un espacio celular métrico X se dice uniformemente contractil
si existe una funcién continua ¢ (R) tal que para cada r € X° la funcién

BR(ZL‘) — B¢(R) (ZL’)
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es null-homotoépica.

Es importante tener presente que una cuasi isometria no tiene por qué ser conti-
nua. Dado que queremos usar herramientas de topologia algebraica, necesitaremos
la siguietne herramienta que garantiza la aproximacion de cuasi isometrias por
funciones continuas.

Proposicién 2.35.1 (Aproximacién celular Lipschitz). Supongamos que X,Y
son complejos celulares métricos, donde X es de dimension finita y de geo-
metria acotada, Y es uniformemente contractil y f : X© — Y(© es una fun-
ciéon L—Lipschitz. Entonces f admite una extensién celular f : X — Y conti-
nua. Ademas, f es L'—Lipschitz, donde L' depende tnicamente de L, de la cota

geométrica sobre el complejo X y de la funcién que provee la uniforme contrac-
tibilidad de Y. Més atn, f(X) C Bp/(f(X©)).

Demostracion: La demostracién sigue el espiritu de la demostracion del teorema
de Whitehead. Extenderemos f por induccién sobre el esqueleto de X. Afirmamos
que para ciertas constantes Cj, Cj,,,7 > 0 podemos construir una sucesiéon de
extensiones f; : X*) — Y®) tales que:

1. diamf(c) < Oy, para cada k-celda o= é(DF) en X*).
2. diam(f(07)) < C},,, para cada (k + 1)—celda 7 en X

Caso base: Ya tenemos f = fy : X — Y© que satisface la condicién (1) para
Co = 0. Si z, 2’ pertenecen al borde de una 1—celda 7 en X, entonces

d(f(x), f(2)) < LD,

donde D; = D, x es la cota superior de los didmetros de las 1-celdas en X. De
esta manera se satisface (2) para el caso base.

Paso inductivo: Asumamos que f = f; fue definida sobre X®, por lo que (1) y
(2) se satisfacen. Induciremos entonces la funcién a X**+D. Sea ¢ = ¢(D**!) una
(k4 1)—celda en X. Notar que por la hipétesis inductiva se tiene que

diam(fdo) < Cp 4.

Luego, como Y es uniformemente contractil, extendemos f a ¢ de manera que el
diametro de la imagen de o en Y esta acotado superiormente por Cy,q, donde
Cri1 = ¥(C}) para ¢ la funcién que acota uniformemente Y. Como la com-
posicién f oe : OD"" — Y es null-homotépica, se extiende a una funcién
f : D" — Y con el didmetro controlado. Sin pérdida de generalidad (Debi-
do al teorema de aproximacién celular de Whitehead), podemos asumir que esta
extensién es celular, o sea, que su imagen esté contenida en Y (1), La extensién
de foea D! determina la extensién requerida de f a é(D*!):
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f(z) = f(e\(x)),x €0

Asf obtenemos una funcién celular f : XD — Y (*+1) Verifiquemos que la nueva
funcién f satisface (2). Supongamos que 7 es una (k + 2)—celda en X. Como X
posee geometria acotada, se tiene que diam(7)< Djio = Dyio x. En particular,
OT es conexo y estd contenido en la unién de como mucho ¢(Dyio,k + 1) celdas
de dimensién k + 1. Asi,

dlam(f(ﬁT)) S Ck+1 . ¢(Dk+2, k + 1) = C];_'_Q.

Esto verifica (2). Supongamos que la dimensién de X es n, por lo que la induccién
termina luego de n pasos. La funcién que resulta de la induccion f : X — Y
satisface que

L' :=diam(f(0)) < max;—y__, C;

para cada celda o en X. Asi, f: X — Y es L'—Lipschitz. La segunda afirmacién
de la proposicion se sigue de la definicion de los C.

[]

Observaciéon 2.35.1. El resultado anterior puede generalizarse a funciones
(L, A)-Lipschitz gruesas con un pequeno cambio en la definicién de las cotas C;

y Oz{—i-l'

Separacién gruesa

Sea X un complejo simplicial y W C X un subcomplejo. Sea ademés Bgr(WV) el
R—entorno de W en X y sea Cg su complemento en X. Para una componente
C' € Cg definimos el inradio, Inrad(C'), de C' como el supremo sobre el radio de
todas las bolas B(z, R) en X contenidas en C. Una componente C' se dice poco
profunda si Inrad(C') es finita y profunda si Inrad(C') = oc.

Un subcomplejo W se dice gruesamente separado de X si existe R tal que Br(W)
separa al espacio en al menos dos componentes disjuntas y profundas.

Observacién 2.35.2. Que una curva desconecte R? no significa que lo separe
gruesamente. Como ejemplo de esto podemos considerar el embebimiento o como
muestra la figura en donde o separa a R? en dos componentes pero una de
estas es poco profunda.

El embebimiento de R en R? x — (z,0) es una separacién gruesa del R?

Un hecho interesante es que se pueden enunciar teoremas clésicos con conceptos
geométricos gruesos. Un ejemplo de esto es el teorema de Jordan. La demostracion
puede encontrarse en [5], teorema 6.71, pags. 265-267]
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>

>

Figura 2.13: Una curva que no separa gruesmente el plano

Teorema 2.36 (Teorema de separaciéon gruesa de Jordan). Supongamos que
X, Y son complejos simpliciales uniformemente contractiles de geometria acotada,
homeomorfos a R"~! y R™ respectivamente. Luego para cada funcién simplicial
uniformemente propia f : X — Y, la imagen V = f(X) separa gruesamente
Y. Més aun, para todo R suficientemente grande, se tiene que Y \ Br(V') posee
exactamente dos componentes conexas.



Capitulo 3

Demostracion del teorema

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente teorema:
Teorema 3.1.

Sean >3y I, I" < Isom(H") reticulos y p : I' = IV un isomorfismo. Entonces
p estd definido por conjugar una isometria a € Isom(H"). Mas precisamente se
tiene que

p(y) = aya™!

Para todo y € T’

3.1. Paso 1

Nuestro objetivo en esta seccién es probar la existencia de una cuasi isometria
p—equivariante f : H" — H". Para cualquier subconjunto A de H" (por ejemplo
el espacio hiperbdlico truncado), reservaremos la notacién d para referirnos a la
métrica de camino definida en y usaremos dy para referirnos a la métrica
inducida por H.

Por otra parte, notar que I' es uniforme si y solo si [V es uniforme. La estrategia
para construir f serd hacerlo ”"de a pasos”. Primero construyamos una cuasi iso-
metria equivariante h para Q y €, los espacios hiperbdlicos truncados de I y T
respectivamente (si I' es uniforme, basta tomar Q = H"):

Proposicion 3.1.1. Sea I', TV, p, Q y Q' definidas como antes, existe una cuasi
isometria h : Q — Q' p—equivariante.

Demostracion: Fijemos w € Q y ' € . Por [2.9.1] las funciones
G: T'—=Q G: I"=Q

Y=Y w v =AW

43
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son cuasi isometrias y, componiendo,

g:=GopoGt: T {w} — T"-{u}
ywo = pyw

es una cuasi isometria. Veamos que la podemos extender a los espacios hiperbéli-
cos truncados. Para eso, llamemos B a la bola cerrada centrada en w tal que
I'- B = Q. Esta bola existe pues como Q/I' es compacto, entonces totalmente
acotado y, tomando representantes de las finitas bolas que cubren €2/I", encontra-
mos un conjunto de didmetro acotado cuyas orbitas cubren 2. Usando el axioma
de eleccién, elegimos A C B tal que para cada z € Q, ANT -z consiste en un
solo punto. Por lo tanto, para cada y € €2, existe un tinico v € I' tal que v-y € A.
Definimos entonces

7: Q=T {w}
m(y) =7"'w

Notar que dx (y, 7(y)) = dx(y, 7" -w) = dx(7-y,w) < diam(B). Por lo que 7 es
una cuasi isometria con inversa la inclusiéon canénica. Por ultimo, h = gonm : 2 —
2 es una cuasi isometria por ser composicién de cuasi isometrias y es equivariante
por el mismo motivo. [

El siguiente paso sera extender la funcion h a H".

Nota: Si el reticulo I' es uniforme, entonces no es necesaria la descomposicion
"gruesa-fina” y, por lo tanto, tampoco se requieren las ultimas consideraciones
topoldgicas. Esto simplificaria la demostracion del teorema considerablemente.
En la version que trataremos en la tesis, utilizaremos reticulos arbitrarios de
Isom(H"), que generaliza el trabajo inicial de G. Mostow.

Lema 3.1.1. Sea €2 un espacio hiperbdlico truncado de dimensién mayor o igual
a 3. Entonces cada horoesfera periférica ¥ C €2 no separa gruesamente (2

Demostracion: Sea B C H" la horobola acotada por .. Para cada R, el R—entorno
B’ = Br(B) de B en H" es también una horobola. Afirmamos que B’ no separa
gruesamente a 2. Mdas atin, no separa gruesamente H". En efecto, para cada par
de puntos x,y € 2\ B’, existe un camino geodésico a trozos p que conecta estos
puntos en H™ \ B’. Si el camino estd enteramente contenido en €2, hemos termi-
nado. Si no, subidividamos el camino p en finitos subcaminos, cada uno de ellos
de alguna de las siguientes formas (ver figura|3.1]):

» El subcamino estd contenido en 2

= El camino conecta un par de puntos en el borde de una de las horobolas
complementarias a 2.
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Figura 3.1: El camino de linea punteada representa a ¢ mientras que el camino
de trazo negro a p

Observacion 3.1.1. Pensando en el modelos del semiplano superior de H", la
horobola B; C H™ \ €2 esta dada por la desigualdad z,, > 1. La intersecciéon B’
con X; = 0B; es la interseccién de un hiperplano euclideo con una bola euclidea
y, asi, es isométrica a una bola euclidea en (3, d).

Notemos que una bola euclidea no puede separar R !, dado que n — 1 > 2. Asi,
podemos reemplazar p; = p N B; con un nuevo camino p; que conecta los puntos
finales de p; con el complemento ¥, \ B’. Haciendo este reemplazo para cada j,
obtenemos un nuevo camino ¢ que conecta x con y en €2\ B’. De esta manera, B’
no separa €2 (con la métrica inducida por H").

Veamos por tltimo que ¥ no separa gruesamente (2, d). Supongamos que para
algin R, Y := Q\ Bg4(B) contiene al menos dos componentes profundas de Y.
Sean x; € C;,1 = 1,2 las componentes profundas. Por la definicién de componente
profunda, existen caminos propios «; : Ry — Cy, ;(0) = 24,4 = 1,2 con

lim d(a;(t), %) = oc.

t—o00

Existe por lo tanto T' € R, tal que y; = o;(T) ¢ B’,i = 1,2. Como probamos
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arriba, existe un camino en 2\ B’ C Y que une y; con ys. Por lo tanto, C; = Cy
lo que es una contradiccién. O

Proposicién 3.1.2. Sea h : Q — Q' una (L, A)-cuasi isometria. Para cada ho-
roesfera periférica ¥ C €, existe ¥’ C € tal que

dy(h(X),¥) < R(L,A) < 0.
Mas aun, X’ es tnica.

Demostracion: Como €' /T es compacto, existe D < oo tal que para cada z € €V,
se tiene que

Dado que la horoesfera 3 es isométrica a R"~! (con la métrica d), posee geometria
acotada y es uniformemente contractil. De esta manera, usando la version gruesa
del teorema de separacién de Jordan , se tiene que h(X) separa gruesamente
H". Sin embargo ¥ no separa gruesamente €2, por lo tanto h(X) no puede separar
gruesamente )’ dado que h es una cuasi isometria.

Sea r < oo tal que B,(h(X)) separa H" en dos componentes profundas X7, Xo.
Definamos un nuevo espacio hiperbélico truncado

Q" = B.(Y).
Caso 1: Supongamos que
Vj, BY := B\ Br(X}) C Xy
Entonces H" = X; U )" y tenemos que
du(z, X1) <r+ D,

debido a que la distancia hiperbdlica de = a cualquier punto de €” es a lo sumo
r+ D (ver figura [3.2)). Mds atn, debido a que si 2 € H* \ X; C ", d(z, X;) <
d(z, ) +d(Y, X)) <r+r+ D se tiene que

dH(LC,Xl) <2r+D

En particular, si tomamos cualquier punto z € X5, existe un camino de longitud
a lo sumo 2r + D que lo conecta a X;. Este camino tiene que cruzar el entorno
B, (f(X)) que separa X; de X,. Esto implica que X5 es una componente poco
profunda, contradiciendo lo asumido. Similarmente (cambiando los roles de X; y
X3), descartamos la posibilidad que las B estén contenidas en X.

Caso 2: Supongamos ahora que existen dos horobolas complementarias B}, B}
de V' tales que B C Xy, B C Xo.
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Figura 3.2

Definamos ¥ := 0B;],7 = 1,2.. Si ambas intersecciones 7] := ¥/ N X;,i = 1,2
contuvieran puntos arbitrariamente lejanos de f(3), entonces f(X) separaria €V
lo que es de nuevo una contradiccién. Por lo tanto, existe ' < oo tal que para
alguna X se tiene que X; C B,/(f(X)). Supongamos que esto ocurre para i = 1.
Llamemos ¥} = ¥
Demostremos entonces que f(X) C Br(X') para algin R < co. Como la inclusién
i . (Q,d) — (Q,du) es 1-Lipchitz y, por 2.9.1] uniformemente propia, se tiene
que la proyeccién al punto més cercano ¥’ — f(X) define un embebimiento cuasi
isométrico s : ¥’ — . Como X, ¥/ son espacios euclideos de la misma dimensién,
s debe ser una cuasi isometria. Asi, existe R’ < oo tal que f(X) C Bgr/(X'). De
esta manera, f(X) esta cerca en el sentido Hausdorff a ¥'.

[

Observacion 3.1.2. Estudiando con mayor profundidad el comportamiento de
la imagen de una horoesfera por una cuasi isometria, se puede conseguir una cota
uniforme para la distancia entre h(X) y X'

Teorema 3.2 (Extensién cuasi isométrica). Toda funcién cuasi isométrica h :
Q — €V se puede extender a una funcién cuasi isométrica f : H* — H". Ademas,
si h es p—equivariante, también lo serd f

Demostracion: Podemos considerar una funcién 6 que asigna a cada horoesfera
¥ la horoesfera ¥’ que verifica que dg(h(X),¥) < R < oo, cuya existencia y
unicidad estan garantizadas por el lema anterior.

Es inmediato que 8 es p—equivariante debido a la siguiente cuenta:

R>dg(h(p(y) - 2),0(p(7) - X)) = du(p(y) - h(2),0(p(7) - X))
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y, por la definicién de 6, p(v~1) - 0(p(7) - ) = 0(%).

Para cada horoesfera periférica 33, consideremos la composicién wohly, siendo 7 la
proyeccién de h(X) en ¥ que a cada punto de h(X) asigna el més cercano en Y.
Esta composicion sigue siendo una cuasi isometria dado que la perturbacién que
hicimos esta controlada por la constante R del lema. Ademads satisface que 7 o
h(X) C ¥ para cualquier horoesfera periférica ¥.. Para evitar cargar la notacién,
seguiremos llamando h a esta composicion.

Extenderemos ahora h a cada horobola B C H™ \ Q. Salvo composicién con
isometrias, podemos suponer que las horobolas son de radio 1 y punto base oco.
Usaremos el modelo del semiplano superior de H", por lo que las horobolas B, B,
acotadas por X, Y’ estdn dadas por

{1, g, 1) s (21, ., T0g) € R

Para cada o : [0,00) — B un rayo geodésico vertical parametrizado por longitud
de arco, definamos el rayo geodésico ¢’ en B’ como el rayo geodésico vertical con
inicio en h(c(0)) y extendamos a h dentro de B como:

flo(t)) =d'(t)

Veamos que la extensién es gruesamente Lipschitz. Para eso, es suficiente con-
siderar puntos x,y € B con distancia unitaria entre ellos. Si estos estan en el
mismo rayo geodésico vertical, luego d(f(z), f(y)) = d(z,y). Usando la desigual-
dad triangular, dados x, z arbitrarios e y la proyeccion de x sobre la horoesfera
que contiene a x y es perpendicular a la frontera ideal que contiene, se tiene
que du(f(y), f(2)) = du(f(z), f(y)) + du(f(y), [(z) = du(f(x), f(y)) + du(z, 2).
Componiendo con una isometria, basta estimar dg(f(z), f(y)) para x, y en la mis-
ma horoesfera con punto base oo (y, por lo tanto, a mismo tiempo ¢ en el rayo
geodésico).

Es facil a partir de una cuenta estandar de geometria hiperbdlica hallar la cota
|z —y| < /2(e — 1)t, con | - | la distancia euclidea. Sea 3; la horoesfera de nivel
ty a:la,b] = ¥; una curva parametrizada por longitud de arco que une z,v,
y notemos dy, a la métrica Riemmaniana de H" restringida a la horoesfera ;.
Entonces:

dzt<x,y>s/b 6l gy ¢ b=l VAT e,

12 t

por lo que en nuestro caso, la distancia entre x e y restringida a >; es a lo sumo
€ :=/2(e —1). Si llamamos 7,7 € ¥ a las proyecciones verticales de los puntos
x,y, la distancia restringida a la horoesfera de radio ¢ puede ser estimada como

dZ(fa gj) = t'dEt ($7y) S et.
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Como h es (L,A)-Lipschitz gruesa,
ds(h(z), h(y)) < tLe+ A

Por lo que

da(f(2), f(y) < ds,(f(2), f(y)) S Le+ 4 < Le+ A

y, por lo tanto, la extension f es Lipschitz gruesa en la horobola B. Como ser
Lipschitz gruesa es una propiedad local, la propiedad se extiende a H". Con el
mismo argumento podemos construir la inversa gruesa de f que, por la misma
cuenta que f, es gruesamente Lipschitz. Ademads, la equivariancia de f queda
clara por construccion. O

3.2. Extension n—cuasi simétrica
El siguiente paso serd extender la funcién f a la frontera ideal de OH" = S"!

Lema 3.2.1. Sean XY espacios métricos y f : X — Y una (L, A)—cuasi iso-
metria, luego si By, By C X, se tiene que

du(f(B1), f(B2)) < Ldu (B, B2) + A
Demostracion: Sea dy(By, Bs) = R. Para cada a € By, existe b, € By tal que

dx(a,b,) < R,y para cada b € By, existird algin a, € B; tal que dx(b,a;) < R.
Como f es una cuasi isometria, para cada f(a) € f(By) y cada f(b) € f(B2),

dy (f(a, f(ba))
dy (f(b), f(ap))

por lo que dy(f(B1), f(B2)) < LR+ A. O

Ldx(a,by) + A< LR+ A
Ldx(b,ap) + A< LR+ A

VARVAN

Proposiciéon 3.2.1. Sea f : H® — H" una cuasi isometria, entonces

af : O H" — O H"
of(ld) = [fod

es una biyeccién con inversa dada por 0f donde f es una cuasi inversa de f.



50 CAPITULO 3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA

Demostracion: Veamos primero que Jf estd bien definidida. Sean o1, 09 : [0, 00] — H™
rayos cuasi geodésicos tales que [o1] = [02], 0 sea, dg(01,02) < c0. Por el lema
anterior, d(f o oy, f o 0y) es finita y, por lo tanto, f([o1]) = f([o2])

Sea f la cuasi inversa de f. Luego, dado [0] € 0, H", se tiene que la distancia
Hausdorff entre [ffo] y [o], asi como entre [ffo] y o estdn acotadas y, por lo
tanto o] = [f o fo] = (0f 0 Of)([o]) y [o] = [f o f o o] = (9f0f)([o]) Por lo que

Of y Of son inversas una de la otra. O

Lema 3.2.2. Sea ¢ una recta geodésica en H", sea H el hiperplano hiperbdlico
ortogonal a o y f : H* — H" una (L, A)—cuasi isometria. Sea « la geodésica
tal que [a] = [f(0)] y definimos 7, : H"™ — H" la proyeccién ortogonal a la
geodésica . Luego existe alguna constante ¢ que depende solo de L y de A tal
que diam(m, f(H)) < c.

Demostracion: La demostracion estd basada en la figura Sea z un punto de
la interseccién de fy H y tomemos y € H\{x}. Sea o el rayo geodésico contenido
en H que empieza en o vy pasa a través de y y sea & € S"~! el punto final de o y
sean 7y, 1o los puntos finales de . Sea ademés o1 y 05 los rayos geodésicos que
unen £ con 17; y 1o respcetivamente y sean x; y xo las proyecciones a los puntos
mas cercanos de 1y y 1

Para i = 1,2, d(x,2;) := k =cosh™'(1/2) es una constante fija. Esto se ve facil-
mente del hecho que la recta ¢ subdivide al triangulo &, z,7; en dos triangulos
congruentes y utilizando trigonometria hiperbdlica.

Consideremos ahora la imagen bajo f. Sea z uno de los puntos de o més cercanos
a f(x). Sea ademds zq el pie de la perpendicular desde 0f(§) a a y «; el rayo
geodésico asintotico a o; que empieza en 7;. El elemento z posee distancia uniforme
a q; pues como f es una cuasi isometria, se tiene que

das(s, ) < d(a, f(2:) +d(f (7). f(@) +d(f(2),2) < R+ Lk + A+ R.

Sean ahora a1 y as los puntos sobre oy y as respectivamente que estan a distancia
minima de z. El segmento geodésico [z, a;] interseca al rayo geodésico que sale de
2o y tiene como punto final a df(§). Sin pérdida de generalidad asumamos que
este segmento es [z, as] y llamemos a esta interseccién a.

Luego azzy es un triangulo rectangulo hiperbdlico y, por lo tanto,

d(z,20) < d(z,a) < d(z(ag)) <2R+ Lk + A

Supongamos ahora que w € [f o o]. La proyeccién de w sobre a pertenece al
segmento geodésico [z, zp]. Asi,

d(ma(f(y)),z) < 2R+ Lk + A.
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Ademéds, si w es el punto més cercano de a a f(y), entonces, como la proyeccién
ortogonal minimiza la distancia,

d(ma(f (), 2) < d(Ta(f(Y)), Ta(w)) + d(ma(w), 2)
< d(f(y),w) + d(ma(w), 2)
< R+2R+ Lk + A.

Considerando ¢ = 2(3R + Lk + A) se completa la demostracion.

Proposicion 3.2.2. Sea f : H" — H" es una cuasi isometria, entonces 0f es un
homeomorfismo.

Demostracion: Basta probar que 0f es continua pues ya vimos que es biyectiva y
el mismo argumento que usaremos muestra la continuidad de la inversa. Veamos
que f:H' — H" es continua en el borde. Sea [0] € 0, H" y sea (Q un entorno
de f([o]) que, por lo podemos considerar como entorno de la geodésica
asintética a f o o a la que habiamos notado (f o o)’. Existe t, tal que para cada
t >ty la bola de radio ¢ (con ¢ elegido como el lema anterior) centrada en f(o(t))
estd contenida en (). Sea H el hiperplano ortogonal a o que pasa por o(ty), sea
@’ el entorno de o definido por H y H; el hiperplano ortogonal que pasa por o(t).
Por el lema, sabemos que f(H,) C @Q. Tomando H,, por la definicién de f, se
tiene que f(H,) C Q y como

v- U@

tE(to,o0]

se tiene que f(Q') C @ por lo que f es continua en [o].

Observacion 3.2.1. Resulta claro de la construccién que si f es p—equivariante,
entonces f serd p—equivariante.

Como tltimo paso de la seccién, debemos ver que Of : S"~! — 8"~ 1 es n-cuasi
simétrica. Para eso, identificaremos H" con el semiplano superior

R? = {(x1,...,2) : x,, > 0}.

Ademds, la frontera ideal de H" la identificaremos con S"~1 = R"~!'U{oco}. Luego
de componer con una isometria, podemos asumir que Jf(c0) = oo
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Proposicién 3.2.3. Existe C = C(L, A) tal que para la funcién n(t) = t" exp(2C + A)
hace a la restriccién df : R"™1 — R™"! una funcién n—cuasi simétrica.

Demostracion: Sea v € R* 'y 0 < R < Ry < 00, definimos el ”anillo”
A={veR"1: R <|v—1z| <Ry},

Notar que Rs/R; es la excentricidad de A. Sea A’ el menor anillo centrado en
df (z) que contenga a df(A)( Ver figura[3.4)). Sea t’ la excentricidad de A'. Luego,
por definicion, se tiene que

05 (y) — 0f(0)] _
07 (z) —0@) ="

para todos los puntos y, z con y en el borde exterior y z en el borde interior. Para
verificar que Jf es n—cuasi simétrica basta ver que t' < n(t).

Luego de componer con isometrias, podemos asumir que x = 0 = df(x). Sea
a C H" la geodésica vertical que conecta 0 con co. Sea 7, : H"” — « la proyeccion
ortogonal a «, i.e., para cada p € H", 7,(p) = ¢, donde ¢ € « es el tinico punto
que hace a la geodésica que une p con g ortogonal a «. Esta proyeccion se extiende
de manera continua a

o H U (R {0}) = «

y se tiene que 7, (A) = [Rye,, Roe,] C a, cuya distancia hiperbdlica es log(Ra/ Ry).
Por la (L,A)-cuasi geodésica Jf(a) estd a distancia menor o igual a
0(L,A,d) de . Como estamos asumiento que 9f(0) = 0, df(c0) = o0 y co-
mo las cuasi isometrias casi conmutan (ver con la proyeccion, se tiene
que

d(0fma(z), me0f(x)) < C = C(L, A,J)
Veamos ahora que
diam(mo(0f(A)) < 2C + Llog(Ry/Ry) + A

Observar que A es la frontera ideal de B = 7' ([Rien, Roe,]) NH™ y, como f es
continua en los puntos de la frontera ideal, es suficiente con verificar la desigualdad
para f(B). Para p,q € B, tenemos que

d(fra(p), maf(p)) < Cy d(frala), maf(@) < C
Y como d(m.(p), 7a(q)) < log(Rs/Ry), entonces

d(fma(p), Fra(q)) < Llog(Ra/Ry) + A

y usando desigualdad triangular,
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A A

Figura 3.4

d(maf(p), maf(q))

d(ma f(p), fra(p)) + d(fra(p), F(P)Talq)) + d(fraf(a) 7af ()
2C + Llog(Ry/Ry) + A

IAIAIA

Para finalizar la demostracién, notemos que acabamos de probar que existe o C «
de longitud menor o igual que ¢ = 2C + Llog(R2/R1) + A de manera que

of(A) C 7 (o).

La excentricidad de 7 '(0) C S™ es a lo sumo exp(¢) y, por lo tanto, la excen-
tricidad de B es a lo sumo

exp(l) = exp(2C + A).exp(Llog(Ry/R;)) = exp(2C + A)tt,

donde llamamos t = Ry /Ry

3.3. Paso 2

El siguiente objetivo es probar que df es Moebius. Como Jf es n-cuasi simétrica
por [3.2.3] sabemos que es diferenciable en casi todo punto por el teorema [2.32]
Por , cada punto de S"~! o bien es cénico o bien un punto fijo parabdlico.
Como I' posee solo contables elementos parabdlicos y cada uno solo puede fijar
un punto, entonces casi todo punto de S®! es un limite cénico para I'. Luego,
podemos asumir que casi todo punto de S™~ ! es un limite cénico de I' y un punto
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de diferenciabilidad de 9f. Sea z € 5" '\ {oo} un punto de diferenciabilidad que
ademas es limite conico. Luego de aplicar un cambio de coordenadas, podemos
asumir z = 0f(2) =0 € R" 1y df(00) = o0.

Sea L C H" la geodésica vertical que empieza en 0 y sea yy € L. Como z es un
limite conico, existe una sucesion ~; € I' tal que para cada 1,

w 1m0 vi(4o) = 2
» d(7i(v), L) < Const
Sea y; la proyeccién al punto mds cercano de 7;(yo) en L. Tomemos la sucesién

de traslaciones hiperbdlicas T; : y — t;y que tiene como eje a L y verifica que
T;(yo) = y;. Consideremos ademas la sucesion de homeomorfismos cuasi conformes

Jil@) = ;' 0f (tir) = T 0 0f o Ti(x),2 € R*

Notar que el hecho que v;(yo) — z = 0 implica que T;(yo) = t;yo = y; — 0y, por
lo tanto,

1— 00
Asi, como Jf se asumi6 derivable en 0, se tiene que

i fi(v) = 1im 200 _ 90F)

1—+00 1—+00 t; ov

= Dof(v) :== A(v),A € GL(n — 1,R)
para cada v € R""!. Como ademés 0f(0c0) = oo, entonces

lim f; = A
1—00
puntualmente en S™!
Veamos que f; conjuga al grupo I'; = T, 'T'T; € Mob(S™ 1) en el grupo Mob(S™1):

FLift =T 0f T T 0 f T = T 10 fTof T
y para cada vy € I', por la p—equivariancia de df, tenemos que
T 0fy0f T = T, p()fof ' Ti = T; ' p(7)T;

que pertenece a Mob(S™™1)

Definamos ahora k; = ~; 'T;. Notar que esta sucesién cae en un compacto de
Isom(H") por lo que posee una subsucesién convergente. Vamos a asumir direc-
tamente a k; convergente para evitar cargar la notacion.

Como I'; = T, 'T'T; = (T, ') (v, 'T:) (7, ') = k; 'T'k;, se tiene que I'; pensada
como sucesién, converge en la topologia de Chabauty [2.5] Para cada sucesién
B; € I'; que converge a € Isom(H"), se tiene que
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lim; o fzﬁzfz_l = AﬂAil

y como Isom(H") es cerrado en Homeo(S™ 1), el limite ABA™! es una transfor-
macién de Moebius. Como esto sucede para cada 3 € I'y,, entonces

AT A~ Clsom(H")

El subgrupo 'y, es conjugado a I' y, por lo tanto, no puede tener orbitas finitas
en S"~ 1. En particular, la 6érbita del infinito contiene un elemento ~ de manera

que y(00) ¢ {00, 0}.

Lema 3.2.3. Sea v € Isom(H") = Mob(S™!) tal que y(00) # 0oy y(00) # 0y
sea A € GL(n—1,R) tal que AyA~! € Isom(H"). Entonces A es una similaridad
euclidea, o sea, A es de la forma A\Mxz +v,con M € O(n—1),v e R" 1y A e R,

Demostracion: Supongamos que A no es una similaridad. Sea P un hiperplano
en R"™! que contenga al 0 pero que no contenga a Ay~!(c0). Luego, v o A~}(P)
no contiene a oo y, por lo tanto, debe ser una esfera S en R"™! (una esfera
redonda, sin deformaciones debido a que AyA~! es Moebius). Como A no es una
similaridad, la imagen A(S) debe ser un elipsoide, pero no una esfera. Pero como
AyA~H(P) = A(vA™H(P) = A(S), la transformacién AyA~! no manda planos
en esferas y, por lo tanto, no es Moebius, lo que es una contradiccién. Entonces,
A debe ser una similaridad. O]

Para finalizar, como la matriz diferencial de df en 0 es una similaridad, df es
una transformacién conforme en casi todo punto de R".

Para terminar el teorema, veamos que 0f es una transformacién Moebius:

Sea Q =Isom(H")\ Homeo(S™" 1) (notar que Isom(H") <Homeo(S" 1) debido a
con la topologia de convergencia puntual en Homeo(S™ 1) y la topologia
cociente en ). Como Isom(H") es un subgrupo cerrado, entonces los puntos de
Q son cerrados. Ademds, el grupo Homeo(S™ 1) actiia sobre Q por la féormula:

[f] = [f o gl.g € Homeo(S"™")
Ademss, como 8f es p—equivariante y debido a la definicién de Q, se tiene que
[0f o] = [p(7) 0 0f] = 0]
y, por lo tanto,
[fil = [T7'0fT) = [T 0 f viki] = [hyiki] = [0 ki)
1] = [A] = lim; o ([fi] 0 ki) = [0f] o lim; 00 k; = [Of] 0 .

Por lo tanto, [0f] = [1] o k=1 = [1] lo que implica que df € Isom(H"), o sea, df
es una transformacién de Moebius, que denotaremos como en el enunciado del
teorema, a. Si pensamos a a como una isometria de H" y dado que
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a: Sl gnl

es p—equivariante, concluimos que « : H* — H" es también p—equivariante, lo
que termina de la demostracién.
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