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Introduccion

El problema de similaridad de Halmos nace de una célebre desigualdad demostrada por von Neumann en 1951 [19].
Para presentar la desigualdad necesitamos algunas definiciones. Dado H un Hilbert, consideremos B(H) el espacio
formado por los operadores lineales y acotados. El espacio B(H) es un dlgebra de Banach con la norma usual y el producto
la composicion de operadores. Dados 7' un operador y p un polinomio, con p(z) = Y{_, axz*, llamamos p(T') al operador
lineal p(T) = i, axT*. A un operador con ||T|| < 1 lo llamaremos una contraccién y notaremos ||plle a SUP|,2 p(2)|.
Teorema [Desigualdad de von Neumann] Sea T € B(H) una contraccion. Entonces para todo polinomio p,

lP(Dllsan < lP@leo-

Una importante consecuencia de la desigualdad de von Neumann, es que permite dar un morfismo de dlgebras unital
P(S"Y — B(H) sin la necesidad de que el operador sea normal. El costo que se paga es que a diferencia del cdlculo
funcional, el morfismo deja de ser una isometria. Veremos también en el Corolario 1.2.19 que dicho morfismo se puede
extender a un morfismo unital A(D) — B(H), donde A(D) es el dlgebra del disco.

El problema de Halmos surge de relajar la hipétesis sobre 7. Si en vez de suponer T contractivo, suponemos 7" similar
a una contraccion, esto es, existe S inversible tal que ST'S ! es contractivo, entonces tenemos una desigualdad débil de
tipo von Neumann.

Sea T € B(H) similar a una contraccion, entonces existe ¢ > 0 tal que para todo polinomio p,

lp(Dlls) < cllpllco.- ey

Demostracion. Usando que T es similar a una contraccion, se puede reescribir 7" de una manera ttil. Sean S inversible
y R contraccién de modo que STS ' = R. Luego,

7" =S 'RSS™'RS..ST'RSS™'RS = ST'R"S. )
De esto es sencillo reescribir el polinomio p(T),

p(T) = Zaka = ZakSR"S"

k k

=S (Z akRk]S =SP(R)S.

k

Finalmente, aplicando la desigualdad de von Neumann a p(R) y tomando ¢ = ||S|||S -1,

IP)I = 1IS PRSI < IS IS~ lp@R)I < cllplleo-

]

Un operador T que cumple la desigualdad (1) se dice polinomialmente acotado. En el parrafo anterior vimos que todo
operador similar a una contraccién es polinomialmente acotado. Halmos se pregunté en [8], si vale la reciproca ;Si T es
polinomialmente acotado, es necesariamente similar a una contraccién?

La historia del problema es sin duda interesante. El problema de Halmos se remonta al estudio de Sz-Nagy sobre
operadores power bounded. Dado T € B(H), T se dice power bounded si existe ¢ > 0 tal que sup, ||T"|| < c¢. Usando la
ecuacion (2), es sencillo ver que si T es similar a una contraccién entonces es power bounded. En 1959, Sz-Nagy [16, 17],



2 iNDICE GENERAL

se pregunta si vale la reciproca ¢ Seran todos los operadores power bounded similares a una contraccién? Lo logra probar
para algunos casos particulares. Lo demuestra para el caso en el que el operador es inversible, mds aun, prueba que éstos
son similares a un unitario . Ademads lo prueba para operadores compactos. Sin embargo no lo logra en el caso general y
tampoco consigue dar una caracterizacion para operadores similares a una contraccion.

En 1964, Foguel descubre el primer ejemplo de un operador power bounded no similar a una contraccién [7]. En el
Capitulo 3 veremos que dicho operador es de la forma

F:( P ) € Bh L),
donde S y S* son el shift y coshift usuales de B(l;), y X € B(l) es una proyeccion. Al operador X se lo suele llamar el
simbolo de F.

Al poco tiempo de que Foguel presenta su contraejemplo, Halmos da su propia versién en On Foguel’s answer to
Nagy’s question [8]. Alli observa que aplicando la desigualdad de von Neumann a operadores similares a una contraccion,
se consigue que estos sean polinomialmente acotados. Ademads es muy sencillo probar que un operador polinomialmente
acotado es power bounded. Esto se debe a que se puede reescribir la condicién de ser power bounded, en término de que se
cumpla la desigualdad (1) solo para monomios. Halmos se pregunta entonces si todo operador polinomialmente acotado
es similar a una contraccién.

El primer paso para responder a la pregunta de Halmos, era ver si el ejemplo presentado por Foguel era efectivamente
polinomialmente acotado. En 1968 Lebow [14] prueba que dicho ejemplo no es polinomialmente acotado. Dos afios mas
tarde, Halmos presenta el problema en sus notas 7Ten Problems in Hilbert Space [9], donde expone diez importantes
problemas sin resolver en espacios de Hilbert. A partir de ese entonces es cuando el problema se termina de hacer famoso
y se pasa a conocer como ‘el problema de similaridad de Halmos”.

En 1984 Paulsen [22], usando la novedosa teoria de espacios de operadores, encuentra la primer caracterizacién de
los operadores similares a una contraccién. Paulsen prueba que un operador es similar a una contraccién si y sélo si es
completamente polinomialmente acotado. Un operador T se dice completamente polinomialmente acotado, si existe ¢ > 0
tal que para todo n y para toda matriz de polinomios Q € M, (P(S")),

1Ol < cllQlla, pesty-

El caso particular n = 1 muestra que si un operador 7" es completamente polinomialmente acotado es en particular
polinomialmente acotado. En este punto se reformula el problema de Halmos. La pregunta es ahora si todo operador
polinomialmente acotado es completamente polinomialmente acotado.

A pesar de fallar el ejemplo de Foguel, muchos matematicos crefan que modificando el simbolo de dicho operador, se
podia hallar un operador polinomialmente acotado no similar a una contraccién. Una forma de Hankel A en B(l,) es una
matriz infinita (A); ;, tal que A;; = Ay; sii+ j = k + I. Por otro lado un conocido Teorema de Nehari [18] muestra que
una forma de Hankel tiene asociada una funcién ¢ € L., (S') de modo que las coordenadas Ay, son el i-ésimo coeficiente
de Fourier de . Peller propone que el simbolo de F sea una forma de Hankel inducida por una y tal que ¥ € BMO.
En 1984, Peller [25] prueba que un tal F necesariamente es polinomialmente acotado. Sin embargo dos afios mas tarde
Bourgain [3] prueba que ¥ € BMO implica F similar a una contraccién. Finalmente en 1996 Peller y Aleksandrov [1]
demuestran que un operador de Foguel F, con simbolo una forma de Hankel A, es similar a una contraccion si y sélo si
Y’ € BMO lo que da por terminada la busqueda de operadores de Foguel con simbolos de Hankel.

Sorprendentemente un afio mds tarde Pisier [27] encuentra un operador de Foguel-Hankel polinomialmente acotado
no similar a una contraccién. La diferencia con los anteriores casos radica en que F ya no estd definida en B(l, ®/,) sino en
B(l,(H)®,(H)) donde H es un Hilbert separable. El simbolo X encontrado es el inducido por una sucesiéon de operadores
que satisfaga la CAR (canonical anticommutative relations, ver Capitulo 3).

Para probar que dicho operador de Foguel no es similar a una contraccién, Pisier usa la caracterizacién obtenida
por Paulsen. Sin embargo su prueba de que dicho operador es polinomialmente acotado es muy dificil. Al poco tiempo
de circular la versién preliminar de su paper, otros matemdticos, como Kisliakov [13], McCarthy [15] y Davidson y
Paulsen [6] hacen significativos avances. El aporte mds importante se debe a Paulsen y Davidson, que encuentran una
simplificacién en términos del Teorema de Nehari-Page [21], una generalizacion al caso vectorial del Teorema de Nehari
[18].
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Esta tesis tiene como objetivo principal presentar una resolucién del problema de similaridad de Halmos . La tesis
estd esencialmente dividida en dos partes. Los Capitulos 1 y 2 estdn dedicados a demostrar la caracterizacion de Paulsen,
mientras que en el Capitulo 3 se presenta el contraejemplo de Pisier.

En el Capitulo 1 se estudian los operadores completamente positivos. Se da una primera demostracién de la de-
sigualdad de von Neumann y ademds que dicha desigualdad induce un morfismo de 4lgebras p : C(S') — B(H) unital,
completamente positivo y completamente contractivo. Para ello serd necesario estudiar la relacién existente entre ope-
radores unitales completamente contractivos y operadores unitales completamente positivos. Luego se demuestra una
caracterizacién debida a Stinespring de los operadores completamente positivos. Por dltimo un Teorema de extension
para operadores completamente positivos.

El Capitulo 2 estd dividido en dos partes. La primera de ellas estudia los operadores completamente acotados, en
donde se generalizan los resultados obtenidos para operadores completamente positivos. En la segunda parte, agregando
la condicién de que el operador sea morfismo de dlgebras, se estudia la caracterizacion debida a Paulsen. Como corolario
se demuestra un Teorema de Haagerup, que caracteriza una famosa conjetura debida a Kadison.

En el Capitulo 3 se presenta el contraejemplo de Pisier de un operador polinomialmente acotado no similar a una
contraccion. Para ello, se estudian primero el Teorema de Nehari Page y los operadores de Foguel-Hankel. Por tdltimo se
presenta también el contraejemplo de Foguel de un operador power bounded no similar a una contraccién.






Capitulo 1

Operadores completamente positivos

En este capitulo estudiaremos a los operadores completamente positivos. A diferencia de los operadores positivos,
esta generalizacion tiene la ventaja de que se mantienen las fuertes propiedades de los funcionales positivos.

Salvo unos pocos resultados interesantes, s6lamente daremos aquellas propiedades necesarias para caracterizar la
conjetura de Halmos. Al principio del capitulo daremos una breve introduccion de los espacios de operadores, sistemas
de operadores y de la x-estructura matricial inducida por M, y una C*-dlgebra 7. Antes de estudiar a los operadores
completamente positivos, nos parecié necesario estudiar a los operadores positivos, una generalizacion de los funcionales
positivos. Veremos que muchas de las propiedades conocidas ya no son vélidas en general y estudiaremos condiciones
para recuperar dichas propiedades. Por dltimo veremos que un operador polinomialmente acotado, induce un morfismo de
dlgebras unital p : P(S') — B(H), y que en el caso en el que el operador sea contractivo, el morfismo se puede extender
de forma positiva a C(S!).

Luego demostraremos algunos resultados generales para operadores completamente positivos, estudiaremos la re-
lacién entre operadores completamente positivos y completamente contractivos. Veremos también que el morfismo de
dlgebras inducido por un operador contractivo, admite una extensién completamente positiva a C(S') y aplicaremos los
resultados obtenidos previamente. Finalmente nos enfocaremos en probar dos resultados centrales en esta tesis: el Teo-
rema de factorizacién de Stinespring 1.4.1, que caracteriza a los operadores completamente positivos y el Teorema de
extension de Arveson 1.6.6, que establece que todo operador completamente positivo se puede extender a todo el dlgebra.

1.1. Preliminares

Empecemos definiendo una C*-dlgebra. En esta Tesis solo consideraremos C*algebras con unidad.

Definicion 1.1.1. Sea o/ una C—dlgebra, decimos que un operador = : of — <f es una involucion si para todo a € <,
A€ C, vale que

i) (@) =a,

ii) (Aa)* = Aa* y

iii) (ab)* = b*a*.
Definicion 1.1.2. Decimos que <7 es una C*-dlgebra si es una C-dlgebra, existen una involucion + y una norma || — || tal
que

i) (A, || =) es completo,

ii) llab|| < ||lallllbl| para todo a,b € <,

iii) llaa*|| = llall*.

Diremos en este caso que || — || es una *-norma.

Definicion 1.1.3. Sea <7 una C*-dlgebra y a € o/. Llamamos el espectro de a al conjunto o(a) := {1 € C : 4.1 —a}.
Decimos que a es autoadjunto si a* = a 'y que a es positivo si a es autoadjunto y o(a) C Ryo.

Ademds de poseer una #-norma, las C*-algebras tienen una estructura de orden natural, inducida por los elementos
positivos. En general, diremos que b > a si b — a es positivo en /. Como toda C* dlgebra puede ser representada en un
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Hilbert ([5] Capitulo VII, Teorema 5.17), esto es, existe un s-monomorfismo 7 : &/ — B(H), y los *-monomorfismos
preservan la positividad, un elemento es positivo en .27 si y s6lo si lo es en B(H). En B(H) hay una caracterizacion util,
un operador T € B(H) es positivo si y sélo si para todo h € H, (T'(h), h) > 0.

Ademds de poseer una =-norma y una estructura de orden parcial, a una C*-dlgebra se le puede asociar una sucesion
de C*-dlgebras. El estudio de esta sucesion en forma global serd fundamental en esta tesis. Veamos como construir dicha
sucesion. Consideremos M, (<) las matrices de dimensién n con coeficientes en 7. Puesto que las matrices tienen un
producto y una involucién natural, definidos como [AB];; = >, A;;B;; y [A™]i; = A;’i, es natural preguntarse si se le puede
dotar de una *-norma.

Empecemos con el caso sencillo en el que .27 sea B(H) para algtn Hilbert H. Si H es un Hilbert, entonces H" también,
con

() = D Shi 8 ¥ Wl = D Wl

i

El espacio B(H") es una C*algebra con la involucién y producto usuales. También hay un isomorfismo (lineal) entre
B(H") y M,(B(H)),

Tii ... Ty hy 2T

Tn,l oo Tn,n hn Zl Tn,lhn

El morfismo preserva la involucién y el producto. Via el isomorfismo podemos dotar a M, (B(H)) de una estructura de
C*-élgebra.
Sea ahora </ una C*-dlgebray n : &/ — B(H) una representacién. El morfismo 7 induce un monomorfismo 7, :
M, (o) — M,(B(H)) con
ap cee Alp ﬂ(a]’]) ﬂ(alyn)
ml| o ||e

an,l R an,n ﬂ(an,l) oo ”(an,n)

Vale que el morfismo 7, preserva la involucién, el producto y ademas que 7,,(2) es un subespacio cerrado de M, (B(H)).
En consecuencia M, (<) hereda la estructura de C*-dlgebra de M, (B(H)). Por otro lado, como dada una C*-dlgebra hay
una Unica *-norma ([5] Capitulo VIII Teorema 4.8), la norma que construimos no depende de la representacion elegida.
Con esta estructura, 7, es un *-monomorfismo y entonces (rr,,, B(H")) es una representacion de M,,(.2/). Como los elemen-
tos positivos son estables por *-monomorfismos, los elementos positivos de M, (<7) estan univocamente determinados.
Un elemento P € M, (<) es positivo si y s6lo si 7, (P) € B(H") es positivo para algin 7, con (71, B(H)) una representacion
de o7. Vemos entonces que aparte de poseer una norma y un orden parcial natural, las C*-dlgebras tienen asociada una
sucesion de C*-algebras.

Debido a que los espacios M, (/) y M, ® </ son isomorfos, donde el isomorfismo viene dado por (A);; = ¥, Ei; ®
[A];; y notamos E; ; a las matrices elementales usuales de M,,, el espacio M, ® o/ posee una *-norma (y es tinica). Resulta
util entender la estructura de C*-4lgebra desde el punto de vista tensorial.

Dados H y K dos espacios de Hilbert, el espacio H ® K tiene asociado un producto interno natural dado por (h; ®
ki,hy ® kp)o = (hy, ho)uky, ka)k. Sin embargo, el espacio H ® K no necesariamente es completo. Debido a que en esta
tesis no consideraremos otra norma en H® K, en general nos referiremos a H® K como la completacion de (HQ K, || —||2).

Dadas las C*-dlgebras M, y <7, el espacio M,, ® o/ hereda un producto y una involucién natural, dados por (A; ®
b1)(A; @ by) = AjA; ® biby y (A ® b)* = A* ® b*. Consideremos (7, B(H)), una representacion de <. El operador
Ildy,®n: M, ® o — M, ® B(H) = B(C") ® B(H) = B(C" ® H) es nuevamente un morfismo que preserva la involucién,
el producto y ademds M, ® <7 es cerrado en B(C" ® H). Luego M, ® </ hereda una estructura de C*-dlgebra y Idy, ®
es una representacion de M, ® .<7.

Observemos que en las construcciones consideraremos n,, y Idy, ® 7 morfismos inducidos por 7. Esto se puede hacer
independientemente de la s-estructura, dado M un subespacio de una C*-dlgebra, % una C*-dlgebray ¢ : M — % un
operador, uno puede considerar ¢, : M,,(M) — M,(#) definido como
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aig ... Aip #lary) ... ¢lain)
Gl > : :
apl ... dpp ¢(an,1) ce ¢(an,n)

Es facil probar que ¢, es acotado, sin embargo su norma puede depender de n. Nos va a interesar especialmente el
caso en el que exista una cota que mayore a todas las normas simultaneamente.

Definicion 1.1.4. Dada <7 una C*-dlgebra, decimos que M es un espacio de operadores si es un subespacio cerrado de
.

Definicion 1.1.5. Sean M un espacio de operadores, % una C*-dlgebra'y ¢ : M — B un operador. Decimos que ¢ es
completamente acotado si

sup ||@ullag,ar) < 0.
n

O equivalentemente si,

sup [[Idp, ® Pllm,em < oo.

n

En este caso llamaremos a dicho supremo ||@||.» (Por completely bounded).

En general, dada una Propiedad P para un operador ¢, el adjetivo completamente, se refiere a que la propiedad P se
mantiene para ¢, para cada n. En la categoria de espacios de operadores, los objetos siguen siendo espacios de Banach,
pero los morfismos pasan a ser los operadores completamente acotados. Es importante notar que la estructura varia segin
la C*-algebra elegida. En el siguiente ejemplo veremos que todo espacio de Banach puede ser visto como un espacio de
operadores, sin embargo esto no agrega informacién adicional.

Ejemplo 1.1.6. Todo espacio de Banach puede ser visto como un espacio de operadores.

En efecto, consideremos X* el dual de X y Bx- su bola unitaria, que por el Teorema de Alaogu es w*- compacto
(y ademads es Hausdorff). Luego C(Byx-) es una C*-dlgebra. Veamos que podemos identificar a X con un subespacio de
C(Bx-). Definamos”™: X — C(Bx+), como X(¢) = ¢(x). Como en C(Byx-) estamos considerando la w*-topologia es facil
probar que ~ estd bien definido y es isométrico, de donde X — C(Bx-).

Ejemplo 1.1.7. Sean X e Y espacios de Banach y consideremos X — C(Bx-) y Y — C(By-). Entonces ¢ : X — Y es
acotado si y s6lo si ¢ es completamente acotado. Mds atn, ||¢||., = ||#]|.

Demostracion. Basta ver que para cada n, ||¢,|| < ||¢||. Considerando ¢ = H%H podemos suponer ||¢|| < 1y probar que
[l¢.ll < 1. Sea (Xivj)Zj € M,(C(Bx-)), con cada X; ; = %; ;. Se puede probar que (y lo haremos en la Observacion 1.3.12)

PURT () BN S () exi) oo @e(Xi)
[IXi Il = sup : : = sup : . :
@EBy* n . PEBx+
xn,l(‘p) o xn,n(‘p) M, Sp(xn,l) e ()D(xn,n) M,

Consideremos ¢,(X; ;) y calculemos su norma.

$(E11) ... PG $x11) ... Blxrn)
lgaXi DIl = ST = Do
G(En1) oo D(Enn) 1) . Gt
(p(x) ... Y(P(x1,))
= sup : : . (1.1)
WEBy+

lﬁ(¢(xn,1)) ce. ‘/I((p(xn,n)) M,

Notemos que como [|¢|| < 1, entonces ¢ o ¢ € Bx-, de donde usando la igualdad (1.1),
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exr1) ... @(x1,)
I (X DIl < sup = [1Xi .
peBx
‘10(xn,1) oo 90(xn,n) M,

]

Observemos que si &7, By & son C*-dlgebrasy ¢ : of — Byp: B — €, entonces (p o @), : My() > M,(F),
no es otra cosa que p, o ¢,. De esto deducimos que si ¢ y p son completamente acotados, entonces ||o © @||cp < ||ollcollPllcs-

1.2. Operadores Positivos

Asi como en un espacio de operadores analizamos las normas ||(—),|| de forma simultanea, también nos va a interesar
estudiar de manera conjunta la positividad de los operadores. Esto ya no lo haremos en la categoria de espacios de opera-
dores, sino que lo haremos en la categoria de sistema de operadores. En esta nueva categoria cambian los objetos (sistemas
de operadores) y los morfismos (operadores completamente positivos). Antes de estudiar a los operadores completamente
positivos, nos serd iitil estudiar a los operadores positivos. Estos son una generalizacién de los funcionales positivos. Sin
embargo, muchas de las propiedades conocidas se pierden. Veremos que no necesariamente un operador positivo admite
una extension positiva al dlgebra y que su norma no es necesariamente alcanzada en la unidad.

Definicion 1.2.1. Si S es un subconjunto de una C*-dlgebra <7, definimos S* = {a : a* € S}. Decimos que S es
autoadjunto si S=S*. Por ultimo decimos que S es un sistema de operadores si S es un subespacio (no necesariamente
cerrado) autoadjuntoy 1 € S.

Definicion 1.2.2. Sea B una C*-dlgebray S C </ un sistema de operadores. Decimos que el operador ¢ : S — RB es
positivo si ¢(a) es positivo para todo a € S positivo. Ademds, decimos que ¢ es completamente positivo si ¢, : M,(S) —
M, (P) es positivo para todo n. Por iiltimo decimos que ¢ es autoadjunto si ¢(a*) = ¢(a)* para todo a € S.

Uno puede preguntarse por qué son los sistemas de operadores el lugar correcto para analizar la positividad de los
morfismos. Una posible respuesta es que en general se espera que los elementos positivos generen el espacio y ademas
que ser positivo implique ser autoadjunto. Si suponemos que S es un sistema de operadores, veremos en las Observaciones
1.2.3 y 1.2.4 que esto sucede. Por otro lado, la condicion de que 1 € S no afecta a la positividad del operador. Si 1 no esta
en S, uno puede considerar § = 1 ® S de forma que S resulta un sistema de operadores. Por otro lado, ¢ : S — % es
positivo, si y sélo si la extension lineal a § — 2, definida como ¢(1) = 1 es positiva.

Recordemos que una C*-dlgebra estd genererada por sus elementos positivos. Para demostrarlo uno usualmente prueba
primero que el generado por los elementos autoadjuntos es todo el dlgebra y luego que los positivos generan a los auto-
adjuntos. Sin embargo, para ver ésto Gltimo uno usualmente pasa por el cdlculo funcional. Esto ya no se puede hacer en
un sistema de operadores (al menos de forma trivial), ya que via el cédlculo funcional los elementos positivos encontrados
podrian no estar en S. A pesar de ello el resultado sigue siendo vélido. Las siguientes observaciones explotan la estructura
de sistema de operadores.

Observacion 1.2.3. Si S es un sistema de operadores entonces estd generado por sus elementos positivos.

Demostracion. Vaemos primero que los autoadjuntos generan S. Sea x € S, luego x = r| + ry conry = 5=y ry = 5.

Sea ahora a autoadjunto y veamos que existen p; y p; positivos tal que a = P, — Py.
Tomemos p; = %(Ilalll +a)yp = %(Ilalll — a). Ambos resultan positivos pues +a < || + a||l = ||a||l ademas es claro
que p; — p1 = a. ]

Observacion 1.2.4. Si ¢ es positivo, entonces resulta autoadjunto.

Demostracion. Sea a autoadjunto y probemos que ¢(a) es autoadjunto. Por la observacion previa, existen p, y p; positivos
tal que a = py — p;. Luego ¢(a) = ¢(p2) — ¢(p1). Como ¢ es positivo, tenemos que para cada i, ¢(p;) es positivo y en
consecuencia autoadjunto. Como resta de autoadjuntos es autoadjunto, concluimos que ¢(a) es autoadjunto.

Sea ahora x € S, por las observaciones previas existen a, b autoadjuntos tal que x = a + ib. Luego
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¢(x") = pla — ib) = ¢(a) — ip(b) = [$(a) + ip(D)]" = ¢(x)"

]

El siguiente ejemplo muestra que un operador positivo no necesariamente alcanza la norma en la unidad. EI mismo es
a su vez un ejemplo de un operador positivo que no se puede extender al dlgebra, pero para ver esto dltimo necesitamos
antes presentar un Teorema debido a Stinespring (Teorema 1.2.9).

Ejemplo 1.2.5 (Arveson). Sea S C C(S') el sistema de operadores generado por las funciones: {1,z,Z7} ysea¢ : § — M,

a 2b

definido como: ¢(al, bz, cz) = ( e a ) Entonces ¢ es positivo y ||@]| # ||¢(1)]].

Demostracién. Se puede ver que los elementos positivos de S son de la forma a + bz + bz con a > 2|b|. Ademds una

condicién equivalente para que una matriz sea positiva es que sus entradas diagonales y determinantes sean positivos. Es

.. . . — a 2b .
trivial entonces ver que ¢ es positivo. Si tomamos p = a + bz + bz, ¢(p)= B , resulta positiva porque a > |b|.
a
. . 0 2
Ademads, teniendo en cuenta que ¢(1) = Id y que ¢(z)= » 0 tenemos que 2 = 2||p(D)|| = ||gl| = llp)I| = 2. O

A pesar de que la norma de un operador positivo no esteé acotada por la norma de evaluarlo en la unidad, sSucede que
existe ¢ > 0 tal que para todo ¢ positivo, @] < cllo(1)]|.

Proposicion 1.2.6. Sea S un sistema de operadores y 98 una C*-dlgebra. Si ¢ : S — B es un operador positivo, entonces
¢ es acotado y ademads ||p|| < 2||¢(1)]].

Usaremos el siguiente lema.
Lema 1.2.7. Sean p| y p, elementos positivos en una C* dlgebra A, entonces ||p; — pa|l < max{||pill, [|p2ll}

Demostracion. Sea (mr, B(H)) una representacién de 7. Como para todo h en B(H) vale que ||[n(h)|| = ||k]| y & es positivo
siy s6lo si m(h) es positivo, podemos suponer que tanto p;, como p, pertenecen a B(H). Ademds p; — p, es autoadjunto,
por lo que tenemos que [[p1 — pall = sup<; [{p1(x) = pa(x), x}|. Sea x con [|x[| < 1 fijo, teniendo en cuenta que p; y p»
son positivos, resulta que

[{p1(x) = p2(x), ) | = [{p2(x), ¥) = {p1(x), X) | < MAX{(p2(x), x) , (p1(x), X)}
< max{l|p[lllxl, [Ip2lllxll} < max{{|p:|l, [|p211}-

Luego, [|p2 — pill < max{{|p.l, lIp2[1}-
O

Demostracion de la Proposicion 1.2.6. Sea h un elemento autoadjunto perteneciente a S y sean p; y p, como en la Ob-
servacion 1.2.3, p; = %(||h||1 + h), y ambos son positivos. Tenemos entonces que ¢(h) = ¢(p2) — ¢(p1) y #(p;) es positivo
para cada i. Aplicando el lema enterior,

llo(p2) — d(pDIl < max{llo(pOll, llp(p)ll}-
Luego,
1 1
llp(ml < 3 méax{e(||All1 + h), d(|IAlIT — R)} < E(Ilhllllcb(l)ll + eI,

de donde, [lgp(R)I| < ||Allllp(1)I.
Finalmente si a es arbitrario, lo podemos escribir como, @ = h + ik con h y k autoadjuntos y ||%||, ||k|| < ||a||. Entonces,

lip(@ll < gl + llgll < 2lip(a)ll-
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En el caso particular en el que el sistema de operadores sea todo el dlgebra vale que si ¢ es positivo entonces su
norma es alcanzada en la unidad. Para demostrarlo, necesitaremos previamente probar el resultado para el caso en el que
el dlgebra sea C(X).

Lema 1.2.8. Sean </ una C*-dlgebra con unidad y p;, i = 1,...,n elementos positivos de o/ tal que )\ p; < 1. Si
Ai,i =1,..n son escalares con || < 1, entonces || Y7, Aipill < 1.

Demostracion. Consideremos en M,,(.7) las matrices:

0O ... 0 :
M= . |PN= (.) (_) yS = (.) 0
o ... 0 0 ... ... 4l 0 . ... 0

Notemos que MNM* = S y que la norma de S es justamente || };7_; A;p;|l. Por otro lado, [|[MNM*|| < 1. Esto se
debe a que, por un lado ||[N|| < 1 por ser una matriz diagonal y tener sus entradas con norma menor o igual que 1. Por
otro lado, MM* es otra matriz diagonal con entradas )} ; p;. Como dichas entradas tienen norma menor o igual que 1,
1> |MM|| = |M|P.

O

Teorema 1.2.9. Sean % una C*-dlgebra con unidad, X un conjunto compacto y Hausdorffy ¢ : C(X) — % un operador
positivo. Entonces ||¢|| = ||¢(1)]].

Demostracion. Considerando ¢ = %, podemos suponer que ||¢(1)|| = 1 y Probar que ||¢|| = 1. Como 1 = ||¢(1)|| < ||#ll,
basta probar que ||@]| < 1.

Sea f con ||f]| < 1, debemos ver que ||[¢(f)|| < 1. Sea € > 0, como X es compacto, existen x; y U; abiertos, 0 < i < n tal
que X ¢ UL, U; y If(x) — f(x)| < € para todo x € X. Consideremos ¢; una particion de la unidad subordinada a {U;}. Es
decir: ¢; son funciones continuas no negativas con ).\, ¢; = 1 y sop(q;) € U;. Notemos que si ¢;(x) # 0, entonces x € U;
y en consecuencia |f(x) — f(x;)| < e.

Fijemos x € X, entonces

00 )i - Z i) (x)

i=1 i=1

f(x) -

n

qi(x) f(x;)

i=1

D7 = Fe)gi)
i=1

< D) = flgi0l
i=1

D@ - felan < D eqin <e

i:xesop(q;i) i:xesop(q;)
Conluimos que

If = aif ol < e. (12)

Apliquemos el lema anterior con A; = f(x;) y p; = ¢(q;). Verifiquemos brevemente que se cumplen las hipétesis. Debemos
ver que p; son elementos positivos, |f(x;)| < 1y X%, ¢(g;) < 1.

Debido a que ¢ es un operador positivo y g; son funciones positivas, vale que p; es positivo. Ademads por hipétesis
IIfll = 1 (y ¢ es contractivo), de donde |f(x;)| < 1. En cuanto a la dtlima condicién, como 1 — Y, ¢; > 0y ¢ es postivo,
resulta que )’ ¢(q;) < 1. Aplicando el lema anterior,

> rosian]| < 1. (1.3)

Finalmente, aplicando las ecuaciones (1.2) y (1.3),
6N = & (r = > Fowai + Y foa)

<o (r - 3 )|+ |2 reea|

<18l |70 = D aif G| + 1 < el + 1.
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O
Ejemplo 1.2.10. El operador definido en el Ejemplo 1.2.5 no se puede extender de forma positiva a C(S").
Demostracion. Vimos en el Ejemplo 1.2.5, que ||¢|| = 2||¢(1)]|. De existir una extensién ¢, por el teorema anterior,
gl = llB(DI = llgp(DII < ligll-
Que es una contradiccion. ]

Observacion 1.2.11. Una reformulacién equivalente a la desigualdad de von Neumann es que si 7 € B(H) es contractivo,
entonces el operador pr : P(S') — B(H), donde p(p) = p(T) y P(S') es el subespacio generado por los polinomios, es
también contractivo. En este punto surge la pregunta natural ;Serd el morfismo pr positivo?

Definicién 1.2.12. Diremos que p : P(S') — B(H) es un morfismo de von Neumann, si p es un morfismo de dlgebras
acotado y unital.

Observacién 1.2.13. Sea H un Hilbert, A = {p : P(S') — B(H) : p es morfismo de von Neumann}y B = {T € B(H) :
T es polinomialmente acotado}. Entonces las aplicaciones A : A — B, yI' : B — A, definidas como A(p) = p(z) y
I'(T) = pr son aplicaciones inversas. Mds atin,

llor|l = Inf{llp(DII < cllplleo}.

A este fenomeno también se lo puede ver desde el punto de vista de los conjuntos espectrales. Se dice que un conjunto
X, compacto de C, es K-espectral para un operador 7, si existe un operador p : R(X) — B(H) tal que p(g) = % ,
esté bien definido y tenga norma menor o igual que K. Observemos que a priori la desigualdad de von Neumann no es
equivalente a que S' sea 1-espectral para todo operador contractivo. Sin embargo lo es. En la proposicién 1.2.25 veremos
que existe p : R(S') — B(H) bien definido y que ademds es positivo. Por otro lado, en el Corolario 1.2.26, veremos que
necesariamente p es contractivo.

Si T es polinomialmente acotado, entonces su morfismo de von Neumann es un morfismo de dlgebras, p(pq) =
o(p)p(g). Sin embargo si la extensién de p al dlgebra § = P(S') + @ estd bien definida, el operador p podria dejar de

ser multiplicativo. De hecho, si fuese multiplicativo,
Id = p(1) = p(zz) = Tp(2),

de donde se deduce que T tiene que ser necesariamente inversible.
Para responder a la pregunta de la Observacién 1.2.11 haremos uso del siguiente lema.

Lema 1.2.14 (Fejer-Riesz). Sea f(z) = Z:’Y v @n?" una funcion continua estrictamente positiva en S', entonces existe un
polinomio p(z) = ZZZQI b,7" tal que
2
f@ =I1p@I".
Demostracion. Observemos que como f es real, a, = a_, y ap € R. En efecto,
n=N n=N n=N n=N
Z a?' = f(2) = f(2) = Z an?" = Z @z = Z az',
n=—N n=—N n=—N n=—N

de donde se concluye la afirmacién. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir a_y # 0. Consideremos g(z) = f(z)z",
de forma que g, visto ahora en C, es un polinomio de grado 2N y g(0) # 0. Ademas debido a la antisimetria de sus
coeficientes, g cumple la siguiente igualdad

g@H =7"g),

ya que,

- n=N

— N n=N B - n:N_ n=N
g@ =z (ao D a@ ) an(z_l)‘”] =" (ao + @+ ) | = 7).
n=1 n=1 n=1 n=1
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luego, recordando que 0 no es raiz de g, se deduce que r es una raiz de g si y sélo si 7! también lo es. Mds atn, se puede
ver que si || # 1, la multiplicidad de r y 7' es la misma. Por otro lado, debido a que f es estrictamente positivo, g no
tiene raices de médulo 1.

Sean {ry, ..., r,,} tal que {ry, ﬂ_l..., T, ﬁ_l} son todas las raices de g y consideremos

P =@ =)z =1), q2) == Nz =7 ),

de modo que ayp(2)q(z) = g(z). Veamos que p y ¢ cumplen la siguiente relacion:

=N _—-1
Wz pE)
( ]) ry...ry '

q(@) =
En efecto,

DVpE = DM ET =)@ =)
= (=D =2r)..(1 = Zr)
=@ - 1D..@@n-1
=ri.rG-rH..G-rh

=n ...rn@.

Finalmente, volviendo al circulo unitario y recordando que alli f es positiva,

f@=1f@="g@) = 1g)
= laxp@)llg(@)| = lanllp@)lig@)l
NZNP(Z)_l _
ry...ry B

= lanllp@)I|(=1)

ay D)
‘|p<z)| .
ry...ry
O

Teorema 1.2.15. Sea T un operador contractivo en un Hilbert Hy S el sistema de operadores P(S') + P(S1), entonces
el operador definido por p(p + q) = p(T) + q(T)* estd bien definido y es positivo (y acotado).

Demostracion. Es sencillo ver que p esta bien definido. Sean p, g, r, s polinomios tal que p + g = r + s, debemos ver que
p(T)+q(T) =r(T)+ s(T)*.Comop—-r=5—¢qg,p—reS(S* existe A € R de modo que p — r = A. Finalmente
p(T) + q(T)* = Ald + r(T) = Ald + s(T)* = r(T) + s(T)*.

Para probar la positividad de p, basta probar que p(f) es positivo para todo f estrictamente positivo. En efecto, si
f fuese solo positivo, podriamos consirerar g, = f + €l que seria estrictamente positivo para cualquier € > 0 y luego
p(f) + eldy = p(ge) > 0. Tomando limite con € — 0 se deduciria que p(f) > 0.

Sea f € § estrictamente positivo. Por el Lema 1.2.14, f es de la forma

n

>

i,j=0

Debemos ver que
n

p(f) = f(1) = ) aia; T(i- j)

i,j=0
es un operador positivo, donde

k
T(k):{ T*, k>0 )

T * k<0
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Veamos que para todo x € H vale que ((f(T)x, x) > 0 Para ello consideremos la matriz Ti, = TG -,

Id T ... T"
- T
Tl,j =
: . . T
™ ... T Id

Yy notemos que

(T()x, X}y = <Z TG - jajx, a_fX> = (Tishh),.

ij H
donde tomamos i = (@x, ..., d,x). Luego, basta ver que la matriz de operadores T; ; es una matriz positiva.
Sea
0
T 0
R=| 0 0
0O ... 0 T O

Observemos que ||R|| < 1, R" = 0y que I — R es inversible (con inversa I + R + R? + ... + R™"). Tenemos entonces que
T,=Y R+ R =(U-R ' +U-R)" -1

Veamos que la matriz T, ; es positiva. Consideremos y tal que & = (I — R)y.
(Tijhh),, = (=R +UT =R = Dh,h)

= (U =R k) + (I = R) ", h) = ()

= U =R)y) +{U = R)y,y) = = R)y,(I = R)y)

=03 = 0 Ry) +{UI = R)y, y) ={(I = R)y,y) + {( = R)y, Ry)

=y —(Ry,Ry).

La ultima igualdad es siempre positiva por ser R una contraccion.
O

Observemos que el conjunto formado por las funciones racionales en S' es exactamente P(S') + @ En efecto,
P(S")+ P(S1) € R(S") por estar P(S!) + P(S!) generado por funciones racionales. Por otro lado, R(S') es la menor dlgebra
o tal que z, % € o/.Como z, Z € P(S") + P(S!) y éste tiltimo es un 4lgebra, deducimos que P(S') + P(S!) = R(S!).

Si T es un operador contractivo en un Hilbert, entonces su morfismo de von Neumann se puede extender de forma
positiva a las funciones racionales. Por la Proposicién 1.2.6 dicho morfismo es acotado. Para probar la desigualdad de von
Neumann, lo tnico que resta ver es que el morfismo tiene norma menor o igual que uno.

Lema 1.2.16. Sean S un sistema de operadores que ademds es un dlgebra, B una C*-algebray ¢ : S — B un operador
positivo, entonces ¢ se puede extender de forma positiva a la clausura de S.

Demostracion. Trivialmente ¢ se extiende de forma continua a la clausura de S. Resta ver que la extension es positiva.
Seap e S un elemento positivo, veamos que existe una sucesion de elementos positivos en S (a,) tal que lim,,_,, a, =

p. En efecto, sea &7 una C*-dlgebra tal que S — 7. Considerando (7, B(H)) una representacion de .2, podemos suponer

que S es un sistema de operadores contenido en B(H). Sea (a,), € S tal que (a,), — p. Considerando para cada n,

~ Wta,  ~ . . ~ +p* ., .
a, = “‘2“ , dy es autoadjunto y 1im, . (dy), = 55~ = p. Podemos suponer (a,), sucesién de autoadjuntos. Sea (a, )
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subsucesion tal que para cada k, |la,, — pl| < ﬁ Sea a,, = a,, + % Es claro que (d,, )x tiende a p y pertenece a S, veamos
que es positivo. En efecto,

1d 11\, .
(an, + - PO, y) > (Z - ﬁ) Iyl > 0,

de donde a,, > p.
Sea entonces (a,) sucesién de positivos en S tendiendo a p. Como ¢ es positivo y continuo, para cada n, ¢(a,) es
positivo y ademas 1im,,_,., ¢(a,) = ¢(p). Como ¢(p) es limite de positivos, ¢(p) resulta positivo.
O

Corolario 1.2.17. Si T es contractivo entonces su morfismo de von Neumann se puede extender de forma positiva a
C(sh.

Demostracion. Definamos S como P(S') + P(S!). Por el Teorema 1.2.15 podemos extender p a S de forma positiva.
Como S es una C*-dlgebra y separa puntos, por el teorema de Stone-Weierstrass S es denso en C(S!) y gracias al lema
previo, la extensién a C(S') es positiva.

O

Corolario 1.2.18 (desigualdad de von Neumann). Sea T un operador contractivo en un Hilbert, entonces para todo
polinomio p € C(Sh),
lp(DIl < 1Ipllco-

Demostracion. Por el Corolario 1.2.17 existe un operador p : C(S') — B(H), p(f) = f(T') bien definido y positivo.
Ademds, como S! es un compacto, por el Teorema 1.2.9, la norma de p se alcanza en 1. Luego vale que

IPCDOI = lleP)Il < llollllPlleo = llo(DIIPlleo = Hdll[IPlloo-
[m}

Corolario 1.2.19. Sea T € B(H) contractivo y sea A(D) el dlgebra del disco, las funciones holomorfas en D y continuas
en el borde. Entonces existe p : A(D) = B(H) tal que p(f) = f(T) y ||pl| < 1.

Demostracion. Basta definir p en los polinomios y extenderla por densidad. Definamos p(p) := p(T) y veamos que p tiene
norma menor o igual que 1. Observemos que como los polinomios son arménicos, por el principio del médulo maximo
se tiene que ||plleo,p = IIplleo,st - Luego por la desigualdad de von Neumann 1.2.18,

lp(DIl < lIPlleo,st = llPlleo-

]

Si 7 es una C*-dlgebra unital, podemos generalizar la desigualdad de von Neumann de forma sencilla. Esto permite
también generalizar la nocién de morfismo de von Neumann para el caso en el que el codominio sea una C*-dlgebra unital.

Corolario 1.2.20. Sea a € < una C*-dlgebra con 1 € o7 y |la|| < 1, entonces existe p : C(S') — < positivo y unital, tal
que p(p) = p(a) para todo polinomio p.

Demostracion. Sea (7, B(H)) una representacion de <. Como ||n(a)|| < 1, existe p : C (SY = B(H) tal que p(p) = p(n(a))
y p(p*) = p(m(a*)) para todo polinomio p. Luego,

p(C(Sh) = p(P(SY) + P(S1)*) € p(P(S") + P(S1)*)
C C*(n(a)) C n(A).

El operador 77! o p es el buscado. O

El corolario anterior nos permite encontrar una condicién sobre el sistema de operadores S de modo que si ¢ es
positivo, entonces su norma se alcanza en 1.
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Corolario 1.2.21. Sean % , € C*-dlgebras con unidad, </ una subdlgebra unital de B, S el sistema de operadores
o + % y¢: S — € positivo. Entonces ||¢p(a)|| < |l¢(Dll|all.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir ||a|| = 1.

Como ¢ es positivo la extensién a S sigue siendo positiva y ademés S es ahora una C*-dlgebra. Usando el corolario
anterior con S, existe p : C(S') — S tal que p(p) = p(a). El operador ¢ o p es positivo y por el Teorema 1.2.9 su norma
se alcanza en 1. Entonces

lig(@ll = llp(p)Il < llpGe(Mllizlle < [IG(DIIT.

Corolario 1.2.22. Sean o/ y % C*-dlgebras con unidad y ¢ : &/ — 9B un operador positivo, entonces ||p|| = ||¢p(1)]].

Demostracion. Aplicar el corolario anterior.
O

Hasta aqui estuvimos estudiando condiciones de modo que si ¢ : S — 2 es positivo y unital entonces ¢ sea contrac-
tivo. Ahora estamos interesados en la reciproca ¢ Si ¢ es contractivo y unital, entonces es necesariamente positivo?
Para responder a la pregunta haremos uso del siguiente lema.

Lema 1.2.23. Sea </ una C*-dlgebra, S C </ un sistema de operadores 'y ¢ : S — C un funcional con (1) = 1y
llgll = 1. Entonces,

i) Si a es un elemento normal de o/ y a € S, entonces @(a) pertenece a la cdapsula convexa cerrada de o(a).

ii) @ es positiva.

Demostracion. Sea a € S un elemento normal y supongamos que no pertenece a la cdpsula convexa cerrada de o(a).
Observemos que la cdpsula convexa de un compacto es la interseccion sobre todos los discos que contienen al compacto.
Luego existe @ € C y un r > 0 tal que |p(a) — @| > ry para todo A € o(a), |1 — @| < r. Consideremos a — @l. Como
o(a—al) =o(a) — a, vale que para todo 8 € o(a — al), |8l < r.

Teniendo en cuenta que a — a1 es normal, se deduce que |la — a1|| = p(a — 1) < r. Esto es una contradiccion, ya que
por un lado |p(a — al)| = |p(a) — a| > ry por el otro |p(a — al)| < ||¢lllla — al|| < r.

Probemos ahora que ¢ es positivo. Sea a positivo y veamos que ¢(a) es positivo. Como o (a) estd contenido en los
reales no negativos, entonces la cdpsula convexa de o(a) también lo estd. Por la parte i) del Lema se deduce que ¢(a) es
positivo.

O

Proposicion 1.2.24. Sean S un sistema de operadores, % una C*-dlgebra con unidad y ¢ : S — B un operador
contractivo unital, entonces ¢ es positivo.

Demostracion. Sea (m, B(H)) una representacion de %. Como () es positivo si y s6lo si b es positivo, podemos suponer
que & = B(H). Debemos ver que para todo a € < positivo y x € H vale que {¢(a)x, x) > 0. Sea x € H fijo con |[x]| = 1
y consideremos ¢,(a) = (¢(a)x, x). Como ¢ es unital y contractivo, se tiene que ¢,(1) = 1 y que ||¢x|| < 1. Aplicando el
lema anterior concluimos que ¢, es positivo y en consecuencia para todo a € <7, x € H, {¢(a)x, x) > 0.

O

En el Teorema 1.2.15 vimos que si T es contractivo, entonces su morfismo de von Neumann admite una extension
positiva a P(S!) + P(S"). Esto vale en general.

Proposicion 1.2.25. Sean of, % C*-dlgebras con unidad, M un subespacio de </,1 € My ¢ : M — 9B un operador
contractivo y unital, entonces la extension ¢ : M + M* — B definida como ¢(a + b*) = ¢(a) + ¢(b)* estd bien definida y
es la tinica extension positiva de ¢ a M + M*.
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Demostracion. La unicidad de la extension es clara, ya que los operadores positivos que salen de un sistema de operadores
son autoadjuntos (Observacién 1.2.4). Necesariamente ¢(a*) = ¢(a)* = ¢(a)*.

Probemos la buena definicién. Debemos verificar que si a + b* = a’ + b’*, entonces ¢(a) + ¢(b)* = ¢(a’) + ¢(b’)" o
equivalmente , tomando ¢ = a — a’, que para todo ¢ € M\ M*, ¢(c*) = ¢(c)*. Observemos que M (| M* es un sistema
de operadores y que @y - €s contractivo y unital. Aplicando la Proposicion 1.2.24, tenemos que @l p+ €s positivo.
Como los operadores positivos son autoadjuntos, vale que si ¢ € M () M*, entonces ¢(c*) = ¢(c)*. Esto prueba la buena
definicién.

Para probar que ¢ es positivo, podemos suponer que % = B(H) con H un Hilbert. Debemos ver que para todo x y para
todo a positivo, vale que (J&(a)x, x> es positivo. Sea x con ||x|| = 1 fijo y consideremos @, : M + M* — C := <g7>(a)x, x>. Es
suficiente probar que @, es positivo. Sea ahora ¢, : M — C definido como ¢, = {(¢(a)x, x). Notemos que ¢, cumple que es
unital, ||g.l| = 1y @i(a +b*) = ¢ (a) + m Sea ¢, una extension de Hahn-Banach de ¢, a M + M* con ||@,|| = 1. Como
(. es contractivo y unital, entonces por la Proposicién 1.2.24 es positivo. Finalmente, por la unicidad de las extensiones
positivas a M + M* que probamos en la primera parte, ¢, debe cumplir necesariamente que

Pxla+ b*) = @x(a) + @x(b) = x(a) + (D) = Pr(a + b*)
Como @, = @, y @, es positivo, se tiene que @, es positivo.

]

Corolario 1.2.26. Sean €, % C*-dlgebras con unidad y sea S el sistema de operadores A + </* con < un subdlgebra
unital de B. Si ¢ : S — € es unital, entonces ¢ es positivo si y sélo si ¢ es contractivo.

Demostracion. Aplicar el Corolario 1.2.21 y la Proposicién 1.2.24.
O

En el caso de que ¢ sea un morfismo de von Neumann, el corolario anterior dice que ¢ tiene extensién positiva a
P(S') + P(S!) si y sélo si el operador T es contractivo.

1.3. Operadores completamente positivos

Comencemos con la definicién de un operador completamente positivo.

Definicion 1.3.1. Sean S un sistema de operadores, # una C*-dlgebray ¢ : S — B un operador. Decimos que ¢ es
n-positivo si, ¢, : M,(S) — M, ($) definido como

St Sia é(s1,1) o PSia)
1 | R | : :
Sn,1 e Sn.n ¢(Sn,1) e ¢(Sn,n)

es positivo.
Definicion 1.3.2. Decimos que ¢ : S — B es completamente positivo si ¢ es n- positivo para todo n.

Mostremos algunos ejemplos de operadores completamente positivos.

a) El primer ejemplo de un operador completamente positivo es el de un *-morfismo. En efecto, si & es un *-morfismo,
entonces 7, también y como los *-morfismos son positivos se deduce que 7, es positivo para todo 7.

b) Para un segundo ejemplo, fijemos x en una C*-algebra /' y definamos ¢ : &/ — &/ como ¢(a) = xax*. Para probar
que ¢ es completamente positivo, basta observar que

x 0 ... 0 x 0 ... 0

d(A) = (? “al ©
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El dltimo ejemplo es el de un funcional positivo. Como la demostracién no es trivial, lo encapsulamos en una Propo-
sicién aparte.

Proposicion 1.3.3. Sea S un sistema de operadores y ¢ : S — C un funcional positivo. Entonces ¢ es completamente
positivo.

Demostracion. Sea A € M,(S) una matriz positiva, y digamos A = (a;, j)f‘].. Debemos ver que ¢,(A) € M, es una matriz
positiva. Equivalentemente debemos probar que para todo V € C",

(@a(A)V, V)n 2 0.

SeaVeC"conV = (xy,..., X,), luego

(en(AV. V)

D {len V1, V1), = D0 (len(@li i x5
J i

J

Z <(p((l,"j)x,‘, xj>(C = [Z a,;jxﬁj] . (14)

ij ij

Consideremos X € M, la siguiente matriz.

X1 o ... 0
X=:" 0 ... 0
x, 0 ... O

Consideremos también el producto X*AX. Como A es una matriz positiva, dicho producto es positivo. Observemos
que la expresion (1.4) no es otra cosa que ¢ evaluado en la (1, 1) coordenada de X*AX. Como la (1, 1) entrada de una
matriz positiva es siempre positiva (considerando (Pej, e;)) y ¢ es positivo, deducimos que la expresién (1.4) es siempre
positiva.

O

Combinando los dos primeros ejemplos obtenemos el prototipo de un operador completamente positivo. Veremos en
el Teorema de representacion de Stinespring 1.4.1 que si ¢ es completamente positivo, entonces existen un espacio de
Hilbert H, 7 : @/ — B(H) un *-morfismo y V € B(H) tal que ¢(—) = Vr(-)V*.

El siguiente lema sera de utilidad.

Lema 1.3.4. Sean <7 una C*-dlgebra con unidad y a,b € <, entonces

. 1 a . P
La matrlz( - es positiva en My si 'y solo si a*a < b.
a

Demostracion. Considerando una representacion (r, B(H)), podemos suponer que a,b € B(H) y probar que la matriz

Id .. . .
A= ( . Z ) es positiva en M,(B(H)) siy s6lo si aa® < b en B(H).
a

Dadohe H®Hconh = (hy, hy), calculemos <Aﬁ, E>.

iy = (5 ) ),

((m+at) at)+bth) ),(m h ), .
(hi, ) + (aha), hy) + (@ (), ho) + (b(), ha) . (1.5)

Supongamos que aa* < b. La matriz A es positiva si y s6lo si la expresi6n (1.5) es positiva para todo 1 € H & H. Sea
heH® H, luego de la expresién (1.5),
(Ah, ) = (hy, hyy + (a(n), b)) + (a"(hy), o) + (b(hy), ha)
> (|l = 2llata)llll || + (@*alha), hy)
= (Il = lla(h)Il)* = 0.
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Reciprocamente, supongamos que la matriz A es positiva. Esto sucede si y sélo si la expresion (1.5) es positiva
para todo h;, hy € H. Debemos ver que a*a < b. Equivalentemente, debemos probar que para todo h, € H, vale que
(b(hy) — a*a(hy), hy) = 0. Sea h, € H, luego como la expresion (1.5) es positiva,

(b(h2), ha) = = (hy, hy) = (a(hy), hi) — <hy, a(hy)) para todo hy, hy € H.
Tomando h; = —a(h,), tenemos que

(b(h2), ha) = = (a(hy), a(hy)) + 2 {a(hy), a(hy)) = (a"a(hy), h2) .
]

En el Ejemplo 1.2.5 dimos un ejemplo de un operador positivo unital no contractivo. Esto deja de ser cierto si agrega-
mos una condicién un poco mas fuerte.

Corolario 1.3.5. Sean S un sistema de operadores, 3 una C*-dlgebra 'y ¢ : S — P un operador unital 2-positivo,
entonces ¢ resulta contractivo.

Demostracion. Supongamos que ¢ es 2-positivo. Sea a con ||a|| < 1. Entonces se cumple que a*a < 1. Consideremos la

matriz A = ( . 611 ) Aplicando el lema anterior, vale que la matriz A es positiva y en consecuencia
a
1 o(a) ..
A) = tiva.
$2(A) ( sa) 1 es positiva

Como ¢ es 2-positivo, es en particular positivo y luego autoadjunto por la Observacién 1.2.4. Vale entonces que
¢(a*) = ¢(a)*. Aplicando nuevamente el lema anterior, ahora con ¢,(A), se tiene que ¢(a)*¢(a) < 1 y se concluye que ¢
es contractivo.

O

En las Proposiciones 1.2.24 y 1.2.25 probamos que si ¢ : M — 9 es contractivo, entonces la extension natural a
M + M* resulta positiva (y ademds es tnica). Ahora estamos interesados en probar una versién andloga para operadores
completamente contractivos.

Proposicion 1.3.6. Sean o7, 98 C*-dlgebras, M un subespacio de &7 y S el sistema de operadores M+M*. Si ¢ : M — B
es unital y 2-contractivo, entonces ¢ : S — B es 2-positivo y contractivo. Donde ¢ es la iinica extension positiva de ¢ en
S.

Demostracion. Consideremos ¢, : My(M) — M»(9) y el sistema de operadores
S = My(M) + My(M)* = My(M + M*) = M5(S).

Como ¢, es contractivo y unital, por la Proposicién 1.2.25, existe una tinica extensién positiva (¢,) a S. Si vemos que (¢»)
coincide con (¢),, estarfamos probando que ¢ es 2-positivo. En efecto, sean A, B € M,(M), con A = (aij)y B = (b;).
Entonces

Plarn)  Plary) )+( oby ) P ) )

Plazy) Plar) ¢bra (b3,)

=( #lar1)  ¢lain) )+( d(b11)" (b))
#laz1  Plazp) ¢(b12)" d(bap)*

(9),(A + BY) = (¢),(A) + (¢),(B") = (
) = $2(A) + $2(B)" = (¢2)(A + B").

Concluimos entonces que ¢ es 2-positivo. Finalmente, por el corolario anterior ¢ es contractivo.
O

Proposicion 1.3.7. Sean o7, % C*-dlgebras, M un subespacio de </ y S=M + M*. Si ¢ : M — P es unital y completa-
mente contractivo, entonces (fS es completamente positivo y completamente contractivo.
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Demostracion. El operador ¢ es 2n-contractivo para todo n. O equivalentemente, identificando canénicamente M, (M)
con M>(M,), ¢, es 2-contractivo para todo n. Luego, por la proposicién anterior, la extensién ¢, a M,(M) + M,(M)* es
2-positiva. Igual que en la demostracién de la proposicién previa (antes con n = 2), (¢,) = (#),. Luego ¢o, = ($,)2 = @2
que es positivo. Como n-positivo implica k-positivo para todo k menor que 7, deducimos que ¢ es completamente positivo.

Probar que ¢ es completamente contractivo es similar. Como ¢, es 2-positivo para todo n, por la proposicién anterior
&, es contractivo para todo . O

Asi como los operadores positivos son acotados, es esperable que los operadores completamente positivos resulten
completamente acotados.

Proposicion 1.3.8. Sean S un sistema de operadores y % una C*-dlgebra. Si ¢ : S — B es completamente positivo,
entonces ¢ es completamente acotado. Mds atin:

llp(DIl = lIgll = lllcs-

Demostracion. Como ||¢p(1)|| < ||#]l < ||¢llcs, basta ver que ||@llcs < [|@(1)]]. Sea A € M,(S) con ||A]| < 1. Consideremos

- 1d A
AeMzn(S)=( A s

). Como ||A]| < 1, por el Lema 1.3.4, A es positiva y debido a que ¢ es completamente
Pn(Id)  pu(A)
Pn(A")  ¢y(1d)

P = ¢,(Id)) y observando que ¢, es autoadjunto (ver Observacién 1.2.4), vale que ¢,(A)¢,(A)* < ¢,(Id)*, de donde

positivo, resulta que ¢2n(1§) € My(M,(RB)) = ( es positivo. Nuevamente, aplicando el Lema 1.3.4 (con

llgn (A < lipnUDlIr, () = l¢(Dllz5-
O

Recordemos que para operadores positivos y unitales, no vale que éstos sean necesariamente contractivos (ver Ejemplo
1.2.5). Para que esto valiese habia que pedir condiciones sobre S. Por otro lado, la reciproca era siempre cierta: todo
operador contractivo y unital resulta positivo (ver Proposicién 1.2.24). La situacién en los completamente positivos es
bien distinta.

Corolario 1.3.9. Sean S un sistema de operadores, % una C*-dlgebray ¢ : S — B un operador unital. Entonces ¢ es
completamente contractivo si 'y solo si es completamente positivo.

Demostracion. Una implicacion es la proposicion previa.
La reciproca se deduce de la Proposicién 1.2.24 aplicada a ¢,,. m}

Estamos en condiciones de dar un ejemplo sencillo de un operador positivo, no completamente positivo. Basta encon-
trar un operador positivo unital cuya norma no se alcance en la unidad.

Ejemplo 1.3.10. El operador ¢ definido en el Ejemplo 1.2.5 no es completamente positivo.

Demostracion. Habiamos demostrado en el Ejemplo 1.2.5 que ||¢]| = 2||¢(1)||. Por la Proposicién 1.3.8, ¢ no puede ser
completamente positivo.
O

En el Teorema 1.2.15 vimos que si T es contractivo, entonces su morfismo de von Neumann admite una extension
positiva a P(S') + @ (Seran dichos morfismos completamente positivos? Observemos que por la Proposicién 1.3.7
esto es equivalente a que los morfismos sean completamente contractivos. En efecto, sea p un morfismo de von Neumann
y p su extensién a P(S!) + @ Si p es completamente positivo, entonces por el corolario anterior es completamente
contractivo. Pero como

L =116ull 2 lloall = llon(dps)Il = Hdm, )l = 1,

se deduce que p es completamente contractivo. Reciprocamente, si p es completamente contractivo, entonces por la
Proposicién 1.3.7 g resulta completamente positivo.
La respuesta a la pregunta se halla en un Teorema mucho mds general.



20 CAPITULO 1. OPERADORES COMPLETAMENTE POSITIVOS

Teorema 1.3.11 (Stinespring). Sean X un espacio topolégico compacto y Hausdorff, % una C*-dlgebray ¢ : C(X) —» B
un operador positivo, entonces ¢ es completamente positivo.

Para demostrar el teorema necesitaremos hacer tres observaciones. La primera trata sobre matrices de funciones en
M, (C(X)). Asi como en C(X) la norma de f es el supremo de |f(x)| sobre X, es esperable que si F' es una matriz de
funciones, la norma de F sea el supremo de ||F(x)|| sobre X. Andlogamente, es razonable esperar que si una matriz de
funciones F es positiva, entonces F(x) sea positiva en M,,.

Observacion 1.3.12. Sea F € M,,(C(X)), entonces

DIF Iy, = supyex 1F (I, -
2) Si F es positiva, entonces para cada x, F(x) es positiva en M,,.

Demostracion. Sea || — || = sup,ey [[F(x)|ls,. Como en una C*-dlgebra hay una Unica #-norma, para probar que || —
lm,ccxy = Il = II', basta ver que sup .y [[F'(x)lla, es una *-norma en M,(C(X)). Es claro que || — || es una norma. Veamos
que ||[FF*||" = ||F|. Esto es sencillo ya que || — ls, es una *-norma en M, y para cada x, (F)*(x) = F(x)", donde la

primera involucién es en M, (C(X)) y la segunda en M,,. En efecto,

IFFI" = sup |F()F(x)" [y, = SHEIIF(X)II,ZV," = |IFII”.
XE.

xeX

Probemos el segundo postulado. Primero observemos que si una matriz de funciones F' es inversible, entonces eva-
luando en x, F(x) también debe serlo. Deducimos entonces que def(F)(x) # 0 para todo x € X. Sea ahora F una matriz de
funciones positiva y supongamos que existe xo tal que F(xo) es no positivo. Esto es equivalente a que exista A un autovalor
no positivo de F(xp). Afirmamos que A pertenece al espectro de F. Sino, A1d — F seria inversible y luego det(1ld — F)(x)
serfa distinto de cero para todo x. Evaluando en x( llegamos a una contradiccién. Concluimos entonces que A pertenece
al espectro de F, lo que es un absurdo ya que F era positiva y A no positivo.

O

La segunda observacidn es una cota de la norma de una matriz en términos de la norma de cada una de sus coordenadas.
Observacion 1.3.13. Sea <7 una C*-digebra, A € M, (/). Entonces ||Ally, (o) < nzmax,-,jIIA,-,jII.

Demostracion. Considerando (7, B(H)) una representacién de .o/, podemos suponer A € B(H"). Sea he H"con|h| < 1
y h = (hy,.., hy). Como ||h]| < 1, cada coordenada £ tiene norma menor o igual que 1 en H. Sea m = max; j||A; jI, luego

AR = Z ZA,,h <Z{Z||Al]|l] <n’n.

]

Observacion 1.3.14. Sean % una C*-dlgebra, p € % un elemento posivo y (A; ;) una matriz escalar positiva. Entonces
la matriz p * (A; j) € M,,($), definida como [p * (A; j)1;,j = pAij es positiva.

Demostracion. Basta probar que si (7, B(H)) es una representacion de %, entonces m,(p*(4; ;)) es positivo. Consideremos
en B(H), las matrices (P); ; = 6; jn(p)y (A);j = Ai jIdy. Notemos que m,(p*A; ;) = PA'y que Py A conmutan. Luego, basta
probar que las matrices Py A son ambas positivas. La positividad de P es inmediata. Como la inclusién i : C <— B(H) es
completamente isométrica, por el Corolario 1.3.9, A es positivo. O

Demostracion del Teorema de Stinespring 1.3.11. La prueba es de la misma idea que la del Teorema 1.2.9. Sea F €
M, (C(X)) una matriz positiva. Debemos ver que ¢,(F) es positivo en M,,(#). Sea € > 0. Como X es compacto, existe un
cubrimiento por abiertos {U;}}_, y elementos x; € U, tal que |F; j(x) — F; j(x;)| < € para todo x € U, y para toda coordenada
(i, j). Llamemos p alos F; j(x;). Sea (ul) ', una particién de la unidad subordinada al cubrimiento U,. Es decir, los u!
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son funciones positivas, 3,4’ = 1y el soporte de u estd contenido en U;. Notar que si u'(x) # 0, entonces x € U, y en
consecuencia |F; j(x) — pﬁjl < €. Sea xj € X fijo, luego

=| D> (Fijxo) = plpu(x)

{L:ul(x0)#0}

%ZEA@MW—Z%M%)
l !

< D0 | - Pl o) < D el = €.
!

{L:u! (x)#0}

Fi j(xo) — Z P} u (xo)
1

Aplicando la Observacién 1.3.13, tenemos que

F - Z(pij”l)i,j
7

Consideremos ahora la matriz P! € M,(C(X)) inducida por los pﬁj. Es decir, (P');; = péj y observemos que al ser P’
la matriz proveniente de evaluar F en x;, por la Observacién 1.3.12 la matriz P! es escalar positiva. Siguiendo la notacién
de la Observacién 1.3.14, consideremos para cada /, u' * P'. Notemos también que (1.6) es equivalente a que

F—Zul*Pl

l

< ohe. (1.6)

< cu€. (1.7)

Por la observacién previa al teorema, u' x P! es positivo. Calculemos ¢,,(u' * P'),

¢(u' = Py .. (' = Py y) pu'pl ) .. B'pl,)
¢n(u' = P') = : - : = : g :
¢+ Plyn) .. ([ * Py ou'pl ) ... BW'pl,)
o@hHp\, ... ¢wHpl,
- : : = ¢(u) = P,
puhpl, ... wHp,

Nuevamente, por la observacién anterior al teorema y porque ¢ es positivo, ¢(u') * P! es positivo. Como suma de positivos
es positivo, vale que ¢,(3,(u;) * P') es positivo. Por la desigualdad (1.7),

< ||¢n||cn€-

Bu(F) = 3 ()P
!

Como € > 0 es arbitrario, ¢,(F) pertecene a la clausura del conjunto de los elementos positivos. Como dicho conjunto es

cerrado, ¢, (F) es positivo-
[m}

Englobamos las observaciones previas al Teorema en los siguientes dos corolarios.

Corolario 1.3.15. Si p es un morfismo de von Neumann contractivo, entonces la extension de p a P(S') + P(S!) es
completamente positiva.

Corolario 1.3.16. Si un operador T es contractivo, entonces su morfismo de von Neumann es completamente contractivo
y ademds admite una extension completamente contractiva a C(S").

Escribamos que quiere decir que un morfismo de von Neumann sea completamente contractivo. Esto quiere decir que
para cada n, si Q es una matriz de polinomios en M,(P(S')), entonces

p(Q11) .. p(Q1n) 011(T) ... Q1x(T)
1Ollm, cpsty = Nlon( D, By = : : : :
p(Qn,l) e p(Qn,n) Qn,l(T) ) Qn,n(T)

Podemos entonces generalizar la desigualdad de von Neumann de la siguiente manera.
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Corolario 1.3.17. Sea T € B(H) contractivo, entonces para cada matriz polinomial P vale que

1P| < NPllag,pesty)-
El corolario anterior motiva la siguiente definicién.

Definicion 1.3.18. Sea T € B(H). Decimos que T es completamente polinomialmente acotado si existe una constante
C > 0 tal que para cada n y para toda matriz de polinomios P,

IP(D)lpmy < CllPlp,psty)-

Observacion 1.3.19. En términos de morfimos, que 7 sea completamente polinomialmente acotado, es equivalente a que
su morfismo de von Neumann sea completamente acotado. Por otro lado, el hecho de que los morfismos de von Neumann
contractivos resulten automdticamente completamente contractivos, se traduce en que si 7' es contractivo, en particular es
completamente polinomialmente acotado.

Es claro que todo operador T completamente polinomialmente acotado es en particular polinomialmente acotado
( Valdré la reciproca? ;jEquivalentemente, es todo morfismo de von Neumann completamente acotado? Por otro lado,
asi como los operadores similares a una contraccién son polinomialmente acotados, es facil probar que éstos son tam-
bién completamente polinomialmente acotados. Nos hacemos entonces la siguiente pregunta ;Serdn todos los operadores
completamente polinomialmente acotados similares a una contraccion? Responderemos estas preguntas en los capitulos
2 y 3, cuando hayamos desarrollado una teoria adecuada.

1.4. Teorema de representacion de Stinespring

El siguiente teorema caracteriza los operadores completamente positivos.

Teorema 1.4.1 (Stinespring). Sean &7 una C*-dlgebray ¢ : o/ — B(H) un operador completamente positivo, entonces
existen un espacio de Hilbert K, un *-morfismo unital n : o/ — B(K) y un operador V : H — K con ||p(D)|| = ||V|P tal
que

¢(a) = V'r(a)V.

Mds atin, si ¢ es unital se puede tomar V isometria.

Demostracion. Construccion de K.
Consideremos el producto tensorial algebraico .7 ® H y la forma bilineal conjugada ¢, ), definida como

(@®h,b®g)y = (BB ah. gy

El hecho de que ¢ sea completamente positivo se traduce en que la forma bilineal sea semi-definida positiva. En efecto, si
tomamos
a 0 ... 0
AeM)=| 1 - |yheH" =(,...h) (1.8)
a, 0 ... O

y recordamos que (g, i)y es simplemente } {(g;, h;)y, vale que

<Z a; ® h;, a;® I’lj> = Z <Cl,' ® h;, a;® hj>¢ = Z <¢(Cl;a,‘)h,', hj>H = <¢n(AA*)h, h)H” .
i j PR ij
Sea N = {x € &/ ® H : (x,x), = 0}. Como las formas bilineales semidefinidas positivas cumplen Cauchy-
Schwartz((x,y) < (x,x)(y,y)), N es igual a {x € & ® H : (x,y), = Oparatodoy € o/ ® H}. Ademds N resulta un
subespacio.
En el cociente #, la forma bilineal inducida(que la seguiremos notando igual) resulta un producto interno, pues si
0 =([x], [xI}4 = {(x, x)4, entonces x € N y luego [x]=0.

Tomemos entonces K como la completacién de # con respecto a ¢, )y.
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Construccién de 7.
Dado a € <7, definimos 7(a) : &/ ® H — </ ® H, que en principio es solo lineal, via

n(a) (Z a; ® h,-) = Z aa; ® h;.

Veamos que 7(a) pasa al cociente, es decir que 7(a) : % — # esta bien definido. Donde 7(a)([b ® h]) = n(a)(b® h).
Para ello basta ver que m(a)(N) C N.
Usaremos la siguiente desigualdad: sean x,y € o7 y y > 0, entonces

xyx® < lyllxx”. (1.9)

Sean € N, n =} a; ® h;. Veamos que ni(a)(n) € N, es decir que ((a)(n), n(a)(n))4 = 0.
(@), m@)(m), = (Y n(@)a ® h). Y wla)a ® b)), = > {w(a)a ® h).x(a)(a; @ hy),
ij

= Z <aa,~ ® hj,aa; ® hj>¢ = Z <¢(aj*a*aai)hi, h_,~>H = <¢,,((aA)*aA)i_l, l_l>
ij

ij

)z

Donde tomamos A y h como en (1.8). Aplicando la desigualdad (1.9) en M, (<) con y = a*ald,x = A y recordando que ¢
era completamente positivo, tenemos que

(du((aAy at)h h), = ($u(A"a aldA), ), < lla"all (A" AV, 1), = lla“all > (¢((@) aph,h),,
i.j

=la*all Z (aj@hj.ai® h,»>¢ = 0.
LJ
Andlogamente se prueba que m(a) : 'Q{%H - W#@H
acotado en K (que seguiremos notando igual).

Resta ver que 7 : &/ — B(K) es morfismo de C*-dlgebras.

es acotado con ||n(a)|| < |lal|. Luego n(a) se extiende a un operador

Veamos primero que 7 es multiplicativo. Como < I(?H es denso en K, basta ver que m es multiplicativo en %. Sean
abe dyx e %, x=Y; a; ® h;, luego,

1

L

m(a)r(b) [Z a;® h,-] = n(a) Z ba; ® h; = Z aba; ® h; = n(ab)(x).

Para ver que n(a)* = m(a*) basta probar la igualdad en @. Sean x,y € %f conx=,;a;9x;yy=2,;bi®y.

(m(a)x, y>¢ = <7r(a) Z a; ® x;, Z b;® yj> = Z (aa,- ®x;,b;® yj>¢ = Z <¢(bj*aa,')xi, yj>H
i J

Y
= D {#@byranny;), = D (@ ®x.a'b;®y;), = (ra@ ),
ij

ij

i.j
Veamos ahora como definir V.
Definamos V : H — K como, V(x) = 1 ® x. V es acotada, pues

IVEOI? = (1 ®x, 1 ® x)y = (p(1)x, x)py < lp(DIIIXII.

Tenemos entonces que ||V|| < |l¢(1)]|. La otra desigualdad también es cierta, ya que, como V es positivo, |V|? =

supy < (P(Dx, )5 = [lo(DII.

Ademds, es trivial ver que si ¢(1) = 1, entonces V es isometria:
V@I = (@D, x) = Il
Finalmente, veamos que V*n(a)V = ¢(a). Sean h,g € H,
Vr(@)Vg, hyy = (n(@)Vg, V), = (n(a)(1®g), 1 ®h)y = (a®g, 1 ® h)y = (p(a)g. M)y

Como paratodos g, h € H, vale que (V*n(a)Vg, hyy = (¢(a)g, h)y, entonces V*m(a)V = ¢(a).
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Observacion 1.4.2. Si ¢(a) = V*n(a)V con r, V, K como en el Teorema 1.4.1, entonces ¢ es completamente positivo.
Demostracion. Sea A € M, (<7), A > 0. Debemos ver que ¢,(A) > 0 en M,(B(H)). Identificando a M,,(B(H)) con B(H"),
(Va(A)V)n = Vi ' ma(A)V,,

donde tomamos V,, : H" — K", V,((hy,...h,)) = (V(h),...,V(h,)). Ademas, al ser 7 es un *-morfismo, es también
completamente positivo. Veamos entonces que ¢ es completamente positivo:

$u(A) 20 & V,"'1,(A)V, = 0 & (V,1,(A)V,(h), k), = 0 paratodo h € H",
& (m,(A)V,(h), V,,(h))g» > 0 paratodo h € H".
La dltima desigualdad es vdlida por ser &, completamente postivo. O

Por lo tanto el teorema de Stinespring caracteriza los operadores completamente positivos que van de una C*-algebra
en B(H).

Observacion 1.4.3. Si ¢ es unital, V resulta una isometria. En ese caso podemos identificar a H con V(H). Con esta
identificacién V* no es otra cosa que la proyeccion de K en H y por lo tanto,

¢(a) = Pgr(a)lq.

Definicion 1.4.4. Al trio (n, V, K) obtenidos como en el Teorema 1.4.1 lo llamamos una representacion de Stinespring de
@.

Dada una representacién de Stinespring de ¢, podemos considerar K la clausura del espacio generado por n1(.7)V(H)
y 7 : o/ — B(K) larestriccién de 7 a K. Como n(«7)(K) c K, 7 es un *-morfismo bien definido. (7, V, K) sigue siendo
una representacién de Stinespring pero con la propiedad adicional de que la clausura de 7(.27)V(H) es K.

Definicion 1.4.5. Decimos que (r,V, K), una representacion de Stinespring, es minimal, si el generado por la clausura
de n(/)V(H) es K.

La siguiente proposicién muestra que dos representaciones de Stinespring minimales no son muy distintas. Estas son
unitariamente equivalentes.

Proposicion 1.4.6. Sean o/ una C*-dlgebra con unidad, ¢ : o/ — B(H) un operador completamente positivo y (r;, V;, K;)
dos representaciones de Stinespring minimales, entonces existe U : K| — K, unitario tal que para todo a € A

UV, =V, yUm(a)U" = my(a).
Demostracion. De existir una tal U, entonces necesariamente vale que
Urni(@)Vi(h) = m(a)UV (h) = ma(a)Va(h).

Definimos entonces U : (<« )V(H) — my(2/)V>(H) como

U (Z m(@)V, (h») = > ma)Va(hy.

Veamos que U es una isometria(y por lo tanto esta bien definida),

”Z m1(a)Vi(h)

2
= > {m@Vith), mi(@pVithpy = > (Vimi(a; apVi(h), hy)

ij i

2

= (#ta; @), hy) = Han(a»vz(h»
i,j i

Como 71 («7)V(H) es denso en K| y m2(7)V,(H) es denso en K, , podemos extender U a B(K|, K>) de manera que siga
siendo una isometria. Ademas como (<7 )V,(H) c Im(U), U resulta sobreyectiva y por lo tanto unitaria. Finalmente, las
condiciones UV, = V, y Un; = mp U se satisfacen trivialmente por como definimos a U.

O
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Aplicando la caracterizacién de Stinespring 1.4.1 a los morfismos de von Neumann contractivos, podemos obtener el
Teorema de dilatacién de Sz-Nagy. Este dice que todo operador contractivo, se puede ver como un unitario en un espacio
mas grande. Esto resulta muy interesante ya que el Teorema de dilataciéon de Sz-Nagy también implica la desigualdad de
von Neumann. Es decir, la desigualdad de von Neumann y el Teorema de dilatacién de Sz-Nagy son equivalentes. Por otro
lado, el Teorema de dilatacién de Sz-Nagy admite una generalizacién al caso de dos operadores conmutativos(Teorema
de dilatacion de Ando 3.1.1), lo que permite demostrar una desigualdad de von Neumann para el toro 2-dimensional.
Sorprendentemente, la desigualdad de von Neumann para n-operadores conmutativos es falsa (Un ejemplo en [31]), lo
que obliga a que no exista una generalizacién de Sz-Nagy para n operadores conmutativos.

Para dar una versién mds fuerte del Teorema de dilatacion de Sz-Nagy, introduciremos la siguiente definicion.

Definicion 1.4.7. Sean H un espacio de Hilbert, U € B(H) y M C H un subespacio. Decimos que M reduce a U si
UM)C My UM™*) < M-

Teorema 1.4.8 (Teorema de dilatacién de Sz-Nagy.). Sea T € B(H) con ||T|| < 1, entonces existen un espacio de Hilbert
K conteniendo a H como subespacio y un operador unitario U € B(K) con la propiedad de que K es el espacio cerrado
mds chico que reduce a U y contiene a H tal que

T" = PgU"|y.

Mds atin, si (K’, U") cumple las mismas propiedades, entonces existe un unitarioV: K — K’ con Vh=hsihe Hy
vUv* =U".

Demostracion. Consideremos S C C(S') el sistema de operadores P(S') + P(S')* y p : § — B(H) definido como
p(p +9) = p(T) + ¢(T)*. Por el Corolario 1.3.15 la extensién de p a C(S!) es completamente positiva.

Sea (7, V, K) una representacién minimal de Stinespring de p. Tomemos g(z) = z € C(S!). Como g es unitario y 7 es un
x-morfismo, U = n(g) también resulta unitario.

Observemos que p(1) = Idy y luego por la Observacion 1.4.3, vale que

T" = p(g") = Pun(g")ly = PuU"|n.

Veamos en que se traduce la minimalidad de (rr, K). El par (7, K) es minimal si 7(C(S'(H) = K. Como los polinomios
trigonométricos son densos en C(S'), esto es equivalente a que m(P(S!) + P(S1))*(H) = K. O lo que es lo mismo, que
el generado por {n(z)"(H) : n € Z} sea denso en K. Recordemos que m(z) no era otra cosa que U. Veamos que esto es
equivalente a que no exista un subespacio cerrado y propio que reduzca a U y contenga a H. En efecto, supongamos
que existe M tal espacio, luego U"(H) ¢ U"(M) C M y entonces K = (U"(H):ne€ Zy C M = M. Reciprocamente,
considerando M = (U"(H) : n € Z) es facil probar que H € M y que reduce a U, de donde M = K.

La dltima afirmacion es una consecuencia directa de la unicidad de las representaciones minimales.

Este teorema motiva dos nuevas definiciones.

Definicion 1.4.9. Sean H — K dos espacios de Hilbert y sean T € B(H) y U € B(K) dos operadores con U unitario.
Decimos que U es una dilatacion de T si

T" = PyU"|y.
Ademds decimos que la dilatacion es minimal si K es el espacio cerrado mds chico que reduce a U y contiene a H.

Veamos como se deduce la desigualdad de von Neumann a partir del Teorema de dilatacién de Sz-Nagy.

Corolario 1.4.10 (desigualdad de von Neumann). Sea T un operador contractivo en un Hilbert H, entonces para todo
polinomio p,
lp(DI < lIplleo.-

Demostracion. Sea U una dilatacién de T. Como para todo n, T" = PyU"|g, se sigue que p(T) = Pyp(U)|y para todo
polinomio p. Luego, como U es normal,

Ip(DIl < 1PNl = supilp(D)] = A € spec(U)}

y el espectro de un unitario esta contenido en S!, resulta que sup Ip(D)] : A € spec(U)} < [Ipllo-
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1.5. Teorema de extension de Arveson para M,

En el Ejemplo 1.2.5 vimos que un operador positivo ¢ : S — M, no necesariamente admite una extension positiva
a todo el dlgebra. El teorema de extension de Arveson 1.6.6 establece que si ¢ es completamente positivo esto no pasa.
Todo operador completamente positivo admite una extensiéon completamente positiva a todo el dlgebra. En esta seccién
nos enfocaremos en demostrar dicho teorema para el caso en que el codominio sea M,,.

Para ello usaremos la dualidad existente entre .£(M, M,)) y £ (M, (M), C) y explotaremos las fuertes propiedades de
los funcionales positivos.

Comencemos explicitando la dualidad.

Dado un espacio de operadores My ¢ : M — M, definimos S : M,(M) — C como

1
So(A) =~ > (AN
ij

Podemos pensar a S 4 como el operador que viene de aplicar ¢,, identificar M,(M,) con M,> canénicamente y luego
sumar todas sus coordenadas. El factor ﬁ hace que, si 1 € M, y ¢ es unital, S 4 sea unital.
Alternativamente, si no identificamos M, (M,,) con M,., podemos escribir a § 4 como

1
So(A) = — (Gu(A)x. D)y 1 (1.10)

donde ,si notamos {e¢;}” , a la base candnica de C", x es el vector @ , ¢;. En efecto,
1 i=1

i=

€1
@A = || || = DAl je;.
J

en ),

Luego ¢,(A)(x) = &, 3 ; ¢(A; )e;, de donde

CRNNEEDY <Z $(Aiej, e,->
J C

i y

= D [,
. Lj

Observemos que esta tltima definicién, muestra que si M es un sistema de operadores y ¢ es n-positivo, entonces S 4
es positivo. Reciprocamente, dado S un funcional de M, (M), podemos definir ¢g : M — M, como

(¢s(@)ij=S@®E,;)).

Donde a ® E; ; denota la matriz que en el lugar (i, ) vale a y en el resto tiene ceros.

Es fécil probar que las aplicaciones ¥ : (M, M,) — L M,(M),C), con ¥(¢p) = S, y T : LM,(M),C) —
L (M, M,), conT(S) = ¢g estdn bien definidas y son aplicaciones inversas.

Vimos recién que si ¢ es n-positivo, entonces S 4 es positivo. La reciproca es también valida. Mas atn, si S 4 es positivo,
entonces ¢ es k-positivo para todo k. Lo englobamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.5.1. Sea . un sistema de operadores 'y ¢ : . — M, un operador. Son equivalentes:
i) El operador ¢ es completamente positivo,
ii) el operador ¢ es n-positivo,
iii) el funcional S 4 es positivo.

Para probar la proposicion, necesitaremos dar un Lema previo. Este resulta muy {itil para determinar si un operador es
n-positivo.

Lema 1.5.2. Sea </ una C*-dlgebray A € M,(/) una matriz positiva. Entonces A es la suma de n matrices positivas P'
tal que para cada l, existe {pll, ...pz} C o con (Pl),;j = (pf)*pg,
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Demostracion. Primero veamos que una tal P’ debe ser positiva. Consideremos R la matriz cuya primer fila es pll, e DL
y sus otras filas son nulas. La matriz R*R es positiva y en la coordenada (i, j) vale (pg)* P de donde P' es positiva. Sea
ahora A € M, (<) positiva. Entonces existe B tal que B*B = A. Sea Ry 1a matriz cuya k-ésima fila coincide con la k-€sima
de By el resto son nulas. Luego B = Ry + .... + R,. Como RIR; = O cuando i # j, vale que A = B*B = R{R| + ... + RyR,,.

O

Observemos que por el lema anterior, para probar que ¢ : &/ — A es n-positivo, basta verificar que ¢,(A) es positivo
paratodo A con A;j = aja; y {ay,..a,} € <.

Demostracion de la Proposicion 1.5.1. Si ¢ es completamente positivo es en particular n-positivo y por la definicién
alternativa (1.10) si ¢ es n-positivo entonces S 4 es positivo. Resta probar entonces que si S es positivo, entonces ¢ es
completamente positivo.

Sea ¢ tal que S 4 es positivo y probemos que ¢ es completamente positivo. Afirmamos que podemos suponer . = &7
En efecto, si Sy : M,(#) — C es positivo, por un conocido Teorema de Krein (ver [11]), existe S : M,(«7) - Cuna
extension positiva de S 4. Tomemos ¢ = ¢s. Veamos que ¢ extiende a ¢. Sea s € .. Debemos probar que /5(s) = ¢(s).
En efecto,

[Ws(9)]ij=S®E) =Se(s®E;)) = [¢s,()]i; = [p(5);,].

El operador y estd definido en ./, cumple que S, = Sy, = S, es positivo y como y extiende a ¢, si ¢ es completamente
positivo, entonces ¢ también.

Supongamos entonces que . = 7. Sean k € Ny A € M (%) una matriz positiva, debemos ver que ¢;(A) € My(M,,)
es positiva. Por el lema anterior, podemos suponer que A;; = a;a; para algin conjunto {aj, ...,a;} € /. Por otro lado,
¢r(A) € Mi(M,,) es una matriz positiva si y sélo si para todo x € EBI;ZIC",

<¢k(A)X, x>@’jf:1(c’z > O

Como x € 69’;:1@”, si notamos {e;} a la base canénica de C", existen 4, ; € C tal que x; = Z; A jej. Veamos cuanto vale

(P(A)x);

($(A)); = Z B(Aip)xi = Z daiapay e;.

Lj

Luego,
(S, XYt 0r = Z (@A), X = Z <Z p@a)d, ,e,,z A mem>
= Z /l[j zm¢(a al)e]s em on Z /11] im ¢(a al)]l‘ﬂ_]
i,jlm i,jlm
= Z /ll,ji,-,mS ¢(a?a; ® Em,j)-
i,jlm
Consideremos A’ la matriz cuya primera fila es el vector {Ai1,...,din} y el resto de sus filas son nulas. Vale que

(A ) Al ij /lzm/ll]Em]
En COHSGCUGHCla

> A AinS (@i ® Ey ) = Zs (a; a,®ZA,m/1,, En)

i,j,lbm

= Z So(ajar® (A AN) = S,[(D @ @AY (). ar@ A,
il i i
Luego

(GAx e = D A AinS (@] @ En) = ¢[(Z a @A"Y’ (Z @ ®AD)].

i,j,l.m

Que es una matriz positiva por ser S 4 positivo. Concluimos que ¢ es k-positivo para todo k.
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Como corolario de la proposicién anterior, vale que los operadores completamente positivos € .Z(S, M,,) se pueden
extender a toda la C*-algebra.

Corolario 1.5.3 (Extension de Arveson para M,,). Sean . — o/ con . un sistema de operadores 'y </ una C*-dlgebra,
si¢: S — M, es completamente positivo, entonces existe ¢ : &/ — M, una extension completamente positiva de ¢. Mds

ain |||l = 11|l

Demostracion. Como ¢ es completamente positivo, se tiene que S : M,(.*) — C es positivo. Como S, es un funcional
positivo, por el Teorema de Krein (ver [11]), existe S : M,(«7) — C una extensién positiva de S. Sea ys : &7 — M, el
operador asociado a §'. Con el mismo argumento que el usado en la proposicion anterior, ¢s extiende a ¢. Ademds, por la
proposicién anterior es completamente positivo.

Para finalizar la demostracién, falta probar que ||¢|| = ||¢||, pero esto es trivial ya que como ¢ y ¢ son completamente
positivos ambos alcanzan la norma en 1 (ver Proposicién 1.3.8). Ademds como .7 es un sistema de operadores, 1 € ..
Luego,

gl = [Ig(DIl = llg(DIl = ligl.

]

También vale una version anédloga para el caso contractivo y unital. Recordemos que por el la Proposicién 1.2.25 si un
operador unital ¢ : M — 2 es contractivo, entonces el operador ¢ : M + M* — B, ¢(p + q*) = ¢(p) + ¢(q)* es positivo.
Mais atn si M es un dlgebra vale la reciproca (Corolario 1.2.26).

Corolario 1.5.4. Sean M un espacio de operadores y ¢ : M — M, un operador unital. Entonces son equivalentes:
i) el operador ¢ es completamente contractivo,
ii) el operador ¢ es n-contractivo,

iii) el funcional S 4 es contractivo.

Demostracion. Si ¢ es completamente contractivo, entonces claramente es n-contractivo.
Para probar que si ¢ es n-contractivo entonces S 4 es contractivo, recordemos la definicion alternativa de S 4 (1.10),

1
Sol(Ai)] = ~ (il Aiple D), -

n Cn
i=1

donde x = ®_,¢; y {e;}"_, es la base candnica de C". Observemos que ||x||* = 3, [leill%, = n.
Sea A € M, (M), entonces

|l

1 1
s sa)]| = H; (@u(A)%. XYy | < AN P < N A= < 1AL

Veamos que si S 4 es contractivo entonces ¢ es completamente contractivo. Existe &7 una C*-dlgebra tal que M — 7.
Observemos que como ¢ es unital, entonces S, también. Luego, por las observaciones previas al corolario, podemos
considerar § ¢ - My(M)+(M,(M))* — Ccon S ¢ un funcional positivo. A su vez, por el Teorema de Krein (ver [11]), existe
una extension positiva S de §¢ a todo el dlgebra .o7. Por la Proposicién 1.5.1, el operador ¢g asociadoa S : &/ — M, es
completamente positivo. Ademds, con la misma demostracién que en la Proposicion 1.5.1 vale que yg extiende a ¢ y como
¢ es unital, s también. Luego s es completamente positivo y unital, y en consecuencia es completamente contractivo
por el Corolario 1.3.9. Finalmente, como i extiende a ¢, se concluye que ¢ es completamente contractivo.

[m]

Observemos que el corolario anterior muestra que si ¢ : M — M, es unital y n-contractivo, entonces su norma cb es
igual a [|@,||. Smith probé que este resultado sigue valiendo si ¢ es acotado (y no necesariamente unital). Si¢ : M — M,
es acotado, entonces ||@||.» = ||¢,||- En el capitulo 2, Proposicién 2.1.8, daremos una versiéon mas débil (||¢ll., = |l¢2nl])- La
prueba del postulado de Smith se puede encontrar en [30].
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1.6. Teorema de extension de Arveson

Esta seccion estd dedicada a probar el teorema de extension de Arveson 1.6.6 para operadores completamente po-
sitivos. Este dice que, si el codominio es B(H), se puede extender a los operadores completamente positivos a todo el
algebra.

Antes de atacar el teorema, necesitamos dotar a B(S, B(H)) de una w*-topologia. Veremos que con esta topologia, los
operadores completamente positivos con norma uniformente acotada forman un conjunto compacto.

Empecemos con B(X, Y*), donde X e Y son dos espacios de Banach e Y* denota al dual de Y. Para dotar a B(X, Y™)
de una w*-topologia, necesitamos encontrar un espacio de Banach Z tal que Z* = B(X,Y*). Dados x € X ey € Y,
consideremos el funcional x ® y € B(X, Y*)* definido como

x®y(L) := L(x)(y).

Debido a que |L(x)(y)| < |IL||l|lx/llly]| vale que ||x ® y|| < [|xll|lyll. De hecho vale la igualdad. Sean x* € X*, y* € Y* tal que
x*(x) = Il € y* () = [Iyll- Definamos L € B(X, Y*) como L(%) := x*()y". Luego [lx ® yL)ll = ILEM = [le*(x)y* )], de
donde se deduce la igualdad.

Por otro lado, es fécil probar que la aplicacion (x,y) — x ® y es C-bilineal. A los funcionales de la forma x ® y
los llamaremos tensores elementales. Definamos Z C B(X, Y*)* como la clausura del espacio generado por los tensores
elementales. El espacio Z es el que estamos buscando.

Lema 1.6.1. El espacio B(X, Y") es isométricamente isomorfo a Z*. Donde el isomorfismo ¢ viene dado por

HL)(x®y) = x@y(L).

Demostracion. Definamos ¢ : Z* — B(X, Y*) como y/(z*)(x)(y) := 2" (x®y). Es trivial probar que ¢ y ¢ son inversas, luego,
basta probar que ¥ es isometria. Para ello debemos verificar que para todo x € X,z € Z*, y(z")(x) € Y* y (") € B(X, Y™).
Sea x € X fijo, entonces para cada y € Y vale que

@I = lIz"(x @ I < Nl lIxlIyll-

Como ademas y/(z*)(x) es lineal en Y, deducimos que ¢/(z*)(x) € Y™.
Con el mismo razonamiento vale que ¥(z*) : X — Y™ es lineal y acotado. Probemos ahora que ¢ es isométrico. Sea
L € B(X, Y"), entonces

le(Dllz- = sup |¢(L)(2) = sup |z(L)] < [IL].

{zeZ:|lzlI<1} {zeZ:lzlI<1}

Por otro lado,

ILlexy = sup [ILGO)Ily- = sup sup  |L(x)(y)l

{xeX:||lxl<1} {xeX:|lxll<1} {yeY:|yll<1}
= sup lx ® y(L)I.
{xeX, yeY: [Il, lyll<1}
Recordemos que ||x ® y|| = |[x]|/[yl| y luego
1Ll px,yey = sup x®@y(L)|= sup [x®y(L)= sup L)Nx®Y)
{xeX, yeY: [Iall, lyll<1} {llx@yll<1} {llx®yll<1}
< sup  |A(L)(@)| = llgp(Dllz
{z€Z:||1zl|I<1}

Definicion 1.6.2. A la w*-topologia inducida por Z* en B(X, Y*) la llamaremos la BW-topologia (por bounded-weak).
El siguiente lema caracteriza la BW-convergencia.

Lema 1.6.3. Sea (Ly); una red acotada en B(X, Y*). Entonces (L), converge a L en la topologia BW si y sélo si para
todo x € X, (Ly(x)), converge w* a L(x).
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Demostracion. Sea (L)), una red en B(X, Y*) una red BW-convergente a L. Entonces (x ® y(L,)), tiende a x ® y(L) para
cada tensor elemental x ® y. Sea x € X fijo, luego para cada y,

La)Ma = (x®y (L)) = x®y (L) = L(xX)().

Reciprocamente sea (L,), red acotada tal que para todo x, L,(x)(y), tiende a L(x)(y). Para cada tensor elemental x® y

(x@y (L)) = (La(x)()a = LX)(y) = x® y(L).

Concluimos entonces que #(L,), tiende a #(L) para todo ¢ en el espacio generado por los tensores elementales. Para
finalizar la demostracidn resta verificar la convergencia en la clausura, pero esto es trivial ya que la red (L,), es acotada.
O

Nos interesa el caso concreto B(S, B(H)), con S un sistema de operadores cerrado. Para dotar a B(S, B(H)) de una BW-
topologia hay que tomar un espacio de Banach Y tal que Y* = B(H). Consideremos el espacio generado por los operadores
traza (T'C) en B(H). Sea {e;};c; una base de H. Un operador T € B(H) pertenece a TC si y sélo si ||T]|; = tr(|T]) < oo,
donde tr(T) := X;|(Te;,e;)|. A lafuncién tr(—) la llamaremos traza. Se puede ver que la traza de un operador no depende
de la base elegida y ademds que si A € B(H) y T € TC, entonces AT € TC . Podemos definir entonces el siguiente
isomorfismo I' : B(H) — TC*

T(AXT) := tr(AT).

Dados &,k € H, definimos R, € B(H) como el operador Ry x(x) := (x,k)h. Como R; es de rango 1, es de traza
finita. Ademads, como la traza no depende de la base, eligiendo una base cuyo primer elemento sea ﬁ se ve que para
todo A € B(H),

tr(ARp) = (Ah, k). (1.11)

También vale que el generado por estos operadores es denso en TC.

Para una informacién detallada de los operadores Traza consultar [4].

Dotemos a B(S, B(H)) de la BW-topologia inducida por la identificacién B(H) ~ TC*. Veamos como se traduce la
caracterizacion de la BW convergencia del Lema 1.6.3 para el caso B(S, B(H)).

Lema 1.6.4. Sea (L;), una red acotada en B(S, B(H)). Entonces (L), i L si y solo si para todo h,k € H, s € S,
(La()h, k)y — (L(s)h, k) .

Demostracion. Por el Lema 1.6.3, una red acotada (L;), en B(X, Y*) converge BW a L si y s6lo si via la identificacién

B(H) = TC*, paratodo s € S, (L (5)) L L(s). Equivalentemente, paratodo s € S, T € TC, tr(Ly(s)T), — tr(L(s)(T)).
Sea (L;), una red BW-convergente a L, tomando el caso particular 7 = R, ; y recordando la igualdad (1.11) tenemos que

(La($)h, k)q = tr(Ly($)Rp i) = tr(L()Rp 1) = (L(s)h, k) .

Reciprocamente, sea (L,), una red acotada tal que para todo i,k € H, x € X, (L (s)h, k), — (L(s)h, k) .
Equivalentemente para todo operador Ry,

tr(La($)Rpp)a — tr(L(s)Ry x).

Luego, L,(s)(T) — L(s)(T) para todo operador T perteneciente al generado por los R, ;. Finalmente, como la red
(La), es acotada, la convergencia pasa a la clausura del espacio generado por los R que es TC. )

Como aplicacién a los operadores completamente positivos (y completamente acotados) tenemos que la bola unitaria
de los completamente positivos (completamente acotados) es BW-compacta.

Teorema 1.6.5. Sea S un sistema de operadores cerrado. Entonces los siguientes conjuntos son BW-compactos:
i) B/(S,H) :={L € B(S, B(H)) : |IL|| < r},
ii) CB(S, H) := {L € B(S, B(H)) : ||IL|le» < 1},
iii) CP,(S,H) := {L € B(S, B(H)) : L es completamente positivo , ||L|| < r,}
iv) CP(S,H, P) :={L € B(S, B(H)) : L es completemente positivoy L(1) = P}.
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Demostracion. Como la BW-topologia es una w*- topologia, por el Teorema de Alaogu, el conjunto B,(S, H) es BW-
compacto. Como el resto de los conjuntos son subconjuntos de éste dltimo, basta ver que son BW-cerrados.

Demostraremos s6lamente el caso CP,(S, H), ya que las demds demostraciones son similares.

Sea (Ly), unared en CP,(S, H) BW-convergente a L, debemos ver que L € CP,(S, H). Como B,(S, H) es BW-cerrado
y CP.(S,H) C B,(S, H) se deduce que L € B,(S, H), es decir, que ||L|| < r. Para que L pertenezca a CP,(S, H) resta probar
que es completamente positivo.

Sea A € M,(S) una matriz positiva, debemos ver que L,(A) es positivo en M,,(B(H)) ~ B(H"). Esto udltimo pasa si y
s6lo si para todo h € H",

(Lu(A)h, E>Hn > 0.

Sea entonces i € H" y digamos h= @, h;. Calculemos [L,(A)h].

[La(RY; = D (Lu(A)]ijlR1; = ) L(A; h;.
J J
Luego,

(Luh,B),, = " ([La(DRY;, (R, = <Z L(A; phj, h,»>
J

i i

= > (LA phy, by,

ij

H

Anélogamente, como para cada A, L, es completamente positivo, vale que

D LA ), > 0.

ij

Porel Lema 1.6.4 ¥, ; <LA(A,<, hj, hi)y tiende a }; ; <L(A,-, Dhj, h,->H que es positivo por ser limite de positivos. Luego

0< Z <L(Ai,j)hj’ h,~>H = <L"(A)7” ;’>H" '
i

Estamos en condiciones de demostrar el teorema de extension de Arveson.

Teorema 1.6.6 (Teorema de extension de Arveson). Sea < una C*-dlgebra, S C </ un sistema de operadoresy ¢ : S —
B(H) un operador completamente positivo, entonces existe ¢ : o/ — B completamente positivo que extiende a ¢.

Demostracion. Para cada F subespacio de dimension finita de H, consideremos ¢r : S — B(F) la compresién de ¢ a
F. Es decir, ¢p(a) := Pr¢(a)|r. Verifiquemos que ¢ sigue siendo completamente positivo. Sea A € M,(S) una matriz
positiva, debemos ver que (¢r),(A) es una matriz positiva en M, (B(F)) = B(F"). Esto dltimo sucede si y sélo si para todo
x€eF",

(@F)n(A)x, X)pn 2 0.

Observemos que (¢r),(A) es (Pr), © ¢,(A) o (ir),, donde (Pr), : H" — F" es la suma directa de n copias de Pr. Por
otro lado (PF), no es otra cosa que la proyecciéon de H" en F". Andlogamente (ir), es la suma directa de n copias de ir y
a su vez la inclusién de F" en H".

Sea x € F", luego

0 <{gn(A)x, X) g = (PprPn(A)X + Ppus §(A)X, X) gy = (PprPpn(A)X, X, ) o
= <PFn¢n(A)ian’ X, >H” = <(¢F)n(A)x’ x>F” .

Como ¢r : S — B(F) es completamente positivo y B(F) = M, para algtn k, por el Teorema de extensiéon de Arveson
para el caso finito 1.5.3, existe un operador completamente positivo /r : &7 — B(F) con ||| < ||¢r|| que extiende a ¢
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Tenemos entonces que

1FEll = llgrll < gl

Consideremos ahora ¢ : &/ — B(H) definido como la extension lineal de

Yla)(x) sixeF
0 six € F*.

Yr(a)(x) = {

Veamos que ¥y es completamente positivo y que ||y gl < @]l
Sea A € M, (/) una matriz positivay h € H", luego

(wr)R), @) = (Wr(APF(R) + Y r(A)Pr(h), (h)) = (Wr(A)PE(R), ()
= (FrAP(R), () = (Fr(APr(R), Pr(R)) + (r(A)PF(R), Pr-(h))
= (Fr(APE(R), Pr(h)) 2 0.

Similarmente

eIl = e Prll = ¥ Pl < IBIIPEIAIL < gl
Ademis, por como construimos Y, ¥ restringido a S y F coincide con ¢p. Sis€ S y x € F,
Yr(s)(x) = pr(s)(x).

El conjunto de los subespacios de dimensioén finita contenidos en H forma un conjunto dirigido bajo la inclusién
y luego {¢} es una red en CP)y (<7, H), que por el teorema anterior es BW- compacto (ya que </ es un sistema de
operadores cerrado). Entonces existe una subred {y/} BW— convergente a un operador completamente positivo .

Afirmamos que y extiende a ¢. En efecto, sean s € S y x, y € H. Tomemos F el espacio generado por {x,y, ¢(s)(x)}.
Porel Lema 1.6.4,

lm g (x), y) = W(x), ).

Por otro lado, si F 2 F,

Wr(s)(x),y) = {Dp(x),y) = (Pp¢(s)ip(x),y)
= (Ppp(5)(x),y) = ((5)(x),y) .

Finalmente, como el conjunto {F 2 F) es cofinal,
(@()(x), y) = }VIDHFI Wr(s)(x),y) = 1%11<!//G(S)(X),y>
= W(s)(x), y) -

De lo que se deduce que ¢(s) = y(s) paratodo s € S.



Capitulo 2

Caracterizacion de la conjetura de Halmos

El objetivo principal de este capitulo es caracterizar el problema de similaridad Halmos. Veremos que un operador T
es similar a una contraccién si y s6lo si su morfismo de von Neumann p : P(S") - B(H) es completamente acotado. Para
ello necesitaremos primero estudiar las generalizaciones de los teoremas de extension y factorizacién de operadores com-
pletamente positivos para operadores completamente acotados. Luego, agregando la hipétesis de ¢ morfismo de dlgebras
unital, probaremos una caracterizacion obtenida por Paulsen en [22] para morfismos de dlgebras completamente acotados
de &/ — B(H) con </ un 4lgebra de operadores. El caso particular &7 = P(S') nos dard lugar a nuestro resultado buscado.

2.1. Teoremas de extension y factorizacion

Teniendo en cuenta el caso base de esta tesis, donde ¢ : P(S') — B(H), las C*-4lgebras consideradas serdn todas con
unidad. Ademas, tampoco serd relevante que algunos resultados valgan sélo cuando el codominio es B(H). Ya vimos que
todo operador de la forma V*n(—)V, para algtn *- morfismo 7z, es completamente positivo (Observacién 1.4.3). Por otro
lado, vimos también que todo operador completamente positivo admite dicha factorizacién (Teorema de Stinespring 1.4.1).
Si ahora suponemos V; # V), es trivial probar que los operadores de la forma Vin(-)V, son completamente acotados.
Veremos que la generalizacién natural para operadores completamente acotados es valida, todo operador completamente
acotado se puede factorizar como Vin(—)V,. La generalizacion para el Teorema de extension de Arveson 1.6.6 es todavia
mds facil de establecer. Esta serd simplemente que todo operador completamente acotado ¢ : M — B(H) con M un
espacio de operadores, se puede extender de forma completamente acotada a todo el dlgebra. La técnica para obtener
ambas generalizaciones serd la misma, veremos que los operadores completamente contractivos se pueden pensar como
la (1,2) coordenada en M,(/) de un operador completamente positivo unital, alli aplicaremos el teorema a generalizar y
luego proyectaremos sobre el codominio.

Es claro que M, (M, (<)) es =-isomorfo a M,,,(<7), donde el isomorfismo viene dado simplemente por “expan-
dir” cada coordenada A; ;. A su vez M,,,(#/) es del mismo modo *-isomorfo a M,,(M,(<7)). Consideremos ahora A €
M (M, (<)), A es de la forma (A;,j);szl concada A; j € M,,(#/), es decir A; j = (@i jpe)y = - Definiendo By; = (a,',j,k,l)l’.szl
obtenemos un elemento de M, (<) y luego B = (Be)y-y € M,,(M,()). Identificando M, (M,,(<7)) y M,,(M, (<)) con
M,,,(<7) y pensando a A y a B como elementos de M,,,(<7), el operador que mapea A — B no es otra cosa que una per-
mutacion, y en consecuencia un s-morfismo. A dicho operador, pensado ahora definido en M,(M,,(</) — M, (M, (<)),
lo llamaremos el Shuffle candnico. Es importante notar, que al ser un *-isomorfismo, el Shuffle canénico no afecta ni

la positividad ni la norma. Un ejemplo visual de como opera el morfismo: si A € M,(M,(/)), A = (A;, i j=1 con cada

Aij= ( Zij :j ), la imagen de A es( g £ )

También puede ser ttil entender el morfismo desde el punto de vista tensorial. Recordemos que M, (<) = &/ @ M,,,
via (A,ﬂyj)l’fj:1 - fo =1 A;;®E;; donde (E; j);tjzl son las matrices elementales de M,,. Consideremos A € M,,(M,,(<7)) y
notemos a las matrices elementales de M,, como Fy ;. La imagen de A via el isomorfismo M, (M, (7)) = M, (</) ® M,
es Z;’J:, A;j®E;j, donde cada A; ; € M,,(«7). Aplicando nuevamente el isomorfismo, esta vez entre M,,(#) y &/ ® M,
tenemos que la imagen de cada A; ; es ZZ! a; jr; ® Fi; y luego la imagen de A en (&7 ® M,,) ® M, es

»donde B = (b; )} ;_;» C = (cij)} oy D = (dij)} ;o Y E = (€i)] ;-

33
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(@ijri® Fr) ®E; ;.

nom
=1

ij=1k,
Por otro lado, si empezamos con B € M,,,(M,(<7)), dada por el Shuffle canénico, y aplicamos los isomorfismos M,,,(M,,(<7))
M, ()M, — (& ® M,) ® M,, obtenemos

m

Z Zn: (@i jr; ® Eij) ® Fi.

ki=1ij=1

Vemos que el Shuffle candénico es la composicién de los morfismos

My(My()) = (o @ My) @ My = (' & M) @ My = Myy(My ().

La técnica presentada en el siguiente lema serd fundamental para generalizar los teoremas de representacion de Stin-
sepring y de extensién de Arveson. Si bien un operador completamente contractivo puede no ser completamente positivo
(por no ser unital), se puede ver como una coordenada de un operador completamente positivo y unital en otro espacio de
operadores.

Lema 2.1.1. Sean o/, % C*-dlgebras con unidad, M — </ un espacio de operadores 'y ¢ : M — B completamente
contractivo. Sean S yy C My(/) el sistema de operadores generado por

al a
{( b Bl ).a/,,Be(C,a,beM},

lp[( al a )]_( al ¢(a))
b L)\ ) p1 )

Entonces  resulta completamente positivo.

Y i Sy — My(AB) definido como,

Demostracion. Sean n € Ny N perteneciente a M,(S »/) una matriz positiva. Debemos ver que ¢,(N) es positiva. La
matriz N es de n x n, donde cada coordenada es un elemento de S s, de la forma

Qi a; j
wm=(%ﬁﬂ5)

Andlogamente, (y,(N)); ; es

( @i ¢(ai,j))
ob*i)  Bij )

Observemos que S j; es un subespacio de M,,(M,(«/)) y que Ma(M, (<)) = M,(M,(<7)) via el Shuffle canénico. Si
notamos aA = a; ;, B=b;j, H = a;;, K = i j; € M,,(</), la imagen de N via el Shuffle canénico es

H A
( B K ) 2.1
Similarmente la imagen de ,,(N) es
H  ¢,(A)
. 2.2
[ oy ) 22

Luego, como el Shuffle candénico es un *-isomorfismo y preserva la positividad, es suficiente probar que si (2.1) es
positivo, entonces (2.2) también.

Observemos que si (2.1) es positivo, necesariamente tiene que valer que A = By que H y K también son positivos.
Fijemos un € > 0 y consideremos H, = H + €.ld, K. = K + e.Id de forma que H, y K. son estrictamente positivos
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y en consecuencia inversibles. Luego tiene sentido considerar H ? y K. 2. Multiplicando a derecha y izquierda por

1
H. 0
D = ( € T ), resulta que
K.~ 2

0
H A Id H.iAK.":
D D=
( A* K. ) ( K. 2A*H."? 1d ]

es una matriz positiva y aplicando el Lema 1.3.4 tenemos que ||H€_%AKE‘% [ < 1.
Por otro lado, como H{% y KE’% son matrices escalares(i.e sus entradas son de la forma A1 con 1 € C), se cumple
_1 _1 _1 _1
que ¢,(H: 2AK. " 2) = H. 2¢,(A)K 2.
En efecto,

[6u(H 2 ARy = ((H AR 2 ) = ¢[Z[HE%A]i,k[KEi]k, j)
k

= > GUH ALK Ny = ). ¢(Z[H€,.f ]A,,k] (K2 )i
k k [

= > Y TH A K e = [He (K2 i
k I

Muliplicando nuevamente a izquierda y derecha por D obtenemos la igualdad

D( He o ¢u(A) ) b

~ 1d H. 3 (AK. 7 ] ~ ( 1d $u(H TAK.7) ]
$a(A) K. - '

_[ K ¢u(A)H 1d (K FA'HTY) 1d

Recordemos que ¢ era completamente contractivo y que IIHE‘%AKE‘% || < 1. Aplicando nuevamente el Lema 1.3.4, de-
ducimos que esta tltima matriz es positiva. Multiplicando a izquierda y derecha por D~!(y observando que es positiva)
He  ¢u(A)

6A)Y K ) es positiva para todo e>0. La demostracién concluye tomando limite con € tendiendo
n €

obtenemos que (

ao.
O

Observacion 2.1.2. Como ¢ es completamente positivo y unital es ademds completamente contractivo (ver Corolario
1.3.9).

Observacion 2.1.3. Si no suponemos ¢ completamente contractivo y solo pedimos completamente acotado, aplicando
el lema anterior con ¢ = W%, obtenemos ¢y completamente positivo tal que ¢ es la (1,2)-coordenada de . Si ahora
consideramos ¢ = ||¢||.»1, tenemos que ¥ es completamente positivo y que ¢ es la (1,2)-coordenada de . La diferencia
sustancial con el caso anterior es que ¥ pierde la propiedad de ser unital.

Observacion 2.1.4. Con exactamente la misma prueba, vale en realidad que si ¢ es k-contractivo, entonces ¥ es k-positivo.
El siguiente lema nos sirve para recuperar informacion de ¢ a partir de .

Lema 2.1.5. Sean </ una C*-dlgebra, i : of — My()y j: My(/) — & la inclusion y proyeccion en la (1,2)-

coordenada. Es decir,
. 0 a Al % a
=g o)l 0]

Entonces iy j son completamente contractivos.

Demostracion. Probaremos solamente j completamente contractivo, ya que la resolucion de i completamente contractivo
es similar.
Probemos primero que j es contractivo. Considerando (r, B(H)) una representacién de .o/, podemos suponer &/ =

B(H). Sea A € M»(B(H)) y digamos A = ( @ a )
ay as
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Tomemos un i € H con ||A|| < 1, entonces

(e e =l )

Tomando supremo sobre los {% : ||A||z < 1} se concluye la desigualdad.

=
M>(B(H))

= [Ia(h), as(Wllen = lla(W)lly = LAYl

HoH

Para probar que j es completamente contractivo, debemos probar que para todo n, j, : M,(My(/)) — M, (<)
es contractivo. Sin embargo, si notamos por el momento 6 al Shuffle canénico M,(My(%7)) — My(M, (7)), j, © 0 :
My(M,(«/)) — M, (<) no es otra cosa que la proyeccién en la (1, 2)-coordenada tomando ahora o = M,(<7). Como
ya probamos que las proyecciones son contractivas, deducimos que j, o 6 es contractivo. Como 8 es un s-morfismo,
concluimos que j, es contractivo.

O

Observacion 2.1.6. Supongamos ¥, Sy y ¢ como en el Lema 2.1.1, pero ahora sin ninguna condicion sobre ¢. Si Y es
completamente positivo, entonces ¢ es completamente contractivo.

Demostracion. Observemos que ¢ no es otra cosa que la composicién j o ¢ o i. Con j e i los operadores proyeccion
e inclusién en la (1,2) coordenada. Como cada componente es completamente contractiva, la composicién entre ellas
también lo es.

]

Si juntamos la observacién anterior con el Lema 2.1.1 obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.1.7. Sea ¢ : &/ — B con o/ y B C*-dlgebras con unidad y sean  y S yy como en el lema 2.1.1. Entonces ¢ es
completamente positivo si 'y sélo si ¢ es completamente contractivo.

Vimos en los Ejemplos 1.2.5y 1.3.10 que si ¢ : M — M,,, ¢ podia ser positivo y no completamente positivo. Quedaba
pendiente la pregunta de si ¢ acotado implica completamente acotado. Estamos en condiciones de dar una respuesta
sencilla.

Proposicion 2.1.8. Sea M un espacio de operadores 'y ¢ : M — M,, un operador acotado. Entonces ||pa|l = ||9lcp-

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir ||¢,|| = 1 y probar que ||@||., < 1. Como ¢ es 2n-contractivo,
¥ @ Sy — M, es 2n-positivo y en consecuencia, por la Proposicion 1.5.1, completamente positivo. El hecho de que
sea completamente positivo implica que ¢ es completamente contractivo.

O

Smith probé que, debido a las caracteristicas de ¥ y Sy, la norma cb es alcanzada en ||¢,||.
Proposicion 2.1.9 (Smith). Sea M un espacio de operadores’y ¢ : M — M, un operador acotado. Entonces ||¢,|| = ||depll-

La demostracidon se puede encontrar en [30].

Paulsen probé que la conjetura de Halmos es equivalente a que todo morfismo de von Neumann p : P(S') — B(H)
sea completamente acotado. En este contexto, las proposiciones anteriores muestran que para un ejemplo de un morfismo
de von Neumann no completamente acotado, el espacio de Hilbert H serd necesariamente de dimensidn infinita.

A continuacién demostraremos la generalizacion del teorema de extension de Arveson 1.6.6 para operadores comple-
tamente acotados.

Teorema 2.1.10 (Teorema de extension de Wittstock). Sea &7 una C*-dlgebra unital, M C < un espacio de operadores
y ¢ : M — B(H) un operador completamente acotado, entonces existe ¢ : o/ — B(H) una extensién completamente
acotada de ¢ con ||llcy = 1¢llcp-

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir |||, < 1. Consideremos S y ¥ como en el Lema 2.1.1.
Como ¥ es completamente positivo, por el teorema de extensién de Arveson 1.6.6, existe un i : M (<) — M>(B(H))
extendiendo a . Observemos que como ¥, es completamente positivo, la norma de i, se alcanza en la identidad (ver
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Proposicién 1.3.8 y como i, es unital, / resulta completamente contractivo (ver Corolario 1.3.9 . Definamos ¢ : &/ — H
como la composicién j o i o i, donde tanto la inclusién como la proyeccién son en la coordenada (1, 2). Es decir,

(0 a\_(* da
w(O O)_(* * )

Es claro que ¢ es lineal. Como i extiende a i y la proyeccién en la coordenada (1,2) de y coincide con ¢, tenemos
que ¢ extiende a ¢. Ademds, ¢ es completamente contractivo ya que j, ¥ e i son completamente contractivos.
O

Observacion 2.1.11. Si el codominio es una C*-dlgebra 2, la podemos representar en un espacio de Hilbert H y aplicar
el teorema anterior. Sin embargo, no necesariamente vale Rg($) C A. Tenemos entonces el siguiente diagrama conmuta-
tivo:

T—&>B(H)
M—QS>%7

Como consecuencia del Lema 2.1.1 probaremos a continuacién que un operador completamente acotado se puede ver
como una coordenada de un completamente positivo en M,(<7), y ademds, si el codominio es B(H), se puede conseguir
que las demads coordenadas sean operadores completamente positivos.

Teorema 2.1.12. Sea <7 una C*-dlgebra unital y ¢ : o/ — B(H) completamente acotado, entonces existen operadores
@i, completamente positivos con ||gillcy = |Plles, | = 1,2, tal que el operador . My(</) — B(H & H) dado por:

w[( a b ﬂ _ ( $1(@)  $(b) )
c d ¢ ¢a(d)
es completamente positivo. Mds atin si ||@||., < 1, podemos tomar ¢;(1) = Idy.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir ||@||., = 1.
Aplicando el Lema 2.1.1 con M = o7 obtenemos un ¢ : S o € M>(/) — B(H @ H) completamente positivo y unital.
Por el teorema de extension de Arveson 1.6.6, podemos extender ¢ a todo M,(.2/) manteniendo la completa positividad.

b
A dicha extensidn la seguiremos notando . Como ( 0 ) € S m, por la definicién de y, vale que
c

0

7o) loer )

Veamos cuanto vale ¢ en un elemento de la forma ( g 0 )

0 1 0
Para ello consideremos un p € o talque 0 < p < 1. Es claro que 0 < ( g 0 ) < ( 0 0 )y en consecuencia, como

(o 0)=el(5 5 )=ello o)l=(o 5)

0 . 0
Un célculo elemental muestra que a ¢ [( g 0 )} no le queda otra opcién que ser de la forma ( ; )

Y es positivo,
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fa b)Y _ |fp O a b l-a -b o .
En efecto, 51( . d)—t,b[(o 0)].C0m0( . d),y( e _d)sonposmvas,sededucequeb =cyque

d 'y —d son positivos, de donde d = 0. Como la matriz ( Z* g ) es positiva, para todo h;, h, € H,
a b

0< <( b 0 )(hl,hz), (hl,h2)>

= {ahi, h1) + 2Re((bhy, h1)n).

HZ
Supongamos que existen hy, hy con (bhy, h;)y # 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Re({bh,, hi)y) > 0.
Luego, para todo t € R con ¢ # 0, vale que

0 < (ahyi, hi) + 2Re({tbhy, h1)p).

Tomando limite con ¢ tendiendo a infinito llegamos a una contradiccion.
Como 7 es el generado por sus elementos positivos (Observacion 1.2.3), existe ¢; : A — H tal que

v a 03 (@@ O
0 0]/ 0 0)
. o oo p 0 ... . .
Ademads como un elemento p € &7 es positivo si y s6lo si 0 0 es positivo tenemos que ¢; es positivo. Con el mis-

Aijy 0)|_
0 O

( (pn(A) 0 )
0 0

mo argumento, es inmediato ver que (¢1), es positivo. Sea A € M, (/) positiva, para cada A ;, vale que

( ¢1(1?)(i’j)) 8 ) y entonces, bajo el Shuffie canénico entre My(M, (7)) y M,,(M, (<)), ¥y, [( ?) 8 )] =

que es positivo por ser ¥ completamente positivo.
De forma andloga se prueba la existencia de un ¢, completamente positivo tal que

0 0\ _ (0 O
Wo @)™\ o o )
Luego ¢ y ¢; son de la forma deseada puesto que
a b\l _ 0 b a 0 0 0| [ ¢1(@ o)
(e o=l o )5 0 )0 a)-(% o)
Finalmente, como los ¢; son completamente positivos y ¢;(1) = 1, tenemos que

llgill = llg:(DIl = 1 = l|llcp-

Estamos en condiciones de generalizar el teorema de Stinespring 1.4.1 para operadores completamente acotados.

Teorema 2.1.13 (Generalizacion del teorema de Stinespring para ¢ completamente acotada). Sean o una C*-dlgebra
unital y ¢ . o/ — B(H) un operador completamente acotado. Entonces existen un espacio de Hilbert K, un *-morfismo
7. o/ — B(K) y operadores acotados V; i=1,2, con ||¢||cr = I|VillllV2]| tal que

¢(a) = Vin(a)V,.
Mds aiin si ||p||.» = 1, entonces se pueden tomar V; isometrias.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ||¢|l., = 1. Por el Teorema 2.1.12, existen ¢y, ¢o, ¥
completamente positivos tal que
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w[( a b )} _ ( d1(a)  B(b) )
c d P(0)" ¢2(d)

Como ¢ es completamente positivo, por el teorema de representacién de Stinespring 1.4.1, existe (7, V, K) una re-
presentacién de Stinespring de . Existen un espacio de Hilbert K, un *-morfismo # : M(</) — B(K) y un operador
V:H®H — B(K) tal que ¥ (=) = V*(—)V. Ademds como ¥ es unital, podemos tomar V isometria y 7 unital.

Afirmamos que existe una representacion unital 7 : &/ — B(K), tal que 7 = m;.

Para ello se deben cumplir las siguientes condiciones

)K=KoK.

R EEED

c d n(c) n(d)

Primero construyamos K. Consideremos P := ir[( (1) 0
P> = Py P* = P, de lo que se deduce que P es una proyeccién ortogonal. Luego obtenemos la descomposicién K =
Rg(P) ® Ker(P), con Ker(P) = Rg(P)*. Definamos K como Rg(P).

0
0

)} € B(K). Observemos que por ser 7 un #-morfismo,

. = 0 5 - . .
Por otro lado, consideremos P := & [( | )] Es claro que P es también una proyeccion ortogonal, pero ademas,

com0P+13=ﬁ[( (l) g )]+fr[( 8 (1) )] = Idg, P no es otra cosa que Pk:.

| 8 )] € B(K) y notemos que como,

A3 )=S0 Jeomre|(T 5 e

donde x es un elemento arbitrario de K, vale que

o )

. . . ] 0 1
. Es fécil ver que ¢ es inversible con inversa & [( 0 0 )}

Veamos ahora que K es isométrico a K*. Consideremos 7 [(

y también,

Definamos ¢ : K — K* como ir[( (1) 8 )]

K K+

ya que 7 es un *-morfismo, que ||g|| < 1y |l¢~!|| < 1. Luego, se concluye que ¢ es una isometria.
Identificando K con K+ se tiene que

K=KoKk.
En este punto la definicién de 7 es natural. Definamos 7 como
_|fa O . . . . ..
n(a) ;= Pxof [( 0 0 )} o iy donde ix y Pk son la inclusién y proyeccion en K.

Vale que 7 es un *-morfismo unital. S6lo probaremos que 7 es multiplicativo, las otras condiciones se demuestran en
forma similar.
Teniendo en cuenta que

deducimos que

En consecuencia
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b b
n(ab):PKOfr[(g 8)]n[(0 8)]oiK=PKOﬁ[(g 8)]oiKoPKon[(0 8)]oi1<=7r(a)7r(b).
Veamos que se cumple la condicidn ii). Basta probar que para todo a, b, ¢,d € <7,
|fa O\ ([ wa O (0 b\l _ [0 =)
Mo o)[7\V o o) "loo)[7\o o )
[0 0 _( O O {0 0} (0 O
™Me o7\ of Y "\o a)|T\ 0 x|

Probaremos solamente que [( 0 b )] = ( 0 () ) ya que las demds igualdades son andlogas.

Fllo o ls ) )
IS o N0 )=l @)=l S l(ls 2I(e)

g 8)](3) ,0)=(7r(b)(Y) ,0)=(8 ﬂi)b))(;c)'

De donde conluimos ii). Ya tenemos el de espacio de Hilbert K y la representacion x. Resta decir quienes son V; y V5.
Sea h € H y notemos que

(o)

Sean x,y € K, luego,

A o I )=l

1l Il
— =
| —
N —
—

(5 S S S

[ Idx 0 Y . h
(90N 8 ) v 1) e

h h h
Esta tltima igualdad implica que V( 0 ) = ( g ) En efecto, sea( * ) = V( 0 ) Por (2.3), vale que ( 0 ) =
y

B BEBEEE

Existe entonces V| : H — K tal que V(h,0) = (Vi(h),0). Ademads, por la desigualdad (2.4), V; tiene que ser necesa-
riamente una isometria.

V*( Z)C ) Luego,

< IVEIHIxl = 1l (2.4)

Andlogamente definimos V, como la isometria que cumple la propiedad V(0, #) = (0, V2 (h)).
Finalmente, veamos que (r, V|, V) cumplen la condicién deseada.

#1(a@)  $(b) _yl( ¢ b vl @ b V= Vit 0 ) n(a) =) \( Vi O
) ¢(d) ) c d)| c d Lo v\ ne na@ ]\ 0 W
_ Vl*n(a)Vl Vfﬂ'(b)Vz
\ Virovi V'r(d)V, )’

Tomando (1,2)-coordenada, se concluye el teorema.
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2.2. Morfismos completamente acotados

En esta seccién nos enfocaremos en caracterizar los morfismos unitales de dlgebras &/ — B(H) completamente
acotados. Veremos que éstos son necesariamente similares a un morfismo completamente contractivo. Comencemos con
las siguientes definiciones elementalales.

Definicion 2.2.1. Sean % una C*-dlgebra y </ una subdlgebra (no necesariamente x-cerrada)de 98. Entonces decimos
que < es un dlgebra de operadores.

Definicion 2.2.2. Sea o7 un dlgebra de operadores'y p, p : &/ — B(H) dos operadores. Decimos que son S -similares si
existe S € B(H) inversible tal que S p(—)S ~!' = p. Ademds, diremos que S es una similaridad.

Definicion 2.2.3. Sea <7 un dlgebra de operadores y p : &/ — B(H). Decimos que p es similar a una contraccion (o a
un completamente contractivo) si existe p . &/ — B(H) contractivo (completamente contractivo) tal que p es similar a p.

Veamos como se traduce la nocién de similaridad si p y p son morfismos de von Neumann.

Observacion 2.2.4. Sean T y R dos operadores polinomialmente acotados en B(H). Entonces T y R son S -similares si y
solo si sus morfismos de von Neumann asociados son S -similares.

Demostracion. Sean pr y pg los morfismos de von Neumann asociados a T y R respectivamente. Supongamos que 7y R
son S -similares. Debemos ver que SpT(—)S‘l. Sea p € P(S)), luego,

Spr(p)S~'=Sp(T)S™ = p(STS™) = p(R) = pr(p).

Reciprocamente, supongamos que pr y pg son S -similares. Luego,

STS™ =Spr(2)S™" = pr(z) = R.

De la observacion anterior, podemos concluir el siguiente corolario.

Corolario 2.2.5. Sea T un operador en B(H). Entonces T es similar a una contraccion si y solo si su morfismo de von
Neumann es similar a una contraccion.

Demostracion. Supongamos que T es similar a una contraccién. Entonces es polinomialmente acotado (Ecuacién (1) de la
Introduccién) y en consecuencia su morfismo de von Neumann esta bien definido (Observacién 1.2.13). Sea R contractivo
tal que Ry T son S -similares y consideremos pg y pr los morfismos de von Neumann asociados a Ry T respectivamente.
Por la desigualdad de von Neumann 1.2.18, pg es contractivo. Aplicando la Observacion 2.2.4, concluimos que pr y pr
son similares.
Reciprocamente sea p contractivo tal que pr y p son similares. Sea R = p(z) € B(H). Como p es contractivo, resulta
que R es también contractivo y aplicando la Observacion 2.2.4, tenemos que Ry T son similares.
O

Recordemos que por la Observacién 1.3.16 un morfismo de von Neumann es contractivo si y sélo si es completamente
contractivo. Concluimos entonces que un morfismo de von Neumann es similar a un contractivo si y sélo si es similar a
un completamente contractivo.

Consideremos <7 un dlgebra de operadores y p : .« — B(H) un morfismo de dlgebras unital y sea S similaridad tal
que 7 = SpS~! es completamente contractivo. Sea S, : B(H") — B(H") la suma directa de n copias de S. Entonces
tenemos que (S,)"' = (S7), y ademds que ||S,|| = ||S||. Luego,

lloall = 1S 7S ™01 = 1S w70S ™l < IS lllalllIS " all < S TS 1.

Concluimos que p es completamente acotado y ademds su norma completamente acotada es menor o igual que
IS 1lIIS ~!||. Deducimos la siguiente proposicién.
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Proposicion 2.2.6. Sea <7 un dlgebra de operadoresy p : o — B(H) un morfismo similar a un completamente contrac-
tivo, entonces p es completamente acotado. Mds aiin,

lolley < inf{IISIIIIS_l | : SpS_1 es completamente contractivo}.

Paulsen probd que para morfismos unitales vale la reciproca. Mas atn prob6 que el infimo es en realidad un minimo.
Esto nos llevara luego a una reformulacién de la conjetura de Halmos.

Teorema 2.2.7 (Paulsen). Sean </ un dlgebra de operadores y p : &/ — B(H) un morfismo unital, entonces p es
completamente acotado si 'y solo si p es similar a un completamente contractivo. Mds aiin, en este caso, se puede tomar
S similaridad con (S ||[IS "] = ||ollcs-

Demostracion. Una implicacién del teorema es la proposicién previa.

Supongamos que p es completamente acotado. Separaremos la demostracién en dos pasos. En el primer paso, cons-
truiremos otro espacio de Hilbert (H,| — |) equivalente a (H, || — ||). Luego probaremos que es suficiente mostrar que
p: o — (B(H),| —|) es completamente contractivo. Finalmente probaremos que p : &/ — (B(H),| —|) es contractivo.

En el segundo paso probaremos que p : &/ — (B(H),| — |) es completamente contractivo, para ello consideraremos
On - My(/) — (B(H"),|| — ||g»)- Por el paso uno, existird un espacio de Hilbert (H",| —|") de modo que p, : M, (<) —
(B(H™),| —|") sea contractivo. La demostracién conluira probando que en H" las normas | — | y | — |g» coinciden.

Paso uno.

Como o7 es un dlgebra de operadores, existe 2 una C*-dlgebra tal que &/ < B. Por el teorema de extensién de
Wittstock 2.1.10, podemos extender p a % de forma completamente acotada. A dicha extension la seguiremos llamando
p. Notar que, si bien p perdi6 la propiedad de ser multiplicativo, p|., lo sigue siendo. Como el dominio es ahora una
C*-algebra, podemos usar la caracterizacién de Stinespring de p (Teorema 2.1.13). Existen un espacio de Hilbert K, un =
morfismo 7 : 8 — B(K), y dos operadores acotados V; : H — K tal que ||pllcy = [IVillllVall y p(a) = Vi*r(a)Vs.

Definamos | — | otra norma en H.

|h| = inf{“Z ﬂ(a,‘)Vzh,'H : Zp(a,-)h; =h,a, €, h; € H} ,

donde el infimo se toma sobre todas las sumas finitas. Es sencillo ver que | — | es una seminorma. Veamos que | — | es
en realidad una norma. Para ello vamos a probar que | — | y || — || son equivalentes.
Sean a; y h; tal que h = ), p(a;)h;. Entonces,

Wl = |3 ptahi| = |3 vimapvan| < vl Y mapvan

Tomando infimo sobre las representaciones de 4, resulta que ||| < ||V*|||k| y entonces || — || < ||V *||| — |. Para probar
la otra desigualdad, basta con tomar como representacion de 4 a p(1).h, luego,

Al < llm(D)V2hI| < (V2[4

Las normas | — | y || — || son equivalentes y en consecuencia el espacio (H,| — |) es un Banach. Veamos ahora que el
espacio (H,| — |) es de Hilbert. Para ello es condicién necesaria y suficiente que se satisfaga la ley del paralelogramo,

\h + kI> + |h — k|* = 2(|h|* + |k|*) para todo h, k € H.

Ademds, es suficiente probar que para todo ,k € H vale que
I+ kP> + |l — k> < 2(1h* + [kI%)
. En efecto, si vale esa desigualdad tenemos que
2 + 20 = 21— Ky + (h+ KO +1h = Ky = (h + )

[21h — k> + 2| + k2.

N = N

<
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Veamos entonces que |1 + k> + | — kI> < 2(|h]> + |k[?). Sean h = Y p(ap)h; y k = Y, p(bj)k;. De manera que h + k =
> pladh; = Y, p(by)k;. En consecuencia,

o K2+ =2 < |3 @Vt + 3 wovak|s+ | atapvah - 3 abovak||
=2 ”Z ﬂ(a[)Vzh,»Hz +2 HZ n(b,-)Vzk,-Hz .

Y tomando infimo, resulta que |h + k> + |1 — k> < 2> + |k]?).

Consideremos S : (H,|—|) — (H, || —||) la identidad. Es claro que S es inversible, acotada y como || - || < [|[V1*|| - | y
| =1 < IVallll = I, resulta que [IS{IIS ' I < IV IV2ll = llolles-
Supongamos por un momento que S ’1pS es completamente contractivo y consideremos U : (H,|| - ) — (H,| - )

un operador unitario. De forma sencilla se ve que U™'S ~!pS U es completamente contractivo, pues |[(U~'S ~pS U),|| =
WU, S p8), Unll < U pS ~HallllUL]l < 1, donde U, indica las n copias de U en B((H, || - )", (H,| - |)"). Tomando
como similaridad a R = S U resulta que p es similar a un completamente contractivo. Por otro lado, |[US||[(US)7!|| <
ISIIIS "I < llelles y por la proposicién previa al teorema, |joll, = [[US|III(US)7'||. En conclusién, para demostrar el
teorema, basta probar que S ~!pS es completamente contractivo.

Observemos que S ~'pS no es otra cosa que p, pero visto ahora en B((H,| — |)). Vamos a probar primero que p es
contractivo con la norma | — |. Debemos ver que si a € o7, entonces |p(a)| < ||allo. Es decir, que |p(a)h| < |hll|al| . Sean
h = Y p(a;)h; y notemos que p(a)h = Y, p(aa;)h;, luego,

ol < |3, maapvan| < e @1l |3, m@pvani] < lallor | @V

Tomando infimo, resulta que |[p(a)h| < ||allo|Al.

Paso dos.

Para ver que p es completamente contractivo con la norma | — |, debemos ver que p, : M,(&/) — B(H",| — |g»)
es contractivo para todo n. Recordemos que si (H, || — ||) es un Hilbert, entonces (H",|| — ||z») también, donde ||E||2,, =
1a1]1> + |Aal? + ... + ||ha|* y By es 1a coordenada i-ésima de heH".

Consideremos p, : M,(</) — B(H",|| — ||g»). Como con esta norma p, es completamente acotado, por el paso
uno podemos construir | — |}, de modo que p, sea | — |},,-contractivo. Para construir | — |, primero necesitibamos una

representacion de Stinespring de p. Consideremos Vl*n,,(—)Vz : M, (o) — B(H"), donde V; : H" — K" es el vector n
copias de V;. Es claro que 7, es un *-morfismo y que p, = Vl*ﬂ,,\_/z. De modo que (m,, vV, Vs, K™) es una representacion
de Stinespring de p,,.

Por el paso uno, si definimos | - |}, como

Al = inf {| D maADVaR]|, 2 3 oA hy =B Aj € My, By € ).

el espacio (H",| - [;;») es un Hilbert y p, es | — |" contractivo. Si logramos ver que | — |, = | — |a», la demostracion estd
terminada.

Veamos primero que | — g < | = [}

Sean € > 0y X p,(Ar)gr = h tal que

2

-2 — _
7l o + €2 | > ma(AOVE,
k H
Tomando coordenada i-ésima,
hi = | > oA = D lon(A0TulE ) = ) pUA:)IZ -
k ikl k.l

Luego |A;| < || Xx; 7([Axli) V2[g,Lill. Finalmente,
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2 2
G+ €= || mAoVag, | =) [Znn(Ak)Vzgk]
k H" i k illH
2 2
= D D @t valgd| = > 1> AL VaLg
ikl H i Nkl H

> > hilu = Al

Tomando limite con € tendiendo a cero, se concluye la desigualdad deseada.

Veamos la otra desigualdad.

Seane€ >0, h € H" y h; sus coordenadas i-ésimas. Para cada i, existen (a; ;); y (k;;); tales que
i) X;plaipkji = hi.

if) 12 + € 2 | 2 m(a )VakallZy -

Por otro lado, si A = (a;, j);'jzl yK = (kj,i)?j:19 consideremos fi los vectores columna de K y A’ las matrices cuyas

i-ésimas filas coinciden con las de A y el resto de las filas son nulas. Notemos que Y; p.(A)K; = h. En efecto, teniendo
en cuenta la igualdad 1),

— , 0 sii#l 0 sii#l
nAlKi = Al'k'j: .. = ..
(pa(ADK); ;P( Lj)kj, { ij(ai,j)kj,i sii=1 { hi sii=1
Sumando sobre i se concluye la afirmacion. Luego, por definicién de | — |/,
2
B < || > ma(A)VoK;
i Hn
Fijemos una coordenada / y miremos cuanto vale ||[}; ﬂn(Ai)X_/ZK-] 1||i,-
2 2 2
T i €
”[Z (A )sz,}l = Z Z (AL IVakidl| = Z 7(A] )Vak || = Zn(Az,j)vzkz,j < I + -
i H i H J J

Donde la dltima desigualdad vale por la igualdad ii). Finalmente,

2
= Z lHZ ﬂn(Ai)‘_/zgl]
H~» l i l

Y tomando limite queda con e tendiendo a cero queda demostrado el teorema.

— € —
h” < < D Wl + = = Tl +e.
1

2
H

D mADVIK,

2.2.1. Caracterizacion de los operadores similares a una contraccion.

Tenemos las herramientas para caracterizar a los operadores similares a un contraccién. Paulsen encontrd, estudiando

los morfismos de von Neumann asociados, una condicion necesaria y suficiente: la de ser completamente polinomialmente
acotado.

Recordemos que un operador 7' es completamente polinomialmente acotado si y sélo si su morfismo de von Neumann

es completamente acotado (Observacién 1.3.19).

Teorema 2.2.8. Sea T € B(H), entonces T es similar a una contraccion si y sélo si su morfismo de von Neumann es
completamente acotado.
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Demostracion. Supongamos primero que 7 es similar a una contraccién, en particular 7' es polinomialmente acotado
(Ecuacion (1) de la Introduccién), y en consecuencia su morfismo de von Neumann asociado es acotado (Observacién
1.2.13). Llamemos a dicho morfismo p7. Por otro lado, existe S talque R = STS -1 es contractivo. Como R es contractivo,
por el Corolario 1.3.16, su morfismo de von Neumann pg es completamente contractivo.

Observemos que pg = SprS~!. En efecto,

pr(p) = p(R) = p(STS ™) =Sp(T1)S ' =SprS~".

En consecuencia, pr es similar a un completamente contractivo, y por el Teorema de Paulsen 2.2.7 resulta ademds
completamente acotado.

Reciprocamente, sea p el morfismo de von Neumann asociado a 7', como p es completamente acotado, por el Teorema
de Paulsen 2.2.7, existe S tal que SpS ! es completamente contractivo. Luego,

ISTS ' = 1ISp(z)S || < Llzll < 1.

]

Recordemos que la conjetura de Halmos establece que todo operador polinomialmente acotado es similar a una con-
traccion. Por otro lado, un operador es polinomialmente acotado si y s6lo admite un morfismo de von Neumann 1.2.13.
Podemos entonces reformular el problema de Halmos de la siguiente manera:

-Todo morfismo de von Neumann es completamente acotado.

En el Capitulo 3 presentaremos un ejemplo debido a Pisier de un operador 7' cuyo morfismo de von Neumann es
acotado pero no completamente acotado. Lo que resuelve la conjetura por la negativa.

El teorema de Paulsen también permite caracterizar otro problema famoso. La conjetura de Kadison [12] establece que
todo morfismo unital ¥ — B(H), con ¢ una C*-dlgebra, es similar a un *-morfismo. Con las herramientas que tenemos
podemos demostrar sencillamente un Teorema de Haagerup que reformula la conjetura de Kadison. Antes, observemos lo
siguiente.

Observacion 2.2.9. En una C*-dlgebra los morfismos unitales completamente contractivos, completamente positivos,
positivos y x-morfismos coinciden.

Demostracion. En efecto, por el Corolario 1.3.9 un operador ¢ unital es completamente positivo si y s6lo si es completa-
mente contractivo.

Sea ahora p un morfismo positivo. Por la Observacién 1.2.4, p es autoadjunto. Como ademds es morfismo, se deduce
que es un *-morfismo.

Finalmente, si 7 es un *-morfismo, r, sigue siendo un * morfismo y en consecuencia contractivo. O

Corolario 2.2.10 (Haagerup). Sea o/ una C*-dlgebra unital y p : &/ — B(H) un morfismo de dlgebras unital. Entonces
p es similar a un * morfismo si'y sélo si p es completamente acotado. Mds aiin, en el caso p completamente acotado, se
puede tomar S similaridad con ||S||IS 7 = llolles.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema de Paulsen 2.2.7 y la observacién anterior. O

Luego podemos reformular la conjetura de Kadison de la siguiente forma:

-Sean ¢ una C*-dlgebray p : € — B(H) un morfismo unital. Entonces p es completamente acotado.

Si bien ambas conjeturas pueden parecer similares, ya que al fin y al cabo ambas se reducen a estudiar la completa acota-
cion de los morfismos, son sutilmente distintas. La diferencia radica en los dominios y en que no hay una biyeccién ca-
nénica entre los morfismos completamente acotados de .Z(P(S'), B(H)) (los de von Neumann) y los de .Z(C(S"), B(H)).
Recordemos que por el Corolario 1.2.17, podemos extender todo morfismo de von Neumann contractivo a C(S') de forma
completamente positiva. Sin embargo dicha extensién podria no ser un morfismo (de hecho una condicién necesaria es
que p(z) sea inversible en B(H)).
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Recordemos que un operador T € B(H) se dice power bounded si sup,;{lIT"|l} < oo. Debido a que la condicién
de ser power bounded se puede reescribir en términos de que exista una constante ¢ > 0 tal que para todo monomio p,
[Ip(D)]| < cllpll, si T es polinomialmente acotado, entonces es en particular power bounded. Sz-Nagy probé el siguiente
Teorema [16].

Teorema 2.2.11 (Sz-Nagy). Sea T € B(H) un operador inversible y power-bounded, entonces T es similar a un unitario.

No daremos la demostracién del Teorema ya que ésta se aleja de las técnicas usadas hasta el momento. Sin embar-
go, utilizaremos el Teorema de Sz-Nagy para caracterizar los morfismos de von Neumann que admiten una extension
multiplicativa a C(S!).

Proposicion 2.2.12. Sea p un morfismo de von Neumann. Entonces son equivalentes
i) El operador p(z) es inversible,
ii) p admite una extension multiplicativa a C(S"),
iii) p es similar a un morfismo de von Neumann que se extiende a un *-morfismo.

Demostracion. ii)= 1i). Es trivial probar que si p admite una extensién multiplicativa, entonces p(z) es inversible. En
efecto, sea p dicha extension. Luego,

p)P() = p(zz) = p(1) = 1.

1)= iii). Supongamos que p(z) es inversible. Veamos que p es similar a un morfismo que se extiende a un *-morfismo.
Sea T = p(z), como T admite un morfismo de von Neumann, 7 resulta polinomialmente acotado (Observacion 1.2.13 y
Teorema 1.3.11) y en consecuencia, power bounded. Luego, como T es inversible y power bounded, por el Teorema de
Sz-Nagy, existe un operador unitario U tal que T es similar a U. Sea py el morfismo de von Neumann asociado a U y
S la similaridad entre U y T'. Luego, p y py son similares con similaridad S'. Ademds, por el Corolario 1.2.17, podemos
extender py a C (S") de forma completamente positiva, donde la extension restringida a P(SY) + P(S!) estd definida como
pu(p+q) = p(U)+q(U)* y luego se extiende por densidad a C(S'). Veamos que gy es multiplicativa. Por densidad, basta
probar que py; es multiplicativa en el dlgebra generada por {p,q : p, g € P(S')}. Observemos que el dlgebra esta generada
por z y z. Luego, basta probar que

Pu(z2) = py(2)p(2) y que
pu(@) = pu @)’

Esto es trivial, ya que

pu@pu(@) = UU" = 1d = py(1) = py(z2).

La otra igualdad es andloga. Finalmente, como py es positivo, es autoadjunto (Observacién 1.2.4). Como ademads es
morfismo, concluimos que py es un *-morfismo.

iii)=1ii) Supongamos que p es similar a un morfismo de von Neumann que se extiende a un #-morfismo y veamos
que p admite una extensién multiplicativa. Sean ¢ un morfismo de von Neumann y S, tales que p y ¢ son similares con
similaridad S y ¢ tal que admite una extensién ¢ que es un *-morfismo. Consideremos U = ¢(z) y T = p(z). Luego U y
T son similares con similaridad S. Ademas, como ¢~§ es un *-morfismo, U es unitario. En efecto,

Ul =¢z") =93 =U"

Definamos 5 como S @S ~!. Es claro que § extiende a p. Veamos que p es multiplicativa. Nuevamente, basta probar que

p(22) = PP y que
@) = p)*.
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Pero esto es trivial, ya que
PRPE) =59 7'S§@S ™ =SUUS™!
= Id = p(zz).
La otra igualdad es andloga. O
Como corolario, podemos probar la conjetura de Kadison para el caso C(S").
Proposicién 2.2.13. Sea p : C(S') = B(H) un morfismo unital. Entonces p es similar a un *-morfismo.

Demostracion. Consideremos plp(st), y observemos que p|pty es el morfismo de von Neumann asociado a p(z). Por la
proposicién anterior el operador es similar a un morfismo de von Neumann que se extiende a un *-morfismo. Sea ¢ dicho
morfismo y ¢ la extensién. Consideremos T = p(z) y U = ¢(z). Por la proposicién anterior T es inversible con inversa
o(z). Ademds, vale que U es unitario. Luego T y U son similares con similaridad . Veamos que p y ¢ son similares con
similaridad S . Por densidad, basta ver que

_ cjo-l
Plpenpen =SS lpsren:
A su vez, como p|psy = S$S~'|P(S"), basta probar que
_ ¢ic-l
Plagn =SS 2

Pero como p y S@S ~! son multiplicativos, basta probar que

p@) =SP@)S .

Esto dltimo es trivial, ya que como 7 es similar a U con similaridad S, 7! es similar a U* con similaridad S, luego

p@)=T"'=5U'S ' =S¢®@S .

Aplicando la reformulacién de la conjetura de Kadison tenemos el siguiente colorario.

Corolario 2.2.14. Sea p : C(S') = B(H) un morfismo unital acotado. Entonces p es completamente acotado.






Capitulo 3

Contraejemplo de Pisier

En este capitulo presentaremos el ejemplo de Pisier [27] de un operador polinomialmente acotado no similar a una
contraccion. La prueba original de que dicho operador era polinomialmente acotado era extremadamente dificil, involu-
crando técnicas de martingalas. Al poco tiempo de circular la version preliminar del trabajo de Pisier, varios matematicos
lograron hacer varias simplificaciones. Por un lado Kisliakov [13], y McCarthy [15] encontraron argumentos de teoria de
funciones para evitar las técnicas probabilisticas, mientras que al mismo tiempo Davidson y Paulsen [6] lograron sim-
plificar sustancialmente la prueba desde una aproxmacién distinta, siendo ésta dltima significativamente mds sencilla.
En esta presentacién seguiremos la linea de Davidson-Paulsen. Para ello, antes de estudiar el contraejemplo de Pisier,
demostraremos una generalizacion, debida a Page [21] de un conocido Teorema de Nehari [18]. La simplificacién de
Davidson-Paulsen se debe a un Corolario del Teorema de Nehari-Page vectorial (Corolario 3.1.21). Veremos a dicha
generalizacién como consecuencia de unos resultados relativos a dilataciones de operadores contractivos mutuamente
conmutativos y a una representacion entre los espacios L*(S!, B(H)) y l%(H).

Foguel logré encontrar el primer ejemplo de un operador power-bounded que no es similar a una contraccién. A
pesar de no ser éste polinomialmente acotado, el ejemplo de Pisier es del mismo prototipo. Por eso estudiaremos los
operadores de Foguel y caracterizaremos cuando éstos resultan power-bounded, polinomialmente acotados y similares a
una contraccién. Aprovecharemos dichas caracterizaciones para al final del capitulo presentar también el contragjemplo
de Foguel.

3.1. Teorema de Nehari-Page vectorial

Como dijimos anteriormente, veremos al Teorema de Nehari-Page como Corolario de unos Teoremas relativos a
operadores contractivos mutuamente conmutativos. El primer resultado a probar es el Teorema de dilataciéon de Ando.
Este es una generalizacién del Teorema de Nagy para dos operadores contractivos mutuamente conmutativos. De hecho,
adaptaremos una de las pruebas conocidas de Nagy para probarlo.

Teorema 3.1.1 (Teorema de dilatacién de Ando). Sean Ty, T, dos operadores conmutativos, contractivos en un espacio
de Hilbert H, entonces existe un espacio de Hilbert K conteniendo a H como subespacio y dos operadores unitarios
conmutativos Uy, U, de manera que para todo n, m € N,

TITY = PyUMUY .

Separaremos la demostracion en dos Teoremas interesantes por stismos. Primero probaremos que n isometrias con-
mutativas se pueden dialatar a n operadores unitarios. Luego probaremos que dos operadores conmutativos se pueden
dilatar a dos isometrias.

Teorema 3.1.2. Sea {V1, ..., V,,} un conjunto de isometrias mutuamente conmutativas definidas en un espacio de Hilbert
H. Entonces existe un espacio de Hilbert K conteniendo a H como subespacio y un conjunto de operadores unitarios
{Uy, ..., Uy} mutuamente conmutativas, definidos en K tal que para todo ki, ky, ...k, € N,

ViV = PpUY LUy

49
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Demostracion. Sea (U1, K1) una dilatacién minimal de V; (ver Definicién 1.4.9). Luego, €l generado por {U}(H) : n € Z}
es denso en K.

Construyamos para cada i # 1, una isometria W; que extienda a V; y que siga conmutando con U;. Definamos a W; en
el denso {U{(H) : n € Z}.

N M
Wf[z Uf(hk)J = D, Utvitho.
k=-N k=-N

Veamos que W; estd bien definido y que es isometria. Notemos antes que U{(H) € H. En efecto, descomponiendo
a K| como H® H*, Ui(h) = Vi(h) + Plg-U;(h). Como tanto V; como U, son isometrias, ||P|g.U;(h)|| = 0. Por dltimo
notemos que no necesariamente vale U (H) = H (V; deberia ser unitario).

2
= > (U Vi, U Vi)

M
> Ut
k=—N

= > (U Vi, Vil + D Vil U™ Vi)

nzm m<n

= > VI Vi, Vil + > Vi, VI Vi)

nzm m<n

= Z(Vivilimhn, Vih,) + Z<Vihn’ Vlvinfnhm>

nzm m<n

D VI i, gy >, V)

nzm m<n

D U iy gy + D (U )

nzm m<n

M 2
> Ut
k=—N

Esta igualdad prueba que W; es una isometria bien definida sobre K. Observemos que si V; ya era unitario, entonces su
extension lo sigue siendo. Esto se debe a que por la definicién de W;, W{U(H) : n € Z} = {UJ(H) : n € Z} y entonces

W; es una isometria de rango denso. Ademds es ficil ver que el conjunto {Uy, W, ..., W,,} es conmutativo. En efecto, basta
verificarlo en un denso.

0w, (X 0h) = Uy Y UV = 3 U7,
=W; (DU ) = WUy (D) Uthy).
De forma similar, vale que W;W; = W;W; para i # j. La tltima observacién que hay que hacer es que como U (H) C
H, Ui|g =V, y para cada i, W;|y = V; entonces,
PyUY WY Wy = VEVE Ve

Finalmente, iterando el mismo proceso n veces, obtenemos la igualdad deseada.
O

Si bien la desigualdad de von Neumann es falsa para n operadores, el teorema anterior nos permite dar una generali-
zacion para el caso en el que los operadores sean isometrias.

Corolario 3.1.3. Sea {Vy, ..., V,,} un conjunto de isometrias conmutativas y sea p un polinomio en n variables. Entonces
lp(Vi, ...Vl < [Iplln co-

Demostracion. Por el teorema anterior, existen Uy, ...U, operadores unitarios tal que

p(Vl, veey V,,) = PHp(Ul, veey Un)H-
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Como las proyecciones e inclusiones son contractivas, tenemos que ||[p(Vy,...Vy)|| < ||p(Uy, ..., Uy)||. Debido a que cada
U; conmuta con U, vale que para todo i, j Ul.‘1 conmuta con Uj;, y como los U; son unitarios, para todo 7, U; conmuta
con U;‘. Luego la C*-dlgebra genererada por Uy, ..., U, es conmutativa. Por el Teorema de Gelfand podemos identificar
C*(Uy,...U,) con C(K) donde K es el conjunto w*-compacto formado por los caracteres de C* (U, ...U,). Recordemos
que y : C*(Uy,...U,) — Ces un caracter si es morfismo de dlgebras y y(1d) = ||x|| = |[1]I.

Sea p un polinomio, luego

Ip(U1, ..Ul = sup y(p(U1, ..Ul = sup [pOe(U1), .. x (Un))l,
X X

y como cada U; es unitario y ||y|| = 1,

sup [p(x(U1), ..x(U)| < supzj| = 1|p(z1,...r 20l
X I
Teorema 3.1.4. Sean Ty, T, dos operadores conmutativos, contractivos en un espacio de Hilbert H, entonces existe un
espacio de Hilbert K conteniendo a H como subespacio y dos isometrias conmutativas Vy, V, de manera que para todo
n, m € Ny,
TiTY = PuViVy'la. (3.1)

Demostracion. Consideremos K = [,(H) e identifiquemos a H con la primer coordenada de l,(H). Como ||Ti|]| < 1,
Idy — T;T; es positivo y tiene sentido considerar parai = 1,2, D; = (Idg — T; Ti)%. Consideremos

Vi(hls h2’ ) = (Tihls Dihl, h29 )

Afirmamos que los operadores V; son isometrias y cumplen la ecuacién (3.1). Observemos también que de probar la
afirmacidn, estariamos probando el Teorema de dilatacion de Nagy 1.4.8.
Probemos primero que {V;} cumplen la ecuacion (3.1).

VRlu() = (Ty@h, Dol b, Do 0,..)
VEVEIg(h) = T TEh, DT TRy, ..., DTSRy, ... D21y 0, .. )
PuVy V() T T hy.

Para probar que los V; son isométricos hay que notar que

TP + 1D = (T*T(h). () +(Udy — T*T)* (h), Idy — T*T)* (h))
= (T"T(h), (h)y + (Idy = T*T(h), hy = ||hl,

de donde [[Vi(R)|I* = IT;(h)I* + ID;(hDIF + X 11117 = (IRl
Sin embargo {V;} puede no ser conmutativo en /,(H). En efecto,

Viva(h) (T\T2h1, D1 Trhy, Dyhs, hy, . ..)
WWVith) = (T2T1hy,DyT1hy, Dihs, hy,...).

Asumamos por el momento que existe un operador unitario U : H® H — H & H tal que paracadah € H,
U(D Tyh, Dyh) = (D,Th, Dy h)
y consideremos el siguiente operador unitario
W(hy, ha, hs, ...) = (hy, Ulha, hs), U(ha, hs), .. ).

Definamos W) = WV y W, = VoW1, Por ser composicion de isometrias, cada W; sigue siéndolo. Ademads {W;} sigue
cumpliendo la ecuacién (3.1). Esto se debe a que la primer coordenada de W es simplemente /dy, de donde se deduce
facilmente que PHW{<1 W§2| u =Py Vf‘ Vé‘zl H= Tf‘ Téz. Veamos que ahora las isometrias W; conmutan.



52 CAPITULO 3. CONTRAEJEMPLO DE PISIER

Wi Wa(h) = WViVaW ™ (hy, b, s, )
= WViVa(hy, U™ (h2, h3), U™ (ha, hs), ..)
= W(T Ta(h1), Di\T2hy, Dohy, U™ (hy, h3), U™ (hy, hs), ....)
= (I''T2h, U(D1T2hy, Dahy), o, hs, . . )
= (T1Trh, DyTvhy, D1hy, hy, hs .. .)
= VaVi(h) = VaW ' WVi(h) = Wa Wi (h).

Para obtener al operador U deseado, observemos que

D\ TRl + \D2AI = ((Id = T{T1)T2h, Tahy + ((Id — T5T2)h, by
= ((T5(d — T;T1\)T> + Id = T;T2)h, hy = (Id + (T; T5T>T1)h, h)
={(Id - T;Tz)Tlh, T hy +{(Id — Tl*Tl)h, h)
= ID> T hll* + 1Dy Al

Luego U define una isometria sobreyectiva entre los subespacios R := {(D1T2h,D,h : h e HYy S := {(DyT1h, D1h) :

h € Hyde H®H. Por lo tanto U define una isometria sobreyectiva entre R y S . Para poder extender U a todo H, necesitamos
que ambos espacios tengan la misma codimensién. Este es el caso cuando H es de dimensién finita, ya que Ry S son
isométricos y por lo tanto tienen la misma codimensién. Para el caso infinito necesitamos hilar més fino. Redefinamos las
isometrias V; para garantizar que ambos espacios tengan codimension la dimensioén de H. Redefinimos V; via

Vi(h) = (Tihy, Dihy, 0, ha, 0, hs, ... .).
Para reproducir el argumento necesitamos ahora U : H® — H@ tal que
U(D,T2h,0, D3h,0) = (D;T1h,0, D1h,0).

Los 0 extras, garantizan que en el caso infinito dimensional la codimensién de ambos subespacios sea la dimensién de
H. Definiendo W(h) = (hy, U(hy, h3, hs, hs), U(...), .. .), resulta que WV y VoW~! son las isometrfas buscadas.
[m]

Como corolario de los teoremas previos obtenemos el Teorema de dilatacion de Ando.

Corolario 3.1.5 ( Teorema de dilatacién de Ando). Sean T, T, dos operadores conmutativos, contractivos en un espacio
de Hilbert H, entonces existe un espacio de Hilbert K conteniendo a H como subespacio y dos operadores unitarios
conmutativos Uy, U, de manera que para todo n, m € Ny, vale que

npm _ nyrm
T'T) = PrUUY |u.
Demostracion. La demostracién es una consecuencia inmediata de los Teoremas previos. O

El Teorema de dilatacién de Ando permite generalizar la desigualdad de von Neumann para el caso de dos operadores
contractivos y conmutativos.

Corolario 3.1.6 (Desigualdad de von Neumann para dos operadores conmutativos). Sean T y T» dos operadores con-
tractivos, mutuamente conmutativos y sea p un polinomio en dos variables. Entonces

Ilp(T1, TN < Iplleo-

Demostracion. La prueba es andloga a la hecha en el Corolario 3.1.3 m

El siguiente resultado que nos interesa analizar, es el caso en el que uno solo de los operadores sea contractivo. Este
es una reformulacién del Teorema de Ando debida a Sz-Nagy y Foias, comunmente llamada conmutant lifting theorem.
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Teorema 3.1.7. Sea T un operador contractivo en un espacio de Hilbert H y (U, K) su dilatacion minimal. Si R conmuta
con T, entonces existe S € B(K) tal que,

US =SU, |IR|| = ISl y para todo n € Ny, RT" = PygSU"|g.

Demostracion. Sin pérdida podemos suponer ||R|| = 1. Por el Teorema de dilatacion de Ando, existe un espacio de Hilbert
K, y operadores unitarios conmutativos U, ,U, tal que

R'T™ = PyUTUY .

Como (U, K) es la dilatacion minimal de 7', podemos identificar a K con la clausura del generado por {USh : n €
Z,h € H} y ademds
U = PxUjlk.

Como tanto U como U, son unitarios, identificando K| con K & K+, podemos pensar a U; y U, como los sistemas

matriciales
U 0 S %
U = U = .
? ( 0 PxtUslg: ) : ( * % )

Como U y U, conmutan, se sigue que S y U conmutan. Més ain PxU, U} |x = S U". Luego,
PHS Un|H = PHUlUng = RT"

Finalmente,
I=|[RI <[ISII< Uil = 1.

Por dltimo tenemos el siguiente resultado,.

Corolario 3.1.8. Sean T; dos operadores contractivos en espacios de Hilbert H; y (U;, K;) sus dilataciones unitarias
minimales. Si A € B(H\, H) es un operador con AT, = T,A, entonces existe R € B(K, K>) tal que para todo n € Ny,

RU; = UsR, ||All = IRl y AT} = T;A = Pp,U{Rln, = Py, U3Rln,

Demostracion. Observemos que el hecho de que AT| = T,A, equivale a que las matrices

- 0 0 -( Ty O
A= T
( A0 ) y ( 0 T )
conmutan. Por otro lado, si (Uy, K}) y (Us, K>) son las dilataciones minimales de 7' y T, respectivamente, la dilatacion
minimal de 7 no es otra cosa que
0= Uu 0
0 U,

donde U actiia en K| @ K;. Aplicando el Teorema anterior con A y T, existe R con ||R|| = ||A|l, RU = UR y
AT" = PH]@HZRUH|H]®H2'

Considerando R como la (2, 1) coordenada de R, obtenemos que Py, UTRH, = ATY.
La otra igualdad se deduce de que AT} = TYA y como Ry U conmutan, RU, = U,R. Finalmente, ||A|| < [IR]| < |IR]| =
lAII.
o

Dado H un Hilbert, podemos considerar A = [,(H), el espacio de Hilbert formado por las sucesiones de vectores de H
que suman al cuadrado. Para falicitar notacién, indexaremos a dichas sucesiones con n > 0. Ademas a un elemento tipico
de L,(H) lo notaremos como %, mientras que A; indicara su coordenada j-ésima.

Consideremos S € B(l,(H)) el operador Shift, definido como
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SH(h09 hl5 ) = (09 hO’ h19 )

y 87, su adjunto (el operador Coshift), con

Syho, hy,..) = (hy, o, ).

Matricialmente, podemos pensar al Shift y Coshift como las siguientes matrices infinitas

Idgy 0 . - . .0 Id
Sy = H ySH= H
0 Idyg 0 . 0

Es decir, [Sgli; = 6ij+1ldg y [S}]i,j = 6i+1,j/dm. Cuando no haya confusién acerca del espacio de Hilbert involucrado,
notaremos a Sy y 3, como S y S respectivamente. Es f4cil probar que S es una isometria, mientras que S* es s6lo una
contraccion.

Dada (ay,),>0 una sucesion de operadores en B(H), podemos intentar definir A;,; € B(l,(H)), via

[Aiy;()]; = Z aivj(h)).

J

Matricialmente, podemos identificar A;,; con la matriz infinita cuya coordenada (i, j) es a;. ;.

ap a4y az

a a
Apvj =

a

Definicion 3.1.9. En el caso en el que A, ; esté bien definido y acotado, diremos que A;, j es una forma de Hankel.

Observacion 3.1.10. Si A;,; es de Hankel, entonces A, ;S = S*Ai.j = Ajyjs1, donde [Aiy jsilij = Qi jsk- En general vale
que Ai;S" = Aiyjin.

Demostracion. Hagamos la cuenta matricialmente. Para falicitar notacion llamemos A a la matriz (A, ).
[S*Alij = 218 ;AL = 21 6in1ddpALj = Ajsj+1 mientras que
[AS]ij = 21AisS1j = 21 Aini0rje1ldy = Ais i
O

Teorema 3.1.11. Sea H un espacio de Hilbert y {A,},en C B(H) una sucesion de operadores. Entonces el operador de
Hankel A, j € B(l,(H)) es acotado si'y solo si existe A,, n <0, tal que A, € B(l%(H)) es acotado. Mds aun,

1A+ jll B )y = {AII},I:EO} WA+l B2 oy -

Demostracion. Supongamos que existe (A,)q<o tal que [|Az jllpz g < o0. Para diferenciarla de la matriz de Hankel origi-
nal, llamemos a esta tltima (A,u,_,-). La demostracion concluye observando que la matriz A;, ; no es otra cosa que

Airj = PoanAis -

Reciprocamente, sea A;; € B(l,(H)) una forma de Hankel acotada y sean S y S* el shift y coshift. Calculemos las
dilataciones minimales de S y S* respectivamente. Afirmamos que Ug no es otra cosa que el shift S visto en B(l%(H)),
con [S(h)]; = hj_1. Andlogamente, Us- es $*. Para ver esto hay que ver que son unitarios, minimales y dilataciones. Lo
primero se debe a que ambos son trivialmente isométricos y suyectivos (y ademads resultan mutuamente inversibles), para
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lo segundo, debemos ver que el conjunto C = (S ”(E) ‘nezy he l,(H)} es denso en l%(H). Esto es evidente, dado que
todo vector de soporte finito de l%(H ) estd en C. La cuenta de que S" = Plz(H)S’ "|,,cer) €s elemental y no la hacemos.

Como la matriz A, ; es de Hankel, por la Observacion 3.1.10 S*A = AS = A;, j;1, luego por el Corolario 3.1.8 , existe
R e B(l%(H)) tal que A;;;S" = Plz(H)Rg”llz(H), IRl = 1A+l y RS = §*R. Afirmamos que esto tltimo implica que R es de
Hankel. En efecto, consideremos la sucesion de operadores (C)pez = (Ry0)nez y veamos que (R; ;) = Ci,j. Dado h € H,
notemos 4 ; al vector cuya i-ésima coordenada es ¢; j1, ademds observemos que [R]; j(h) = [R(ﬁ ]i- Luego,

[R); j(h) = [R(h))]; = [RS(ho)]; = [S™/R(ho)];
= [R(ho)i+j = Risjo(h).

Concluimos que existe (R,),<o tal que la forma de Hankel R;, ; es acotada y R, = A, en n > 0. Por dltimo, [|R; ;|| = ||A;4ll.
O

Consideremos ahora dos espacios H y K ambos de Hilbert separables, y ¢ : B(H) — B(K) un operador acotado. Si
Aj;j es una forma de Hankel, considerando (¢(A,)),, ¢ induce una forma de Hankel sobre K. Notaremos a dicha forma
#(A;1j). Sin embargo, no es trivial que ¢(A;;;) sea acotado. Para probarlo, identificaremos B(L*(S!, H)) con B(l%(H)) y
veremos que bajo esta identificacién una forma de Hankel tiene asociado un “simbolo” ¢ € L.(S!, B(H)). Es en ese
sentido es en el que el Teorema de Nehari-Page vectorial generaliza al Teorema de Nehari.

Dado H un Hilbet separable, queremos considerar L*(S', H), las funciones con valores en H integrables al cuadrado.
Para hablar de integrabilidad primero tenemos que dar una medida.

Diremos que una funcién f : S! — H es simple si f = Y hixo,, con oy (Yo j = 0 si j # k y oy medible para todo k.
Diremos que f es fuertemente medible si existe (f;), simples tal que f, — f ctp.

Se puede probar que si f es fuertemente medible y H es separable, entonces ||f(—)|| es una funcién medible ([10]
Capitulo VI, Observacén 6.2).

Definimos el espacio L*(S', H) como {f : existe (f,), funciones simples con lim, . ||f — f,,||2 < oo}. El espacio
L*(S', H) es un Hilbert con el producto interno y norma usuales. Muchas de las propiedades de L*(S') se mantienen, por
ejemplo, los polinomios trigonométricos, definidos como p(e') = 3, ¢™h,, son densos en L*(S', H). Veremos también,
que via la serie de Fourier podemos identificar L*(S', H) con IZ(H).

Dada f € L*(S!, H) notamos f(n) eHa

f = fs flehe™.

Proposicién 3.1.12. Sea f € L*(S', H), entonces el operador .7 : LX(S', H) — 2(H) definido como .Z(f) = (f(n)), es
una isometria suyectiva.

Demostracion. Parahacer la identificacion (haremos una aproximacion diferente a la usual) veremos primero que LX(S', H)
es isométrico a L*(S') ® H. Como el espacio de las funciones simples es denso en L*(S!, H), basta definir la isometria en
el espacio de las funciones simples. La isometria es la evidente, ©(3}; hiko,) = 2i(¥o,) ® Ay

Para probar que ¢ es una isometria, basta observar que como o () o; = @ cuando j # k,

> e, = f Do =) f el = " lrellld P
k Uk 0% % o %

3
Por otro lado, debido a que y, ® f ¥ xr; ® hj son ortogonales cuando j # k,

2
D Ko ® | = e, ® P = ) Il
k k k

Igualando ambas expresiones deducimos que ¢ es isométrico. Como el rango de ¢ es denso en L*(S')® H, ¢ es ademds
sobreyectiva. Para finalizar la demostracién hay que observar que via la serie de Fourier usual,

2

2
L2(S',H) H

LS H) = ASY®H=EoH =E(H).
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Ademds . : L*(S!,H) — l%(H ) es la composicién de dichas isometrias. Para probarlo, basta chequearlo en el denso
de las funciones simples. Por linealidad, basta chequear el caso en el que f = hy,. En efecto,

o P Xo ®h o (Fe()n ® h 5 (e (n)h),.

Basta verificar entonces que y,(n)h = );:h(n). Pero esto es facil, ya que

/\T‘T\h(n) = f/\(ghe_ingdazhf/\(ge_ingdﬁ
= Yo (mh.
[m}

Observacién 3.1.13. Como los espacios L*(S', H) y l%(H) son isométricos, los espacios B(L*(S!, H)) y B(l%(H)) son
x-isomorfos. El isomorfismo r viene dado por 7(A)(h) = .FA.Z "\ (h).

Otro espacio que nos va a interesar considerar es L=(S!, B(H)), el espacio de las funciones escencialmente acotadas.
La medida que tomaremos es la siguiente. Una ¢ : S! — B(H) es S OT medible si y sélo si para todo x € H, y(—)(x) es
fuertemente medible. Al igual que en el caso escalar, podemos ver a los elementos de L¥(S', B(H)) como multiplicadores
en B(L*(S', H)).

Observacién 3.1.14. El espacio L¥(S!, B(H)) es una C* 4lgebra con la involucién usual. Una posible representacién para
el espacio es (m, BIL*(S', H))), con n(y(e®)) = M, €l operador multiplicar por ¢,

My(f)(?) = y(e”)(f(e")).

Demostracion. El unico detalle distinto al caso escalar, es probar que M, (f) es una funcién fuertemente medible. Esto
se deduce de que si f es una funcion simple, entonces Y(e”)(f(e”)) = M, (f) es fuertemente medible. Como limite de
fuertemente medibles es fuertemente medible, M,, estd bien definida. O

Dada una forma de Hankel A, ; € B(l%(H)), nos va a interesar verlo como un operador en B(L3(S', H)). Para ello serd
mas facil considerar la matriz A;_;.

Definicion 3.1.15. Decimos que un operador A € B(l%(H)) es de Toeplitz si existe una sucesion de operadores (A,)nez €
B(H) tal que [A]i,j = A,'_j.

La siguiente observacién muestra que dada una forma de Hankel en l%(H) y considerar la forma de Toeplitz inducida
no hace perder informacion.

Observacion 3.1.16. Sea (A,),cz una sucesion de operadores y sea W € B(l%(H)) el operador unitario definido como
W( .. ,h_],ho, h] .. ) = ( .. ,h],ho,h_l, .. .), entonces A,q.jW = A,'_j yA,'_jW = A,q.j.

Demostracion. Sea h € L(H), luego [Ai;Wh], = Y;Anjh-j = 3, Aijh; = [Ai_jh].. Como W? = Id, resulta que
A,'_]‘W = A,‘_,_j. [m]

De forma similar a que una forma de Hankel cumple §*A = AS (con §* y S los shift y coshift en /Z(H)), una forma
de Toeplitz cumple S*AS = A.

Observacion 3.1.17. Sea A;_; € B(l%(H)) una forma de Toeplitz, entonces A;_; cumple la relacién
S§*AS = A.
Demostracion. Se puede probar que [S *AS li,j = [Ali+1,j+1, y como la forma es de Toeplitz, [A]i+1,j+1 = Ai-j. O

Antes de calcular la imagen de A;_; en B(L*(S', H)) por el isomorfismo de la Observacién 3.1.13, nos serd ttil calcular
laimagen de § en B(L*(S', H)).

Observacién 3.1.18. Sea § € B(l%(H)) el shift, entonces la imagen de § en B(L*(S', H)) es el multplicador M., donde
M.(f)(e"?) = e f(e). Andlogamente, la imagen de S* es el multiplicador M-.
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Demostracion. Por la Observacién 3.1.13, 77 1(S)(f) = .Z~'§.Z(f), donde .Z (f) es la sucesién inducida por los coefi-
cientes de Fourier de f.
Luego,

FISF(f) = Z'8(f ), = F 7 (f(n- 1)),
=Y =1 =) fme™ = e f

Lema 3.1.19. Sea A;_; € B(l%(H)) una forma de Toeplitz, entonces existe y € L*(S', B(H)) tal que,
i) n N (Aij) = My,
i) 7 (A )l = Wlleo-

Demostracion. Para falicitar notacién, llamemos Az a 771 (A;_ ;)- Como A;_; es una forma de Toeplitz, entonces conmuta
con § y con §*. Debido a que 7 es un *-morfismo y a que la imagen de 77§ es el multiplicador M., A # conmuta con los
multiplicadores M, y M.

Definamos y(e’) = 3. A,(-)e™ y supongamos que y € L*(S', B(H)).

Observemos que para cada n, el operador A,(—)e™ € B(H) y ¢ +— A,(-)e™ es un multiplicador en L*(S', B(H))
que conmuta con M, y Mz, deducimos que M,, conmuta con M, y M-.

Veamos que Az y M, son iguales. Para ello, basta verificar que coinciden en el denso de los polinomios trigonomé-
tricos. Debido a que Az y M, conmutan con M, y Mz, por linealidad, basta verificar que A & (h.1) = My (h.1) para todo
heH.

En efecto, consideramos .# : L*(S', H) — l%(H ) la representacion de Fourier y veamos que .# A g (h.1) = % M,,(h.1).
Observemos que % (h.1) = ho, donde ho es el vector cuya i-ésima coordenada es 6, o, luego

[ZAz (0D = [FF A F(hD); = [Arjhol:
= > Aijlhol; = Aih).
J

Por otro lado, como las coordenadas de 3, A,(h)e™ en la base {¢™} son los coeficientes de Fourier de 3, A, (h)e™,

[ (ZA (h)em"ﬂ Ai(h).

Concluimos que los operadores M, y Az son iguales. Resta ver que y(e) = 3, A,e™ pertenece a L*(S', B(H)).
Sean x e y € H con ||x]| = ||yl = 1. Consideremos ¢ : S! — C, definida como ¢(e®) = (y(e")(x),y). Si probamos que ¢
pertenece a L=(S"), con norma que no dependa de x e y, valdria que (") € L=(S!, B(H)).

Veamos que M, es un multiplicador acotado en B(L*(S!)), para ello basta ver que es un multiplicador acotado en el
espacio de los polinomios trigonométricos.

Sea p(e?) = 3. a,e™ un polinomio trigonométrico, luego

@p(e”) = W(e)x,y)p(e”) = (p(e®W(e®)x, yy = (My(px)(€”, y),
de donde,

llepllrz = KMy (px), Wllzz < My (POl = 1My (PO)llr2st )
< IMylllpxllcacny = IMyllliplle = 1Az lllpll -

Debido a que M,, es un multiplicador en B(L*(S")) con 1Ml < IMyll = lA ||, vale que [lgllo < [|Myll = [|A£]|.
En efecto, sea C medible, entonces

fwuc—u,wW<M@Ma
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Extendiendo el funcional a las funciones simples, y luego a todo L'(S"), |¢|* define un funcional acotado sobre L' con
norma menor o igual que || My||*. Deducimos que ¢ € L* y [l < [|Myll. Luego [l = SUp|geyiizt. aeoom K@ (€)x, y)| <
1Myl = IAzl

Por dltimo, por la Observacién 3.1.14 y porque m es un s-morfismo,

W leo = Myl = N|Aijll.
m

Dada ¢ € L*(S', B(H)), notamos ys(n) € B(H) al operador y(n)(h) := f (e he ™. Se puede probar, de forma
sencilla, que () € B(l%(H )) es una matriz de Toeplitz con coordenadas, [my];_; = g - j).
Como corolario del lema anterior podemos asociarles a las formas de Hankel un “simbolo” ¢ € L*.

Corolario 3.1.20 (Nehari-Page vectorial). Sea H un espacio de Hilbert separable y {A,}enn € B(H) una sucesion de
operadores tal que el operador de Hankel A;,; € B(l,(H)) es acotado. Entonces existe y € L>(S!, B(H)) tal que para
todon >0, Ay = () y lAisjll = W]l

Demostracion. Por el Teorema 3.1.11, podemos extender A, ; a B(l%(H)) de forma que se mantenga la norma. Por la
Observacion 3.1.16, la forma de Toeplitz A;_; tiene la misma norma que A;, ;. Finalemente, por el lema anterior, existe ¢
cumpliendo [|A;_j|| = [IMyll = [¥llw, donde ¢ = 3 A,e™. ]

Como corolario del Teorema de Nehari-Page vectorial, podemos probar un lema debido a Davidson y Paulsen.

Corolario 3.1.21 (Davidson-Paulsen). Sean H y K espacios de Hilbert separables y ¢ : B(H) — B(K) un operador
acotado. Si A, ; € B(l,(H)) es una forma de Hankel acotada, entonces ¢(A;, ;) € B(lr(K)) también es acotada. Mds aiin

lleCAie DI < NIpIIIAI-

De esta demostracién daremos solo una idea, ya que no contamos con la teoria adecuada para dar una prueba formal.
La base de la demostracién sigue la prueba de Pisier de [28] Lema 9.5.

Sea v € L*(S!, B(H)) tal que para todo n > 0, l&(n) = A,y Il = [lAi+jll. Consideremos ¢ = ¢ o . Una fécil
demostracion, pero con un detalle incorrecto, es considerar

llp(Ais Dllaay < ANl = el k) < NBIIAL= Al )-

Sin embargo la funcién ¢ o ¢ no es necesariamente S OT medible. Para esquivar ese problema consideramos para
cadar < 1, ¢, = Y,z P"i(n)e™. El operador ¥, no es otra cosa que convolucionar ¢ con el niicleo de Poisson [20]
Observaciones 3.3.4 y 3.11.3. Aplicando ¢, obtenemos que

$o ‘/’r(eig) = ¢ (Z ,,.Inllzf(n)ein(v‘) — Z r'”‘qﬁ(a,@(n))é”"
nez nez
= > Meme™ = g, (32)
nez

Ahora ¢, es una funcién continua y luego S OT medible. Se puede probar que ||,|| < ||| ( ver [20] Lema 3.11.6).
Aplicando esto tltimo a la ecuacién (3.2),

llerll = ll¢ o vl < llllllell < llepllllea]-

Como los coeficientes de ¢, en la base ™ son r"l¢(A,), vale que nt(¢,) € B(I2(H)) es la matriz de Toeplitz ri=/¢(A;_)).
Luego,

A

1P A sy < NS Au Dl gz = 1P HA- gy = el
61l 11 < 11wl (3.3)

IA

Finalmente, la matriz de operadores r*/¢(A;, ;) € B(l,(H)) es facil de analizar, ya que en este caso, ri*/¢(A; ;) =
rHig(Ais i) = D.¢(Aij)D,, donde D, es la matriz diagonal cuya i-ésima coordenada es riIdy. Como lim,_,; D, = Id, vale
que lim,— [I"*/¢(A; Il = ll¢(As)Il. Aplicando la ecuacién (3.3), resulta que [l(Ax Il < [l ]l-
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3.2. Operadores de Foguel

Pasamos a desarrollar el prototipo de operador presente en el contragjemplo de Pisier. Curiosamente, si bien el ejemplo
de Foguel de un operador power-bounded no similar a una contraccién falla en ser polinomialmente acotado, Pisier
encontré otro ejemplo usando el mismo tipo de operadores.

Definicion 3.2.1. Sean H un Hilbert y X € B(l,(H)), al operador F € B(l,(H) & I,(H)), definido matricialmente como

St X
F = ,
lo llamaremos de Foguel con simbolo X. En el caso en el que X sea de Hankel, lo llamaremos de Foguel-Hankel.

Observacion 3.2.2. Sea F de Foguel con simbolo X. Nos serd util calcular F”. Si definimos para n > 2. X, como
Z’};& §*IXS"1=/ entonces

- S*n Xn
F _( 0 S")'

Luego, definiendo X; = X y Xy = 0, la férmula vale para todo n. En particular, en el caso en el que el operador sea de
Foguel-Hankel, X, no es otra cosa que nXS =l = pA, jan—1-

Demostracion. Veamos solo que la coordenada (1,2) de F" es X,, ya que las demds son triviales.
Lo hacemos por induccién en n. Para n = 2 vale ya que F%z = S*X + XS = X,. Sean > 3, supongamos que
F{'El = X,-1 y veamos que F’f,z =X,.

2
[F'l12 = [F"'F], = ZF?lez,z =S"1X + X,.1S
=1

n-2 n-2
— S*n1X+[ S*jXSnzj]S — S*n—IXSn—l—(n—l) + S*jxsn—l—j
n—

1
= > §xs" 1 = X,
j=0

~

En el caso en el que X sea de Hankel, por la observacion anterior, S*X = XS y en consecuencia, X,, = I wxs§n-1-i
ZjXS”‘l =nXSs™1,
O

Estamos interesados en caracterizar cuando un operador de Foguel es power-bouded, polinomialmente acotado o
similar a una contracion.

Proposicion 3.2.3. Sea F de Foguel con simbolo X. Entonces F es power bounded si y solo si sup, {[|1X,l|} < 0.

Demostracion. Supongamos que F es power-bounded y sea c tal que |F"|| < ¢. Observemos que la la proyeccion en la
(1,2) coordenada es contractiva, Entonces

IXull = IP12(FDI < [IF7 < .

Reciprocamente supongamos que existe ¢ > 0 tal que sup,{||X,|l} < c¢. Recordemos que por la Observacién 1.3.13 la
norma de una matriz A € M, (/) estd acotada por nzmax,-, A oz
Ademads como S y §* son contractivos, S y S*" también son contractivos. Luego,

IF"I < 22max{lIS™ll, IIS™Il, 1X,ll} < 4 max{1, c}.
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Asi como

0 S Xn
7= )

, por linealidad vale que dado p = 3, a,Z" un polinomio,

o) :( P8 TaaiX, )

0 p(S)

Definamos entonces el operador ¢ : P(S') — B(l,(H)) como §(z") = X, y luego extender linealmente. Observemos que
en el caso en el que X sea de Hankel, 6(p) = 3, a, X, = X, na, XS = Xp'(S).

Proposicién 3.2.4. Sean F de Foguel con simbolo X y § : P(S') — B(l,(H)) definido como

6(2") = X

v luego extender linealmente. Entonces F es (completamente) polinomialmente acotado si 'y solo si § es (completamente)
acotado.

Demostracion. Alser S y S* contractivos ambos admiten un morfismo de von Neumann completamente contractivo (ver
Corolario 1.3.16).

Supongamos que F es polinomialmente acotado y sean pg, ps+, ps los morfismos de von Neumann asociados a F, S, S
respectivamente, entonces

_ [ ps(p) &(p)
pF(p)_( 0 ps(p))'

Luego,
l6(P)II = 1I1P12 © pr(PII < llor(P)II-

Reciprocamente, si d(p) es acotado, entonces por la Observacion 1.3.13,

lor(P)Il < 4max{llos (Pl llos (PN, 16(P)II} < 4max{1, [|611Iplleo-

Veamos ahora el caso completamente acotado. Este es analogo al anterior aplicando el Shuffle canénico entre M, (M, (B(l,(H))))
y M>(M,(B(l5(H)))). Notemos 6 a dicho morfismo.
Supongamos pr completamente acotado, y sea Q € M,,(P(S')), luego

(Ol = 16 = H( Pin@r Q) )H

(s )n(Q)

Nuevamente, como la proyeccion en la (1, 2) coordenada es contractiva, ||6,(Q)ll < lI(0r)all < llo(F)lcp-
La prueba de que si ¢ es completamente acotado entonces pr también es completamente acotado es andloga al caso
anterior. ]

3.3. Operadores de Foguel inducidos por espacios de operadores Columna y
CAR

Para comenzar con el contraejemplo de Pisier, necesitamos antes estudiar una familia de operadores Foguel-Hankel
faciles de analizar. Consideremos H = [, y E;; € B(l) las matrices elementales usuales. Es decir, [E; j(h)]x = 6;h;.
Vamos a quedarnos solamente con los operadores “columna”, {E;};>o. Para facilitar notacion, a una E;( la notaremos
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como E;. Observemos que E7E; = 6; ;Ey. Los operadores columna cumplen una propiedad bonita: generan un subespacio
isométricamente isomorfo a /. En efecto, si definimos 7T : [, — B(l»), via T'(h) = X, hyE,, vale que

7 (h|I*

TRy TR = || > E hjE;
Lj

DU IrPE = " I PIEl = Il
J J

No necesariamente la sucesion (E,), induce una forma de Hankel acotada. Sin embargo, dada (a,), una sucesion escalar

podemos considerar X = a;, jE;, ;. El siguiente Teorema caracteriza cuando el operador de Foguel con simbolo a;, ;E. j es
similar a una contraccion en funcién de la sucesion (a,,),.

Teorema 3.3.1. Sean {a,},z0 una sucesion escalar y F el operador de Foguel-Hankel con simbolo X = (a;;;E;, ;). Enton-
ces son equivalentes

i) F es similar a una contraccion,

ii) F es polinomialmente acotado,

iii) F es power bounded,

iv) sup, {n* Dirent lax|?} es finito.
Demostracion. Claramente si F es similar a una contraccién es polinomialmente acotado, y si es polinomialamente aco-
tado entonces es power bounded. Supongamos que F es power bounded. Por la Proposicién 3.2.3 esto es equivalente a
que sup,, ”Xn” < 00, donde Xn €s nai+j+n—1Ei+j+n—l~

Calculemos la norma de X,,. Para ello basta calcular ||X; X, ||. Veamos primero que matriz infinita es X} X,,.

* * 2 - * 2 -
X Xalij = D X1kl Xalj = 17 Givken 1 B jon 1 @stont Eicrjont = 1% ) Giikan 1 jeien165 jEo.
k k k

Luego X, X,, es una matriz de operadores diagonal con entradas diagonales

00

X Xalis = D larin 1 PEo = ) lailEq.
k

k=i+n—1
Notemos que como E| es positivo, [X}; X, ];; también es positivo. Ademds, como ||Ep|| = 1,

00

XX Dl = > el

k=i+n—1
Por dltimo, al ser X, X,, una matriz diagonal positiva, su norma es exactamente
(]
2
sup X, X, 1idll = sup " laxP”.
! b k=i+n-1
Como Y2,y laxl? < 32, lax* cuando i < [, el supremo ocurre cuando i = 0.
(o]
2 2 2
X2 =72 > el
k=n—1

2 )
de donde sup,,{n” >, ;} < 0.
Supongamos ahora que supn{n2 D renat lak*} < oo y veamos que F es similar a una contraccién. Consideremos la
matriz infinita de operadores Y; ; = —ja;, j—1 Eiy j—1. Por el momento supongamos Y es acotado. Afirmamos que

YS -S*Y =-X.

En efecto,
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[YS —S*Y],; =[YS];j - [S*Y]; = Z =laj -1 Eiv-10; j11dy — Z Oirrildy — jarsj-1Eisj1
7 p

=—(J+ DaijEirj — (= ais jEirj = —[X]i .

Id Y Id -Y
0 1d ) R!= ( 0 Id ) vale que R es una similaridad para F.

Id Y S* X \(I1d -Y
RFR! =
A A [

(0 N ) TR S

Si consideramos R = (

0o S 0 Id 0 S 0 S

De donde F es similar a una contraccion. Resta probar entonces que Y es acotado.
Calculemos la norma de Y™*Y.

[Y*Y];; = Z —iaiy Efyy g = janj-1Ejo1 = Z(_1)2ijai+l—1al+j—16i,jE0~
7 7

Luego Y*Y es una matriz diagonal cuyas entradas diagonales son

X 2 2
[Y'Y], = Zl airi—11”Eo.
I
Como cada sumando es positivo, el operador [Y*Y];; es positivo y su norma es exactamente )., i2|a;;-1)*. En conse-
cuencia

2 2
1YY= supn® Y gt < eo.
" !
]

Dado un operador de Foguel-Hankel sobre H con simbolo X y ¢ : B(H) — (K), el Lema de Davidson-Paulsen 3.1.21
permite considerar un operador de Foguel sobre K inducido por ¢. Este viene simplemente de considerar el operador de
Hankel ¢(X). A dicho operador lo notaremos Fg.

S* Xy
F, = .
=[5 5

También nos podemos preguntar si F' es power-bounded, polinomialmente acotado o similar a una contraccién implica
que Fy también lo sea. Usando el Lema de Davidson-Paulsen 3.1.21 es relativamente sencillo probar que las dos primeras
propiedades son ciertas. Sin embargo, para reproducir una demostracién analoga para la tercera propiedad necesitariamos
¢ completamente acotado. Efectivamente es falso para operadores similares a una contraccién y esto serd la fuente para
nuestro contragjemplo. Si encontramos un operador de Foguel similar a una contraccién tal que F4 no lo sea, entonces Fy
seria polinomialmente acotado pero no similar a una contraccién.

Proposicion 3.3.2. Sean H, K espacios de Hilbert, F de Foguel-Hankel sobre H con simbolo Xr. Sea ¢ : B(H) — B(K)
acotado, y sea Fy el operador de Foguel-Hankel sobre K con simbolo Xy. Entonces

i)Si F es power-bounded, entonces F4 es power-bounded.

ii)Si F es polinomialmente acotado, entonces F4 es polinomialmente acotado.

Demostracion. Probaremos solamente que F polinomialmente acotado implica Fy polinomialmente acotado, ya que la
otra demostracién es andloga.

Recordemos que un F de Foguel es polinomialmente acotado si y s6lo si el operador 6z : P(S!) — B(l>(K)) definido
como 8#(z") = (X,)nS"! es acotado ( Proposicién 3.2.4). Debemos probar entonces que & F, €s acotado.
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Sea Xr el operador de Hankel asociado a F'y digamos Xr = A, ;. Entonces, n(X,)rS =l = nAg, Jj+n—1. S1 consideramos
(Bi)k = (nAgsn-1)k, vemos que 6r(z") es una forma de Hankel con 67(z") = B, ;. Como suma de formas de Hankel es de
Hankel, §7(p) es de Hankel para todo p.

Por otro lado, X no es otra cosa que ¢(A;,;) y en consecuencia resulta que n(Xy),nS n=l = &(Airjin-1). Concluimos
entonces que O,y es la forma de Hankel inducida por ¢ y la forma de Hankel 67 (p).

Sea p fijo y B;,;la forma de Hankel asociada a 6(p), luego

167, = ll@Bis DIl < NIl B,
= ligllllor (Il < llglllplleolloFll-

El contraejemplo usa otro espacio de operadores isémetricamente isomorfo a /.

Definicion 3.3.3. Sea (C,), € B(H) una sucesion de operadores, decimos que (C,), satisface la CAR (por Canonical
anticommutation relations) si para todo i, j,

i) C,'Cj + CjC,' =0.

ll) C,C;‘ + C;‘C, = 6i,deH-
Proposicion 3.3.4. Dada (C,), una sucesion de operadores que satisface la CAR, podemos definir T : I, — B(H) via
T(;l) := 21;h;C;. El espacio T(ly) es otro espacio de operadores isometricamente isomorfo a un Hilbert.

Demostracién. Sea h € >, consideremos Tn(ﬁ) € B(H) via Tn(fl) = Z;LO h;C;. Veremos que para cada n, TP =
Zl}:o |h j|2 y probaremos que la sucesion (7, (E)),, es de Cauchy. Para aliviar notacién llamaremos 7, a T,,(ﬁ).
Observemos que T,,T, < T,T, + T,T, y que ambos son positivos, luego

ITu T (W < IT, T, + T, TRl (3.4)
Por otro lado, si calculamos 7, T, + T, T,, por la segunda propiedad de la definicién de CAR 3.3.3 resulta que

n n
T, Ty + T3T, = ) hihiCiCl + hihCiCi= ) 1hilldy. (3.5)
i,j=0 i=0

Combinando (3.4) y (3.5), deducimos que

> Inil1dy

1

Tl = 1T Tall < 1T Ty + T, Toll = l = ||Aln|.

Observemos ahora que por la primer propiedad de la definicién de CAR 3.3.3, T? = 0. En efecto,

Tr% = i hihjCiCj = Z /’l,‘]’le,‘Cj + Z I’l,‘hjC,‘Cj + Z h,‘hjC,‘Cj

i,j=0 i<j >j i=j
= ZhihjC,-Cj - Zhihjcicj = 0
i<j i<j

Calculemos ||T,|| notando que por la cuenta anterior 7,7, T, T, = 0.

||Tn||4 = ”(TnT;)ZH = ”TnT;:TnT;:” = ”TnT::TnT;; + TnTnT;T;:” = ”Tn(T::Tn + TnT;:)T;”
n n

T, [Z |h,~|2IdJ T = Z PIIT )
i=0 i=0

De donde concluimos que [|T,|1> = YL, [hil*.
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Para probar que (7,), es de Cauchy, hay que observar que reproduciendo la misma cuenta, dados n,m la norma
T, = Tll* = Iy |h;)?, de donde se deduce ficilmente que la sucesién es de Cauchy. Luego tiene sentido considerar

T(h) = Y, hiC; y como T,, — T(h),

1+ Y 2
IT(MWIl = Hm |7, = lim -20 [hil™ = [lAlly,
]

Explotando la isometria entre los operadores CAR y los operadores columna, podemos dar una caracterizacién para
los operadores CAR similar a la del Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.5. Sean H un Hilbert, (C,), € B(H) una sucesion que satisface la CAR y (a,), una sucesion real. Sea F el
operador de Foguel-Hankel con simbolo a;, ;Ci, ;. Entonces son equivalentes

i)F es polinomialmente acotado,

ii)F es power-bounded,

iii)sup, (n® Yp=p-1 lal?} < co.

Demostracion. Claramente si F es polinomialmente acotado, entonces F es power bounded. Supongamos que F es
power bounded y recordemos que por la Proposicién 3.2.3 esto es equivalente a que sup, ||X,|| < oo, donde X, =
N jn-1 Cir jen-1. Observemos que como X, X;I| < IX; X, + X, X;Il < 21X, X1, sup, Xl < oo si y s6lo si sup, [1X;X, +
X, X;|| < oo. Calculemos la norma de X; X, + X, X, (Que es lo que sabemos computar).

(X X0 + X, X, i = Z[XZ]i,k[Xn]k,jJr[XZ]i,k][XZ]j,k
k

2 * s
Z n (ai+k+n—1aj+k+n—lCi+k+n_1Cj+k+n—1 + ai+k+n—laj+k+n—1Ci+k+n—lcj+k+n_1)
k

= Z 12 Qi kin—1Qks jrn167 ] 1d. (3.6)
%

Luego X, X, + X, X, es una matriz diagonal cuyas entradas diagonales son

(XX + X Xplis = 0 ) Naraien11d,
k

que son operadores positivos. Al ser X, X,, + X, X, una matriz diagonal con entradas positivas, su norma es exactamente
X*X, + X, X'|| = 2 ; 2
IX; X, + X, X3l = supn |@iskrn-1].
i
3

Como n? >k @irksn_1|? < n? Sk IajJrkJr,,,1|2 cuando i < j, dicho supremo ocurre cuando i = 0.

XX, + X Xoll = 72 Y lagen P =1 > larl?.
k k=n—1

Finalmente, sup, n? ¥ ,_; lal? < 0.

Supongamos que supn{n2 Sien_i laxl?} < oo. Debido al Teorema 3.3.1 el operador de Foguel F con simbolo a;, iEiy
es polinomialmente acotado. Si encontramos ¢ : B(l;) — B(H) tal que ¢(E;) = C;, entonces por la Proposicién 3.3.2,
el operador F¢ con simbolo ¢(a;;Eiyj) = a;;jCiyj seria acotado. Observemos que al tener el mismo simbolo, F¢ y F
coinciden.

Recordemos que el espacio de operadores columna (COL) y el espacio de operadores CAR, eran ambos isométrica-
mente isomorfos a l,, donde las isometrias vienen dadas por Ty : [, = Coly T, : I, = CAR, Ti(e;) = E; y Ta(e;) = C;.
Por otro lado, la proyeccién P de B(l,) en el espacio de operadores columna es acotada por ser el espacio de operadores
Columna complementado en B(/,). Consideremos ¢ : B(l;) — B(H) la composicion

P T,
B(l,) » COL — I, = CAR.

Por lo visto anteriormente, ¢ es acotado y luego F' resulta polinomialmente acotado. O
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Por motivos que se veran en la demostracion del Teorema 3.3.11, nos serd ttil encontrar finitos operadores que cumplan
la CAR en M>».

Ejemplo 3.3.6. Consideremos las siguientes matrices en M»,

1 0 0 0 1 0
vlo S)es(Va)eelat)
Vale que V2 = 12, C2 = 0, CcCr = E2,2, CC = El,l, CV = Cy VC =-C.
k

/-/\ . . .
Para 0 <i <n -1, definamos en M = M, ®...9 M, las siguientes k matrices.

Wik =Ve0eCoIy" ",
k
—
donde X®® indica X ®..9 X € Mx.

Cuando no haya confusién acerca de la dimensién, notaremos a W;; simplemente como W;. Afirmamos que los W;
satisfacen la CAR. En efecto, notemos que

Wi2 — (V2)®(i) ® C2 ® 1?(”7!‘*1) — Ié@(’) 0® I?(l) - 0, (37)
WW; = (Vv ecce i =V, 57y (3.8)
WiW; = 57 @ Eyp @ I3, (3.9)

Por otro lado, para0 <i< j<n-1,
WiW; =127 @Ccve Vel cLe 5"V = —w;w, (3.10)

Wiw; =509 Ccve Ve e C' Lo 5TV = —wiw,. (3.11)

De las ecuaciones (3.7) y (3.10) se deduce que W;W; + W;W; = 0 mientras que de (3.8), (3.9) y (3.11) se sigue que
"V,VV;k + WIW[* = 6i,deH-

Veamos ahora que el generado por los W; ® W; € My ® M es canénicamente isomorfo a /7.

Proposicion 3.3.7. Sean {W;} los operadores construidos en el ejemplo anterior. Entonces,

%Zwﬂs

Demostracion. La segunda desigualdad es sencilla, ya que como ||W; ® W;|| = ||[W;||> = 1, vale que

n—1 n—1
< laWie Wil < > lai.
i=0 i=0

Probemos ahora que % Zf’;ol lai] < 1| Z;ZOI a;W; @ Wil
n

n—1

<) lail

i=0

n—1

Z a;W; @ W;

i=0

n—1

Z aW; @ W;

i=0

n
Identifiquemos M ® My con (M, ® M3) ®...89 (M> ® M»), y estudiemos a }}; a;,W; @ W; en (M, ® M3) ®...9 (M, ® M5).
Como dicha identificacién es un * morfismo, la norma de ) ; ;W; ® W; es invariante. Notemos que
WieW ~(VeV)*Pe(CeC)eildy, . (3.12)

Para cada i, sea w; € S! tal que w;a; = |a;| y consideremos x; € C2 ® C2,

xi = —(e1 ®e; + wier ®er).

V2
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Notemos que para cada i, x; es unitario y ademads,

VeV(x) = L (V(e1) ® V(ey) + w;V(er) ® V(ep)) = L (e1 ® e] + wi(—e2) ® (—e2)) = x;, mientras que(3.13)
V2 Vi
COCt) = —=(Cler)®Cler) +wiCler) ® Cler)) = 222

V2 V2

Sea x € (C? ® C?)®™ definido como,

X=X Q..8X,.

Por ser x un tensor elemental de elementos unitarios, x es unitario. Ademads, debido a las ecuaciones (3.12) y (3.13),

WieWx) = (Ve e el eldy xe..0x)

1
= —XQ..9x0(e;®¢€) ® Xiy1... ® Xp. (3.14)

V2

Afirmamos que (3; a;W; ® Wi(x), x) = % >ilail-

En efecto, basta ver que para cada i, (a;W; ® Wi(x), x) = %|ai|. Debido a la ecuacién (3.14) y a que cada x; es unitario,

@
(a;W; ® Wi(x), x) = —'2<x1 R.0x®(e2Q€) @ Xip].o. ® Xy, X1 D ... ® Xy,)

\/_
- % [ﬂ(xj, xj>] (xi,e2 ® €2)

J#L
1

= zwia; = Zlal.

2 2

Finalmente, como || 3 a;W; ® Will > sup,p (3’ a;W; ® Wix, x), deducimos que || 2 a;W; ® Wil > % >ilail.

Hasta aqui hemos construido finitos operadores que satisfacen la CAR, cumpliendo ademas

n—

1
Z a;W; @ W;
i=0

n—1
<> lai.

i=0
n

Esto vale en general. Si {C;}; satisface la CAR, entonces

n—1
EPNLE
i=0

i

n—1

Z a;W; ® C;

i=0

n-1
< Z lail. (3.15)
i=0

Esto se deduce del siguiente Teorema, cuya demostracion puede encontrarse en [2].

Teorema 3.3.8. Sean {Ci}l_, y {Wi}\_, dos conjuntos de operadores que satisfacen la CAR, entonces existe un tinico

x-morfismo n : C*(Cy,...C,) = C*(Wy,.... W,), tal que n(W;) = C; para todo i.

Para probar la desigualdad (3.15) usando el teorema anterior, basta observar que 2;12—01 a;W; ® C; no es otra cosa que
7, ( f’z_ol a;W; ® W;). Para evitar estudiar a los operadores CAR en detalle, haremos otra aproximacién. Nos construiremos

una sucesion {C;} de operadores cumpliendo las desigualdades (3.15) y que “casi” satisfagan la CAR.
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Ejemplo 3.3.9. Consideremos H = ®,C*" y K su completado. Sean W;,, los operadores construidos en el Ejemplo 3.3.6.
Sii > n, definamos W;,, = 0. Para cada i, definamos C; como

Ci = @nWi,n‘

Veamos que (C;), satisface las siguientes cuatro ecuaciones

D) | Xiso aiCill* = Yiso lail* sia; € b.

i) L 300 lal < 1l 22 @Gy ® Wiall < 20 lail

1ii) CiCj + CjC,‘ =0.

iv) C,C;f + C;C} =6, ;(I - P;), si P; es la proyeccon sobre 692:1 c?.

Si bien (C;); no satisface la CAR, su imagen cocientando por la C*-dlgebra generada por los operadores compactos si
lo hace. Como H es denso en K basta verificar las ecuaciones en H. Verificaremos solamente las primeras dos ya que las
ecuaciones iii) y iv) son elementales.

La ecuacion i) se debe a que si a; € I?, podemos identificar }; ¢;C; con el operador &, Y ; a;W;,.. De donde,

HZ a;C; Dy Z aiWin Z aiWin
i

2 2 2

= sup
B n B

1 L
n
2 2
sup § lail” = llall.
n >
1

Debido a que (C;); es isométrico a I, la segunda desigualdad de la ecuacién ii) es clara. Veamos la primera. Fijemos
n'y notemos que Pqon Cilcn = W;,. Luego

c?

n—1
Z aiCi® W, > ||PC2"®(C3” a;C; ® "V,',n|(cz"®(cz" = ||61,"’V,',n ® Wi,n||C2"®C2”
i=0 ®,C?"' eC?"
1 n—1
2 5 Z |ai]
i=0

Observacion 3.3.10. Nos interesa poder aplicar el Teorema 3.3.5 a los operadores (C;); definidos en el ejemplo ante-
rior. Sin embargo (C;); no cumple la CAR, asi que no se cumplen las hipétesis del Teorema. Veamos como adaptar la
demostracion.

Recordemos que el Teorema 3.3.5 establecia que si (C;); que satisface la CAR, (a;); es una sucesién real y F es el
operador de Hankel con simbolo a;, ;Ci, j, entonces son equivalentes,

i) F es polinomialmente acotado,

ii) F es power bounded,

iii) sup, (1% Yicy lax} < co.

Para probar que si sup, {n*> 3_,_; lax[*} < oo entonces F es polimoliamente acotado, lo tinico que habfamos usado es
que existia una isometria entre el espacio CAR y /,. Por la ecuacién 1), esto sigue valiendo.

La prueba de que si F es power bounded, entonces supn{n2 Sien_i laxl?} < oo es similar a la demostracién del Teorema
3.3.5. La unica diferencia es que por la ecuacion iv), en la ecuacién (3.6) de la demostracion del Teorema 3.3.5, resulta

(XX + XX 1ij = > W rsten1ps jun167,5(0d = Py).
k

La demostracion concluye en forma andloga a la del Teorema 3.3.5, como [ X}, X, + X,, X}, |; ; es una matriz diagonal con
entradas positivas, su norma es el supremo de sus coordenadas,

_ 2.2
- Zn Ain-1>

k

Z n2a1‘2+k+n—l(ld - P

11X, X0 + X X511l = sup
1
k

2.2
de donde Yy n"a;,, | < oo.

El siguiente Teorema vale para toda sucesion de operadores CAR (en la demostracion solo usamos la desigualdad
3.15) pero lo enunciamos para la sucesion construida en el Ejemplo 3.3.9
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Teorema 3.3.11. Sea (a,), una sucesion escalar tal que Y, (k + 1)?|ax?> = o0y (C)); la sucesion de operadores construi-
das en el ejemplo 3.3.9. Entonces el operador de Foguel-Hankel con simbolo X = a;, jCi,j no es similar a una contraccion.

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.4 basta probar que el operador § : P(S') — B(l,(H)), donde 6(z") = nXS™ ! =
NQjs jn-1Cis jan—1 N0 s polinomialmente acotado. Sea P la (0, 0)-proyeccién de B(l,(H)) en B(H). Como la proyeccién
es completamente contractiva, basta probar que P o § : P(S') — B(H) no es completamente acotada. Notemos que
Pé(Z'H]) =Pn+ 1ai+j+n+1—1Ci+j+n+l—l) =n+ la,C,.

Supongamos que PJ es completamente acotado. Para cada n consideremos W;, los operadores construidos en el
Ejemplo 3.3.6 y consideremos g,(z) = 2?2—01 (i+1)a;W; 7' € My (P(S")). Calculemos la norma de ¢,(z). Por la Observacién
1.3.12, [lga@)ll = sup, cs1 llgn(z0)ll. Como los W;,, son isométricos a 3, fijado zo € S', la norma de ¢,(zo) es exactamente
QG+ 1)|a,~||zo|)2)%. Tomando supremo sobre 7y, deducimos que

lga@)ll = > (G + Diai®)?. (3.16)

Observemos ahora que desde el punto de vista tensorial, g,(z) no es otra cosa que Z;’;()l(i + Da;iW;, ® 7. Luego
(P6)2:(qn(2)) = X;(i + 1)*(a;)*W;,, ® C;. Por la desigualdad 3.15, resulta que

1 .
> > Z(z + 1)2a;.

1

PS> (ga(@)l = HZU 1)’ Wy, ® C;

Aplicando la igualdad (3.16), tenemos que

(Z(i + 1)2|a,»|2})5||P6||cb 2 11(P8)2 (g ()

1
> 5 Z(i+ 1)2(a;.

1

Finalmente ||P6||., > %(Z?z‘ol i+ l)zlailz)% y tomando limite con n tendiendo a infinito llegamos a una contradiccién. O

Corolario 3.3.12 (Contraejemplo de la conjetura de Halmos). Consideremos (a,),so definido como

{ 277 si2i=k+1
ag = .
0 si no.

y sea (C;); la sucesion de operadores construidas en el Ejemplo 3.3.9. Entonces el operador de Foguel-Hankel con simbolo
a4 jCiyj es polinomialmente acotado pero no similar a una contraccion.

Demostracién. Por los Teoremas 3.3.5 y 3.3.11, basta probar que sup,(n + 1)> _,_; la[* < oo mientras que ¥_o(k +
1)?lax> = oo. Observemos que el soporte de la sucesion es exactamente la subsucesién a,i_; = 27/ Luego, sup,(n +
1)? Yt lar? = sup; 2% 3, (27%)%. Como la serie es de potencias con razén 55, para cada j,

22]’2(27!{)2 _ 2_2j izfzk _ i
£ 4t
=j =

de donde obtenemos que sup; 22 e j(Z’k)z = %. Por otro lado,

[e]

Z(k + Dl = Z 22272 = o,

k=0 J=0
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3.4. Contraejemplo de Foguel

Para finalizar el capitulo presentaremos el contracjemplo de Foguel [7]. Este fue el primer ejemplo de un operador
power-bounded no similar a una contracciéon. Mds tarde Lebow mostré que este ni siquiera era polinomialmente acotado
[14].

Consideremos en B(/,) el operador elemental E,,, y el operador de Foguel,

S Err
F, = .
(v

Recordemos que por la Observacién 3.2.2 vale que

F R =( Sm er )

0o s
Donde
n—1 n—1
Xy = Z S*kEr,rSn_l_k = Z Er—k,r—n+k+1
k=0 k=0

y adoptamos la convencién que E; ; = 0 siio j < 0. Ademds sus entradas son 0 o /d ocurriendo éstas ultimas a lo largo
de la antidiagonal i + j = 2r —n + 1, de donde X,, , es autoadjunto. Observemos que paran > r, X,,, = 0. Dados r y s, vale
que

2r+l-n
X Xny = Z E;;, mientras que
I=r—n
n
Xn,an,s = Z Er—k,r—n+k+lEs—n+l+l,s—l~
k,I=0

Observemos que cada término de la sumaes QO amenosquer—n+k+1=s—-n+l+1,s>n-I1-1,r>n—-k+1,
r > ky s > I De la primera igualdad deducimos que r + k = s + [ y reemplazando en las demds desigualdades obtenemos
r+k=s+I>n-1,r>kys>1 Como2r>r+k>s+I vale que 2r > s. Andlogamente 2s > r. Luegosi2r+1 < s o
2s + 1 < rentonces X, X, s = 0.

Teorema 3.4.1 (Foguel). Sea (ay)y una sucesion de nimeros naturales tal que 2a; + 1 < ay,1. Entonces el operador de
Foguel con simbolo X = Y E,, 4, es power-bounded.

Demostracion. Recordemos que por la Proposicion 3.2.3 un operador de Foguel es power-bounded si y sélo si sup,, || X,|| <
00, donde X, = Z;:é §*/XS"1=J. Debido a que X = Y Ey 4,5

n—1 n—1
X, = SUXS"I T =) 8 By S" (3.17)
=0 Jj=0 k
n—1
_ Z SYEy 08" = Z Xoa,.
& j=0 k
Notemos que ademds, como 2a; + 1 < a1 y X, €s autoadjunto para todo r, entonces para k # [, XonaXng =0
Calculemos la norma de X,,.
2a;+1-n
x 2
XX, = D XoaXoa = ) Xia = 2, D Ei
Lk Ji I j=ai—n

Como los intervalos [a; — n,2a; + 1 — n]; son disjuntos dos a dos (ya que a;,1 —n > 2a; — n + 1), los E; ; no se repiten
y luego X, X;; < Idp,). Deducimos que ||X,|| < 1.
O
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Para probar que el operador definido en el teorema anterior no es polinomialmente acotado, necesitaremos usar un
teorema relativo al dlgebra del disco. Su demostracion se puede encontrar en [23] Teorema 10.8.

Teorema 3.4.2. Sea (a,), una sucesion de niimeros naturales tal que 2a, + 1 < ay.1. Sea I’ : A(D) — I, definida como
U(f) = (fuys fars o) Si f = Yo fiZk. Entonces T es contractiva 'y sobreyectiva.

Teorema 3.4.3 (Lebow). Sea a, una sucesion tal que 2a, + 1 < an1 y sea X = Y Eg, 4. Entonces el operador de Foguel
con simbolo X es power-bounded pero no polinomialmente acotado.

Demostracién. Consideremos h € [ conh; = ﬁ y (bp)n = 2a, +1),. Como 2b,, +1 =2Q2a,+ 1)+ 1 < 2a,,1+1 = b1,

podemos aplicar el teorema anterior con (b,),. Luego existe f € A(D) tal que f(z) = Y40 fi2* con fag41 = k+]
Supongamos que el operador de Foguel es polinomialmente acotado. Recordemos que un operador polinomialmente

acotado induce un operador py : A(D) — B(H) acotado (ver Corolario 1.2.19), donde pr(3 fi7") = 3k fi F¥. Como

S* X,
F* =
[0 ¥)

si consideramos pr(f) y proyectamos en la (1,2)-coordenada, obtenemos que el operador ¥ = 3, fiXi es acotado.
Recordemos también que por la ecuacién (3.17) X; no es otra cosa que 3, Xi 4, donde X; ,, es Zﬁ;é Eqja—k+je1-
Fijemos n y ry calculemos (X, e, €o).

<Xn,reOs ey) = <Z Er—j,r—n+j+leO, eO> = <6r,jer—n+j+lv eo)
J

= (€2r-n+1,€0) = O2pp-1.
Luego,

fic siexistelcon2aq;+ 1=k
0 sino.

(Xyeo, eq) = {

Finalmente (Yeo, €9) = Y fra+1 = 2p 1 = .
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