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Capitulo 1

Introduccion

Las acciones parciales aparecieron en el contexto de las C*-algebras, principalmente en
trabajos de Ruy Exel [E1l [E2] [E3| [E4]. La idea principal consiste en obtener generalizaciones
del producto cruzado de una C*-algebra por un automorfismo.

La teoria de acciones parciales se extendi6 luego al contexto algebraico, ver por ejemplo
IDEL, DEP, IDES| [DES2, [DFP], donde se consideran acciones parciales de grupos sobre al-
gebras asociativas. En una etapa posterior comenzaron a considerarse las acciones parciales
de algebras de Hopf [AB1), [AB2, [CJ|. El primer ejemplo de esta situacion es el de acciones
parciales del algebra de Hopf kG, con k un cuerpo y G un grupo, obtenido a partir de la
linearizacién de una accién parcial del grupo G sobre un k-espacio vectorial. Cuando G es
un grupo finito, el dual k¢ del algebra de grupo es también un algebra de Hopf. Es bien co-
nocido que dar una accion de k¢ en un espacio vectorial equivale a dar una G-graduacion del
espacio. La teorfa de acciones parciales de algebras de Hopf nos permite entonces considerar
graduaciones parciales.

A su vez, el estudio de las algebras graduadas puede generalizarse a las categorias k-
lineales, considerando entonces graduaciones de los espacios vectoriales de morfismos entre
dos objetos dados de la categoria. Mas atn, las graduaciones de una categoria k-lineal estan
en correspondencia con los cubrimientos de Galois de la categoria [CM]| y por lo tanto el
estudio de estas graduaciones permite definir un grupo fundamental intrinseco de la categoria
[CRS]. Estos altimos trabajos dan lugar a preguntarse qué informacion sobre la categoria
de partida podria obtenerse mediante el conocimiento de sus graduaciones parciales. Este
punto de vista fue el que originé el articulo [AAB]|, que es explorado en profundidad en esta
tesis.

Uno de los principales problemas al trabajar con acciones parciales es exhibir ejemplos
en los que la accién parcial no provenga de una accién en el sentido habitual. Por ejemplo,
es conocido [ABV] que es imposible encontrar tales ejemplos en el caso en que el algebra de
Hopf es el algebra envolvente de un algebra de Lie.

El contenido de esta tesis es el siguiente. En el Capitulo 2 recordamos algunas nociones
bésicas sobre algebras de Hopf.

En el Capitulo 3 analizamos la nocién de accién parcial de un grupo.

En el Capitulo 4 resumimos las nociones sobre categorias que seran necesarias para el
resto de la tesis.

Finalmente, en el Capitulo 5 estudiamos las H-mo6dulo categorias parciales, donde H es
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un algebra de Hopf. Damos demostraciones detalladas de los resultados obtenidos en [AAB],
analizamos algunos ejemplos y proponemos otros.

A lo largo de toda la tesis, k sera un cuerpo. Todos los productos tensoriales son sobre
el cuerpo k salvo que se indique lo contrario.



Capitulo 2

Algebras de Hopf

En este capitulo recordaremos algunas nociones basicas de élgebras de Hopf. Seguiremos
la presentacion del tema hecha por Susan Montgomery en [M].

2.1. Algebras y coalgebras

Empezaremos por reescribir la asociatividad del producto y la propiedad del elemento
neutro de un algebra en términos de morfismos para poder dualizarlas.

Definicion 2.1.1. Una estructura de k-algebra unitaria es un k-espacio vectorial A junto
con dos morfismos k-lineales, la multiplicacion m : A® A — A y la unidad u : £ — A, tales
que los siguientes diagramas son conmutativos:

1. asociatividad

AQAQ A2 A9 A
id®@m m
A® A n A
2. unidad
AR A
N
k® A m ARk
\A/

Los dos morfismos inferiores en el ultimo diagrama se corresponden con la multiplicacién
por escalares. Notar que el elemento unidad esta dado por 14 = u(1g).



Definicién 2.1.2. Para cualquier par de k-espacios vectoriales V' y W, el morfismo twist
T7: VW — WV se define sobre los tensores elementales como 7(vQ@w) = w®uv, Yv € V,
Yw € W, y se extiende k-linealmente.

Podemos expresar la conmutatividad del algebra A mediante la formula m o 7 = m.
Ahora vamos a dualizar la nocion de algebra.

Definicién 2.1.3. Una k-coalgebra counitaria es un k-espacio vectorial C' junto con dos
morfismos k-lineales, la comultiplicacién A : C — C ® C' y la counidad € : C' — k tales que
los siguientes diagramas conmutan:

1. coasociatividad

c 2 cCecC
A Awid
CeC— % _cgCecC
2. counidad C
/ \
ke C A Cek
% %
cCeC

donde f(c) =1®cyg(c) =c® 1.
Notemos que por 2.1.3 2. resulta que A es inyectiva, de la misma forma que por 2.1.1 2.

m resulta suryectiva.

Decimos que C es coconmutativa si 70 A = A.

Definicion 2.1.4. Sean C'y D dos coélgebras con sus respectivas comultiplicaciones A¢ y
Ap, vy counidades ec y €p. Decimos que:

1. un morfismo k-lineal f : C — D es un morfismo de coalgebras si Ap o f =
(f@f)oAcyepo f=cec.

2. Un subespacio I C C es un coideal si AcI CIRC+C®1yec(l)=0.

A partir de un coideal I de la coalgebra C' podemos obtener una nueva coalgebra dada
por el k-espacio vectorial C'/I con la comultiplicacion inducida por Ag. Reciproca-
mente, si C'/I es una coalgebra con la comultiplicacion inducida por A¢ entonces
resulta un coideal de C'.
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Ejemplo 2.1.5. Sea X un conjunto de cardinal mayor o igual a dos, y consideremos el k-
espacio vectorial C' con base X. Definimos A : C' — C®C por A(c) =c®cye:C — k por
€(c) = 1 para todo ¢ € X, y extendemos linealmente. De esta forma (C, A, €) resulta una
k-coalgebra. Sea I el subespacio de C' generado por x — ' con z,2’ € X y x # 2’. Podemos
ver facilmente que I es un coideal de C'ya que e(z —2') =0y A(z —2') =z @z —2' @2 =
-7 Rr+rr—2€elxC+C®I.

Observacion 2.1.6. Varios resultados sobre algebras tienen sus correspondientes versiones
para coalgebras. Por ejemplo, el nicleo de todo morfismo de codlgebras f : C — D es un
coideal de C, y la imagen es una subcoélgebra de D. También son validos los teoremas de
isomorfismo en coalgebras, en particular, el cociente C/Ker (f) es isomorfo a Im(f) [DNR],
1.4.11].

2.2. Espacios duales

Veamos ahora cémo se relacionan las estructuras de algebra y coélgebra por medio de los
espacios duales. Dado un k-espacio vectorial V', denotamos por V* = Homy(V, k) al espacio
dual de V.

Definicion 2.2.1. Dada una transformacion k-lineal ¢ : V' — W la transpuesta de ¢ es
una transformaciéon k-lineal ¢* : W* — V*| tal que:

VfeW* veV.
Fl siguiente lema muestra cémo obtener un algebra a partir de una coalgebra.

Lema 2.2.2. Si C' es una codlgebra, entonces C* es un dlgebra, con la multiplicacion dada
porm = A* y la unidad u = €*. Ademds, si C' es coconmutativa, entonces C* es conmutativa.

Demostracion. La demostracion se obtiene dualizando los diagramas y observando que C* ®
C* C (C®C)* por lo que podemos restringir A* para obtener un morfismo m : C*®C* — C*
dado por m(f ® g)(c) = A*(f®g)(c) = (f ® 9)Ac, Vf,g e C*,ce C. O

En cambio, si partimos de un algebra A no siempre se obtiene una coalgebra dualizando.
Por ejemplo, si A es de dimension infinita, A* ® A* es un subespacio propio de (A ® A)* y
por lo tanto la imagen de m* : A* — (A ® A)* podria no estar contenida en A* @ A*.

Definiciéon 2.2.3. Sea A una k-algebra. El dual finito de A se define como A° = {f €
A* | f(I) =0, para algtn ideal I de A tal que dimy(A/I) < oo}.

Observar que si A es de dimension finita entonces A° = A*. Basta con notar que cual-
quier f € A* se anula en el ideal I = {0} y ademas dimy(A/I) = dimy(A) < oo.

Observacion 2.2.4. En [DNR] 1.5.6] se prueba que A° es la mayor coédlgebra contenida en
A* que esta inducida por m. Notar que puede pasar que A° = {0}, por ejemplo si A es una
k-algebra simple de dimension infinita sobre k como ese el caso de una extension de cuerpos
de grado infinito. En particular, esto implica que dualizando no se obtiene una coalgebra.

11



En [S] se pueden ver los resultados basicos sobre ()°. Nos interesa en particular la si-
guiente

Proposicion 2.2.5. (Proposition 6.0.2 de [S]) Si A es una k-dlgebra, entonces A° es una
k-codlgebra con comultiplicacion A = m* y counidad € = u*. Ademds, si A es conmutativa,
entonces A° es coconmutativa.

Notemos que, explicitamente, la comultiplicaciéon esta dada por:
Af(a®b) =m"f(a®b) = f(ab),

Ya,b € A.

2.3. Bialgebras

Veamos ahora una estructura que combina las nociones de &lgebra y coalgebra.

Definicién 2.3.1. Un k-espacio vectorial B es una bialgebra si existen morfismos m :
B®B — B,u:k— B, A:B— B®Bye:B — k tales que (B,m,u) es un algebra,
(B, A, ¢€) es una codlgebra, y A y e son morfismos de algebras.

Pedir que A y € sean morfismos de algebras es equivalente a pedir que m y u sean morfis-
mos de codlgebras. Esto puede observarse directamente de los correspondientes diagramas.

Las nociones de morfismo de bialgebras y biideal se definen de la forma esperada. Dado
un subespacio I de B, el cociente B/I es una biélgebra si y s6lo si I es un biideal de B.
A continuacién presentaremos dos ejemplos clésicos.

Ejemplos 2.3.2. 1. Algebra de grupo

Sea G un grupo y B = kG el dlgebra de grupo. Si definimos A : kG — kG ® kG como
el tnico morfismo k-lineal tal que Ag = g® g y € : kG — k como el inico morfismo
k-lineal tal que €(g) = 1, Vg € G, entonces (B, m,u, A, €) es una bialgebra.

2. Algebra envolvente universal

Sea g una k-algebra de Lie. Sea B = U(g), el algebra definida por

U(9) = T(9)/ (z0y—y@r—[z,y])syeq®

donde notamos con T'(g) al algebra tensorial sobre k generada por g.

Se puede dar a B una estructura de bidlgebra definiendo A : U(g) — U(g) ® U(g)
como el Gnico morfismo k-lineal tal que Az =2 ®1+1®x y e: U(g) = k como el
tnico morfismo k-lineal tal que e(z) = 0,Vz € g.

Notar que ambos ejemplos son coconmutativos.

A continuaciéon vamos a definir ciertos subconjuntos importantes de una coélgebra que
nos seran utiles mas adelante.
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Definicién 2.3.3. Sea C una codlgebra, y sea ¢ € C.

1. ¢ se dice un elemento de tipo grupo si Ac = c®cy e(c) = 1. El conjunto de elementos
de tipo grupo de C' se denota por G(C).

2. Dados g, h € G(C), el elemento ¢ se dice g, h-primitivo si Ac = c®g+h®c. El conjunto
de todos los g, h-primitivos se denotara P, ;(C). Si C es una bialgebra, los elementos
1, 1-primitivos se llaman simplemente primitivos y notaremos P(B) = P 1(B).

No es dificil probar que un conjunto de elementos de tipo grupo es linealmente inde-
pendiente sobre k [S, 3.2.1|. En consecuencia, si B = kG, entonces G(B) = G. En efecto,
la inclusion G C G(B) es clara, mientras que cualquier elemento de B \ G es combinacion
k-lineal de elementos de Gy por lo tanto no puede estar en G(B).

En el caso B =U(g) y car(k) =0, P(B) =g [M| 5.5.3].

A continuacion daremos otro ejemplo de bialgebra.

Ejemplo 2.3.4. Si B es una bialgebra cualquiera, entonces B° resulta también una bialgebra
M, 9.1] . En particular, si G es un grupo finito y B = kG obtenemos la bialgebra B° = k¢
con la siguiente estructura de algebra

(ff) @) =A"(f@ f)(=z)=(f& [)lzo)=f(x)f (), (2.3.1)
para z € G, f, f' € k%, y la estructura de coalgebra esta dada por

Af(r@y)=m"flx®y) = f(zy), (2.3.2)

para x,y € B, f € k¢. En este caso, podemos dar una descripcion explicita de la comulti-
plicacion. Sea {p, | * € G} una base de k¥, dual a la base de los elementos tipo grupo de
kG, es decir, p;(y) = 5y, para z,y € G. Es inmediato verificar que

Uuv=x

2.4. Convoluciéon y notacién de Sweedler

Antes de pasar a la definicién de algebra de Hopf, vamos a dar una nueva definicion
junto con una notacién muy util.

Definicién 2.4.1. Sea C una k-coalgebra y A una k-algebra. El k-espacio vectorial Homy (C, A)
tiene estructura de algebra unitaria con el producto de convolucién:

(f*g)(c) =mo (f ®g)(Ac), (2.4.1)
Vf,g € Homg(C, A),c € C. El morfismo ue resulta la unidad en Homy(C, A).

Notemos que ya hemos usado este producto en el Lema 2.1.6 para Homy(C, k). El pro-
ducto de anticonvolucién en Homy(C, A) esta definido por:
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(f x g)(c) =mo (f®g)(T0oAlc)),
Vf,g € Homy(C, A), ce C.

Vamos ahora a recordar la notacion de Sweedler.

Sea C' una coalgebra con comultiplicaciéon A : C' — C' ® C. Dado ¢ € C escribiremos:

Ac = Z C(l) ® C(2)-

Para simplificar atin mas, en lo que sigue omitiremos los paréntesis. Esta notacion es
anéloga a la utilizada en la fisica donde incluso el simbolo > suele omitirse. La utilidad de
esta notaciéon se hace evidente al representar la aplicacién sucesiva de la comultiplicacion.
Por ejemplo, nos permite escribir la coasociatividad en la forma:

ch®021 ® co, :Zch ® C1, ® 2,

y escribiremos este elemento en la forma ) ¢; ® c2 ® c3.
En general, iterando este procedimiento escribiremos:

An—i(c) :ch®...®cn.

Escribiendo las féormulas correspondientes a la counidad y a la convolucién resulta

c= Z €(er)eg = Z e(co)cy,

(fx9)(e) = fler)glea).

2.5. Algebras de Hopf

Definicién 2.5.1. Una k-algebra de Hopf es una bidlgebra H junto con un elemento S €
Homy (H, H) llamado antipoda , que es un inverso para la idy con respecto al producto de
convolucion.

Usando la notacion de Sweedler, la propiedad de la antipoda se expresa en la forma:

> (Shi)hg = (W)l = > _ h1(Shy), (2.5.1)

Vh € H.
Un morfismo de algebras de Hopf f : H — K es un morfismo de bidlgebras tal que
f(Sgh) = Sk f(h),VYh € H. Un ideal de Hopf es un subespacio I de H tal que S(I) C 1y

tal que, ademas, los morfismos de estructura inducen una estructura de algebra de Hopf en
H/I
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Ejemplos 2.5.2. 1. El algebra de grupo kG es un algebra de Hopf, definiendo la anti-
poda por la formula Sg = ¢~! para cada g € G. En realidad, ésta es la tnica forma
posible de definirla, ya que en cualquier algebra de Hopf H y para cualquier g € G(H),
la ecuacion (2.5.1) implica Sg = g~!. En particular, todos los elementos de tipo grupo
son inversibles en H.

2. El algebra envolvente U(g) es un algebra de Hopf, donde la antipoda se define por
Sz = —x para cada x € g. De nuevo, esta formula es consecuencia de (2.5.1) ya que,
en un algebra de Hopf H cualquiera , si x € P(H) debe ser Sx = —x. En general, si
x € P,y (H) entonces Sx = —h~tzg™t.

3. Para cualquier algebra de Hopf H, resulta que H® es también un algebra de Hopf con
antipoda S* ([M], 9.1.3).

4. El algebra de Hopf no conmutativa y no coconmutativa de dimensiéon més chica tiene
dimension 4 sobre k y es tnica salvo isomorfismo para un cuerpo k dado con car(k) # 2.
Esta definida por generadores y relaciones por:

T = (1,9,36,339 ’ 92 = 17$2 =0,9x = —xg>, (252>

donde Ag=g®g, Az =2®1+g®z, e(g9) =1, ¢(x) = 0. Notar que Sg =g}, y
St =—gx yaque g€ G(H)y x € P, 4(H). Notar también que S tiene orden 4.

Este ejemplo es el primero de una familia infinita de algebras de Hopf de dimensién
finita con antipodas de orden 2n para cada n > 1 [T].

La siguiente es una propiedad muy importante para el calculo de la antipoda.
Proposicion 2.5.3. Sea H un dlgebra de Hopf con antipoda S.
1. S es un anti-morfismo de dlgebras; es decir

S(hk) = S(k)S(h), Yh,k € H, y S(1) = 1.

2. S es un anti-morfismo de codlgebras; es decir

D (Sh)1 @ (Sh)a =) S(hg) ® S(hn), Vhe H, y eo S =e.

Para la demostracion puede verse [S, 4.0.1].

2.6. Mobdulos y comoédulos

Nos dedicaremos primero a expresar en términos diagraméticos qué quiere decir tener
una estructura de médulos para luego dualizar a comoédulos.

Definicion 2.6.1. Sea A una k-algebra, un A-médulo a izquierda es un k-espacio vectorial
M junto con un morfismo k-lineal v : AQM — M tal que los siguientes diagramas conmutan:
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1. A Ao M—"%  _ Aq M

1d®ry Y
v
A M M
9 u®id
. kM ——AQM
i

donde el morfismo inferior estd dado por la multiplicacién escalar.

Definicion 2.6.2. Sea C una k-coalgebra, un C-comdédulo a derecha es un k-espacio
vectorial M junto con un morfismo k-lineal p : M — M ® C' tal que los siguientes diagramas

conmutan:

L. M L M®C
p id®A
MoC—"" _yeocsc
2. M P .MeC
o1 1dRe
M &k

Notaremos 4 M la categoria de A-mo6dulos a izquierda, y M€ la categoria de C-comodulos

a derecha.

Sea C' una coalgebra. Usando la notacién de Sweedler para C-comodulos a derecha
podemos escribir p(m) = > my®m; € M ® C con la convencion de que m; € C para i # 0.

Definicién 2.6.3. Sean M y N como6dulos a derecha, con los morfismos de estructura pps
y pn respectivamente. Un morfismo de comddulos es un morfismo k-lineal f : M — N
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tal que el siguiente diagrama conmuta

M PM M®C

f f®id
N PN N & C
es decir,

Zf(m)0®f(m)1 ZZf(mo)@)ml, Ym € M.

Ejemplos 2.6.4. 1. La coalgebra C es un C-como6dulo a derecha con el morfismo de
estructura p = A.

2. Sea V un k-espacio vectorial y C una k-coalgebra. El k-espacio vectorial V ® C tiene
estructura de C'-como6dulo a derecha con el morfismo de estructura inducido por A, es
decir, p(z®c) =) 2®c1®cyparax € VyceC.

3. Si M es un C-comddulo a derecha y N C M con p(N) C N ® C, entonces N es un
subcomoddulo de M. En el caso particular en el que M = C', los subcomddulos son los
coideales a derecha.

El siguiente lema clasico muestra la estrecha relaciéon entre médulos y comoédulos.

Lema 2.6.5. 1. i M es un C-comddulo a derecha, entonces M es un C*-mddulo a
izquierda.

2. Sea M un A-modulo a izquierda. M es un A°-comddulo si y sdlo si {A-m} es de
dimension finita, para todo m € M.

Demostracion. 1. Basta con definir f-m = > f(mi)mg para f € C* y m € M.

2. (<) Sea m € M y consideremos {my, ..., m;,} una base de A -m. Para cada a € A
existen elementos f;(a) en k (1 <4 < n) tales que a-m =Y ", fi(a)m;. Notemos que

I =Ker(A 2 Endy(A-m)) es un ideal de A de codimension finita ya que A/I = Im(¢)
tiene dimension finita al ser un subespacio de Endg(A - m). Como ademas f;(I) = 0,
se sigue que f; € A°, Vi = 1,...,n, y asi M resulta un A°-comédulo con estructura
dada por p: M — M ® A°, tal que p(m) =", m; ® f;.

(=) Se deduce de la formula en 1. ya que en este caso A - m esta generado por el
conjunto {mg}.
O

En general, la reciproca de 1. no es cierta. Un C*-mo6dulo que resulta C-coméodulo del
modo natural se dice racional. En [S| se prueba que todo modulo racional finitamente
generado es de dimension finita. Con esto, podemos ver un ejemplo de médulo no racional:
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Ejemplo 2.6.6. Sea C el espacio vectorial con base {c¢; }ien,. Definimos en C' la estructura
de coalgebra dada por A(c,) = i 1¢i ® ¢hi ¥ €(cn) = don. Consideremos en C* los
elementos X* dados por Xi(cj) = 0;;. Notar que € = 1+ = X0y XiXI(c,) = itjmn, €S
decir, X*X7 = X**J. Por lo tanto

C*={>_NX'| N €k},
=0

y la identificaciéon de X con la variable da un isomorfismo entre C* y el anillo de series
de potencias en una variable.

Resulta que C* no es un C*-modulo racional a izquierda ya que el modulo generado por
el 1 no es de dimension finita.

Proposicion 2.6.7. Sea C' = kG. Un k-espacio vectorial M es un kG-comddulo a derecha

si y sdlo si M es un k-espacio vectorial G-graduado, es decir, M = @geG M,.

Demostracion. (=) Escribamos p(m) = > mgy ® g, donde m € M. De 1.6.2 1. se sigue que
(mg)n = 0gnmyg y por lo tanto p(my) = my ® g. Luego, para My = {my | m € M} se tiene
que la suma es directa. Ademaés, por 1.6.2 2., > my = m, y por lo tanto @geG My,= M.
(<) Basta con definir p(m) = m ® g, para cada m € M,.
O

Ahora, si A = kG y M es un A-modulo, entonces por el Lema 1.6.4, M es un (kG)°-
comodulo si y solo si G - m genera un espacio de dimensioén finita, para todo m € M. Es
decir, si y s6lo si la accién de G es localmente finita.

Ejemplos 2.6.8. 1. Sea C una coélgebra. Por (2.6.5), a partir de la estructura de C-
comodulo a derecha de C' obtenemos una estructura de C*-modulo a izquierda dada
por:

f —c= Z<f7 02>017

para f € C*, ce C.

Esta accion es la transpuesta de la multiplicacién a derecha en C*, es decir

(9, f =) =(9f,¢).

También se tiene una accién a izquierda dada por

c— =Y (fier)en,

y es la transpuesta de la multiplicacién a izquierda en C*.

2. De manera analoga al ejemplo anterior, a partir de una k-algebra A podemos definir
una accion a izquierda de A en A*, que es la transpuesta de la multiplicacion a izquierda
en A, es decir
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(@ — f,b) = (f,ba),

para f € A* a,b € A.

De la misma forma se define la accién a derecha f < a como la transpuesta de la
multiplicacion a izquierda en A.

19



20



Capitulo 3

Acciones parciales de grupos

En este capitulo introduciremos las nociones de accién parcial de un grupo en un con-
junto y, méas en particular, en una k-algebra. Veremos que a cada grupo GG puede asociarse
un semigrupo inverso S(G) de forma que las acciones parciales de G se corresponden con
acciones (totales) de S(G) [E4]. También estudiaremos en qué casos las acciones parciales
se obtienen como restriccion de una accion global [DE]. Por ultimo, daremos un ejemplo de
accion del algebra de grupo kG en un algebra a partir de una accién parcial del grupo G.

3.1. Definiciones basicas

Definicién 3.1.1. Sea S un conjunto con una operaciéon binaria % : S x § — 5. Decimos
que (S, *) es un semigrupo si se cumple la propiedad asociativa:

"

(s*8)xs" =sx% (s x5"),

para s,s’,s" € S.

Escribiremos entonces zyz para (z *y) * 2z = x * (y * z), sin aclarar el orden y omitiendo
el simbolo *.

Definicién 3.1.2. Un semigrupo S se dice un semigrupo inverso si, para cada = € 5,
existe un unico z* € S tal que:

(i) za*z =,
(i) z*zx* = z*.

Ejemplos 3.1.3. 1. Todo grupo G es un semigrupo inverso donde, dado g € G, g* = g~ L.

2. Sea X un conjunto. Dar una funcién parcial en X consiste en dar un par de sub-
conjuntos A y B de X y una funcién ¢ : A — B. Sea Z(X) el conjunto de funcio-
nes parciales y biyectivas de X. El conjunto Z(X) es un semigrupo inverso con la
estructura multiplicativa dada por la composicién de funciones parciales en el ma-
yor dominio donde tenga sentido, es decir, si ¢ y 1 son elementos de Z(X) entonces

Dom(¢p) = ~L(Im(p) N Dom(e)) e Im(pp) = ¢(Im(vp) N Dom(¢)). Es facil ver que
para f € Z(X), f* = f~! satisface (i) y (ii) de la definicién anterior.
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Pueden encontrarse en [H| resultados basicos sobre semigrupos inversos. Por ejemplo, el
teorema de representacion de Vagner-Preston dice que todo semigrupo inverso es isomorfo
a un subsemigrupo de Z(X) para algun conjunto X.

Definicién 3.1.4. Una accidn del semigrupo inverso S en el conjunto X es un morfismo
de semigrupos 7 : S — Z(X).

Ejemplo 3.1.5. Sea S un semigrupo inverso. Definimos la funciéon = : § — Z(S) de la
siguiente forma: si x € S, m(z) = 7wy es la funcion parcial 7, : z*S — zz*S dada por
7:(y) = zy. Notar que 7, ' = 7+ y que 7 resulta un morfismo de semigrupos. Por lo tanto,
7 define una accion de S en S.

Definicién 3.1.6. Una accién parcial del grupo G en el conjunto X es un par © =
({D+}iec, {0i}iec), donde, para cada t € G, D, es un subconjunto de X y 6, : D;—1 — Dy
es una funcién biyectiva, que satisface, para cada r,s € G:

(i) De = X y 0. = idx, donde e denota el elemento neutro de G,
(ii) 0,(D,-1 N Dy) = Dy N Dys,
(iii) 0,(0s(x)) = Or5(x), para € Dy—1 N Dy—1,-1.

Podemos notar que la ecuacion en (iii) tiene sentido ya que por (ii) vale que

Os(Dg-1 N Dy-1,-1) = DsN D, 1.

Observar que una acciéon parcial de G en X es en particular una funciéon 6 : G — Z(X).
Dado r € G, notaremos 6, = 6(r). Notar que la funcion 6 no verifica la igualdad 6,05 = 6,4
como uno quisiera, sino que resulta que 6,5 es una extension de 6,05, es decir 0,0, C 0,.
Para ver esto, notemos primero que f,-1 = ;!

0s(0,-1(2)) 2
(4)

paraz € DsNDy—1 = D;NX = Ds.

Oc(x) = z,

De la misma forma, 6,-1(0s(z)) = =, para © € D -1.

Luego, el dominio de 0,05 es

95_1(Ds ND,-1)=0,1(DsN D,-1) (2) D,1NDy1,-1,

que es un subconjunto del dominio de 6,.

3.2. El semigrupo inverso asociado a un grupo

Vamos a ver que a un grupo G siempre podemos asociarle un semigrupo inverso S(G)
de modo canonico, de manera tal que las acciones de S(G) estan en correspondencia con las
acciones parciales de G' [E4].
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A lo largo de toda esta seccion, G denotara un grupo. La propiedad fundamental de las
acciones parciales que nos permitira construir el semigrupo inverso es que, si bien 6,5 es sélo
una extension de 6,.60,, siempre vale que 07"0505_1 = GTSHS_I. Esto es consecuencia directa de
la propiedad (iii) de accion parcial.

Definicion 3.2.1. Sea S(G) el semigrupo universal definido a partir de generadores y re-
laciones de la siguiente manera: por cada elemento ¢ € G tomamos un generador [t], y por
cada par de elementos t, s € G consideramos las relaciones

() [s~0s1lt] = [s~"[st],
(i) [s][el[t™"] = [st)t™"],

) [slle] = [s],
(iv) [e][s] = [s]-

Vamos a probar que S(G) es un semigrupo inverso. Podemos notar que, como conse-
cuencia de (i) y (i), [t][t~!][t] = [t] para cualquier t € G. Ademas, (iv) es consecuencia de
los anteriores axiomas ya que

(ii

[ells] = [ss™"][s] = [s]ls™"][s] = [s].

Por la propiedad universal de semigrupos definidos a partir de generadores y relaciones,
obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.2. Dado un semigrupo S y una funcion f: G — S que satisface:

(i) f(s~1)f(s)f(t) = f(s™1)f(st),
(ii) f(s)f(@)fET) = f(st) f(E),
(iii) f(s)f(e) = [f(s),
existe un inico morfismo de semigrupos f : S(G) — S tal que f([t]) = f(t).

Proposicion 3.2.3. Eziste un antiautomorfismo involutivo x : S(G) — S(G) tal que, para
cada t € G, [t]* = [t71].

Demostracion. Consideremos S(G) el semigrupo opuesto, es decir, el semigrupo cuyo con-
junto subyacente coincide con S(G) y cuya multiplicacion esta dada por a e 5 := [Sa para
a, € S(G)°P.

Definimos f : G — S(G)° por f(t) = [t~!]. Es inmediato verificar las siguientes relacio-
nes:
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para todo s,t € G.

Por la proposicion anterior, f se extiende a un morfismo * : S(G) — S(G)°P, el cual
visto como un morfismo de S(G) en si mismo, resulta un anti-automorfismo que satisface
las propiedades deseadas.

O

A continuacién vamos a estudiar los idempotentes de S(G) (Proposicion 2.2.4) para
poder luego, a partir de éstos, caracterizar los elementos de S(G) (Proposicion 2.2.5). Esta

caracterizacion nos permitira probar mas adelante que S(G) es un semigrupo inverso.

Recordemos que si S es un semigrupo, un elemento € € S se dice idempotente si €2 = e.

Dado un grupo Gy un elemento ¢t € G, sea ¢ = [t][t™!].

Proposicion 3.2.4. Dados t,s € G se cumple que:

(1) € es un idempotente tal que €f = ¢,
(2) [tles = esslt],

(3) € y €s conmutan.

Demostracion. Vamos a usar que [t][t"][t] = [t]. La ecuacion

e = [ = = e

nos dice que ¢ es idempotente. Por otra parte, como * es un antiautomorfismo resulta

. (323)

e = [t7']"[t] [t = e,

y queda probado (1). (2) es consecuencia de (i) y (ii) de la Proposicion 2.2.1:

tles = (015~ 2 [ts]ls ] = fes)ls ¢ tslls™] 2 es]ls~ 1] H] = ews[t]:

Finalmente, de (2) se deduce que:

eres = [t[t 7 es = [tle—15[t 7] = es[t][t7Y] = eser.

O
Proposicion 3.2.5. Todo elemento a € S(G) admite una descomposicion de la forma:
a =€y ...6,[9],
donden >0 yri,...,7n, s son elementos de G. Ademds, podemos elegir los r; de forma

tal que
(i) ri # 5 parai £ j,
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(ii) i # s y r; # e para todo i.

Demostracion. Consideremos el subconjunto S que consiste de aquellos a de S(G) que

admiten una descomposiciéon tal como en el enunciado. En particular, para cada s € G el

elemento [s] estd en S (notar que en este caso n = 0). Como estos elementos forman un

conjunto de generadores de S(G), basta ver que S es cerrado para el producto. Para ello,

dado o = €, ... €y, [s], alcanza con verificar que at] esta en S, cualquiera sea t € G.
Primero notemos que

[s1(t] = [s][s~"1[s1[t] = [s)ls™"][st] = es[st],

con lo cual

alt) =€, ... € [s][t] = €, ... € €5[st] € S.

Con respecto a la segunda parte, sea ahora o = €,, ... €, [s], es facil eliminar los idempo-
tentes €,; repetidos ya que conmutan entre si. Por otro lado, ¢ es el elemento neutro de S(G)
por lo que puede eliminarse trivialmente. Por dltimo, veamos que €, resulta redundante. Si

algin 7; = s, entonces €., = [s][s~!] y usando la conmutatividad de los idempotentes,
=€y ey [8][sTH[8] = €ry ooy [8)-

O

Definiciéon 3.2.6. Diremos que o € S(G) esta en forma estandar si « = €., ...¢€, [s],
donde se verifican las condiciones (i) y (ii) de (3.2.5).

Proposicion 3.2.7. Para cada o € S(G), existe o € S(G) que verifica aa*a = a y
ofaa® = at.

Demostracion. Escribiendo « en su forma estandar oo = €,, ... €, [s] vemos que

— (372’4) —
acfa=¢...6 [s][s e o erery 6 (5] = €6 [8][sTH[8] = .

La otra igualdad se deduce de la primera junto con el hecho que * es un antiautomorfismo
involutivo de S(G).
O

Para probar que S(G) es un semigrupo inverso queda por ver la unicidad del elemento
a*. Para esto nos sera de utilidad estudiar ciertas representaciones de S(G).

3.3. Representaciones de S(G)

Usaremos el término representacion de S(G) para referirnos a cualquier morfismo de
S(G) en un semigrupo. Por ejemplo, podemos considerar el morfismo § : S(G) — G que
se obtiene por medio de la Proposicion 3.2.2, que queda determinado por §([t]) = t. Dado
un a € S(G), llamaremos grado de « al elemento §(a) € G. Notar que d(e;) = tt~! = e,
cualquiera sea t € G, y por lo tanto (€, ... € [s]) = s.
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Consideremos ahora el conjunto P.(G) formado por todos los subconjuntos finitos de
G que contienen al elemento neutro e. Nos va a interesar una representaciéon dada por un
morfismo de S(G) en el semigrupo F(P.(G)) = {¢|¢ : P.(G) — P.(G)} con la operacion de
composicion.

Dado t € G, vamos a denotar ¢; a la funcion ¢, : P.(G) — P.(G) dada por ¢(FE) =
tE U {e}, para cada E € P.(G), donde tE = {ts: s € E}.

Notar que, como e € E, podemos escribir ¢,(E) = tE U {t,e}.

Proposicion 3.3.1. (Proposition 3.1 de [E4)]) Existe una unica representacion A : S(G) —
F(P.(G)) que verifica A([t]) = ¢x.

Demostracion. Vamos a ver que la funcion f : G — F(P.(G)) dada por f(t) = ¢; satisface
las propiedades de la Proposicion 3.2.2 y por lo tanto definiendo A := f se cumple lo pedido.
Para ver la condicion (i) de esa proposicion, sean t,s € Gy E € P.(G). Por un lado

bs-1050t(E) = pg-10s(tE U {t,e}) = g1 (stE U {st,s,e}) =tEU {t,e,s '},
mientras que

bs-105t(E) = ¢g-1(stE U {st,e}) =tE U {t,s ' e}.

La demostracion de la condicion (ii) es completamente anéloga, mientras que la condi-
cion(iii) se sigue de que f(e) = ¢, es la funcion identidad de P.(G).
O

Observacion 3.3.2. Sea r € G y consideremos el idempotente €, € S(G). Como dado
E € P.(G)

A<6T)(E) = ¢7‘<¢;1(E)) =EU {7‘},
concluimos que, si & = €, ... €., [s], entonces
A)({e}) ={ri,...,mn,s,€e}.

Veamos ahora la unicidad de la descomposicién en forma estandar.

Proposicion 3.3.3. Sea a € S(G). La representacion
=€y ... 6,19

es unica, salvo por el orden de los €.

Demostracion. Supongamos que

=€, ...6,[5| =€, ...€,[u

son dos descomposiciones en forma estandar.
Tomando grado en cada miembro, obtenemos la igualdad 6(«) = s = u. Ahora, por lo
observado anteriormente
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{ri,...,mn,s,e} ={t1,..., tm,u,e}.

Luego, como ya vimos que s = u,

{ri,...,rp,s,ep \ {s,e} ={t1,...,tm,u, e} \ {u, e},

es decir,

{Tl,...,Tn} = {tl,...,tm},

de donde se sigue que n = m.
O

Como aplicacion de este resultado podemos calcular el orden de S(G) cuando G es un
grupo finito.

Corolario 3.3.4. Si |G| = n, entonces S(G) tiene 2" 2(n + 1) elementos.

Demostracion. Consideremos los elementos de la forma €, ...¢€,, [e] con m € N, este con-
junto tiene 2"~ ya que cada eleccion de los €, se corresponde con un subconjunto de G'\ {e}.
Ademas, para las n — 1 elecciones de s # e hay 2”2 elementos de la forma e, . .. €., [s] ya
que, en este caso, los €, se corresponden con un subconjunto de G \ {s, e}. Por lo tanto, el
total de elementos de S(G) son 2"~ 1 + (n —1)2"72 = 2""2(n + 1). O

Notar que el orden de S(G) crece exponencialmente respecto al orden de G.
Teorema 3.3.5. (Theorem 3.4 [E]|]) Para cualquier grupo G, S(G) es un semigrupo inverso.
Demostracion. Sélo queda por ver la unicidad de o* para o € S(G). Supongamos que existe

B € S(G) tal que afa = a 'y Baf = B. Escribiendo

=€, ...6,[]

B* = €ty - - .Etm[U],

concluimos que 8 = [u" ey, ... €, = €414, -+ €u-14, [u"'] y por lo tanto s = §(a) =
S(apa) = su~'s, lo que implica u = s.
Por otro lado,

aBa=¢p ... s[5 ety o €ty €0y € [S] = €py €ty €, [S] = @,

y por la unicidad de la descomposicion en forma estandar, se sigue que {t1...t,} C

{r1...rn}.
De la misma forma, a partir de la igualdad f*a*f* = 8%, se sigue que {ri...r,} C
{t1...tm}, y por lo tanto 5 = o*.
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3.4. Correspondencia entre acciones parciales de grupos y ac-
ciones del semigrupo inverso asociado

Ya vimos que una accién parcial del grupo G en un conjunto X es una funcién

0:G—I(X)

que satisface ciertas condiciones. En la siguiente proposicién vamos a reescribir estas
condiciones en términos de la estructura de semigrupo de Z(X).

Proposicion 3.4.1. Sea G un grupo y sea X un conjunto. Una funcion 0 : G — Z(X) es
una accion parcial de G en X si y sdlo si se verifican las siguientes condiciones:

(2) 950,5(9,571 - 95t0t717
para cualquier s,t € G.

(ii) 0. = idx,

Ademds, en este caso también se satisface la igualdad
(i1i) O4-1050; = O,—104.

Demostracion. Ya habiamos notado que si tenemos una accion parcial se cumple (i), mien-
tras que (ii) es parte de la definicion de accion parcial. Para probar la reciproca, tomemos
s=t"1en (i):

et—latgt—l — 969,5—1 — at—l.

Intercambiando los roles de ¢ y t~!, obtenemos 0;0,-10; = 6;. Luego, por la unicidad del
inverso, f = 6;,-1. Definamos D; = Im(0;), de esta forma

Dom(0;) = Im(6f) = Im(0;-1) = D;—1.
Asi, resulta
9,5 : thl — Dt

como queriamos.
La condicion (i) de accion parcial es trivial ya que

Im(6.) =Im(idx) = X.

Dado = € D,-1 N Dy, existe y € Dy—1 tal que 05(y) = . Luego

Or(z) = 0,(05(y)) = 0,(05(05-1())) = 0r5(05-1(2)),

y por lo tanto, 6,(x) € D, N D,,. Esto prueba 6,.(D ' N Ds) C D, N D,s. Para ver la
otra inclusion, sea z € D,—1 tal que 0,.(x) € D, N D, , resulta que

B1,1 (0, (2)) = 0,1 (6,1 (6, () = 0,1 (=),
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con lo cual € D,—-1 U D;.
Por ultimo, si x € Dy-1 N Dy-1,-1, de lo probado anteriormente se sigue que 6,(z) €
DsN Dyy1,-1 = Dy D!y obtenemos

0r(05(x)) = 0:-(05(05-1(05(2)))) = Ors(05-1(05(x))) = Ors(z).

La ultima parte del enunciado se deduce de las propiedades de *:

0,100, = (0,-10,105)" = (0,-1,-10,)* = 0,10,
0

Teorema 3.4.2. Sean G un grupo y X un conjunto. Hay una correspondencia biunivoca
entre las acciones parciales de G en X y las acciones de S(G) en X.

Demostracion. Recordemos que las acciones de S(G) en X son morfismos de semigrupos de
S(G) en Z(X). Por la Proposicion 3.2.2, estos morfismos se corresponden con funciones de
G en Z(X) que satisfacen las propiedades (i)-(iii); a su vez, estas se corresponden, segtn la
Proposicion 2.4.2, con acciones parciales de G en X. O

3.5. Acciones envolventes

En esta seccién consideraremos acciones parciales de un grupo GG en una k-dlgebra aso-
ciativa no necesariamente unitaria.

En el caso de acciones parciales de G en una k-élgebra A, suponemos que los conjuntos
Dy con g € G son ideales de A y que las funciones oy : D,~1 — D, son isomorfismos de
algebras.

Una forma natural de obtener acciones parciales es restringiendo acciones globales a
ciertos subconjuntos. En efecto, supongamos que tenemos una acciéon de un grupo G en un
algebra B dada por los automorfismos 3, : B — B y sea A C B un ideal. Para cada g € G
podemos definir D, = AN B,(A) y consideramos oy la restriccion de 3, a Dgy-1. Puede
verificarse facilmente que la familia o = {ay : D;-1 — D} define una accion parcial de G
en A. En este caso diremos que la acciéon parcial es la restriccion de 8 a A.

Nos interesa ver bajo qué condiciones una accién parcial puede obtenerse como restriccion
de una accion global. Observemos que si B’ es la subéalgebra de B generada por | J e Bq(A),
entonces B’ es invariante respecto a 3, por lo que la accién parcial a se obtiene como
restriccion de la accion de G en B’. En el caso que B = B’ diremos que la restriccion es
admisible.

g

Definicion 3.5.1. Diremos que una acciéon parcial a = {a, : Dy-1 — Dy} de un grupo G
en un dlgebra A es equivalente a la accién parcial o/ = {ay : D; 1 — Dy} de G en un
algebra A’ si existe un isomorfismo de algebras ¢ : A — A’ tal que:

(i) ¢(Dy) = Dy,
(i) oy op(z) =@ oay(x),
para cualquier g € G.
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Definicién 3.5.2. Una acciéon 5 de un grupo G en un algebra B se dice una accién envol-
vente para una accién parcial o de G en un algebra A si « es equivalente a una restriccion
admisible de 8 a un ideal de B.

Es decir, 8 es una accion envolvente de « si existe un isomorfismo de algebras p : A — A’
con A’ ideal de B, tal que para todo g € G se cumplen las siguientes propiedades:

(i) ¢(Dg) = A'N By(A),
(ii) poay(z) = Byop(x), Yo € Dy,
(ili) B estd generado por |J eq By(A')

El siguiente resultado, cuya demostracion puede verse en [DE|, Theorem 4.5, caracteriza
las acciones parciales que admiten una accién envolvente.

Teorema 3.5.3. Sea A un dlgebra unitaria. Una accion parcial o de un grupo G en A
admite una accion envolvente B si y solo si para cada g € G, el ideal Dy es un dlgebra
unitaria. Mds ain, si existe B entonces es unico salvo equivalencia.

3.6. Acciones del algebra de Hopf kG

Definicion 3.6.1. Sea H un algebra de Hopf. Una accion parcial de H en la k-algebra A
es un morfismo k-lineal « : H ® A — A, denotado por a(h ® a) = h - a, tal que

(i) h-(ab) = > 2(h1 - a)(he - D),
(i) 1-a = a,
(iii) ~-(g-a) =2 2(h1-14)((h2g) - a),
donde h,€ H, a,b € A.
Es facil ver que cualquier accién de H en A es también una accion parcial.

Ejemplo 3.6.2. Consideremos una accién parcial « del grupo G en un algebra unitaria A
tal que cada Dy, con g € G, sea un algebra unitaria, digamos D, = Al,. Podemos definir
una acciéon parcial del dlgebra de grupo kG en A dada por

g-a= ag(alg_1),

para g € G, a € Ay extendiendo linealmente a kG. Notemos que los elementos 1, € D,
son idempotentes centrales del algebra A y estan dados por 1, = g-14. Ademaés, el elemento
unidad del ideal Dy N Dy, es el producto 141;, y como ay(Dy-1 N Dy) = Dy N Dgyy, vale que
ag(ly-114) = 141gp. Es claro que se satisface (ii), ya que a. =ids y 1le = 14. Veamos (i):

g-(ab) = ag(ablgq) = ag(algqblgfl) = ag(algq)ag(blgq) =(g-a)(g-b).

Por otro lado, (iii) es consecuencia de la siguiente cadena de igualdades
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alg-1)lp-1) =
alg-1)lglp—1) =
aly1)ag (L1 Ty ip)) =
= ap(aglalg-1lg-1p-1)) =

|

o

>

Q
/-\E—\/\

alg—l 1971}171) -
Glgflhfl)()éhg(lgfl lgflhfl)
= Ozhg(algflhq)lhglh =
= lpang(aly-1p-1) = (h-14)(hg - a).
Notar que esto también prueba que h-(g-a) = (hg-a)lp = (hg-a)(h-14).

En el Capitulo 5 veremos, en un contexto mas general, la relacién entre acciones parciales
de un grupo G y acciones parciales del dlgebra de grupo kG.
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Capitulo 4

Herramientas de categorias

En este capitulo daremos algunas definiciones y conceptos bésicos que usaremos en la
presente tesis, junto con algunos ejemplos. Nos basaremos en la exposicion hecha en [AABJ.
Resultados generales sobre la teoria de categorias pueden verse en [ML].

4.1. X-categorias

Definicién 4.1.1. Una categoria C esta dada por una clase de objetos y una clase de mor-
fismos o flechas que notaremos Cy y C; respectivamente, junto con una regla de composicién
0: (1 x C; — C1 que es una operaciéon binaria parcial. Ademéas hay dos operaciones unarias:

s,t:Cy — Cp,

llamadas dominio y codominio respectivamente; y una tercera operaciéon unaria llamada
la flecha identidad:

’L'dZC[)%Cl.

Deben verificarse los siguientes axiomas:

(i) dadas f,g € Cy, la composicion f o g esta definida si y solo si t(g) = s(f). Ademas se
verifica:

s(fog) =s(9),
t(fog) =t(f)

(ii) La composicion es asociativa, es decir, para todo f,g,h € C;

fo(goh)=(fog)oh

donde el término de la izquierda esté definido si y s6lo si el término de la derecha lo
esta.
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(iii) Dado x € Cy, s(idy) = t(idy) =z, y si f € C1 con s(f) =z y t(f) = y entonces:

foidy = f
idyo f=[.

Notamos con f : x — y una flecha f € C; tal que s(f) = x y t(f) = y. Para cada par de
objetos z,y € Cp, el Hom(z,y) es el conjunto de morfismos de x a y. Si la clase de objetos
es un conjunto, la categoria se llama pequena.

En lo que sigue k£ denotara un cuerpo.
Nos interesa estudiar categorfas con estructura k-lineal, esta nocién generaliza la de
k-algebra unitaria.

Definicion 4.1.2. Una categoria k-lineal, o més brevemente k-categoria, A es una
categoria tal que para cada par de objetos z,y € Ag, el conjunto de morfismos A, :=
Hom 4(z,y) tiene una estructura de k-espacio vectorial de manera que las composiciones
resultan k-bilineales.

Notar que si A es una k-categoria, para cada x € Ay, el conjunto ,.4, con la composicién
de morfismos y la identidad de z tiene una estructura de k-élgebra unitaria.

Ejemplos 4.1.3. 1. Sea A una k-algebra unitaria, tomando A4y = {*} y A = A se
obtiene una k-categoria donde la composicién de morfismos esta dada por el producto
en el algebra. De esta forma, el concepto de k-categoria generaliza el de k-algebra
unitaria.

2. Sea () un carcaj. El algebra de caminos kQ se define como el k-espacio vectorial con
base los caminos en @ (incluyendo los vértices de Q). En kQ se define la multiplicacion
por medio de la concatenaciéon de caminos. En el caso que dos caminos no se puedan
concatenar, la multiplicacion se define por 0. Esto define una k-élgebra asociativa. El
algebra de caminos da una k-categoria que tiene por objetos los vértices de @, y los
morfismos de = a y estdn dados por las combinaciones lineales de caminos de x a y.
En este caso la composicién se corresponde con la concatenaciéon de caminos.

Definicion 4.1.4. Sea X un conjunto no vacio. Una k-categoria sobre X (o X-categoria),
es una k-categoria A tal que A4y = X.

Ejemplo 4.1.5. Por lo anterior, toda k-algebra unitaria es una {x*}-categoria.

Vamos a estar particularmente interesados en funtores entre X-categorias que coincidan
con el funtor identidad sobre los objetos.

Definicion 4.1.6. Dadas dos X-categorias A y B, y un k-funtor F': A — B, diremos que F’
es un X-funtor si F(z) = z,Vo € X = Ay = By, o equivalentemente, F(,A;) C B, Ve, y €
X ya que siempre se tiene el morfismo identidad de z € Ayp.

Notar que las X-categorias junto con los X-funtores forman una nueva categoria que
denotamos X-cat.
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Ejemplo 4.1.7.

Sea X = {1,...,n} ysea A una X-categoria. Definimos el algebra matricial de la siguiente
manera: como conjunto a(A) = {(yf2)ye | yfz € yAsz, =,y € X} y el producto estd dado
por: (yfz)(ygz) = O, yfz © 292)-

Este algebra resulta ser unitaria con Loa) = er y €z donde e; = xlﬁExw mientras que
E, » denota la matriz elemental con un 1 en el lugar =, z. Mas atn, se tiene que {e;},cx es
un conjunto completo de idempotentes ortogonales de a(A).

Tomemos por ejemplo X = {1,2} y A la X-categoria dada por 1,41 = 243 = k y
142 = 2 A; = 0. El algebra matricial a(A) consiste de las matrices diagonales de 2 x 2 con
coeficientes en k. Mas en general, si A, = k para todo x € X y 4 A; = 0 para todo = # y,
el dlgebra a(A) resulta ser el conjunto de matrices diagonales de n X n con coeficientes en k.

Ahora, si B es otra X-categoria, todo X-funtor F': A — B induce canénicamente el
morfismo de algebras (y fz) — (F(yfz)) que manda el idempotente e, = xlex,x a JC1fE5,;,gC.
Asi, podemos definir una categoria X-Alg con objetos (A, {e;}rex) donde A es una k-
algebra y {e;}rcx es un sistema completo de idempotentes ortogonales, y un morfismo
o: (A {ez}rex) = (B, {fz}zex) en X-Alg es un morfismo ¢: A — B de k-algebras tal que
v(eg) = fr para todo x € X. La definicion de a(A) induce un isomorfismo de categorias
P X-cat — X-Alg.

Definicion 4.1.8. Sea C una categoria, en particular es una Cy-categoria. Un paseo no nulo
w = (fn,€n),---,(f1,€1) en C es una sucesion finita tal que f; es un morfismo no nulo para
cadai=1,...,nytal que cada¢; es +1y s(fi, 1) := s(fi), t(fi, 1) :==t(fi), s(fi, —1) :=t(fi)
y t(fi,—1) := s(fi) de manera tal que s(fit1,€i+1) = t(fi,€;) para todo ¢ = 1,...,n — 1.
En esta situacion definimos s(w) := s(f1,€1) y t(w) = t(fn, €x). Dados dos objetos z,y € Cy
decimos que estan en la misma componente conexa si existe un paseo no nulo w tal que

s(w) =z y t(w) =y.

Observacion 4.1.9. Sean x,y objetos de una k-categoria C. Un paseo de z a y, es un paseo
w tal que s(w) = x y t(w) = y. Si existe un paseo de = a y entonces existe uno de y a x que
se obtiene invirtiendo los signos de cada término de la sucesién en el paseo original.

Ejemplo 4.1.10. Sea C una k-categoria con objetos Cy = {1,2, 3,4} y con morfismos segin
el siguiente diagrama:

1 2
| %
3 4.

Hay una sola componente conexa ya que para todo par de objetos existe un paseo no
nulo entre ellos. Por ejemplo, el paseo no nulo de 2 a 4 dado por w = (h, 1), (f,—1), (g, —1).

Definicién 4.1.11. Una k-categoria C se dice conexa si tiene una sola componente conexa.

Observemos que si C no es conexa, Cop es unién disjunta de subconjuntos X; y ,C; = 0
siempre que x e y pertenezcan a distintas componentes.
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4.2. Semicategorias

Definiciéon 4.2.1. Una k-semicategoria consiste de una colecciéon de objetos Cy, una colec-
cion de k-morfismos C; provisto de composiciéon asociativa tal que para cada par de objetos
z,y € Cy el espacio de morfismos ,C, es un k-espacio vectorial, y dos funciones s,t: C; — Cp
como antes. Es decir, tiene todas las propiedades de una k-categoria pero sin pedir la exis-
tencia de identidades.

Asi como la nocion de k-categoria generaliza a las k-algebras unitarias, la nocién de
k-semicategorias generaliza a las k-algebras no unitarias.

Ejemplos 4.2.2. 1. Sea A una k-algebra no unitaria. Sea C la categoria con Cy = {*} y
C1 = A, se verifica que C es una k-semicategoria.

2. Sean Ay B dos k-algebras idempotentes no unitarias (i.e. A2 = Ay B? = B). Es posi-
ble definir un contexto de Morita entre A y B, esto es una séxtupla (A, B, M, N,7,0)
donde sMp vy pN son bimédulos, y 7: M @ N — Ay o: N®4 M — B son
morfismos de bimédulos tales que

VYmi,me € M,n € N, mio(n ® mg) = 7(m1 @ n)ma, (1)
Vni,na € Nym € M, niT(m ® ng) = o(n; @ m)ns. (2)

Con estos datos podemos construir un algebra asociativa: el algebra de conexioén, es
decir

A M C e _
A= ( N B ) con la multiplicacién dada por:

a; mi as Mo _ ailas + T(m1 & ng) aims + miby

ny by ny by niaz + bing o(n1 @ mg) +biby ) -
Esta operacion resulta asociativa por las igualdades (1) y (2). El algebra A puede
verse como una k-semicategoria donde Ay = {A, B} y los morfismos estan dados por:

AAs = A, A = B, aAgp = M, A4 = N y composiciones compatibles con la
multiplicacién matricial (e.g. mon =7(m®n) y nom = o(n ®m)).

Definicion 4.2.3. Un k-semifuntor F' de una k-semicategoria C a una k-semicategoria D
es una funcion k-lineal que manda cada x € Cp a un elemento F'(z) € Dy y cada morfismo
f: & — y perteneciente a ,C, a un morfismo F'(f) en F(y)Pr(z) de manera que F preserva
composiciones.

Ejemplos 4.2.4. 1. Sean C y D dos categorias k-lineales tal que Co C Dy. Sea F =
(Fy, F1) definido de la siguiente manera: Fy : Cy — Dy es la inclusion y dado un objeto
x € Co, F1(z1;) es un endomorfismo idempotente distinto de la identidad en ,D,.
Entonces F' resulta un k-semifuntor que no es funtor.

2. Una situaciéon levemente distinta a la anterior es la siguiente: consideremos una k-
algebra A con un idempotente central e y definamos el ideal I = eAe. Sea C4 la
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k-categoria con un objeto y A como k-espacio vectorial de morfismos, y sea Cy la k-
semicategoria con un objeto e I como conjunto de morfismos. La inclusién de C; en
C4 es un k-semifuntor.

También necesitaremos considerar equivalencias de semicategorias.

Definicion 4.2.5. Dados dos k-semifuntores F,G: A — B, una transformaciéon natural
entre 'y G es una familia de morfismos {a; € g(2)Br@) | © € Ao} tal que, para cualquier
yfz € y Ay el siguiente diagrama conmuta

Una transformaciéon natural « entre dos semifuntores F'y G es un isomorfismo natural
si az € G(z)BF(z) €s un isomorfismo para todo z € Ag. Una semiequivalencia entre dos k-
semicategorias A y B es un k-semifuntor F': A — B tal que existe un k-semifuntor G: B — A
que verifica F'oG 'y GoF son naturalmente isomorfos a sus respectivos semifuntores identidad.

Las nociones de X-semicategoria y X-semifuntores se definen de manera analoga a lo
hecho para k-categorias.
Finalmente, recordamos el concepto de ideal de una k-categoria.

Definicion 4.2.6. Un ideal I de una k-categoria es una coleccién de subespacios vectoriales
ylz de cada espacio de morfismos ,C,, tal que la imagen de la composicion .Cy ® I, — .C,
estd contenida en I, y la imagen de la composicion I, ® ,C, — ,C,, esta contenida en I,
para cada elecciéon de objetos.
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Capitulo 5

H-moédulo categorias parciales

En esta secciéon vamos a definir nuestro principal objeto de estudio, una accién parcial de
un algebra de Hopf H en una k-categoria A. Esto generaliza las nociones de accién parcial
de un algebra de Hopf H en un algebra unitaria A y de H-moédulo categoria.

5.1. H-moédulo categorias parciales

Recordamos primero la definiciéon de H-moédulo categoria.

Definicion 5.1.1. Una k-categoria A es una H-moédulo categoria si para cada z,y € Ag
existe un k-morfismo H ® 4 A; — yA; que manda h ® f en h - f, tal que
vxvyaz € AOv h7k € Ha

1 - yf:c = yfxa Vf e y.Ax (5.1.1)
he(afyoyge) =D (hay - 2fy) o (h) - yga), Vf e . Ay, Vg € A, (5.1.2)
he(k-yfa) = (hk) - yfa, Vf € yA, (5.1.3)
heoly = e(h)ala. (5.1.4)

Definicion 5.1.2. Sea A una k-categoria y H un algebra de Hopf. Decimos que existe una
accion parcial de H en A si:

1. H actia trivialmente en los objetos.

2. Para todo par de objetos x,y € Ay, existe un k-morfismo o: H®,A, — 4A; denotado
por a(h® f) = h- f, que satisface las condiciones (5.1.1) y (5.1.2) y en lugar de (5.1.3)

y (5.1.4) pedimos la siguiente condicion:
h- (k- yfx) = Z (h(l) “yly )o ((h(2)k3) ) yf:r:)

(5.1.5)
= ((hyk) - yfz) o (hy - 2lz), Vh,k € H, Vf € A,

En este caso, diremos que A es una H-modulo categoria parcial.
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Notemos que de (5.1.2) y (5.1.5) se sigue que:

he(2fyo (k- yga)) = Z( 2 fy) o ((h2)k) - ygz)- (5.1.6)

De hecho,

= Z zfy k) y9a)-

Anélogamente, se tiene que

he (k- 2fy) 0 y9e) = Z ((hyk) - 2 fy) © (h2) * yGz)-

Ejemplos 5.1.3. 1. Sea A una H-moédulo categoria. Entonces A es una H-modulo ca-
tegoria parcial. Para esto basta ver que se cumple 5.1.5.

D (hay - yly) o (k) - yfa) = D (e(hay)yly) o (hp)k) - yfz)
= (elha)h@)k - yfo
= (O e(ha)h@)k) - yfo

=h- (k;yfz)

Donde la primer igualdad es consecuencia de (5.1.4) y la ultima se sigue de (5.1.3).

Esta misma cuenta muestra que dada una acciéon parcial de H en una categoria k-lineal
A que ademaés verifica la condicion (5.1.4), la accion resulta total.

2. Un ejemplo central de H-moédulo categoria parcial se obtiene a partir de una accién
total en una k-categoria por restriccién a un ideal asociado a un idempotente central

[AAB] 3.4].

Un idempotente central en una k-categoria es una transformacion natural idempotente
del funtor identidad en si mismo. Esto es, una coleccion e = { e, },ec, donde para cada
x € Co, g€z € zC; es un idempotente tal que, si , f; € ,Cs, entonces

Oyfz = yf:z: O x€x-
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El ideal Z asociado al idempotente e se define por

yIa: = yC€y ycx x€x = yCy ycx = ycx z€x,

para cada x,y € Co.

Dado un idempotente central e en C no trivial, es decir, distinto de la transformacién
natural identidad o cero, podemos definir una accién parcial de H en el ideal asociado
7T a partir de una accién parcial de H en C de la siguiente forma:

heyfe=yeyo (hoyfe) = (hoyfo)o e,
donde f, € yZp, y h € H.

. Sea C una categoria k-lineal y G un grupo. En [CFM]| se generaliza la nocion de accion
parcial del grupo G en una k-categoria C de la siguiente forma: G actiia en el conjunto
Co vy para cada g € G, existe un ideal 79 de C y un isomorfismo de k-semicategorias

ag:I9 " 19
que satisface:
a) I¢ =Cy a. = Idg,
b) dados z,y € Coy g,h € G,
a1 (ry L N hyzg;) c yIs(sgh)_17
¢) siyfe € ap-1(p IR N hyl'g;l) entonces ag 0 o (y fz) = agn(yfz)-

Hay una biyeccién entre estructuras de kG-moédulo categoria parcial en C y acciones
parciales de G en C que dejan fijos los objetos tales que los ideales estan generados
por idempotentes [AAB| 3.5].

Si C es una kG-modulo categoria parcial, para cada g € G, los idempotentes estan
dados por

xeg =9 zls

y generan los ideales 79, es decir

. -1
Los isomorfismos oy : 79— 19 se definen por
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1
para x € (Z9)o y yfz € yI5 .

Reciprocamente, si ({Z9}4eq, {ag}gec) define una accion parcial de G en C en las
condiciones anteriores, entonces la ecuacién

9 yfz = aglyfeozel)
con g € Gy yfr €,yCsp define una accion parcial de kG en C.

Observacion 5.1.4. Sea H un élgebra de Hopf y A una H-modulo categoria parcial. Para
cada x € Ay el espacio de morfismos A, es un H-mo6dulo algebra parcial. El producto
en A, estd dado por la composicién, dotando a este espacio vectorial de una estructura
de algebra con unidad ,1,. Por (5.1.1), se tiene que 1y - f = f, para todo f € ,A,. Sean
fyg € 2 Ay y hyk € H. La igualdad (5.1.2) nos dice que:

he(gof)=2 (hay-9) o (he - f)
y usando (5.1.5) obtenemos:
he (k- f) = (hay - olo) o ((hayk) - f)-
Maés atin, la accion parcial es simétrica, pues (5.1.5) también implica que

he(k-f)=>> ((hayk) - f) o (h) - 2la)-

En particular, si A es una X-categoria, con X un conjunto unitario, la accién parcial del
algebra de Hopf H en A coincide con la accién parcial de H en el algebra definida por esta
categoria.

Dada un algebra de Hopf H de dimensién finita, la existencia de una accién parcial de
H en una k-categoria C, puede reformularse en términos de morfismos k-lineales para cada
par de elementos x,y € Cp; seguiremos la notacion de [AAB:

H 2 Endy(,C.)
h— Th

definido por 7 (yfz) = h -y fa.

Las condiciones (5.1.1), (5.1.2) y (5.1.5) de la definiciéon de accién parcial pueden expre-
sarse en términos de II. Por ejemplo, la primera condicién dice que 71, es el endomorfismo
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identidad de ,C; para todo x,y € Cp. Para simplificar, notaremos simplemente por II al mor-
fismo definido anteriormente, si bien éste depende de x y de y. Cuando = = y, denotaremos

Ap =7h(zlzs) =h- g

La condicién (5.1.5) en la definicion de H-accion parcial implica que para todo h, k € H,

ThTk = Z )\z(l)ﬂ-(h@)k) = Z Tr(h(1)k))\;nl(2)' (517)
h h

En efecto,

mnk(yfe) = b (k -y f)
CL 5™ (hiyy - y1y) o (hayk) - o fe)
= Z A%m © Mheoy) (ufo)
= My T(hiayk)) (y f)-

La otra igualdad se deduce de una cuenta analoga.

Notar que la accion es global si y solo si A\j = €(h);1,, para todo h € H y para todo
z € Cp.

Dado z € Cp, podemos asociarle un morfismo A* € Homy(H, ,C;) definido por A*(h) =
7. Recordemos que Homy(H, ,C;) es un élgebra con el producto de convolucion

= flhay) o g(h)

con f,g € Hom(H, ,C,) y h € H. Es facil ver que A" es un idempotente y que verifica
A (1g) = 21,

% A%(h Z A®(hepy) o A%(h Z My © Mriay

:h-xlx:X’f:Aﬂ”(h),

Por otro lado,

Para cada x € Cy, la unidad n*: k — ,C, es un morfismo de k-algebras que induce por
composiciéon un morfismo de k-espacios vectoriales

1y : Homy(H, k) — Homy(H, »Cy).

Dado A € Homy,(H, k), consideremos A* = n?(A). Evaluando ambos lados de la igualdad
(5.1.7) en ;1,, obtenemos:
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XEAD = Z Mo Miayg) = Z)\ (i) M Vh,g € H. (5.1.8)

Esto es consecuencia de lo siguiente:

mg(o1e) = mr(AG) = mh(A”(9)) = ma(1E(A)(9))
= (0" (A 9))) = mn(n ( k) o A(g)als
) 9)) =

Notemos que de esta cuenta se deduce que A\fAg = AgAy, Vh,g € H,Vz € Co.

A partir de una accién parcial de un algebra de Hopf H de dimensién finita sobre una
categoria k-lineal C, el morfismo II definido como antes induce un mofismo k-lineal A* para
cada z € Cy.

Definicion 5.1.5. Diremos que la accién parcial de H sobre C esta inducida por k si
existe algin A € Homy(H, k) de manera que A* = n¥(A).

Observemos que dada una H-modulo categoria parcial C con acciéon inducida por k, valen
las siguiente igualdades para todo x € Cp:

(1) A*(1g) = 214,
(2) A®(h) = > A%(h1))A®(h(2)),
(3) A*(h)AT(k) = > A%(ha))A® (k) = D A% (hyk) AT (hg))-

5.2. Acciones parciales de k“ en k

Recordemos que dado un grupo G, es equivalente tener una k-categoria G-graduada C
que una kG-comdédulo categoria y, si G es finito, esto tltimo es lo mismo que tener una
kS-modulo categoria [CS]. Veamos que para todo z € Cp, el morfismo ,1, es homogéneo de
grado eg. Esto se deduce de la siguiente cadena de igualdades:

Py ale = €(Pg)ale = pyleg)zls = 5

donde {p,}4ec es base multiplicativa de k©.
Por otro lado, si suponemos que .1, es homogéneo de grado e entonces se desprende
de la misma cuenta que

Dg - ely = E(pg)wlxy v.g €q,

o equivalentemente, que

h-.1; =¢€(h),1,, Vh € H.



Vimos que si C es una k“-modulo categoria parcial tal que para cualquier h € k%, y para
cualquier x € Cy, vale la igualdad

h - zle = E(h)xlma

entonces C resulta una k“-modulo categoria. Por lo tanto, la primera condicién necesaria
para tener una accion parcial de k¢ - una graduacion parcial- que no sea global es que exista
un z € Cy tal que .1, no es homogéneo de grado eg.

Dado un grupo finito G y una k“-modulo categoria parcial inducida por k, el algebra
kS tiene base multiplicativa {pg}gec- Si escribimos A§ = A®(py) para cada z € Co, las
ecuaciones (1), (2) y (3) se traducen como:

(1) 22, A = 2la,
(27) Ag =20 Agn-1 A

(8) AAZ = AT L AZ = X2, A2

para todo g,h € G.

Veamos ahora un ejemplo de una H-modulo categoria parcial que no es global.

Ejemplo 5.2.1. Sea k un cuerpo y n € N tal que car(k) no divide a n. Sea C,, el grupo
ciclico de orden n: C, = {1,¢,#?,... . t"" '} y H = kS~ . Sabemos que H es un algebra de
Hopf con k-base multiplicativa {p;: to<i<n—1, donde la multiplicacion en los elementos de la
base esta dada por pyipy = 05 jpy vy la comultiplicacion por A(pyi) = E;:Ol Dri—i @ Py Sea
C la k-categoria con Cy = {1,2,3} y 2C1, 3C2 y 1C3 los k-espacios vectoriales con generadores
a, By 7y, respectivamente, tal que fa = 0 = v8 = a-y. Sea también, ;C; el k-espacio vectorial
con generador ;1; (i = 1,2,3). Consideremos la siguiente acciéon parcial de H en C:

1
Py a=—a, Va € 4Cq, Vg € C,.

Es inmediato verificar que esta férmula define una accién parcial de H en C. Dado que
para todo x € Cy y para todo g € Cy,, pg - 21, # 0, es claro que esta acciéon no es global.

Si bien puede parece que esta accién parcial es muy particular, vamos a deducir que en
el caso H = k%" no son muchas las opciones de accion parcial.

De la ecuacion (3’) deducimos que dado A7 # 0, resulta Af A7 = AZAY y por lo tanto
Ap = A¢, pues la accion estd inducida por k. Luego, si para todo h € H, A} # 0, entonces
Ay = A¢, para todo g € G, por lo que A” resulta constante. Como consecuencia de la igual-
dad (1), obtenemos que 51, = > A7 = |G|AZ, y asi Aj = ;1,/|G|, para todo g € G.

La siguiente proposicién muestra que la accién parcial del ejemplo anterior es la tnica
posible si consideramos aquellas inducidas por acciones parciales que toman valores en k*.
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Proposicion 5.2.2. Dado un grupo finito G y un cuerpo k tal que char(k) no divide a |G|,
existe una unica accion parcial de kC en la k-categoria C tal que para cada x € Cy la accion
parcial inducida de kG en el dlgebra ,Cp toma valores en k*, y estd dada por Dy yfe = ﬁyfx,
para todo g € G, x,y € Co, yfz € yCo.

Demostracion. Ya vimos que necesariamente debe ser \j = ;1,/|G|, Vx € Co, Vg € G.
Dados g € G, x,y € Co ¥y yfz € 4Ca,

pg'yfw:pg‘(ylyoyfw):Z(pghfl' 1 ph yfa: Z |G’ph yfa:: |G|yfx7

heG heG

donde la tltima igualdad se sigue de que ) ;. pn = 1g y de la igualdad (5.1.1).

El siguiente teorema generaliza este resultado.

Teorema 5.2.3. ([AAB/], Theorem 3.6) Sea C una categoria k-lineal. Denotemos (Cy x Co)*
al conjunto de pares (x,y) € Cy x Cy tales que y # x y ,Cy # 0. Sea G un grupo finito y
supongamos char(k) no divide a |G|. Dada una k%-accion parcial en C inducida por acciones
parciales de k@ en k, sea G, = {g € G | AL # 0}. Entonces,

(i) para todo x € Cy, Gy es un subgrupo de G.

(i) Hay una familia {yt:} @ y)ecoxco)+ de elementos de G tal que si Cp # 0, entonces
Gy = yto Ga yt7h
Mds ain, si la accion de k€ en cada yCo s también por multiplicacion escalar, i.e. si
cada morfismo 7y yCy — yCyp es un mailtiplo escalar de Id ¢, , entonces

(111) (styyts) Go = 2t Gy siempre que la composicion ,Cy @ Cp — ,Cq no0 sea nula.

Reciprocamente, dado un par ({Gz}eecy) {yte}(zy)eCoxco)) que verifique (i), (i) y (iii),
podemos definir una kS -accion parcial en C.

Demostracion. Supongamos que tenemos una k“-accion parcial inducida por k. Para cada
x € Cy, sea A" € Homk(k‘G,ICI) el morfismo asociado. Se sigue de la igualdad AjA7 =
X”)\xh 1 que Ay = )\gh 1, para todo g,h € G. En particular, A\j = )\”g”g_l = A?. Notemos
que la ecuacion (1’) implica que G, # (0 y por lo tanto e € G, y A” es constante en G.
Podemos deducir entonces que G, es subgrupo de G pues ya vimos que G, contiene a e y
ademas vale que gh~! € G, para todo g,h € G. De la igualdad (1°), se sigue que el valor
comun de Ay para g € G5 debe ser 21a/|Gyl.

Vamos a ver que si ,C, # 0 entonces los grupos G, y G, son conjugados. Notemos que
dado un morfismo no nulo ,f, € 4Cs, Zg Tg(yfe) = 2 Pg - yfe = e - yfo = yfe, por lo
que existe al menos un ¢ € G tal que m; es no nulo. De la ecuaciéon (5.1.7) y usando que
prpt = 0Lpy obtenemos

Ty = AL,y = A, Vs, t € G. (5.2.1)
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En efecto,

7Ts7rt(yfgc) = Z)\grfl(prpt : yfm) = Agt,l (pt : yfx) = )\thﬂrt(yfz)-

T

Por otro lado,

Wsﬂt(yfx) = Z(prpt : yfz))\ffls = (pt : yf:p))\tx—ls = 7"’t(yfz) ffls-

r

De estas ecuaciones se sigue que si m; # 0 para algin t € G y ,f, € ,C, es tal que
t(yfz) # 0, evaluando la ecuacion (5.2.1) en ,f; concluimos que \Y,_, = A¥, Vs € G.
Esto tltimo implica que \j = )‘fflgt para todo g € G'y por lo tanto Gy = tG,t~1. Observar
que t no esta univocamente determinado. Eligiendo un ¢, para cada par (z,y) € (Co x Co)*
obtenemos una familia {,t.}(54)e(coxco)* que satisface (i4).

En particular, si G abeliano, la familia (G) donde C' es una componente conexa

acECé’
de C, es constante.
Supongamos ahora que la accién parcial en cada ,C, estd también inducida por una

accion parcial sobre k. La ecuacion (5.2.1) implica que

TigTt = )\?gt,lm, Vt,g € G. (5.2.2)
Asi, para m; # 0: mg # 0 siy solo si tgt~! e Gy y asu vez esto sucede siy sélo si g € G.
Luego, {h € G | m, # 0} = 41, G ;. Como 7y, es un miltiplo escalar de Id ¢, para todo h € G

y (z,y) € (Co x Cp)*, se sigue de la igualdad (5.2.2) que:

1
T, = m]dycz, h S ytsz
0, en otro caso.

*

En lo que sigue, dado (z,y) € (Cy x Co)
g € End(4C;). Por (5.1.2):

utilizaremos la notacion Ymg para el morfismo

"y (2fy 0 yha) = Z Zﬂglfl (=fy) 0 ¥7f (yha),
l

para todo g € G, = fy € :Cy, yha € yCay (2,2), (2,y) ¥ (y,2) en (CoxCo)". Si g € -t2Gh,
entonces “mg = (1/|Gx[)1dc,, y ast:

(1/1G2)) (2 fy 0 yha) = Zzﬂgl—l(zfy) oY1 (yha) = Z Zﬁgl—l(zfy) o (1/|Gz|)yhe-
1 I€yt, G

Luego, para que valga la igualdad es necesario que Zley .G ZT[":;1171 = Id_c,, de donde
se sigue que para cada | € 4t,G,, vale que Zﬂgl,l = 1/|G;|Id_c,. En consecuencia, como
g = ,lzs para algin s € G, concluimos que:

{gI7h |1 € ytoGa} = {stuhyty ' | h € Gu} = .Gy,

47



lo que implica que ,t, = ,t,,t,h para algin h € G, y por lo tanto ,t,G, = (tyyts)Gy.

Consideremos ahora un par ({Gz}zecy ), {yte} (z,y)e(Coxco)+) Satisfaciendo las condiciones
(1), (i9) y (ii7) y sea n el nimero en comun de elementos de los G,. Definimos las siguientes
familias de escalares:

)\x:{}l, g€ Gy yﬁ_z:{ylp 9 € ytzGa

9 0, en otro caso. 9 0, en otro caso.

Podemos definir una accién parcial de la siguiente forma:

bg - xfa: = )\;xfxa

Dg - yfac = yﬁgyfx-

Veamos que esto define una k%-accion parcial. Por construccion, ya tenemos una accion
parcial de k¢ en cada &algebra ,C,. Resta ver que los morfismos g = Ymgld,c,, para cada
g € G, (z,y) € (Cp x Cy)*, verifican las condiciones:

Y g =1Idyg,, (5.2.3)
Tg = Z )\gl,lm = Z )\f,lgm, (5.2.4)
l l

TgTh = )\Zh_lﬂh = A\p-1¢Th- (5.2.5)

La verificacion de la ecuacion (5.2.3) es inmediata:

1 1
domg= Y ~lde =n-Idc =Idg,.
g€yt G

Para la ecuacion (5.2.5), si 1, = 0 es claro que valen las igualdades. Supongamos que
m, # 0, entonces h € yt,G, y para g € 4t, G, resulta que gh~!e yte G ytgl = Gy. En este
caso mymp, = (1/n)mp = )\zh_ﬂrh. Analogamente se deduce que si 7, = 0 entonces )‘zh—l =0.
La otra igualdad se prueba de forma similar.

Finalmente, la ecuacion (5.2.4) es consecuencia de (5.2.3) y (5.2.5). Por ejemplo:

Z Angﬂrl = ZW” = ”g(z ™) = -
l l

Las condiciones que involucran tres o mas objetos distintos son consecuencia de las
hipotesis en la familia {¢,}.
O

Notemos que si la categorfa es Schurian (donde todo espacio de morfismos ,C, es nulo o
unidimensional) este resultado describe todas las estructuras de k“-acciones parciales.
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Ejemplo 5.2.4. Sea K, el grupo de Klein, esto es

Ky={a,b|a*=0*= (ab)* =e)

y sea k un cuerpo cuya caracteristica no divide a 4.
Consideremos la k-categoria C con objetos Cy = {1,2} y morfismos 1C; = 2C1 = 2C2 = k
y 1C2 = 0. Sea f € oC; tal que f # 0. Vamos a describir acciones parciales de (kK4)* en C.

Definimos la accion parcial en 1C; por

1
A;:Ag_§,
A=A, =0,
y en oCo por
1
Ag :)‘i_ 9
=M, =0.

Afirmamos que entonces quedan definidas acciones parciales en C.

Por el teorema anterior, basta mostrar que existen elementos ot en G = K4 tal que los
conjuntos G, Ga y el elemento oty verifican (i) y (ii), ya que (iii) en este caso se verifica
trivialmente. Podemos observar que los conjuntos G; = G2 = {e,a} son subgrupos de K4
y para cualquier valor de st € G resulta Go = ot G gtl_l ya que el grupo G es abeliano.
Ademas, de la demostraciéon del teorema se sigue que la accién parcial estd dada por:

1- .
. sidy, sigé€e G
cidy =4 27
Pg -t { 0, en otro caso.

1. .
. sidy, sig € Go
cidg =4 29
bg - 142 { 0, en otro caso.

po f = 3f sigeati Gy
g 0, en otro caso.

Notar que quedan definidas dos acciones parciales distintas segin el valor de ot;. Una
de ellas corresponde a ot1 € {e,a} y la otra a ot € {b,ab}. Igual que antes las acciones no
son totales ya que las identidades no son homogéneas.

Observacion 5.2.5. Cuando |G| # 0 en k, hay una correspondencia entre los posibles
idempotentes A® y las representaciones de permutacién transitiva de G.

Para ver esto, consideremos un subgrupo H de (G, de indice m, y sea
Q(H) = {ng792Ha v 7gmH}
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el conjunto de coclases a izquierda de H. Tomemos g; = e. Existe una accion a izquierda

canoénina de G en Q(H) por multiplicacion a izquierda:
gv>giH = ggiH

que resulta transitiva, i.e., la 6rbita de cualquier elemento de Q(H) es todo el conjunto.

Es facil ver que el estabilizador de H:
Gu={9eG|gr-H=H}

es igual a H.

Una representacion de permutacion transitiva de G es una accién transitiva a izquierda
de G en un conjunto no vacio 2. Dada tal accién, consideremos xg € €2 y su estabilizador

H=G; ={9€G|grzo=x0}

Si las coclases a izquierda de H son H,goH, ..., g H, es facil ver que los elementos de €2,
que corresponden a la orbita de zg, son g, g2xo, - . . , gmTo (y sus respectivos estabilizadores
son H792H92_17 st 7gmHg;11)

La funcién

v: QH) =

definida por g;H — g;xg es una equivalencia de acciones a izquierda: es biyectiva y

plg>x) = g p(z)
para todo x € Q(H) y todo g € G.

Asi, las representaciones de permutacion transitiva no equivalentes de G se corresponden
con las representaciones de permutacion de (H) asociadas a los subgrupos H de G.

Toda representaciéon de permutacion tiene una linearizacién canédnica: en el caso de
Q(H), podriamos considerar el k-espacio vectorial generado por las coclases a izquierda
{H,g92H,...,gmH}, ylaaccion a izquierda de G' en Q(H) da lugar a una representacion li-
neal Voz7) de G donde cada g € G permuta los elementos de la base 8 = {H,g2H,...,gnH}.

Finalmente, como |G| # 0 en k, podemos considerar el idempotente

1
eH:ﬁZh

heH

de kG; el ideal a izquierda Vi generado por ep es el subespacio de kG generado por los
elementos vy, vg,H, . - ., Vg,, 1, donde

Vg, H = Z gzh

heH
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Estos elementos son linealmente independientes y por lo tanto forman una base de V.
La representacion lineal asociada a ey estd dada por multiplicaciéon a izquierda en Vg, y la
biyeccién canodnica entre las coclases a izquierda de H y los vectores vy, g determina una equi-
valencia de representaciones lineales entre Vo) y V. Mas atn, G actta en Vi permutando
los elementos vy, i, y la restriccion de la accion de G en la base Q = {vy,vgH, ..., Vg, H}
es una representacion de permutacion transitiva que es equivalente a la representacion de
permutacion de Q(H). Por lo tanto, cuando |G| # 0 en k, las acciones parciales de k& en k
estan en correspondencia con las representaciones de permutacion transitiva de G.

5.3. Ejemplos

A continuaciéon daremos otro tipo de ejemplos.

Ejemplos 5.3.1. 1. Acciones parciales de kG.

Los mismos métodos que usamos para describir acciones parciales de k¢ inducidas
por k se pueden aplicar para describir las acciones parciales de kG inducidas por k.
Sea {d4}gec una k-base de kG. Escribiendo A\, para A(dy), las siguientes ecuaciones
definen una accién parcial:

(1) Ae =1,

(2) )\g = )\37

(3) )‘g)\h = Ag)‘gh-
De manera similar a lo hecho para k®-acciones parciales, se sigue que el soporte de
A, ie {g € G| Ay # 0}, es un subgrupo de G en donde A es constante (por (2), si
Ag # 0 entonces Ay = 1). Igual que antes, hay una correspondencia entre kG-acciones
parciales inducidas por k y subgrupos de G.

2. Acciones parciales de 15 en k.

Sea Th el algebra de Sweedler de dimension 4 sobre k:

Ty =(l,9,7,29 | ¢* = 1,2* = 0,92 = —xg),

donde car(k) # 2. Notemos que T tiene una base formada por e; = (1 + g)/2,
ea = (1—9)/2, hy = ze; y hg = xea. En efecto,

er1+e =1,
€1 —e2 =9,
h1+ ho = x,
hi1 — ho = xg.

Ademas, es claro que {ej,e2} es un conjunto completo de idempotentes ortogonales
de T y como ademaés h% = h% = 0, resulta que {h1, ho} es una base del radical de T5.
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Para los otros productos de elementos de la base, tenemos:

ethy = hoeg = ho,

e2h1 = hier = hy,

y los restantes son nulos.

Veamos como es la estructura de élgebra de Hopf. Las expresiones para el coproducto
en esta base son:

>

(e1) =e1 ®e1 + e2 @ eq,

Ae2) = e1 ®ea +ea ® ey,
(h1) =e1 @ h1 — ea @ hg + h1 ® €1 + hy @ e,
(h2)

ha e1 ®ho —ea@h1+ h1 ®es+ ho ®eq.

P>

La counidad se define por €(e;) = 1y €(ea) = €(h1) = €(h2) = 0. Finalmente, la
antipoda esta dada por:

S(e1) = e1, S(e2) = e, S(h1) = —hga, S(ha) = hy.

Consideremos la k-categoria C con un unico objeto {*} y un k-espacio vectorial de
morfismos de dimensién 1. Es decir, miramos a k como una k-categoria. Para definir
una accion parcial de T5 en C vamos a utilizar los métodos de la seccidon anterior.

Como 17, = €1 + e2, de la ecuacion (5.1.1) se sigue que

Aey + ey = 1. (5.3.1)

Usando la ecuacion (5.1.2) para e; y ea, obtenemos

Aep = A2 + A2 (5.3.2)

e’

Aey = 2y Aey-

Por lo tanto, si A, = 0 entonces A\, = 1, por (5.3.1).
Escribiendo (5.1.2) para hy y he:

Ahy = 2Xe; Abys

Ahy = 2Xey Ay -
Asi, para Ao, = 1 se tiene que A\, = Ap, = 0, y la accién es trivial: A\, = ¢(h) para
todo h € Ts. Si Ae, # 0 entonces de (5.3.3) se sigue que A\, = 1/2 y ahora por (5.3.1)
también debe ser A, = 1/2. De (5.1.5) obtenemos Ap; Ae; = 2Ap, Ae, ¥ por lo tanto
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An, = 0. Las ecuaciones restantes no ponen restricciones en hg, y para cualquier a € k
las igualdades
Aey =Aey =1/2, A\p, =0, A\, =«

definen una accion parcial de 75 en k. Esta es la accion parcial obtenida en [AB2]
proveniente de la dualizacion de una coaccion parcial de T en k presentada en [CJ].
Por lo tanto, hay esencialmente dos estructuras de T5-médulo categoria parcial en el
algebra k. No sabemos si para distintos valores de « se obtienen acciones parciales
isomorfas o no.

. Acciones parciales de U(g).
Sea g un algebra de Lie y consideremos el algebra envolvente U(g).

H :=U(g) es un algebra de Hopf con

A)=z01+10,

para todo x en g.

Recordemos también que cualquier morfismo H — A de algebras queda determinado
por su valor en g. Una accién de H en un algebra A es un morfismo k-lineal

H 5 Endg(A).

Por la condicién (5.1.2), dado z € g,

x-(ab) = (x-a)b+a(x-b), Ya,b e A, (5.3.4)

por lo tanto una accién de H en A es equivalente a tener un morfismo

g 5 DerA.

Ademas, la accion es total si y sélo si II es un morfismo de algebras, o de manera
equivalente, u es un morfismo de algebras de Lie.

Consideremos ahora un morfismo k-lineal A : H — k. Por (5.1.5) sabemos que
A(h)A(k) = > A(h1)A(h2k), Yh,k € H. Dados z,y € g:

A(z)A(y) = Az)A(y) + A1) A(zy).

Luego,
A(1)A(zy) =0,

53



y como A(1) =1,

De la misma forma,

En general, inductivamente se puede ver que A(zy...x,) = 0, Vr € N, r > 2. Sea
ahora {z1,...,7,} una base de g y consideremos la base de Poincaré-Birkhoff-Witt de
U(g): {x ...l | iy,.. i, > 0}. Tenemos que

o L, ==y =0
At ..ap) =4 Aay), i =1, i =0Vk#
0, Zij>1.

Luego, A queda determinada por A(x) para x en la base de g. Pero por (5.1.2), como
Alz)=z1+1®a:

z-l=z-(1.1)=(x- 114+ 1(z-1),Vz € g,

de donde se sigue que A(z) =z -1 =0, Vx € g. En este caso A = e y por lo tanto la
accion es total. Concluimos que en U(g) no hay acciones parciales inducidas por k que
no sean totales.

. Acciones parciales de T},(q).

Sea m un nimero natural y ¢ una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Sea H := T),(q)
la n-ésima algebra de Taft sobre C:

To(q) =Clz,y | 2" =1, y" =0, yr = qxy).

La estructura de algebra de Hopf se obtiene andlogamente al ejemplo de T5, definiendo
el coproducto por A(z) = z® z, Aly) = y ® v + 1 ® y, la counidad por e(z) = 1,
e(y) = 0 y la antipoda por S(z) = 27!y S(y) = —yz "

Vamos a caracterizar las acciones parciales de H en C. Consideremos como antes un
morfismo C-lineal A : H — C.

Por (5.1.5) sabemos que A(h)A(k) = > A(h1)A(h2k),Vh,k € H, por lo tanto A(z)A(1) =
A(z)A(z) y como A(1) =1 deducimos que A(x) =00 A(x) = 1.
<n—,0<[]<n-—1,laigualdad

Supongamos primero que A(z) = 1. Dados O S k
L) de donde se sigue que

(5.1.5) nos dice que A(x)A(zFy!) = A(x)A(z*
A(y) = Alzy') =... = A"1y), (5.3.5)
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para cada 0 <[ <n—1.

Por otro lado, mirando A(y) obtenemos:

AWA®G) = Ay)Alay)) + ADAGY) "2 A@)AG) + M)A,

con 0 <[ <n-—2,y esto implica que A(yl) =0, cualquiera sea 1 <[l <n—1.
Por lo tanto, por la ecuacion (5.3.5) se tiene que A = € y la accion es total.
Luego, para que la accién parcial no sea total, debe ser A(z) = 0.

Como A(2?) = A(z)A(z) = (z ® 2)(z ® ) = 2% ® 22 tenemos que:

por lo que nuevamente tenemos dos casos: A(z%) = 0 o bien A(2?) = 1.

Supongamos que A(z?) = 1. Para k entero no negativo, tenemos

A(2?)A@") = A(@?)A(2"?),

es decir, A(z¥) = A(xF2).

Esto implica que

Y que

0=A(z) = A(@®) = ... = A=),

_1\k
o de manera equivalente, A(z¥) = (DTH
Notar que en este caso n debe ser par ya que A(z") = A(1) = 1.
Sea o = A(y), mirando A(y) obtenemos una férmula recursiva para calcular A:

para0<k<n-—-1,0<I<n-—2,

Ay A(e*y) = Ay)A="y) + ADA(yz"y')
OéA(.Tk l) — OzA(JZkJrlyl) —l—qkA(J}klerl),
y despejando:
Ae*y™) = agF(A(z"y) — A(eP1y). (5.3.6)

Ademés, paral =n — 1:
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A(hy"™h) = Ay,
cualquiera sea 0 < k < n — 2. Notar que esto ya lo habjamos visto en (5.3.5).
Ahora, como A(z?) = 1 vemos que

(5,1,5)

A(z*y') = Aa®)A(z"y) A@?)A (2" 2y') = A2y,

para 0 < k,l <n — 1, y entonces por (5.3.6):

o = Aly) = Ae?y) = aq 2(A(?) — A@*) = aq 2.

Luego, si a # 0 se sigue que ¢ = —1 y por lo tanto n = 2.

Asi, para n > 2 necesariamente debe ser o = 0 y es facil ver que esto define una acciéon
parcial de H en C dada por:

—1)F 41
k, ( )2 , 1=0
Az"y') =

0, 1<i<n-1.
Observar que para n = 2y ¢ = —1 (algebra de Sweedler) se obtiene la accion del
ejemplo 2, donde A(1) =1, A(z) =0y A(y) = A(xy) = o con « arbitrario.

Siguiendo de esta forma, en el caso en que A(x?) = 0, podriaser A(2?) = 10 A(z3) = 0.
Se puede ver que si A(z3) = 1, entonces n debe ser miltiplo de 3 y se cumple que
A(2*) = 1 para k maltiplo de 3, y 0 en otro caso. Usando la formula recursiva y que
A(y) = A(z3y) (consecuencia de (5.1.5)) obtenemos

o = Aly) = Ay) = aq*(A(*) - Aa*)) = ag™™,

y por lo tanto si @ # 0 entonces n = 3 y se puede ver que esto define una accién
parcial para cada «. Ademas, para a = 0 y n miltiplo de 3 se tiene la accién parcial
dada por:

1, k=0 (méd3), [=0
A(fyh) =

0, en otro caso.

En general, para cada d divisor de n queda definida una accién parcial tomando

1, k=0 (médd), I=0
A(z"y') =

0, en otro caso.

Ademas, si d es un divisor propio de n, esta acciéon queda determinada por los valores
dez¥ con0<k<n-1.

56



En conclusion, en T,,(q) hay esencialmente tantos tipos de acciones parciales sobre k
como divisores de n. Notar que para d = 1 se obtiene la accion trivial (total). No
sabemos si en el caso general con d = n es cierto que para todo valor de a queda
definida una accién parcial por la formula (5.3.6).
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