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1.4.3. Índice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Introducción

El objetivo de esta tesis es estudiar la propiedad del punto fijo para poliedros de
dimensión dos y, en particular, responder dos preguntas formuladas por R.H. Bing
en 1969. Recordemos que un espacio topológico tiene la propiedad del punto fijo si
toda función continua del espacio en śı mismo tiene un punto fijo. El Teorema de
Brouwer, por ejemplo, establece que el disco Dn tiene la propiedad del punto fijo
para todo entero no negativo n. Por otro lado, la función antipodal muestra que la
esfera Sn no tiene la propiedad del punto fijo. En general, es dif́ıcil decidir si un
espacio dado tiene o no esta propiedad.

Una de las herramientas elementales de Teoŕıa de punto fijo es el Teorema del
punto fijo de Lefschetz, que afirma que si una función f de un poliedro compacto en
śı mismo tiene número de Lefschetz no nulo, entonces debe tener un punto fijo. El
número de Lefschetz L(f) depende exclusivamente de los morfismos inducidos por f
en la homoloǵıa. El hecho de que L(f) sea cero no implica que f no tenga un punto
fijo. La teoŕıa de punto fijo de Nielsen asocia a f un segundo entero N(f), cuya
nulidad garantiza, junto a otras hipótesis, la existencia de una función g homotópica
a f sin puntos fijos.

Si bien la propiedad del punto fijo es un invariante topológico (de hecho todo
retracto de un espacio con la propiedad del punto fijo tiene también esta propie-
dad), no es un invariante homotópico, como muestran los espacios R y ∗. Aún si nos
restringimos a espacios métricos compactos, un ejemplo de Kinoshita [31] prueba
que existe un espacio métrico compacto y contráctil que no tiene la propiedad del
punto fijo. Sorprendentemente, la propiedad del punto fijo tampoco es un invariante
homotópico en la categoŕıa de poliedros compactos. Lopez muestra en [34] que existe
un poliedro de dimensión 17 con la propiedad del punto fijo y tal que, al pegarle un
disco a lo largo de un arco, se obtiene un poliedro homotópicamente equivalente sin
la propiedad del punto fijo. Para conseguir este ejemplo, Lopez necesita construir
un poliedro X con caracteŕıstica de Euler par y con la propiedad del punto fijo. El
poliedro X hallado por Lopez tiene dimensión 8. En su art́ıculo “The elusive fixed
point property” [5], R.H. Bing formula doce preguntas relacionadas con la propie-
dad del punto fijo. Hasta 2014, ocho de estas preguntas hab́ıan sido respondidas.
Las siguientes dos preguntas, están motivadas por los ejemplos de Lopez y serán
respondidas en esta tesis.
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8 INTRODUCCIÓN

Pregunta (Bing’s Question 1). ¿Existe un poliedro compacto y de dimensión dos
con la propiedad del punto fijo y caracteŕıstica de Euler par?

Pregunta (Bing’s Question 8). ¿Cuál es el menor entero positivo n tal que existen
un poliedro X de dimensión n con la propiedad del punto fijo y un disco D tal que
X ∩D es un arco y X ∪D no tiene la propiedad del punto fijo?

Probaremos los siguientes resultados:

Teorema 3.1.22. No existe ningún poliedro compacto de dimensión dos con carac-
teŕıstica de Euler distinta de 1 y grupo fundamental abeliano que tenga la propiedad
del punto fijo.

Corolario 3.2.8. Hay poliedros compactos de dimensión 2 con la propiedad del
punto fijo y caracteŕıstica de Euler igual a cualquier entero positivo n.

Teorema 3.2.11. Existe un poliedro compacto Y de dimensión 2, sin la propiedad
del punto fijo y tal que el poliedro X, obtenido de Y haciendo un colapso elemental
de dimensión 2, tiene la propiedad del punto fijo.

El Corolario 3.2.8 responde afirmativamente a la primera pregunta de Bing,
mientras que el Teorema 3.2.11 prueba que la respuesta a la octava pregunta es 2.

El grupo fundamental juega un rol protagónico en este trabajo. Por un lado,
utilizaremos una clasificación obtenida por W. Browning, que describe a todos los
tipos homotópicos de poliedros de dimensión dos con grupo fundamental abeliano.
Los representantes de estos tipos homotópicos son complejos asociados a ciertas
presentaciones. Retomando ideas de Waggoner, hallaremos una condición algebrai-
ca equivalente a que S2 sea retracto (salvo homotoṕıa) de un poliedro dado. Para
la demostración del Teorema 3.1.22, bastará analizar el caso de grupo fundamental
con dos factores invariantes. Finalmente, para resolver ese caso, utilizaremos herra-
mientas de teoŕıa de Nielsen. Si bien la propiedad del punto fijo no es un invariante
homotópico, un resultado de B. Jiang dice que śı lo es al restringirnos a poliedros
sin global separating points. Este teorema profundo será imprescindible en nuestra
demostración. El otro ingrediente que usaremos es un resultado de Borsuk, que dice
que todo poliedro con primer grupo de homoloǵıa racional no trivial tiene a S1 como
retracto y, por lo tanto, no tiene la propiedad del punto fijo.

Para probar el Corolario 3.2.8 y el Teorema 3.2.11, introduciremos el concepto
de grupo de Bing y transformaremos el problema en uno algebraico, utilizando el
hecho de que toda función continua de un espacio de Eilenberg-MacLane K(G, 1)
en śı mismo es inducida (salvo homotoṕıa) por un endomorfismo de G. Finalmente,
utilizando el software GAP [18], encontraremos los grupos de Bing que permiten
responder las Preguntas 1 y 8 de Bing.

Los resultados originales de esta tesis aparecen en nuestros art́ıculos [2] y [39].



INTRODUCCIÓN 9

En el primer caṕıtulo de este trabajo, recordaremos los resultados fundamenta-
les de Teoŕıa de punto fijo que utilizaremos en las secciones principales. El segun-
do caṕıtulo está dedicado a estudiar los espacios construidos por Lopez. En dicho
caṕıtulo, utilizaremos el producto cup y operaciones de Steenrod para calcular al-
gunos números de Lefschetz. En el tercer caṕıtulo, se presentarán los resultados que
responden a las preguntas de Bing.





Caṕıtulo 1

Preliminares de teoŕıa de punto
fijo

En este caṕıtulo exponemos algunas herramientas clásicas que serán usadas a lo
largo de la tesis. En la Sección 1.1 se presentan los resultados más elementales rela-
cionados con la propiedad del punto fijo. En la Sección 1.2, introducimos las nociones
de local y global separating point, que cobrarán importancia más adelante. En la
Sección 1.3 daremos dos demostraciones de un teorema de Borsuk que caracteriza
a los espacios que se retraen a S1. En la Sección 1.4 enunciaremos el Teorema de
Lefschetz, que es la principal herramienta que tenemos para probar que un espacio
tiene la propiedad del punto fijo y presentamos los resultados principales de Teoŕıa
de Nielsen.

1.1. La propiedad del punto fijo

Definición 1.1.1. Decimos que un espacio topológico X tiene la propiedad del punto
fijo si toda función continua f : X → X tiene un punto fijo.

Ejemplo 1.1.2. Por el teorema del punto fijo de Brouwer, Dn tiene la propiedad del
punto fijo para todo n ≥ 0. En cambio, la función antipodal a : Sn → Sn muestra
que Sn no tiene la propiedad del punto fijo para todo n ≥ 0.

Observación 1.1.3. Un espacio con la propiedad del punto fijo es conexo.

En general, no es fácil decidir si un espacio tiene la propiedad del punto fijo o no.
A continuación, veremos algunas construcciones elementales que permiten obtener
nuevos espacios con la propiedad del punto fijo, a partir de otros espacios con la
misma propiedad.

Lema 1.1.4. Si X tiene la propiedad del punto fijo y A es un retracto de X, entonces
A tiene la propiedad del punto fijo.
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12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE TEORÍA DE PUNTO FIJO

Demostración. Llamemos i : A ↪→ X a la inclusión y consideremos una retrac-
ción r : X → A. Sea f : A → A una función continua. Dado que X tiene
la propiedad del punto fijo, existe x0 ∈ X tal que (i ◦ f ◦ r)(x0) = x0. Ahora
f(r(x0)) = r(i(f(r(x0)))) = r(x0) y por lo tanto f tiene un punto fijo.

En el siguiente lema omitimos la mención expĺıcita de los puntos base elegidos
al formar la unión en un punto.

Lema 1.1.5. Sean X1, X2 espacios topológicos. Entonces X1∨X2 tiene la propiedad
del punto fijo si y solamente si X1 y X2 tienen la propiedad del punto fijo.

Demostración. Tenemos las inclusiones ji : Xi → X1 ∨X2. Llamemos x0 ∈ X1 ∨X2

al punto base del wedge. Hay retracciones ri : X1 ∨X2 → Xi definidas por

ri(x) =

{
x si x ∈ Xi

x0 si x /∈ Xi

Una implicación es una consecuencia inmediata del Lema 1.1.4. Probemos la otra
implicación. Sea f : X1 ∨ X2 → X1 ∨ X2 continua y supongamos que f no tiene
puntos fijos. Para algún i tenemos que f(x0) ∈ Xi. Pero entonces la función ri ◦f ◦ji
no tiene puntos fijos, contradicción. Luego f tiene un punto fijo.

En el Caṕıtulo 2 probaremos que el producto de dos espacios con la propiedad
del punto fijo no siempre tiene la propiedad del punto fijo. También veremos que el
join, la suspensión y el producto smash no preservan esta propiedad.

1.2. Separating Points

Definición 1.2.1. Sea X un poliedro conexo. Decimos que x ∈ X es un local
separating point si existe un abierto conexo U 3 x tal que U − {x} no es conexo.
Decimos que x ∈ X es un global separating point si X − {x} no es conexo. En
particular, todo global separating point es un local separating point.

Notamos ∆n al n-śımplex. Recordemos que si X es un complejo simplicial y
x ∈ X es un vértice, el link de x, lk(x) es el subcomplejo de X formado por los
śımplices σ tales que x /∈ σ y σ ∪ {x} es un śımplex de X. Las demostraciones de
los siguientes resultados son sencillas.

Proposición 1.2.2. Sean X un complejo simplicial conexo y x ∈ |X|. Son equiva-
lentes:

(i) x es un local separating point.
(ii) x es un vértice de X tal que lk(x) no es conexo o x pertenece al interior de

un 1-śımplex maximal de X.
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Proposición 1.2.3. Si X es un complejo simplicial conexo y X 6= ∆1 son equiva-
lentes:

(i) Existe x ∈ X global (resp. local) separating point.
(ii) Existe un vértice v ∈ X que es un global (resp. local) separating point.

Si un vértice v ∈ X es un global separating point, entonces existen subcomplejos
X1 y X2 de X tales que X = X1 ∨v X2.

Proposición 1.2.4. Sea X un complejo simplicial. Entonces existen subcomplejos
X1, . . . , Xn, con cada Xi sin global separating points o isomorfo a ∆1 y tales que
X = X1 ∨v1 . . . ∨vn−1 Xn.

Observación 1.2.5. En el lenguaje de la teoŕıa de grafos, los Xi que aparecen en la
proposición anterior no son otra cosa que los subcomplejos plenos correspondientes
a las componentes biconexas del 1-esqueleto de X. Los puntos donde se hacen los
wedge son los puntos de articulación.

A continuación recordamos las nociones de colapso y expansión elemental. El
śımbolo' será usado para denotar la relación de homotoṕıa de funciones y la relación
de equivalencia homotópica de espacios.

Definición 1.2.6. Sea X un complejo simplicial. Sean σ, τ śımplices de X tales que
τ es el único śımplex de X que contiene estrictamente a σ. Entonces Y = X−{σ, τ}
es un complejo simplicial homotópicamente equivalente a X. Si la dimensión de τ
es n, decimos que Y se obtiene a partir de X mediante un colapso elemental de
dimensión n. También decimos que X se obtiene de Y mediante una expansión
elemental de dimensión n.

Proposición 1.2.7. Si X 6= ∆1 es un complejo simplicial, haciendo expansiones
elementales de dimensión 2, se puede obtener un poliedro sin global separating points.

Demostración. Sea u ∈ X un vértice que además es un global separating point.
Entonces existen dos vértices v y w deX tales que v, w ∈ lk(u) y ambos vértices están
en componentes conexas distintas de X − {u}. Esto permite hacer una expansión
elemental de dimensión 2, agregando los śımplices {v, w} y {u, v, w}. Esta operación

disminuye el rango de
⊕

v H̃0(X−{v}). Entonces, repitiendo la operación suficientes
veces, se obtiene un poliedro tal que ningún vértice es un global separating point.
Como X 6= ∆1, el poliedro obtenido no tiene global separating points.

1.3. Un resultado de Borsuk

Karol Borsuk probó que un continuo de Peano (un espacio métrico compacto,
conexo y localmente conexo) tiene a S1 como retracto si y solamente si el primer
grupo de homoloǵıa racional es no trivial. Más precisamente, probó que ambas con-
diciones son equivalentes a que el espacio no sea unicoherente [6, 30. Théorème] y
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[7, 11. Korollar]. Del resultado de Borsuk se deduce que un continuo de Peano con
primer grupo de homoloǵıa racional no trivial no tiene la propiedad del punto fijo.

En este caṕıtulo probaremos el Teorema de Borsuk para complejos simpliciales.
Daremos dos demostraciones. La primera está basada en la que aparece en [33, §57,
III, Theorem 4]. La segunda es original y tiene ideas en común con la demostración
del Teorema 1.4.27 que enunciaremos más adelante.

1.3.1. Primera demostración

Dados n > 0 y un grupo G (abeliano si n ≥ 2), notamos K(G, n) al espacio de
Eilenberg-MacLane.

Teorema 1.3.1 ([25, Theorem 4.57]). Sean G un grupo abeliano y n > 0. Hay
biyecciones naturales [X,K(G, n)] → Hn(X;G) (definidas para todo CW-complejo
X) y dadas por [f ] 7→ f ∗(ω), para cierta clase ω ∈ Hn(K(G, n);G) que no depende
de X.

Es claro que la clase de la función null-homotópica X → K(G, n) se corresponde
con el 0 ∈ Hn(X;G).

Lema 1.3.2 ([33, §56, VI, Theorem 3]). Sean X un complejo simplicial y A1, A2

subcomplejos tales que X = A1 ∪ A2. Sea f : X → S1. Si las restricciones f |Aj
son

null-homotópicas y A1 ∩ A2 es conexo, entonces f es null-homotópica.

Demostración. Vamos a usar el Teorema 1.3.1 con S1 = K(Z, 1). Por Mayer-Vietoris,
tenemos una sucesión exacta

H̃0(A1 ∩ A2;Z) H̃1(X;Z) H̃1(A1;Z)⊕ H̃1(A2;Z)∂
(i∗A1

,i∗A2
)

Tenemos que i∗Aj
(f ∗(ω)) = (f ◦ iAj

)∗(ω) = f |∗Aj
(ω) = 0. Entonces f ∗(ω) ∈ Im(∂),

pero H̃0(A1 ∩ A2;Z) = 0. Entonces f ∗(ω) = 0, o sea que f es null-homotópica.

Lema 1.3.3 ([33, §56, X, Theorem 6]). Sea X un CW-complejo conexo, f : X →
Y y B ⊂ X un subcomplejo tal que f |B es null-homotópica. Entonces existe un
subcomplejo conexo C ⊂ X, tal que B ⊂ C y f |C es null-homotópica.

Demostración. Podemos escribir B =
∐

αBα con Bα conexo. Consideramos la rela-
ción de equivalencia en X dada por x ∼ y si x = y o existe α tal que x, y ∈ Bα. Sea
Z = X/ ∼ y llamemos q : X → Z a la función cociente. Entonces ([17, Theorem
2.3.1]) Z es un CW-complejo, las celdas de Z son las celdas de X que no están en B
y además hay una 0-celda por cada Bα. Claramente Z es conexo. Sean T un árbol
maximal de Z y C = q−1(T ). Entonces C es subcomplejo de X y B ⊂ C.

Veamos que C es conexo. Basta ver que el 1-esqueleto de C es conexo. Tomamos
dos 0-celdas x, x′ de C y consideramos un camino de q(x) a q(x′) formado por 1-
celdas de T . Llamemos γ1, . . . , γk a las preimágenes por q de las 1-celdas del camino.
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Definamos w0 = x y vk+1 = x′. Podemos llamar vi, wi a los extremos de γi de modo
que o bien wi = vi+1, o para algún αi se tenga wi, vi+1 ∈ Bαi

. Ahora, para cada
i = 0, . . . , k, definimos un camino δi de wi a vi+1. Si wi = vi+1, tomamos el camino
constante; si wi 6= vi+1, consideramos un camino δi contenido en Bαi

con extremos
wi y vi+1. Finalmente

δ0 ∗ γ1 ∗ δ1 ∗ γ2 ∗ . . . ∗ δk−1 ∗ γk ∗ δk

es un camino de x a x′ en C.
Como B ↪→ X es cofibración ([40, Theorem 7.6.12]) y f |B es null-homotópica,

existe g ' f tal que g|B = y0 para algún y0 ∈ Y . Ahora g pasa al cociente por q y de
ese modo obtenemos g : Z → Y . Finalmente si ι : C → X es la inclusión, tenemos

f |C = f ◦ ι ' g ◦ ι = g ◦ q ◦ ι

que es null-homotópica, ya que q ◦ ι : C → T y T es contráctil.

Lema 1.3.4 ([33, §56, X, Theorem 7]). Sean X un complejo simplicial conexo y f :
X → S1 una función simplicial. Entonces existen subcomplejos conexos C1, C2 ⊂ X
tales que X = C1 ∪ C2 y las restricciones f |C1 y f |C2 son null-homotópicas.

Demostración. Consideramos dos subcomplejos A1 y A2 de S1, homeomorfos al
intervalo y tales que S1 = A1 ∪ A2. Llamamos Bi = f−1(Ai). Como f es simplicial,
Bi es subcomplejo de X. Además B1∪B2 = X. Claramente f |Bi

es null-homotópica.
Aplicando el Lema 1.3.3 a B1 y B2 obtenemos los subcomplejos C1 y C2.

Definición 1.3.5. Sea X un complejo simplicial conexo. Decimos que X es uni-
coherente si, para cualesquiera C1, C2 subcomplejos conexos tales que X = C1 ∪C2,
se tiene que C1 ∩ C2 es conexo.

Teorema 1.3.6 (Borsuk). Sea X un complejo simplicial conexo. Son equivalentes:
(i) Z es sumando directo de H1(X).
(ii) X no es unicoherente.
(iii) S1 es retracto de X.

Demostración. Primero vamos a probar que (i) implica (ii). Existe un epimor-
fismo H1(X) → Z. Entonces hom(H1(X),Z) 6= 0. Por coeficientes universales
H1(X;Z) 6= 0. Por Teorema 1.3.1 tenemos [X,S1] ≈ H1(X;Z) y entonces existe
f : X → S1 que no es null-homotópica. Por el teorema de aproximación simplicial
([36, Theorem 16.5]), subdividiendo X si es necesario, podemos suponer que f es
simplicial. Aplicando el Lema 1.3.4 a f : X → S1, obtenemos subcomplejos conexos
C1 y C2 tales que X = C1 ∪ C2, f |C1 y f |C2 son null-homotópicas. Además f no es
null-homotópica y entonces por el Lema 1.3.2, A = C1 ∩ C2 no es conexo. Luego X
no es unicoherente.
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Ahora probamos que (ii) implica (iii). Como X es conexo, existen C1 y C2 sub-
complejos conexos tales que X = C1 ∪ C2 y A = C1 ∩ C2 no es conexo. Luego
podemos escribir A =

∐
j∈J Aj, donde los Aj son subcomplejos conexos y #J ≥ 2.

Para cada j ∈ J consideramos un árbol maximal Sj de Aj. Sea F =
∐

j∈J Sj. Dado
que Ci es conexo, por el Lema de Zorn existe un árbol maximal Ti de Ci con F ⊂ Ti.
Notemos que F = T1 ∩ T2. Consideramos el grafo G = T1 ∪ T2. Claramente G es
conexo. Afirmamos que G tiene un ciclo. En efecto, por Mayer-Vietoris, tenemos
una sucesión exacta:

0 = H̃1(T1)⊕ H̃1(T2) −→ H̃1(G)
'−→ H̃0(F ) −→ H̃0(T1)⊕ H̃0(T2) = 0

Como F no es conexo, H1(G) es no trivial, o sea que G tiene un ciclo. Ahora vamos a
encontrar una retracción rX : X → G de la inclusión G ↪→ X. Como Sj es contráctil,
extendiendo celda por celda podemos definir una retracción rAj

: Aj → Sj. Luego
hay una retracción rA =

∐
rj : A → F . Ahora, dado que Ti es contráctil, rA se

extiende a una retracción rCi
: Ci → Ti. Pegando rC1 y rC2 obtenemos la retracción

rX : X → G. Finalmente, como G tiene un ciclo, S1 es retracto de G y por lo tanto
S1 es retracto de X, como queŕıamos ver.

Es claro que (iii) implica (i).

Corolario 1.3.7 (Borsuk). Sea X un complejo simplicial. Son equivalentes:
(i) S1 es retracto de X.
(ii) Z es un sumando directo de H1(X).

Demostración. Es claro que (i) implica (ii). Para probar que (ii) implica (i) escribi-
mos X =

∐
Xi, con Xi conexo. Existe i tal que H1(Xi) tiene a Z como sumando

directo. Luego, por el Teorema 1.3.6, S1 es retracto de Xi. Como Xi es retracto de
X, tenemos que S1 es retracto de X.

Corolario 1.3.8 (Borsuk). Si X es un poliedro y Z es sumando directo de H1(X),
entonces X no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Por el Corolario 1.3.7, tenemos que S1 es retracto de X y por el
Lema 1.1.4 X no tiene la propiedad del punto fijo.

1.3.2. Segunda demostración

Una función f : X → S1 determina, para cada vértice x ∈ X, un punto f(x) ∈ S1

y para cada arista (orientada) [x0, x1], un número real f([x0, x1]) que describe la
clase de homotoṕıa del camino γ(t) = f((1 − t)x0 + tx1). Este número se calcula
levantando γ al revestimiento universal R → S1, t 7→ e2πit y restando los extremos
del camino levantado γ̃. Extendiendo por linealidad, obtenemos un morfismo f :
C1(X)→ R, o sea un elemento de C1(X;R). Si {x0, x1, x2} es un 2-śımplex, tenemos
f([x0, x1])+f([x1, x2])+f([x2, x0]) = 0. Esto equivale a que f ∈ Z1(X;R). Además,
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si x0, . . . , xn−1, xn son tales que x0 = xn y {xi, xi+1} es un 1-śımplex para i =
0, . . . , n−1, tenemos

∑n−1
i=0 f([xi, xi+1]) ∈ Z. Si f ∈ Z1(X;R) cumple esta propiedad,

diremos que f es entero. De la misma forma, dado f ∈ Z1(X;R) entero, podemos
construir una función f : X → S1 que induce dicho cociclo. Esto es un caso particular
del Teorema 1.3.1.

Ahora, si x0, . . . , xn−1 son todos distintos y el cociclo f verifica la condición∑n−1
i=0 f([xi, xi+1]) = 1, entonces la función f : X → S1 es casi una retracción

(concretamente es homotópica a una retracción). Podemos cambiar f (sumando un
coborde) de modo que f([xi, xi+1]) > 0 para todo i = 0, . . . , n− 1. En este caso, la
f obtenida es una retracción.

La parte fácil de la demostración es conseguir un cociclo f y un ciclo c que
cumplan esto. La parte dif́ıcil es lograr que el ciclo c sea simple. Para esto vamos
a subdividir el poliedro y considerar un ciclo simple en esta subdivisión, homólogo
a c. La clave es que el poliedro cumpla ciertas condiciones locales (no tener local
separating points y tener una arista que aparezca en al menos tres 2-śımplices). Por
este motivo deberemos hacer algunas reducciones y mirar el caso en que X es una
superficie con borde por separado.

Definición 1.3.9. Decimos que un ciclo c ∈ Z1(X) es simple si existen x0, . . . , xn,
distintos dos a dos, tales que c = [x0, x1] + . . .+ [xn−1, xn] + [xn, x0].

Recordemos que la evaluación (−,−) : C1(X) × C1(X) → Z pasa al cociente y
obtenemos (−,−) : H1(X) × H1(X) → Z. Además, si Y es una subdivisión de un
poliedro X, tenemos el operador de subdivisión λ : C∗(X)→ C∗(Y ) que manda un
śımplex a la suma de los śımplices en los que está subdividido, con la orientación
correcta [36, Theorem 17.2].

Teorema 1.3.10. Sea X un complejo simplicial tal que H1(X) tiene a Z como
sumando directo. Supongamos que para todo ciclo x ∈ Z1(X) existe una subdivisión
Y de X y un ciclo simple y en Z1(Y ) con [y] = λ∗([x]). Entonces S1 es retracto de
X.

Demostración. Existe un epimorfismo H1(X)→ Z. Componiendo con la proyección
tenemos un epimorfismo Z1(X) → Z. Además, como C1(X) ' Z1(X) ⊕ B0(X),
conseguimos un epimorfismo f : C1(X)→ Z. Elegimos x ∈ Z1(X) tal que (f,x) = 1.

Ahora sean Y una subdivisión de X e y = [y0, y1]+ . . .+[yn−1, yn] un ciclo simple
en Y tales que [y] = λ∗([x]). Tenemos que λ∗ : H∗(Y ) → H∗(X) es isomorfismo.
Entonces existe g ∈ Z1(Y ) tal que λ∗([g]) = [f ]. Ahora tenemos

(g,y) = (g, λ(x)) = (g ◦ λ,x) = (f,x) = 1

El cociclo g tiene coeficientes enteros, pero lo podemos pensar con coeficientes
reales (en realidad con racionales alcanza). Vamos a cambiar g, sumándole cobordes
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de modo que g([yi, yi+1]) > 0 para i = 0, . . . , n − 1. La idea es usar los cobordes
d1([yi]) que cumplen

d1([yi])([v, w]) =


1 si v = yi

−1 si w = yi

0 en caso contrario

Sumando múltiplos adecuados de los d1([yi]), con i = 0, . . . , n − 2, obtenemos
un cociclo h tal que h([yi, yi+1]) = 1

n
para i = 0, . . . , n − 2. Como sumar cobordes

no modifica la evaluación, tenemos (h,y) = 1 y entonces h([yn−1, yn]) = 1
n
. Además,

como (g, c) ∈ Z para todo c ∈ Z1(X), tenemos que (h, c) ∈ Z para todo c ∈ Z1(X),
aśı que h es entero.

Ahora usando h, definiremos r : X → S1. Definimos r(y0) = 1 ∈ S1 ⊂ C. Para
cada v ∈ X0 elegimos un camino por aristas c = [v0, v1]+ . . .+[vk−1, vk] con v0 = y0,
vk = v y definimos r(v) = e2πih(c). Ahora, si {v, w} es un 1-śımplex, definimos
r((1− t)v + tw) = r(v) · e2πith([v,w]).

Como h es un cociclo, r : X1 → S1 se extiende al 2-esqueleto. Como πk(S
1) = 0

para k ≥ 2 tenemos que r : X2 → S1 se puede extender esqueleto por esqueleto
hasta obtener una función r : X → S1.

Es fácil ver que r es una retracción de la inclusión dada por el ciclo simple y.

Definición 1.3.11. Sea X un complejo simplicial y e una arista de X. Decimos que
e es una arista triple si es una cara de al menos tres 2-śımplices.

El siguiente teorema, aunque probado independientemente, usa las mismas ideas
que utilizó Jiang para probar [29, Lemma 5.1].

Teorema 1.3.12. Sea X un poliedro conexo con una arista triple y sin local separa-
ting points. Si x ∈ Z1(X), entonces existe una subdivisión Y de X y un ciclo simple
y ∈ Z1(Y ) con [y] = λ∗([x]).

Demostración. Como X es conexo, podemos suponer que x = [x0, x1] + . . . +
[xn−1, xn]. Subdividiendo apropiadamente el poliedro, podemos conseguir un camino
por aristas homólogo a x y tal que:

El camino no pasa por ningún vértice de X.

Ninguna arista del camino está contenida en una arista de X.

Cada arista del camino aparece una vez.

El camino interseca a la arista triple.

Todo punto de intersección está en el interior de un 2-śımplex de X (en este
paso se usa que X no tiene local separating points).
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Por lo anterior, hay finitos puntos de intersección. Finalmente, subdividiendo aún
más y usando la arista triple, podemos eliminar uno a uno los puntos de intersección,
como se ve en la figura. El ciclo obtenido es simple.

Figura 1.1: Intuitivamente, tenemos un camino que atraviesa un ŕıo. Queremos mo-
dificarlo para que no lo atraviese. Entonces, inmediatamente antes de cruzar el ŕıo
nos detenemos y empezamos a caminar a lo largo de la orilla hasta llegar a un puen-
te. A continuación, cruzamos el puente y volvemos caminando a lo largo de la otra
orilla, hasta retomar el camino original. La arista triple funciona como puente.

Sean T el toro, P el plano proyectivo y K la botella de Klein.

Teorema 1.3.13 ([35, Chapter 1]). Toda superficie compacta y conexa es homeo-
morfa a alguna de las superficies en la siguiente lista:

(i) S2.

(ii) T# . . .#T.

(iii) P# . . .#P.

Toda superficie compacta y conexa con borde se obtiene recortando finitos discos
disjuntos de alguna de las superficies de la lista anterior.

Por ejemplo, se tiene K = P#P y P#T = P#P#P.

Lema 1.3.14. Sean M y N superficies conexas. Si M es compacto y S1 es retracto
de M , entonces S1 es retracto de M#N .

Demostración. Vemos S1 ⊂ M . Existe un disco D ⊂ M , tal que S1 ∩ D = ∅.
Además, podemos tomar un disco D′ ⊂ D◦. Sea M#N la suma conexa obtenida
recortando (D′)◦. Existe una función continua M#N → M que deja fijo M − D◦
(ver figura). Componiendo esta función con la retracción M → S1 conseguimos la
retracción M#N → S1.
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Teorema 1.3.15 (Borsuk). Sea X un complejo simplicial compacto. Son equivalen-
tes:

(i) S1 es retracto de X.
(ii) Z es un sumando directo de H1(X).

Demostración. Que (i) implica (ii) es claro. Veamos que (ii) implica (i). Hacemos
inducción en el número de vértices de X. Podemos suponer que X es conexo y que
dim(X) ≤ 2. También podemos suponer que no se pueden hacer colapsos elementa-
les.

Caso 1: Existe v ∈ X0 local separating point.

• Caso 1.1: v es global separating point. En este caso existen complejos
simpliciales no triviales X1 y X2 tales que X = X1 ∨v X2. Luego, para
algún i, H1(Xi) tiene a Z como sumando directo. Como Xi es retracto de
X, usamos la hipótesis inductiva.

• Caso 1.2: v no es global separating point. En este caso, podemos escribir
lk(v) = L1

∐
L2. Construimos un complejo simplicial X̃ con vértices en

X − {v}
∐
{v1, v2} y conjunto de śımplices

{σ : σ ∈ X − {v}}
⋃
{σ ∪ {v1} : σ ∈ L1}

⋃
{σ ∪ {v2} : σ ∈ L2}

Tenemos una función simplicial ϕ : X̃ → X definida por

ϕ(w) =

{
v si w = v1 o w = v2

w en caso contrario

Consideramos un camino simple por aristas de v1 a v2. Es claro que X̃
se retrae a este camino. La retracción pasa al cociente por |ϕ| y se tiene
que S1 es retracto de X.
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Caso 2: X no tiene local separating points. Notemos que no hay 1-śımplices
maximales. Entonces, toda arista está en al menos un 2-śımplex y como no se
pueden hacer colapsos, toda arista está en al menos dos 2-śımplices.

• Caso 2.1: Toda arista está en exactamente dos 2-śımplices. Como lk(v)
es conexo para todo v, esto implica que X es una superficie (sin borde).
Por la clasificación de superficies compactas (Teorema 1.3.13), se tiene
que X es homeomorfo a una suma conexa de n ≥ 1 toros o de n ≥ 2
planos proyectivos (como Z es sumando directo de H1(X), X no puede
ser ni S2 ni el plano proyectivo P). Es claro que el toro T y la botella
de Klein K tienen a S1 como retracto. Si X es suma de n ≥ 2 toros,
usamos el Lema 1.3.14 con T y T# . . .#T︸ ︷︷ ︸

n−1 veces

. Si X es suma de n ≥ 3 planos

proyectivos, usamos el Lema 1.3.14 con K ' P#P y P# . . .#P︸ ︷︷ ︸
n−2 veces

.

• Caso 2.2: Existe una arista triple. Por Teorema 1.3.12 y Teorema 1.3.10
estamos.

De la demostración anterior, rescatamos el siguiente resultado (que también se
puede probar observando que X no es unicoherente):

Lema 1.3.16. Sean X un poliedro compacto y x0 ∈ X un local separating point que
no es un global separating point. Entonces X se retrae a S1.

En ambas demostraciones del teorema de Borsuk, X se retrae a un subcomplejo
de una subdivisión de X, homeomorfo a S1. No sabemos si es realmente necesario
subdividir X. Por otro lado, hay ejemplos de complejos para los que no es necesario
subdividir, pero tales que la retracción no puede ser una función simplicial (por
ejemplo, una banda de Möbius triangulada con cinco vértices y cinco 2-śımplices).

1.4. Teoŕıa de Nielsen

El objetivo principal de la teoŕıa de Nielsen es hallar el mı́nimo número de
puntos fijos que puede tener una función g en la clase de homotoṕıa de una función
continua f : X → X. Los primeros resultados, debidos a Jakob Nielsen, se remontan
a la década de 1920. Nielsen definió el número de Nielsen N(f) y probó que es una
cota inferior para la cantidad de puntos fijos de f . Por ser invariante homotópico,
N(f) es una cota inferior para M(f), que se define como el mı́nimo número de
puntos fijos de una función g homotópica a f (Hopf probó que el número M(f) es
finito). En esta sección recordaremos las nociones elementales de la teoŕıa de Nielsen,
clases de punto fijo e ı́ndice; y enunciaremos los resultados clásicos que se usarán
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más adelante. Veremos un resultado de Jiang que generaliza resultados previos de
Wecken y Shi y muestra que, si el poliedro X no tiene local separating points y
no es una superficie, entonces vale la igualdad N(f) = M(f). Luego, probaremos
el teorema de Jiang que establece que la propiedad del punto fijo es un invariante
homotópico de los poliedros compactos sin global separating points.

1.4.1. El teorema de punto fijo de Lefschetz

El teorema de punto fijo de Lefschetz es una de las herramientas más básicas
y útiles a la hora de probar que una función continua posee un punto fijo. Una
referencia para los resultados que aparecen en esta subsección es [28, Section 2.3].

Definición 1.4.1. Sea R un dominio de ideales principales. Si L es un R-módulo
libre de rango finito y f : L → L es un morfismo de R-módulos, definimos la traza
de f , trR(f, L) como la traza de la matriz de f en una base de L.

Más generalmente, si M es un R-módulo finitamente generado y f : M → M
un morfismo de R-módulos, trR(f,M) = trR(f,M/T ), donde T es el submódulo de
torsión de M . Cuando se sobreentiende R, lo omitimos en la notación para la traza.

Teorema 1.4.2 (Teorema de la traza de Hopf). Sea R un dominio de ideales prin-
cipales.

Sea (C∗, d) un complejo de cadenas acotado de R-módulos libres de rango finito.
Sea φ : C∗ → C∗ un morfismo de complejos. Entonces∑

k

(−1)ktrR(φ,Ck) =
∑
k

(−1)ktrR(φ∗, Hk).

Sea (C∗, d) un complejo de cocadenas acotado de R-módulos libres de rango finito.
Sea φ : C∗ → C∗ un morfismo de complejos. Entonces∑

k

(−1)ktrR(φ,Ck) =
∑
k

(−1)ktrR(φ∗, Hk).

Definición 1.4.3. Si X es un poliedro compacto y f : X → X es una función
continua, definimos el número de Lefschetz de f por L(f) =

∑
k(−1)ktrZ(f∗, Hk(X)).

Más generalmente, definimos L(f∗, R) =
∑

k(−1)ktrR(f∗, Hk(X;R)) y L(f ∗, R) =∑
k(−1)ktrR(f ∗, Hk(X;R)).

Teorema 1.4.4 (del punto fijo de Lefschetz). Sean X un poliedro compacto y f :
X → X una función continua. Si L(f) 6= 0, entonces f tiene un punto fijo.

Lema 1.4.5. Sean X un poliedro compacto y f : X → X una función continua. Sean
R un dominio de ideales principales y j : Z → R el morfismo canónico. Entonces
L(f∗, R) = L(f ∗, R) = j(L(f)).
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Demostración. Sea C∗(X) el complejo de cadenas simplicial de (una triangulación
de) X. Como en la demostración del teorema de Lefschetz, consideramos un morfis-
mo φ : C∗(X)→ C∗(X) tal que Hk(f) = Hk(φ) en la homoloǵıa (acá estamos iden-
tificando la homoloǵıa singular con la simplicial). Tomando una base de Ck(X), se
verifica fácilmente que trR(φ∗, Ck(X;R)) = trR(φ∗, Ck(X;R)) = j(trZ(φ,Ck(X))).
Para completar la demostración usamos el Teorema 1.4.2.

Corolario 1.4.6 (Lefschetz). Sean X un poliedro compacto y f : X → X una fun-
ción continua. Sea R un dominio de ideales principales. Si L(f∗, R) 6= 0 ó L(f ∗, R) 6=
0, entonces f tiene un punto fijo.

Ejemplo 1.4.7. Por el teorema de Lefschetz, todo poliedro compacto y contráctil tiene
la propiedad del punto fijo. En cambio R es un poliedro contráctil sin la propiedad
del punto fijo. Existe un espacio métrico compacto y contráctil sin la propiedad del
punto fijo [31].

Más generalmente, cualquier poliedro compacto y Q-aćıclico tiene la propiedad
del punto fijo (por ejemplo el plano proyectivo RP2).

1.4.2. Clases de puntos fijos

Las clases de puntos fijos forman una partición del conjunto de puntos fijos de
una función continua. En esta sección daremos dos definiciones de clases de puntos
fijos. La primera es más concreta. La segunda definición detecta además ciertas
clases “vaćıas” de puntos fijos.

Si X es un espacio topológico, U ⊂ X un abierto y f : U → X una función
continua, llamaremos Fix(f) = {x ∈ U : f(x) = x}. Si X es un poliedro compacto
y f : X → X, claramente Fix(f) es compacto.

Definición 1.4.8 (Clases de puntos fijos no vaćıas, [30, Theorem 1.10]). Sea X un
poliedro compacto y conexo. Sea f : X → X una función continua. Las clases de
puntos fijos no vaćıas de f son las clases de equivalencia de la relación de equivalencia
en Fix(f) dada por x ∼ y si existe un camino c : I → X con c(0) = x, c(1) = y y
tal que f ◦ c ' c.

Definición 1.4.9 (Clases de puntos fijos, [30, I, Definition 1.6]). Sean X un poliedro

compacto y conexo y p : X̃ → X su revestimiento universal. Sea f : X → X una
función continua. Decimos que dos levantados de f al revestimiento universal X̃ son
equivalentes si son conjugados por una transformación deck. Si f̃ : X̃ → X̃ es un
levantado de f , notamos [f̃ ] a la clase de equivalencia de f̃ . Es fácil ver que p(Fix(f̃))

solamente depende de [f̃ ] y no de f̃ .

A cada clase de equivalencia [f̃ ] de levantados de f le asociamos la clase de

puntos fijos p(Fix(f̃)) ⊂ Fix(f). Las clases de punto fijo forman una partición de
Fix(f) indexada por las clases de equivalencia de levantados de f . Algunas de las
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clases de punto fijo pueden ser vaćıas y las clases no vaćıas son exactamente las
clases de punto fijo no vaćıas que aparecen en la definición anterior.

Teorema 1.4.10 ([30, I, Theorem 1.12, Corollary 1.13]). Sea X un poliedro compac-
to y conexo. Sea f : X → X una función continua. Entonces f tiene finitas clases
de punto fijo no vaćıas. Las clases de punto fijo de f son compactas y abiertas en
Fix(f).

Definición 1.4.11. Sea X un poliedro compacto y conexo. Sea f : X → X una
función continua. Decimos que un subconjunto F ⊂ Fix(f) es un conjunto aislado
de puntos fijos si es abierto y cerrado. Por el teorema anterior, toda clase de puntos
fijos es un conjunto aislado de puntos fijos.

1.4.3. Índice

El objetivo de esta subsección es definir el ı́ndice de un conjunto aislado de puntos
fijos (en particular el de una clase de puntos fijos) y enunciar sus propiedades. El
ı́ndice permite contar, con multiplicidad, cuántos puntos fijos hay en un abierto.
Sean U ⊂ Rn un abierto, f : U → Rn y x ∈ Rn. Entonces si f−1(x) es compacto, el
grado de f sobre x se puede interpretar como el “número” de puntos en f−1(x). Si
llamamos i : U ↪→ Rn a la inclusión, el conjunto de puntos fijos de f es (i− f)−1(0).
Luego, si Fix(f) es compacto, el “número” de puntos fijos de f debeŕıa estar dado
por el grado de i − f sobre el 0. Ésta es la idea de la definición del ı́ndice de un
conjunto de puntos fijos.

Definición 1.4.12. [14, VII.5.1] Sean U ⊂ Rn un abierto y K ⊂ U un compacto.
Identificamos Sn = Rn ∪ {∞} y fijamos un generador α ∈ Hn(Sn) = Z. La clase
fundamental αK ∈ Hn(U,U −K) alrededor de K es la imagen de α por Hn(Sn) →
Hn(Sn, Sn −K) ' Hn(U,U −K) (el isomorfismo es el del teorema de escisión).

Definición 1.4.13 (́Indice en Rn [14, VII.5.2]). Sean U ⊂ Rn un abierto y f : U →
Rn tal que F = Fix(f) es compacto. Sea i : U → Rn la inclusión. Consideremos el
morfismo

(i− f)∗ : Hn(U,U − F )→ Hn(Rn,Rn − {0})

Entonces, como α{0} ∈ Hn(Rn,Rn − {0}) ' Z es un generador, existe un número
entero I(f), que llamaremos el ı́ndice de f , tal que

(i− f)∗(αF ) = I(f) · α{0}

Claramente I(f) no depende del generador α ∈ Hn(Sn) elegido.

Definición 1.4.14. Decimos que un espacio topológico X es un ENR (Euclidean
Neighborhood Retract) si X es retracto de un abierto de Rn para algún n.
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Todo poliedro compacto es un ENR. Un abierto de un ENR es un ENR. El
producto de dos ENR es un ENR.

Definición 1.4.15 (́Indice [14, VII.5.10]). Si X es un ENR y U ⊂ X es un abierto,
entonces toda función continua f : U → X admite una factorización f = βα, donde

U
α→ V

β→ X y V ⊂ Rn es abierto. Si Fix(f) es compacto, definimos el ı́ndice de f ,
I(f) = I(αβ : β−1(U)→ V ). Se tiene que I(f) no depende de la factorización. Más
aún, si X = Rn, esta definición de I(f) coincide con la dada anteriormente. Notemos
que el ı́ndice no depende del codominio de f en el siguiente sentido: si X ⊂ X ′ y X ′

es un ENR, entonces i(f : U → X) = i(f : U → X ′).

Las siguientes propiedades del ı́ndice se deducen de propiedades análogas para
el ı́ndice en Rn. La propiedad (vi) motiva la definición anterior.

Proposición 1.4.16 (Propiedades del ı́ndice [14, VII.5.11-15]). Sean X un ENR y
U ⊂ X un abierto. Sea f : U → X tal que Fix(f) es compacto. Tenemos

(i) Si W ⊂ U es abierto y Fix(f) ⊂ W , entonces

I(f) = I(f |W )

(ii) Si f es la función constante x0, entonces

I(f) =

{
1 si x0 ∈ U
0 si x0 /∈ U

(iii) Si U1, . . . , Ur cubren U y Ui ∩ Uj ∩ Fix(f) = ∅ para cualesquiera i 6= j,
entonces

I(f) =
r∑
i=1

I(f |Ui
)

(iv) Sean Y otro ENR, V ⊂ Y un abierto y g : V → Y . Entonces

I(f × g) = I(f)I(g)

(v) Si ht : U → X es una homotoṕıa y
⋃
t∈I Fix(ht) es compacto, entonces

I(h0) = I(h1)

(vi) Si Y es otro ENR, V ⊂ Y abierto y f : U → Y y g : V → X funciones

continuas, llamamos Ũ = f−1(V ) y Ṽ = g−1(U). Entonces Fix(g◦f |Ũ) y Fix(f ◦g|Ṽ )
son homeomorfos y si además son compactos

I(g ◦ f |Ũ) = I(f ◦ g|Ṽ )

Observación 1.4.17. Las propiedades que aparecen en la proposición anterior carac-
terizan completamente al ı́ndice ([28, Theorem 2.2.22]).
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El siguiente teorema dice, en el sentido mencionado anteriormente, que el “núme-
ro” de puntos fijos de f no es otra cosa que el número de Lefschetz de f .

Teorema 1.4.18 (Lefschetz-Hopf, [14, VII, Proposition 6.6]). Sea X un poliedro
compacto y conexo. Sea f : X → X una función continua. Entonces I(f) = L(f).

La definición de ı́ndice dad en [30, I, Definition 3.4] es equivalente a Defini-
ción 1.4.15.

Definición 1.4.19 (́Indice de un conjunto aislado de puntos fijos [30, I, Definition
3.8]). Sea X un poliedro compacto y conexo. Sea f : X → X. Si F es un conjunto
aislado de puntos fijos de f , el ı́ndice de F se define por

i(f, F ) = I(f |U)

donde U es un abierto de X tal que F = U ∩ Fix(f). De las propiedades del ı́ndice
se deduce que i(f, F ) no depende del abierto U elegido.

El ı́ndice I(f |U) solamente depende de f |U , en cambio el ı́ndice de un conjunto
aislado de puntos fijos F no depende solamente de f |F , sino de cómo se comporta
f en un abierto U ⊃ F .

Por el Teorema 1.4.10 y la Proposición 1.4.16, tenemos la siguiente versión del
teorema de Lefschetz-Hopf.

Teorema 1.4.20 (Lefschetz-Hopf). Sea X un poliedro compacto y conexo. Sea f :
X → X una función continua. Entonces

L(f) =
∑
F

i(f, F )

donde F recorre las clases de punto fijo de f .

Los siguientes resultados permiten calcular el ı́ndice de un punto fijo aislado
contenido en el interior de un śımplex maximal.

Proposición 1.4.21 ([30, I, Definition 3.1]). Sean U ⊂ Rn abierto y f : U → Rn

una función continua. Sean x0 ∈ U un punto fijo aislado de f y ε > 0 tal que
B(x0, ε) ⊂ U y B(x0, ε) ∩ Fix(f) = {x0}. Consideramos φ : ∂B(x0, ε) → ∂B(x0, ε)

dada por φ(x) = x0 + ε x−f(x)
|x−f(x)| . Entonces i(f, {x0}) es el grado de φ.

Proposición 1.4.22 ([30, I, 3.2]). Sean U ⊂ Rn abierto, f : U → Rn una función
diferenciable y x0 ∈ Fix(f). Si det(1 − Dfx0) 6= 0, entonces x0 es un punto fijo
aislado y además i(f, {x0}) = sgn det(1−Dfx0).

El siguiente lema será usado en la sección 3.1.22. Anteriormente dijimos que el
ı́ndice no depende solamente de F , pero con hipótesis suficientemente fuertes esto
śı ocurre:
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Lema 1.4.23 ([2, Lemma 4.7]). Sea X un poliedro compacto y conexo. Sean f :
X → X y F un conjunto aislado de puntos fijos de f . Supongamos que existe un
subespacio K de X que además es un poliedro y tal que

f(K) ⊆ K.

K se retrae por deformación a F .

F ⊆ K◦.

F = K ∩ Fix(f).

Entonces se tiene i(f, F ) = χ(F ).

Demostración. Sea U = K◦. Tenemos i(f, F ) = I(f |U : U → X). Ahora

I(f |U : U → X) = I(f |U : U → K) = I(f |K : K → K) = L(f |K) = L(1F ) = χ(F ).

La primera igualdad se deduce de la Definición 1.4.15. La segunda vale por la Propo-
sición 1.4.16, parte (i). La tercera igualdad es el Teorema 1.4.18. La cuarta igualdad
vale porque F ↪→ K induce isomorfismos en la homoloǵıa.

1.4.4. Número de Nielsen

Definición 1.4.24 (Número de Nielsen, [30, I. Definitions 4.1-2]). Sea X un poliedro
compacto y conexo. Sea f : X → X una función continua. Una clase de punto fijo
F se dice esencial si i(f, F ) 6= 0. El número de Nielsen de f , N(f) ∈ Z es el
número de clases de punto fijo esenciales de f (es finito porque hay finitas clases no
vaćıas de punto fijo). Como el ı́ndice de una clase de punto fijo vaćıa es 0, se tiene
que #Fix(f) ≥ N(f). Definimos el mı́nimo número de puntos fijos de la clase de
homotoṕıa de f por M(f) = mı́n{#Fix(g) : g ' f}.

Sea X un poliedro compacto y conexo. Si f, g : X → X son continuas y H es una
homotoṕıa entre f y g, definimos una biyección entre las clases de punto fijo de f y de
g. La biyección hace corresponder la clase de punto fijo asociada a un levantado f̃ con
la clase de punto fijo asociada a un levantado g̃ si y solamente si hay un levantado
H̃ de H tal que H̃0 = f̃ y H̃1 = g̃ ([30, I, Definition 3.3]). Equivalentemente, si
F ⊂ X × I es una clase de punto fijo de H × 1I : X × I → X × I, la biyección
hace corresponder la clase i−10 (F ) de punto fijo de f con la clase i−11 (F ) de punto
fijo de g ([30, I, Theorem 2.7]). Usando las propiedades del ı́ndice, se puede verificar
que esta biyección preserva el ı́ndice ([30, I, Theorem 4.5]). Por lo tanto, tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 1.4.25 (Invarianza homotópica [30, I, Theorem 4.6]). Sea X un poliedro
compacto y conexo. Sean f, g : X → X funciones continuas. Si f ' g, entonces
N(f) = N(g).
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Del teorema anterior, dado que el ı́ndice de una clase vaćıa de puntos fijos es 0,
se deduce el teorema fundamental de la teoŕıa de Nielsen:

Teorema 1.4.26 (Nielsen, [30, I, Theorem 4.3]). Sea X un poliedro compacto y
conexo. Sea f : X → X una función continua. Entonces M(f) ≥ N(f).

Es natural preguntarse cuándo vale la igualdad en el teorema anterior. El si-
guiente teorema fue probado por Jiang, generalizando resultados previos de Shi. La
idea de la demostración es cambiar la función por una homotópica que tenga fini-
tos puntos fijos (esto es un resultado de Hopf) y luego combinar los puntos fijos
que están en una misma clase de Nielsen. Para esto se usan resultados similares al
Teorema 1.3.12.

Teorema 1.4.27 (Jiang, [29, Main Theorem]). Sea X un poliedro compacto y co-
nexo. Sea f : X → X una función continua. Si X no tiene local separating points y
X no es una superficie (con o sin borde), entonces M(f) = N(f).

Proposición 1.4.28 (Conmutatividad, [30, I, Theorem 5.2]). Sean X, Y poliedros
compactos y conexos y f : X → Y , g : Y → X funciones continuas. Entonces
N(fg) = N(gf).

Ya sabemos que un espacio con la propiedad del punto fijo es conexo. Luego, en
el siguiente teorema no hay pérdida de generalidad al restringirse a espacios conexos.

Teorema 1.4.29 (Jiang, [29, Theorem 7.1]). En la categoŕıa de poliedros compactos,
conexos y sin global separating points, la propiedad del punto fijo es un invariante
homotópico.

Más aún, si X ' Y son poliedros compactos tales que Y no tiene la propiedad del
punto fijo y X no tiene global separating points, entonces X no tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostración. Podemos suponer que X e Y son conexos.
Supongamos que X ' Y son poliedros compactos y conexos tales que Y no tiene

la propiedad del punto fijo y X no tiene global separating points. Vamos a probar
que X no tiene la propiedad del punto fijo.

Si X es una superficie, usamos la clasificación de superficies compactas (Teore-
ma 1.3.13). Las únicas superficies con la propiedad del punto fijo son D2 y RP2, ya
que el H1 de todas las demás superficies tiene a Z como sumando directo. Pero X no
puede ser ni D2 ni RP2, ya que por el teorema de punto fijo de Lefschetz, Y tendŕıa
la propiedad del punto fijo.

Si X tiene un local separating point x0, dado que x0 no es un global separating
point, por el Lema 1.3.16 tenemos que S1 es retracto de X y por lo tanto X no tiene
la propiedad del punto fijo.

Ahora sea g : Y → Y sin puntos fijos. Por el Teorema 1.4.26, se tiene N(g) = 0.
Ahora sean α : X → Y y β : Y → X inversas homotópicas. Sea f = βgα. Por
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la conmutatividad del número de Nielsen, tenemos N(f) = N(βgα) = N(gαβ) =
N(g) = 0 y por Teorema 1.4.27, existe una función homotópica a f sin puntos
fijos.

El siguiente teorema fue probado con hipótesis más restrictivas por F. Wecken
[44].

Teorema 1.4.30 (Wecken). Sea X un poliedro compacto, conexo y sin global separa-
ting points. Si χ(X) = 0, entonces X no tiene la propiedad del punto fijo. Más aún,
si X no tiene local separating points, existe una función sin puntos fijos homotópica
a la identidad.

Demostración. Si X tiene un local separating point que no es un global separating
point, entonces S1 es retracto de X y por lo tanto X no tiene la propiedad del punto
fijo, aśı que podemos asumir que X no tiene local separating points. Por el teorema
de clasificación de superficies compactas (Teorema 1.3.13), las únicas superficies con
caracteŕıstica de Euler igual a 0 son el toro, S1 × I, la banda de Moebius y la
botella de Klein. En los cuatro casos hay funciones sin puntos fijos homotópicas a
la identidad. Entonces también podemos asumir que X no es una superficie.

Ahora usamos el Teorema 1.4.27. Basta ver que N(1X) = 0. Pero la identidad
tiene una única clase de punto fijo no vaćıa y L(1X) = χ(X) = 0, aśı que por el
Teorema de Lefschetz-Hopf N(1X) = 0.

1.4.5. Relación con la conjetura de Bass

En [3], Bass enunció una conjetura que aún permanece abierta. En esta subsec-
ción veremos la motivación para una conjetura de Geoghegan que es equivalente a
la conjetura de Bass.

Sean X, Y poliedros compactos y conexos. Sean s : Y → X y r : X → Y
funciones continuas tales que rs ' 1Y . Entonces, si f = sr, tenemos f ◦ f ' f
(decimos que f es un idempotente homotópico). Por la conmutatividad del número
de Nielsen, tenemos que N(f) = N(sr) = N(rs) = N(1Y ) es 0 ó 1. Dado un
idempotente homotópico f , decimos que f se parte si existen Y , s : Y → X y
r : X → Y tales que sr ' f y rs ' 1Y .

Ahora, sean X un poliedro compacto y conexo y f : X → X tal que f ◦ f = f .
Entonces hay exactamente una clase no vaćıa de punto fijo y por lo tanto N(f) es
0 ó 1.

Conjetura 1.4.31 (Geoghegan). Sea f : X → X un idempotente homotópico,
donde X es un poliedro compacto y conexo. Entonces N(f) es 0 ó 1.

Si bien todo idempotente homotópico en un poliedro compacto y conexo se par-
te, no siempre se puede conseguir que Y sea un poliedro compacto, por lo tanto
no podemos usar el argumento anterior. La conjetura anterior es equivalente a la
siguiente conjetura de Bass ([4, Theorem 4.4]):
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Conjetura 1.4.32 (Bass). Sean G un grupo y ZG1 el grupo abeliano libre con base
las clases de conjugación de elementos de G. Si A ∈ Mn(ZG) es una matriz idem-
potente, entonces la imagen de tr(A) por la proyección ZG → ZG1 es un múltiplo
de la clase de conjugación de 1 ∈ G.



Caṕıtulo 2

El ejemplo de Lopez

El objetivo de este caṕıtulo es estudiar el poliedro XL construido por Lopez en
[34], que le permitió probar, entre otras cosas, que la propiedad del punto fijo no es
un invariante homotópico de los poliedros compactos. Este resultado, obviamente,
precede históricamente al de Jiang, Teorema 1.4.29. La idea que explotó Lopez
es la siguiente: alcanza con encontrar un poliedro compacto con la propiedad del
punto fijo y caracteŕıstica de Euler igual a 0 ya que, por el resultado de Wecken
(Teorema 1.4.30), eliminando los global separating points, se obtiene un poliedro
sin la propiedad del punto fijo. A su vez, para encontrar un tal espacio, Fadell
señaló a Lopez que alcanzaba con hallar un poliedro compacto con la propiedad del
punto fijo y caracteŕıstica de Euler positiva y par, dado que se conoćıan ejemplos
de poliedros compactos con la propiedad del punto fijo y cualquier caracteŕıstica de
Euler impar y negativa. Concretamente, ΣCP2n tiene la propiedad del punto fijo y
caracteŕıstica de Euler 1−2n. Para probar que estos espacios tienen la propiedad del
punto fijo, utilizaremos los cuadrados de Steenrod. También usaremos las potencias
de Steenrod para probar que los espacios proyectivos cuaterniónicos HP2n tienen la
propiedad del punto fijo. Estos ejemplos de poliedros compactos de caracteŕıstica
par con la propiedad del punto fijo aparecieron con posterioridad al paper de Lopez.
Lopez construyó el espacioXL para que tenga cierta álgebra de cohomoloǵıa racional.
Mostraremos que cualquier poliedro compacto con ese anillo de cohomoloǵıa tiene la
propiedad del punto fijo. Este resultado es más fuerte que aquel probado por Lopez,
ya que para demostrar que XL tiene la propiedad del punto fijo, éste utiliza ciertas
propiedades particulares del espacio que no se desprenden del anillo de cohomoloǵıa.
Luego veremos algunos de los corolarios que se obtienen usando el espacio XL, por
ejemplo, que la propiedad del punto fijo no se preserva por productos, suspensiones,
join y producto smash. Finalmente, veremos cómo el ejemplo de Lopez motiva las
dos preguntas, formuladas por R.H. Bing, que estudiaremos más adelante en esta
tesis.

31
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2.1. Operaciones de Steenrod y aplicaciones

Las potencias de Steenrod son transformaciones naturales que relacionan la coho-
moloǵıa con coeficientes en Zp en distintos grados. Cuando p = 2 se llaman cuadrados
de Steenrod. En esta sección recordaremos sus propiedades elementales y veremos
aplicaciones a la teoŕıa de punto fijo.

Teorema 2.1.1 (Cuadrados de Steenrod, [25, Section 4.L]). Existen funciones Sqi :
Hn(X;Z2) → Hn+i(X;Z2) definidas para cada espacio topológico X y n, i ≥ 0 con
las siguientes propiedades:

(i) Si f : X → Y , entonces Sqi ◦ f ∗ = f ∗ ◦ Sqi.
(ii) Sqi(α + β) = Sqi(α) + Sqi(β).
(iii) Sqi(α ∪ β) =

∑
j+k=i Sqj(α) ∪ Sqk(β).

(iv) Sqi ◦ σ = σ ◦ Sqi donde σ : Hn(X;Z2) → Hn+1(ΣX;Z2) es el isomorfismo
de suspensión.

(v) Sqi(α) = α ∪ α si i = |α| y Sqi(α) = 0 si i > |α|.
(vi) Sq0 es la identidad.
Por las propiedades anteriores, Sq =

∑∞
i=0 Sqi es un morfismo de anillos Sq :

H∗(X;Z2)→ H∗(X;Z2).

Teorema 2.1.2 (Potencias de Steenrod,[25, Section 4.L]). Sea p un primo impar.
Existen funciones P i : Hn(X;Zp) → Hn+2i(p−1)(X;Zp) definidas para cada espacio
topológico X y n, i ≥ 0 con las siguientes propiedades:

(i) Si f : X → Y , entonces P i ◦ f ∗ = f ∗ ◦ P i.
(ii) P i(α + β) = P i(α) + P i(β).
(iii) P i(α ∪ β) =

∑
j+k=i P

j(α) ∪ P k(β).

(iv) P i ◦ σ = σ ◦ P i donde σ : Hn(X;Zp)→ Hn+1(ΣX;Zp) es el isomorfismo de
suspensión.

(v) P i(α) = αp si 2i = |α| y P i(α) = 0 si 2i > |α|.
(vi) P 0 es la identidad.
Por las propiedades anteriores, P =

∑∞
i=0 P

i es un morfismo de anillos, P :
H∗(X;Zp)→ H∗(X;Zp).

El espacio proyectivo complejo de dimensión n, que notamos CPn, tiene una
estructura de CW-complejo con una única celda en dimensión 2i para i = 0, . . . , n.
Sea F un cuerpo. Por cohomoloǵıa celular, tenemos que Hk(CPn;F ) = F si 0 ≤ i ≤
2n es par y es 0 en caso contrario. Además, el subcomplejo formado por las celdas
de dimensión menor o igual que 2k es isomorfo a CPk. Entonces si l ≤ 2k, tenemos
que H l(CPk;F ) se identifica con H l(CPn;F ). Sea α ∈ H2(CPn;F ) el generador
correspondiente a la 2-celda. Por dualidad de Poincaré en CP2 ([25, Proposition
3.38]), tenemos que α2 = α ∪ α es un generador de H4(CP2;F ) = H4(CPn;F ).
Por dualidad de Poincaré en CP3, tenemos que α3 = α2 ∪ α es un generador de
H6(CP3;F ) = H6(CPn;F ). Continuando inductivamente, se tiene que αi es un
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generador de H2i(CPn;F ) para i = 0, . . . , n. Entonces, hay un isomorfismo de F -
álgebras graduadas H∗(CPn;F ) ' F [α]/(αn+1) donde |α| = 2.

Análogamente, el espacio proyectivo cuaterniónico HPn tiene una estructura de
CW-complejo con una única celda en dimensión 4i para i = 0, . . . , n. Luego, por
cohomoloǵıa celular, tenemos que H i(HPn;F ) = F si 0 ≤ i ≤ 4n es múltiplo de 4 y
es 0 en caso contrario. Además, si γ ∈ H4(HPn;F ) es el generador correspondiente
a la 4-celda, usando dualidad de Poincaré igual que en el caso complejo, se obtiene
que γi es un generador de H4i(HPn;F ). Entonces, hay un isomorfismo de F -álgebras
graduadas H∗(HPn;F ) ' F [γ]/(γn+1) donde |γ| = 4.

Como la cohomoloǵıa de CPn está concentrada en grado par, se tiene la siguiente
descripción de sus cuadrados de Steenrod:

Lema 2.1.3. Sea α el generador de H2(CPn;Z2). Entonces, Sq2i(αk) =
(
k
i

)
αk+i.

Demostración. Tenemos

Sq(αk) = Sq(α)k

= (Sq0(α) + Sq1(α) + Sq2(α))k

= (α + 0 + α2)k

= αk(1 + α)k

=
∑(

k

j

)
αk+j

Usando que Sq2i sube 2i el grado y comparando grados, tenemos Sq2i(αk) =
(
k
i

)
αk+i.

Teorema 2.1.4. Si m es par, ΣCPm tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Si k es impar, por el Lema 2.1.3 Sq2(αk) =
(
k
1

)
αk+1 = αk+1, o sea

que
Sq2 : H2k(CPm;Z2)→ H2k+2(CPm;Z2)

es isomorfismo. Ahora el siguiente cuadrado conmuta:

H2k(CPm;Z2) H2k+2(CPm;Z2)

H2k+1(ΣCPm;Z2) H2k+3(ΣCPm;Z2)

σ ∼

Sq2

∼

σ∼

Sq2

y como σ es isomorfismo, tenemos que Sq2 : H2k+1(ΣCPm;Z2)→ H2k+3(ΣCPm;Z2)
es isomorfismo. Sea f : ΣCPm → ΣCPm. En el siguiente diagrama conmutativo, las
flechas horizontales son isomorfismos:



34 CAPÍTULO 2. EL EJEMPLO DE LOPEZ

H2k+1(ΣCPm;Z2) H2k+3(ΣCPm;Z2)

H2k+1(ΣCPm;Z2) H2k+3(ΣCPm;Z2)

Sq2

∼

f∗ f∗

Sq2
∼

y entonces para k impar se tiene

tr(f ∗, H2k+1(ΣCPm;Z2)) = tr(f ∗, H2k+3(ΣCPm;Z2)).

Veamos que L(f ∗,Z2) = 1. La cohomoloǵıa de este espacio es Z2 en los lugares
0, 3, 5, 7, . . . , 2m+ 1 y 0 en los demás lugares. Como m es par, 2m+ 1 es de la forma
4k + 1. Sabemos que tr(f ∗, H4k−1(ΣCPm;Z2)) = tr(f ∗, H4k+1(ΣCPm;Z2)) y enton-
ces, módulo 2, estos términos se cancelan y sólo queda el término correspondiente
al H0, que es 1. Finalmente, por el teorema de Lefschetz, f tiene un punto fijo.

Notar que χ(ΣCPn) = 1 − n. Por lo tanto, existen poliedros compactos con la
propiedad del punto fijo y caracteŕıstica de Euler impar negativa arbitraria. Como
mencionamos al comienzo del caṕıtulo, Lopez construyó un poliedro con la propiedad
del punto fijo y caracteŕıstica de Euler positiva par. Posteriormente al paper de
Lopez, Bredon mostró más ejemplos de poliedros compactos con la propiedad del
punto fijo y caracteŕıstica de Euler par: los espacios HP2n+1 con n > 0 [16]. A
continuación probaremos que HPk tiene la propiedad del punto fijo si k ≥ 2. La
demostración del siguiente lema es idéntica a la del Lema 2.1.3.

Lema 2.1.5. Sea α el generador de H2(CPn;Zp). Entonces P i(αk) =
(
k
i

)
αk+i(p−1).

Lema 2.1.6. Sea γ el generador de H4(HPn;Zp). Entonces P i(γk) =
(
2k
i

)
γk+i

p−1
2 .

Demostración. Usamos que el cociente q : CP2n+1 → HPn, inducido por el morfismo
canónico C2 → H2, se restringe a un homeomorfismo entre las 4-celdas de ambos
espacios y por lo tanto cumple q∗(γ) = α2. Entonces, en el siguiente diagrama, las
flechas horizontales son isomorfismos:

H4k(HPn;Zp) H4k(CP2n+1;Zp)

H4k+2i(p−1)(HPn;Zp) H4k+2i(p−1)(CP2n+1;Zp)

q∗

∼

P i P i

q∗
∼

de esto se deduce lo que queremos probar.

Definición 2.1.7. Si f : HPn → HPn es continua, f ∗ : H4(HPn;Z) → H4(HPn;Z)
es multiplicar por cierto número d ∈ Z, que llamamos el grado de f .
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Claramente HP1 = S4 no tiene la propiedad del punto fijo.

Proposición 2.1.8. Si n ≥ 2, HPn tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Si el grado de f es d, tenemos L(f) = 1 + d + d2 + . . . + dn. Para
aplicar el teorema de Lefschetz basta ver que d 6= −1. Fijamos p = 3 y calculamos
P 1(f ∗(γ)) de dos formas distintas, usando la naturalidad:

P 1(f ∗(γ)) = P 1(dγ) = d2γ2

f ∗(P 1(γ)) = f ∗(2γ2) = 2d2γ2

Como γ2 6= 0, tenemos 2d2 ≡ 2d (mód 3). Luego d 6= −1.

2.2. El espacio de Lopez

En esta sección, seguiremos los pasos de Lopez [34] para construir el espacio
XL, que tiene la propiedad del punto fijo y caracteŕıstica de Euler par. Si bien la
herramienta principal utilizada por Lopez para probar que XL tiene la propiedad
del punto fijo es el anillo de cohomoloǵıa, el autor usa en la demostración cierta
propiedad espećıfica del espacio (que CP2 es un retracto). En esta sección probamos
que no sóloXL tiene la propiedad del punto fijo, sino que cualquier poliedro compacto
con la misma cohomoloǵıa también la tiene.

Proposición 2.2.1 (Lopez). Sea X un poliedro compacto tal que

H∗(X;Q) ' Q[α, β]/(α3, α2β, αβ2, β5)

con |α| = |β| = 2 (el isomorfismo es como Q-álgebras graduadas). Entonces X tiene
la propiedad del punto fijo.

Observación 2.2.2. Una descripción más concreta del anillo de cohomoloǵıa es la
siguiente:

H0(X;Q) = Q con generador 1

H2(X;Q) = Q⊕Q con generadores α, β

H4(X;Q) = Q⊕Q⊕Q con generadores α2, αβ, β2

H6(X;Q) = Q con generador β3

H8(X;Q) = Q con generador β4

Hk(X;Q) = 0 si k 6= 0, 2, 4, 6, 8

y se cumplen las siguientes relaciones:

α3 = αβ2 = α2β = 0

El anillo es conmutativo porque la cohomoloǵıa está en los grados pares. Además
se tiene χ(X) = 8.
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Demostración. Sea f : X → X. Escribamos |f ∗|{α,β} =

(
a b
c d

)
. Tenemos

0 = f ∗(0) = f ∗(α3) = f ∗(α)3 = (aα+cβ)3 = a3α3+3a2cα2β+3ac2αβ2+c3β3 = c3β3

y luego c = 0. Ahora, usando que f ∗ es morfismo de anillos, podemos calcular las
trazas de f en la cohomoloǵıa:

tr(f ∗, H0(X;Q)) = 1

tr(f ∗, H2(X;Q)) = a+ d

tr(f ∗, H4(X;Q)) = a2 + ad+ d2

tr(f ∗, H6(X;Q)) = d3

tr(f ∗, H8(X;Q)) = d4

y entonces

L(f ∗,Q) = 1 + a+ d+ a2 + ad+ d2 + d3 + d4

=
1

4
((2a+ d+ 1)2 + (2d2 + d)2 + d2 + (d+ 1)2 + 2)

> 0

Por lo tanto, por el teorema de Lefschetz, f tiene un punto fijo.

Antes de construir el ejemplo de Lopez, calculemos la cohomoloǵıa de S2×S2 con
coeficientes en un anillo conmutativo R. Llamamos e0, e2 a la 0-celda y a la 2-celda
de S2 respectivamente. Entonces, la estructura celular producto en S2×S2 consta de
la 0-celda e0×e0, las 2-celdas e2×e0 y e0×e2 y la 4-celda e2×e2. La cohomoloǵıa en
grado 2-está generada por α = (e2×e0)∗ y β = (e0×e2)∗. Sean p1, p2 : S2×S2 → S2

las proyecciones. Tenemos que p∗1(e
∗
2) = α y p∗2(e

∗
2) = β. Luego, como e∗2 ∪ e∗2 = 0,

tenemos α2 = β2 = 0. Queremos ver que α ∪ β genera H4(S2 × S2;R). Por [25,
Theorem 3.15], el producto cruz × : H2(S2;R) ⊗ H2(S2;R) → H4(S2 × S2;R)
es isomorfismo. Pero el producto cruz se define por a × b = p∗1(a) ∪ p∗2(b), luego
α ∪ β ∈ H4(S2 × S2;R) es un generador. Como α y β tienen grado 2, conmutan.

Definición 2.2.3. Vamos a construir el espacio de Lopez XL. Lo definimos median-
te una estructura de CW complejo, aunque en realidad admite una triangulación.
Empezamos con una 0-celda e1. Adjuntamos dos 2-celdas, que llamamos eα y eβ.
A continuación, adjuntamos una 4-celda eαβ para formar un “toro” S2 × S2. Pe-
gamos una 4-celda eα2 sobre eα, de modo que el subcomplejo formado por e1, eα
y eα2 sea CP2. Ahora adjuntamos las celdas eβ2 , eβ3 y eβ4 de dimensiones 4, 6 y 8
respectivamente, de modo que el subcomplejo formado por e1, eβ, eβ2 , eβ3 y eβ4 sea
la estructura estándar de CP4.
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Proposición 2.2.4 (Lopez). La cohomoloǵıa con coeficientes racionales de XL

está dada por

H∗(XL;Q) = Q[α, β]/(α3, α2β, αβ2, β5)

con |α| = |β| = 2. En particular, XL tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Llamamos iS2×S2 : S2×S2 → XL, iCP2 : CP2 → XL, iCP4 : CP4 → XL

a las inclusiones.
Notemos que todas la celdas tienen dimensión par. Entonces podemos identificar

Hk(XL;Q) = Hom(Ck(XL),Q). Es fácil ver que, en cada grado, las dimensiones de
ambas álgebras coinciden. Definimos α = e∗α, β = e∗β.

Veamos que α2, αβ, β2 es linealmente independiente. Si pα2 + qαβ + rβ2 = 0,
entonces 0 = i∗S2×S2(pα2+qαβ+rβ2) = pα2+qαβ+rβ2 = qαβ y entonces, como αβ
genera H2(S2 × S2;Q), tenemos q = 0. Además, 0 = i∗CP2(pα2 + qαβ + rβ2) = pα2

y entonces p = 0. La misma cuenta, con i∗CP4 , nos dice que r = 0. Para ver que
β3 ∈ H6(XL;Q) y β4 ∈ H8(XL;Q) son generadores, usamos la misma idea.

Para probar que α3 = αβ2 = α2β = 0, notamos que i∗CP4 : H6(XL;Q) →
H6(CP4;Q) es isomorfismo y que i∗CP4(α) = 0. Esto completa el cálculo de la coho-
moloǵıa de XL.

2.3. Resultados de Lopez

A continuación veremos las consecuencias más relevantes que se obtienen utili-
zando el espacio XL, entre ellas que la propiedad del punto fijo no es un invariante
homotópico.

Teorema 2.3.1 (Lopez). La propiedad del punto fijo no es un invariante homotópico
en la categoŕıa de poliedros compactos.

Demostración. Consideremos X = XL ∨ΣCP8. Por ser un wedge de espacios con la
propiedad del punto fijo (Proposición 2.2.4 y Teorema 2.1.4), X tiene la propiedad
del punto fijo. Además, tenemos χ(X) = χ(XL) +χ(ΣCP8)− 1 = 8 + (−7)− 1 = 0.
Por la Proposición 1.2.7, existe un poliedro compacto Y ' X sin global separating
points (en efecto, como XL y ΣCP8 no tienen global separating points, una única
expansión elemental alcanza para eliminar los global separating points). Finalmente,
por el Teorema 1.4.30, concluimos que Y no tiene la propiedad del punto fijo.

Para que A × B tenga la propiedad del punto fijo es necesario que A y B la
tengan. En 1930, Kuratowski se preguntó si la rećıproca de esta afirmación es cierta
[32]. Usando el espacio XL, Lopez probó que la respuesta es negativa:

Teorema 2.3.2 (Lopez). Existe un poliedro compacto X con la propiedad del punto
fijo y tal que X × I y X ×X no tienen la propiedad del punto fijo.
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Demostración. Basta tomar X = XL∨ΣCP8. Tenemos χ(X) = 0 y entonces χ(X×
I) = χ(X × X) = 0. Además, X × I y X × X no tienen global separating points.
Luego se puede aplicar el Teorema 1.4.30.

Teorema 2.3.3 (Lopez). Existe un poliedro X con la propiedad del punto fijo tal
que ΣX no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. El espacio X = XL ∨ ΣCP6 tiene la propiedad del punto fijo y
χ(X) = 2. Luego χ(ΣX) = 0 y además ΣX no tiene global separating points.
Luego, por el Teorema 1.4.30, ΣX no tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 2.3.4 ([16, Corollary 4.6]). Existe un poliedro compacto X con la propie-
dad del punto fijo y tal que el join X ∗X no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Consideramos X = XL ∨ ΣCP8. Sabemos que X tiene la propiedad
del punto fijo y que χ(X) = 0. Ahora, χ(X ∗X) = χ(X) + χ(X)− χ(X)χ(X) = 0.
Además X ∗X no tiene global separating points y entonces por el Teorema 1.4.30,
X ∗X no tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 2.3.5 ([16, Corollary 4.6]). Existen poliedros compactos X, Y con la pro-
piedad del punto fijo y tales que el smash product X ∧ Y no tiene la propiedad del
punto fijo.

Demostración. Sean X = XL ∨ ΣCP8 e Y = XL ∨ ΣCP6. Ya sabemos que X e Y
tienen la propiedad del punto fijo. Además χ(X ∧Y ) = χ(X)χ(Y )−χ(X)−χ(Y ) +
2 = 0. Como X∧Y no tiene global separating points, por el Teorema 1.4.30, tenemos
que X ∧ Y no tiene la propiedad del punto fijo.

2.4. Las preguntas de Bing

En su art́ıculo “The elusive fixed point property” de 1969, R. H. Bing formuló 12
preguntas relacionadas con la propiedad del punto fijo [5]. Hasta el año 2014 hab́ıan
sido respondidas 8 de ellas. Las preguntas 1 y 8, estudiadas en esta tesis, fueron
respondidas recientemente en [39]. A continuación, recordamos la formulación de
estas dos preguntas. La respuesta será desarrollada a lo largo del próximo caṕıtulo.
Como estudiamos en la última sección, los resultados de Lopez y Fadell sobre la
invarianza homotópica de la propiedad del punto fijo y su comportamiento frente a
las construcciones clásicas, se apoyan fuertemente en la existencia del espacio XL.
Además de tener la propiedad del punto fijo, XL tiene la propiedad fundamental
de poseer caracteŕıstica de Euler par. El espacio XL tiene dimensión 8. La primera
pregunta de Bing concierne a la existencia de un ejemplo similar con dimensión
mı́nima.

Pregunta 2.4.1 (Bing’s Question 1). ¿Existe un poliedro compacto y de dimensión
dos con la propiedad del punto fijo y caracteŕıstica de Euler par?
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Notemos que -incluso si la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa- no
se deduce inmediatamente que la propiedad del punto fijo no es un invariante ho-
motópico de los poliedros de dimensión 2, ya que por el teorema de Borsuk, no hay
poliedros de dimensión 2 con caracteŕıstica de Euler negativa y con la propiedad del
punto fijo. Si bien la Pregunta 2.4.1 habla de poliedros con caracteŕıstica de Euler
par, tampoco se conoćıan ejemplos con caracteŕıstica de Euler distinta de 1. Esto
motiva la siguiente definición.

Definición 2.4.2. Diremos que un poliedro compacto X de dimensión 2 es un
espacio de Bing si tiene la propiedad del punto fijo y χ(X) 6= 1.

Por el Corolario 1.3.8, si existe un ejemplo H1(X) debe ser de torsión. En este
caso, el producto cup y los cuadrados de Steenrod no dan información. La Pre-
gunta 2.4.1 fue estudiada en [43]. Dicho art́ıculo analiza el caso en que el grupo
fundamental es trivial. En el caṕıtulo siguiente, encontraremos algunas condiciones
necesarias para que un espacio sea de Bing; en particular veremos que la respuesta a
la Pregunta 2.4.1 es negativa si nos restringimos a espacios con grupo fundamental
abeliano. Finalmente, presentaremos una idea que nos permitirá hallar un ejemplo
que muestra que la respuesta es afirmativa.

La demostración del Teorema 2.3.1 motiva la siguiente pregunta:

Pregunta 2.4.3 (Bing’s Question 8). ¿Cuál es el menor n tal que existen un poliedro
X de dimensión n con la propiedad del punto fijo y un disco D tal que X ∩D es un
arco y X ∪D no tiene la propiedad del punto fijo?

La respuesta es un número mayor que 1, ya que un poliedro de dimensión 1
con la propiedad del punto fijo es un árbol y entonces cualquier espacio obtenido
adjuntando un disco a lo largo de un arco es un poliedro contráctil. Si consideramos
una pregunta análoga para espacios más generales, la respuesta es 1 [5, Theorem
15].

La Pregunta 2.4.3 se relaciona con la invarianza homotópica de la propiedad del
punto fijo de un modo preciso. Por el Teorema 1.4.29, el menor n tal que la propie-
dad del punto fijo no es un invariante homotópico de los poliedros de dimensión n,
coincide con el menor n tal que existe un poliedro compacto de dimensión n, con la
propiedad del punto fijo y tal que, haciendo una expansión elemental de dimensión 2,
se obtiene un poliedro sin la propiedad del punto fijo. En Teorema 3.2.11, mostrare-
mos que este número es 2. Concluimos entonces que la respuesta a la Pregunta 2.4.3
es 2, tal como conjeturó Bing [23].

De las demás preguntas de Bing, mencionamos la pregunta 11, que está relacio-
nada con el ejemplo de Lopez y fue respondida por la negativa por G. E. Bredon [8]
en 1971.

Pregunta 2.4.4 (Bing’s Question 11). ¿Es cierto que si P y Q son poliedros con
la propiedad del punto fijo y sin local separating points, entonces P × Q tiene la
propiedad del punto fijo?
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La pregunta de si el producto de dos variedades con la propiedad del punto fijo
necesariamente tiene la propiedad del punto fijo fue respondida negativamente por
Husseini [27]. Una exposición detallada sobre el producto de espacios y la propiedad
del punto fijo es [10].



Caṕıtulo 3

La propiedad del punto fijo en
dimensión dos

En este caṕıtulo se presentan resultados originales que dan respuesta a las pre-
guntas 1 y 8 de Bing formuladas al final del caṕıtulo anterior. El grupo fundamental
del espacio jugará un rol central y lo que haremos será estudiar los CW-complejos
asociados a presentaciones de grupo. En la Sección 3.1, siguiendo [2], probaremos
que un espacio de Bing no puede tener grupo fundamental abeliano. En el camino,
obtendremos algunas condiciones necesarias para que un espacio sea de Bing, por
ejemplo veremos que el segundo grupo de homoloǵıa del grupo fundamental no pue-
de ser trivial y que la caracteŕıstica de Euler del espacio debe ser la mı́nima posible
para ese grupo. Usando ideas similares, demostraremos que el grupo fundamental
de un espacio de Bing no puede ser un subgrupo finito de SO(3). En la Sección 3.2,
siguiendo [39], responderemos las preguntas de Bing. Más precisamente, construi-
remos poliedros de dimensión 2 con la propiedad del punto fijo y caracteŕıstica de
Euler positiva arbitraria. Luego mostraremos que la propiedad del punto fijo no es
invariante homotópico de los poliedros de dimensión 2.

3.1. Grupo fundamental abeliano

En esta sección expondremos los resultados más relevantes de nuestro art́ıcu-
lo [2]. Para comenzar, recordamos la construcción clásica que a una presentación
de un grupo G le hace corresponder un CW-complejo de dimensión 2 con grupo
fundamental G.

Definición 3.1.1 (complejo asociado a una presentación). Sea P = 〈a1, . . . , an |
r1, . . . , rk〉 una presentación de un grupo G. El CW-complejo XP asociado a la pre-
sentación P tiene una estructura celular estándar con una única 0-celda, una 1-celda
por cada generador ai y una 2-celda por cada relación rj. La función de adjunción
de la 2-celda correspondiente a rj es el lazo que recorre las 1-celdas correspondientes

41
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a las letras de rj en el orden en que ocurren y con la dirección dada por el exponente
(+1 ó −1) de cada letra. El grupo fundamental de XP es G. La segunda subdivisión
baricéntrica de este complejo es una triangulación de XP , por lo tanto todo complejo
asociado a una presentación es un poliedro.

Rećıprocamente, todo CW-complejo X compacto, conexo y de dimensión 2 es
homotópicamente equivalente al complejo asociado a una presentación P de π1(X).
Para ver esto, basta cocientar por un árbol maximal T del 1-esqueleto de X. El
CW-complejo Y = X/T obtenido tiene una única 0-celda. El grupo fundamental
del 1-esqueleto de Y es libre con base las 1-celdas de Y y las funciones de adjunción
de las 2-celdas de Y determinan palabras en este grupo libre. Aśı obtenemos una
presentación y el complejo asociado es homotópicamente equivalente a X.

Ejemplo 3.1.2. Si P = 〈a1, . . . , an |〉, entonces KP =
∨n
i=1 S

1. Si P = 〈a1 | 1〉,
entonces KP = S1 ∨ S2. Si P = 〈a1 | a21〉, entonces KP = RP2. Si P = 〈a1, a2 |
[a1, a2]〉, entonces KP es el toro. Si P = 〈a1, a2 | a1a2a−11 a2〉, entonces KP es la
botella de Klein.

Si G es un grupo abeliano finito con factores invariantes m1 | m2 | . . . | mn y
(d,m1) = 1, la presentación

Td = 〈a1, . . . , an|am1
1 , . . . , amn

n , [ad1, a2], [ai, aj], i < j, (i, j) 6= (1, 2)〉

es una presentación de G. Los complejos KTd aparecerán a lo largo de la sección.

Definición 3.1.3 (Deficiencia). La deficiencia de una presentación P = 〈a1, . . . , an |
r1, . . . , rk〉 está dada por def(P) = k− n. Entonces χ(XP) = def(P) + 1. Si G es un
grupo finitamente presentado, la deficiencia de G, def(G), es la mı́nima deficiencia
posible de una presentación de G. Luego, para todo CW-complejo X compacto,
conexo y de dimensión 2 con grupo fundamental G, se tiene χ(X) ≥ def(G) + 1. Si
se da la igualdad, decimos que X tiene caracteŕıstica de Euler mı́nima.

Ejemplo 3.1.4. Si H1(G) es de torsión, entonces def(G) ≥ 0. La presentación 〈a | am〉
muestra que Zm tiene deficiencia 0. La presentación P = 〈a, b | a2, b4, [a, b]〉 muestra
que def(Z2⊕Z4) ≤ 1. Enseguida veremos que esta presentación realiza la deficiencia,
o sea que KP tiene caracteŕıstica de Euler mı́nima.

Dado un espacio arcoconexo X, denotaremos Σ2(X) a la imagen del morfismo
de Hurewicz h : π2(X, x0)→ H2(X).

Teorema 3.1.5 (Hopf, [9, II, Theorem 5.2]). Sea X un espacio arcoconexo. Entonces
hay una sucesión exacta corta

0→ Σ2(X)→ H2(X)→ H2(K(π1(X, x0), 1))→ 0

El morfismo i : Σ2(X) → H2(X) es la inclusión. Adjuntando a X celdas de di-
mensión mayor o igual que tres, se puede construir un espacio de tipoK(π1(X, x0), 1).
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El morfismo j∗ : H2(X)→ H2(K(π1(X, x0))) que aparece en el teorema anterior es
el inducido por la inclusión j : X → K(π1(X, x0), 1). La exactitud en los extremos
es inmediata. Como el morfismo de Hurewicz es natural, se sigue que j∗ ◦ i = 0.
Omitimos la demostración de la exactitud en el medio.

En lo que sigue, utilizaremos algunas propiedades básicas de la homoloǵıa de gru-
pos que se explican en el Apéndice A. La sucesión exacta corta del Teorema 3.1.5
puede usarse para obtener una cota inferior para la deficiencia de un grupo finita-
mente presentado. Concretamente, si P = 〈a1, . . . , an | r1, . . . , rk〉 es una presenta-
ción de G con deficiencia mı́nima, entonces el hecho de que exista un epimorfismo
H2(XP) → H2(G) = H2(K(G, 1)) implica que rk(H2(XP)) es mayor o igual que la
cantidad de factores invariantes de H2(G). Ahora

def(G) = k − n
= χ(XP)− 1

= rk(H2(XP))− rk(H1(XP))

= rk(H2(XP))− rk(H1(G))

donde H1(G) es, por supuesto, la abelianización de G. Entonces tenemos

def(G) ≥ número de factores invariantes de H2(G)− rk(H1(G)).

Si además H1(G) es de torsión, se tiene

def(G) ≥ número de factores invariantes de H2(G).

Definición 3.1.6. Sea G un grupo finitamente presentable. Si se da la igualdad en
la cota anterior, decimos que G es eficiente. Si P es una presentación que realiza la
igualdad, decimos que P es eficiente.

Ejemplo 3.1.7. En el Apéndice A, probamos que el multiplicador de Schur H2(G)
de un grupo abeliano finito G = Zd1 ⊕ . . . ⊕ Zdn con d1 | . . . | dn tiene

(
n
2

)
factores

invariantes. Las presentaciones Td tienen deficiencia
(
n
2

)
, aśı que son eficientes.

B. H. Neumann se preguntó si todo grupo con multiplicador de Schur trivial es
eficiente [37]. Usando desigualdades análogas a las de Morse, R.G. Swan probó que
la respuesta es negativa [41]. Los ejemplos que construyó Swan son de la forma
(Z7)

n o Z3, donde 1 ∈ Z3 actúa en (Z7)
n multiplicando por 2. Estos grupos tienen

multiplicador de Schur trivial y no son eficientes si n es suficientemente grande.

3.1.1. Elementos esféricos primitivos

Una estrategia para probar que un espacio X no tiene la propiedad del punto
fijo, es encontrar un espacio Y ' X que tenga a Sn como retracto. Waggoner usó esa
idea para probar el Teorema 3.1.10. Necesitaremos el siguiente resultado de teoŕıa
de obstrucción.
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Teorema 3.1.8 ([40, Theorem 8.4.1]). Sea (Y, y0) un espacio punteado (n − 1)-
conexo con n ≥ 1. Sea (X,A) un CW-par tal que Hq+1(X,A; πq(Y, yo)) = 0 si
q > n. Sea f : A → Y una función continua. Si δf ∗ : Hn(Y ; πn(Y, y0)) →
Hn+1(X,A; πn(Y, y0)) es el morfismo 0, entonces f se extiende a X.

Si bien el siguiente lema fue probado por Waggoner en [42], la demostración que
damos es más simple que la original.

Lema 3.1.9 (Waggoner). Sea (X,Sn) un CW-par con dim(X) ≤ n + 1, n ≥ 1. Si
i∗ : Hn(Sn)→ Hn(X) es sección, entonces Sn es retracto de X.

Demostración. Por el teorema de coeficientes universales, tenemos un diagrama con-
mutativo con filas exactas:

0 Ext1Z(Hn−1(X), πn(Sn)) Hn(X; πn(Sn)) Hom(Hn(X), πn(Sn)) 0

0 Ext1Z(Hn−1(S
n), πn(Sn)) Hn(Sn; πn(Sn)) Hom(Hn(Sn), πn(Sn)) 0

i∗ (i∗)∗ (i∗)∗

Como Hn(i) y Hn−1(i) son secciones, los morfismos verticales de los extremos
son epimorfismos. Por el lema de los cinco ([45, Exercise 1.3.3]), tenemos que i∗ :
Hn(X; πn(Sn)) → Hn(Sn; πn(Sn)) es epimorfismo. Por lo tanto, el morfismo de
conexión

δ : Hn(Sn; πn(Sn))→ Hn+1(X,Sn; πn(Sn))

es trivial. Además si q > n, tenemos que Hq(Sn; πq(S
n)) = 0 y Hq+1(X; πq(S

n)) = 0.
Luego, por la sucesión exacta larga de cohomoloǵıa del par (X,Sn), tenemos que, si
q > n, entonces Hq+1(X,Sn; πq(S

n)) = 0. Ahora, por el Teorema 3.1.8, 1Sn : Sn →
Sn se extiende a X.

El caso n = 3 del siguiente teorema fue probado por Jiang [29].

Teorema 3.1.10 (Waggoner [42]). Sea X un poliedro compacto de dimensión n 6= 2

y (n− 2)-conexo. Si H̃∗(X;Q) 6= 0, entonces X no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Los casos n = 0 y n = 1 son evidentes. Supongamos que n ≥ 3.
Primero veamos que se puede suponer que X no tiene global separating points.
Escribimos X = X1 ∨ . . . ∨ Xk, donde cada Xi es un 1-śımplex o un poliedro sin
global separating points. Para algún i debe valer H̃∗(X;Q) 6= 0 y además Xi es
(n− 2)-conexo (esto último vale porque Xi es retracto de X). Luego basta ver que
Xi no tiene la propiedad del punto fijo.

Por el Teorema de Hurewicz, tenemos que H̃k(X) = 0 para 0 ≤ k ≤ n −
2, que hn−1 : πn−1(X) → Hn−1(X) es isomorfismo y que hn : πn(X) → Hn(X)

es epimorfismo. Luego, dado que H̃∗(X;Q) 6= 0 para j igual a n − 1 ó n, existe
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una sección Z ↪→ Hj(X) y como hj : πj(X) → Hj(X) es epimorfismo, por la
definición del morfismo de Hurewicz, existe f : Sj → X tal que f∗ : Hj(S

j) →
Hj(X) es sección. Subdividiendo si es necesario, podemos suponer que f es simplicial.
Ahora, aplicando el Lema 3.1.9 al par (M(f), Sj), concluimos que M(f) no tiene
la propiedad del punto fijo. Además M(f) es un poliedro [13, Proposition 9.8] y
entonces por el Teorema 1.4.29, X no tiene la propiedad del punto fijo.

El teorema anterior no vale para n = 2, como veremos en la Sección 3.2. A
continuación, estudiaremos hasta qué punto se puede aplicar la estrategia de Wag-
goner para un 2-complejo. Deduciremos que el multiplicador de Schur del grupo
fundamental de un espacio de Bing no puede ser trivial. Además, probaremos que,
si el grupo fundamental G de un espacio de Bing X es libremente indescomponible,
entonces G debe ser eficiente y X debe tener caracteŕıstica de Euler mı́nima.

Sea F un grupo abeliano libre. Decimos que a ∈ F es primitivo en F si el
morfismo Z→ F dado por 1 7→ a es sección. Esto es equivalente a decir que {a} se
extiende a una base de F .

Lema 3.1.11. Sea
0→ S → Zk → A→ 0

una sucesión exacta corta de grupos abelianos. Son equivalentes:
(i) El número de factores invariantes de A es estrictamente menor que k.
(ii) Existe a ∈ S primitivo en Zk.

Demostración. Supongamos que A tiene n < k factores invariantes. Hay un epi-
morfismo Zn → A. Como Zk es proyectivo, existe f tal que el siguiente diagrama
conmuta:

Zn

0 S Zk A 0

f

Luego basta encontrar un elemento a ∈ ker(f) primitivo en Zk. Por forma normal de
Smith, existen bases B = {b1, . . . , bk} y B′ = {b′1, . . . , b′n} de Zk y Zn respectivamen-
te, tales que la matriz de f en esas bases es diagonal. Las últimas k − n columnas
de esa matriz son 0 y entonces bk ∈ ker(f) ⊂ S es primitivo en Zk.

Rećıprocamente, supongamos que b1 ∈ S es primitivo en Zk. Podemos extender
a una base B = {b1, . . . , bk} de Zk. Ahora, si llamamos [x] a la clase en A de x ∈ Zk,
tenemos que {[b2], . . . , [bk]} generan A, por lo tanto el número de factores invariantes
de A es a lo sumo k − 1.

Proposición 3.1.12. Sea X un poliedro compacto, conexo y de dimensión 2. Son
equivalentes:

(i) X es homotópicamente equivalente a un poliedro Y que tiene a S2 como
retracto.
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(ii) Existe f : S2 → X tal que H2(f) es sección.
(iii) Existe a ∈ Σ2(X) primitivo en H2(X).
(iv) El número de factores invariantes de H2(π1(X)) es estrictamente menor que

el rango de H2(X).

Demostración. (i) ⇒ (ii) es claro. Para (ii) ⇒ (i) aplicamos el Lema 3.1.9 al par
(M(f), S2), donde M(f) es el mapping cylinder de f .

(ii) ⇐⇒ (iii) se sigue de la definición del morfismo de Hurewicz.
(iii) ⇐⇒ (iv) vale por el Lema 3.1.11.

Teorema 3.1.13. Si H2(G) = 0, entonces no hay espacios de Bing con grupo fun-
damental G.

Demostración. Supongamos que existe un espacio de Bing X con π1(X) = G. Es-
cribimos X = X1 ∨ . . . ∨ Xm, donde cada Xi es un poliedro sin global separating
points o un 1-śımplex (permitimos que los wedges tengan distinto punto base). Co-
mo H2(X) 6= 0, para algún i tenemos H2(Xi) 6= 0. Por ser retracto de X, Xi tiene
la propiedad del punto fijo. Por el Teorema de van Kampen, π1(Xi) es factor libre
de G y entonces, dado que H2(G) = 0, se obtiene H2(π1(Xi)) = 0 (ver Lema A.6).
Por la Proposición 3.1.12 y el Teorema 1.4.29, Xi no tiene la propiedad del punto
fijo.

El caso G = 0 en el Teorema 3.1.13 fue estudiado por Waggoner [43].

Corolario 3.1.14. No hay espacios de Bing con grupo fundamental trivial; ćıclico;
diedral de orden 2 (mód 4); SL(n,Fq), salvo las posibles excepciones (n, q) 6= (2, 4),
(2, 9), (3, 2), (3, 4), (4, 2); de deficiencia cero (e.g. los cuaterniones); de orden libre
de cuadrados (más generalmente, tal que todo subgrupo de Sylow tiene multiplicador
de Schur trivial); 13 de los 26 grupos simples esporádicos; varias familias infinitas
de grupos simples de tipo Lie.

Demostración. Todos estos grupos tienen multiplicador de Schur trivial. Para los
ćıclicos, diedrales y SL(n,Fq), esto aparece en [45]. Si la deficiencia es 0 es claro. Para
los grupos tales que todo subgrupo de Sylow tiene multiplicador de Schur trivial, se
sigue de [9, Chapter III, Corollary 10.2 and Theorem 10.3]. Para la afirmación sobre
los grupos finitos simples, ver [19, Section 6.1].

Definición 3.1.15. Un grupo G se dice libremente indescomponible si G ' H ∗K
implica H ' 1 o K ' 1.

Claramente, los grupos finitos y los grupos abelianos son libremente indescom-
ponibles. La siguiente reducción será útil en la sección Sección 3.1.2.

Proposición 3.1.16. Sea X un espacio de Bing con grupo fundamental G libremen-
te indescomponible. Entonces hay un espacio de Bing Y ' X sin global separating
points.
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Demostración. Fijemos una triangulación de X. Si X tiene un global separating
point y X no es un 1-śımplex, entonces X es un wedge de dos poliedros X1, X2

con menos vértices que X. Por el teorema de van Kampen, G ' π1(X1) ∗ π1(X2) y
como G es libremente indescomponible, alguno de estos poliedros, digamos X2, es
simplemente conexo. Por el Teorema 3.1.13 no hay espacios de Bing simplemente
conexos. Luego H̃∗(X2) = 0. Por lo tanto, X2 es contráctil y X = X1 ∨ X2 ' X1.
Por inducción, existe un espacio de Bing Y ' X sin global separating points.

Proposición 3.1.17. Sea X un espacio de Bing con grupo fundamental G. Si G
es libremente indescomponible, entonces G es eficiente y X tiene caracteŕıstica de
Euler mı́nima.

Demostración. Por la Proposición 3.1.16, podemos asumir que X no tiene global
separating points. Si el rango de H2(X) es estrictamente mayor que el número de
factores invariantes de H2(G), por la Proposición 3.1.12 y el Teorema 1.4.29, tenemos
una contradicción.

Ya vimos que los grupos abelianos finitos son eficientes y, exceptuando a los
ćıclicos, tienen multiplicador de Schur no trivial. Para probar que esos grupos no
son el grupo fundamental de un espacio de Bing, necesitaremos otros métodos.

3.1.2. Espacios de Bing con grupo fundamental abeliano

A continuación probamos el resultado principal de la sección, que no hay espacios
de Bing con grupo fundamental abeliano. Empezamos estudiando el caso de dos
factores invariantes, que jugará un rol esencial en la demostración.

Lema 3.1.18. Sea P = 〈a, b | am, bn, [a, b]〉. Entonces XP no tiene la propiedad del
punto fijo.

Demostración. Por el Teorema 1.4.27, alcanza con encontrar f : XP → XP tal que
N(f) = 0. Sea T = S1 × S1 ⊆ C × C. Podemos identificar XP con el siguiente
pushout:

S1
a

∐
S1
b

(zm,1)
∐

(1,zn) //

��

T

iT
��

D2
a

∐
D2
b ia

∐
ib

// XP

donde S1
a, S

1
b , D

2
a, D

2
b ⊆ C son copias de S1 y D2 respectivamente.
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Definimos fT : T → XP , fa : D2
a → XP y fb : D2

b → XP por

fT (z, w) = iT (−z,−w)

fa(z) =

{
ia(2z) si 0 ≤ |z| ≤ 1

2

iT

(
zm

|z|m exp(iπ(2|z| − 1)), exp(iπ(2|z| − 1))
)

si 1
2
≤ |z| ≤ 1

fb(z) =

{
ib(2z) si 0 ≤ |z| ≤ 1

2

iT

(
exp(iπ(2|z| − 1)), z

n

|z|n exp(iπ(2|z| − 1))
)

si 1
2
≤ |z| ≤ 1

Es fácil verificar que fT , fa y fb están bien definidas y son continuas; y que definen
una función continua f : XP → XP .

Se puede ver que los únicos puntos fijos de f son ia(0) y ib(0). Vamos a probar
que están en la misma clase de punto fijo. Consideremos los caminos γa, δa, δb, γb :
[0, 1]→ XP definidos por

γa(t) = ia (t/2)

δa(t) = ia (1/2 + t/2)

δb(t) = ib (1− t/2)

γb(t) = ib (1/2− t/2)

La concatenación γa ∗ δa ∗ δb ∗ γb está bien definida y es un camino de ia(0) a ib(0).
Para probar

γa ∗ δa ∗ δb ∗ γb ' f ◦ (γa ∗ δa ∗ δb ∗ γb)
alcanza con ver que

γa ∗ δa = f ◦ γa (3.1)

δb ∗ γb = f ◦ γb (3.2)

eiT (1,1) ' (f ◦ δa) ∗ (f ◦ δb), (3.3)

donde eiT (1,1) es el lazo constante en iT (1, 1). Las igualdades 3.1 y 3.2 son claras y
3.3 se sigue de

(f ◦ δa)(t) = iT (exp(iπt), exp(iπt)) = (f ◦ δb)(1− t).

Entonces hay una sola clase de puntos fijos no vaćıa. Deberemos probar que esta
clase no es esencial. Una forma de ver esto es notando que los ı́ndices de punto fijo
de ia(0) y ib(0) son 1 y −1 respectivamente (por la Proposición 1.4.22). Otra forma
es probando que L(f) = 0 y usando Teorema 1.4.20.

SiG es un grupo finito, dos CW-complejos de dimensión 2 con grupo fundamental
G e igual caracteŕıstica de Euler no mı́nima son homotópicamente equivalentes. Este
hecho, junto al Teorema 3.1.19, constituye la clasificación de tipos homotópicos de
CW-complejos compactos y conexos de dimensión 2 con grupo fundamental abeliano
finito. Para una exposición detallada de este tema ver [26, Chapter III] y [22].
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Teorema 3.1.19 (Browning, [26, Chapter III, Theorem 2.11]). Sea G un grupo
abeliano finito con factores invariantes m1 | m2 | . . . | mn. El número de tipos
homotópicos de CW-complejos compactos conexos de dimensión 2 con grupo funda-
mental G y caracteŕıstica de Euler mı́nima es

∣∣Z∗m1
/± (Z∗m1

)n−1
∣∣. Un tal complejo

es homotópicamente equivalente al complejo asociado a una presentación

Td = 〈a1, . . . , an | am1
1 , . . . , amn

n , [ad1, a2], [ai, aj], i < j, (i, j) 6= (1, 2)〉

con (d,m1) = 1.

En el teorema anterior, tenemos que Td ' Td′ si y solamente si [d] = [d′] en∣∣Z∗m1
/± (Z∗m1

)n−1
∣∣.

Corolario 3.1.20. Sea G un grupo abeliano finito con factores invariantes m1 | m2

y sea X un CW-complejo compacto conexo y de dimensión 2 con π1(X) = G. Si
X tiene caracteŕıstica de Euler mı́nima, entonces X ' XP , donde P = 〈a1, a2 |
am1
1 , am2

2 , [a1, a2]〉.

El último ingrediente en la demostración del Teorema 3.1.22 es el siguiente

Lema 3.1.21. Sean

Td = 〈a1, . . . , an | am1
1 , . . . , amn

n , [ad1, a2], [ai, aj], i < j, (i, j) 6= (1, 2)〉

con n ≥ 2 y
Rd = 〈a1, a2 | am1

1 , am2
2 , [ad1, a2]〉.

Entonces XRd
es retracto de XTd.

Demostración. Claramente, XRd
es subcomplejo de XTd . Vamos a definir una re-

tracción celular r : XTd → XRd
. La 0-celda de XTd y las 1-celdas a1, a2 quedan fijas

por r. El resto de las 1-celdas a3, . . . , an van a la 0-celda. En el 2-esqueleto, r fija
las 2-celdas am1

1 , am2
2 y [ad1, a2]. Deberemos extender r a las demás 2-celdas. Esto es

posible porque la composición de r con la función de adjunción de cada una de esas
celdas es null homotópica.

Teorema 3.1.22. Un espacio de Bing no puede tener grupo fundamental abeliano.

Demostración. Supongamos que existe un espacio de Bing X con grupo fundamen-
tal abeliano G. Por Corolario 1.3.7, H1(X) es de torsión. Como H1(X) = G es
finitamente generado y de torsión, G es abeliano finito. Sean m1 | m2 | . . . | mn sus
factores invariantes.

Como G es libremente indescomponible, por la Proposición 3.1.16 podemos asu-
mir que X no tiene global separating points. Por la Proposición 3.1.17, sabemos que
X tiene caracteŕıstica de Euler mı́nima. Por el Teorema 3.1.13, G no es ćıclico y
entonces n ≥ 2. Por el Teorema 3.1.19, hay una presentación

Td = 〈a1, . . . , an | am1
1 , . . . , amn

n , [ad1, a2], [ai, aj], i < j, (i, j) 6= (1, 2)〉
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con (d,m1) = 1 tal que X ' XTd . Por el Teorema 1.4.29, XTd tiene la propiedad del
punto fijo. Sea

Rd = 〈a1, a2 | am1
1 , am2

2 , [ad1, a2]〉.

Por el Lema 3.1.21, XRd
es retracto de XTd ; luego por el Lema 1.1.4, XRd

tiene la
propiedad del punto fijo. Finalmente consideremos

R1 = 〈a1, a2 | am1
1 , am2

2 , [a1, a2]〉.

Por el Corolario 3.1.20, XR1 ' XRd
, luego por el Teorema 1.4.29, XR1 tiene la

propiedad del punto fijo, contradiciendo el Lema 3.1.18.

Las ideas utilizadas en la demostración del resultado anterior se aplican cuando
hay un resultado análogo al Teorema 3.1.19. En la demostración del siguiente teo-
rema, usaremos un resultado de clasificación de Hambleton y Kreck que concierne a
los subgrupos finitos de SO(3).

Teorema 3.1.23. Un espacio de Bing no puede tener grupo fundamental A4, S4,
A5 ni Dn.

Demostración. Por [24, Theorem 2.1], para cualquiera de estos grupos el tipo ho-
motópico de un 2-complejo está determinado por la caracteŕıstica de Euler. Tenemos
las siguientes presentaciones con deficiencia 1:

A4 = 〈a, b, c | a2, b3, c3, abc〉,
S4 = 〈a, b, c | a2, b3, c4, abc〉,
A5 = 〈a, b, c | a2, b3, c5, abc〉,
D2n = 〈a, b, c | a2, b2, cn, abc〉.

Solamente tenemos que probar que los complejos asociados a estas presentaciones
carecen de la propiedad del punto fijo (notemos que no es necesario saber si estas
presentaciones tienen caracteŕıstica de Euler mı́nima o no).

Sea P = 〈a, b, c | al, bm, cn, abc〉. Consideremos el espacio X = X(l,m, n) obteni-
do quitando tres discos disjuntos de S2 y luego pegando tres 2-celdas en los bordes
de estos discos, con funciones de adjunción de grados l, m y n (Figura 3.1). Notando
que XP es un cociente de X por un subcomplejo contráctil, obtenemos XP ' X.
Vamos a probar que X no tiene la propiedad del punto fijo.
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b

c

a

abc

2

3

4

Figura 3.1: A la izquierda, el espacio XP . A la derecha, el espacio X(2, 3, 4), junto
con los puntos fijos de f .

Concretamente, X = X(l,m, n) se obtiene de la superficie

S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1 y x ≤ 4

5
y − 4

5
≤ y ≤ 4

5
}

adjuntando tres 2-celdas con funciones de adjunción φa, φb, φc : S1 → S dadas por

φa(z) =

(
3

5
Re(zl),−4

5
,
3

5
Im(zl)

)
φb(z) =

(
4

5
,
3

5
Re(zm),

3

5
Im(zm)

)
φc(z) =

(
−3

5
Re(zn),

4

5
,
3

5
Im(zn)

)
Sean ia, ib, ic : D2 → X las funciones caracteŕısticas de las celdas y llamemos iS :
S ↪→ X a la inclusión.

Las funciones fS : S → X, fa, fb, fc : D2 → X dadas por

fS(x, y, z) = iS(x, y,−z)

fa(w) = ia(w)

fb(w) = ib(w)

fc(w) = ic(w)

determinan una función continua f : X → X.

Cada componente conexa de Fix(f) es homotópicamente equivalente a S1, como
se ve en la Figura 3.1. Una clase de puntos fijos F es una unión de algunas compo-
nentes conexas de Fix(f). Luego χ(F ) = 0 para toda clase de puntos fijos F de f .
Aplicando el Lema 1.4.23, tenemos i(f, F ) = 0. Luego N(f) = 0 y estamos.
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3.2. Respuesta a las preguntas de Bing

En esta sección, siguiendo [39], responderemos las Preguntas 2.4.1 y 2.4.3. Para
esto, utilizaremos algunos resultados básicos de homoloǵıa de grupos y considerare-
mos ciertos grupos, que llamaremos de Bing. De este modo, el problema se reducirá a
encontrar un grupo de Bing con ciertas propiedades.

3.2.1. Grupos de Bing

Definición 3.2.1. Sea G un grupo finitamente presentable tal que H1(G) es finito
y sean d1, | . . . | dk los factores invariantes de H2(G). Decimos que G es un grupo de
Bing si, para todo endomorfismo φ : G→ G, se tiene tr(H2(φ)⊗ 1Zd1

) 6= −1 en Zd1 .
La definición anterior tiene sentido siempre que H2(G) 6= 0, ya que incluimos

a los ceros entre los factores invariantes. Si G es finitamente presentable, H1(G) es
finito y H2(G) = 0, convenimos que G es de Bing.

Teorema 3.2.2. Si P es una presentación eficiente de un grupo de Bing G, entonces
XP tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Escribamos X = XP y consideremos una función continua f : X →
X. Si H2(G) = 0, entonces X es Q-aćıclico, luego f tiene un punto fijo, aśı que
podemos suponer que H2(G) 6= 0. Sean d1 | . . . | dk los factores invariantes de
H2(G). Existe un espacio Y de tipo K(G, 1) cuyo 2-esqueleto es X. Sea i : X ↪→ Y
la inclusión. Como πn(Y ) = 0 para n ≥ 2, existe f : Y → Y tal que el siguiente
diagrama conmuta:

X Y

X Y

f

i

f

i

Dado que X es el 2-esqueleto de Y , las flechas horizontales en el siguiente diagrama
son epimorfismos:

H2(X) H2(Y )

H2(X) H2(Y )

f∗

i∗

f∗

i∗

Como P es eficiente, el rango de H2(X) es igual al número de factores invariantes
de H2(Y ) y entonces H2(X)⊗Zd1 ' H2(Y )⊗Zd1 . Ahora, como el producto tensorial
es exacto a derecha, las flechas horizontales en el siguiente diagrama conmutativo
son epimorfismos y entonces son isomorfismos:
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H2(X)⊗ Zd1 H2(Y )⊗ Zd1

H2(X)⊗ Zd1 H2(Y )⊗ Zd1

f∗⊗1Zd1

i∗⊗1Zd1
'

f∗⊗1Zd1

i∗⊗1Zd1

'

Luego tr(f∗⊗ 1Zd1
) = tr(f ∗⊗ 1Zd1

) 6= −1 en Zd1 , ya que G es un grupo de Bing.
En este paso usamos el isomorfismo natural H2(BG) ≈ H2(G) (ver Teorema A.1)
y que toda función continua BG → BG está inducida, salvo homotoṕıa, por un
endomorfismo de G.

Finalmente, obtenemos tr(f∗ : H2(X) → H2(X)) 6= −1 en Z, ya que H2(X) es
abeliano libre y por lo tanto tensorizar con Zd1 reduce la traza módulo d1. Como
H1(X) es de torsión, L(f) 6= 0 y por el teorema de Lefschetz, f tiene un punto
fijo.

Ejemplo 3.2.3. Si G es un grupo finito con deficiencia 0, entonces G es de Bing y
es eficiente. Pero dado que H2(G) = 0, los poliedros obtenidos usando el teorema
anterior son Q-aćıclicos y luego tienen caracteŕıstica de Euler igual a 1. Por lo
tanto, para responder la Pregunta 2.4.1, deberemos obtener un grupo de Bing con
multiplicador de Schur no trivial.

Ejemplo 3.2.4. Los grupos abelianos son eficientes. Luego, por el Teorema 3.1.22,
no son de Bing (exceptuando los grupos ćıclicos, que tienen multiplicador de Schur
trivial).

Ejemplo 3.2.5. Si G es un grupo finito simple, todo endomorfismo es trivial o es
un automorfismo. Si φ es el endomorfismo trivial entonces tr(H2(φ) ⊗ 1Zd1

) = 0,
luego basta entender las trazas para los automorfismos de G. En general si G es un
grupo, Aut(G) actúa en H2(G). Además, si φ : G→ G es un automorfismo interior,
Bφ : BG → BG es (libremente) homotópica a la identidad. Luego H2(φ) = 1H2(G).
Por lo tanto, la acción pasa al cociente y obtenemos una acción de Out(G) en H2(G).
Entendiendo esta acción, podemos saber si un grupo finito simple es de Bing. En el
Apéndice B, usando la clasificación de los grupos finitos simples, probamos que los
únicos grupos finitos simples de Bing con multiplicador de Schur no trivial son los
grupos D2n(q), con q impar y n > 2. El más chico de estos grupos es D6(3), que tiene
orden 6762844700608770238252960972800. Se sabe que los grupos simples de orden
a lo sumo 5000000 son eficientes, salvo quizás C2(4) [11, 12]. Sin embargo, no se
sabe si An es eficiente para todo n [11]. En el caso de los D2n(q), se sabe que tienen
deficiencia a lo sumo 24 [21, Theorem 10.1]. Si estos grupos fueran eficientes, dado
que tienen multiplicador de Schur Z2 ⊕Z2, daŕıan ejemplos de poliedros compactos
de dimensión 2 con la propiedad del punto fijo y caracteŕıstica de Euler 3. Para
responder la Pregunta 2.4.1 deberemos encontrar grupos de Bing de otra naturaleza.



54 CAPÍTULO 3. LA PROPIEDAD DEL PUNTO FIJO EN DIMENSIÓN DOS

3.2.2. Espacios de Bing con caracteŕıstica arbitraria

En esta sección construiremos ejemplos concretos de espacios de Bing con ca-
racteŕıstica de Euler (positiva) arbitraria. Esto responde afirmativamente a la Pre-
gunta 2.4.1. Luego utilizamos dos espacios de Bing diferentes para dar respuesta a
la Pregunta 2.4.3. Para un grupo G finito, es claro que existe un algoritmo para
decidir si es de Bing o no. En esta subsección, utilizaremos el software GAP para
demostrar que ciertos grupos son de Bing. En el Apéndice C aparecen algunos pro-
gramas más, que fueron utilizados para encontrar los grupos de Bing que estudiados
a continuación.

Proposición 3.2.6. El grupo G presentado por

P = 〈x, y | x3, xyx−1yxy−1x−1y−1, x−1y−4x−1y2x−1y−1〉

es finito de orden 243. Se tiene H2(G) = Z3, por lo tanto P es eficiente. Más aún,
G es un grupo de Bing.

Demostración. Vamos a demostrarlo usando un programa escrito en el lenguaje
GAP [18]. Usaremos los paquetes HAP [15] y SONATA [1].

LoadPackage("HAP");;

LoadPackage("SONATA");;

F:=FreeGroup(2);;

G:= F/[F.1^3, F.1*F.2*F.1^-1*F.2*F.1*F.2^-1*F.1^-1*F.2^-1,

F.1^-1*F.2^-4*F.1^-1*F.2^2*F.1^-1*F.2^-1];;

Order(G);

G:=SmallGroup(IdGroup(G));;

R:=ResolutionFiniteGroup(G,3);;

Homology(TensorWithIntegers(R),2);

Set(List(Endomorphisms(G),

f->Homology(TensorWithIntegers(EquivariantChainMap(R,R,f)),2)));

El programa imprime el orden de G, una lista con los factores invariantes de H2(G)
y una lista con los endomorfismos de H2(G) que son inducidos por un endomorfismo
de G. La salida del programa es

243

[ 3 ]

[ [ f1 ] -> [ <identity ...> ], [ f1 ] -> [ f1 ] ]

Luego |G| = 243 y H2(G) = Z3. Dado que, para todo endomorfismo φ : G → G,
tenemos que H2(φ) es o bien el morfismo cero o la identidad, se concluye que G es
un grupo de Bing.

Del Teorema 3.2.2 y de la Proposición 3.2.6 se deduce:
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Corolario 3.2.7. El complejo XP asociado a la presentación

P = 〈x, y | x3, xyx−1yxy−1x−1y−1, x−1y−4x−1y2x−1y−1〉

tiene la propiedad del punto fijo. Más aún, χ(XP) = 2.

Por Corolario 1.3.8, un poliedro de dimensión 2 con caracteŕıstica de Euler menor
o igual que 0 no puede tener la propiedad del punto fijo.

Corolario 3.2.8. Hay poliedros compactos de dimensión 2 con la propiedad del
punto fijo y caracteŕıstica de Euler igual a cualquier entero positivo n.

Demostración. Si n = 1 es inmediato. Si n > 1, consideramos el wedge de n − 1
copias del espacio XP que aparece en el Corolario 3.2.7.

Corolario 3.2.9. Existe un poliedro K compacto, de dimensión 2 y con la propiedad
del punto fijo tal que ΣK no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Basta tomar K = XP . Luego χ(ΣK) = 0 y como ΣK no tiene global
separating points, podemos usar el Teorema 1.4.30.

Para responder la Pregunta 2.4.3 necesitaremos otro grupo de Bing.

Proposición 3.2.10. El grupo H presentado por

Q = 〈x, y | x4, y4, (xy)2, (x−1y)2〉

es finito de orden 16. Se tiene H2(H) = Z2 ⊕ Z2, luego Q es eficiente. Más aún, H
es un grupo de Bing.

Demostración. Al igual que antes, vamos a usar un programa en GAP.

LoadPackage("HAP");;

LoadPackage("SONATA");;

F:=FreeGroup(2);;

H:= F/[F.1^4, F.2^4, (F.1*F.2)^2, (F.1^-1*F.2)^2];;

Order(H);

H:=SmallGroup(IdGroup(H));;

R:=ResolutionFiniteGroup(H,3);;

Homology(TensorWithIntegers(R),2);

Set(List(Endomorphisms(H),

f->Homology(TensorWithIntegers(EquivariantChainMap(R,R,f)),2)));

La salida es:

16

[ 2, 2 ]

[ [ f1, f2 ] -> [ <identity ...>, <identity ...> ],

[ f1, f2 ] -> [ f1, f2 ],[ f1, f2 ] -> [ f1^-1*f2^-1, f2^-1 ] ]
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Luego |H| = 16, H2(H) = Z2 ⊕ Z2 y H es un grupo de Bing.

Figura 3.2: El espacio asociado a la presentación de la Proposición 3.2.10.

A continuación, probaremos que la respuesta a la Pregunta 2.4.3 es 2:

Teorema 3.2.11. Existe un poliedro compacto Y de dimensión 2, sin la propiedad
del punto fijo y tal que el poliedro X, obtenido de Y haciendo un colapso elemental
de dimensión 2, tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Sean P y Q las presentaciones de las Proposiciones 3.2.6 y 3.2.10.
Por el Teorema 3.2.2, XP y XQ tienen la propiedad del punto fijo, por lo tanto
X = XP∨XQ también tiene la propiedad del punto fijo. Dado que niXP niXQ tienen
global separating points (si los tuvieran igual podŕıamos usar la Proposición 3.1.16),
haciendo una expansión elemental de dimensión 2, podemos obtener un poliedro Y ,
sin global separating points. Por Lema A.6 tenemos

H2(π1(Y )) = H2(π1(XP) ∗ π1(XQ)) = H2(π1(XP))⊕H2(π1(XQ)) = Z2 ⊕ Z6

Además, rk(H2(Y )) = rk(H2(XP)) + rk(H2(XQ)) = 3. Por la Proposición 3.1.12,
existe Z ' Y tal que S2 es un retracto de Z y entonces por el Teorema 1.4.29, se
concluye que Y no tiene la propiedad del punto fijo.

3.2.3. Hacia una rećıproca del Teorema 3.2.2

A continuación, probamos un resultado que es un primer paso en el intento de
demostrar una vuelta del Teorema 3.2.2. Luego, usando el mismo tipo de ideas,
daremos una demostración alternativa de la Proposición 3.1.17.

Lema 3.2.12 ([26, III, Lemma 1.4]). Sean K y L CW-complejos compactos, conexos
y de dimensión 2. Sean δ : H2(K) → Σ2(L) un morfismo y f : K → L una
función continua. Entonces existe g : K → L tal que f∗ = g∗ : π1(K) → π1(L) y
Hd(g) = Hd(f) + δ.

Teorema 3.2.13. Sean X un poliedro compacto, conexo y de dimensión 2 y sea
G = π1(X). Si G no es de Bing o G no es eficiente o X no tiene caracteŕıstica
de Euler mı́nima, entonces hay una función continua f : X → X con número de
Lefschetz 0.
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Demostración. Si H1(G) no es finito, entonces X se retrae a S1, luego existe f : X →
X con L(f) = 0. Por lo tanto, podemos suponer que H1(X) es finito y bastará con
mirar la traza en el segundo grupo de homoloǵıa.

Supongamos que G no es de Bing. Entonces, dado que H2(G) 6= 0, existe un
endomorfismo φ : G → G tal que tr(H2(φ) ⊗ 1Zd1

) = −1 en Zd1 (al igual que

antes, llamamos d1 | . . . | dk a los factores invariantes de H2(G)). Sea f̃ : X → X
una función continua que induce φ en π1. Tenemos tr(f̃∗ : H2(X) → H2(X)) ≡ −1
(mód d1), pero si d1 6= 0, no necesariamente tenemos tr(f̃∗ : H2(X)→ H2(X)) = −1.
Veremos que, usando el Lema 3.2.12, podemos encontrar f : X → X con tr(f∗ :
H2(X)→ H2(X)) = −1 y entonces tendremos L(f) = 0. Miramos la forma normal
de Smith de la inclusión Σ2(X) ↪→ H2(X). Si e1, . . . , el es la base de H2(X), tenemos
que d1e1 ∈ Σ2(X). Luego, podemos definir δ : H2(X)→ Σ2(X) por δ(ei) = 0 si i > 1
y δ(e1) = αd1e1, eligiendo α de modo que la traza de f̃∗ + δ sea −1 en Z.

Ahora supongamos que G no es eficiente o X no tiene caracteŕıstica de Euler
mı́nima. Entonces, el número de factores invariantes de H2(G) es estrictamente me-
nor que el rango de H2(X). Luego, por la Proposición 3.1.12 (o por el Lema 3.2.12),
conseguimos f : X → X tal que L(f) = 0.

Pregunta 3.2.14. ¿Es cierto que el Teorema 3.2.13 sigue valiendo si cambiamos
“número de Lefschetz” por “número de Nielsen”?

Si G no es eficiente o la caracteŕıstica de Euler de X no es mı́nima, la respuesta a
la pregunta anterior claramente es śı. Si G no es de Bing, parece una pregunta dif́ıcil.
Finalmente, damos nuevas demostraciones de algunos resultados previos usando las
ideas de esta sección.

Lema 3.2.15. Sean X un poliedro conexo, f : X → X y x0 ∈ Fix(f). Si f∗ :
π1(X, x0)→ π1(X, x0) es nilpotente entonces f tiene una única clase de Nielsen no
vaćıa.

Demostración. Sea n tal que fn∗ es el morfismo trivial. Sea x1 ∈ Fix(f). Veamos que
x0 y x1 son puntos fijos equivalentes. Sean γ un camino de x0 a x1 y c = fn ◦ γ.
Entonces

[f ◦ c ∗ c−1] = [f ◦ (fn ◦ γ) ∗ (fn ◦ γ)−1] = fn∗ ([f ◦ γ ∗ γ−1]) = 1

Luego x0 y x1 son equivalentes, como queŕıamos ver.

Proposición 3.2.16 (cf. Proposición 3.1.17). Sea X un espacio de Bing con grupo
fundamental G. Supongamos que X no tiene global separating points. Entonces G
es eficiente y X tiene caracteŕıstica de Euler mı́nima.

Demostración. Supongamos que G no es eficiente o que X no tiene caracteŕıstica de
Euler mı́nima. Entonces el rango de H2(X) es estrictamente mayor que el número
de factores invariantes de H2(G). Sea f̃ : X → X tal que f̃∗ : π1(X, x0)→ π1(X, x0)
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es el morfismo trivial. Ahora, usando el Lema 3.2.12 como antes, podemos conseguir
f : X → X tal que π1(f) es el morfismo trivial y L(f) = 0. Como π1(f) es nilpotente,
por el lema anterior se tiene N(f) = 0. Entonces, por el Teorema 1.4.29, X no tiene
la propiedad del punto fijo, contradicción.

De la proposición anterior se deduce el Teorema 3.1.13, luego se puede probar la
Proposición 3.1.16 y usando nuevamente la proposición podemos probar la Propo-
sición 3.1.17, sin usar la Proposición 3.1.12.



Apéndice A

Homoloǵıa de Grupos

El objetivo de este apéndice es recordar la definición de la homoloǵıa de grupos
y enunciar las propiedades que se usan a lo largo del Caṕıtulo 3.

Para cada grupo G fijamos una resolución proyectiva

. . .→ P2(G)→ P1(G)→ P0(G)→ Z

del ZG-módulo Z (la acción de G en Z es la trivial). El n-ésimo grupo de homoloǵıa
de G, Hn(G) se define como el n-ésimo grupo de homoloǵıa del complejo

. . .→ P2(G)⊗ZG Z→ P1(G)⊗ZG Z→ P0(G)⊗ZG Z→ 0

Si f : G → H un morfismo de grupos, vemos los ZH-módulos como ZG-módulos
mediante restricción de escalares. Existen morfismos de ZG-módulos fi : Pi(G) →
Pi(H), tales que el siguiente diagrama conmuta:

. . . P2(G) P1(G) P0(G) Z

. . . P2(H) P1(H) P0(H) Z

f2 f1 f0 1Z

Al aplicar − ⊗ZG Z, se obtiene un morfismo de complejos y al tomar homoloǵıa,
obtenemos f∗ : Hn(G)→ Hn(H). Los morfismos f∗ están bien definidos porque, para
dos elecciones distintas de los fi, se obtienen morfismos homotópicos de complejos de
cadenas. De este modo se definen los funtores Hn : Grp → Ab. Para otra elección
de las resoluciones proyectivas, los funtores obtenidos son naturalmente isomorfos.

A continuación veremos una definición topológica de la homoloǵıa de grupos.
Si G es un grupo, consideramos a G con la topoloǵıa discreta y definimos el CW-
complejo EG = colimn(G∗ . . .∗G) (acá G∗ . . .∗G es el join de n copias de G). Dado
que EG es contráctil y que G actúa en EG de manera libre y celular, el cociente

59
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BG = EG/G, que se llama el espacio clasificante de G, es un CW-complejo de tipo
K(G, 1). Entonces p : EG→ BG es el revestimiento universal. Estas construcciones
son funtoriales. Una exposición detallada de este tópico se puede encontrar en [38,
Section 5.1].

Como EG es contráctil,

. . .→ C2(EG)→ C1(EG)→ C0(EG)
ε→ Z

es una resolución proyectiva de Z como ZG-módulo. Esta resolución proyectiva es
funtorial. Finalmente, C∗(EG)⊗ZG Z ≈ C∗(BG) y entonces obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema A.1 ( [38, Theorem 5.1.27]). Hay un isomorfismo natural H∗(G) ≈
H∗(BG).

Mencionamos algunas consecuencias de la definición topológica.

Proposición A.2. Sea G un grupo. Entonces H0(G) = Z y H1(G) = G/[G,G].

Proposición A.3. Si n > 1, entonces Hn(Z) = 0.

Demostración. Es inmediato, dado que S1 es un K(Z, 1).

Proposición A.4. Se tiene H2(Zn) = 0.

Demostración. Sea X el espacio obtenido a partir de S1 adjuntando una 2-celda
con una función de adjunción de grado n. Por el Teorema 3.1.5, hay un epimorfismo
H2(X)→ H2(Zn). Pero por homoloǵıa celular H2(X) = 0 y estamos.

Ahora calcularemos la homoloǵıa del coproducto y del producto de grupos.

Lema A.5. Sean G,H grupos. Entonces B(G ∗H) ' BG ∨BH.

Demostración. Por el teorema de van Kampen π1(BG∨BH) = G ∗H. Veamos que

E = ˜BG ∨BH es n-conexo para todo n. Por cómo es el revestimiento universal de
un wedge, la imagen de cualquier función continua f : Sn → E está contenida en un
wedge de finitas copias de EG y EH, que es contráctil. Entonces πn(E) = 0 para
todo n.
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Figura A.1: El revestimiento universal de un wedge de dos espacios. El ćırculo y el
triángulo representan los revestimientos universales de los dos espacios.

Lema A.6 ([45, Corollary 6.2.10]). Sean G,H grupos y n ≥ 1. Entonces Hn(G ∗
H) = Hn(G)⊕Hn(H).

Demostración. Usando el lema anterior y la definición topológica de la homoloǵıa
de grupos tenemos:

Hn(G)⊕Hn(H) = Hn(BG)⊕Hn(BH) = Hn(BG∨BH) = Hn(B(G∗H)) = Hn(G∗H)

Como BG × BH ' B(G × H), la fórmula de Künneth topológica nos da una
fórmula de Künneth para homoloǵıa de grupos:

Hn(G×H) =

(⊕
k+l=n

Hk(G)⊗Hl(H)

)
⊕

( ⊕
k+l=n−1

TorZ1 (Hk(G), Hl(H))

)
El grupo H2(G) se conoce con el nombre de multiplicador de Schur de G.

Proposición A.7. Sea G un grupo abeliano finito con n factores invariantes. En-
tonces H2(G) tiene

(
n
2

)
factores invariantes.

Demostración. Si A y B son abelianos, por Künneth tenemos

H2(A×B) = H2(A)⊕H2(B)⊕ A⊗B
Por lo tanto, el multiplicador de Schur de G es la suma de los multiplicadores de
Schur de las partes de p-torsión de G. Ahora, sean a1 ≤ . . . ≤ an. Entonces

H2(Zpa1 ⊕ . . .⊕ Zpan ) = H2(Zpa1 ⊕ . . .⊕ Zpan−1 )⊕ (Zpa1 ⊕ . . .⊕ Zpan−1 )⊗ Zpan
= H2(Zpa1 ⊕ . . .⊕ Zpan−1 )⊕ (Zpa1 ⊕ . . .⊕ Zpan−1 )

Luego, H2(Zpa1⊕ . . .⊕Zpan ) es la suma de una copia de Zpan−1 , dos copias de Zpan−2 ,
... , n − 1 copias de Zpa1 . O sea que tiene

(
n
2

)
factores invariantes. De esto se sigue

lo que queremos probar.





Apéndice B

Grupos finitos simples

El objetivo de este apéndice es probar que los únicos grupos finitos simples, de
Bing y con multiplicador de Schur no trivial son los grupos D2m(q) con q impar
y m > 2, como se afirma en el Ejemplo 3.2.5. La herramienta fundamental es,
por supuesto, la clasificación de los grupos finitos simples [20, Table I]. Nuestro
objetivo es, en cada caso, entender la acción de Out(G) en H2(G). Los resultados
que describen completamente esta acción se encuentran en [19]. A continuación
damos más detalles sobre esto. Hay una factorización H2(G) = Mc(G)×Me(G) [19,
Definition 6.1.1, Definition 6.1.3, Theorem 6.1.4]. Los subgrupos Mc(G) y Me(G) son
estables por la acción de Out(G) y por lo tanto alcanza con entender la acción en
cada uno de estos grupos. Esto es el contenido de [19, Theorem 6.3.1], que describe
expĺıcitamente la acción de Out(G) en Me(G) y dice que Mc(G) se identifica con
cierto subgrupo Outdiag(G) /Out(G), de modo que la acción de Out(G) en Mc(G)
es la acción por conjugación de Out(G) = Outdiag(G) o ΦGΓG en Outdiag(G).
Finalmente, esta acción se describe completamente en [19, Theorem 2.5.12].

B. Zp

Tienen multiplicador de Schur trivial.

B. An

Si n = 5 o n > 7, el multiplicador de Schur es Z2 (la identidad de Z2 tiene
traza −1, aśı que no es de Bing).

Si n = 6 o n = 7, el multiplicador de Schur es Z6 y hay un automorfismo
exterior que actúa multiplicando por −1.
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B. Grupos de tipo Lie

An(q)

El multiplicador de Schur es Z(n+1,q−1), salvo por las siguientes excepciones:

El multiplicador de Schur de A1(4) es Z2

El multiplicador de Schur de A1(9) es Z6

El multiplicador de Schur de A2(2) es Z2

El multiplicador de Schur de A2(4) es Z3 × Z4 × Z4

El multiplicador de Schur de A3(2) es Z2

En el caso general, por [19, Theorem 2.5.12 (i)], hay un automorfismo exterior
que actúa multiplicando por −1. Cuando el multiplicador de Schur es Z2, no hace
falta decir nada. El caso A1(9) = A6 ya lo vimos. En el caso A2(4), se tiene Mc = Z3

y Me = Z4⊕Z4. Además, Out = S3×Z2 y la acción en Me es fiel. Los automorfismos
de orden 3 de Z4 ⊕ Z4 tienen traza −1 (no es necesario entender la acción en Mc).

2An(q)

El multiplicador de Schur es Z(n+1,q+1), salvo por las siguientes excepciones:

El multiplicador de Schur de 2A3(2) es Z2.

El multiplicador de Schur de 2A3(3) es Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z4.

El multiplicador de Schur de 2A5(2) es Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3.

Veamos primero el caso general. Sea k = (n+ 1, q + 1).

Si k = 1 o k = 2 no hay nada que decir.

Si k > 2 y q es una potencia de un primo p, dado que q ≡ −1 (mód k),
no puede ocurrir que p ≡ 1 (mód k). Tenemos Mc = Zk y Me = 0. Usamos
extensivamente [19, Theorem 2.5.12]. En este caso, d = 2. Como k - p − 1,
las ráıces k-ésimas primitivas de la unidad no están en Fp (pero śı en Fq2).
Luego, hay un automorfismo de Fq2 que permuta de forma no trivial las ráıces
k-ésimas de la unidad. Por lo tanto, por la parte (g), la acción de Φ en Mc es
no trivial. Entonces estos grupos no son de Bing.

Para 2A3(3), la identidad tiene traza −1. En el caso 2A5(2), Out = S3 actúa
fielmente en Me = Z2 ⊕ Z2. Los automorfismos de orden 3 de Z2 ⊕ Z2 tienen traza
−1 (no hace falta entender la acción en Mc = Z3).



B. GRUPOS DE TIPO LIE 65

Bn(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z2, salvo por el caso B3(3). En ese caso, el
multiplicador de Schur es Z6, Mc = Z2 y hay un automorfismo exterior que actúa
en Me = Z3 multiplicando por −1.

2B2(q)

El multiplicador de Schur es trivial, salvo por el caso 2B2(8). En ese caso, el
multiplicador de Schur es Z2 ⊕ Z2 y hay un automorfismo exterior con traza −1.

Cn(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z2.

Dn(q)

Si n es impar, el multiplicador de Schur es Z(4,q−1). Por [19, Theorem 2.5.12
(i)], hay un automorfismo exterior que actúa multiplicando por −1.

Si n es par y q es par, el multiplicador de Schur es trivial, salvo en el caso D4(2).
En este caso, el multiplicador de Schur es Z2⊕Z2, el grupo de automorfismos
exteriores es isomorfo a S3 y actúa fielmente, por lo tanto hay un automorfismo
de traza −1.

Si n es par y q es impar, el multiplicador de Schur es Z2⊕Z2. En el caso n = 4,
por [19, Theorem 2.5.12 (j)] S3 es subgrupo de Out(G) y actúa fielmente, por
lo tanto hay automorfismos de traza −1.

El caso n > 4 lo veremos con cuidado, usando [19, Theorem 2.5.12]. Tenemos
Me = 0 y Mc = Outdiag = Z2 ⊕ Z2. Además Out ' Outdiag o ΦΓ. La acción
de Out en Mc es la acción de Out en Outdiag por conjugación. Claramente la
acción de Outdiag en Outdiag es trivial. Por (h), Φ centraliza Outdiag, luego
la acción de Φ también es trivial. Finalmente, por (j) tenemos que Γ = Z2

actúa fielmente en Mc. Pero los automorfismos de orden 2 de Z2 ⊕ Z2 tienen
traza 0. Luego estos grupos son de Bing.

2Dn(q)

Si n es par, el multiplicador de Schur es trivial o Z2.

Si n es impar, el multiplicador de Schur es Z(4,q+1).

• Si 4 - q + 1, el multiplicador de Schur es trivial o Z2.
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• Si 4 | q + 1, el multiplicador de Schur es Mc = Outdiag = Z4. Si q es
una potencia de un primo p, dado que q ≡ 3 (mód 4), tenemos p ≡ 3
(mód 4). Usamos [19, Theorem 2.5.12]. En este caso d = 2. Como 4 - p−1,
las ráıces 4-ésimas primitivas de la unidad no están en Fp (pero śı en Fq2).
Luego, hay un automorfismo de Fq2 que permuta de forma no trivial las
ráıces 4-ésimas de la unidad. Por lo tanto, por la parte (g), la acción de
Φ en Mc es no trivial. Entonces estos grupos no son de Bing.

3D4(q)

Tiene multiplicador de Schur trivial.

G2(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z2, salvo por el caso G2(3). En ese caso, el
multiplicador de Schur es Z3. Hay un automorfismo exterior que actúa multiplicando
por −1.

2G2(q)

Tienen multiplicador de Schur trivial.

F4(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z2.

2F4(q) y 2F4(2)′

Tienen multiplicador de Schur trivial.

E6(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z3. Cuando es Z3, por [19, Theorem 2.5.12
(i)] hay un automorfismo exterior que actúa multiplicando por −1.

2E6(q)

El multiplicador de Schur es Z(3,q+1), salvo por el caso 2E6(2).
Veamos primero el caso general:

Si 3 - q + 1, el multiplicador de Schur es trivial.
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Si 3 | q + 1 y q es una potencia de un primo p, tenemos p ≡ 2 (mód 3).
Usamos [19, Theorem 2.5.12]. En este caso d = 2. Como 3 - p − 1, las ráıces
cúbicas primitivas de la unidad no están en Fp (pero śı en Fq2). Luego, hay
un automorfismo de Fq2 que permuta de forma no trivial las ráıces cúbicas de
la unidad. Por lo tanto, por la parte (g), la acción de Φ en Mc es no trivial.
Entonces estos grupos no son de Bing.

En el caso 2E6(2), se tiene Mc = Z3, Me = Z2 ⊕ Z2 y la acción de Out = S3 en
Me es fiel. Los automorfismos de orden 3 de Z2⊕Z2 tienen traza −1 (no necesitamos
entender la acción en Mc).

E7(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z2.

E8(q)

Tienen multiplicador de Schur trivial.

B. Grupos esporádicos

M11

Tiene multiplicador de Schur trivial.

M12

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.

M22

Tiene multiplicador de Schur ćıclico de orden 12. Hay un automorfismo exterior
que actúa multiplicando por −1.

M23

Tiene multiplicador de Schur trivial.

M24

Tiene multiplicador de Schur trivial.
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J1

Tiene multiplicador de Schur trivial.

J2

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.

J3

Tiene multiplicador de Schur de orden 3. Hay un automorfismo exterior que
actúa multiplicando por −1.

J4

Tiene multiplicador de Schur trivial.

HS

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.

He

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Mc

Tiene multiplicador de Schur de orden 3. Hay un automorfismo exterior que
actúa multiplicando por −1.

Suz

Tiene multiplicador de Schur de orden 6. Hay un automorfismo exterior que
actúa multiplicando por −1.

Ly

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Ru

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.
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O′N

Tiene multiplicador de Schur de orden 3. Hay un automorfismo exterior que
actúa multiplicando por −1.

Co1

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.

Co2

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Co3

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Fi22

Tiene multiplicador de Schur de orden 6. Hay un automorfismo exterior que
actúa multiplicando por −1.

Fi23

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Fi′24

Tiene multiplicador de Schur de orden 3. Hay un automorfismo exterior que
actúa multiplicando por −1.

F5

Tiene multiplicador de Schur trivial.

F3

Tiene multiplicador de Schur trivial.

F2

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.
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F1

Tiene multiplicador de Schur trivial.



Apéndice C

Algunos programas en GAP

Estas funciones en GAP fueron usadas para encontrar los grupos de Bing de la
Sección 3.2. Los resultados de dicha sección no dependen de que estos programas
sean correctos.

LoadPackage("HAP");

LoadPackage("SONATA");

H2:=function(G)

#Devuelve una lista con los factores invariantes de H2(G)

local R;

R:=ResolutionFiniteGroup(G,3);

return Homology(TensorWithIntegers(R),2);

end;;

PresentacionEficiente:=function(G)

# Devuelve una presentacion eficiente o fail si no encuentra una

local H,P,d;

H:=Image(IsomorphismFpGroup(G));

H:=SimplifiedFpGroup(H);

d:=Size(RelatorsOfFpGroup(H))-Size(GeneratorsOfGroup(H));

if d=Size(H2(G)) then

return PresentationFpGroup(H);

fi;

P:=PresentationViaCosetTable(H);

H:=FpGroupPresentation(P);

d:=Size(RelatorsOfFpGroup(H))-Size(GeneratorsOfGroup(H));

if d=Size(H2(G)) then

return P;

fi;

return fail;

71



72 APÉNDICE C. ALGUNOS PROGRAMAS EN GAP

end;;

BingTest:=function(G)

# Devuelve true si G es un grupo de Bing con H2 no trivial

# false en caso contrario

local D, endG, R, f, festrella,

A,B,generadores,fg,aux,i,e,t,l,Migrupo,w,fun,

phi,psi,Mifuncion,Mifuncioninversa,

inducidos, tr, g, di;

D:=H2(G);

# Si el H2 es trivial devuelve false:

if D=[] then

return false;

fi;

# Si la traza de la identidad es -1 devuelve false:

if RemInt(Size(D),D[1]) = D[1]-1 then

return false;

fi;

endG:=Endomorphisms(G);

# Es necesario usar la misma resolucion para todas las cuentas

R:=ResolutionFiniteGroup(G,3);

# Cuentas para poder calcular trazas:

f:=endG[1];

festrella:=TensorWithIntegers(EquivariantChainMap(R,R,f));

festrella:=Homology(festrella,2);

A:=Source(festrella);

Migrupo:=[[]];

for i in [1..Size(D)] do

di:=D[i];

aux:=Migrupo;

Migrupo:=[];

for e in aux do

for t in [0.. D[i]-1] do

l:=StructuralCopy(e);

Add(l,t);

Add(Migrupo, l);

od;
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od;

od;

B:=AbelianGroup(D);

generadores:=GeneratorsOfGroup(B);

fun:=[];

for e in Migrupo do

w:=generadores[1]^e[1];

for i in [2..Size(D)] do

w:=w*generadores[i]^e[i];

od;

Add(fun,DirectProductElement([e,w]));

od;

Migrupo:=Domain(Migrupo);

Mifuncion:=GeneralMappingByElements(Migrupo,B,fun);

Mifuncioninversa:=InverseGeneralMapping(Mifuncion);

phi:=IsomorphismGroups(B,A);

psi:=InverseGeneralMapping(phi);

# Calculamos las trazas, sin calcular lo mismo dos veces:

inducidos:=[];

for f in endG do

festrella:=TensorWithIntegers(EquivariantChainMap(R,R,f));

festrella:=Homology(festrella,2);

if not festrella in inducidos then

Add(inducidos,festrella);

inducidos:=Set(inducidos);

tr:=0;

festrella:=phi*festrella*psi*Mifuncioninversa;

for i in [1..Size(D)] do

g:=generadores[i];

tr:=tr+Image(festrella,g)[i];

od;

if RemInt(RemInt(tr,D[1])+D[1],D[1]) = D[1]-1 then

return false;

fi;

fi;

od;

return true;

end;;

La siguiente función encuentra todos los grupos de Bing de orden menor a m con
multiplicador de Schur no trivial:
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gruposchicos:=function(m)

local l,o,n,k,G;

l:=[];

for o in [1..m] do

n:=NumberSmallGroups(o);

for k in [1..n] do

G:=SmallGroup(o,k);

if not IsAbelian(G) then

if (BingTest(G)) then

Add(l,[o,k]);

fi;

fi;

od;

od;

return l;

end;;

Por ejemplo, podemos hallar todos los grupos de Bing con H2 no trivial y orden
menor o igual a 50:

gap> gruposchicos(50);

[ [ 16, 3 ], [ 32, 5 ], [ 32, 6 ], [ 32, 9 ], [ 32, 24 ],

[ 32, 29 ], [ 32, 30 ], [ 32, 31 ], [ 32, 35 ], [ 32, 41 ],

[ 32, 42 ], [ 32, 44 ], [ 48, 14 ], [ 48, 19 ], [ 48, 21 ] ]

Usando la función PresentacionEficiente, se puede ver que los grupos de la si-
guiente lista, además de ser de Bing, son eficientes:

[ [ 16, 3 ], [ 32, 5 ], [ 32, 6 ],

[ 32, 9 ], [ 32, 29 ], [ 32, 35 ] ]
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