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Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar la propiedad del punto fijo para poliedros de
dimension dos y, en particular, responder dos preguntas formuladas por R.H. Bing
en 1969. Recordemos que un espacio topoldgico tiene la propiedad del punto fijo si
toda funcién continua del espacio en si mismo tiene un punto fijo. El Teorema de
Brouwer, por ejemplo, establece que el disco D™ tiene la propiedad del punto fijo
para todo entero no negativo n. Por otro lado, la funcién antipodal muestra que la
esfera S™ no tiene la propiedad del punto fijo. En general, es dificil decidir si un
espacio dado tiene o no esta propiedad.

Una de las herramientas elementales de Teoria de punto fijo es el Teorema del
punto fijo de Lefschetz, que afirma que si una funcién f de un poliedro compacto en
si mismo tiene numero de Lefschetz no nulo, entonces debe tener un punto fijo. El
numero de Lefschetz L(f) depende exclusivamente de los morfismos inducidos por f
en la homologia. El hecho de que L(f) sea cero no implica que f no tenga un punto
fijo. La teoria de punto fijo de Nielsen asocia a f un segundo entero N(f), cuya
nulidad garantiza, junto a otras hipdtesis, la existencia de una funcién g homotdpica
a f sin puntos fijos.

Si bien la propiedad del punto fijo es un invariante topolégico (de hecho todo
retracto de un espacio con la propiedad del punto fijo tiene también esta propie-
dad), no es un invariante homotépico, como muestran los espacios R y *. Atin si nos
restringimos a espacios métricos compactos, un ejemplo de Kinoshita [31] prueba
que existe un espacio métrico compacto y contractil que no tiene la propiedad del
punto fijo. Sorprendentemente, la propiedad del punto fijo tampoco es un invariante
homotdpico en la categoria de poliedros compactos. Lopez muestra en [34] que existe
un poliedro de dimensién 17 con la propiedad del punto fijo y tal que, al pegarle un
disco a lo largo de un arco, se obtiene un poliedro homotépicamente equivalente sin
la propiedad del punto fijo. Para conseguir este ejemplo, Lopez necesita construir
un poliedro X con caracteristica de Euler par y con la propiedad del punto fijo. El
poliedro X hallado por Lopez tiene dimensién 8. En su articulo “The elusive fixed
point property” [5], R.H. Bing formula doce preguntas relacionadas con la propie-
dad del punto fijo. Hasta 2014, ocho de estas preguntas habian sido respondidas.
Las siguientes dos preguntas, estan motivadas por los ejemplos de Lopez y seran
respondidas en esta tesis.
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Pregunta (Bing’s Question 1). ;FEziste un poliedro compacto y de dimension dos
con la propiedad del punto fijo y caracteristica de Euler par?

Pregunta (Bing’s Question 8). ;Cudl es el menor entero positivo n tal que existen
un poliedro X de dimension n con la propiedad del punto fijo y un disco D tal que
XND esun arcoy X UD no tiene la propiedad del punto fijo?

Probaremos los siguientes resultados:

Teorema [3.1.22. No existe ningun poliedro compacto de dimension dos con carac-
teristica de Euler distinta de 1 y grupo fundamental abeliano que tenga la propiedad
del punto fijo.

Corolario [3.2.8, Hay poliedros compactos de dimension 2 con la propiedad del
punto fijo y caracteristica de Euler igual a cualquier entero positivo n.

Teorema (3.2.11 Existe un poliedro compacto Y de dimension 2, sin la propiedad
del punto fijo y tal que el poliedro X, obtenido de Y haciendo un colapso elemental
de dimension 2, tiene la propiedad del punto fijo.

El Corolario [3.2.8| responde afirmativamente a la primera pregunta de Bing,
mientras que el Teorema prueba que la respuesta a la octava pregunta es 2.

El grupo fundamental juega un rol protagdnico en este trabajo. Por un lado,
utilizaremos una clasificacion obtenida por W. Browning, que describe a todos los
tipos homotépicos de poliedros de dimension dos con grupo fundamental abeliano.
Los representantes de estos tipos homotdpicos son complejos asociados a ciertas
presentaciones. Retomando ideas de Waggoner, hallaremos una condicion algebrai-
ca equivalente a que S? sea retracto (salvo homotopia) de un poliedro dado. Para
la demostracién del Teorema [3.1.22] bastard analizar el caso de grupo fundamental
con dos factores invariantes. Finalmente, para resolver ese caso, utilizaremos herra-
mientas de teoria de Nielsen. Si bien la propiedad del punto fijo no es un invariante
homotépico, un resultado de B. Jiang dice que si lo es al restringirnos a poliedros
sin global separating points. Este teorema profundo sera imprescindible en nuestra
demostracion. El otro ingrediente que usaremos es un resultado de Borsuk, que dice
que todo poliedro con primer grupo de homologia racional no trivial tiene a S* como
retracto y, por lo tanto, no tiene la propiedad del punto fijo.

Para probar el Corolario y el Teorema [3.2.11], introduciremos el concepto
de grupo de Bing y transformaremos el problema en uno algebraico, utilizando el
hecho de que toda funcién continua de un espacio de Eilenberg-MacLane K (G, 1)
en si mismo es inducida (salvo homotopia) por un endomorfismo de G. Finalmente,
utilizando el software GAP [I8], encontraremos los grupos de Bing que permiten
responder las Preguntas 1 y 8 de Bing.

Los resultados originales de esta tesis aparecen en nuestros articulos [2] y [39].
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En el primer capitulo de este trabajo, recordaremos los resultados fundamenta-
les de Teoria de punto fijo que utilizaremos en las secciones principales. El segun-
do capitulo esta dedicado a estudiar los espacios construidos por Lopez. En dicho
capitulo, utilizaremos el producto cup y operaciones de Steenrod para calcular al-
gunos nimeros de Lefschetz. En el tercer capitulo, se presentaran los resultados que
responden a las preguntas de Bing.






Capitulo 1

Preliminares de teoria de punto
fijo

En este capitulo exponemos algunas herramientas clasicas que seran usadas a lo
largo de la tesis. En la Seccién se presentan los resultados mas elementales rela-
cionados con la propiedad del punto fijo. En la Seccién[1.2] introducimos las nociones
de local y global separating point, que cobraran importancia mas adelante. En la
Seccion daremos dos demostraciones de un teorema de Borsuk que caracteriza
a los espacios que se retraen a S'. En la Seccién enunciaremos el Teorema de
Lefschetz, que es la principal herramienta que tenemos para probar que un espacio
tiene la propiedad del punto fijo y presentamos los resultados principales de Teoria
de Nielsen.

1.1. La propiedad del punto fijo

Definicién 1.1.1. Decimos que un espacio topolégico X tiene la propiedad del punto
fijo si toda funcién continua f : X — X tiene un punto fijo.

Ejemplo 1.1.2. Por el teorema del punto fijo de Brouwer, D™ tiene la propiedad del
punto fijo para todo n > 0. En cambio, la funciéon antipodal a : S™ — S™ muestra
que S™ no tiene la propiedad del punto fijo para todo n > 0.

Observacion 1.1.3. Un espacio con la propiedad del punto fijo es conexo.

En general, no es facil decidir si un espacio tiene la propiedad del punto fijo o no.
A continuacion, veremos algunas construcciones elementales que permiten obtener
nuevos espacios con la propiedad del punto fijo, a partir de otros espacios con la
misma propiedad.

Lema 1.1.4. Si X tiene la propiedad del punto fijo y A es un retracto de X, entonces
A tiene la propiedad del punto fijo.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE TEORIA DE PUNTO FILJO

Demostracion. Llamemos ¢ : A — X a la inclusién y consideremos una retrac-
cion r : X — A. Sea f : A — A una funciéon continua. Dado que X tiene
la propiedad del punto fijo, existe zy € X tal que (i o f or)(xg) = xo. Ahora
f(r(zg)) =r(i(f(r(xg)))) = r(x) y por lo tanto f tiene un punto fijo. O

En el siguiente lema omitimos la mencién explicita de los puntos base elegidos
al formar la unién en un punto.

Lema 1.1.5. Sean X1, X5 espacios topologicos. Entonces X1V Xy tiene la propiedad
del punto fijo si y solamente si X1 y Xy tienen la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Tenemos las inclusiones j; : X; — X7V Xs. Llamemos xy € X1V X,
al punto base del wedge. Hay retracciones r; : X1 V Xs — X, definidas por

{x six € X;
ri(z) = _
xo six ¢ X;

Una implicacién es una consecuencia inmediata del Lema [1.1.4] Probemos la otra
implicacion. Sea f : X7 V Xy — X; V X5 continua y supongamos que f no tiene
puntos fijos. Para algin i tenemos que f(xg) € X;. Pero entonces la funcién ;o f o j;
no tiene puntos fijos, contradiccién. Luego f tiene un punto fijo. O

En el Capitulo [2] probaremos que el producto de dos espacios con la propiedad
del punto fijo no siempre tiene la propiedad del punto fijo. También veremos que el
join, la suspension y el producto smash no preservan esta propiedad.

1.2. Separating Points

Definicién 1.2.1. Sea X un poliedro conexo. Decimos que z € X es un local
separating point si existe un abierto conexo U 3 z tal que U — {z} no es conexo.
Decimos que z € X es un global separating point si X — {z} no es conexo. En
particular, todo global separating point es un local separating point.

Notamos A" al n-simplex. Recordemos que si X es un complejo simplicial y
r € X es un vértice, el link de z, lk(x) es el subcomplejo de X formado por los
simplices o tales que x ¢ 0 y 0 U {x} es un simplex de X. Las demostraciones de
los siguientes resultados son sencillas.

Proposicién 1.2.2. Sean X un complejo simplicial conezo y x € | X|. Son equiva-
lentes:

(i) x es un local separating point.

(ii) x es un vértice de X tal que Ik(x) no es conexo o x pertenece al interior de
un 1-simplex maximal de X .
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Proposicién 1.2.3. Si X es un complejo simplicial conezo y X # Al son equiva-
lentes:

(1) Existe x € X global (resp. local) separating point.

(i1) Existe un vértice v € X que es un global (resp. local) separating point.

Si un vértice v € X es un global separating point, entonces existen subcomplejos
X1y Xy de X tales que X = X, Vv, Xs.

Proposicion 1.2.4. Sea X un complejo simplicial. Entonces existen subcomplejos
Xi,..., X, con cada X; sin global separating points o isomorfo a Al y tales que
X =X1Vy ...V, , Xu.

Observacion 1.2.5. En el lenguaje de la teoria de grafos, los X; que aparecen en la
proposicion anterior no son otra cosa que los subcomplejos plenos correspondientes
a las componentes biconexas del 1-esqueleto de X. Los puntos donde se hacen los
wedge son los puntos de articulacién.

A continuacién recordamos las nociones de colapso y expansion elemental. El
simbolo ~ serd usado para denotar la relacién de homotopia de funciones y la relaciéon
de equivalencia homotdépica de espacios.

Definicién 1.2.6. Sea X un complejo simplicial. Sean o, 7 simplices de X tales que
7 es el tnico simplex de X que contiene estrictamente a o. Entonces Y = X —{o, 7}
es un complejo simplicial homotopicamente equivalente a X. Si la dimensién de 7
es n, decimos que Y se obtiene a partir de X mediante un colapso elemental de
dimensién n. También decimos que X se obtiene de Y mediante una exzpansion
elemental de dimension n.

Proposicién 1.2.7. Si X # Al es un complejo simplicial, haciendo expansiones
elementales de dimension 2, se puede obtener un poliedro sin global separating points.

Demostracion. Sea u € X un vértice que ademds es un global separating point.
Entonces existen dos vértices vy w de X tales que v, w € lk(u) y ambos vértices estan
en componentes conexas distintas de X — {u}. Esto permite hacer una expansién
elemental de dimensién 2, agregando los simplices {v, w} y {u, v, w}. Esta operacién
disminuye el rango de @, Ho(X — {v}). Entonces, repitiendo la operacién suficientes
veces, se obtiene un poliedro tal que ningtin vértice es un global separating point.
Como X # Al el poliedro obtenido no tiene global separating points. n

1.3. Un resultado de Borsuk

Karol Borsuk probé que un continuo de Peano (un espacio métrico compacto,
conexo y localmente conexo) tiene a S como retracto si y solamente si el primer
grupo de homologia racional es no trivial. Mas precisamente, probd que ambas con-
diciones son equivalentes a que el espacio no sea unicoherente [0, 30. Théoreme] y
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[7, 11. Korollar|. Del resultado de Borsuk se deduce que un continuo de Peano con
primer grupo de homologia racional no trivial no tiene la propiedad del punto fijo.

En este capitulo probaremos el Teorema de Borsuk para complejos simpliciales.
Daremos dos demostraciones. La primera estd basada en la que aparece en [33] §57,
III, Theorem 4]. La segunda es original y tiene ideas en comin con la demostracién
del Teorema [1.4.27| que enunciaremos méas adelante.

1.3.1. Primera demostracion

Dados n > 0 y un grupo G (abeliano si n > 2), notamos K (G, n) al espacio de
Eilenberg-MacLane.

Teorema 1.3.1 (|25, Theorem 4.57]). Sean G un grupo abeliano y n > 0. Hay
biyecciones naturales [X, K(G,n)] — H"(X;G) (definidas para todo CW-complejo
X ) y dadas por [f] — f*(w), para cierta clase w € H"(K(G,n); G) que no depende
de X.

Es claro que la clase de la funcién null-homotépica X — K (G, n) se corresponde
conel 0 e H"(X;G).

Lema 1.3.2 ([33 §56, VI, Theorem 3]). Sean X wun complejo simplicial y Ay, Ay
subcomplejos tales que X = Ay U Ay. Sea f: X — St. Si las restricciones fla, son
null-homotopicas y A1 N Ay es conexo, entonces [ es null-homotopica.

Demostracién. Vamos a usar el Teorema con S' = K(Z,1). Por Mayer-Vietoris,
tenemos una sucesion exacta

(T4, 7h,)

H°(A; N Ay Z) —2— HY(X;7Z) HY(Ay;Z) @ H'(Ay; Z)

Tenemos que 7 (f*(w)) = (f o ia,)"(w) = f[4,(w) = 0. Entonces f*(w) € Im(9),
pero H(A; N Ay; Z) = 0. Entonces f*(w) = 0, 0 sea que f es null-homotépica. [

Lema 1.3.3 ([33], §56, X, Theorem 6]). Sea X un CW-complejo conexo, f : X —
Y y B C X un subcomplejo tal que f|p es null-homotdopica. Entonces existe un
subcomplejo conexo C' C X, tal que B C C y flc es null-homotdpica.

Demostracion. Podemos escribir B =[], B, con B, conexo. Consideramos la rela-
cién de equivalencia en X dada por x ~ y si x = y o existe « tal que x,y € B,. Sea
Z = X/ ~ y llamemos ¢ : X — Z a la funcién cociente. Entonces ([I7, Theorem
2.3.1]) Z es un CW-complejo, las celdas de Z son las celdas de X que no estan en B
y ademas hay una 0-celda por cada B,. Claramente Z es conexo. Sean T un arbol
maximal de Z y C' = ¢~ }(T'). Entonces C es subcomplejo de X y B C C.

Veamos que C' es conexo. Basta ver que el 1-esqueleto de C' es conexo. Tomamos
dos 0-celdas z,z" de C'y consideramos un camino de g(x) a g(2’) formado por 1-
celdas de T'. Llamemos 71, ..., a las preimagenes por g de las 1-celdas del camino.
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Definamos wg = x y vp11 = 2’. Podemos llamar v;, w; a los extremos de v; de modo
que o bien w; = v;41, o para algin «; se tenga w;,v;11 € B,,. Ahora, para cada
i =0,...,k, definimos un camino J; de w; a v;y1. Si w; = v;41, tomamos el camino
constante; si w; # v;11, consideramos un camino ¢§; contenido en B,,, con extremos
w; Y vir1. Finalmente

50*71*51*72*"'*6143—1*’}%*516

es un camino de x a 2’ en C.

Como B — X es cofibracién ([40, Theorem 7.6.12]) y f|p es null-homotépica,
existe g ~ f tal que g|p = yo para algiin yo € Y. Ahora g pasa al cociente por ¢ y de
ese modo obtenemos g : Z — Y. Finalmente si ¢ : C' — X es la inclusion, tenemos

fle=foit~gor=goqou
que es null-homotépica, ya que qo ¢ : C'— T vy T es contractil. O

Lema 1.3.4 ([33] §56, X, Theorem 7]). Sean X un complejo simplicial conezxo y f :
X — SY una funcién simplicial. Entonces existen subcomplejos conexos C1,Cy C X
tales que X = Cy U Cy y las restricciones fle, y fle, son null-homotépicas.

Demostracion. Consideramos dos subcomplejos A; y Ay de S, homeomorfos al
intervalo y tales que S* = A; U Ay. Llamamos B; = f~!(A;). Como f es simplicial,
B; es subcomplejo de X. Ademdas By U By = X. Claramente f|p, es null-homotépica.
Aplicando el Lema|l.3.3|a By y By obtenemos los subcomplejos C; y Cs. m

Definicién 1.3.5. Sea X un complejo simplicial conexo. Decimos que X es uni-
coherente si, para cualesquiera C', Cy subcomplejos conexos tales que X = C U Cs,
se tiene que C N Cy es conexo.

Teorema 1.3.6 (Borsuk). Sea X un complejo simplicial conexo. Son equivalentes:
(i) Z es sumando directo de Hy(X).
(1) X no es unicoherente.
(iii) S es retracto de X .

Demostracion. Primero vamos a probar que (i) implica (ii). Existe un epimor-
fismo Hi(X) — Z. Entonces hom(H,(X),Z) # 0. Por coeficientes universales
HY(X;Z) # 0. Por Teorema tenemos [X, S'] &~ H'(X;Z) y entonces existe
f: X — S! que no es null-homotépica. Por el teorema de aproximacién simplicial
([36, Theorem 16.5]), subdividiendo X si es necesario, podemos suponer que f es
simplicial. Aplicando el Lema a f:X — S obtenemos subcomplejos conexos
C1 y Cy tales que X = C1UCy, fle, v flo, son null-homotépicas. Ademds f no es
null-homotépica y entonces por el Lema A =y Ny no es conexo. Luego X
no es unicoherente.
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Ahora probamos que (ii) implica (iii). Como X es conexo, existen C; y Cy sub-
complejos conexos tales que X = C; UCy vy A = C; Ny no es conexo. Luego
podemos escribir A =[] ied A;, donde los A; son subcomplejos conexos y #.J > 2.
Para cada j € J consideramos un arbol maximal S; de A4;. Sea F' =[], ; S;. Dado
que C; es conexo, por el Lema de Zorn existe un arbol maximal 7; de C; con F' C T;.
Notemos que F' = Ty N Ty. Consideramos el grafo G = T} U T;. Claramente G es
conexo. Afirmamos que G tiene un ciclo. En efecto, por Mayer-Vietoris, tenemos

una sucesion exacta:
0= H\(T)) ® H\(T5) — H\(G) = Hy(F) — Ho(T}) ® Ho(T3) = 0

Como F no es conexo, H;(G) es no trivial, o sea que G tiene un ciclo. Ahora vamos a
encontrar una retracciéon ry : X — G de la inclusion G — X. Como S; es contréctil,
extendiendo celda por celda podemos definir una retraccion r4, : A; — ;. Luego
hay una retraccién ry = [[7; : A — F. Ahora, dado que T; es contréctil, 74 se
extiende a una retracciéon r¢, : C; = T;. Pegando r¢, y r¢, obtenemos la retraccion
rx : X — G. Finalmente, como G tiene un ciclo, S* es retracto de G y por lo tanto
St es retracto de X, como queriamos ver.

Es claro que (iii) implica (i). O

Corolario 1.3.7 (Borsuk). Sea X un complejo simplicial. Son equivalentes:
(i) S* es retracto de X.
(ii) Z es un sumando directo de Hi(X).

Demostracion. Es claro que (i) implica (ii). Para probar que (ii) implica (i) escribi-
mos X = [] X, con X; conexo. Existe i tal que H;(X;) tiene a Z como sumando
directo. Luego, por el Teorema , St es retracto de X;. Como X; es retracto de
X, tenemos que S! es retracto de X. O

Corolario 1.3.8 (Borsuk). Si X es un poliedro y Z es sumando directo de Hy(X),
entonces X no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Por el Corolario [1.3.7, tenemos que S! es retracto de X y por el
Lema X no tiene la propiedad del punto fijo. O]

1.3.2. Segunda demostraciéon

Una funcién f : X — S! determina, para cada vértice x € X, un punto f(z) € S*
y para cada arista (orientada) [zg, 1], un nimero real f([zo,x;]) que describe la
clase de homotopia del camino (t) = f((1 — t)zo + tz1). Este nimero se calcula
levantando ~ al revestimiento universal R — S!, t — > y restando los extremos
del camino levantado 7. Extendiendo por linealidad, obtenemos un morfismo f :
C1(X) — R, o sea un elemento de C*(X;R). Si {zg, 71, 22} es un 2-simplex, tenemos
f([zo, z1]) + f([z1, T2]) + f([72, 20]) = 0. Esto equivale a que f € Z'(X;R). Ademds,
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si Zg,...,%n_1,T, son tales que zg = x, y {x;, 2,41} es un l-simplex para i =
0,...,n—1, tenemos Z?:_Ol f([xi, 2i41])) € Z.Si f € Z'(X; R) cumple esta propiedad,
diremos que f es entero. De la misma forma, dado f € Z!'(X;R) entero, podemos
construir una funcién f : X — S que induce dicho cociclo. Esto es un caso particular
del Teorema [1.3.1]

Ahora, si xg,...,T,—1 son todos distintos y el cociclo f verifica la condicién
S f([wi,wiga]) = 1, entonces la funcién f : X — S es casi una retraccién
(concretamente es homotdpica a una retraccién). Podemos cambiar f (sumando un
coborde) de modo que f([x;,z;11]) > 0 para todo ¢ = 0,...,n — 1. En este caso, la
f obtenida es una retraccion.

La parte facil de la demostracion es conseguir un cociclo f y un ciclo ¢ que
cumplan esto. La parte dificil es lograr que el ciclo ¢ sea simple. Para esto vamos
a subdividir el poliedro y considerar un ciclo simple en esta subdivisién, homdlogo
a c. La clave es que el poliedro cumpla ciertas condiciones locales (no tener local
separating points y tener una arista que aparezca en al menos tres 2-simplices). Por
este motivo deberemos hacer algunas reducciones y mirar el caso en que X es una
superficie con borde por separado.

Definicién 1.3.9. Decimos que un ciclo ¢ € Z;(X) es simple si existen z, ..., x,,
distintos dos a dos, tales que ¢ = [xo, z1| + ... + [Tp_1, Tp] + [Tn, To].

Recordemos que la evaluaciéon (—, —) : C*(X) x C1(X) — Z pasa al cociente y
obtenemos (—,—) : HY(X) x H;(X) — Z. Ademés, si Y es una subdivisién de un
poliedro X, tenemos el operador de subdivisién A : Ci.(X) — Ci(Y) que manda un
simplex a la suma de los simplices en los que esta subdividido, con la orientacion
correcta [36, Theorem 17.2].

Teorema 1.3.10. Sea X un complejo simplicial tal que Hy(X) tiene a Z como
sumando directo. Supongamos que para todo ciclo x € Z1(X) eziste una subdivision
Y de X y un ciclo simple’y en Z,(Y) con [y] = M\([x]). Entonces S* es retracto de
X.

Demostracion. Existe un epimorfismo H;(X) — Z. Componiendo con la proyeccién
tenemos un epimorfismo Z;(X) — Z. Ademads, como Cy(X) ~ Z;(X) & By(X),
conseguimos un epimorfismo f : Cy(X) — Z. Elegimos x € Z;(X) tal que (f,x) = 1.

Ahora sean Y una subdivision de X ey = [yo, y1]+. . .+ [yn—1, Yn) un ciclo simple
en Y tales que [y| = A.([x]). Tenemos que \* : H*(Y) — H*(X) es isomorfismo.
Entonces existe g € Z'(Y) tal que A*([g]) = [f]. Ahora tenemos

(9,¥) = (9, AMx)) = (9o A\ x) = (f,x) =1

El cociclo g tiene coeficientes enteros, pero lo podemos pensar con coeficientes
reales (en realidad con racionales alcanza). Vamos a cambiar g, suméndole cobordes
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de modo que ¢([y;,yi+1]) > 0 para i = 0,...,n — 1. La idea es usar los cobordes
d*([y:]) que cumplen

1 siv =y,
d'(ly)([v,w]) = § =1 siw=y;
0 en caso contrario
Sumando multiplos adecuados de los d'([y;]), con i = 0,...,n — 2, obtenemos
un cociclo h tal que h([y;, yir1]) = % parai = 0,...,n — 2. Como sumar cobordes

no modifica la evaluacién, tenemos (h,y) = 1y entonces h([y,—1,yn]) = L. Ademds,
como (g, c) € Z para todo ¢ € Z;(X), tenemos que (h,c) € Z para todo ¢ € Z;(X),
asi que h es entero.

Ahora usando h, definiremos r : X — S!. Definimos r(yy) = 1 € S* C C. Para
cada v € X elegimos un camino por aristas ¢ = [vg, v1]+. ..+ [Ux_1, Vx| con vy = yo,
vy = vy definimos 7(v) = €*™M9. Ahora, si {v,w} es un l-simplex, definimos
r((1 —t)v + tw) = r(v) - e2mthlvwl),

Como h es un cociclo, 7 : X1 — S se extiende al 2-esqueleto. Como 7 (S') = 0
para k > 2 tenemos que 7 : X2 — S! se puede extender esqueleto por esqueleto
hasta obtener una funcién r : X — S*.

Es facil ver que r es una retraccién de la inclusion dada por el ciclo simple y. [

Definicién 1.3.11. Sea X un complejo simplicial y e una arista de X. Decimos que
e es una arista triple si es una cara de al menos tres 2-simplices.

El siguiente teorema, aunque probado independientemente, usa las mismas ideas
que utilizé Jiang para probar [29, Lemma 5.1].

Teorema 1.3.12. Sea X un poliedro conexo con una arista triple y sin local separa-
ting points. Six € Z1(X), entonces existe una subdivision Y de X y un ciclo simple

y € Z1(Y) con [y] = A([x]).

Demostracion. Como X es conexo, podemos suponer que X = [xg,z1] + ... +
[z,_1,%,]. Subdividiendo apropiadamente el poliedro, podemos conseguir un camino
por aristas homoélogo a x y tal que:

= El camino no pasa por ningin vértice de X.

Ninguna arista del camino esta contenida en una arista de X.

Cada arista del camino aparece una vez.

El camino interseca a la arista triple.

Todo punto de interseccién esté en el interior de un 2-simplex de X (en este
paso se usa que X no tiene local separating points).
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Por lo anterior, hay finitos puntos de intersecciéon. Finalmente, subdividiendo atn
méas y usando la arista triple, podemos eliminar uno a uno los puntos de interseccion,
como se ve en la figura. El ciclo obtenido es simple. O]

Figura 1.1: Intuitivamente, tenemos un camino que atraviesa un rio. Queremos mo-
dificarlo para que no lo atraviese. Entonces, inmediatamente antes de cruzar el rio
nos detenemos y empezamos a caminar a lo largo de la orilla hasta llegar a un puen-
te. A continuacién, cruzamos el puente y volvemos caminando a lo largo de la otra
orilla, hasta retomar el camino original. La arista triple funciona como puente.

Sean T el toro, P el plano proyectivo y K la botella de Klein.

Teorema 1.3.13 ([35, Chapter 1]). Toda superficie compacta y conexa es homeo-
morfa a alguna de las superficies en la siguiente lista:

(1) S2.

(i) T# ... #T.

(117) P# ... #P.

Toda superficie compacta y conexa con borde se obtiene recortando finitos discos
disjuntos de alguna de las superficies de la lista anterior.

Por ejemplo, se tiene K = P#P y P#T = P#P#P.

Lema 1.3.14. Sean M y N superficies conexas. Si M es compacto y S* es retracto
de M, entonces S es retracto de M#N.

Demostracion. Vemos S' C M. Existe un disco D C M, tal que S* N D = (.
Ademads, podemos tomar un disco D' C D°. Sea M#N la suma conexa obtenida
recortando (D')°. Existe una funcién continua M#N — M que deja fijo M — D°

(ver figura). Componiendo esta funcién con la retraccién M — S! conseguimos la
retraccion M#N — St
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]

Teorema 1.3.15 (Borsuk). Sea X un complejo simplicial compacto. Son equivalen-
tes:

(i) S' es retracto de X.

(i1) Z es un sumando directo de Hy(X).

Demostracion. Que (i) implica (ii) es claro. Veamos que (ii) implica (i). Hacemos
induccion en el nimero de vértices de X. Podemos suponer que X es conexo y que
dim(X) < 2. También podemos suponer que no se pueden hacer colapsos elementa-
les.

» Caso 1: Eziste v € XV local separating point.

e Caso 1.1: v es global separating point. En este caso existen complejos
simpliciales no triviales X; y X, tales que X = X; V, Xs5. Luego, para
algin ¢, Hy(X;) tiene a Z como sumando directo. Como X; es retracto de
X, usamos la hipotesis inductiva.

e Caso 1.2: v no es global separating point. En este caso, podemos escribir
Ik(v) = Ly [] L2. Construimos un complejo simplicial X con vértices en
X — {v}[]{v1,v2} y conjunto de simplices

{o:0eX—{}}J{ou{n} : o e i} J{oU{v} : o€ Ly}

Tenemos una funcion simplicial ¢ : X — X definida por

v slw=v; 0w ="y
p(w) = .
w  en caso contrario

Consideramos un camino simple por aristas de v; a vy. Es claro que X
se retrae a este camino. La retraccion pasa al cociente por |p| y se tiene
que S! es retracto de X.
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s Caso 2: X no tiene local separating points. Notemos que no hay 1-simplices
maximales. Entonces, toda arista esta en al menos un 2-simplex y como no se
pueden hacer colapsos, toda arista esta en al menos dos 2-simplices.

e Caso 2.1: Toda arista estd en exactamente dos 2-simplices. Como lk(v)
es conexo para todo v, esto implica que X es una superficie (sin borde).
Por la clasificacién de superficies compactas (Teorema , se tiene
que X es homeomorfo a una suma conexa de n > 1 toros o de n > 2
planos proyectivos (como Z es sumando directo de H;(X), X no puede
ser ni S? ni el plano proyectivo P). Es claro que el toro T y la botella
de Klein K tienen a S' como retracto. Si X es suma de n > 2 toros,
usamos el Lema [1.3.14{con T y T+#...#T. Si X es suma de n > 3 planos

——

n—1 veces

proyectivos, usamos el Lema [1.3.14] con K ~ P#P y P# ... #P.
—_——

n—2 veces

e Caso 2.2: Emiste una arista triple. Por Teorema [1.3.12] y Teorema [1.3.10
estamos.

]

De la demostracién anterior, rescatamos el siguiente resultado (que también se
puede probar observando que X no es unicoherente):

Lema 1.3.16. Sean X un poliedro compacto y xqg € X un local separating point que
no es un global separating point. Entonces X se retrae a S*.

En ambas demostraciones del teorema de Borsuk, X se retrae a un subcomplejo
de una subdivisién de X, homeomorfo a S*. No sabemos si es realmente necesario
subdividir X. Por otro lado, hay ejemplos de complejos para los que no es necesario
subdividir, pero tales que la retraccién no puede ser una funcién simplicial (por
ejemplo, una banda de Mobius triangulada con cinco vértices y cinco 2-simplices).

1.4. Teoria de Nielsen

El objetivo principal de la teoria de Nielsen es hallar el minimo nimero de
puntos fijos que puede tener una funcion g en la clase de homotopia de una funcion
continua f : X — X. Los primeros resultados, debidos a Jakob Nielsen, se remontan
a la década de 1920. Nielsen definié el nimero de Nielsen N(f) y probé que es una
cota inferior para la cantidad de puntos fijos de f. Por ser invariante homotdpico,
N(f) es una cota inferior para M(f), que se define como el minimo nimero de
puntos fijos de una funcién g homotépica a f (Hopf prob6 que el nimero M(f) es
finito). En esta seccién recordaremos las nociones elementales de la teoria de Nielsen,
clases de punto fijo e indice; y enunciaremos los resultados clasicos que se usaran
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méas adelante. Veremos un resultado de Jiang que generaliza resultados previos de
Wecken y Shi y muestra que, si el poliedro X no tiene local separating points y
no es una superficie, entonces vale la igualdad N(f) = M(f). Luego, probaremos
el teorema de Jiang que establece que la propiedad del punto fijo es un invariante
homotépico de los poliedros compactos sin global separating points.

1.4.1. El teorema de punto fijo de Lefschetz

El teorema de punto fijo de Lefschetz es una de las herramientas mas basicas
y utiles a la hora de probar que una funcién continua posee un punto fijo. Una
referencia para los resultados que aparecen en esta subseccién es [28, Section 2.3].

Definicién 1.4.1. Sea R un dominio de ideales principales. Si L es un R-mddulo
libre de rango finito y f : L — L es un morfismo de R-mdédulos, definimos la traza
de f, trr(f, L) como la traza de la matriz de f en una base de L.

Mas generalmente, si M es un R-mdédulo finitamente generado y f : M — M
un morfismo de R-médulos, trg(f, M) = trg(f, M/T), donde T es el submédulo de
torsién de M. Cuando se sobreentiende R, lo omitimos en la notacién para la traza.

Teorema 1.4.2 (Teorema de la traza de Hopf). Sea R un dominio de ideales prin-
cipales.

Sea (Cy, d) un complejo de cadenas acotado de R-mddulos libres de rango finito.
Sea ¢ : Cy — C un morfismo de complejos. Entonces

D (1) tra(6.Ci) = D (1) tra(on. He).

k k

Sea (C*, d) un complejo de cocadenas acotado de R-mddulos libres de rango finito.
Sea ¢ : C* — C* un morfismo de complejos. Entonces

D (=1)ftrp(e,C*) = (=D)ftrp(e*, HY).

k k

Definicién 1.4.3. Si X es un poliedro compacto y f : X
continua, definimos el nimero de Lefschetz de f por L(f) =,
M4s generalmente, definimos L(f,, R) = >, (—=1)*trp(f., Hp(X;
Yp(=D)Mtra(f* HH (X R).

Teorema 1.4.4 (del punto fijo de Lefschetz). Sean X un poliedro compacto y f :
X — X una funcion continua. Si L(f) # 0, entonces f tiene un punto fijo.

— X es una funcién
)k

(=1)"trz(fs, Hi(X)).
R))y L(f*, R) =

Lema 1.4.5. Sean X un poliedro compacto y f : X — X una funcion continua. Sean
R un dominio de ideales principales y j : Z — R el morfismo candnico. Entonces

L(f., R) = L(f*, R) = j(L([))-
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Demostracion. Sea C,(X) el complejo de cadenas simplicial de (una triangulacién
de) X. Como en la demostracion del teorema de Lefschetz, consideramos un morfis-
mo ¢ : Ci(X) — C.(X) tal que Hi(f) = Hi(¢) en la homologia (acd estamos iden-
tificando la homologia singular con la simplicial). Tomando una base de Ci(X), se
verifica facilmente que trz(¢., Cp(X; R)) = trp(¢*, C*(X; R)) = j(trz(¢, Cr(X))).
Para completar la demostracion usamos el Teorema |1.4.2] O

Corolario 1.4.6 (Lefschetz). Sean X un poliedro compacto y f : X — X una fun-
cion continua. Sea R un dominio de ideales principales. Si L(f., R) # 0 ¢ L(f*, R) #
0, entonces f tiene un punto fijo.

Ejemplo 1.4.7. Por el teorema de Lefschetz, todo poliedro compacto y contractil tiene
la propiedad del punto fijo. En cambio R es un poliedro contractil sin la propiedad
del punto fijo. Existe un espacio métrico compacto y contractil sin la propiedad del
punto fijo [31].

Mas generalmente, cualquier poliedro compacto y Q-aciclico tiene la propiedad
del punto fijo (por ejemplo el plano proyectivo RP?).

1.4.2. Clases de puntos fijos

Las clases de puntos fijos forman una particién del conjunto de puntos fijos de
una funcién continua. En esta seccién daremos dos definiciones de clases de puntos
fijos. La primera es mas concreta. La segunda definicién detecta ademas ciertas
clases “vacias” de puntos fijos.

Si X es un espacio topolégico, U C X un abiertoy f : U — X una funcién
continua, llamaremos Fix(f) = {x € U : f(z) = x}. Si X es un poliedro compacto
y f: X — X, claramente Fix(f) es compacto.

Definicién 1.4.8 (Clases de puntos fijos no vacias, [30, Theorem 1.10]). Sea X un
poliedro compacto y conexo. Sea f : X — X una funcién continua. Las clases de
puntos fijos no vacias de f son las clases de equivalencia de la relacion de equivalencia
en Fix(f) dada por z ~ y si existe un camino ¢ : I — X con ¢(0) =z, ¢(1) =y y
tal que foc~c.

Definicién 1.4.9 (Clases de puntos fijos, [30, I, Definition 1.6]). Sean X un poliedro
compacto y conexo y p : X — X su revestimiento universal. Sea J X — X una
funcién continua. Decimos que dos levantados de f al revestimiento universal X son
equivalentes si son conjugados por una transformacion deck. Si f : X — X es un
levantado de f, notamos [f] a la clase de equivalencia de f. Es facil ver que p(Fix(f))

solamente depende de [f] y no de f.

A cada clase de equivalencia [f] de levantados de f le asociamos la clase de

puntos fijos p(Fix(f)) C Fix(f). Las clases de punto fijo forman una particién de
Fix(f) indexada por las clases de equivalencia de levantados de f. Algunas de las
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clases de punto fijo pueden ser vacias y las clases no vacias son exactamente las
clases de punto fijo no vacias que aparecen en la definiciéon anterior.

Teorema 1.4.10 (30} [, Theorem 1.12, Corollary 1.13]). Sea X un poliedro compac-
to y conexo. Sea f: X — X wuna funcion continua. Entonces f tiene finitas clases
de punto fijo no vacias. Las clases de punto fijo de f son compactas y abiertas en

Fix(f).

Definicién 1.4.11. Sea X un poliedro compacto y conexo. Sea f : X — X una
funcién continua. Decimos que un subconjunto ' C Fix(f) es un conjunto aislado
de puntos fijos si es abierto y cerrado. Por el teorema anterior, toda clase de puntos
fijos es un conjunto aislado de puntos fijos.

1.4.3. Indice

El objetivo de esta subseccion es definir el indice de un conjunto aislado de puntos
fijos (en particular el de una clase de puntos fijos) y enunciar sus propiedades. El
indice permite contar, con multiplicidad, cuantos puntos fijos hay en un abierto.
Sean U C R™ un abierto, f : U — R" y x € R™. Entonces si f~*(z) es compacto, el
grado de f sobre z se puede interpretar como el “nimero” de puntos en f~!(x). Si
llamamos i : U < R™ a la inclusién, el conjunto de puntos fijos de f es (i — f)~1(0).
Luego, si Fix(f) es compacto, el “nimero” de puntos fijos de f deberia estar dado
por el grado de i — f sobre el 0. Esta es la idea de la definicién del fndice de un
conjunto de puntos fijos.

Definicién 1.4.12. [14, VIL.5.1] Sean U C R"™ un abierto y K C U un compacto.
Identificamos S™ = R™ U {oo} y fijamos un generador a € H, (S™) = Z. La clase
fundamental oy € H,(U,U — K) alrededor de K es la imagen de o por H,(S") —
H,(S™,S" — K)~ H,(U,U — K) (el isomorfismo es el del teorema de escisién).

Definicién 1.4.13 (Indice en R” [14, VII.5.2]). Sean U C R" un abiertoy f : U —
R™ tal que F' = Fix(f) es compacto. Sea i : U — R" la inclusién. Consideremos el
morfismo

(i — f)s : Ho(U, U — F) — Ho(R*,R" — {0})

Entonces, como agpy € H,(R",R" — {0}) ~ Z es un generador, existe un nimero
entero I(f), que llamaremos el indice de f, tal que

(1 = flelar) = I(f) - aqoy
Claramente I(f) no depende del generador o € H,,(S™) elegido.

Definicién 1.4.14. Decimos que un espacio topolégico X es un ENR (FEuclidean
Neighborhood Retract) si X es retracto de un abierto de R™ para algin n.
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Todo poliedro compacto es un ENR. Un abierto de un ENR es un ENR. El
producto de dos ENR es un ENR.

Definicién 1.4.15 (Indice [14, VIL.5.10]). Si X es un ENR y U C X es un abierto,
entonces toda funcion continua f : U — X admite una factorizacién f = Sa, donde

vsvAx y V C R™ es abierto. Si Fix(f) es compacto, definimos el indice de f,
I(f)=I(ap: B7HU) — V). Se tiene que I(f) no depende de la factorizacién. Mas
aun, si X = R", esta definicién de I(f) coincide con la dada anteriormente. Notemos
que el indice no depende del codominio de f en el siguiente sentido: si X € X' y X’

es un ENR, entonces i(f: U — X) =i(f : U — X').

Las siguientes propiedades del indice se deducen de propiedades andlogas para
el indice en R™. La propiedad (vi) motiva la definicién anterior.

Proposicién 1.4.16 (Propiedades del indice [14, VII.5.11-15]). Sean X un ENR y
U C X un abierto. Sea f: U — X tal que Fix(f) es compacto. Tenemos
(i) Si W C U es abierto y Fix(f) C W, entonces

I(f) = I(flw)

(11) Si f es la funcion constante xg, entonces

)1 simeeU
I(f)_{O stxg ¢ U

(iii) Si Uy, ..., U, cubren U y U; NU; NFix(f) = 0 para cualesquiera i # j,
entonces

Ui)

I(f)=_I(f
i=1
(iv) Sean 'Y otro ENR, V. CY un abierto y g : V — Y. Entonces
I(f > g)=1()1(9)
(v) Sihy : U — X es una homotopia y |, Fix(h:) es compacto, entonces
I(ho) = I(M1)

(vi) Si'Y es otro ENR, V. C Y abiertoy f : U — Y yg:V — X funciones
continuas, llamamos U = f~1(V) yV = g~ *(U). Entonces Fix(go f|z) y Fix(fogly)
son homeomorfos y si ademds son compactos

I(go flg) =1(fcgly)

Observacion 1.4.17. Las propiedades que aparecen en la proposicién anterior carac-
terizan completamente al indice ([28, Theorem 2.2.22]).
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El siguiente teorema dice, en el sentido mencionado anteriormente, que el “ntime-
ro” de puntos fijos de f no es otra cosa que el numero de Lefschetz de f.

Teorema 1.4.18 (Lefschetz-Hopf, [14, VII, Proposition 6.6]). Sea X wun poliedro
compacto y conexo. Sea f: X — X una funcion continua. Entonces 1(f) = L(f).

La definicién de indice dad en [30), I, Definition 3.4] es equivalente a Defini-
cién [L4.15
Definicién 1.4.19 (fndice de un conjunto aislado de puntos fijos [30, I, Definition

3.8]). Sea X un poliedro compacto y conexo. Sea f : X — X. Si F' es un conjunto
aislado de puntos fijos de f, el indice de F se define por

if, F) = 1(flv)

donde U es un abierto de X tal que F' = U N Fix(f). De las propiedades del indice
se deduce que i(f, F') no depende del abierto U elegido.

El indice I(f|y) solamente depende de f|y, en cambio el indice de un conjunto
aislado de puntos fijos F' no depende solamente de f|g, sino de cémo se comporta
f en un abierto U D F.

Por el Teorema y la Proposicién [1.4.16] tenemos la siguiente versién del
teorema de Lefschetz-Hopf.

Teorema 1.4.20 (Lefschetz-Hopf). Sea X un poliedro compacto y conexo. Sea f :
X — X una funcion continua. Entonces

L(f) =) i(f,F)

F

donde F recorre las clases de punto fijo de f.

Los siguientes resultados permiten calcular el indice de un punto fijo aislado
contenido en el interior de un simplex maximal.

Proposicién 1.4.21 ([30} I, Definition 3.1]). Sean U C R™ abierto y f : U — R™
una funcion continua. Sean xo € U un punto fijo aislado de f y e > 0 tal que
B(zg,e) C U y B(xg,e) NFix(f) = {xo}. Consideramos ¢ : 0B(xo,e) — 0B(xo,¢)

dada por ¢(x) = xo + Eéiﬁzg'. Entonces i(f,{xo}) es el grado de ¢.

Proposicién 1.4.22 ([30, I, 3.2]). Sean U C R™ abierto, f : U — R™ una funcion
diferenciable y xo € Fix(f). Si det(1 — Df,,) # 0, entonces xo es un punto fijo
aislado y ademds i(f,{zo}) = sgndet(l — Df,,).

El siguiente lema serd usado en la seccion [3.1.22] Anteriormente dijimos que el
indice no depende solamente de F', pero con hipdtesis suficientemente fuertes esto
si ocurre:
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Lema 1.4.23 (|2 Lemma 4.7]). Sea X wun poliedro compacto y conexo. Sean f :
X — X y F un conjunto aislado de puntos fijos de f. Supongamos que eziste un
subespacio K de X que ademds es un poliedro y tal que

» f(K)CK.
s K se retrae por deformacion a F.
= PC K°.
- F = K NFix(f).
Entonces se tiene i(f, F) = x(F).
Demostracion. Sea U = K°. Tenemos i(f, F) = I(f|y : U — X). Ahora

I(flo:U—=X)=I1(flv:U—= K)=I(flx: K= K)= L(f|x) = L(1r) = x(F).

La primera igualdad se deduce de la Definicion [1.4.15| La segunda vale por la Propo-
sicién [1.4.16} parte (i). La tercera igualdad es el Teorema|l.4.18| La cuarta igualdad

vale porque F' — K induce isomorfismos en la homologia. O

1.4.4. Numero de Nielsen

Definicién 1.4.24 (Numero de Nielsen, [30, I. Definitions 4.1-2]). Sea X un poliedro
compacto y conexo. Sea f : X — X una funcién continua. Una clase de punto fijo
F se dice esencial si i(f, F) # 0. El nimero de Nielsen de f, N(f) € Z es el
nimero de clases de punto fijo esenciales de f (es finito porque hay finitas clases no
vacfas de punto fijo). Como el indice de una clase de punto fijo vacia es 0, se tiene
que #Fix(f) > N(f). Definimos el minimo nimero de puntos fijos de la clase de

homotopia de f por M(f) = min{#Fix(g) : g~ f}.

Sea X un poliedro compacto y conexo. Si f, g : X — X son continuas y H es una
homotopia entre f y g, definimos una biyeccién entre las clases de punto fijo de f y de
g. La biyeccion hace corresponder la clase de punto fijo asociada a un levantado f con
la clase de punto fijo asociada a un levantado g si y solamente si hay un levantado
H de H tal que Hy = f y Hy = g ([30, I, Definition 3.3]). Equivalentemente, si
F C X x I es una clase de punto fijo de H x 17 : X x [ — X x [, la biyeccién
hace corresponder la clase iy ' (F) de punto fijo de f con la clase i;'(F) de punto
fijo de g ([30}, I, Theorem 2.7]). Usando las propiedades del indice, se puede verificar
que esta biyeccién preserva el indice ([30, I, Theorem 4.5]). Por lo tanto, tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 1.4.25 (Invarianza homotépica [30), I, Theorem 4.6]). Sea X un poliedro
compacto y conezxo. Sean f,g : X — X funciones continuas. Si f ~ g, entonces

N(f) = N(g).
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Del teorema anterior, dado que el indice de una clase vacia de puntos fijos es 0,
se deduce el teorema fundamental de la teoria de Nielsen:

Teorema 1.4.26 (Nielsen, [30, I, Theorem 4.3]). Sea X wun poliedro compacto y
conezo. Sea f: X — X una funcion continua. Entonces M(f) > N(f).

Es natural preguntarse cuando vale la igualdad en el teorema anterior. El si-
guiente teorema fue probado por Jiang, generalizando resultados previos de Shi. La
idea de la demostracion es cambiar la funciéon por una homotépica que tenga fini-
tos puntos fijos (esto es un resultado de Hopf) y luego combinar los puntos fijos
que estan en una misma clase de Nielsen. Para esto se usan resultados similares al
Teorema [1.3.12l

Teorema 1.4.27 (Jiang, [29, Main Theorem|). Sea X wun poliedro compacto y co-
nezxo. Sea f: X — X una funcion continua. Si X no tiene local separating points y
X no es una superficie (con o sin borde), entonces M(f) = N(f).

Proposicién 1.4.28 (Conmutatividad, [30, I, Theorem 5.2]). Sean X,Y poliedros
compactos y conexos y f : X — Y, g: Y — X funciones continuas. Entonces

N(fg) = N(gf).

Ya sabemos que un espacio con la propiedad del punto fijo es conexo. Luego, en
el siguiente teorema no hay pérdida de generalidad al restringirse a espacios conexos.

Teorema 1.4.29 (Jiang, [29] Theorem 7.1]). En la categoria de poliedros compactos,
conexos y sin global separating points, la propiedad del punto fijo es un invariante
homotopico.

Mds atn, si X ~Y son poliedros compactos tales que Y no tiene la propiedad del
punto fijo y X no tiene global separating points, entonces X no tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostracion. Podemos suponer que X e Y son conexos.

Supongamos que X =~ Y son poliedros compactos y conexos tales que Y no tiene
la propiedad del punto fijo y X no tiene global separating points. Vamos a probar
que X no tiene la propiedad del punto fijo.

Si X es una superficie, usamos la clasificacién de superficies compactas (Teore-
ma . Las tnicas superficies con la propiedad del punto fijo son D? y RP?, ya
que el H; de todas las demas superficies tiene a Z como sumando directo. Pero X no
puede ser ni D? ni RP?, ya que por el teorema de punto fijo de Lefschetz, Y tendria
la propiedad del punto fijo.

Si X tiene un local separating point xy, dado que zy no es un global separating
point, por el Lema tenemos que S* es retracto de X y por lo tanto X no tiene
la propiedad del punto fijo.

Ahora sea g : Y — Y sin puntos fijos. Por el Teorema [1.4.26] se tiene N(g) = 0.
Ahora sean a : X — Y y 8 :Y — X inversas homotépicas. Sea f = fga. Por
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la conmutatividad del nimero de Nielsen, tenemos N(f) = N(Sga) = N(gap) =
N(g) = 0 y por Teorema [1.4.27, existe una funcién homotépica a f sin puntos
fijos. O]

El siguiente teorema fue probado con hipotesis més restrictivas por F. Wecken
[44].

Teorema 1.4.30 (Wecken). Sea X un poliedro compacto, conezo y sin global separa-
ting points. Si x(X) = 0, entonces X no tiene la propiedad del punto fijo. Mds ain,
st X no tiene local separating points, existe una funcion sin puntos fijos homotopica
a la identidad.

Demostracion. Si X tiene un local separating point que no es un global separating
point, entonces S! es retracto de X y por lo tanto X no tiene la propiedad del punto
fijo, asi que podemos asumir que X no tiene local separating points. Por el teorema
de clasificacién de superficies compactas (Teorema, las uinicas superficies con
caracteristica de Euler igual a 0 son el toro, S x I, la banda de Moebius y la
botella de Klein. En los cuatro casos hay funciones sin puntos fijos homotopicas a
la identidad. Entonces también podemos asumir que X no es una superficie.
Ahora usamos el Teorema [1.4.27, Basta ver que N(1x) = 0. Pero la identidad
tiene una tunica clase de punto fijo no vacia y L(1x) = x(X) = 0, asi que por el
Teorema de Lefschetz-Hopf N(1x) = 0. O

1.4.5. Relacion con la conjetura de Bass

En [3], Bass enuncié una conjetura que ain permanece abierta. En esta subsec-
cién veremos la motivacion para una conjetura de Geoghegan que es equivalente a
la conjetura de Bass.

Sean X,Y poliedros compactos y conexos. Sean s : ¥ - X yr : X —» Y
funciones continuas tales que rs ~ 1y. Entonces, si f = sr, tenemos fo f ~ f
(decimos que f es un idempotente homotdpico). Por la conmutatividad del nimero
de Nielsen, tenemos que N(f) = N(sr) = N(rs) = N(ly) es 0 6 1. Dado un
idempotente homotopico f, decimos que f se parte si existen YV, s :Y — Xy
r: X —Y tales que sr ~ f y rs >~ ly.

Ahora, sean X un poliedro compacto y conexoy f: X — X tal que fo f = f.
Entonces hay exactamente una clase no vacia de punto fijo y por lo tanto N(f) es
06 1.

Conjetura 1.4.31 (Geoghegan). Sea f : X — X wun idempotente homotopico,
donde X es un poliedro compacto y conexo. Entonces N(f) es 0 ¢ 1.

Si bien todo idempotente homotdpico en un poliedro compacto y conexo se par-
te, no siempre se puede conseguir que Y sea un poliedro compacto, por lo tanto
no podemos usar el argumento anterior. La conjetura anterior es equivalente a la
siguiente conjetura de Bass ([4, Theorem 4.4]):
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Conjetura 1.4.32 (Bass). Sean G un grupo y ZGy el grupo abeliano libre con base
las clases de conjugacion de elementos de G. Si A € M,(ZG) es una matriz idem-

potente, entonces la imagen de tr(A) por la proyeccion ZG — ZG1 es un maltiplo
de la clase de conjugacion de 1 € G.



Capitulo 2

El ejemplo de Lopez

El objetivo de este capitulo es estudiar el poliedro X construido por Lopez en
[34], que le permiti6 probar, entre otras cosas, que la propiedad del punto fijo no es
un invariante homotopico de los poliedros compactos. Este resultado, obviamente,
precede histéricamente al de Jiang, Teorema [1.4.29] La idea que exploté Lopez
es la siguiente: alcanza con encontrar un poliedro compacto con la propiedad del
punto fijo y caracteristica de Euler igual a 0 ya que, por el resultado de Wecken
(Teorema , eliminando los global separating points, se obtiene un poliedro
sin la propiedad del punto fijo. A su vez, para encontrar un tal espacio, Fadell
seniald a Lopez que alcanzaba con hallar un poliedro compacto con la propiedad del
punto fijo y caracteristica de Euler positiva y par, dado que se conocian ejemplos
de poliedros compactos con la propiedad del punto fijo y cualquier caracteristica de
Euler impar y negativa. Concretamente, SCP?" tiene la propiedad del punto fijo y
caracteristica de Euler 1 —2n. Para probar que estos espacios tienen la propiedad del
punto fijo, utilizaremos los cuadrados de Steenrod. También usaremos las potencias
de Steenrod para probar que los espacios proyectivos cuaterniénicos HP?" tienen la
propiedad del punto fijo. Estos ejemplos de poliedros compactos de caracteristica
par con la propiedad del punto fijo aparecieron con posterioridad al paper de Lopez.
Lopez construyé el espacio X, para que tenga cierta algebra de cohomologia racional.
Mostraremos que cualquier poliedro compacto con ese anillo de cohomologia tiene la
propiedad del punto fijo. Este resultado es mas fuerte que aquel probado por Lopez,
ya que para demostrar que X, tiene la propiedad del punto fijo, éste utiliza ciertas
propiedades particulares del espacio que no se desprenden del anillo de cohomologia.
Luego veremos algunos de los corolarios que se obtienen usando el espacio X, por
ejemplo, que la propiedad del punto fijo no se preserva por productos, suspensiones,
join y producto smash. Finalmente, veremos cémo el ejemplo de Lopez motiva las
dos preguntas, formuladas por R.H. Bing, que estudiaremos mas adelante en esta
tesis.

31
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2.1. Operaciones de Steenrod y aplicaciones

Las potencias de Steenrod son transformaciones naturales que relacionan la coho-
mologia con coeficientes en Z, en distintos grados. Cuando p = 2 se llaman cuadrados
de Steenrod. En esta seccién recordaremos sus propiedades elementales y veremos
aplicaciones a la teoria de punto fijo.

Teorema 2.1.1 (Cuadrados de Steenrod, [25, Section 4.L]). Eristen funciones Sq' :
H™Y(X;Zy) — H"(X;Zy) definidas para cada espacio topoldgico X y n,i > 0 con
las siguientes propiedades:

(i) Si f: X =Y, entonces Sq' o f* = f* o Sq".

(i) Sq'(a + B) = Sq'(a) + Sd*(B).

(iii) Sq'(a U f) = 32,4, Sa’ (a) U Sq* ().

(iv) Sq' o 0 = 0 0 Sq" donde o : H"(X;Zy) — H" ™ (XX;Zsy) es el isomorfismo
de suspension.

(v) Sq'(a) = aUa sii=|al y Sq'(a) =0 sii>|al.

(vi) Sq° es la identidad.

Por las propiedades anteriores, Sq = D ., Sq* es un morfismo de anillos Sq :
H*(X;Zs) — H*(X; Zs).

Teorema 2.1.2 (Potencias de Steenrod,[25, Section 4.L]). Sea p un primo impar.
Ezisten funciones P* : H"(X;Z,) — H""2P=Y(X;7Z,) definidas para cada espacio
topologico X y n,1 > 0 con las siguientes propiedades:

(i) Si f: X =Y, entonces P'o f* = f*o P

(i) P'(a + B) = P'(a) + P'(B).

(iii) P'(aUB) =3,y PP () U P(B).

(iv) PPoo =g o P donde o : H'(X;Z,) — H"™ (XX Z,) es el isomorfismo de
SUSpension.

(v) P{a) = aP si2i = |a| y Pi(a) =0 si 2i > |al.

(vi) P° es la identidad.

Por las propiedades anteriores, P = Y 2 P" es un morfismo de anillos, P :
H*(X:Z,) — H*(X;Z,).

El espacio proyectivo complejo de dimensién n, que notamos CP", tiene una
estructura de CW-complejo con una unica celda en dimension 2¢ para ¢ =0,...,n.
Sea F un cuerpo. Por cohomologia celular, tenemos que H¥(CP"; F) = Fsi 0 <1i <
2n es par y es 0 en caso contrario. Ademas, el subcomplejo formado por las celdas
de dimensién menor o igual que 2k es isomorfo a CP*. Entonces si | < 2k, tenemos
que H'(CP*; F) se identifica con H'(CP"; F). Sea o € H?*(CP"; F) el generador
correspondiente a la 2-celda. Por dualidad de Poincaré en CP? ([25, Proposition
3.38]), tenemos que a? = o U a es un generador de H*(CP* F) = H*(CP"; F).
Por dualidad de Poincaré en CP?, tenemos que o® = o U a es un generador de
HS(CP?*; F) = H®(CP"; F). Continuando inductivamente, se tiene que a’ es un
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generador de H*(CP™; F) para i = 0,...,n. Entonces, hay un isomorfismo de F-
dlgebras graduadas H*(CP"; F') ~ F[a]/(a™*!) donde |a| = 2.

Analogamente, el espacio proyectivo cuaterniénico HIP" tiene una estructura de
CW-complejo con una tnica celda en dimension 4¢ para ¢ = 0,...,n. Luego, por
cohomologia celular, tenemos que H'(HP™; F') = F si 0 < ¢ < 4n es multiplo de 4 y
es 0 en caso contrario. Ademés, si v € H*(HP"; F') es el generador correspondiente
a la 4-celda, usando dualidad de Poincaré igual que en el caso complejo, se obtiene
que 7" es un generador de H*(HP"; F). Entonces, hay un isomorfismo de F-algebras
graduadas H*(HP"; F) ~ F[y]/(y""!) donde |y| = 4.

Como la cohomologia de CP" estd concentrada en grado par, se tiene la siguiente
descripcion de sus cuadrados de Steenrod:

Lema 2.1.3. Sea « el generador de H*(CP";Z,). Entonces, Sq* (o) = (¥)ak+i.

7

Demostracion. Tenemos

Sq(a*) = Sq(a)*
= (Sa°(a) + Sq' () + Sq* ()"
= (a+0+a?)*
=af(1+ )"

2 ()

Usando que Sq* sube 2i el grado y comparando grados, tenemos Sq* (o) = (lf) kTt
]
Teorema 2.1.4. Sim es par, SCP™ tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Si k es impar, por el Lema Sq?(aF) = (’f) okl = a1 o sea
que
Sq? : H**(CP™; Zy) — H**"2(CP™; Zy)

es isomorfismo. Ahora el siguiente cuadrado conmuta:

2
H*(CP™; Z,) —=—s H*+2(CP™; Z,)

alN Nla

H2k+1 (ZCPm, ZQ) —)S 3 H2k+3(ZCPm; Zg)
q

y como o es isomorfismo, tenemos que Sq? : H#*+1(SCP™; Zy) — H?* 3 (SCP™; Zy)
es isomorfismo. Sea f : YCP™ — XCP™. En el siguiente diagrama conmutativo, las
flechas horizontales son isomorfismos:
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H*H(SCP™ Zy) -3 H2M3(SCP™; Z,)

f*l lf*

HH 4 (SCP™; Z) —5 HH 4 (SCP™; Z,)
q

y entonces para k impar se tiene
tr(f*, H"(SCP™; Zy)) = te(f*, H* 3 (SCP™; Zy)).

Veamos que L(f*,Zs) = 1. La cohomologia de este espacio es Zs en los lugares
0,3,5,7,...,2m+1y 0 en los demas lugares. Como m es par, 2m+ 1 es de la forma
4k + 1. Sabemos que tr(f*, H*=Y(XCP™; Zy)) = tr(f*, H**1(SCP™; Z,)) y enton-
ces, médulo 2, estos términos se cancelan y sélo queda el término correspondiente
al H°, que es 1. Finalmente, por el teorema de Lefschetz, f tiene un punto fijo. [

Notar que yx(XCP") = 1 — n. Por lo tanto, existen poliedros compactos con la
propiedad del punto fijo y caracteristica de Euler impar negativa arbitraria. Como
mencionamos al comienzo del capitulo, Lopez construyé un poliedro con la propiedad
del punto fijo y caracteristica de Euler positiva par. Posteriormente al paper de
Lopez, Bredon mostré mas ejemplos de poliedros compactos con la propiedad del
punto fijo y caracterfstica de Euler par: los espacios HP***! con n > 0 [16]. A
continuacién probaremos que HP* tiene la propiedad del punto fijo si k& > 2. La
demostracion del siguiente lema es idéntica a la del Lema [2.1.3

Lema 2.1.5. Sea « el generador de H*(CP";Z,). Entonces P'(a¥) = (’:) o Fip=1)

Lema 2.1.6. Sea vy el generador de H*(HP";Z,). Entonces P'(y*) = (Q.k)yk“%.

7

Demostracidn. Usamos que el cociente ¢ : CP*"™! — HP", inducido por el morfismo
canénico C?> — H?, se restringe a un homeomorfismo entre las 4-celdas de ambos
espacios y por lo tanto cumple ¢*(7) = o?. Entonces, en el siguiente diagrama, las
flechas horizontales son isomorfismos:

H4k (HPn, Zp) ‘i s H4k(CIP>2n+1; Zp)

P |

H4k+2i(p71)(HPn.Z ) ~ H4k+2i(p71)(cp2n+l,z )
) P q* ) P

de esto se deduce lo que queremos probar. O

Definicién 2.1.7. Si f : HP" — HP" es continua, f* : H*(HP™"; Z) — H*(HP";Z)
es multiplicar por cierto nimero d € Z, que llamamos el grado de f.
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Claramente HP' = S* no tiene la propiedad del punto fijo.
Proposicién 2.1.8. Sin > 2, HP" tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracidn. Si el grado de f es d, tenemos L(f) = 1+ d+ d* + ... + d". Para
aplicar el teorema de Lefschetz basta ver que d # —1. Fijamos p = 3 y calculamos
PY(f*(v)) de dos formas distintas, usando la naturalidad:

PH(f*(v)) = P'(dy) = d2v
PP ) = 7 (20?) = 202
Como % # 0, tenemos 2d? = 2d (méd 3). Luego d # —1. O

2.2. El espacio de Lopez

En esta seccién, seguiremos los pasos de Lopez [34] para construir el espacio
X1, que tiene la propiedad del punto fijo y caracteristica de Euler par. Si bien la
herramienta principal utilizada por Lopez para probar que X tiene la propiedad
del punto fijo es el anillo de cohomologia, el autor usa en la demostracién cierta
propiedad especifica del espacio (que CP? es un retracto). En esta seccién probamos
que no sélo X, tiene la propiedad del punto fijo, sino que cualquier poliedro compacto
con la misma cohomologia también la tiene.

Proposicién 2.2.1 (Lopez). Sea X un poliedro compacto tal que
H*(X;Q) =~ Qla, B]/(a?, 08, a?, 57)
con |a] = |B| =2 (el isomorfismo es como Q-dlgebras graduadas). Entonces X tiene

la propiedad del punto fijo.

Observacion 2.2.2. Una descripcion mas concreta del anillo de cohomologia es la
siguiente:

0 = con generador 1
2 =QoQ con generadores «, 3
eQaQ con generadores a?, af, 32

con generador °
con generador 3
= sik+#0,2,4,6,8

y se cumplen las siguientes relaciones:
A =aft=a’4=0

El anillo es conmutativo porque la cohomologia estd en los grados pares. Ademas
se tiene y(X) = 8.
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Demostracion. Sea f: X — X. Escribamos | f*|{a, = (c q

a b) . Tenemos

0= f*(0) = f*(a®) = f*(a)® = (aa+cB)® = a®*a®+3a*ca’B+3ac’af*+c*5° = 3 3°

y luego ¢ = 0. Ahora, usando que f* es morfismo de anillos, podemos calcular las
trazas de f en la cohomologia:

tr(f*, H(X;Q)) = 1
tr(f*,HQ(X;Q)) =a-+d

tr(f*, HY(X;Q)) = a® + ad + d*
tr(f*, H(X;Q)) = &’

tr(f*, H3(X;Q)) = d*

y entonces

L(f*’Q):1+a+d+a2+ad+d2—{—d3+d4

1
= 1(Qatd+ 1)’ + 2P+ + &+ ([d+1)7 +2)
>0

Por lo tanto, por el teorema de Lefschetz, f tiene un punto fijo. n

Antes de construir el ejemplo de Lopez, calculemos la cohomologia de S? x S? con
coeficientes en un anillo conmutativo R. Llamamos ey, e; a la 0-celda y a la 2-celda
de S? respectivamente. Entonces, la estructura celular producto en S? x S? consta de
la O-celda e X e, las 2-celdas e; X eg ¥ €y X €5 y la 4-celda e X e5. La cohomologia en
grado 2-estd generada por a = (eg X €g)* v 8 = (eg X €2)*. Sean py,p : S? x S* — 52
las proyecciones. Tenemos que pi(el) = a y pi(es) = [. Luego, como €5 U el = 0,
tenemos a? = 2 = 0. Queremos ver que a U 3 genera H*(S? x S% R). Por [25,
Theorem 3.15], el producto cruz x : H?*(S* R) @ H*(S*, R) — H*(S? x S*% R)
es isomorfismo. Pero el producto cruz se define por a x b = pi(a) U p5(b), luego
aUp e H4(S? x S% R) es un generador. Como a y 3 tienen grado 2, conmutan.

Definicién 2.2.3. Vamos a construir el espacio de Lopez X . Lo definimos median-
te una estructura de CW complejo, aunque en realidad admite una triangulacién.
Empezamos con una 0-celda e;. Adjuntamos dos 2-celdas, que llamamos e, y eg.
A continuacién, adjuntamos una 4-celda e,s para formar un “toro” 5% x S2%. Pe-
gamos una 4-celda e,z sobre e,, de modo que el subcomplejo formado por eq, e,
v eq2 sea CP?. Ahora adjuntamos las celdas ep2, egs y eps de dimensiones 4, 6 y 8
respectivamente, de modo que el subcomplejo formado por ey, eg, eg2, €3 ¥ ez sea
la estructura estdndar de CP*.
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Proposiciéon 2.2.4 (Lopez). La cohomologia con coeficientes racionales de X,
estd dada por

H*(X1;Q) = Qla, 8]/ (a’, 0?5, %, 5°)
con |a| = |8 = 2. En particular, Xy, tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Llamamos igayg2 1 S2xS% — X, icp2 : CP? — X, igps : CP* — X,
a las inclusiones.

Notemos que todas la celdas tienen dimensién par. Entonces podemos identificar
H%(X1;Q) = Hom(Cy(X1),Q). Es ficil ver que, en cada grado, las dimensiones de
ambas dlgebras coinciden. Definimos o = e, § = ej.

Veamos que o?, a3, 3% es linealmente independiente. Si pa? + gaf3 + rB3? = 0,
entonces 0 = i%., o2 (pa®+qaf+r5%) = po® +qaf+ri? = gaf y entonces, como af3
genera H?(S? x $%Q), tenemos ¢ = 0. Ademads, 0 = i},,.(pa® 4 qaff + r3%) = pa’
y entonces p = 0. La misma cuenta, con igp, nos dice que r = 0. Para ver que
B e HS(X.; Q) y B* € H¥(X1; Q) son generadores, usamos la misma idea.

Para probar que o’ = af> = o®f = 0, notamos que iy : HY(X;Q) —
H%(CP* Q) es isomorfismo y que igps(a) = 0. Esto completa el cdlculo de la coho-
mologia de X. O]

2.3. Resultados de Lopez

A continuacién veremos las consecuencias méas relevantes que se obtienen utili-
zando el espacio X, entre ellas que la propiedad del punto fijo no es un invariante
homotopico.

Teorema 2.3.1 (Lopez). La propiedad del punto fijo no es un invariante homotdpico
en la categoria de poliedros compactos.

Demostracion. Consideremos X = X V X CP®. Por ser un wedge de espacios con la
propiedad del punto fijo (Proposicién y Teorema , X tiene la propiedad
del punto fijo. Ademds, tenemos y(X) = x(X1) + x(XCP?) =1 =8+ (-7) —1 = 0.
Por la Proposicién [I.2.7] existe un poliedro compacto ¥ ~ X sin global separating
points (en efecto, como X y LCP® no tienen global separating points, una tinica
expansién elemental alcanza para eliminar los global separating points). Finalmente,
por el Teorema [1.4.30], concluimos que Y no tiene la propiedad del punto fijo. [

Para que A x B tenga la propiedad del punto fijo es necesario que A y B la
tengan. En 1930, Kuratowski se pregunto si la reciproca de esta afirmacion es cierta
[32]. Usando el espacio X, Lopez prob6 que la respuesta es negativa:

Teorema 2.3.2 (Lopez). Existe un poliedro compacto X con la propiedad del punto
fijo y tal que X x I y X x X no tienen la propiedad del punto fijo.
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Demostracion. Basta tomar X = XV SCP®. Tenemos x(X) = 0 y entonces y(X x
I) = x(X x X) =0. Ademéds, X x I y X x X no tienen global separating points.
Luego se puede aplicar el Teorema |1.4.30] O

Teorema 2.3.3 (Lopez). Existe un poliedro X con la propiedad del punto fijo tal
que XX no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. El espacio X = X, V XCP° tiene la propiedad del punto fijo y
X(X) = 2. Luego x(XX) = 0 y ademds XX no tiene global separating points.
Luego, por el Teorema [1.4.30, 3X no tiene la propiedad del punto fijo. O

Teorema 2.3.4 ([16, Corollary 4.6]). Eziste un poliedro compacto X con la propie-
dad del punto fijo y tal que el join X x X no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Consideramos X = X V XCP®. Sabemos que X tiene la propiedad
del punto fijo y que x(X) = 0. Ahora, x(X * X) = x(X) + x(X) — x(X)x(X) = 0.
Ademas X x X no tiene global separating points y entonces por el Teorema, [1.4.30),
X * X no tiene la propiedad del punto fijo. O

Teorema 2.3.5 ([10, Corollary 4.6]). Existen poliedros compactos X, Y con la pro-
piedad del punto fijo y tales que el smash product X AY no tiene la propiedad del

punto fijo.

Demostracion. Sean X = X; VXCP® e Y = X, V XCPP. Ya sabemos que X e Y
tienen la propiedad del punto fijo. Ademés x(X AY) = x(X)x(Y) — x(X) —x(Y) +
2 = 0. Como X AY no tiene global separating points, por el Teorema|1.4.30] tenemos
que X A'Y no tiene la propiedad del punto fijo. n

2.4. Las preguntas de Bing

En su articulo “The elusive fixed point property” de 1969, R. H. Bing formulé 12
preguntas relacionadas con la propiedad del punto fijo [5]. Hasta el ano 2014 habian
sido respondidas 8 de ellas. Las preguntas 1 y 8, estudiadas en esta tesis, fueron
respondidas recientemente en [39]. A continuacién, recordamos la formulacién de
estas dos preguntas. La respuesta sera desarrollada a lo largo del préximo capitulo.
Como estudiamos en la ultima seccion, los resultados de Lopez y Fadell sobre la
invarianza homotoépica de la propiedad del punto fijo y su comportamiento frente a
las construcciones clasicas, se apoyan fuertemente en la existencia del espacio X7.
Ademas de tener la propiedad del punto fijo, X tiene la propiedad fundamental
de poseer caracteristica de Euler par. El espacio X tiene dimensién 8. La primera
pregunta de Bing concierne a la existencia de un ejemplo similar con dimensiéon
minima.

Pregunta 2.4.1 (Bing’s Question 1). ;Existe un poliedro compacto y de dimension
dos con la propiedad del punto fijo y caracteristica de Fuler par?



2.4. LAS PREGUNTAS DE BING 39

Notemos que -incluso si la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa- no
se deduce inmediatamente que la propiedad del punto fijo no es un invariante ho-
motopico de los poliedros de dimension 2, ya que por el teorema de Borsuk, no hay
poliedros de dimensién 2 con caracteristica de Euler negativa y con la propiedad del
punto fijo. Si bien la Pregunta habla de poliedros con caracteristica de Euler
par, tampoco se conocian ejemplos con caracteristica de Euler distinta de 1. Esto
motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.4.2. Diremos que un poliedro compacto X de dimensién 2 es un
espacio de Bing si tiene la propiedad del punto fijo y x(X) # 1.

Por el Corolario si existe un ejemplo H;(X) debe ser de torsién. En este
caso, el producto cup y los cuadrados de Steenrod no dan informacién. La Pre-
gunta fue estudiada en [43]. Dicho articulo analiza el caso en que el grupo
fundamental es trivial. En el capitulo siguiente, encontraremos algunas condiciones
necesarias para que un espacio sea de Bing; en particular veremos que la respuesta a
la Pregunta [2.4.1] es negativa si nos restringimos a espacios con grupo fundamental
abeliano. Finalmente, presentaremos una idea que nos permitira hallar un ejemplo
que muestra que la respuesta es afirmativa.

La demostracion del Teorema [2.3.1 motiva la siguiente pregunta:

Pregunta 2.4.3 (Bing’s Question 8). ;Cudl es el menorn tal que existen un poliedro
X de dimension n con la propiedad del punto fijo y un disco D tal que X N D es un
arco y X U D no tiene la propiedad del punto fijo?

La respuesta es un nimero mayor que 1, ya que un poliedro de dimension 1
con la propiedad del punto fijo es un arbol y entonces cualquier espacio obtenido
adjuntando un disco a lo largo de un arco es un poliedro contractil. Si consideramos
una pregunta analoga para espacios méas generales, la respuesta es 1 [5, Theorem
15].

La Pregunta se relaciona con la invarianza homotopica de la propiedad del
punto fijo de un modo preciso. Por el Teorema [1.4.29, el menor n tal que la propie-
dad del punto fijo no es un invariante homotépico de los poliedros de dimension n,
coincide con el menor n tal que existe un poliedro compacto de dimensién n, con la
propiedad del punto fijo y tal que, haciendo una expansion elemental de dimension 2,
se obtiene un poliedro sin la propiedad del punto fijo. En Teorema[3.2.11, mostrare-
mos que este niimero es 2. Concluimos entonces que la respuesta a la Pregunta [2.4.3
es 2, tal como conjeturd Bing [23].

De las demas preguntas de Bing, mencionamos la pregunta 11, que esté relacio-
nada con el ejemplo de Lopez y fue respondida por la negativa por G. E. Bredon [§]
en 1971.

Pregunta 2.4.4 (Bing’s Question 11). ;Es cierto que si P y Q son poliedros con
la propiedad del punto fijo y sin local separating points, entonces P X Q) tiene la
propiedad del punto fijo?
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La pregunta de si el producto de dos variedades con la propiedad del punto fijo
necesariamente tiene la propiedad del punto fijo fue respondida negativamente por
Husseini [27]. Una exposicién detallada sobre el producto de espacios y la propiedad
del punto fijo es [10].



Capitulo 3

La propiedad del punto fijo en
dimension dos

En este capitulo se presentan resultados originales que dan respuesta a las pre-
guntas 1 y 8 de Bing formuladas al final del capitulo anterior. El grupo fundamental
del espacio jugara un rol central y lo que haremos sera estudiar los CW-complejos
asociados a presentaciones de grupo. En la Seccién , siguiendo [2], probaremos
que un espacio de Bing no puede tener grupo fundamental abeliano. En el camino,
obtendremos algunas condiciones necesarias para que un espacio sea de Bing, por
ejemplo veremos que el segundo grupo de homologia del grupo fundamental no pue-
de ser trivial y que la caracteristica de Euler del espacio debe ser la minima posible
para ese grupo. Usando ideas similares, demostraremos que el grupo fundamental
de un espacio de Bing no puede ser un subgrupo finito de SO(3). En la Seccién ,
siguiendo [39], responderemos las preguntas de Bing. Mds precisamente, construi-
remos poliedros de dimensién 2 con la propiedad del punto fijo y caracteristica de
Euler positiva arbitraria. Luego mostraremos que la propiedad del punto fijo no es
invariante homotdépico de los poliedros de dimensién 2.

3.1. Grupo fundamental abeliano

En esta seccién expondremos los resultados mas relevantes de nuestro articu-
lo [2]. Para comenzar, recordamos la construccién clésica que a una presentaciéon
de un grupo G le hace corresponder un CW-complejo de dimensiéon 2 con grupo
fundamental G.

Definicién 3.1.1 (complejo asociado a una presentacién). Sea P = (ay,...,a, |
T1,...,T) una presentacién de un grupo G. E1 CW-complejo Xp asociado a la pre-
sentacion P tiene una estructura celular estandar con una tnica 0O-celda, una 1-celda
por cada generador a; y una 2-celda por cada relacién r;. La funcién de adjuncién
de la 2-celda correspondiente a r; es el lazo que recorre las 1-celdas correspondientes

41
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a las letras de r; en el orden en que ocurren y con la direccion dada por el exponente
(+1 6 —1) de cada letra. El grupo fundamental de Xp es G. La segunda subdivisién
baricéntrica de este complejo es una triangulacién de Xp, por lo tanto todo complejo
asociado a una presentacion es un poliedro.

Reciprocamente, todo CW-complejo X compacto, conexo y de dimensién 2 es
homotépicamente equivalente al complejo asociado a una presentacion P de my(X).
Para ver esto, basta cocientar por un arbol maximal 7" del 1-esqueleto de X. El
CW-complejo Y = X/T obtenido tiene una tnica 0-celda. El grupo fundamental
del 1-esqueleto de Y es libre con base las 1-celdas de Y y las funciones de adjuncién
de las 2-celdas de Y determinan palabras en este grupo libre. Asi obtenemos una
presentacion y el complejo asociado es homotopicamente equivalente a X.

Ejemplo 3.1.2. Si P = (ai,...,a, |), entonces Kp = \/[_, S*. Si P = (a1 | 1),
entonces Kp = S'V 5% Si P = (a; | a?), entonces Kp = RP*. Si P = (a1,a, |
[a1, as]), entonces Kp es el toro. Si P = (aj,as | ajasaj’ay), entonces Kp es la
botella de Klein.

Si G es un grupo abeliano finito con factores invariantes my | mo | ... | m, y
(d,my) = 1, la presentacién

Mmn

Ta=(ar,...,aplal™, ... a" [af, as, [ai, aj],i < 7, (i,5) # (1,2))
es una presentacion de G. Los complejos K7, apareceran a lo largo de la seccion.

Definicién 3.1.3 (Deficiencia). La deficiencia de una presentacién P = (ay, ..., a, |
r1,...,7) estd dada por def(P) = k —n. Entonces x(Xp) = def(P) + 1. Si G es un
grupo finitamente presentado, la deficiencia de G, def(G), es la minima deficiencia
posible de una presentaciéon de G. Luego, para todo CW-complejo X compacto,
conexo y de dimensién 2 con grupo fundamental G, se tiene x(X) > def(G) + 1. Si
se da la igualdad, decimos que X tiene caracteristica de Fuler minima.

Ejemplo 3.1.4. Si H1(G) es de torsién, entonces def(G) > 0. La presentacién (a | a™)
muestra que Z,, tiene deficiencia 0. La presentacién P = (a, b | a?,b*, [a, b]) muestra
que def(Zy®Z4) < 1. Enseguida veremos que esta presentacién realiza la deficiencia,
o sea que Kp tiene caracteristica de Euler minima.

Dado un espacio arcoconexo X, denotaremos 5(X) a la imagen del morfismo
de Hurewicz h : my(X, z9) — Ha(X).

Teorema 3.1.5 (Hopf, [9, II, Theorem 5.2]). Sea X un espacio arcoconexo. Entonces
hay una sucesion exacta corta

0 — Xo(X) = Ho(X) = Hay( K(m (X, 20),1)) = 0

El morfismo i : ¥5(X) — Hy(X) es la inclusiéon. Adjuntando a X celdas de di-
mensién mayor o igual que tres, se puede construir un espacio de tipo K (m; (X, xg), 1).
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El morfismo j, : Ho(X) — Ha(K(m(X, z0))) que aparece en el teorema anterior es
el inducido por la inclusién j : X — K(m(X,x0),1). La exactitud en los extremos
es inmediata. Como el morfismo de Hurewicz es natural, se sigue que j, o7 = 0.
Omitimos la demostracion de la exactitud en el medio.

En lo que sigue, utilizaremos algunas propiedades basicas de la homologia de gru-
pos que se explican en el Apéndice [A] La sucesién exacta corta del Teorema [3.1.5
puede usarse para obtener una cota inferior para la deficiencia de un grupo finita-
mente presentado. Concretamente, si P = (ay,...,a, | r1,...,7) €8 una presenta-
cién de G con deficiencia minima, entonces el hecho de que exista un epimorfismo
Hy(Xp) — Ho(G) = Hy(K(G, 1)) implica que rk(H2(Xp)) es mayor o igual que la
cantidad de factores invariantes de Hy(G). Ahora

def(G) =k —n
= x(Xp) -1
= rk(H2(Xp)) — rk(H1(Xp))
= rk(Hs(Xp)) — rk(H1(G))

donde H;(G) es, por supuesto, la abelianizacién de G. Entonces tenemos
def(G) > nimero de factores invariantes de Hy(G) — rk(Hy(G)).
Si ademés H;(G) es de torsion, se tiene
def(G) > ntimero de factores invariantes de Hy(G).

Definicién 3.1.6. Sea GG un grupo finitamente presentable. Si se da la igualdad en
la cota anterior, decimos que G es eficiente. Si P es una presentacién que realiza la
igualdad, decimos que P es eficiente.

Ejemplo 3.1.7. En el Apéndice , probamos que el multiplicador de Schur Hy(G)
de un grupo abeliano finito G = Zg4, @& ... & Z,4, con dy | ... | d, tiene (”) factores

2
invariantes. Las presentaciones 7T; tienen deficiencia (’;), asi que son eficientes.

B. H. Neumann se pregunto si todo grupo con multiplicador de Schur trivial es
eficiente [37]. Usando desigualdades andlogas a las de Morse, R.G. Swan probé que
la respuesta es negativa [41]. Los ejemplos que construyé Swan son de la forma
(Z7)" X Zs, donde 1 € Zs actia en (Z7)™ multiplicando por 2. Estos grupos tienen
multiplicador de Schur trivial y no son eficientes si n es suficientemente grande.

3.1.1. Elementos esféricos primitivos

Una estrategia para probar que un espacio X no tiene la propiedad del punto
fijo, es encontrar un espacio Y ~ X que tenga a S™ como retracto. Waggoner usé esa
idea para probar el Teorema [3.1.10] Necesitaremos el siguiente resultado de teoria
de obstruccion.
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Teorema 3.1.8 ([40, Theorem 8.4.1]). Sea (Y,yo) un espacio punteado (n — 1)-
conexo con n > 1. Sea (X, A) un CW-par tal que H' (X, A;m,(Y,y0)) = 0 si
g > mn. Sea f: A — Y wuna funcion continua. Si df* : H"(Y;m,(Y,v)) —
H" X, A;m,(Y,90)) es el morfismo 0, entonces f se extiende a X.

Si bien el siguiente lema fue probado por Waggoner en [42], la demostracién que
damos es mas simple que la original.

Lema 3.1.9 (Waggoner). Sea (X,S™) un CW-par con dim(X) <n+1,n > 1. Si
iw : Hy(S™) — Hp(X) es seccion, entonces S™ es retracto de X.

Demostracion. Por el teorema de coeficientes universales, tenemos un diagrama con-
mutativo con filas exactas:

0 — Exty(H,_1(X),7,(S")) — H™(X;7,(S")) — Hom(H,(X),n,(S")) — 0

|+ Jr Jr

0 — Exty(H,_1(S"),7,(S")) — H™(S™ 7,(S™)) — Hom(H,(S"),n,(S")) — 0

Como H,(i) y H,—1(i) son secciones, los morfismos verticales de los extremos
son epimorfismos. Por el lema de los cinco ([45], Exercise 1.3.3]), tenemos que i* :
H"(X;7m,(S™) — H"(S™;m,(S™)) es epimorfismo. Por lo tanto, el morfismo de
conexién

o H*"(S™;m,(S")) — H"+1(X, S™ma (S™))

es trivial. Ademés si ¢ > n, tenemos que H4(S™; 7,(S™)) = 0y HI™(X;7,(S™)) = 0.
Luego, por la sucesién exacta larga de cohomologia del par (X, S™), tenemos que, si
q > n, entonces H(X, S™; 7,(S™)) = 0. Ahora, por el Teorerna lgn : S™ —
S™ se extiende a X. O

El caso n = 3 del siguiente teorema fue probado por Jiang [29].

Teorema 3.1.10 (Waggoner [42]). Sea X un poliedro compacto de dimensidn n # 2
y (n—2)-conezo. Si H.(X;Q) # 0, entonces X no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Los casos n = 0 y n = 1 son evidentes. Supongamos que n > 3.
Primero veamos que se puede suponer que X no tiene global separating points.
Escribimos X = X; V...V X, donde cada X; es un 1-simplex o un poliedro sin
global separating points. Para algtin i debe valer H,(X;Q) # 0 y ademéas X; es
(n — 2)-conexo (esto ultimo vale porque X; es retracto de X). Luego basta ver que
X; no tiene la propiedad del punto fijo. B

Por el Teorema de Hurewicz, tenemos que Hi(X) = 0 para 0 < k < n —
2, que h, 1 : T 1(X) — H, 1(X) es isomorfismo y que h, : m,(X) — H,(X)
es epimorfismo. Luego, dado que ﬁ*(X;Q) # 0 para j igual a n — 1 6 n, existe
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una seccién Z — H;(X) y como h; : mj(X) — H;(X) es epimorfismo, por la
definicién del morfismo de Hurewicz, existe f : S7 — X tal que f. : H;(S7) —
H;(X) es seccién. Subdividiendo si es necesario, podemos suponer que f es simplicial.
Ahora, aplicando el Lema al par (M(f),S?), concluimos que M(f) no tiene
la propiedad del punto fijo. Ademés M(f) es un poliedro [I3 Proposition 9.8] y
entonces por el Teorema [1.4.29 X no tiene la propiedad del punto fijo. O]

El teorema anterior no vale para n = 2, como veremos en la Seccién [3.2] A
continuacion, estudiaremos hasta qué punto se puede aplicar la estrategia de Wag-
goner para un 2-complejo. Deduciremos que el multiplicador de Schur del grupo
fundamental de un espacio de Bing no puede ser trivial. Ademas, probaremos que,
si el grupo fundamental G' de un espacio de Bing X es libremente indescomponible,
entonces G debe ser eficiente y X debe tener caracteristica de Euler minima.

Sea F' un grupo abeliano libre. Decimos que a € F' es primitivo en F si el
morfismo Z — F dado por 1 — a es seccién. Esto es equivalente a decir que {a} se
extiende a una base de F.

Lema 3.1.11. Sea
0—>S—=7ZF 3 A0

una sucesion exacta corta de grupos abelianos. Son equivalentes:
(i) El nimero de factores invariantes de A es estrictamente menor que k.
(ii) Eziste a € S primitivo en Z*.

Demostracion. Supongamos que A tiene n < k factores invariantes. Hay un epi-
morfismo Z" — A. Como ZF* es proyectivo, existe f tal que el siguiente diagrama

conmuta:
ZTL
!
A

0 y S s 7k 3 » 0

Luego basta encontrar un elemento a € ker(f) primitivo en Z*. Por forma normal de
Smith, existen bases B = {by,..., by} y B’ = {},...,V,} de ZF y Z" respectivamen-
te, tales que la matriz de f en esas bases es diagonal. Las ultimas k& — n columnas
de esa matriz son 0 y entonces by € ker(f) C S es primitivo en Z*.
Reciprocamente, supongamos que b; € S es primitivo en Z*. Podemos extender

a una base B = {by, ..., b} de ZF. Ahora, si llamamos [z] a la clase en A de x € ZF,
tenemos que {[ba], ..., [bx]} generan A, por lo tanto el nimero de factores invariantes
de A es a lo sumo k — 1. O

Proposicion 3.1.12. Sea X un poliedro compacto, conexo y de dimension 2. Son
equivalentes:

(i) X es homotdpicamente equivalente a un poliedro Y que tiene a S* como
retracto.
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(ii) Eziste f:S* — X tal que Ho(f) es seccion.

(111) Existe a € Lo(X) primitivo en Ho(X).

(iv) El nimero de factores invariantes de Ho(m1 (X)) es estrictamente menor que
el rango de Ho(X).

Demostracion. (i) = (ii) es claro. Para (ii) = (i) aplicamos el Lema al par
(M(f),S?%), donde M(f) es el mapping cylinder de f.

(ii) <= (iii) se sigue de la definicién del morfismo de Hurewicz.

(iii) <= (iv) vale por el Lema|3.1.11] O

Teorema 3.1.13. Si Hy(G) = 0, entonces no hay espacios de Bing con grupo fun-
damental G.

Demostracion. Supongamos que existe un espacio de Bing X con m(X) = G. Es-
cribimos X = X; V...V X,,, donde cada X; es un poliedro sin global separating
points o un 1-simplex (permitimos que los wedges tengan distinto punto base). Co-
mo Hy(X) # 0, para algin ¢ tenemos Hy(X;) # 0. Por ser retracto de X, X; tiene
la propiedad del punto fijo. Por el Teorema de van Kampen, m;(X;) es factor libre
de G y entonces, dado que Hy(G) = 0, se obtiene Hy(m (X;)) = 0 (ver Lema[A.G).
Por la Proposicién y el Teorema [1.4.29] X; no tiene la propiedad del punto
fijo. O]

El caso G = 0 en el Teorema [3.1.13| fue estudiado por Waggoner [43].

Corolario 3.1.14. No hay espacios de Bing con grupo fundamental trivial; ciclico;
diedral de orden 2 (mdéd 4); SL(n,F,), salvo las posibles excepciones (n,q) # (2,4),
(2,9), (3,2), (3,4), (4,2); de deficiencia cero (e.g. los cuaterniones); de orden libre
de cuadrados (mds generalmente, tal que todo subgrupo de Sylow tiene multiplicador
de Schur trivial); 13 de los 26 grupos simples esporddicos; varias familias infinitas
de grupos simples de tipo Lie.

Demostracion. Todos estos grupos tienen multiplicador de Schur trivial. Para los
ciclicos, diedrales y SL(n,F,), esto aparece en [45]. Si la deficiencia es 0 es claro. Para
los grupos tales que todo subgrupo de Sylow tiene multiplicador de Schur trivial, se
sigue de [9, Chapter III, Corollary 10.2 and Theorem 10.3]. Para la afirmacién sobre
los grupos finitos simples, ver [19, Section 6.1]. ]

Definicién 3.1.15. Un grupo G se dice libremente indescomponible si G ~ H x K
implica H ~10 K ~ 1.

Claramente, los grupos finitos y los grupos abelianos son libremente indescom-
ponibles. La siguiente reduccion serd ttil en la seccién Seccion [3.1.2]

Proposiciéon 3.1.16. Sea X un espacio de Bing con grupo fundamental G libremen-
te indescomponible. Entonces hay un espacio de Bing Y ~ X sin global separating
points.
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Demostracion. Fijemos una triangulacion de X. Si X tiene un global separating
point y X no es un 1l-simplex, entonces X es un wedge de dos poliedros X, Xo
con menos vértices que X. Por el teorema de van Kampen, G ~ m1(X;) * m(Xs) y
como G es libremente indescomponible, alguno de estos poliedros, digamos X5, es
simplemente conexo. Por el Teorema |3.1.13| no hay espacios de Bing simplemente
conexos. Luego H.(X3) = 0. Por lo tanto, X, es contrictil y X = X; V Xy ~ Xj.
Por induccion, existe un espacio de Bing Y ~ X sin global separating points. O

Proposiciéon 3.1.17. Sea X un espacio de Bing con grupo fundamental G. Si G
es libremente indescomponible, entonces G es eficiente y X tiene caracteristica de
Euler minima.

Demostracion. Por la Proposicion [3.1.16, podemos asumir que X no tiene global
separating points. Si el rango de Hy(X) es estrictamente mayor que el nimero de

factores invariantes de Hy(G), por la Proposicion [3.1.12]y el Teoremall.4.29] tenemos
una contradiccion. O

Ya vimos que los grupos abelianos finitos son eficientes y, exceptuando a los
ciclicos, tienen multiplicador de Schur no trivial. Para probar que esos grupos no
son el grupo fundamental de un espacio de Bing, necesitaremos otros métodos.

3.1.2. Espacios de Bing con grupo fundamental abeliano

A continuacién probamos el resultado principal de la seccién, que no hay espacios
de Bing con grupo fundamental abeliano. Empezamos estudiando el caso de dos
factores invariantes, que jugara un rol esencial en la demostracion.

Lema 3.1.18. Sea P = (a,b| a™,b", [a,b]). Entonces Xp no tiene la propiedad del
punto fijo.

Demostracion. Por el Teorema [1.4.27] alcanza con encontrar f : Xp — Xp tal que
N(f) = 0. Sea T = S' x S' C C x C. Podemos identificar Xp con el siguiente
pushout:

(z,1) 11(1,2")

SISt T
|
D11 Dy — i Xp

donde S}, S}, D2, D} C C son copias de S' y D? respectivamente.
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Definimos fr: T — Xp, f.: D2 = Xp y f,: D} — Xp por

fr(z,w) =ir (—z,—w)

i4(22) s10 < [2] < %
fa(2) = {iT (% exp(im(2|z| — 1)), exp(im(2]z| — 1))) si g <[] <1
in(27) si0<|z] <3
folz) = {iT (exp(in(2]2] - 1), Fr explim(2l2 = 1)) sid <[z <1

Es facil verificar que fr, f, y f» estan bien definidas y son continuas; y que definen
una funcion continua f : Xp — Xp.

Se puede ver que los tunicos puntos fijos de f son i,(0) y ,(0). Vamos a probar
que estan en la misma clase de punto fijo. Consideremos los caminos vy, o4, dp, V5 :
[0,1] — Xp definidos por

ult) = ia (1/2)

5alt) = i (1/2 + 1/2)
(Sb(t) =17 (1 — t/2)
Y(t) =iy (1/2 — t/2)

La concatenacién 7, * d, * d; * 7, estd bien definida y es un camino de i,(0) a i,(0).
Para probar

Ya ¥ Og * Oy % Yp 2 f 0 (Ya * Og * 0 * 7p)

alcanza con ver que

’Ya*éa:fof)/a (31)
o *v=fomn .
Cip(1,1) = (foda)*(fod), (3.3)

donde e;,(1,1) es el lazo constante en ir(1,1). Las igualdades y son claras y
se sigue de

(f 00,)(t) =ir (exp(imt),exp(int)) = (f 0 dp)(1 — ).

Entonces hay una sola clase de puntos fijos no vacia. Deberemos probar que esta
clase no es esencial. Una forma de ver esto es notando que los indices de punto fijo
de 7,(0) y i5(0) son 1 y —1 respectivamente (por la Proposicién [1.4.22)). Otra forma
es probando que L(f) = 0 y usando Teorema [1.4.20] ]

Si G es un grupo finito, dos CW-complejos de dimension 2 con grupo fundamental
G e igual caracteristica de Euler no minima son homotépicamente equivalentes. Este
hecho, junto al Teorema [3.1.19] constituye la clasificacién de tipos homotdpicos de
CW-complejos compactos y conexos de dimensién 2 con grupo fundamental abeliano
finito. Para una exposicién detallada de este tema ver [26, Chapter III] y [22].



3.1. GRUPO FUNDAMENTAL ABELIANO 49

Teorema 3.1.19 (Browning, [26, Chapter III, Theorem 2.11}). Sea G un grupo
abeliano finito con factores invariantes my | mo | ... | my,. El nimero de tipos
homotépicos de CW-complejos compactos conexos de dimension 2 con grupo funda-
mental G y caracteristica de Euler minima es |27, | + (Z%, )"7*|. Un tal complejo
es homotopicamente equivalente al complejo asociado a una presentacion

To=(ar,...,an | af™, ... anm, [acll,ag], la;,a;],i < 3, (4,7) # (1,2))
con (d,my) = 1.

En el teorema anterior, tenemos que 7y ~ Ty si y solamente si [d] = [d] en
|25,/ * (25,7

Corolario 3.1.20. Sea G un grupo abeliano finito con factores invariantes my | mo
y sea X un CW-complejo compacto conexo y de dimension 2 con m(X) = G. Si
X tiene caracteristica de Euler minima, entonces X ~ Xp, donde P = {aj,as |
agnl ) a§n27 [ala a2]>'

El ultimo ingrediente en la demostracién del Teorema [3.1.22| es el siguiente
Lema 3.1.21. Sean

To=(ar,...,a, |a™, ... ar", [acll,aQ], la;,a;],7 < j,(3,7) # (1,2))

conn>2vy
Rd - <a17a2 ’ a;nlaagwa [CL?,CLQ]).

Entonces Xg, es retracto de Xr,.

Demostracion. Claramente, Xg, es subcomplejo de X7,. Vamos a definir una re-
traccion celular r : X7, — X%,. La O-celda de X7, y las 1-celdas ay, as quedan fijas
por r. El resto de las 1-celdas as, ..., a, van a la 0-celda. En el 2-esqueleto, r fija
las 2-celdas a™, a3 y [a¢, as]. Deberemos extender r a las demds 2-celdas. Esto es
posible porque la composicién de r con la funcion de adjuncion de cada una de esas

celdas es null homotopica. O]
Teorema 3.1.22. Un espacio de Bing no puede tener grupo fundamental abeliano.

Demostracion. Supongamos que existe un espacio de Bing X con grupo fundamen-
tal abeliano G. Por Corolario [1.3.7, H;(X) es de torsién. Como Hi(X) = G es
finitamente generado y de torsién, G es abeliano finito. Sean my | ma | ... | m, sus
factores invariantes.

Como G es libremente indescomponible, por la Proposicién podemos asu-
mir que X no tiene global separating points. Por la Proposicién sabemos que
X tiene caracteristica de Euler minima. Por el Teorema [3.1.13] GG no es ciclico y
entonces n > 2. Por el Teorema [3.1.19 hay una presentacién

To=(ar,...,an | af™, ... ;an", [acll,ag], la;,a;],7 < j,(3,7) # (1,2))
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con (d,m;) =1 tal que X ~ Xr,. Por el Teorema|1.4.29, X7, tiene la propiedad del
punto fijo. Sea

Rd - <a17a2 ’ a;nlaagwa [CL?,CLQ]).

Por el Lema [3.1.21] Xz, es retracto de X7,; luego por el Lema [I.1.4] Xz, tiene la
propiedad del punto fijo. Finalmente consideremos

Rl = <a17&2 ’ aTlaa;nza [alaa2]>-

Por el Corolario [3.1.20, Xz, ~ Xg,, luego por el Teorema [1.4.29, Xz, tiene la
propiedad del punto fijo, contradiciendo el Lema [3.1.18| O

Las ideas utilizadas en la demostracion del resultado anterior se aplican cuando
hay un resultado andlogo al Teorema [3.1.19, En la demostracién del siguiente teo-
rema, usaremos un resultado de clasificacion de Hambleton y Kreck que concierne a
los subgrupos finitos de SO(3).

Teorema 3.1.23. Un espacio de Bing no puede tener grupo fundamental Ay, Sy,
A5 ni Dn-

Demostracion. Por [24, Theorem 2.1], para cualquiera de estos grupos el tipo ho-
motopico de un 2-complejo estd determinado por la caracteristica de Euler. Tenemos
las siguientes presentaciones con deficiencia 1:

Ay = (a,b,c|a® b ¢, abc),
Sy = (a,b,c|a® b c*, abe),
As = {a,b,c| a® b c°, abc),
Dy, = {

a,b,c|a® b?, c", abe).

Solamente tenemos que probar que los complejos asociados a estas presentaciones
carecen de la propiedad del punto fijo (notemos que no es necesario saber si estas
presentaciones tienen caracteristica de Euler minima o no).

Sea P = (a,b,c| a',b™, ", abc). Consideremos el espacio X = X (I, m, n) obteni-
do quitando tres discos disjuntos de S? y luego pegando tres 2-celdas en los bordes
de estos discos, con funciones de adjuncion de grados [, m y n (Figura. Notando
que Xp es un cociente de X por un subcomplejo contractil, obtenemos Xp ~ X.
Vamos a probar que X no tiene la propiedad del punto fijo.
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Figura 3.1: A la izquierda, el espacio Xp. A la derecha, el espacio X (2,3,4), junto
con los puntos fijos de f.

Concretamente, X = X (I, m,n) se obtiene de la superficie

S

4 4
S={@y2) 2 +y'+"=lyr<cy - = <y<

}

adjuntando tres 2-celdas con funciones de adjuncién ¢, ¢y, ¢, : S — S dadas por

0ul) = ( 2he(e) —3 . 2tm(sh)
o) = (3 2Relm), Zmem) )
o) = (~2Re(en) 3, (o))

Sean 4,1, 1. : D?> — X las funciones caracteristicas de las celdas y llamemos ig :
S — X a la inclusién.
Las funciones fg:S — X, fa, fo, f- : D* — X dadas por

fs(z,y,2) =is(x,y,—2)
fa(w) = iq(w
fo(w) = ip(W)
fe(w) = i(w)

determinan una funcién continua f : X — X.

Cada componente conexa de Fix(f) es homotépicamente equivalente a S, como
se ve en la Figura 3.1 Una clase de puntos fijos F' es una unién de algunas compo-
nentes conexas de Fix(f). Luego x(F) = 0 para toda clase de puntos fijos F' de f.
Aplicando el Lema [1.4.23] tenemos i(f, F') = 0. Luego N(f) = 0 y estamos. O
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3.2. Respuesta a las preguntas de Bing

En esta seccién, siguiendo [39], responderemos las Preguntas y [2.4.3] Para
esto, utilizaremos algunos resultados basicos de homologia de grupos y considerare-
mos ciertos grupos, que llamaremos de Bing. De este modo, el problema se reducira a
encontrar un grupo de Bing con ciertas propiedades.

3.2.1. Grupos de Bing

Definicién 3.2.1. Sea G un grupo finitamente presentable tal que H;(G) es finito
y sean di, | ... | dj los factores invariantes de Ho(G). Decimos que G es un grupo de
Bing si, para todo endomorfismo ¢ : G — G, se tiene tr(Hz(¢) ® 1Zd1) # —1len Zy,.

La definicién anterior tiene sentido siempre que Hy(G) # 0, ya que incluimos
a los ceros entre los factores invariantes. Si G es finitamente presentable, H,(G) es
finito y Hy(G) = 0, convenimos que G es de Bing.

Teorema 3.2.2. Si P es una presentacion eficiente de un grupo de Bing G, entonces
Xp tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Escribamos X = Xp y consideremos una funcién continua f : X —
X. Si Hy(G) = 0, entonces X es Q-aciclico, luego f tiene un punto fijo, asi que
podemos suponer que Ho(G) # 0. Sean dy | ... | di los factores invariantes de
H>(G). Existe un espacio Y de tipo K (G, 1) cuyo 2-esqueleto es X. Seai: X — Y
la inclusién. Como 7, (Y) = 0 para n > 2, existe f:Y — Y tal que el siguiente
diagrama conmuta:

Dado que X es el 2-esqueleto de Y, las flechas horizontales en el siguiente diagrama
son epimorfismos:

Hy(X) —"» Hy(Y)

k| 2

Hy(X) —— Hy(Y)

Como P es eficiente, el rango de Hy(X) es igual al nimero de factores invariantes
de Hy(Y) y entonces Hy(X)®Zg, ~ Ho(Y)®Zg,. Ahora, como el producto tensorial
es exacto a derecha, las flechas horizontales en el siguiente diagrama conmutativo
son epimorfismos y entonces son isomorfismos:
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1x®17
Ho(X) ® Zgy ———=—— Ho(Y) ® Zy,

f*®]12d1l lﬂ@ﬂlzdl

HQ(X) X Zdl ﬁ) HQ(Y) &® Zdl
* dl

Luego tr(f. ® 1z, ) = tr(f, ® 1z, ) # —1 en Zy,, ya que G es un grupo de Bing.
En este paso usamos el isomorfismo natural Hy(BG) ~ Hs(G) (ver Teorema
y que toda funciéon continua BG — BG esta inducida, salvo homotopia, por un
endomorfismo de G.

Finalmente, obtenemos tr(f, : Ho(X) — Hy(X)) # —1 en Z, ya que Hy(X) es
abeliano libre y por lo tanto tensorizar con Z4, reduce la traza moédulo d;. Como
Hy(X) es de torsién, L(f) # 0 y por el teorema de Lefschetz, f tiene un punto
fijo. [

Ejemplo 3.2.3. Si G es un grupo finito con deficiencia 0, entonces G es de Bing y
es eficiente. Pero dado que Hy(G) = 0, los poliedros obtenidos usando el teorema
anterior son Q-aciclicos y luego tienen caracteristica de Euler igual a 1. Por lo
tanto, para responder la Pregunta [2.4.1 deberemos obtener un grupo de Bing con
multiplicador de Schur no trivial.

Ejemplo 3.2.4. Los grupos abelianos son eficientes. Luego, por el Teorema [3.1.22)]
no son de Bing (exceptuando los grupos ciclicos, que tienen multiplicador de Schur
trivial).

FEjemplo 3.2.5. Si G es un grupo finito simple, todo endomorfismo es trivial o es
un automorfismo. Si ¢ es el endomorfismo trivial entonces tr(Hs(¢) ® 1z, ) = 0,
luego basta entender las trazas para los automorfismos de G. En general si G es un
grupo, Aut(G) actia en Ho(G). Ademds, si ¢ : G — G es un automorfismo interior,
B¢ : BG — BG es (libremente) homotépica a la identidad. Luego Ha(¢) = 1, (a)-
Por lo tanto, la accién pasa al cociente y obtenemos una acciéon de Out(G) en Hy(G).
Entendiendo esta accion, podemos saber si un grupo finito simple es de Bing. En el
Apéndice [B] usando la clasificacién de los grupos finitos simples, probamos que los
unicos grupos finitos simples de Bing con multiplicador de Schur no trivial son los
grupos Dy, (q), con ¢ impar y n > 2. El mds chico de estos grupos es Dg(3), que tiene
orden 6762844700608770238252960972800. Se sabe que los grupos simples de orden
a lo sumo 5000000 son eficientes, salvo quizds Cy(4) [11, 12]. Sin embargo, no se
sabe si A, es eficiente para todo n [I1]. En el caso de los Do, (q), se sabe que tienen
deficiencia a lo sumo 24 [21, Theorem 10.1]. Si estos grupos fueran eficientes, dado
que tienen multiplicador de Schur Zs & Z,, darian ejemplos de poliedros compactos
de dimensién 2 con la propiedad del punto fijo y caracteristica de Euler 3. Para
responder la Pregunta deberemos encontrar grupos de Bing de otra naturaleza.
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3.2.2. Espacios de Bing con caracteristica arbitraria

En esta seccion construiremos ejemplos concretos de espacios de Bing con ca-
racteristica de Euler (positiva) arbitraria. Esto responde afirmativamente a la Pre-
gunta 2.4.1] Luego utilizamos dos espacios de Bing diferentes para dar respuesta a
la Pregunta [2.4.3] Para un grupo G finito, es claro que existe un algoritmo para
decidir si es de Bing o no. En esta subseccion, utilizaremos el software GAP para
demostrar que ciertos grupos son de Bing. En el Apéndice [C|aparecen algunos pro-
gramas mas, que fueron utilizados para encontrar los grupos de Bing que estudiados
a continuacion.

Proposicion 3.2.6. El grupo G presentado por
P = (z,y|a® wyayay "y a7y e Py Y

es finito de orden 243. Se tiene Ho(G) = Zs, por lo tanto P es eficiente. Mds ain,
G es un grupo de Bing.

Demostracion. Vamos a demostrarlo usando un programa escrito en el lenguaje

GAP [1g]. Usaremos los paquetes HAP [I5] y SONATA [1].

LoadPackage ("HAP") ;;

LoadPackage ("SONATA") ;;

F:=FreeGroup(2);;

G:= F/[F.1°3, F.1xF.2%F.1"-1%F . 2%F.1xF . 2" -1xF . 1" -1xF . 2" -1,
F.17-1%F.2"-4%F . 1" -1%F.2"2%F.1"-1*%F.2"-1] ; ;

Order(G) ;

G:=SmallGroup(IdGroup(G));;
R:=ResolutionFiniteGroup(G,3);;

Homology (TensorWithIntegers(R),2);

Set (List (Endomorphisms(G),

f->Homology(TensorWithIntegers (EquivariantChainMap(R,R,f)),2)));

El programa imprime el orden de G, una lista con los factores invariantes de Hy(G)
y una lista con los endomorfismos de Hs(G) que son inducidos por un endomorfismo
de G. La salida del programa es

243
[ 3]
[ [ £1 ] -> [ <identity ...> ], [ f1 1 -> [ f1 1] ]

Luego |G| = 243 y Ho(G) = Zs. Dado que, para todo endomorfismo ¢ : G — G,
tenemos que Hs(¢) es o bien el morfismo cero o la identidad, se concluye que G es
un grupo de Bing. O]

Del Teorema y de la Proposicién se deduce:



3.2. RESPUESTA A LAS PREGUNTAS DE BING 55

Corolario 3.2.7. El complejo Xp asociado a la presentacion
P = (z,y|a® zyatyzy taly T 2y e ey Y
tiene la propiedad del punto fijo. Mds ain, x(Xp) = 2.

Por Corolario[1.3.8] un poliedro de dimension 2 con caracteristica de Euler menor
o igual que 0 no puede tener la propiedad del punto fijo.

Corolario 3.2.8. Hay poliedros compactos de dimension 2 con la propiedad del
punto fijo y caracteristica de Euler igual a cualquier entero positivo n.

Demostracion. Si n = 1 es inmediato. Si n > 1, consideramos el wedge de n — 1
copias del espacio Xp que aparece en el Corolario [3.2.7] O

Corolario 3.2.9. FExiste un poliedro K compacto, de dimension 2 y con la propiedad
del punto fijo tal que XK no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Basta tomar K = Xp. Luego x(XK) = 0y como XK no tiene global
separating points, podemos usar el Teorema [1.4.30] O

Para responder la Pregunta necesitaremos otro grupo de Bing.
Proposicion 3.2.10. El grupo H presentado por

Q= (z,y| 2", y*, (vy)?, (27'y)?)

es finito de orden 16. Se tiene Hy(H) = Zo @ Zs, luego Q es eficiente. Mds ain, H
es un grupo de Bing.

Demostracion. Al igual que antes, vamos a usar un programa en GAP.

LoadPackage ("HAP") ;;

LoadPackage ("SONATA") ;;

F:=FreeGroup(2);;

H:= F/[F.174, F.2°4, (F.1xF.2)"2, (F.1"-1*F.2)"2];;

Order (H) ;

H:=SmallGroup(IdGroup(H));;

R:=ResolutionFiniteGroup(H,3);;

Homology (TensorWithIntegers(R),2);

Set (List (Endomorphisms (H),

f->Homology(TensorWithIntegers (EquivariantChainMap(R,R,f)),2)));

La salida es:
16
[ 2, 2]

[ [ £f1, f2 1 -> [ <identity ...>, <identity ...> ],
[ f1, £2 1 > [ f1, f2 1,[ f1, £2 1 —> [ f1~-1xf2"-1, f2°-1 ] 1]
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Luego |H| =16, Hy(H) = Zy & Zy y H es un grupo de Bing. O

y
F
F
F

- <l g <l
-

Figura 3.2: El espacio asociado a la presentacién de la Proposicién |3.2.10

A continuacion, probaremos que la respuesta a la Pregunta [2.4.3| es 2:

Teorema 3.2.11. Eziste un poliedro compacto Y de dimension 2, sin la propiedad
del punto fijo y tal que el poliedro X, obtenido de Y haciendo un colapso elemental
de dimension 2, tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean Py Q las presentaciones de las Proposiciones v [3:2.10]
Por el Teorema [3.2.2] Xp y Xo tienen la propiedad del punto fijo, por lo tanto
X = XpVXg también tiene la propiedad del punto fijo. Dado que ni Xp ni Xg tienen
global separating points (si los tuvieran igual podriamos usar la Proposicién ,
haciendo una expansion elemental de dimensién 2, podemos obtener un poliedro Y,
sin global separating points. Por Lema tenemos

Hy(m(Y)) = Ha(m (Xp) * m(Xg)) = Ha(m (Xp)) ® Ha(m1(Xg)) = Z2 & Zs

Ademés, rk(Hy(Y)) = rk(Hy(Xp)) + rk(H2(Xg)) = 3. Por la Proposicién |3.1.12}
1.4.29

existe Z ~ Y tal que S? es un retracto de Z y entonces por el Teorema . se
concluye que Y no tiene la propiedad del punto fijo. O

3.2.3. Hacia una reciproca del Teorema [3.2.2]

A continuacién, probamos un resultado que es un primer paso en el intento de
demostrar una vuelta del Teorema [3.2.2] Luego, usando el mismo tipo de ideas,
daremos una demostracion alternativa de la Proposicion [3.1.17]

Lema 3.2.12 ([26] III, Lemma 1.4]). Sean K y L CW-complejos compactos, conexos
y de dimension 2. Sean 6 : Ho(K) — Xo(L) un morfismo y f : K — L una
funcion continua. Entonces existe g : K — L tal que f. = g : m(K) — m(L) y
Hq(g) = Ha(f) + 6.

Teorema 3.2.13. Sean X wun poliedro compacto, conexo y de dimension 2 y sea
G = m(X). Si G no es de Bing o G no es eficiente o X no tiene caracteristica

de Fuler minima, entonces hay una funcion continua f : X — X con numero de
Lefschetz 0.
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Demostracién. Si Hi(G) no es finito, entonces X se retrae a S!, luego existe f : X —
X con L(f) = 0. Por lo tanto, podemos suponer que H;(X) es finito y bastara con
mirar la traza en el segundo grupo de homologia.

Supongamos que G no es de Bing. Entonces, dado que Hy(G) # 0, existe un

endomorfismo ¢ : G — G tal que tr(Hy(¢) ® 1z, ) = —1 en Zy, (al igual que
antes, llamamos d; | ... | dj, a los factores invariantes de Hy(()). Sea f:X =X
una funcién continua que induce ¢ en ;. Tenemos tr(f, : Ha(X) — Hy(X)) = —1

(méd dy), perosi d; # 0, no necesariamente tenemos tr(f, : Hy(X) — Ha(X)) = —1.
Veremos que, usando el Lema , podemos encontrar f : X — X con tr(f, :
Hy(X) — Ho(X)) = —1 y entonces tendremos L(f) = 0. Miramos la forma normal
de Smith de la inclusién 3o (X) < Hy(X). Siey, ..., e eslabase de Hy(X), tenemos
que die; € Yo(X). Luego, podemos definir 6 : Ho(X) — 35(X) por d(e;) =0sii > 1
y 6(e1) = adyey, eligiendo o de modo que la traza de f, 4+ 6 sea —1 en Z.

Ahora supongamos que GG no es eficiente o X no tiene caracteristica de Euler
minima. Entonces, el nimero de factores invariantes de Hy(G) es estrictamente me-

nor que el rango de Hy(X). Luego, por la Proposicién |3.1.12f (o por el Lema|3.2.12)),
conseguimos f : X — X tal que L(f) = 0. O

Pregunta 3.2.14. ;FEs cierto que el Teorema sigue valiendo si cambiamos
“numero de Lefschetz” por “niumero de Nielsen”?

Si G no es eficiente o la caracteristica de Euler de X no es minima, la respuesta a
la pregunta anterior claramente es si. Si G' no es de Bing, parece una pregunta dificil.
Finalmente, damos nuevas demostraciones de algunos resultados previos usando las
ideas de esta seccion.

Lema 3.2.15. Sean X un poliedro conexo, f : X — X y xy € Fix(f). St f. :
m (X, xo) — m (X, z0) es nilpotente entonces f tiene una unica clase de Nielsen no
vacta.

Demostracion. Sean tal que fI' es el morfismo trivial. Sea z; € Fix(f). Veamos que
Zo y x1 son puntos fijos equivalentes. Sean v un camino de xp a 1 y ¢ = f" o 7.
Entonces

[focxc ] =[fo(ffoy)*(ffon)™ = fi([foyxy ) =1
Luego xg y x; son equivalentes, como queriamos ver. O

Proposicién 3.2.16 (cf. Proposicién [3.1.17). Sea X un espacio de Bing con grupo
fundamental G. Supongamos que X no tiene global separating points. Entonces G
es eficiente y X tiene caracteristica de Fuler minima.

Demostracion. Supongamos que G no es eficiente o que X no tiene caracteristica de
Euler minima. Entonces el rango de Hy(X) es estrictamente mayor que el niimero
de factores invariantes de Ho(G). Sea f : X — X tal que fi : m (X, x¢) — m (X, o)
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es el morfismo trivial. Ahora, usando el Lema|3.2.12| como antes, podemos conseguir
f:X — X tal que my(f) es el morfismo trivial y L(f) = 0. Como 7 (f) es nilpotente,

por el lema anterior se tiene N(f) = 0. Entonces, por el Teorema |1.4.29] X no tiene
la propiedad del punto fijo, contradiccion. O

De la proposicién anterior se deduce el Teorema |3.1.13] luego se puede probar la
Proposicién [3.1.16] y usando nuevamente la proposicion podemos probar la Propo-

sicion [3.1.17], sin usar la Proposicion 3.1.12]



Apéndice A
Homologia de Grupos

El objetivo de este apéndice es recordar la definicién de la homologia de grupos
y enunciar las propiedades que se usan a lo largo del Capitulo
Para cada grupo G fijamos una resolucién proyectiva

... = Py(G) = P(G) = B(G) = Z

del ZG-médulo Z (la accién de G en Z es la trivial). El n-ésimo grupo de homologia
de G, H,(G) se define como el n-ésimo grupo de homologia del complejo

—>PQ(G)@ZGz—}Pl(G)®Zgz—>PO(G)®ZGz—>O

Si f: G — H un morfismo de grupos, vemos los ZH-moédulos como ZG-modulos
mediante restriccién de escalares. Existen morfismos de ZG-mdédulos f; : P;(G) —
P;(H), tales que el siguiente diagrama conmuta:

. —— P(G) —— P(G) —— P(G) —— Z

[ "

. —— P(H) —— P(H) —— Py(H) —— Z

Al aplicar — ®z¢g Z, se obtiene un morfismo de complejos y al tomar homologia,
obtenemos f, : H,(G) — H,(H). Los morfismos f, estan bien definidos porque, para
dos elecciones distintas de los f;, se obtienen morfismos homotoépicos de complejos de
cadenas. De este modo se definen los funtores H,, : Grp — Ab. Para otra eleccion
de las resoluciones proyectivas, los funtores obtenidos son naturalmente isomorfos.
A continuacion veremos una definicién topoldgica de la homologia de grupos.
Si G es un grupo, consideramos a G con la topologia discreta y definimos el CW-
complejo EG = colim, (G*...xG) (acd G*...xG es el join de n copias de G). Dado
que EG es contractil y que G actia en EG de manera libre y celular, el cociente

39
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BG = EG/G, que se llama el espacio clasificante de G, es un CW-complejo de tipo
K(G,1). Entonces p : EG — BG es el revestimiento universal. Estas construcciones
son funtoriales. Una exposicién detallada de este tépico se puede encontrar en [38),
Section 5.1].

Como EG es contractil,
.= Cy(EG) — CL(EG) — Cy(EG) > 7
es una resoluciéon proyectiva de Z como ZG-méddulo. Esta resolucién proyectiva es

funtorial. Finalmente, C,(EG) ®zq Z ~ C,(BG) y entonces obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema A.1 ( [38, Theorem 5.1.27]). Hay un isomorfismo natural H.(G) =~
H.(BG).

Mencionamos algunas consecuencias de la definicién topoldgica.
Proposicién A.2. Sea G un grupo. Entonces Hy(G) =Z y H1(G) = G/|G, G].

Proposicién A.3. Sin > 1, entonces H,(Z) = 0.

Demostracién. Es inmediato, dado que S' es un K(Z,1). ]

Proposiciéon A.4. Se tiene Hy(Zy,) = 0.

Demostracion. Sea X el espacio obtenido a partir de S! adjuntando una 2-celda
con una funcién de adjuncién de grado n. Por el Teorema |3.1.5] hay un epimorfismo
Hy(X) — Hy(Z,). Pero por homologia celular Hy(X) = 0 y estamos. O

Ahora calcularemos la homologia del coproducto y del producto de grupos.

Lema A.5. Sean G, H grupos. Entonces B(Gx H) ~ BGV BH.

Demostracion. Por el teorema de van Kampen m(BGV BH) = G % H. Veamos que

e~

E = BG V BH es n-conexo para todo n. Por como es el revestimiento universal de
un wedge, la imagen de cualquier funciéon continua f : S™ — FE estd contenida en un
wedge de finitas copias de EG y EH, que es contractil. Entonces m,(E) = 0 para
todo n.
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Figura A.1: El revestimiento universal de un wedge de dos espacios. El circulo y el
tridngulo representan los revestimientos universales de los dos espacios.

O
Lema A.6 ([45, Corollary 6.2.10]). Sean G,H grupos y n > 1. Entonces H, (G *
H) = H,(G) ® Hy(H).
Demostracion. Usando el lema anterior y la definicién topoldgica de la homologia
de grupos tenemos:
H,(G)®H,(H) = H,(BG)®H,(BH) = H,(BGVBH) = H,(B(GxH)) = H,(GxH)
O

Como BG x BH ~ B(G x H), la férmula de Kiinneth topolégica nos da una
formula de Kiinneth para homologia de grupos:

W(G x H) (@ H,(G ®HZ(H)> @ ( &y Tor%(Hk(G),Hz(H)))

k+l=n k+l=n—1
El grupo Hy(G) se conoce con el nombre de multiplicador de Schur de G.
Proposicion A.7. Sea G un grupo abeliano finito con n factores invariantes. En-
tonces Hy(G) tiene (%) factores invariantes.

Demostracion. Si A y B son abelianos, por Kiinneth tenemos

Por lo tanto, el multiplicador de Schur de G es la suma de los multiplicadores de
Schur de las partes de p-torsién de G. Ahora, sean a; < ... < a,,. Entonces

Hy(Zps @ ... B Lpan) = Hy(Zpar @ ... & Lpon—1) B (Zpar & ... D Lyan—1) @ Lpan
= Hy(Zpr @ ... B Lpon—1) ® (ZLpar @ ... D Lpon—1)
Luego, Hy(Zyo1 & .. .0 Zyen) es la suma de una copia de Zyen—1, dos copias de Zyen-2,

, n— 1 copias de Zy:. O sea que tiene (72‘) factores invariantes. De esto se sigue
lo que queremos probar. O






Apéndice B
Grupos finitos simples

El objetivo de este apéndice es probar que los tnicos grupos finitos simples, de
Bing y con multiplicador de Schur no trivial son los grupos Dy, (q) con ¢ impar
y m > 2, como se afirma en el Ejemplo La herramienta fundamental es,
por supuesto, la clasificacién de los grupos finitos simples [20, Table I]. Nuestro
objetivo es, en cada caso, entender la accién de Out(G) en Hy(G). Los resultados
que describen completamente esta accién se encuentran en [19]. A continuacién
damos mas detalles sobre esto. Hay una factorizacion Hy(G) = M.(G) x M (G) [19,
Definition 6.1.1, Definition 6.1.3, Theorem 6.1.4]. Los subgrupos M.(G) y M.(G) son
estables por la accién de Out(G) y por lo tanto alcanza con entender la accién en
cada uno de estos grupos. Esto es el contenido de [19, Theorem 6.3.1], que describe
explicitamente la accién de Out(G) en M,.(G) y dice que M.(G) se identifica con
cierto subgrupo Outdiag(G) < Out(G), de modo que la accién de Out(G) en M.(G)
es la accion por conjugacion de Out(G) = Outdiag(G) x cl'¢ en Outdiag(G).
Finalmente, esta accién se describe completamente en [19, Theorem 2.5.12].

B. Z,

Tienen multiplicador de Schur trivial.

B. A,

» Sin=>5o0mn > 7, el multiplicador de Schur es Z, (la identidad de Z, tiene
traza —1, asi que no es de Bing).

m Sin =6o0n =7, el multiplicador de Schur es Zg y hay un automorfismo
exterior que actia multiplicando por —1.

63
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B. Grupos de tipo Lie

An(q)

El multiplicador de Schur es Z,1,4-1), salvo por las siguientes excepciones:

El multiplicador de Schur de A;(4) es Zs

El multiplicador de Schur de A{(9) es Zg

El multiplicador de Schur de Ay(4) es Zs X Zy X Zy

)
(9)
El multiplicador de Schur de A2(2) es Zy
(4)
(2)

El multiplicador de Schur de A3(2) es Zo

En el caso general, por [19, Theorem 2.5.12 (i)], hay un automorfismo exterior
que actua multiplicando por —1. Cuando el multiplicador de Schur es Zs, no hace
falta decir nada. El caso A;(9) = Ag ya lo vimos. En el caso Ay(4), se tiene M, = Zj
y M, = Z4,®7Zy. Ademas, Out = S5 X Zs y la accién en M, es fiel. Los automorfismos
de orden 3 de Z4 & Z,4 tienen traza —1 (no es necesario entender la accién en M..).

QAH(Q)

El multiplicador de Schur es Z,1,4+1), salvo por las siguientes excepciones:
» El multiplicador de Schur de 2A43(2) es Zs.
» El multiplicador de Schur de 2A43(3) es Zz @ Zs ® Z,.

» El multiplicador de Schur de ?A5(2) es Zy & Zy & Zs.

Veamos primero el caso general. Sea k = (n+ 1,¢+ 1).
» Si k=10 k=2 no hay nada que decir.

» Si k > 2y ¢ es una potencia de un primo p, dado que ¢ = —1 (méd k),
no puede ocurrir que p = 1 (méd k). Tenemos M, = Z; y M, = 0. Usamos
extensivamente [19, Theorem 2.5.12]. En este caso, d = 2. Como k 1 p — 1,
las raices k-ésimas primitivas de la unidad no estdn en F, (pero si en F,2).
Luego, hay un automorfismo de F;2 que permuta de forma no trivial las raices
k-ésimas de la unidad. Por lo tanto, por la parte (g), la accién de ® en M, es
no trivial. Entonces estos grupos no son de Bing.

Para 2A43(3), la identidad tiene traza —1. En el caso 2A5(2), Out = S3 actia
fielmente en M, = Zy ® Zs. Los automorfismos de orden 3 de Zy ¢ Z, tienen traza
—1 (no hace falta entender la accién en M. = Zs).
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B,(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z,, salvo por el caso B3(3). En ese caso, el
multiplicador de Schur es Zg, M. = Zs y hay un automorfismo exterior que actia
en M, = Z3 multiplicando por —1.

*Bs(q)

El multiplicador de Schur es trivial, salvo por el caso 2By(8). En ese caso, el
multiplicador de Schur es Zy @ Z, y hay un automorfismo exterior con traza —1.

Cn(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z,.

Dy(q)

» Sin es impar, el multiplicador de Schur es Z4—1). Por [19, Theorem 2.5.12
()], hay un automorfismo exterior que actia multiplicando por —1.

» Sinespary qes par, el multiplicador de Schur es trivial, salvo en el caso Dy4(2).
En este caso, el multiplicador de Schur es Zy @ Zs, el grupo de automorfismos
exteriores es isomorfo a S3 y actia fielmente, por lo tanto hay un automorfismo
de traza —1.

= Sinespary qesimpar, el multiplicador de Schur es Zs ® Z,. En el caso n = 4,
por [19, Theorem 2.5.12 (j)] S5 es subgrupo de Out(G) y actia fielmente, por
lo tanto hay automorfismos de traza —1.

El caso n > 4 lo veremos con cuidado, usando [19, Theorem 2.5.12]. Tenemos
M, =0y M. = Outdiag = Zy ® Zy. Ademés Out ~ Outdiag x ®I'. La accién
de Out en M, es la acciéon de Out en Outdiag por conjugacién. Claramente la
accién de Outdiag en Outdiag es trivial. Por (h), ® centraliza Outdiag, luego
la accién de ® también es trivial. Finalmente, por (j) tenemos que I' = Zj
actua fielmente en M,. Pero los automorfismos de orden 2 de Zy; @ Zo tienen
traza 0. Luego estos grupos son de Bing.

2Dn(Q)

= Si n es par, el multiplicador de Schur es trivial o Zs.
= Sin es impar, el multiplicador de Schur es Z 41).

e Sid+tqg+ 1, el multiplicador de Schur es trivial o Zs.



66 APENDICE B. GRUPOS FINITOS SIMPLES

e Si 4| g+ 1, el multiplicador de Schur es M. = Outdiag = Z4. Si ¢ es
una potencia de un primo p, dado que ¢ = 3 (méd 4), tenemos p = 3
(méd 4). Usamos [19, Theorem 2.5.12]. En este caso d = 2. Como 4 t p—1,
las raices 4-ésimas primitivas de la unidad no estan en I, (pero si en F2).
Luego, hay un automorfismo de F,2 que permuta de forma no trivial las
raices 4-ésimas de la unidad. Por lo tanto, por la parte (g), la accién de
® en M. es no trivial. Entonces estos grupos no son de Bing.

*Da(q)

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Ga(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Zs, salvo por el caso G2(3). En ese caso, el
multiplicador de Schur es Z3. Hay un automorfismo exterior que actiia multiplicando
por —1.

*G(q)

Tienen multiplicador de Schur trivial.

Fy(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z,.

°Fu(q) y *Fu(2)

Tienen multiplicador de Schur trivial.

Es(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Z3. Cuando es Zg, por [19, Theorem 2.5.12
()] hay un automorfismo exterior que actia multiplicando por —1.

*Es(q)

El multiplicador de Schur es Z3 411, salvo por el caso 2Eg(2).
Veamos primero el caso general:

» Si3¢1q+1, el multiplicador de Schur es trivial.
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» Si3 | g+ 1y qes una potencia de un primo p, tenemos p = 2 (méd 3).
Usamos [19, Theorem 2.5.12]. En este caso d = 2. Como 3 t p — 1, las raices
cibicas primitivas de la unidad no estan en I, (pero si en F ). Luego, hay
un automorfismo de F2 que permuta de forma no trivial las raices cibicas de
la unidad. Por lo tanto, por la parte (g), la accién de ® en M, es no trivial.
Entonces estos grupos no son de Bing.

En el caso 2E4(2), se tiene M, = Zs, M, = Zy ® Zy y la accién de Out = S3 en
M, es fiel. Los automorfismos de orden 3 de Zy @ Z, tienen traza —1 (no necesitamos
entender la accién en M.).

Eq(q)

El multiplicador de Schur es trivial o Zs.

Ex(q)

Tienen multiplicador de Schur trivial.

B. Grupos esporadicos

My,

Tiene multiplicador de Schur trivial.

M

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.

M22

Tiene multiplicador de Schur ciclico de orden 12. Hay un automorfismo exterior
que actia multiplicando por —1.

Mos

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Moy

Tiene multiplicador de Schur trivial.
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Ji

Tiene multiplicador de Schur trivial.

J2

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.

J3

Tiene multiplicador de Schur de orden 3. Hay un automorfismo exterior que
actua multiplicando por —1.

Ju

Tiene multiplicador de Schur trivial.

HS

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.

He

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Mc

Tiene multiplicador de Schur de orden 3. Hay un automorfismo exterior que
actua multiplicando por —1.

Suz

Tiene multiplicador de Schur de orden 6. Hay un automorfismo exterior que
actia multiplicando por —1.

Ly

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Ru

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.
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O'N

Tiene multiplicador de Schur de orden 3. Hay un automorfismo exterior que
actua multiplicando por —1.

COl

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.

COQ

Tiene multiplicador de Schur trivial.

003

Tiene multiplicador de Schur trivial.

FiQQ

Tiene multiplicador de Schur de orden 6. Hay un automorfismo exterior que
actia multiplicando por —1.

Fligg

Tiene multiplicador de Schur trivial.

-/
Fiy,

Tiene multiplicador de Schur de orden 3. Hay un automorfismo exterior que
actia multiplicando por —1.

Fs

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Fy

Tiene multiplicador de Schur trivial.

Fy

Tiene multiplicador de Schur de orden 2.
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F

Tiene multiplicador de Schur trivial.



Apéndice C
Algunos programas en GAP

Estas funciones en GAP fueron usadas para encontrar los grupos de Bing de la
Seccién [3.2] Los resultados de dicha seccién no dependen de que estos programas
sean correctos.

LoadPackage ("HAP") ;
LoadPackage ("SONATA") ;

H2:=function(G)

#Devuelve una lista con los factores invariantes de H2(G)
local R;
R:=ResolutionFiniteGroup(G,3);
return Homology(TensorWithIntegers(R),2);

end; ;

PresentacionEficiente:=function(G)
# Devuelve una presentacion eficiente o fail si no encuentra una
local H,P,d;
H:=Image (IsomorphismFpGroup(G)) ;
H:=SimplifiedFpGroup(H);
d:=Size(Relators0fFpGroup (H))-Size(Generators0fGroup(H)) ;
if d=Size(H2(G)) then
return PresentationFpGroup(H) ;
fi;
P:=PresentationViaCosetTable(H);
H:=FpGroupPresentation(P) ;
d:=Size(Relators0fFpGroup(H))-Size (Generators0fGroup(H)) ;
if d=Size(H2(G)) then
return P;
fi;
return fail;
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end; ;

BingTest:=function(G)
# Devuelve true si G es un grupo de Bing con H2 no trivial
# false en caso contrario
local D, endG, R, f, festrella,
A,B,generadores,fg,aux,i,e,t,1,Migrupo,w,fun,
phi,psi,Mifuncion,Mifuncioninversa,
inducidos, tr, g, di;

D:=H2(G) ;
# Si el H2 es trivial devuelve false:
if D=[] then

return false;
fi;

# Si la traza de la identidad es -1 devuelve false:
if RemInt(Size(D),D[1]) = D[1]-1 then

return false;
fi;

endG:=Endomorphisms (G) ;

# Es necesario usar la misma resolucion para todas las cuentas
R:=ResolutionFiniteGroup(G,3);

# Cuentas para poder calcular trazas:

f:=endG[1];
festrella:=TensorWithIntegers(EquivariantChainMap(R,R,f));
festrella:=Homology(festrella,2);

A:=Source(festrella);

Migrupo:=[[1];

for i in [1..Size(D)] do

di:=D[i];
aux:=Migrupo;
Migrupo:=[];

for e in aux do
for t in [0.. D[i]-1] do
1:=StructuralCopy(e);
Add(1,t);
Add(Migrupo, 1);
od;
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od;
od;
B:=AbelianGroup(D) ;
generadores:=Generators0fGroup (B) ;
fun:=[];
for e in Migrupo do

w:=generadores[1]~e[1];

for i in [2..Size(D)] do

w:=wxgeneradores[i] "e[i];

od;

Add (fun,DirectProductElement ([e,w]));
od;
Migrupo:=Domain(Migrupo) ;
Mifuncion:=GeneralMappingByElements (Migrupo,B,fun);
Mifuncioninversa:=InverseGeneralMapping(Mifuncion) ;
phi:=IsomorphismGroups(B,A);
psi:=InverseGeneralMapping(phi);

# Calculamos las trazas, sin calcular lo mismo dos veces:
inducidos:=[];
for £ in endG do
festrella:=TensorWithIntegers(EquivariantChainMap(R,R,f));
festrella:=Homology(festrella,2);
if not festrella in inducidos then
Add(inducidos,festrella);
inducidos:=Set (inducidos);
tr:=0;
festrella:=phix*festrella*psi*Mifuncioninversa;
for i in [1..Size(D)] do
g:=generadores[i];
tr:=tr+Image(festrella,g) [i];
od;
if RemInt(RemInt(tr,D[1])+D[1],D[1]) = D[1]-1 then
return false;
fi;
fi;
od;
return true,;
end; ;

La siguiente funcion encuentra todos los grupos de Bing de orden menor a m con
multiplicador de Schur no trivial:
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gruposchicos:=function(m)
local 1,0,n,k,G;
1:=[71;
for o in [1..m] do
n:=NumberSmallGroups (o) ;
for k in [1..n] do
G:=SmallGroup(o,k);
if not IsAbelian(G) then
if (BingTest(G)) then
Add(1, [o,k]);
fi;
fi;
od;
od;
return 1;
end; ;

Por ejemplo, podemos hallar todos los grupos de Bing con Hs no trivial y orden
menor o igual a 50:

gap> gruposchicos(50);

[ (16,31, [32,51], [32,61, [32,91, [32, 241,
[ 32,291, [32,301], [32, 311, [32, 31, [ 32, 411,
[ 32, 42 ], [ 32, 44 ], [ 48, 14 ], [ 48, 191, [ 48, 211 1]

Usando la funcién PresentacionEficiente, se puede ver que los grupos de la si-
guiente lista, ademés de ser de Bing, son eficientes:

[ [16, 31, [32,51]1, [32, 61,
[32, 9], [32,29], [32, 35]]
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