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Tesis de Licenciatura

Grupos con la propiedad (T) de Kazdhan: Criterio espectral y grupos aleatorios

Facundo Sebastian Poggi

Director: Román Sasyk

12/02/2015





Agradecimientos

En primer lugar, quiero agradecerle a Román Sasyk por su generosidad, por brindarnos a sus
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Introducción

La propiedad (T) de Kazhdan es una propiedad de representaciones de grupos localmente com-
pactos y Hausdorff. Fue introducida por Kazhdan en [15] para mostrar que ciertos ret́ıculos en grupos
de Lie son finitamente generados. A partir de ese entonces, los grupos con propiedad (T) comenzaron
a ser importantes en distintas áreas de la matemática, que van desde el álgebra abstracta y la teoŕıa
combinatoria de grupos, hasta el estudio de factores en Álgebras de von Neumann y el cálculo de
normas de operadores de convolución.

Entre otras aplicaciones, podemos señalar:

• Construcción de grafos expanders. A mediados de la década del 70, Margulis fue el primero
en construir de manera expĺıcita esta familia de grafos [18].

• Existencia de factores de tipo II1 con grupo fundamental numerable. En 1980, Connes de-
mostró que si Γ es un grupo discreto infinito con propiedad (T) tal que todas las clases por
conjugación son infinitas, entonces el álgebra de von Neumann de Γ es un factor de tipo II1

con grupo fundamental numerable [4].

• El problema de Ruziewicz. Durante años estuvo abierta la pregunta si la única medida
definida sobre los conjuntos medibles Lebesgue de la esfera Sn, n ≥ 2 es la medida de
Lebesgue. Para dar la respuesta por la afirmativa, la propiedad (T) juega un rol fundamental
en este trabajo cuando n ≥ 4. Entre otros autores que trabajaron este problema, se destacan
Margulis, Rosenblatt y Sullivan [19], [23], [25].

Sin embargo, los ejemplos de grupos con propiedad (T) que se conoćıan hasta entonces proveńıan
de la teoŕıa de grupos de Lie. Recién en 1994, Cartwright, M lotkowski y Steger en [2] dieron los
primeros ejemplos de grupos discretos con propiedad (T) fuera de la teoŕıa de grupos de Lie. A su
vez, a finales de la década del 90, Shalom en [24] mostró propiedad (T) para SL(n,Z) sin pasar por
la condición de ser ret́ıculo en un grupo de Lie. Ambos trabajos se destacan por dar constantes de
Kazhdan expĺıcitas, algo que hasta ese entonces no se conoćıa.

Para los propósitos de esta tesis cabe destacar al de Zuk [26], que da condiciones suficientes para
que un grupo discreto tenga propiedad (T), exhibe constantes de Kazhdan y vincula la propiedad (T)
con la teoŕıa de grupos aleatorios.

La teoŕıa de grupos aleatorios tiene como finalidad estudiar cuáles propiedades de grupos fini-
tamente generados y finitamente presentados son genéricas. Introducida por Gromov en [9], ganó
much́ısima popularidad no solo por los avances que brindó en el estudio de la teoŕıa de grupos, si no
también porque permitió dar ejemplos de grupos con propiedades exóticas. Esencialmente, se trata de
dar un conjunto de reglas, que llamamos modelo, y estudiar cuáles propiedades, o cuáles elementos,
o qué tipo de comportamiento tienen casi todos los grupos. El modelo más famoso es el modelo de
Densidad de Gromov, introducido en el trabajo previamente citado. En este modelo se cumple que
casi todo grupo es hiperbólico [20] (en consecuecia, casi todo grupo en ese modelo resuelve el problema
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vi Introducción

de la palabra). En [22] y [26], se estudia cómo se comporta la propiedad (T) como propiedad genérica
en el modelo de densidad de Gromov.

A lo largo de este trabajo estudiaremos dos criterios espectrales que brindarán condiciones sufi-
cientes para que un grupo tenga propiedad (T). El primero, tiene como ventaja que permite obtener
constantes de Kazhdan expĺıcitas para cierto conjunto de generadores. El segundo, tiene como princi-
pal aplicación el estudio de la propiedad (T) como una propiedad genérica del modelo de densidad de
Gromov.

La presente tesis está organizada de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1 daremos una intro-
ducción a la propiedad (T), incluyendo los principales resultados y exhibiendo algunos ejemplos. En
los caṕıtulos 2 y 3, estudiaremos los dos criterios espectrales que enuncia Zuk en [26]. El caṕıtulo
4 brinda una introducción a la teoŕıa de grupos aleatorios. Alĺı veremos los modelos de grupos que
utilizaremos en lo que resta de esta tesis. Además incluiremos una breve introducción a la teoŕıa de
grupos hiperbólicos. En el caṕıtulo 5, estudiaremos la propiedad (T) como propiedad genérica tanto
en el modelo de densidad de Gromov, como en el modelo triangular.



CAPÍTULO 1

Propiedad (T) de Kazhdan

La propiedad (T) de Kazhdan estudia la existencia de puntos fijos en representaciones unitarias.
Existen varias definiciones equivalentes de la propiedad (T), ya sea dada por la existencia de conjuntos
de Kazhdan compactos, condiciones en términos de cohomoloǵıas de acciones de grupos o también se
puede definir a partir de la topoloǵıa de Fell en el dual unitario.

Comenzaremos dando los resultados que utilizaremos a lo largo del presente trabajo, luego, daremos
una serie de ejemplos de grupos tanto con propiedad (T), como aquellos que no la tienen. Finalizaremos
mencionando teoremas importantes relacionados a la propiedad (T). No se darán demostraciones en
este caṕıtulo, ya que todo el contenido aqúı mencionado ha sido visto en la materia Grupos, Dinámica
y Geometŕıa. Como referencia, citamos al libro de Bekka, de la Harpe y Valette [1], que brinda una
excelente introducción a esta teoŕıa.

A lo largo de todo este caṕıtulo, por un grupo topológico entenderemos un grupo topológico local-
mente compacto y Hausdorff, y por un espacio de Hilbert, un espacio de Hilbert sobre los complejos.

Definición 1.1. Sea G un grupo topológico. Una representación unitaria de G sobre un espacio
de Hilbert H es un morfismo de grupos continuo π : G → U(H), donde U(H) denota al conjunto de
los operadores unitarios sobre H. La topoloǵıa en U(H) es la topoloǵıa fuerte de operadores, es decir,
aquella tal que ∀ξ ∈ H, la función f : G→ H, f(g) = π(g)ξ es continua.

A una representación unitaria la notamos (π,Hπ) o (π,H) en el caso de que no se preste a confusión.

Todo grupo localmente compacto y Hausdorff G tiene una representación unitaria. Consideremos
µ la medida de Haar a izquierda de G y sea L2(G,µ), que es un espacio de Hilbert. G actúa en L2(G,µ)
v́ıa gF (x) = F (g−1x). Como la medida de Haar a izquierda es G invariante, tenemos que ‖gF‖ = ‖F‖
por lo tanto, la acción de G es una representación unitaria. Esta se llama la representación regular a
izquierda.

Definición 1.2. Sea (π,H) una representación unitaria de G.

(1) Para un conjunto Q ⊂ G y un número ε > 0, decimos que un vector ξ ∈ H, ξ 6= 0 es
(Q, ε)-invariante si

sup
x∈Q
‖π(x)ξ − ξ‖ < ε‖ξ‖.

(2) Decimos que la representación (π,H) tiene vectores casi invariantes si para todo conjunto
compacto Q y para todo real ε > 0, existe un vector (Q, ε)-invariante.

(3) Decimos que la representación tiene un vector G invariante no nulo si existe ξ ∈ H, ξ 6= 0
tal que ∀g ∈ G, π(g)ξ = ξ.

Observación 1.1. Supongamos que ξ es un vector (Q, ε)-invariante. Si Q
′ ⊂ Q y ε

′ ≥ ε, entonces

ξ es (Q
′
, ε
′
)-invariante.
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2 1. PROPIEDAD (T) DE KAZHDAN

Definición 1.3. Sea G un grupo topológico. Un subconjunto Q ⊂ G es un conjunto de Kazhdan
si existe un ε > 0 con la siguiente propiedad: para toda representación unitaria (π,H) que posee un
vector (Q, ε)-invariante, entonces posee un vector G invariante no nulo.

En este caso, se dice que ε es una constante de Kazhdan de G para Q, y se dice que el par (Q, ε)
es un par de Kazhdan.

Cabe destacar que tener un par de Kazhdan (Q, ε) y un vector ξ que es (Q, ε)-invariante no implica
que ξ sea invariante. Solamente afirma la existencia de vectores invariantes.

Definición 1.4. Decimos que un grupo topológico G tiene la propiedad (T) de Kazhdan si G tiene
un conjunto de Kazhdan compacto.

Podemos pensar a la propiedad (T) como una propiedad de rigidez. Cada vez que tenemos un
vector que se “mueve” poco por cierto conjunto compacto, entonces, tenemos un vector que queda fijo
por todo el grupo. En muchas aplicaciones es importante tratar de conseguir conjuntos de Kazhdan
lo más chicos posibles, y conseguir constantes de Kazhdan lo más grandes posibles.

Con esta definición, no parece sencillo exhibir conjuntos que tengan la propiedad (T). Sin embargo
tenemos el siguiente resultado ([1], Proposición 1.1.5).

Proposición 1.1. Sea G un grupo topológico. Entonces el par (G,
√

2) es un par de Kazhdan. En
consecuencia los grupos topológicos compactos tienen propiedad (T).

Este resultado también suele ser utilizado de la siguiente manera. Se exhibe un par de Kazhdan
con la propiedad que, si tenemos vector casi invariante para ese par, entonces ese vector es (G,

√
2)-

invariante, luego el grupo tiene propiedad (T).
Si tenemos un grupo topológico G con propiedad (T), podemos preguntarnos cómo es el com-

portamiento de los cocientes y los subgrupos de G con respecto a la propiedad (T). Los siguientes
resultados van en esa dirección ([1], Teorema 1.3.4).

Proposición 1.2. Sea G un grupo topológico con propiedad (T), y sea H un grupo topológico tal
que existe un morfismo φ : G → H continuo cuya imagen de G por φ es densa en H. Entonces H
tiene propiedad (T) y además, si (Q, ε) es un par de Kazhdan para G, entonces (φ(Q), ε) es un par de
Kazhdan para H.

Corolario 1.1. Todo cociente de un grupo topológico con propiedad (T) tiene propiedad (T).

Con respecto a subgrupos de grupos con propiedad (T), veremos que existen grupos con propiedad
(T) que tienen subgrupos que no tienen (T) (Ejemplo 1.3). En consecuencia, esta propiedad no se
preserva por subgrupos.

De la misma manera, existen grupos con propiedad (T) que son subgrupos de grupos sin propiedad
(T), como por ejemplo S1 = {z ∈ C : |z| = 1} que tiene propiedad (T) por ser compacto y es subgrupo
de C∗ que veremos más adelante que no tiene propiedad (T).

Sin embargo, existe un resultado que relaciona el comportamiento de grupos y subgrupos en
términos de esta popiedad. Comenzamos con una definición.

Definición 1.5. Si G es un grupo topológico y H ⊂ G un subgrupo cerrado. Decimos que H
tiene covolumen finito en G, si el conjunto G/H admite una medida de borel G-invariante µ tal que
µ(G/H) <∞.

Teorema 1.1. Si G es un grupo topológico localmente compacto y H un subgrupo de G que tiene
covolumen finito. Son equivalentes:

(1) G tiene propiedad (T).

(2) H tiene propiedad (T).
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Una demostración de este hecho se puede encontrar en [1], Teorema 1.7.1. Como consecuencia de
este teorema tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.2. Sea G es un grupo topológico, y H un subgrupo de ı́ndice finito. Entonces G
tiene propiedad (T) si y sólo si H tiene propiedad (T).

Cabe destacar que durante mucho tiempo la única forma de demostrar la existencia de grupos
discretos infinitos con propiedad (T) fue a partir de la condición de ser ret́ıculos (y en consecuencia,
subgrupos con covolumen finito) en grupos de Lie con propiedad (T).

A continuación, daremos algunos ejemplos. Ya vimos que tienen propiedad (T) los grupos topológi-
cos compactos. Veamos algunos grupos no compactos no propiedad (T).

Ejemplo 1.1. Los grupos SL(n,R) y SL(n,Z), n ≥ 3 tienen propiedad (T). Básicamente, esto es
lo que mostró Kazhdan en [15].

Shalom demostró en [24] que SL(n,Z) tiene propiedad (T) sin pasar por la propiedad de ser
ret́ıculo de SL(n,R) abriendo nuevos horizontes en el estudio de esta teoŕıa.

Ejemplo 1.2. En la misma linea que el ejemplo anterior se encuentran los grupos Sp(2n,R) y
Sp(2n,Z), n ≥ 2 que también tienen propiedad (T).

Para encontrar grupos que no tengan propiedad (T), introducimos el concepto de amenabilidad.
La teoŕıa de grupos amenables fue introducida por von Neumann y a partir de entonces tuvo un fuerte
desarrollo. Veremos que, en el caso de grupos no compactos, la propiedad (T) se comporta de manera
opuesta a la amenabilidad ([1], Teorema 1.1.6).

Definición 1.6. Un grupo topológico G es amenable si toda acción afin de G sobre un espacio
convexo, compacto, no vaćıo X de un espacio vectorial topológico tiene un punto fijo.

Teorema 1.2. Si G es un grupo topológico, entonces son equivalentes:

(1) G tiene propiedad (T) y es amenable.

(2) G es un grupo compacto.

Ejemplos de grupos amenables son los grupos abelianos, los grupos nilpotentes, los grupos solubles,
los grupos compactos, entre otros. Como consecuencia, Zn y Rn no tienen propiedad (T). Además se
desprende de la definición que la amenabilidad es heredada por subgrupos.

Como corolario de este último teorema y de la proposición 2, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 1.3. Si G tiene propiedad (T) y φ : G → H es un morfismo de grupos continuo
donde H = Zn, H = Rn o H = R∗, entonces φ(G) = {IdH}. En particular, todo grupo con la
propiedad (T) es unimodular1.

Ejemplo 1.3. Sea φ : R→ Sl(3,R),

φ(x) =

1 0 x
0 1 0
0 0 1

 .

φ es un morfismo de grupos que es monomorfismo, luego, R es un grupo amenable que es subgrupo
de un grupo con la propiedad (T). Esto prueba que la propiedad (T) no se preserva por subgrupos.

Tampoco vale que si tenemos un subgrupo H con propiedad (T) de un grupo G este último
tenga (T). Notemos que SL(n,R) ↪→ GL(n,R). Pero GL(n,R) no tiene propiedad (T), ya que tomar
determinante da un morfismo sobreyectivo de GL(n,R) a R.

1Recordemos que un grupo es unimodular si la medida de Haar a izquierda coincide con la medida de Haar a

derecha.
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Ejemplo 1.4. Los grupos libres no tienen la propiedad (T). Esto se debe a que Zn es cociente del
grupo libre Fn. De tener Fn propiedad (T), entonces Zn tiene propiedad (T). Pero Z resulta amenable
no compacto, contradiciendo el teorema 2.2

A modo de corolario del ejemplo anterior, se desprende que el grupo Sl(2,Z) no tiene (T). Esto
se debe a que el grupo F2 es un subgrupo de ı́ndice finito en Sl(2,Z). Luego tampoco tiene propiedad
(T) el grupo Sl(2,R).

Finalizaremos este apartado dando una serie de resultados conocidos y algunas equivalencias de
propiedad (T). Comenzaremos por uno de los resultados más importantes, esencialmente atribúıdo a
Kazhdan.

Teorema 1.3. Sea G es un grupo topológico, con propiedad (T), entonces G es compactamente
generado. En particular si el grupo es discreto, es finitamente generado.

Además, si Q es un conjunto de Kazhdan con interior no vaćıo, entonces Q es un generador de
G.

La propiedad (T) de Kazhdan se puede describir en términos de lo que se conoce como la 1-
coholoǵıa de isometŕıas afines. En lineas generales, una acción por isometŕıas afines es un morfismo
de grupos continuo Φ : G → Isom(H) donde H es un espacio de Hilbert real e Isom representa al
grupo de isometŕıas de H dotado de la topoloǵıa fuerte. Como corolario del teorema de Mazur-Ulam,
se tiene que Isom(H) = O(H) n (H), donde O(H) representa al grupo de operadores ortogonales de
H. Entonces podemos escribir a φ(g) = (π(g), b(g)) donde π(g) ∈ O(H). La asignación g ∈ G→ π(g)
define un morfismo de grupos, que llamamos representación ortogonal y la asignación g ∈ G → b(g)
cumple que b(gh) = b(g) + π(g)b(h).

Definición 1.7. Sea π una representación ortogonal de G sobre un espacio de Hilbert real H.

(1) Una función b : G → H continua tal que ∀g, h ∈ G, b(gh) = b(g) + π(g)b(h) se llama un
1-cociclo asociado a π. Al conjunto de 1-cociclos asociados a π lo notamos Z1(G, π).

(2) Un 1-cociclo b para el cual existe un ξ ∈ H tal que ∀g ∈ G, b(g) = π(g)ξ − ξ se llama un
1-coborde asociado a π. Al conjunto de 1-cobordes asociados a π lo notamos B1(G, π).

(3) Se define H1(G, π) = Z1(G, π)/B1(G, π), la 1-cohomoloǵıa con coeficientes en π.

(4) Dado un 1-cociclo b asociado a π, se define α(g) = π(g) + b(g). Vale que α es una acción
por isometŕıas afines de G.

La condición de que un 1-cociclo sea un 1-coborde quiere decir que la acción por isometŕıas α
asociada tiene un vector invariante por G. Además, se puede ver que un 1-coborde cumple que es
acotado, o lo que es lo mismo, que todas las órbitas de la acción α asociada son acotadas ([1], Teorema
2.12.4).

Teorema 1.4 (Delorme-Guichardet). Sea G un grupo topológico. Entonces:

(1) Si G tiene propiedad (T), entonces para toda π representación ortogonal, H1(G, π) = 0.

(2) Si G es además σ-compacto tal que H1(G, π) = 0 para toda representación ortogonal π,
entonces G tiene propiedad (T).

Para finalizar, se dará un breve comentario de la propiedad (T) en términos de la topoloǵıa de
Fell. Detalles técnicos serán omitidos en su totalidad, pero el interesado puede encontrarlos en el

2Los grupos libres poseen lo que se conoce como propiedad de Haagerup, que es una generalización de amenabilidad.
Al igual que lo que ocurŕıa con amenabilidad, si un grupo tiene propiedad (T) y la propiedad de Haagerup, entonces es

compacto [3].
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libro de Bekka, de la Harpe y Valette, [1], secciones 1.2 y apéndice F. La topoloǵıa de Fell permite
construir un espacio topológico en un conjunto de representaciones unitarias de un grupo topológico
G. Como la familia de todas las representaciones unitarias no es un conjunto, uno debe tomar una
subfamilia propia de la familia anterior de manera tal que esa familia sea un conjunto. Por ejemplo,
uno puede tomar el conjunto de las representaciones irreducibles de G, o también el conjunto de las
representaciones de dimensión finita de G. Una vez fijado un conjunto de representaciones, la topoloǵıa
de Fell brinda una estructura de espacio topológico a dicho conjunto.

Teorema 1.5. Sea G un grupo topológico. Entonces son equivalentes:

(1) G tiene propiedad (T).

(2) La representación trivial es aislada en el conjunto de las representaciones irreducibles de G
con la topoloǵıa de Fell.

La topoloǵıa de Fell brinda un marco conceptual que permite mostrar de manera sencilla el teorema
1.2. Por un lado, tenemos que que amenabilidad implica que la representación trivial es un punto de
acumulación de la representación regular a izquierda [11]. Por otro lado, propiedad (T) afirma que cada
vez que la representación trivial es punto de acumulación de una representación (π,H), entonces la
representación trivial es subrepresentación de (π,H). De esta manera, obtenemos que la representación
trivial es subrepresentación de la representación regular a izquierda. Pero la única forma de que esto
ocurra es que esta última contenga a las funciones constantes, lo que implica que el grupo es compacto.
Además, a este teorema le debemos la notación (T), que simplemente significa que la representación
trivial esta aislada.





CAPÍTULO 2

Criterio espectral para grupos finitamente generados

En este caṕıtulo, estudiaremos el primero de los criterios espectrales que permiten determinar si
un grupo tiene la propiedad (T) y que además provee constantes de Kazhdan expĺıcitas. Este criterio
le corresponde a Zuk, quien lo enunció y probó en [26]. Para ello, a partir de un grupo finitamente
generado Γ y un conjunto de generadores S, definiremos un grafo G con la propiedad de que si el
primer autovalor no nulo λ1(G) del laplaciano de G es mayor que 1

2 , entonces Γ tiene (T). Además, la
cota es óptima, ya que veremos en el ejemplo 2.1 que si consideramos los enteros en los generadores
{±1,±2}, entonces λ(G) = 1

2 , pero los enteros no tienen propiedad (T).
El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera. La primera sección esta dedicada a introducir

conceptos básicos de análisis armónico en grafos. Luego, estudiaremos el criterio espectral de Zuk y
finalmente conclúımos con dos ejemplos.

En lo que sigue, Γ denotará un grupo discreto, finitamente generado.

1. Análisis Armónico en grafos

En esta sección daremos algunas nociones de análisis armónico en grafos. Repasaremos las defini-
ciones de grafos pertinentes a nuestro problema, y espacios de Hilbert asociados a ellos. Además,
presentaremos un estudio abreviado de las propiedades del Laplaciano de G que utilizaremos a lo largo
del trabajo.

Definición 2.1. Un par (V,E), con V un conjunto y E ⊂ V ×V , se dice un grafo. Los elementos
de V se dicen vértices, mientras que los elementos de E se llaman aristas. Al par lo notamos G.

Decimos que G es un grafo no dirigido si para cada e = (x, y) ∈ E, entonces e = (y, x) ∈ E.
Cuando V es finito, decimos que el grafo es finito. En un principio, G no es necesariamente finito, pero
el criterio espectral de Zuk y sus aplicaciones no utilizan grafos infinitos.

Si dos vértices estan conectados por una arista, decimos que esos vértices son adyacentes. Dado
x ∈ V , defnimos el grado de s como gr(s) = #{y ∈ V : y es adyacente a s}.

Decimos que G es conexo si para cada par x, y ∈ V , existe una sucesión finita de aristas adyacentes
que conectan el vértice x con y.

Dado un grafo G, definimos los siguientes espacios de Hilbert:

• E0 = {f : V → C :
∑
x∈V
|f(x)|2gr(x) <∞},

〈f, g〉 =
∑
x∈V

f(x)g(x)gr(x).

• E1 = {F : E→ C : F (e) = −F (e);
∑
e∈E
|F (e)|2},

〈F,G〉 =
∑
e∈E

F (e)G(e).

Al par (E0, 〈, 〉) lo notamos `2(G, gr).
En el caso de tener un grafo no dirigido G definimos D : E0 → E1, Df(e) = f(x) − f(y), donde

e = (x, y).

Proposición 2.1. D esta bien definida.

7
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Demostración. Clarmente, Df(e) = −Df(e). Veamos que 〈Df,Df〉 ≤ c‖f‖2.

〈Df,Df〉 =
∑
e∈E

Df(e)Df(e) =
∑

(x,y)∈E

(f(x)− f(y))(f(x)− f(y)) =

=
∑

(x,y)∈E

f(x)f(x) + f(y)f(y)− 2Re(f(x)f(y)).

Entonces,

|〈Df,Df〉| ≤
∑

(x,y)∈E

(
|f(x)|2 + |f(y)|2 + 2|f(x)||f(y)|

)
.

Por Hölder,
∑

(x,y)∈E
|f(x)||f(y)| ≤

( ∑
(x,y)∈E

|f(x)|2
) 1

2
( ∑

(x,y)∈E
|f(y)|2

) 1
2

.

Ahora, como el grafo no es dirigido, cada término se repite tantas veces como el grado del vértice,
por lo tanto la desigualdad queda:∑

(x,y)∈E

|f(y)|2 =
∑
y∈V
|f(y)|2gr(y) = ‖f‖2.

Entonces,

|〈Df,Df〉| ≤
∑
x∈V
|f(x)|2gr(x) +

∑
y∈V
|f(y)|2gr(y) + 2‖f‖2 = 4‖f‖2.

�

Estamos en condiciones de definir el operador de Laplace de un grafo G.

Definición 2.2. Sea G un grafo tal que todo vértice tiene grado finito. Se define ∆f como

∆f(s) =
1

gr(s)

∑
t:(s,t)∈E

(f(s)− f(t)).

Hay diferentes definiciones del operador de Laplace en la literatura. Esta que utilizamos es la
versión normalizada del Laplaciano, pues en la definición puntual aparece el grado de cada vértice
dividiendo.

Veamos algunas propiedades de ∆.

Proposición 2.2 (Fórmula de Green). Si f, g ∈ `2(G, gr), entonces∑
x∈V

∆f(x)g(x)gr(x) =
1

2

∑
e∈E

Df(e)Dg(e).

Demostración. Primero, notemos que∑
e∈E

Df(e)Dg(e) =
∑

(x,y)∈E

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)) =

∑
(x,y)∈E

f(x)g(x) + f(y)g(y)− f(x)g(y)− f(y)g(x).

Como (x, y) ∈ E⇔ (y, x) ∈ E, tenemos que
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∑
(x,y)∈E

f(x)g(y) + f(y)g(x) = 2

 ∑
(x,y)∈E

f(x)g(y)

 .

Además,
∑

(x,y)∈E
f(x)g(x) + f(y)g(y) = 2

∑
x∈V

f(x)g(x)gr(x).

Por lo tanto,

∑
(x,y)∈E

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)) = 2
∑
x∈V

f(x)g(x)gr(x)− 2

 ∑
(x,y)∈E

f(x)g(y)

 .

Por otra parte

∑
x∈V

∆f(x)g(x)gr(x) =
∑
x∈V

1

gr(x)

 ∑
y:(x,y)∈E

f(x)− f(y)

 g(x)gr(x) =

∑
x∈V

f(x)g(x)gr(x)−
∑

(x,y)∈E

f(x)g(y).

Lo que concluye la prueba de la Fórmula de Green. �

Corolario 2.1. (1) ∆ = 1√
2
D∗ 1√

2
D, luego es un operador positivo.

(2) ∆ es diagonalizable y cuando el grafo es conexo, 0 es autovalor simple.

Demostración. (1) Se desprende de que

〈∆f, g〉 =
∑
x∈V

∆f(x)g(x)gr(x) =
1

2

∑
e∈E

Df(e)Dg(e) =
1

2
〈Df,Dg〉.

(2) ∆ es positivo, luego es diagonalizable con todos sus autovalores positivos.
Una cuenta directa muestra que si f es constante, ∆f = 0. Por otra parte, si f es

autovector de autovalor 0,

0 = 〈∆f, f〉 =
1

2

∑
e∈E
|Df(e)|2 =

1

2

∑
(x,y)∈E

|f(x)− f(y)|2.

Luego, es constante en cada cada componente conexa. En particular, si el grafo es conexo,
0 es autovalor simple.

�

Observación 2.1. ∆ es un operador positivo, sus autovalores son numeros reales no negativos.
Luego, como corolario de la proposición 2.1, tenemos que los autovalores del laplaciano están contenidos
en el intervalo [0,2].
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2. Propiedad (T) y espectro de ∆

Esta sección está dedicada a demostrar uno de los resultados centrales de [26]. En primera ins-
tancia, definiremos el grafo G y daremos sus principales propiedades. Luego, definiremos una nueva
familia de espacios de Hilbert que vincularán representaciones unitarias de Γ con el grafo G, y que
serán el puente para demostrar el resultado principal de este caṕıtulo.

A lo largo de esta sección, S será un conjunto de generadores simétrico de Γ.

Definición 2.3. Sea Γ un grupo numerable y S un conjunto de generadores simétrico, definimos
el grafo de Γ asociado a S al grafo G = (V,E) cuyos vértices son los elementos de S y un par (s, t) ∈ E
si s, t, s−1t ∈ S. Lo notamos GS.

Observación 2.2. El grafo GS es no dirigido, pues si (s, t) ∈ E, entonces s−1t ∈ S y luego por
simetŕıa t−1s ∈ S, entonces (t, s) ∈ E.

En un principio GS no tiene por qué ser conexo. Pero cambiando el conjunto de generadores por
otro más grande podemos obtener un grafo GS conexo.

Lema 2.1. Sea S′ = S ∪ S2 − {e}, entonces el grafo GS′ es conexo.

Demostración. Primero notemos que dos elementos de S están conectados en GS′ . Observemos
que si s, t ∈ S, entonces s−1t, t−1s ∈ S2, luego, si t 6= s−1 entonces (s, t), (t, s) ∈ E.

Sea x ∈ S2, veamos que lo podemos conectar a un elemento de S. Como s ∈ S2, x = st. Entonces,
(x, s) ∈ E pues x−1s = t−1s−1s = t−1 ∈ S. �

Lema 2.2. Dado un vértice s, gr(s) = gr(s−1).

Demostración. Sea s un vértice, entonces gr(s) = #{t ∈ S tales que s−1t ∈ S}. Como S es
simétrico, gr(s) = #{t ∈ S tales que t−1s ∈ S}. Para cada t, tenemos r tal que r = r(t) = t−1s,
entonces, el par (s−1, r) es una arista del grafo. Luego, gr(s) ≤ gr(s−1). Aplicando la desigualdad
para s−1 obtenemos que gr(s−1) ≤ gr(s). Luego, son iguales. �

Definición 2.4. Sea (π,H) una representación unitaria de Γ y sea GS. Definimos los siguientes
espacios de Hilbert.

(1) C0 = {u : u ∈ H}, donde 〈u, v〉C0 = 〈u, v〉H|E|.

(2) C1 = {f : S → H tal que f(s−1) = π(s)f(s) ∀s ∈ S},

〈f, g〉C1 =
∑
s∈S
〈f(s), g(s)〉Hgr(s)

(3) C2 = {g : E→ H}, con 〈α, β〉C2 =
∑
e∈E 〈α(e), β(e)〉H.

Ademas, tenemos los siguientes operadores diferenciales asociados

(1) d0 : C0 → C1, d0(u)(s) = π(s)u− u.

(2) d1 : C1 → C2, d1(f)(s, t) = f(s)− f(t) + π(s)f(s−1t).

Para no recargar de notación, obviaremos los sub́ındices cuando este claro por contexto cuales son
las aplicaciones o espacios que estamos considerando.

Los espacios (Ci, 〈, 〉Ci) son espacios de Hilbert. Veamos que d0 esta bien definida. Primero,
notemos que al ser π representación, tenemos que:
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d0u(s−1) = π(s−1)u− u = π(s−1)(u− π(s)u) = −π(s−1)d0u(s).

Luego, se sigue la buena definición. Además d1d0 = 0, pues

d1d0u(s, t) = d0u(s)− d0u(t) + π(s)d0(s−1t) =

π(s)u− u− (π(t)u− u) + π(s)(π(s−1t)u− u) =

π(s)u− π(t)u+ (π(t)u− π(s)u).

Sean d∗0, d
∗
1 los operadores adjuntos de d0, d1 respectivamente. Estudiemos la relación entre estos

operadores y la propiedad (T). Para eso, necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 2.3. Si f ∈ C1 entonces d∗0f = −2
∑
s∈S

1
|E|f(s)gr(s)

Demostración.

〈d0u, f〉C1 =
∑
s∈S
〈d0u(s), f(s)〉gr(s) =

∑
s∈S
〈π(s)u− u, f(s)〉gr(s) =

∑
s∈S
〈u, π(s−1)f(s)〉gr(s)−

∑
s∈S
〈u, f(s)〉gr(s) =

−
∑
s∈S
〈u, f(s−1)〉gr(s−1)−

∑
s∈S
〈u, f(s−1)〉gr(s) =

−2
∑
s∈S
〈u, f(s)〉gr(s) =

〈
u,−2

∑
s∈S

1

|E|
f(s)gr(s)

〉
|E| =

〈
u,−2

∑
s∈S

1

|E|
f(s)gr(s)

〉
C0

.

Luego, d∗0f = −2
∑
s∈S

1
|E|f(s)gr(s). �

Lema 2.4. ‖d∗0‖ ≤ 2.

Demostración. Sea f ∈ C1 tal que ‖f‖ = 1.

‖d∗0f‖2 =

∥∥∥∥∥−2
∑
s∈S

1

|E|
f(s)gr(s)

∥∥∥∥∥
2

C0

=

∥∥∥∥∥−2
∑
s∈S

1

|E|
f(s)gr(s)

∥∥∥∥∥
2

H

|E| ≤

4|E|

(
−2
∑
s∈S

gr(s)

|E|
‖f(s)‖

)2

.

Donde la última desigualdad se deduce de haber aplicado desigualdad triangular. Aplicando Hölder

a la suma, con f1(s) = ‖f(s)‖
√
gr(s), f2(s) =

√
gr(s)

|E| obtenemos

≤ 4|E|

(
−2
∑
s∈S

gr(s)

|E|
‖f(s)‖

)2

≤ 4|E|

(∑
s∈S
‖f(s)‖2Hgr(s)

)∑
s∈S

(√
gr(s)

|E|

)2
 =

4

(∑
s∈S
‖f(s)‖2Hgr(s)

)∑
s∈S

gr(s)

|E|
= 4‖f‖2C1 .

�

Veamos algunas propiedades concernientes a d1.
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Lema 2.5. Si f ∈ C1, entonces

(1) 〈f, f〉C1 =
∑

(s,t)∈E
〈f(s−1t), f(s−1t)〉.

(2) df(s, t) = −df(t, s).

(3) df(s, t) = −π(s)df(s−1, s−1t) = π(t)df(t−1, t−1s).

(4) 1
3 〈df, df〉C2 =

∑
(s,t)∈E

〈df(s, t), π(s)f(s−1t)〉.

Observación 2.3. Notemos que si (s, t) ∈ S entonces, por la simetŕıa de S, s−1, t−1 ∈ S y por
definición de E, s−1t ∈ S. Luego, t−1s ∈ S debido a a la simetŕıa de S. En consecuencia están bien
definidas todas las expresiones involucradas.

Demostración. (1) Primero, observemos que para cada f ∈ C1, tenemos que gr(s) es la
cantidad de elementos t ∈ S tal que s−1t ∈ S. Luego, para cada s ∈ S tenemos

〈f(s), f(s)〉gr(s) =
∑

u,v∈S:u−1v=s

〈f(u−1v), f(u−1v)〉.

Entonces, como u−1v ∈ S implica que (u, v) ∈ E, reordenando la sumatoria obtenemos.

〈f, f〉C1 =
∑

(s,t)∈E

〈f(s−1t), f(s−1t)〉.

(2)

df(s, t) = f(s)− f(t) + π(s)f(s−1t) =

−(f(t)− f(s)) + π(s)π(s−1s)f(t−1s) = −df(t, s).

(3) Como f(s−1) = −π(s−1)f(s) tenemos que

df(s, t) = f(s)− f(t) + π(s)f(s−1t) =

−π(s)
(
−π(s−1)f(s) + π(s−1)f(t)− f(s−1t)

)
=

−π(s)
(
f(s−1)− f(s−1t) + π(s−1)f(ss−1t)

)
=

−π(s)df(s−1, s−1t)).

Y como df(s, t) = −df(t, s) entonces df(t, s) = π(t)df(t−1, t−1s).

(4) Miremos la parte derecha de la igualdad∑
(s,t)∈E

〈df(s, t), π(s)f(s−1t)〉 =

1

3

∑
(s,t)∈E

(
〈df(s, t), π(s)f(s−1t)〉+ 〈−π(s)df(s−1, s−1t), π(s)f(s−1t)〉+
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〈π(t)df(t−1, t−1s), π(s)f(s−1t)〉
)

=

1

3

∑
(s,t)∈E

(
〈df(s, t), π(s)f(s−1t)〉+ 〈df(s−1, s−1t),−f(s−1t)〉+

〈df(t−1, t−1s, π(t−1s)f(s−1t)〉
)
.

Acá la primera igualdad vale por la parte (3) del lema, y la segunda igualdad se debe a que
π es unitaria. Ahora, por (2) y la definición de f , tenemos que df(t−1, t−1s) = −df(t−1s, t−1)
y π(t−1s)f(s−1t) = −f(t−1s). Luego la igualdad anterior queda

1

3

∑
(s,t)∈E

〈df(s, t), π(s)f(s−1t)〉+
1

3

∑
(s,t)∈E

−〈df(s−1, s−1t), f(s−1t)〉+

1

3

∑
(s,t)∈E

〈d(t−1s, t−1), f(t−1s)〉.

Afirmamos que E = {(s, t) ∈ E : (s−1, s−1t) ∈ E} = {(s, t) ∈ E : (t−1s, t−1) ∈ E}.
Es claro que {(s, t) ∈ E : (s−1, s−1t) ∈ E} ⊂ E. Veamos la otra inclusión. Si (s, t) ∈ E,

entonces s−1, s−1t ∈ S y para ver que el par está en E, observemos que (s−1)−1s−1t =
ss−1t = t ∈ S. Luego, vale la otra contención. La demostración del otro caso es análoga.

Luego, reordenando las sumas obtenemos,∑
(s,t)∈E

〈df(s−1, s−1t), f(s−1t)〉 =
∑

(s,t)∈E

〈df(s, t)f(t)〉,

∑
(s,t)∈E

〈df(t−1s, t−1), f(t−1s)〉 =
∑

(s,t)∈E

〈df(s, t), f(s)〉.

Entonces, reemplazando y agrupando todo en una sola suma queda

1

3

∑
(s,t)∈E

〈df(s, t), π(s)f(s−1t)− f(t) + f(s)〉 =

1

3

∑
(s,t)∈E

〈df(s, t), df(s, t)〉 =
1

3
〈df, df〉C2 .

�

Sea B1 = {f ∈ C1 : d1f = 0}. A continuación estudiaremos el operador d∗0 restringido al espacio
B1.

Lema 2.6. Sea d∗0 : B1 → C0. Entonces ‖d∗0‖ ≤
√

3.

Demostración. Primero, notemos que por (1) del lema 2.5 y dado que d0f = 0 tenemos

〈f, f〉C1 =
∑

(s,t)∈E

〈f(s−1t), f(s−1t)〉 =
∑

(s,t)∈E

〈f(s)− f(t), f(s)− f(t)〉

∑
(s,t)∈E

(
〈f(s), f(s)〉+ 〈f(t), f(t)〉 − 2Re〈f(s), f(t)〉

)
=

∑
s∈S

2〈f(s), f(s)〉gr(s)− 2Re
∑

(s,t)∈E

〈f(s), f(t)〉 =
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2〈f, f〉C1 − 2Re
∑

(s,t)∈E

〈f(s), f(t)〉.

Luego, 2Re
∑

(s,t)∈E
〈f(s), f(t)〉 = 〈f, f〉C1 . Veamos ahora la norma del operador

‖d∗0f‖2 =

∥∥∥∥∥−2
∑
s∈S

f(s)
gr(s)

|E|

∥∥∥∥∥
2

|E| =

∥∥∥∥∥2
∑
s∈S

f(s)gr(s)

∥∥∥∥∥
2

1

|E|
.

Podemos reordenar la suma de a pares, agrupando cada vértice de salida con el correspondiente
vértice de llegada de cada arista, quedando asi,∥∥∥∥∥∥

∑
(s,t)∈E

(f(s) + f(t))

∥∥∥∥∥∥
2

1

|E|
≤

∑
(s,t)∈E

‖f(s) + f(t)‖2.

Donde la desigualdad se desprende de la desigualdad triangular, en primer lugar, y luego aplicando
Hölder con f1(s, t) = ‖f(s) + f(t)‖ y f2(s, t) = 1. Entonces,∑

(s,t)∈E

‖f(s) + f(t)‖2 ≤
∑

(s,t)∈E

〈f(s) + f(t), f(s) + f(t)〉 =

∑
(s,t)∈E

(
‖f(s)‖2 + ‖f(t)‖2 + 2Re〈f(s), f(t)〉

)
=

2〈f, f〉C1 + 2Re
∑

(s,t)∈E

〈f(s), f(t)〉 = 3〈f, f〉C1 .

Ya que por lo visto al principio 2Re
∑

(s,t)∈E
〈f(s), f(t)〉 = 〈f, f〉C1 . �

Veamos ahora el primer resultado que involucra fuertemente los operadores d0 y d1, definidos
anteriormente, con la Propiedad (T).

Teorema 2.1. Si existe C > 0 tal que 〈d0d
∗
0f, f〉 ≥ C〈f, f〉 ∀f ∈ B1. Entonces C√

3
es una

constante de Kazhdan para S.

Demostración. Observemos que como d1d0 = 0, entonces ∀v ∈ B1, d0d
∗
0v ∈ B1. De ahora en

más, solo notaremos d, d∗ cuando tratemos operadores d0, d
∗
0. Primero veamos que bajo estas hipótesis,

dd∗ : B1 → B1 es inversible.
Primero, como dd∗ es positiva, es diagonalizable y todos los autovalores son estrictamente mayores

que 0. Luego, es inyectiva.
Si no fuera sobreyectiva, entonces existe u ∈ B1 tal que u ⊥ Im(dd∗). Luego, 0 = 〈u, dd∗v〉∀v ∈ B1.

En particular, tomando v = u, 0 = 〈u, dd∗u〉 ≥ c‖u‖2. Luego, dd∗ es sobreyectiva.
Sea (dd∗)−1 su inversa. Afirmamos que ‖(dd∗)−1‖ ≤ C−1. Si no, existiŕıa un vector w ∈ B1

unitario tal que ‖(dd∗)−1w‖ > C−1. Luego

C−1 ≥ ‖w‖‖(dd∗)−1w‖ = ‖dd∗(dd∗)−1w‖‖(dd∗)−1w‖ ≥ 〈dd∗(dd∗)−1w, (dd∗)−1w〉 ≥

C〈(dd∗)−1w, (dd∗)−1w〉 > C(C−1)2‖w‖2 = C−1.

Lo cual es absurdo.
Sea (π,H) representación unitaria que no tenga vectores invariantes y tal que exista un ε con

0 < ε < C√
3

y exista un vector unitario v ∈ Hπ tal que ‖π(s)v − v‖ ≤ ε ∀s ∈ S. Veamos el

comportamiento del operador d respecto al vector v.
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‖dv‖2 =
∑
s∈S
‖dv(s)‖2gr(s) =

∑
s∈S
‖π(s)v − v‖2gr(s) ≤ ε2|E|.

Luego, ‖dv‖ ≤ ε
√
|E|. Sea u = d∗(dd∗)−1dv ∈ C0. Entonces tenemos que:

‖u‖C0 ≤ ‖d0‖‖(dd∗)−1‖‖dv‖ ≤
√

3C−1ε
√
|E| <

√
|E|.

En consecuencia ‖u‖H < 1, pues ‖u‖C0 = (
∑
s∈S ‖u‖2Hgr(s))

1
2 .

Entonces v − u 6= 0. Pero reemplazando,

dv − du = dv − d(d∗(dd∗)−1dv = dv − dv = 0.

Entonces, ∀s ∈ S,

0 = dv(s)− du(s) = π(s)(v − u)− (v − u).

Luego, v − u es invariante por S. Entonces, es invariante por todo Γ. Absurdo, porque asumimos
que (π,H) no teńıa vectores Γ invariantes. Luego, C√

3
es constante de Kazhdan para S. �

Volviendo al estudio de la Propiedad (T) y de su análisis espectral, hasta ahora solo nos hemos
basado en el estudio de cierta derivación d0. Para estudiar la relación entre el operador de Laplace de
GS y la propiedad (T), necesitaremos relacionar los operadores d0, d1 y ∆. El siguiente lema va en esa
dirección.

Reccordemos que si f ∈ `2(GS), tenemos Df(e) = f(s)− f(t) si e = (s, t).

Lema 2.7. Si f ∈ C1, entonces 1
3 〈d1f, d1f〉C2 = 〈Df,Df〉C2 − 〈f, f〉C1 . Ademas, 2〈∆f, f〉GS =

〈Df,Df〉C2 .

Demostración. Primero, df(s, t) = f(s)−f(t)+π(s)f(s−1t) = Df(s, t)+π(s)f(s−1t). Entonces,

〈Df,Df〉C2 =
∑

(s,t)∈E

〈df(s, t)− π(s)f(s−1t), df(s, t)− π(s)f(s−1t)〉 =

〈df, df〉+
∑

(s,t)∈E

〈π(s)f(s−1t), πsf(s−1t)〉 − 2Re

 ∑
(s,t)∈E

〈df(s, t), π(s)f(s−1t)〉

 .

Por el lema 2.5, apartado (4),

2Re
∑

(s,t)∈E

〈df(s, t), π(s)f(s−1t)〉 = 2Re

(
1

3
〈df, df〉C2

)
.

Entonces la igualdad anterior queda:

〈df, df〉C2 + 〈f, f〉C1 − 2

(
1

3
〈df, df〉C2

)
=

1

3
〈df, df〉C2 + 〈f, f〉.

Esto demuestra la primera afirmación. Para probar que 2〈∆f, f〉GS = 〈Df,Df〉C2 , notemos que

2〈∆f, f〉GS = 2
∑
s∈S
〈∆f(s), f(s)〉gr(s) = 2

∑
s∈S

∆f(s)〈1, f(s)〉gr(s).

Aplicando la fórmula de Green para el laplaciano, obtenemos que

2
∑
s∈S

∆f(s)〈1, f(s)〉gr(s) = 2

1

2

∑
(s,t)∈E

(f(s)− f(t))〈1, f(s)− f(t)〉

 =
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∑
(s,t)∈E

〈f(s)− f(t), f(s)− f(t)〉.

Lo cual concluye la demostración. �

Lema 2.8. Para toda f ∈ C1, F (s) = f(s) +
d∗0f
2 es ortogonal a las constantes.

Demostración. Si U es una función constante en GS , entonces

〈F,U〉 =
∑
s∈S

〈
f(s) +

d∗0f

2
, U

〉
H

gr(s) =

∑
s∈S
〈f(s), U〉gr(s) +

∑
s∈S

〈
d∗0f

2
, U

〉
gr(s) =〈∑

s∈S
f(s)gr(s), U

〉
+

〈∑
s∈S

gr(s)
d∗0f

2
, U

〉
=〈∑

s∈S
f(s)gr(s), U

〉
+

〈∑
s∈S
−gr(s)

∑
t∈S

gr(t)

E
f(t), U

〉
=〈∑

s∈S
f(s)gr(s), U

〉
−

〈∑
s∈S

gr(s)

E

(∑
t∈S

f(t)gr(t)

)
, U

〉
=〈∑

s∈S
f(s)gr(s)−

∑
t∈S

f(t)gr(t), U

〉
= 0.

�

Proposición 2.3. Para cada f ∈ C1 tenemos que

1

3
〈d1f, d1f〉+

1

2
λ1(GS)〈d∗0f, d∗0f〉 ≥ 2

(
λ1(GS)− 1

2

)
〈f, f〉.

Demostración. Afirmamos que 〈∆f, f〉C1 =
〈

∆
(
f +

d∗0f
2

)
, f +

d∗0f
2

〉
. Esto ocurre pues como

d∗0f
2 es constante ∆

(
f +

d∗0f
2

)
= ∆f . Y como ∆ es positivo tenemos que〈

∆f, f +
d∗0f

2

〉
=

〈
f,∆

(
f +

d∗0f

2

)〉
= 〈f,∆f〉.

Ahora, por el lema 2.8, f +
d∗0f
2 esta en el complemento ortogonal a las constantes, y como λ1(GS)

es autovalor no nulo, entonces se tiene que〈
∆

(
f +

d∗0f

2

)
, f +

d∗0f

2

〉
≥ λ1(GS)

〈
f +

d∗0f

2
, f +

d∗0f

2

〉
=

λ1(GS)

〈
f, f +

d∗0f

2

〉
+ λ1(GS)

〈
d∗0f

2
, f +

d∗0f

2

〉
=

λ1(GS)〈f, f〉+ λ1(GS)

〈
f,
d∗0f

2

〉
=

λ1(GS)〈f, f〉+ λ1(GS)
∑
s∈S

〈
f,
d∗0f

2

〉
H

gr(s) =
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λ1(GS)〈f, f〉+
λ1(GS)

2

〈∑
s∈S

f(s)
gr(s)

|E|
, d∗0f

〉
|E| =

λ1(GS)〈f, f〉 − λ1(GS)

4
〈d∗0f, d∗0f〉C0 .

Donde la última igualdad se desprende de la definición de d∗0f . Entonces,

2λ1(GS)〈f, f〉C1 − 〈f, f〉C1 ≤

2〈∆f, f〉C1 +
λ1(GS)

2
〈d∗0f, d∗0f〉C0 − 〈f, f〉C1 .

Por el lema 2.7 tenemos,

〈Df,Df〉C2 − 〈f, f〉C1 +
λ1(GS)

2
〈d∗0f, d∗0f〉C0 =

1

3
〈d1f, d1f〉C2 +

λ1(GS)

2
〈d∗0f, d∗0f〉C0 .

De lo que conclúımos que

1

3
〈d1f, d1f〉C2 +

λ1(GS)

2
〈d∗0f, d∗0f〉C0 ≥

(
2λ1(GS)− 1

2

)
〈f, f〉C1 .

�

Finalmente, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2. Sea Γ grupo discreto. Sea S un conjunto de generadores finito, simétrico tal que

e /∈ S. Si GS es conexo y λ1(GS) > 1
2 , entonces Γ tiene Propiedad (T) y 2√

3

(
2− 1

λ1(GS)

)
es una

constante de Kazhdan para S.

Demostración. Si f ∈ B1, entonces d1f = 0. Tenemos entonces que

λ1(GS)

2
〈d∗0f, d∗0f〉C0 ≥

(
2λ1(GS)− 1

2

)
〈f, f〉C1 .

Luego, por el Teorema 2.1, 2√
3

(
2− 1

λ1(GS)

)
es constante de Kazhdan para S. �

La condición λ1(GS) > 1
2 no se puede mejorar, en el sentido de que puede pasar que exista un

grupo Γ sin propiedad (T) con un subconjunto generador S tal que λ1(GS) = 1
2 pero Γ no tenga

propiedad (T) como lo ilustra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1. Consideremos Z el grupo de los enteros y S = {±1,±2}. Por ser un grupo abeliano
no compacto, Z no posee la propiedad (T).

El grafo GS posee 4 vértices con aristas {(−2,−1), (−1, 1)(1, 2)}. Consideramos B = {δs}s∈S,
luego resulta base de `2(GS) (isomorfo a C4). La matriz de ∆ en B es

1 −1 0 0
− 1

2 1 − 1
2 0

0 − 1
2 1 − 1

2
0 0 −1 1

 .

Luego, el polinomio caracteŕıstico de ∆ queda
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P (x) =

(
(x− 1)2 − 1

2

)2

= x

(
x− 1

2

)(
x− 3

2

)(
x− 2

)
.

Por lo tanto λ1(GS) = 1
2 .

3. Ã2-Grupos

A continuación, daremos un ejemplo de aplicación del criterio anteriormente visto, que aparece en
la sección 5 de [26]. Se trata de grupos que actúan sobre ciertos complejos simpliciales. Comenzaremos
dando algunas definiciones previas y luego daremos el resultado principal.

Definición 2.5. Un plano proyectivo es un conjunto de puntos P y rectas L junto con una relación
de incidencia entre puntos y rectas, que notaremos ∼, tal que:

(1) dados p, q ∈ P, existe una única recta L ∈ L incidente a p y q,

(2) Dadas L1, L2 ∈ L, existe un único p que sea incidente a ambas rectas,

(3) Cada recta es incidente con al menos 3 puntos, y cada punto es incidente con al menos 3
rectas.

A un plano proyectivo lo notamos (P,L).

Ejemplo 2.2. Sea Fq un cuerpo finito de q elementos. El plano proyectivo asociado a Fq es el
conjunto (P,L) en donde:

P = {subespacios de dimensión 1 de F3
q},

L = {subespacios de dimensión 2 de F3
q}.

La relación de incidencia está dada por la contención.
Como F3

q es un conjunto finito, los conjuntos P,L son finitos y vale que tienen el mismo cardinal.
Además, cada punto es incidente a exactamente q + 1 rectas y cada recta es incidente a exactamente
q + 1 puntos.

La última propiedad es inherente a los planos proyectivos y no solo a aquellos planos proyectivos
dados asociados a cuerpos finitos. En un plano proyectivo (P,L) existe un único q ∈ N, q > 2 tal que
todo punto p es incidente a exactamente q + 1 rectas y cada recta L es incidente a exactamente q + 1
puntos. Al número q se lo llama el orden del plano proyectivo.

Definición 2.6. Dado (P,L), definimos el grafo de incidencia del plano proyectivo G′ de la si-
guiente manera. El conjunto de vértices está dado por PtL, y las aristas son las dadas por la relación
de incidencia, es decir, (p, L), (L, p) ∈ E si y sólo si p ∼ L.

Observación 2.4. G′ es un grafo regular, de grado q + 1 y bipartito.

Definición 2.7. Sea X un 2-complejo simplicial. Si v es un vértice de X definimos el link de v,
notado Lk(v,X), al grafo cuyos vértices son las 1-celdas de X que contienen a v, y cuyas aristas están
dadas por aquellas 1-celdas que son bordes de una misma 2-celda.

Definición 2.8. Un Ã2-building es un 2-complejo simplicial conexo contráctil X tal que el link de
cada vértice tiene estructura de grafo de incidencia de un plano proyectivo finito.

En un Ã2-building no pueden haber 2 vértices cuyos links tengan estructuras de plano proyectivos
distintos.

Definición 2.9. Un grupo discreto Γ se dice un Ã2-grupo si actúa libre y transitivamente en los
vértices de un Ã2-building y que induce una permutación ćıclica de los vértices de cada 2-celda.
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Vale que un Ã2-grupo admite una presentación Γ = 〈S|R〉 tal que, el grafo GS sea el grafo de
incidencia de un plano proyectivo. El siguiente resultado corresponde a Feit y Higman [5] da un
cómputo expĺıcito de los autovalores del laplaciano para el grafo de incidencia de un plano proyectivo.

Proposición 2.4. Sea (P,L) un plano proyectivo finito de orden q. Entonces el conjunto de

autova- lores del operador de Laplace del grafo de incidencia de (P,L) es
{

0, 1−
√
q

q+1 , 1 +
√
q

q+1 , 2
}

.

Corolario 2.2. Un Ã2-grupo tiene propiedad (T).

Este ejemplo tiene mucha importancia a nivel histórico. En 1994 Cartwright M lotkowski y Steger
en [2] mostraron que los Ã2-grupos tiene propiedad (T), utilizando otros argumentos. Pero la principal
razón por la cual son importantes estos grupos es que fueron los primeros ejemplos de grupos con
propiedad (T) sin utilizar la propiedad de ret́ıculo en grupos de Lie. Además, en la misma demostración
los autores consiguieron constantes de Kazhdan óptimas para una familia de generadores.





CAPÍTULO 3

Criterio Espectral para grupos triangulares

En el caṕıtulo que iniciamos a continuación, estudiaremos el segundo criterio espectral enunciado
por Zuk en [26]. Este criterio se aplica a una cierta familia de grupos finitamente generados que tienen
por conjunto de relaciones, palabras de longitud 3. Si bien en un principio parece una condición muy
débil, veremos que tiene fuertes aplicaciones sobre todo a la teoŕıa de grupos aleatorios.

Todo el caṕıtulo esta dedicado a probar que un grupo que posee cierta presentación, tiene propiedad
(T). Para eso, definiremos un criterio espectral similar al enunciado en el caṕıtulo anterior, en este
caso con grafos que son dirigidos y que pueden tener aristas múltiples. Comenzaremos dando algunas
propiedades de grafos dirigidos y del laplaciano en dicho clase de grafos.

1. Criterio espectral asociado a presentaciones ternarias de grupos

Sea S = {s1, . . . , sn}, y sea w = a1a2 . . . al una palabra en S ∪ S−1. Decimos que la palabra
es reducida si ai 6= a−1

i+1 para todo i. Diremos que la palabra es ćıclicamente reducida si, además,

al 6= a−1
1 . Además, si w es una palabra reducida, l es su longitud.

A lo largo de este apartado, Γ = 〈S|R〉 es un grupo finitamente generado y finitamente presentado,
en donde toda w ∈ R es una palabra ćıclicamente reducida de longitud 3 y el conjunto R tiene cardinal
m. A partir de un grupo Γ con con tal presentación, definimos el siguente grafo:

Definición 3.1. Sea G′ = (V,E), donde el conjunto de vértices V = S ∪ S−1 y el conjunto
de aristas E esta conformado de la siguiente manera. Si Ri = xyz es una relación en R, entonces
(x−1, y), (y−1, z), (z−1, x) ∈ E. Admitimos aristas múltiples.

Observación 3.1.

(1) G′ es un grafo dirigido y en consecuencia, puede ocurrir que esté una arista e y no e.

(2) Como cada Ri es una palabra reducida, G′ no tiene aristas que comiencen y terminen en el
mismo vértice.

Dado que trabajaremos con grafos dirigidos, es conveniente introducir la siguiente notación. Si
tenemos una arista e = (s, t), notamos como e− = s, llamado origen, y notamos e+ = t, llamado rango.

Dado un vértice s, entendemos por el grado de s a la cantidad de aristas e ∈ E que tiene por origen
o rango a s. Se define entonces el grado del grafo como DEG(G′) =

∑
s∈V gr(s).

A continuación defniniremos los espacios de Hilbert E0 y E1, que presentan un comportamiento
similar a los definidos en el caṕıtulo 2. También definiremos la derivación D para este tipo de grafos.

• E0 = {f : V→ C :
∑
s∈V
|f(s)|2gr(s) <∞},

〈f, g〉V =
∑
s∈V

f(s)g(s)gr(s).

• E1 = {F : E→ C :
∑
e∈E
|F (e)|2 <∞},

〈F,G〉E =
∑
e∈E F (e)G(e).

21
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D : E0 → E1, Df(e) = f(s)− f(t) si e = (s, t).

A continuación definimos el operador de Laplace asociado a esta familia de grafos.

Definición 3.2. Si f ∈ E0, definimos ∆(f)(s) = 1
gr(s)

∑
t∼s (f(s)− f(t)) donde t ∼ s significa

que existe una arista e = (s, t) o existe una arista e = (t, s). En el caso de que las aristas sean
múltiples, sumamos la expresión tantas veces como la multiplicidad de e.

Proposición 3.1. Sea D la derivación anterior. Entonces, ∆ = D∗D.

Demostración. Necesitaremos primero una expresión concreta de la adjunta de D. Para eso,
dado un vértice s y una arista e, definimos la siguiente función auxiliar:

γ(s, e) =


1 si s = e−

−1 si s = e+

0 en cualquier otro caso

Entonces, Df(e) =
∑
s∈V γ(s, e)f(s)

Entonces, si g ∈ E, tenemos que:

〈Df, g〉E =
∑
e∈E

Df(e)g(e) =

∑
e∈E

∑
s∈V

γ(s, e)f(s)g(e) =
∑
s∈V

∑
e∈E

γ(s, e)f(s)g(e) =

∑
s∈V

f(s)gr(s)

(
1

gr(s)

∑
e∈E

γ(s, e)g(e)

)
=

∑
s∈V

f(s)gr(s)

(
1

gr(s)

∑
e∈E

γ(s, e)g(e)

)
.

Entonces, si D∗(g)(s) = 1
gr(s)

∑
e∈E

γ(s, e)g(e), entonces la suma anterior queda∑
s∈V

f(s)gr(s)D∗g(s) = 〈f,D∗g〉G′ .

Demostremos ahora el lema:

D∗D(f)(s) =
1

gr(s)

∑
e∈E

γ(s, e)Df(e) =
1

gr(s)

∑
e∈E

γ(s, e)(f(e−)− f(e+)).

Por la definición de γ tenemos que

1

gr(s)

( ∑
e:e−=s

f(s)− f(e+) +
∑

e:e+=s

−(f(e−)− f(s))

)
=

1

gr(s)

∑
s∼t

f(s)− f(t) = ∆(f)(s).

Lo que concluye la demostración. �
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Sea (π,H) una representación unitaria de Γ. Definiremos un operador auxiliar que nos permitirá
demostrar el teorema principal de este caṕıtulo. Sea M : H→ H,

M(v) =
1

DEG(G′)
∑
s∈V

gr(s)π(s)v.

Es claro que M es un operador lineal y continuo. Además, cumple el siguiente lema.

Lema 3.1. Si π posee vectores casi invariantes pero no tiene vectores invariantes por Γ, entonces,
para todo ε > 0 existen λ > 0, y vectores u, uλ tales que:

Mu = λu+ uλ, ‖uλ‖ <
1

2
(1− λ) y 1− ε < λ < 1.

Demostración. Supongamos que no existen tales vectores y tales números, entonces existe un
ε0 tal que ∀λ, 1 > λ > 1 − ε0 y ∀u, uλ ∈ H tales que Mu = λu + uλ, entonces ‖uλ‖ ≥ 1

2 (1 − λ).
Como la representación tiene vectores casi invariantes, para todo δ > 0 existe un u tal que δ‖u‖ ≥
‖π(s)u− u‖,∀s ∈ V . Sea s0 ∈ V tal que ‖π(s0)u− u‖ sea máxima entre los s ∈ V . Entonces,

δ‖u‖ ≥ ‖π(s0)u− u‖ ≥ ‖Mu− u‖.
Si llamo w = Mu− u, entonces uλ = Mu− λu = w − (1− λ)u. Luego

‖Mu− u‖ = ‖uλ + (1− λ)u‖ ≥ |‖uλ‖ − (1− λ)‖u‖| ≥∣∣∣∣12(1− λ)‖u‖ − (1− λ)‖u‖
∣∣∣∣ =

1− λ
2
‖u‖.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u es unitario. Entonces, haciendo λ tender a
1− ε0, obtenemos que δ ≥ ε0

2 , lo que resulta absurdo porque a δ lo puedo tomar tan chico como quiero,
por tener vectores casi invariantes. �

Sean ε, λ, u y uλ como en el lema 3.1. Definimos f : V→ H,

f(s±i ) = π(s±i )u− u.
Los siguientes tres lemas vinculan a f con el operador M y los valores ε y λ.

Lema 3.2. La función f definida previamente cumple que 〈∆f, f〉V = 1
2 〈f, f〉V.

Demostración. Por definición del grafo G′ y como R es un conjunto de palabras w de longitud
3 y de cardinal m, tenemos que

〈∆f, f〉V = 〈D∗Df, f〉V = 〈Df,Df〉E =
∑

e=(s,t)∈E

〈f(s)− f(t), f(s)− f(t)〉 =

=

m∑
i=1;Ri=xiyizi

(
〈f(x−1

i )− f(yi), f(x−1
i )− f(yi)〉+

〈f(y−1
i )− f(zi), f(y−1

i )− f(zi)〉+ 〈f(z−1
i )− f(xi), f(z−1

i )− f(xi)〉
)
.

Por como definimos f , esta expresión es igual a

m∑
i=1;Ri=xiyizi

(
〈π(x−1

i )u− π(yi)u, π(x−1
i )u− π(yi)u〉

〈π(y−1
i )u− π(zi)u, π(y−1

i )u− π(zi)u〉+ 〈π(z−1
i )u− π(xi)u, π(z−1

i )u− π(xi)u〉
)

=
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m∑
i=1;Ri=xiyizi

(
〈π(y−1

i x−1
i )u− u, π(y−1

i x−1
i )u− u〉+

〈π(z−1
i y−1

i )u− u, π(z−1
i y−1

i )u− u〉+ 〈π(x−1
i z−1

i )u− u, π(x−1
i z−1

i )u− u〉
)
.

Ahora, como xyz = Id, entonces y−1x−1 = z, lo mismo ocurre con x y con y, entonces la igualdad
queda

m∑
i=1;Ri=xiyizi

(
〈π(zi)u− u, π(zi)u− u〉+ 〈π(yi)u− u, π(yi)u− u〉+ 〈π(xi)u− u, π(xi)u− u〉

)
=

m∑
i=1

(
〈f(zi), f(zi)〉+ 〈f(yi), f(yi)〉+ 〈f(xi), f(xi)〉

)
.

Ahora, 〈π(zi)u − u, π(zi)u − u〉 = 〈u − π(z−1
i )u, u − π(z−1

i )u〉, podemos reescribir la igualdad
anterior de la siguiente manera:

1

2

m∑
i=1

(
〈f(zi), f(zi)〉+ 〈f(z−1

i ), f(z−1
i )〉+

〈f(yi), f(yi)〉+ 〈f(y−1
i ), f(y−1

i )〉+ 〈f(xi), f(xi)〉+ 〈f(x−1
i ), f(x−1

i )〉
)

=

1

2

∑
s∈V
〈f(s), f(s)〉gr(s) =

1

2
〈f, f〉V.

Esto último vale ya que cada término 〈f(s), f(s)〉 aparece tantas veces como aristas tengan a s
como origen o rango, o sea, tantas veces como el grado de s. �

Lema 3.3. Sea 1 = 1
DEG(G′) . Entonces

|〈f, 1〉V| ≥
1

2
DEG(G′)|1− λ|‖u‖.

Demostración.∣∣〈f, 1〉V∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
s∈V
〈π(s)u− u, 1〉gr(s)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
s∈V
〈π(s)gr(s)u− gr(s)u, 1〉

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣DEG(G′)

〈∑
s∈V

gr(s)

DEG(G′)
π(s)u− u, 1

〉∣∣∣∣∣ .
Por definición de M y por las propiedades que cumplen u y uλ tenemos que,

|DEG(G′)〈Mu− u, 1〉| = |DEG(G′)〈(1− λ)u− uλ, 1〉| ≤

DEG(G′)‖(1− λ)u− uλ‖ ≤

DEG(G′)(|1− λ|‖u‖+ ‖uλ‖) ≤
3

2
DEG(G′)|1− λ|‖u‖.

En este caso la primer desigualdad se desprende de Cauchy-Schwartz, la segunda es desigualdad
triangular, y la tercera es por las propiedades que cumplen u y uλ. �
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Lema 3.4. La norma de f cumple la siguiente desigualdad:

‖f‖G′ ≥
2

3

∣∣〈f, 1〉∣∣ 1
√

1− λ
√
DEG(G′)

.

Demostración.

‖f‖2G′ =
∑
s∈V
〈f(s), f(s)〉gr(s) =

∑
s∈V
〈π(s)u− u, π(s)u− u〉gr(s) =

∑
s∈V

(
〈π(s)u, π(s)u〉+ 〈u, u〉 − 2Re(〈u, π(s)u〉)

)
gr(s) =

Re

(∑
s∈V

2〈u, u〉gr(s)− 2〈u, π(s)u〉gr(s)

)
.

Por definición de M , tenemos que

2Re
(
〈u, u−Mu〉DEG(G′)

)
= 2Re

(
〈u, (1− λ)u+ uλ〉DEG(G′)

)
=

2(1− λ)〈u, u〉DEG(G′) + 2Re(〈u, uλ〉DEG(G′)) ≥

2(1− λ)〈u, u〉DEG(G′)− (1− λ)〈u, u〉DEG(G′).
Donde la última desigualdad se desprende de que |〈u, uλ〉| ≤ ‖u‖‖uλ‖ ≤ 1

2 (1 − λ)‖u‖2, entonces
por lo visto anteriormente obtenemos que

‖f‖G′ ≥
√

1− λ
√
DEG(G′)‖u‖ ≥

√
1− λ

√
DEG(G′)

|〈f, 1〉|
DEG(G′) 3

2 (1− λ)
=

2

3

∣∣〈f, 1〉∣∣ 1
√

1− λ
√
DEG(G′)

.

En donde la última desigualdad, en este caso, se desprende del lema previo. Esto concluye la
demostación. �

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema principal de este caṕıtulo.

Teorema 3.1. Sea Γ = 〈s1, . . . , sn|R1, . . . , Rm〉, donde cada relación Ri es una palabra reducida
de longitud 3. Sea G′ el grafo asociado a esta presentación. Si G′ es conexo y λ1(G′) > 1

2 , entonces Γ
tiene propiedad (T).

Demostración. Supongamos que existe una representación (π,H) de Γ que tenga vectores casi
invariantes pero sin vectores invariantes. Veamos que, si el grafo es conexo, entonces λ1(G′) ≤ 1

2 .

Primero, como por hipótesis el grafo es conexo, entonces f − 〈f, 1〉1 es ortogonal a las constantes.
Luego, 〈

∆
(
f − 〈f, 1〉1

)
, f − 〈f, 1〉1

〉
≥ λ1(G′)

〈
f − 〈f, 1〉1, f − 〈f, 1〉1

〉
.

Donde 1 representa la función constantemente 1 en el grafo.

Como ∆
(
f −〈f, 1〉1

)
= ∆(f)−∆

(
〈f, 1〉1

)
= ∆(f), tenemos que la parte izquierda de la desigual-

dad queda 〈
∆
(
f − 〈f, 1〉1

)
, f − 〈f, 1〉1

〉
=
〈

∆f, f − 〈f, 1〉1
〉
.

Y como ∆ es positivo, en particular es autoadjunto, en consecuencia la igualdad queda
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〈
∆f, f − 〈f, 1〉1

〉
=
〈
f,∆

(
f − 〈f, 1〉1

)〉
= 〈f,∆f〉 = 〈∆f, f〉.

En consecuencia,

(3.1) λ1(G′) ≤ 〈∆f, f〉〈
f − 〈f, 1〉1, f − 〈f, 1〉1

〉 .
Acotemos el denominador.〈

f − 〈f, 1〉1, f − 〈f, 1〉1
〉

=

〈
f − 〈f, 1〉

DEG(G′)
1, f − 〈f, 1〉

DEG(G′)
1

〉
=

〈f, f〉 − 2

DEG(G′)
(〈f, 1〉)2 +

1

DEG(G′)2
(〈f, 1〉)2〈1, 1〉 = 〈f, f〉 − 1

DEG(G′)
〈f, 1〉,

ya que el producto interno es en el espacio de funciones del grafo, y ahi vale que 〈1, 1〉 = DEG(G′).
Además, podemos reescribir 1

DEG(G′) 〈f, 1〉 de la siguiente manera:

1

DEG(G′)2
〈f, 1〉DEG(G′) =

1

DEG(G′)2

∑
s∈V
〈f, 1〉gr(s) =

∥∥∥∥ 〈f, 1〉
DEG(G′)

∥∥∥∥2

.

En consecuencia, la desigualdad 3.1 queda

λ1(G′) ≤ 〈∆f, f〉

‖f‖2 −
∥∥∥ 〈f,1〉
DEG(G′)

∥∥∥2 ≤
〈∆f, f〉(

‖f‖ −
∥∥〈f, 1〉∥∥)2 .

donde la última desigualdad de desprende de que si a, b ∈ R : a, b > 0 y supongamos a > b, entonces
a2 − b2 > (a− b)2. Notemos que por la desigualdad de Bessel, ‖f‖ ≥

∥∥〈f, 1〉∥∥.
Luego, la desigualdad queda,

λ1(G′) ≤ 〈∆f, f〉(
‖f‖ −

∥∥〈f, 1〉∥∥)2 =
〈∆f, f〉(

‖f‖ − |〈f, 1〉|
)2 .

Recordemos que por el lema 3.2, 〈∆f, f〉 = 1
2 〈f, f〉 y por lema 3.4, |〈f, 1〉| ≤ ‖f‖ 3

2

√
(1− λ)DEG(G′).

Entonces

λ1(G′) ≤
1
2 〈f, f〉(

‖f‖ − 3
2

√
(1− λ)DEG(G′)‖f‖

)2 =

1

2

1(
1− 3

2

√
(1− λ)DEG(G′)

)2 ≤
1

2

1(
1−
√
ε 3

2

√
DEG(G′)

)2 .

Haciendo ε tender a cero, tenemos que λ1(G′) ≤ 1
2 , lo que contradice lo que asumimos. �

Dado G′ como en la definción 3.1, definimos los subgrafos G′1, G′2 y G′3 de la siguiente manera. Si

G′i = (Vi,Ei), los vértices de cada grafo son los elementos V = S∪S−1. Y para cada palabra w = xyz,
la arista (x−1, y) ∈ E1, (y−1, z) ∈ E2 y (z−1, x) ∈ E3. Notemos que, si E′ es el conjunto de aristas de
G, entonces ∪1,2,3Ei = E′.

El siguiente lema tiene principalmente dos aplicaciones. En primer lugar, brinda una manera de
mostrar que el grafo G′ tiene el primer autovalor no nulo mayor a 1

2 . Pero además, sirve como nexo
entre los grupos aleatorios en un cierto modelo (que definiremos en el siguiente caṕıtulo) y la teoŕıa
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espectral de grafos aleatorios para cierta familia de grafos. Esto nos permitirá ver, más adelante, que
muchos grupos tienen propiedad (T).

Lema 3.5. Sean G′i, i = 1, 2, 3 como antes. Si λ1(G′i) > 1
2∀i. Entonces λ1(G′) > 1

2 .

Demostración. Supongamos que λ1(G′) ≤ 1
2 . Entonces existe una función f ∈ `2(G′) tal que

〈f, 1〉 = 0 y 〈∆f, f〉 ≤ 1
2 〈f, f〉.

Sean, para i = 1, 2, 3, fi = f |G′i (notemos que lo único que cambia es el grado de cada vértice,

pues el valor de cada fi es el mismo). Luego

3∑
i=1

〈∆fi, fi〉 =

3∑
i=1

〈Dfi, Dfi〉 = 〈∆f, f〉 ≤ 1

2
〈f, f〉 =

3∑
i=1

1

2
〈fi, fi〉.

Luego, existe un i tal que 〈∆fi, fi〉 ≤ 1
2 〈fi.fi〉. Luego λ1(G′i) ≤ 1

2 , lo cual es absurdo. �





CAPÍTULO 4

Grupos hiperbólicos y grupos aleatorios

En este caṕıtulo, daremos una breve introducción a dos conceptos que están estrechamente rela-
cionados con el problema estudiado en esta tesis, la teoŕıa de grupos hiperbólicos y la teoŕıa de grupos
aleatorios.

Los grupos hiperbólicos fueron introducidos y analizados por Gromov en los art́ıculos [8], [10], y
a partir de entonces han ganado un gran interés. Su nombre se debe a que estos objetos admiten una
desigualdad isoperimétrica lineal, caracteŕıstica propia de los espacios de curvatura negativa.

La teoŕıa de grupos aleatorios también fue introducida por Gromov [9]. Esta rama de estudio se
focaliza en analizar las propiedades de un grupo genérico, con el objetivo de determinar cuáles de estas
propiedades son t́ıpicas, en el sentido de que aparecen en una gran cantidad de grupos. Esta clase de
análisis se realiza dentro de un marco espećıfico, que se conoce como modelo.

El caṕıtulo está ordenado de la siguiente manera. En la primera sección, daremos las nociones
básicas necesarias para hablar de grupos hiperbólicos, comenzando con diagramas de van Kampen. En
la siguiente, definiremos los modelos de grupos que utilizaremos durante esta tesis, que entendemos
por propiedades t́ıpicas en cada modelo y mencionaremos algunas propiedades que cumplen los grupos
en estos modelos.

1. Grupos hiperbólicos

Como mencionamos, los grupos hiperbólicos son aquellos que cumplen una desigualdad isoperi-
métrica lineal. Para ello, necesitaremos dar nociones de área y peŕımetro. En ese marco, introduciremos
los diagramas de van Kampen, que son 2-complejos simpliciales asociados a palabras del grupo. Una
vez introducidos los grupos hiperbólicos, daremos algunos de los resultados que son destacables, y
finalizaremos con el concepto de cancelación pequeña, una condición suficiente para que haya hiper-
bolicidad. El libro de Lyndon y Schupp,[17], es la referencia estandar sobre diagramas de van Kampen.
En cuanto a lo relacionado con grupos hiperbólicos y cancelación pequeña, el trabajo de Ollivier [21]
brinda una buena introducción a esta temática de estudio.

En lo que sigue, Γ = 〈S|R〉 es un grupo finitamente generado y presentado. Los conceptos de
palabra reducida y ćıclicamente reducida son los mismo del caṕıtulo anterior, al igual que la noción de
longitud de una palabra.

Definición 4.1 (Diagramas de van Kampen). Sea Γ = 〈S|R〉 y sea X = S∪S−1. Un diagrama de
van Kampen asociado a la presentación 〈S|R〉 es un 2-complejo simplicial conexo contráctil D junto
con un embedding de D en R2, que cumple las siguientes propiedades:

(1) Existe una 0-celda distinguida v0 que se encuentra en la frontera de D ⊂ R2.

(2) Cada 1-celda está dotada de una orientación y etiquetada por un elemento de X.

(3) Cada palabra que se define recorriendo cada borde de una 2-celda es una permutación ćıclica
de un elemento de R.

29
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Podemos pensar que un diagrama de van Kampen es una serie de poĺıgonos dibujados el plano
eucĺıdeo, cuyas aristas están etiquetadas en X, que se conectan entre śı a través de aquellos caminos
que definen la misma palabra, o a través de aristas. En consecuencia, un diagrama divide al plano
eucĺıdeo en una serie de regiones. Cuando el diagrama tiene finitas celdas (en nuestro caso siempre
será aśı), este divide al plano eucĺıdeo en n regiones, todas acotadas, a excepción de una. Además, el
vértice distinguido toca la región no acotada.

Supongamos que D es un diagrama de van Kampen que tiene solo una región no acotada. Luego
tenemos la palabra w que se describe recorriendo las aristas de la frontera de D comenzando por v0 en
dirección opuesta a las agujas del reloj. En este caso decimos que D es un diagrama de van Kampen
de w.

Veamos algunos conceptos vinculados a palabras en S ∪ S−1. Comenzaremos recordando la
definición de longitud de una palabra reducida.

Definición 4.2. Sea w una palabra reducida en S ∪ S−1, w = s1 . . . sn. Se define la longitud de
w como |w| = n.

Supongamos que w es una palabra que representa el elemento trivial en nuestro grupo Γ. Entonces,

w =
∏k
i=1 uir

±
i u
−1
i donde ui son palabras en los generadores. Esta escritura no tiene por que ser única.

Definición 4.3. Sea w una palabra que representa el elemento trivial en Γ. Definimos el área de
w como

a(w) = min{k ∈ N : w =

k∏
i=1

uir
±
i u
−1
i }.

La relación entre la existencia de un diagrama de van Kampen de w y que una palabra sea la
identidad en Γ está dada por el siguiente teorema ([17], Caṕıtulo 9, Lema 1.2).

Teorema 4.1. Son equivalentes:

(1) w define el elemento trivial en Γ.

(2) Existe un diagrama de van Kampen de w.

Más aún, w es producto de k conjugaciones de R si y sólo si existe un diagrama de van Kampen que
posee exactamente k regiones.

Como consecuencia, el área de w es la cantidad de regiones acotadas que tiene el diagrama de van
Kampen más chico que podemos construir de w. Su longitud es entonces la cantidad de 1-celdas de la
frontera de D, lo que podŕıamos pensar como el peŕımetro del diagrama.

Definición 4.4. Sea 〈S|R〉 una presentación finita de Γ. Si existe una constante C tal que
para toda palabra w igual a la identidad en Γ entonces a(w) ≤ C|w|, decimos que la presentación es
hiperbólica.

Definición 4.5 (Grupos Hiperbólicos). Decimos que un grupo Γ es hiperbólico si admite una
presentación hiperbólica.

Observación 4.1. Si un grupo admite una presentación hiperbolica, entonces toda presentación
finita es hiperbólica, cambiando si es necesario la constante.

La desigualdad de la definición se conoce como desigualdad isoperimétrica lineal, y es un fenómeno
de las variedades de curvatura negativa. En geometŕıa eucĺıdea, la relación entre el peŕımetro y el área
de un poligono regular es cuadrática, es decir, si P es un poĺıgono regular, a(P ) ∼ (p(P ))2.

Ejemplo 4.1.
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(1) El grupo Z2 no es hiperbólico. Si consideramos las palabras w(n) = anbna−nb−n. Es claro
que w(n) es la palabra trivial, además |w(n)| = 4n. Por otro lado, vale que a(w(n)) = n2,
con lo cual nunca cumple la desigualdad pedida.

(2) Los grupos finitos y los grupos libres son hiperbólicos.

Existe una condición suficiente para ver si un grupo es hiperbólico o no, relacionada con los
diagramas de van Kampen, que es la cancelación pequeña. Consideremos una presentación 〈S|R〉,
notamos R∗ al conjunto dado por la unión de todas las permutaciones ćıclicas de palabras w ∈ R∪R−1.

Definición 4.6. (1) Una palabra u se dice pasaje (piece) si existen r1, r2 ∈ R∗ distintos tal
que r1 = uv1 y r2 = uv2.

(2) Decimos que una presentación tiene la condición C
′
( 1
λ ) si para todo pasaje u y para toda

relación r ∈ R∗ que tiene a u como subpalabra inicial, entonces |u| < 1
λ |r|.

(3) Decimos que un grupo tiene cancelación pequeña si tiene la condición C
′
( 1

6 ).

Una observación importante es que un grupo cancelación pequeña si tiene condición C
′
(η),∀η ≤ 1

6 .
Los pasajes cumplen el rol de ser las fronteras admisibles entre 2 regiones acotadas dentro de un

diagrama de van Kampen.

Proposición 4.1. Si Γ tiene cancelación pequeña, entonces es hiperbólico.

Los grupos que tienen cancelación pequeña son importantes en la teoŕıa de grupos porque admiten
algoritmos que resuelven el problema de la palabra. En término de los diagramas de van Kampen, esta
propiedad se puede interpretar de la siguiente manera. En un diagrama de van Kampen de una palabra
w que da la identidad, 2 regiones acotadas tienen forzosamente frontera chica. En consecuencia, para
tener palabras de área grande, necesariamente van a tener longitud grande. Esta es la idea detrás de
la proposición.

Ejemplo 4.2. Sea Γ =< a, b, c, d|aba−1b−1cdc−1d−1 >. Afirmamos que Γ tiene cancelación

pequeña. Notemos que, como tiene sólo una relación, no podrá tener condición C
′
(η) con η ≤ 1

8 ,
ya que los pasajes de una sola letra están admitidos. Veamos que son los únicos pasajes que hay.

Si tenemos la palabra ab es un pasaje (los restantes casos son análogos). Entonces, la única
posibilidad de encontrar una palabra que comience con ab es mirar r−1, donde r es la relación dada
en el grupo. r−1 = dcd−1c−1bab−1a−1, notemos que no se conjuntan 2 palabras ab en la relación, en
consecuencia, ab no es un pasaje de la presentación.

2. Modelos de grupos aleatorios

Como hab́ıamos mencionado al comienzo de este caṕıtulo, un modelo de grupo es el contexto en el
que se estudian los grupos aleatorios, es decir, el conjunto de reglas que definen lo que entendemos por
aleatoriedad. Dar un modelo de grupo es dar una indexación de grupos y un marco probabiĺıstico que
los ordene. Algunos modelos están parametrizados por un valor d que ajusta el comportamiento de los
grupos. Generalmente, este valor presenta lo que se conoce como transición de fase, es decir que exite
cierto d0 tal que para valores menores a d0 los grupos son t́ıpicamente de una manera, mientras que
para valores mayores a d0 son t́ıpicamente de otra. En esta tesis utilizaremos tres modelos distintos,
ı́ntimamente relacionados. Estos son modelos de grupos finitamente presentados, y en consecuencia, a
lo largo de toda esta sección, entenderemos por Γ a un grupo Γ = 〈S|R〉 donde S es un conjunto finito
de generadores y R es un conjunto finito relaciones.

El primero modelo que veremos, y quizás el más importante, es el modelo de Densidad de Gromov
[9]. En este modelo, un grupo es t́ıpicamente hiperbólico de cardinal infinito, o es Z o Z/2Z. También
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definiremos el modelo triangular, definido por Zuk en [26] y en cuyo modelo vale que casi todo grupo
tiene propiedad (T) siempre y cuando tenga suficientes relaciones. El tercer modelo, también intro-
ducido por Zuk, es el modelo de permutación, se trata de un modelo Ad Hoc que nuevamente tiene
propiedad (T), en donde todas las relaciones que lo definen tienen longitud 3 y está vinculado con
cierto modelo de grafos aleatorios, en donde casi todo grafo tiene el primer autovalor no nulo mayor
a 1

2 . También existen otros modelos, como los modelos de pocas relaciones, estudiados por Gromov,
Champetier y Ol’shanski, que no veremos aqúı.

Todos los modelos mencionados tiene una particularidad. Los grupos están indexados por un cierto
parámetro l ∈ N. Diremos que una propiedad ocurre con probabilidad abrumadora en un modelo, si
la probabilidad de que un grupo G en ese modelo tenga tal propiedad tiende a 1 cuando l tiende a
infinito.

Definición 4.7 (Modelo de densidad de Gromov).

(1) Sea m ∈ N, m ≥ 2 y sea l ∈ N. Si |S| = m. Sea Sl es conjunto de palabras reducidas
de longitud exactamente l. Dado 0 ≤ d ≤ 1, un conjunto de relaciones de longitud l con
densidad d es una (2m−1)dl familia de elementos elegidos de forma aleatoria de Sl, es decir,
de manera uniforme e independientemente.

(2) Un grupo aleatorio de longitud l, con densidad d, es un grupo G = 〈S|R〉 donde |S| = m, y
R es un conjunto de relaciones de longitud l con densidad d.

(3) El modelo de densidad de Gromov es el modelo de todos los grupos con m generadores, aleato-
rios de longitud l con densidad d. Se lo nota G(m, l, d).

Observación 4.2.

(1) Notemos que pueden existir dos grupos G1, G2 que tengan la misma longitud, la misma den-
sidad y los mismos generadores, pero ser no isomorfos.

(2) Pueden aparecer en Rl palabras repetidas.

(3) Notemos que, dado l ∈ N, |Sl| = (2m − 1)l. Entonces, d modera la cantidad de relaciones
que estamos tomando. Cuando d está cerca de 1, estamos tomando casi todas las relaciones
posibles que se pueden definir, por lo que el grupo es esperable que sea ”chico”.

Definición 4.8. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en el modelo
de densidad de Gromov si

lim
l→∞

P (Γ ∈ G(m, l, d) : Γ tiene P) = 1.

Aqúı P (Γ ∈ G(m, l, d) : Γ tiene P ) = |{Γ∈G(m,l,d):Γ tiene P}|
|G(m,l,d)| .

El estudio de propiedades t́ıpicas es, en definitiva, el estudio del comportamiento asintótico de la
validez de una propiedad en relación a determinado parámetro. Es de acuerdo a esta condición que
varios de los cuantificadores existentes se pueden relajar. Podemos tomar relaciones del conjunto Bl, el
conjunto de palabras reducidas de longitud a lo sumo l, o tomar el conjunto de relaciones con palabras
de longitud entre l y l+ o(1). También se puede relajar la condición de tomar exactamente (2m− 1)dl

palabras, por la de tomar f(l) palabras, con f(l) que se mueva entre C1(2m−1)dl ≤ f(l) ≤ C2(2m−1)dl.
Muchas veces se elige relajar estas condiciones para no hacer tan restrictiva la definición, que aśı como
la dimos deja fuera muchos grupos que uno puede querer considerar.

Observación 4.3. Cuando d < 1
2 , con probabilidad abrumadora, las (2m − 1)dl relaciones que

tomamos son todas distintas. Esto es consecuencia del ”principio probabiĺıstico del palomar”, que
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afirma que si uno tiene N palomares y S(N) palomas, con S(N) de orden menor a
√
N , entonces

la probabilidad de poner 2 pichones en el mismo palomar tiende a cero cuando N tiende a infinito.
Cuando d > 1

2 , con probabilidad abrumadora ocurre el fenomeno contrario. Luego, 1
2 es la transición

de fase para la propiedad ”las palabras que aparecen en el conjunto de relaciones son todas distintas”.

A modo de convención, se considera que G(m, l, 0) es aquel en el cual el crecimiento del conjunto
de relaciones es subexponencial en l, ya que asintóticamente, la cantidad de relaciones es ı́nfima en
términos de las palabras a tomar.

La riqueza del modelo de densidad de Gromov yace en el siguiente resultado, postulado por Gromov
en [9] y demostrado por Olliver en [20], siguiendo las ideas del primero, para todos los d 6= 1

2 .

Teorema 4.2.

(1) Si d < 1
2 , entonces con probabilidad abrumadora, un grupo G en el modelo de densidad de

Gromov es Hiperbólico, infinito, sin torsión y de dimensión geométrica 2.

(2) Si d > 1
2 entonces un grupo G en el modelo de densidad es trivial o Z/2Z.

En lo que resta de esta tesis, el objetivo es probar el siguiente teorema, enunciado por Zuk y
demostrado por Kotowski y Kotowski en [16].

Teorema 4.3. Si d > 1
3 entonces con probabilidad abrumadora, un grupo tiene propiedad (T) en

el modelo de densidad de Gromov.

Es un problema abierto saber la densidad cŕıtica para la propiedad (T) en este modelo. Se sabe
que si d < 1

5 , entonces con probabilidad abrumadora un grupo en este modelo no tiene (T) [22]. Sin
embargo, la transición de fase (si es que existe) aún es desconocida.

Una de las herramientas que utilizaremos para mostrar el teorema previo es que, informalmente,
un grupo en el modelo de densidad de Gromov es casi cociente de un grupo en el siguiente modelo.

Definición 4.9 (Modelo Triangular de Zuk).

(1) Sea n ∈ N, n ≥ 2, y sean s1 . . . sn generadores de un grupo G. Sea Wn,3 el conjunto de
palabras de longitud 3 ćıclicamente reducidas en los generadores y sus inversos.

(2) Dado 0 < d < 1, un grupo aleatorio triangular con densidad d y m generadores es un grupo
G = 〈S|R〉 finitamente presentado con |S| = n, R un conjunto de (|Wn,3|)d palabras tomadas
de forma aleatoria, o sea, uniforme e independientemente en Wn,3.

(3) El modelo triangular en m generadores con densidad d es el conjunto de todos los grupos
aleatorios triangulares con densidad d y m generadores. Se lo nota M(n, d).

Definición 4.10. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora si

lim
n→∞

P (Γ ∈M(n, d) : Γ tiene P) = 1

donde P (Γ ∈M(n, d) : Γ tiene P ) = |{Γ∈M(n,d):ΓtieneP}|
|M(n,d)| .

Al igual que para el modelo de densidad, cuando d < 1
2 con probabilidad abrumadora, un pre-

sentación en este modelo tiene todas palabras distintas.
Intuitivamente, un grupo en el modelo de densidad de Gromov con m generadores y densidad d, de

longitud l, esta relacionado con un grupo aleatorio triangular con la misma densidad, y n generadores,

en donde 2n ∼ (2m)
l
3 .

A diferencia del modelo de densidad, en este modelo śı tenemos una transición de fase para la
propiedad (T). Este teorema fue enunciado por Zuk en [26] y demostrado por Kotowski y Kotowski
en [16]. En el caṕıtulo 5 daremos una demostración del mismo.
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Teorema 4.4. Para M(n, d) tenemos que:

(1) Si d < 1
3 entonces con probabilidad abrumadora, un grupo en este modelo no tiene propiedad

(T).

(2) Si d > 1
3 entonces con probabilidad abrumadora un grupo en este modelo tiene propiedad (T).

Existen otras propiedades que cumplen los grupos en este modelo, que no demostraremos, pero
que listamos a continuación.

Proposición 4.2. Para M(n, d) vale que

(1) Si d < 1
2 entonces con probabilidad abrumadora, un grupo en este modelo es infinito, hiperbóli-

co y libre de torsión.

(2) Si d > 1
2 entonces con probabilidad abrumadora, un grupo en este modelo es trivial, o Z/2Z.

Además, tenemos el siguiente resultado que permitirá demostrar la transición de fase para propiedad
(T). Este resultado también le corresponde a Zuk [26].

Proposición 4.3. Si d < 1
3 , con probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo triangular

M(n.d) tiene un cociente isomorfo a un grupo libre.

Finalizamos esta sección definiendo el modelo de permutación, cuya principal ventaja yace en que
los grupos en este modelo tienen grafos G′ que estan relacionados con lo que se conoce como el modelo
de configuración de grafos aleatorios, en donde se sabe que para gran parte de los casos, estos grafos
tienen el primer autovalor no nulo muy cerca de 1 (en particular, son mayores a 1

2 ). Además, veremos
que cada grupo en el modelo triangular es cociente de un grupo en el modelo de permutación.

Definición 4.11 (Modelo de permutación). Sean n, v ∈ N, n ≥ 2 y sea S = {s1 . . . sn} un
conjunto de generadores. Tomemos de manera uniforme e independiente v pares de permutaciones
{π1

1 , π
2
1} . . . {π1

v , π
2
v} del conjunto S ∪ S−1. Un grupo aleatorio Γ = 〈S|R〉 forma parte del mo-

delo de permutación en n generadores asociado a v permutaciones, si el conjunto R esta dado por
{s±i π1

j (s±i )π2
j (s±i )}1≤i≤n;1≤j≤v. Al modelo de permutación se lo nota F(n, v).

Definición 4.12. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en F(n, v)
si

lim
n→∞

P (Γ ∈ F(n, v) : Γ tiene P) = 1.

Nuevamente, aqúı P (Γ ∈ F(n, v) : Γ tiene P ) = |{Γ∈F(n,v):Γ tiene P }|
|F(n,v)| .

Cabe aclarar que el hecho de que una propiedad ocurra en un modelo con probabilidad abrumadora,
cualquiera sea el modelo, no brinda información sobre la cantidad de grupos no isomorfos que cumplan
la misma. Por ejemplo, en el caso del modelo de densidad, tenemos que existen grupos infinitos,
hiperbólicos y con propiedad (T). Estos métodos, sin embargo, no proveen una forma de distinguir
grupos no isomorfos entre śı. Sin embargo, tenemos que existe a lo sumo un grupo que cumple ambas
cosas. Es una pregunta interesante saber la cantidad de grupos hipérbolicos, infinitos que tienen (T)
no isomorfos que aparecen en el modelo de densidad.



CAPÍTULO 5

Propiedad (T) para el modelo de Densidad de Gromov

Uno de los principales teoremas que enuncia Zuk en [26] es que, en el modelo triangular, 1
3 es

transición de fase para la propiedad (T). Más precisamente, se tiene que cuando d < 1
3 , los grupos en

este modelo no tienen (T) con probabilidad abrumadora, mientras que cuando d > 1
3 , estos grupos

tienen (T) con probabilidad abrumadora. De este resultado se desprende que el modelo de densidad
de Gromov tiene (T) cuando d > 1

3 . El objetivo central de este caṕıtulo es demostrar estos resultados,
basandonos en los trabajos de Kotowski y Kotowski en [16], y en la publicación de Zuk previamente
mencionada.

Para demostrar que d = 1
3 es transición de fase para la propiedad (T) en el modelo triangular

utilizaremos el modelo de permutación. Este modelo cumple dos propiedades fundamentales para
nuestro propósito. En principio, los grupos en este modelo tienen relación con el modelo de cofiguración
de grafos aleatorios. La ventaja de estos grafos es que el comportamiento del primer autovalor no nulo
es conocida gracias al trabajo de Friedman [6]. Por otro lado un grupo en el modelo triangular es
cociente de un modelo de permutación, y como la propiedad (T) se preserva por cocientes, luego se
sigue el resultado.

Para concluir que el modelo de densidad de Gromov tiene propiedad (T) cuando d > 1
3 , veremos

que para cada grupo aleatorio en este modelo existe un grupo aleatorio en el modelo triangular que es
subgrupo de ı́ndice finito del grupo aleatorio en el modelo de Gromov. Luego, aplicando el Corolario
1.2 del caṕıtulo 1, obtendremos el resultado deseado.

Este caṕıtulo esta organizado de la siguiente manera. En la primera sección daremos las definiciones
básicas de grafos e hipergrafos que utilizaremos a lo largo del caṕıtulo. En la siguiente sección,
mostraremos que en el modelo triangular d = 1

3 es transición de fase para la propiedad (T). Finalmente,
en la tercer sección, mostraremos que en el modelo de densidad de Gromov, casi todo grupo tiene
propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

1. Hipergrafos y Grafos aleatorios

En este apartado, daremos las principales definiciones y propiedades pertinentes a la teoŕıa de
hipergrafos y grafos aleatorios. Un hipergrafo es una generalización de un grafo, que aumenta la
dimensión de las aristas. En tanto, la teoŕıa de grafos aleatorios es similar a la de grupos aleatorios,
cambiando el objeto de estudio.

Definición 5.1. Un k-hipergrafo es un par (V,E) de vértices V e k-hiperaristas E. Por una
k-hiperarista entendemos una k-upla (v1, . . . , vk) de vértices distintos. El conjunto E puede tener
hiperaristas repetidas.

Hablaremos simplemente de hipergrafos cuando esté en claro cual es el k involucrado. Cuando
k = 2 tenemos un grafo usual.

Definición 5.2. Decimos que un k-hipergrafo es k-partito si existen k conjuntos de vértices
V1, . . . , Vk disjuntos no vaćıos que particionan al conjunto de vértices V tales que, para toda hiper-
arista e = (v(e)1, . . . , v(e)k), v(e)i ∈ Vi.

35
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Definición 5.3. Un apareamiento perfecto en un grafo k-partito es un conjunto de aristas que no
comparten vértices en común y tal que la unión de vértices sus cubre al conjunto V .

En lo que sigue trataremos grafos e hipergrafos aleatorios. Esta teoŕıa es similar a la teoŕıa de
grupos aleatorios en varios aspectos. Por ejemplo, el marco teórico de trabajo, que son los modelos, se
define a partir de dar reglas de probabilidad que definan cuando una arista, o hiperarista, este en el
grafo. Las propiedades que nos importarán serán en la mayoŕıa de los casos propiedades que ocurren
con probabilidad abrumadora en ese modelo. En consecuencia, hay un paralelismo entre ambas teoŕıas.

Definición 5.4 (Modelo de Configuración). Sea V un conjunto de n vértices y sean π1 . . . πv per-
mutaciones elegidas con probabilidad uniforme dentro del conjunto de permutaciones de V . Definimos
el conjunto de aristas como E = {(i, πj(i)); 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ v}. Decimos que el grafo G = (V,E)
esta en el modelo de configuración, que notaremos L(n, v).

Definición 5.5. Diremos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en el modelo
de configuración si

lim
n→∞

P(G ∈ L(n, v) : G tiene P ) = 1.

Observación 5.1.

(1) Un grafo en el modelo de configuración puede tener aristas múltiples y aristas que comienzen
y terminen en el mismo elemento.

(2) Cada grafo en el modelo de configuración es un grafo regular de grado 2v. Efectivamente si
fijamos un vértices i, entonces, por construcción, seguro tiene v aristas adyacentes, asociadas
a (i, πj(i)). A su vez, para cada permutación π, existe un valor k tal que π(k) = i, y como
tomamos todas las permutaciones y todos los vértices en la definición de E, tenemos todos
los (k, π(k)) = (k, i), entonces tenemos aśı las otras v aristas.

Una de las propiedades más importantes que tienen los grafos en este modelo es la siguiente
propiedad espectral, demostrada por Friedman en [6].

Teorema 5.1. Si G es un grafo en el modelo de configuración L(n, v), entonces

lim
n→∞

P
(
λ1(G) > 1−

(√
2v − 1

v
+

log v

v
+
C

v

))
= 1

con C independiente de v.

En particular, tomando v suficientemente grande, podemos afirmar que casi todo grafo en este
modelo tiene primer autovalor no nulo.

Definición 5.6. Sean n,M ∈ N. Sea V un conjunto de vértices de 2n elementos indexados
por letras s1, . . . , sn, s

−1
1 , . . . , s−1

n . Definimos el modelo G3(n,M) que esta dado por los 3-hipergrafos

tripartitos G = (V ,E) donde V es la unión de 3 copias disjuntas de V , y E es un conjunto de M
hiperaristas tales que ∀e ∈ E, e = (s1, s2, s3) entonces s1 ∈ V1, s2 ∈ V2, s3 ∈ V3.

Definición 5.7. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora para el modelo
G3(n,M) si

lim
n→∞

P(G ∈ G3(n,M) : G tiene P ) = 1.

Dado que tenemos grafos con vértices indexados con letras, es conveniente establecer las siguientes
definiciones:
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(1) Diremos que una palabra en S ∪ S−1 es reducida si es ćıclicamente reducida.

(2) Una hiperarista e = (v1, . . . , vk) es reducida si la palabra v1 . . . vk es reducida.

(3) Un apareamiento perfecto es reducido si todas sus aristas son reducidas.

Asociado este modelo, tenemos el siguiente modelo.

Definición 5.8. Sean n,M ∈ N. Sea V un conjunto de vértices de 2n elementos indexados por
letras s1, . . . , sn, s

−1
1 , . . . , s−1

n . Definimos el modelo Gred3 (n,M) que esta dado por los 3-hipergrafos

tripartitos G = (V ,E) donde V es la unión de 3 copias disjuntas de V , y E es un conjunto de M
hiperaristas reducidas tales que ∀e ∈ E, e = (s1, s2, s3) entonces s1 ∈ V1, s2 ∈ V2, s3 ∈ V3.

Definición 5.9. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora para el modelo
Gred3 (n,M) si

lim
n→∞

P(G ∈ Gred3 (n,M) : G tiene P ) = 1.

2. Propiedad (T) para grupos en el modelo triangular

El objetivo de esta sección es mostrar que el modelo triangular tiene como transición de fase a
d = 1

3 . Para ello, estudiaremos que ocurre cuando d < 1
3 por un lado, y cuando d > 1

3 por otro.

Cuando d < 1
3 , mostraremos que un grupo en el modelo triangular tiene con probabilidad abru-

madora, un cociente que es un grupo libre de dos generadores. Este resultado, que es el más sencillo,
lo daremos al final de este apartado.

En cambio. cuando d > 1
3 , necesitaremos realizar un trabajo más técnico. En lineas generales,

mostraremos que un grupo en este modelo es un cociente de un grupo en el modelo de permutación.
Para ello, veremos que alcanza con encontrar un apareamiento perfecto en cierto hipergrafo asociado
un grupo en el modelo triangular. Luego, probaremos que un grupo en el modelo de permutación tiene
propiedad (T) con probabilidad abrumadora utilizando el teorema 3.1.

A lo largo de esta sección, utilizaremos modelos que acarrean pequeñas modificaciones respecto de
los anteriormente listados.

Definición 5.10. Sea Γ ∈ M(n, d), Γ = 〈S|R〉 donde |S| = n, |R| = (2n − 1)3d y ∀w ∈ R,
w = s1s2s3 es una palabra ćıclicamente reducida. Definimos el hipergrafo L3(Γ) = (V,E) de la
siguiente manera. El conjunto de vértices esta dado por V = V1 t V2 t V3, con Vi = S ∪ S−1. Para
cada palabra en R definimos la arista e = (s1, s2, s3) con si ∈ Vi, i = 1, 2, 3. Como pueden aparecer
palabras repetidas en R, con nuestra definición pueden aparecer hiperaristas múltiples. En estos casos,
consideraremos que son hiperaristas simples.

Observación 5.2. Por definición, L3(Γ) es un grafo en el modelo Gred3 (n,M), para algún M
menor que (2n−1)3d. Sin embargo, por la observación 4.3, cuando d < 1

2 , con probabiliad abrumadora
un grupo Γ ∈ M(n, d) no tiene palabras repetidas. En consecuencia, con probabilidad abrumadora, el
grafo L3(Γ) tendrá tantas aristas como relaciones tiene Γ.

Observación 5.3. Sea Γ ∈ M(n, d) y sea L3(Γ) el hipergrafo asociado. Supongamos que L3(Γ)
tiene un apareamiento perfecto. Entonces, existen hiperaristas e1, . . . , e2n tales que la unión de sus
vértices es disjunta y cubre todo el conjunto de vértices V.

Sea ei = (si, xi, yi), luego, el apareamiento perfecto induce permutaciones aleatorias π1, π2 del
conjunto S ∪ S−1, donde ei = (si, π1(si), π2(si)).

El siguiente teorema [13] da una condición necesaria para que un hipergrafo en G3(n,M) tenga
un apareamiento perfecto con probabilidad abrumadora.
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Teorema 5.2. Existe una constante C > 0 tal que si p(n) > C logn
n2 . Entonces, con probabi-

lidad abrumadora, un 3-hipergrafo aleatorio tripartito en G3(n,M), con M ≥ n3p(n) contiene un
apareamiento perfecto.

En nuestro caso, M ≈ (2n − 1)3d = (2n − 1)1+ε pues la densidad es mayor que 1
3 . Luego, el

comportamiento asintótico de las hiperaristas está en las hipótesis del teorema, de donde se desprende,
el siguiente resultado.

Corolario 5.1. Si M = (2n − 1)1+ε entonces un hipergrafo aleatorio en G3(n,M) tiene un
apareamiento perfecto con probabilidad abrumadora.

Observación 5.4. Como el grafo L3(Γ) está en Gred3 (n,M), necesitamos un resultado similar
para grafos en este modelo pues, a diferencia de lo que se puede intuir, con probabilidad abrumadora,
un hipergrafo aleatorio en G3(n,M) no pertenece a Gred3 (n,M).

Esto se debe a que, dado un n fijo, la probabilidad de que una hiperarista e = (s1, s2, s3) sea

reducida es 2n(2n−1)(2n−2)
(2n)3 . Para que un hipergrafo esté en Gred3 (n,M), todas sus hiperaristas tienen

que ser reducidas. La probabilidad de que estos ocurra es
(

2n(2n−1)(2n−2)
(2n)3

)M
. Como M = (2n− 1)1+ε

tenemos que

lim
n→∞

(
2n(2n− 1)(2n− 2)

(2n)3

)M
= lim
n→∞

(
2n(2n− 1)(2n− 2)

(2n)3

)(2n−1)1+ε

=

lim
n→∞

(
1− 6n− 4

(2n)2

)(2n−1)1+ε

.

Un cálculo directo muestra que este ĺımite es 0 cuando n tiende a infinito. En consecuencia, no
podemos aplicar el corolario anterior de manera directa para grafos en Gred3 (n,M).

Los siguientes dos lemas tienen como objetivo mostrar que Gred3 (n,M) tiene un apareamiento
perfecto con probabilidad abrumadora. Notemos que un apareamiento perfecto en Gred3 (n,M) será
necesariamente un apareamiento perfecto reducido.

Lema 5.1. Si M = (2n − 1)1+ε entonces un grafo aleatorio en G3(n,M) tiene un apareamiento
perfecto reducido con probabilidad abrumadora.

Demostración. Primero, por el Corolario 5.1, tenemos un apareamiento perfecto con probabili-
dad abrumadora. Luego, por la Observación 5.3, tenemos permutaciones aleatorias π1, π2 de S ∪ S−1

tales que cada arista del apareamiento es de la forma e = (s, π1(s), π2(s)), s ∈ S ∪ S−1. Para que un
un apareamiento perfecto sea reducido, se tiene que cumplir que para todo s ∈ S∪S−1, s 6= (π1(s))−1,
π1(s) 6= (π2(s))−1, π2(s) 6= s−1.

La condición s 6= (π1(s))−1 implica que la permutación s → (π1(s))−1 no tiene puntos fijos. Por
otro lado, fijada π1, tenemos que π2 debe cumplir que π2(s) 6= s−1 y que π1(s) 6= (π2(s))−1. Mirando
a π2 como una permutación del conjunto {1, . . . , 2n}, esta condición es equivalente a decir que la
permutación π2(j) 6= j, j + 1 para todo j.

Se sabe que la probabilidad de que una permutación aleatoria del conjunto de n elementos no tenga
puntos fijos tiende a 1

e cuando n tiende a infinito. A su vez, en [14] se puede ver que la probabilidad
de que una permutación aleatoria del conjunto de n elementos cumple que π(j) 6= j, j + 1 para todo j
tiende a 1

e2 cuando n tiende a infinito. Luego, la probabilidad de que π1, π2 cumplan las condiciones

necesarias para que el apareamiento perfecto sea reducido tiende a 1
e3 cuando n tiende a infinito, ya que

π1. π2 son independientes. Luego, existe un η > 0 y un valor n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 la probabilidad
de que un apareamiento perfecto no sea reduido está acotada inferiormente por η. independientemente
de n.
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Como M = (2n − 1)1+ε entonces la cantidad de hiperaristas es asintóticamente mayor que la

condición pedida por el teorema 5.2, particionando al conjunto de hiperaristas en f(n) = C nε

logn

subconjuntos de tamaño n log n, tenemos que cuando n tiende a infinito, f(n) tiende a infinito. En
cada subconjunto tenemos un apareamiento perfecto con probabilidad abrumadora, y la probabilidad
de que ese apareamiento perfecto no sea reducido es menor que (1− η)f(n), y este valor tiende a cero
cuando n tiende a infinito.

Luego, con probabilidad abrumadora, un grafo en G3(n,M) tiene un apareamiento perfecto re-
ducido con probabilidad abrumadora. �

Lema 5.2. Un hipergrafo aleatorio en Gred3 (n,M), con M = (2n−1)1+ε contiene un apareamiento
perfecto reducido con probabilidad abrumadora.

Demostración. Consideremos las probabilidades de los siguientes eventos

• FM = {L3(Γ) ∈ G3(n,M) tiene un apareamiento perfecto reducido},

• F redM = {L3(Γ) ∈ Gred3 (n,M) tiene un apareamiento perfecto},

• EM ′ = {L3(Γ) ∈ G3(n,M) tiene exactamente M
′

aristas reducidas}.
Tomemos un hipergrafo L3(Γ) ∈ G3(n,M) y saquemos las hiperaristas no reducidas, obtenemos

un hipergrafo L′3(Γ) ∈ Gred3 (n,M ′) con M ′ ≤ M . Fijemos M ′ ≤ M y supongamos que L3(Γ)
tiene exactamente M ′ hiperaristas reducidas. Entonces L3(Γ) contiene un apareamiento perfecto
reducido si y sólo si L′3(Γ) contiene un apareamiento perfecto, de lo que sigue que la existencia de
apareamientos perfectos reducidos es independiente de la distribución de las hiperaristas no reducidas.
Luego P(F redM ′ ) = P(FM |EM ′ ). Por otro lado, como M

′ ≤ M , P(F redM ′ ) ≤ P(F redM ), de lo que sigue que
P(FM |EM ′ ) ≤ P(F redM ) y como esto vale para todo M ′ ≤M , tenemos que

P(FM ) =
∑

M ′≤M

P(FM |EM ′ )P(EM ′ ) ≤
∑

M ′≤M

P(F redM )P(EM ′ ) = P(F redM ).

En consecuencia, un hipergrafo en Gred3 (n,M) tiene un apareamiento perfecto reducido.
�

A continuación, introduciremos modelos levemente modificados del modelo de permutación de
grupos aleatorios y del modelo de configuración de grafos aleatorios.

Definición 5.11 (Modelo de permutación reducido). El modelo de permutacion reducido, que
notaremos Fred(n, v), es el modelo de grupos aleatorios definido de la misma manera que el modelo de
permutación F(n, v), pero con la salvedad de que sólo consideramos palabras ćıclicamente reducidas, en
decir, que las permutaciones {π1

1 , π
2
1}, . . . , {π1

v , π
2
v} deben cumplir que π1

k(s) 6= s−1, π2
k(s) 6= (π1

k(s))−1

y π2
k(s) 6= s−1 para todo 1 ≤ k ≤ v y todo s ∈ S ∪ S−1.

Definición 5.12 (Modelo de configuración reducido). Decimos que un grafo G = (V,E) pertenece
al modelo Lred(n, v) si el conjunto de vértices V tiene 2n elementos, indexados por letras s1, . . . , sn,
s−1

1 , . . . , s−1
n y el conjunto de aristas E = {(s, πk(s)) : s ∈ V, 1 ≤ k ≤ v} donde πk son permutaciones

del conjunto V que cumplen que πk(s) 6= s−1 para todo k y para todo s ∈ V , elegidas de manera
uniforme e independiente dentro del conjunto de permutaciónes que cumplen tal propiedad.

Lema 5.3. Existe un v′ ∈ N tal que, si v ≥ v′ entonces con probabilidad abrumadora, un grafo
G ∈ Lred(n, v) es conexo y cumple que λ1(G) > 1

2 .

Demostración. Recordemos que por el teorema 5.1 el modelo de configuración cumple que existe
un C independiente de v tal que con probabilidad abrumadora:
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λ(G) > 1−
(√

2v − 1

v
+

log v

v
+
C

v

)
.

Consideremos v0 tal que 1 −
(√

2v−1
v + log v

v + C
v

)
> 1

2 y sea v ≥ v0. Para este v, calculemos la

probabilidad de que un grafo G ∈ L(n, v) pertenezca a Lred(n, v). Sabemos que la probabilidad de
que una permutación aleatoria no tenga puntos fijos tiende a 1

e cuando n tiende a infinito. Sea n0 tal
que si n ≥ n0,

P({π ∈ Sn no tenga puntos fijos}) ≥ 1
2e , con n ≥ n0. Luego:

P ({π1, . . . , πv no tienen puntos fijos}) ≥
(

1

2e

)v
> 0,

independiente de n
Y como el modelo de configuración toma de manera uniforme e independiente v permutaciones del

conjunto de n elementos, entonces:

P({G ∈ Lred(n, v)}) ≥ P ({π1, . . . , πv no tienen puntos fijos}) > 0,

si n ≥ n0.
Entonces, el conjunto de grafos que están en Lred(n, v) visto como subconjunto de L(n, v) es un

conjunto de probabilidad acotada por debajo por una constante mayor que cero. En consecuencia,
como la probabilidad de que un grafo en L(n, v) tenga λ1(G) ≤ 1

2 tiende a cero cuando n tiende a

infinito, entonces lo mismo ocurre con grafos en Lred(n, v). Luego, con probabilidad abrumadora, un
grafo en Lred(n, v) cumple que λ1(G) > 1

2 .
Además, se tiene que un grafo en el modelo de configuración es conexo con probabilidad abru-

madora ([12], Teorema 9.20). De hecho, se puede probar que un grafo aleatorio en este modelo tiene
con probabilidad abrumadora un ciclo hamiltoniano, es decir, un camino que recorre todos los vértices
del grafo pasando por cada uno de ellos a lo sumo una vez. Y como el conjunto Lred(n, v) tiene proba-
bilidad mayor que cero en L(n, v) para todo n ∈ N, tenemos que un grafo en Lred(n, v) es conexo con
probabilidad abrumadora. �

Corolario 5.2. Para v ≥ v′, un grupo aleatorio en Fred(n, v) tiene propiedad (T) con probabilidad
abrumadora.

Demostración. Sea Γ ∈ Fred(n, v), Γ = 〈S|R〉 y sea G′ el grafo definido de acuerdo a la definición

3.1. Sean G′i, i = 1, 2, 3 los grafos que particionan a G′ . Entonces, G′i es un grafo con vértices en

S ∪ S−1 y aristas {(s, πk(s))} con s ∈ S ∪ S−1 y con 1 ≤ k ≤ v. Luego, los grafos G′i son grafos
aleatorios pertenecientes al modelo Lred(n, v). Por el lema 5.3, con probabilidad abrumadora, estos

grafos son conexos y primer autovalor no nulo mayor a 1
2 . Luego, por el lema 3.5, λ1(G′) > 1

2 con
probabilidad abrumadora. Finalmente, aplicando el criterio espectral para presentaciones triangulares,
con probabilidad abrumadora, un grupo en Fred(n, v) tiene propiedad (T). �

Teorema 5.3. Para d > 1
3 , un grupo en el modelo triangular M(m, d) tiene propiedad (T) con

probabilidad abrumadora.

Demostración. Recordemos que un grupo Γ ∈M(n, d) esta presentado por 〈S|R〉 con |S| = n y
con |R| = (2n−1)3d = (2n−1)1+ε. Particionemos a R en v subconjuntos R1, . . . , Rv de igual cardinal,
con v tal que un grupo aleatorio en Fred(n, v) tenga propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

Definimos el grafo L3(Γi) ∈ Gred3 (n,M) de manera similar a la definición 5.10, con la salvedad
de que en vez de tomar relaciones en el conjunto R, las relaciones las tomamos en el subconjunto Ri.
Como |Ri| = 1

v (2n− 1)1+ε, por el lema 5.2, con probabilidad abrumadora cada grafo L3(Γi) tiene una

familia de relaciones de la forma {sπ1
i (s)π2

i }s∈S∪S−1 .
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Sea Γ′ = 〈S|R′〉, con R′ =
⋃

1≤i≤v
{sπ1

i (s)π2
i (s)}s∈S∪S−1 es un grupo aleatorio perteneciente a

Fred(n, v) y Γ es cociente de Γ′. Luego, como la propiedad (T) se preserva por cocientes, Γ tiene
propiedad (T) con probabilidad abrumadora. �

De esta manera, tenemos que con probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo triangular
tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora cuando d > 1

3 . Para ver que d es transición de fase,
necesitamos mostrar que con probabilidad abrumadora, un grupo en este modelo no tiene propiedad
(T) con probabilidad abrumadora cuando d < 1

3 . Para eso, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 5.1. Sea d < 1
3 , entonces con probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo

triangular tiene un cociente isomorfo a F2. Luego, con probabilidad abrumadora, un grupo en este
modelo no tiene propiedad (T).

Demostración. Para ver que hay un cociente que es un grupo libre, alcanza con ver que, con
probabilidad abrumadora, existen dos generadores que no aparecen en ninguna relación de la pre-
sentación. El cardinal de relaciones que no toma los últimos 2 generadores es (2m− 5)3, mientras que
todas las palabras de longitud 3 que podemos escribir es (2m − 1)3. En consecuencia, la probabili-

dad de tomar una de estas palabras que olvidan los últimos 2 generadores es (2m−5)3

(2m−1)3 . Calculemos la

probabilidad de que en una presentación, todas las relaciones no consideren los últimos 2 generadores.
Como elegimos (2m − 1)3d palabras de Wm,3 de forma uniforme e independiente, con reposición,

entonces la probabilidad anterior queda:(
(2m− 5)3

(2m− 1)3

)(2m−1)3d

=

(
2m− 5

2m− 1

)3(2m−1)3d

.

Entonces, tomando ĺımite sobre la cantidad de generadores

lim
m→∞

(
2m− 5

2m− 1

)3(2m−1)3d

= lim
m→∞

(
1− 4

2m− 1

)3(2m−1)3d

.

Este ĺımite es igual a 1 cuando d < 1
3 , mientras que cuando d > 1

3 este ĺımite es 0.
Luego, cada grupo que tiene como cociente un grupo libre no tiene propiedad (T), puesto que

propiedad se preserva por cocientes y mencionamos en el primer caṕıtulo que los grupos libres no
tienen propiedad (T) (Ejemplo 1.4). �

3. Propiedad (T) para el modelo de densidad de Gromov

A lo largo de este apartado, daremos una demostración completa de propiedad (T) para el modelo
de densidad de Gromov. Este resultado aparece en el trabajo de Ollivier [21], asumiendo propiedad
(T) para el modelo triangular cuando la densidad es mayor que 1

3 . Sin embargo, en [21] algunos
detalles técnicos están ausentes y nuevamente son Kotowski y Kotowski, en [16], quienes los proveen.

Para probar el resultado, veremos que cada grupo aleatorio en el modelo de densidad tiene un
subgrupo de ı́ndice finito que es isomorfo a un cociente de un grupo que tiene propiedad (T). Tal
grupo será un grupo aleatorio de un modelo triangular levemente modificado, en donde los grupos este
nuevo modelo tendrán propiedad (T) con probabilidad abrumadora. Luego, como tenemos propiedad
(T) para este modelo triangular, tendremos propiedad (T) para el modelo de densidad.

Una de las observaciones más importantes que debemos hacer es que necesitaremos tomar una
definición que flexibilice al modelo de densidad de Gromov. Esto se debe a que la existencia del
subgrupo asociado a un grupo en el modelo triangular está supeditada a que las letras del conjunto de
relaciones tengan longitud divisible por 3.

Cabe aclarar también que, a diferencia de lo que ocurre con el modelo triangular, no podemos
afirmar nada respecto a la existencia de transición de fase para la propiedad (T). Se sabe que cuando
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d < 1
5 un grupo en el modelo de densidad de Gromov no tiene propiedad (T) con probabilidad

abrumadora (Ollivier y Wise [22]). Sin embargo, hasta el momento no se sabe hasta el momento como
el es comportamiento de los grupos en el modelo de denidad para los valores d ∈ [ 1

5 ,
1
3 ].

Comenzaremos dando una demostración informal de cómo hallar el subgrupo de ı́ndice finito
isomorfo a un grupo en el modelo triangular de un grupo aleatorio en el modelo de densidad de
Gromov G(m, l, d).

Fijemos m, l, d, donde l es divisible por 3, y sea W el conjunto de palabras reducidas en los
generadores {a±1 , . . . , a±m} de longitud l

3 . Notemos que W admite una partición en subconjuntos W+,

W− tales que (W+)−1 = W− y (W−)−1 = W+.
Esta partición puede construirse de la siguiente manera. Tomemos w ∈ W , luego w−1 ∈ W y

además w 6= w−1, de lo contrario w2 seŕıa la identidad en el grupo libre de m generadores. En este
caso, pueden ocurrir dos cosas. Si la longitud de w es par, entonces verifica que w = a1 . . . a l

2
a−1
l
2

a−1
1 de

lo que sigue que w no es reducida. En cambio, si la longitud de w es impar, podemos escribir w = vau
donde a es la letra media de w y u, v son palabras en el grupo libre. Como w2 es la identidad, tenemos
que u = v−1, de lo que sigue que a2 es la identidad, lo cual es absurdo. Entonces determinamos que
w ∈W+ y w−1 ∈W−, e iteramos el proceso con W

′
= W \ {w,w−1}. Como el conjunto W es finito,

el proceso se termina.
Sea n = |W+|, y enumeremos de manera arbitraria las palabras del conjunto W+. Definimos

el morfismo φ : 〈b1, . . . , bn〉 → 〈a1, . . . , am〉, φ(bi) = wi, donde wi es la i-ésima palabra de W+

y donde 〈b1, . . . , bn〉, 〈a1, . . . , am〉 son los grupos libres de m y n generadores respectivamente. Si
tenemos Γ ∈ M(n, d), Γ = 〈b1, . . . , bn|R〉, entonces el morfismo φ manda una relación b1b2b3 en una
relación φ(b1)φ(b2)φ(b3). En consecuencia φ se factoriza por un morfismo ψ, ψ : 〈b1, . . . , bn|R〉 →
〈a1, . . . , am|φ(R)〉

Si las relaciones de φ(R) tienen todas longitud l, entonces 〈a1, . . . , am|φ(R)〉 es un grupo aleatorio
en G(m, l, d) (con la misma densidad d). El problema radica en que la palabra φ(b1)φ(b2)φ(b3) puede
tener cancelaciones entre śı, dando lugar que su longitud sea menor que l.

En vistas a salvar esta problemática, definimos la siguiente variante al modelo triangular:

Definición 5.13 (Modelo triangular positivo). Sea d ∈ (0, 1). Un grupo Γ ∈ M+(n, d) si admite
una presentación Γ = 〈S|R〉, con |S| = n y R un conjunto de (2n− 1)3d relaciones tomadas de forma
independiente y uniforme dentro del conjunto de relaciones de longitud 3, de manera tal que las letras
de cada palabra sean letras pertenecientes a S.

Diremos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en este modelo si

lim
m→∞

P
(
Γ ∈M+(m, d) : Γ tiene P

)
= 1.

Observación 5.5. Por definición, tenemos que M+(n, d) ⊂ M(n, d). Por otro lado, un grupo
aleatorio Γ ∈ M(n, d), con probabilidad abrumadora no pertenece a M+(n, d). Esto se debe a que

la probabilidad de que una palabra reducida en un conjunto de n generadores es n3

2n(2n−1)(2n−2) que

tiende a 1
6 cuando n tiende a infinito. Luego, la probabilidad de que un grupo en M(n, d) pertenezca a

M+(n, d) es aproximadamente
(

1
6

)(2n−1)3d

, que tiende a cero cuando n tiende a infinito.
Como consecuencia no podemos aplicar de manera directa el Teorema 5.3 para afirmar que con

probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo triangular positivo tiene propiedad (T) cuando d > 1
3 .

Para mostrar propiedad (T) en el modelo triangular positivo, nuevamente utilizaremos que un
grupo en este modelo es cociente de un grupo aleatorio en la siguiente variante del modelo de per-
mutación.

Definición 5.14 (Modelo de permutación positivo). Sean n, v ∈ N, n ≥ 2.Un grupo Γ ∈ F+(n, v)
si admite una presentación Γ = 〈S|R〉, con |S| = n y R un conjunto de relaciones determinado por
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v pares de permutaciones {π1
1 , π

2
1} . . . {π1

v , π
2
v} del conjunto de permutaciones de S elegidas de manera

de manera uniforme e independiente, de manera tal que R =
⋃
s∈S
{sπ1

k(s)π2
k(s)}1≤k≤v.

Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en F+(m, v) si

lim
n→∞

P
(
Γ ∈ F+(n, v) : Γ tiene P

)
= 1.

Veamos que un grupo en este modelo tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

Proposición 5.2. Existe un v0 ∈ N tal que si v ≥ v0, entonces con probabilidad abrumadora, un
grupo en el modelo F+(n, v) tiene propiedad (T).

Demostración. Sea Γ′ ∈ F+(n, v), Γ′ = 〈S|R〉 un grupo aleatorio y consideremos el grafo
asociado G′(Γ′) de acuerdo a la definición 3.1. Por definición de Γ′, tal grafo tiene por conjunto de

vértices a S ∪S−1 y por conjunto de aristas a E =
v⋃
k=1

{(s−1, π1
k(s)), (π1

k(s)−1, π2
k(s)), (π2

k(s)−1, s)}s∈S .

Este grafo, en este caso, es un grafo bipartito.
Descomponiendo a G′(Γ′) en grafos G′i, i = 1, 2, 3 obtenemos tres grafos bipartitos v-regulares.

Recordemos que cada grafo G′i = (Vi,Ei), i = 1, 2, 3, se construye de la siguiente manera. El conjunto
de vértices está dado por S ∪ S−1 para todo i. Por otro lado, para cada palabra w ∈ R, w = s1s2s3,
tenemos que (s−1

1 , s2) ∈ E1, (s−1
2 , s3) ∈ E2 y (s−1

3 , s1) ∈ E3. Queremos ver que el primer autovalor
no nulo de estos grafos es mayor a 1

2 . Para eso necesitamos el siguiente teorema correspondiente a
Friedman [7]:

Teorema 5.4. Consideremos un conjunto de vértices está dado por dos copias disjuntas del con-
junto {1, . . . , n}. Sea G = (V,E) un grafo bipartito, v-regular obtenido de manera tal que su conjunto
de aristas E = {(i, πk(i))}1≤k≤v,1≤i≤n, donde πk son permutaciones de {1, . . . , n} elegidas uniforme e
independientemente. Entonces, dado ε > 0

lim
n→∞

P

(
λ1(G) ≥ 1−

(√
2v(v − 1)

1
4

v
+
ε

v

))
= 1.

Tomando v0 tal que 1−
(√

2v(v−1)
1
4

v + ε
v

)
> 1

2 , tenemos que con probabilidad abrumadora, cada

grafo G′i tiene primer autovalor no nulo mayor a 1
2 . Aplicando Lema 3.5 tenemos que G′(Γ′) tiene

primer autovalor no nulo mayor a 1
2 .

Además tenemos que el grafo G′(Γ′) es conexo (Observación 9.11 [12]). Luego, por el teorema 3.1,
los grupos en este modelo tienen propiedad (T) con probabilidad abrumadora. �

Queremos ver que dado Γ ∈M+(n, d) existe Γ′ ∈ F+(n, v) tal que Γ = Γ′/N . Para eso, definiremos
un hipergrafo L3(Γ) y buscaremos un apareamiento perfecto en dicho hipergrafo.

Definición 5.15. Sea Γ ∈ M+(n, d), definimos un hipergrafo L3(Γ), L3(Γ) = (V,E), donde el
conjunto V = V1 t V2 t V3, donde nuevamente, cada Vi = S. Para cada relación w = s1s2s3 tenemos
la hiperarista e = (s1, s2, s3), si ∈ Vi

Observación 5.6. Notemos que L3(Γ) no pertenece a G3(n.M), ya que la manera de definir su
conjunto de vértices no considera palabras en S−1. Sin embargo, una variante del teorema 5.2 es
válida para L3(Γ). En consecuencia, si d > 1

3 , entonces G3(n.M) tiene un apareamiento perfecto con
probabilidad abrumadora.

Por otro lado, todas las hiperaristas de L3(Γ) son reducidas. En consecuencia, si conseguimos un
apareamiento perfecto, será necesariamente reducido.
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Observación 5.7. Si Γ ∈ M+(n, d), Γ = 〈S|R〉 entonces con probabilidad abrumadora el con-
junto R admite una subconjunto de relaciones de la forma {sπ1(s)π2(s)}s∈S donde πi son permuta-
ciones del conjunto S. Por la observación 5.6, cuando d > 1

3 , un grafo es este modelo admite un
apareamiento perfecto con probabilidad abrumadora. Luego tenemos una familia de relaciones de la
forma {sπ1(s)π2(s)}s∈S.

Observación 5.8. Supongamos que queremos hallar v familias de relaciones {sπ1(s)π2(s)}s∈S.
Entonces particionando el conjunto R en v subconjuntos Ri de igual cardinal. Luego en cada subcon-
junto Ri tendremos con probabilidad abrumadora un apareamiento perfecto, luego tenemos relaciones
{sπ1

i (s)π2
i (s)}s∈S.

Consideremos el grupo Γ′ = 〈S|R′〉 donde R′ =
⋃

1≤i≤v
{sπ1

i (s)π2
i (s)}s∈S. Luego Γ es cociente de Γ′

y Γ′ ∈ F+(n, v).

Corolario 5.3. Si d > 1
3 , entonces un grupo aleatorio en el modelo triangular positivo M+(m, d)

tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

A continuación, estudiaremos las condiciones necesarias para la existencia de un morfismo que
vaya del modelo triangular positivo a una variante del modelo de densidad, respetando la d. Para
eso, asumiremos en un principio, que la longitud l es divisible por 3. Comenzaremos con algunas
definciones:

Sean A = {a1, . . . , am} un conjunto de generadores. Llamamos letras positivas a los elementos de
A. Sea W l

3
el conjunto de palabras reducidas sobre A∪A−1 de longitud l

3 que comienzan y terminan

con una letra positiva. Por W
′

l notamos al conjunto de palabras w = w1w2w3, con wi ∈W l
3

Definición 5.16 (Modelo de densidad especial). Sean d ∈ (0, 1) y l divisible por 3. Diremos que
un grupo Γ = 〈S|R〉, Γ ∈ G∗(m, l, d) si |S| = m y R es un conjunto de (2n − 1)3d relaciones elegidas

de forma uniforme e independiente de W
′

l , donde n =
∣∣∣W l

3

∣∣∣. Una propiedad P ocurre con probabilidad

abrumadora en este model si lim
l→∞

P(Γ ∈ G∗(m, l, d) : Γ tiene P ) = 1.

Lema 5.4. Con las notaciones anteriores, si d ∈ (0, 1) y G ∈ G∗(m, l, d), entonces existe un
Γ ∈ M+(n, d), donde n = |W l

3
|, y un morfismo de grupos φ : Γ → G tal que φ(Γ) es un subgrupo de

ı́ndice finito de G.

Demostración. Fijemos m, l, d y enumeremos de manera arbitraria los elementos en W l
3
. Sea

{s1, . . . , sn} un conjunto de generadores. Definimos el morfismo φ : 〈s1, . . . , sn〉 → 〈a1, . . . , am〉,
φ(si) = wi donde wi es la i-ésima palabra de W l

3
y por 〈s1, . . . , sn〉 entendemos el grupo libre de n

elementos.
Si Γ = 〈S|R〉 ∈ M+(n, d), entonces φ se factoriza v́ıa ψ : Γ → 〈a1, . . . , am|φ(R)〉, donde |φ(R)| =

|R| = (2n−1)3d y 〈a1, . . . , am|φ(R)〉 ∈ G∗(m, l, d). Luego, el morfismo ψ manda un grupo en el modelo
triangular con densidad d en un grupo en el modelo de densidad especial, con la misma densidad d. A
medida que tomamos todos los grupos en el modelo triangular positivo, recuperamos todos los grupos
del modelo de densidad especial.

Veamos que este morfismo tiene ı́ndice finito. Primero, notemos que por definición de nuestro
morfismo ψ, ψ(Γ) está generado por las palabras de longitud l

3 que son de la forma avb con a, b ∈ A.

Para probar la finitud del ı́ndce, veremos que toda palabra en A ∪A−1 se puede escribir (en el grupo
libre) como una palabra de la forma u,su,stu, donde s, t son palabras en A ∪A−1 y v ∈ ψ(Γ). Luego,
la cantidad de coclases es menor o igual que |A ∪A−1|+ |A ∪A−1|2 que es finito.

Supongamos que tenemos una palabra de la forma avb−1 con v de longitud par, y a, b ∈ A.
Veamos que estén ψ(Γ). Sea k = l

3 − 2, y supongamos que la longitud de v es menor que 2k. Entonces

podemos escribir a v = v′v′′ donde |v′| = |v′′|, luego, avb−1 = (av′ut)(bv′′ut)−1 donde t ∈ A y u
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es una palabra arbitraria de manera tal que cada factor sea reducida. Supongamos ahora que la
|v| > 2k. entonces podemos escribir v = v1 . . . vjv

′v′′ donde |vi| = 2k, entonces podemos escribir

avb−1 = (av1t
−1
1 )(t2v2t

−1
3 ) . . . (av′ut)(bv′′ut)−1 con ti palabras positivas. Analogamente, podemos

construir una descomposición similar si tenemos una palabra de la forma a−1vb.
Supongamos que tenemos una palabra reducida w en A ∪ A−1. Separamos en casos. Si tiene

longitud impar, supongamos que w termina en una letra positiva, digamos a, consideremos una letra
positiva c 6= a. Entonces c−1w = c−1va ∈ ψ(Γ) . Procedemos análogamente si w termina con una letra
negativa. Esto termina el primer caso. Si w tiene longitud par, entonces puede pasar que w = avb−1

o w = a−1vb, casos que ya han sido considerados. De lo contrario, puede pasar que w = avb, a, b ∈ A,
entonces tomando c ∈ A, c 6= a, tenemos que c−1a−1vb = c−1w = c−1vb y estamos en el caso anterior.
Si w = a−1vb−1, entonces tomando nuevamente c ∈ A, c 6= a, caw = cvb−1. Como todas estan en
ψ(Γ), conclúımos la demostración. �

Corolario 5.4. Con probabilidad abrumadora, un grupo aleatorio en G∗(m, l, d) tiene propiedad
(T) cuando d > 1

3 .

Esto se desprende simplemente de notar que cuando l tiende a infinito, n tiende a infinito. En
consecuencia como en M+(n, d) un grupo aleatorio tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora,
y tales grupos se mapean como subgrupos de ı́ndice finito en un grupos aleatorios en G∗(m, l, d), estos
últimos tiene propiedad (T).

Proposición 5.3. Sea d > 1
3 . Entonces, con probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo de

densidad de Gromov tiene propiedad (T) siempre y cuando l sea divisible por 3.

Demostración. Sea Γ ∈ G(m, l, d), Γ = 〈S|R〉, entonces |R| = (2m − 1)ld. Veremos que, con

probabilidad abrubadora, exise un subconjunto de relaciones R′ ⊂ R tal que R′ ⊂ W
′

l y |R′| =

(2n− 1)3d′ con 1
3 < d′ < d y n =

∣∣∣W l
3

∣∣∣. Luego, el grupo Γ es cociente de Γ′ = 〈S|R′〉, Γ′ ∈ G∗(m, l, d′)

y por el corolario previo, Γ′ tiene propiedad (T), de lo que sigue que Γ tiene propiedad (T) con
probabilidad abrumadora.

Veamos que tal |R′| existe. Por definición n =
∣∣∣W l

3

∣∣∣ = m2(2m− 1)
l
3−2. Sea d′ tal que 1

3 < d′ < d

fijo (por ejemplo, el punto medio). Entonces,

|R′| = (2n− 1)3d′ = (2m2(2m− 1)
l
3−2 − 1)3d′ ≈

(
2m2

(2m− 1)2

)3d′

(2m− 1)ld
′
.

Calculemos la probabilidad de tener un conjunto como este. En primer lugar calculemos la pro-
babilidad de tener una relación en W

′

l :

|W
′

l | = m(2m− 1)l−6

(
m

2
+
m− 1

2

)3

(m− 1)2 = (2m− 1)l−6m(m− 1)2

(
m− 1

2

)3

.

Por otra parte, la cantidad de palabras redicidas de longitud l es 2m(2m− 1)l−1.

Luego, la probabilidad de que una palabra reducida w de longitud l esté en W
′

l es

(2m− 1)l−6m(m− 1)2
(
m− 1

2

)3
2m(2m− 1)l−1

=
(m− 1)2

(
m− 1

2

)3
2(2m− 1)5

≈ 1

6
.

Sean los eventos:
Ai = {Γ tiene exactamente i relaciones en W

′

l }

A = {Γ tiene menos de
(

2m2

(2m−1)2

)3d′

(2m− 1)ld
′

relaciones en W
′

l }
Veamos que P(A) −→ 0 cuando l tiende a infinito.
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P(A) =

(2n−1)3d
′∑

i=0

P(Ai) =

(2n−1)3d
′∑

i=0

(
1

6

)i(
1− 1

6

)(2m−1)ld−i

≤

(2n−1)3d
′∑

i=0

1

6

(
1− 1

6

)(2m−1)ld−
(

2m2

(2m−1)2

)3d′
(2m−1)ld

′

.

Aqúı usamos que (2n− 1)3d′ =
(

2m2

(2m−1)2

)3d′

(2m− 1)ld
′
. Luego la suma queda

1

6

(
2m2

(2m− 1)2

)3d′

(2m− 1)ld
′
(

1− 1

6

)(2m−1)ld−
(

2m2

(2m−1)2

)3d′
(2m−1)ld

′

≤

C(m, d)(2m− 1)ld
′
(

1− 1

6

)(2m−1)ld
′(

(2m−1)l(d−d
′)−ω(m,d)

)
.

Donde C(m, d) y ω(m, d) son constantes que no dependen de l. Un cálculo directo muestra
que esta expresión tiende a 0 cuando l tiende a infinito. Luego, tenemos tal |R′| con probabilidad
abrumadora. �

Finalmente, lo que tenemos hasta entonces es lo siguiente

lim
l→∞

P(Γ ∈ G(m, 3l, d) : Γ tiene (T)) = 1

si d > 1
3 .

Para probar el resultado para un aleatorio arbitrario, es necesario flexibilizar la condicion de tener
relaciones de longitud exactamente l, por la condición levemente más débil de tener relaciones de
longitudes l,l + 1,l + 2.

Finalizamos este apartado mostrando propiedad (T) para esta variante del modelo de densidad de
Gromov, que considera relaciones de longitudes l,l + 1,l + 2.

Teorema 5.5. Si consideramos G(m, l, d) el modelo de densidad de Gromov definido por la condi-
ción de considerar relaciones de longitudes l,l + 1,l + 2. Sea d > 1

3 , entonces un grupo aleatorio en
este modelo tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

Demostración. Sea Γ un grupo aleatorio en ese modelo. Veremos que Γ es cociente de un grupo
aleatorio Γ′ ∈ M(m, l0, d

′), donde 1
3 < d′ < d fijo, y l0 ∈ {l, l + 1, l + 2} de manera tal que sea

divisible por tres. Queremos ver que un grupo aleatorio Γ tiene al menos (2m − 1)ld
′
, relaciones de

longitud divisible por 3. Notemos que el conjunto en donde tomamos las relaciones tiene cardinal
(2m− 1)l + (2m− 1)l+1 + (2m− 1)l+2 = (2m− 1)l(3 + 6m+ 4m2). En consecuencia, la probabilidad
de tomar una relación de longitud divisible por 3 siempre es mayor a 1

(3+6m+4m2) . Veamos que la

probabilidad de que no tengamos tal cantidad de relaciones tiende a cero cuando l tiende a infinito.
Sean los eventos:

(1) Ai = {Γ ∈ G(m, l, d) : tiene exactamente i relaciones de longitud divisible por 3},

(2) A = {Γ ∈ G(m, l, d) : tiene menos de c(2m− 1)ld relaciones divisible por 3}.

P(A) =

(2m−1)ld
′∑

i=0

P(Ai) ≤
(2m−1)ld

′∑
i=0

(
1

3 + 6m+ 4m2

)i(
1− 1

3 + 6m+ 4m2

)(2m−1)ld−i

≤



3. PROPIEDAD (T) PARA EL MODELO DE DENSIDAD DE GROMOV 47

(2m− 1)ld
′
(

1− 1

3 + 6m+ 4m2

)(2m−1)ld−(2m−1)ld
′

=

(2m− 1)ld
′
(

1− 1

3 + 6m+ 4m2

)((2m−1)l(d−d
′)−1

)
(2m−1)ld

′

.

Y esta expresión tiende a 0 cuando l tiende a infinito. Aqúı acotamos cada factor que aparećıa en
la suma por los correspondientes valor más chicos de cada uno.

Como consecuencia, con probabilidad abrumadora tenemos (2m−1)ld
′
relaciones de longitud divisi-

ble por 3. Consideremos el grupo aleatorio Υ generado por los m generadores y que tiene esas relaciones
divisibles por 3, entonces Γ es un cociente de Υ y por la proposición anterior, Υ tiene propiedad (T)
con probabilidad abrumadora. Luego Γ tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora. �
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