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Introduccién

La propiedad (T) de Kazhdan es una propiedad de representaciones de grupos localmente com-
pactos y Hausdorff. Fue introducida por Kazhdan en [15] para mostrar que ciertos reticulos en grupos
de Lie son finitamente generados. A partir de ese entonces, los grupos con propiedad (T) comenzaron
a ser importantes en distintas dreas de la matematica, que van desde el dlgebra abstracta y la teoria
combinatoria de grupos, hasta el estudio de factores en Algebras de von Neumann y el cdlculo de
normas de operadores de convolucién.

Entre otras aplicaciones, podemos senalar:

e Construccién de grafos expanders. A mediados de la década del 70, Margulis fue el primero
en construir de manera explicita esta familia de grafos [18].

e Existencia de factores de tipo II; con grupo fundamental numerable. En 1980, Connes de-
mostré que si I' es un grupo discreto infinito con propiedad (T) tal que todas las clases por
conjugacién son infinitas, entonces el dlgebra de von Neumann de I' es un factor de tipo II;
con grupo fundamental numerable [4].

e El problema de Ruziewicz. Durante anos estuvo abierta la pregunta si la dnica medida
definida sobre los conjuntos medibles Lebesgue de la esfera S™, n > 2 es la medida de
Lebesgue. Para dar la respuesta por la afirmativa, la propiedad (T) juega un rol fundamental
en este trabajo cuando n > 4. Entre otros autores que trabajaron este problema, se destacan
Margulis, Rosenblatt y Sullivan [19], [23], [25].

Sin embargo, los ejemplos de grupos con propiedad (T) que se conocian hasta entonces provenian
de la teorfa de grupos de Lie. Recién en 1994, Cartwright, Mlotkowski y Steger en [2] dieron los
primeros ejemplos de grupos discretos con propiedad (T) fuera de la teoria de grupos de Lie. A su
vez, a finales de la década del 90, Shalom en [24] mostré propiedad (T) para SL(n,Z) sin pasar por
la condicién de ser reticulo en un grupo de Lie. Ambos trabajos se destacan por dar constantes de
Kazhdan explicitas, algo que hasta ese entonces no se conocia.

Para los propdsitos de esta tesis cabe destacar al de Zuk [26], que da condiciones suficientes para
que un grupo discreto tenga propiedad (T), exhibe constantes de Kazhdan y vincula la propiedad (T)
con la teoria de grupos aleatorios.

La teoria de grupos aleatorios tiene como finalidad estudiar cudles propiedades de grupos fini-
tamente generados y finitamente presentados son genéricas. Introducida por Gromov en [9], gané
muchisima popularidad no solo por los avances que brindé en el estudio de la teoria de grupos, si no
también porque permitié dar ejemplos de grupos con propiedades exdticas. Esencialmente, se trata de
dar un conjunto de reglas, que llamamos modelo, y estudiar cudles propiedades, o cudles elementos,
0 qué tipo de comportamiento tienen casi todos los grupos. El modelo més famoso es el modelo de
Densidad de Gromov, introducido en el trabajo previamente citado. En este modelo se cumple que
casi todo grupo es hiperbdlico [20] (en consecuecia, casi todo grupo en ese modelo resuelve el problema

v



vi Introduccién

de la palabra). En [22] y [26], se estudia c6mo se comporta la propiedad (T) como propiedad genérica
en el modelo de densidad de Gromov.

A lo largo de este trabajo estudiaremos dos criterios espectrales que brindaran condiciones sufi-
cientes para que un grupo tenga propiedad (T). El primero, tiene como ventaja que permite obtener
constantes de Kazhdan explicitas para cierto conjunto de generadores. El segundo, tiene como princi-
pal aplicacién el estudio de la propiedad (T) como una propiedad genérica del modelo de densidad de
Gromov.

La presente tesis estd organizada de la siguiente manera. En el capitulo 1 daremos una intro-
duccién a la propiedad (T), incluyendo los principales resultados y exhibiendo algunos ejemplos. En
los capitulos 2 y 3, estudiaremos los dos criterios espectrales que enuncia Zuk en [26]. El capitulo
4 brinda una introduccién a la teoria de grupos aleatorios. Alli veremos los modelos de grupos que
utilizaremos en lo que resta de esta tesis. Ademds incluiremos una breve introduccién a la teorfa de
grupos hiperbélicos. En el capitulo 5, estudiaremos la propiedad (T) como propiedad genérica tanto
en el modelo de densidad de Gromov, como en el modelo triangular.



CAPITULO 1

Propiedad (T) de Kazhdan

La propiedad (T) de Kazhdan estudia la existencia de puntos fijos en representaciones unitarias.
Existen varias definiciones equivalentes de la propiedad (T), ya sea dada por la existencia de conjuntos
de Kazhdan compactos, condiciones en términos de cohomologias de acciones de grupos o también se
puede definir a partir de la topologia de Fell en el dual unitario.

Comenzaremos dando los resultados que utilizaremos a lo largo del presente trabajo, luego, daremos
una serie de ejemplos de grupos tanto con propiedad (T), como aquellos que no la tienen. Finalizaremos
mencionando teoremas importantes relacionados a la propiedad (T). No se dardn demostraciones en
este capitulo, ya que todo el contenido aqui mencionado ha sido visto en la materia Grupos, Dindamica
y Geometria. Como referencia, citamos al libro de Bekka, de la Harpe y Valette [1], que brinda una
excelente introduccion a esta teoria.

A lo largo de todo este capitulo, por un grupo topolégico entenderemos un grupo topoldgico local-
mente compacto y Hausdorff, y por un espacio de Hilbert, un espacio de Hilbert sobre los complejos.

DEFINICION 1.1. Sea G un grupo topoldgico. Una representacién unitaria de G sobre un espacio
de Hilbert H es un morfismo de grupos continuo w : G — U(H), donde U(H) denota al conjunto de
los operadores unitarios sobre H. La topologia en U(H) es la topologia fuerte de operadores, es decir,
aquella tal que Y& € H, la funcidn f: G — H, f(g) = m(g)¢ es continua.

A una representacién unitaria la notamos (7, H) o (7, ) en el caso de que no se preste a confusion.

Todo grupo localmente compacto y Hausdorff G tiene una representacién unitaria. Consideremos
 la medida de Haar a izquierda de G y sea L?(G, it), que es un espacio de Hilbert. G actia en L?(G, p)
via gF(z) = F(g~'z). Como la medida de Haar a izquierda es G invariante, tenemos que ||gF| = ||F||
por lo tanto, la accién de G es una representacién unitaria. Esta se llama la representacién regular a
izquierda.

DEFINICION 1.2. Sea (w,3) una representacion unitaria de G.

(1) Para un conjunto Q@ C G y un ndmero ¢ > 0, decimos que un vector { € H, & # 0 es
(Q, €)-invariante si

sup [|m(x)€ — & < €l[¢]-
z€Q

(2) Decimos que la representacion (m,H) tiene vectores casi invariantes si para todo conjunto
compacto @ y para todo real € > 0, existe un vector (Q, €)-invariante.

(3) Decimos que la representacion tiene un vector G invariante no nulo si existe £ € H, £ # 0
tal que Vg € G, w(g)¢ = €.

OBSERVACION 1.1. Supongamos que & es un vector (Q, €)-invariante. Si Q' CQy € > ¢, entonces
€ es (Q',€)-invariante.
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DEFINICION 1.3. Sea G un grupo topolégico. Un subconjunto Q C G es un conjunto de Kazhdan
si existe un € > 0 con la siguiente propiedad: para toda representacion unitaria (w,H) que posee un
vector (Q, €)-invariante, entonces posee un vector G invariante no nulo.

En este caso, se dice que € es una constante de Kazhdan de G para Q, y se dice que el par (Q,€)
es un par de Kazhdan.

Cabe destacar que tener un par de Kazhdan (Q, €) y un vector £ que es (Q, €)-invariante no implica
que £ sea invariante. Solamente afirma la existencia de vectores invariantes.

DEFINICION 1.4. Decimos que un grupo topoldgico G tiene la propiedad (T) de Kazhdan si G tiene
un conjunto de Kazhdan compacto.

Podemos pensar a la propiedad (T) como una propiedad de rigidez. Cada vez que tenemos un
vector que se “mueve” poco por cierto conjunto compacto, entonces, tenemos un vector que queda fijo
por todo el grupo. En muchas aplicaciones es importante tratar de conseguir conjuntos de Kazhdan
lo mas chicos posibles, y conseguir constantes de Kazhdan lo més grandes posibles.

Con esta definicién, no parece sencillo exhibir conjuntos que tengan la propiedad (T). Sin embargo
tenemos el siguiente resultado ([1], Proposicién 1.1.5).

PROPOSICION 1.1. Sea G un grupo topoldgico. Entonces el par (G, \/i) es un par de Kazhdan. En
consecuencia los grupos topoldgicos compactos tienen propiedad (T).

Este resultado también suele ser utilizado de la siguiente manera. Se exhibe un par de Kazhdan
con la propiedad que, si tenemos vector casi invariante para ese par, entonces ese vector es (G, \/?)—
invariante, luego el grupo tiene propiedad (T).

Si tenemos un grupo topolégico G con propiedad (T), podemos preguntarnos cémo es el com-
portamiento de los cocientes y los subgrupos de G con respecto a la propiedad (T). Los siguientes
resultados van en esa direccién ([1], Teorema 1.3.4).

PROPOSICION 1.2. Sea G un grupo topoldgico con propiedad (T), y sea H un grupo topoldgico tal
que existe un morfismo ¢ : G — H continuo cuya imagen de G por ¢ es densa en H. Entonces H
tiene propiedad (T) y ademds, si (Q,¢€) es un par de Kazhdan para G, entonces (¢(Q),€) es un par de
Kazhdan para H.

COROLARIO 1.1. Todo cociente de un grupo topoldgico con propiedad (T) tiene propiedad (T).

Con respecto a subgrupos de grupos con propiedad (T), veremos que existen grupos con propiedad
(T) que tienen subgrupos que no tienen (T) (Ejemplo 1.3). En consecuencia, esta propiedad no se
preserva por subgrupos.

De la misma manera, existen grupos con propiedad (T) que son subgrupos de grupos sin propiedad
(T), como por ejemplo S! = {z € C : |z| = 1} que tiene propiedad (T) por ser compacto y es subgrupo
de C* que veremos mds adelante que no tiene propiedad (T).

Sin embargo, existe un resultado que relaciona el comportamiento de grupos y subgrupos en
términos de esta popiedad. Comenzamos con una definicién.

DEFINICION 1.5. Si G es un grupo topolégico y H C G un subgrupo cerrado. Decimos que H
tiene covolumen finito en G, si el conjunto G/H admite una medida de borel G-invariante u tal que
w(G/H) < oo.

TEOREMA 1.1. 5S¢ G es un grupo topoldgico localmente compacto y H un subgrupo de G que tiene
covolumen finito. Son equivalentes:

(1) G tiene propiedad (T).

(2) H tiene propiedad (T).
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Una demostracién de este hecho se puede encontrar en [1], Teorema 1.7.1. Como consecuencia de
este teorema tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 1.2. Sea G es un grupo topoldgico, y H un subgrupo de indice finito. Entonces G
tiene propiedad (T) si y sélo si H tiene propiedad (T).

Cabe destacar que durante mucho tiempo la tnica forma de demostrar la existencia de grupos
discretos infinitos con propiedad (T) fue a partir de la condicién de ser reticulos (y en consecuencia,
subgrupos con covolumen finito) en grupos de Lie con propiedad (T).

A continuacién, daremos algunos ejemplos. Ya vimos que tienen propiedad (T) los grupos topoldgi-
cos compactos. Veamos algunos grupos no compactos no propiedad (T).

EJeEmMPLO 1.1. Los grupos SL(n,R) y SL(n,Z), n > 3 tienen propiedad (T). Bdsicamente, esto es
lo que mostrd Kazhdan en [15].

Shalom demostrd en [24] que SL(n,Z) tiene propiedad (T) sin pasar por la propiedad de ser
reticulo de SL(n,R) abriendo nuevos horizontes en el estudio de esta teoria.

EJEMPLO 1.2. En la misma linea que el ejemplo anterior se encuentran los grupos Sp(2n,R) y
Sp(2n,Z), n > 2 que también tienen propiedad (T).

Para encontrar grupos que no tengan propiedad (T), introducimos el concepto de amenabilidad.
La teoria de grupos amenables fue introducida por von Neumann y a partir de entonces tuvo un fuerte
desarrollo. Veremos que, en el caso de grupos no compactos, la propiedad (T) se comporta de manera
opuesta a la amenabilidad ([1], Teorema 1.1.6).

DEFINICION 1.6. Un grupo topoldgico G es amenable si toda accidn afin de G sobre un espacio
convezo, compacto, no vacio X de un espacio vectorial topolégico tiene un punto fijo.
TEOREMA 1.2. St G es un grupo topoldgico, entonces son equivalentes:
(1) G tiene propiedad (T) y es amenable.

(2) G es un grupo compacto.

Ejemplos de grupos amenables son los grupos abelianos, los grupos nilpotentes, los grupos solubles,
los grupos compactos, entre otros. Como consecuencia, Z" y R™ no tienen propiedad (T). Ademds se
desprende de la definicién que la amenabilidad es heredada por subgrupos.

Como corolario de este ultimo teorema y de la proposicién 2, tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 1.3. Si G tiene propiedad (T) y ¢ : G — H es un morfismo de grupos continuo
donde H = Z", H = R" o H = R*, entonces ¢(G) = {Idy}. En particular, todo grupo con la
propiedad (T) es unimodular'.

EJEMPLO 1.3. Sea ¢ : R — SI(3,R),

1 0 z
ox)y=(0 1 0
0 0 1

¢ es un morfismo de grupos que es monomorfismo, luego, R es un grupo amenable que es subgrupo
de un grupo con la propiedad (T). Esto prueba que la propiedad (T) no se preserva por subgrupos.

Tampoco vale que si tenemos un subgrupo H con propiedad (T) de un grupo G este tltimo
tenga (T). Notemos que SL(n,R) < GL(n,R). Pero GL(n,R) no tiene propiedad (T), ya que tomar
determinante da un morfismo sobreyectivo de GL(n,R) a R.

IRecordemos que un grupo es unimodular si la medida de Haar a izquierda coincide con la medida de Haar a
derecha.
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EJEMPLO 1.4. Los grupos libres no tienen la propiedad (T). Esto se debe a que Z™ es cociente del
grupo libre F,,. De tener I, propiedad (T), entonces Z™ tiene propiedad (T). Pero Z resulta amenable
no compacto, contradiciendo el teorema 2.2

A modo de corolario del ejemplo anterior, se desprende que el grupo SI(2,Z) no tiene (T). Esto
se debe a que el grupo Fy es un subgrupo de indice finito en SI(2,Z). Luego tampoco tiene propiedad
(T) el grupo Si(2,R).

Finalizaremos este apartado dando una serie de resultados conocidos y algunas equivalencias de
propiedad (T). Comenzaremos por uno de los resultados mds importantes, esencialmente atribuido a
Kazhdan.

TEOREMA 1.3. Sea G es un grupo topoldgico, con propiedad (T), entonces G es compactamente
generado. En particular si el grupo es discreto, es finitamente generado.
Ademds, si Q es un conjunto de Kazhdan con interior no vacio, entonces @ es un generador de

G.

La propiedad (T) de Kazhdan se puede describir en términos de lo que se conoce como la 1-
cohologia de isometrias afines. En lineas generales, una accién por isometrias afines es un morfismo
de grupos continuo ® : G — Isom(H) donde H es un espacio de Hilbert real e Isom representa al
grupo de isometrias de H dotado de la topologia fuerte. Como corolario del teorema de Mazur-Ulam,
se tiene que Isom(H) = O(H) x (H), donde O(H) representa al grupo de operadores ortogonales de
H. Entonces podemos escribir a ¢(g) = (7(g),b(g)) donde w(g) € O(H). La asignacién g € G — 7(g)
define un morfismo de grupos, que llamamos representacién ortogonal y la asignacién g € G — b(g)
cumple que b(gh) = b(g) + 7(g)b(h).

DEFINICION 1.7. Sea 7 una representacion ortogonal de G sobre un espacio de Hilbert real H.

(1) Una funcion b : G — H continua tal que Yg,h € G, b(gh) = b(g) + 7(g)b(h) se llama un
1-cociclo asociado a 7. Al conjunto de 1-cociclos asociados a w lo notamos Z*(G, ).

(2) Un I-cociclo b para el cual existe un & € H tal que Yg € G, b(g) = 7(g)€ — £ se llama un
1-coborde asociado a 7. Al conjunto de 1-cobordes asociados a m lo notamos BY(G, ).

(3) Se define HY(G,7) = Z1(G,n)/BY(G, ), la 1-cohomologia con coeficientes en .

(4) Dado un I-cociclo b asociado a w, se define a(g) = w(g) + b(g). Vale que « es una accion
por isometrias afines de G.

La condicién de que un 1-cociclo sea un 1-coborde quiere decir que la acciéon por isometrias «
asociada tiene un vector invariante por G. Ademds, se puede ver que un 1l-coborde cumple que es
acotado, o lo que es lo mismo, que todas las érbitas de la accién « asociada son acotadas ([1], Teorema
2.12.4).

TEOREMA 1.4 (Delorme-Guichardet). Sea G un grupo topoldgico. Entonces:
(1) Si G tiene propiedad (T), entonces para toda w representacion ortogonal, H' (G, ) = 0.

(2) Si G es ademds o-compacto tal que H(G,7) = 0 para toda representacion ortogonal T,
entonces G tiene propiedad (T).

Para finalizar, se dard un breve comentario de la propiedad (T) en términos de la topologia de
Fell. Detalles técnicos seran omitidos en su totalidad, pero el interesado puede encontrarlos en el

2Los grupos libres poseen lo que se conoce como propiedad de Haagerup, que es una generalizaciéon de amenabilidad.
Al igual que lo que ocurria con amenabilidad, si un grupo tiene propiedad (T) y la propiedad de Haagerup, entonces es
compacto [3].
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libro de Bekka, de la Harpe y Valette, [1], secciones 1.2 y apéndice F. La topologia de Fell permite
construir un espacio topoldgico en un conjunto de representaciones unitarias de un grupo topolégico
G. Como la familia de todas las representaciones unitarias no es un conjunto, uno debe tomar una
subfamilia propia de la familia anterior de manera tal que esa familia sea un conjunto. Por ejemplo,
uno puede tomar el conjunto de las representaciones irreducibles de G, o también el conjunto de las
representaciones de dimensién finita de G. Una vez fijado un conjunto de representaciones, la topologia
de Fell brinda una estructura de espacio topoldgico a dicho conjunto.

TEOREMA 1.5. Sea G un grupo topoldgico. Entonces son equivalentes:
(1) G tiene propiedad (T).

(2) La representacion trivial es aislada en el conjunto de las representaciones irreducibles de G
con la topologia de Fell.

La topologia de Fell brinda un marco conceptual que permite mostrar de manera sencilla el teorema
1.2. Por un lado, tenemos que que amenabilidad implica que la representacién trivial es un punto de
acumulacién de la representacién regular a izquierda [11]. Por otro lado, propiedad (T) afirma que cada
vez que la representacién trivial es punto de acumulacién de una representacién (w, H), entonces la
representacion trivial es subrepresentacion de (7, H). De esta manera, obtenemos que la representacion
trivial es subrepresentacion de la representacién regular a izquierda. Pero la unica forma de que esto
ocurra es que esta ultima contenga a las funciones constantes, lo que implica que el grupo es compacto.
Ademsds, a este teorema le debemos la notacién (T), que simplemente significa que la representacién
trivial esta aislada.






CAPITULO 2

Criterio espectral para grupos finitamente generados

En este capitulo, estudiaremos el primero de los criterios espectrales que permiten determinar si
un grupo tiene la propiedad (T) y que ademés provee constantes de Kazhdan explicitas. Este criterio
le corresponde a Zuk, quien lo enunci6 y probd en [26]. Para ello, a partir de un grupo finitamente
generado I' y un conjunto de generadores S, definiremos un grafo G con la propiedad de que si el
primer autovalor no nulo A;(G) del laplaciano de G es mayor que 3, entonces I tiene (T). Adem4s, la
cota es Optima, ya que veremos en el ejemplo 2.1 que si consideramos los enteros en los generadores
{£1,£2}, entonces A(G) = %, pero los enteros no tienen propiedad (T).

El capitulo esta organizado de la siguiente manera. La primera seccion esta dedicada a introducir
conceptos basicos de andlisis arménico en grafos. Luego, estudiaremos el criterio espectral de Zuk y
finalmente concluimos con dos ejemplos.

En lo que sigue, I' denotard un grupo discreto, finitamente generado.

1. Analisis Armédnico en grafos

En esta seccién daremos algunas nociones de analisis armoénico en grafos. Repasaremos las defini-
ciones de grafos pertinentes a nuestro problema, y espacios de Hilbert asociados a ellos. Ademas,
presentaremos un estudio abreviado de las propiedades del Laplaciano de G que utilizaremos a lo largo
del trabajo.

DEFINICION 2.1. Un par (V,E), con V un conjunto y E C V XV, se dice un grafo. Los elementos
de V' se dicen vértices, mientras que los elementos de E se llaman aristas. Al par lo notamos G.

Decimos que G es un grafo no dirigido si para cada e = (x,y) € E, entonces € = (y,z) € E.
Cuando V es finito, decimos que el grafo es finito. En un principio, G no es necesariamente finito, pero
el criterio espectral de Zuk y sus aplicaciones no utilizan grafos infinitos.

Si dos vértices estan conectados por una arista, decimos que esos vértices son adyacentes. Dado
x € V, defnimos el grado de s como gr(s) = #{y € V : y es adyacente a s}.

Decimos que G es conexo si para cada par x,y € V, existe una sucesién finita de aristas adyacentes
que conectan el vértice z con y.

Dado un grafo G, definimos los siguientes espacios de Hilbert:

o &0={f:VC: ¥ |f(x)Pgr(z) < oo},

zeV
(f9) = %:Vf(x)mgr(x)-
e &1 ={F:E— C:F(e) = —F(e); %:E|F(e)‘2}’

(F,G)y=>_ F(e)G(e).

eckE
Al par (€Y, (,)) lo notamos ¢*(G, gr).
En el caso de tener un grafo no dirigido G definimos D : €% — &' Df(e) = f(z) — f(y), donde
e=(z,9).

PROPOSICION 2.1. D esta bien definida.
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DEMOSTRACION. Clarmente, Df(e) = —Df(e). Veamos que (Df, Df) < c||f||.

(Df,Dfy =3 Df(e)Dfle)= Y (fl&) = fW)(f(z) — f(y) =

eckE (z,y)€EE
= Y f@) @)+ f)f(y) = 2Re(f(2) f(y))-
(z,y)€E

Entonces,

(DEDAHI < D (F@P+IF WP + 20 @) fW)]).

(z,y)€EE

Por Hélder, 3, f(w)llf(y)lé< > |f($)|2> <(Z If(y)|2> :

(z,y)€E (z,y)€E z,y)EE
Ahora, como el grafo no es dirigido, cada término se repite tantas veces como el grado del vértice,

por lo tanto la desigualdad queda:

ST =D Ifw)Pory) = lI£1°-

(z,y)€E yev

Entonces,

(DF, DA < D 1F@)Pgr(e) + Y 1) gr(y) +2IIF 17 = 4llf 1>

zeV yeV

Estamos en condiciones de definir el operador de Laplace de un grafo G.

DEFINICION 2.2. Sea G un grafo tal que todo vértice tiene grado finito. Se define Af como

S
t:(s,t)€EE

Hay diferentes definiciones del operador de Laplace en la literatura. Esta que utilizamos es la
version normalizada del Laplaciano, pues en la definicion puntual aparece el grado de cada vértice
dividiendo.

Veamos algunas propiedades de A.

PROPOSICION 2.2 (Férmula de Green). Si f,g € £%(G, gr), entonces

S Af(@)gl@or() = 5 3 DF(Dg(e).

zeV ecE

DEMOSTRACION. Primero, notemos que

Y Df(e)Dgle) = > (f(x) = f(y)(9(x) - g(y)) =

e€E (z,y)€E

> f@g@) + F)g(y) — F(@)a(y) — fy)g(x).

(z,y)€EE

Como (z,y) € E < (y,z) € E, tenemos que



1. ANALISIS ARMONICO EN GRAFOS 9

Y f@e) + fwa@) =2 Y f@)gy)

(z,y)€E (z,y)€E

Ademids, Y. f(z)g(x)+ fly)gly) =2 > f(z)g(x)gr(z).

(I,y)E]E zeV
Por lo tanto,

Yo (@) = fW)g(x) —g(y) =2 fla)g(@)gr(z) =2 | > fl@)g(y)

(z,y)€E zeV (z,y)€E

Por otra parte

> Af(x)g(a)gr(z) =

z€V zeV

Yoo @) = f) | g(x)gr(x) =

gr(@) y:(z,y) €L

> f@glagr(z) — D flx)g(y).

zeV (z,y)€EE
Lo que concluye la prueba de la Férmula de Green. O
COROLARIO 2.1. (1) A= %D*%D, luego es un operador positivo.

(2) A es diagonalizable y cuando el grafo es conexo, 0 es autovalor simple.

DEMOSTRACION. (1) Se desprende de que

(Af.9) = Y Af@)g@@or() = 5 3 Df(Dg(e) = 5 (Df. Dy).

zeV ecE

(2) A es positivo, luego es diagonalizable con todos sus autovalores positivos.
Una cuenta directa muestra que si f es constante, Af = 0. Por otra parte, si f es
autovector de autovalor 0,

1 1
0=(ALN =3 IDIER =5 3 If@) - Fw)*
eckE (z,y)€E
Luego, es constante en cada cada componente conexa. En particular, si el grafo es conexo,
0 es autovalor simple.
O

OBSERVACION 2.1. A es un operador positivo, sus autovalores son numeros reales no negativos.
Luego, como corolario de la proposicion 2.1, tenemos que los autovalores del laplaciano estdan contenidos
en el intervalo [0,2].
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2. Propiedad (T) y espectro de A

Esta seccién estd dedicada a demostrar uno de los resultados centrales de [26]. En primera ins-
tancia, definiremos el grafo G y daremos sus principales propiedades. Luego, definiremos una nueva
familia de espacios de Hilbert que vincularan representaciones unitarias de I' con el grafo G, y que
serdn el puente para demostrar el resultado principal de este capitulo.

A lo largo de esta seccidn, S serd un conjunto de generadores simétrico de I'.

DEFINICION 2.3. Sea I’ un grupo numerable y S un conjunto de generadores simétrico, definimos
el grafo de T' asociado a S al grafo G = (V,E) cuyos vértices son los elementos de S y un par (s,t) € E
sis,t,s7't € S. Lo notamos Gg.

OBSERVACION 2.2. El grafo Gg es no dirigido, pues si (s,t) € E, entonces s~'t € S y luego por
simetria t~'s € S, entonces (t,s) € E.

En un principio Gg no tiene por qué ser conexo. Pero cambiando el conjunto de generadores por
otro més grande podemos obtener un grafo Gg conexo.

LEMA 2.1. Sea S’ = SUS? — {e}, entonces el grafo Gg/ es conexo.

DEMOSTRACION. Primero notemos que dos elementos de S estdn conectados en Gg/. Observemos
que si s,t € S, entonces s~ 't,t71s € S2, luego, si t # s~! entonces (s, ), (t,s) € E.

Sea z € S?, veamos que lo podemos conectar a un elemento de S. Como s € 52, z = st. Entonces,
(r,s) EEpues z~ts=t"ts"ls=t"1es. O

LEMA 2.2. Dado un vértice s, gr(s) = gr(s™1).

DEMOSTRACION. Sea s un vértice, entonces gr(s) = #{t € S tales que st € S}. Como S es
simétrico, gr(s) = #{t € S tales que t 's € S}. Para cada t, tenemos r tal que r = r(t) = ¢t 1s,
entonces, el par (s~1,7) es una arista del grafo. Luego, gr(s) < gr(s~!). Aplicando la desigualdad
para s~! obtenemos que gr(s~!) < gr(s). Luego, son iguales. O

DEFINICION 2.4. Sea (m,H) una representacién unitaria de I’ y sea Gg. Definimos los siguientes
espacios de Hilbert.

(1) C° = {u:u € H}, donde (u,v)co = (u,v)5|E|.
(2) Ct={f:S5 — H tal que f(s7') =7(s)f(s) Vse S},

(f:9)cr = 22 (f(s),9(5))acgr(s)

sES
(3) C2 = {g: E = 3}, con (@, B)on = X,ex fa(e), B(e))or.

Ademas, tenemos los siguientes operadores diferenciales asociados
(1) do: C° — C1, do(u)(s) = 7(s)u — u.

(2) dy: CY — C?, di(f)(s,t) = f(s) — f(t) +7(s)f(s~1t).

Para no recargar de notacion, obviaremos los subindices cuando este claro por contexto cuales son
las aplicaciones o espacios que estamos considerando.

Los espacios (C?, {(,)¢i) son espacios de Hilbert. Veamos que dy esta bien definida. Primero,
notemos que al ser w representacion, tenemos que:
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dou(s™) = m(s ™ Hu —u = 7(s" ) (u — n(s)u) = —w (s~ Hdou(s).

Luego, se sigue la buena definicion. Ademas dydy = 0, pues
didou(s,t) = dou(s) — dou(t) + m(s)do(s~t) =
m(s)u —u — (m(t)u —u) + w(s)(7(s H)u —u) =

m(s)u — w(t)u + (w(t)u — w(s)u).
Sean df, d; los operadores adjuntos de dy, d; respectivamente. Estudiemos la relacién entre estos
operadores y la propiedad (T). Para eso, necesitaremos los siguientes lemas.

LEMA 2.3. Si f € C! entonces dijf = —2 > Wllf(s)gr(s)
sesS

DEMOSTRACION.
(dou, fyer =Y (dou(s), f(s))gr(s) =Y _ (m(s)u —u, f(s))gr(s) =
seS sES
D (u,m(sT)f())gr(s) = > (u, f(5))gr(s) =
ses seS
= (u f(sT)gr(sTH =D (u, f(sTH))gr(s) =
sES seS
-2 (u, f(s))gr( < -2 >|]E| < -2 > .
Zg ! Zg B Zg | »
Luego, djf = 22 |]E|f() () U

sES
LEMA 2.4. ||d§|| < 2.

DEMOSTRACION. Sea f € C! tal que ||f]| = 1.

2
” 23 g/t

o ses

o)
4|1E|< 2y Sl >||>

Donde la dltima desigualdad se deduce de haber aphcado desigualdad triangular. Aplicando Holder

a la suma, con f1(s) = || f(s)|[\/gr(s), fa(s) = ¥ ‘H; obtenemos

2 2
§4|1E< 23" 5o > < 4[E] (Z ||f<s>§cgr<s>) (Z( ﬁ;f)> ) -
seS sES sES
4 <Z ||f<s>|§fgr<s>> T =l
ses

ses

E| <
3

|5 1? = H 2y i (s)ar(s)

seS

Veamos algunas propiedades concernientes a d.
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LEMA 2.5. Si f € C', entonces
@) (f her= 3 (fs71), f(s71)).
(s,t)EE
(2) df(s,t) = —df(t,s).
(3) df(s,t) = —n(s)df (s, 571) = m(t)df(t~, ).

(4) 3ldf.df)ce = 30 {df(s,t),m(s)f(s™ 1))

(s,t)EE

OBSERVACION 2.3. Notemos que si (s,t) € S entonces, por la simetria de S, s~1,t=1 € S y por
definicion de E, st € S. Luego, t='s € S debido a a la simetria de S. En consecuencia estdn bien
definidas todas las expresiones involucradas.

DEMOSTRACION. (1) Primero, observemos que para cada f € C!, tenemos que gr(s) es la
cantidad de elementos ¢t € S tal que s~ 't € S. Luego, para cada s € S tenemos

() fgrs) = D {flu o), fu ).

u,wES:u—lv=s

Entonces, como v~ !v € S implica que (u,v) € E, reordenando la sumatoria obtenemos.
(L her= D (Fs70), f(s71).
(s,t)€E
df (s,1) = F(s) = F(t) +7(s)f(s™t) =

—(f(t) = f(s) +m(s)m(s™ ) f(t7"s) = —df(t, s).

(3) Como f(s~!) = —m(s~1)f(s) tenemos que
df(s,t) = f(s) = f(t) +7(s) f(s™'t) =
—7(s) (=m(s ) f(s) + (s () = f(s711) =
—m(s) (f(s7) = f(sH) +m(s™) fss1t)) =

—m(s)df (s, s7)).
Y como df (s,t) = —df(t, s) entonces df (t,s) = w(t)df (t~1,t1s).

(4) Miremos la parte derecha de la igualdad

D (df(s,t),m(s) f(s7ME) =

(s,t)EE

2 30 (s, m FT) + l)df (5757 m(5) (57 )+

(s,t)€E
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(O ("t ), m(s) (570 =
5 20 (0710670 + (s 570, (s )+

(s t)eE

(="t 1s, w(fls)f(sflt»).

Ac4 la primera igualdad vale por la parte (3) del lema, y la segunda igualdad se debe a que
7 es unitaria. Ahora, por (2) y la definicién de f, tenemos que df (t~1,t71s) = —df (t71s,t71)
y m(t71s) f(s7t) = —f(t~1s). Luego la igualdad anterior queda

= Z (df (s,t),7(s) f(s™ 1)) —l—% Z —(df(s™t, s71), f(s7 )+

(s,t)€E (s,t)€E

- Z Ls,th), f(t1s)).
(s t)eE
Afirmamos que E = {(s,t) e E: (s7!,s71t) e E} = {(s,t) e E: (¢t !s,t7!) € E}.
Es claro que {(s,t) € E: (s7!,5s7!t) € E} C E. Veamos la otra inclusién. Si (s,t) € E,
entonces s_l,s_lt € S y para ver que el par estd en E, observemos que (5_1)_13_175 =
ss~'t =t € S. Luego, vale la otra contencién. La demostracién del otro caso es andloga.

Luego, reordenando las sumas obtenemos,

DT s, F(sTI) = Y (df (s, 1) £ (1),

(s,t)€EE (s,t)€EE
SOoAdf T s ), f(E )y = > (df(s,t), f(s)).
(s,t)€E (s,t)€E

Entonces, reemplazando y agrupando todo en una sola suma queda

23 ()~ (1) + F(5)) =

(s,t)EE

DD (s 0. (1) = S ) o
(s,t)€EE
U

. Sea B! = {f € C' : dif = 0}. A continuacién estudiaremos el operador d restringido al espacio
B'.

LEMA 2.6. Sea dj : B! — C°. Entonces ||d}|| < /3.

DEMOSTRACION. Primero, notemos que por (1) del lema 2.5 y dado que dof = 0 tenemos

(fifhor= D0 (FsT T = D0 (fs) = F(), F(s) = f(8)

(s,t)€E (s,t)€E
> ((F0s) F6) + (1), (1)) = 2Re(f(s), (1)) =
(s,t)€EE

> 2(f(s), f(s))gr(s) —2Re Y (f(s), f(t

ses (s,t)€E
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2(f, f)or —2Re Y (f(s), f(t)).
(s,t)€EE
Luego, 2Re > (f(s), f(t)) = {f, f)cr. Veamos ahora la norma del operador
(s,t)€E
2

—QX;f(s)gEéT) 23 SOt B

Podemos reordenar la suma de a pares, agrupando cada vértice de salida con el correspondiente
vértice de llegada de cada arista, quedando asi,

2
5 f11* = |E| =

2
1
> (o) +f(1) E S Do Fs) + F@l
(s,t)€E (s,t)€E
Donde la desigualdad se desprende de la desigualdad triangular, en primer lugar, y luego aplicando
Holder con f1(s,t) =||f(s) + f(t)|| ¥ f2(s,t) = 1. Entonces,

Do HF@IF < Do (Flo)+ f(0), f(s) + f(1) =

(s,t)€E (s,t)€E

> (PP + 1012 +2Re(f(5), £(1) ) =

(s,t)€E

2(f, f)or +2Re Y (f(s), f(£)) = 3(f, Flen-
(s,t)€EE

Ya que por lo visto al principio 2Re Y. (f(s), f(t)) = {f, f)cr- O
(s,t)EE

Veamos ahora el primer resultado que involucra fuertemente los operadores dy y di, definidos
anteriormente, con la Propiedad (T).

TEOREMA 2.1. Si existe C > 0 tal que {(dod}f, f) > C{f,f) Vf € B'. Entonces % es una
constante de Kazhdan para S.

DEMOSTRACION. Observemos que como didg = 0, entonces Vv € B, dodv € B'. De ahora en
mas, solo notaremos d, d* cuando tratemos operadores dy, dj. Primero veamos que bajo estas hipdtesis,
dd* : B — B! es inversible.

Primero, como dd* es positiva, es diagonalizable y todos los autovalores son estrictamente mayores
que 0. Luego, es inyectiva.

Si no fuera sobreyectiva, entonces existe u € B! tal que u L I'm(dd*). Luego, 0 = (u, dd*v)Vv € B'.
En particular, tomando v = u, 0 = (u, dd*u) > c|jul|?>. Luego, dd* es sobreyectiva.

Sea (dd*)~! su inversa. Afirmamos que [|(dd*)~!|| < C~!. Si no, existirfa un vector w € B!
unitario tal que ||(dd*)~1w| > C~1. Luego

C71 = |w|[[[(dd") " w]| = ||dd* (dd*) ™ wl|[[(dd") " w]| = (dd* (dd™) " w, (dd*) ™ w) >

C’((dd*)flw, (dd*)71w> > C’(C’fl)ZHwH2 =C L
Lo cual es absurdo.

Sea (m,H) representacién unitaria que no tenga vectores invariantes y tal que exista un e con
0 <e< % y exista un vector unitario v € H, tal que ||[7(s)v —v|]| < € Vs € S. Veamos el

comportamiento del operador d respecto al vector v.
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ldv))> = lldv(s)lPgr(s) = Y lIm(s)v —vl*gr(s) < €|E].

s€S ses
Luego, ||dv| < €y/|E|. Sea u = d*(dd*)~1dv € C°. Entonces tenemos que:

lullce < 1d°[ll(dd*) " lldvll < V3O~ eV/[E < V/[E].

En consecuencia [|ul[sc < 1, pues [lullco = (3 ,c ||u||§fgr(s))%

Entonces v — u # 0. Pero reemplazando,

dv — du = dv — d(d*(dd*) "' dv = dv — dv = 0.
Entonces, Vs € S,

0 =dv(s) —du(s) =7n(s)(v—u) — (v —u).
Luego, v — u es invariante por S. Entonces, es invariante por todo I'. Absurdo, porque asumimos

que (m, H) no tenia vectores I' invariantes. Luego, % es constante de Kazhdan para S. O

Volviendo al estudio de la Propiedad (T) y de su anélisis espectral, hasta ahora solo nos hemos
basado en el estudio de cierta derivacién dg. Para estudiar la relacién entre el operador de Laplace de
Gg y la propiedad (T), necesitaremos relacionar los operadores dg, d; y A. El siguiente lema va en esa
direccién.

Reccordemos que si f € £2(Gg), tenemos Df(e) = f(s) — f(t) si e = (s,t).

LEMA 2.7. Si f € Ct, entonces £(dyf,d1f)c2 = (Df,Df)c2 — (f, f)cr. Ademas, 2{Af, fles =
<Df7Df>C2'

DEMOSTRACION. Primero, df (s,t) = f(s)—f(t)+m(s)f(s™'t) = Df(s,t)+m(s)f(s~'t). Entonces,

(Df.Df)ez =Y {df(s,t) = m(s)f(s7t),df (s,8) = m(s)f(s7'1)) =

(s,t)€EE

(df,dfy + Y (w(s)f(s7 ), msf(s7H) —2Re | D (df(s,1),m(s)f(s™ "))

(s,t)€E (s,t)€E
Por el lema 2.5, apartado (4),

2R 3 {df(s, ). (9767 0) = 28 (e )

(s,t)€E

Entonces la igualdad anterior queda:

(@ df)en + 8. Ser =2 (G dPes ) = Flafdfes + 1£.).
Esto demuestra la primera afirmacién. Para probar que 2(Af, figs = (Df, Df)c2, notemos que
2N, flos =2 (Af(s), f(s)gr(s) =2 AF(s)(L, £())gr(s).

seS seS
Aplicando la férmula de Green para el laplaciano, obtenemos que

2 Af(s)(L, f(s))gr(s) =2 % Yo (o) = FONL f(s) = f() | =

sES (s,t)€E
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Do ()= F), f(s) = f(2).
(s,t)€E
Lo cual concluye la demostracion. O

1 _ d f
LEMA 2.8. Para toda f € C*, F(s) = f(s) + =5~ es ortogonal a las constantes.

DEMOSTRACION. Si U es una funcién constante en Gg, entonces

#0) =3 (10 + BLU) o) -

ses

5 ). Dare) + 3 (B0 ) o) =

seS seS

<z F(s)ar(s). > <zgr \4S. >

seS ses

<Z F(s)ar(s). U> " <Z —gr(s) g?ét)f(t)7U> -
seS seS tesS

<Z F()97(5), U> - < o) (Z f(t)gr(t)> 7U> -
seS seS tes

<Zf s)gr(s) = > f(t)gr(t > 0.

s€ES tes
O
PROPOSICION 2.3. Para cada f € C' tenemos que
1 1 . e
g(dlf,dlﬁ +5M(Gs)dof, do f) 2 2 M(Gs) = 5 ) (f, f)-
DEMOSTRACION. Afirmamos que (Af, flcr = < (f + do ) f+ d f>. Esto ocurre pues como

Of es constante A (f + %) = Af. Y como A es positivo tenemos que

< 0f>_<f,A<f+ °f>>—<f,Af>.

Ahora, por el lema 2.8, f+ on esta en el complemento ortogonal a las constantes, y como A\ (Gg)
es autovalor no nulo, entonces se tiene que
f> _

(a(r+%0) .1+ %) 2 nis) (

M(G )<f,f+ 0f>+)\1(((}g)<d°f dfzf>:

(G, £} + M (Gs) <f, dof >

dof

)

M@s)(f )+ M (Es) Y <f, dof >ng<s) -

2
ses
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> [E| =
M(Gs)(f, ) = {dof,dof)co-

Donde la tltima igualdad se desprende de la definicién de djf. Entonces,

M(Gs){f, f) +

<Zf B

seS

A1 (Gs)
4

2)\1(GS><f7 f>Cl - <f7 f>C1 <

2<Af? f>Cl + Al(;GS) <d3f? d8f>C0 - <fv f>C1

Por el lema 2.7 tenemos,

A1 (Gg)
2

<Df7Df>C2_<f7f>C1+ <d8f7d(>§f>C0:

M (Gg)
2

%<d1f7d1f>c2 + (dof,dof)co

De lo que concluimos que

sasan+ 2B e > (2n(Es) - ) (7 e

Finalmente, tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 2.2. Sea I' grupo discreto Sea S un conjunto de generadores ﬁm'to, simétrico tal que
e ¢ S. SiGg es conexo y \(Gg) > 3, entonces I' tiene Propiedad (T) y f (2 - ﬁGs)) es una
constante de Kazhdan para S.

DEMOSTRACION. Si f € B, entonces d; f = 0. Tenemos entonces que

)\1(;@8) <d3f, déf)cg > (2)\1(((35) — ) <fa f>

Luego, por el Teorema 2.1, f (2 — m) es constante de Kazhdan para S. O

La condicién A\ (Gg) > % no se puede mejorar, en el sentido de que puede pasar que exista un

grupo I' sin propiedad (T) con un subconjunto generador S tal que A;(Gg) = 3 pero I no tenga
propiedad (T) como lo ilustra el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 2.1. Consideremos Z el grupo de los enteros y S = {£1,+2}. Por ser un grupo abeliano
no compacto, Z no posee la propiedad (T).

El grafo Gg posee 4 vértices con aristas {(—2,—1),(—1,1)(1,2)}. Consideramos B = {0s}ses,
luego resulta base de (?(Gg) (isomorfo a C*). La matriz de A en B es

Luego, el polinomio caracteristico de A queda
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Por lo tanto \(Gg) = 3.

3. A,-Grupos

A continuacién, daremos un ejemplo de aplicacién del criterio anteriormente visto, que aparece en
la seccién 5 de [26]. Se trata de grupos que actian sobre ciertos complejos simpliciales. Comenzaremos
dando algunas definiciones previas y luego daremos el resultado principal.

DEFINICION 2.5. Un plano proyectivo es un conjunto de puntos P y rectas £ junto con una relacion
de incidencia entre puntos y rectas, que notaremos ~, tal que:

(1) dados p,q € P, existe una tnica recta L € L incidente a p y q,
(2) Dadas L1, Loy € L, existe un dnico p que sea incidente a ambas rectas,

(3) Cada recta es incidente con al menos 3 puntos, y cada punto es incidente con al menos 3
rectas.

A un plano proyectivo lo notamos (P, L).

EJEMPLO 2.2. Sea F, un cuerpo finito de q elementos. El plano proyectivo asociado a Fy es el
conjunto (P, L) en donde:

P = {subespacios de dimension 1 de Fy},

£ = {subespacios de dimension 2 de F3}.

La relacion de incidencia estd dada por la contencion.

Como Fg es un conjunto finito, los conjuntos P, L son finitos y vale que tienen el mismo cardinal.
Ademds, cada punto es incidente a exactamente q + 1 rectas y cada recta es incidente a exactamente
q + 1 puntos.

La ultima propiedad es inherente a los planos proyectivos y no solo a aquellos planos proyectivos
dados asociados a cuerpos finitos. En un plano proyectivo (P, L) existe un tnico g € N, ¢ > 2 tal que
todo punto p es incidente a exactamente ¢ + 1 rectas y cada recta L es incidente a exactamente ¢ + 1
puntos. Al nimero ¢ se lo llama el orden del plano proyectivo.

DEFINICION 2.6. Dado (P, L), definimos el grafo de incidencia del plano proyectivo G’ de la si-
guiente manera. El conjunto de vértices estd dado por PLUL, y las aristas son las dadas por la relacion
de incidencia, es decir, (p,L),(L,p) € E si y sdlo sip ~ L.

OBSERVACION 2.4. G’ es un grafo reqular, de grado q + 1 y bipartito.

DEFINICION 2.7. Sea X un 2-complejo simplicial. Si v es un vértice de X definimos el link de v,
notado Lk(v,X), al grafo cuyos vértices son las 1-celdas de X que contienen a v, y cuyas aristas estdin
dadas por aquellas 1-celdas que son bordes de una misma 2-celda.

DEFINICION 2.8. Un Ag—building es un 2-complejo simplicial conexo contrdctil X tal que el link de
cada vértice tiene estructura de grafo de incidencia de un plano proyectivo finito.

En un Ag-building no pueden haber 2 vértices cuyos links tengan estructuras de plano proyectivos
distintos.

DEFINICIél\I 2.9. Un grupo discreto I' se dice un A, -grupo si actia libre y transitivamente en los
vértices de un As-building y que induce una permutacion ciclica de los vértices de cada 2-celda.
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Vale que un Ay-grupo admite una presentacién I' = (S|R) tal que, el grafo Gg sea el grafo de
incidencia de un plano proyectivo. El siguiente resultado corresponde a Feit y Higman [5] da un
computo explicito de los autovalores del laplaciano para el grafo de incidencia de un plano proyectivo.

PROPOSICION 2.4. Sea (P,L) un plano proyectivo finito de orden q. Entonces el conjunto de

autova- lores del operador de Laplace del grafo de incidencia de (P, L) es {0, 1-— qT\/alv 1+ qT\/al’ 2}.

COROLARIO 2.2. Un As-grupo tiene propiedad (T).

Este ejemplo tiene mucha importancia a nivel histérico. En 1994 Cartwright Mlotkowski y Steger
en [2] mostraron que los As-grupos tiene propiedad (T), utilizando otros argumentos. Pero la principal
razén por la cual son importantes estos grupos es que fueron los primeros ejemplos de grupos con
propiedad (T) sin utilizar la propiedad de reticulo en grupos de Lie. Ademds, en la misma demostracién
los autores consiguieron constantes de Kazhdan 6ptimas para una familia de generadores.






CAPITULO 3

Criterio Espectral para grupos triangulares

En el capitulo que iniciamos a continuacion, estudiaremos el segundo criterio espectral enunciado
por Zuk en [26]. Este criterio se aplica a una cierta familia de grupos finitamente generados que tienen
por conjunto de relaciones, palabras de longitud 3. Si bien en un principio parece una condicién muy
débil, veremos que tiene fuertes aplicaciones sobre todo a la teoria de grupos aleatorios.

Todo el capitulo esta dedicado a probar que un grupo que posee cierta presentacién, tiene propiedad
(T). Para eso, definiremos un criterio espectral similar al enunciado en el capitulo anterior, en este
caso con grafos que son dirigidos y que pueden tener aristas multiples. Comenzaremos dando algunas
propiedades de grafos dirigidos y del laplaciano en dicho clase de grafos.

1. Criterio espectral asociado a presentaciones ternarias de grupos

Sea S = {s1,...,8,}, ¥y sea w = ajasy...q; una palabra en S U S~!. Decimos que la palabra
es reducida si a; # a;rll para todo i. Diremos que la palabra es ciclicamente reducida si, ademaés,
a; # al_l. Ademas, si w es una palabra reducida, [ es su longitud.

A lo largo de este apartado, I' = (S|R) es un grupo finitamente generado y finitamente presentado,
en donde toda w € R es una palabra ciclicamente reducida de longitud 3 y el conjunto R tiene cardinal
m. A partir de un grupo I' con con tal presentacién, definimos el siguente grafo:

DEFINICION 3.1. Sea G' = (V,E), donde el conjunto de vértices V.= S U S™! y el conjunto
de aristas E esta conformado de la siguiente manera. Si R; = xyz es una relacion en R, entonces
(7Y ), (y~1, 2), (7%, x) € E. Admitimos aristas maltiples.

OBSERVACION 3.1.

(1) G’ es un grafo dirigido y en consecuencia, puede ocurrir que esté una arista e y no €.

(2) Como cada R; es una palabra reducida, G' no tiene aristas que comiencen y terminen en el
mismo vértice.

Dado que trabajaremos con grafos dirigidos, es conveniente introducir la siguiente notacién. Si
tenemos una arista e = (s, t), notamos como e~ = s, llamado origen, y notamos e™ = ¢, llamado rango.

Dado un vértice s, entendemos por el grado de s a la cantidad de aristas e € E que tiene por origen
o rango a s. Se define entonces el grado del grafo como DEG(G') = 3 .y gr(s).

A continuacién defniniremos los espacios de Hilbert €Y y €', que presentan un comportamiento
similar a los definidos en el capitulo 2. También definiremos la derivaciéon D para este tipo de grafos.

o &0={f:VC: %}If(S)Izgr(S) < oo},

(f:9)v =22 f(s)g(s)gr(s).

seV

e E1={F:E—C: Y |F(e)?* < o0},
ecE

(F,Gle = X ccx F€)Ge)-

21
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D: &%= &Y Df(e) = f(s) — f(t) sie=(s,t).

A continuacién definimos el operador de Laplace asociado a esta familia de grafos.

DEFINICION 3.2. Si f € &°, definimos A(f)(s) = g%(s)Zth (f(s) — f(t)) donde t ~ s significa
que existe una arista e = (s,t) o existe una arista e = (t,8). En el caso de que las aristas sean
maultiples, sumamos la expresion tantas veces como la multiplicidad de e.

PROPOSICION 3.1. Sea D la derivacidn anterior. Entonces, A = D*D.

DEMOSTRACION. Necesitaremos primero una expresién concreta de la adjunta de D. Para eso,
dado un vértice s y una arista e, definimos la siguiente funcién auxiliar:

lsis=e"
(s, e) = —lsis=e"
0 en cualquier otro caso

Entonces, Df(e) = ZseV v(s,e)f(s)
Entonces, si g € E, tenemos que:

(Df,9)s = > _ Df(e)gle) =

eckE

oD s f(s)gle) =D (s e)f(s)g(e) =

e€E seV seV eckE

Zf(s)gr(s)< : Z’Y(S,e)g(e)> -

e or(s) tex

Zf(s)gr<s>( . Zws,e)g(e)).

seV gT(S) ecE

Entonces, si D*(g)(s) = g%(s) > (s, e)g(e), entonces la suma anterior queda
eckE

> f(s)gr(s)D*g(s) = (f, D*g)er-

seV

Demostremos ahora el lema:

1
gr(s)

D*D(f)(s) =

D lse)(flen) = f(eh).

ecE

5 LD =
eckE

Por la definicién de v tenemos que

5 ( )NIORNICORSDS (f(e)f(S))> -

e:e”=s e:et=s

5 )~ 1) = AU,

Lo que concluye la demostracion. O

s~t
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Sea (7w, ) una representacién unitaria de I'. Definiremos un operador auxiliar que nos permitird
demostrar el teorema principal de este capitulo. Sea M : H — K,

M(v) = m %gr(s)w(s)v.

Es claro que M es un operador lineal y continuo. Ademads, cumple el siguiente lema.

LEMA 3.1. Si 7 posee vectores casi invariantes pero no tiene vectores invariantes por I', entonces,
para todo € > 0 existen A > 0, y vectores u, uy tales que:

1
Mu:)\u+u)\,|\u,\||<§(l—)\) yl—e< A<l

DEMOSTRACION. Supongamos que no existen tales vectores y tales niimeros, entonces existe un
€0 tal que VA,1 > A > 1 — ¢y y Vu,uy € H tales que Mu = Au + uy, entonces ||uy| > %(1 —N).
Como la representacién tiene vectores casi invariantes, para todo 6 > 0 existe un u tal que d||u| >
lm(s)u — ul|,Vs € V. Sea sg € V tal que ||m(sg)u — u| sea méxima entre los s € V. Entonces,

Sllull = fm(so)u —ull = [|Mu — ul|.
Si llamo w = Mu — u, entonces uy = Mu — Au = w — (1 — A)u. Luego

[Mu = uf = [lux + (1 = Mul| = [Jlusll = (1 = Nlfull] =

20— Ml — (= A = 152

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que w es unitario. Entonces, haciendo A tender a
1 — €, obtenemos que 6 > ¢, lo que resulta absurdo porque a § lo puedo tomar tan chico como quiero,
por tener vectores casi invariantes. O

]

Sean €, A\, u 'y uy como en el lema 3.1. Definimos f:V — X,

f(s) = m(s7)u—u.
Los siguientes tres lemas vinculan a f con el operador M y los valores € y A.
LEMA 3.2. La funcién f definida previamente cumple que (Af, fyv = 5(f, f)v.

DEMOSTRACION. Por definicién del grafo G’ y como R es un conjunto de palabras w de longitud
3 y de cardinal m, tenemos que

(Af, fyv={(D*Df,fjv=(Df,.Dfiz= > (f(s) = f(t), f(s) = f(t)) =

e=(s,t)€E
= > (e = ) ST - F+
i=1,Ri=x;yiz;
(i) = F) flyi ) = F)) + (Fh) = fla), f(z7) = f(:vi)>>-
Por como definimos f, esta expresion es igual a

m

> (= m o m(ar = w(yaw)

i=1;Ri=xiyi2;

(W(y[l)u — 7(z)u, W(y[l)u —7(z)u) + (w(z;l)u — 7(x;)u, ﬁ(zfl)u — ﬂ(xl)u>) =
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m

D (G DR (T i DRI
1=1Ri=%;yiz;
(e = (7 )+ (e Y (e e ).

1 1

Ahora, como zyz = Id, entonces y~ 2~ = z, lo mismo ocurre con x y con y, entonces la igualdad

queda

S (¢rCeau— (e — ) + fr(yidu = umy)u — w) + (w()u - u (@) — u)) =

1=1;Ri=%;yi2;

«
Il
-

Ahora, (m(z)u — u,m(z)u — u) = (u — w(z; *

“Hu,u — m(2; Y)u), podemos reescribir la igualdad
anterior de la siguiente manera:

(o) Fya)) + (Flui ) D) + (faa), Fa) + <f($[1),f(%‘{1)>) =

1
LS. FDar(s) = SUF P
seV
Esto tltimo vale ya que cada término (f(s), f(s)) aparece tantas veces como aristas tengan a s
como origen o rango, o sea, tantas veces como el grado de s. 0

LEMA 3.3. Sea 1= 3- Entonces

1
DEG(G

(4Tl > 5 DEG(G)|1 - Allul.

DEMOSTRACION.
[(F D] = D (m(s)yu—u,Thgr(s)| = | Y (w(s)gr(s)u — gr(s)u, T)| =
seV seV
DEG(G’)<Z l%w(s)u - u,1> .
seV

Por definiciéon de M y por las propiedades que cumplen u y u) tenemos que,
|IDEG(G')(Mu —u,1)| = |[DEG(G"){(1 — Nu — uy, 1)| <

DEG(G)|(1 - Au—u <

3
DEG(G)(IL = All|ul| + [lux]l) < 3 DEG(G)[1 = Alffull-

En este caso la primer desigualdad se desprende de Cauchy-Schwartz, la segunda es desigualdad
triangular, y la tercera es por las propiedades que cumplen u y wuy. O
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LEMA 3.4. La norma de f cumple la siguiente desigualdad:

2 - 1
Il 2 5 AT o= e

DEMOSTRACION.

IF1E =D (f(), f())gr(s) = D (m(s)u = u,m(s)u — u)gr(s) =
seV

seV

Z ((ﬂ(s)u,ﬂ(s)u) + (u,u) — 2Re(<u,7r(s)u)))g7‘(s)
seV

Por definicién de M, tenemos que

Re <Z 2(u, uygr(s) — 2<u,7r(s)u>gr(s)> .
seV

236(<u, w— Mu>DEG(G’)) - 2Re((u, (1— Nu+ uQDEG((G’)) -

2(1 — \){u,u)DEG(G') + 2Re({u,uy) DEG(G")) >

2(1 — A\){u,u)DEG(G') — (1 — N\){u,u) DEG(G').
Donde la tltima desigualdad se desprende de que |(u,ux)| < [Jul[||lur]| < (1 = A)||ul|?, entonces
por lo visto anteriormente obtenemos que

Iflle > V1= AVDEG(@)|ull > V1 - WDEG(G,)DEG(Ig,)

=
~

|
(1=2)

(][

2|71 1
3NN VT=XN/DEG(G)
En donde la iltima desigualdad, en este caso, se desprende del lema previo. Esto concluye la
demostacion.

O
Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema principal de este capitulo.
TEOREMA 3.1. Sea I’ = (sq,

...,Sn|R1,...

,Ry), donde cada relacion R; es una palabra reducida
de longitud 3. Sea G’ el grafo asociado a esta presentacion. Si G' es conero y A1 (G') >
tiene propiedad (T).

%, entonces I'

Luego,

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una representacion (m, H) de I' que tenga vectores casi
Primero, como por hipétesis el grafo es conexo, entonces f — (f, 1)1 es ortogonal a las constantes.

invariantes pero sin vectores invariantes. Veamos que, si el grafo es conexo, entonces A\ (G') < %

(A(F=(rD0). 7= (D) 2 M@ (7 = (D1 f - (1, T)1)

Donde 1 representa la funcién constantemente 1 en el grafo.

Como A(f —{f, T)l) =A(f)— A((f,f)l) = A(f), tenemos que la parte izquierda de la desigual-
dad queda

(A(f= (£ D1).f = (£D1) = (Af.F = (£ 1)

Y como A es positivo, en particular es autoadjunto, en consecuencia la igualdad queda
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(Af, = (2D1) = (£.A(F = (£.D1)) = (£.AF) = (Af. ).

En consecuencia,

(3.1) (G < (A1, 1) .
B <f_<fai>17f_ <f’T>1>
Acotemos el denominador.
(7= tr LT = D) = (5 - s f - pasrart) =
-1 - B O + BrgE DD = U - Srgs D

ya que el producto interno es en el espacio de funciones del grafo, y ahi vale que (1,1) = DEG(G’).
Ademaés, podemos reescribir m( f,1) de la siguiente manera:

2

1 , 1 (f; 1)
pEGG e WPEGE) = DEG(G/ZZ J:Lgr(s) = HDEG(G’)

En consecuencia, la desigualdad 3.1 queda

A Af,
(A= DD
donde la ultima desigualdad de desprende de que si a,b € R : a,b > 0 y supongamos a > b, entonces

a? —b? > (a — b)%. Notemos que por la desigualdad de Bessel, || f|| > [|(f,1)]|-
Luego, la desigualdad queda,

AP - | 5

(Af, f) __ (ALD

M(G) < —— = —-
(A=D1 =1ADI)

Recordemos que por el lema 3.2, (Af, f) = 1(f, f) y porlema 3.4, |(f,1)| < || f||21/(1 = N)DEG(G).
Entonces

1
)\I(G/)S 2<f7f> —
(171 - /@~ NDECE)| 1)
1 1 < 1 1
2 =2 2
(1 — 3 /0= NDEG( G’)) (1 - ﬁ%«/DEG(G’))
Haciendo € tender a cero, tenemos que A1 (G') < %, lo que contradice lo que asumimos. 0

Dado G’ como en la defincién 3.1, definimos los subgrafos Gll, (G/Q y G;, de la siguiente manera. Si
G; = (V;,E;), los vértices de cada grafo son los elementos V = SUS~!. Y para cada palabra w = ryz,
la arista (z71,y) € E1, (y~1,2) € E2 y (271,2) € E3. Notemos que, si E es el conjunto de aristas de
G, entonces Uy o 3E; = E'.

El siguiente lema tiene principalmente dos aplicaciones. En primer lugar, brinda una manera de
mostrar que el grafo G’ tiene el primer autovalor no nulo mayor a % Pero ademads, sirve como nexo
entre los grupos aleatorios en un cierto modelo (que definiremos en el siguiente capitulo) y la teoria
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espectral de grafos aleatorios para cierta familia de grafos. Esto nos permitird ver, mas adelante, que
muchos grupos tienen propiedad (T).

LEMA 3.5. Sean G;, i =1,2,3 como antes. Si A\(G;) > iVi. Entonces \i(G') > 3.

DEMOSTRACION. Supongamos que A1 (G') < % Entonces existe una funcién f € ¢£2(G’) tal que
(f:;1) =0y (Af, f) < 5(f, ).
Sean, para i = 1,2,3, f; = f|g (notemos que lo tinico que cambia es el grado de cada vértice,
pues el valor de cada f; es el mismo). Luego
3 3 3 4
D (Afi i) =) (Dfi,Dfi) = (Af, f) s ) =2 5{fi fi.
i=1 i=1 i=1
Luego, existe un i tal que (Af;, fi) < £(fi.fi). Luego A\ (G)) < 3, lo cual es absurdo. O






CAPITULO 4

Grupos hiperbdlicos y grupos aleatorios

En este capitulo, daremos una breve introduccién a dos conceptos que estan estrechamente rela-
cionados con el problema estudiado en esta tesis, la teoria de grupos hiperbdlicos y la teoria de grupos
aleatorios.

Los grupos hiperbdlicos fueron introducidos y analizados por Gromov en los articulos [8], [10], y
a partir de entonces han ganado un gran interés. Su nombre se debe a que estos objetos admiten una
desigualdad isoperimétrica lineal, caracteristica propia de los espacios de curvatura negativa.

La teorfa de grupos aleatorios también fue introducida por Gromov [9]. Esta rama de estudio se
focaliza en analizar las propiedades de un grupo genérico, con el objetivo de determinar cuéles de estas
propiedades son tipicas, en el sentido de que aparecen en una gran cantidad de grupos. Esta clase de
analisis se realiza dentro de un marco especifico, que se conoce como modelo.

El capitulo estd ordenado de la siguiente manera. En la primera seccién, daremos las nociones
bésicas necesarias para hablar de grupos hiperbélicos, comenzando con diagramas de van Kampen. En
la siguiente, definiremos los modelos de grupos que utilizaremos durante esta tesis, que entendemos
por propiedades tipicas en cada modelo y mencionaremos algunas propiedades que cumplen los grupos
en estos modelos.

1. Grupos hiperbdélicos

Como mencionamos, los grupos hiperbdlicos son aquellos que cumplen una desigualdad isoperi-
métrica lineal. Para ello, necesitaremos dar nociones de area y perimetro. En ese marco, introduciremos
los diagramas de van Kampen, que son 2-complejos simpliciales asociados a palabras del grupo. Una
vez introducidos los grupos hiperbdlicos, daremos algunos de los resultados que son destacables, y
finalizaremos con el concepto de cancelacién pequena, una condicién suficiente para que haya hiper-
bolicidad. El libro de Lyndon y Schupp,[17], es la referencia estandar sobre diagramas de van Kampen.
En cuanto a lo relacionado con grupos hiperbdlicos y cancelacién pequena, el trabajo de Ollivier [21]
brinda una buena introduccion a esta tematica de estudio.

En lo que sigue, I' = (S|R) es un grupo finitamente generado y presentado. Los conceptos de
palabra reducida y ciclicamente reducida son los mismo del capitulo anterior, al igual que la nocién de
longitud de una palabra.

DEFINICION 4.1 (Diagramas de van Kampen). Sea I' = (S|R) y sea X = SUS™!. Un diagrama de
van Kampen asociado a la presentacion (S|R) es un 2-complejo simplicial conexo contrdctil D junto
con un embedding de D en R2, que cumple las siguientes propiedades:

(1) Eziste una 0-celda distinguida vy que se encuentra en la frontera de D C R?.
(2) Cada 1-celda estd dotada de una orientacion y etiquetada por un elemento de X.

(3) Cada palabra que se define recorriendo cada borde de una 2-celda es una permutacion ciclica
de un elemento de R.

29
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Podemos pensar que un diagrama de van Kampen es una serie de poligonos dibujados el plano
euclideo, cuyas aristas estan etiquetadas en X, que se conectan entre si a través de aquellos caminos
que definen la misma palabra, o a través de aristas. En consecuencia, un diagrama divide al plano
euclideo en una serie de regiones. Cuando el diagrama tiene finitas celdas (en nuestro caso siempre
serd asf), este divide al plano euclideo en n regiones, todas acotadas, a excepcién de una. Ademds, el
vértice distinguido toca la regién no acotada.

Supongamos que D es un diagrama de van Kampen que tiene solo una regién no acotada. Luego
tenemos la palabra w que se describe recorriendo las aristas de la frontera de D comenzando por vy en
direccién opuesta a las agujas del reloj. En este caso decimos que D es un diagrama de van Kampen
de w.

Veamos algunos conceptos vinculados a palabras en S U S~!. Comenzaremos recordando la
definicién de longitud de una palabra reducida.

DEFINICION 4.2. Sea w una palabra reducida en SUS™!, w = s1...5,. Se define la longitud de
w como |w| =n.

Supongamos que w es una palabra que representa el elemento trivial en nuestro grupo I'. Entonces,
_ 171k + -1 . . L.
w = [[;_; uir;"u; * donde u; son palabras en los generadores. Esta escritura no tiene por que ser unica.

DEFINICION 4.3. Sea w una palabra que representa el elemento trivial en T'. Definimos el drea de
w como

k
a(w) =min{k e N: w = Huiriiu;l}.
i=1
La relacion entre la existencia de un diagrama de van Kampen de w y que una palabra sea la
identidad en T" estd dada por el siguiente teorema ([17], Capitulo 9, Lema 1.2).
TEOREMA 4.1. Son equivalentes:

(1) w define el elemento trivial en T.

(2) Existe un diagrama de van Kampen de w.

Mds ain, w es producto de k conjugaciones de R st y solo si existe un diagrama de van Kampen que
posee exactamente k regiones.

Como consecuencia, el area de w es la cantidad de regiones acotadas que tiene el diagrama de van
Kampen mas chico que podemos construir de w. Su longitud es entonces la cantidad de 1-celdas de la
frontera de D, lo que podriamos pensar como el perimetro del diagrama.

DEFINICION 4.4. Sea (S|R) una presentacién finita de T'. Si existe una constante C tal que
para toda palabra w igual a la identidad en T' entonces a(w) < Clw|, decimos que la presentacion es
hiperbalica.

DEFINICION 4.5 (Grupos Hiperbdlicos). Decimos que un grupo T es hiperbdlico si admite una
presentacion hiperbdlica.

OBSERVACION 4.1. Si un grupo admite una presentacion hiperbolica, entonces toda presentacion
finita es hiperbdlica, cambiando si es necesario la constante.

La desigualdad de la definicién se conoce como desigualdad isoperimétrica lineal, y es un fenémeno
de las variedades de curvatura negativa. En geometria euclidea, la relacién entre el perimetro y el area
de un poligono regular es cuadratica, es decir, si P es un poligono regular, a(P) ~ (p(P))2.

EJEMPLO 4.1.



2. MODELOS DE GRUPOS ALEATORIOS 31

(1) El grupo Z? no es hiperbélico. Si consideramos las palabras w(n) = a™b™a~"b~". Es claro
que w(n) es la palabra trivial, ademds |w(n)| = 4n. Por otro lado, vale que a(w(n)) = n?,

con lo cual nunca cumple la desigualdad pedida.

(2) Los grupos finitos y los grupos libres son hiperbdlicos.

Existe una condicién suficiente para ver si un grupo es hiperbdlico o no, relacionada con los
diagramas de van Kampen, que es la cancelacién pequenia. Consideremos una presentacién (S|R),
notamos R* al conjunto dado por la unién de todas las permutaciones ciclicas de palabras w € RUR™!.

DEFINICION 4.6. (1) Una palabra u se dice pasaje (piece) si existen ri,m9 € R* distintos tal
que 1 = uvy Y re = Uvs.

. ., . A / . .
(2) Decimos que una presentacion tiene la condicién C (%) si para todo pasaje u y para toda
relacion r € R* que tiene a u como subpalabra inicial, entonces |u| < %|r|.

. . .’ ~ . . . e /
(3) Decimos que un grupo tiene cancelacidn pequenia si tiene la condicién C (é)

Una observacién importante es que un grupo cancelaciéon pequena si tiene condicién c’ (n),¥n < %.
Los pasajes cumplen el rol de ser las fronteras admisibles entre 2 regiones acotadas dentro de un
diagrama de van Kampen.

PROPOSICION 4.1. Si I' tiene cancelacion pequeria, entonces es hiperbélico.

Los grupos que tienen cancelaciéon pequena son importantes en la teoria de grupos porque admiten
algoritmos que resuelven el problema de la palabra. En término de los diagramas de van Kampen, esta
propiedad se puede interpretar de la siguiente manera. En un diagrama de van Kampen de una palabra
w que da la identidad, 2 regiones acotadas tienen forzosamente frontera chica. En consecuencia, para
tener palabras de drea grande, necesariamente van a tener longitud grande. Esta es la idea detréds de
la proposicién.

EJEMPLO 4.2. Sea I' =< a,b,c,dlaba= b~ tede™1d=! >. Afirmamos que T tiene cancelacion
pequena. Notemos que, como tiene sélo una relacion, no podrd tener condicion c’ (n) conn < é,
ya que los pasajes de una sola letra estan admitidos. Veamos que son los unicos pasajes que hay.

Si tenemos la palabra ab es un pasaje (los restantes casos son andlogos). Entonces, la tnica
posibilidad de encontrar una palabra que comience con ab es mirar r~, donde r es la relacion dada
en el grupo. r~1 = ded ¢ 'bab"ta!, notemos que no se conjuntan 2 palabras ab en la relacion, en
consecuencia, ab no es un pasaje de la presentacion.

2. Modelos de grupos aleatorios

Como habiamos mencionado al comienzo de este capitulo, un modelo de grupo es el contexto en el
que se estudian los grupos aleatorios, es decir, el conjunto de reglas que definen lo que entendemos por
aleatoriedad. Dar un modelo de grupo es dar una indexacién de grupos y un marco probabilistico que
los ordene. Algunos modelos estan parametrizados por un valor d que ajusta el comportamiento de los
grupos. Generalmente, este valor presenta lo que se conoce como transicién de fase, es decir que exite
cierto dg tal que para valores menores a dy los grupos son tipicamente de una manera, mientras que
para valores mayores a dy son tipicamente de otra. En esta tesis utilizaremos tres modelos distintos,
intimamente relacionados. Estos son modelos de grupos finitamente presentados, y en consecuencia, a
lo largo de toda esta seccién, entenderemos por I' a un grupo I' = (S|R) donde S es un conjunto finito
de generadores y R es un conjunto finito relaciones.

El primero modelo que veremos, y quizas el més importante, es el modelo de Densidad de Gromov
[9]. En este modelo, un grupo es tipicamente hiperbélico de cardinal infinito, o es Z o Z/2Z. También
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definiremos el modelo triangular, definido por Zuk en [26] y en cuyo modelo vale que casi todo grupo
tiene propiedad (T) siempre y cuando tenga suficientes relaciones. El tercer modelo, también intro-
ducido por Zuk, es el modelo de permutacion, se trata de un modelo Ad Hoc que nuevamente tiene
propiedad (T), en donde todas las relaciones que lo definen tienen longitud 3 y estd vinculado con
cierto modelo de grafos aleatorios, en donde casi todo grafo tiene el primer autovalor no nulo mayor
a % También existen otros modelos, como los modelos de pocas relaciones, estudiados por Gromov,
Champetier y Ol’shanski, que no veremos aqui.

Todos los modelos mencionados tiene una particularidad. Los grupos estan indexados por un cierto
parametro [ € N. Diremos que una propiedad ocurre con probabilidad abrumadora en un modelo, si
la probabilidad de que un grupo G en ese modelo tenga tal propiedad tiende a 1 cuando [ tiende a
infinito.

DEFINICION 4.7 (Modelo de densidad de Gromov).

(1) Sea m € N, m > 2 yseal € N. Si|S| = m. Sea S; es conjunto de palabras reducidas
de longitud exactamente . Dado 0 < d < 1, un conjunto de relaciones de longitud | con
densidad d es una (2m — 1) familia de elementos elegidos de forma aleatoria de Sy, es decir,
de manera uniforme e independientemente.

(2) Un grupo aleatorio de longitud I, con densidad d, es un grupo G = (S|R) donde |S| =m, y
R es un conjunto de relaciones de longitud | con densidad d.

(3) Elmodelo de densidad de Gromov es el modelo de todos los grupos con m generadores, aleato-
rios de longitud | con densidad d. Se lo nota G(m,1,d).

OBSERVACION 4.2.

(1) Notemos que pueden existir dos grupos G1,Ga que tengan la misma longitud, la misma den-
sidad y los mismos generadores, pero ser no isomorfos.

(2) Pueden aparecer en Ry palabras repetidas.

(3) Notemos que, dado | € N, |S;| = (2m — 1)!. Entonces, d modera la cantidad de relaciones
que estamos tomando. Cuando d estd cerca de 1, estamos tomando casi todas las relaciones
posibles que se pueden definir, por lo que el grupo es esperable que sea ”chico”.

DEFINICION 4.8. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en el modelo
de densidad de Gromov si

llim P (T € G(m,l,d) : T tiene P) = 1.
—00

Aqui (T € §(m,1,d) : T tiene P ) = UFESnedilpene P

El estudio de propiedades tipicas es, en definitiva, el estudio del comportamiento asintético de la
validez de una propiedad en relacién a determinado parametro. Es de acuerdo a esta condicién que
varios de los cuantificadores existentes se pueden relajar. Podemos tomar relaciones del conjunto By, el
conjunto de palabras reducidas de longitud a lo sumo [, o tomar el conjunto de relaciones con palabras
de longitud entre [ y [ +o(1). También se puede relajar la condicién de tomar exactamente (2m — 1)%
palabras, por la de tomar f(I) palabras, con f(I) que se mueva entre Cq (2m—1)% < f(1) < Cy(2m—1)%.
Muchas veces se elige relajar estas condiciones para no hacer tan restrictiva la definicién, que asi como
la dimos deja fuera muchos grupos que uno puede querer considerar.

OBSERVACION 4.3. Cuando d < %, con probabilidad abrumadora, las (2m — 1)% relaciones que

tomamos son todas distintas. Fsto es consecuencia del "principio probabilistico del palomar”, que
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afirma que si uno tiene N palomares y S(N) palomas, con S(N) de orden menor a N, entonces
la probabilidad de poner 2 pichones en el mismo palomar tiende a cero cuando N tiende a infinito.
Cuando d > %, con probabilidad abrumadora ocurre el fenomeno contrario. Luego, % es la transicion
de fase para la propiedad ”las palabras que aparecen en el conjunto de relaciones son todas distintas”.

A modo de convencién, se considera que G(m,,0) es aquel en el cual el crecimiento del conjunto
de relaciones es subexponencial en 1, ya que asintéticamente, la cantidad de relaciones es infima en
términos de las palabras a tomar.

La riqueza del modelo de densidad de Gromov yace en el siguiente resultado, postulado por Gromov
en [9] y demostrado por Olliver en [20], siguiendo las ideas del primero, para todos los d # 3.

TEOREMA 4.2.

(1) Sid < %, entonces con probabilidad abrumadora, un grupo G en el modelo de densidad de

Gromov es Hiperbdlico, infinito, sin torsion y de dimension geométrica 2.

(2) Sid> 3} entonces un grupo G en el modelo de densidad es trivial o Z/2Z.

En lo que resta de esta tesis, el objetivo es probar el siguiente teorema, enunciado por Zuk y
demostrado por Kotowski y Kotowski en [16].

TEOREMA 4.3. Sid > % entonces con probabilidad abrumadora, un grupo tiene propiedad (T) en
el modelo de densidad de Gromov.

Es un problema abierto saber la densidad critica para la propiedad (T) en este modelo. Se sabe
que si d < %, entonces con probabilidad abrumadora un grupo en este modelo no tiene (T) [22]. Sin
embargo, la transicién de fase (si es que existe) atin es desconocida.

Una de las herramientas que utilizaremos para mostrar el teorema previo es que, informalmente,
un grupo en el modelo de densidad de Gromov es casi cociente de un grupo en el siguiente modelo.

DEFINICION 4.9 (Modelo Triangular de Zuk).

(1) Sean € N, n > 2, y sean $1...S, generadores de un grupo G. Sea W, 3 el conjunto de
palabras de longitud 3 ciclicamente reducidas en los generadores y sus inversos.

(2) Dado 0 < d < 1, un grupo aleatorio triangular con densidad d y m generadores es un grupo
G = (S|R) finitamente presentado con |S| =n, R un conjunto de (W, 3|)¢ palabras tomadas
de forma aleatoria, o sea, uniforme e independientemente en Wy, 3.

(3) El modelo triangular en m generadores con densidad d es el conjunto de todos los grupos
aleatorios triangulares con densidad d y m generadores. Se lo nota M(n,d).

DEFINICION 4.10. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora si

lim P(T' € M(n,d) : T tiene P) =1

n—oo

donde P(I' € M(n,d) : T tiene P ) = HFEMl(;L/&‘(?;%Te"eP}l .

Al igual que para el modelo de densidad, cuando d < % con probabilidad abrumadora, un pre-

sentacion en este modelo tiene todas palabras distintas.

Intuitivamente, un grupo en el modelo de densidad de Gromov con m generadores y densidad d, de
longitud [, esta relacionado con un grupo aleatorio triangular con la misma densidad, y n generadores,
en donde 2n ~ (2m)3.

A diferencia del modelo de densidad, en este modelo si tenemos una transicién de fase para la
propiedad (T). Este teorema fue enunciado por Zuk en [26] y demostrado por Kotowski y Kotowski

n [16]. En el capitulo 5 daremos una demostracién del mismo.
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TEOREMA 4.4. Para M(n,d) tenemos que:
1) Sid < L entonces con probabilidad abrumadora, un grupo en este modelo no tiene propiedad
3

(T).
(2) Sid> % entonces con probabilidad abrumadora un grupo en este modelo tiene propiedad (T).

Existen otras propiedades que cumplen los grupos en este modelo, que no demostraremos, pero
que listamos a continuacion.

PROPOSICION 4.2. Para M(n,d) vale que

(1) Sid < % entonces con probabilidad abrumadora, un grupo en este modelo es infinito, hiperbdli-
co y libre de torsion.

(2) Sid> % entonces con probabilidad abrumadora, un grupo en este modelo es trivial, o Z/27.

Ademas, tenemos el siguiente resultado que permitirda demostrar la transicién de fase para propiedad
(T). Este resultado también le corresponde a Zuk [26].

PROPOSICION 4.3. Si d < %, con probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo triangular
M(n.d) tiene un cociente isomorfo a un grupo libre.

Finalizamos esta seccién definiendo el modelo de permutacién, cuya principal ventaja yace en que
los grupos en este modelo tienen grafos G’ que estan relacionados con lo que se conoce como el modelo
de configuracién de grafos aleatorios, en donde se sabe que para gran parte de los casos, estos grafos
tienen el primer autovalor no nulo muy cerca de 1 (en particular, son mayores a %) Ademids, veremos
que cada grupo en el modelo triangular es cociente de un grupo en el modelo de permutacion.

DEFINICION 4.11 (Modelo de permutacién). Sean n,v € N, n > 2 y sea S = {s1...s,} un
conjunto de generadores. Tomemos de manera uniforme e independiente v pares de permutaciones
{72} .. {xl, 72} del conjunto S U S~L. Un grupo aleatorio T = (S|R) forma parte del mo-
delo de permutacion en n generadores asoctado a v permutaciones, si el conjunto R esta dado por
{sfﬂ';(sf)ﬂ?(sf)}lgign;lggv. Al modelo de permutacion se lo nota F(n,v).

DEFINICION 4.12. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en F(n,v)
St

lim P(I' € F(n,v) : T tiene P) = 1.

n—oo

Nuevamente, aqui P(T' € F(n,v) : T tiene P ) = HPG?(”I’;E;SU%TM PH

Cabe aclarar que el hecho de que una propiedad ocurra en un modelo con probabilidad abrumadora,
cualquiera sea el modelo, no brinda informacién sobre la cantidad de grupos no isomorfos que cumplan
la misma. Por ejemplo, en el caso del modelo de densidad, tenemos que existen grupos infinitos,
hiperbdlicos y con propiedad (T). Estos métodos, sin embargo, no proveen una forma de distinguir
grupos no isomorfos entre si. Sin embargo, tenemos que existe a lo sumo un grupo que cumple ambas
cosas. Es una pregunta interesante saber la cantidad de grupos hipérbolicos, infinitos que tienen (T)
no isomorfos que aparecen en el modelo de densidad.



CAPITULO 5

Propiedad (T) para el modelo de Densidad de Gromov

Uno de los principales teoremas que enuncia Zuk en [26] es que, en el modelo triangular, %

transicién de fase para la propiedad (T). Mds precisamente, se tiene que cuando d < %, los grupos en
este modelo no tienen (T) con probabilidad abrumadora, mientras que cuando d > %, estos grupos
tienen (T) con probabilidad abrumadora. De este resultado se desprende que el modelo de densidad
de Gromov tiene (T) cuando d > % El objetivo central de este capitulo es demostrar estos resultados,
basandonos en los trabajos de Kotowski y Kotowski en [16], y en la publicacién de Zuk previamente
mencionada.

es

Para demostrar que d = % es transicién de fase para la propiedad (T) en el modelo triangular
utilizaremos el modelo de permutacién. Este modelo cumple dos propiedades fundamentales para
nuestro proposito. En principio, los grupos en este modelo tienen relacién con el modelo de cofiguracién
de grafos aleatorios. La ventaja de estos grafos es que el comportamiento del primer autovalor no nulo
es conocida gracias al trabajo de Friedman [6]. Por otro lado un grupo en el modelo triangular es
cociente de un modelo de permutacién, y como la propiedad (T) se preserva por cocientes, luego se
sigue el resultado.

Para concluir que el modelo de densidad de Gromov tiene propiedad (T) cuando d > %, veremos
que para cada grupo aleatorio en este modelo existe un grupo aleatorio en el modelo triangular que es
subgrupo de indice finito del grupo aleatorio en el modelo de Gromov. Luego, aplicando el Corolario
1.2 del capitulo 1, obtendremos el resultado deseado.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera. En la primera secciéon daremos las definiciones
bésicas de grafos e hipergrafos que utilizaremos a lo largo del capitulo. En la siguiente seccidn,
mostraremos que en el modelo triangular d = % es transicién de fase para la propiedad (T). Finalmente,
en la tercer seccion, mostraremos que en el modelo de densidad de Gromov, casi todo grupo tiene

propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

1. Hipergrafos y Grafos aleatorios

En este apartado, daremos las principales definiciones y propiedades pertinentes a la teoria de
hipergrafos y grafos aleatorios. Un hipergrafo es una generalizacién de un grafo, que aumenta la
dimension de las aristas. En tanto, la teoria de grafos aleatorios es similar a la de grupos aleatorios,
cambiando el objeto de estudio.

DEFINICION 5.1. Un k-hipergrafo es un par (V,E) de vértices V e k-hiperaristas E. Por una
k-hiperarista entendemos una k-upla (vi,...,vg) de vértices distintos. FEl conjunto E puede tener
hiperaristas repetidas.

Hablaremos simplemente de hipergrafos cuando esté en claro cual es el k involucrado. Cuando
k = 2 tenemos un grafo usual.

DEFINICION 5.2. Decimos que un k-hipergrafo es k-partito si existen k conjuntos de vértices
Vi, ..., Vi disjuntos no vacios que particionan al conjunto de vértices V tales que, para toda hiper-
arista e = (v(e)1,...,v(e)x), v(e); € V;.

35
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DEFINICION 5.3. Un apareamiento perfecto en un grafo k-partito es un conjunto de aristas que no
comparten vértices en comun y tal que la union de vértices sus cubre al conjunto V.

En lo que sigue trataremos grafos e hipergrafos aleatorios. Esta teoria es similar a la teoria de
grupos aleatorios en varios aspectos. Por ejemplo, el marco tedrico de trabajo, que son los modelos, se
define a partir de dar reglas de probabilidad que definan cuando una arista, o hiperarista, este en el
grafo. Las propiedades que nos importaran seran en la mayoria de los casos propiedades que ocurren
con probabilidad abrumadora en ese modelo. En consecuencia, hay un paralelismo entre ambas teorias.

DEFINICION 5.4 (Modelo de Configuracion). Sea V un conjunto de n vértices y sean 71 ... T, per-
mutaciones elegidas con probabilidad uniforme dentro del conjunto de permutaciones de V. Definimos
el conjunto de aristas como E = {(¢,7;(4));1 < i <n,1 < j <wv}. Decimos que el grafo G = (V,E)
esta en el modelo de configuracion, que notaremos L(n,v).

DEFINICION 5.5. Diremos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en el modelo
de configuracion si

lim P(G € L(n,v) : G tiene P ) = 1.

n—oo

OBSERVACION 5.1.

(1) Un grafo en el modelo de configuracion puede tener aristas mailtiples y aristas que comienzen
y terminen en el mismo elemento.

(2) Cada grafo en el modelo de configuracion es un grafo reqular de grado 2v. Efectivamente si
fijamos un vértices i, entonces, por construccion, sequro tiene v aristas adyacentes, asociadas
a (i,m;(i)). A su vez, para cada permutacion w, existe un valor k tal que (k) = i, y como
tomamos todas las permutaciones y todos los vértices en la definicion de E, tenemos todos
los (k,m(k)) = (k,i), entonces tenemos as? las otras v aristas.

Una de las propiedades mds importantes que tienen los grafos en este modelo es la siguiente
propiedad espectral, demostrada por Friedman en [6].

TEOREMA 5.1. Si G es un grafo en el modelo de configuracion L(n,v), entonces

<¢22j—1+ log v c>> ,

+ —
v v

n—roo

lim P ()\1(@) >1-—
con C independiente de v.

En particular, tomando v suficientemente grande, podemos afirmar que casi todo grafo en este
modelo tiene primer autovalor no nulo.

DEFINICION 5.6. Sean n,M € N. Sea V un conjunto de vértices de 2n elementos indezados
por letras sq,... s Sns 81_1, ceey SZ. Definimos el modelo Gs(n, M) que esta dado por los 3-hipergrafos
tripartitos G = (V, ) donde V es la unidn de 3 copias disjuntas de V, y E es un conjunto de M

hiperaristas tales que Ve € E, e = (s1, 82, 83) entonces s1 € Vi, sg € Vo, s3 € V3.

DEFINICION 5.7. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora para el modelo
Gs(n, M) si

li_>m P(G € G3(n, M) : G tiene P ) = 1.

Dado que tenemos grafos con vértices indexados con letras, es conveniente establecer las siguientes
definiciones:
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(1) Diremos que una palabra en S U S™! es reducida si es ciclicamente reducida.
(2) Una hiperarista e = (v1,...,vg) es reducida si la palabra v; ... v es reducida.

(3) Un apareamiento perfecto es reducido si todas sus aristas son reducidas.

Asociado este modelo, tenemos el siguiente modelo.

DEFINICION 5.8. Sean n, M € N. Sea V un conjunto de vértices de 2n elementos indezados por
letras sq, .. .,sn,sfl, ...,87Y Definimos el modelo G%%(n, M) que esta dado por los 3-hipergrafos

tripartitos G = (V,E) donde V es la unién de 3 copias disjuntas de V, y E es un conjunto de M
hiperaristas reducidas tales que Ve € E, e = (s1, S92, s3) entonces s1 € Vi, so € Vo, s3 € V3.

DEFINICION 5.9. Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora para el modelo
red ;
GE%(n, M) si

lim P(G € G5*(n, M) : G tiene P ) = 1.

n—oo
2. Propiedad (T) para grupos en el modelo triangular

El objetivo de esta seccién es mostrar que el modelo triangular tiene como transicién de fase a
d= % Para ello, estudiaremos que ocurre cuando d < % por un lado, y cuando d > % por otro.

Cuando d < %7 mostraremos que un grupo en el modelo triangular tiene con probabilidad abru-
madora, un cociente que es un grupo libre de dos generadores. Este resultado, que es el mas sencillo,
lo daremos al final de este apartado.
En cambio. cuando d > %, necesitaremos realizar un trabajo més técnico. En lineas generales,
mostraremos que un grupo en este modelo es un cociente de un grupo en el modelo de permutacion.
Para ello, veremos que alcanza con encontrar un apareamiento perfecto en cierto hipergrafo asociado
un grupo en el modelo triangular. Luego, probaremos que un grupo en el modelo de permutacién tiene
propiedad (T) con probabilidad abrumadora utilizando el teorema 3.1.

A lo largo de esta seccién, utilizaremos modelos que acarrean pequenas modificaciones respecto de

los anteriormente listados.

DEFINICION 5.10. Sea T' € M(n,d), I' = (S|R) donde |S| = n, |R| = (2n — 1)3? y Yw € R,
w = 818283 es una palabra ciclicamente reducida. Definimos el hipergrafo L3(T') = (V,E) de la
siguiente manera. El conjunto de vértices esta dado por V=V, UVo U Vs, conV; = SUS™!. Para
cada palabra en R definimos la arista e = (s1, $2,83) con s; € Vi, i = 1,2,3. Como pueden aparecer
palabras repetidas en R, con nuestra definicion pueden aparecer hiperaristas maltiples. En estos casos,
consideraremos que son hiperaristas simples.

OBSERVACION 5.2. Por definicion, L3(T) es un grafo en el modelo G5*%(n, M), para algin M
menor que (2n—1)3%. Sin embargo, por la observacion 4.3, cuando d < %, con probabiliad abrumadora
un grupo I' € M(n,d) no tiene palabras repetidas. En consecuencia, con probabilidad abrumadora, el

grafo L3(T') tendrd tantas aristas como relaciones tiene T'.

OBSERVACION 5.3. Sea T' € M(n,d) y sea L3(T") el hipergrafo asociado. Supongamos que L3(T)
tiene un apareamiento perfecto. Entonces, existen hiperaristas eq,...,ea, tales que la union de sus
vértices es disjunta y cubre todo el conjunto de vértices V.

Sea e; = (84,%i,Y;), luego, el apareamiento perfecto induce permutaciones aleatorias w1, 7o del
conjunto SU S~ donde e; = (s;,m1(5;),m2(5:)).

El siguiente teorema [13] da una condicién necesaria para que un hipergrafo en Gs(n, M) tenga
un apareamiento perfecto con probabilidad abrumadora.
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TEOREMA 5.2. Erziste una constante C > 0 tal que si p(n) > Cl(;LgQ". Entonces, con probabi-
lidad abrumadora, un 3-hipergrafo aleatorio tripartito en Gz(n, M), con M > n3p(n) contiene un
apareamiento perfecto.

En nuestro caso, M ~ (2n — 1)3¢ = (2n — 1) pues la densidad es mayor que % Luego, el
comportamiento asintético de las hiperaristas esta en las hipétesis del teorema, de donde se desprende,

el siguiente resultado.

COROLARIO 5.1. §i M = (2n — 1)'*¢ entonces un hipergrafo aleatorio en Gs(n, M) tiene un
apareamiento perfecto con probabilidad abrumadora.

OBSERVACION 5.4. Como el grafo L3(T') estd en G5°Y(n, M), necesitamos un resultado similar
para grafos en este modelo pues, a diferencia de lo que se puede intuir, con probabilidad abrumadora,
un hipergrafo aleatorio en Gs(n, M) no pertenece a G54 (n, M).

Esto se debe a que, dado un n fijo, la probabilidad de que una hiperarista e = (s1,82,83) sea

reducida es W Para que un hipergrafo esté en G5°4(n, M), todas sus hiperaristas tienen

M
que ser reducidas. La probabilidad de que estos ocurra es (W) . Como M = (2n —1)1*¢

tenemos que

lim =
n— oo

<2n(2n ?22))(3271 —2) ) M . (2n(2n z;l))(fn _9) > (2n—1)1+e

n— oo

6 — 4 (2n—1)1+£
Iim (1—-— —— .
n—00 (2n)2

Un cdlculo directo muestra que este limite es 0 cuando n tiende a infinito. En consecuencia, no
podemos aplicar el corolario anterior de manera directa para grafos en G54 (n, M).

Los siguientes dos lemas tienen como objetivo mostrar que Gge‘i(n,M ) tiene un apareamiento
perfecto con probabilidad abrumadora. Notemos que un apareamiento perfecto en G%4(n, M) serd
necesariamente un apareamiento perfecto reducido.

LEMA 5.1. Si M = (2n — 1)1 entonces un grafo aleatorio en Gs(n, M) tiene un apareamiento
perfecto reducido con probabilidad abrumadora.

DEMOSTRACION. Primero, por el Corolario 5.1, tenemos un apareamiento perfecto con probabili-
dad abrumadora. Luego, por la Observacién 5.3, tenemos permutaciones aleatorias i, m de S U S~!
tales que cada arista del apareamiento es de la forma e = (s, m(s), m2(s)), s € SUS™L. Para que un
un apareamiento perfecto sea reducido, se tiene que cumplir que para todo s € SUS™!, s # (m(s)) 71,
m1(s) # (ma(s)) "L, ma(s) # 5L

La condicién s # (m1(s))~! implica que la permutacién s — (71(s))~* no tiene puntos fijos. Por
otro lado, fijada 7, tenemos que o debe cumplir que mo(s) # s71 y que 71 (s) # (m2(s))~ L. Mirando
a mg como una permutacién del conjunto {1,...,2n}, esta condicién es equivalente a decir que la
permutacién ma(j) # j,j + 1 para todo j.

Se sabe que la probabilidad de que una permutacién aleatoria del conjunto de n elementos no tenga
puntos fijos tiende a % cuando n tiende a infinito. A su vez, en [14] se puede ver que la probabilidad
de que una permutacién aleatoria del conjunto de n elementos cumple que 7(j) # 7,7 + 1 para todo j
tiende a e% cuando n tiende a infinito. Luego, la probabilidad de que 71, w2 cumplan las condiciones
necesarias para que el apareamiento perfecto sea reducido tiende a e%, cuando n tiende a infinito, ya que
m1. e son independientes. Luego, existe un > 0 y un valor ng € N tal que si n > ng la probabilidad
de que un apareamiento perfecto no sea reduido esta acotada inferiormente por 7. independientemente
de n.

1
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Como M = (2n — 1)1*¢ entonces la cantidad de hiperaristas es asintticamente mayor que la
condicién pedida por el teorema 5.2, particionando al conjunto de hiperaristas en f(n) = C longen
subconjuntos de tamafnio nlogn, tenemos que cuando n tiende a infinito, f(n) tiende a infinito. En
cada subconjunto tenemos un apareamiento perfecto con probabilidad abrumadora, y la probabilidad
de que ese apareamiento perfecto no sea reducido es menor que (1 — n)f (7). y este valor tiende a cero
cuando n tiende a infinito.

Luego, con probabilidad abrumadora, un grafo en Gs(n, M) tiene un apareamiento perfecto re-

ducido con probabilidad abrumadora. O

LEMA 5.2. Un hipergrafo aleatorio en G54 (n, M), con M = (2n—1)'7¢ contiene un apareamiento
perfecto reducido con probabilidad abrumadora.

DEMOSTRACION. Consideremos las probabilidades de los siguientes eventos
o Iy ={L3(I") € Gs(n, M) tiene un apareamiento perfecto reducido},

o FIed = {IL3(T) € G5°Y(n, M) tiene un apareamiento perfecto},

e B, = {L3(T) € G3(n, M) tiene exactamente M aristas reducidas}.

Tomemos un hipergrafo L3(I") € G3(n, M) y saquemos las hiperaristas no reducidas, obtenemos
un hipergrafo L/3(T") € G5°¢(n, M’) con M’ < M. Fijemos M’ < M y supongamos que L3(T)
tiene exactamente M’ hiperaristas reducidas. Entonces L3(I') contiene un apareamiento perfecto
reducido si y sélo si L'5(T") contiene un apareamiento perfecto, de lo que sigue que la existencia de
apareamientos perfectos reducidos es independiente de la distribucién de las hiperaristas no reducidas.
Luego P(Fj4) = P(Fy|E,,). Por otro lado, como M’ < M, P(Fi¢d) < P(Fied), de lo que sigue que
P(Fy|E,) < P(FLe?) y como esto vale para todo M’ < M, tenemos que

P(Fy) = Y P(Fu|Ey )P(Ey) < Y P(FYP(E,) = P(FifY).
M/'<M M/'<M

En consecuencia, un hipergrafo en G5°¢(n, M) tiene un apareamiento perfecto reducido.
O

A continuacién, introduciremos modelos levemente modificados del modelo de permutacién de
grupos aleatorios y del modelo de configuracién de grafos aleatorios.

DEFINICION 5.11 (Modelo de permutacién reducido). El modelo de permutacion reducido, que
notaremos 3¢ (n,v), es el modelo de grupos aleatorios definido de la misma manera que el modelo de
permutacion F(n,v), pero con la salvedad de que sdlo consideramos palabras ciclicamente reducidas, en
decir, que las permutaciones {mi,73},...,{ml, 72} deben cumplir que mi(s) # s=1, wi(s) # (mi(s))™*
ymi(s) # s ! para todo 1 <k <wv ytodose SUS.

DEFINICION 5.12 (Modelo de configuracién reducido). Decimos que un grafo G = (V,E) pertenece
al modelo £7°%(n,v) si el conjunto de vértices V tiene 2n elementos, indexados por letras sy, ..., Sy,
st 8ot y el conjunto de aristas E = {(s,mi(s)) : s € V,1 < k < v} donde 7}, son permutaciones
del conjunto V que cumplen que mi(s) # s~ ! para todo k y para todo s € V, elegidas de manera

uniforme e independiente dentro del conjunto de permutaciones que cumplen tal propiedad.

LEMA 5.3. Emiste un v’ € N tal que, si v > v’ entonces con probabilidad abrumadora, un grafo
G € £7°4(n,v) es conexo y cumple que A\ (G) > %

DEMOSTRACION. Recordemos que por el teorema 5.1 el modelo de configuracién cumple que existe
un C' independiente de v tal que con probabilidad abrumadora:
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V=1 1
A(G)>1—<2+O§U+S>.

Consideremos vy tal que 1 — (7&571 + 10% + Q) > % y sea v > vg. Para este v, calculemos la

v
probabilidad de que un grafo G € £(n,v) pertenezca a £"*!(n,v). Sabemos que la probabilidad de
que una permutacién aleatoria no tenga puntos fijos tiende a % cuando n tiende a infinito. Sea ng tal
que si n > ng,

P({r € S,, no tenga puntos fijos}) > =, con n > ng. Luego:

1 v
P ({m1,..., 7 1o tienen puntos fijos}) > <2> >0,
e

independiente de n
Y como el modelo de configuracién toma de manera uniforme e independiente v permutaciones del
conjunto de n elementos, entonces:

P({G € £"*(n,v)}) > P({ny,...,m, no tienen puntos fijos}) > 0,
sin > ng.

Entonces, el conjunto de grafos que estan en £7°4(n,v) visto como subconjunto de £(n,v) es un
conjunto de probabilidad acotada por debajo por una constante mayor que cero. En consecuencia,
como la probabilidad de que un grafo en £(n,v) tenga A\;(G) < i tiende a cero cuando n tiende a
infinito, entonces lo mismo ocurre con grafos en £7¢(n,v). Luego, con probabilidad abrumadora, un
grafo en £7°/(n,v) cumple que A\ (G) > 3.

Ademds, se tiene que un grafo en el modelo de configuracién es conexo con probabilidad abru-
madora ([12], Teorema 9.20). De hecho, se puede probar que un grafo aleatorio en este modelo tiene
con probabilidad abrumadora un ciclo hamiltoniano, es decir, un camino que recorre todos los vértices
del grafo pasando por cada uno de ellos a lo sumo una vez. Y como el conjunto £"¢%(n, v) tiene proba-
bilidad mayor que cero en £(n,v) para todo n € N, tenemos que un grafo en £7¢(n, v) es conexo con
probabilidad abrumadora. O

COROLARIO 5.2. Parav > v', un grupo aleatorio en F7¢¥(n,v) tiene propiedad (T) con probabilidad
abrumadora.

DEMOSTRACION. Seal' € F7¢4(n,v), ' = (S|R) y sea G el grafo definido de acuerdo a la definicién
3.1. Sean G;, = 1,2,3 los grafos que partlclonan a G'. Entonces, G es un grafo con vértices en
SUS~!y aristas {(s,mx(s))} con s € SUS™' ycon 1 <k < v. Luego, los grafos G, son grafos
aleatorios pertenecientes al modelo £7*Y(n,v). Por el lema 5.3, con probabilidad abrumadora, estos
grafos son conexos y primer autovalor no nulo mayor a % Luego, por el lema 3.5, Al(G/) > % con
probabilidad abrumadora. Finalmente, aplicando el criterio espectral para presentaciones triangulares,
con probabilidad abrumadora, un grupo en F7¢¢(n,v) tiene propiedad (T). O

TEOREMA 5.3. Para d > 3 , un grupo en el modelo triangular M(m,d) tiene propiedad (T) con
probabilidad abrumadora.

DEMOSTRACION. Recordemos que un grupo I' € M(n, d) esta presentado por (S|R) con |S| =ny
con |R| = (2n—1)3¢ = (2n —1)1*¢. Particionemos a R en v subconjuntos Ry, ..., R, de igual cardinal,
con v tal que un grupo aleatorio en F7°¢(n,v) tenga propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

Definimos el grafo L3(T';) € G5°¢(n, M) de manera similar a la definicién 5.10, con la salvedad
de que en vez de tomar relaciones en el conjunto R, las relaciones las tomamos en el subconjunto R;.
Como |R;| = 2(2n —1)T¢, por el lema 5.2, con probabilidad abrumadora cada grafo Ls(T';) tiene una
familia de relaciones de la forma {s7}(s)72},csug-1-
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Sea I" = (S|R'), con R' = |J {s7}(s)72(s)}sesus-1 es un grupo aleatorio perteneciente a
1<i<v

Fred(n,v) y T es cociente de I'". Luego, como la propiedad (T) se preserva por cocientes, I' tiene

propiedad (T) con probabilidad abrumadora. O

De esta manera, tenemos que con probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo triangular
tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora cuando d > % Para ver que d es transicién de fase,
necesitamos mostrar que con probabilidad abrumadora, un grupo en este modelo no tiene propiedad
(T) con probabilidad abrumadora cuando d < % Para eso, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.1. Sea d < %, entonces con probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo
triangular tiene un cociente isomorfo a Fy. Luego, con probabilidad abrumadora, un grupo en este

modelo no tiene propiedad (T).

DEMOSTRACION. Para ver que hay un cociente que es un grupo libre, alcanza con ver que, con
probabilidad abrumadora, existen dos generadores que no aparecen en ninguna relacién de la pre-
sentacién. El cardinal de relaciones que no toma los tltimos 2 generadores es (2m — 5)3, mientras que

todas las palabras de longitud 3 que podemos escribir es (2m — 1)3. En consecuencia, la probabili-
(2m—5)3
(2m—1)3"
probabilidad de que en una presentacién, todas las relaciones no consideren los iltimos 2 generadores.

Como elegimos (2m — 1)3¢ palabras de Wi,,3 de forma uniforme e independiente, con reposicién,

entonces la probabilidad anterior queda:

(2m — 5)3 (2m—1)3¢ (2m—5 3(2m—1)3¢
(2m —1)3 S \2m -1 ’

Entonces, tomando limite sobre la cantidad de generadores

3(2m—1)3¢ 3(2m—1)3¢
2m — 4
lim ( n 5) — lim (1— ) :

m—oo \ 2m — 1 m—o0 2m — 1

Este limite es igual a 1 cuando d < %, mientras que cuando d > % este limite es 0.

Luego, cada grupo que tiene como cociente un grupo libre no tiene propiedad (T), puesto que
propiedad se preserva por cocientes y mencionamos en el primer capitulo que los grupos libres no
tienen propiedad (T) (Ejemplo 1.4). O

dad de tomar una de estas palabras que olvidan los tltimos 2 generadores es Calculemos la

3. Propiedad (T) para el modelo de densidad de Gromov

A lo largo de este apartado, daremos una demostracién completa de propiedad (T) para el modelo
de densidad de Gromov. Este resultado aparece en el trabajo de Ollivier [21], asumiendo propiedad
(T) para el modelo triangular cuando la densidad es mayor que % Sin embargo, en [21] algunos
detalles técnicos estdn ausentes y nuevamente son Kotowski y Kotowski, en [16], quienes los proveen.

Para probar el resultado, veremos que cada grupo aleatorio en el modelo de densidad tiene un
subgrupo de indice finito que es isomorfo a un cociente de un grupo que tiene propiedad (T). Tal
grupo serd un grupo aleatorio de un modelo triangular levemente modificado, en donde los grupos este
nuevo modelo tendrén propiedad (T) con probabilidad abrumadora. Luego, como tenemos propiedad
(T) para este modelo triangular, tendremos propiedad (T) para el modelo de densidad.

Una de las observaciones més importantes que debemos hacer es que necesitaremos tomar una
definicién que flexibilice al modelo de densidad de Gromov. Esto se debe a que la existencia del
subgrupo asociado a un grupo en el modelo triangular esta supeditada a que las letras del conjunto de
relaciones tengan longitud divisible por 3.

Cabe aclarar también que, a diferencia de lo que ocurre con el modelo triangular, no podemos
afirmar nada respecto a la existencia de transicién de fase para la propiedad (T). Se sabe que cuando
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d < % un grupo en el modelo de densidad de Gromov no tiene propiedad (T) con probabilidad
abrumadora (Ollivier y Wise [22]). Sin embargo, hasta el momento no se sabe hasta el momento como
el es comportamiento de los grupos en el modelo de denidad para los valores d € [%, %]

Comenzaremos dando una demostracién informal de céomo hallar el subgrupo de indice finito
isomorfo a un grupo en el modelo triangular de un grupo aleatorio en el modelo de densidad de
Gromov §(m,1,d).

Fijemos m, [, d, donde [ es divisible por 3, y sea W el conjunto de palabras reducidas en los
generadores {af, ...,axY} de longitud é Notemos que W admite una particién en subconjuntos W,
W~ talesque (WH) L =W~y (W)t =WT,

Esta particién puede construirse de la siguiente manera. Tomemos w € W, luego w™! € W y
ademds w # w™?!, de lo contrario w? seria la identidad en el grupo libre de m generadores. En este

caso, pueden ocurrir dos cosas. Si la longitud de w es par, entonces verifica que w = ay ...a1 a?lafl de
2 32

lo que sigue que w no es reducida. En cambio, si la longitud de w es impar, podemos escribir w = vau
donde @ es la letra media de w y u, v son palabras en el grupo libre. Como w? es la identidad, tenemos
que v = v~1, de lo que sigue que @ es la identidad, lo cual es absurdo. Entonces determinamos que
weWT yw ! e W, e iteramos el proceso con W = W \ {w,w™1}. Como el conjunto W es finito,
el proceso se termina.

Sea n = |[WT|, y enumeremos de manera arbitraria las palabras del conjunto W¥. Definimos
el morfismo ¢ : (by,...,b,) — (ai,...,am), ¢(b;) = w;, donde w; es la i-ésima palabra de W™
y donde (by,...,b,), (a1,...,am,) son los grupos libres de m y n generadores respectivamente. Si
tenemos I' € M(n,d), T' = (by,...,b,|R), entonces el morfismo ¢ manda una relacién bybsbs en una
relacion ¢(b1)p(b2)p(bs). En consecuencia ¢ se factoriza por un morfismo ¢, ¢ : (by,...,b,|R) —
(a1, ..., am|d(R))

Si las relaciones de ¢(R) tienen todas longitud I, entonces (aq, ..., an,|d(R)) es un grupo aleatorio
en §(m,!l,d) (con la misma densidad d). El problema radica en que la palabra ¢(b1)@(b2)¢(bs) puede
tener cancelaciones entre si, dando lugar que su longitud sea menor que .

En vistas a salvar esta problematica, definimos la siguiente variante al modelo triangular:

DEFINICION 5.13 (Modelo triangular positivo). Sea d € (0,1). Un grupo I' € M*(n,d) si admite
una presentacion I' = (S|R), con |S| =n y R un conjunto de (2n — 1)3¢ relaciones tomadas de forma
independiente y uniforme dentro del conjunto de relaciones de longitud 3, de manera tal que las letras
de cada palabra sean letras pertenecientes a S.

Diremos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en este modelo si

lim P (' € M*(m,d) : T tiene P) = 1.
m—0o0
OBSERVACION 5.5. Por definicion, tenemos que M*(n,d) C M(n,d). Por otro lado, un grupo
aleatorio T € M(n,d), con probabilidad abrumadora no pertenece a M*(n,d). FEsto se debe a que
la probabilidad de que una palabra reducida en un conjunto de n generadores es Wi(%—% que

tiende a % cuando n tiende a infinito. Luego, la probabilidad de que un grupo en M(n,d) pertenezca a

6
_1\3d
MT(n,d) es aprozimadamente (%)(Qn 1 , que tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Como consecuencia no podemos aplicar de manera directa el Teorema 5.3 para afirmar que con
probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo triangular positivo tiene propiedad (T) cuando d > %

Para mostrar propiedad (T) en el modelo triangular positivo, nuevamente utilizaremos que un
grupo en este modelo es cociente de un grupo aleatorio en la siguiente variante del modelo de per-
mutacion.

DEFINICION 5.14 (Modelo de permutacién positivo). Sean n,v € N, n > 2.Un grupo T’ € F+(n,v)
st admite una presentacion I' = (S|R), con |S| = n y R un conjunto de relaciones determinado por
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v pares de permutaciones {mi, 73} ... {mt, 72} del conjunto de permutaciones de S elegidas de manera

de manera uniforme e independiente, de manera tal que R = |J {smi(s)72(s) 1 <k<v-
seS
Decimos que una propiedad P ocurre con probabilidad abrumadora en F*(m,v) si

lim P (T € " (n,v) : T tiene P) = 1.

n— oo

Veamos que un grupo en este modelo tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

PROPOSICION 5.2. Emiste un vo € N tal que si v > vy, entonces con probabilidad abrumadora, un
grupo en el modelo F(n,v) tiene propiedad (T).

DEMOSTRACION. Sea IV € Ft(n,v), I' = (S|R) un grupo aleatorio y consideremos el grafo
asociado G'(I"”) de acuerdo a la definicién 3.1. Por definicién de I, tal grafo tiene por conjunto de

v
vértices a SUS™! y por conjunto de aristas a E = |J {(s™,7}(s)), (7}(s) 71, 72 (s)), (72 (s) 71, 8) }ses-
k=1

Este grafo, en este caso, es un grafo bipartito.

Descomponiendo a G'(T) en grafos G';, i = 1,2,3 obtenemos tres grafos bipartitos v-regulares.
Recordemos que cada grafo G'; = (V;,E;), : = 1,2, 3, se construye de la siguiente manera. El conjunto
de vértices estd dado por S U S~! para todo i. Por otro lado, para cada palabra w € R, w = 515253,
tenemos que (s, s2) € By, (551, s3) € Egy (851781) € E;. Queremos ver que el primer autovalor
no nulo de estos grafos es mayor a % Para eso necesitamos el siguiente teorema correspondiente a
Friedman [7]:

TEOREMA 5.4. Consideremos un conjunto de vértices estd dado por dos copias disjuntas del con-
gunto {1,...,n}. Sea G = (V,E) un grafo bipartito, v-regular obtenido de manera tal que su conjunto
de aristas E = {(¢, m,(4)) hi<k<v,1<i<n, donde m son permutaciones de {1,...,n} elegidas uniforme e
independientemente. Entonces, dado € > 0

lim P(Al((}) >1- <M+ 6)) —1.

n— 0o v v

VZu(v—1)F

v

Tomando vy tal que 1 — < + f}) > %, tenemos que con probabilidad abrumadora, cada

grafo G'; tiene primer autovalor no nulo mayor a % Aplicando Lema 3.5 tenemos que G'(I”) tiene
primer autovalor no nulo mayor a %
Ademads tenemos que el grafo G'(I") es conexo (Observacién 9.11 [12]). Luego, por el teorema 3.1,

los grupos en este modelo tienen propiedad (T) con probabilidad abrumadora. O

Queremos ver que dado ' € M T (n, d) existe IV € F(n,v) tal que I' = IV/N. Para eso, definiremos
un hipergrafo L3(I") y buscaremos un apareamiento perfecto en dicho hipergrafo.

DEFINICION 5.15. Sea I' € M*(n,d), definimos un hipergrafo L3(I'), Ls(T") = (V,E), donde el
conjunto V = V1 U Vo U Vs, donde nuevamente, cada V; = S. Para cada relacion w = s1S283 tenemos
la hiperarista e = (s1, S2,83), s; € V;

OBSERVACION 5.6. Notemos que L3(I') no pertenece a Gs(n.M), ya que la manera de definir su
conjunto de vértices no considera palabras en S™'. Sin embargo, una variante del teorema 5.2 es
vdlida para L3(T'). En consecuencia, si d > %, entonces Gs(n.M) tiene un apareamiento perfecto con
probabilidad abrumadora.

Por otro lado, todas las hiperaristas de L3(T") son reducidas. En consecuencia, si consequimos un
apareamiento perfecto, serd necesariamente reducido.
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OBSERVACION 5.7. Si T' € M*(n,d), T' = (S|R) entonces con probabilidad abrumadora el con-
junto R admite una subconjunto de relaciones de la forma {smi(s)m2(s)}ses donde m; son permuta-
ciones del conjunto S. Por la observacion 5.6, cuando d > %, un grafo es este modelo admite un
apareamiento perfecto con probabilidad abrumadora. Luego tenemos una familia de relaciones de la
forma {sm1(s)m2(8) }ses-

OBSERVACION 5.8. Supongamos que queremos hallar v familias de relaciones {sm1(s)ma(s)}ses-
Entonces particionando el conjunto R en v subconjuntos R; de igual cardinal. Luego en cada subcon-
junto R; tendremos con probabilidad abrumadora un apareamiento perfecto, luego tenemos relaciones
{smh(s)m2(5) ses

Consideremos el grupo I" = (S|R') donde R' = |J {sm}(s)72(s)}ses. Luego T es cociente de I

1<i<v

y I € Ft(n,v).

COROLARIO 5.3. Sid > %, entonces un grupo aleatorio en el modelo triangular positivo M (m, d)
tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

A continuacién, estudiaremos las condiciones necesarias para la existencia de un morfismo que
vaya del modelo triangular positivo a una variante del modelo de densidad, respetando la d. Para
eso, asumiremos en un principio, que la longitud [ es divisible por 3. Comenzaremos con algunas
definciones:

Sean A = {a1,...,a,,} un conjunto de generadores. Llamamos letras positivas a los elementos de
A. Sea W% el conjunto de palabras reducidas sobre A U.A~! de longitud é que comienzan y terminan

.o, ’ .
con una letra positiva. Por W, notamos al conjunto de palabras w = wjwows, con w; € W
3

DEFINICION 5.16 (Modelo de densidad especial). Sean d € (0,1) y | divisible por 3. Diremos que
un grupo T = (S|R), T € G*(m,1,d) si |S| = m y R es un conjunto de (2n — 1)3? relaciones elegidas
de forma uniforme e independiente de Wl/, donde n = ‘Wé ‘ Una propiedad P ocurre con probabilidad

abrumadora en este model si llim P(I' € §*(m,1,d) : T tiene P ) = 1.
— 00

LEMA 5.4. Con las notaciones anteriores, si d € (0,1) y G € G*(m,l,d), entonces existe un
' e M*(n,d), donde n = |W% |, y un morfismo de grupos ¢ : I' — G tal que ¢(T') es un subgrupo de
indice finito de G.

DEMOSTRACION. Fijemos m, [, d y enumeremos de manera arbitraria los elementos en Wé' Sea

{$1,...,8n} un conjunto de generadores. Definimos el morfismo ¢ : (s1,...,8,) — {(a1,...,am),
@(s;) = w; donde w; es la i-ésima palabra de Wé y por (s1,...,S,) entendemos el grupo libre de n
elementos.

Si T = (S|R) € M*(n,d), entonces ¢ se factoriza via ¢ : I' — (ay,...,am|¢(R)), donde |¢(R)| =
|R| = (2n—1)3y (ay,...,am|p(R)) € G*(m,1,d). Luego, el morfismo ¢ manda un grupo en el modelo
triangular con densidad d en un grupo en el modelo de densidad especial, con la misma densidad d. A
medida que tomamos todos los grupos en el modelo triangular positivo, recuperamos todos los grupos
del modelo de densidad especial.

Veamos que este morfismo tiene indice finito. Primero, notemos que por definicién de nuestro
morfismo ¥, ¥ (T") estd generado por las palabras de longitud é que son de la forma avb con a,b € A.
Para probar la finitud del indce, veremos que toda palabra en A UA~! se puede escribir (en el grupo
libre) como una palabra de la forma u,su,stu, donde s,t son palabras en AUA~! y v € ¥(T). Luego,
la cantidad de coclases es menor o igual que [A UA™L| + |AUA™Y? que es finito.

Supongamos que tenemos una palabra de la forma avb™' con v de longitud par, y a,b € A.
Veamos que estén ¢(T"). Sea k = % — 2, y supongamos que la longitud de v es menor que 2k. Entonces
podemos escribir a v = v'v” donde [v| = |[v"], luego, avb™! = (av'ut)(bv"ut)~! donde t € A y u
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es una palabra arbitraria de manera tal que cada factor sea reducida. Supongamos ahora que la
|v| > 2k. entonces podemos escribir v = vy ...v;0'v"” donde |v;| = 2k, entonces podemos escribir
avb™' = (avity ") (tavatz ) ... (av'ut)(bv"ut)~! con t; palabras positivas. Analogamente, podemos
construir una descomposicién similar si tenemos una palabra de la forma o~ vb.

Supongamos que tenemos una palabra reducida w en A U A", Separamos en casos. Si tiene
longitud impar, supongamos que w termina en una letra positiva, digamos a, consideremos una letra
positiva ¢ # a. Entonces ¢ 'w = ¢ tva € (T") . Procedemos andlogamente si w termina con una letra
negativa. Esto termina el primer caso. Si w tiene longitud par, entonces puede pasar que w = avb~ !
o w = a~'vb, casos que ya han sido considerados. De lo contrario, puede pasar que w = avb, a,b € A,
entonces tomando ¢ € A, ¢ # a, tenemos que ¢ 'a"vb = ¢ 'w = ¢ lvb y estamos en el caso anterior.
Si w = a~'vb™!, entonces tomando nuevamente ¢ € A, ¢ # a, caw = cvb~!. Como todas estan en
¥ (T), concluimos la demostracién. O

COROLARIO 5.4. Con probabilidad abrumadora, un grupo aleatorio en G*(m,l,d) tiene propiedad
(T) cuando d > 3.

Esto se desprende simplemente de notar que cuando [ tiende a infinito, n tiende a infinito. En
consecuencia como en M™(n,d) un grupo aleatorio tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora,
y tales grupos se mapean como subgrupos de indice finito en un grupos aleatorios en §*(m, 1, d), estos
dltimos tiene propiedad (T).

PROPOSICION 5.3. Sea d > % Entonces, con probabilidad abrumadora, un grupo en el modelo de

densidad de Gromov tiene propiedad (T) siempre y cuando | sea divisible por 3.

DEMOSTRACION. Sea I' € G(m,l,d), T = (S|R), entonces |R| = (2m — 1)!4. Veremos que, con
probabilidad abrubadora, exise un subconjunto de relaciones R’ C R tal que R’ C Wl' y |R| =
(2n —1)3¢ con i<d <dyn= ’W% . Luego, el grupo I es cociente de IV = (S|R'), T" € G*(m,l,d")

y por el corolario previo, I' tiene propiedad (T), de lo que sigue que I' tiene propiedad (T) con
probabilidad abrumadora.

Veamos que tal |R'| existe. Por definicién n = ‘W% = m2(2m —1)372. Sea d’ tal que s<d <d

fijo (por ejemplo, el punto medio). Entonces,

’ 1_ o/ 2m2 3d ’
|IR| = (2n —1)3% = 2m?(2m —1)5 2 -1)3 ~ <(2m_1)2) (2m — 1),

Calculemos la probabilidad de tener un conjunto como este. En primer lugar calculemos la pro-
babilidad de tener una relacién en Wl/:

m m—1

Wil = mzm =1 (7 + 2)3 (=17 = (2m = 1o 1 (i - ;)

Por otra parte, la cantidad de palabras redicidas de longitud I es 2m(2m — 1)!=1.
Luego, la probabilidad de que una palabra reducida w de longitud [ esté en Wl/ es

(2m — 1)!=5m(m — 1)2 (m — %)3 (m— 1) (m - %)3 ~ L

2m(2m — 1)1-1 - 2(2m—1)° 6

Sean los eventos:
. . . !
A; = {T tiene exactamente ¢ relaciones en W, }

2

3d’ , ,
A = {T tiene menos de ((231%) (2m — 1)!?" relaciones en W, }
Veamos que P(A) — 0 cuando [ tiende a infinito.
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R SN 1\ @1
P(A) = P(4;) = LA _
. ; A ; (6> < 6) =
(2n_1)3d/ 1 1 (2m71)1'd*<(2,2,:i21)2)Bd/(mel)ld/
(12 .
% 5(3)
’ 3d’ ,
Aquf usamos que (2n — 1)*" = (%) (2m — 1)'*". Luego la suma queda
3d m2 3d’ ,
1 (W o (zm_ 1)ld’ 1 _1 (27’”—1)”_((23”771)2) (2m—1)% 3
6\ (2m —1)2 6 <

1 (mel)ld’/((mel)l(d_d/)fw(m,d))
C(m,d)(2m — 1) (1 - 6) .

Donde C(m,d) y w(m,d) son constantes que no dependen de /. Un cdlculo directo muestra
que esta expresién tiende a 0 cuando [ tiende a infinito. Luego, tenemos tal |R’| con probabilidad
abrumadora. O

Finalmente, lo que tenemos hasta entonces es lo siguiente

lim P(T" € §(m, 3l,d) : T tiene (T)) =1

l—o0

sid> %

Para probar el resultado para un aleatorio arbitrario, es necesario flexibilizar la condicion de tener
relaciones de longitud exactamente [, por la condiciéon levemente mas débil de tener relaciones de
longitudes I, + 1,1 + 2.

Finalizamos este apartado mostrando propiedad (T) para esta variante del modelo de densidad de
Gromov, que considera relaciones de longitudes I,{ + 1,0 + 2.

TEOREMA 5.5. Si consideramos G(m, 1, d) el modelo de densidad de Gromov definido por la condi-
cion de considerar relaciones de longitudes 1,1 + 1,1 + 2. Sea d > %, entonces un grupo aleatorio en
este modelo tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora.

DEMOSTRACION. Sea I' un grupo aleatorio en ese modelo. Veremos que I' es cociente de un grupo
aleatorio IV € M(m,ly,d’), donde % < d < dfijo, y lp € {l,1 + 1,1l + 2} de manera tal que sea
divisible por tres. Queremos ver que un grupo aleatorio I' tiene al menos (2m — l)ld/, relaciones de
longitud divisible por 3. Notemos que el conjunto en donde tomamos las relaciones tiene cardinal
2m — 1)+ 2m — D 4+ 2m — )2 = (2m — 1)Y(3 + 6m + 4m?). En consecuencia, la probabilidad
de tomar una relacién de longitud divisible por 3 siempre es mayor a m. Veamos que la
probabilidad de que no tengamos tal cantidad de relaciones tiende a cero cuando [ tiende a infinito.

Sean los eventos:

(1) A; ={T' € §(m,l,d) : tiene exactamente i relaciones de longitud divisible por 3},

(2) A={T €G(m,l,d): tiene menos de c(2m — 1)!¢ relaciones divisible por 3}.

(2m—1)' (2m—1)'

1 i 1 (2m—1)t—;
P(A) = P(A;) < — ) (1
(4) 2, BAy< 3 (3+6m+4m2) ( 3+6m+4m2>

=0 =0

IA
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(2m — l)ld/ (1 v )(2m1)’d(2m1)‘d/ =
3+ 6m + 4m?
1d' 1 ((2m71)l(didl)7l> (m-1'
(2m — 1) <1 - 3+6m+4m?> .

Y esta expresion tiende a 0 cuando [ tiende a infinito. Aqui acotamos cada factor que aparecia en
la suma por los correspondientes valor mas chicos de cada uno.

Como consecuencia, con probabilidad abrumadora tenemos (2m—1)!" relaciones de longitud divisi-
ble por 3. Consideremos el grupo aleatorio T generado por los m generadores y que tiene esas relaciones
divisibles por 3, entonces I' es un cociente de Y y por la proposicién anterior, T tiene propiedad (T)
con probabilidad abrumadora. Luego I' tiene propiedad (T) con probabilidad abrumadora. O
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