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1 Introduccién

El teorema fundamental del dlgebra nos dice en particular que si tenemos un polinomio no
nulo con coeficientes enteros (o equivalentemente racionales) entonces éste tendra una raiz
en los nimeros complejos. Uno podria preguntarse si dado un nimero complejo «, existe
un polinomio P € Z[X] (o equivalentemente Q[X]) tal que P(a) = 0. Si tal polinomio no
existe entonces se dice que a es “trascendente” o “trascendental”.

Mas ampliamente, un conjunto de nimeros {ay, ..., a,} se dice “algebraicemente inde-
pendiente sobre un cuerpo K”, si no existe un polinomio no nulo P € K[Xj, ..., X,,] tal que
P(ay,...,a,) = 0. En caso contrario se dice “algebraicamente dependiente sobre K”. De esta
manera la trascendencia de un niimero es un caso particular de independencia algebraica en
el que el conjunto considerado consiste solo en él.

Se plantean entonces dos preguntas : jexisten los ntimeros trascendentes? y si es que
existen, jcomo reconocerlos?. El primero en intentar responder estas preguntas fue Euler,
quien en 1748 conjeturé que si 7, p € Q — 0y r® = p , entonces si 3 es irracional debe ser
trascendente.

La respuesta por primera vez afirmativa a la pregunta de existencia de niimeros trascen-
dentes y al mismo tiempo un criterio para reconocer algunos de ellos, fue dada por Liouville
en la década de 1840. Su criterio dice esencialmente que un numero algebraico no puede
ser aproximado muy bien por racionales, y consecuentemente, que si un nimero puede ser
muy bien aproximado por nimeros racionales debe ser trascendente. En particular lo aplico
para demostrar que dado a € N, a > 2, el ntimero § = > ;7 (—1)¥a™* es trascendente.
Posteriormente en 1874 Cantor encontrd otra forma de responder la pregunta probando que
el conjunto de numeros algebraicos es numerable, lo cual por la no numerabilidad de los
reales implica que los niimeros trascendentes existen.

El interés sobre la cuestién de la trascendencia se centrd inicialmente de modo natural
en los casos particulares de los niimeros e y 7. En 1815 Fourier prob¢ la irracionalidad de e
utilizando su representacion como serie de potencias para obtener un entero no nulo, y luego
mostrar que éste debe ser menor a 1, obteniendo una contradicciéon. En 1873 Hermite probo
que e es trascendente usando una estrategia andloga a la de Fourier, pero en vez de partir de
la serie de potencias de e lo hizo de una identidad que involucra la funcién e* (con = € R)
y que se deduce integrando por partes sucesivamente. En 1882 Lindemann probd que 7 es
trascendente siguiendo un razonamiento analogo al de Hermite, pero partiendo de que la al-
gebricidad de 7 implicarfa la de i7, y usando luego la identidad €™ +1 = 0. Una consecuencia
de la trascendencia de m es la imposibilidad de la cuadratura del circulo. En 1837 Wantzel
[L37] mostré que los segmentos de linea que pueden ser construidos solamente con regla y
compas son precisamente aquellos cuyas longitudes pueden expresarse en términos de raices
de ecuaciones cuadraticas con coeficientes racionales, raices de ecuaciones cuadraticas cuyos
coeficientes son raices de ecuaciones cuadraticas con coeficientes racionales, y continuando
del mismo modo, pueden ser expresados en términos de nimeros obtenidos solucionando
sucesivamente ecuaciones cuadraticas. El conjunto de tales niimeros es un subconjunto del
cuerpo de los nimeros algebraicos A. Como se tiene que 7 es tracendente se sigue que es
imposible construir un segmento de longitud /7 usando regla y compas.

Lindemann aifrmé en 1882 que se podia modificar y extender la prueba de su resultado



anterior para obtener lo que en 1884 Weierstrass lo demostré formalmente que dados aq, ..., o,
numeros algebraicos distintos, y i, ..., £, nimeros algebraicos no nulos, entonces

Bre*t + ...+ Bpe® #£ 0.
En particular esto implica que cualquier niimero de la forma
ar1e™ + ... + a, e

cuando los o; nimeros algebraicos no nulos distintos, y los a; nimeros algebraicos no todos
nulos, es trascendente. En particular lo son los siguientes niimeros debido a sus respectiva
expresiones en términos de la funcién exponencial : 7 , e* (para « algebraico no nulo) ,
sen(a), cos(a), tan(a) (para « algebraico no nulo) y log(a) (para « algebraico distinto de 0
y de 1).

Durante el Segundo Congreso Internacional de Matematica de 1900 Hilbert expuso una
lista de 23 problemas que consideraba de gran importancia para el desarrollo de la matematica.
El séptimo era una conjetura que expande la naturaleza artimética de los nimeros involu-
crados en la conjetura de Euler. Sean o, € Acon a #0y a # 1y B ¢ Q, entonces o es
trascendente. Casos particulares son los niimeros €™ = i~ y V2,

En 1929 Gelfond prueba que e™ es trascendente mostrando que la hipdtesis de su al-
gebricidad junto con aproximaciones polinomiales de ™ (z € C) basadas en los enteros
gaussianos implicaria una repressentacion de funcién e® de la que se deduciria que es alge-
braica. Para obtener esta representacion hizo uso de la estrategia anterior, i.e., partir de las
aproximaciones polinomiales para obtener un entero no nulo, y luego mostrar que éste debe
ser menor a 1, obteniendo una contradiccién.

En 1930 Kuzmin prueba que 2V2 g trascendente, siguiendo una estrategia muy similar
a la de Gelfond, pero aproximando 2% con la férmula de interpolacion de Lagrange, esto es
en vez de usar los enteros gaussianos usa los ntimeros {a + bv/2 : a,b € Z} ordenados de
manera conveniente.

Finalmente en 1934, en forma independiente, Gelfond y Schneider, prueban la conjetura
de Hilbert. Ambas se basan en la observacién de Siegel de que todas las pruebas anteriores
sobre trascendencia pueden interpretarse con alguna funciéon auxiliar subyacente con muchos
ceros (incluyendo multiplicidad) y que “no crece mucho”, a partir de las cual se deriva
alguna contradiccién (existencia de un entero entre cero y uno, o bien cotas contradictorias
para algin nimero involucrado) , y que no es necesario conocerla explicitamente sino que
es suficiente con saber que existe y que tiene ciertas propiedades. Para probar la existencia
de las funciones auxiliares respectivas, Gelfond y Schneider hacen uso de la hipdtesis de
algebricidad del niimero en cuestion y lemas de Siegel o Kronecker que aseguran la existencia
de soluciones acotadas para sistemas de ecuaciones o inecuaciones lineales (y que se prueban
como consecuencias del criterio de las cajas de Dirichlet).

Complementando al resultado de Gelfond y Schneider, Lang probd que dados 51, 8 € C
linealmente independientes sobre Q, y z, € C (v = 1,2,3) también linealmente independi-
entes sobre Q; entonces por lo menos uno de los niimeros

651%’ eP2ev (U =1,2, 3)

es trascendente sobre Q .



El resultado de Gelfond y Schneider fue posteriormente ampliado por Lang y por Baker.

En 1966, Lang prueba que dados un cuerpo numérico K y funciones meromorfas fi, ..., fn

de orden < p, tales que el cuerpo K(fi,..., fn) tiene grado de trascendencia mayor o igual
d

a dos sobre K, y que la derivada D = £ mapea el anillo K[f1, ..., fx] en si mismo; y dados

wy, ..., Wy, NUmMeros complejos distintos que no estan entre los polos de las f;, tales que
fz(wv) e K

para todo i = 1,.... N y v = 1,...,m. Entonces m < 20p|K : Q)]. Este resultado amplia
simultaneamente los de Gelfond-Schneider y los de Hermite-Lindemann.

También 1966 Baker prueba (algo ya conjeturado por Gelfond) que dados ay, ..., a,, € A\
{0}, si {log(ay), ...,Jog(a,)} son linealmente independientes sobre Q entonces {1,log(ay), ...,
log(av,)} es linealmente independiente sobre A. La prueba se basa en la construccion de una
funcién auxiliar de varias variables complejas que amplia la funcién de una sola variable usada
por Gelfond. La mayor dificultad esté en relacién a las técnicas basicas de interpolacién. El
trabajo en conexion a esto, hasta el momento de la prueba de Baker siempre involucré una
extension en el orden de las derivadas mientras se dejaban fijos los puntos de interpolacion.
Sin embargo la prueba de Baker involucra un procedimiento de extrapolacién propio de su
contexto, en el cual el rango de interpolacion es extendido mientras el orden de las derivadas
se reduce. Como consecuencias de su resultado Baker deriva la trascendencia de varias clases
nuevas de numeros. Adicionalmente soluciona el problema de nimero de clase de encontrar
todos los cuerpos cuadraticos imaginarios con nimero de clase 1 y da cotas para soluciones
enteras de ciertas ecuaciones polinomiales.

Hay en la actualidad algunas conjeturas que extienden resultados anteriores. Las dos cen-
trales son las conjeturas de Schanuel y de Baker (un caso particular de la anterior). Hay otras
conjeturas adicionales relacionados con ellas, casos particulares de las cuales se han probado.
La de Conjetura de Schanuel dice que dados ay, ..., a, € C linealmente independientes sobre
Q, entonces hay por lo menos p de los 2p ntimeros

ai

a
A1y eey Ap, €74 .7

que son algebraicamente independienetes sobre Q. La Conjetura de Baker extiende el resul-
tado de Baker diciendo que si Aq, ..., A\, son "logaritmos de ntimeros algebraicos no nulos”
linealmente independientes sobre QQ, entonces son algebraicamente independientes sobre Q.

En este trabajo estudiaremos el desarrollo histérico del séptimo problema de Hilbert. El
trabajo esta organizado de la siguiente manera: en la seccion 2 estudiaremos sus antecedentes,
en la seccién 3 su formulacion, en la secciones 4 y 5 respectivamente las soluciones iniciales
de los casos particulares €™ por Gelfond y V2 por Kuzmin, en la secciones 6 y 7 respecti-
vamente las siguientes soluciones plenas independientemente elaboradas por Gelfond y por
Schneider, en la seccion 8 y 9 respectivamente las posteriores ampliaciones de Baker y de
Lang, y finalmente en la secciéon 10 algunos resultados relacionados y conjeturas abiertas.
Adjuntamos dos apéndices. El primero incluye las nociones y resultados sobre nimeros al-
gebraicos necesarios para el desarrollo de la tesis. El segundo consiste en el material de
referencia utilizado.
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2 Antecendentes del séptimo problema de Hilbert

En esta seccion hacemos un repaso de los resultados historicos que motivan y contextualizan
el séptimo problema de Hilbert.

2.1 Euler

Conjetura 2.1 (1748 Euler logaritmica). Sean a/b, b/c € QT con a/b # 1 entonces el
nimero

logc/d)
loga/b

1Oga/b C/d (:
es racional o trascendente.

Esta conjetura puede formularse equivalentemente en forma exponencial del siguiente
modo.

Conjetura 2.2 (1748 Euler exponencial). Sean r yp € Q\ 0 y % = p , entonces si 3 es
wrracional debe ser trascendente.

Es decir un racional elevado a una potencia irracional algebraica debe ser irracional.
Si se compara esta conjetura con la de Hilbert (enunciada en el siguiente capitulo) puede
observarse que la tltima expande la naturaleza artimética de los niimeros involucrados en la
primera.

Si bien Euler conjeturd la existencia de ntimeros trascendentes, no se conocia ninguno
por entonces, ni siquiera se sabia si existian o no. La primera prueba de ello fue dada por
Liouville un siglo después.

2.2 Fourier

Teorema 2.3 (1815 Fourier). e es irracional.

La importancia de esta prueba de la irracionalidad de e (que no fue la primera, ya que
Euler ya lo habia demostrado) radica en que su estrategia motivé la de posteriores pruebas
de trascendentalidad. La idea de la misma es suponer que e es racional, luego utilizando la
representacién de e como serie de potencias obtener un entero no nulo, y luego mostrar que

éste debe ser menor a 1, obteniendo una contradiccion.
Prueba. Supongamos e = % con A y B enteros positivos. Sustituyendo e en Ae — B = 0 por

su representacion en serie de potencias se obtiene

A(i%)-B:o (2.1)



Para todo entero N > 1 es posible separar la serie en un término cabeza My y en otro cola
TN7

> 1 X >* 1
D=2t i (2.2)
k=0 k=0 k=N+

MN TN

Si reemplazamos esta expresién en (2.1) y sacamos N! de denominador comin en My ten-
€mos

N 00
1 N! 1
Almyg+ > o|-8-0 (2.3)
=0 k=N+1
N N——
MY, Ty

Multiplicando (2.3) por N!y reordenando los términos tenemos que para todo N € N
|AMy — N'B| = N!ATy. (2.4)

Veamos que el lado de la izquierda de (2.4) es un entero no nulo. Como para cada k tal que
0 <k < N, la fraccién 27 es un entero entonces también lo es M}. Si la izquierda de (2.4)
fuera cero tendriamos para todo N

=My<e (25)

AT
que es absurdo. Veamos que la derecha de (2.4) debe ser menor a 1. Tenemos

> !
NATy = A E N
k=N-+1 (26)

> 1
:A; T, (N +h)

Tomando N + 1 = 2A obtenemos

0 o 1
NIATy = — =1 2.7
Y A < a7 27
Obtenemos asi el absurdo buscado. O

2.3 Liouville
Teorema 2.4 (1844-1851 Liouville). Sea o € A, dega=n >0 . Si o # p/q, entonces

la —p/q| > c(a)g™", con c(a) = (1 + o) ™ L(a)™!



Donde L(«) es la longitud de « .

Prueba. Sin = 1. Entonces o € Z asi que

1 aq —p
Lolbamil oy
q q

Sin > 1. Si |a—p/q| > 1 la desigualdad del enunciado es cierta para todo ¢ € (0,1).
Supongamos que o —p/q| < 1, en cuyo caso |a|+ 1 > |p/q|. Sea P(z) = a,z" + ... + agp el
polinomio minimal de o . Entonces

P/9)I = P0) = Poja) =| [ P(:)de] < o v/l s 1P(0 + /s — o)

< Ja—p/al Y _ klagl(jal + ¥ <Ja = p/alnLa)(jal + 1)" .
k=1

Entonces
lao = p/q| > c(a)lg"P(p/q)lg"

Como n > 2, todas las raices de P(z) son irracionales, y entonces A = ¢"P(p/q) # 0 .
Pero como A € Z tenemos que |A| > 1 y se obtiene la desigualdad buscada. O

Liouville usé este resultado para construir los primeros ejemplos de ntimeros trascen-
dentes. Sea a,m € N, a> 2,1t €Ny,

0 Pm m-t
B NI S N
k=0 mtt ko

Entonces

Pm+t —1 —m—1—t —m—1
0<10— | < Qi1 = Qi < Q4

Qm+t

Entonces por (2.4) 6 no puede ser algebraico de orden menor o igual a m. De la arbi-
trariedad de m se deduce la trascendencia de 6.

2.4 Hermite

Teorema 2.5 (1873 Hermite). e es trascendental.
Para probarlo se necesitan previamente 2 lemas.

Lema 2.6. Si g(x) € Z[X], entonces para todo k € N todos los coeficientes de la k-ésima
derivada g (z) son divisibles por k!.

Prueba. Como diferenciar es una operacién lineal, alcanza con probar el lema para el poli-
nomio z° con s > 0. Pero la k—ésima derivada de x° es cero si k > s, y es igual a k'(;) x5k
si1l <k <s,en donde (Z)GZ. O



Lema 2.7 (Identidad de Hermite). Sea f(x) un polinomio de grado v con coeficientes reales
Y

F(z) = f(z)+ f'(x) + ... + f(z) (2.8)

Entonces
e /0 " F(0)etdt = F0)e" — F(a) (2.9)

donde x es un numero real o complejo.

Prueba. Integrando por partes obtenemos la relacién

/Om fe tdt = f(0) — f(z)e™ + /Ow f(t)e tdt (2.10)

Si repetimos este proceso v + 1 veces obtenemos la igualdad

/Oz f(t)etdt = F(0) — F(z)e ™

de donde se sigue (2.9) O
Probamos a continuacion que e es trascendente.

Prueba de 2.5. Supongamos lo contrario, que e es algebraico de orden m. Entonces
ame™ + ... +are +ag =0, ag # 0, ay € 7, k=0,1,....m (2.11)

Si ponemos x = k en (2.9), donde k£ = 0,1, ..., m, obtenemos

e” /Ok fe tdt = F(0)e* — F(k) (2.12)

Multiplicamos ambos lados de (2.12) por ag, y luego sumamos las ecuaciones resultantes
para k =0,1,...,m. Usando (2.11) obtenemos que

m m k
SN aF ) =S aet / F(#)etdt (2.13)
k= k=0 0

0

La igualdad (2.13) es cierta para todo polinomio f(z) con coeficientes reales. En particular
tomamos

f(z) = " x—1)"...(x —m)", (2.14)

(n—1)!

donde n es un natural grande que satisface ciertas condiciones que elegiremos luego.

Mostraremos que el lado izquierdo de (2.13) serd un entero racional no nulo mientras que
el lado derecho tendra valor abosoluto menor a 1, contradicciéon que probara el resultado
buscado.

10



El polinomio f(z) en (2.14) tiene 0 como raiz de multiplicidad n — 1 y a 1,...,m como
raices de multiplicidad n. Entonces

fP0)y=0, 1=0,1,..,n—2 (2.15)
FUD0) = (=)™ (m))" (2.16)
fOk) =0, 1=0,1,...,n—1; k=1,..,m (2.17)

Por el Lema 2.6, la derivada [—ésima de 2" !(z — 1)"...(x — m)™ tiene coeficientes que
son divisibles por I!. Esto implica que para [ > n los coeficientes de f(x) son divisibles por
n. Entonces de (2.8),(2.15) y (2.16) deducimos que

FO)= > fO0)=(=D)™(m)"+nA, A€ (2.18)

y de (2.17) obtenemos que

(m+1)n—1

Z fOk)=nB,, Bi€Z, k=1,..m (2.19)
Elegimos n cualquier entero que satisface

(n,m!) =1, n > |ao| (2.20)

Se sigue de (2.18) y (2.19) que todos los términos en el lado izquierdo de (2.13) son enteros.
Aqui las condiciones (2.11) y (2.20) junto con (2.18) implican que aoF'(0) no es divisible por
n. Pero todos los otros términos a;F'(k) son divisibles por n, lo que implica que el lado
izquierdo de (2.13) es un entenero no nulo, en particular

> P (k)| > 1
k=0

A continuacién encontraremos una cota superior para el lado derecho de (2.13). En el
intervalo 0 < x < m cada uno de los factores z — k en (2.14), 0 < k < m estd acotado por
m. Entonces,

(2.21)

m(m+1)n—1
f@ls g 0sesm
y

m k (m+1 n—1 m
Zak/o FH)etdt| < NCEyR ]ak|/ k=t
k=0 it n’j (2.22)

m Z o] = COC_

1)!
k=

11



donde las constantes Cy y C' no dependen de n.
De (2.13), (2.21) y (2.22) obtenemos la desigualdad

m

C'I’L
< C()
kz (n—1)1
la cual es imposible cuando n es grande ya que el lado derecho tiende a cero. O
Notemos que para todo n las fracciones % con £k = 0,1,...,m son aproximaciones

simultaneas de los valores e* con k = 0,1,...,m, ya que de (2.18) y (2.19) se deduce que
F(k) con k = 0,1,...,m son enteros, y que si estimamos el lado derecho de (2.12) de la misma
forma que lo hicimos para el lado derecho de (2.13), vemos que tiende a cero cuando n tiende
a infinito.

Considerando esto podemos ver que la idea de la prueba ha sido similar a la de (2.3),
esto es, obtener un entero no nulo y mostrar que debe ser menor a 1, pero aqui mediante
la construccion de una secuencia de aproximaciones simultaneas de potencias de e obtenida
usando la identidad de Hermite.

2.5 Cantor

Teorema 2.8 (1874 Cantor). El conjunto de nimeros algebraicos es numerable.
Como R es no numerable esto en particular implica que los niimeros trascendentes existen.

Prueba. Sea
P(n) Za]x] €Zz]:1< Z la;| < n} (2.23)

Notar que P(n) es finito, y que todo polinomio no nulo en Z[x] pertenece a algin P(n).
Considerando la sucesion de raices de P(1), P(2),... (donde en el posicién m se consideran
las raices de P(h) que no son raices de algin P(j) con j < h) se ve que A es numerable. [J

2.6 Lindemann

Teorema 2.9 (1882 Lindemann). 7 es trascendente.

Prueba. La prueba siguiente se basa en la identidad ¢ + 1 = 0 y la Identidad de Hermite
(2.7). Supongamos que al afirmacién es falsa, es decir que 7 es algebraico. Entonces v = i
también sera algebraico. Sea v =deg~y y v = 71, ...,V los conjugados de v. Como e”+1 =10
tenemos que

v

[[a+e9 =0 (2.24)

=1

12



Expandiendo este producto obtenemos

v

1 1
[Ja+e)=> .. > emttom =g (2.25)

=1 e1=0 €y,=0

Los exponentes dentro de la suma miiltiple en (2.25) incluyen algunos que son no nulos (como
e =1, =...=¢,=0) y otros que son cero (e; = €3 = ... = ¢, = 0). Supongamos que hay
exactamente m exponentes no nulos y a = 2¥ —m nulos, a > 1. Luego si notamos oy, ..., a;,
a los exponentes no nulos, podemos reescribir (2.25) de la siguiente forma

a+e* 4 ... e* =0, a>1. (2.26)

Veremos a continuacién que los niimeros ay, ..., a,, son el conjunto de raices de un polinomio
¥(x) € Z[x] de grado m. Para ver esto observemos que el polinomio

o(x) = H H [z — (171 + .- + €70)] (2.27)

considerado como polinomio en 7, ..., 7, con coeficientes en Z[x], es simétrico en 7y, ..., Vy.
Entonces por el Lema 11.4 p(z) € Q[X]. Las raices del polinomio ¢(z) de grado 2V son
Qq, ..., @y y 0 con multiplicidad a. Entonces el polinomio z7%p(z) € Q[X] de grado m
tiene precisamente como raices aq, ..., @,,. Sea r € N el menor denominador comtin de los
coeficientes de este polinomio, entonces el polinomio

W(x) = é(p(x) = b2 + ...+ bz + by € Z[z] b, > 0by # 0 (2.28)

también tiene precisamente como raices a aq, ..., Q.
En la identidad de Hermite (2.7) ponemos sucesivamente x = g, ..., 4, Sumamos las
ecuaciones resultantes y usamos (2.26) para obtener

—aF(0) =) Fla) =) e™ /0 " f(t)e tdt. (2.29)

k=1

El resto de la prueba es similar a la de la trascendencia de e. En (2.29) tomamos la funcién

. 1 mn—1_n—1_n o 1 (m+1)n—1,n-1 n n
donde n € N es suficientemente grande. Mostraremos a continuaciéon que con esta eleccion
de f(z) la igualdad (2.29) lleva a una contradiccién.

Como en el caso de la prueba de la trascendencia de e 2.5, obtenemos igualdades similares
a (2.15), (2.16) y (2.18)

fO0y=0, 1=0,..,n—2  fOH0) = tpn (2.31)
(m+1)n—1
FO)= > fO0)=br"p+nA A€l
l=n—1
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Como «y, es una raices de f(x) de multiplicidad n, obtenemos ecuaciones similares a (2.17)
() =0, 1=0,1,...,n—1; k=1,...m (2.32)

y por el Lema 2.6 la [—ésima derivada de " 19" (z) tiene coeficientes enteros todos divisibles
por n!. Entonces para [ > n los coeficientes de f)(z) son enteros divisibles por b7"~'n. De
(2.32) obtenemos

(m+1)n—1
Flog)= Y fO>a) =nb"'@(ay)  k=1,...m  O(2)€Z[2]. (2.33)

l=n

Obtenemos que los nimeros 5, = b,,ax, k = 1, ...,m son enteros algebraicos y ademas todas
las raices de un polinomio de grado m en Z[z] con coeficiente de mayor grado 1. Més atin

Vol d (o) = H(By)  H(w) € Z[X] (2.34)

Entonces por el Lema 11.4 se tiene

me" Lo (ay) = iH BeZ (2.35)
k=1

De (2.31),(2.33) y (2.35) obtenemos que

aF(0) + Zm: F(ag) = abgb™ ' + n(aA + B) (2.36)

k=1
Elegimos el valor de n como un nuimero natural que satisface las condiciones

(n, boby,) =1 n>a (2.37)
Entonces el lado derecho de (2.36) es un entero no divisible por n, y por lo tanto no es cero.

En consecuencia

m

aF(0) + ) " F(oy)

k=1

> 1. (2.38)

Encontraremos a continuaciéon una cota superior para el laado derecho de (2.29). Supong-
amos que todos los puntos aj, ..., a,, estan contenidos en el circulo |z| < R. Denotemos

C = max [0 ()| (2.39)

|z|<R

donde C' es independiente de n. Entonces

Rn—lCn
<
max |/ (@)l < 7=

(2.40)
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Obtenemos asi que existe un ng tal que para todo n > ng satisface (2.37) y que

e x)||e™ ™| dx (2.41)
Rnflech m ag (Rc)n
< dr| < me"—— < 1. 2.42
=T Z/o ”“"‘—me O] 242
k=1
Las desigualdades (2.38) y (2.41), junto con (2.29) llevan a la contradiccion 1 < 1. O

Una consecuencia de la trascendencia de 7 es la imposibilidad de la cuadratura del circulo.
En 1837 Wantzel mostro que los segmentos de linea que pueden ser construidos solamente con
regla y compés son precisamente aquellos cuyas longitudes pueden expresarse en términos de
raices de polinomios de grado 2" con coeficientes en Q. El conjunto de tales nimeros es un
subconjunto del cuerpo de los nimeros algebraicos A. Como se tiene que 7 es tracendente
se sigue que es imposible construir un segmento de longitud /7 usando regla y compés.

2.7 Lindemann-Weierstrass

Lindemann aifrmé que se podia modificar y extender la prueba del resultado anterior para
obtener el siguiente resultado. Weierstrass lo demostré formalmente.

Teorema 2.10 (1884 Lindemann-Weierstrass). Sean o, ..., oy, nimeros algebraicos distintos,
Y B, ..., Bn nimeros algebraicos no nulos. Entonces

Bre® 4 ...+ Bue® £ 0

En particular esto implica que cualquier niimero de la forma
are® + ...+ ape™”

con los a; nimeros algebraicos no nulos distintos, y los a; algebraicos no todos nulos, es
trascendente. En particular lo son los siguientes niimeros debido a sus respectiva expre-
siones en términos de la funcién exponencial:

1)«

2) e® para « algebraico no nulo

3) sen(a), cos(a), tan(a) para a algebraico no nulo

4) log(a) para « algebraico distinto de 0 y de 1

Prueba de 2.10. Supongamos que el enunciado es falso, es decir que
pre®t + ...+ Bre®m = 0. (2.43)
Reordenando podemos suponer que

o | = max |ay]. (2.44)
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Sea

Fi(ug, ooy Up, 01, oy Uy) = U1 + UgUg + ... + Uy Uy, (2.45)
y sea
Fy(ug, ooy ty, 01, ooy Up) = HFl(U1, ey Uy VL ey Up) (2.46)
ul

donde wu; recorre todos los conjugados de (3;. En particular por el Lema 11.4, F, tiene
coeficientes racionales, el coeficiente de la potencia mas alta de v; es un niimero racional no
nulo y

FZ(B27"'7ﬂnaeal7"'aean) = 0. (247)

Observemos también que Fj y F5 son polinomios homogéneos en las variables vy, ..., v,. Sea

F3(usy ooy Up, U1,y oy V) = HFQ(UQ, ey Uy U1, ey Up )y (2.48)
u2

donde wuy recorre todos los conjugados de (5. En particular por el Lema 11.4, Fj tiene
coeficientes racionales, el coeficiente de la potencia mas alta de v; es un niimero racional no
nulo, y

Fg(ﬁg,...,ﬁn,eal,...,ea”) =0. (249)

También tenemos que F3 es un polinomio homogéneo en vy, ...,v,. Continuando de esta
forma y limpiando denominadores (y combinando términos), terminamos con una expresion
de la forma (2.43) con posiblemente un nuevo valor de n y con cada f; siendo un entero
racional. Veamos también que los 3; no son todos 0. Observemos que hay un N tal que
F,+1 es un polinomio homogéneo en vy, ...,v, de grado N. Cada uno de los términos de
Fii(e™, ... e*) es de la forma ce>i=1%% donde los a; son naturales cuya suma da N. El
coeficiente de Vo1 es, en particular, no nulo. Ain més, la condicién (2.44) implica que con
los @; como antes Z;;l aja; = Nag siy solo si a; = N y a; = 0 en otro caso (como puede
mostrarse a partir de la desigualdad triangular). En conclusién podemos suponer desde el
comienzo que los /3; son enteros racionales.

A continuacién haremos una observacién similar sobre los a;;. Existe un polinomio no nulo
con coeficientes enteros que tiene a los g, ..., o, como raices. Sea ay, ..., ay (N posiblemente
distinto del anterior) el conjunto de todas las raices de este polinomio. Observemos que todos
los conjugados de cada «; aparecen entre los aj, ..., . Sea

Brt1 = Bpt2 = ... = Bn = 0. (2.50)

Consideremos el producto

[T (Bie®s + Bae2 + ... + Byes) (2.51)

donde en el producto, ki, ks,...,kx recorre todas las N! permutaciones de los numeros
1,2,..., N. Notemos que al expandirse el producto se tendria algo de la forma (2.43) y
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seria igual a 0. Si fe® denota un término en este producto expandido, entonces a =
aiaq + ... + ayay para algunos enteros no negativos ag, ...,ay cuya suma es N!. Aqui
serfa un entero racional (ya que los 3, lo son). También estarfan en el producto expandido
todos los términos de la forma ﬁeo" con o = a1, + ... + ayayg, donde ky, ko, ..., ky es
cualquiera de las N! permutaciones de los nimeros 1,2, ..., N. Notemos que tal o’ recorrera
un conjunto de todos los conjugados de « (y quizds mas).

Finalmente, observemos que algin término [e® en el producto expandido es no nulo,
para ver esto consideremos el término no nulo Se® en cada factor del producto no expandido
con « teniendo la mayor parte real, y de éstos el que tiene o con la mayor parte imaginaria,
el producto de éstos serd un término Se® no nulo. Entonces en (2.43), podemos suponer que
hay enteros ng = 0 < n; < ... < n, = n tales que para cada t € {0,1, ..., — 1} los niimeros
Q15 -5 Oy, fOrman un conjunto de conjugados completo y

Brgt1 = o = Brgys - (2.52)

Sea b un entero positivo para el cual ba; son enteros algebraicos para cada j. Sea p un primo
grande que elegiremos luego. Para i € {1,...,n} sea

filz) =b"P(x — ap)P...(z — ap)? /(x — ). (2.53)
Finalmente, para i € {1,...,n} sea
donde
t
I(t) = Ut () du. 2.95
0= [ e (2.55)

Integrando por partes obtenemos que
Lty =e Y [P0 =D 1P =e 120 -3 170 (2.56)
donde n es el grado de fi(x). Si fi(x) = > "_;a;27, definimos

Fi@) = lagle’ (257)
Entonces
[(t)] < !/0 e fi(u)| du| < [t max{|e'™* |} max{| f(u)|} < [t|e!F(|¢]). (2.58)

Obtendremos una contradiccién entre cotas superior e inferior para |J; Ja...J,|. De (2.55)
y (2.43) obtenemos que

Ji = — Z Z Bi £ () (2.59)

=0 k=1
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donde m = np—1. Notemos que fi(j )(ak) es p! por un entero algebraico a menos que j = p—1
y k =i. También

[ ey =0 =10 ] (= aw) = (0= DIF (00))? (2.60)

1<k<n ki

donde

ﬁ br — bay,) € Z[z]. (2.61)

k=1
Consideremos el producto Ji...J,. Observemos que uno de sus términos sera

n

[T DU (@)}, (2.62)

i=1

que es (p — 1)! (hasta [(p — 1)!]") veces un entero racional no nulo. Si p es suficientemente
grande, este entero no sera divisible por p. Todo otro término puede escribirse como p! por
un entero algebraico. Mostraremos que la suma de estos enteros algebraicos es racional, y
entonces por el Lema 11.1 que dice que “si « es un entero algebraico y « es racional, entonces
« es un entero racional” los términos restantes sumados dan un entero racional divisible por
p!. Observemos que para obtener esto alcanzaria con que mostremos que Jj...J, es un
racional, pues entonces la suma que buscamos es simplemente

n

{redu = [0 = DI T 1 (00} ! (2.63)

i=1
que como se ve es racional. Consideremos entonces
Jidy = (=" ][ [ZZﬁkfﬁ’(ak)]. (2.64)
i=1 Lj=0 k=1

Se obtendria usando el Lema 11.3 que J;...J,, es un nimero racional si podemos mostrar
que para cada t € {0,1,...,r — 1}, el lado derecho es simétrico en o, 41, ..., 0t,,,. Sea o
cualquier permutacién de n; + 1, ..., ny 1 y extendamos o para que fije los otros elementos de
{1,2,...,n} . Entonces queremos mostrar que

11 [Z > Bufih (ot ] -1 [Z Zﬁkff”(ak)] . (2.65)
‘ i=1 Lj=0 k=1
Ya que o(i) recorre todos los nimeros 1,...,n, tal como lo hace i, entonces obtenemos

H [Z > Bt 5{3)(%&))] =11 [Z > Buf? )(aa<k>)] . (2.66)

i=1 [j=0 k=1
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Poniendo [ = o(k) vemos que

11 [ZZﬁkffj )(Oéa(m)] =11 [Z 5a—l(z>ffj)(az)] (2.67)
i=1 [ j=0 k=1 i=1 [j=0 [=1
La ecuacién 3,41 = ... = By,,, y la definicién de o dan
I [z 50 f 9 ] 1 lz z/alf;%o] 269
i=1 Lj=0 1=1 i=1 Lj=0 1=1

y deducimos entonces que J;...J, es un ntimero racional como queriamos. Entonces Ji...J,
es un entero racional divisible por (p — 1)! y no divisible por p, lo que implica que

(p— D! < |J1... 0. (2.69)
Por otro lado podemos obtener una cota superior usando la cota superior para |I(t)| de
(2.58):
Tl < TT I3 1Bel ol 7, (o)) < (ered)” < exch (2.70)
i=1 k=1

para algunas constantes cy, cq, c3, ¢4 independientes de p. Obtenemos una contradiccion
cuando p es suficientemente grande, completando asi la prueba. O
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3 Formulacion del séptimo problema de Hilbert

Durante el Segundo Congreso Internacional de Matematica de 1900 Hilbert expresé que “los
problemas definidos tienen un profundo valor para el progreso de la ciencia matematica” y
expusé una lista de 23 problemas cuyo estudio consideraba “podria estimular fuertemente el
desarrollo de nuestra ciencia”, en sus palabras

...el cierre de una gran epoca mo solo nos invita mirar hacia antrds en el
pasado sino también dirige nuestros pensamientos hacia el futuro desconocido. FEl
profundo significado de ciertos problemas para el avance de la ciencia matemdtica
y el importante rol que juegan en el trabajo del investigador individual no deben
negarse. Mientras que una rama de la ciencia ofrezca un gran numero de proble-
mas estd viva, una falta de ellos amenaza con la extincion o el cese del desarrollo
independiente. Asi como cualquier actividad humana busca ciertos objetos, del
mismo modo la investigacion matemdatica requiere sus problemas...

El séptimo problema de la lista se titulaba “irracionalidad y trascendencia de ciertos niimeros”,
en sus palabras

Sabemos que ciertas funciones trascendentales especiales que juegan un rol
importante en el andlisis toman valores algebraicos para ciertos wvalores alge-
braicos dados del argumento, es esta una circunstancia que nos impacta como
especialmente sorprendente y merecedora de mayor estudio. Siempre esperamos
que las funciones trascendentales suelan tomar valor trascendentales en valores
algebraicos del argumento. Pero aunque sabemos que inclusive existen funciones
trascendentales enteras que toman wvalores racionales en todos los niumeros al-
gebraicos, de todos modos consideramos altamente probable que funciones como
™ que obviamente toma valores algebraicos para todo racional z, tomen sin
embargo valores trascendentales para todo algebraico irracional z. A esta afir-
macion se le puede dar aspecto geométrico de la siguiente forma. Si el cociente
entre el angulo del vertice y el dngulo de la base en un tridngulo isosceles es un
numero algebraico pero irracional, entonces el cociente entre la base y uno de los
lados laterales es un niumero trascendental.

Para ver la equivalencia de las 2 formas de la conjetura de Hilbert, sea « el angulo de
la base del tridangulo isdsceles, de modo tal que el angulo del vértice es m — 2a;, entonces el
cociente entre los dngulos es (7/a) — 2, que es racional o algebraico si y sélo si z = a/m.
Pero el cociente entre los lados del tridngulo es 2cosa = €' — e™@ = ¢™# — (e™%)~1. Este
nimero es trascendental si y solo si €™ lo es. Continuando con las palabras de Hilbert

A pesar de la simplicidad de esta afirmacion, y su similitud con los problemas
resueltos por Hermite y Lindemann, me parece que es extraordinariamente dificil
de probarlo, tal como parece ser probar que o® es siempre trascendental (o por lo
menos irracional) si a es algebraico y 5 es irracional y algebraico, por ejemplo V2
0 e™ =i~%. Puede ser cierto que las soluciones de éste problema y de problemas
similares requiera desarrollar nuevos métodos y nuevos puntos de vista sobre la
naturaleza esencial de ciertos niumeros irracionales y trascendentales.
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Es interesante senalar que, segin Siegel, Hilbert solia decir que la prueba de la irracional-
idad de 2v2 pertenecia a un futuro mas distante que la prueba de la Hipotesis de Riemann
o la Ultima Conjetura de Fermat. Aunque Hilbert no acerté en esta estimacion si lo hizo en
que su séptimo problema serfa un gran estimulo para la investigacion. Su solucién implicé el
desarrollo de poderosos nuevos métodos analiticos que se siguieron aplicando y desarrollando
hasta el presente, haciendo posible solucionar muchos problemas que no habian podido ser
atacados mediante métodos anteriores. A continuacion enunciaremos la conjetura de Hilbert

y algunas formulaciones equivalentes

Conjetura 3.1 (Hilbert 1). Sean a,8 € A cona #0ya # 1y 3 ¢ Q ,entonces o es
trascendente.

Conjetura 3.2 (Hilbert 2). Sean v, § € C conl # 0 y 5 ¢ Q, entonces al menos uno de
los tres niimeros €7, B, €7 es trascendente.

Conjetura 3.3 (Hilbert 3). Sean o, f € A—0 con loga ylog B linealmente independientes
sobre QQ, entonces loga y log 8 son linealmente independientes sobre A.

Conjetura 3.4 (Hilbert 4). Sean o, f € A—0,1, sin=loga/log B es irracional, entonces
es trascendente.

Prueba de las equivalencias. Notar que 3.3 es equivalente 3.4 ya que A es cerrado para
division.

Para ver que 3.1 implica 3.2, tomamos a = €” , entonces a no es ni 0 ni 1, entonces 3.1
implica que ' y 3 son algebraicos, entonces o’ = ¢?? lo cual implica 3.1.

Para ver que 3.2 implica 3.3, observamos que la condicion de que loga y log /3 son
linealmente independientes sobre QQ implica que ni @ ni f es 1, y ademas que log a/ log § ¢ Q.
Seay =log Sy ' =loga/log 8. Entonces 3.2 implica que ' es trascendente, lo cual implica
3.3.

Para ver que 3.3 implica 3.1, consideramos 3’ = e?1°8®. Entonces log o y log 3’ son lineal-

mente independientes sobre A. Asi que por 3.3 log a y log 5’ son linealmente independientes
sobre Q. Esto contradice que £ ¢ Q. O

Como mencionamos antes, si se compara la conjetura 3.1 con la de Euler en (2.2), se
ve que la de Hilbert expande la naturaleza artimética de los nimeros involucrados en la
primera.

Veamos que si se remueve la condicion de que o o [ sea algebraico, la afirmacién de la
Conjetura 3.1 no es universalmente valida. Para ello usaremos el hecho que probaremos més
adelante de que la conjetura es cierta.

Caso a ¢ A. Sea o = (\/5\/5) y B =1/2. Por la Conjetura 3.1 o es trascendente. Pero se
tiene que o’ = 2 que es algebraico.

Caso S ¢ A. Seaa=3y = %. Si 8 es irracional por la Conjetura 3.2 (poniendo en
ély=log3dyp= }Zﬁg ) se obtiene que f3 es trascendente. Pero se tiene que o = el°83% =2

que es algebraico.
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4 Caso particular de Gelfond: ¢™ es trascendente

En esta seccién expondremos este resultado obtenido en 1929 por Gelfond.

Teorema 4.1 (1929 Gelfond). e™ es trascendente.

4.1 Preliminares

La prueba de Gelfond no se basa en la representacion de e como serie de potencias, o mas
bien en la de €™, sino en otras aproximaciones polinomiales de ™. Estas aproximaciones
polinomiales estan basadas en los enteros gaussianos.

La coleccién de enteros gaussianos es el conjunto {a + bi : b € Z}. Lo esencial de ellos
es que si e se supone algebraico, entoces la funcién f(z) = €™ tomara un valor algebraico
en cada uno de los enteros gaussianos. Especificamente si a + bi es un entero gaussiano,
entonces

f(a + bZ) _ ew(a+bi) — eﬂ'aeﬂ'bi — (_1)11(671-)(1 (4‘1)

es algebraico. Para describir méas adelante como Gelfond usé a los enteros gaussianos para dar
aproximaciones polinomiales de la funcion e™ necesitamos primero una forma de ordenarlos.
Gelfond los ordeno por su valor absoluto, y para enteros gaussianos con mismo valor absoluto
por sus argumentos. Esto da el siguiente ordenamiento:

220,21 =1,z =423 =—1, 24 = —l,zs =i+ L,z = —1+i,2: = -1 —izg=1—1,... (4.2)

Por otro lado, es posible aproximar la funciéon e* por un serie infinita cada uno de cuyos
términos es un polinomial con todos sus ceros dentro los enteros gaussianos ordenados como
antes (esto lleva a la llamada serie de Newton para la funcién e* ). Sea {zy = 0, 21, 29, ...}
los enteros gaussianos (ordenados), y consideremos los polinomios

Po(z)=1,P(2)=z2=2—20,P(2) = 2(z — 21), ..., Pu(2) = 2(2 — 21)...(z — 2p—1)  (4.3)
Queremos una interpolacién de la funcién f(z) = €™ por estos polinomios:
e’ = A()P[)(Z> + A1P1<Z) + AQPQ(Z) + ...+ AnPn(Z) + Rn(Z), (44)

donde los coeficientes numéricos Ao, A1, ..., A, y el término resto polinomial R,(z) tengan
representaciones integrales. En particular si v, y 7/, son cualesquiera par de lineas cerradas
simples que encierran a los puntos de interpolacion zg, 21, 29, ..., 2, entonces

1 e71'0'

" om o (0= 21)..(0 = 2) do (4:5)
y
_ Pa(2) er’ .
Ra(2) = 2mi /% (o —21)...(0c — 2z,) do. (4.6)

Mas adelante volveremos a la cuestion de como elegir estos contornos de las integrales.
Haremos uso ademaés del siguiente lema:
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Lema 4.2. La funcion f(z) = e* es trascendente.

Prueba. Alcanza con probarlo para el caso z € R, pues entonces e* con z € C también debe
ser trascendente porque sino restringiendo z a los niimeros reales se contradice lo primero.

Supongamos que e” es una funcion algebraica. Entonces existe un conjunto de polinomios
(), Pr_1(), Pr_a(), ..., p1(x), po(x), donde n > 1 y p,(x) no es idénticamente nulo, tales
que la ecuacion

Pa(@)(€)" + Paa (@) (€)™ + pu—a(@)(e”)" 72 + o+ pr(2)e” +po(x) =0, (4.7)

Pn(2) (™) + pr_1(@)e™ V% 4 p_o(2)e™ T 44 pi(2)e® + po(z) = 0, (4.8)

se satisface Vx € R. Entre todos los posibles polinomios anteriores, elegimos aquel para el
cual el grado en e” es minimo. Sea m el grado de po(z). Entonces

dm+1

—dxm+1p0(x) =0 (4.9)

y para h =n,n—1,n—2,...,1 se tiene:

d
%ph(l“)ehx = ph(2)e" + hp(2)e"* = (p), () + hpn())e™
d2
ﬁph(f’?)ehx = (ph(@) + hp(2))e" + h(p},(x) + hpn(2))e"® = (v}, (x) + 2hp},(x) + hPpa(a))e™
d3
@ph(ff)em = (pyy () + 2hp;,(x) + W2pj,(2))e™ + h(ph(x) + 2hp}, () + B2y ())e™
dm+1 hx hx
th(:c)e = qu(z)e

donde gp,(x) es una suma de multiplos constantes de p,(x) y de sus derivadas hasta de orden
m + 1, y por lo tanto es un polinomio y no es idénticamente nulo si p,(x) no lo es, ya que
en la suma los polinomios son de distintos grados.

En consecuencia ¢,(x) no es idénticamente nulo. Entonces tomando m + 1 derivadas
sucesivas en ambos lados de (4.8) tenemos que:

@ (2)(€™) + @1 (2)e™ V% 4 g5 (2)e™ DT 4+ go(2)e® + g (2)e® =0 (4.10)

para todo x, donde g,(x) no es idénticamente nulo. Dividiendo ambos lados de (4.10) por
e’ tenemos

@ (2) (™Y + gy (1) g o (2)e™ T 4 4 go(x)e” + () =0 (4.11)
que puede reescribirse como

0u(2)(e")" D + gur () ()7 4 gua(@) ()Y + o+ @e(2)e” + () =0 (4.12)
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para todo z, donde ¢,(x) no es idénticamente nuloy n—1 > 0. Sin—1 =0 entonces n = 1
asi ¢1(z) no es idénticamente 0, y la ecuacion (4.12) se reduce a ¢;(z) = 0 Vz, es decir, ¢;(z)
idénticamente nulo, una contradiccién. Entonces se deduce que debemos tener n — 1 > 0.
En consecuencia, (4.12) con grado n — 1 en e” satisface la definicién de funcién algebraica
aplicada a e® contradiciendo la minimalidad de n. Como esta contradiccién provino de
suponer que la funcién e” era algebraica, queda probado el lema. O

4.2 Idea de la prueba

Paso 1) Suponer que e™ es algebraico (entoncs la funcién €™ toma una valor algebraico en
cada entero gaussiano).

Paso 2) Mostrar que para n suficientemente grande A, = 0 . Esto significa que existe un
entero positivo N’ tal que si n > N’ entonces A,, = 0. Esto nos dice que para todo n > N’
tenemos la representacién de e™* siguiente:

e = Aopo(Z) + Alpl(Z) + AQPQ(Z) + ...+ AN/PN/(Z) + Rn(2> (413)

Paso 3) Tomando 7/, igual a un circulo de radio n y haciendo n — oo se obtiene que R,,(z) — 0
para todo z. Esto implica que la funciéon e™ puede representarse por un polinomio.

Paso 4) Concluir que e* no es una funcién trascendente.

Esta iltima conclusion contradice la trascendencia de la funcién e* y por lo tanto la suposicién
inicial de que e”™ es algebraico no puede ser cierta, entonces es trascendente.

4.3 Prueba: Paso 2

La prueba de que para n suficientemente grande A,, = 0 tiene dos partes. Primero se utilizan
herramientas analiticas para encontrar una cota superior de |A,| que depende en parte de
elegir un contorno de integracién razonablemente corto 7,. Segundo usando herramientas
puramente algebraicas, a partir de la suposicién de que €™ es algebraico (es la tinica parte de
la prueba en la que esta hipdtesis se utiliza) se obtiene que cada una de la expresiones A,, es un
numero algebraico, y luego usando estimaciones sutiles Gelfond encuentra un denominador
chico para A,,. Si A,, # 0, multiplicando A,, por un denominador y tomando norma algebraica
se contradice la cota superior obtenida en la primer parte. Entonces A, = 0.

Veamos la primer parte: encontrar una cota superior para |4,,|.

Usando la respresentacién (4.5) tenemos que

’Anl =

! / em do| < 2 (long de ) ]
— o| < —(long de 7,) max
2mi )., o(c —21)...(0 — zn) o v 018 €€ ) T lo||(c = z1)|...|(0 — 2zn)]

(4.14)

MaXye~, €|

mingey, [o]|(0 = 21)][(0 = z)|
Para dar una cota superior razonablemente chica para |A,| Gelfond necesitba entender los

posibles contornos 7, que encerrarian a los enteros gaussianos que aparecen en la repre-
sentaciéon integral de A,,. Necesitaba que la longitud del contorno fuese lo més chica posible,

1
< —(long de 7,)
27
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pero que también cada uno de los

max |e™ | y !
o€ minge., |o|[(0 — 21)]...|(0 — 2,)|

(4.15)

fuera chico. Cualquier estimacién para cualquiera de estos dos niimeros dependera del con-
torno de integracién elegido.

Como los valores absolutos de los enteros gaussianos ordenados es no decreciente, antes
de especificar v, Gelfond necesitaba estimar |z,| y entonces saber qué tan grande seria el
contorno a usar, para lo cual usé ciertas estimaciones hechas por E. Landau. Si temporal-
mente denotamos por G(r) a los enteros gaussianos xy, + yxi con zi + y# < r* Landau habfa
probado que para r > v/2, se tiene que

m(r—V2)" < G(r) < w(r+Vv2)? (4.16)

y que a partir de ello se tiene

|2,| = \/g—i- o(v/n), con Jim. 0(\/\/5) =0. (4.17)

Gelfond comprendié que esta estimacion queria decir que podia tomar como contorno de
integracion un circulo de radio mayor a una constante por \/g , Gelfond decidié usar el radio
relativamente grande de n. Con este contorno estimé la primer expresion en (4.15).

{‘%%X|e7ra| < 67TmaXR6(O’)ZO’€’Yn — ™ (418)
n

Para estimar la segunda expresién en (4.15) necesitamos una estimacién para la minima
distancia de cada uno de los primeros n enteros gaussianos zi, ..., 2, y los puntos del circulo
Yn Y queremos que este minimo sea chico. La necesidad de tal estimacion puede ser una de
las razones por las que Gelfond tomé un contorno de integraciéon con un radio mayor al que
hubiera sido necesario para solamente contener los primeros n enteros gaussianos. De las
estimaciones para |z,| anteriores, vemos que para n suficientemente grande:

2] < ﬁ@ _ (4.19)

asf que para 1 < i < n,min{lo — z| : 0 € 7,} > n—\/n > in, para n suficientemente
grande. Entonces tenemos

1 ) n+1
. () o
min, e, [o||(o — 21)]...|(c — 2,)| n

Juntando todas las estimaciones anteriores obtenemos que para n suficientemente grande

wo|

1

/ em do| < 2 (long de )
— o —(long de ~,,) max
omi ), oo —z) (o —20) | = 2r e IS oo — 1)) (0 — 2)]

(4.21)

e

’An| =
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1 2 n+1
< —9mme™ [ 2 < elogn+n7(n+1)log(n/2).
T 27 n -

Veamos la segunda parte: encontrar una cota inferior para |A,| para aquellos n para los
que A, # 0.

Comenzamos aplicando residuos (6.3) para expresar A, como un nimero algebraico

1 yiyen
A, = — ¢ do
2mi )., 0(0 —z1)..(0 — 2,)
n eTo
:Zresde en z = z
prt oloc—z1)...(0c — z)

n
Tz
e k

0 H;‘L:O,j;ék (21 — 25)

Y si para cada uno de los enteros gaussianos ordenados usamos la notacion z, = xp + yt

tenemos
n

ek
A =
" =0 H;L:O,j;ék (2k — 2j)
Z e (@k+yri)
H] =0,7#£k (Zk )

—  (em) (=1
o H?:O,j;ék (21 — 2)

Esta ecuacion muestra que para cada n, A, es un nimero algebraico porque cada uno de los
sumandos

(€™ )@k (—1)¥x
[l=o g (21 = 2) (4.22)

es un cociente de dos nimeros algebraicos.

La norma algebraica de un entero algebraico no nulo es un entero no nulo, pero la
norma algebraica de un nimero algebraico que no es un entero algebraico es simplemente
un nimero racional. Para obtener un entero a partir de A,, necesitamos primero multiplicar
por su denominador. El denominador de cada uno de los sumandos de la respresentacion
anterior de A,, es un producto de diferencias de enteros gaussianos. Como Z[i] es un anillo,
estos denominadores son a su vez enteros gaussianos. Necesitamos comprender mejor los
numeradores y denominadores con el fin de encontrar enteros apropiados €2, por los cuales
multiplicar A,, para obtener un entero algebraico. Como hizo Gelfond, introducimos para
simplificar la notacion

n

Wk = H (21 — 25). (4.23)

J=0,j#k
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Entonces tenemos

O o o N T VN o Vi3

Wn,0 Wn,1 Wn,n

(4.24)

El anillo Z[i] es un domino de factorizacién unica, asi que la nocién de mimino comin
multiplo de una colecciéon de enteros gaussianos tiene sentido. En otro paper, también
publicado en 1929, Gelfond estudié la distribucién de los elementos irreducibles en Z[i] y
concluyé que para

Q,, := Minimo comun multiplo{(z; — 22)(z1 — 23)...(21 — 2n),
(29 — 21)(22 — 23)...(22 — 2n)s oy (20 — 21) (20 — 22) (20 — Zn—1) }
se tiene la cota

|Qn| < 6%n10gn+163n+0(\/ﬁ). (425)

Recordando que wy . == []}_ ; 1, (25 — 2;) tenemos la respresentacion para (2,4,

Qn Q, Q,
QnAn — (ew)xo(_Dyo + _(ew)zl(_l)yl 4.+

Wn,0 Wn,1 Wnon

)

(€m)om (—1)¥m. (4.26)

Qn

Wn,k

que es un entero algebraico, y por otro que en el ordenamiento de Gelfond de los elementos
2 = T + Yt € Z[i], x, puede ser positivo, negativo o cero, entonces cada uno de los

Observemos por un lado que en la expresion anterior cada es un elemento de Z[i], asi

™

numeradores de la expresion anterior involucra e™ o e 7.

En conclusién, estas dos observaciones nos dicen que €2, A, es una expresion polinomial
con coeficientes enteros en €™, e™" y i. Es posible simplificar multiplicando todo por una
potencia alta apropiada de e™. Especificamente, si ponemos r, = maxXo<g<n |Zx| , notando
para uso posterior que r, < y/n, entonces (e™)™,A, es una expresiéon polinomial con
coeficientes enteros en e” y i:

Q, Q, Q,
(€7) " Ay = —= (7)™ (=1)* + —= ()" T (=) 4 (") (= 1)
Wn,0 Wn,1 Wn,n
(4.27)
Finalmente, sea 0 un denominador para e”. Tenemos el entero algebraico:
Py(i,e") = ()" (") "2, A, (4.28)
2v/n—(rp+w0) Qn T\\Tn+T
= (9) el ——(ge™))m T (= 1)*
Wn,0
Q,

OV 22 e (<)

Wn,1

)

Q,
4o+ (5)2ﬁ_(r"+x")w—((seﬂ))r"+x"(—1)y",

)
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donde P, (z,y) es el polinomio con coeficientes enteros subyacente en la expresién anterior.
Nuestro objectivo es calcular la norma algebraica del entero algebraico anterior, es decir,
N(P,(i,€e™)). Como P, (i,e™) # 0, tenemos que N (P, (i,e™)) es un entero no nulo. Denotamos
a los conjugados de €™ por 0;(= €7), s, ..., 0;. Entonces una potencia entera de N (P, (i,€e™))
esta dada por el producto

d d

N = P, (i, 01) P (=i, 0)[] [ Pu(i. 0] ] (2. 65)- (4.29)

Jj=2 Jj=2

De lo anterior sigue que si A,, # 0 entonces N # 0.

Usaremos nuevamente el trabajo analitico de la parte anterior para acotar superiormente
el primer factor P,(i,6;) , e informacién algebraica sobre los enteros gaussianos para estimar
el valor absoluto de los demas factores.

Nuestra cota superior anterior para |4, | combinada con la cota de Gelfond para |Q2,| y
las cotas 1, < v/ny |z, < /n nos dice que

|P,(i,0,)| < e~ 1/2nlognt1i0n n suficientemente grande (4.30)

Cada uno de los otros 2d — 1 factores en (4.29) se acota con la desigualdad triangular.

Los términos mas dificiles de acotar son los cocientes ank' Ya vimos que en otro paper

Gelfond probé una cota superior para el numerador [€,,]. Para encontrar una cota inferior
para el denominador, Gelfond usa una cota dada por otro matematico, Seigo Fukasawa,
quien en 1926 prob6 que para n suficientemente grande

|Wn,k| > el/2nlogn—10n. (431)

Entonces para n suficientemente grande tenemos que

Qn

S e%nlogn+164n—(%nlogn—lOn) < 617471. (432)
Wn,k

Juntando todas estas cotas tenemos que para cada uno de los factores en (4.29) se cumple
que

|P,(£i,0;)] < (n+ 1)e'™n(5em)2Vn < !7on (4.33)

para n suficientemente grande.
Finalmente, tenemos un entero no nulo N, tal que

0 < |N| < 6—%n10gn+(2d—1)175n‘ (4‘34)

Pero para n suficientemente grande la expresién de la derecha tiende a 0 y tenemos entonces
una contradiccién, con lo cual nuestra suposicién inicial de que A, # 0 debe ser falsa, es
decir que para n suficientemente grande, digamos n > N’ se tiene que A, = 0.
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4.4 Prueba: Pasos 3 y 4

Lo anterior nos dice que para n > N’ tenemos la representacion de la funcién e™ :
e = A()P()(Z) + A1P1(2> + AQPQ(Z) + ...+ AN/PN/(Z) + Rn(2> (435)

Tomamos por contorno de integracién en la representacion

Ry(z) = Lrt1(2) / o Zle)m do (4.36)

270 (o= z)

un circulo de radio n. Como para cualquier z, R,(z) — 0 cuando n — oo se tiene que €™
es igual al polinomio AgFPy(z) + A1 P1(2) + AyPa(2) + ... + An/Py/(2), y no es entonces una
funcién trascendente, lo que implica que e* tampoco lo es, pero en verdad lo es, asi que
tenemos una contradiccion proveniente de la suposicion de que €™ era algebraico, con lo cual
debe ser trascendente.
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5 Caso particular de Kuzmin : 2V2 es trascendente

En esta seccion comentaremos el siguiente resultado.
Teorema 5.1 (1930 Kuzmin). 2V2 es trascendente

Tanto la estructura como los detalles de la prueba de Kuzmin son muy similares a los
de la de Gelfond sobre la trascendencia de e™. Kuzmin comienza suponiendo que 2V2 g
algebraico y considera la funcién a valores reales 2° = ¢'°82%. Luego aproxima 2* usando
la formula de interpolacién de Lagrange, esto es, en vez de usar los enteros gaussianos usa
los niimeros {a + bv/2 : a,b € Z} ordenados de cierta forma. Luego usando la notacién
P, = (z—2z1)(z — 22)...(z — 2z;,) Kuzmin tiene que para cada n

"\ P.(2) 2% P,(2)
2% = 27 (log 2)" 5.1

donde o estd entre el menor y el mayor de los z;.
Pero Py (z) = > [[,., # — 21, lo cual implica que P (z;) = [[,; 2 — 2 -
Entonces para zg ¢ 21, ..., 2, se tiene

n

Pn(20)2zj Pn(Zo)
270 — 4+ 27 (log 2)™. 5.2
Zzl Go— o)L= " al 2 (082 (5:2)

J
Dividiendo por P,(zg) y reescribiendo obtenemos que
= 2% ~ 27(log2)"

= Hl# 2 — 2 n!

(5.3)

Luego

1) Multiplicando el lado izquierdo de esta igualdad por el minimo comin multiplo de los
denominadores y luego multiplicando por un denominador algebraico se obtiene un entero
algebraico no nulo.

2) Tomando n suficientemente grande el lado derecho toma valor absoluto chico.
3) Tomando la norma algebraica del lado izquierdo se obtiene un entero no nulo de valor

absoluto menor a 1, lo cual es absurdo.

Esta contradiccién proviene de suponer que el término de error en la interpolacién de
Lagrange es no nulo, entonces debe serlo, pero esto implica que la funcién trascendental
f(2) = 2% es una funcién polinomial, absurdo que proviene de la suposicién de que 2V2 g
algebraico, asi que debe ser trascendente.
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6 Solucion de Gelfond

6.1 Preliminares

Recordamos en esta seccién ciertos resultados (algunos supondremos conocidos y otros no)
de los cuales haremos uso en la demostracién de Gelfond.

Teorema 6.1 (Matriz de potencias). Sea ml, ...,y pertenecientes a un domino integro.
Sea la matriz M € C™™ tal que M;; = m] Se tiene que det M = 0 st y solo si tiene 2
columnas iguales.

Teorema 6.2 (Representacién integral de holomorfa). Sea D disco cerrado de C, C' su
frontera y f(z) : D — C holomorfa, entonces para todo z € int(D) se tiene

F(z) = 2% /C e / <f))n+l duw

Teorema 6.3 (Férmula de residuos). Sea f(z) holomorfa en un abierto conexo 2 C C,
excepto por eventuales singularidades aisladas a; 1 < j < n. Entonces

2m/f dz—ZRZ o f (6.1)

para cualquier ciclo v homdlogo a cero en €} que no pasa por ninguno de los a;.

Recordemos que el residuo R,—, es el inico nimero complejo R, que hace que f(z) — Zil

sea la derivada de una funcién holomorfa en 0 < |z —a| < §. Equivalentemente R es el inico
nimero complejo para el cual

/f P dz=0 (6.2)

donde C' es una circunferencia tal que f(z) es holomorfa en ella y su interior. Es decir

Row= 5= [ 1) (63

lo que es igual al coeficiente con subindice —1 en la expansién en serie de Laurent de f(z)
entorno de z = a.

Teorema 6.4 (Mddulo max). Sea R C C un abierto conexo y f(z) : R — C holomorfa,
entonces |f(z)| alcanza su mdzimo en la frontera de R.

Recordemos que si « es un numero algebraico de orden m sobre Q, se tiene para cada
B € Q(a) con gr f <m —1, que § es algebraico de orden d sobre Q con d|m, y ademads los
conjugados de (3 se obtienen reemplzando en el polinomio que lo define o por sus conjugados.

Lema 6.5. Si v es algebraico de grado m sobre Q y si A es un entero racional tal que A~y
es un entero algebraico, entonces o bien v =0 o bien |y| > A7 [u(y)]'™™
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Este lema esencialmente expresa el hecho de que |N(Av)| > 1.

Lema 6.6 (Kronecker). Dada A = (a;;) € C™*",n > 2muna matriz (a;;) y |ai;| < A. Sea
P un nimero positivo dado. Entonces existen n enteros racionales Ny, Ns, ..., N, tales que

- 1
DILIIES I m (6.4)

n

>IN >1 (6.5)

i=1

INi| < [22nAP)7%%  i=1,...n. (6.6)

Prueba. Sea wi,w,, ..., w, un conjunto de enteros no negativos cada uno menor o igual a un
entero B que elegiremos luego. Hay (B +1)" posibles distintas elecciones de tales conjuntos,
colecciéon de elecciones que llamamos M.

Pongamos

Zwiaij =Cj + Zd] j = 1,2, .., m. (67)

i=1

En un espacio de 2m dimensiones marquemos los puntos (c¢y,dy, ¢a, ds..., ¢, dyy ). Llamamos
M, a la coleccion de puntos 2m—dimensionales obtenida de esta forma a partir de cada
elemento de M;.

Estos puntos estdn contenidos en un cubo 2m—dimensional de lado < 2nAB ya que de
(6.7) se tiene que |¢;|,|d;| < |¢; +id;| < nAB. Si subdividimos el lado en intervalos de
longitud 27*/2P~!, obtenemos como mucho 2*?nABP 4 1 (su parte entera) intervalos ya
que puede sobrar un pedacito de longitud menor a 27/2P~!. Estos a su vez determinan una
particién del cubo grande en como mucho (2%2nABP +1)*" subceldas (paralelepipedos) ya
que cada uno de los 2m ejes lo tengo partido en (2%/2nABP + 1) intervalos, entonces el total
de posibilidades de elegir un intervalo de cada eje es el niimero anterior. Por construccién
cada lado de estas subceldas tiene longitud menor o igual a 271/2P~1,

Si elegimos B de forma tal que

(B4 1)" > (2**nABP +1)*™ (6.8)

entonces habra por lo menos una de las subceldas 2m—dimensionales conteniendo 2 puntos
s 4 3 _ / / ! / / / U
de nuestra colecciéon My, digamos P = (¢1,dy, ¢a,ds..., Cp, dy) y PP = (¢}, d), &y, db.. el dL).

Supongamos que los correspondientes conjuntos de enteros de los que provienen son (vy, va, ..., v,,)

y (v], vy, ..., v)).

Elegimos B := [23/2nAP]ni?m y luego N; := v; — v} para i = 1,...,n; nombramos C :=
23/2n ABP. Veamos que con estas elecciones de N; y B se satisfacen todas las cualidades
que queremos.
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Veamos que se satisface (6.8). Sise tiene B" > C?™ esto implica que (B+1)" > (C'+1)*™
(es decir (6.8)) ya que (B+1)" = 0 (1) B y (C+1/27 = X2 (7)C3" y > 2m, aleanza
con probar que B™ > C?™. Por definicién de C esto equivale a B" > 23" (nAP)?™B*™ que
dividiendo por B*™ equivale a B"2™ > 23" (nAP)?*™. Reemplazando B por su definicién se
obtiene que el lado izquiero es igual a la expresion de la derecha.

Veamos que se satisface (6.4). Dado j fijo entre 1 y m, tenemos por definicién de N; que

E N;a;; = E v; — aU E Vi@ — g vaU

=1

= (¢; +1id;) — (cj —Hd;-) = (¢j — j) +i(d; — d;)

Como P y P’ pertenecen a la misma subcelda, la diferencia entre coordenadas homélogas
(|dj — di| o |c; + id;| con j = 1,..,m) es como mucho 271/2Pp~1 entonces el médulo del
complejo anterior es menor o igual a

[2<271/2P71)2]1/2 — Pfl

Veamos que se satisface (6.5). Como P y P’ son distintos, también deben serlo los
conjuntos de enteros de los que provienen, asi que para algin ¢+ = 1,...,n se tiene 1 <
v, — v = N;

Veamos que se satisface (6.6). Como cada elemento de M; esté formado por enteros no
negativos < B (en particular v; y v} para cadai = 1,..,n) se tiene que |N;| = |v;—v}| < B. O

Lema 6.7 (Jensen). Sea G(z) holomorfa en |z| < R con ceros z1, za, ..., 2z, en el interior de
la bola de radio R, donde cada cero se incluye su multiplicidad de veces. Entonces

|G(0)| < R7"|21, 22, ..., 2| max |G(Re™)|

0<6<2m

Prueba. Observemos que la desigualdad es cierta si G(0) = 0, asi que podemos suponer
G(0) # 0. Para cada cero z; consideramos la funcién

R(z — zj)

Biz) = R? — 27z
J

. . 2 . ,
que se anula en z = z;, tiene un polo simple en z = % fuera de |z| = R, y tiene mdédulo 1
J

en |z| = R. Sea
-1

F(2)=G(2) [[] Bi(2)
j=1
Esta funcién es holomorfa en |z| < Ry
max |F(z)| = max G(z), |z| =
Pero por (6.2)
1 F(t
Foy= = [ EO 4

21 |t|=R t
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entonces

[F(0)] < max|F(z)| = max|G(2)],  |z[=R
G(0) = (=R) ™ |[[ 2| F(0).
j=1
Combinando las iltimas 2 expresiones se obtiene la desigualdad del enunciado. O

Obervemos que este resultado nos dice que a mayor niimero de ceros podamos agregarle
a la funcién G(z) entonces |G(0)| serd més chico.

6.2 Prueba de la Conjetura 3.4
Gelfond probd en 1934 la Conjetura 3.4.

6.2.1 Idea de la prueba

Por el enunciado oy 3, son algebraicos y definen un cuerpo algebraico Q(«, #). Supongamos
que también 7 es algebraico. Podemos construir entonces el cuerpo de extension Q(«, 3, 7).
Luego definimos una funcién auxiliar f(x), con valores en Q(«, 3) para cada entero racional
x. La méas simple de tales funcoines seria un polinomio en x con coeficientes en Q(a, ),
pero tal funcién no nos permitiria agregar 7. En cambio Gelfond define

fle)=> "> Cuakp” (6.9)

k=—ql=—q

donde los C}; son enteros racionales y ¢ es un entero positivo, todos éstos a elegir mas
adelante. Aqui of* = e**1°2@ con alguna eleccién fija del logaritmo, y lo mismo para (.

Esta funcién toma valores en Q(a, f) cuando x es un entero racional. Ademads se tiene que

q

folw) = [ (@) (log B)™* = DY Y Culkn+1)*akp"” (6.10)

k=—ql=—q

lo que implica que fs(z) toma valores en Q(«, 3,n) para cada entero zy s =0,1,2,....

La funcién f(z) tiene (2¢q + 1)? parametros Cj;, que junto con el ¢ podemos elegir. En
particular podemos tomar ¢ tan grande como queramos. Por el Lema (6.6), los Cy; podemos
elegirlos de forma tal que un conjunto bastante grande de nimeros {|fs(j)|} sean muy chicos,
tan chicos que la cota del Lema (6.5) sea contradicha y entonces deban ser cero.

Dicho de otra forma, podemos imponer sobre f(z) un cierto nimero de ceros sobre
puntos enteros que elijamos, a la vez que mantenemos los coeficientes como enteros acotados.
Gelfond distribuyo los ceros entre varios puntos, pero es mas simple ubicarlos todos en el
origen.

Esta acumulacién de ceros en un entorno del origen hard que por el Lema (6.7), | f(z)]
tenga que ser chica, digamos para |z| < ¢%/°.

Por la representacién como integral de las derivadas de f(x) dada en el Lema (6.2), esta
acotacién se extenderd también a |f*)(z)| para valores de s no demasiado grandes. Pero
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esto a su vez agrandard el conjunto de de numeros algebraicos f,(j), tan chicos que por
contradecir la cota del Lema (6.5) deban ser cero.

Entonces tenemos un ntmero adicional de ceros de multiplicidad alta en un entorno del
0, lo que nuevamente haré que por el Lema (6.7), | f(z)| tenga que ser todavia més chica en
un entorno més grande.

Usando alternadamente de esta forma los Lemas (6.5) y (6.7) se puede mostrar que f(x)
y todas sus derivadas se anulan en todos los enteros, lo cual implica que f(z) = 0.

De hecho dos aplicaciones del Lema (6.7) dan suficientes ecuaciones sobre los Cy; como
para concluir que o bien son todos cero o bien 7 es racional. La prmera posibilidad esta
excluida porque por la eleccién de los Cy; mediante el Lema (6.6) se tiene que Y > |Cr| > 1,
mientras que la segunda contradice la hipétesis de que 7 es irracional, y por ende concluimos
que 71 no puede ser, como inicialmente supusimos, algebraico.

6.2.2 Primer parte: eleccién de los coeficientes de f(z)

Queremos elegir, para poner en (6.6), los nimeros m, n, A, P y obtener como consecuencias
del lema la existencia de los Cy; y las cotas: (6.5) para usar mas adelante, y que (6.4) y (6.6)
sean tales que permitan contradecir la cota de (6.5) para f;(0) para cada s = 0,1,..,m — 1
(también debemos elegir este m), y que entonces los fs(0) deban ser cero.

Intentemos de encontrar alguna motivacién de esta estrategia. De aplicar el (6.6) podemos
obtener la siguiente cota superior

£ =D Culkn+1)° < % s=0,1,..,m—1 (6.11)

k=—ql=—q

lo cual podria usarse para contradecir la cota inferior de (6.5).

Supongamos que 7 es algebraico de grado h sobre Q y que E es un denominador para 7
(es decir F es un entero racional y En es un entero algebraico), entonces se tiene que E* es
un denominador para f,(0) (es decir E® f;(0) es un entero algebraico, en particular de grado
< h sobre Q), si es que los C* son enteros racionales.

Como f5(0) € R[n] sus conjugados se obtienen segin (11.14), y entonces usando que entre
—q y q hay (2¢ + 1) ntmeros, k,l < qy n < u(n) y suponiendo |Cy;| < B se obtiene

ulfs(0)] < B(2g + 1)*{q[1 + p(n)]}*. (6.12)
Por otro lado aplicando (6.5) a f4(0) con E* se obtiene
[s(0)] = (B) ¥ [u(fs(0)]  y<h (6.13)

Reemplazando aqui con (6.12) se tiene

£(0)] > (B) 7 [B2q + 1D)*{g[1 + pm)]}]'"  y<h (6.14)
Si se tuviera un P tal que

P> (E°)"[B(2q + 1)*{q[1 + u(n)]}*)" 7", (6.15)

35



reemplazando esa cota en (6.11) se obtiene que

|£s(0)] < (E*)™"[B(2g + 1)*{q[L + p(n)]}*] 7", (6.16)

Lo cual contradice la cota de (6.14) y obtenemos asi la contradiccién de la cota de (6.5), lo
que implicaria que f4(0) = 0.
Veamos que para que P satisfaga (6.15) alcanza con que P satisfaga

P > [B(Eiq)"]" (6.17)

donde F; es un entero fijo > 2E[1 + u(n)], si m es suficientemente grande (en particular es
suficiente con que m > h — 1y 2q > u(n)).

Estas desigualdades todavia dejan bastante libertad para elegir los parametros involu-
crados. Muestran que P debe ser mas grande que B y que ¢™, pero no muestran cual debe
ser mayor entre éstas 2 tltimas. Sin embargo la aplicacién mas adelante de (6.7) requiere
que ¢ sea mayor.

Las elecciones de Gelfond son

B — 3q2’ m — LquOglﬂj, p— 7 1020502117 (6.18)
log ¢
n=(20+17°  ae=0kn+0 —q<ki<q A=ql+pmn))"" (6.19)

donde 7 depende solo de Q(a, £,1) y g es un nimero grande, y donde notamos |z | a la parte
entera de x.

Veamos que con éstas elecciones se tienen las cualidades necesarias : las hipdtesis de
(6.6), |Cry| < By la cota (6.17) para P. Estas dos ltimas son necesarias para poder hacer
el razonamiento anteriormente realizado que permite contradecir la cota obtenida de (6.5)
para f4(0) para cada s =0,1,...,m — 1.

Para usar en estas pruebas notemos

2m log log q

= = 2
" (n—2m)’ v log q (6:20)

y observemos que poniendo ¢ = e’ y las elecciones se tiene que

w? log q

1+4q o
2+ W

y Y
w=-—=——0, w?logq = y—>0, uw log q =
e

o — 0, qg— oo (6.21)

y también por (6.21) se tiene que

w? 1

= 0, U=————7———0 — 00 6.22
21 14+ng —w 4q1<;21$4q 1 q ( )

wu

Veamos que se satisfacen las hipétesis de (6.6).
Calculemos la cota para los elementos de la matriz. Usando que [,k < ¢, n < p(n) y
s < m — 1 se tiene

|ans| = |(kn+1)°] < (qu(n) + )" ' = A (6.23)
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tenemos m < 2n, ya que por definiciones de m y n esto equivale a

log1
208080 2 9 (2g+ 1), (6.24)
logq V
=m<1 -

Veamos que se cumple (6.17). Poniendo las definiciones de By Py que m = ¢*w ella
equivale a

PR 3q2h<E1q)q2wh — pla*hlog3+q*whlog(E1q)] (6.25)
que equivale a
vPw ™t > 3T (Eyq) T = [¢?h] log 3 + Pwhlog(Eyq). (6.26)
Reordenando, por (6.21) se tiene
v > hlwlog3 + w*log(E1q)] — 0, q — o0. (6.27)

Veamos que se satisface |Cy;| < B. La definicién de B junto a la consecuencia (6.6) del
Lema 6.6 ella que equivale a

|C’k7l] < [23/2 (2q + 1)2 q[1 + M(U)]q%_l 67‘12 log’iéq] — 6[3/210g2+210g(2q+1)+(m*1)10gq+vq2w]u < 3q2_
S—"

o N—
M A P
(6.28)
en particular lo anterior sera cierto si
[3/21og2 + 2log(2q + 1) + (¢*w — 1) log ¢ + y¢*wlu < ¢ (6.29)
que equivale a
uq ?[3/21og 2 + 2log(2q + 1) — log q] + [uwlog ¢ + yuw] < 1. (6.30)

Con (6.21) y (6.22) se ve que la expresion de la izquierda tiende a cero cuando ¢ tiende a
infinito.

Verificadas las cualidades requeridas, entonces tenemos que es posible elegir C;, no todos
nulos, tales que |Cly| < 37°, v s = 0 siendo un cero de f(z) definida por (6.9) con multiplicidad
por lo menos m, y que ademaés

q q
‘f($)| < Z Z |Ckl|’€kxloga+l:plog5‘ < 3q2(2q+ 1)265q|:p\ _ 6q21093+2log(2q+1)+5q|ac| < e2q2+6q|x\
k=—ql=—q

(6.31)

para g > 2, donde ¢ = |loga| + |log 8| depende sélo de vy 55 .
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6.2.3 Segunda parte: Reconocimiento de ceros adicionales de f(z)

A continuacién aplicaremos por primera vez el Lema 6.7. Sea G(z) = f(a + z) donde a es
un punto cualquiera de la circunsferencia |z| = 3 (puede usarse cualquier potencia de g
menor a 1). G(z) tiene un cero de multiplicidad m en z = —a. Consideramos un disco con
centro en z = 0 de radio ¢. Aplicando (6.7) obtenemos

[f(@)] =|G0)] < ¢ ™(¢**)" max |G(qe”)], (6.32)
0<o<2m
luego, poniendo la cota (6.31) para f(a + z) en la circunsferencia |z| = ¢, y usando la
definicién de m obtenemos
1f(a)] = |G(0)] < g ™/3el2a*+0alata® )] — l=a*/3logloga] [(1+0)a* +a*+04°%] - o—q?/3loglogq+2(1+d)q”
(6.33)

para q suficientemente grande. Escribiendo 1/3 = 1/6 4+ 1/6, como ¢ no depende de ¢

—exp | —¢*/6loglogq + ¢*[2(1 + 8) — 1/6loglogq] | < e /0lglosa (6.34)
*)fogijﬁoo

para ¢ suficientemente grande. Por 6.4 se tiene que
|f(w)| < emt/ortlomlosa | < g8 (6.35)

para ¢ suficientemente grande. Por (6.2) se tiene

) = ;—W'Z /C %dt (6.36)

sobre el disco |t| = ¢**. Considerando |z| < 1/2¢*?®, acotando s! por s° y f por (6.35)
obtenemos

1
((]2/3 _ 1/2q2/3)s+le

|f(s) ($)| < 55%27‘_7@2/3 —1/64¢%loglogq — 2(28q72/3>5671/6q2 log log g (637)
Yy’

Si0<s < loi, usando esta cota para s, distribuyendo el logaritmo en los productos y
g4q

potencias, escribiendo 1/6 = 1/12 + 1/12 tenemos que
‘f(s)(x)| < 671/12q210glogq+w (638)

donde

2

w = |log2+ lq (log2 +4/3logq — loglog q) — 1/12¢*loglog q| . (6.39)

0gq

Sacando factor comin ¢, escribiendo ¢ = e y haciendo tender ¢ a infinito (y tiende a

infinito) se observa que w tiende a —oo, con lo cual tenemos que
2

]f(s)(a:)\ < 6—1/12q210g10gq’ |z| < 1/2(]2/3, 0<s< a
log q

(6.40)
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para ¢ suficientemente grande. Entonces la expresién (6.10) implica lo siguiente.
Si |log B8] > 1, como s € N se tiene |log #|7® < 1, y en consecuencia usando la cota de
(6.40), y luego que €* es creciente

[f ()] < |fO ()] < e7V/1207 oslosa < m1/2da%logloga, (6.41)

Si |log B8] < 1 se tiene |log B|~! > 1 entonces usando las cotas para s y para f(x) dadas
en (6.40)

2

2
. §)/ - 1y q
£ < F95) (|log 8|71 sa < exp | —1/24¢ loglog g + [—1/24¢* loglog g — kﬁgqlogllog%ﬂ]

(. J

~-
——00,§—+00

(6.42)

Entonces de (6.41) y (6.42) se tiene que
[fo ()] < e/ bomlox (6.43)

para j = 0,+1,£2, ...|£¢*?], s =0,1,2, ..., L%J, y ¢ suficientemente grande.

Veamos que (6.43) implica que fs(j) = 0 por el Lema 6.5. Por definicién tenemos

F:G) =D D Culkn +1)°a* 89, (6.44)

k=—ql=—q

Eligiendo enteros racionales A, B, C, D, E tales que Aa, BB,C/a, D/3, En sean enteros al-
gebraicos, tenemos que (ABC'D)YE® f,(j) es un entero en el cuerpo Q(c, 3,7). Supongamos
que el grado de éste es H, se tiene que H es como mucho igual al producto de los grados
de a, B,m sobre R. Por la forma en la que se obtienen los conjugados de f,(j), enunciada en
(11.14), tenemos a partir de (6.44) que

plf ()] < 3% (2q + 1)*{q[1 + p(n)] " A>" (6.45)
donde A = max{zu(a), u(8), u(1/a), u(1/8)}. Entonces si fo(j) # 0, por (6.5) se tiene que
£ = [(ABCD)Y BT [ f.(4)] " = e (6.46)
donde
p=(—H)[jqlog(ABCD) + slog E] + (1 — H)log [ fs(j)] (6.47)

Poniendo la cota (6.40) de s y la (6.45) de u[fs(7)] se tiene

2
p < (~H)[jqlog(ABCD) + +— log E]
logq

+(1 — H)[¢*log3 + 21og(2q + 1) + s[log q + log(1 + p(n))] + 27qlog A
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Poniendo nuevamente la cota (6.40) de s y que j < g tenemos que

2
p < (—H)[¢* log(ABCD) + . log F]
logq

2

+(1— H)[q*log 3 + 2log(2¢ + 1) + —2
log q

Como en esta expresién todos los términos tienen orden ¢ se tiene que

[log ¢ + log(1 + p(n))] + 2¢* log A

p < —og? (6.48)

para ¢ suficientemente grande, donde ¢ no depende de g. Poniendo esto en (6.46) se obtiene
que

()] > e (6.49)

Pero esto contradice (6.43), y contrario a como se supuso debe tenerse fs(j) = 0.

Entonces f(z) tiene un cero en cada entero j con |j| < 1/2¢*/® y cada cero tiene multipli-
cidad por lo menos ¢?/logq. Recurriremos nuevamente al Lema 6.7 poniendo G(z) = f(a +
2),lal = ¢*®, R = ¢*/* y usando que entonces todo cero conocido dentro del disco |z| = R
4/3 P

, v que se tienen por lo menos (con multiplicidad) v := ogq ! /2¢?/% =

5/2
1/2¢%3 /logq ceros , y que por (6.31) max,—r G(z + a) < e20°H0a+q" P q? P2 g g
grande se tiene que

satisface |z| < 2¢

[f(a)] < |G(0)] < g (2g"%) e+ — v (6.50)
con
y =—1/6vlogq+vlog2+2(1+0)g"> (6.51)
Poniendo la definicion de v

y = —1/12¢%3 +1/2¢%3 /logqlog 2 +2(1 + 6)¢** < —1/12¢*3 +2(1 + 6)¢"* = (6.52)

~—
<0

—1/24¢%3 + [2(1 + 6)¢*? — 1/24¢%%) < —1/24¢%

(.

—>—oo?z]r—>+oo
para ¢ grande. Poniendo esta cota en (6.50) obtenemos
[fla)] < e V2 jg] = gt (6.53)

para ¢ suficientemente grande. Y por 6.4

f(2)] < e VR |z < gt (6.54)
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6.2.4 Tercer parte: racionalidad de 7

Observemos que usando la férmula (6.2) para f*)(0) (como se hizo antes en (6.35)) con
t] = ¢*/3s! < 5%, y la cota (6.54) con z = 0, se tiene

1 _ 8/3 1 s® 8/3
(s) s 2/3 —1/24 _ 1/24
lf¥(0)] = s 27T27rq e e T q%Se R (6.55)

Utilizando que 0 < s < ¢°2, acotamos (6.55) por

11 2 11
g e /20— oxp | —1/48¢%3 + 5/2log(—-q) — 1/48¢%° | < e~/48a°? (6.56)

J/

Vv
——00,q—+00

para q suficientemente grande. Es decir
fO(0)] < e 1/18a” (6.57)

para 0 < s < ¢°/? y ¢ suficientemente grande. Con esta cota se obtiene, de igual modo como
se obtuvo antes (6.43) de (6.40), lo siguiente

£(0)] = |£(0)(logb)~*| < e/

Si tomamos en (6.11) P~! igual al lado derecho de (6.58) veremos que (6.15) se satisface y
que entonces la cota de (6.5) se contradice, con lo que debe ser f*(0) = 0 para s < ¢°/2.

Verifiquemos esto. Poniendo en (6.15) P! = ¢=1/%¢"* ¢ Juego que s < ¢*/2 se tiene que
la acotacion es equivalente a

8/3

0<s<q/ (6.58)

U> PUE(B(2g + 1D2g(L+ () = e (659

con
y < —1/96¢*"> 4 ¢®*hlog E + (h — 1)[log B + 21log(2q + 1) 4+ ¢**log ¢ + ¢*/*log(1 4 u(n))]
(6.60)

Vemos que aqui el término de mayor peso es —1/96¢%®, con lo que y — —oo cuando ¢ tiende
a infinito. Entonces se verifica (6.59) para ¢ suficientemente grande.
El hecho de que f*)(0) = 0 para s < ¢°/? da un sistema de |¢°/?| ecuaciones lineales

i i (kn+1)C* =0 (6.61)

k=—ql=—q

en los (2¢ + 1)? coeficientes Cy;. Como se sabe que éstos no son todos nulos debido a la
construccién de f(z) por la consecuencia (6.5), cualquier determinante de (2q + 1)? filas
debe ser cero. En particular

det[(kn+1)°|=0  —q<k1<q0<s<4q(q+1). (6.62)

Pero como esta es una matriz del tipo (6.1) que se anula si y solo si 2 columnas son iguales,
esto implica que existen k, k’,1,1I' € Z tales que kn + 1 = k'n + ', pero esto dice que 1 es
racional, contradiciendo la suposicion inicial de que no lo era, con lo cual concluye la prueba

de Gelfond.
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7 Solucién de Schneider

7.1 Preliminares

7.1.1 TUn lema de Siegel para los cuerpos de nimeros

Para la prueba de Schneider se necesitera encontrar una solucion de un sistema homogéneo
de ecuaciones lineales con coeficientes en un cuerpo K, que no sea demasiado grande. Para
ello se utilizara el lema de Siegel que exponemos a continuacién, cuya demostracion se basa
en el siguiente lema de Dirichlet

Lema 7.1 (Dirichlet). Si ¢ : E — F es una funcién de un conjunto E de n elementos a un
conjunto F' = Ulgjgm F; y si m < n, entonces por lo menos uno de los conjuntos F1, ..., Fy,
contiene las imdgenes por p de dos elementos distintos de E. O dicho mds brevemente, que
una funcion de un conjunto de n elementos en otro de m elementos, no es inyectiva sim < n.

Enunciamos el lema de Siegel que queremos probar.

Lema 7.2 (Siegel). Sea K un cuerpo de nimeros, de grado § sobre Q. Sean a;; (1 < i <
n,1 < j < m) elementos de K enteros sobre Z. Sean oy, ...,05 los diferentes isomorfismos
de K sobre C, y sa A un entero racional que verifica

n

> .. . .
A - 1§]§HT}L%->%’1§5Z yah(al7])| (7 1)

=1

Sin > dm entoces el sistema
i=1

admite una solucion no nula (1, ...,x,) € Z™ que verifica

md

max |z < (V2A)wms (7.3)

1<i<n

Observemos que para solucionar un sistema
n
E a; ;r; =0 I<j<m
i=1

con coeficientes en K, podemos reducir al caso en el que los a; ; son enteros sobre Z multipli-
cando la ecuacién j—ésima por un denominador comun d; de ay j, ..., @, ;. Alcanza entonces
con que reemplacemos A por Amaxi<;<p, d;.

Para demostrar (7.2) usaremos el siguiente lema que permite solucionar un sistema de
inecuaciones lineales.
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Lema 7.3. Sean u;; (1 < i <wv,1 < j < p) numeros reales; sea U un umero entero que
verifica

1%&%2 lu; ;| <U (7.4)

y sean X y | dos numeros enteros positivos tales que
F < (X+1)". (7.5)
Entonces existen elementos €1, ..., €, de Z no todos nulos tales que

max |e;] < X (7.6)

1<i<v

g Sl = O ™
Prueba. Consideremos la funcién ¢ del conjunto
N, X):={(€e1,...,6,) €Z°:0< ¢, < X(1<i<w)}

en R* que manda (eq,...,€,) a (9, ...,1,) con
m=Y wge  1<j<p (7.8)

Para 1 < j < p notamos —V; (respectivamente ;) a la suma de elementos negativos
(respectivamente positivos) del conjunto

U,jy oeey Un,j- (79)
Tendremos entonces
V;+W; <U J=1, .. pu. (7.10)

Observemos que si (€1, ..., €,) € N (v, X) entonces laimagen (11, ..., 7,) = (€1, ..., €,) pertenece
al conjunto

Ei={(m,...n) € R =V;X <m; <W;X}. (7.11)

Partimos cada uno de los intervalos [V, X, W;X] en [ intervalos (de longitud < YX), lo cual
parte a E en [* subconjuntos Ej (1 < k < [*) . La condicién

"< (X +1)" = |N(v, X)| (7.12)
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permite aplicar (7.1): existen dos elementos distintos ¢ y ¢’ de N(v,X) tales que sus
imégenes por ¢ pertenecen al mismo suconjunto Fjy de E. Notemos € la diferencia ¢ — €” y
n a p(€). Tendremos

€= (€1,...,6,) #0, frglzag)]q\ <X (7.13)
y
UX
n= (M) gja;i!nj! < (7.14)
de donde se obtiene el Lema 7.3 O

Estamos entonces en condiciones de demostrar el Lema 7.2.
Numeremos los diferentes morfismos oy, ..., 05 de K en C de tal forma que tenemos

on(K)CR  1<h<r (7.15)

Optstk = Ortk 1 S k S S (716)

(donde la barra significa conjugado de complejo de 6,4%) y 'y s son dos enteros que verifican
0 = r + 2s. Defininos las funciones ¢4, ...,t5 de K a R por

oy, 1<h<r
th=<Reo;, r+1<h<r+s
Imo, r+s+1<h<d=r-+2s

Elegimos dos enteros X y {

X = [(V2A)&m | =1+ = |[V2AX] (7.17)
de forma tal que
X < (V2A)# (7.18)
y
(14 X)"™ > (v/24)™. (7.19)
Entonces, como A > 1
(14 X)" > (1 +V2AX)™ > ™. (7.20)

El Lema 7.3 (con v = n,u = md,U = A) muestra que existen enteros racionales xi, ..., T,
no todos nulos que verifican

max |z;| < (V2A)wms (7.21)

1<i<n

44



1§h?&?§j§m|zth a; ;)i < m (7.22)

Deducimos que

- AX
1§h£?§j§m | ZZ:: op ;)| < m, (7.23)
y
X
max |Zah ;. j xl| < \/_— (7.24>
r+1<h<4,1<5<m ’ 14+ I_\/_AXJ
de donde
- AX
N a;ja;)| < 2°(———=—)". 7.25
| K/Q(; J%i)| < (1+L\/§AXJ) (7.25)

En esta ultima desigualdad, el miembro izquierdo es un entero racional y el derecho esta
acotado superiormente (ya que s < £ ) por

V2AX

0
— )’ < 1. 7.26
(1 + L\/§AXJ) (7.26)
De donde
d aiu=0  1<j<m, (7.27)
con lo que queda probado el Lema 7.2 [

7.1.2 Funciones complejas

Sean f y g dos funciones reales de variable real, notamos “f << ¢” si existen dos nimeros
reales positivos A y C tales que z > A implica que f(z) < Cyg(x).

Sea p un real positivo y f una funcién entera (es decir holomorfa de C en C). Diremos
que f es “de orden (estricto) inferior o igual a p” si

log |f|z = log sup |f(2)] << R’ R — oc. (7.28)
|lz|=R
Una funcion meromorfa se dice “de orden inferior o igual a p” si ella es el cociente de 2
funciones enteras de orden inferior o igual a p.

Ejemplos. Una fraccién racional es de orden menor o igual a p para cualquier p > 0. Las
funciones seno, coseno, exponenciales son de orden inferior o igual a 1. Sin € Z,n > 0 la
funcién e*" es de orden inferior o igual a n. Si f es una funcién par (f(—z) = f(2)vz € C)
de orden inferior o igual a p, entonces f(1/(2)) es de orden inferior o igual a p/2. Por otro
lado la funcién e¢” no es de orden finito.

Para obtener informacién de cierta precision sobre los ceros de funciones enteras, consid-
eraremos la siguiente formula.
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Teorema 7.4 (Jensen). Sea f una funcion holmorfa no nula sobre un disco abierto de centro
0y radio R > 0. Sea r un nimero real 0 < r < R, sean ai,...,a, los ceros no nulos de f
(repetidos seguin sus multiplicidades) en el disco |z| <1 y sea cpz* (k > 0 entero) el primer
término del desarrollo en potencias de f en cero. Entonces tenemos que

r

. (7.29)
|an|

1 27 ' p
%/ 10g|f(ew)|d0:10g|ck|—i—/{:logr—l—Zlog
0 h=1

La férmula de Jensen muestra que si f es una funciéon entero no nula de orden inferior o
igual a p entonces el nimero n(f, R) de ceros de f en el disco |z| < R verifica

n(f,R) << R R — +o0. (7.30)
Una consecuencia de esto que utilizaremos sera la siguiente:

Lema 7.5. i f es una funcion meromorfa no nula de orden inferior o igual a p, y si
X1, .y Ty SON nUmeros complejos Q—linealmente independientes, con n > p, entonces por lo
menos uno de los numeros

es no nulo.

Sea fo : U — C la funcién identidad sobre U, y sea K = C(fy) (que lo escribimos tamibén
KC(z)). Decimos que una funcién meromorfa f : U — C es “algebraica” (respectivamente
“trascendente”) si f es algebraico sobre K (respectivamente trascendente sobre K), es decir
si existe (respectivamente si no existe) un polinomio no nulo P € C[X, X5| tal que

P(z,f(z))=0 VzeU (7.32)
Tenemos el siguiente resultado.
Lema 7.6. Sean by,...,b, € C. Las funciones enteras
2,7 etn® (7.33)

son algebraicamente independientes sobre C si y solo si los numeros by, ..., b, son Q lineal-
mente independientes.

Prueba. La relacion
Abi 4+ o+ b =0 )\jGZ 1<j5<h

implica que
M bt — Vz e C.

Supongamos que los nimeros by, ..., by son Q -linealmente independientes, y sea

P € C[Xo, ..., X)] (7.34)
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un polinomio no nulo. Alcanza con probar que la funciéon entera
F:z— P(z,e"2, ... ") (7.35)

no es la funcién nula.
Escribamos el polinomio P en la forma

8o o
P(Xo, s X0) = > 0 D P X0° X0, (7.36)
Ao=0 Ap=0
entonces tenemos que
F(Z) _ Zp(/\)z)\oe()\lb1+...+>\hbh)z (737)

M)
donde notamos (A) = (A, ..., Apn).

Los ntimeros
Abr + ...+ by, 0 <\ <9, 1<j53<h (7.38)
son dos a dos distintos, notémoslos
Wy, ...y Wy g=(61+1)...(6n+1). (7.39)
Entonces podemos escribir la funcién F' en la forma
p q .
F(z) = Z Z a; ;2 et (7.40)
i=1 j=1

donde p = dp+1ya;; (1 <i<p1l<j<gq)sonnimeros complejos no todos nulos,
ya que P no es identicamente nulo. De donde se sigue el resultado aplicando el Lema 7.7
siguiente. O

Lema 7.7. Sean Py, ..., P, polinomios no nulos de C[X]|, sean wy, ..., w, nimeros complejos
dos a dos distintos. Entonces la funcion entera

q
F:z— ZPk(z)ew’“Z (7.41)
k=1

no es idénticamente nula.

Prueba. Lo probaremos por induccion sobre . El caso ¢ = 1 es inmediato. Supongamos
que ¢ > 1 y notemos p; al grado del polinomio P, (1 <i < g). Observemos que existen
polinomios Q1 ..., Q,—1 de C[X] de grados respectivos py, ..., p,—1 tales que

drtl = |
e () = D Qj(z)elrimma)z, (7.42)
j=1

Por la hipétesis inductiva el lado derecho no es idénticamente nulo, y entonces F' tampoco.
O
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7.2 Prueba de 3.2

La demostracion que exponemos a continuacion es una version simplificada por Lang, de
aquella dada por Schneider. La diferencia esencial reside en la construcciéon de un nimero
v~ # 0 que luego se acota superior e inferiormente de modo contradictorio. Mientras que en
la primer prueba de Schneider éste se obtiene como el determinante de una matriz, en la de
Lang se obtiene como un valor de una funcién Fly cuya existencia se prueba usando el Lema
de Siegel 7.2.

Demostraremos 3.2, es decir

Teorema 7.8 (1934 Schneider). Sean [ # 0,0 ¢ Q numeros complejos. Entonces por lo
menos uno de los tres numeros

a:=¢, b, ab = € (7.43)
es trascendente.

Prueba. La demostracion es por el absurdo, supongamos que los tres niimeros complejos

b, e, e

son algebraicos, con [ # 0 y b irracional. Observemos que las dos funciones

2, elz

que son algebraicamente independientes debido a la condicién [ # 0 y el Lema 7.6, y toman
valores en el cuerpo

K = Q(bv ela ebl)

para z =i+ jb, (i,j) € Z*.
Sea § = [K: Q] y sea d un denominador comun de los tres nimeros

I bl
b,e' e”.

Tomemos un entero N suficientemente grande (es decir acotado inferiormente por un nimero
finito de desigualdades que escribiremos). Podremos suponer que N'/2 es entero.
Mostraremos a continuacién que existe un polinomio no nulo

Py € Z[ X1, X5)

de grado menor a N3/2 respecto a X;, de grado menor a 20N'/? respecto a X, y de tamano
menor o igual a 2N3/2log N, tal que la funcién

Fn(z) = Py(z,€%)

verifica que
Fn(i+7b) =0 1=1,..,.N;5=1,...,N.

Para obtener este resultado escribimos al polinomio desconocido Py en la forma

N3/2_1925N1/2_1

Py (X1, Xp) = Z Z Pl XI\Xg
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con py,(N) € Z y consideramos el sistema de ecuaciones en py ,(N)
AN R4 b)) =0, 1<i<N;1<j<N (7.44)

es decir

N3/2_126N1/21
ST D pa Wi+ i) e e AN g 1< i< NI SN,
A=0 ©n=0

(7.45)

Obtenemos asi un sistema de N? ecuaciones en 20 N? incégnitas, a coeficientes en K enteros
sobre Z, estos coeficientes tienen un tamano mayorado por

N321og N + N32[(86 + 2) log d + log(1 + [b]) + 25 log [¢7¥]] < ;N3/2 log N (7.46)
1<i<N,1<j<N
debido al Lema 11.20. El Lema 7.2 permite encontrar niimeros enteros racionales
Pou(N) 0<ASNY?-1 0<p<25NY2-1 (7.47)
no todos nulos que verifican

log max Py (N)| < 2N%2log N (7.48)
M

md
n—mdo

(notar que el exponente del Lema 7.2 es aqui igual a 1), y tal que la funcién F)y verifica

Fy(i+jb)=0 (1<i<N;1<j<N) (7.49)

Las condiciones Py # 0y [ # 0 muestran que la funciéon Fiy no es nula, asi Fiy es una funcion
entera de orden menor o igual a 1 ya que

log |Fn|r < 20NY2|I|R + N*?log R + 2N*?log N 4+ 1og(20N?) << R R — oco. (7.50)
Como hemos visto en el Lema 7.5, esto implica que uno de los niimeros
Fn (k1 + kab), (ki ko) €7% k> 1
es no nulo (usamos la hipdtesis b ¢ Q). En consecuencia existe un entero M > N tal que
Fn(i+35b) =0, 1<i<M;1<;<M (7.51)

y existe
(io,jo) €Z% — 1<ig<M+1L1<jo<M+1

con

v = Fn(io + job) # 0 (7.52)
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Para concluir la demostracion se encontraran cotas de 7y superior e inferior contradictorias
entre si.
Veamos la cota superior

log |yn| < —1/5M?1og M. (7.53)

Notemos para ello que la funcion

M M

Ex()[TI](Gz—i-40)" (7.54)

i=1 j=1

es entera a causa de (7.51). Aplicaremos médulo maximo para funciones holomorfas (Lema
6.4) sobre el disco |z| < R = (1 + |b|)M®/*. Obtenemos

Ivn| = |F (io + job)| < |Fn|gr sup ﬁﬁ (i = 3) + (o — J)b) (7.55)
B el=riy oyl (Fmi=gb)
Mayoramos en |z| = R
SRS A S =0
para N (y por ende M) suficientemente grande.
Por otro lado, debido a (7.50) tenemos
log | Fy|r < (26]1] + 1)RNY2 < (26)1] + 1)(1 + |b|)M7/* < M? (7.57)
donde N es suficientemente grande.
Obtenemos entonces
log |[yw| < 2M?* — EMQ log M < —1/5M?*log M (7.58)

lo que prueba (7.53)
Veamos la cota inferior. Para acotar inferiormente vy alcanza con acotar superiormente
su tamano s(yy) y luego usar la relacién del Lema 11.19

—26s(yn) < log|yn| (7.59)

ya que vy € K con [K : Q] =6, y yn # 0 debido a (7.52).
Mostraremos que tenemos que

s(yw) < AM3logM (7.60)
asi entonces
log |[yn| > =80 M % log M (7.61)

lo que contradecira (7.53).
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Para calcular el tamano, usando el Lema 11.20 : obtenemos que

dN3/2+45N1/2(M+1) (7.62)

es un denominador de vy, y que
Ty < N2NY2 ppaNe2 < ppanes? (7.63)
lo que demuestra (7.60) y concluye la prueba de (7.8) O

Vista la prueba, podemos explicar las razones de la eleccién de las dos funciones Ry (N) =
N3/2 5y Ry(N) = N2 expresantes del grado del polinomio Py respecto a X; y Xo.
Para aplicar el Lema de Siegel (7.2), hemos utilizado la desigualdad

Ri(N)Ry(N) > 20N?.
La acotacién superior de vy involucra inicamente la cantidad
Ri(N)log M + Ry(N)M.
Si las dos funciones R; y Ry son mondtonas crecientes, tendremos que
s(yn) << max{R;(M)log M, Ry(M)M}.
Es entonces natural elegir R, Ry de forma tal que las dos cantidades
Ry(N)log N y Ry(N)N
tengan el mismo orden. La eleccién éptima (dada la desigualdad Ry(N)Ry(N) > 26 N?) serd

Ry(N) = [(20)Y*N*?(log N)™Y?| + 1 (7.64)

Ry(N) = [(26)2NY2(log N)V2| +1 (7.65)

La eleccién que hemos hecho no es esencialmente distinta y hace que las funciones sean mas
sencillas.

Una vez elegidas Ry v Rs, queda darle un valor al pardmetro R, radio del disco sobre
el cual utilizamos el Lema de médulo méximo de holomorfas 6.4 para acotar superiormente
vn. Elegiremos R mucho més grande que M y acotamos superiormente

(o — 1) + (jo — j)b 2, R 9
|||| < —M*log — + M*log2(1 bl).
|§|1£?,i:1j:1 (z —i—4b) - NSV g 2(1 + )

Si satisficiéramos la desigualdad

R
M?log2(1 + |b]) + log | Fy|r < 1/5M? logM (7.66)
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obtendriamos

R
log |yn| < —4/5M? logM (7.67)

(el 4/5 no tiene ninguna importancia). En la acotacién superior (7.50) de log | Fiv|g el término
de mayor grado es

26N'2|1|R. (7.68)

Para obtener el resultado, es suficiente que elijamos R < M?2, una eleccién posible es la
que hemos hecho

R = (1+|b|)M>/* (7.69)
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8 Ampliacién de Baker

Esta seccion trata sobre el siguiente resultado demostrado por Baker en 1966.

Teorema 8.1 (1966 Baker). Sean ay, ..., a,, € A\{0}. Silog(ay),...,log(a,) son linealmente
independientes sobre Q entonces 1,1og(ay), ...,log(a,) son linealmente independientes sobre

A,

Este resultado amplia el de Gelfond-Schneider en su formulaciéon 3.3. La prueba se basa en
la construccién de una funcién auxiliar de varias variables complejas que amplia la funcion de
una sola variable usada por Gelfond. La mayor dificultad es en relacion a las técnicas basicas
de interpolacién. El trabajo en conexién a esto hasta el momento de la prueba de Baker
siempre involucré una extension en el orden de las derivadas mientras se dejaban fijos los
puntos de interpolacién. Pero la prueba de 8.1 involucra un procedimiento de extrapolacion
propio de su contexto, en el cual el rango de interpolacion es extendido mientras el orden de
las derivadas se reduce.

8.1 Algunas consecuencias

Corolario 8.2. Cualquier combinacion lineal no nula de logaritmos de niumeros algebraicos
con coeficientes algebraicos es trascendente.

En otras palabras, para cualquier conjunto de niimeros algebraicos no nulos aq, ..., a, y
cualquier conjunto de nimeros algebraicos [y, ..., B, con By # 0 se tiene que

Bo + i log(on) + ... + B log(au) # 0. (8.1)

Prueba. Esto es valido para n = 0. Supongamos que es cierto para n < m y probémoslo
para n = m. Si log(ay), ...,log(a,,) son linealmente independientes sobre los racionales, el
resultado se obtiene de 8.1. Entonces podemos suponer que existen racionales py, ..., p,, con
digamos p, # 0 tales que

p1log(ay) + ... + pm log(a,) = 0. (8.2)
Tenemos entonces
pr(Bo + Brlog(ar) + ... + B log(an)) = B4 + By log(ay) + ... + 3, log(ay,), (8.3)
donde
Bo=pebo,  Bi=pBi—piB  1<j<m, (8.4)
y también ) # 0, 5. = 0; asi el resultado buscado se obtiene por induccién. O

Corolario 8.3. eﬁoafl...ag" es trascendente para cualquier conjunto de nimeros algebraicos
no nulos aq, ..., &y, Bo, -y Pn-
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Prueba. Si ayq1 = eﬁoozfl...aﬁn fuese algebraico, entonces

ﬁl log(al) +ot ﬁn log(an) - log(anJrl) (: _50) (85>
serfa algebraico y no nulo, contradiciendo (8.2). ]
Se tiene un analogo al Corolario 8.3 en el caso fy =0 :

Corolario 8.4. afl, ..., &P son trascendentes para cualquier conjunto de nimeros algebraicos
i, ..., ap distintos de 0 y 1, y cualesquiera niumeros algebraicos P, ..., Bn, con 1,061, ..., B
linealmente independientes sobre los racionales.

Prueba. Alcanza con mostrar que para cualquier conjunto de niimeros algebraicos aq, ..., a,
distintos de 0 y 1, y cualquier conjunto de ntimeros algebraicos (i, ..., £, linealmente inde-
pendientes sobre los racionales, tenemos

Brilog(an) + ... + B, log(an) # 0; (8.6)

de hecho el resultado se sigue aplicando esto con n reemplazado por n+ 1y S,,1 = —1. El
resultado es cierto para n = 1; supongamos que es cierto para n < m donde m es natural
y probemos que es cierto para n = m. El resultado es una consecuencia inmediata de
8.1 si logay, ..., log a,, son linealmente independientes sobre los racionales; asi que podemos
suponer que existen racionales pi, ..., p,, y niimeros (; como en la prueba del Corolario
8.2 pero aqui con fy = ) = 0. Silos f,..., B son linealmente independientes sobre los
racionales, entonces también lo son los 3 con j distinta de 0 y 7, y el resultado buscado se
sigue por induccién. O

Finalmente de casos particulares de los resultados anteriores, se tiene que 7 + loga es
trascendente para cualquier nimero algebraico a # 0 (lo cual implica la trascendencia de )
y que e es trascendente para cualquier par de nimeros algebraicos a, 3 con 8 # 0 (lo
cual implica la trascendencia de e).

Ademas de las consecuencias sobre trascendencia, Baker usé su resultado para derivar
cotas efectivas para las soluciones de ciertas ecuaciones, y para solucionar el problema de
numero de clase de encontrar todos los cuerpos cuadraticos imaginarios con numero de
clase 1. Estos desarrollos pueden encontrarse en el libro de Baker indicado en la seccién de
referencias.

8.2 Preliminares

Supondremos que 8.1 ese falso, es decir que existen nimeros algebraicos [y, ..., 8, no todo
nulos tales que

50 + 61 lOg(Oél) + ...+ 671 log(ozn) = 0, (87)

y derivaremos al final una contradiccién. Por lo menos uno de los i, ..., 3, es no nulo, y

podemos suponer que 3, # 0. Entonces la ecuacién anterior es cierta con ) = —f3;/3, en
lugar de f3;, podemos suponer ain mas, que 3, = —1, tenemos entonces

Mo ol = an,. (8.8)
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Denotamos con ¢, ¢y, ¢z, ... nimeros positivos que dependen solamente de los «;, 3; y las
elecciones iniciales de los logaritmos. Por A denotamos un entero positivo que es mayor que
un numero suficientemente grande ¢ como los anteriores.

Observamos para referencia posterior, que si « es un nimero algebraico cualquiera que
satisface

A + Ao+ 4 Ay =0, (8.9)

donde Ay, ..., A4 son enteros racionales con valor absoluto menor o igual a A, entonces para
cada entenero no negativo 7, tenemos

(Aga) = AD + ADa 4 4+ AV ot (8.10)

para algunos enteros racionales A% con valor absoluto menor o igual a (2A4)7; esto es una
consecuencia de las relaciones recursivas

AD = A AUV — A AT 0<m<dj>d, (8.11)

i—1 . . sos
donde A(fl ) = 0. Se sigue que si d es el maximo de los grados de ay, ..., n, B0, ..., Bn ¥
que si ay, ..., an, by, ..., b,_1 son los coeficientes de mayor grado de sus respectivos polinomios
minimales, entonces

T
—
U
—

(a,a,) = ari)o‘i7 (0:5,) = bg) " (8.12)
s=0 t=0
donde a¥) bg) son enteros racionales con valor absoluto como mucho le
Por brevedad notaremos
fmo,---,mn—l (Z(), e Zn—l) = (d/dZo)mo...(d/dzn_l)mnflf(Z(), ey Zn—l)a (813)

donde f denota una funcién entera y my, ..., m,_1 son enteros no negativos.
Usaremos también el siguiente resultado

Teorema 8.5 (Férmula de Leibnitz). Sean u(z) y v(z) funciones de clase C™. Entonces su
producto también es de clase C" y

n

%[U(Z)U(Z)] = Z (n) j;ﬂ [u(2)] " [v(2)], (8.14)

r dzn—r
r=0

(Z) B Tv(nn—LT)u (8.15)

donde

es el coeficiente binomial usual.
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Prueba. Por induccion sobre n. El resultado es trivial para n = 0, y para n = 1 es la regla
conocida para la derivada del producto. Supongamos entonces que

! — (n—1
——Juwv] = <n )u(”)v(”l’”) (8.16)
r
0

dzn—l

para algtin n > 1, donde f® = % f. Entonces

n n—1
d—(uv) — Z (n N 1) M=) 4 T+ y(n=1-)]

dzm T
r=0

n—1 n—2
— ™+ 3 <” - 1) a1 3 (” - 1) WD) 4 ),
T T

r=0

n—1 n—1
— ™ 4+ (” - 1) a4 3 (“ - Du(%(nr) ON
r T —

r=1

n—1
n—1 n—1
= uv™ + Z [( . ) + (r B 1)]U(T)v("_r) + u™y,

donde
n—1 n—1\]  (n—1)! (n—1)!  (n=1)! _(n
[( r ) * (r—l)} S rlln—1—1)! N (r—Dl(n—r) r!(n—r)![(n r)+rl= r)’
(8.17)
entonces
ﬂ(uv) = uv™ + ”Z_l ")) gy = - (" uMym), (8.18)
dzm = \r o\
Lo que completa la prueba. O

8.3 La funcién auxiliar

Nuestro propdsito en esta seccién es describir la funcion auxiliar ® esencial para la prueba
de 8.8; es construida en el Lema 8.7, luego de un resultado preliminar sobre ecuaciones
lineales. Estimaciones basicas en relacion a ® son establecidas en el Lema 8.8, y éstas son
usadas luego para el algoritmo de extrapolacion. Adicionalmente se incluyen los lemas 8.11
y 8.12, el primero da una cota inferior para formas lineales en logaritmos, y el segundo
establece un polinomio aumentativo especial. Se verd que la inclusion del 1 en el enunciado
de 8.8 introduce complejidad significativa en la prueba; en particular el lema final se necesita
esencialmente para tratarla.

Lema 8.6. Sean M, N enteros con N > M > 0 y sean

Uij, 1 S;ijg A47 1 S;j SSPJ
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enteros con valor absoluto como mucho U > 1. Entonces existen enteros x1,...,xn no todos
M
nulos, con valor absoluto como mucho (NU)N-M tales que

N
» uwyr;=0  1<i<M. (8.19)
j=1

Prueba. Ponemos B = |(NU) NJXIMJ . Hay (B+1)" diferentes conjuntos de enteros w1, ..., Ty
con 0 <z; <B,1<j <N,y para cada uno de tales conjuntos tenemos

—ViB <y; < W;B, 1<i< M,

donde y; denota el lado izquierdo de (8.19) y —V;, W, denotan la suma de los negativos
y positivos u;;, 1 < j < N respectivamente. Como V; + W; < NU, entonces hay como
mucho (NUB + 1) diferentes conjuntos yi, ..., ypr. Como (B + 1)V=M > (NU)M entonces
(B+1)N > (NUB + 1)™. Entonces hay 2 conjuntos distintos w1, ..., zy que corresponden
al mismo conjunto ¥y, ..., yar, y su diferencia da la solucién buscada de (8.19). O

Lema 8.7. Euxisten enteros p(Ag, ..., An) no todos nulos, con valor absoluto como mucho e,
tales que la funcion

L L
D (20, ey 2p1) = Z Z D0y ooy M) g0 020151 1 Enmt (8.20)
A=0  An=0

donde 4 = A + M3, (1 <1 <n)yL=|h>], satisface
émo ----- mn71(l7 A l) = O (821)

para todos los enteros | con 1 < | < h y todos los enteros no negativos mg, ...,M,_1 con
mo+ ... +My_1 S h2.

Prueba. Alcanza, en vista de (8.8), determinar los p(\o, ..., A,) tales que

L L
D> > 0 A)a(Ao, Ay Dt A =0 (8.22)
A0=0  A,=0
para los rangos anteriores de [, mg, ..., m,_1, donde
mo m
q(Ao; An, 2) = Z (MO) Ao(Ao = 1)...(Xo — g0 + 1) (Anf3g) 010 220700, (8:23)
po=0 0

Multiplicando (8.22) por
P = (ay...a,) o). .00 (8.24)

Oh1

escribiendo

=3 (s (8.29

pr=0 "
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y substituyendo con (8.12) para las potencias de a,.«, y b.f3, que resultan, obtenemos

d—1 d—1 d—1 d—1

Z A(s,t)ai ..ot Bl Bt =0, (8.26)

s1=0 Sn=0to=0 tn—1=0

donde
L L
Als,t)=> > v > pNos s Mg (8.27)

v ¢',q",¢" estan dados por

) (529
r=1
n—1 m
— K ’") (b A, )™ Hr A ) (8.29)
r=1 Hr
¢’ = (?s) Moo — 1).e.(Ao — po + 1))\nmruobﬁol/\o*uobggoofﬂo)_ (8.30)

Entonces (8.21) ser4 satisfecha si las d2" ecuaciones A(s,t) = 0 son ciertas. Estas representan
ecuaciones lineales en los p(\o, ..., A,) con coeficientes enteros.
Como [l < hy (Z“) < 2™ tenemos que

|q|<H (L >\7l>\l <CLh (831)
" < ] (esL)™ (8.32)
r=1
"] < 20 (Aghy, )0 (1 A, )OO0 < (g L) ™R, (8.33)
y por las desigualdades
(Mo +1)...(Mp_y + 1) < 2ottt < oh* (8.34)

se obtiene que el coeficiente de p(\y, ..., \,,) en la forma lineal A(s,t), es decir

mp—1

Z > dd'q", (8.35)

/"‘00 ,u‘nlo
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tiene valor absoluto como mucho U = (2¢5L)"“4". Ademés, hay como mucho h(h? + 1)"
distintos conjuntos de enteros I, myg, ..., m,_1, y entonces hay M < d*"h(h? + 1)" ecuaciones
A(s,t) = 0 correspondientes a ellos. Atin més, hay N = (L + 1)"™! incégnitas p(Ag, ..., An) ¥
tenemos

N > pR2-alntD) > p2ntd o 242" h(h? 4+ 1)" > 2M. (8.36)

Entonces por el Lema 8.6, las ecuaciones pueden solucionarse en forma no trivial y los enteros
p(Ao, ---, An) pueden elegirse con valor absoluto como mucho

NU < h>"*2(2c3 L)P bt < (8.37)
si h es suficientemente grande, como se queria probar. O

Lema 8.8. Sean my, ...,m,_1 enteros no negativos cualesquiera con
Mo + ... + My < b2 (8.38)
Y sea

f(2) =Py 1 (2,0, 2) (8.39)

donde ® es la funcion definida en el Lema 8.7. Entonces para cualquier numero z, tenemos
3

1F(z)] < TLEL  Ademds para cualquier entero positivo I, o bien f(l) =0 o bien |f(I)| >

—h3—LI

Co )

Prueba. La funcién f(z) estd dada por

L L
P> p(os s A)a(ho, Ay 2) 0 o (8.40)
Ao=0 An=0

donde ¢(\g, A, 2) estd definida en el Lema 8.7 y

P = (logag)™...(log a1 )™t (8.41)
Tenemos
mo m
|q(Mos Any 2)| < (crL)™[2* ) <M§) = (2¢;L)™|z|%, (8.42)
po=0
a2 an®| < P (8.43)
| Py < (eg L)ttt (8.44)

y el nimero de términos en la suma multiple anterior es como mucho h?"*2; la estimacién
buscada para | f(z)| se obtiene entonces a partir de las desigualdades

L<h? (8.45)
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mo+ ... + My S h2 (846)

PN, -y An)| < €. (8.47)

Para probar la segunda afirmacién, comenzamos observando que el nimero f' = (P’/P) f(l)
donde P’ estd definido por (8.24), es un entero algebraico con grado como mucho d**. Ademé4s
por estimaciones como las anteriores, vemos que cualquier conjugado de f’, obtenido susti-
tuyendo conjugados arbitrarios para los «,., 3., tiene valor absoluto como mucho 0}1’;+Ll; y
la misma cota se obtiene para P’'/P. Pero si f’ # 0, entonces la norma de f’ (es decir, el

producto de sus conjugados) tiene valor absoluto por lo menos 1, y entonces

— (W3 L)d>"
|f,|2010( ) .

Esto da el resultado buscado. O

(8.48)

Lema 8.9. Sea J cualquier enetero que satisface 0 < J < (8n)%. Entonces (8.21) es cierta
para todo enterol con 1 <1 < Rt y todos enteros no.negativos my, ..., My_1 CON Mo+ ... +

Prueba. El resultado es cierto para J = 0 por el Lema 8.7. Sea K un entero con 0 < K <
(8n)? y supongamos que el resultado buscado es vélido para

J=0,1,.. K.

Probaremos el resultado para J = K + 1.
Alcanza con mostrar que para cualquier entero [ con Rx < [ < Ry y cualquier conjunto
de enteros no negativos my, ..., m,_1 con

mo + ... +mp_1 < Sk,
tenemos f(I) =0 donde f(z) esta definida por (8.39) y
Ry=|h'*s|  J=0,1,..

h2
Sle‘ﬁJ JZO,L

Por la hipétesis inductiva vemos que f,,(r) = 0 para todos los enteros r,m con 1 < r < Ry,
0 <m < Sk.i1; ya que f,(r) estd dada por

(d/dZO —+ ...+ d/dzn,l)mCDmO,m’mnfl (Z(], ey anl), (849)
calculada en el punto zy = ... = 2,1 = r, €S0 es por
> ml(jolGne1) T Pongtornnrns (T s, (8.50)

donde la suma es sobre todos los enteros no negativos jg, ..., Jo—1 con jo + ... + jp_1 = m, y
las derivadas aqui son 0, ya que

mo =+ ... +My_1 +]0++]n—1 S 28K+1 S SK. (851)
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Entonces f(z)/F(z), donde
F(2)=[(z—1)..(2 — Rg)]%+, (8.52)

es holomorfa dentro y sobre la circunsferencia C' con centro el punto cero y radio RKHhﬁ,
y por lo tanto por Médulo Méaximo 6.4, se tiene

01F (1) = O[f(1)], (8.53)

donde 6,0 denotan respectivamente la cota superior de |f(z)| y la cota inferior de |F'(z)]
con z sobre C. Se tiene © > ($R)"<%%+1 y por el Lema 8.8, § < c’g3+LR. Ademas tenemos
F()] < Rﬁi‘f“l y, nuevamente por el Lema 8.8, o bien f(I) = 0 o bien |f(I)| > ¢g™ %,
Pero en vista de (8.53), esta ultima posibilidad da

(C5Cﬁ)h3+LR Z (%hsl,n)RKSK+l7 (8.54)
y como K < (8n)?y

LR < h¥sn < 2KH3R, 8y 1 (8.55)

la desigualdad es imposible si h es suficientemente grande. Asi que debe tenerse f(1) =0,y
el lema que se queria probar se obtiene por induccién. O

Lema 8.10. Escribiendo ¢(z) = ®(z,...,z) (donde ® es la funcion definida en el Lema 8.7)
tenemos

6;(0)] < e ™™ 0<j<h (8.56)

Prueba. Del Lema 8.9 vemos que (8.21) es cierta para todos los enteros [ y enteros no
negativos my, ..., m,_1 que satisfacen 1 <[ < X'y

mo + ... + My S Y, (857)

donde X = h¥" y YV = L2(Z—j>2j Entonces como en la prueba del Lema 8.9, obtenemos
¢m(r) = 0, para todos los enteros r,m con 1 <r < X,0<m<Y.
Definiendo F(z) = [(z — 1)...(z — X)]Y¥, se obtiene que ¢(z)/E(z) es holomorfa dentro y

sobre de la circunsferencia I" con centro en el punto cero y radio R = X hz%n, y por lo tanto
por Médulo Méximo 6.4, se tiene, para cualquier w con |w| < X ,

()] < EE7E(w)], (8.58)

donde £ y = denotan respectivamente la cota superior de |¢(z)| y la cota inferior de |E(z)|
con z sobre I'. Tenemos que

[B(w)| < @)™, 5|2 GR), (8.59)

61



y por, el Lema 8.8, £ < c§3+LR. Entonces obtenemos

3 1 4
B(w)] < o HER(Sha) XY, (3.60)

y como
LR < h¥"2 < 26+ Xy, (8.61)

se obitene que |p(w)] < e™*Y. Ademds por la representacién integral de holomorfa (6.2),
tenemos

[ o)

(0) = . , 8.62
donde A denota a la circunsferencia |w| = 1, y la expresion de la derecha tiene valor absoluto
como mucho j7e™*Y. La estimacién buscada (8.56) se obtiene entonces de esto. O

Lema 8.11. Para cualesquiera enteros tq, ..., t, no todos nulos, y con valores absolutos como
mucho T, tenemos que

tilogay + ... +t,logay| > e (8.63)

Prueba. Sea aj;, 1 < j <n el coeficiente de mayor grado del polinomio minimal de «; o aj_l
segtin si t; > 0 o t; < 0. Entonces

W= a‘f”...alf”'(oa?...a;” - 1) (8.64)

es un entero algebraico de grado como mucho d”, y cualquier conjugado de w, obtenido
sustituyendo conjugados arbitrarios por ay, ..., a,, tiene valor absoluto como mucho cf,. Si
w = 0 entonces

Q=tlogay + ... +t,loga, (8.65)

es un multiplo de 274, y de hecho un multiplo no nulo, ya que log oy, ...,log c,, son por
hipotesis, linealmente independientes sobre los racionales; entonces en este caso, el lema
es trivialmente valido. En otro caso la norma de w tiene valor absoluto por lo menos 1 y
entonces |w| > ¢’ @, Pero como, para todo z,

e — 1] < [z]e,
obtenemos que
jw] < 19l c
y entonces tomando || < 1, se obtiene el lema buscado. O

Lema 8.12. Sean R, S enteros positios y sean oy, ...,0r_1 distintos numeros complejos.
Definamos 0 = maxg<i<p—1{1, |0:|} y p = ming<;<j<r{l,|o; — 0|}
Entonces, para cualesquiera enteros r,s con 0 < r < R, 0 < s < S, existen numeros
complejos w;, 0 < i < RS con valor absoluto como mucho (%")RS tales que el polinomio

RS—-1

W(z) = Z w; 2 (8.66)

satisface W;(o;) = 0 para todos i,5 con 0 <i < R, 0 < j < S distintos dei =1, j =5, y
Wi(o,) = 1.
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Prueba. El polinomio buscado esta dado por

11 (¢ —0,)%U(2)
WO = e e, o © (567

donde
Uz) =[(z — 00)..(2 — or_1)])° (8.68)

y C, denota a la circunsferencia con centro o, y radio suficientemente chico, menor a, dig-
amos, p y |z — o,| para z # o0,. La prueba depende de dos expresiones alternativas para

Primero como el valor absoluto del integrando multiplicado por |¢| tiende a 0 cuando
|| — o0, tenemos por la férmula de residuos (6.3),

z—0,)° Uz) 1 el —0,)°
Wi = g i ;)Q_M 3 /cj%dc’ (8.69)

7=0,j#r

donde tanto Cj, como el C, anterior, es una circunsferencia de centro o; con radio suficien-

temente chico. La suma sobre j es una funcién racional de z, holmorfa en z = o, y, como

U(z) tiene un cero de orden S en z = o,, se obtiene que W;(o,) = 1si j = s y 0 en otro caso.
Por otro lado, de la férmula integral para funciones holomorfas (6.2), obtenemos

_ -1 [d ((—0,)°U(z)
&= [dc C— 200 L (8.70)

donde t =S — s — 1, y entonces

W(z) = (=1 (s) U (2) Z v(Jo, ey jre1) (00 — 2) 7L, (8.71)

donde la suma es sobre todos los enteros no negativos jg, ..., jg—1 con jo+ ... + jJr_1 =1,y

V(jos s JR-1) = ﬁ (S i 1) (0, — a3) 5771, (8.72)

i=0,ir Ji

Tenemos que j, + 1 estd entre 1 y S inclusive, y entonces W (z) es un polinomio de grado
como mucho RS — 1. Ademads, vemos que tanto W (z), como U(z) tienen un cero de orden
Sen z=o0; (i #r),y entonces W;(o;) = 0 para todo j < S. Aun mas, los factores en el

producto que definen v tienen valor absoluto como mucho 25+~ p=57Ji v entonces
2 (R-1)S+jo+...-+jr-1 2 RS
|U(j07 "'7jR—1)’ S (_> S (_) . (873)
p p

Observando que los coeficientes de (o, — z) ™7 ~1U(z) tienen valor absoluto como mucho
(0 + 1)y que ademss, el nimero de términos en la suma anterior no excede ST, se
obtiene que los coeficientes de W(z) tienen valor absoluto como mucho

SE(g 4+ 1)75 (%)RS < (870) RS, (8.74)

y esto completa la prueba del lema. O
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8.4 Prueba de Baker 8.1

Mostraremos a continuacién que las desigualdades (8.56) obtenidas en el Lema 8.10 no
pueden ser todas ciertas, y esta contradiccion establecera el resultado de Baker 8.1.

Prueba. Comenzamoes escribiendo S = L + 1, R = S™, y observando que cualquier entero i
con 0 <1 < RS puede expresarse de modo tnico en la forma

i =X+ S+ ...+ A5, (8.75)

donde A, ..., A, denota enteros entre 0 y L inclusive. Para cada tal i definimos

v; = Ao, pi = P(Ao, oy An), (8.76)
Y ponemos
v, = M logag + ... + N\, log ay,. (8.77)
Entonces tenemos que
RS—1
$z) = > pizel”. (8.78)
i=0

Ademas, por el Lema 8.11, dos cualesquieras 1); correspondientes a distintos conjuntos
A1, ..., A, difieren por lo menos en cl_lL ; en particular, exactamente R de los v; son distintos,
y denotamos los diferentes valores, en algin orden, por oy, ...,0r_1. Si o, p son definidos
como en el Lema 8.12, tenemos entonces

o < ciuL y p> 01_5L. (8.79)

Sea t cualquier subindice tal que p; # 0, sea s = v;, sea r el subindice para el cual ¥y = o,
y sea W (z) el polinomio definido en el Lema 8.12. Entonces por las propiedades de W (z)
especificadas en el Lema, se obtiene que

RS—1
pr=>_ piW,(th). (8.80)
i=0
Ademas, por la formula de Leibnitz dada en el Lema 8.5, tenemos que
RS—1 ‘ RS—1 o
W) = 3 30— Dol =i+ Dt ™ = 3wy [ )| L s
Jj=0 =0 2=0
y entonces de (8.78) obtenemos
RS—1
pr=Y_ w;g;(0). (8.82)
j=0
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Tenemos que RS < h*"*2 y entonces, del Lema 8.10, se deduce que (8.56) es cierta para
todo j con 0 < 7 < RS. Ademds por el Lema 8.12, tenemos que

80’ RS L \RS h2n+4
|w;| < ? < (8ciaLeys)™ < dfg . (8.83)

Entonces, como |p;| > 1, concluimos que
0 < log RS + c;7h®"** — p¥". (8.84)

Esta desigualdad es imposible si h es suficientemente grande, y la contradiccién prueba
finalmente el resultado de Baker 8.1. O
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9 Ampliaciéon de Lang

Teorema 9.1 (1966 Lang). Sea K un cuerpo numérico. Sean fi,..., fx funciones mero-
morfas de orden menor o igual a p. Supongamos que el cuerpo K(fi,..., fn) tiene grado

de trascendencia mayor o igual a 2 sobre K, y que la derivada D = % mapea el anillo

K|[f1,..., [n] en si mismo. Sean wy, ..., w,, nimeros complejos distintos que no estin entre
los polos de las f;, tales que

fz(wv) e K
para todoi =1,...N yv=1,....m. Entonces m < 20p[K : Q).
Veamos que este resultado amplia otros ya conocidos.

Corolario 9.2 (Hermite-Lindemann). Sea o un nimero algebraico no nulo. Entonces e es
trascendente.

Prueba. Supongamos que e“ es algebraico. Sea K el cuerpo construido por a y e sobre
Q. Seanf, g las funcionesf(t) = t y g(t) = e**. Entonces el anillo K[f,g] es mapeado en
si mismo por D = %, y f y g son algebraicamente independientes. Observemos que f y g
toman valores en K en todos los nimeros «, 2a, ..., ma para m arbitrariamente grande. Esto
contradice 9.1. O

Corolario 9.3 (Gelfond-Schneider). Sean «, 8 algebraicos, con o« # 0,1 y [ irracional.
Entonces o es trascendente.

Prueba. Supongamos que o es algebraico, sea entonces K el cuerpo construido sobre Q por
a, B,a’. Si aplicamos 9.1 a las funciones ! y e, y al conjunto de miltiplos enteros de log o
obtenemos una contradiccion como en el caso anterior. O

9.1 Preliminares

Sea
P(Ty, .., Tn) = > awyM(T) (9.1)

un polinomio con coeficientes complejos ., en N variables 11, ..., T, y sea

QT .. Tn) = Y _ BuyMey(T) (9.2)

un polinomio con coeficientes reales no negativos. Decimos que () “domina” P, si |a(,| <
Bw) para todo (v), y lo notamos P < . Se obtienen de forma inmediata las siguientes
propiedades.

Si )1 domina P; y )2 domina P, entonces

P+ P < Q1+ Qs y PPy < (Q1Qs. (9'?’)

Ademas si D;, i = 1,..., N es la derivada i—ésima respecto T;, y si () domina P, entonces
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Sea P un polinomio con coeficientes complejos como el anterior. Ponemos
|P| = max |ayy| (9.5)

el mayor de los valores absolutos de los coeficientes. Si el grado total de P es menor o igual
a r, entonces

P<|PI(1+T + ...+ Ty)". (9.6)

Como es sencillo tomar la derivada del lado derecho respecto a cualquier variable T}, tenemos
una forma sencilla de estimar las sucesivas derivadas formales de polinomios.

Sea K un cuerpo numérico.

Sea S un conjunto de elementos de K. Denotamos por ||S|| al mayor de los valores abso-
lutos de todos los conjugados de elementos de S. Por “denominador” de S nos referiremos
a un entero positivo que es un denominador comun de todos los elementos de S. Si P es un
polinomio con coeficientes en K, definimos ||P|| y un denominador para P en términos del
conjunto de coeficientes del polinomio. Abreviamos “denominador” con “den”.

Lema 9.4. Sea K un cuerpo numérico. Sean fi,..., fx funciones holomorfas en un entorno

de un punto w € C, y supongamos que D = % mapea el anillo K|[f1, ..., fn] en si mismo.

Supongamos que fi(w) € K para todo i. Entonces eziste un nimero Cy con la siguiente
propiedad. Sea P(T1,...,Tn) un polinomio con coeficientes en K, de grado < r. Si ponemos
f = P(f1,..., fn), entonces tenemos, para todos los k enteros positivos,

DX f(w)l| < [|P||r*KICTT. (9.7)
Ademds, existe un denominador para D* f(w) acotado por den(P)C{™".

Prueba. Existen polinomios P;(T1, ..., Tx) con coeficientes en K tales que

Sea & el mayor de sus grados. Existe una tinica derivacién D en K[Ty, ..., Ty] tal que DT; =
Py(Ty,...,Tx). Para cualquier polinomio P en K|[T], tenemos

D(P(Ty,....Tx)) = > _(D;P) (T, ..., Tiy).P(Th, ..., Ty) (9.9)

=1

donde Dy, ..., Dy son las derivadas parciales formales. El polinomio P esta dominado por

|PI|14+Ty+ ...+ TNn)", (9.10)
y cada P; esta dominado por
B+ T+ ... +Tw)°. (9.11)
Entonces DP esta dominado por
|P||Cor(L+ T + ... + Tw)" . (9.12)
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Procediento inductivamente, se obtiene que

D'P < ||P||CE K1+ Ty + ... + Ty)™ . (9.13)
Substituyendo los valores f;(w) por T;, tenemos
—k
D*f(w) = D" P(fi(w), ..., fn(w)), (9.14)
y obtenemos asf la cota buscada para D* f(w). La segunda afirmacién sobre denominadores
se prueba también por induccién inmediata. O

Tenemos también las siguientes formas de Lemas de Siegel (cuyas demostraciones son
similares a las ya vistas en secciones anteriores).

Lema 9.5. Sea
a11T1 + ... + AQ1pTy = 0

amxy+ ... + appxy, =0
un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes enteros a;;, y n > r. Sea A un nimero
> 1 tal que |a;;| < A para todos i, j. Entonces existe un solucidn entera no trivial con
_r
|z;] < 2(2nA)0-n.
Lema 9.6. Sea K una extension finita de Q. Sea

a11T1 + ... + A1pTy = 0

amr1 + ... +appx, =0

un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en Zy, yn > r. Sea A un niumero tal que
l|lai;|| < A para todos i, j. Entonces existe un solucion no trivial X en Zk tal que

X[ < Cl(CQnA)ﬁ + 4

donde ||.X|| es el mayor de los valores absolutos de todos los conjugados de los z;, y C1, Co
son constantes que dependen solo de K.

9.2 1Idea de la prueba

Lang toma dos funciones algebraicamente independientes de entre fi, ..., f,,, digamos f y
g, v construye una funcion auxiliar que es un polinomio en ellas. No expresa esta funcion
explicitamente, sino que usando el Lema de Siegel prueba que existe y es tal que se anula
hasta un orden alto en los m numeros complejos wy, ..., w,,. Debido a su alto orden de
anulacién puede mostrarse que una derivada de alto orden de F' toma un valor de tamano
(size algebraico) muy chico en uno de los w;. Usando el criterio de Médulo Méximo 6.4,
encuentra otra forma de acotar las derivadas de F', y usando resultados que comparan el size
de un nimero y su valor absoluto muestra que estas estimaciones se contradicen a menos
que la cota del enunciado sobre m sea cierta.
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9.3 Prueba de 9.1
Probamos a continuacién 9.1.

Prueba. Sean f,g dos funciones entre fi,..., fy, que son algebraicamente independientes
sobre K. Sea r un entero positivo divisible por 2m. Al final de la prueba haremos tender r
a infinito.

Sea

F=Ya,fiy (9.15)

1,j=1

con coeficientes a;; en Zk (el anillo de enteros algebraicos en K). Sea n = 2 Podemos

2m
elegir los a,;; no todos igual a 0, y tales que
DFF(w,) =0 (9.16)

para0 <k <nywv=1,..,m. Tenemos que solucionar un sistema de mn ecuaciones lineales
en 1?2 = 2mn incégnitas. Observemos que

mn
— =1 9.17
(2mn — mn) (9.17)
El tamano de los coeficientes, y un denominador para ellos, son obtenidos como consecuencia
del Lema 9.4. Por el Lema de Siegel 9.6, vemos que podemos tomar los a;; tales que

size(a;;) < nlogr+mnlogn+ (n+r)Cy < 2nlogn (9.18)

para n suficientemente grande.

Como f y g son algebraicamente independientes sobre K, nuestra funcién F' no es
idénticamente-nula. Sea s el menor entero tal que todas las derivadas de F' hasta el or-
den s — 1 se anulan en todos los puntos wy, ..., w,, pero D*F no se anula en alguno de los
w,, digamos w. Entonces s > n. Ademads usando el Lema 9.4 tenemos que

size(D*F(w)) < 5slog s (9.19)

para n (y entonces s) suficientemente grande.
Por otro lado, sea # una funcién entera de orden menor o igual a p, tal que 6f y 6g son
enteras, y 0(w) # 0. Entonces §*"F es entera. Consideremos la funcién entera

0(t)* F(t)
vazl (t— w,)*

Entonces E(w) difiere de D*F(w) por ciertos factores, acotados por Cjs! para alguna con-
stante Cy. Usaremos Médulo Maximo 6.4 para estimar E en un circulo de radio R = s'/?°.
En este circulo |t — w,| tiene aproximadamente el mismo valor absoluto que R y en conse-
cuencia

E(t) = (9.20)

835 CE?TR

|E(w)| < |E|g < TRms

(9.21)
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Obtenemos entonces la estimacion

1
log |D*F(w)| < 4slog s — 5, ms log s. (9.22)
p

Comparando esto con la estimacion para size(D*F(w)), obtenemos m < 20p[K : QJ, como
queriamos.

]
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10 Algunos resultados relacionados y conjeturas

En esta seccion veremos un resultado adicional de Lang que puede verse como un comple-
mento del de Gelfond-Schneider, y también algunas conjeturas abiertas relacionadas con los
resultados previos.

10.1 Gelfond

El séptimo problema de Hilbert pregunta por la trascendencia del valor e* en el punto
trascendente z = flog a, donde «, 8 € A con o # 0,1 y [ irracional. Parece ser que Gelfond
fue el primero en estudiar la independencia algebraica ! de valores de la funcién exponencial
en puntos que no son necesariamente algebraicos. En relacién a ello formulé las siguientes
dos conjeturas.

Conjetura 10.1. Sea v un numero algebraico distinto de 0 y 1, y sean [, ..., By numeros
algebraicos tales que 1,p4,...,Bm son linealmente independientes sobre Q. FEntonces los
numeros

B1

o ,...,ozﬁm

son algebraicamente independientes sobre Q.

Conjetura 10.2. Sean ay, ..., a,, numeros algebraicos no nulos, y logay, ...,log o, lineal-
mente independientes sobre Q. FEntonces logay, ...,log a,, son algebraicamente independi-
entes sobre Q.

La primer conjectura, que para m = 1 coincide con el septimo problema de Hilbert, es
un analogo natural de Lindemann-Weierstrass. Aun no fue probada para m > 2. Es sencillo
ver que es equivalente a la siguiente conjetura.

Conjetura 10.3. Sea a un nimero algebraico distinto de 0y 1, y sea B un numero algebraico
de grado d > 2. Entonces los niumeros

son algebraicamente independientes sobre Q.

Gelfond logré demostrar esta para el caso d = 3.

En relacién a la segunda conjetura, todo lo que se sabe hasta el momento es que 1, log oy, ..., log a,,
son linealmente independientes sobre el cuerpo A de los nimeros algebraicos, lo cual fue
probado por Baker.

'Dados L, K cuerpos con L C K, y elementos by,...,b, € K, se dice que estos elementos son “alge-
braicamente independientes sobre L” si para cada p € L[Xy,..., X,] no idénticamente-nulo, se tiene que
p(b1,..,b,) # 0. De lo contrario se dicen “algebraicamente dependientes”.
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10.2 Schanuel

Hay otra conjetura sobre los valores de e* en puntos trascendentes que amplia simultaneamente
el resultado de Lindemann-Weierstrass 2.10 y las conjeturas de Gelfond.

Conjetura 10.4 (Schanuel). Sean ay,...,a, € C linealmente independientes sobre Q. En-
tonces hay por lo menos p de los 2p nimeros

al a
A1y ey Apy €75 . €F

que son algebraicamente independienetes sobre Q. En otras palabras, el grado de trascenden-
cta sobre Q de

a a
Q(ay, ..., ap, e, ..., e")
es por lo menos p.

Cuando todos los a; son algebraicos la conjetura de Schanuel se reduce a Lindemann-
Weierstrass2.10. Sitomammos p = 2, a; = 1, ay = 27 entonces el cuerpo Q(ay, ..., a,, ™, ..., e)
es una extension algebraica de Q(e,7), y entoncs la conjetura dice que e y 7 son alge-
braicamente independientes sobre QQ (otro conocido problema abierto sobre trascendencia).
Esta conjetura implica resultados ain m&as amplios que la tercer conjetura de Gelfond.
Supongamos que ponemos p = d y o; = [ tloga, i = 1,...,d. Entonces el cuerpo
Q(a1, ..., ap, €™, ...,e") es una extension algebraica de @(loga,aﬁ,wBQ, ...,o/id*l). La con-
jetura de Schanuel implica que los ntimeros

log o, o, o, ... o

son algebraicamente independientes sobre Q. La segunda conjetura de Gelfond es también
una consecuencia de la conjetura de Schanuel.

10.3 Baker

El resultado de Baker asegura la independencia lineal sobre los nimeros algebraicos, de loga-
ritmos de ntimeros algebraicos. Esto es menos fuerte que probar su independencia algebraica,
sobre lo cual no hay progresos hasta el momento. Se conjeturd la siguiente “Extension de
Baker”: si A1, ..., A\, son “logaritmos de niimeros algebraicos no nulos” linealmente independi-
entes sobre los racionales, entonces son algebraicamente independientes sobre los racionales.
Este es un caso especial de la conjetura de Schanuel. Pero ain debe probarse que siquiera
existen dos nimeros algebraicos cuyos logaritmos son algebraicamente independientes.

10.4 Lang

Lang probd en 1966 el siguiente resultado que puede verse como un complemento del resul-

tado de Gelfond.

Teorema 10.5 (6 exponenciales (1966 Lang)). Sean (31, o nimeros complejos linealmente
independientes sobre Q, y z, (v = 1,2,3) ndmeros complejos también linealmente independi-
entes sobre Q. Entonces por lo menos uno de los nimeros

e/Blzv7 eP2ev (U =1,2, 3)

es trascendente sobre QQ .
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Veamos a la funcién e’ como una funcién entera y observemos que

max |e!| < ef. (10.1)
tI=R

Dadas dos funciones a valores reales f, g escribimos f << g si existe una constante C' > 0
tal que para todo z suficientemente grande se tiene f(z) < Cg(z). Y escribimos f = O(g)
si |f] << g. Recordamos que una funcién entera F' se dice “de orden < p 7 si existe una
constante C' > 0 tal que

|F|r = max |F(t)| < O (10.2)

para todo R suficientemente grande. Con la notacion definida antes podemos escribir
log|F|gr = O(R’) (10.3)
o también
log |F|r << R (10.4)

para R suficientemente grande. La constante implicita depende de F'. Es un hecho conocido
del analisis complejo que el nimero de ceros de una tal funcién F' en un circulo de radio R
es O(RP) si F no es idénticamente nula.

Prueba. Supongamos que la conclusién de 10.5 es falsa, y sea K una extensién finita de Q
que contiene
ePreo | P2 (v=1,2,3).

Sea n un entero grande, que suponemos cuadrado, y que haremos tender a infinito luego.
3 7 .

Sea r = (4n)2. Podemos encontrar nieros algebraicos a;; no todos nulos en K tales que la

funcion

F(t) =) ayee® (10.5)
i,j=1

tenga un cero en cada punto k.z = kyz1 + kozo + k3zz donde k = (kq, ko, k3) es una 3—upla
de enteros tales que 1 < k, < n. Esto puede hacerse solucionando un sistema de ecuaciones
lineales en r? incégnitas, con r? = (4n)® y n® ecuaciones.

Los coeficientes de las ecuaciones son los valores

eiﬁl (k.2) €j52 (k.2)

que son elementos de K. Para cada ecuacin (correspondiente a algin k), tenemos
5
2

tamano de los coeficientes << nr << n2,

con la constante implicita dependiendo de los valores e##'. Para cada k, podemos encontrar
un denominador comun d para los coeficientes de la ecuacion k—ésima, satisfaciendo la cota

logd << nr, (10.6)
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porque los coeficientes son potencias de los nimeros algebraicos fijos €%, y estas poten-
cias estan esencialmente acotadas por nr. Podemos entonces aplicar el Lema de Siegel, y
encontrar los a;; tales que
size (a;;) << n?

para n suficientemente grande. Como 1, f5 son linealmente independientes sobre Q, se sigue
que F' no es idénticamente nula, y toma valores en K para todas las combinaciones lineales
de z1, 29, z3 con coeficientes enteros positivos. Por otro lado, F' no puede anularse en todas
estas combinaciones lineales, porque ellas forman un conjunto no discreto, o alternativamente
porque F' es entera de orden 1, y en un circulo de radio grande R hay muchas mas de tales
combinaciones lineales que la cota O(R) para el numero de posibles ceros de F. Sea s el
mayor entero para el que F(k.z) =0 Vk, con 1 < k, < s. Entonces s > n . Sea

2= klzl + ]{7222 + k?32’3
con algin k, = s+ 1,y 1 <k, < s+ 1 para todo v, y F(w) # 0. Entonces
size Fl(w) << s,

Estimamos a continuacién |F(w)|, y usamos la expresién

F(t)

Flw)==——"""—1|w—Fkz|li—w, 10.7

con los productos tomados sobre todos los k, con 1 < k, < s . Hay s términos en el

producto. La funcién en la derecha de esta ultima igualdad es entera, y aplicamos Mdédulo
3

Méximo 6.4, en un circulo de radio R = s2. Notemos que para [t| = R, tenemos |t —k.z| > %

(para s grande), y también

lw — k.z| < Cis < gll

ks = R =5 (108)
para alguna constante C y s grande. Entonces
log |F(w)| << log |F|g + s* — %5310g5. (10.9)
Ademaés podemos estimar
Fla < r2CRiCR < ¢, (10.10)
y entonces
log |F(w)] << s* — s’ log s. (10.11)
Esto contradice la cota inferior
—size F(w) << log |F(w)| (10.12)
si hacemos tender n, y entonces s, a infinito lo que concluye la prueba. O
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10.5 Otras conjeturas y resultados

A continuacién listamos conjeturas y resultados cuya relacion con “6 exponenciales” y la
“Extension de Baker” es la siguiente

Extensién de Baker
4 exponenciales strong 4 exponenciales sharp 4 exponenciales

5 exponenciales strong 5 exponenciales sharp 5 exponenciales (P)

6 exponenciales strong (P) 6 exponenciales sharp (P) 6 exponenciales (P)

donde cada enunciado implica a los que estan a su derecha y debajo de él, los que tienen
a su lado “(P)” estan probados y los deméds son conjeturas.

Teorema 10.6 (1988 Waldschmidt, 5 exponenciales). Sean x1,z5 y y1,y2 dos pares de
nimeros complejos, cada uno linealmente independiente sobre Q, y sea v € A\{0}. Entonces
por lo menos uno de los siguiente niumeros es trascendente

z2

11 ’ ewlyz’ 6552:91’ exzyz»’ elan .
Otra conjetura més fuerte que la de las “5 exponenciales” llamada la de las “4 exponen-
ciales” dice que de hecho uno de los primeros cuatro niimeros de la lista debe ser trascendente.

Teorema 10.7 (6 exponenciales sharp). Sean xi,z5,x3 € C linealmente independientes
sobre Q, y y1,y2 € C linealmente indpendientes sore Q, y f;; € A (1 <i<3,1<j<2)
tales que los siguientes seis numeros son algebraicos

z1y1—P11 ,T1y2—PB12  Tay1—PF21 x2y2—P22 _w3y1—PB31 ,T3y2—L32
e ,e ,€ € e e .

Entonces x;y; = 5 (1 <1 <3,1<j<2).

Se deduce el resultado de las “6 exponenciales” poniendo f3;; = 0 Vi, Vj, y también se
deduce el de las “5 exponenciales” poniendo z3 = ;—1 y usando el resultado de Baker para
asegurar que los z; sean lineamente independientes.

Conjetura 10.8 (5 exponenciales sharp). Sean x1, 25 € C' linealmente independientes sobre
Q, y y1,y2 € C linealmente indpendientes sore Q, y B;; (1 <i<2,1<j<2),a,v€A con
v # 0 tales que los siguientes cinco numeros son algebraicos

x2
T1y1—P11 ,z1y2—Piz ,Tay1—Po1 ,xaya—PBe ,(V2)—o
e € ,€ ,€ yetEl

Entonces x;y; = Bi; (1 <1 <2,1<j<2)yyre = ax;.

. . , , . 2
Una consecuencia de esta conjetura que todavia no se sabe seria la trascendencia de €™,
poniendo z; = y; = B =1, 29 = y» = im, y todos los demds valores cero.

Teorema 10.9 (1992 Roy, 6 exponenciales strong). Sea L' := {fy + >, Bilogay; : n >
0, Bi, v € A}, Sixy, 29, x5 € C linealmente independientes sobre A, y y1,ys € C' linealmente
independientes sobre A, entonces alguno de los seis nimeros siguientes no estd en L'

zy;, 1<i<3,1<j<2
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Este resultado es més fuerte que “6 exponenciales” que dice que uno de estos seis nimeros
no es el logartimo de un nimero algebraico.
Hay también una version strong de “5 exponenciales” formulada por Waldschmidt

Conjetura 10.10 (5 exponenciales strong). Sean z1,xs y y1,y2 dos pares de nimeros com-
plejos, cada uno linealmente independiente sobre A, y sea v € A\ {0}. Entonces por lo
menos uno de los siquiente niumeros no estd en L’

T1

L1Y1, T1Y2, T2Y1, T2Y2, ——-

o)
Conjetura 10.11 (4 exponenciales sharp). Sean z1,x9 € C linealmente independientes
sobre Q, yy1,y2 € C linealmente indpendientes sore Q, y £;; (1 <1 <2,1<j<2),a,y€A
con v # 0 tales que los siguientes cuatro numeros son algebraicos

z1y1—P11 pr1y2—Pi2 rey1—B21 ,x2y2—[F22
e e e e .

Entonces x;y; = Bij, 1 <1< 2,1 <5 <2, ast que las cuatro exponenciales son de hecho
una.

Conjetura 10.12 (4 exponenciales strong). Sean z1,xs y y1,y2 dos pares de nimeros com-
plejos, cada uno linealmente independiente sobre A. FEntonces por lo menos uno de los
siguiente niumeros no estd en L’

Ty, 1<i<2,1<j<2
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11 Apéndice: Numeros algebraicos

Incluimos en estas seccion los resultados centrales sobre niimeros algebraicos de lo cuales
hacemos uso. Notaremos respectivamente: N al conjunto de niimeros naturales, Z al anillo
de enteros racionales, Z* al conjunto de enteros racionales no negativos, Q al cuerpo de los
nimeros racionales, R al cuerpo de nimeros reales, y C al cuerpo de niimeros complejos. Y
A o Q al conjunto de los complejos algebraicos sobre Q.

11.1 Numero algebraico, nimero trascendente

Sean K y L dos cuerpos; si K C L decimos que L es una “extension” de K. En ese caso L es
un K-espacio vectorial, y decimos que L es una “extensién finita” de K si L es un K-espacio
vectorial de dimensién finita y notamos a esa dimension

IL: K].

Un elemento o € L se dice “algebraico sobre” K si existe un polinomio no nulo P € K[X]
tal que P(a) = 0, es decir si el morfismo canénico  : K[X] — L que deja invariantes los
elementos de Ky manda X a a, tiene nucleo no nulo (si no existe un polinomio tal decimos
que « es “trascendente” o “trascendental” sobre K'). En este caso, este niicleo es construido
por un polinomio irreducible p € K[X], y la imagen de 3, es decir el subanillo K|a] de L
construido sobre K por a, es isomorfo al cuerpo K[X]/p(X). Si tomamos a p(X) unitario
(o ménico, es decir el coeficiente de mayor grado es igual a 1) entonces p(X) es tnico, y
decimos que p(X) es el “polinomio irreduclbie de a sobre K7 .

Inversamente si el morfismo [ asociado a un elemento a de L es inyectivo, entonces
diremos que a es “trascendente sobre” K.

Una extension L de K se dice “algebraica” (sobre K) si todo elemento de L es algebraico
sobre K. Por ejemplo una extension finita es algebraica.

Si F es una subconjunto de una extensiéon L de un cuerpo K, notamos K (E) al subcuerpo
de L construido por E sobre K, es decir la interseccion de los subcuerpos de L que contienen
a Ky E. De forma analoga notamos K [FE] al subanillo L construido por E sobre K.

Si « es algebraico sobre K tenemos que K(a) = KJa] y el grado del polinomio minimal
de v sobre K es igual a [K(«) : K], llamamos a tal nimero “grado de « sobre K”.

Un cuerpo K se dice “algebraicamente cerrado” si todo polinomio no constante (es decir
de grado mayor o igual a 1) de K[X] tiene por lo menos una raiz en K. El cuerpo C de
nimeros complejos es un ejemplo. Si K es un cuerpo, entonces existen exstensiones alge-
braicas de K que son algebraicamente cerradas; si () es un cuerpo algebraicamente cerrado
que contiene a K, el conjunto de elementos de ) algebraicos sobre K se llama “cerramiento
algebraico de K sobre @, y lo notamos K. Entonces notaremos Q al cerramiento algebraico
de Q en C, es decir el subcuerpo de C formado por los ntimeros complejos algebraicos sobre
Q.

Un nimero complejo se dice “algebraico” (respectivamente “trascendente”) si es alge-
braico sobre Q (respectivamente trascendente sobre Q). Aplicar operaciones artiméticas a
numeros algebraicos nos da nuevamente niimeros algebraicos, entonces el conjunto de todos
los nuiimeros algebraicos forman un cuerpo que denotamos A.
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Sea o € Q y sea p el polinomio irreducible de a sobre Q. Podemos escribir p en la forma

In=l xn—1 4 20 (11.1)

X)=X"
p(X) - b

donde para todo 7 =0, ...,n—1, a; y b; son niimeros enteros racionales coprimos entre si con
b; > 0. Sea ¢, el minimo comun multiplo de by, ..., b,_1; notamos

cj:%aj 0<j<n-—1 (11.2)

j
El polinomio ¢,p(X) = ¢, X" + ¢, 1 X" + ¢, 1 X" 1 + ... + ¢y € Z[X] se llama “polinomio
minimal de a sobre Z”. Llamamos “grado” de « al grado de p.
Para un nimero algebraico « , las dos propiedades siguientes son equivalentes:

1) El polinomio minimal de « sobre Z es unitario (o “ménico”, es decir su coeficiente de
mayor grado igual a 1), lo que equivale a decir que el polinomio irreducible de a sobre Q
tiene coeficientes enteros racionales.
2) Existe un polinomio unitario no nulo @ € Z[X] tal que Q(a) = 0.
Decimos entonces que « es “entero algebraico” (sobre Z). El conjunto de enteros algebraicos
forma un subanillo de Q que denotamos Z 4 . Puede probarse que si « es raiz de un polinomio
@(x) € Z[zx] con coeficiente de mayor grado 1 (no necesariamente irreducible) , entonces «
es un entero algebraico.

Teorema 11.1. Si a es un entero algebraico y también es un niumero racional, entonces «
es un entero racional (es decir o € 7 ).

Prueba. Supongamos que f(a/b) =0 donde f(x) = Z?:o a;z? con a, = 1y donde a y b son
coprimos con b > 0. Alcanza con probar que b = 1. De f(a/b) = 0 se obtiene que

a" + ap_1a" b+ .+ aab™ Tt + apb™ = 0. (11.3)
Se sigue que a” tiene a b como factor. Ya que med(a,b) =1y b > 0, deducimos queb = 1. [
Para probar los resultados siguientes necesitamos algunos sobre funciones simétricas.

Definicién 11.2. Un polinomio se llama “polinomio simétrico en oy, ..., ., ~ si sigue siendo
el mismo polinomio cuando se permutan de cualquier forma los oy, ..., a,. Denotamos

o1 =01+ ... +ay,

09 := Qg + a1z + ... + ap_ 10y

y stguiendo asi hasta
Op 1= O...0,
FEstos se llaman “polinomios simétricos elementales en oy, ..., o, ", son (excepto por el signo
3 9 )
los coeficientes del polinomio (x — ay)...(x — av,).

Teorema 11.3. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Entonces todo polinomio simétrico
en ai, ..., con coeficientes en R puede expresarse como un polinomio en oy,...0, con
coeficientes en R.
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Prueba. Para un polinomio simétrico h(ay, ..., ) € Rlaq, ..., ap], ponemos T = Tj, el con-
junto de las n-uplas (I, ..., I,) con el coeficiente de o'...al» en h(ay, ..., a,,) no nulo. Definimos
el “tamano” de h como (ky, ..., k,) donde (kq,...,ky) es el elemento de T con k; tan grande
como sea posible, ky tan grande como sea posible dado ky, y siguiendo asi.

Como h(aq, ..., @) es simétrico, se sigue que (Iq,...,1,) € T siy solo si cada permutacién
de (ly,...,1,) estd en T. Esto implica que k; > ko > ... > k,. Observemos que podemos
usar la nocién de tamano para ordenar los elementos de R|ay, ..., a,] en el sentido de que
si hy tiene tamano (kq,...,k,) y ho tiene tamano (ki,..., k), entonces h; > hy si existe un
i€{0,1,...,n—1} tal que ky = k1, ..., k; = ki, y kiy1 > k. Observemos que los elementos
de R|ay, ..., o] que tienen tamano (0,0, ..., 0) son precisamente las constantes (los elementos
de R ).

Supongamos que (k1, ..., k,) representa el tamano de algin simétrico g € R|ay, ..., ay,] con
g ¢ R. Para enteros no negativos dy, ..., d,, el tamanno de h = Jfl...afﬁ” es (dy+dy+ ... +
dp,do + ... +dp, ...;dy—1 + dy,dy). Tomando dy = ky — ko, dy = ko — k3, .oy dy1 = k1 — kn
y d,, = ky, tenemos que el tamand de h es (ki, ..., k,). El coeficiente de h = a¥'...a%" en h es
1. Se sigue que existe un a € R tal que g — ah es de tamano menor que g.

Lo anterior implica que para cualquier simétrico f € R|ay, ..., ay], existen ay, ..., a,, € R
y hi, ...,y inR[oq, ...0,] tales que f — ajh; — ... — ayhy, tiene tamano (0,0, ...,0). Esto
implica el resultado buscado. [

A partir de (11.2) y (11.3) es sencillo ver que dado f(z) = >_7_;a;2’ un polinomio no

nulo en C[X] con grado n y raices no necesariamente distintas aq, ..., a;, se tiene que

(x — aj) = ap2" — a0 2" + a,000" 2 + ..+ (=1)a,0,, (11.4)
1

flz) =a,

n
]:
donde viendo a los o; como funciones simétricas elementales en los nimeros aq, ..., a, se
sigue que

Ap—1 Qp—2

ap
n
o= — , 09 = sy O = (—=1)"—.

(11.5)

De (11.3) se deduce también el siguiente resultado.

Lema 11.4. Sea o« € A, dega = n y a = ay,...,a, los conjugados de o . Supongamos
ademads que

F(zy, ..z aq, . an) € Qg .., Tg; v,y .y (i k>0 (11.6)

y que como polinomio en aq,...,a, con coeficientes en Qlxy,...,xx], F es un polinomio
simétrico en aq, ..., a,. Entonces

F=F(xy,..,xx) € Q[xq, ..., x4 k>0 (11.7)
y F eQ enelcasok=0. Ademds si tenemos o € Zy y

F=F(x1,. T 00, .., 0p) € LTy, o0y Tp; 011,y .y O] k>0 (11.8)
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entonces se tiene que
F = F(zy,...,x) € Z[xq, ..., x); k>0 (11.9)
yF €Z en el caso k= 0.

Continuemos con las pruebas sobre niimeros algebraicos.

Teorema 11.5. Los numeros algebraicos forman un cuerpo. Los enteros algebraicos forman
un anillo.

Prueba. Para probar estas 2 afirmaciones, supondremos que « y [ son nimeros algebraicos
o enteros algebraicos, y provaremos que —a, a + 3 y a8 también lo son (respectivamente).
En el caso de que « sea un nimero algebraico no nulo, mostraremos que 1/« también lo es.

e El caso para —a. Si f(x) es un polinomio con coeficientes enteros con « como raiz,
entonces consideramos =+ f(—z). Si f(x) es moénico entonces uno de éstos también lo sera.
Entonces, si a es un ntimero algebraico también lo es —a; y si a es un entero algebraico,
entonces también lo es —a.

e El caso para a+ /3. Supongamos que « es una raiz de f(x) € Z[X] y que /3 es una raiz de
g(x) € Z]X]. Denotemos ay = «, g, ..., o, €l conjunto completo de raices de f(z) (repetidas
segtin su multiplicidad, de forma que el grado de f(x) se n), y denotemos 51 = f3, B, ..., Bn
el conjunto completo de raices de g(x). Consideremos el polinomio

n

o) [T 1= - (s + B5)]- (11.10)

i=1 j=1

Tomando R = Z|[f, ..., O] en (11.3), vemos que los coeficientes de F'(x) son polinomios
simétricos en ayq, ..., o,. Entonces si o1, ..., 0,, corresponden a las funciones simétricas elemen-
tales en ay, ..., o, v A es algtin coeficiente (de 2*) en F(z), entonces A = B(ay, ..., 0,, B1, -, Bm)
para algin polinomio B con coeficientes enteros.

Por otro lado, los coeficientes de F'(z) también son simétricos en [, ..., B,,. Tomando
R =[o1,...,04) en (11.3), y siendo o7, ..., o/, las funciones simétricas elementales en f3y, ..., B,
obtenemos que A = B'(0y, ..., 04,07}, ..., 0l) para algin polinomio B’ con coeficientes enteros.

Ademads (11.5) implica que o1, ..., 04,04, ...,0, son todos racionales, entonces A € Q.
Entonces F'(z) € Q[z] y m'F(z) € Z|z| para algun entero m'.

Como « + [ es una raiz de m'F(x), deducimos que a +  es un nimero algebraico.

Si a y [ son enteros algebraicos, entonces podemos tomar los coeficientes de mayor grado
de f(x) y g(x) iguales a 1 y asi (11.5) implica que cada uno de oy, ...,0,,01, ..., 0, esta en
Z, y entonces F(z) € Z[X]. Como F(x) es ménico, obtenemos que en este caso o+ /3 es un
entero algebraico.

e El caso para aff. La idea del caso anterior funciona también para mostrar que af es
un nimero algebraico (o un entero algebraico), definiendo

H/ — i) (11.11)
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e El caso para é Supongamos que a #£ 0y aes una raiz de Z?:o a;x’ € Z[x]. Entonces es
sencillo probar que é es una raiz de Z?:o an—;z? € Z[z]. Entonces i es un entero algebraico.
Completamos asi la prueba del resultado buscado. [
Supongamos que « es un entero algebraico no nulo. Observemos que i es un entero

algebraico si y solo si « es raiz de un polinomio ménico en Z[x] con término constante
+1. O

Teorema 11.6. Si . es un numero algebraico, entonces existe un entero racional positivo d
tal que da es un entero algebraico.

1 — n J -
Prueba. Supongamos que « es una raiz de f(z) = >°7_ja;27 € Z[z] con a, # 0. Con
siderando —f(z) si es necesario, podemos suponer que a, > 0. Como « es una raiz de
ap~'f(x) = 377 aja; 77, se sigue que a,a es una rafz de un polinomio ménico. El resul-
tado se obtiene tomadno d = a,,. O

Es conveniente recordar el argumento del resultado anterior ademas del resultado mismo.
Asi si uno sabe que un polinomio f(z) tiene por raiz a «, entonces uno podra saber el valor
de d en el resultado.

Llamamos a un tal d “denominador” de o . Ademas se tiene que si E es un denominador
parany g(n) € Q[n] de grado s, entonces E* es un denominador para g(n).

Recordemos que dado un numero algebraico a llamamos “polinomio minimal para «”
(en Q[z]) al polinomio ménico en Q[z]| de grado minimal que tiene a o como raiz.

Queremos probar que

Teorema 11.7. El polinomio minimal para un nimero algebraico « estd en Z[z| si y solo
st v es un entero algebraico.

Definicién 11.8. Sea f(z) = Y_7_ja;27 € Z[z] no idénticamente-nulo. Entonces el “con-
tenido” de f(x) es med(an, Gp-1, ..., a1,a9). Si el contenido de f(x) es 1, entonces llamamos
a f(x) “primitivo”.

Lema 11.9. Si u(z) y v(x) son polinomios primitivos, entonces u(x)v(x) también lo es.

Prueba. Alcanza con probar que el contenido de u(x)v(z) no es divisible por cada primo.
Sea p un primo. Escribamos

n

u(z) = Z a;z’ y  o(z) = ijxj.

=0

Sean k y | enteros no negativos tan chicos como sea posible tales que p no divide ni a a; ni a
bi; éstos existen ya ue u(z) y v(x) son primitivos. Se verifica que el coeficiente de z**! no es
divisible por p, y de esto se deduce que el contenido de u(x)v(x) no puede ser divisible por
p, completando la prueba.

U

Teorema 11.10 (Gauss). Sea f(x) € Z[x]. Supongamos que existen ui(x) y vi(z) en Q[x]
tales que f(x) = wuj(x)vi(z). Entonces erxisten us(x) y vo(z) en Zlx| tales que f(x) =
uz(x)ve(x) y deguy = deguy y deguvy = deg vy .
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El resultado implica que si f(x) € Z[z] tiene contenido 1, entonces una condicién necesaria
y suficiente para que f(z) sea irreducible sobre los racionales, es que sea irreducible sobre
los enteros. Ademds, observemos que la prueba mostrara que ademas uno puede tomar a
us(z) y va(x) iguales a nimeros racionales multiplicados por u;(x) y v1(x) respectivamente.

Prueba. de 11.10 Sea d el contenido de f(x). Entonces existen enteros racionales positivos
a y b y polinomios primitivos u(z) y v(x) en Z[z] con degu = degu; y degv = degv,
tales que u;(z)vi(z) = fu(z)v(r). Entonces existe un primitivo g(z) € Z[X] para el cual
f(z) = dg(x) y bdg(x) = bf( ) = au(x)v(x). Por el Lema 11.9 u(x)v(x) es primitivo. Se
sigue que el contenido de au(z)v(z ) es a. Como g(x) es primitivo, el contenido de bdg(x) es
bd. Entonces a = bd. Ponemos us(z) = du(z) y vo(z) = v(z). Entonces f(x) = uy(z)vi(z) =
du(z)v(z) = ug(z)va(x), y obtenemos el resultado buscado. O

Probemos a continuacion el resultado (11.7).

Prueba. de 11.7 Sabemos que si el polinomio minimal para « estd en Z[z], entoncs « es un
entero algebraico.

Consideremos un entero algebraico « y sea f(z) € Z[x] ménico con f(a) = 0. Sea uy(z)
el polinomio minimal de . Queremos probrar que ui(x) € Z

Por el algoritmo de divisién para polinomios en Q[X], existen vy(x) y r(z) € Q[X] tales
que f(z) = uy(z)vi(x) +r(z) y o bien r = 0 o bien 0 < degr(z) < degu;(z). Observemos
que 7(a) = f(a) —ui(a)vi(a) = 0. Ya que uy(z) es el polinomio moénico de grado minimo
que tiene a « como raiz, se sigue que r(z) = 0 (de otra forma existiria un k € Z para el
cual (1/k)r(z) € Q[z] es ménico, de menor grado que uy(x) y con a como raiz). Entonces
f(z) = uy(z)vi(x) es una factorizaciéon de f(x) en Q[z].

Por el Lema de Gauss y el comentario a su continuacién, existen us(z) y ve(z € Z[z])
con f(x) = wug(z)va(x) y con us(x) = muy(z) para algin nimero racional no nulo m.
Considerando f(z) = [—ua(z)][—ve(z)] si es necesario, podemos suponer que el coeficiente
de mayor grado de us(x) es positivo. Como f(z) es ménico, deducimos que us(x) es ménico.
Comparando los coeficiente de mayor grado en us(x) = muy(x), vemos que m = 1y entonces
uy(z) = ug(z) € Z[X] como querfamos. O

11.2 Cuerpo de numeros algebraicos

Dado « ntmero algebraico, entonces Q(a) se define como el menor cuerpo que contiene
simultaneamente a los racionales y a «.

Sea f(z) € Q[X] el polinomio minimal para «. Considerando cada entero j > 0 sucesi-
vamente y o/ f(a) = 0, se prueba que o™/ puede expresarse como un polinomio en a con
coeficientes en Q de grado < n — 1. Se sigue que Q(«) es el conjunto de todos los niimeros
de la forma %, donde g(x) y h(x) € Z[z], degg(z) <n —1 ,degh(x) <n—1,y h(a) #0.
Por el resultado (11.5), cada elemento de Q(«) es un nimero algebraico. Por este motivo,
nos referimos a Q(«) como un “cuerpo de nimero algebraico”.

Lema 11.11. El conjunto de enteros algebraicos contenido en Q(«) forma un anillo.
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Prueba. Si oy [ estdn en Q(«), entonces también estan a5 y a — 8 ya que Q(a) es un
cuerpo. Si también « y [ son enteros algebraicos, entonces el resultado 11.5implica que a3
y a — 3 son enteros algebraicos. De lo cual se sigue el resultado buscado. O

Lema 11.12. Sea a un nimero algebraico y f(z) € Qlz|, su polinomio minimal. Sea
g(x) € Q[z] tal que g(a) = 0. Si B es tal que f(B) = 0, entonces g(5) = 0. Adn mdas, g(x)
es divisible por f(x) en Q[X].

Prueba. Consideremos ¢(x),r(x) € Q[X] tales que g(x) = f(x)q(z) + r(x) donde o bien
r =0 o bien degr(z) < deg f(x). Como f(x) es el polinomio minimal de «, se deduce que
r = 0, y se obtiene el resultado buscado. O]

Si o es un numero algebraico, su polinomio minimal f(z) es irreducible. Si o/ es otra
raiz de f(z), entonces por (11.12) se tiene que el polinomio minimal de o/ divide f(x). Se
sigue que f(z) es también el polinomio minimal para o’. En otras palabras tenemos:

Teorema 11.13. Sea f(x) el polinomio minimal para o y sean o, ..., ay, las otras raices de
f(z). Entonces f(x) es irreducible y es también el polinomio minimal para oo, ..., o, .

Teorema 11.14 (Cuerpo algebraico). Con el nimero a construye el “cuerpo numérico alge-
braico” Q(«v) de grado m sobre Q) consistente en todos los polinomios en o de grado < m —1
con coeficientes en Q). Todo elemento v de Q(«) es un nimero algebraico sobre Q) de grado
d, donde d es un divisor de m, y los conjugados de v se obtienen reemplzando o por sus
conjugados en el polinomio definiente. Si 5 es un numero algebraico sobre Q(«) de grado n,
es decir la raiz de un ecuacion de grado n con coeficientes en Q(«) e irreducible sobre Q(«),
entonces el “cuerpo de extension” Q(«, ) consiste en todos los polinomios en [3 degrado
< n —1 con coeficientes en Q(«), y sus elementos son de grado < mn sobre R. De forma
similar para cuerpos de extension subsiguientes.

11.3 Conjugados

Sea  un numero algebraico con polinomio minimal g(z). A las raices de g(x) las llamamos
“conjugados” de 5 . Supongamos que 5 € Q(«) donde a es un nunmero algebraico con
polinomio minimal f(z). Si deg f = n, entonces podemos encontrar un h(x) € Q[z], con
h =0 o bien degh < n — 1, tal que 5 = h(«a). Sea a; = a, a, ...,y las n raices de f(z),
y sean 1 = f3, B, ..., Bm las raices de g(z). Entonces 1, s, ..., By, son los conjugados de 3 .
Los numeros h(ay), h(aw), ..., h(a,) los llamamos “conjugados de cuerpo” de 5 en Q(a).

Teorema 11.15. Con la notacion anterior, m|n y h(ay), h(a), ..., h(ay,) es algin orde-

namiento de ;- copias de By, Ba, ..., Bm. En otras palabras si F(x) = [[}_, [z — h(ay)], en-

tonces F(x) = g(x)m. También, si F(z) = g(x) (esto es sin =m), entonces Q(a) = Q(3).
Prueba. Como F(x) es simétrico en oy, ag, ..., a,, , deducimos que F(z) € Q[X]. Escribimos
Fx) = fi(x) fa(2)... fr(2)

donde cada f;(x) es un polinomio ménico irreducible en Q[z]. Ademés elegimos f1(x) tal que
fi(h(«)) = 0. Entonces f1(8) = 0, Como ¢(z) y fi(z) son polinomios ménicos irreducibles

con g(B) = f1(6) = 0, obtenemos que f(x) = g(x).
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Cada f;(z) restante tiene algin (no necesariamente el mismo) h(«;) como raiz. Observe-
mos que f;(h(a;)) = 0 implica que o es raiz de fj(h(z)). Pero esto implica que f(z) divide
fi(h(z)), y entonces f;(h(ce)) = 0. Como hicimos con fi(x), deducimos que f;(x) = g(z).

Entonces, obtenemos F(x) = g(z)". Comparando grados vemos que r = .

Supongamos que n = m de forma que F(zx) = g(z). Como sabemos que 8 € Q(a),
alcanza con mostrar que o € Q(f) para establecer que Q(a) = Q(/3). Obervemos que

n
Qj

Gz)=F _—

=)y
7j=1

es un polinomio simétrico en ay, ..., a,, y entonces G(z) € Q[z]. Observemos que

G(B) = G(h(@)) = aF'(h(a)) = aF'(B).

Como f es raiz de g(x) con multiplicidad uno, tenemos que F'(8) = ¢'(f) # 0. Deducimos
que o = % € Q(B), y obtenemos asi el resultado buscado. ]

Al polinomio F'(x) de (11.15) lo llamamos “polinomio de cuerpo” para 3 .

Lema 11.16. Con la notacion anterior, sea w(x) € Q[X] con f = w(a) (no requerimos
degw < n —1). Entonces para cada j € {1,2,...,n} el conjugado de cuerpo B; = h(a;)
satisface B; = w(ay).

Prueba. Dividimos w(z) por f(z) (el polinomio minimal para « ), para obtener w(z) =
f(z)g(x) + r(x) donde g(x) y r(x) estdn en Q[z]| con o bien r(z) = 0 o bien degr < n — 1.
Entonces = w(a) = r(a), entonces r(x) = h(z). Obtenemos el resultado buscado ya que

w(ay) = f(a)q(a;) +r(ay) =r(a;) = h(ay)

para cada j € {1,2,....,n}. a

11.4 Norma, tamano, longitud, altura

Sea € Q(«) donde « es un nimero algebraico, sean f31, ..., 8, los conjugados de cuerpo de
£ . La norma de 3 esta definida por

N(ﬁ) = NQ(a)(ﬂ) = NQ(a)/Q(B) = 61/671

Notemos que si F(z) = Z?:o a;x? es el polinomio de cuerpo para 3 (de modo que a, = 1),
entonces

N(p) = (=1)"ao.

También si g(z) = ET:O b;x? es el polinomio minimal para 8 como en (11.15) con rafces
b1, ..., Bm entonces

N(B) = (Br..Bm)™ = (—=1)"b3"
Teorema 11.17. Sean 5 y v € Q(«). Entonces N(5v) = N(B)N (7).
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Prueba. Sea n el grado de la extensién Q(«) sobre Q (definido como elgrado del polinomio
minimal para « ). Entonces existen tinicos nimeros racionales by, ..., b,_1 y Co, ..., C,—1 tales
que

n—1 n—1
6:ijozj y 7::chozj.
j=0 j=0
Pongamos
n—1 n—1
g(x) = ijxj N h(z) = Z c;al.
5=0 j=0

Entonces g(aq), ..., g(ay,) son los conjugados de cuerpo de 8y h(ay), ..., h(a,) son los conju-
gados de cuerpo de . Sea w(z) = g(xz)h(xz) € Q[z], de modo que Sy = w(a). Entoces el
lema anterior (11.16) implica que

N(B7) = w(on)..w(an) = glaa)h(ar)...g(an)h(an) = N(B)N(7),
completando asi la prueba. O
De lo anterior deducimos que

Lema 11.18. Sea € Q(«). Entonces N(f) € Q. Si 8 es un entero algebraico, entonces
N(p) € Z.

En el caso de a € A notaremos a su norma N(«) = «;...a;, donde a; son los conjugados
de « sobre Q. Se tienen para ella las siguientes propiedades: 1) N(a) € Q Va € A
2) N(a) € Z Ya € Zy

)=N(a)N(B) Vo,Be€A
aa) = a"N(a) para a € Q,a € A

Definimos la “longitud” L de a € C como

L) = e

donde ¢; son los coeficientes del polinomio minimal de « sobre Z.
Cuando K = Q y a € Q, notamos

la| = max |oy] (11.12)

1<j<n
o también p(«). Definimos el “tamano” s(a) o bien size(a)) de v por
s(a) = max(log o], log d(a)) (11.13)

Recordemos que d(«) designa al denominador de « , es decir el menor de los enteros
racionales positivos tales que da es un entero algebraico.
La propiedad esencial del tamano es la siguiente
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Lema 11.19. §i a es un numero algebraico de grado menor o igual a n, tenemos que
—2ns(a) < log|a]

Para ver esto notamos que la norma

n

Noye(d(@)a) = [T d@)ay (11.14)

Jj=1

sobre Q el d(a)a es un entero racional no nulo, entonces

n

[Td(@)e;] > 1. (11.15)

j=1
Deducimos que

—nlogd(a) — (n —1)log|a| < log |a| (11.16)
de donde se obtiene la relacién (11.19) O

Para calcular el tamano de ciertos niimeros algebraicos utilizaremos las propiedades sigu-
ientes:

d(af) < d(a)d(B),  dla+pB) <d@)d(B)  d(aa) <ad(e)  d@™) < (d(a))™
(11.17)

lopl <lallfl,  la+Bl<lal+[8]  laal <ala|  Jom|<]af (11.18)

para a,3 € Qy a,m € N, B
Deducimos, para aq, ..., a,, € Q, que

s(oq...ap) < s(aq) + ... + s(am) s(og + ...+ o) < s(ar) + ... + s(ayy,) +logm

(11.19)
Si ademas oy, ..., a;, son enteros algebraicos, tenemos que
s(ag + ... + ) < max s(ap) + logm. (11.20)

Los nuimeros algebraicos a los cuales les calcularemos su tamano, estaran dados como
valores de polinomios con coeficientes enteros racionales en puntos algebraicos. Por esta
razén introducimos en lo siguiente las nociones de altura y tamano para polinomios.

Sea P € C[X},...,X,] un polinomio no nulo en ¢ variables con coeficientes complejos.
Notamos

degx, P (11.21)
al grado de P respecto a X; y

H(P) (11.22)
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a la “altura de P”, es decir al maximo de los valroes absolutos de los coeficientes de P.
Definimos la “altura” de un a € C como H(«) := H(P) donde P es su polinomio minimal.
Por otro lado, si P € Q[Xy, ..., X,] con coeficientes enteros algebraicos, notamos

1P| (11.23)

al maximo de los valores absolutos de los conjugados de los coeficientes de P, y definimos el
“tamano de P” por

t(P) = max{log|P|, max (1 + degx, P)}. (11.24)

Observemos que , para P € Z[X1, ..., X,],tenemos que
H(P) = |P| (11.25)
Deducimos entonces de las propiedades de la funcién s (11.19) el resultado siguiente.

Lema 11.20. Sean o, ..., a, numeros algebraicos, y sea P € Z[ Xy, ..., X,] un polinomio de
grado menor o igual a r; respecto a X; 1 <i<gq. Entonces

P(Oél, ...,Oéq) = ﬁ
es un numero algebraico,

d(ar)™, ..., d(og)™
es un denominador de [ y tenemos que

q

s(8) <log H(P) + Z [ris(a;) + log(r; + 1)]

=1

Para refinar algo las desigualdades definimos para

r1 Tq
P(X1, ., X)) =D ) p(A, o A XX (11.26)
M=0 A,

definimos

1P = (D Y IpOs e A2 (11.27)

A1=0

Tenemos entonces (por la relacién de Parseval):

||P|| = (/ |P(62my1, ...,<22i”y‘1)|2 dyl...dyq)1/2 H,={(y1,..,yy) e RL,0<y; <1,1 <5 <gq}

Hq
(11.28)
Obtenemos inmediatamente
q
H(P) <||P|| < H(P) ][ (1+ deg™P)"/? (11.29)
k=1
y
|| P|| §| | 11na>|< | 1|P(a:1,...,xq)] (11.30)
z1|=1,..., Tq|=
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