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Introduccion

El Principio de Reflexividad Local (PRL) establece esencialmente que, para cualquier
espacio de Banach Y, la estructura finito dimensional o “local” de su bidual Y** se asemeja
mucho a la de Y. La versién orginal del PRL, debida a Lindenstrauss y Rosenthal [24],
data del ano 1969. Conocido en su momento como el Lema de Lindenstrauss-Rosenthal,
fue mejorado tan solo dos anos méas tarde por el mismo Rosenthal junto a Johnson y
Zippin [19]. La versién obtenida en aquel momento es la més ampliamente difundida y
utilizada en la actualidad. Muchas demostraciones se han presentado a lo largo de los anos
(ver e.g. [5], [9], [22], [35]). Una de las mas clasicas puede encontrarse con todos los detalles
en [34]. Grosso modo, el argumento comienza basandose en el hecho de que los espacios de
Banach de dimension finita tienen la propiedad de Radon-Nikodym, para de ahi deducir
la ecuacion L(E,Y*) = L(E,Y)* con E de dimensién finita. Posteriormente se prueba
para E, un subespacio de dimensién finita de Y™, que Lo(E,Y ™) = Ly(E,Y )" (donde
Lo(E,Y*)y Lo(E,Y) denotan los operadores continuos que fijan puntos de ENY’) y por
ultimo, se deduce el PRL.

Muchos autores coinciden en que las demostraciones citadas dificilmente ponen en
evidencia por qué “las cosas funcionan”, o por qué seria esperable un resultado como
este. Oja y Poldvere [28] presentan en 2007 una demostracién alternativa del PRL, que
se fundamenta principalmente en la descripcién de Grothendieck del dual del espacio de
operadores débil*-débil continuos de rango finito, y en un argumento de perturbacion de
operadores. Para ello, prueban varios lemas que muestran que en general los operadores
débil*-débil continuos de rango finito a valores en Y** pueden aproximarse de manera
conveniente por operadores débil*-débil continuos de rango finito a valores en Y. Como
corolario, deducen la versiéon de Johnson, Rosenthal y Zippin del PRL, simplemente
particularizando lo anterior al contexto indicado. Mas atn, el enfoque de Oja y Poldvere
permite probar también una versién mds general del PRL debida a Behrends [3] (ver
e.g. [17, pag. 217]).

En este trabajo veremos en detalle las demostraciones de Oja y Poldvere de
ambas versiones del PRL, junto con los lemas de aproximacion que probaron con
el mencionado fin. Para ello, comenzaremos estableciendo en el primer capitulo las
notaciones, definiciones y resultados preliminares necesarios para poder encarar el
problema en cuestion.

El segundo capitulo estard abocado casi en su totalidad al PRL, salvo por un teorema



de “adjuncién local” de operadores continuos de rango finito entre espacios duales. Si bien
este tltimo ya habfa sido establecido por Johnson, Rosenthal y Zippin en [19] (afio 1971),
Oja y Poldvere obtienen una demostracion mucho mas directa a partir de sus lemas.

En el tercer capitulo, desarrollaremos teoria general referente a la complementacion
local de un subespacio cerrado Y en un espacio de Banach Z. En particular, estudiaremos
los ideales (llamados asi por Godefroy, Kalton y Saphar [16] en el ano 1993) y, més en
particular, los ideales casi isométricos. Estos ultimos fueron definidos y estudiados por
Abrahamsen, Lima y Nygaard [1] en un articulo publicado en el presente ano, como
resultado de una busqueda de condiciones naturales sobre Y, que garantizaran la herencia
de la propiedad de Daugavet y la propiedad de diametro 2, en caso de poseerlas Z. También
veremos algo breve sobre ideales estrictos y M-ideales. De forma paralela (y equivalente)
estudiaremos los operadores de extensiéon y los operadores de extensién de Hahn-Banach.
Para poder probar las clasicas equivalencias entre complementacién local, existencia de
operadores de extensién, existencia de extensién de Jy y complementacién de +Y en Z*,
usaremos como herramientas mas fuertes: una version generalizada de uno de los lemas
de aproximacién de Oja y Pdldvere (que ellos mismos dan en su trabajo) y un cldsico
argumento de compacidad de Lindenstrauss [23].

En el cuarto y ultimo capitulo, damos una serie de aplicaciones del PRL a inclusiones en
espacios tensoriales, o relacionadas con transferencias de propiedades entre un operador y
su adjunto o su doble adjunto. También establecemos algunos resultados mas sobre ideales
casi isométricos.

En el Apéndice, enunciamos algunos resultados conocidos del Anélisis Funcional y la
Topologia general que se utilizan a lo largo del trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Primeras notaciones, terminologia y convencio-
nes

Todos los espacios vectoriales considerados en este trabajo tienen por cuerpo de
escalares a un mismo cuerpo K, que podra pensarse como R o C indistintamente.

Si X es un espacio vectorial y A C X un subconjunto, denotaremos por [A] al
subespacio de X generado por A, y por Co(A) a su cépsula convexa (i.e., el menor
convexo de X que contiene a A).

Si T es un operador lineal entre espacios vectoriales, su rango se denotard R(7T).

Un espacio wvectorial topologico es un espacio vectorial dotado de una topologia
Hausdorff que hace continuas a la suma y el producto por escalar del espacio. Decimos
que un tal espacio es localmente convero cuando existe una base de abiertos convexos
para su topologia.

Supongamos que X es un espacio vectorial topolégico. Entonces X* denotara su dual.
Si X es normado, salvo que se indique lo contrario, la topologia considerada en X* sera la
inducida por la norma dual. Mientras que si X no esta provisto de una norma, X*
estard dotado de la topologia débil* (denotada de aqui en adelante, como es usual, por
w*).

El operador identidad en X serd denotado Ix o simplemente I, si fuese suficientemente
claro a partir del contexto cual es el espacio X en cuestién.

Recurrentemente pensaremos a X como subespacio de X**, identificando a la inclusién
canonica Jx : X —— X** con la inclusiéon de subespacios. Solo haremos la distincion
cuando consideremos que esto aporta a la claridad y comprensién del texto. A su vez,
si x € X, muchas veces escribiremos Z en lugar de Jx(x) (nuevamente, si fuese claro
qué espacio es X).

Supongamos ahora que X e Y son espacios vectoriales normados. En este caso By
denotara la bola unidad cerrada de X y Sy la correspondiente esfera unidad. Dados x € X
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y r > 0, la bola cerrada de X de centro en x y radio r serd denotada por Bx[z,r]. L(X,Y)
serd el espacio de todos los operadores lineales continuos de X en Y provisto segun se
indique, de la topologia débil de operadores (weak operator topology, o simplemente wot),
la topologia fuerte de operadores (strong operator topology, o simplemente sot) o, de no
mencionarse nada, la norma usual de operadores (y su topologia, la topologia uniforme
de operadores). Lo mismo para cualquier subespacio. Recordemos que la topologia débil
de operadores en £(X,Y) es la topologia heredada de Y~ =[] Y, donde este tltimo
espacio tiene la topologia producto de la topologia débil (denotada de aqui en adelante,
como es usual, por w) en Y, en cada una de sus coordenadas. En otras palabras, si (T)
esunared en L(X,)Y)y T € L(X,Y),

T, 25T s ysolosi y*(Tax) = y*(Tx) paracadax € X e y* € Y™.

Por otra parte, la topologia fuerte de operadores es la topologia heredada de Y =
[L,cx Y, donde este tltimo tiene la topologia producto de la topologia fuerte en Y (i.e.,
la inducida por la norma), en cada una de sus coordenadas. En otras palabras, si (T,) es
unared en L(X,Y)y T € L(X,Y),

sot

T,— T siysolosi T,x— Tx paracadaz € X.

Consideremos ahora M y N subespacios de X e Y respectivamente, (7,) C L(X, N)
unaredy 7' € L(X,Y) con T(M) C N. Si 7 es alguna de las tres topologias mencionadas
en L(M,N), y T|3; denota al operador T restringido a M y correstringido a N, entonces

T, > T en L(M,N)

querra decir
T N

La notacion que empleamos recién para la correstricciéon de un operador sera adoptada
para el resto del trabajo.
Es facil ver que tanto sot como wot son no solo topologias vectoriales, sino también
localmente convexas (hecho que serd utilizado de manera fundamental més adelante).
De aqui en adelante, X, Y y Z denotaran siempre espacios de Banach, salvo que se
indique explicitamente lo contrario.

1.2. Los espacios F(X,Y) y F+(X"Y)

Denotamos por F(X,Y) al subespacio de £(X,Y’) formado por los operadores de
rango finito, y por F,«(X*Y) al espacio de operadores de rango finito de X* en Y
que son w* — w continuos. Lo primero que debemos mencionar es que este iltimo es un
subespacio de F(X*,Y), ya que al ser la topologia débil mas fina que la débil*, un operador
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T : X* =Y w*— w continuo sera en particular w — w continuo, o equivalentemente,
||| = || - || continuo.

Observemos que F« (X*,Y) ={T € F(X*,Y) : T es w*—7 continuo}, para cualquier
T topologia vectorial en Y. En efecto, dado T": (X*,w*) — Y de rango finito, con Y dotado
de alguna topologia, la continuidad de T es equivalente a la continuidad de T|R(T) donde
R(T') posee la topologia de subespacio. Pero al ser dim(R(7)) < oo, cualquier topologia
vectorial sobre Y inducird la misma topologia (vectorial) de subespacio en R(T) (ver
Apéndice). En particular, cualquier operador en F,«(X,Y) podra pensarse como w* — w
continuo o w* — || - || continuo, segin convenga. Este hecho motiva que usemos esta
notacién para estos espacios, en lugar de F«_,(X*,Y'), por ejemplo. Por la misma razon,
muchas veces nos referiremos a estos operadores como “w*-continuos”, sin hacer alusion
a la topologia en el codominio.

En lo siguiente queremos dar caracterizaciones de los operadores en F(X,Y) y
Fur(X*Y) y de sus adjuntos, que nos serdan de utilidad mds adelante. Para ello,
introduzcamos primero la siguiente notaciéon: si z* € X* ey € YV, 2" @y : X = Y
serd el operador que a cada x € X le asigna (z* ® y)(z) = z*(x)y.

Comentario 1.2.1. Este operador no es otra cosa que una de las posibles interpretaciones
del producto tensorial entre x* e y que definiremos en la préxima seccién (ver [34, pag. 8]).

Lema 1.2.2 (Caracterizaciéon de F(X,Y)). Sea T € L(X,Y). Son equivalentes:
(1) T € F(X,Y).

(i1) Ezisten x3,...,x5 € X* eyy, ...,y € Y tales que T = Z?le; ® yj-

(iii) T* € F(Y™*, X*).
En tal caso, T* = Z§:1 U; @ 5.

Demostracion. Supongamos primero que vale (ii). Entonces claramente R(T) C
[y1,- .., yx]. Esto implica (7).

Por otra parte, si T € F(X,Y), tomemos {yi,...,yx} base de R(T). Sea {vi,...,v;}
su base dual en R(T)*. Definiendo z} = yj o T |T) para cada 1 < j < k, chequeamos
inmediatamente que T' = 2521 v ® y;. Es facil ver que en este caso T™ = 2521 U; @ 3.
Y por lo visto recién, esto a su vez implica (7).

Para finalizar la demostracién, nos alcanza con probar que (%) implica (7).
Equivalentemente, veamos que si el rango de T es de dimensién infinita, entonces el
de T* también lo es. Sea (Yn)neny € R(T) una familia linealmente independiente, y sea
(Zn)nen € X tal que Tx,, = y, para todo n. Para cada n natural definamos la funcional
vt [yi, ..., yn) — K como la tdnica tal que y:(y;) = &, con § la funcién Delta de
Kronecker. Cada ¥ es continua por estar definida sobre un espacio de dimension finita,
y puede extenderse por Teorema de Hahn-Banach a una funcional continua sobre todo el
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espacio Y. Haciendo abuso de notacion, llamemos ahora y a una tal extensién. Afirmamos
que (T*y! )nen € R(T™) es una familia linealmente independiente. En efecto, si

ailT*yZ +oe Tt OéiNT*y;N =0

con iy <ig<---<iyenNyaw;,...,a, €K, evaluando sucesivamente en z;,,...,z;
(en este orden) obtenemos que oy, = -+ = a;, = 0. O

Notemos, por ejemplo a partir de la demostracién anterior, que dado 7" como en este
lema, siempre podemos elegir {yi, ..., yx} linealmente independientes.
Pasemos ahora a otro resultado elemental.

Lema 1.2.3. Sea T € L(X,Y). Entonces:
(i) T* es w* — w* continuo.
(i) SiT € F(X,Y), entonces T* € Fy (Y*, X*).

Demostracion. (i) Si (y), es unared en Y* w*-nula, entonces T*(y;)(x) = y3(Tx) — 0

para todo x € X. O sea, T"(y3) 0.

(ii) Es consecuencia inmediata del item anterior y el Lema 1.2.2, solo recordando una
vez mas que en un espacio de dimensién finita existe una tnica topologia vectorial

(en este caso, las topologias w y w* coinciden sobre R(T™)).
O

Comentario 1.2.4. Puede probarse de hecho que
{Se LY, X*):Sesw" —w" continuo} = {7 : T € L(X,Y)}.

A continuacién queremos dar una caracterizacién para los operadores en F«(X*,Y)
y sus adjuntos, analoga a la del Lema 1.2.2. Dados x € X e y € Y, denotaremos por
r®y : X* — Y al operador que a cada z* € X* le asigna (z ® y)(z*) = z*(x)y.
Cabe aclarar que estamos haciendo aqui un abuso de notacién, pues llegado el caso
en que el espacio X sea el dual de algiin otro espacio, la notacién r ® y admitird dos
posibles interpretaciones. Aunque formalmente distintas, estas interpretaciones estan
estrechamente ligadas como puede verse en [34, pdg. 8]. Lamentablemente, este abuso
es tan usual como necesario. De hecho, esta no sera la ultima vez que debamos asignarle
un nuevo significado a la simbologia r ® y. De aqui en adelante el lector debera intuir
en qué sentido se esta utilizando, segun el contexto. Aclararlo constantemente, creemos,
resultaria contraproducente o incluso inviable.

Lema 1.2.5 (Caracterizaciéon de F,«(X*)Y)). Sea T € L(X*Y). Entonces, T €
Fur(X*Y) sty solo si existen xq,...,x, € X ey, ..., yp €Y tales que T = Zle ;Y.
En tal caso, R(T*) C X y T** = Zle Yy @x; € Fur (Y, X).
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Demostracion. Recordemos que (X*, w*)* = Jx(X) (ver Apéndice). Observemos que si
reXey€eY,entonces t @y =T ®y € Fur (X", Y). Por lo tanto, si T = 2521 T; ®Yj
para algunos z1,...,x; € X e y1, ...,y € Y, claramente estard en F,-(X*Y).
Supongamos ahora que T' € F«(X*,Y). De la misma forma que en la demostracién
del Lema 1.2.2, podemos escribir T" = Z?Zl r7" ® y;, donde {y1,.-.,yx} es una base de
R(T), y si {yi,...,y5} es su base dual en R(T)*, 27" = y; o T*T) para cada 1 < j < k.
Dado j, siendo T" w* — w continuo e y; w-continuo, x}* resulta ser una funcional w*
continua sobre X*. Luego, deberd existir z; € X tal que Z; = 2}*. Asi, T' = ij:l r; ®Yj.
Por dltimo, sabemos por el Lema 1.2.2 que si

k k
T=) 50y=) &0y
j=1 j=1

entonces
k k
"= G®8=2 508
j=1 j=1
Identificando X = J x(X) y correstringiendo a 7™ concluimos lo que queriamos. O

En adelante, siempre que tengamos T' € F,(X*,Y) identificaremos a T* con T*|*.
Finalizamos la seccién estableciendo una relacién entre operadores continuos de rango

finito y operadores de rango finito w*-continuos.
Lema 1.2.6. F,.(X™,Y) = F(X,Y). Mds ain,
O : Fu(X™Y) = F(X,Y) definido por ©(T) = Tx,

es un isomorfismo isométrico tal que O(T)* = T* (i.e., Jx- o O(T)* = T*) para todo
T € Fur(X™Y).

Demostracion. Es claro que © es lineal. El que sea una isometria se debe a que si
T : X** — Y esun operador w*—||-|| continuo, por el Teorema de Goldstine, ||T|| = || 7] x]||-
Inmediatamente esto nos dice que se trata de un monomorfismo.

Veamos que © es un operador suryectivo. Tomemos S € F(X,Y) y escribdmoslo como
S = E?Zl i ®y;con xy,..., x5 € X* ey, ...,y €Y. Por verificacién directa se ve que
O(X -1 75 ®y;) = S.

Por ultimo, sean T' € F,« (X*,Y) e y* € Y*. Queremos ver que

T"y" = (Jx- 0 O(T)")y".

O lo mismo, que
y ol =y oTlx.

—

Tanto y* o T' como y* o T'|x son funcionales w*-continuas. O]
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1.3. Operadores Integrales y el dual de F,+(X*,Y)

En esta seccién enunciaremos un conocido resultado debido a Grothendieck, el cual
caracteriza el espacio F,«(X*,Y)*. Para ello necesitamos algunas definiciones y resultados
previos que nombraremos sin sus demostraciones. Las mismas pueden encontrarse en la
bibliografia. Denotaremos por B(X x Y) al espacio formado todas las formas bilineales
de X xY en Ky por B(X xY)" asu dual algebraico.

Definiciones 1.3.1. Llamamos producto tensorial de X con Y, y lo notamos X ® Y,
al subespacio de B(X X Y')’ generado por las evaluaciones (i.e., las funcionales ¢, ,, con
r € X ey €Y, que en cada forma bilineal B valen €, ,(B) = B(z,y)). Los elementos de
X ®Y se llamaran tensores y las evaluaciones tensores elementales, denotando por x ® y
a €y

Comentario 1.3.2. He aqui otra interpretacion de la notaciéon x ® y. Para entender mejor
su relacién con las anteriores ver [34, pag. 1-8].

La siguiente proposicién, cuya demostracion es sencilla, puede verse en [34, pag. 2y 5].
Proposicién 1.3.3. Seanu € X ®Y y B € B(X xY). Entonces:

(i) u puede escribirse (de manera no unica) como suma de tensores elementales.

(i1) Existe una tnica funcional lineal B:X®Y - K que hace conmutar el diagrama

XxY B .K

|| 4

X®Y
donde @((z,y)) =z ®y, para cada (x,y) € X x Y.

Definicién 1.3.4. A B la llamaremos la linealizacién de B.

La linealizacién de formas bilineales es lo que motiva la definicion del producto
tensorial.

Ahora bien, hemos contruido a partir de los espacios X e Y un nuevo espacio vectorial
X ® Y. Una pregunta que surge naturalmente es si podremos darle a este tltimo una
estructura - digamos, una norma - a partir de las estructuras de X e Y, de manera tal
que tenga propiedades “deseables” en algiin sentido. Existen muchas formas “razonables”
de dotar a X ® Y de una norma. Una de las més importantes es la que sigue.

Definicién 1.3.5. Llamamos norma epsilon o norma inyectiva de X ® Y a la funcion
| e : X®Y = R,

> 2 @)y (w)

=1

Julle = sup
.’E*GBx*
y*EBy
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n
siu= g T; @ ;.
i=1

Puede verse que || - || estd bien definida y es, efectivamente, una norma sobre X ® Y
(ver [34, pag. 45]). Denotaremos por X ®. Y al espacio normado (X ® Y, | - |.).
A continuacién, una proposicion elemental que nos sera de utilidad.

Proposicién 1.3.6. Sean z* € X*, y* € Y* y sea B : X xY — K tal que
B(z,y) = x*(z)y*(y). Entonces,

(i) B es una forma bilineal.

(i) Si B: X ®.Y — K es la linealizacién de B, entonces ||B|| = ||lz*|||ly*]|-
Definicién 1.3.7. Una forma bilineal B : X x Y — K se dird una forma integral si su
linealizacion B : X ®. Y — K es acotada.

El por qué de este nombre puede entenderse a partir de la siguiente equivalencia

(ver [34, pag. 57-58]).

Proposicién 1.3.8. Sea B € B(X xY') y consideremos en Bx« X By~ la topologia producto
de las topologias débil*. Entonces B es una forma integral si y solo si existe una medida
reqular boreliana p sobre Bx~ X By« tal que

B(x,y) = / ¥ (x)y* (y)du, (1.3.8.1)
((t*,y*)EBx* XBy*

para todox € X ey €Y.

Las formas integrales sobre X x Y forman un subespacio de B(X x Y') que puede
normarse como se indica a continuacion.

Definicién 1.3.9. Si B es una forma integral sobre X x Y, definimos su norma integral
como || B||; = inf |||, donde el infimo se toma sobre todas las medidas regulares borelianas
i sobre By« X Bys que satisfacen (1.3.1) de la proposicién anterior.

Estamos ahora en condiciones de definir la nocion de operador integral. Consideremos
un operador 7" € L(X,Y) y notemos Br a la forma bilineal sobre X x Y* dada por
Br(z,y*) =y*(Tz), x € X, y* € Y*.

Definiciones 1.3.10. Diremos que 1" es un operador integral si Br es una forma integral.
En tal caso, definimos la norma integral de T como ||T'||; = || Br||;-

Los operadores integrales de X en Y, provistos de las operaciones usuales y la norma
| - |l7, forman un espacio vectorial normado que notaremos Z(X,Y). Mas atn (ver [34,

pég. 62]):

Proposicién 1.3.11. Z(X,Y) es un espacio de Banach.
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No es dificil probar a partir de las definiciones la siguiente proposicion:
Proposicién 1.3.12. SiT € Z(X,Y) y S € L(Y, Z), entonces SoT € Z(X, 7).

Estamos finalmente en condiciones de dar la caracterizacion de Grothendieck [15,
pag. 124-125] de F«(X*, Y)* (ver [11, pag. 231-232]).

1

Teorema 1.3.13. F,«(X*,Y)* =Z(X,Y"), donde la identificion se da via la dualidad

k

(T, A) = (Az;)(y;),

j=1

k
SAET(X,Y) yT =Y 2;@y; € Fur(X"Y), conmy,... .25 €X eyp,...,yp €Y.
j=1
Notacion 1.3.14. Al igual que en el teorema anterior, utilizaremos en general la notacién

(z,p) para decir que un elemento ¢ de un cierto espacio, actiia por dualidad sobre un
elemento z de algin otro espacio.

El teorema anterior nos dice en particular que la accion de A sobre T' puede calcularse
a partir de cualquier escritura de T" de la forma T = 2?21 r; ® y;. Ahora veamos un tipo
particular de operadores integrales.

Proposiciéon 1.3.15. Si z* € X* e y* € Y*, entonces v* @ y* : X — Y™ es un operador
integral.

Demostracion. z* ® y* es un operador en L(X,Y™*) tal que si * € X, entonces
(z* ® y*)(z) = z*(z)y*. Para ver que es un operador integral debemos verificar que la
bilineal B € B(X x Y**) definida por B(z, y**) = y**((z* ® y*)(x)) es una forma integral.
Tenemos

B(z,y™) =y (2" @ y*)(2)) = «*(2)y* (y") = 2" (@)y*(y™).
Si~§ : X ®: Y™ — K es la linealizacion de B, entonces por la Proposicién 1.3.6,
| Bl = |l=*||lly*]| < oo; quedando probado el lema. O

Por ltimo, veamos otra forma de calcular la accién de los operadores de este tipo
sobre los operadores w*-continuos de rango finito.

Lema 1.3.16. Siz* € X*, y* € Y* y T € F (X" Y), entonces (T, z* @ y*) = z*(T*y*).

e . k .
Demostracion. Escribamos a T como T = ijl r; ® y;, para ciertos x1,...,x, € X e

Y1, ---,Yr € Y. Entonces, por el Lema 1.2.5, T* = Z§=1 y; ® x;. Tenemos asi que, por un
lado

(Tt @y =3 (@ @y ) (@) y) = 3o @)y (),

Jj=1



1.3. OPERADORES INTEGRALES Y EL DUAL DE Fy«(X*,Y)

y por otro

2 (T(y")) = $*<Zy*(%)%> = Zy*(yj):c*(a:j).

17
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Capitulo 2

El Principio de Reflexividad Local

2.1. Aproximacién de operadores en F,«(X* Y*)

Comenzamos esta secciéon dando dos lemas probados por Oja y Pdldvere [28] que de
alguna manera dicen que los operadores w*-continuos de rango finito de X* en el bidual
de Y pueden “aproximarse” (en algin sentido que habra que especificar) por operadores
w*-continuos de rango finito pero que van de X* en Y. De hecho el segundo lema (Lema
Principal “fijando puntos”) es una versién mejorada del primero (Lema Principal).

Antes de enunciar el primer lema, preguntémonos lo siguiente: dado un operador
T € Fur (X*,Y*™), ;qué tan grande puede ser un subconjunto A C X* si existe alguna
red (T,) C Fu«(X*,Y) que converge puntualmente a 7" sobre A? Lo que es inmediato, es
que necesariamente A C T71(Y). En efecto, si z* € X* es tal que Tz* ¢ Y, entonces la
distancia de T'z* a Y sera positiva, ya que Y es un subespacio cerrado de su bidual. Por
lo tanto, T,x* /4 Tx*.

El siguiente lema garantiza la existencia de una red para la cual puede tomarse A de
forma éptima (i.e., A = T71(Y)) y se obtiene ademas la aproximacién de los adjuntos y
de las normas.

Lema 2.1.1 (Lema Principal). Si T' € F,«(X*,Y*), entonces existe una red (Ty)aer C
Fur(X*,Y) que satisface:

L || Tall = 1T]|-
1 Ty 25T en L(TH(Y),Y).
m T 2% T en L(Y*, X).

Demostracion. Usando las identificaciones candnicas

Fur (X5 YV ZI(X,Y?) v For (X, V™) £ I(X, V™)

19
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definamos W : F« (X*,Y)* — For (X*, Y*)* por U(A) = Jy+ 0 A, para A € Z(X,Y™).

U esta bien definida por la Proposicion 1.3.12. Por otra parte, siendo las identificaciones
isomorfismos isométricos y Jy+ una isometria compuesta a izquierda, es claro que ||¥|| = 1.

Como el operador T estd en F,«(X*, Y*), podemos verlo como T en el bidual
Fur (X7, Y™). Aplicdndole W obtenemos un elemento de F«(X*,Y)™. Ademds
(D) < [ [{T]] = [T = IT)|. Luego, ¥*(T') € |T|Bz,.(x+y) Por el
Teorema de Goldstine, existe una red (Th)aer C Fur(X*,Y) que converge w* a W*(T),
tal que ||T,| < ||T|| para todo c. Mas formalmente, es ﬁ(ap) — U*(T)(p) para cada
© € Fur (X*,Y)*. Veamos que esto implica que T 2% T* en L(Y*, X).

Si z* e y* son elementos de X* e Y™ respectivamente, por la Proposicion 1.3.15 tenemos
r*Qy* € Z(X,Y™). Por verificacién directa obtenemos ¥(z* ® y*) = x* ® Jy«(y*). Luego,

2 (Try") = (Toy 2" @ y*) = (z* @ y", To) — (z* @ y*, U (T)).

A su vez,

(z" @y", (1)) = V(" @y )(T) = (T,2" © Jy-(y")) = 2" (T"y").

O sea que
" (T3y") —= 2" (T™y"),
como queriamos ver.

Queremos ahora, eventualmente cambiando la red original, conseguir convergencia en
wot

v € CO(T;)aEF =
Co(T, ;)aepsm existe una red formada por combinaciones convexas de (7,,) que verifica lo
que queriamos. Ademas es claro que estas combinaciones convexas siguen teniendo norma
menor o igual que la norma de 7". Podemos suponer entonces, sin pérdida de generalidad,
que T 2% T* en L(Y*, X).

Esto a su vez implica que T, 22 T en L(T7YY),Y). En efecto, si y* € Y*,

la topologia fuerte de operadores (probando asi III). Como T*

yol,=Twy ——Ty" =y*ol.

en X**
En particular, para cada z* € T-}(Y),
y (Tox™) — y* (Tz").

Nuevamente queremos mejorar la convergencia pasando a combinaciones convexas de la
red para obtener II, pero debemos ser un poco mas cuidadosos que antes si queremos que
se preserve .

Sea B una base de entornos de T en la topologia fuerte de operadores de L(T~(Y),Y).
Consideramos el conjunto de indices

A={(U~):U€eB, yeT}.
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Este conjunto estd dirigido de manera natural por el orden producto entre la inclusion
decreciente de entornos y el orden de I'. Es decir:

(Ui,m1) 2 (U, y2) <= U1 2Us y 71 < 7.

———wot  ——————sot
Como T € Co(Ty,)as~ = O(Ta)aﬂso7 para todo v € I', tenemos que para cada

C
(U,v) € A, existe Ty € Co(Tn)ar~y tal que Ty € U.
Entonces

T(Uﬁ) — T.

Notar que Hf(U,v)H < |IT|| y que dado V' un entorno convexo de T* en (L(Y™*, X), sot) y
ap tal que T € V para todo a = ag , vale TV(*U’,Y) € V para todo (U,7) = (L(Y*, X), ap).
Por lo tanto podemos suponer que (T,) verifica IT y III. Solo resta verificar I.

Sabemos que limsup ||T,|| < ||T||. Por otra parte, por III,

[Ty"|| = lim | T5y"|| < lminf |T7]][[y"[| para todo y* € Y,
lo cual implica

1T =17 = [T

y+|| < liminf || T7|| = liminf |7,
Donde la segunda igualdad se debe al Teorema de Goldstine y que T es w* — || - ||
continuo. 0

De aqui en adelante, cuando queramos “construir” una red (ﬁUﬁ)) a partir de otra
(T.,), tal y como se hizo en la demostracién anterior, nos referiremos a esto como pasar a
combinaciones convexas de las colas de (T,).

Ahora pasemos a una version mucho mas fuerte del Lema Principal. Via un argumento
de perturbacion debido a Oja y Poldvere, e inspirado a su vez por otro de Johnson,
Rosenthal y Zippin (ver [7, Lema 3.2]), puede modificarse a la red (7,,) de manera tal que
todos los operadores coincidan con T sobre T7(Y') y que sus adjuntos coincidan con T
sobre un espacio de dimension finita prefijado.

Lema 2.1.2 (Lema Principal “fijando puntos”). Sea F' C Y™* un subespacio de dimension
finita. St T € Fou (X*,Y*), entonces existe una red (T,) C Fur (X*,Y) que satisface I y
I1] del Lema 2.1.1, y ademds:

1’ T,x* = Tx* para todo x* € T-Y(Y) y para todo .

ur’ Try* = T*y* para todo y* € F' y para todo .
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Demostracion. (a) Probemos primero el caso particular en el que X es de dimensién
finita. Tenemos entonces que T71(Y") también lo es.

Sean B = {a%,...,25} € X* vy B = {y},...,y5} € Y* bases de T"Y(Y) y F

respectivamente. Podemos elegir x1,...,2,, € X ey1,...,y, € Y que formen sistemas
biortogonales con B y B respectivamente. Es decir, T} (x;) = 0;; para todo ,7; y lo
mismo con B'. En efecto, para cada k =1,...,m,

Ay = ﬂkerxf\kera:}z #0
itk
ya que sino tendrfamos zj, € [x}];2;. Tomando ), € A y definiendo x), = £ /x} (2)
conseguimos elementos como los que queriamos.

Apliquemos ahora el argumento de perturbacion. Definamos los operadores

P=Y 5,0 € Fpr (X, X))y Q=) y; @y} € Fur (Y",Y")

i=1 j=1

Observemos que R(P) C T~}(Y) y evaluando en los elementos de la base B,
P(z}) =) aj(w)} = aj,
i=1

vemos que también vale la otra inclusién. M4s atin, P es un proyector de rango T~ (Y").
Anélogamente, () es un proyector de rango F'.

Vamos a construir ahora la red deseada perturbando una como la del Lema 2.1.1.
Sea (T}, )aer como en el Lema 2.1.1. Definimos para cada «,
Se =TP+T,(I-P)—Q"(T,—T)(I —P)
=TP+T,-T,P-Q(T,-T)+Q"(T,—T)P
=T+ -Q)T.-T)(I—-P)

A partir de la segunda igualdad es claro que estos operadores son w* — w continuos,
va que T, T,y P lo son, y componemos a izquierda con operadores continuos (o
w — w continuos). Ademds, de la definicién y por ser R(TP) C Yy R(Q*) C Y,
correstringiendo, podemos decir que S, € F,«(X*,Y) para todo «.

De la tercera igualdad obtenemos que la red (S,) cumple II’ y IIT". En efecto, dado
r* € T71(Y) vemos que

Sex* =Ta" + (I — Q") (T, — T)(0) = Tz" para todo «a.
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Y dado y* € F, tomando adjunto tenemos

Sy =Ty + (I —P)(T5 =TI = Q)y"
= Ty + (I = P)(T; = T%)(0)
= T"y" para todo a.

Finalmente, para ver que la nueva red verifica I y III, debemos observar que los
operadores S, v 1, se acercan arbitrariamente cuando a — co. De la definiciéon de

SOU
Sa_Ta - (T_Ta)P_Q*(Ta_T)(I_P)

150 = Tall < [(T' = To) Pl + [|Q"(Ta = T)( = P)|
< (T = To) Pl + I = PII(TE = T7)Q
< s T =Tl + |11 =Pl sup (75 =Tyl

z*eT~1(Y) y*e
= (I<[I Pl ly*lI<liQll

Siendo la convergencia puntual equivalente a la uniforme sobre compactos (para
operadores continuos entre espacios de Banach) y siendo T71(Y) y F espacios de
dimensioén finita, deducimos que

|Sa — Ta|| = 0.

Asi,
ISall = 1T < 1Sa = Tall + | Tall = IT|I| — 0

y
1Say™ =Tyl < 1Se=Tallly I+ 1T5y" =T*y"[| = 1S =Tulllly™ I+ 1Tay"=T"y*|| = 0.

Solo resta renombrar a la red (S,) como (7).

En el caso general, factoricemos a 1" via la proyeccion al cociente k : X* — X*/kerT.
En otras palabras, consideremos el siguiente diagrama conmutativo de espacios de
Banach y morfismos:

| 5

X*/kerT

Siendo dim(X*/ker T') = dim(R(T')) < oo, podemos aplicar la parte (a) para obtener
(To) € F(X*/kerT,Y) con las propiedades deseadas. Definamos la red (7},) como
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T, = Taka para cada «. Es decir,

x* 1o

el

X*/kerT

Es claro que se trata de operadores de rango finito. Para ver que son w* —w continuos
alcanza con ver que k lo es. Escribamos

=1

con r; € X, y;* € Y™ para todo 7, e yj*, ..., y:* linealmente independientes.

Llamando S al subespacio [z; : i = 1,...,n], de la escritura anterior obtenemos
ker T = S+ (el anulador de S). Por lo tanto

X*/ker T =5 vy  (X*/keeT)*L5%Lg,
via los isomorfismos canénicos ¥ : X*/kerT — S* tal que V(k(z*)) = z*|g, U*
S 5 (X*/ker T)* y Jg : S — S*.

Sea (z7) una red en X* tal que z7 “ 0, entonces

(k) 2) = (R(3), B)) = U (@)(k(22)) = B(U(k(3)) = () = O

O sea, k es w* — w-continua.

La verificacién de I, III, II" y IIT’ es ahora inmediata. En efecto, I resulta de
|Tall = I Tall = 1T, L de Try* = x*(T3y*) — w*(T*y*) = T*y" para todo y* € Y,
I de T7Y(Y) = & Y(T7Y(Y)) y por lo tanto Thaz* = To(k(z*)) = T(k(z*)) =
Tx* para todo z* € T~1(Y), y II’ es analogo a III.

O

Queremos ahora particularizar este lema al contexto del Principio de Reflexividad

Local. Consideremos E C Y™ un subespacio de dimensién finita. El Lema 1.2.6 nos

dice que Foe (E**,Y) = F(E,Y) y Fur(E*,Y*) = F(E,Y**). Via los correspondientes
isomorfismos canénicos y tomando a T' € F,« (E**, Y**) como el operador que se identifica

con la inclusion £ —— Y**, rapidamente el Lema 2.1.2 se convierte en:

Corolario 2.1.3. Sean EE C Y** y F C Y™ subespacios de dimension finita. Entonces
existe una red (Ty)aer € F(E,Y) tal que:



2.1. APROXIMACION DE OPERADORES EN Fw(X*, V™) 25
LTal =1,
1 T,y =1y para todoy € ENY,

1 Ty* — y*| g para todo y* € Y*. Ademds, T y* = y*|p si y* € F.

Definiciones 2.1.4. Dado un operador 7" : X — Y, diremos que 1" es una casi-isometria
(lineal) si existe algin ¢ > 0 tal que

IEdl
1+¢

<||Tz| < (14 ¢)||z|| para todo z € X.

Para un tal €, decimos ademds que T' es una e-isometria (lineal).

Fijado ¢ > 0, es claro que un operador 71" es una e-isometria si y solo si T' es un
monomorfismo y valen las acotaciones ||T||, ||(T]|*™)7Y| < 1 +e.

Es posible mejorar el resultado del Corolario 2.1.3 eligiendo la red (7,,) de forma tal
que todos los operadores sean e-isometrias.

Lema 2.1.5. Sean E C Y™, F C Y* subespacios de dimension finita y sea € > 0.
Entonces eziste una red (Ty)aer € F(E,Y) de e-isometrias que satisfacen I, II y III del
Corolario 2.1.3.

Demostracion. La idea de la demostracion es agrandar el subespacio F' de manera
conveniente de forma tal que al aplicar el Corolario 2.1.3, los operadores de la red (a
partir de un cierto término) resulten autométicamente e-isometrias.

Sea § > 0 tal que (1+¢)~! < 1—2§. Como E es de dimensién finita, Sg es totalmente
acotado. Tomemos {ej,...,e,} € Sg una o-red. Para cada i = 1,...,n podemos elegir
fi € Sy+ lo suficientemente cerca de realizar ||e;|| = 1, de manera que |e;(f;)] > 1 — 6.
Tomemos el “agrandado” de F como F' = F + [fi,..., f.] v apliquemos el Corolario 2.1.3
con este subespacio en lugar de F', para obtener la red (7,). Claramente, como esta red
verifica III del Corolario para F, también lo verificard para F.

Observemos que si e € S deberd existir un cierto i para el cual ||e — ¢;|| < §. Luego,

le(f)l = lei(fi)l = lei(fi) —e(fi)l = 1 =6 =3 fill = 1 — 2.
Por lo tanto,

s <1=20 <le(fi) = [fils(e)| = 1Tz (f)(O] = [fi(Ta(e))] < | flll Tuell = | Tuell

Solo resta tomar «q suficientemente grande tal que ||7,|| < 1+ ¢ para a > «ap y cambiar
la red (7,) por (T%)a>a0- O
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2.2. Reflexividad local

Comenzamos esta seccion delineando qué entendemos por reflezividad local. En el
contexto del Analisis Funcional, las nociones locales son aquellas que dependen de
los subespacios de dimension finita. Queremos dar una version local del concepto de
reflexividad. Recordemos que un espacio de Banach Y es reflexivo si la inclusién canénica
Jy 1Y — Y™ es un isomorfismo. Es decir, si existe un operador T : Y** — Y tal que:

(i) T es inversa a izquierda de Jy. O sea, T'(Jyy) = y para todo y € Y, o bajo nuestra
identificacién de Jy con la inclusién de subespacios, T'(y) = y para todo y € Y.

(ii) T es inversa a derecha de Jy. O sea, Jy (Ty™) = y** para todo y™ € Y** o lo
mismo, y*(Ty*) = y**(y*) para todo y™* € Y** e y* € Y*.

Ademas, en tal caso el operador T' es necesariamente una isometria. Una versién local
“razonable” de la idea de reflexividad deberia decir que para cada E C Y™** subespacio
de dimensién finita, existe algin operador 7' : £ — Y (necesariamente de rango finito)
que emula de alguna manera las propiedades que nombramos recién. La propiedad (i) se
traduce inmediatamente en “T'(y) = y para todo y € ENY”. La ambiciosa pretensién de
que T sea una isometria sera reemplazada por que 1" sea una casi-isometria. En cuanto a
la propiedad (i), debemos ser cuidadosos, en tanto si pidiéramos (como uno podria pensar
en una primera instancia) que y*(Ty**) = y**(y*) para todo y** € F e y* € Y*; siendo E
arbitrario, concluirifamos que en este caso Jy es suryectiva y por lo tanto el espacio Y es
“slobalmente” reflexivo. Por este motivo, vamos a considerar un subespacio de dimension
finita F© C Y™ prefijado, y la condicién (i) tomard la forma “y*(Ty**) = y™*(y*) para
todo y** € E e y* € F”. En otras palabras, para cada y** € E, la igualdad J{yﬁ = y**
valdra solo al restringir a F'.

La forma ma&s conocida y usada en la actualidad del Principio de Reflexividad Local
fue obtenida por Johnson, Rosenthal y Zippin, quienes mejoraron la versién original de
Lindenstrauss y el mismo Rosenthal. Basicamente esta dice que todo espacio de Banach
es localmente reflexivo en el sentido que definimos recién.

Teorema 2.2.1 (PRL, versiéon JRZ). Sean E C Y™ y ' C Y* subespacios de dimension
finita, y sea € > 0. Entonces existe una e-isometria T' € F(E,Y") tal que:

(i) Ty =y para todo y € ENY,
(i) y*(Ty™) = y*(y*) para todo y** € E e y* € F.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema 2.1.5, tomando como T cualquier
operador de la red (7). O

Pasemos ahora a una forma mas fuerte del Principio de Reflexividad Local, obtenida
por Behrends [3] (ver, por ejemplo, [17, pag. 217]).
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Teorema 2.2.2 (PRL, versién Beh). Sean E C Y™, F CY* y HC L(Y,Y) subespacios
de dimension finita, y sea € > 0. Denotemos

Eny=FE+[A"y":AcH y" e E]CY™.
Entonces existe una e-isometria T € F(Ey,Y) tal que:
(i) Ty =y para todo y € Eg NY,
(1) y*(Ty*™) = y*(y*) para todo y* € Ey e y* € F,
(iii) ||(AT —TA*)|g|| < e para todo A € Sy.

Observacion 2.2.3. Lo novedoso en esta versiéon es el hecho de que T pueda tomarse de
forma tal que satisfaga (7ii), en tanto (i) y (i1) pueden obtenerse a partir de la versién
JRZ, cambiando E por Ey.

Demostracion. Notemos que si H = [By, ..., By,] entonces Ey = E+ Y " R(B*|g) vy
por ende es de dimensién finita. Apliquemos el Corolario 2.1.3 a Ey, F' y € para obtener
(To)aer € F(Eg,Y). Como ||T,|| — 1 podemos asumir que ||7,| < 1+ & para todo «a.
Tomemos {Aj,...,A,} C Sy una /5-red para Sy. Afirmamos que

(A1 Ty — T A g 22 0 en L(E,Y).
En efecto, siy™ € Fey* € Y™,

y (Ao To = To 0 AT)(y™))

y (Ao To)(y™)) =y ((Ta 0 AT)(y™))
(y" o (A1 o To))(y™) — (¥ o Ta) (ATY™)

= T(Ay) () - (Toy") (ATy™)
— ~——
« A{y*‘EH « y*|EH
en EH en EH

— Ay ey (V™) — ¥ (ATY™)
= AT (™)) — AT (W) ()
— 0.

Pasando a combinaciones convexas de las colas de (A; o T, — T, o A}*), podemos mejorar
esta convergencia, sin perder la convergencia de los adjuntos de (T,). Conseguimos asi una

red (To(ll))aer(l) que cumple II y IIT del Corolario 2.1.3, ||T0(11) | < 1+4¢ para todo «, y ahora
(A TD = TWA™) 22 0 en L(E,Y).

Observemos que la convergencia de los adjuntos (propiedad III) nos garantiza, con la

misma cuenta que antes, que (AQTO(}) —T(gl)Ag*)| 5 2% 0en £(E,Y). Pasando nuevamente
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a combinaciones convexas de las colas, obtenemos una red (Tc(v2))aer(2) que cumple II y III
del Corolario 2.1.3, | T5?| < 1 + € para todo a, y

(AT? — TP A g 25 0en L(E,Y) parai=1,2.

Iterando este procedimiento para i = 3,...,n llegamos a una red (7T, C(y"))aep(n) que verifica
I1 y 111 del Corolario 2.1.3, ||T{" || < 1+ € para todo «, y

(AT — T A 5 2% 0en L(E,Y) parai=1,...,n.

O equivalentemente, con convergencia en norma en lugar de convergencia sot, por ser F
de dimensién finita.

Observemos que la “construccion” anterior puede hacerse cambiando a F' por cualquier
F C Y* de dimensién finita. En particular, podemos tomar F' como el “agrandado” de F
a partir de Fy y € tal y como se hizo en la demostracién del Lema 2.1.5. Vemos, con la
misma cuenta que en aquella demostracién, que ahora los operadores de la red resultan
e-isometrias.

Finalmente, tomemos ag € I'™ tal que T := Tc(fg) cumpla

(AT —TA™)|Eg| < % para todo i =1,...,n.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ < 1. Hemos hallado entonces un
operador T' que cumple todo lo que queriamos. En efecto, T' es una e-isometria que
claramente verifica (i) y (ii). Para ver que también cumple (7:):

Sean A € Sy e i tal que ||A — A;]| < €/5, entonces

I(AT = TA™)|pl| < AT ]p = AT el + [|AT]e = TAT [pll + [ TA 2 — TA™ ]|
< [[Ai = ANITN + (AT = TAT) ]l + T[] A: — A

9 9 €
(1 — 1 Z
<5( +a)+5+( +€)5
<Z24+-42-—e 0

5 ) )

Por tdltimo, concluimos este capitulo dando una aplicacion mas del Lema 2.1.2. Para
ello necesitaremos la siguiente proposicién elemental.

Proposicién 2.2.4. Si T € L(X, X), entonces T es un proyector si y solo si T* es un
proyector.

Demostracion. Dado que X™* separa puntos, es facil ver que si Z es un espacio vectorial
topolégico y U,V € L(Z, X), entonces

U=V << U=V~
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Por lo tanto,
T°=T +— (T?)"'=T" +— (T")*=T"

]

Comentario 2.2.5. La proposicién anterior vale para cualquier X espacio vectorial
topoldgico localmente convexo, con exactamente la misma demostracion.

La pregunta de cuando un operador S entre espacios duales puede pensarse como
el adjunto de otro, tiene su respuesta en el Comentario 1.2.4. Alli mencionamos que es
condicion necesaria y suficiente que S sea w* — w* continuo. Nos preguntamos ahora si
podra haber una respuesta menos restrictiva si solo aspiramos a que S sea un adjunto
“localmente”. De la misma forma en que no todo Banach es reflexivo, pero todos lo
son localmente. El siguiente teorema nos dice que si el operador es de rango finito,
efectivamente serd un adjunto a nivel local, sin pedir ninguna hipotesis adicional. Més
aun, podremos elegir un “preadjunto” también de rango finito (en congruencia con el
resultado “global” del Lema 1.2.2) y que sea un proyector si S lo es (en congruencia con
el resultado “global” de la Proposicién 2.2.4). Esto ya habia sido probado por Johnson,
Rosenthal y Zippin con la restriccién adicional de que X fuese de dimension finita. Si
bien su argumento implicaria también el caso general, Oja y Poldvere [28] obtienen una
demostracion mucho mas rapida a partir del Lema 2.1.2.

Teorema 2.2.6 (“Adjuncién Local”). Sea F' C Y™ un subespacio de dimension finita, y
sea € > 0. 51 S € F(Y*, X*), entonces existe un operador T' € F(X,Y) tal que:

(1) T =Sl <e,
(i) R(T*) = R(S),
(i1i) T*y* = Sy* para todo y* € F,
(iv) T**x** = S*x** para todo z** € (S*)~1(Y).

Ademds, si X =Y y S es un proyector, entonces T también puede tomarse como un
proyector.

Demostracion. Escribamos R(S) = [z},...,x}] y elijamos yf,...,y: € Y* tales que
Syf = af para todo i = 1,...,n. Eventualmente cambiando a F por F + [yf,...,y}],
podemos suponer que R(S) = S(F). Probando el teorema para este F' “agrandado”
quedara probado en particular para el original.

Por el Lema 1.2.3, S* € F,(X*,Y*). El Lema 2.1.2 produce una red (7,) C
Fu (XY tal que:

U |Tal = 15 = 115,
H, Ta.fll'** — S*x** Si .CC** c (S*)_I(Y),
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ur Thy* = Sregr = @ siy* € F.

Elijamos o lo suficientemente grande como para que |||T,,|| — [|S]|| < €, y definamos
T :=T,,|x. La primera observacién es que T** = T, o més formalmente, 7** = Jy oT,,.
En efecto,

T**|X = Jy ol = Jy OTaolX == (Jy OTao)lX-

Siendo los operadores T** y Jy oT,,, w*-continuos, por Teorema de Goldstine y linealidad
deberan coincidir sobre todo X**. Esto prueba que 7" cumple (7v).
Para ver (i), tomemos y* € I’y calculemos

Ty = J5(Thy") = Jx(Sy*) = (Jx o Jx-)(Sy") = Sy".
N——

=Ix»

El item (i) es inmediato, solo recordando que ||T'|| = ||T4,|| por ser Ty, w* — | - ||
continuo y por Teorema de Goldstine.
En cuanto a (i), sabemos por (i) que

R(S) = S(F) = T*(F) C R(T*).

Para la otra inclusién, por (iv):
ker S* C ker T™.

Y siendo R(S) y R(T*) cerrados en X*(son de dimensién finita), queda
R(S) =+ ker S* DF ker T** = R(T™),

donde * ker S* y + ker T** denotan a los preanuladores de ker S* y ker T** respectivamente.

Por dltimo, probemos el “Ademd&s”. Supongamos entonces que X = Y y S €
F(X*, X*) es un proyector. Eventualmente cambiando a F por F' + R(S), podemos
asumir que F' O R(S). Nuevamente, probando el Teorema para este F' “agrandado”
quedara probado en particular para el original. Por lo demostrado recién, debe existir un
operador T € F(X, X) que satisface (i)-(iv). Veamos que bajo estas condiciones T resulta
ser un proyector. Equivalentemente, por la Proposicién 2.2.4 podemos ver que T lo es.
Tomemos z* € R(T*) y verifiquemos que 7™ lo fija. Dado que, por (i), R(T*) = R(S) C F,
(#1i) nos dice que T*z* = Sz*. Y siendo S un proyector, Sx* = z*. Por lo tanto, T*z* = x*
como queriamos ver. O



Capitulo 3

Complementacion local

3.1. Subespacios localmente complementados e idea-
les

A partir de aqui supondremos que Y es un subespacio no trivial de Z. Siendo Y y Z
espacios de Banach, Y sera cerrado en Z.

El Teorema de Hahn-Banach, uno de los resultados fundamentales del Analisis
Funcional, nos dice en particular que cualquier funcional continua definida sobre Y puede
extenderse a otra definida sobre todo Z. Mas atin, esta extension puede hacerse de forma
isométrica. Esto es, preservando la norma de la funcional. Existe entonces, por el Axioma
de eleccion, una funcién ¢ : Y* — Z* que a cada y* € Y™ le asigna una extension
y* € Z*. Una pregunta que surge naturalmente es si serd posible encontrar una tal ¢
con “propiedades buenas”, como linealidad, continuidad y otras. La respuesta es que no
siempre. Nos abocaremos ahora a estudiar mejor este problema.

Definiciones 3.1.1. Un operador de extension de Y* en Z* es un operador continuo
¢ Y* — Z* tal que ¢(y*)(y) = y*(y) para todo y* € Y*, y € Y. Es decir, ¢(y*) es
una extension de y*, para cada y* € Y*. Si ademads ¢ es isométrico, decimos que es un
operador de extension de Hahn-Banach y que Y es un ideal en Z.

Proposiciéon 3.1.2. Si ¢ : Y* — Z* es un operador de extension, entonces:
(i) o)l = ly*|l para todo y* € Y.
(ii) ¢ es un monomorfismo.

(iii) ¢l = 1.

(iv) ¢ es un operador de extension de Hahn-Banach si y solo si ||¢]| = 1.

Demostracion. (i) Es consecuencia inmediata del hecho de que para cada y* € Y*,
¢(y*) es una extension de y*.

31
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(ii) Si ¢(y*) =0, por el item (i) debera ser y* = 0.

(7i) Se deduce inmediatamente a partir del item (i) (recordar que supusimos que Y es
no trivial).

(iv) Es claro que si ¢ es un operador de extensién de Hahn-Banach, debe tener norma
1.

Por otra parte, si ¢ es de norma 1, entonces para cada y* € Y* tenemos

ly™ll < Nyl < lIlllly™ll = Iy |l-

De donde ||¢(y*)|| = ||y*]|-
O

Si existe ¢ : Y* — Z* operador de extension, la proposicion anterior nos dice que ¢
necesariamente es un monomorfismo. Por lo tanto Y* puede pensarse como subespacio
algebraico de Z*, extendiendo a las funcionales de Y* via ¢. Mas ain, si ¢ fuese un
operador de extension de Hahn-Banach, Y* podra pensarse como subespacio normado de
Z* via ¢.

Fakhoury [13] y Kalton [20] estudiaron sistematicamente los pares de espacios de
Banach (Y, Z7) tales que Y es un subespacio de Z y existe un operador de extensién
¢ : Y* — Z*. Varios ejemplos pueden encontrarse en [27, Seccién 5.5]. Un ejemplo
paradigmético (o mejor dicho una familia de ejemplos paradigméticos) es sin duda el
del ideal Y —— Y** donde Jy« : Y* — Y** cumple el rol de operador de extension de
Hahn-Banach. En efecto, para cada y* € Y* se puede ver por verificacion directa que el
siguiente diagrama conmuta:

y YK

J
Yl 4(@/*)

Y**

Pasemos ahora a analizar otro concepto que aunque en primera instancia no lo parezca,
estd muy fuertemente relacionado con el de los operadores de extension. Recordemos
primero que Y se dice complementado en Z si existe algin W subespacio cerrado de Z tal
que Z =Y & W. Equivalentemente, Y esta complementado en Z si existe un proyector
continuo en Z de rango Y. O lo mismo, si existe un operador continuo 7' : Z — Y
tal que Ty = y para cada y € Y. Nos interesa formular una versiéon local del concepto
de “subespacio complementado”. Pediremos entonces (para decir que Y esté localmente
complementado en Z) que para cada E subespacio de Z de dimensién finita, exista alguna
proyeccion local T : E — Y que fije a los puntos de F que estédn en Y. El tinico aditamento
faltante para que este concepto resulte realmente 1itil, es la condicion de que haya un cierto
control sobre las normas de las proyecciones locales.
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Definiciones 3.1.3. Dado A > 1, decimos que Y esta localmente A-complementado en
Z si para cada € > 0 y cada £ C Z subespacio de dimensién finita, existe un operador
T : E — Y (necesariamente continuo) tal que Ty = ysiy € ENY y || T|| < A+e. A su vez,
decimos que Y esta localmente complementado en Z si esta localmente A-complementado
para algin A > 1.

En las definiciones anteriores solo consideramos los A > 1 pues, salvo los casos triviales
en que ENY = 0, las proyecciones locales tendran norma mayor o igual a 1. De la misma
manera en que un proyector no trivial tiene norma mayor o igual a 1.

Es un corolario inmediato del Principio de Reflexividad Local que Y esta localmente 1-
complementado en Y**. También es claro que si Y estd complementado en Z, en particular
estara localmente complementado. En efecto, dado P : Z — Z proyector continuo de rango
Y, para cada subespacio £ C Z de dimension finita podemos tomar como proyeccién local
aT = P|5. Asi, Ty =y paratodoy € ENY y ||T|| <||P|| < ||P|| + ¢ para todo & > 0.

Nuestro objetivo ahora serd probar que la complementacién local (resp. 1-
complementacion local) de Y en Z y la existencia de un operador de extension (resp.
operador de extensién de Hahn-Banach) ¢ : Y* — Z* son, de hecho, equivalentes. A su
vez daremos otras formulaciones también equivalentes. Con esto en mente, comenzaremos
por establecer una generalizacién del Lema 2.1.2 en la que Y** es reemplazado por Z y
Jy« : Y* — Y™ por un operador de extension arbitrario ¢ : Y* — Z*.

Teorema 3.1.4 (Lema Principal “fijando puntos” extendido). Sea F' C Y™* un subespacio
de dimension finita. Si existe ¢ : Y* — Z* operador de extension y si T € Fu (X*, Z),
entonces existe una red (Ty)aer C Fur (X*,Y) que satisface:

LTl = 17 0 ol
11 T,x* = Tz* para todo z* € T~ (Y) y para todo a.

m T 2 T o ¢ en L(Y* X). Ademas, Try* = T*(¢(y*)) para todo y* € F y para todo
a.

Demostracion. Basta con cambiar Y** por Z y Jy« por ¢ en las demostraciones de los
Lemas 2.1.1 y 2.1.2 para probar esta generalizacion, de forma practicamente idéntica.
Consideramos por lo tanto que no se justifica repetir todo el argumento. Unicamente
nos detendremos sobre un punto que en aquel caso particular era realmente mas sencillo.
Comenzando igual que en de la demostracion del Lema 2.1.1, usamos las identificaciones
canodnicas

1

For( XYV =T(X,Y*) y Fur(X*, 2)* éI(X, Z*)
para definir ¥ : F«(X*,Y)* — Fus (X*, Z)* por V(A) = po A, para A € Z(X,Y™). Para

poder seguir como en aquel caso, debemos probar que H\IJ*(T\)H < ||Tx o0 ¢|.
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Notemos primero que para cada A € Z(X,Y™),
(A, 0(T)) = (V(A),T) = (T, ¢ 0 A).

Por otra parte, puede probarse que al ser A un operador integral, su adjunto A* también
lo es y vale ||Al|; = ||A*||r (ver [34, pag. 65-66]). Teniendo en cuenta ademds que

T op e F(Y", X) éJ’-"w*(Y***,X) y Fuoe (Y X)) éI(Y**,X*),
se puede deducir que
(T,poA) = (T" 0, A").
En efecto, escribiendo al operador 17" como T = Z?Zl T; ® zj para ciertos ri,...,xp € X
YV 21,...,2 € Z,valdra T" o ¢ = 2521(2] o ¢) ® x;. Por lo tanto,

k k

(T" 0 ¢, A") = > A"(509)(x;) = > _ ¢(Ax;)(2) = (T, p 0 A).

j=1 j=1

Tenemos entonces que
(A, W (T))| = (T 0 ¢, A)| < || T 0 [[| A7

Y como A era arbitrario, concluimos que || V*(T)|| < ||T* o ¢||.
Como ya mencionamos, el resto de la demostracion sigue tal y como se hizo antes. [

Este teorema, junto con el Lema 1.2.6, nos permiten derivar:

Corolario 3.1.5. Sea F C Y* un subespacio de dimension finita. Si existe ¢ : Y* — Z*
operador de extension y si T € F(X,Z), entonces existe una red (Ty)aer C F(X,Y) que
satisface:

LTall = T o ¢l
11 Tpw = Tz para todo x € T~ (Y) y para todo c.

m T 2% T o ¢ en L(Y*, X). Ademds, T*y* = T*(¢(y*)) para todo y* € F y para todo
a.

Pongamos en el corolario anterior X = £ C Z subespacio de dimension finita y 7" la
inclusién £ — Z. Notando que en este caso | 7% o ¢|| < ||¢]| y lamando T a T, para
algin « suficientemente grande, obtenemos:

Corolario 3.1.6. Sean E C Z, F C Y~ subespacios de dimension finita y sea € > 0. Si
existe ¢ 1 Y* — Z* operador de extension, entonces existe un operador ' : & — Y tal
que:
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TN < lloll +e.
n Ty =y para todoy € ENY.
1 y*(Tz) = ¢(y*)(2) para todo z € E, y* € F.
En particular, Y esta localmente ||¢||-complementado en Z.

Ya estamos en condiciones de probar las equivalencias que anticipamos. Demostra-
ciones de las mismas han sido expuestas por Fakhoury [13] y por Kalton [20] de forma
independiente. Oja y Példvere [28] prueban una de las implicaciones en [28, pag. 1086].

Denotamos por Y+ al anulador de Y en Z*.

Teorema 3.1.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe un operador de extension (resp. operador de extension de Hahn-Banach)
b Y = 7"

(11) Y estd localmente complementado (resp. localmente 1-complementado) en Z.
(iii) Jy admite una extension lineal y continua (resp. lineal y de norma 1) S : Z — Y™**.

(iv) Y+ estd complementado en Z* (resp. existe un proyector P : Z* — Z* de norma 1
conker P=Y1).

Demostracion. (i) = (ii): Ya se vio en el Corolario 3.1.6. En particular, si existe una
tal ¢ de norma 1, Y estard localmente 1-complementado.

(i) = (iii): Sea A > 1 tal que Y esta localmente A\-complementado en Z. Vamos
a “construir” un operador S : Z — Y™ via lo que se conoce como un argumento de
compacidad de Lindenstrauss [23].

Consideremos el conjunto de indices

A ={(FE,e) : E C Z es un subespacio de dimensién finita y 0 < e < 1}

dirigido por el orden producto entre la inclusién de conjuntos y la desigualdad opuesta de
los nimeros reales. Es decir,

(Er,e1) 2 (Ey,e9) <= Ey CEyye > e

Paracada o = (F,¢) € Aexiste T, : F — Y talque T,y =ysiy € ENY y || To]] < A+e.
Definamos la funcién L, : Z — Y** segun:

La(z):{fa\z sizek

0 sl no
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Observemos que para cada z € Z debe existir algin indice ap € A tal que L,(z) = f:z
para todo o = «p. En efecto, basta tomar oy = ([z], 1).

Ahora bien, || Lo(2)|| < |Tozll = [Tuz]| < (A+)l|2]l < (A + 1)]J2]. Por lo tanto,
tenemos la red

(La)aen € P =[] By++[0, (A + 1)||]]].

z2€Z

Por el Teorema de Alaoglu, cada una de las bolas anteriores es compacta para la topologia
w* y, por el Teorema de Tychonoff, P resulta compacto para la topologia producto de
las anteriores (ver Apéndice). Por lo tanto deberan existir S : Z — Y** en P y alguna
subred (Lq,)s tal que Lo, — S en P. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
L, — S en P. El lector podra verificar que salvo por una simplificaciéon en la notacion,
esta suposicién no tiene ninguna otra repercusién en la demostracion. Por lo tanto, en
definitiva tenemos que

Lo(2)(y*) = Sz(y*) paratodoz e Z, y* € Y™,

Veamos primero que S es lineal. Tomemos a,b € K, 21,20 € Z v ag € A tal que si
o = «g, entonces

Lo(z1) =Toz1, La(22) =Tazo v La(azy + bzy) = Ty(azy + bzs)
(todos pensados en Y**). Luego,
Lo(azy + bz) = aLa(z1) +bLa(22)  para todo a = ay.
Evaluando en y* € Y* y haciendo a — o0, resulta
S(azy +az)(y*) = aS(z1)(y") + bS(22)(y")-

Como y* era arbitrario, esto nos dice que S(az; + azy) = aS(z1) + bS(29).
Ahora probemos que ||S|| < A. Fijemos z € Z y tomemos un y* € Y* cualquiera. Para
todo « suficientemente grande tenemos que

1 La(2)(y)] = [Taz(y")] < [[Tazlllly™ll < (X +o)llz[y" I
Dado que cuando a = (E, &) — 0o necesariamente £ — 0, tomando limite resulta
1S2(y")| < Allzlly7l-

Esto nos dice que ||Sz|| < Al|z]|. Siendo z arbitrario, concluimos que [|S|| < A.

Que S extiende a Jy es claro, pues si y € Y, para todo « suficientemente grande
valdra L, (y) = T,y = y. Basta evaluar en y* y tomar limite igual que antes.

En el caso particular en que A = 1, recordando que Y # 0,

L= Il < 8] < 1
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y la extension S resulta de norma 1.

(#ii) => (i): Definamos ¢ := S*|y« : Y* — Z*.
¢ es un operador lineal con ||¢|| < ||S*|| = ||5]-
Siy*eY*eyeV,

o) () = Sy (y) = Sy(y") =5y") = y*(y).

Queda probado entonces que se trata de un operador de extension.
Si [|S]| = 1, la desigualdad ||¢|| < ||S]| junto con la Proposicién 3.1.2 nos dicen que ¢
es de Hahn-Banach.

(i) = (iv): Definamos P : Z* — Z* segin Pz* = ¢(z*|y) y veamos que es un
proyector continuo en Z* con ker P = Y (probando asi que Y+ estd complementado en
zZ*).

Es claro que P es lineal y continuo. De hecho, P = ¢o¢* con i : Y —— Z la inclusién.
Ademas || P[| < {|o]]

Como todo operador de extensién es mono, dado z* € Z*,

ZFEYT = 2y =0 <= é(z]y) =0 <= * cker P.

Para ver que es un proyector:

Pz = P(¢(2"ly)) = 6(3("|y)ly) = ¢(="ly) = P=".

En el supuesto de que ¢ fuese de Hahn-Banach, la desigualdad ||P|| < ||¢]| junto con
el hecho de que todo proyector no trivial tiene norma mayor o igual a 1, nos dicen que
1Pl = 1.

(iv) = (i): Sabemos que existe un proyector continuo P : Z* — Z* con ker P = Y.
Definamos ¢ : Y* — Z* segiin ¢(y*) = P(y*) con y* € Z* alguna extensién de y*, cuya
existencia esta garantizada por el Teorema de Hahn-Banach.

Lo primero que debemos ver es que ¢ estd bien definida. Si 27,25 € Z* son dos
extensiones de y* € Y*, entonces (2] —z3)|y = y*—y* = 0. De donde 2} — 25 € Y+ = ker P
y por lo tanto P(zf) = P(z3).

Es fécil verificar que ¢ es lineal, solo notando que dadas dos funcionales yi,y; €
Y* y dadas extensiones 27,25 € Z* de las mismas, una combinacién lineal de 27, z3
serd extension de la correspondiente combinacién lineal de yi, ys.

Para ver que se trata de un operador acotado, dada y* € Y* el Teorema de Hahn-
Banach nos permite elegir para una extensién isométrica y* € Z*. Podemos calcular
entonces

lo)I = 1P@HI < 1Pyl = 1Py
Queda probado que ¢ es acotado y [|¢|| < || P||.
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Usando ahora que P — Iz tiene rango R(P — Iz+) =ker P = Y+,

(P = 1Iz)y*)(y) =0
Py*(y) —y*(y) =0
¢y )(y) =y"(y), paratodoy€Y.
Esto nos dice que ¢ es operador de extension.
En el caso particular en que ||[P|| = 1, la desigualdad ||¢|| < ||P|| junto con la
Proposicién 3.1.2 nos dicen que ¢ es de Hahn-Banach. O]

Algunos puntos de la demostracién anterior merecen particular atencion:

1. Vimos como definir a partir de un operador de extensién ¢, un proyector acotado
P:7Z*— Z*conker P=Y".

2. Reciprocamente, vimos como definir ¢ a partir de P.
3. Dado S como en el item (74i), vimos como definir un operador de extension ¢.

También podriamos haber probado la implicacién “(i) = (i4)” definiendo S := ¢*|z. Es
facil ver que S es efectivamente una extension de Jy y que tiene norma 1 si ¢ es de Hahn-
Banach. Todas estas construcciones son mutuamente reciprocas y definen biyecciones
entre los conjuntos de operadores de extensién ¢ como en (i), operadores S como en (iii)
y proyectores P como en (iv). Ademads:

a) Todas preservan norma 1.
b) Si ¢ <> P, entonces R(¢) = R(P).

Por 1ltimo consideremos a ¢y, el espacio de sucesiones en K que convergen a 0.
Como ya mencionamos, el PRL nos dice en particular que este espacio estd localmente
1-complementado en su bidual. Si denotamos por G : {o, — ¢ al isomorfismo candnico
entre estos espacios y por i : ¢g — {, a la inclusion, la conmutatividad del diagrama

Co

Jeo
%

loo —> C&*

G

nos permite probar que cq esta localmente 1-complementado como subespacio de /.. Por
otra parte, es sabido que ¢y no esta (“globalmente”) complementado en £.,. Esto tltimo
fue probado por Phillips [32] y luego refinado, generalizado y vuelto a probar por muchos
matematicos como Grothendieck, Pelczynski, Rosenthal, Nakamura y Kakutani, entre
otros.
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El concepto de la complementacién local es entonces, como era de esperarse, realmente
distinto y mucho més abarcativo que el de la complementacién. No obstante, a diferencia
de lo que ocurre con el par “reflexividad / reflexividad local”, no es cierto que todo
subespacio de un espacio de Banach esté localmente complementado. De hecho, puede
probarse que todo subespacio de Z esta localmente complementado si y solo si Z es
isomorfo a un espacio de Hilbert (ver [14, Teorema 2.1] o [8, Teorema 3]).

3.2. Ideales casi isométricos

Diferentes subclases de ideales han sido extensivamente estudiadas por muchos autores
(para referencias ver [26, Seccién 4]). En este capitulo nos centraremos en una clase
en particular: la de los ideales casi isométricos. Esta fue definida y estudiada por
Abrahamsen, Lima y Nygaard [1]. También veremos algo breve sobre los llamados ideales
estrictos y algo aiin mas breve sobre los M-ideales.

Seguimos suponiendo que Y es un subespacio (necesariamente cerrado) no trivial de

Z.

Definicién 3.2.1. Decimos que Y es un ideal casi isométrico en Z si para cada € > 0y
cada E C Z subespacio de dimensién finita, existe una e-isometria T : E — Y tal que
Ty=ysiye ENY.

Remarquemos que Abrahamsen, Lima y Nygaard [1] no piden que Y sea subespacio
cerrado de Z (o lo mismo, que sea Banach). Comentan ademds que Y es un ideal casi
isométrico en Z si y solo si su clausura lo es.

Dicho de otra forma, Y es un ideal casi isométrico en Z si estd localmente 1-
complementado y ademas para cada € > 0 pueden elegirse proyecciones locales que sean
e-isometrias. Por lo probado en el Teorema 3.1.7, la clase de los ideales casi-isométricos
es efectivamente una subclase de la de los ideales. Logicamente, para que los ideales que
verifican esto merezcan recibir un nombre especial, debemos constatar que no todo ideal es
casi isométrico. Si bien no expondremos la demostracion aqui, nos gustaria mencionar que
Abrahamsen, Lima y Nygaard dan en [1], como ejemplo de ideal que no es casi isométrico,
a {; — [4]0,1], donde se estd identificando a una cierta isometria en particular con
la inclusién. O lo mismo, hay un cierto subespacio cerrado de L1[0, 1], isométricamente
isomorfo a ¢1, que es un ideal pero no un ideal casi isométrico en L;[0, 1]. Por otra parte,
como ejemplo de ideal casi isométrico (o mejor dicho, familia de ejemplos), tenemos que
Y es un ideal casi isométrico en Y**. Esto es consecuencia inmediata del Principio de
Reflexividad Local.

Como motivacién del estudio de los ideales casi isométricos, Abrahamsen, Lima y
Nygaard prueban en [1] que las llamadas propiedades de didmetro 2 y la propiedad de
Daugavet de un espacio de Banach Z son heredadas por sus ideales casi isométricos.
Asimismo, dan una caracterizacion de la clase de espacios conocidos como espacios de
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Gurariy en términos de estos ideales: un espacio de Banach Y es un espacio de Gurariy
si y solo si es un ideal casi isométrico en todo superespacio Z D Y.

El Corolario 3.1.6 nos dice en particular que si Y es un ideal en Z, dado cualquier
operador de Hahn-Banach ¢ : Y* — Z* existen proyecciones locales sobre Y
“compatibles”, en algin sentido, con ¢. Nos preguntamos ahora si en el caso de los ideales
casi isométricos valdra algin resultado analogo pero preservando el caracter de e-isometria
de las proyecciones locales. La respuesta es que si, pero debemos cambiar “cualquier ¢”
por “algin ¢”.

Teorema 3.2.2. Supongamos que Y es un ideal casi isométrico en Z. Entonces existe un
operador de extension de Hahn-Banach ¢ : Y* — Z* tal que para todo E C Z, FF C Y*
subespacios de dimension finita y todo € > 0, existe una e-isometria T : E —'Y tal que:

1 Ty =1y para todoy € ENY.
11 y*(Te) = ¢(y*)(e) para todo e € E, y* € F.

Demostracion. Comenzamos con el argumento de compacidad de Lindenstrauss empleado
en la demostracion del Teorema 3.1.7, con la diferencia de que en este caso podemos
asumir también que para cada o = (F, ¢) la correspondiente proyeccién local T, : E — Y
es una c-isometria. Referimos al lector a esa demostracién para ver en qué consiste el
argumento y cudles son las notaciones empleadas. Igual que en ese caso tenemos que el
operador ¢ = S*|y+ es un operador de extensién de Hahn-Banach (esto se vi6 al probar la
implicacién “(111) = (i)” de aquel teorema), donde S es el limite en P de la red (Lg)aen-
Fijemos ahora F y ¢ y notemos a = (E,é). Consideremos también un subespacio de
dimensién finita F' C Y*. Las proyecciones locales T,, no son compatibles, en principio,
con ¢. Debemos corregir esto para poder dar por concluida la demostracion. Recurrimos
entonces al argumento de perturbacion de Oja y Poldvere empleado en la prueba del
Lema 2.1.2. De forma andloga a lo hecho en aquella oportunidad, teniendo presente la
identificacién del Lema 1.2.6, podemos definir proyectores P € F(E, E)y Q € F(Z*,Z*)
tales que R(Q) = ¢(F), R(P) = ENY y R(Q*) C Y. De hecho, @ puede definirse en este

caso COoImo

Q=Y y®y),
j=1

con (y;,y;)7—; un sistema biortogonal completo para F' (i.e., {y7,...,y,} base de F' e
Yi,---,Yn € Y tales que yj(y;) = d;;). Para cada a definimos S, : £ — Y andlogamente a
como se hizo en esa demostracion, cambiando el operador T de aquella oportunidad por
la inclusion i : E —— Z. Es decir,

So = igP + To(I — P) — Q" Jy(Ta — ip)(I — P)
=igP+T,—-T,P — Q*Jz<Ta — ZE) + Q*Jz(Ta — ZE)P
- ’LE —|— ([— Q*)Jz(Ta - ZE)([ - P)
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Se verifica igual que antes que S,y = y para todo y € £ NY. Ademas,
Sa - Ta — (ZE' - Ta)P - Q*Jz<Ta - ZE)([ - P) — —Q*Jz<Ta - ZE)([ - P),

pues Toy = y paray € ENY = R(P). Queremos ver que ||S, — T,|| — 0. Siendo E de
dimension finita, nos alcanza con ver que S, — 7T, — 0 puntualmente. Sean e € F'y § > 0.

Dado que Q@* =3"7_, ¢(y;) ® y;,

n n

Q" Jz(Ta=ir)e = Q' (Tue=2) = > (Tuelow))~26(w)) s = Y, (Taely) ~2(6(w;) ).

j=1 Jj=1
De donde .
1Sae — Taell < 11 Tae(y}) — b)) 1ys-

j=1
Sea ap € A tal que The = Ly (e) ¥ ILale)(y;) — Se(y;)ll < 6 si a > ag. Notando que
e(o(y;)) = e(S*y*) = Se(y*) = e(S)(y"), podemos concluir que

[Sae = Tuell < (3 llwsl)d  sia>ao.
j=1

Como ¢ era arbitrario, ||S,e — Thel| — 0. Resulta como dijimos que [|S, — T,| — 0. A
partir de esto, vemos que los operadores perturbados S, son también e-isometrias para «
suficientemente grande. En efecto, dado e € Sg,

Suell < IToell + 1o = Sallllel] < 1+ + [T = Sl —=> 1

1
HSaeH > HTae” - HToc - SozHHe” > F - HTa - Sa” — L
15 a—00

Ambas convergencias independientes de e. Probando, por tltimo, que todos los operadores
S, son compatibles con ¢, el operador T' del teorema podra elegirse como S, para algin
indice v grande. Sean entonces e € F e y* € F. A partir de la escritura

So =ipg+ (I —Q")Jz(To —ip)(I — P)

y recordando que S, toma valores en Y, calculamos

(Sae,y") = (Sae, ¢(y")

~

= (e,0(y")) +((I = Q") Jz(Ta —ix)(I — P)e, ¢(y"))
= (e,0(y")) + ((Ta —ip)(I — P)e, (I = Q)o(y"))
T
= (e, 0(y"))-
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Antes de pasar a la siguiente definicion, recordemos que la norma del espacio Z siempre
puede caracterizarse a partir de su dual Z*, segin

l|z]l = sup |2"(z)] paratodo z € Z.
Z*EBz*

En general, dado un subespacio H C Z*, siempre podemos considerar la seminorma
p: Z — R definida por

p(z) = sup |h(z)].
heBgy
Y si ademaés el subespacio H separa puntos de Z, p resulta ser una norma. En general,
dicha norma no tiene por qué ser equivalente a la original de Z. Los subespacios H para
los que si ocurre esto reciben un nombre particular.

Definiciones 3.2.3. Un subespacio H C Z* se dice normante para Z si p(z) =
SUpjep,, |M(2)| define una norma sobre Z equivalente a la original. Si mas atin, ambas
normas coinciden, decimos que H es I-normante para Z.

Definicion 3.2.4. Y se dice un ideal estricto en Z si existe un operador de extension de
Hahn-Banach ¢ : Y* — Z* de rango 1-normante para Z.

Como ejemplo (o mejor dicho familia de ejemplos) de ideal estricto, tenemos que Y’
es un ideal estricto en Y**, ya que es facil ver que el rango del operador de extensiéon de
Hahn-Banach Jy« : Y* — Y** es 1-normante para Y**. Més en general, dado cualquier
espacio de Banach X, el rango de Jy es 1-normante para X*. En efecto, si * € X*,

|z*|| = sup |[z"(z)| = sup [Z(z")| = sup [z7"()].
rEBx z€Bx T €BR(sy)

A continuacién damos otras definiciones equivalentes de ideal estricto.
Proposicion 3.2.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Y es un ideal estricto en Z.

(ii) Eziste un proyector P : Z* — Z* con ker P = Y1, de norma 1 y de rango 1-
normante para Z.

(i11) Existe una isometria lineal S : Z — Y™ que extiende a Jy.

Demostracion. Recordemos primero que en la demostraciéon del Teorema 3.1.7 y en la
discusion posterior, establecimos ciertas biyecciones entre los operadores de extension de
Hahn-Banach ¢ : Y* — Z*, los proyectores P : Z* — Z* de norma 1 con ker P = Y+ y
las extensiones lineales de Jy, S : Z — Y™ de norma 1. Consideremos ¢, P y S como
los que nombramos recién.

(i) <= (i1): Es consecuencia de que si ¢ <> P, entonces R(P) = R(¢).
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(i) <= (iii): Observemos que si ¢ <> S, entonces para cada z € Z valdra

1521 = ll¢*|z(A)l = IZe oll = sup |o(y")(2)] = sup |z"(z)].

Yy*E By * Z*EBR(é)
Por lo tanto, en tal caso:

R(¢) es 1-normante <= sup [z"(2)| = ||z|| para todo z € Z
Z*EBR(¢)

< ||Sz|| = ||z|| para todo z € Z

<= S es una isometria.

Como consecuencia de esto tenemos que las afirmaciones (i) y (i) son equivalentes.
[

Veamos ahora que esta nueva subclase de ideales esta incluida en la de los ideales casi
isométricos.

Proposicién 3.2.6. 51 Y es un ideal estricto en Z, entonces Y es un ideal casi isométrico
en Z.

Demostracion. Sean € > 0y £ C Z un subespacio de dimensién finita. Por la proposicién
anterior debe existir una isometria lineal S : Z — Y™ que extiende a Jy. Como
E = S(E) C Y* es un subespacio de dimensién finita e Y es un ideal casi isométrico
en Y**, existe una e-isometria T:E =Y tal que T( )=ysiy € E NY. Definamos
T :=ToS|%: E — Y. Al ser S una isometria y T una e-isometria, es claro que T
resulta una e- 1sometr1’a. Ademsds, si y € ENY, entonces y = Sy € ENY. Luego,
Ty=TSy="Ty=1y. O

Nuestro siguiente objetivo es ver que no vale la implicacion reciproca de la proposicién
anterior. Es decir, no todo ideal casi isométrico es un ideal estricto. Antes de poder exhibir
un contraejemplo, necesitaremos un poco mas de teoria sobre ideales.

Definiciones 3.2.7. Y se dice un M-ideal en Z si existe un proyector P : Z* — Z* de
norma 1 con ker P = Y+, tal que

2|l = [|P="]| + ||z* — Pz*|| para todo z* € Z*.

Al verificar esto tltimo se dice que P es una L-proyeccion.

En otras palabras, Y es un M-ideal en Z si es un ideal y si existe algin proyector P en
Z* de norma 1 con ker P = Y+, tal que Z* = (R(P)®ker P, || - ||1) via la factorizacién de
la suma directa. Se puede probar que de existir un tal P este es tinico. Por ello, podemos
referirnos a P como la proyeccion de Y como M-ideal en Z.
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Definiciones 3.2.8. Y se dice un M-sumando en Z si existe un proyector continuo
Q: Z — Z derango Y, tal que

J2ll = max{|Qz=ll, Il — Q=[}  para todo = € Z.

Al verificar esto ultimo se dice que () es una M -proyeccion.

En otras palabras, Y es un M-sumando en Z si existe algin proyector continuo () en
Z con R(Q) =Y, tal que Z = (Y @kerQ, || - |l») via la factorizacién de la suma directa.
Se puede probar que de existir un tal ) este es unico. Por ello, podemos referirnos a ()
como [a proyeccién de Y como M-sumando en Z.

Es facil ver que si Y es un M-sumando en Z, en particular es un M-ideal. Mas atn, si
@ es la proyeccion de Y como M-sumando en Z, entonces Q* es la proyeccion de Y como
M-ideal en Z.

Pasemos ahora a verificar un sencillo resultado auxiliar de caracter general.

Proposicién 3.2.9. Sea Q) : X — X un proyector. Entonces R(Q*) es w*-cerrado.

Demostracion. Sean (.CE:) una red en X* y ¢ € X* tales que Q*z AN . En otras
palabras, 2 (Qz) — ¢(z) para todo x € X. Queremos ver que ¢ € R(Q*). Por ser Q*
un proyector (ver Proposicién 2.2.4), basta con verificar que Q*p = . O lo mismo, que
©(Qx) = ¢(x) para todo x € X.

Sea x € X. Siendo () un proyector, tenemos que

22 (Q(Qr)) = 27 (Qx)  para todo 7.
Tomando limite resulta p(Qz) = ¢(x), como queriamos ver. O

La siguiente proposicién sera la que nos permitird encontrar un ideal casi isométrico
que no es ideal estricto.

Proposicién 3.2.10. S Y C Z es un M-sumando en Z, entonces Y no es un ideal
estricto en Z.

Demostracion. Supongamos que si. Sea () la proyeccién de Y como M-sumando en Z.
Como mencionamos antes, (Q* es en este caso la proyeccion de Y como M-ideal en Z.
Siendo Z =Y @ kerQ e Y C Z, existe 0 # z € ker ). Por otra parte, como R(Q*) es
w*-cerrado por la Proposicién 3.2.9, vale la igualdad R(Q*) = ker Q* (ver Apéndice). Por
lo tanto, valiéndonos de las equivalencias de la Proposicion 3.2.5, tenemos que

z[l =" sup [*(2)| = sup [z*(2)| =0,

Z*GBR(Q*) Z*EBkerQi

lo cual es absurdo. O
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Estamos finalmente en condiciones de exponer el contraejemplo que anticipamos.
Denotemos por V' al subespacio de ¢y formado por las sucesiones cuya primera coordenada
es 0. Es decir, V = kere] con e] € ¢ la proyeccion sobre la primera coordenada. V' es un
subespacio cerrado propio de ¢y. Denotamos por eq, e, ..., €,,... alos vectores candénicos
de ¢g.

Proposicién 3.2.11. V es un M-sumando y un ideal casi isométrico en cy. En particular,
V' es un ideal casi isométrico que no es ideal estricto.

Demostracion. Definamos @ : ¢g — ¢y como Q(x1,x9,3,...) = (0,29, x3,...). Es facil
ver que () es la proyeccién de V como M-sumando en c¢y. Resta probar que V' es un ideal
casi isométrico en cy.

Sean E C ¢y un subespacio de dimension finita y € > 0. Consideremos ademés
0 <é<1/3yat,2?...,2" € Sg una éred para Sg. Elijamos N € N, N > 2, tal
que |z’ | < € para todo i = 1,...,n. Definamos el operador T : E — V segtin

Tx =Qu+ej(x)ey = (0,29, 23,. .., TN_1, TN + T1, TN41,--- ).
Sixe ENV,
Tr =Qx+ej(zv)ey =+ 0.ey = .
Por otra parte, para cada x € {z',... 2"}, es facil verificar que
l—e<||Tz|]| < 1+&.

Veamos que esto implica que
1

m”x” < ||Tz| < h(é)||z|| paratodo z € F, (3.2.11.1)
€

con h la homografia
1—u

1—3u
Como h((0,1/3)) = (1, 400), eligiendo & de forma tal que h(¢) < 1+ ¢, T resultard ser
una e-isometria y quedara demostrada la proposicion.

Alcanza con verificar las desigualdades en 3.2.11.1 para = € Sg. Por lo tanto, tomemos
r € Spel<i<ntal que ||z — 2] <. Entonces,

IT2|| < [Tz — Ta'|| + |T2'|| < |Tlle + 1 +¢,

h(u)

y despejando obtenemos
1+

1—

5 .
IT) < 1 < heE).

Por otro lado,

Tl > | 7o) = | T = T 21— &= T > 16—
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Capitulo 4

Aplicaciones

Concluimos este trabajo dando algunas aplicaciones del Principio de Reflexividad
Local. En algunos casos, las mismas estaran generalizadas via la nocién de ideales casi
isométricos definida en el Capitulo 3.

4.1. R-acotacion en espacios biduales

Definicién 4.1.1. Para cada j € N definimos la j-ésima funcion de Rademacher como
r; :[0,1] = R tal que r;j(t) = sg(sen(2jmt)), donde sg denota a la funcién signo. Es decir,

(z) 1 sixz >0
sq(x) =
g -1 sixz<0

Notemos que la j-ésima funcién de Rademacher se consigue, en definitiva, dividiendo
el intervalo [0, 1] en 27 subintervalos diddicos de longitud 1/27 y definiéndola en cada uno
como 1 o —1 de forma alternada. Por el contexto en el que se utilizan estas funciones,
los valores que toman en los extremos de los subintervalos carecen de importancia (el
conjunto de dichos extremos es de medida cero).

Si bien las funciones de Rademacher no son funcionales lineales (ni el intervalo [0, 1]
un espacio vectorial), dado = € X, continuaremos utilizando la notacién r; ® = para
representar a la funcién r; @ x : [0,1] — X tal que (r; ® x)(t) = r;(¢).

Consideremos ahora una familia de endomorfismos 7 C L(X). 7™ serd la familia
T :={T*:TeT}

En lo que sigue, || - || denotard la norma del espacio de Bochner Ly([0,1],Y") con Y el
espacio que corresponda en cada caso. Es decir,

i1 = ([ wrepa)”

Remitimos al lector que no esté familiarizado con la integracion en espacios de Banach
a [11]. Muy brevemente, dado un espacio de medida positiva finita (2, F, u), decimos que

47
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f:Q =Y es u-medible si es el limite en casi todo punto de una sucesién de funciones
simples p-medibles, donde estas tltimas se definen de la misma forma que en el contexto
de integracién de funciones a valores en R o C. Para una tal f, la funcién ||f]|? : Q — R es
medible en el sentido usual y podemos entonces calcular su integral usual con respecto a p.
El espacio de Bochner L*(u,Y’) es un espacio de Banach formado por todas las funciones
f:Q =Y p-medibles tales que Iy := [, || f(w)||*dp < 400, con las operaciones usuales y

la norma || f|l2 = I}/Q. Asi, el espacio que notamos L?([0,1],Y) no es otro que el espacio
L*(p,Y) con Q = [0,1], F = {A C [0,1] : A es medible Lebesgue} y p la medida de
Lebesgue definida sobre F.

Definicién 4.1.2. La familia T se dice R-acotada si existe una constante M > 0 tal que

H ZTJ' ®T'jl'j
j=1

paratodoneN, Ty,.... T, € Ty x1,...,1, € X.

(4.1.2.1)

)
2

<MH ® 1,
, S ;r]@)x]

La nocién de la R-acotacién de familias de operadores se debe a Berkson y Gillespie [4],
quienes la denominaron originalmente como la R-propiedad. También puede encontrarse
implicita en el trabajo (anterior al de Berkson y Gillespie) de Bourgain [6]. En 2004,
Hoffman, Kalton y Kucherenko [18, Lemma 2.4] prueban que la R-acotacién de la familia
T es equivalente a la de 7. A su vez dan aplicaciones de este resultado al estudio
de semigrupos de operadores. Otros autores deducen implicaciones en los contextos del
célculo funcional (ver [21]) y de la teorfa espectral de operadores en espacios biduales
(ver [29] y [30]). La demostracién dada en [18] se basa en propiedades del subespacio
Rad(X)C L([0,1], X), generado por funciones de la la forma r; ® z; con z; € X y
j € N. En 2009, Pagter y Ricker dan una demostracién alternativa (ver [31]), la cual
expondremos aqui, que se basa en el Principio de Reflexividad Local. En la misma se hace
uso del siguiente resultado, que puede encontrarse en [11, pag. 97-98]:

Teorema 4.1.3. Sea (2, F, ) un espacio de medida positiva finita. Entonces,
L, Y*) — LA, Y)"

via
()= [ (), gt

para cada f € L*(u,Y), g € L*(uu, Y™).

En el teorema anterior estamos diciendo de forma implicita que la funcién b : Q — K
tal que h(w) = (f(w), g(w)), es integrable con respecto a p para cada f € L?(u,Y), g €
L2(u, Y™).

Teorema 4.1.4. T es R-acotada si y solo si T** es R-acotada.
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Demostracion. Supongamos primero que T es R-acotada con M > 0 satisfaciendo la
desigualdad 4 1.2.1 para todo Ty, ..., T, € T y x1,...,x, € X. Tomemos T,...,T, € T
y oyt ok e X' Sea F la o- algebra sobre [0, 1] generada por ry,...,r, (i.e, F es
la o-dlgebra generada por todos los subintervalos diddicos del [0,1] de longitud 1/2).
Denotemos por p a la medida de Lebesgue definida tnicamente sobre F. La funcion
> 1y @ T7*as* es una funcién simple p-medible y por lo tanto esta en L?(u, X**). Por

7 1
el Teorema 4 1. 3 con Y = X*, podemos calcular

HZ;Tj@T;*x;* , = Sup ‘<f,z;r]®7}**a;;*> .
j= j=

FE€BL2(,x%)

Tomemos f € Bz, x-). Por ser p-medible, cada fibra (i.e, preimagen de un conjunto
unitario) no vacia de f debe ser alguno de los finitos medibles en F. Luego, la imagen de
f es un conjunto finito. Definamos

rrn

E:=[xf.. 2] y F:=[T/f(t):1<j<n, tel01].

E C X* y FF C X* son ambos subespacios de dimensién finita. Por el Principio
de Reflexividad Local, dado ¢ > 0, existe una e-isometria S : E — X tal que
(Sx™, z*) = (z*, ™) para todo ™ € E, x* € F. El operador S nos permite calcular

(F(0), T57a5™) = (TG [ (), 257) = (S, T7 [ (8)) = (13525, [(#)),

para cada t € [0,1] y 1 < j < n. Valiéndonos nuevamente del Teorema 4.1.3, ahora con
Y = X, deducimos que

<f,zn;rj®T;*x;f*> <er®TSx** r):
p=

Luego,

171

(53 0mrs7)
j=1

< H er ® TSx;*
j=1

2

< MH > ry® Sy
j=1

_ M;\s(immﬁ

J=1

M(1+€)H2rj®x;* )
j=1

2
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Como ¢ era arbitrario, concluimos que

(4.1.4.1)

| Z;rj o T x| < M| z;rj ®
J= J=

2

Por lo tanto, 7** es R-acotada.

Para la otra implicacién, supongamos 7** R-acotada y sea M > 0 una constante que
satisface la desigualdad 4.1.4.1 para todo Th,...,T, € T, z7*,...,z;* € X**. Tomemos
T,....,7, €T yux,...,x, € X. Tenemos que

n 2 1 n 2 1 n 2
H r; ® Tjx; Z/ H ri(t)Tjx; dt:/ HJX( Tj(t)ijBj> dt
1 n 2 1 n 2
= / > ri(t)IxTia; || dt = / > ()T E|| dt

<M2/1 S 07, 2dt—M?/1HJ (ir-(t)x»)Hth
= . g J J - o X p J J

T 2 n 2
= M? H (t)x; dt:M2H Q|
[ OES >y,
Jj=1 j=1
Tomando raiz cuadrada concluimos que 7T es R-acotada. O

Remarquemos que en la demostracion anterior también probamos que las constantes
M > 0 que satisfacen las desigualdades 4.1.2.1 y 4.1.4.1 son las mismas. De hecho, si no
nos hubiese interesado ver esto, habria bastado con tomar por ejemplo € = 1 en lugar de
€ > 0 arbitrario.

4.2. L, -espacios

Consideremos 1 < p < co. Para cada n € N, denotamos por £ al espacio (R™ - 1I)-
Lindenstrauss y Pelczynski [25] introdujeron los £,-espacios como espacios de Banach
cuya estructura local se asemeja a la de los espacios ¢,. Mds formalmente:

Definiciones 4.2.1. Dado A > 1, decimos que un espacio de Banach Z es un £, -
espacio si para todo subespacio de dimension finita H C Z existen n € N, un subespacio
de dimensién finita H C E C Z y un isomorfismo T : E — €5 tal que ||T|[|T7]| < A. A
su vez, decimos que Z es un L,-espacio si es un L, y-espacio para algin A > 1.

Algunos comentarios sobre las definiciones anteriores:
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1. El nimero ||T']|||77|| es lo que se conoce en el contexto del Andlisis Numérico como
el niamero de condicion del operador Ty se denota Cond(T"). Este mide de alguna
manera qué tan grande o tan chica puede llegar a ser la variacion relativa en Tz de
acuerdo a la variacion relativa en = (suponiendo x # 0). Por lo tanto, la condicién
Cond(T) < X garantiza cierto control sobre estas variaciones, independiente del
subespacio H que elijamos.

2. Solo consideramos A > 1 debido a que 1 = ||Ig|| = [|TT Y| < || TIT!.

3. Para el lector familiarizado con la distancia de Banach-Mazur, la definicién anterior
puede formularse de forma equivalente en términos de esta.

4. Notemos que dados A\, H, E y T como en la definiciéon y dado un isomorfismo
G:T(H)— Ez()m) (con m = dimT(H)), Cond(G o T|£(H)) podria ser més grande
que \. Por lo tanto, la parte de “agrandar” el subespacio H a un subespacio F no
puede omitirse en la definicién sin perder el control sobre los niimeros de condicién.

Una de las razones por las que el estudio de estos espacios resulta de interés, es que
los L,-espacios con p = 1 y p = oo tienen algunas propiedades deseables a la hora
de considerar su producto tensorial normado con otros espacios. Remitimos al lector
interesado a [34].

Al igual que en el capitulo anterior, supongamos que Y es un subespacio cerrado no
trivial de Z y probemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.2.2. Sea A > 1. Si Y es un ideal cast isométrico en Z y Z es un Ly -
espacio, entonces Y es un L, s-espacio para todo 6 > \.

Demostracién. Fijemos § > X y elijamos ¢ > 0 tal que A(1+¢)> = 4. Sea H C Y un
subespacio de dimensién finita. Entonces H es un subespacio de dimensién finita del £, »-
espacio Z. Debe existir entonces otro subespacio finito dimensional H C E C Z, un cierto
n € Ny un isomorfismo T : E — £ tal que | T|||7-|| < A. Tomemos una e-isometria
P: E — Y tal que Py = y para todo y € ENY. En particular, Ph = h para todo
h € H. Luego, E := R(P) O H y es un subespacio de dimensién finita de Y. Definamos
T:=To (P|E)_1 B — &(fb). Se trata de un isomorfismo por ser una composiciéon de
isomorfismos. Ademas

TN < IT T IPIEIIPIE) T < AL +e)? = 6.

Corolario 4.2.3. S Y™ es un L,-espacio, entonces Y es un L,-espacio.

Comentario 4.2.4. Puede probarse, de hecho, que Y** es un £,-espacio si y solo si ¥ es un
L,-espacio (ver [24]). No obstante, la otra implicacién es mucho mas dificil de demostrar.
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4.3. Operadores aproximables

Consideremos un operador T' € L(X,Y).
Definicién 4.3.1. T se dice aprorimable si es el limite uniforme de una sucesion de
operadores de X en Y de rango finito.

Por ejemplo, si Y es un espacio de Hilbert o un espacio con base de Schauder y T es un
operador compacto, entonces T' es aproximable. Recordemos a su vez que todo operador
aproximable es, necesariamente, compacto.

Proposicién 4.3.2. Sea V un espacio de Banach. Si T es aproximable y S € L(V, X),
entonces T'S es aproximable.

Demostracion. Sea (T,,) C F(X,Y') una sucesién de operadores de rango finito que tiende
uniformemente a 7. Entonces, (7,,5) es una sucesién de operadores de rango finito que
tiende uniformemente a T'S. O

Apoyéandonos en el Principio de Reflexividad Local podemos probar la siguiente

proposicion:

Proposicion 4.3.3. T es aproximable si y solo si T™ es aproximable.

Demostracion. Comencemos por la implicacién més sencilla. Si T es aproximable, existe
una sucesién (7,,) € F(X,Y) tal que |T — T,|| — 0. Entonces, (7)¥) € F(Y*, X*) y
[T =T || = (T = To)*|| = [T = Tul| — 0.

Supongamos ahora que T* es aproximable. Sea € > (. Basta ver que existe un operador
de rango finito cuya distancia a T" es menor a . Por lo que ya probamos, T** también
es aproximable. Luego, la Proposicién 4.3.2 nos dice que JyT = T**Jx es aproximable.
Elijamos 0 > 0 tal que 6(5+ 49) < € y sea S € F(X,Y™) tal que ||JyT — S| < 4. Es
decir, [Tz — Sz|| < § para todo = € Byx.

Siendo T™ aproximable, en particular es compacto. En consecuencia, T" también lo es
(ver Apéndice). Podemos elegir entonces {T'z1,...,Tz,} o-red para el conjunto T'(By).

Sea E el subespacio de Y** de dimensién finita generado por {7/”3:\1, ..., Tz, }UR(S). Por
el Principio de Reflexividad Local existe una d-isometria P : E — Y tal que Py = y si
7y € ENnJy(Y). Es claro que el operador PS|¥ es de rango finito. Veamos que aproxima

bien a T. Tomemos z € Bx e 1 < i <n tal que ||Tz —T'z;|| < 4. Como Tz, € EN Jy (Y),
vale PTx; = Tx;. Luego,
Tx — PS|Px = (Tx — Tx;) + (PTa; — PSx;) + (PSx; — PSx).
Por lo tanto,
|Te — PS|Pa|| < ||Tw = Tai|| + || Pl Tx; — Sai]| + || Pl|[| Sz — Sz
<0+ (L+0)5 + (14 0)(|Sa; — Tl + | Tw; — T + || T — Sa)
<3+ (140)0+(1+0)(0+0+9)
=0(5+49) <e. [
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4.4. Normas tensoriales

En el primer capitulo definimos la norma epsilon sobre el producto tensorial X @ Y y
comentamos que es una de las méas importantes normas que pueden definirse sobre este
espacio. En esta seccién veremos cuales son en general las propiedades deseables en una
norma definida sobre un producto tensorial, junto con algunas consecuencias de estas
propiedades y de lo estudiado en los capitulos anteriores.

Definiciones 4.4.1. 1. Una norma cruz razonable sobre X ® Y es una norma ayy
sobre X ® Y que satisface:

(i) axy(x®y) <|z|/|y|| para todo z € X, y €Y.

(ii) Para cada z* € X* e y* € Y*, si denotamos por z* ® y* a la linealizacién de
la bilineal B € B(X x Y) tal que B(z,y) = z*(z)y*(y), entonces ||z* @ y*|| <
lz=\[lly1l-

2. Una norma cruz uniforme o es una asignacion a cada par de espacios de Banach
X e Y de una norma cruz razonable sobre X ® Y, axy, con la “metric mapping
property”:

Si T € L(X1,Y1) y S € L(X,,Y,) son operadores continuos entre espacios de
Banach, y si denotamos por 7' ® S al tinico operador T'® S : (X1 ® X, ax, x,) —
(Y1 ®Ys, oy y,) tal que (T'® S) (21 ® x2) = Txy ® T'xy (el lector puede chequear la
existencia y unicidad del mismo), entonces ||T°® S|| < ||T||||S]|-

Mantendremos en esta seccién las notaciones utilizadas en las definiciones anteriores.
Cabe aclarar que estamos introduciendo aqui nuevos abusos de notacion.

También adoptaremos la notacién X ®, Y = (X ® Y,axy), para a norma cruz
uniforme.

Es facil ver que si « es una norma cruz uniforme y si M y N son subespacios de X e Y
respectivamente, entonces M ® N es un subespacio algebraico de X ®Y de manera natural
y axy(u) < ayy(u) para todo u € M ® N, como consecuencia de la “metric mapping
property” aplicada al producto tensorial de las inclusiones. En general, esta desigualdad
puede ser estricta. En otras palabras, M ®, N no suele ser un subespacio normado de
X ®,Y.

Definiciones 4.4.2. Decimos que una norma cruz uniforme « esta finitamente generada
si cada par de espacios de Banach X, Y y cada u € X ® Y vale que

axy(u) = inf{ay n(u) : M C X, N CY subespacios de dimensién finita y u € M@N}.

En tal caso, decimos que a es una norma tensorial.

La norma epsilon del primer capitulo (pensada como asignacién de una norma para
cada par de espacios de Banach) es una norma tensorial (ver [34]).
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Veamos ahora que el producto tensorial normado respeta subespacios cuando estos
son ideales casi isométricos y, en particular, respeta la inclusion de un subespacio en su
bidual.

Proposicién 4.4.3. Sean W, X, Y y Z espacios de Banach tales que X es un ideal
cast isométrico en W e Y es un ideal casi isométrico en Z. Sea o« una norma tensorial.
Entonces, X ®,Y es un subespacio normado de W ®, Z.

Demostracion. Seau € X ®Y . Como ya mencionamos, la desigualdad aw,z(u) < axy(u)
vale siempre, por el simple hecho de ser X e Y subespacios de W y Z respectivamente.
Para probar la otra desigualdad consideremos ¢ > 0 y fijemos una escritura de u como
suma de tensores elementales en X ® Y, u = Zle z; ® y;. Como a estd finitamente
generada, existen subespacios de dimensién finita M, N de W, Z respectivamente, tales
que

CYM,N(U> < CYW,Z(U) +e.

Ahora bien, el valor de ays y(u) no se incrementa si M y N son “agrandados”. Podemos
asumir entonces, sin pérdida de generalidad, que x1,..., 2, € M e y1,...,yx € N. Siendo
X e Y ideales casi isométricos, existen E, F' subespacios de dimensién finita de X, Y
respectivamente y e-isometrias suryectivas S : M — E, T : N — F tales Sz; = z;
y Ty; = y; para todo j (estamos considerando simplemente a las proyecciones locales
usuales correstringidas a sus respectivos rangos). En consecuencia (S ® T)u = u y por
ende

axy(u) <agr(u) =agr((S®T)u)
< IS T e (u) < (14 €)*(awz(u) +¢)

Como ¢ > 0 era arbitrario, concluimos que axy(u) < aw.z(u). O

Recordemos que como consecuencia del PRL todo espacio de Banach es un ideal
casi isométrico en su bidual. Esto deviene en el siguiente caso particular notable de la
proposicion anterior:

Corolario 4.4.4. Si « es una norma tensorial, entonces X ®,Y es un subespacio normado
de X ®, Y™,

Para nuestra siguiente y ultima aplicacion, dada una forma bilineal acotada B sobre
X x Y, denotaremos por B a su linealizacion: B : X ® Y — K. Podemos definir los
operadores T € L(X,Y™*) y Sp € L(Y, X*) segtn:

(y, Tpr) = B(w,y) vy (r,Spy) = B(x,y)

para cada x € X, y € Y. A partir de estos operadores quedan definidas dos extensiones
bilineales “naturales” de B a X™** x Y**:
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Definiciones 4.4.5. 1. Llamamos extension canonica izquierda de B a

B X" xY™ 5K tal que B(z™,y") = (Thy™, ™).

2. Llamamos eztension candnica derecha de B a
B : X" xY™ 5K talque B*(z",y™) = (Sgz™", y™).

Para el siguiente teorema consideremos una norma tensorial a y a los espacios X ® Y
y X™ ® Y™ dotados de las correspondientes normas axy y Quxws y««.

Teorema 4.4.6. S0 B : X xY — K es una forma bilineal acotada, entonces:
BE(X®aY) < *Be (X™®,Y™) < B*c (X™®, Y™

Mds aun,

Bl =157 = 18]

Demostracion. Demostraremos tnicamente la igualdad HE ‘ =
se prueba HEH = HE; .

Veamos primero que HE H <

“Bl|. Sea u € X ®,Y, u = 25:1 r; ® y;. Luego,
(Jx @ Jy)u = 2521 7; ® y;. Calculemos

Entonces,

v(u)

I axy(u) =

k

Para la otra desigualdad tomemos u € X*™ ®, Y™, u = ZJ T

Entonces,

C@yye >0

- S w )

j=1
Por estar « finitamente generada, sabemos que existen subespacios finito dimensionales
M C Xy N CY* tales que ap n(u) < axs ys(u)+e. Sean Ey == [z, ..., 2]+ M C
Xy Fy = [Thy, ..., Thyr*] € X*. Por el Principio de Reflexividad Local aplicado a
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X Ei, F1 y ¢, existe un subespacio H; C X de dimension finita y una e-isometria
P : E; — H, tal que

(Pxy™, Tryi™) = (Tpy;™,2j")  para todo j.

Resulta entonces que

k
Kk * **
P, Thy; E TBPQC] ,y]
Jj=1

Jj=1

Ahora, definiendo Ey = [yi*,...,y;*| + N C Y™, Fy = [TgPx}*, ..., TgPx}*] C Y*y
aplicando el Principio de Reflexividad Local a Y**, Ej, F; y €, conseguimos un subespacio
de dimensién finita Hy C Y y una e-isometria R : Fy — Hy tal que

(Ry;*, TpPx}") = (TpPx}",y;")  para todo j.

Resulta entonces que

k
Ry;*, TPy = Y (TjRy;", Px}") = B((P @ R)u).
j=1

j=1
Esto nos permite acotar
*B@)] < || BIIPII Rllevs, m,(u) < || BI|(1 + &) any (w) < || BI[(1+£)*(axee yee (u) +2).

Ycomoe>0yue X*®, Y™ SHEH O




Apéndice A
Algunos resultados

Enunciamos aqui algunos conocidos resultados del Analisis Funcional y de la Topologia
general, que se usan a lo largo de este trabajo. Las notaciones y terminologia utilizadas son
estandar y pueden encontrarse en la primera seccion del Capitulo 1: “Primeras notaciones,
terminologia y convenciones”.

Teorema A.1 (Teorema de Goldstine). Jx(Bx) = Biyes.
Teorema A.2 (Teorema de Banach-Alaoglu). By« es w*-compacta.

Teorema A.3. St V es un K espacio vectorial de dimension finita, existe una unica
topologia en V' que lo convierte en un espacio vectorial topologico.

Teorema A.4. (X*, w*)* = Jx(X).
Proposicion A.5. JiJx« = Ix-.

Teorema A.6 (Teorema de Tychonoft). Si{X,}icr es una familia de espacios topolégicos
compactos, entonces [[;,.; Xi con la topologia producto es compacto.

*

Teorema A.7. Si T € L(X,Y), entonces R(T*)  =kerT™.

Teorema A.8. SiT € L(X,Y), entonces
T es compacto <= T es compacto.

Teorema A.9 (Corolario de la versién mas general del Teorema de Hahn-Banach). Si
Y es un subespacio de Z e y* € Y*, entonces existe y* € Z* extension de y*, tal que

Iyl = lly”1l-
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