
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matemática
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Introducción

En los primeros cursos de estructuras algebraicas uno estudia anillos como Z, los
cuerpos, anillos de polinomios o matrices sobre un cuerpo o, más generalmente, anillos
conmutativos o noetherianos. Todos estos ejemplos satisfacen la propiedad de tener “un
número de base invariante”(I.B.N.). Esto significa que si RR

n ∼= RR
m con n,m ∈ N

entonces n = m. Sea k un cuerpo. En 1962 Leavitt [18] introduce una clase de k-álgebras,
hoy en d́ıa denotadas por L(n,m) = Lk(n,m), que cumplen L(n,m)n ∼= L(n,m)m como
módulos libres, y son universales con esta propiedad. Más de una década después, con otra
motivación y en forma independiente del trabajo de Leavitt, Cuntz [9] construye e investiga
las C∗-álgebras On, llamadas álgebras de Cuntz. El álgebra On es la completación, en una
norma adecuada, de la C álgebra LC(1, n). Poco más tarde de la aparición de las álgebras
de Cuntz, Cuntz y Krieger [10] generalizan esta noción a las álgebras C∗(E) de un grafo
finito E que hoy en d́ıa se conocen justamente como las álgebras de Cuntz-Krieger. Luego
se ampĺıa esta noción a las álgebras de grafos C∗(E) para cualquier grafo dirigido E en [17].
Las C∗-álgebras de grafo han sido objeto de estudio de muchos investigadores en los años
recientes, tanto desde el punto de vista anaĺıtico como desde el punto de vista algebraico.
En [2] Abrams y Aranda Pino introducen el álgebra de caminos de Leavitt L(E) = Lk(E).
Completando LC(E), en una norma adecuada, se obtiene el álgebras C∗(E).

Se han encontrado muchas similitudes entre las álgebras de Leavitt y las C∗ álgebras de
grafos. Por ejemplo, para determinar cuándo Lk(E) o C∗(E) es simple o puramente infinita
basta pedir la misma condición en el grafo E en cualquiera de los casos. También, el estudio
de las álgebras de Leavitt ha servido para probar ciertos resultados en el caso anaĺıtico,
por ejemplo, ver que las álgebras C∗(E) cumplen la propiedad de cancelación estable débil
o para construir isomorfismos expĺıcitos entre Md(On) y On cuando gcd(d, n) = 1. Por
otro lado, muchos de los resultados obtenidos en el caso C∗ han servido de gúıa para el
estudio de las álgebras Lk(E). Por ejemplo, la clasificación de las álgebras C∗(E) v́ıa sus
grupos de K-teoŕıa ha motivado una clasificación similar para el caso L(E). Nosotros nos
concentraremos en el estudio de esta clasificación en el presente trabajo.

En [1] Abrams, Louly, Pardo y Smith estudian el problema de clasificar las álgebras de
Leavitt unitales simples puramente infinitas. En este art́ıculo intentan responder la siguien-
te pregunta: Dados E y F grafos finitos tales que L(E) y L(F ) son simples puramente
infinitas, si K0(L(E)) ∼= K0(L(F )) v́ıa un isomorfismo ϕ tal que ϕ([L(E)]) = [L(F )],
entonces ¿Son L(E) y L(F ) isomorfos?. En el contexto C∗ la respuesta a esta pregun-
ta es afirmativa. Esto se sigue del Teorema de Kirchberg-Phillips([16],[23]). Para atacar
este problema estudian cómo se comportan las álgebras de Leavitt bajo ciertas opera-
ciones en los grafos introducidas en el contexto de la dinámica simbólica, más concre-
tamente en la teoŕıa de subshifts finitos. Lamentablemente no logran resolver el pro-
blema. Si K0(L(E)) ∼= K0(L(F )) y AE y AF son las matrices de incidencia entonces
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| det(In −AtE)| = |det(Im −AtF )|. En [1] se demuestra que agregando como hipótesis adi-
cional det(In−AtE) = det(Im−AtF ) donde AE y AF son las matrices de adyacencia de los
grafos E y F respectivamente, llegan a probar el isomorfismo deseado. Queda abierta la
cuestión sobre la necesidad de la igualdad del signo, aunque ofrecen ciertas herramientas
para evadir ese problema.

La estructura graduada de las álgebras de Leavitt ha sido de gran utilidad en su
estudio. En [13] R. Hazrat conjetura: Dados dos grafos E y F finitos por fila, tene-
mos L(E) ∼=gr L(F ) si y sólo si existe un isomorfismo Z[x, x−1]-módulos ordenados
(Kgr

0 (L(E)), [1L(E)]) ∼= (Kgr
0 (L(F )), [1L(F )]) . Además prueba la conjetura para un ti-

po particular de grafos. En [7] Ara y Pardo prueban una versión más débil de la conjetura
para el caso de grafos finitos sin pozos ni fuentes. Más espećıficamente, prueban que la
condición de Hazrat en los grupos de K-teoŕıa equivale a tener un isomorfismo graduado
entre el álgebra L(F ) y el álgebra Lg(E), donde esta última es una deformación del álgebra
L(E). Todav́ıa no se sabe en qué casos se pueden garantizar isomorfismos graduados entre
L(E) y Lg(E).

Este trabajo se organiza de la siguiente manera: En el primer caṕıtulo introduciremos la
herramienta principal para el estudio de la clasificación de las álgebras de Leavitt, el grupo
de Grothendieck K0. En el segundo caṕıtulo definiremos el objeto a estudiar, las álgebras
de Leavitt, y veremos algunas de sus propiedades básicas. En el tercer caṕıtulo veremos
los resultados más importantes de [1]. En el cuarto caṕıtulo veremos los resultados más
importantes de [7]. En el apéndice recordamos las nociones básicas de dinámica simbólica
que se utilizan en el trabajo.



Caṕıtulo 1

K0 de un anillo

1.1. Definición

Antes de pasar a la definición del K0 empezaremos con algunos preliminares.
Dado un anillo con unidad R, denotamos R-Mod a la categoŕıa de R-módulos a iz-

quierda.

Definición 1.1. Dados un objeto P en R-Mod, decimos que P es proyectivo si para todo
epimorfismo f : M � N y todo morfismo g : P → N existe un morfismo h : P → M tal
que el siguiente diagrama conmuta:

P

M N 0

g

f

∃h

Existen algunas nociones equivalentes que serán de utilidad.

Teorema 1.2. Sean R anillo con unidad, P un R-módulo, entonces son equivalentes:

1. P es proyectivo

2. P es sumando directo de un módulo libre

3. HomR(P,−) es un funtor exacto

4. Todo epimorfismo f : M � P se parte (ie. existe g : P →M tal que f ◦ g = idP )

Demostración. Ver [26, Section 7.4.].

Denotaremos V(R) al conjunto de clases de isomorfismos de módulos proyectivos fi-
nitamente generados1. Notemos que de hecho V(R) es un monoide abeliano definiendo
[P ] + [Q] = [P ⊕Q].

En general, dado un monoide abeliano M , se puede construir un grupo abeliano de
manera universal, comúnmente llamado el grupo de Grothendieck de M . Este proceso
generaliza la construcción de Z a partir de N0. Concretamente:

1Notar que podemos hablar de conjunto, pues todo módulo proyectivo f.g. es sumando directo de Rn

para algún n.
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10 CAPÍTULO 1. K0 DE UN ANILLO

Lema 1.3. Sea M un monoide abeliano. Entonces existen G(M) un grupo abeliano y
ϕ : M → G(M) un morfismo de monoides que verifica la siguiente propiedad universal:
Para todo grupo abeliano H y todo morfismo de monoides ψ : M → H existe un único
morfismo de grupos ψ : G(M)→ H tal que el siguiente diagrama conmute:

M H

G(M)

ψ

ϕ
∃ψ

Demostración. Consideremos el grupo abeliano libre Z(M) generado por M y R el sub-
grupo generado por las relaciones em + en − emn donde ek es el k-ésimo vector canónico.

Definimos G(M) := Z(M)/R y M
ϕ−→ G(M) v́ıa m 7→ [m].

Es fácil ver que esto cumple la propiedad universal deseada.

Observación 1.4. Notar que todo elemento m ∈ G(M) se puede escribir de la forma
m = [p]− [q] donde p y q son elementos en M .

Observación 1.5. Sean M y N monoides abelianos. Sean πM : M×N →M la proyección
e ιM : M →M ×N la inclusión. Estos morfismos inducen G(πM ) : G(M ×N)→ G(M)
y G(ιM ) : G(M) → G(M × N). Análogamente con N . Por último podemos construir
morfismos π : G(M ×N)→ G(M)×G(N) y ι : G(M)×G(N)→ G(M ×N). Es fácil ver
que estos son isomorfismos inversos, por lo cual tenemos G(M ×N) ∼= G(M)×G(N).

Ahora estamos en condiciones de dar la definición buscada.

Definición 1.6. Sea R un anillo con unidad. El grupo abeliano K0(R) es el grupo de Grot-
hendieck de V(R), el monoide abeliano de clases de isomorfismo de módulos proyectivos
f.g.

Un morfismo de anillos unitales f : R → S induce un morfismo V(f) : V(R) → V(S)
v́ıa
[P ] 7→ [S ⊗R P ] donde la estructura de R-mod de S es la inducida por f . A su vez, esto
induce un morfismo K0(f) : K0(R) → K0(S) v́ıa la propiedad universal del grupo de
Grothendieck

V(R) V(S) K0(S)

K0(R)

V(f)

K0(f)

Y esta aplicación es funtorial, es decir:

1. K0(f ◦ g) = K0(f) ◦K0(g)

2. K0(idR) = idK0(R)
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Por lo tanto, K0 : Ass1 → Ab es un funtor de la categoŕıa de anillos unitales en la
categoŕıa de grupos abelianos. Notar que V : Ass1 →MonAb también es un funtor de la
categoŕıa de anillos unitales en la categoŕıa de monoides abelianos.

Ejemplo 1.7. Si R es un cuerpo, un anillo de división o un dominio de ideales principales,
entonces todo módulo proyectivo f.g es libre. Además, para un tal R, si Rn ∼= Rm entonces
n = m. Aśı tenemos un monomorfismo de monoides φ : V(R) → N0 v́ıa [P ] 7→ rg(P ).
Claramente φ es sobreyectiva, por lo cual V(R) ∼= N0 como monoides abelianos. Se sigue
que K0(R) = Z.

1.2. K0 mediante idempotentes

En esta sección vamos a dar una definición equivalente de K0 pensando a los módulos
proyectivos como imagenes de endomorfismos idempotentes de módulos libres de rango
finito, es decir, como espacios de columna de matrices idempotentes con coeficientes en el
anillo.

Si P es un módulo proyectivo f.g. existen n ∈ N y un epimorfismo π : Rn � P y
además este epimorfismo se parte, es decir, existe s : Rn → P tal que π ◦ s = idP . Si
definimos e = s ◦ π tenemos e2 = e e Im(e) = Im(s ◦ π) = Im(s) = s(P ) ∼= P donde este
último isomorfismo se sigue de la inyectividad de s. En conclusión todo módulo proyectivo
f.g. es isomorfo a Rne con e un endomorfismo idempotente.

Lema 1.8. Sean p ∈ Mn(R) y q ∈ Mm(R) matrices idempotentes, entonces son equiva-
lentes:

1. Im(p) ∼= Im(q)

2. Existe ` ∈ N, ` ≥ n,m tal que las matrices(
p 0
0 0

)
y

(
q 0
0 0

)
son conjugadas en M`(R).

Demostración. ⇐) Definamos p1 =

(
p 0
0 0

)
, análogamente con q. Sea u ∈ GL`(R) tal que

p1 = u q1 u
−1. Luego la multiplicación a izquierda por u induce los isomorfismos deseados.

⇒) El isomorfismo Im(p) ∼= Im(q) induce un morfismo α : Rn
·a−→ Rm extendiendo

el isomorfismo por 0 en Rn(1 − p) e incluyendo Rmq en Rm. Análogamente su inversa

induce un morfismo β : Rm
·b−→ Rn. Suponiendo que estos morfismos estan dados por la

multiplicación por matrices a y b respectivamente, es cuestión de rutina verificar que:

a · b = p

b · a = q

b = q · b = b · p

a = p · a = a · q
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Luego podemos ver que: (
1− p a
b 1− q

)2

= Idn+m

y (
1− p a
b 1− q

)(
p 0
0 0

)(
1− p a
b 1− q

)
=

(
0 0
0 q

)
.

Por lo tanto basta tomar ` = n + m pues esta última matriz es conjugada a la que
queŕıamos.

Notemos que Mn(R) ⊆Mn+1(R) v́ıa A ↪→
(
A 0
0 0

)
.

De esta forma podemos considerar

M∞(R) :=

∞⋃
i=1

Mn(R)

que tiene estructura de anillo no unital. Llamaremos Idem∞(R) ⊆M∞(R) al subconjunto
de idempotentes de M∞(R).

De manera similar GLn(R) ⊆ GLn+1(R) v́ıa

A ↪→
(
A 0
0 1

)
y GL∞(R) :=

∞⋃
i=1

GLn(R)

tiene estructura de grupo. Observemos que GL∞(R) actúa sobre Idem∞(R) por conjuga-
ción.

Con este nuevo lenguaje, podemos reescribir el Lema 1.8 de la siguente forma:

Teorema 1.9. Para todo anillo R hay una biyección entre V(R) y las órbitas de Idem∞(R)
bajo la acción de GL(R).

Observación 1.10. Bajo la identificación del Teorema 1.9 podemos darle una estruc-
tura de monoide abeliano al conjunto de clases de conjugación de Idem∞(R) y ésta se
corresponde con

[p] + [q] =

[(
p 0
0 q

)]
.

Notemos también que esto convierte la biyección en un isomorfismo de monoides y por
ende nos da un isomorfismo entre sus grupos de Grothendieck, teniendo aśı una definición
equivalente para K0(R).

Observación 1.11. Un morfismo de anillos f : R→ S induce un morfismo de anillos no
unitarios M∞(f) : M∞(R) → M∞(S) aplicando f en cada coeficiente de la matriz, a su
vez esto induce un morfismo K0(f) : K0(R)→ K0(S). Es cuestión de rutina ver que esta
definición de K0(f) coincide con la anterior bajo las identificaciones del Teorema 1.9.

Una aplicación sencilla del Teorema 1.9 es la siguiente:
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Teorema 1.12. Para todo anillo R y todo n ∈ N existe un isomorfismo natural

K0(Mn(R)) ∼= K0(R).

Demostración. Bajo las identificaciones usuales de Mm(Mn(R)) = Mmn(R) tenemos que
M∞(Mn(R)) = M∞(R) y GL∞(Mn(R)) = GL∞(R) y por lo tanto sus clases de conjuga-
ción son las mismas.

Para terminar la sección daremos algunos ejemplos más.

Ejemplo 1.13. Sean R y S anillos unitales. Como

Mn(R× S) ∼= Mn(R)×Mn(S) y GLn(R× S) ∼= GLn(R)×GLn(S)

se sigue que

Idem∞(R× S) ∼= Idem∞(R)× Idem∞(S) y GL∞(R× S) ∼= GL∞(R)×GL∞(S).

Aśı,

V(R× S) =
Idem∞(R× S)

∼
=

Idem∞(R)

∼
× Idem∞(S)

∼
= V(R)× V(S),

que induce K0(R× S) ∼= K0(R)×K0(S).

Ejemplo 1.14. Si R es un anillo semisimple, por Wedderburn

R ∼=
n∏
i=1

Mni(Di) como anillos, con Di anillo de división.

Luego

K0(R) = K0

(
n∏
i=1

Mni(Di)

)
=

n∏
i=1

K0(Mni(Di)) =
n∏
i=1

K0(Di)) =
n∏
i=1

Z = Zn

donde la anteúltima igualdad se sigue del Ejemplo 1.7.

1.3. Coĺımites filtrantes

En esta sección mostraremos que K0 es un funtor que conmuta con coĺımites filtrantes.

Decimos que un conjunto ordenado (I,≤) es filtrante si para todo x, y ∈ I existe z ∈ I
tal que z ≥ x, y.

Un sistema filtrante en una categoŕıa C consiste de:

1. Un conjunto filtrante (I,≤ ).

2. Una familia {Ai : i ∈ I} de objetos de C .

3. Para cada i ≤ j un morfismo Ai
σi,j−−→ Aj .
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Notemos que podemos considerar al conjunto filtrante (I,≤) como la categoŕıa en la
cual cada elemento i ∈ I es un objeto y, Hom(I,≤)(i, j) es no vacio si y sólo si i ≤ j; en
cuyo caso existe un solo morfismo de i en j. Entonces tener un sistema filtrante equivale
a tener un funtor de (I,≤) en C .

Abusaremos de notación usando σ en vez de σi,j cuando este claro el contexto.

Un coĺımite o ĺımite directo del sistema filtrante {Ai, σ} consiste de un objeto A en C
y morfismos fi : Ai → A tales que:

1. Para todo i ≤ j el siguiente diagrama conmuta:

A

Ai Aj

fi
fj

σ

2. Si B es un objeto en C y gi : Ai → B una familia de morfismos tal que para todo
i ≤ j gj = gi ◦ σi,j entonces existe único g : A → B tal que el siguiente diagrama
conmuta:

B

Ai Aj

A

gi

fi

gj

fj

∃!g

En caso de existir, el coĺımite es único salvo isomorfismos. Notaremos un tal coĺımite como
lim−→Ai.

Diremos que un funtor F : A→ B conmuta con coĺımites filtrantes si para todo sistema
filtrante en A existe lim−→F (Ai) en B y el morfismo canónico lim−→F (Ai)→ F (lim−→Ai) es un
isomorfismo.

Observación 1.15. Las categoŕıas MonAb,Ab y Ass1 tienen coĺımites filtrantes y es el
mismo que en Sets. Es decir, todo sistema filtrante tiene coĺımite. Por ejemplo, dado un
sistema filtrante Ai en Sets definimos

A =
⊔
i∈I

Ai/ ∼ donde ai v aj si existe k ≥ i, j tal que σi,k(ai) = σj,k(aj) y

fi : Ai → A v́ıa ai 7→ [ai]

Si, por ejemplo, {Ai, σ} está en MonAb, entonces A tiene estructura de monoide (abe-
liano) definiendo [ai] + [aj ] = [σi,k(ai) + σj,k(aj)] para algún k ≥ i, j.

Teorema 1.16. El functor V : Ass1 →MonAb conmuta con coĺımites filtrantes.
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Demostración. Sean {Ri, σ} un sistema filtrante, R = lim−→Ri y fi : Ri → R y hi : V(Ri)→
lim−→V(Rk) las aplicaciones estructurales. Entonces el siguiente diagrama conmuta:

V(R) = V(lim−→Ri)

V(Ri) V(Rj)

lim−→V(Ri)

V(fi)

hi

V(fj)

hj

g

Notar que por la Observación 1.15 tenemos R = ∪ fi(Ri) y lim−→V(Ri) = ∪ hi(V(Ri)).
Queremos ver que g es un isomorfismo:

g es sobre: Sea x ∈ V(R), luego existe n ∈ N, e ∈ Idemn(R) tal que x = e.

Como R = lim−→Ri, e = fi(ei) para algún ei ∈Mn(Ri). Además

fi(e
2
i − ei) = e2 − e = 0 en Idemn(R)

por lo tanto existe j ≥ i tal que σi,j(ei)
2 = σi,j(ei). Aśı

g(hj(σi,j(ei))) = e.

g es inyectiva: Sean x, y ∈ lim−→V(Ri) tales que g(x) = g(y).

Supongamos que x = hi(e1) y y = hj(e2) con e1 ∈ Idemn(Ri) y e2 ∈ Idemm(Rj). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que n = m. Como el sistema es filtrante
podemos suponer que i=j, además como g(x) = g(y) tenemos que

V(fi)(e1) = V(fi)(e2)

o equivalentemente, existen k ≥ n y q ∈ GLk(R) tal que

qfi(e1)q−1 = fi(e2) en Mk(R).

Aśı podemos tomar q` y q∗` ∈Mk(R`) con ` ≥ i tales que f`(q`) = q y f`(q
∗
` ) = q−1.

Como qq−1 − 1 = q−1q − 1 = 0 existe `′ ≥ ` tal que σ(q`)σ(q∗` ) = σ(q∗` )σ(q`) = 1 y
σ(q`)σ(e1)σ(q∗` ) = σ(e2), o sea x = h`′(σ(e1)) = h`′(σ(e2)) = y.

Teorema 1.17. El functor K0 : Ass1 → Ab conmuta con coĺımites filtrantes.

Demostración. Por el Teorema 1.16 basta ver que el funtor

MonAb→ Ab

M 7→ G(M)
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conmuta con coĺımites filtrantes.
Sea Mi un sistema filtrante en MonAb, esto induce un sistema filtrante G(Mi) en Ab,

aśı

lim−→Mi

Mi Mj

G(Mi) G(Mj)

lim−→G(Mi)

g

Y a su vez g induce un morfismo G(g) : G(lim−→Mi)→ lim−→G(Mi).
Por otro lado, cada morfismo Mi → lim−→Mi → G(lim−→Mi) se levanta a un morfismo

G(Mi) → G(lim−→Mi) para cada i. Luego estos inducen un morfismo h : lim−→G(Mi) →
G(lim−→Mi).

Es cuestión de rutina verificar que h y g+ son morfismos inversos.

Ejemplo 1.18. Sean k un cuerpo n ≥ 0. Consideremos el morfismo φn : M2n(k) →
M2n+1(k)

φn(a) =

(
a 0
0 a

)
.

Definimos M2∞(k) := lim−→
(
M2(k)

φ1−→M22(k)
φ2−→M23(k) . . .

)
.

Bajo la identificación K0(M2n(k)) ∼= Z, φn induce la multiplicación por 2. Luego

K0(M2∞(k)) = lim−→
(
Z ·2−→ Z ·2−→ Z . . .

)
= Z[

1

2
].

1.4. K-teoŕıa graduada

En esta sección definiremos el grupo de K-teoŕıa de módulos graduados Kgr
0 (R).

Un anillo Γ-graduado es un anillo R junto con un grupo Γ y una descomposición

R =
⊕
γ∈Γ

Rγ

como grupos abelianos, tal que RγRδ ⊆ Rγδ para todo γ, δ ∈ Γ. Los elementos de Rγ serán
los elementos homogéneos de grado γ y notaremos deg(r) = γ si r ∈ Rγ . Un morfismo entre
anillos Γ-graduados f : R → S es un morfismo de anillos tal que f(Rγ) ⊆ Sγ para todo
γ ∈ Γ. Dos anillos Γ-graduados son isomorfos si existe un isomorfismo de anillos graduados
f : R→ S. En esta situación notaremos R ∼=gr S. Diremos que R es fuertemente graduado
si además vale que RγRδ = Rγδ para todo γ, δ ∈ Γ. Dado R un anillo Γ-graduado, un
R-módulo graduado M es un R-módulo con una descomposición

M =
⊕
γ∈Γ

Mγ
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donde cada Mγ es un subgrupo aditivo de M tal que RγMδ ⊆ Mγδ para todo γ, δ ∈ Γ.
Dados dos R-módulos graduados M y N , un morfismo de R-módulos graduados de grado
δ es un morfismo de R-módulos f : M → N tal que f(Mγ) ⊆ Nγδ para todo γ ∈ Γ. Por
un morfismo de R-módulos graduados nos referimos a un morfismo graduado de grado 1.
Denotaremos Gr-R la categoŕıa de R-módulos graduados y morfismos graduados.

Dados δ ∈ Γ y un módulo graduado M , definimos la δ-suspensión M(δ) como

M(δ) =
⊕
γ∈Γ

M(δ)γ .

Aqúı M(δ)γ = Mγδ. A su vez, esto define el funtor de δ-suspensión Tδ : Gr-R→ Gr-R tal
que M 7→M(δ). Notar que Tδ ◦ Tγ = Tδγ , en particular esto nos dice que T −1

δ = Tδ−1 .
Un objeto F ∈ Gr-R se dirá libre si tiene una R-base formada por elementos ho-

mogéneos. Notar que F es libre si y sólo si F ∼=
⊕

i∈I R(αi) donde los αi son elementos
en Γ.

Análogamente a la definición 1.1, diremos que un objeto P en Gr-R es proyectivo si
para todo epimorfismo f : M � N y todo morfismo g : P → N existe un morfismo h : P →
M tal que f ◦ h = g. También se puede ver con la misma demostración que en el caso no
graduado que esta noción es equivalente a pedir que el funtor HomGr-R(P,−) sea exacto
o pedir que exista un módulo graduado Q tal que

P ⊕Q ∼=
⊕
i∈I

R(αi)

donde los αi son elementos en Γ.
Denotaremos (Vgr(R), ⊕) al monoide abeliano de clases de isomorfismo de módulos

graduados, proyectivos y finitamente generados y Kgr
0 (R) := G(Vgr(R)).

Notar que el funtor Tδ se restringe a un endofuntor de la categoŕıa de módulos gra-
duados, proyectivos y finitamente generados. Por lo tanto induce una estructura de Z[Γ]-
módulo en Kgr

0 (R) v́ıa δ[P ] = [Tδ(P )]. Por último vamos a dar una relación entre K0(R)
y Kgr

0 (R) para anillos fuertemente graduados, pero para eso necesitaremos algunos re-
sultados. Sean e la unidad de Γ y (−)σ : Gr-R → Re-Mod el funtor aditivo que manda
M 7→Mσ y R⊗Re − : Re-Mod → Gr-R donde (R⊗Re M)σ = Rσ ⊗Re M .

Teorema 1.19 (Teorema de Dade). Sea R un anillo Γ-graduado, entonces son equivalen-
tes:

1. R es fuertemente graduado.

2. El funtor R⊗Re − : Re-Mod → Gr-R es una equivalencia categórica.

3. El funtor (−)e : Gr-R→ Re-Mod es una equivalencia categórica.

4. Para todo σ ∈ Γ el funtor (−)σ : Gr-R→ Re-Mod es una equivalencia categórica.

Demostración. Ver [20, Theorem 3.1.1.].

Corolario 1.20. Si R es fuertemente graduado, entonces para todo σ, τ ∈ Γ tenemos
Rσ ⊗Re Rτ ∼= Rστ . Más aún, Rσ ⊗Re Mτ

∼= Mστ para todo M ∈ Gr-R.

Demostración. Es claro que (−)e ◦ (R ⊗Re (−)) ∼= IdRe−Mod, luego por Teorema 1.19
tenemos que R ⊗Re ◦(−)e ∼= IdGr-R. Por lo tanto M(τ) ∼= R ⊗Re (M(τ))e = R ⊗Re Mτ ;
volviendo a usar el Teorema 1.19 y aplicando (−)σ tenemos Mστ

∼= Rσ ⊗Re Mτ .
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También podemos definir los funtores Tσ : Re-Mod→ Re-Mod dados por M 7→ Rσ⊗Re
M . El Corolario 1.20 nos dice que Tσ ◦Tτ = Tστ dándole a K0(Re) una estructura de Z[Γ]-
módulo. Por el corolario 1.20 el siguiente diagrama conmuta a menos de un isomorfismo
natural:

Gr-R Gr-R

Re-Mod Re-Mod

Tσ

Tσ

(−)e (−)e

Por tanto se tiene un isomorfismo K0(Re) ∼= Kgr
0 (R) de Z[Γ]-módulos.



Caṕıtulo 2

Álgebras de camino de Leavitt

2.1. Definición y ejemplos

Empezaremos fijando la notación necesaria.

Un grafo (dirigido) E = (E0, E1, rE , sE) consiste de conjuntos E0 y E1 y funciones
r, s : E1 → E0 . Los elementos de E0 se llaman vértices y los elementos de E1 son
las aristas. Las funciones s y r indican el comienzo y el destino de cada arista e ∈ E1,
respectivamente. Si s−1(v) es finito para todo v ∈ E0, decimos que el grafo E es finito por
filas. Un vértice v ∈ E0 se dice pozo si s−1(v) = ∅. Un vértice w ∈ E0 se dice fuente si
r−1(w) = ∅. El grafo se dice finito si E0 y E1 son finitos. Un grafo F es un subgrafo de E
si F 0 ⊆ E0, F 1 ⊆ E1 y rF , sF son las restricciones de rE , sE . Un subgrafo F de un grafo
E se dice completo si s−1

F (v) = s−1
E (v) para todo vértice v ∈ F 0 que no sea un pozo en F .

Un morfismo de grafos f : E → G consiste de dos funciones f0 : E0 → G0 y f1 : E1 → G1

tales que f0 ◦ rE = rG ◦ f1 y f0 ◦ sE = sG ◦ f1.

Un camino µ en un grafo E consiste de una sucesión de aristas µ = e1e2 . . . en tal
que r(ei) = s(ei+1) si 1 ≤ i ≤ n − 1. Notaremos s(µ) = s(e1) el comienzo del camino,
r(µ) = r(en) el objetivo o destino del camino y |µ| = n el tamaño. Pensaremos a los
vértices como caminos de tamaño 0. Notaremos Pn(E) al conjunto de caminos de tamaño
n en E y P∞(E) al conjunto de caminos en E de cualquier tamaño. Una arista e es una
salida de un camino µ = e1 . . . en si existe i ∈ {1, . . . , n} tal que s(ei) = s(e) y ei 6= e. Un
camino µ se dice cerrado si s(µ) = r(µ). Un camino cerrado µ = e1 . . . en se dice ciclo si
s(ei) 6= s(ej) para todo i 6= j.

Dado E un grafo, diremos que E es:

irreducible si dados dos vértices v y w en E, existe un camino de v a w.

esencial si E no contiene ni pozos, ni fuentes.

trivial si E consiste de un ciclo, sin ningún otro vértice o arista.

Notar que la condución de irreducibilidad en un grafo E es equivalente a la condición:
para todo par de vértices v y w, existe un camino de v a w y uno de w a v.

Dada una matriz A ∈Mn(N0) podemos definir un grafo finito EA de vértices {v1, v2, . . .
, vn} y poniendo aij aristas de vi a vj . Inversamente, dado un grafo finito E con vértices
{v1, v2, . . . , vn} podemos definir una matriz AE ∈Mn(N0) donde (AE)ij es la cantidad de
aristas que van de vi a vj , ésta será la matriz de adyacencia del grafo E.

19
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Definición 2.1. Sean E un grafo finito por filas, k un cuerpo. El álgebra de Leavitt del
grafo E con coeficientes en k, Lk(E), es la k-álgebra (no unital) generada por {v | v ∈
E0} ∪ {e, e∗ | e ∈ E1} módulo las relaciones:

(1) v · w = δv,w v para todo v, w ∈ E0.

(2) s(e) · e = e · r(e) = e para todo e ∈ E1.

(3) r(e) · e∗ = e∗ · s(e) = e∗ para todo e ∈ E1.

(CK1) e∗ · f = δe,f r(e) para todo e, f ∈ E1.

(CK2) v =
∑

{e∈E1|s(e)=v}

e · e∗ para todo v ∈ E0 tal que s−1(v) 6= ∅.

Las relaciones CK1 y CK2 se le suelen ser denominadas como las condiciones de Cuntz-
Krieger.

Si no hay ambigüedad sobre el cuerpo k, notaremos L(E) en vez de Lk(E).

Observación 2.2. Notar que pedir que el grafo E sea finito por filas es necesario para
definir la relacion CK2. Si el grafo no es finito por filas, la relación CK2 sólo se pide para
los vértices que emiten finitas aristas. Nosotros sólo trabajaremos con el caso finito por
filas.

Observación 2.3. Dado un grafo E, definimos el grafo extendido

Ê = (E0, E1 ∪ (E1)∗, r
Ê
, s
Ê

)

donde (E1)∗ = {e∗|e ∈ E1}, r
Ê

(e) = rE(e), r
Ê

(e∗) = s(e), s
Ê

(e) = sE(e) y s
Ê

(e∗) = r(e).
De esta manera, podemos observar que las primeras tres relaciones que definen el álgebra
L(E) nos definen el álgebra de caminos (en el sentido de Gabriel) del grafo Ê. Es decir,
el álgebra L(E) es el cociente del álgebra de caminos de Ê por las relaciones CK1 y CK2.

Observación 2.4. Todo elemento de L(E) es un una combinación lineal de palabras
en {v | v ∈ E0} ∪ {e, e∗ | e ∈ E1}. La relacion (CK1) nos dice que podemos pensar
directamente que los elementos son combinaciones lineales de palabras de la forma µν∗

donde µ y ν son caminos en E y, si ν = ν1 . . . ν`, entonces ν∗ = ν∗` . . . ν
∗
1 (si ν = v ∈ E0,

entonces ν∗ = v). En conclusión

L(E) =

{∑
i

ci µiν
∗
i : µi, νi son caminos en E y ci ∈ k para todo i

}
.

Observación 2.5. Notar que L(E) es un álgebra unital si y sólo si el grafo E es finito,

en cuyo caso la unidad es 1L(E) =
∑
v∈E0

v. En caso en el que E es un grafo infinito L(E)

sólo posee unidades locales. Es decir, para todo conjunto finito {x1, . . . , xm} ⊆ L(E) existe
un idempotente e ∈ L(E) tal que xie = exi = xi para todo i ∈ {1, . . . ,m}; dicho e se llama
una unidad local.
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Dada una k-álgebra A que contiene una familia de elementos que cumplan las relaciones
descriptas arriba, existe un único morfismo de k-álgebras de L(E) en A. A dicha familia
la llamaremos una E-familia. Por ejemplo, si tenemos un subgrafo completo F del grafo
E, la propiedad universal de L(F ) nos da un morfismo L(F )→ L(E).

Ejemplo 2.6. Sea An el grafo

•v1 e1 // •v2 e2 // •v3 •vn−1
en−1 // •vn .

Consideremos {eij | 1 ≤ i, j ≤ n} la base canónica de Mn(k), entonces la familia
{eii |1 ≤ i ≤ n} ∪ {ei,i+1, ei+1,i | 1 ≤ i ≤ n − 1} es una An-familia y por lo tanto existe
un morfismo

L(An)→Mn(k)

vi 7→ eii

fi 7→ ei,i+1

f∗i 7→ ei+1,i.

De hecho podemos ver que este es un isomorfismo, y aśı L(An) ∼= Mn(K).

Ejemplo 2.7. Sea R1 el grafo
•v eff

hay un isomorfismo

L(R1)→ k[x, x−1]

v 7→ 1

e 7→ x

e∗ 7→ x−1.

Ejemplo 2.8. Sea n ≥ 2 y sea Rn el grafo

•v e1ff

e2

ss

e3

��

en

QQ... .

Entonces L(Rn) = L(1, n) el álgebra definida por Leavitt [18]

Un tipo particular de álgebras de Leavitt que ha tenido mucho interés es el de las
simples puramente infinitas. Éstas están relacionadas con la teoŕıa de subshifts de tipo
finito, como veremos más adelante. Introduciremos definciones y conceptos básicos para
el lector que no esté familiarizado con ellos.

Dado R un anillo unital, se dice que R es simple si tiene exactamente dos ideales
biláteros. Dos idempotentes f y g en R se dicen ortogonales si f · g = g · f = 0. Un
idempotente e no nulo en R se dice infinito si existen f, g ∈ R idempotentes ortogonales
no nulos tales que e = f + g y Re ∼= Rf como R-módulos a izquierda. En otras palabras,
e se dice infinito en el caso en que el ideal a izquierda Re contenga un sumando directo
propio isomorfo a él mismo. Un anillo unital simple R se dice puramente infinito si todo
ideal a izquierda, no nulo, contiene un idempotente infinito.

Las siguientes caracterizaciones de un álgebra de Leavitt unital, simple y puramente
infinita en términos del grafo que la define nos serán de utilidad.
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Teorema 2.9. Sea E un grafo finito, entonces L(E) es simple si y sólo si se cumplen
simultáneamente las siguientes propiedades:

1. Todo ciclo en E tiene una salida.

2. Dado cualquier vértice y cualquier ciclo o cualquier pozo en E, existe un camino que
va desde el vértice a dicho ciclo o pozo.

Demostración. Ver [2, Theorem 3.11.].

Teorema 2.10. Sea E un grafo finito, entonces L(E) es simple puramente infinita si y
sólo si L(E) es simple y E contiene un ciclo.

Demostración. Ver [3, Theorem 11.].

Los grafos que son simultáneamente irreducibles, esenciales y no triviales son de suma
importancia en la teoŕıa de subshifts de tipo finito. Una primera conexión entre esta teoŕıa
y las álgebras de Leavitt es el siguiente lema:

Lema 2.11. Sea E un grafo finito, entonces son equivalentes:

1. E es un grafo irreducible, esencial y no trivial.

2. E no tiene fuentes y L(E) es simple puramente infinito.

Demostración. (1) ⇒ (2) E no tiene fuentes, pues es esencial.

Para ver que L(E) es simple puramente infinito, vamos a usar los Teoremas 2.9 y 2.10.
Es decir, tenemos que ver las siguientes condiciones:

(a) Todo ciclo en E tiene una salida.

(b) Dado cualquier vértice y cualquier ciclo o cualquier pozo, existe un camino que va
desde el vértice a dicho ciclo o pozo.

(c) E contiene un ciclo.

Dado un ciclo cualquiera, como E es no trivial, existe algún vértice o alguna arista
que no pertenece al ciclo. En el primer caso hay un camino que va desde el ciclo a el
vértice pues el grafo es irreducible. Este camino sirve de salida y por lo tanto se satisface
la condición (a), en el segundo se cumple trivialmente la condición (a) pues, como todos
los vértices están en el ciclo, la arista que no pertenece al ciclo tiene que salir de un vértice
que śı esté en el ciclo.

El item (b) se sigue de la irreducibilidad.

Dado un vértice cualquiera existe una arista e1 que sale de él, pues el grafo es esencial.
A su vez r(e1) no es un pozo, y por lo tanto hay otra arista e2 que sale de r(e1). Inducti-
vamente construimos un camino de largo n para todo n ∈ N. Como E es un grafo finito,
en algún punto del recorrido se repite algún vértice. Aśı obtenemos un camino cerrado en
E, y del camino cerrado podemos extraer un ciclo. Por tanto se cumple la condición (c).

(2) ⇒ (1) Ahora podemos asumir que se cumplen las condiciones (a), (b), (c) y adi-
cionalmente la condición de que E no tiene fuentes. Veamos que E es irreducible, esencial
y no trivial.
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E es no trivial por la condición (a). Como la condición (c) nos asegura que hay un ciclo,
por (b) dado un vértice cualquiera, existe un camino del vértice al ciclo. Por lo tanto E no
contiene pozos, luego E es esencial. Veamos ahora que todo vértice pertenece a un ciclo. Sea
v un vértice, como v no es una fuente, existe una arista e1 tal que r(e1) = v. Nuevamente
s(e1) no es una fuente, por lo tanto existe e2 arista tal que r(e2) = s(e1). Seguimos
inductivamente hasta que se repita algún vértice por primera vez. Aśı conseguimos un
camino µ = enen−1 . . . e1; si s(en) = r(e1) = v tenemos el ciclo, si no supongamos que
s(en) = r(ek). De esta forma podemos escribir µ = νη donde ν = en . . . ek y η = ek−1 . . . e1.
El camino ν = en . . . ek es un ciclo, por (b) existe un camino γ = f1 . . . fm de v al ciclo.
Además podemos asumir que γ sólo se corta con el ciclo en r(γ) (de otra forma acortamos
el camino γ). Por último, si r(fj) 6= r(e`) para todo j y todo ` ∈ {1, . . . , k} hacemos el
camino γ, llegamos al ciclo y volvemos por el mismo a v tenemos el ciclo que queremos.
Si no, tomamos j0 como el mı́nimo de los j que satisfacen r(fj) = r(e`0) para algún
`0 ∈ {1, . . . , k} y, en este caso, consideramos el ciclo f1 · · · fj0e`0 · · · en que empieza y
termina en v.

Ahora tenemos dos vértices v y w en E. Queremos ver que existe un camino de v a w
para asegurar la irreducibilidad. Como w está contenido en un ciclo, la condición (b) nos
da un camino de v al ciclo, y por lo tanto un camino a w.

2.2. Estructura graduada

Sea E un grafo finito por filas. Podemos asignarle una estructura de anillo Z-graduado
al álgebra de Leavitt declarando:

deg(v) = 0 si v ∈ E0 deg(e) = 1 y deg(e∗) = −1 si e ∈ E1.

En efecto, podemos hacer esto en la k-álgebra libre generada por los elementos {v, e, e∗ | v ∈
E0, e ∈ E1} y luego podemos pasar al cociente por las relaciones (1) - (5) porque son
todas homogéneas.

Recordar que la Observación 2.4 nos dećıa que

L(E) =

{∑
i

ki µiν
∗
i : µi, νi ∈ P∞(E) y ki ∈ k para todo i

}
.

Por lo tanto, ahora podemos deducir que, para la graduación que acabamos de definir, la
parte homogénea de grado n de L(E) es

L(E)n =

{∑
i

ki µiν
∗
i : µi, νi ∈ P∞(E), |µi| − |νi| = n y ki ∈ k para todo i

}
.

Un resultado que nos será de utilidad es el siguiente:

Teorema 2.12. Sea E un grafo finito, entonces son equivalentes:

Lk(E) es fuertemente Z-graduado.

E no tiene pozos.

Demostración. Ver [13, Theorem 4.1.].
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Ahora construiremos un análogo algebraico al producto cruzado por un endomorfismo
de C∗-álgebras introducido por Paschke [22]. De hecho, el producto cruzado de Paschke
es la completación en una norma conveniente del objeto algebraico. Esta construcción se
debe a Ara, González-Barroso, Goodearl y Pardo (ver [4]).

Sean R un anillo unital, φ : R → R un morfismo de anillos no necesariamente unital
y e = φ(1R). Como φ(R) = φ(1RR1R) = eφ(R)e ⊆ eRe podemos pensar φ : R → eRe.
Decimos que φ es un isomorfismo de esquina si φ : R → eRe es un isomorfismo de
anillos. En este caso podemos definir R[t+, t−;φ] como el cociente del anillo R{t+, t−}
de polinomios en variables no conmutativas, que no conmuta con los coeficientes de R,
módulo las relaciones:

(1) t−t+ = 1.

(2) t+a = φ(a)t+

(3) at− = t−φ(a)

Se puede ver fácilmente que todo elemento x ∈ R[t+, t−;φ] se puede escribir de la
forma x = ant

n
+ + · · ·+ a1t+ + a0 + t−a−1 + · · ·+ tm−a−m.

Lema 2.13. [4, Lema 2.4] Sea S =
⊕

n∈Z Sn anillo unital Z-graduado. Supongamos que
existen s+ ∈ S1 y s− ∈ S−1 tal que s−s+ = 1. Consideremos R := S0 y φ : R →
R el morfismo que manda x 7→ s+xs−. Entonces φ es isomorfismo de esquina y S ∼=
R[t+, t−;φ].

Demostración. Veamos primero que φ es isomorfismo de esquina. Sea r ∈ R tal que φ(r) =
0, luego r = s−s+rs−s+ = s−φ(r)s+ = 0. Por lo tanto φ es mono. Además eRe =
s+s−Rs+s− = φ(s−Rs+) ⊆ φ(R) y la otra inclusión vimos que siempre vaĺıa. Es decir, φ
es isomorfismo de esquina. Ahora veamos que

Si =


R si i = 0

Rsn+ si i > 0

sn−R si i < 0

. (2.1)

Para i = 0 no hay nada que hacer. Haremos el caso i > 0, el otro es análogo. Cla-
ramente Rsn+ ⊆ Sn. Si x ∈ Sn entonces xsn− ∈ S0 = R, luego x = (xsn−)sn+ ∈ Rsn+.
Como R[t+, t−;φ] también es un anillo Z-graduado, pues podemos definir la graduación
en R{t+, t−} declarando

deg(t+) = 1 deg(t−) = −1 deg(r) = 0 para todo r ∈ R

y pasar al cociente por las relaciones necesarias. Aśı podemos ver análogamente que

R[t+, t−;φ] = R⊕
⊕
n∈N

Rtn+ ⊕
⊕
n∈N

tn−R.

Ahora consideremos el morfismo

R[t+, t−;φ]
ψ−→ S

t+ 7→ s+

t− 7→ s−
r 7→ r

.
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Queremos ver que ψ es un isomorfismo. Para esto basta ver que es un isomorfismo en cada
componente graduada. En la componente de grado 0 lo es trivialmente. Veámoslo para
el caso i > 0, el otro es análogo. Si rti+ ∈ Rti+ cumple que 0 = ψ(rti+) = rsi+, entonces
0 = rsi+s

i
− = ψ(rti+t

i
−) en R donde sabemos que ψ es mono, por lo tanto rti+t

i
− = 0.

Aśı concluimos que 0 = rti+t
i
−rt

i
+ = rti+. Ya vimos que es sobreyectivo pues, si x ∈ Sn,

entonces x = (xsn−)sn+ ∈ Rsn+.

Supongamos que E es un grafo finito sin fuentes y E0 = {v1, . . . , vn}. Para cada
1 ≤ i ≤ n tomamos ei ∈ E1 tal que r(ei) = vi y definimos

t+ :=
n∑
i=1

ei ∈ Lk(E)1 t− :=
n∑
i=1

e∗i ∈ Lk(E)−1.

Es fácil ver que t−t+ = 1 y por el Lema 2.13 tenemos que L(E) = L(E)0[t+, t−, α] donde
α es el isomorfismo de esquina definido por α(a) = t+at−. En particular, por (2.1) del
lema podemos observar que:

L(E)n = L(E)0t
n
+ si n > 0 L(E)n = tn−L(E)0 si n < 0.

Recordemos que un idempotente e en un anillo R se dice pleno si ReR = R.

Lema 2.14. Sea E un grafo finito sin fuentes, entonces p := t+t− es un idempotente
pleno en L(E)0 si y sólo si E no tiene pozos.

Demostración. ⇒) Supongamos que existe v ∈ E0 pozo. El hecho de que p sea pleno
nos dice que L(E)0 p L(E)0 = L(E)0 y por lo tanto existen xj , yj ∈ L(E)0 tales que
v =

∑m
j=1 xj · p · yj . Sabemos que cada xj es de la forma

xj =

mj∑
i=1

ki,j µi,jν
∗
i,j con |µi,j | = |νi,j | para todo i y ki,j ∈ k.

Ahora

vxj =

mj∑
i=1

ki,j (vµi,j)ν
∗
i,j

pero si |µi,j | ≥ 1, es decir µi,j no es un vértice, entonces

vµi,j =

{
0 si s(µi,j) 6= v

µi,j si s(µi,j) = v.

Como v es un pozo (i.e. s−1(v) = ∅), sólo sobreviven los i tales que µi,j = v. Además, sin
pérdida de generalidad, νi,j = v para esos mismos i, pues 0 = |µi,j | = |νi,j |. Por lo tanto
vxj = kj v para algún kj .

Por otro lado v · p = 0, pues p =

n∑
i=1

eie
∗
i y v es un pozo.

En conclusión v = v2 = v·(
∑m

j=1 xj · p · yj) =
∑m

j=1 (vxj) · p · yj =
∑m

j=1 k
j(v · p) · yj =

0, lo cual es una contradicción.
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⇐) Tenemos que ver que L(E)0 ⊆ L(E)0 p L(E)0. Basta verlo para los elementos de
la forma µν∗ tales que |µ| = |ν| =: n y r(µ) = r(ν).

Si n ≥ 1, entonces µ = atn+ ∈ L(E)0t
n
+ = L(E)n y ν∗ = tn−b ∈ tn−L(E)0 = L(E)−n. Por

tanto tenemos la descomposición

µν∗ = (atn+)(tn−b) = (atn+t
n
−)pb ∈ L(E)0 p L(E)0

Si n = 0, es decir µ = ν = r(µ) =: w es un vértice, como no hay pozos tenemos que

w =
∑

e∈s−1(w)

ee∗

y aplicamos el caso n = 1.

Determinar, en general, cuándo un morfismo de álgebras es inyectivo puede ser suma-
mente dif́ıcil. El siguiente lema podrá facilitarnos las cosas cuando estemos considerando
morfismos graduados.

Lema 2.15. Sean E un grafo finito por filas, A un k-álgebra Z-graduada y f : L(E)→ A
un morfismo graduado de k-álgebras. Si f(v) 6= 0 para todo vértice v ∈ E0, entonces f es
inyectivo.

Demostración. Como f es un morfismo graduado, ker(f) es un ideal graduado de L(E).
Luego por [6, Theorem 5.3.] existe un subconjunto X de E0 tal que ker(f) = 〈X〉. Como
f(v) 6= 0 para todo vértice, tenemos que X = ∅. Por tanto ker(f) = 0.

2.3. K0 de álgebras de Leavitt

Una de las principales herramientas para la clasificación de álgebras de Leavitt es el
grupo K0.

Dado un grafo finito por filas E, el monoide de E, al que notaremos ME , es el monoide
generado por el conjunto de vértices E0 bajo ciertas relaciones. Más concretamente:

ME = 〈av, v ∈ E0 | av =
∑

e∈s−1(v)

ar(e) si s−1(v) 6= ∅〉.

En [6, Theorem 2.5.] se demuestra que hay un isomorfismo natural V(L(E)) ∼= ME para
todo grafo finito por filas E. En particular K0(L(E)) ∼= G(ME) es el grupo de Grothen-
dieck.

A partir de ahora asumiremos que E es un grafo finito. Como ME es finitamente
generado, existe un epimorfismo πN0 : Nn0 � ME donde n = |E0|. Además, esto induce
un epimorfismo πZ : Zn � G(ME). Llamemos ψ : Nn0 → Zn y ϕ : ME → G(ME) a los
morfismos canónicos. Notemos que πZ es un epimorfismo. En efecto, si G es un grupo
abeliano y f : G(ME) → G es tal que f ◦ πZ = 0, entonces 0 = f ◦ πZ ◦ ψ = f ◦ ϕ ◦ πN0 .
Luego, como πN0 es epimorfismo tenemos que f ◦ ϕ = 0 y por lo tanto f = 0, pues el
morfismo nulo es el único que extiende al morfismo nulo.

Veremos que ker(πZ) = Im(I − AtE) donde I − AtE : Zn → Zn es la multiplicación por
dicha matriz. Aśı obtendremos que

K0(L(E)) ∼= G(ME) ∼= Zn/ Im(I −AtE) = Coker(I −AtE).



2.3. K0 DE ÁLGEBRAS DE LEAVITT 27

Para probar esto, vamos a ver que πZ : Zn � G(ME) cumple la propiedad universal del
cociente.

Sea f : Zn → G morfismo de grupos tal que Im(I − AtE) ⊆ ker(f). Por tanto se tiene
un morfismo

f1 : Nn0 → G tal que Im

(
Nn0

I−AtE−−−−→ Nn0
)
⊆ ker(f1),

por la propiedad universal del grupo de Grothendieck. A su vez, la existencia de este
morfismo f1 equivale a tener un morfismo f2 : ME → G por la propiedad universal del
cociente. Por último, la existencia del morfismo f2 equivale a tener un morfismo f3 :
G(ME) → G. En conclusión, dado un morfismo de grupos f : Zn → G existe único
f3 : G(ME)→ G tal que el siguiente diagrama conmuta:

Nn0 ME G(ME)

Zn G
f

πZ

f3

f2
f1

como queŕıamos.

Observemos que, para todo anillo R, el monoide V(R) es cónico, es decir, x+ y = 0 en
V(R) sii x = y = 0 en V(R). Esto nos indica que el subconjunto V(R)∗ := V(R) \ {0} es
cerrado bajo la operación de suma. Más aún, si R es un anillo simple puramente infinito
se demuestra en [5, Proposition 2.2.] que V(R)∗ es un grupo abeliano.

Otro resultado de suma utilidad es el siguiente:

Teorema 2.16. Sea R un anillo simple puramente infinito. Entonces la restricción
φ∗ : V(R)∗ → K0(R) del morfismo canónico, es un isomorfismo de grupos.

Demostración. Ver [5, Corollary 2.3.].

Observación 2.17. De este análisis podemos deducir que si R es un anillo simple pu-
ramente infinito y M y N dos módulos proyectivos f.g. no nulos tales que [M ] = [N ] en
K0(R), entonces [M ] = [N ] en V(R)∗. En particular M ∼= N como R-módulos.
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Caṕıtulo 3

Invariantes de flujo

En este capitulo trataremos el tema de la clasificación de álgebras de Leavitt simples
puramente infinitas. Los resultados principales de este caṕıtulo provienen de [1].

3.1. Condiciones suficientes para garantizar equivalencia Mo-
rita

Empezaremos esta sección viendo que ciertas operaciones en los grafos preservan la
equivalencia Morita en sus álgebras de Leavitt asociadas.

Notemos que una equivalencia Morita Φ : R-Mod→ S-Mod induce un isomorfismo de
grupos ΦV : K0(R)→ K0(S) que manda [R] 7→ [Φ(R)]. Bajo esta observación estamos en
condiciones de dar el siguiente lema auxiliar que nos será de gran utilidad en esta sección.

Lema 3.1. Sean R, S anillos unitales simples, π : R → S un morfismo de anillos (no
necesariamente unital) no nulo. Consideremos g := π(1R).

Si gSg = π(R), entonces existe Φ : R-Mod→ S-Mod equivalencia Morita.
Más aún ΦV : K0(R)→ K0(S) definida como

ΦV([Re]) = [Sπ(e)]

para todo idempotente e ∈ R.

Demostración. Como R es simple y π 6= 0 tenemos que R ∼= π(R) = gSg, por lo tanto π
induce una equivalencia Morita Π : R-Mod→ gSg-Mod mandando cada R-módulo M en
el gSg-módulo Mg donde la acción está dada por gsg ·m := π−1(gsg)m.

Como g 6= 0 y S es simple tenemos que SgS = S. Esto nos dice que el módulo
proyectivo f.g. gSS es un generador de la categoŕıa Mod-S de S módulos a derecha, ya que

Tr(gS) :=
∑

h∈HomS(gS,S)

Im(h) ⊇
∑
s′∈S

s′gS = SgS = S.

Por lo tanto, el teorema de Morita nos dice que hay una equivalencia Ψ̂ : Mod-gSg →
Mod-S de módulos a derecha que manda N 7→ N ⊗gSg gS con inversa categórica Ψ̂−1 :
Mod-S → Mod-gSg dada por M 7→M⊗SSg, pues EndS(gS) ∼= gSg y HomS(gS, S) = Sg.
Luego tenemos la equivalencia Ψ : gSg-Mod→ S-Mod v́ıa N 7→ Sg ⊗gSg N .

Podemos definir la equivalencia buscada Φ := Ψ ◦Π.

29
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Sólo falta ver la última afirmación del lema, pero esto se sigue fácilmente de que

Sg ⊗gSg (Re)g ∼= Sπ(e)

sg ⊗ re 7→ sπ(re)

sg ⊗ e←[ sπ(e)

es un isomorfismo. La vuelta está bien definida pues, si sπ(e) = tπ(e) entonces sgπ(e) =
tgπ(e) por ser g = π(1), luego sg ⊗ e = sg ⊗ e2 = sgπ(e)⊗ e = tgπ(e)⊗ e = tg ⊗ e.

Ahora empezaremos a definir los movimientos de grafos y estudiar su comportamiento.

Definición 3.2. Sean E un grafo con al menos dos vértices, v ∈ E0 una fuente. El grafo
de eliminación de fuente E\v es el grafo con vértices y aristas:

E0
\v = E0 \ {v} E1

\v = E1 \ {s−1(v)}

y donde sE\v y rE\v son las restricciones de sE y rE.

Notemos que la condición de tener al menos dos vértices sólo está para garantizar que
E\v no sea vaćıo.

Ejemplo 3.3. Si E es el grafo

•99 •voo

~~
•

__

luego E\v es
•99

•

__

Proposición 3.4. Sean E grafo finito con al menos 2 vértices tal que L(E) es simple y
sea v ∈ E0. Entonces existe

Φelim : L(E\v)-Mod→ L(E)-Mod

equivalencia Morita tal que Φelim
V ([L(E\v)w]) = [L(E)w] para todo vértice w ∈ E0 \ v.

Demostración. Para demostrar la Proposición veremos que hay un morfismo de L(E\v)
en L(E) satisfaciendo las hipótesis del Lema 3.1. Para esto, primero veremos que si L(E)
es simple, entonces L(E\v) lo es. Luego veremos la existencia del morfismo.

Veamos que si L(E) es simple entonces L(E\v) lo es. Por el Teorema 2.9 basta ver que
todo ciclo en E\v tiene una salida y, dado un vértice y un ciclo o un pozo, existe un camino
del vértice al ciclo o el pozo. Dado un ciclo en E\v, podemos pensar que este ciclo está en
E, pues ninguna fuente puede pertencer a un ciclo. Luego este ciclo tiene una salida en E
que, a su vez, es una salida en E\v ya que esta salida no puede llegar a la fuente. Ahora

tomemos un vértice w ∈ E0
\v y un ciclo o un pozo. Como vimos anteriormente, un ciclo en

E\v está en el grafo E, además, un pozo también sigue siendo pozo en E. Por tanto existe
un camino en E de w al objetivo deseado, pero este camino no puede pasar por v porque
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la única opción seŕıa que empiece en él, con lo que tendŕıamos v = w ∈ E\v lo que es una
contradicción.

Para terminar la demostración vamos a construirnos un morfismo que satisface las
hipótesis del Lema 3.1 para poder aplicarlo.

Como E\v es un subgrafo completo de E existe un morfismo

π : L(E\v)→ L(E)

w 7→ w

e 7→ e

e∗ 7→ e∗.

Veamos que π(L(E\v)) = π(1L(E\v)) L(E) π(1L(E\v)).

⊆) Se sigue del hecho de que π(L(E\v)) ⊆ L(E).

⊇) Notar que 1L(E\v) =
∑

w∈E0
\v
w, por ende π(1L(E\v) =

∑
w∈E0\{v}w, luego por

Observación 2.4 los elementos de π(1L(E\v)) L(E) π(1L(E\v)) son combinaciones lineales

de elementos de la forma µ1µ
∗
2 donde s(µ1), s(µ2) ∈ E0 \ {v}.

Sea µ1µ
∗
2 ∈ π(1L(E\v)) L(E) π(1L(E\v)). Por la observación anterior, ninguno de los

caminos µ1, µ2 empieza en v y, como v es una fuente, no pasa por v en ningún momento.
Luego µ1µ

∗
2 = π(µ1µ

∗
2) ∈ π(L(E\v)).

Por Lema 3.1 tenemos el resultado deseado.

Observación 3.5. Para demostrar la afirmación “L(E) simple entonces L(E\v) lo es”
sólo usamos cómo pasar de caminos de un grafo a caminos del otro o cómo pasar de un
ciclo de un grafo a un ciclo del otro. En casos posteriores sólo vamos a analizar cómo
pasar de un camino o un ciclo de un grafo al otro y luego el resto de la demostración
será sólo cuestión de rellenar los detalles.

Corolario 3.6. Sea E un grafo finito tal que L(E) es simple puramente infinita. Entonces
existen un grafo E′ que no contiene fuentes y

ΦELIM : L(E′)-Mod→ L(E)-Mod

equivalencia Morita tal que ΦELIM
V ([L(E′)w]) = [L(E)w] para todo vértice w ∈ E′.

Demostración. Aplicando inductivamente la eliminación de fuentes llegaremos a un grafo
E′ sin fuentes. Tendŕıamos que probar que E′ es no vaćıo. Por Teorema 2.10 sabemos que
E contiene un ciclo, y el proceso de eliminación de fuentes no altera este ciclo, por lo cual
E′ no puede ser vaćıo.

Ahora empezaremos con el segundo movimiento.

Definición 3.7. Sean E grafo, v ∈ E0, v∗ y f śımbolos que no están en E0∪E1. Definimos
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el grafo de expansión Ev de E como:

E0
v = E0 ∪ {v∗}

E1
v = E1 ∪ {f}

sEv(e) =


v si e = f

v∗ si sE(e) = v

sE(e) caso contrario

rEv(e) =

{
v∗ si e = f

rE(e) caso contrario

El grafo E será la contracción de Ev.

Ejemplo 3.8. Sea E el grafo:

•v
��

  
•

OO

•oo

El grafo de expansión Ev es

•v f ++ •v∗ii

��
•

OO

•oo

Proposición 3.9. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple y v ∈ E0. Entonces
existe una equivalencia

Φexp : L(E)-Mod→ L(Ev)-Mod

tal que Φexp
V ([L(E)w]) = [L(Ev)w] para todo vértice w ∈ E0.

Demostración. L(E) es simple si y sólo si L(Ev) lo es. Por lo discutido en la Observación
3.5 sólo vamos a ver como pasar caminos o ciclos de un grafo al otro. Tomemos un camino
µ = µ1 . . . µn en E; si el camino no pasa por v podemos pensar el mismo camino en Ev. Si
no podemos considerar el camino µ̂ en L(Ev) que consiste en agregar la arista f después
de cada arista µi tal que rE(µi) = v. Si el camino original era un ciclo, el nuevo camino
también lo será. En la dirección contraria, si tenemos un camino µ en Ev, consideremos el
camino µ̃ en E que consiste en eliminar todas las aristas f que aparecen en µ y obtenemos
el camino deseado.

Para cada w ∈ E definamos Qw := w en L(Ev). Para cada e ∈ E1 definimos Te := fe y
Te∗ := e∗f∗ en L(Ev) si e ∈ s−1(v), si no Te := e y Te∗ := e∗. Es cuestión de rutina verificar
que {Qw, Te, Te∗ : w ∈ E0, e ∈ E1} es una E-familia, por lo tanto existe un morfismo

π : L(E)→ L(Ev)

w 7→ Qw

e 7→ Te

e∗ 7→ Te∗ .
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Veamos que π(L(E)) = π(1L(E)) L(Ev) π(1L(E)). Nuevamente la inclusión π(L(E)) ⊆
π(1L(E)) L(Ev) π(1L(E)) es inmediata. Supongamos que 0 6= µ1µ

∗
2 ∈ π(1L(E)) L(Ev) π(1L(E)).

Entonces µ1, µ2 son caminos tales que s(µ1), s(µ2) 6= v∗, pues π(1L(E)) =
∑

w∈E0 w, y
r(µ1) = r(µ2). Afirmamos que existen µ̃1, µ̃2 caminos en E tales que π(µ̃1µ̃2

∗) = µ1µ
∗
2.

Consideremos los siguientes casos:

Si r(µ1) 6= v∗ 6= r(µ2), luego µ1 = π(µ1) y µ∗2 = π(µ∗2).

Si no r(µ1) = v∗ = r(µ2) y, como s(µ1), s(µ2) 6= v∗, entonces µ1 = ν1f y µ2 = ν2f
con r(ν1) = v = r(ν2). Luego π(ν1ν

∗
2) = ν1ν

∗
2 = ν1ff

∗ν∗2 = µ1µ2.

Por Lema 3.1 tenemos el resultado deseado.

Notaremos Φcont = (Φexp)−1.

El tercer movimiento es un poco más complicado que los anteriores.

Definición 3.10. Sea E un grafo y sea, para cada v ∈ E0 tal que r−1(v) 6= ∅, E =
{Ev1 , . . . , Evm(v)} una partición de r−1(v). Si v es una fuente declaramos que m(v) = 0.

Denotemos P la partición de E1 definida por la unión de todas las particiones anteriores.
Definimos el grafo in-split Er(P) como:

Er(P)0 = {vi | v ∈ E0, 1 ≤ i ≤ m(v)} ∪ {v | m(v) = 0}
Er(P)1 = {ej | e ∈ E1, 1 ≤ j ≤ m(s(e))} ∪ {e | m(s(e)) = 0}

además definimos

sEr(P)(ej) = s(e)j si s(e) no es una fuente

sEr(P)(e) = s(e) si s(e) es una fuente

rEr(P)(ej) = r(e)i si s(e) ∈ Er(e)i y no es una fuente

rEr(P)(e) = r(e)i si s(e) ∈ Er(e)i y es una fuente .

El grafo E será el grafo in-amalgamation de Er(P).

Ejemplo 3.11. Si E es el grafo

•ub 88

c !!

•vaoo

d}}
•w

y P es la partición en la cual cada miembro tiene un solo elemento, entonces Er(P) es

•v
a

}}

d

!!
•u1

b1
��

c1

((

•w1

•u2

b2

MM c2
// •w2
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Proposición 3.12. Sea E un grafo finito sin fuentes ni pozos y tal que L(E) es simple. Si
P es una partición de E1 como en la definición anterior, entonces existe una equivalencia

Φins : L(E)-Mod→ L(Er(P))-Mod

tal que Φins
V ([L(E)w]) = [L(Er(P))w] para todo vértice w ∈ E0.

Demostración. Tomemos una arista e ∈ E1. Si s(e) es una fuente, podemos considerar la
arista e ∈ Er(P). En cambio, si s(e) no es una fuente, podemos asignarle cualquiera de las
aristas ej en Er(P) con 1 ≤ j ≤ m(s(e)). En cada una de estas elecciones sólo tenemos que
elegir el vértice de salida de nuestra nueva arista. Aśı es como cada camino µ = µ1 . . . µn
en E se puede identificar con m(s(µ)) caminos de Er(P). Si el camino original es un
ciclo, hay una única elección para que el camino levantado en Er(P) siga siendo un ciclo.
En la dirección contraria, dado un camino µ en Er(P) podemos construir un camino µ̌
en E reemplazando cada vértice vk por el vértice v y cada arista e` por la arista e. Es
decir, eliminamos los sub́ındices. De esta forma, por el argumento de la Observación 3.5,
podemos ver que:

L(E) es simple si y sólo si L(Er(P)) lo es.

E tiene fuentes (pozos) si y sólo si Er(P) tiene fuentes (pozos).

Para cada vértice v ∈ E1 definimos Qv := v1 en Er(P). Notar que este vértice siempre
existe porque asumimos que E no tiene fuentes. Para cada arista e ∈ Evi definimos Te :=∑

f∈s−1(v) e1fif
∗
1 y Te∗ :=

∑
f∈s−1(v) f1f

∗
i e
∗
1. Es cuestión de rutina ver que {Qv, Te, Te∗ |

v ∈ E0.e ∈ E1} es una E-familia. Luego existe un morfismo

π : L(E)→ L(Er(P))

v 7→ Qv

e 7→ Te

e∗ 7→ Te∗.

Notar que π(ν∗) = π(ν)∗ para todo camino ν en E, pues esto se cumple en los genera-
dores.

Veamos que π(L(E)) = π(1L(E)) L(Er(P)) π(1L(E)). Tenemos π(1L(E)) =
∑

v∈E0 v1.

Al igual que en los casos anteriores, la inclusión π(L(E)) ⊆ π(1L(E))L(Er(P))π(1L(E))
es trivial. Dado un elemento µ1µ

∗
2 ∈ π(1L(E)) L(Er(P)) π(1L(E)), tenemos que s(µ1) = v1

y s(µ2) = w1 donde v, w ∈ E0 y r(µ1) = r(µ2).

Vamos a ver que para todo camino µ en Er(P) tal que r(µ) = wk, se cumple

π(µ̌) = µ

 ∑
f∈s−1(w)

fkf
∗
1

 ∈ Im(π). (3.1)

Aqúı µ̌ es como en la definición de arriba. Procederemos por inducción en |µ|. Si |µ| = 0,
entonces µ = v1 = wk. De la relación CK2 deducimos

v1 =
∑

f∈s−1(v1)

ff∗ =
∑

f∈s−1(v)

f1f
∗
1 .
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Luego, como v̌1 = v, tenemos

π(v̌1) = v1 = v1

 ∑
f∈s−1(v)

f1f
∗
1


como queŕıamos. Si |µ| ≥ 1, podemos escribir µ = νej donde e ∈ E, r(ν) = uj , s(e) = u y
u ∈ E0. Por lo tanto, tenemos π(µ̌) = π(ν̌e) = π(ν̌)π(e) y, por hipótesis inductiva,

π(µ̌) = ν

 ∑
f∈s−1(u)

fjf
∗
1

 ∑
g∈s−1(w)

e1gkg
∗
1

 .

Usando que r(e1) = wk y la relación CK1 en el último miembro de la igualdad anterior
obtenemos

π(µ̌) = νej

 ∑
g∈s−1(w)

gkg
∗
1

 = µ

 ∑
g∈s−1(w)

gkg
∗
1


como queŕıamos.

Ahora estamos en condiciones de probar la inclusión restante. De la igualdad (3.1) se
sigue que

π(µ̌1µ̌
∗
2) = µ1

 ∑
f∈s−1(w)

fkf
∗
1

µ2

 ∑
g∈s−1(w)

gkg
∗
1

∗ = µ1µ
∗
2

Aśı π(1L(E))L(Er(P))π(1L(E)) ⊆ π(L(E)).

Por último del Lema 3.1 tenemos el resultado deseado.

Notaremos Φinam := (Φins)−1.
Si bien se pueden relajar las hipótesis de no tener fuentes ni pozos, la versión dada nos

será suficiente para nuestro objetivo.

El último movimiento es la noción dual a la de grafo in-split.

Definición 3.13. Sean E un grafo y sea, para cada v ∈ E0 tal que s−1(v) 6= ∅, Ev =
{E1

v , . . . , Em(v)
v } una partición de s−1(v). Si v es un pozo declaramos que m(v) = 0. De-

notemos P la partición de E1 definida por la unión de todas las particiones anteriores.
Definimos el grafo out-split Es(P) como:

Es(P)0 = {vi | v ∈ E0, 1 ≤ i ≤ m(v)} ∪ {v | m(v) = 0}
Es(P)1 = {ej | e ∈ E1, 1 ≤ j ≤ m(r(e))} ∪ {e | m(r(e)) = 0}

además definimos

sEs(P)(e
j) = s(e)i si r(e) ∈ E is(e) y no es un pozo

sEs(P)(e) = s(e)i si r(e) ∈ E is(e) y es un pozo

rEs(P)(e
j) = r(e)j si r(e) no es un pozo

rEs(P)(e) = r(e) si r(e) es un pozo.

El grafo E será el grafo out-amalgamation de Es(P).
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Ejemplo 3.14. Nuevamente consideremos E el grafo

•ub 88

c !!

•vaoo

d}}
•w

y P la partición en la cual cada miembro tiene un solo elemento, entonces Es(P) es

•u1
b1

))

b2
��

•v1

a2
vv

a1oo

•u2

c !!

•v2

d}}
•w

Proposición 3.15. Sea E un grafo finito. Si P es una partición de E1 como en la defini-

ción anterior, entonces existe un isomorfismo π : L(E)→ Es(P) tal que π(w) =
∑m(w)

i=1 wi

para todo vértice w ∈ E0. Este isomorfismo induce una equivalencia

Φouts : L(E)-Mod→ L(Es(P))-Mod.

Demostración. Definimos Qv :=
∑m(v)

i=1 vi para cada v ∈ E0 que no sea un pozo y Qv := v

si lo es, Te :=
∑m(r(e))

j=1 ej y Te∗ :=
∑m(r(e))

j=1 (ej)∗ para cada e ∈ E1. Es fácil ver esto es
una E-familia, por lo tanto induce un morfismo

π : L(E)→ L(Es(P))

v 7→ Qv

e 7→ Te

e∗ 7→ Te∗

Notar que el morfismo es Z-graduado, pues manda los vértices a elementos de grado 0 y
las aristas a elementos de grado 1.

Como Qv 6= 0 para todo v ∈ E0, el Lema 2.15 nos dice que π es inyectivo.
Veamos que π es sobreyectivo. Para esto basta que ver todos los vértices y todas las

aristas de Es(P) están en la imagen de π, ya que estos elementos generan L(Es(P)).
Tomemos w ∈ Es(P)0. Si w es un pozo, entonces Qw = w y no hay nada que hacer. Si

no, w = vj para algún v ∈ E. Como

{f ∈ Es(P) | sEs(P)(f) = vj} =
⋃
e∈Ejv

{ek | 1 ≤ k ≤ m(r(e))},

tenemos que

vj =

 ∑
{f∈Es(P)|sEs(P)(f)=vj}

ff∗

 =
∑
{e∈Ejv}

 ∑
{1≤k≤m(r(e))}

ek(ek)∗

 =
∑
{e∈Ejv}

TeTe∗ .
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Si f ∈ Es(P)1 es tal que m(r(f)) = 0, entonces π(f) = Tf = f . Si no, f = ej para
algún e ∈ E1. Como vimos que r(e)j ∈ π(L(E)), tenemos que ej = π(e)r(e)j ∈ π(L(E)).
Por lo tanto π es un isomorfismo e induce la equivalencia deseada.

Notaremos Φoutam := (Φouts)−1.

Como hab́ıamos mencionado, las teoŕıas de subshifts finitos y de álgebras de Leavitt
están relacionadas. Por eso, procederemos a enunciar ciertos hechos de la teoŕıa de subshifts
que nos serán de utilidad para establecer el resultado principal de esta sección. En el
apéndice A podrán encontrar una breve reseña de estos temas. Para el lector interesado
en un analisis más profundo de estos temas, dejamos como referencia [19].

Recordemos que hay una relación biuńıvoca entre los grafos finitos y las matrices
cuadradas finitas con coeficientes en N0, asociando a cada grafo E su matriz de adyacencia
AE .

Definición 3.16. A una transformación de grafos la llamaremos estándar si es uno de
los seis movimientos vistos hasta el momento: in-splitting, out-splitting, expansión y sus
inversos (in-amalgamation, out-amalgamation y contracción, respectivamente). Análoga-
mente, diremos que una función que transforma matrices cuadradas con coeficientes en N0

en matrices cuadradas con coeficientes en N0, es estándar si la transformación asociada
a su grafo correspondiente es estándar.

Definición 3.17. Sean E y F grafos. Una equivalencia de flujo de E en F es una suce-
sión de grafos E = E0 → E1 → · · · → En = F donde cada transformación es estándar.
Es decir, la equivalencia de flujo es la relación de equivalencia generada por las transfor-
maciones estándar.

En caso de exisitir tal equivalencia diremos que E y F son equivalentes de flujo. Dos
matrices son equivalentes de flujo si sus respectivos grafos lo son.

Las transformaciones in-splitting, out-splitting y sus inversos generan la relación de
equivalencia shift fuerte definida en el apréndice A. En [21] Parry y Sullivan muestran
que esta definición de equivalencia de flujo está generada por la equivalencia shift fuerte
(definida en el Apéndice A) más las transformaciones de contracción y expansión. A su
vez, prueban que esta equivalencia de flujo es equivalente a la de la Definición A.17 dada
en el apéndice.

Teorema 3.18 (Teorema de Franks). Sean A ∈Mn(N0) y B ∈Mm(N0) simultáneamente
irreducibles y no triviales. Entonces las matrices A y B son equivalentes de flujo si y sólo
si:

det(In −A) = det(Im −B) y Zn/(In −A)Zn ∼= Zm/(Im −B)Zm.

Demostración. Ver [11].

Corolario 3.19. Sean G y H grafos finitos sin fuentes tales que sus álgebras de Leavitt
asociadas son simples y puramente infinitas. Sean n = |G0| y m = |H0|. Si

det(In −AtG) = det(Im −AtH) y K0 (L(G)) ∼= K0 (L(H)) ,

entonces existe una equivalencia de flujo de G en H.
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Demostración. Si D es la forma normal de Smith de (I − AtE) para un grafo finito E,
entonces existen P y Q matrices inversibles con coeficientes en Z tales que D = P (I −
AtE)Q. Entonces que D = Qt(I − AE)P t. Es decir, (I − AtE) y (I − AE) tienen la misma
forma normal de Smith. De aqúı se deduce

Coker(I −AE) ∼= Coker(I −AtE).

Por lo visto en la Sección 2.3

Coker(I −AtE) ∼= K0(L(E))

para todo grafo finito E. Por lo tanto, si aplicamos esto a los grafos G y H tenemos

Zn/(In −AG)Zn ∼= K0(L(G)) ∼= K0(L(H)) ∼= Zm/(Im −AH)Zm.

Por otro lado, usando que det(At) = det(A) para toda matriz A, tenemos

det(I −AG) = det(I −AtG) = det(I −AtH) = det(I −AH).

Luego, por el Teorema de Franks existe una equivalencia de flujo de G a H.

Nos será de utilidad la siguiente notación:

Definición 3.20. Sea E un grafo finito. El par determinante de Franks será el par orde-
nado

Fdet(E) := (K0(L(E)) , det(In −AtE))

que consiste del grupo abeliano K0(L(E)) y el número entero det(In − AtE). Dado otro
grafo finito F , diremos que son equivalentes y escribiremos

Fdet(E) ≡ Fdet(F )

si K0(L(E)) ∼= K0(L(F )) y det(In−AtE) = det(Im−AtF ). Notemos que ≡ es una relación
de equivalencia.

Lema 3.21. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple y v ∈ E0 fuente. Entonces
Fdet(E) ≡ Fdet(E\v).

Demostración. Por Proposición 3.4 las álgebras L(E) y L(E\v) son equivalentes Morita,
por lo tanto sus grupos K0 son isomorfos. Como v es una fuente, la matriz AE tiene una
columna de ceros. Luego, podemos ver que det(In−AtE) = det(In−1−AtE\v) desarrollando
por cofactores en la fila correspondiente a v.

Ahora estamos en condiciones de establecer el teorema principal de esta sección.

Teorema 3.22. Sean E y F grafos finitos tales que sus álgebras de Leavitt asociadas
son simples y puramente infinitas. Si Fdet(E) ≡ Fdet(F ), entonces hay una equivalencia
Morita L(E) vM L(F ).



3.2. CONDICIONES SUFICIENTES PARA GARANTIZAR ISOMORFISMO 39

Demostración. El Corolario 3.6 nos provee de grafos E′ y F ′ simples, sin fuentes, tales
que L(E) vM L(E′) y L(F ) vM L(F ′). Además, como la clase de álgebras puramente
infinitas es cerrada por equivalencia Morita (ver [5, Corollary 1.7.]), L(E′) y L(F ′) son
puramente infinitas.

Aplicando el Lema 3.21 en cada paso del proceso de eliminación de fuentes tenemos
que

det(I −AtE′) = det(I −AtE) = det(I −AtF ) = det(I −AtF ′)

y que

K0(L(E′)) ∼= K0(L(E)) ∼= K0(L(F )) ∼= K0(L(F ′)).

Por lo tanto, el Corolario 3.19 nos provee una equivalencia de flujo de E′ a F ′. Apli-
cando los resultados mostrados en las Proposiciones 3.9, 3.12 y 3.15 en cada paso de la
equivalencia de flujo, obtenemos L(E′) vM L(F ′) y por último

L(E) vM L(E′) vM L(F ′) vM L(F ).

3.2. Condiciones suficientes para garantizar isomorfismo

Sea E un grafo finito. Definimos el par unital de Franks como el par ordenado

F[1](E) := (K0(L(E)), [1L(E)]).

Aqúı [1L(E)] es la clase de equivalencia de L(E) en K0(L(E)), a quien llamaremos la unidad
de orden. Escribimos que

F[1](E) ≡ F[1](G)

si existe un isomorfismo de grupos ϕ : K0(L(E))→ K0(L(G)) tal que ϕ([1L(E)]) = [1L(G)].
Claramente ≡ es una relación de equivalencia.

En esta sección probaremos que si dos álgebras de Leavitt L(E) y L(F ) unitales simples
puramente infinitas son equivalentes Morita y F[1](E) ≡ F[1](G), entonces L(E) y L(F )
son isomorfos.

Llamemos τG : G→ Gt a la transformación que asigna al grafo G su grafo transpuesto
Gt.

Lema 3.23. Si m : Gt → Ht es una transformación estándar, entonces
m′ := τ−1

H ◦m ◦ τG : G→ H es una transformación estándar.

Más aún

(1) Si m es una expansión (respectivamente una contracción) entonces m′ es una expan-
sión (respectivamente una contracción).

(2) Si m es un in-splitting (respectivamente un out-splitting) entonces m′ es un out-
splitting (respectivamente un in-splitting).

(3) Si m es una in-amalgamation (respectivamente una out-amalgamation) entonces m′

es una out-amalgamation (respectivamente una in-amalgamation).
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Demostración. (1) Supongamos que m es la expansión en el vértice v. Veamos qué sucede
cuando aplicamos la transformación m′. Primero tenemos que transponer los elementos de
G0 y G1. A cada vértice en Gt lo llamaremos wt donde w ∈ G0, análogamente las aristas
en Gt serán et. Luego aplicamos la expansión en el vértice vt, para lo cual tendremos
que agregar un vértice (vt)∗ y una arista f t que va de vt en (vt)∗. Por último volvemos
a transponer el grafo, usando la misma regla de agregar el supráındice t a los vértices y
a las aristas. Por otro lado podemos aplicar la expansión al vértice v en G, teniendo que
agregar un vértice v∗ y una arista f de v en v∗.

Es fácil ver que la función Gv → ((Gt)vt)
t = m′(G) tal que w 7→ (wt)t si w ∈ G0 \ {v},

v 7→ ((vt)∗)t, v∗ 7→ (vt)t y e 7→ (et)t para todo e ∈ G1 es un isomorfismo de grafos. Como
todas estas transformaciónes son inversibles, el caso de la contracción también queda
demostrado.

(2) Notar que tener una partición P de G0 como en la Definición 3.13 es lo mismo que
tener una partición de Gt como en la Definición 3.10. Nuevamente veamos qué sucede al
aplicarle m′ a G. Primero tenemos que transponer los elementos de G0 y G1. Como en
el caso anterior, a cada vértice en Gt lo llamaremos wt donde w ∈ G0, análogamente las
aristas en Gt serán et. Luego aplicamos m, donde cada vértice wt ∈ (Gt)0 se partirá en
una familia de vértices de la forma (wt)i o seguirán siendo de la forma wt dependiendo
de si son fuentes o no. Usaremos el mismo criterio para las aristas. Por último volvemos a
transponer el grafo, usando la misma regla de agregar el supráındice t a los vértices y las
aristas. Por otro lado podemos aplicar la transformación out-splitting al grafo G.

Consideremos la función Gs(P) → ((Gt)r(P))t = m′(G) tal que wi 7→ ((wt)i)
t si

w ∈ G0 no es un pozo y w 7→ (wt)t si lo es, e 7→ (et)t si e ∈ G1 es tal que r(e) es un pozo,
si no ei 7→ ((et)i)

t. Es fácil ver que esta función es un isomorfismo de grafos. Nuevamente
el caso en que m es una in-amalgamation queda demostrado.

(3) Este caso es análogo al caso (2).

Sean G un grafo, P una partición de G1 como en la Definición 3.13 y sea H el grafo
out-split.

Definimos las matrices EG ∈ ZH
0×G0

y DG ∈ ZG
0×H0

como

(EG)v,w :=

{
|{f ∈ Eku : r(f) = w}| si v = uk con k ∈ N, u ∈ G0

0 en otro caso

(DG)v,w :=


1 si w = vk para algún k ∈ N
1 si w = v

0 en otro caso

Luego se puede verificar que

AG = DGEG y AH = EGDG.

Si en cambio H es el grafo in-split de G, por el Lema 3.23, tenemos que Ht es el grafo
out-split de Gt. Por tanto tenemos AGt = DGtEG

t
y AHt = EG

t
DGt . De esto se deduce

que

AG =
(
EG

t
)t (

DGt
)t

y AH =
(
DGt

)t (
EG

t
)t
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En otras palabras, un grafo G y cualquiera de las transformaciones in-split, out-split,
in-amalgamation o out-amalgamation del grafo G están en la misma clase de equivalencia
shift fuerte (definida en el Apéndice A), como hab́ıamos afirmado anteriormente.

Ahora supongamos que tenemos matrices A ∈ Zn×n, B ∈ Zm×m, R ∈ Zn×m y S ∈
Zm×n tales que

A = RS y B = SR.

Se deducen las siguientes igualdades:

R(I −B) = R−RSR = (I −A)R (3.2)

S(I −A) = S − SRS = (I −B)S. (3.3)

Por tanto tenemos morfismos de grupos bien definidos

Zn/(I −A)Zn Zm/(I −B)Zm
δS

δR

inducidos por la multiplicación por S y R respectivamente.

Además estos morfismos son inversos, ya que

δR ◦ δS([x]) = [RSx] = [Ax] = [x]

donde la última igualdad se sigue de [(A− I)x] = 0. Análogamente

δS ◦ δR([x]) = [SRx] = [Bx] = [x].

Por lo tanto una transformaciónm : G→ H del tipo out-split, in-split, out-amalgamation
o in-amalgamation induce un isomorfismo

ϕm : Zn/(I −AG)Zn → Zm/(I −AH)Zm

del cual tenemos una expresión expĺıcita.

Supongamos ahora que m : G→ H es una expansión. Si la matriz de adyacencia de G
es

AG =


g1,1 g1,2 · · · g1,n

g2,1 g2,2 · · · g2,n
...

...
. . .

...
gn,1 gn,2 · · · gn,n


podemos suponer sin pérdida de generalidad (de otra forma, reordenamos los vértices) que
la matriz de adyacencia de H es

AH =


0 g1,1 g1,2 · · · g1,n

1 0 0 · · · 0
0 g2,1 g2,2 · · · g2,n
...

...
...

. . .
...

0 gn,1 gn,2 · · · gn,n
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Definimos las matrices P,Q ∈ Zn+1×n y P ′, Q′ ∈ Zn×n+1 como

P =


1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 Q =


1 0 · · · 0
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1



P ′ =

1 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 Q′ =

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


y las igualdades:

P (I −AG) = (I −AH)Q (3.4)

P ′(I −AH) = (I −AG)Q′ (3.5)

nos dicen que existen morfismos de grupos bien definidos

Zn/(I −AG)Zn Zm/(I −AH)Zm
ϕm

ϕm−1

inducidos por la multiplicación por P y P ′ respectivamente.
Además las igualdades

P ′P = In (3.6)

PP ′ =


0 1 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

 (3.7)

nos dicen que
ϕm−1 ◦ ϕm = Id

por (3.6) y
ϕm ◦ ϕm−1 = Id

pues por (3.7) tenemos que PP ′(x1, x2, . . . , xn+1) = (x2,−x2, 0, . . . , 0) = (I−AH)(x2, 0, . . . , 0).

En conclusión:
Una transformación estándar m : G→ H induce un isomorfismo

ϕm : Zn/(I −AG)Zn → Zm/(I −AH)Zm

del cual tenemos una descripción expĺıcita.
Más en general, una equivalencia de flujo G = G0 → G1 → · · · → Gk = H induce un

isomorfismo
Ψ : Zn/(I −AG)Zn → Zm/(I −AH)Zm

componiendo el levantado de cada una de las transformaciones estándar.

Otro resultado de la teoŕıa de subshits finitos que vamos a necesitar es el siguiente:



3.2. CONDICIONES SUFICIENTES PARA GARANTIZAR ISOMORFISMO 43

Teorema 3.24. [Huang] Sean A ∈Mn(N0) irreducible y no trivial y
α : Zn/(I − A)Zn → Zn/(I − A)Zn un automorfismo de grupos. Entonces existe una
equivalencia de flujo m : A→ A que induce el morfismo α.

Demostración. Ver [15, Theorem 1.1.]

La siguiente proposición conectará los isomorfismos introducidos en esta sección con
los morfismos introducidos en la sección anterior. Esto nos será de utilidad para poder
aplicar el Teorema de Huang.

Proposición 3.25. Sean G y H grafos finitos tales que L(G) es simple puramente infi-
nita, G no tiene fuentes y m : Gt → Ht una transformación estándar. Consideremos el
isomorfismo ϕm : Coker(I − AGt) → Coker(I − AHt) inducido por m, m′ : G → H la
transformación estándar definida en el Lema 3.23 y Φm : L(G)-Mod→ L(H)-Mod la equi-
valencia Morita descripta en la Sección 3.1. Entonces, bajo la identificación K0(L(G)) ∼=
Coker(I −AGt) y K0(L(H)) ∼= Coker(I −AHt), tenemos

Φm
V = ϕm.

Demostración. Recordemos que el isomorfismo

Zn/(I −AEt)Zn = Coker(I −AEt) ∼= K0(L(G))

asocia a la clase del i-ésimo vector canónico en Zn la clase [L(E)vi] ∈ K0(L(E)) para una
ordenación de los vértices fijada.

Observemos que la descripción de ME dada en la Sección 2.3 nos dice que K0(L(E))
está generado por los elementos de la forma [L(E)v] con v ∈ E0. Por lo tanto basta ver la
conmutatividad en estos elementos.

Veamos cada caso por separado:

Si m es una expansión: Recordemos que podemos suponer

AG =


g1,1 g1,2 · · · g1,n

g2,1 g2,2 · · · g2,n
...

...
. . .

...
gn,1 gn,2 · · · gn,n

 y AH =


0 g1,1 g1,2 · · · g1,n

1 0 0 · · · 0
0 g2,1 g2,2 · · · g2,n
...

...
...

. . .
...

0 gn,1 gn,2 · · · gn,n

 .

Además sabemos que el morfismo ϕm es el inducido por la multiplicación por la
matriz

P =


1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1


y, teniendo en cuenta que en Ev1 la ordenación de los vértices es {v1, (v1)∗, v2, . . .
, vn}, tenemos

Φm
V ([L(E)vi]) =

{
[L(Ev1)v1] si i = 1

[L(Ev1)vi+1] si i ≥ 2
.
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Como

Pei =

{
e1 si i = 1

ei+1 si i ≥ 2

tenemos lo que queremos.

Si m es in-split: En este caso el morfismo ϕm es inducido por la multiplicación por
la matriz

(DG)t =



1 0 0 · · · 0
... 0 0 · · · 0
1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · ·
...

...
...

...
0 1 0 0
... 0 1

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 1


donde la cantidad de 1’s en la µ-ésima columna es m(µ). Aqúı {u, v, . . . , w} es la
base de salida y {u1, . . . , um(u), v1, . . . , vm(v), . . . , wm(w)} es la base de llegada. Por
lo tanto, tenemos

ϕm([ev]) =
[
(DG)t ev

]
=

m(v)∑
i=1

evi

 .
Bajo la identificación necesaria ϕ coincide con Φm′

V , que manda

[L(G)v] 7→
[
L(H)

(∑m(v) vi
)]

.

Si m es out-split: En este caso ϕm es inducido por la multiplicación por la matriz
EG

t
. Los coeficientes de EG

t
son de la forma |{f ∈ Ekv : s(f) = v y r(f) = w}|,

pero tener una partición de (Gt)0 como en la Definición 3.13 es lo mismo que tener
una partición de G0 como en la Definición 3.10, por lo tanto |{f ∈ Ekv : s(f) =
v y r(f) = w}| = |{f ∈ Evk : s(f) = w y r(f) = v}|. Además es fácil ver que
|{f ∈ Evk : s(f) = w y r(f) = v}| = |f ∈ H0 : s(f) = v1 y r(f) = wk|. En
conclusión

(EG
t
)wk,v = |f ∈ H0 : s(f) = v1 y r(f) = wk|.

De esto deducimos que

ϕm([ev]) =
[
EGev

]
=

 ∑
w∈G0

m(w)∑
k=1

|f ∈ H0 : s(f) = v1 y r(f) = wk| ewk

 ,
luego

ϕm([ev]) =
∑

f∈s−1(v1)

er(f).

Por otro lado Φm′
V ([L(G)v]) = [L(H)v1], por lo cual tendŕıamos que ver que vale la

siguiente igualdad

[L(H)v1] =
∑

f∈s−1(v1)

[L(H)r(f)].
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Pero ésta es una de las relaciones que define al monoide V(L(H)) y por lo tanto
sigue valiendo en K0(L(H)).

Si m no es ninguno de los casos anteriores, es una de sus inversas. Como todos los
morfismos involucrados son isomorfismos, este último caso se sigue de los anteriores.

Proposición 3.26. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple y puramente infinita y
α automorfismo de K0(L(E)). Entonces existe

Φ : L(E)-Mod→ L(E)-Mod

equivalencia Morita tal que ΦV = α.

Demostración. Si E tiene fuentes, podemos considerar E′ grafo sin fuentes y ΦELIM :
L(E′)-Mod→ L(E)-Mod la equivalencia Morita dados por Corolario 3.6. Si Υ : L(E′)-Mod→
L(E′)-Mod es una equivalencia Morita tal que ΥV = (ΦELIM

V )−1 ◦ α ◦ ΦELIM
V , entonces

ΦELIM ◦Υ◦(ΦELIM )−1 es la equivalencia buscada. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que E no tiene fuentes.

Por Lema 2.11 E es irreducible, esencial y no trivial. Entonces, como mencionamos
con anterioridad, estas tres propiedades también la satisface Et. Sea α1 el automorfismo
α bajo la identificación Coker(I − AEt) ∼= K0(L(E)); por el Teorema 3.24 tenemos una

equivalencia de flujo Et = Ht
0

m1−−→ Ht
1

m2−−→ · · · mn−−→ Ht
n = Et tal que induce el morfismo

α1. Luego tenemos

Coker(I −AEt) Coker(I −AHt
1
) · · · · · · · · · · · · Coker(I −AEt)

K0(L(E)) K0(L(H1)) · · · · · · · · · · · · K0(L(E))

φm1 φm2
φmn

Φ
m′1
V Φ

m′2
V Φ

m′n
V

α1

α

Es decir, podemos tomar Φ := Φm′n ◦Φm′n−1 ◦ · · · ◦Φm′1 : L(E)-Mod→ L(E)-Mod.

Ahora estamos en condiciones de dar el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.27. [Abrams, Louly, Pardo y Smith] Sean E y G grafos finitos tal que sus
álgebras de Leavitt son simples puramente infinitas, equivalente Morita entre śı y

F[1](E) ≡ F[1](F ).

Entonces existe un isomorfismo

L(E) ∼= L(F ).
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Demostración. Supongamos que ϕ es el isomorfismo entre K0(E) y K0(F ) que manda
[1L(E)] en [1L(F )] y Γ : L(E)-Mod→ L(F )-Mod una equivalencia Morita.

Consideremos el automorfismo ϕ ◦ Γ−1
V de K0(L(F )). Por Proposición 3.26 existe Φ :

L(F )-Mod→ L(F )-Mod equivalencia Morita tal que

ΦV = ϕ ◦ Γ−1
V .

Luego
H := Φ ◦ Γ : L(E)-Mod→ L(F )-Mod

es equivalencia Morita con HV = ΦV ◦ ΓV = ϕ.
Como [H(L(E))] = HV([L(E)]) = ϕ([L(E)]) = [L(F )], la Observación 2.17 nos dice

que L(F ) ∼= H(L(E)) como L(F )-módulos. Luego

L(E)op ∼= EndL(E)(L(E)) ∼= EndL(F )(H(L(E))) ∼= EndL(F )(L(F )) ∼= L(F )op (3.8)

donde la segunda identidad se sigue de que la equivalencia Morita preserva endomorfismos.
Por último, el isomorfismo (3.8) nos dice que L(E) ∼= L(F ).

Para unificar este resultado con el Teorema 3.22 de la sección anterior, vamos a integrar
los conceptos de Fdet y F[1] en la siguiente definición:

Definición 3.28. Dado E grafo finito, definimos la 3-upla de Franks como

F3(E) := (K0(L(E)), [1L(E)],det(I −AtE)).

Sea F es otro grafo finito diremos que

F3(E) ≡ F3(F )

si det(I − AtE) = det(I − AtF ) y existe un isomorfismo de K0(L(E)) en K0(L(F )) que
manda [1L(E)] en [1L(F )].

Corolario 3.29. Sean E y F grafos finitos tales que sus álgebras de Leavitt son simples
puramente infinitas. Si

F3(E) ≡ F3(F )

entonces existe un isomorfismo de anillos

L(E) ∼= L(F ).

Demostración. Como F3(E) ≡ F3(F ), en particular tenemos Fdet(E) ≡ Fdet(F ). Luego
por el Teorema 3.22 sabemos que L(E) es equivalente Morita a L(F ). Además también
tenemos que F[1](E) ≡ F[1](F ), luego por el Teorema 3.27 llegamos al isomorfismo deseado.

3.3. Condiciones necesarias y el empalme de Cuntz

En la sección anterior vimos que, dentro de la clase de álgebras de Leavitt unitales
simples puramente infinitas, la condición de equivalencia de F3 es suficiente para garantizar
isomorfismo. En esta sección vamos a analizar si es suficiente pedir la equivalencia de
F[1] para garantizar isomorfismo y, a su vez, ver si esa condición es necesaria. Si bien
todav́ıa no está resuelto este problema, vamos a estudiar ciertas técnicas que podŕıan
servir para resolverlo. Una de estas técnicas será un nuevo movimiento en los grafos,
llamado el empalme de Cuntz.
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Observación 3.30. Sean E y F grafos finitos tales que sus álgebras de Leavitt asociadas
son simples y puramente infinitas y K0(L(E)) ∼= K0(L(F )). Entonces
Coker(I − AtE) ∼= Coker(I − AtF ). Además, si D y D′ son las formas normales de Smith
asociadas a I −AtE y I −AtF respectivamente, tenemos

Coker(D) ∼= Coker(I −AtE) ∼= Coker(I −AtF ) ∼= Coker(D′).

Luego, por el teorema de estructura, si Coker(D) y Coker(D′) son de torsión tenemos

| det(I −AtE)| = |det(D)| = |Coker(D)| = |Coker(D′)| = |det(D′)| = | det(I −AtF )|.

Si no

|det(I −AtE)| = | det(D)| = 0 = | det(D′)| = |det(I −AtF )|.

Es decir, en ambos casos | det(I −AtE)| = |det(I −AtF )|

La Observación 3.30 nos permite simplificar el problema planteado en esta sección
sobre la suficiencia de F[1] para garantizar isomorfismo, en determinar cuál de las siguientes
afirmaciones es correcta:

(A) Dos álgebras de Leavitt unitales simples puramente infinitas, cuyos F[1] son equiva-
lentes, son isomorfas.

(B) Existen dos álgebras de Leavitt L(E) y L(F ) isomorfas tales que det(I − AtE) 6=
det(I −AtF ).

Como dijimos, este problema no está resuelto aún. Pero, por ejemplo, se puede resolver
en el siguiente caso particular.

Proposición 3.31. Sean E y F grafos finitos tales que sus álgebras de Leavitt asocia-
das son simples puramente infinitas y sus grupos de Grothendieck K0 son infinitos. Si
F[1](E) ≡ F[1](F ), entonces L(E) ∼= L(F ).

Demostración. Por el mismo argumento de la Observación 3.30, que el grupo de Grothen-
dieck K0(L(E)) sea infinito, quiere decir que la forma normal de Smith D de la matriz
I −AtE tiene un cero en la diagonal y, por ende, 0 = det(D) = det(I −AtE). Con el mismo
argumento det(I − AtF ) = 0. Por lo tanto tenemos F3(E) ≡ F3(F ) y por Corolario 3.29
L(E) ∼= L(F ).

Notemos que los movimientos introducidos hasta el momento no nos van a servir para
poder resolver este problema, ya que todos ellos preservan el determinante (por estar en
la misma clase de equivalencia de flujo). Por eso es que vamos a introducir este nuevo
movimiento que preserva el módulo del determinante, pero cambia el signo.

Definición 3.32. Sea E un grafo finito tal que L(E) es simple y puramente infinita.
Supongamos que E0 = {v1, . . . , vn} y que vn pertenece a un ciclo. Definimos el empalme
de Cuntz E− como

E0
− = {v1, . . . , vn, vn+1, vn+2}

E1
− = E1 ∪ {f1, f2, f3, f4, f5, f6}
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donde sE− y rE− extienden a sE y rE respectivamente y, además,

sE−(f1) = vn, sE−(f2) = vn+1, sE−(f3) = vn+1,

sE−(f4) = vn+2, sE−(f5) = vn+1, sE−(f6) = vn+2

y
rE−(f1) = vn+1, rE−(f2) = vn, rE−(f3) = vn+2,

rE−(f4) = vn+1, rE−(f5) = vn+1, rE−(f6) = vn+2

Ejemplo 3.33. Si E es
•99

** •v2hh

E− en v2 es

•99
** •v2hh

f1 ** •v3

f5

YY
f2

jj

f3 ** •v4 f6ff
f4

jj

Es fácil ver, mediante el argumento utilizado en la Proposición 3.4, que si L(E) es
unital simple puramente infinita entonces L(E−) es unital simple puramente infinita.

Proposición 3.34. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple puramente infinito y
E− el grafo definido anteriormente. Entonces

K0(L(E)) ∼= K0(L(E−)) y det(I −AtE) = −det(I −AtE−).

Demostración. Teniendo en cuenta que

AE− =



0 0

AE
...

...
0 0
1 0

0 · · · 0 1 1 1
0 · · · 0 0 1 1


es fácil ver que det(I −AtE) = −det(I −AtE−) desarrollando por cofactores por la última
columna y luego por la última fila.

Por lo visto en la Sección 2.3 tenemos que el monoide V(L(E−)) está generado por los
elementos v1, v2, . . . , vn+2 bajo las relaciones

vi =

n∑
j=1

(AE)i,j vj si 1 ≤ i ≤ n− 1

junto con las tres relaciones

vn = vn+1 +

n∑
j=1

(AE)i,j vj , vn+1 = vn + vn+1 + vn+2, y vn+2 = vn+1 + vn+2.

Además, sabemos por lo visto en la misma Sección que K0(L(E−)) ∼= V(L(E−))∗. Por
lo tanto, tenemos un morfismo K0(L(E)) → K0(L(E1−)) que manda [vi] 7→ [vi] y un
morfismo K0(L(E1−)) → K0(L(E)) que manda [vi] 7→ [vi] para todo i ∈ {1, . . . , n} (
notar que basta definir el morfismo en estos elementos pues [vn+1] = 0 y [vn+1] = −[vn]).
Además estos morfismos son isomorfismos inversos.
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Como hab́ıamos mencionado, el empalme de Cuntz tiene la ventaja de cambiar el signo
del determinante. Notar que el isomorfismo en el K0 de la proposición anterior no tiene
porqué mandar [1L(E)] 7→ [1L(E−)], por eso nos será util esta otra definición:

Definición 3.35. Sea E un grafo finito tal que L(E) es simplepuramente infinito. Supon-
gamos que E0 = {v1, . . . , vn} y vn pertenece a un ciclo. Definimos E1− como

E0
− = {v1, . . . , vn, vn+1, vn+2, vn+3}

E1
− = E1 ∪ {f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7}

donde sE1− y rE1− se comportan igual que en la Definición 3.32 en las aristas pertene-
cientes a E1 ∪ {f1, f2, f3, f4, f5, f6} y, además, sE1−(f7) = vn+3 y rE1−(f7) = vn.

Ejemplo 3.36. Si E es

•99
** •v2hh

E1− en v2 es

•99
** •v2hh

f1 ** •v3

f5

YY
f2

jj

f3 ** •v4 f6ff
f4

jj

•v5
f7

OO

Observemos que E− = (E1−)\vn+3
. Nuevamente es fácil ver, mediante el argumento

utilizado en la Sección 3.1, que si L(E) es unital simple puramente infinita entonces L(E−)
es unital simple puramente infinita.

Proposición 3.37. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple puramente infinito y
E1− el grafo definido anteriormente. Entonces

F[1](E) ≡ F[1](E1−) y det(I −AtE) = −det(I −AtE−).

Demostración. Como E− = (E1−)\vn+3
el Lema 3.21 nos dice que det(I−AtE1−) = det(I−

AtE−) = −det(I − AtE). Por el mismo argumento que en la Proposición 3.34 tenemos
que K0(L(E1−)) está generado por los elementos [v1], [v2], . . . , [vn+3] bajo las relaciones
[vi] =

∑n
j=1 (AE)i,j [vj ] si 1 ≤ i ≤ n, [vn+1] = 0, [vn+2] = −[vn] y [vn+3] = [vn]. Por lo

tanto, usando el argumento que la Proposición 3.34, tenemos nuevamente isomorfismos
inversos K0(L(E))→ K0(L(E1−)) y K0(L(E1−))→ K0(L(E)). Notar que en este caso, el
isomorfismo manda

∑n
j=1 [vj ] 7→

∑n+3
j=1 [vj ]

Para terminar el caṕıtulo vamos a ver que, si para todo grafo finito E tal que L(E)
es simple puramente infinito vale que L(E) es equivalente Morita a L(E−), entonces la
afirmación (A) es verdadera.

Para simplificar la escritura, a la afirmación “para todo grafo finito E tal que L(E)
es simple puramente infinito vale que L(E) es equivalente Morita a L(E−)” le diremos la
afirmación (CS).

Proposición 3.38. Si la afirmación (CS) es verdadera, entonces K0 clasifica las álgebras
de Leavitt unitales simples puramente infinitas bajo equivalencia Morita.
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Demostración. Sean E y F grafos finitos tales que K0(L(E)) ∼= K0(L(F )). Por Observa-
ción 3.30 |det(I −AtE)| = | det(I −AtF )|.

Si tienen el mismo signo, entonces Fdet(E) ≡ Fdet(F ) y por el Teorema 3.22 L(E) vM
L(F ). Si tienen distinto signo, entonces Fdet(E−) ≡ Fdet(F ) y por el Teorema 3.22 tenemos
L(F ) vM L(E−) vM L(E).

Rećıprocamente, una equivalencia Morita Ψ induce un isomorfismo ΨV en los grupos
K0.

Lema 3.39. Sea E grafo finito tal que L(E) es simple puramente infinita. Si la afirmación
(CS) es verdadera, entonces L(E) ∼= L(E1−)

Demostración. Como E− = (E1−)\vn+3
, luego por Proposición 3.4

L(E1−) vM L(E−) vM L(E). Además, como la Proposición 3.37 nos dice que F[1](E) ≡
F[1](E1−), tenemos L(E) ∼= L(E1−) por el Teorema 3.27.

Proposición 3.40. Si la afirmación (CS) es verdadera, entonces F[1] clasifica las álgebras
de Leavitt unitales simples puramente infinitas módulo isomorfismo.

Demostración. Si F[1](E) ≡ F[1](F ), por Observación 3.30 |det(I−AtE)| = |det(I−AtF )|.
Si tienen el mismo signo, entonces F3(E) ≡ F3(F ) y por lo tanto son isomorfos. Si

tienen signos opuestos tenemos F3(E1−) ≡ F3(F ) y por lo tanto L(E) ∼= L(E1−) ∼= L(F )
por Lema 3.39.

Reciprocamente, si L(E) ∼=ϕ L(F ), entonces tenemos un isomorfismo
ϕ̂ : K0(L(E)) → K0(L(F )) que manda [M ] 7→ [L(E) ⊗L(E) M ]. En particular [L(E)] 7→
[L(F )].

Observación 3.41. Para el caso C∗ Cuntz demostró que el empalme de Cuntz no cambia
la clase de equivalencia Morita, por lo que es cierto el análogo a la Proposición 3.38. Por
tanto el problema está resuelto en el caso anaĺıtico (ver [24]).



Caṕıtulo 4

Hacia una caracterización
graduada

Un grupo pre-parcialmente ordenado es un grupo abeliano G junto con una relación ≤
reflexiva y transitiva que respeta la estructura de G, es decir, tal que si a ≤ b entonces
a+c ≤ b+c para todo a, b, c ∈ G. Definimos el cono de G como el subconjunto G+ ⊆ G de
los elementos g ∈ G tales que g ≥ 0. Observemos que G+ es un submonoide de G. Decimos
que un morfismo f : G→ H es un morfismo de orden si es un morfismo de grupos tal que
f(G+) ⊆ H+. Notemos que dado un cono G+ en G podemos definir la relación a ≺ b si y
sólo si existe c ∈ G+ tal que a + c = b .De hecho, se puede ver que ≺ coincide con ≤, es
decir, dar un cono en G es lo mismo que dar la relación ≤ .Además, si hay una acción de un
grupo Γ en G, podemos definir en G una estructura de grupo Γ-pre-parcialmente ordenado
donde G es un grupo pre-parcialmente ordenado tal que si a ≤ b entonces γa ≤ γb para
todo a, b ∈ G y γ ∈ Γ. Un morfismo de grupos Γ-grupos preparcialmente ordenados es un
morfismo de orden Γ−equivariante.

Ejemplo 4.1. Sea R un anillo con unidad, entonces K0(R) es un grupo pre-parcialmente
ordenado donde K+

0 (R) es la imagen de V(R) v́ıa la proyección canónica.

Recordemos que, por lo visto en la Sección 1.4, dado un grafo E tenemos una acción
de Z en Kgr

0 (L(E)) inducida por el funtor de suspensión. A su vez, esta acción le da una
estructura de Z[Z]-módulo en Kgr

0 (L(E)) o, equivalentemente, de Z[x, x−1]-módulo.

Ejemplo 4.2. Sea R un anillo. El grupo abeliano Kgr
0 (L(E)) es un grupo Z-pre-parcialmente

ordenado donde (Kgr
0 (R))+ es la imagen de Vgr(R) v́ıa la proyección canónica.

En [13] Hazrat propone la siguiente conjetura:

Conjetura 1. Sean E y F grafos finitos por fila. Entonces son equivalentes:

(1) L(E) ∼=gr L(F ).

(2) Existe un isomorfismo de orden de Z[x, x−1]-módulos

(Kgr
0 (L(E)), [1L(E)]) ∼= (Kgr

0 (L(F )), [1L(F )]).

Sean E y F grafos finitos sin pozos ni fuentes. En este caṕıtulo definiremos el álgebra
graduada Lg(E) y veremos que la condición (2) de Hazrat es equivalente a que exista un

51



52 CAPÍTULO 4. HACIA UNA CARACTERIZACIÓN GRADUADA

isomorfismo graduado entre L(F ) y Lg(E). Por el Teorema 2.12 podemos suponer que las
álgebras de Leavitt de grafo son fuertemente Z-graduadas. Además, por el argumento visto
en la Sección 2.2, la restricción a grafos sin fuentes nos dice que L(E) = L(E)0[t+, t−, α]
con

t+ :=
n∑
i=1

ei ∈ Lk(E)1 t− :=
n∑
i=1

ei ∈ Lk(E)−1

donde r(ei) = vi y α(a) = t+at−.

En la primera sección de este caṕıtulo enunciaremos el teorema principal (que fue
enunciado en el párrafo anterior) y fijaremos la estrategia para demostrarlo. En la segunda
sección terminaremos la demostración.

Este caṕıtulo se basa en el trabajo realizado en [7] por Ara y Pardo.

4.1. Caracterización de isomorfismos graduados

Vimos en la Sección 1.4 que Kgr
0 (L(E)) ∼= K0(L(E)0). Por lo tanto, nos será de utilidad

estudiar el álgebra L(E)0. Dado M un L(E)0-módulo podemos definir Mα el L(E)0-

módulo dado por Mα := pM como grupo abeliano donde p := t+t− y con la acción

L(E)0 ×Mα →Mα

(a,m) 7→ a ∗m := α(a)m

Notar que está bien definido, pues a∗pm = α(a)pm = α(a)α(1)m = α(1)α(a)m = pα(a)m.

Lema 4.3. Los módulos Mα y t−L(E)0 ⊗L(E)0 M son isomorfos.

Demostración. Consideremos los morfismos de grupos abelianos

t−L(E)0 ⊗L(E)0 M
f−→Mα

t−x⊗m 7→ t+t−xm = pxm

y

Mα g−→ t−L(E)0 ⊗L(E)0 M

pm 7→ t− ⊗ pm.

Notar que son isomorfismos inversos, pues f(g(pm)) = t+t−pm = p2m = pm y g(f(t−x⊗
m)) = t−⊗t+t−xm = t−t+tx⊗m = t−x⊗m. Además, f es un morfismo de L(E)0-módulos
(notar que t−L(E)0 = L(E)−1, por tanto es L(E)0-módulo) pues

f(a(t−x⊗m)) = t+at−xm = α(a)t+t−xm = a ∗ t+t−xm = a ∗ f(t−x⊗m)).

Sean T := T1 : L(E)0-Mod → L(E)0-Mod el funtor de 1-suspensión y T −1 := T−1 :
L(E)0-Mod→ L(E)0-Mod el funtor de (-1)-suspensión definidos en la Sección 1.4. Por Le-
ma 4.3 tenemos que el isomorfismo inducido (T −1)∗ = (T∗)−1 : K0(L(E)0) → K0(L(E)0)
está dado por la regla [P ] 7→ [Pα].
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Definición 4.4. Sea k un cuerpo. Decimos que una k-álgebra R es matricial si es un
producto directo de álgebras de matrices sobre k. Diremos que R es ultramatricial si es un
coĺımite de álgebras matriciales.

Veremos que L(E)0 es un álgebra ultramatricial: Supongamos que E es un grafo finito
sin pozos. Consideremos L(E)0,n como el subespacio de L(E)0 que consiste de las combina-
ciones lineales de elementos de la forma µν∗ donde r(µ) = r(ν) y |µ| = |ν| ≤ n. Notar que
en realidad L(E)0,n es una subálgebra de L(E)0, más aún, estas subálgebras forman una fil-
tración de L(E)0. Es decir, L(E)0,n ⊆ L(E)0,n+1 para todo n ∈ N y L(E)0 = ∪i∈N0L(E)0,n.
Tomemos un elemento de la forma µν∗ ∈ L(E)0 con |µ| = |ν| = n y r(µ) = r(ν) = v.
Como v no es un pozo puedo usar la relación CK2 para obtener

µν∗ = µvν∗ =
∑

e∈s−1(v)

(µe)(νe)∗ (4.1)

es decir, podemos escribir al elemento µν∗ como combinación lineal de elementos de la
forma µ′(ν ′)∗ con |µ| = |ν ′| = n + 1. Haciendo inducción en el tamaño de los caminos,
podemos ver que

L(E)0,n =

{∑
i

ci µiν
∗
i : ci ∈ k, |µi| = |ν∗i | = n para todo i

}
.

Sea P (n, v) el conjunto de caminos de tamaño n que terminan en v, tenemos un isomorfismo

L(E)0,n
∼=
∏
v∈E0

M|P (n,v)|(k). (4.2)

Este isomorfismo manda cada elemento µν∗ ∈ L(E)0,n en la matriz canónica eµ,ν . Bajo esta
identificación, los morfismos de transición L(E)0,n ↪→ L(E)0,n+1 se visualizan fácilmente
usando la ecuación (4.1). Este argumento nos muestra que el álgebra L(E)0 es un álgebra
ultramatricial.

Observación 4.5. Si R es un álgebra matricial entonces R es semisimple. Como todo
módulo simple es isomorfo a un ideal simple, y todo ideal simple en un anillo semisimple
está generado por un elemento idempotente de R, tenemos que todo R-módulo es una suma
directa de módulos de la forma Re con e ∈ R idempotente. En particular, K0(R) está ge-
nerado por elementos de la forma [Re] con e ∈ R idempotente. Se sigue del hecho de que
K0 conmuta con coĺımites filtrantes que el K0 de toda álgebra ultramatricial está generado
por elementos idempotentes del álgebra.

Lema 4.6. Sea E un grafo finito sin pozos ni fuentes. Sea α∗ = K0(α). Entonces los
morfismos inducidos α∗, T −1

∗ : K0(L(E)0) → K0(L(E)0) son isomorfismos inversos. Es
decir, α∗ = T∗.

Demostración. Como T −1
∗ es un isomorfismo, basta ver que T −1

∗ ◦ α∗ = IdK0(L(E)0).
Por Observación 4.5 basta ver que es la identidad sobre los elementos de la forma

[L(E)0e] con e ∈ L(E)0 idempotente.

(T −1
∗ ◦ α∗)([L(E)0e]) = T −1

∗ ([L(E)0α(e)]) = [(L(E)0α(e))α].

Para terminar el argumento, veamos que
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L(E)0e (L(E)0α(e))α

x α(x)

f

es un isomorfismo. Claramente está bien definido. Como α es isomorfismo de esquina
es aditivo e inyectivo. Es lineal, pues para todo r ∈ L(E)0 y x ∈ L(E)0e tenemos

f(rx) = α(r)α(x) = r ∗ α(x).

Por último, dado y ∈ (L(E)0α(e))α tenemos y = prα(e) con r ∈ L(E)0. Además prp ∈
pL(E)0p = α(L(E)0), por lo que prp = α(s) para algún s. De esta forma

y = prα(e) = prpα(e) = α(se)

ya que p = α(1). Por tanto f es sobreyectiva y, en consecuencia, es un isomorfismo.

Teorema 4.7. Sean E y F grafos finitos sin pozos ni fuentes y α y β los isomorfismos
de esquina correspondientes. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Existe un isomorfismo Ψ : (K0(L(E)0),K+
0 (L(E)0)) → (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0)) tal
que Ψ ◦ (TE)∗ = (TF )∗ ◦Ψ.

(2) Existe un isomorfismo Ψ : (K0(L(E)0),K+
0 (L(E)0)) → (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0)) tal
que Ψ ◦ α∗ = β∗ ◦Ψ.

(3) Existe un isomorfismo de Z[x, x−1]-módulos ordenados Kgr
0 (L(E)) ∼= Kgr

0 (L(E)).

Por comodidad notaremos la condición (1) como

(K0(L(E)0),K+
0 (L(E)0)) ∼=Z[x,x−1] (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0))

y la condición (2) como

(K0(L(E)0),K+
0 (L(E)0), α∗) ∼= (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0), β∗)

Demostración. Por Lema 4.6 tenemos que α∗ = T de donde se sigue la equivalencia entre
(1) y (2). Como Z está generado por 1, la condición de que el morfismo Ψ conmute con los
morfismos TE y TF equivale a pedir que Ψ sea un morfismo de Z[x, x−1]-módulos. Además
K0(L(E)0) ∼= Kgr

0 (L(E)) como Z[x, x−1]-módulos como se explica en la Sección 1.4. De
esto se sigue la equivalencia entre (1) y (3).

Observación 4.8. Recordemos que

L(E)0 =
⋃
n∈N0

L(E)0,n.

Llamemos ιn,n+1 : L(E)0,n ↪→ L(E)0,n+1 al morfismo de transición y ιn,∞ : L(E)0,n ↪→
L(E)0 a la inclusión. También sab́ıamos que

L(E)0,n
∼=
∏
v∈E0

M|P (n,v)|(k).
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Como K0 conmuta con coĺımites filtrantes tenemos que

K0(L(E)0) = lim−→(K0(L(E)0,n),K0(ιn,n+1)).

Del Teorema 1.12 y el Ejemplo 1.7 se sigue que K0(L(E)0,n) = ZN donde N = |E0|.
Además, debido a la relación CK2 tenemos la igualdad

µν∗ =
∑

e∈s−1(r(µ))

(µe)(νe)∗.

Luego es fácil ver que bajo las identificaciónes

V(
∏
v∈E0

M|P (n,v)|(k)) ∼=
∏
v∈E0

N = NN

el morfismo K0(ιn,n+1) es la multiplicación por AtE. Aśı

K0(L(E)0) = lim−→(ZN , AtE).

Por comodidad notemos G = K0(L(E)0) y Gm = K0(L(E)0,m). Luego, la multiplica-
ción por AtE induce un morfismo δAtE : G→ G.

G0 G1 G2 G3 G

G0 G1 G2 G3 G

AtE AtE AtE

AtE AtE AtE

AtE AtE AtE AtE
δAtE

Lema 4.9. Sea E un grafo finito sin pozos ni fuentes. Entonces los isomorfismos α∗ y
δAtE son mutuamente inversos.

Demostración. Como
α(µν∗) = t+µν

∗t− = eiµ(ejν)∗

donde r(ei) = s(µ) y r(ej) = s(ν), es cuestión de rutina chequear, usando el mismo
argumento que en la Observación 4.8, que el morfismo α∗ se restringe a Id : Gn → Gn+1.
De esta forma tenemos

G0 G1 G2 G3 G

G0 G1 G2 G3 G

AtE AtE AtE

AtE AtE AtE

AtE AtE AtE AtE
Id Id Id α∗ δAtE

luego tenemos

δAtE ◦ α∗(ιn,∞(g)) = δAtE (ιn+1,∞(g)) = ιn+1,∞(AtEg) = ιn+1,∞(ιn,n+1(g)) = ιn,∞(g)

es decir, δAtE ◦ α∗ = IdG. Como α∗ es un automorfismos por el Lema 4.6, la demostración
queda terminada.
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De ahora en más notaremos A := AtE . Recordemos que por Observación 1.15 tenemos

que

G = lim−→(Gn, A) =
⊔
n∈N0

Gn /v =
⊔
n∈N0

(ZN )n /v

donde el sub́ındice indica la copia de ZN a la cual nos referimos y, si notamos (a)n al
elemento a ∈ ZN que se encuentra en la n-ésima copia, (a)n v (b)m si y sólo si existe
` ≥ m,n tal que A`−na = A`−mb. Podemos definir el cono positivo de G como G+ =
{[(a)n] ∈ G : a ∈ NN0 }.

Por otro lado, recordemos del apéndice A que el rango eventual de A RA := ANQN es
el máximo subespacio de QN donde la multiplicación por la matriz A es inversible y que
el grupo dimensión de A es

∆A = {v ∈ RA | Akv ∈ ZN para algún k ∈ N}.

El cono positivo del grupo dimensión es

∆+
A = {v ∈ RA | Akv ∈ (N0)N para algún k ∈ N}

y el automorfismo dimensión es el automorfismo

δA : ∆A → ∆A

que manda v 7→ Av (ver Apéndice A para más detalle). Luego el morfismo

φ : (∆A,∆
+
A, δA)→ (G,G+, δA) (4.3)

v 7→ [(Akv)k]

donde Akv ∈ Z, está bien definido. Además es inyectivo pues si v, w ∈ RA y [(Akv)k] =
φ(v) = φ(w) = [(Ak

′
w)k′ ] entonces existe ` ≥ k, k′ tal que A`v = A`w y como A es

inversible en RA tenemos v = w. También es sobreyectivo, pues si tomamos un [(a)n] ∈ G,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que a ∈ RA, si no reemplazamos a por AN

y n por n + N ya que [(a)n] = [(ANa)n+N ]. Luego, como a ∈ RA y RA es el máximo
subespacio de QN donde A es inversible, existe b ∈ RA tal que Anb = a. Notar que esto
último nos dice que b ∈ ∆A pues Anb = a ∈ ZN . Luego φ(b) = [(Anb)n] = [(a)n]. Por
tanto, φ es un isomorfismo, es decir, φ : ∆A → G es un isomorfismo de grupos tal que
φ(∆+

A) = G+ y φ ◦ δA = δA ◦ φ.
También recordemos la Definición A.11: Dos matrices A y B cuadradas con coeficientes

en N0 son shift equivalentes con lag ` ∈ N si existe un par (R,S) de matrices rectangulares
con coeficientes en N0 tal que

AR = RB SA = BS A` = RS B` = SR.

En esta situación escribiremos A vSE B.

Teorema 4.10. Sean E y F grafos finitos sin pozos ni fuentes y α y β los isomorfismo de
esquina correspondientes. Sean A = AtE y B = AtF . Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:



4.1. CARACTERIZACIÓN DE ISOMORFISMOS GRADUADOS 57

(1) A vSE B

(2) (K0(L(E)0),K+
0 (L(E)0)) ∼=Z[x,x−1] (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0))

(3) (K0(L(E)0),K+
0 (L(E)0), α∗) ∼= (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0), β∗)

(4) (K0(L(E)0),K+
0 (L(E)0), δA) ∼= (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0), δB)

(5) Existe un isomorfismo ordenado de Z[x, x−1]-módulos Kgr
0 (L(E)) ∼= Kgr

0 (L(E)).

Demostración. En el Teorema 4.7 vimos la equivalencia de (2), (3) y (5). La equivalencia
entre (4) y (3) se sigue del Lema 4.9. La equivalencia entre (1) y (4) se sigue del Teorema
A.13 y la observación anterior al teorema.

Definición 4.11. Sean A un álgebra y g un automorfismo de A. Decimos que g es lo-
calmente interior si para cada conjunto finito a1, a2, . . . , an de elementos de A existe h un
automorfismo interior de A tal que g(ai) = h(ai) para i = 1, . . . , n.

Proposición 4.12. Sean A un álgebra ultramatricial y g un automorfismo de A. Si
K0(g) = Id, entonces g es localmente interior.

Demostración. Supongamos que A = lim−→Ai donde cada Ai es un álgebras matricial y
ιi : Ai → A es el morfismo canónico. Sea {[x1], . . . , [xn]} ⊆ A un subconjunto finito de
elementos de A. Consideremos i0 suficientemente grande tal que {x1, . . . , xn} ⊆ Ai0 . Luego

K0(g ◦ ιi) = K0(g) ◦K0(ιi) = K0(ιi).

Por [14, Theorem 3.3.1.] existe un automorfismo interior θ ∈ Aut(A) tal que θ ◦ ιi = g ◦ ιi.
Evaluando en los xi tenemos

θ([xi]) = g([xi])

para i = 1, . . . , n, como queŕıamos.

Sea E un grafo finito sin pozos ni fuentes y escribamos L(E) = L(E)0[t+, t−, α] como
en la Sección 2.2. Sea g un automorfismo localmente interior de L(E); definimos

Lg(E) = L(E)0[t+, t−, g ◦ α].

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema principal de este caṕıtulo.

Teorema 4.13 (Ara y Pardo). Sean E y F grafos finitos sin pozos ni fuentes. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (K0(L(E)0),K+
0 (L(E)0), [1L(E)0 ]) ∼=Z[x,x−1] (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0), [1L(F )0 ]).

(2) Existe g un automorfismo localmente interior de L(E)0 tal que Lg(E) ∼=gr L(F ).

La demostración del Teorema ocupará todo lo que queda del caṕıtulo.
Demostración: (2)⇒ (1). Como Lg(E) ∼=gr L(F ), tenemos

(K0(Lg(E)0),K+
0 (Lg(E)0), [1Lg(E)0 ]) ∼=Z[x,x−1] (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0), [1L(F )0 ])

donde cada uno de estos isomorfismos son isomorfismo de Z[x, x−1]-módulos ordenados
que preservan la unidad de orden. Además

Kgr
0 (Lg(E)) = K0(Lg(E)0) = K0(L(E)0) = Kgr

0 (L(E)).
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Por lo tanto

(K0(L(E)0),K+
0 (L(E)0), [1L(E)0 ]) ∼=Z[x,x−1] (K0(L(F )0),K+

0 (L(F )0), [1L(F )0 ])

como queŕıamos.

(1) ⇒ (2). Por comodidad notaremos N := |E0|, M := |F 0|, A = AtE , B = AtF , δA :
K0(L(E)0)→ K0(L(E)0) y δB : K0(L(E)0)→ K0(L(E)0) los morfismos inducidos por la
multiplicación por A y B, respectivamente. Pensaremos L(E)0[t+, t−, α] y L(F )0[s+, s−, β]
como en la demostración del Lema 2.13. También notaremos ιEn,m : L(E)0,n ↪→ L(E)0,m

y ιFn,m : L(F )0,n ↪→ L(F )0,m los morfismos de transición, LEn := L(E)0,n si n ∈ N0,

LE := L(E)0, LFn := L(F )0,n si n ∈ N0, LF := L(F )0, G := K0(L(E)0), H := K0(L(F )0),
Gn := K0(L(E)0,n) ∼= ZN , Hn := K0(L(F )0,n) ∼= ZM , idt := idZN : Gt → Gt+1 y
id′t := idZM : Ht → Ht+1.

Por hipótesis, tenemos un isomorfismo Φ tal que

(K0(LE),K+
0 (L(E)0), [1L(E)0 ]) ∼=Z[x,x−1] (K0(LF ),K+

0 (L(F )0), [1L(F )0 ])

luego, el Teorema 4.10 nos dice que A vSE B, es decir, existen matrices R ∈MN×M (N0)
y S ∈MM×N (N0) y ` ∈ Z tales que

(1) (i) AR = RB; (ii) SA = BS.

(2) (i) A` = RS ; (ii) B` = SR.

Por la demostración del Teorema A.13, si pensamos al morfismo Φ : ∆A → ∆B,
tenemos que el morfismo δkB ◦Φ◦δNA = Φ◦δN+k

A es la multiplicación a izquierda por S para
algún k suficientemente grande. Por lo que es rutina chequear que, bajo las identificaciones
de (4.3), el morfismo Φ : G → H manda Φ([(a)d]) = [(Sa)d+N+k]. De esta forma, el
morfismo Φ es el inducido por los morfismos S : Gd → Hd+N+k para d ∈ N0.

Pensando a los elementos del grupo abeliano K0 como diferencias de clases de idem-
potentes es fácil ver que un morfismo unital preserva la unidad de orden. Por tanto los
morfismos K0(ιE0,∞), K0(ιFN+k,∞), AM : Gd → Gd+M y BM : Hd → Hd+M preservan la
unidad de orden. Además, por hipótesis, el morfismo Φ también lo hace. Como el diagrama

K0(L(E)0,d) K0(L(F )0,d+N+k)

K0(L(E)0,d+M ) K0(L(F )0,d+N+M+k)

K0(L(E)0) K0(L(F )0)

S·

AM · BM ·

K0(ιEd+M,∞)

Φ

K0(ιFd+N+M+k,∞)

S·

conmuta y

Φ(K0(ιEd+M,∞)(AM · ([L(E)0,d]))) = [L(F )0],
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tenemos

K0(ιFd+N+M+k,∞)(BM · (S · ([L(E)0,d]))) = [L(F )0].

Por la descripción (4.3), es fácil ver que K0(ιFd+N+M+k,∞) es inyectivo sobre la imagen de

BM . Por lo tanto

BM · (S · ([L(E)0,d])) = [L(F )0,d+N+M+k].

De esta forma, el morfismo

Gd
S·−→ Hd+N+k

BM ·−−−→ Hd+N+M+k

preserva la unidad de orden. Además BM ◦ S = (BMS) = (SAM ).

Notemos que si A vSE B con lag ` y matrices R y S que cumplen las relaciones
mencionadas, entonces las matrices R y SAt dan la misma equivalencia shift con lag `+ t.
Luego, podemos suponer que `+M es ` y SAM es S.

En conclusión, los morfismos S· : Gd → Gd+N+M+k inducen el morfismo Φ : G→ H
y, además, estos preservan la unidad de orden. Usando el mismo argumento podemos
suponer que la multiplicación a izquierda por R induce el morfismo Φ−1 y preserva la
unidad de orden.

Lema 4.14. Sean A,B,R, S matrices donde A y B son cuadradas y se cumplen las rela-
ciones

(1) (i) AR = RB; (ii) SA = BS.

(2) (i) A` = RS ; (ii) B` = SR.

Entonces para todo `, k,m ≥ 1 existen diagramas conmutativos:

a)

G`+1 Gk+`+1

G` Gk+`

Hm+1 Hm+k+1

Hm Hm+k

Ak

id`

idk+`

Bk

Bk

id′m

id′m+k

S

S

S S

Ak
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b)

G`+1 Gk+`+1

G` Gk+`

Hm+1 Hm+k+1

Hm Hm+k

Ak

id`

idk+`

Bk

Bk

id′m

id′m+k

R

R

R R

Ak

Demostración. La conmutatividad de ambos diagramas se sigue fácilmente de aplicar in-
ductivamente las relaciones AR = RB y SA = BS.

En conclusión, tenemos un diagrama conmutativo

G1 G`+1 G2`+1 G

G0 G` G2` G

Hm+1 Hm+`+1 Hm+2`+1 H

Hm Hm+` Hm+2` H

A`

S

id0

A`

S

B`

R

B`

R

id′m

A`

S

A`

S

id`

B`

R

B`

R

id′m+`

S

S

id2`

id′m+2`

α∗

β∗

Φ

Φ

donde los morfismos S, R y A` preservan la unidad de orden, la multiplicación por S
induce el morfismo Φ, los morfismos {idk}k∈`N0 y {id′k}k∈m+`N0 inducen los morfismos α∗
y β∗, respectivamente, por el argumento de la demostración del Lema 4.9.

El objetivo de la siguiente sección será levantar este diagrama conmutativo de grupos
abelianos en el siguiente diagrama conmutativo de álgebras
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LE1 LE`+1 LE2`+1 LE

LE0 LE` LE2` LE

LFm+1 LFm+`+1 LFm+2`+1 LF

LFm LFm+` LFm+2` LF

ιE1,`+1

φ1

α

ιE0,`

φ0

ιFm+1,m+`+1

ψm+1

ιFm,m+`

ψm

β

ιE`+1,2`+1

φ`+1

ιE`,2`

φ`

α

ιFm+`+1,m+2`+1

ψm+`+1

ιFm+`,m+2`

ψm+`

β

φ2`+1

φ2`

α

β

α

β

ϕ0ψ0

ϕ1ψ1

Terminemos la demostración del teorema asumiendo que tenemos este último diagra-
ma.

Por la conmutatividad de la parte de adelante y de atrás del diagrama tenemos mor-
fismos

ϕ0, ϕ1 : LE → LF

definidos por
ϕε(ι

E
k`+ε,∞(x)) = ιFk`+m+ε,∞(φk`+ε(x))

para todo x ∈ LEk`+ε y ε = 0, 1. Análogamente, usando la conmutatividad de los cuadrados

puestos en diagonal, tenemos morfismos ψε : LF → LE para ε = 0, 1. Notar que las
identidades

ψm+k`+ε ◦ φk`+ε = ιEk`+ε,(k+1)`+ε φ(k+1)`+ε ◦ ψm+k`+ε = ιm+k`+ε,m+(k+1)`+ε

nos dicen que los morfismos φε y ψε son isomorfismos inversos. Además, la identidad
β ◦ φk` = φk`+1 ◦ α nos dice que

β ◦ ϕ0 = ϕ1 ◦ α. (4.4)

Análogamente
β ◦ ψ1 = ψ0 ◦ α. (4.5)

Lema 4.15. Si definimos, bajo la notación anterior, g = ψ0 ◦ ϕ1 ∈ Aut(LE). Entonces g
es un automorfismo localmente interior.

Demostración. Por la Proposición 4.12 basta ver que K0(g) = id. Para ver esto, es sufi-
ciente ver que para todo k ∈ N tenemos

K0(ψm+(k+1)` ◦ ιFm+k`+1,m+(k+1)` ◦ φk`+1) = K0(ιEk`+1,(k+2)`)

pues inducen los morfismos K0(g) e id, respectivamente. Pero

K0(ψm+(k+1)` ◦ ιFm+k`+1,m+(k+1)` ◦ φk`+1) = RB`−1S = A`−1RS = A2`−1.

Y por otro lado
K0(ιEk`+1,(k+2)`) = A2`−1

terminando la demostración.
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Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema. Recordemos que queremos ver
que

L(E)0[t+, t−, g ◦ α] = Lg(E) ∼=gr L(F ) = L(F )0[s+, s−, β]

para algún automorfismo interior g. De hecho, vamos a ver que g = ψ0 ◦ ϕ1 sirve.

Por la identidad (4.4) tenemos

β ◦ ϕ0 = ϕ1 ◦ α = ϕ0 ◦ ψ0 ◦ ϕ1 ◦ α = ϕ0 ◦ g ◦ α.

De esta forma

s+ϕ0(a)s− = β(ϕ0(a)) = ϕ0((g ◦ α)(a))

para todo a ∈ L(E)0, por lo que la propiedad universal de L(E)0[t+, t−, g ◦α] nos dice que
tenemos un único morfismo de álgebras

ϕ : Lg(E)→ L(F )

tal que ϕ
∣∣
L(E)0

= ϕ0, ϕ(t+) = s+ y ϕ(t−) = s−. Claramente ϕ es un morfismo graduado.

Análogamente podemos definir un morfismo graduado

ψ : L(F )→ Lg(E)

tal que ψ
∣∣
L(F )0

= ψ0, ψ(s+) = t+ y ψ(s−) = t−. De esta forma tenemos isomorfismos

graduados inversos ϕ y ψ como queŕıamos.

4.2. Levantando el diagrama

En esta sección terminaremos la demostración del Teorema 4.13 viendo que podemos
levantar el diagrama conmutativo de grupos abelianos

G1 G`+1 G2`+1 G

G0 G` G2` G

Hm+1 Hm+`+1 Hm+2`+1 H

Hm Hm+` Hm+2` H

A`

S

id0

A`

S

B`

R

B`

R

id′m

A`

S

A`

S

id`

B`

R

B`

R

id′m+`

S

S

id2`

id′m+2`

α∗

β∗

Φ

Φ
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en el siguiente diagrama conmutativo de álgebras

LE1 LE`+1 LE2`+1 LE

LE0 LE` LE2` LE

LFm+1 LFm+`+1 LFm+2`+1 LF

LFm LFm+` LFm+2` LF

ιE1,`+1

φ1

α

ιE0,`

φ0

ιFm+1,m+`+1

ψm+1

ιFm,m+`

ψm

β

ιE`+1,2`+1

φ`+1

ιE`,2`

φ`

α

ιFm+`+1,m+2`+1

ψm+`+1

ιFm+`,m+2`

ψm+`

β

φ2`+1

φ2`

α

β

α

β

ϕ0ψ0

ϕ1ψ1

Para facilitar la construcción notaremos: E0 = {v1, . . . , vN}, F 0{w1, . . . , wM}. Si γ
es un camino en E de longitud t y d ≥ 1 y notaremos γEd al conjunto de los caminos
λ ∈ E de longitud d + t tales que el segmento inicial de longitud t de λ coincide con γ.
Análogamente Edγ consistirá los caminos de longitud d + t terminados en γ. También
notaremos γEdδ = γEd+|δ| ∩ Ed+|γ|δ. Aplicaremos la misma notación para F .

Recordar que los morfismos α y β se obtienen fijando aristas ei ∈ r−1(vi) y fj ∈ r−1(wj)
para cada i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M . Luego definimos

t+ :=
N∑
i=1

ei y t− :=
N∑
i=1

e∗i .

s+ :=
M∑
j=1

fj y s− :=
M∑
j=1

f∗j .

Luego los morfismos quedan definidos como α(a) = t+at− y β(b) = s+bs−.

Dado un camino γ ∈ Ed notaremos γ̂ al camino eiγ ∈ eiEd ⊆ Ed+1 donde s(γ) = vi.
Observemos que si γ1, γ2 ∈ Ed, entonces α(γ1γ

∗
2) = γ̂1γ̂2

∗. Lo mismo vale para F . Las
matrices A y B serán las matrices transpuestas de las matrices de adyacencia de E y F
respectivamente. Las matrices S y R tendrán coeficientes sji y rij respectivamente. Usa-
remos constantemente el ı́ndice i para los elementos en {1, . . . , N} y j para los elementos
en {1, . . . ,M}.

Para demostrar lo que queremos primero levantaremos los primeros tres cuadrados
conmutativos y luego daremos un paso inductivo que determinara la construcción del
diagrama.

4.2.1. Levantando el primer diagrama

Empezaremos levantando el diagrama



64 CAPÍTULO 4. HACIA UNA CARACTERIZACIÓN GRADUADA

ZN ZN

ZM ZM

id0

S

id′m

S

al diagrama

LE0 LE1

LFm LFm+1

α

φ0

β

φ1

donde φ0, φ1 son morfismos unitales. Pensando al grupo abeliano K0 en términos de idem-
potentes es fácil ver que la unidad de orden en K0(LE0 ) es el elemento
(|P (0, v1)|, . . . , |P (0, vN )|) = (1, . . . , 1) y en K0(LFm) es (|P (m,w1)|, . . . , |P (m,wM )|). Co-
mo S : K0(LE0 ) → K0(LFm) preserva la unidad de orden tenemos |Fmwj | =

∑N
i=1 sji. De

esta forma, podemos considerar una partición

Fmwj =

N⊔
i=1

Λm,vij

donde |Λm,vij | = sji para todo j, i. Escribiremos

Λm,vij = {λ0
j1(vi), . . . , λ

0
jsji(vi)}.

Definimos el morfismo φ0 : LE0 → LFm como

φ0(vi) =
M∑
j=1

∑
λ∈Λ

m,vi
j

λλ∗.

Observemos que este morfismo está bien definido pues los vi forman una base. Además
[λλ∗] = cj ∈ ZM , el j-ésimo vector canónico, para todo λ ∈ Fmwj . Por lo tanto,[∑

λ∈Λ
m,vi
j

λλ∗
]

= sjiej . Entonces tenemos que

K0(φ0)([vi]) = (s1i, s2i, . . . , sMi)

es decir, φ0 induce la multiplicación por S.
Como 1 =

∑N
i=1 vi y Fm =

⊔M
j=1 F

mwj tenemos

φ0(1) =

N∑
i=1

φ0(vi) =

N∑
i=1

M∑
j=1

∑
λ∈Λ

m,vi
j

λλ∗ =
∑
λ∈Fm

λλ∗ = 1
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donde la última igualdad se sigue de aplicar la relación CK2 y el hecho que F no tiene
pozos. Luego φ0 es un morfismo unital.

Ahora vamos a definir φ1. Como dar un camino µ ∈ Fm+1wj es lo mismo que dar un
camino ν ∈ Fmwk y una arista f de wk en wj ( es decir, µ = νf) tenemos

|Fm+1wj | =
M∑
k=1

|Fmwk|bjk =
M∑
k=1

N∑
i=1

bjkski =
N∑
i=1

(
N∑
k=1

sjkaki

)

donde la última igualdad se sigue de SA = BS. Además, aik = |viE1vk|, por lo que
podemos considerar una partición

Fm+1wj =
N⊔
i=1

N⊔
k=1

⊔
e∈viE1vk

Λm+1,e
j (4.6)

con |Λm+1,e
j | = sjk para todo e ∈ viE1vk. Ordenaremos los elementos

Λm+1,e
j = {λ1

j1(e), . . . , λ1
jsjk

(e)}.

Más aún, podemos elegir la partición (4.6) de forma tal que

Λm+1,v̂i
j = Λm+1,ei

j = {λ̂ | λ ∈ Λm+1,vi
j } (4.7)

pues cada Λm+1,vi
j es una familia de elementos de sji caminos de longitud m + 1 que

terminan en wj . De hecho, podemos fijar que

λ1
jt(ek) = λ̂0

jt(vk) (Ex 1)

para todos los posibles valores de j, t, k. Ahora, dados e, f ∈ E1 tales que r(e) = vk = r(f),
definimos φ1 : LE1 → LEm+1 como

φ1(ef∗) =
M∑
j=1

sjk∑
p=1

λ1
jp(e)λ

1
jp(f)∗.

Es fácil ver que este es un morfismo bien definido y unital con el mismo argumento que
usamos para φ0. Con esta definición tenemos

φ1(α(vi)) = φ1(eie
∗
i ) =

M∑
j=1

∑
λ∈Λ

m+1,ei
j

λλ∗ =

M∑
j=1

∑
λ∈Λ

m,vi
j

λ̂λ̂∗ = β(φ0(vi))

donde usamos (4.7) en la tercera igualdad. Es decir, probamos que φ1 ◦ α = β ◦ φ0. Sólo
nos falta ver que K0(φ1) = S, pero

K0(φ1) = K0(φ1) ◦K0(α) = K0(β) ◦K0(φ0) = K0(φ0) = S.
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4.2.2. Levantando el segundo diagrama

En este caso tenemos el diagrama

ZN ZN

ZM ZM

id`

R

id′m

R

y queremos levantarlo al diagrama

LE` LE`+1

LFm LFm+1

α

ψm

β

ψm+1

donde ψm y ψm+1 son morfismos unitales tales que ψm ◦ φ0 = ιE0,` y ψm+1 ◦ φ1 = ιE1,`+1.

Como |vkE`vi| = (A`)ik =
∑M

j=1 rijsjk y |Λm,vkj | = sjk, podemos considerar una parti-
ción de la forma

vkE
`vi =

M⊔
j=1

⊔
λ∈Λ

m,vk
j

Γ`,λi (4.8)

donde |Γ`,λi | = rij para todo λ ∈ Λm,vkj . Más aún, tenemos

E`vi =

N⊔
k=1

M⊔
j=1

⊔
λ∈Λ

m,vk
j

Γ`,λi (4.9)

vkE
` =

N⊔
i=1

M⊔
j=1

⊔
λ∈Λ

m,vk
j

Γ`,λi . (4.10)

En particular, si tomamos λ = λ0
jt(vk) ∈ Fmwj , notaremos

Γ`,λi = Γ
`,λ0jt(vk)

i = {γmi1 (λ0
jt(vk)), . . . , γ

m
irij (λ

0
jt(vk))} ⊆ vkE`vi.

Bajo esta notación, definiremos ψm : LFm → LE` como

ψm(λ1λ
∗
2) =

N∑
i=1

rij∑
p=1

γmip (λ1)γmip (λ2)∗

donde λ1, λ2 ∈ Fmwj .
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De la misma manera que vimos en el caso anterior, es fácil ver que ψm es un morfismo
unital tal que K0(ψm) = R. Además

ψm ◦ φ0(vk) =

M∑
j=1

N∑
i=1

∑
λ∈Λ

m,vk
j

∑
γ∈Γ`,λi

γγ∗ =
∑

γ∈vkE`
γγ∗ = ιE0,`(vk) (4.11)

donde usamos (4.10) en la segunda igualdad.
Para definir ψm+1 observemos primero que, dado e ∈ E1vk, tenemos

|eE`vi| = |e(vkE`vi)| =
M∑
j=1

rijsjk,

por lo que podemos considerar una partición de la forma

eE`vi =
M⊔
j=1

⊔
λ∈Λm+1,e

j

Γ`+1,λ
i (4.12)

con |Γ`+1,λ
i | = rij para λ ∈ Λm+1,e

j . Dado λ ∈ Fm+1wj escribiremos

Γ`+1,λ
i = {γm+1

i1 (λ), . . . , γm+1
irij

(λ)}.

Dado e ∈ E1vk, la multiplicación a izquierda en (4.8) nos dice

eE`vi = e(vkE
`vi) =

M⊔
j=1

⊔
λ∈Λ

m,vk
j

eΓ`,λi . (4.13)

Dado que, por otro lado, hay una biyección entre Λm,vkj y Λm+1,e
j asignando λ0

jt(vk)↔
λ1
jt(e), podemos tomar

γm+1
ip (λ1

jt(e)) := eγmip (λ0
jt(vk)) (4.14)

que es coherente con (4.12).
De esta forma, definiremos ψm+1 : LFm+1 → LE`+1 como

ψm+1(λ1λ
∗
2) =

N∑
i=1

rij∑
p=1

γm+1
ip (λ1)γm+1

ip (λ2)∗

para λ1, λ2 ∈ Fm+1wj . Como en el caso anterior, es fácil ver que este es un morfismo
unital. Dados e, f ∈ E1vk, tenemos

ψm+1(φ1(ef∗)) =

M∑
j=1

sjk∑
p=1

ψm+1(λ1
jp(e)λ

1
jp(f)∗) = eιE0,`(vk)f

∗ = ιE0,`(ef
∗)

donde usamos (4.11) y (4.14) en la segunda igualdad. Observemos que

ekγ
m
ip (λ0

jt(vk)) = γm+1
ip (λ1

jt(ek)) = γm+1
ip (λ̂0

jt(vk))



68 CAPÍTULO 4. HACIA UNA CARACTERIZACIÓN GRADUADA

donde usamos (4.14) en la primer igualdad y (Ex 1) en la segunda. Es decir, acabamos de
probar que

γ̂mip (λ) = γm+1
ip (λ̂). (Ex 2)

Ahora, dados λ1 ∈ Λ
m,vk1
j y λ2 ∈ Λ

m,vk2
j , podemos ver que

α(ψm(λ1λ
∗
2)) =

N∑
i=1

rij∑
p=1

γ̂mip (λ1)γ̂mip (λ2)
∗

=

N∑
i=1

rij∑
p=1

γm+1
ip (λ̂1)γm+1

ip (λ̂2)
∗

= ψm+1(β(λ1λ
∗
2))).

Es decir, α ◦ψm = ψm+1 ◦ β. Como en el caso anterior, se sigue de la última igualdad que
K0(ψm+1) = R.

4.2.3. Levantando el tercer diagrama

En este caso levantaremos el diagrama

ZN ZN

ZM ZM

id`

S

id′m+`

S

al diagrama

LE` LE`+1

LFm+` LFm+`+1

α

φ`

β

φ`+1

donde φ` y φ`+1 son morfismos unitales tales que φ` ◦ ψm = ιFm,m+` y φ`+1 ◦ ψm+1 =

ιFm+1,m+`+1.

Como (B`)jk =
∑n

i=1 sjirik podemos usar el mismo argumento que utilizamos en los
casos anteriores para ver que, para cada λ ∈ Fm+1wk, tenemos una partición

λF `wj =

N⊔
i=1

⊔
γ∈Γ`,λi

Λm+`,γ
j (4.15)

donde |Λm+`,γ
j | = sji. Dado cualquier γ ∈ Γ`,λi podemos escribir

Λm+`,γ
j = {λ`jq(γ) | 1 ≤ q ≤ sji}.
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Más aún, como (B`)jk =
∑n

i=1 sjirik, podemos considerar la siguiente numeración

wkF
`wj = {λjkipq | 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ p ≤ rik, 1 ≤ q ≤ sji}. (4.16)

De hecho, como r(λ0
kt(vd)) = wk para todo d, k, podemos definir

λ`jq(γ
m
ip (λ0

kt(vd))) := λ0
kt(vd)λ

jk
ipq. (4.17)

De esta forma definimos φ` : LE` → LFm+` como

φ`(γ1γ
∗
2) =

M∑
j=1

sji∑
q=1

λ`jq(γ1)λ`jq(γ2)∗

donde γ1, γ2 ∈ E`vi. El mismo argumento que usamos en los diagramas anteriores muestra
que φ` es un morfismo unital y K0(φ`) = S.

Dados λ1, λ2 ∈ Fmwk podemos ver que

φ`(ψm(λ1λ
∗
2)) =

N∑
i=1

rik∑
p=1

φ`(γ
m
ip (λ1)γmip (λ2)∗) =

N∑
i=1

M∑
j=1

rik∑
p=1

sji∑
q=1

λ`jq(γ
m
ip (λ1))λ`jq(γ

m
ip (λ2))∗.

Por la elección (4.17) es lo mismo que

λ1

 N∑
i=1

M∑
j=1

rik∑
p=1

sji∑
q=1

λjkipq(λ
jk
ipq)
∗

λ∗2

donde la suma recorre el conjunto

M⊔
j=1

(wkF
`wj) = wkF

`.

Por tanto la suma de arriba es igual a ιFm,m+`(λ1λ
∗
2), como queŕıamos.

Análogamente al caso anterior, para cada λ ∈ Fm+1wk podemos considerar una parti-
ción

λF `+1 =

N⊔
i=1

⊔
γ∈Γ`+1,λ

i

Λm+`+1,γ
j (4.18)

donde |Λm+`+1,γ
j | = sji. Para cada γ ∈ Γ`+1,λ

i notaremos

Λm+`+1,γ
j = {λ`+1

js (γ) | 1 ≤ s ≤ sji}.

Al igual que en el caso (4.17) podemos definir, para cada λ ∈ Fm+1wk,

λ`+1
js (γm+1

ip (λ)) := λλjkips. (4.19)
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Con esta notación definiremos φ`+1 : LE`+1 → LFm+`+1 como

φ`+1(γ1γ
∗
2) =

M∑
j=1

sji∑
s=1

λ`+1
js (γ1)λ`+1

js (γ2)∗.

De la misma manera que lo hicimos con φ` se puede ver que este es un morfismo unital
que satisface las relaciones φ`+1 ◦ ψm+1 = ιFm+1,m+`+1 y K0(φ`+1) = S.

En este caso también tenemos, usando las relaciones (Ex 2), (4.17) y (4.19), que para
todo λ ∈ Fmwk

λ`+1
js (γ̂mip (λ)) = λ`+1

js (γm+1
ip (λ̂)) = λ̂λjkips = λ̂λjkips = ̂λ`js(γ

m
ip (λ)).

Por lo tanto, para todo γ ∈ Γ`,λi , tenemos

λ`+1
js (γ̂) = λ̂`js(γ). (Ex 3)

Esta última igualdad implica, al igual que en el caso del segundo diagrama, que φ`+1 ◦α =
β ◦ φ`.

4.2.4. El paso inductivo

Sean n ∈ N, ε = 0, 1 y supongamos que tenemos construidos para todo k ≤ n:

(1) Particiones:

(a) Dado γ ∈ E(k−1)`+ε y 1 ≤ i ≤ N tenemos

γE`vi =
M⊔
j=1

⊔
λ∈Λ

m+(k−1)`+ε,γ
j

Γk`+ε,λi

con |Γk`+ε,λi | = rij . Los elementos de Γk`+ε,λi son notados

Γk`+ε,λi = {γ(k−1)`+m+ε
ir (λ) | 1 ≤ r ≤ rij}

donde λ = λ
(k−1)`+ε
jq (γ) y

γ
(k−1)`+m+ε
ir (λ

(k−1)`+ε
jq (γ)) := γγmir (λ0

jq(r(γ))). (4.20)

(b) Dado λ ∈ F (k−1)`+m+εwt y 1 ≤ i ≤M tenemos

λF `wj =
N⊔
i=1

⊔
γ∈Γk`+ε,λi

Λk`+m+ε,γ
j

con |Λk`+m+ε,γ
j | = sjj . Los elementos de Λk`+m+ε,γ

j son notados

Λk`+m+ε,γ
j = {λk`+εjq (γ) | 1 ≤ q ≤ sji}

donde γ = γ
(k−1)`+m+ε
ip (λ) y

λk`+εjq (γ
(k−1)`+m+ε
ip (λ)) := λλjtipq. (4.21)
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(2) Identidades de intercambio:

(a) Dado λ ∈ Λ
m+(k−1)`,γ
j tenemos

γ
m+(k−1)`+1(λ̂)
ir =

̂
γ
m+(k−1)`
ir (λ). (Ex 2k+1)

(b) Dado γ ∈ Γk`,λi tenemos

λ
k`+1(γ̂)
js = λ̂k`js(γ). (Ex 2k)

(3) Morfismos unitales:

(a) ψm+(k−1)`+ε : LFm+(k−1)`+ε → L
E
k`+ε dados por

ψm+(k−1)`+ε(λ1λ
∗
2) =

N∑
i=1

rij∑
r=1

γ
m+(k−1)`+ε
ir (λ1)γ

m+(k−1)`+ε
ir (λ2)∗

donde r(λ1) = r(λ2) = wj .

(b) φk`+ε : LEk`+ε → LFm+k`+ε dados por

φk`+ε(γ1γ
∗
2) =

M∑
j=1

sji∑
q=1

λk`+εjq (γ1)λk`+εjq (γ2)∗

donde r(γ1) = r(γ2) = vi.

que satisfacen

K0(ψm+(k−1)`+ε) = R y K0(φk`+ε) = S.

ψm+(k−1)`+ε ◦ φ(k−1)`+ε = ιE(k−1)`+ε,k`+ε.

φk`+ε ◦ ψm+(k−1)`+ε = ιFm+(k−1)`+ε,m+k`+ε.

α ◦ ψm+(k−1)` = ψm+(k−1)`+1 ◦ β.

φk`+1 ◦ α = β ◦ φk`.

Ahora vamos a ver que lo mismo sucede para k = n+ 1. Empecemos considerando el
diagrama

ZN ZN

ZM ZM

id(n+1)`

R

id′m+n`

R
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y lo levantaremos al diagrama

LE(n+1)` LE(n+1)`+1

LFm+n` LFm+n`+1

α

ψm+n`

β

ψm+n`+1

Para γ ∈ En`+εvk podemos tomar una partición

γE`vi =

M⊔
j=1

⊔
λ∈Λm+n`+ε,λ

j

Γ
(n+1)`+ε,λ
i (4.22)

donde |Γ(n+1)`+ε,λ
i | = rij . Dado λ = λn`+εjq (γ) ∈ Γm+n`+ε,γ

j notamos

Γ
(n+1)`+ε,λ
i = {γm+n`+ε

ir (λ) | 1 ≤ r ≤ rij}.

Nuevamente podemos pensar que la partición está dada de forma tal que

γm+n`+ε
ir (λn`+εjq (γ)) := γγmir (λ0

jq(r(γ))). (4.23)

Usando Ex 2n y (4.23) tenemos

γm+n`+1
ir (λ̂n`jq (γ)) = ̂γm+n`

ir (λn`jq (γ))

para todo γ ∈ En`vk. Esto nos da, para todo λ ∈ Λm+n`,γ
j

γm+n`+1
ir (λ̂) = ̂γm+n`

ir (λ). (Ex 2n+1)

Al igual que en los casos anteriores definimos

ψm+n`+ε(λ1λ
∗
2) =

N∑
i=1

rij∑
r=1

γm+n`+ε
ir (λ1)γm+n`+ε

ir (λ2)∗.

Es fácil ver que ψm+n`+ε es un morfismo unital tal que K0(ψm+n`+ε) = R. Además, usando
(4.23) y (4.10), tenemos

ψm+n`+ε ◦ φn`+ε(γ1γ
∗
2) = γ1

 ∑
γ∈r(γ1)E`

γγ∗

 γ∗2 = ιEn`+ε,(n+1)`+ε(γ1γ
∗
2).

Por último la relación (Ex 2n+1) nos da ψm+n`+1 ◦ β = α ◦ ψm+n`.

Análogamente podemos definir las particiones Γ
m+(n+1)`+ε,γ
j y los morfismos φ(n+1)`+ε,

que satisfacen las condiciones necesarias, de manera análoga al caso n = 0 que ya hicimos
en detalle. �

Observación 4.16. Aún no se sabe baje que condiciones existe un isomorfismo graduado
entre L(E) y Lg(E).



Apéndice A

Dinámica simbólica

Veremos las nociones básicas de la dinámica simbólica que son necesarias para este
trabajo. El lector interesado en un analisis más profundo del tema puede consultar [19].

En esta sección, a un conjunto finito A lo llamaremos alfabeto. Sus elementos serán las
letras.

Definición A.1. Sea A un alfabeto finito. El A-shift pleno será la colección de sucesiones
bi-infinitas de elementos de A. Es decir, el A-shift pleno es

AZ := {x = (xi)i∈Z | xi ∈ A para todo i ∈ Z}.

Un bloque o una palabra sobre A es una sucesión finita de elementos de A. Por ejemplo,
si x ∈ AZ e i, j ∈ Z son tales que i ≤ j, podemos considerar el bloque

x[i,j] := xixi+1 . . . xj .

El tamaño del bloque será la cantidad de elementos (con repetición) que tiene la sucesión.

Dados x ∈ AZ y w un bloque sobre A, diremos que w ocurre en x si existen i ≤ j
tales que w = x[i,j]. Para cada colección F de bloques sobre A, definimos XF como el

subconjunto de elementos de AZ que no contiene ningún bloque en F .

Definición A.2. Un espacio shift (o simplemente un shift) es un subconjunto X ⊆ AZ

tal que X = XF para alguna colección de bloques F . Los elementos de F se llaman los
bloques prohibidos por X.

Diremos que un espacio shift X es de tipo finito, si existe una colección finita F tal
que X = XF .

Definición A.3. La función shift σ : AZ → AZ asigna:

(σ(x))i = xi+1.

Notar que la función shift es biyectiva y que se restringe bien a los espacios shift de
AZ. Si X es un espacio shift de AZ notaremos σX = σ|X : X → X.

Sea X un espacio shift sobre un alfabeto A. Denotemos BN (X) al conjunto de todos
los bloques de tamaño N permitidos, es decir, todos los bloques w sobre A de tamaño N
que ocurren en X.
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Definición A.4. Sean X un espacio shift sobre A, A un alfabeto, m,n enteros tales que
−m ≤ n y Φ : Bm+n+1(X)→ A una función. Definimos la función φ : X → AZ como

φ(x)i = Φ(x[i−m,i+n]).

A una función de esta forma la llamaremos código de corrimiento de bloque.
Si Y ⊆ AZ es un espacio shift la notación φ : X → Y indica que φ(X) ⊆ Y .

Definición A.5. Un código de corrimiento de bloque φ : X → Y se llama conjugación si
es inversible. Dos espacios shift X e Y se dirán conjugados si existe una conjugación de
X en Y .

Si hay una conjugación de X en Y podemos pensar que Y es una recodificación de X,
compartiendo todas sus propiedades.

Un resultado que nos será de utilidad es el siguiente:

Proposición A.6 ([19, Theorem 2.1.10.]). La clase de shifts de tipo finito es cerrada por
conjugación.

Ejemplo A.7. Sean E un grafo finito y A = AE su matriz de adyacencia. El edge shift
XE o XAE es el espacio shift de tipo finito, sobre el alfabeto E1, dado por

XE = {ξ ∈ (E1)Z : r(ξi) = s(ξi+1) para todo i ∈ Z}.

Notar que XE es el espacio shift que tiene como bloques prohibidos a la familia F de pares
de aristas tal que el final de la primera no coincide con el comienzo de la segunda.

Acorde a esta definición, los elementos en XE se corresponden con los caminos infinitos
en E.

Los edge shift son muy importantes en la teoŕıa de subshifts de tipo finito como pode-
mos ver en la siguiente proposición.

Proposición A.8 ([19, Section 2.3.]). Todo espacio shift de tipo finito es conjugado a un
edge shift para algún grafo E.

Supongamos que queremos clasificar los espacios shift de tipo finito módulo conjuga-
ción. Por lo visto en la Proposición A.8, es suficiente responder la siguiente pregunta:

Dados grafos E y F ¿Cuándo son XE y XF conjugados?.

La ventaja de esta última formulación, es que ahora podemos usar herramientas de álgebra
lineal sobre las matrices de adyacencia de los grafos.

Definición A.9. Sean matrices cuadradas A y B con coeficientes en N0.

Una equivalencia elemental de A en B es un par (R,S) de matrices rectangulares
con coeficientes en N0 que satisfacen A = RS y B = SR.

A y B son fuertemente shift equivalentes si hay una sucesión de matrices A =
A0, A1, . . . , A` = B en la que cada matriz es elementalmente equivalente a la ante-
rior. En este caso, notaremos A ≈ B.

Es fácil ver que la equivalencia fuerte es una relación de equivalencia.
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Teorema A.10 (Teorema de Clasificación). Los edge shift XA y XB son conjugados si y
sólo si las matrices A y B son fuertemente shift equivalentes.

Demostración. Ver [19, Theorem 7.2.7.].

Observemos que puede resultar muy dif́ıcil decidir cuándo dos matrices son fuertemente
shift equivalentes. Esto motiva el estudio de la siguiente relación de equivalencia.

Definición A.11. Sean A y B matrices cuadradas con coeficientes en N0 y ` ∈ N. Decimos
que A y B son shift equivalentes con lag ` si existe un par (R,S) de matrices rectangulares
con coeficientes en N0 tal que

AR = RB SA = BS A` = RS B` = SR.

Esta situación la notaremos A v B.

La equivalencia shift es una relación más débil que la equivalencia shift fuerte, por lo
tanto cualquier invariante para la equivalencia shift lo es para la equivalencia shift fuerte.
A continuación introduciremos uno de estos invariantes.

Dada una matriz A ∈Mr(Z), definimos el rango eventual de A como el subespacio de
Qr

RA :=
⋂
k∈N

AkQr.

Como
Qr ⊇ AQr ⊇ A2Qr ⊇ · · · ⊇ ArQr ⊇ . . .

un simple argumento de dimensión muestra que RA = ArQr. Observemos que esta última
igualdad nos dice que el rango eventual es el máximo subespacio de Qr donde la matriz A
es inversible.

Definición A.12. Sea una matriz A ∈Mr(Z). El grupo dimensión de A es

∆A = {v ∈ RA | Akv ∈ Zr para algún k ∈ N}.

También definimos el cono positivo del grupo dimensión como

∆+
A = {v ∈ RA | Akv ∈ (N0)r para algún k ∈ N}

y el automorfismo dimensión
δA : ∆A → ∆A

que manda v 7→ Av.
Por último, definimos la triple dimensión como la 3-upla (∆A,∆

+
A, δA).

Un morfismo ϕ : (∆A,∆
+
A, δA) → (∆B,∆

+
B, δB) es un morfismo de grupos ϕ : ∆A →

∆B tal que ϕ(∆+
A) ⊆ ∆+

B y ϕ◦δA = δB ◦ϕ. Diremos que ϕ : (∆A,∆
+
A, δA)→ (∆B,∆

+
B, δB)

es un isomorfismo si ϕ : ∆A → ∆B es un isomorfismo de grupos abelianos.

El grupo dimensión es un invariante para la equivalencia shift. Más aún, es un invariante
completo. Es decir,

Teorema A.13. Sean A y B matrices cuadradas con coeficientes en N0. Entonces A v B
si y sólo si existe un isomorfismo ϕ : (∆A,∆

+
A, δA)→ (∆B,∆

+
B, δB).



76 APÉNDICE A. DINÁMICA SIMBÓLICA

Demostración. Sólo daremos una idea de como construir los isomorfismos y las matrices,
respectivamente. Para más detelles en la demostración nos referimos a [19, Theorem 7.5.8.].

Como A v B tenemos matrices R y S que cumplen las relaciones de la Definición A.11.
Luego la multiplicación a izquierda por las matrices S y R dan los isomorfismos deseados.

Supongamos que A ∈ Mn(N0) y B ∈ Mm(N0). Como Anei ∈ ∆+
A para todo 1 ≤

i ≤ n, tenemos que φ(Anei) ∈ ∆+
B. Por tanto existe k suficientemente grande tal que

Bkφ(Anei) ∈ Nm0 para todo 1 ≤ i ≤ n. Definimos la matriz S como la matriz que en la
i-ésima columna tiene al vector Bkφ(Anei). Análogamente, definimos la matriz R como la
matriz que tienen en su j-ésima columna al vector A`φ−1(ejB

m) para un ` suficientemente
grande. Estas dos matrices cumplen las relaciones necesarias.

Definición A.14. Un sistema dinámico (M,φ) consiste de un espacio metrico compacto
M junto con una función continua φ : M →M.

Un morfismo de sistemas dinámicos θ : (M,φ) → (N,ψ) es una función continua
θ : M → N tal que θ ◦ φ = ψ ◦ θ.

Un morfismo de sistemas dinámicos θ : (M,φ)→ (N,ψ) es una conjugación topológica
si θ es un homeomorfismo.

Ejemplo A.15. Sean X un espacio shift y σX su función shift, podemos definir una
métrica en X declarando

d((xi)i∈Z, (yi)i∈Z) =

{
2−k si x 6= y y k = máx{n ∈ N0 | x[−n,n] = y[−n,n]}
0 si x = y

Con esta estructura de espacio métrico tenemos que (X,σX) es un sistema dinámico.

Teorema A.16 ([19, Theorem 6.2.9.]). Sean X e Y edge shift, θ : X → Y una función
(no necesariamente continua). Entonces θ es un código de corrimiento de bloque si y sólo
si θ es un morfismo de sistemas dinámicos. En particular, la noción de conjugación y
conjugación topológica coinciden para edge shifts.

Por último introduciremos la noción de equivalencia de flujo.

Sea (M,φ) un sistema dinámico. Llamaremos flujo continuo en M a una familia de
homeomorfismos {φt}t∈R : M →M tal que:

1. φt(x) es continuo en la variable (t, x).

2. φs ◦ φt = φs+t.

La órbita de un punto m ∈M bajo el flujo {φt}t∈R es el conjunto {{φt}(m) | t ∈ R}.
Una equivalencia entre dos flujos {φt}t∈R : M → M y {ψt}t∈R : N → N es un

homeomorfismo π : M → N tal que manda órbitas de {φt} en órbitas de {ψt} preservando
la orientación. Es decir, para todo m ∈ M existe una función monótonamente creciente
fm : R → R tal que π(φt(x)) = ψfm(t)(π(x)). Dos flujos son equivalentes si existe una
equivalencia de uno en el otro.

La suspensión SM de M es el espacio resultante de tomar el producto M ×R y dividir
por la relación de equivalencia generada por (x, s+1) v (φ(x), s) para todo x ∈M , s ∈ R.
Hay una manera natural de darle a SM una estructura de espacio métrico (ver [8]).

Si definimos φt : X → X como

φt([(x, s)]) = [(x · s+ t)]

obtenemos un flujo continuo en SM . Este será la suspensión de flujo sobre (M,φ).
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Definición A.17. Sean (M,φ) y (N,ψ) sistemas dinámicos. Decimos que son equivalen-
tes de flujo si sus suspensiones de flujo son equivalentes.

Notar que podemos restringir esta relación de equivalencia a los edge shift.

Un teorema muy importante para la teoŕıa de subshifts de tipo finito es el siguiente.

Teorema A.18 (Teorema de Franks). Sean A ∈Mn(N0) y B ∈Mm(N0) simultáneamente
irreducibles y no triviales. Entonces las matrices A y B son equivalentes de flujo si y sólo
si:

det(In −A) = det(Im −B) y Zn/(In −A)Zn ∼= Zm/(Im −B)Zm.

Demostración. Ver [11].
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