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Introduccion

En los primeros cursos de estructuras algebraicas uno estudia anillos como Z, los
cuerpos, anillos de polinomios o matrices sobre un cuerpo o, méas generalmente, anillos
conmutativos o noetherianos. Todos estos ejemplos satisfacen la propiedad de tener “un
nimero de base invariante” (I.B.N.). Esto significa que si RR" = rR™ con n,m € N
entonces n = m. Sea k un cuerpo. En 1962 Leavitt [18] introduce una clase de k-algebras,
hoy en dia denotadas por L(n,m) = Li(n,m), que cumplen L(n,m)" = L(n,m)™ como
modulos libres, y son universales con esta propiedad. Més de una década después, con otra
motivacién y en forma independiente del trabajo de Leavitt, Cuntz [9] construye e investiga
las C*-algebras O,,, llamadas dlgebras de Cuntz. El dlgebra O,, es la completacién, en una
norma adecuada, de la C algebra L¢(1,n). Poco més tarde de la aparicién de las dlgebras
de Cuntz, Cuntz y Krieger [10] generalizan esta nocién a las dlgebras C*(FE) de un grafo
finito ¥ que hoy en dia se conocen justamente como las dlgebras de Cuntz-Krieger. Luego
se amplia esta nocién a las algebras de grafos C*(E) para cualquier grafo dirigido E en [17].
Las C*-algebras de grafo han sido objeto de estudio de muchos investigadores en los anos
recientes, tanto desde el punto de vista analitico como desde el punto de vista algebraico.
En [2] Abrams y Aranda Pino introducen el dlgebra de caminos de Leavitt L(E) = Li(E).
Completando L¢(F), en una norma adecuada, se obtiene el dlgebras C*(E).

Se han encontrado muchas similitudes entre las dlgebras de Leavitt y las C™* algebras de
grafos. Por ejemplo, para determinar cuando Ly (E) o C*(E) es simple o puramente infinita
basta pedir la misma condicion en el grafo E en cualquiera de los casos. También, el estudio
de las algebras de Leavitt ha servido para probar ciertos resultados en el caso analitico,
por ejemplo, ver que las dlgebras C*(F) cumplen la propiedad de cancelacién estable débil
o para construir isomorfismos explicitos entre My(O,) v O, cuando gcd(d,n) = 1. Por
otro lado, muchos de los resultados obtenidos en el caso C* han servido de guia para el
estudio de las algebras Li(E). Por ejemplo, la clasificacién de las dlgebras C*(F) via sus
grupos de K-teorfa ha motivado una clasificacién similar para el caso L(E). Nosotros nos
concentraremos en el estudio de esta clasificacién en el presente trabajo.

En [1] Abrams, Louly, Pardo y Smith estudian el problema de clasificar las dlgebras de
Leavitt unitales simples puramente infinitas. En este articulo intentan responder la siguien-
te pregunta: Dados E y F grafos finitos tales que L(E) y L(F) son simples puramente
infinitas, si Ko(L(E)) =2 Ko(L(F)) via un isomorfismo ¢ tal que o([L(E)]) = [L(F)],
entonces ;Son L(E) y L(F) isomorfos?. En el contexto C* la respuesta a esta pregun-
ta es afirmativa. Esto se sigue del Teorema de Kirchberg-Phillips([16],[23]). Para atacar
este problema estudian cémo se comportan las algebras de Leavitt bajo ciertas opera-
ciones en los grafos introducidas en el contexto de la dindmica simbdlica, méas concre-
tamente en la teoria de subshifts finitos. Lamentablemente no logran resolver el pro-
blema. Si Ko(L(F)) = Ko(L(F)) y Ag y Ar son las matrices de incidencia entonces
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8 INDICE GENERAL

| det(1,, — A%)| = | det(I,, — A%)|. En [1] se demuestra que agregando como hipétesis adi-
cional det(I,, — A%) = det(I,, — A%) donde Ar y A son las matrices de adyacencia de los
grafos E y I respectivamente, llegan a probar el isomorfismo deseado. Queda abierta la
cuestion sobre la necesidad de la igualdad del signo, aunque ofrecen ciertas herramientas
para evadir ese problema.

La estructura graduada de las algebras de Leavitt ha sido de gran utilidad en su
estudio. En [13] R. Hazrat conjetura: Dados dos grafos E y F finitos por fila, tene-
mos L(E) =, L(F) si y sélo si eviste un isomorfismo Z[x,z ']-mddulos ordenados
(K§'(L(E)), 1)) = (K§(L(F)),[15)]) - Ademds prueba la conjetura para un ti-
po particular de grafos. En [7] Ara y Pardo prueban una versién méas débil de la conjetura
para el caso de grafos finitos sin pozos ni fuentes. Mas especificamente, prueban que la
condicion de Hazrat en los grupos de K-teoria equivale a tener un isomorfismo graduado
entre el dlgebra L(F') y el dlgebra LY(FE), donde esta ultima es una deformacion del dlgebra
L(E). Todavia no se sabe en qué casos se pueden garantizar isomorfismos graduados entre
L(E)y LY(E).

Este trabajo se organiza de la siguiente manera: En el primer capitulo introduciremos la
herramienta principal para el estudio de la clasificacion de las dalgebras de Leavitt, el grupo
de Grothendieck Kg. En el segundo capitulo definiremos el objeto a estudiar, las dlgebras
de Leavitt, y veremos algunas de sus propiedades bésicas. En el tercer capitulo veremos
los resultados mds importantes de [1]. En el cuarto capitulo veremos los resultados mas
importantes de [7]. En el apéndice recordamos las nociones basicas de dindmica simbdlica
que se utilizan en el trabajo.



Capitulo 1

Ky de un anillo

1.1. Definicion

Antes de pasar a la definicién del Ky empezaremos con algunos preliminares.
Dado un anillo con unidad R, denotamos R-Mod a la categoria de R-modulos a iz-
quierda.

Definicion 1.1. Dados un objeto P en R-Mod, decimos que P es proyectivo si para todo
epimorfismo f : M — N y todo morfismo g : P — N existe un morfismo h : P — M tal
que el siguiente diagrama conmuta:

Existen algunas nociones equivalentes que serédn de utilidad.
Teorema 1.2. Sean R anillo con unidad, P un R-mddulo, entonces son equivalentes:

1. P es proyectivo

2. P es sumando directo de un modulo libre

3. Hompg(P,—) es un funtor exacto

4. Todo epimorfismo f: M — P se parte (ie. existe g : P — M tal que fog=1idp )
Demostracion. Ver [26, Section 7.4.]. O

Denotaremos V(R) al conjunto de clases de isomorfismos de médulos proyectivos fi-
nitamente generados'. Notemos que de hecho V(R) es un monoide abeliano definiendo
Pl +1Q] = [P Q]

En general, dado un monoide abeliano M, se puede construir un grupo abeliano de
manera universal, comuinmente llamado el grupo de Grothendieck de M. Este proceso
generaliza la construccion de Z a partir de Ny. Concretamente:

!'Notar que podemos hablar de conjunto, pues todo médulo proyectivo f.g. es sumando directo de R"
para algin n.
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Lema 1.3. Sea M wun monoide abeliano. Entonces existen G(M) un grupo abeliano y
©: M — G(M) un morfismo de monoides que verifica la siguiente propiedad universal:
Para todo grupo abeliano H y todo morfismo de monoides v : M — H existe un unico
morfismo de grupos ¥ : G(M) — H tal que el siguiente diagrama conmute:

(U
M H
o
oo A
G(M)

Demostracion. Consideremos el grupo abeliano libre ZM) generado por M y R el sub-
grupo generado por las relaciones e, + €, — ey donde e es el k-ésimo vector canénico.
Definimos G(M) := ZM /Ry M % G(M) via m s [m].
Es facil ver que esto cumple la propiedad universal deseada. O

Observacién 1.4. Notar que todo elemento m € G(M) se puede escribir de la forma
m = [p] — [q] donde p y q son elementos en M.

Observacién 1.5. Sean M y N monoides abelianos. Sean wpr : M X N — M la proyeccion
ewy: M — M x N la inclusion. Estos morfismos inducen G(mar) : G(M x N) — G(M)
y G(yr) + G(M) — G(M x N). Andlogamente con N. Por dltimo podemos construir
morfismos m: G(M X N) = G(M)xG(N) yt: G(IM)xG(N) = G(M x N). Es facil ver
que estos son isomorfismos inversos, por lo cual tenemos G(M x N) = G(M) x G(N).

Ahora estamos en condiciones de dar la definicién buscada.

Definicién 1.6. Sea R un anillo con unidad. El grupo abeliano Ko(R) es el grupo de Grot-
hendieck de V(R), el monoide abeliano de clases de isomorfismo de mddulos proyectivos

I-9.

Un morfismo de anillos unitales f : R — S induce un morfismo V(f) : V(R) — V(S)
via
[P] — [S ®pr P] donde la estructura de R-mod de S es la inducida por f. A su vez, esto
induce un morfismo Ko(f) : Ko(R) — Ko(S) via la propiedad universal del grupo de
Grothendieck

Ko(S)

>

Y esta aplicacién es funtorial, es decir:

1. Ko(fog)=Ko(f)o Ko(g)

2. Ko(idR) = idKo(R)
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Por lo tanto, Ky : ss; — 2Ab es un funtor de la categoria de anillos unitales en la
categoria de grupos abelianos. Notar que V : 20ss; — 9MMonAb también es un funtor de la
categoria de anillos unitales en la categoria de monoides abelianos.

Ejemplo 1.7. Si R es un cuerpo, un anillo de division o un dominio de ideales principales,
entonces todo mddulo proyectivo f.g es libre. Ademds, para un tal R, si R™ = R™ entonces
n = m. Asi tenemos un monomorfismo de monoides ¢ : V(R) — Ny via [P] — rg(P).
Claramente ¢ es sobreyectiva, por lo cual V(R) = Ny como monoides abelianos. Se sigue
que Ko(R) = Z.

1.2. K, mediante idempotentes

En esta seccién vamos a dar una definicién equivalente de K pensando a los médulos
proyectivos como imagenes de endomorfismos idempotentes de médulos libres de rango
finito, es decir, como espacios de columna de matrices idempotentes con coeficientes en el
anillo.

Si P es un médulo proyectivo f.g. existen n € N y un epimorfismo 7 : R" — Py
ademds este epimorfismo se parte, es decir, existe s : " — P tal que mos = idp. Si
definimos e = s o 7 tenemos ¢ = e e I'm(e) = Im(so ) = I'm(s) = s(P) = P donde este
ultimo isomorfismo se sigue de la inyectividad de s. En conclusién todo médulo proyectivo
f.g. es isomorfo a R"e con e un endomorfismo idempotente.

Lema 1.8. Sean p € M,(R) y q € My,(R) matrices idempotentes, entonces son equiva-
lentes:

1. Im(p) = Im(q)

2. Existe £ € N, £ > n,m tal que las matrices
p 0 q 0
00/ ?\0 o0

Demostracion. <) Definamos p; = <p

son conjugadas en My(R).

0 0
p1 = g1 v '. Luego la multiplicacién a izquierda por u induce los isomorfismos deseados.

=) El isomorfismo I'm(p) = I'm(q) induce un morfismo a : R" -% R™ extendiendo
el isomorfismo por 0 en R"(1 — p) e incluyendo R™q en R™. Andlogamente su inversa

0), analogamente con ¢. Sea u € GLy(R) tal que

. b .
induce un morfismo 8 : R™ — R". Suponiendo que estos morfismos estan dados por la
multiplicacién por matrices a y b respectivamente, es cuestiéon de rutina verificar que:

la-b:p
mb-a=q

u a:p~a:a'q
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Luego podemos ver que:

1-»p a 2

() G0 (o) =)

Por lo tanto basta tomar £ = n + m pues esta ultima matriz es conjugada a la que
queriamos.

O

Notemos que M, (R) C Mp4+1(R) via A — (61 8)

De esta forma podemos considerar
(o]
Muo(R) == | Mu(R)
i=1

que tiene estructura de anillo no unital. Llamaremos Idemq,(R) C My (R) al subconjunto
de idempotentes de My (R).
De manera similar GL,(R) C GL,41(R) via

Ao (6‘ [1)) v GLu(R) ::i_UlGLn(R)

tiene estructura de grupo. Observemos que G Lo (R) actia sobre Idemo,(R) por conjuga-
cion.
Con este nuevo lenguaje, podemos reescribir el Lema 1.8 de la siguente forma:

Teorema 1.9. Para todo anillo R hay una biyeccion entre V(R) y las drbitas de Idems (R)
bajo la accion de GL(R).

Observacion 1.10. Bajo la identificacion del Teorema 1.9 podemos darle una estruc-
tura de monoide abeliano al conjunto de clases de conjugacion de Idems(R) y ésta se

corresponde con
- [ 9]

Notemos también que esto convierte la biyeccion en un isomorfismo de monoides y por
ende nos da un isomorfismo entre sus grupos de Grothendieck, teniendo asi una definicion
equivalente para Ko(R).

Observacion 1.11. Un morfismo de anillos f : R — S induce un morfismo de anillos no
unitarios Moo (f) : Moo(R) — Moo(S) aplicando f en cada coeficiente de la matriz, a su
vez esto induce un morfismo Ko(f) : Ko(R) — Ko(S). Es cuestion de rutina ver que esta
definicion de Ko(f) coincide con la anterior bajo las identificaciones del Teorema 1.9.

Una aplicacién sencilla del Teorema 1.9 es la siguiente:
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Teorema 1.12. Para todo anillo R y todo n € N existe un isomorfismo natural
Ko(Ma(R)) 2 Ko(R).

Demostracion. Bajo las identificaciones usuales de My,(My(R)) = Mpun(R) tenemos que
Moo (M, (R)) = Moo(R) y GLoo(My(R)) = GLs(R) y por lo tanto sus clases de conjuga-
cién son las mismas. O

Para terminar la secciéon daremos algunos ejemplos mas.
Ejemplo 1.13. Sean R y S anillos unitales. Como
M, (R x S) = M,(R) x M,(S) y GL,(RxS)=GL,(R)x GL,(S)
se sigue que
Idemoo (R % S) = Idemoo (R) x Idemoo(S) ¥y GLoo(R X S) = GLx(R) X GLx(S).
Asi,

V(R x S) = Idemy (R % S) _ Idem (R) " Idems (S) —V(R) x V(S),

~ ~ ~

que induce Ko(R x S) = Ko(R) x Ky(S5).

Ejemplo 1.14. Si R es un anillo semisimple, por Wedderburn

R = HMM(DZ) como anillos, con D; anillo de division.
i=1

Ko(R) = Ko (H Mm@z‘)) = [[ KoMy, (D2) = [ Ko(D2)) = [[Z=2"
i=1 i=1 =1

=1

donde la anteultima igualdad se sigue del Ejemplo 1.7.

1.3. Colimites filtrantes

En esta seccién mostraremos que Ky es un funtor que conmuta con colimites filtrantes.

Decimos que un conjunto ordenado (I, <) es filtrante si para todo x,y € I existe z € I
tal que z > x,y.

Un sistema filtrante en una categoria % consiste de:

1. Un conjunto filtrante (I, < ).

2. Una familia {4; : i € I} de objetos de €.

0'7;,'
3. Para cada i < j un morfismo 4; —% A;.
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Notemos que podemos considerar al conjunto filtrante (I, <) como la categoria en la
cual cada elemento i € I es un objeto y, Hom; <)(7,j) es no vacio si y sélo si i < j; en
cuyo caso existe un solo morfismo de 7 en j. Entonces tener un sistema filtrante equivale
a tener un funtor de (I, <) en ¥.

Abusaremos de notacién usando o en vez de o; ; cuando este claro el contexto.

Un colimite o limite directo del sistema filtrante {A;, 0} consiste de un objeto A en ¢
y morfismos f; : A; — A tales que:

1. Para todo ¢ < j el siguiente diagrama conmuta:

A
2
A —2 . 4

2. Si B es un objeto en € y ¢; : A; — B una familia de morfismos tal que para todo
it <jg; =9 o 0;;entonces existe inico g : A — B tal que el siguiente diagrama

conmuta:
B
9i * gj
g
A

N

En caso de existir, el colimite es Unico salvo isomorfismos. Notaremos un tal colimite como
Diremos que un funtor F : A — B conmuta con colimites filtrantes si para todo sistema

filtrante en %A existe hﬂF(AZ) en ‘B y el morfismo canénico thF(AZ) — F(hgi A;) es un

isomorfismo.

Observacion 1.15. Las categorias MonAb,Ab y Ass, tienen colimites filtrantes y es el
mismo que en Gets. Es decir, todo sistema filtrante tiene colimite. Por ejemplo, dado un
sistema filtrante A; en Gets definimos

A= |_| A;/ ~ donde a; «~ a; si existe k > i, j tal que 0;(a;) = 0jk(a;) y

i€l

fii Ay = A via a; — [aj]

Si, por ejemplo, {A;, 0} estd en Mon2Ab, entonces A tiene estructura de monoide (abe-
liano) definiendo [a;] + [aj] = [0 k(a;) + 0k (a;)] para algin k > 1, 5.

Teorema 1.16. El functor V : Uss;, — MonlAb conmuta con colimites filtrantes.
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Demostracion. Sean {R;, o} un sistema filtrante, R = hﬂRi yfi:Ri— Ryh;:V(R;) —
hﬂ V(Ry) las aplicaciones estructurales. Entonces el siguiente diagrama conmuta:

(/) ! V(f;)
g
V(R;) % V(R;)
limg V(R)

Notar que por la Observacién 1.15 tenemos R = U f;(R;) y @V(Ri) = U hi(V(Ry)).

Queremos ver que g es un isomorfismo:
= g es sobre: Sea x € V(R), luego existe n € N, e € Idem,,(R) tal que z =€.
Como R = hglRi, e = fi(e;) para algun e; € M, (R;). Ademés
fi(e? —e;) = €* — e =0 en Idem, (R)

por lo tanto existe j > i tal que o ;(e;)? = 0y ;(e;). Asi
9(hj(oi (i) =@

= g es inyectiva: Sean x,y € @V(Ri) tales que g(z) = g(y).

Supongamos que z = h;(e1) y y = hj(€z) con e; € Idem,(R;) y ex € Idem,,(R;). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que n = m. Como el sistema es filtrante
podemos suponer que i=j, ademés como g(x) = g(y) tenemos que

V(fi)(&r) = V(fi)(e2)
o equivalentemente, existen k > n y ¢ € GLi(R) tal que
qafiler)q™" = fiea) en M(R).

Asi podemos tomar ¢, y q; € My (Ry) con £ > i tales que fo(qe) = qy felg)) = q L.
Como qq ' —1=¢q'¢—1=0 existe £/ > ¢ tal que o(q;)o(q}) = o
o(qe)o(er)o(q;) = o(e2), o sea x = hy(o(e1)) = he(o(e2)) = y.

Teorema 1.17. FEl functor Ky : Uss; — Ab conmuta con colimites filtrantes.

Demostracion. Por el Teorema 1.16 basta ver que el funtor

MonAb — Ab
M — G(M)
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conmuta con colimites filtrantes.
Sea M; un sistema filtrante en MonAb, esto induce un sistema filtrante G(M;) en Ab,
asi

Y a su vez g induce un morfismo G(g) : G(hﬂ M;) — h%mG(Mz)
Por otro lado, cada morfismo M; — lim M; — G(hﬂ M;) se levanta a un morfismo
G(M;) — G(thl) para cada i. Luego estos inducen un morfismo A : hgiG(Ml) —

G (ling ;).

Es cuestién de rutina verificar que h y gt son morfismos inversos. O

Ejemplo 1.18. Sean k un cuerpo n > 0. Consideremos el morfismo ¢, : Mon(k) —

Mo (k)
bn(a) = (g 2) -

Definimos Mo (k) = lim (MQ(k) Oy Myz (k) 225 Mys (k) .. )
Bajo la identificacion Ko(Maon(k)) = Z, ¢, induce la multiplicacion por 2. Luego
1

Ko (Mo (k) = lim (Z NN Z...> = Z[3).

1.4. K-teoria graduada

En esta seccién definiremos el grupo de K-teorfa de médulos graduados K" (R).

Un anillo I'-graduado es un anillo R junto con un grupo I' y una descomposicién

R=EPR,

yel’

como grupos abelianos, tal que R,Rs C R,s para todo v,¢ € I'. Los elementos de 12, serdn
los elementos homogéneos de grado vy y notaremos deg(r) =+ sir € R,. Un morfismo entre
anillos I-graduados f : R — S es un morfismo de anillos tal que f(R,) C S, para todo
~ € I'. Dos anillos I'-graduados son isomorfos si existe un isomorfismo de anillos graduados
f: R — S. En esta situacién notaremos R =4, S. Diremos que R es fuertemente graduado
si ademds vale que R,Rs = R,s para todo v, € I'. Dado R un anillo I'-graduado, un
R-mdédulo graduado M es un R-mddulo con una descomposicion

M= M,

vyel’
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donde cada M, es un subgrupo aditivo de M tal que R,M;s C M,s para todo v, € I'.
Dados dos R-médulos graduados M y N, un morfismo de R-mddulos graduados de grado
d es un morfismo de R-médulos f: M — N tal que f(M,) C N5 para todo v € I'. Por
un morfismo de R-mddulos graduados nos referimos a un morfismo graduado de grado 1.
Denotaremos Gr-R la categoria de R-mddulos graduados y morfismos graduados.

Dados § € I' y un médulo graduado M, definimos la §-suspension M (§) como

M(8) = @ M(5),.

vel

Aqui M(8)y = M. A su vez, esto define el funtor de 6-suspension Ts : Gr-R — Gr-R tal
que M +— M(5). Notar que 75 o T, = Ts, en particular esto nos dice que 7:;_1 = Ts-1.

Un objeto F' € Gr-R se dird libre si tiene una R-base formada por elementos ho-
mogéneos. Notar que F' es libre si y sélo si F' = @, ; R(«;) donde los «; son elementos
enI'.

Andlogamente a la definicién 1.1, diremos que un objeto P en Gr-R es proyectivo si
para todo epimorfismo f : M — N y todo morfismo g : P — N existe un morfismo A : P —
M tal que f o h = g. También se puede ver con la misma demostraciéon que en el caso no
graduado que esta nocién es equivalente a pedir que el funtor Homg, (P, —) sea exacto
o pedir que exista un médulo graduado @ tal que

P& Q=P R(w)
i€l
donde los «; son elementos en T'.

Denotaremos (V9"(R), @) al monoide abeliano de clases de isomorfismo de mddulos
graduados, proyectivos y finitamente generados y Kj (R) := G(V9"(R)).

Notar que el funtor 75 se restringe a un endofuntor de la categoria de mdédulos gra-
duados, proyectivos y finitamente generados. Por lo tanto induce una estructura de Z[I']-
mddulo en K§"(R) via §[P] = [T5(P)]. Por dltimo vamos a dar una relacién entre Ko(R)
y K§" (R) para anillos fuertemente graduados, pero para eso necesitaremos algunos re-
sultados. Sean e la unidad de I' 'y (=), : Gr-R — R.-Mod el funtor aditivo que manda
Mw— M,y R®g, —: Re-Mod — Gr-R donde (R®gr, M)s = Ry ®r, M.

Teorema 1.19 (Teorema de Dade). Sea R un anillo I'-graduado, entonces son equivalen-
tes:

1. R es fuertemente graduado.

2. El funtor R®p, — : Re-Mod — Gr-R es una equivalencia categorica.

3. El funtor (=) : Gr-R — R.-Mod es una equivalencia categdrica.

4. Para todo o € I el funtor (—)s : Gr-R — R.-Mod es una equivalencia categorica.

Demostracion. Ver [20, Theorem 3.1.1.]. O]

Corolario 1.20. Si R es fuertemente graduado, entonces para todo o,7 € I' tenemos
R, ®R, Ry = Ror. Mds atin, Ry g, M; = My para todo M € Gr-R.

Demostracion. Es claro que (—)e o (R ®g, (—)) = Idr,—Mod, luego por Teorema 1.19
tenemos que R ®p, o(—)e = Idgy-g. Por lo tanto M(7) 2 R®pg, (M(7))e = R ®g, M-;
volviendo a usar el Teorema 1.19 y aplicando (—), tenemos My, = R, ®pr, M. O
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También podemos definir los funtores 7 : R.-Mod — R.-Mod dados por M — R, ®Rg,
M. El Corolario 1.20 nos dice que T, o T, = T, dédndole a Ky(R,) una estructura de Z[I']-
modulo. Por el corolario 1.20 el siguiente diagrama conmuta a menos de un isomorfismo
natural:

(e

Gr-R Gr-R

(_)6[ [ (_)e

R.-Mod R.-Mod

o

Por tanto se tiene un isomorfismo Ko(R.) = K§"(R) de Z[I'-médulos.



Capitulo 2

Algebras de camino de Leavitt

2.1. Definicién y ejemplos

Empezaremos fijando la notacion necesaria.

Un grafo (dirigido) E = (E°, E',rp,sg) consiste de conjuntos E° y E! y funciones
r,s : B — E° . Los elementos de E° se llaman vértices y los elementos de E' son
las aristas. Las funciones s y r indican el comienzo y el destino de cada arista e € E*,
respectivamente. Si sil(v) es finito para todo v € EY, decimos que el grafo E es finito por
filas. Un vértice v € E° se dice pozo si s 1(v) = (). Un vértice w € E° se dice fuente si
r~H(w) = 0. El grafo se dice finito si E° y E' son finitos. Un grafo F es un subgrafo de E
si FO C E°, F' C E' y rp, sp son las restricciones de rg, sg. Un subgrafo F de un grafo
E se dice completo si sp' (v) = s5'(v) para todo vértice v € F¥ que no sea un pozo en F.
Un morfismo de grafos f : E — G consiste de dos funciones f*: E° - G’y f!: Bt — G!
tales que florg =rgo fly fQosp =sgo fl.

Un camino p en un grafo F consiste de una sucesién de aristas u = ejey...e, tal
que 7(e;) = s(e;j41) si 1 < i < n — 1. Notaremos s(u) = s(e1) el comienzo del camino,
r(pn) = r(en) el objetivo o destino del camino y |u| = n el tamano. Pensaremos a los
vértices como caminos de tamano 0. Notaremos P, (F) al conjunto de caminos de tamafio
nen Ey Pyx(FE) al conjunto de caminos en E de cualquier tamano. Una arista e es una
salida de un camino p = ej ...e, si existe i € {1,...,n} tal que s(e;) = s(e) y e; #e. Un
camino p se dice cerrado si s(p) = (). Un camino cerrado u = ey ... e, se dice ciclo si
s(e;) # s(e;) para todo i # j.

Dado F un grafo, diremos que E es:

= grreducible si dados dos vértices v y w en FE, existe un camino de v a w.
» esencial si E no contiene ni pozos, ni fuentes.
= trivial si E consiste de un ciclo, sin ningtin otro vértice o arista.

Notar que la conducién de irreducibilidad en un grafo F es equivalente a la condicién:
para todo par de vértices v y w, existe un camino de v a w y uno de w a v.

Dada una matriz A € M,,(Ny) podemos definir un grafo finito F 4 de vértices {v1,va, ...
,Un} y poniendo a;; aristas de v; a v;. Inversamente, dado un grafo finito £ con vértices
{vi,v2,...,v,} podemos definir una matriz Ap € M,,(Ny) donde (Ag);; es la cantidad de
aristas que van de v; a vj, ésta serd la matriz de adyacencia del grafo E.

19
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Definicion 2.1. Sean E un grafo finito por filas, k un cuerpo. El dlgebra de Leavitt del
grafo E con coeficientes en k, Ly(E), es la k-dlgebra (no unital) generada por {v | v €
E%Y U{e,e* | e € EYY médulo las relaciones:

(1) v-w = 8,4 v para todo v,w € E°.

(2) s(e)-e=e-r(e) = e para todo e € E.
(8) r(e)-e* =e* - s(e) = e* para todo e € E".
(CK1) € - f = 0.y r(e) para todo e, f € E*.

(CK2) v = Z e-e* para todo v € E° tal que s (v) # 0.
{e€E|s(e)=v}

Las relaciones CK1 y CK2 se le suelen ser denominadas como las condiciones de Cuntz-
Krieger.

Si no hay ambigiiedad sobre el cuerpo k, notaremos L(E) en vez de Li(E).

Observaciéon 2.2. Notar que pedir que el grafo E sea finito por filas es necesario para
definir la relacion CK2. Si el grafo no es finito por filas, la relacion CK2 sélo se pide para
los vértices que emiten finitas aristas. Nosotros sélo trabajaremos con el caso finito por

filas.

Observaciéon 2.3. Dado un grafo E, definimos el grafo extendido

E=(EE'U(EY 7z s5)

donde (El)* ={e*le e El}, TE(G) =rg(e), T‘E(e*) = s(e), SE(B) =sg(e)y SE(B*) =r(e).
De esta manera, podemos observar que las primeras tres relaciones que deﬁneAn el dalgebra
L(E) nos definen el dlgebra de caminos (en el sentido de Gabriel) del grafo E. Es decir,
el dlgebra L(E) es el cociente del dlgebra de caminos de E por las relaciones CK1 y CK2.

Observaciéon 2.4. Todo elemento de L(E) es un una combinacion lineal de palabras
en {v|v e E°YU{ee* | e € E'Y. La relacion (CK1) nos dice que podemos pensar
directamente que los elementos son combinaciones lineales de palabras de la forma pv*
donde p y v son caminos en E y, siv =uvy ...y, entonces v* =v; ...V} (siv=1v € E°,
entonces v* =v). En conclusion

L(E) = {Z ¢i Wwiv; i, v; son caminos en E y ¢; € k para todo i } .

(2

Observacion 2.5. Notar que L(E) es un dlgebra unital si y solo si el grafo E es finito,
en cuyo caso la unidad es 1y = Z v. En caso en el que E es un grafo infinito L(E)

veED
s6lo posee unidades locales. Es decir, para todo conjunto finito {z1,...,x,} C L(E) existe
un idempotente e € L(E) tal que x;e = ex; = x; para todo i € {1,...,m}; dicho e se llama

una unidad local.
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Dada una k-algebra A que contiene una familia de elementos que cumplan las relaciones
descriptas arriba, existe un inico morfismo de k-dlgebras de L(FE) en A. A dicha familia
la llamaremos una E-familia. Por ejemplo, si tenemos un subgrafo completo F' del grafo
E, la propiedad universal de L(F') nos da un morfismo L(F') — L(E).

Ejemplo 2.6. Sea A, el grafo

el [} €n—1
oVl > V2 " "3 oUn—1 — > gUn

Consideremos {e;j; | 1 < i,j < n} la base candnica de My(k), entonces la familia
{eii 1 <i<n}U{eiit1, €ir1, | 1 <i<n—1} es una A,-familia y por lo tanto existe
un morfismo

L(Ay,) — M, (k)
(e
fireiirt
I ey,

De hecho podemos ver que este es un isomorfismo, y asi L(Ay,) = M, (K).
¥ Q e

L(Rl) — k[‘raxil]
v 1

Ejemplo 2.7. Sea Ry el grafo

hay un isomorfismo

e—
e — L.

Ejemplo 2.8. Sean > 2 y sea R, el grafo

Entonces L(Ry,) = L(1,n) el dlgebra definida por Leavitt [18]

Un tipo particular de algebras de Leavitt que ha tenido mucho interés es el de las
simples puramente infinitas. Estas estdn relacionadas con la teorfa de subshifts de tipo
finito, como veremos mé&s adelante. Introduciremos definciones y conceptos basicos para
el lector que no esté familiarizado con ellos.

Dado R un anillo unital, se dice que R es simple si tiene exactamente dos ideales
bildteros. Dos idempotentes f y g en R se dicen ortogonales si f-g = ¢g-f = 0. Un
idempotente e no nulo en R se dice infinito si existen f,g € R idempotentes ortogonales
no nulos tales que e = f + g y Re = Rf como R-mddulos a izquierda. En otras palabras,
e se dice infinito en el caso en que el ideal a izquierda Re contenga un sumando directo
propio isomorfo a él mismo. Un anillo unital simple R se dice puramente infinito si todo
ideal a izquierda, no nulo, contiene un idempotente infinito.

Las siguientes caracterizaciones de un algebra de Leavitt unital, simple y puramente
infinita en términos del grafo que la define nos seran de utilidad.
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Teorema 2.9. Sea E un grafo finito, entonces L(E) es simple si y solo si se cumplen
simultdneamente las siguientes propiedades:

1. Todo ciclo en E tiene una salida.

2. Dado cualquier vértice y cualquier ciclo o cualquier pozo en E, existe un camino que
va desde el vértice a dicho ciclo o pozo.

Demostracion. Ver [2, Theorem 3.11.]. O]

Teorema 2.10. Sea E un grafo finito, entonces L(E) es simple puramente infinita si y
solo si L(E) es simple y E contiene un ciclo.

Demostracion. Ver [3, Theorem 11.]. O

Los grafos que son simultdaneamente irreducibles, esenciales y no triviales son de suma
importancia en la teoria de subshifts de tipo finito. Una primera conexion entre esta teoria
y las algebras de Leavitt es el siguiente lema:

Lema 2.11. Sea E un grafo finito, entonces son equivalentes:
1. E es un grafo irreducible, esencial y no trivial.
2. E no tiene fuentes y L(E) es simple puramente infinito.

Demostracion. (1) = (2) E no tiene fuentes, pues es esencial.
Para ver que L(F) es simple puramente infinito, vamos a usar los Teoremas 2.9 y 2.10.
Es decir, tenemos que ver las siguientes condiciones:

(a) Todo ciclo en E tiene una salida.

(b) Dado cualquier vértice y cualquier ciclo o cualquier pozo, existe un camino que va
desde el vértice a dicho ciclo o pozo.

(¢) E contiene un ciclo.

Dado un ciclo cualquiera, como E es no trivial, existe algiin vértice o alguna arista
que no pertenece al ciclo. En el primer caso hay un camino que va desde el ciclo a el
vértice pues el grafo es irreducible. Este camino sirve de salida y por lo tanto se satisface
la condicién (a), en el segundo se cumple trivialmente la condicién (a) pues, como todos
los vértices estan en el ciclo, la arista que no pertenece al ciclo tiene que salir de un vértice
que si esté en el ciclo.

El item (b) se sigue de la irreducibilidad.

Dado un vértice cualquiera existe una arista e; que sale de él, pues el grafo es esencial.
A su vez r(e1) no es un pozo, y por lo tanto hay otra arista ey que sale de r(e;). Inducti-
vamente construimos un camino de largo n para todo n € N. Como E es un grafo finito,
en algin punto del recorrido se repite algun vértice. Asi obtenemos un camino cerrado en
E, y del camino cerrado podemos extraer un ciclo. Por tanto se cumple la condicién (c).

(2) = (1) Ahora podemos asumir que se cumplen las condiciones (a), (b), (¢) y adi-
cionalmente la condicién de que E no tiene fuentes. Veamos que E es irreducible, esencial
y no trivial.
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E es no trivial por la condicién (a). Como la condicién (c¢) nos asegura que hay un ciclo,
por (b) dado un vértice cualquiera, existe un camino del vértice al ciclo. Por lo tanto E no
contiene pozos, luego F es esencial. Veamos ahora que todo vértice pertenece a un ciclo. Sea
v un vértice, como v no es una fuente, existe una arista e; tal que r(e;) = v. Nuevamente
s(e1) no es una fuente, por lo tanto existe eg arista tal que r(e2) = s(e1). Seguimos
inductivamente hasta que se repita algun vértice por primera vez. Asi conseguimos un
camino j = epen_1...€1; si s(e,) = r(e1) = v tenemos el ciclo, si no supongamos que
s(en) = r(eg). De esta forma podemos escribir 4 = vndondev = e, ...ey yn =ep—1...€j.
El camino v = e, ...¢e; es un ciclo, por (b) existe un camino v = fi ... f,, de v al ciclo.
Ademads podemos asumir que 7 sélo se corta con el ciclo en () (de otra forma acortamos
el camino ). Por ltimo, si r(f;) # r(e¢) para todo j y todo £ € {1,...,k} hacemos el
camino -, llegamos al ciclo y volvemos por el mismo a v tenemos el ciclo que queremos.
Si no, tomamos jy como el minimo de los j que satisfacen r(f;) = r(es) para algin
lop € {1,...,k} y, en este caso, consideramos el ciclo fi--- fj,eq, - - €n que empieza y
termina en v.

Ahora tenemos dos vértices v y w en E. Queremos ver que existe un camino de v a w
para asegurar la irreducibilidad. Como w esta contenido en un ciclo, la condicién (b) nos
da un camino de v al ciclo, y por lo tanto un camino a w.

O]

2.2. Estructura graduada

Sea E un grafo finito por filas. Podemos asignarle una estructura de anillo Z-graduado
al dlgebra de Leavitt declarando:

deg(v) =0 si v € E° deg(e) = 1y deg(e*) = —1siec E

En efecto, podemos hacer esto en la k-algebra libre generada por los elementos {v, e, e* | v €
EY e € E'} y luego podemos pasar al cociente por las relaciones (1) - (5) porque son
todas homogéneas.

Recordar que la Observacion 2.4 nos decia que

L(E) = {Z ki piv; i, vi € Poo(E) y ki € k para todo i } .

Por lo tanto, ahora podemos deducir que, para la graduacién que acabamos de definir, la
parte homogénea de grado n de L(F) es

L(E), = {Z ki pivy @ pi,vi € Poo(E), il — |vil = ny ki € k para todo i } .
i

Un resultado que nos serd de utilidad es el siguiente:
Teorema 2.12. Sea E un grafo finito, entonces son equivalentes:

w» Li(FE) es fuertemente Z-graduado.

= F no tiene pozos.

Demostracion. Ver [13, Theorem 4.1.]. O
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Ahora construiremos un analogo algebraico al producto cruzado por un endomorfismo
de C*-élgebras introducido por Paschke [22]. De hecho, el producto cruzado de Paschke
es la completacion en una norma conveniente del objeto algebraico. Esta construccién se
debe a Ara, Gonzélez-Barroso, Goodearl y Pardo (ver [4]).

Sean R un anillo unital, ¢ : R — R un morfismo de anillos no necesariamente unital
y e = ¢(1g). Como ¢(R) = ¢(1grR1R) = ep(R)e C eRe podemos pensar ¢ : R — eRe.
Decimos que ¢ es un isomorfismo de esquina si ¢ : R — eRe es un isomorfismo de
anillos. En este caso podemos definir R[t4,t_;¢] como el cociente del anillo R{ty,t_}
de polinomios en variables no conmutativas, que no conmuta con los coeficientes de R,
modulo las relaciones:

(1) £ty = 1.
(2) tia=¢(a)t+
(3) at— =t_¢(a)

Se puede ver ficilmente que todo elemento x € R[ty,t_;¢| se puede escribir de la
forma x = apt’ +--- +arty +ag+t_a_y + - +t"a_y,.

Lema 2.13. [4, Lema 2.4] Sea S = D, ez Sn anillo unital Z-graduado. Supongamos que
eristen sy € S1 y s— € S_1 tal que s_s; = 1. Consideremos R := Sy y ¢ : R —
R el morfismo que manda x — syxs—. Entonces ¢ es isomorfismo de esquina y S =

l%ﬁ+wt7;¢y

Demostracion. Veamos primero que ¢ es isomorfismo de esquina. Sea r € R tal que ¢(r) =
0, luego r = s_sirs_sy = s_¢(r)sy = 0. Por lo tanto ¢ es mono. Ademds eRe =
syS_Rsys_ = ¢(s—Rst) C ¢(R) y la otra inclusién vimos que siempre valia. Es decir, ¢
es isomorfismo de esquina. Ahora veamos que

R sit=0
Si = q Rs"} sii>0. (2.1)
s"R sit <0

Para i = 0 no hay nada que hacer. Haremos el caso i > 0, el otro es anédlogo. Cla-
ramente Rs"} C S,. Si x € S, entonces xs” € Sy = R, luego z = (zs”)s’} € Rs'}.
Como R[ty,t_;¢] también es un anillo Z-graduado, pues podemos definir la graduacién
en R{ty,t_} declarando

deg(ty) =1 deg(t-)=—1 deg(r) =0 paratodor € R

y pasar al cociente por las relaciones necesarias. Asi podemos ver andlogamente que

Rlty,t;¢] = Ro @ RtT © P R.

neN neN

Ahora consideremos el morfismo

}%ﬁ+7t—;¢]jg‘s
t+ = St
t_ — s5_
re—=r
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Queremos ver que 1 es un isomorfismo. Para esto basta ver que es un isomorfismo en cada
componente graduada. En la componente de grado 0 lo es trivialmente. Veamoslo para
el caso i > 0, el otro es analogo. Si rtiL € Rtﬁr cumple que 0 = w(rti) = rsi,'entonces
0 = rsist = (rtit’) en R donde sabemos que ¢ es mono, por lo tanto rt}t* = 0.
Asi concluimos que 0 = rt' t' rt’, = rt’ . Ya vimos que es sobreyectivo pues, si z € Sy,
entonces x = (vs”)s!} € Rs'}. O

Supongamos que E es un grafo finito sin fuentes y E° = {v1,...,v,}. Para cada
1 < i< mn tomamos e; € F! tal que 7(e;) = v; y definimos

n n

ti:=) e €Ly(E) t:=) e € Ly(E)_1.

i=1 i=1

Es féacil ver que t_t, = 1y por el Lema 2.13 tenemos que L(E) = L(E)g[t+,t—, ] donde
a es el isomorfismo de esquina definido por a(a) = tiat_. En particular, por (2.1) del
lema podemos observar que:

L(E), = L(E)ot"  sin>0 L(E), =t"L(E)y sin<0.

Recordemos que un idempotente e en un anillo R se dice pleno si ReR = R.

Lema 2.14. Sea E un grafo finito sin fuentes, entonces p := t t_ es un idempotente
pleno en L(E)q si y solo si E no tiene pozos.

Demostracion. =) Supongamos que existe v € E° pozo. El hecho de que p sea pleno
nos dice que L(E)y p L(E)g = L(F)o y por lo tanto existen xj,y; € L(E)o tales que
v = Z;n:l xj - p-y;. Sabemos que cada x; es de la forma

m;
xj = g kij pigvij con | | = |vi ;| para todoiy kij € k.
i=1
Ahora
m;
f— .. .. *
vrj = E :km (i )vi s
i=1

pero si |p; ;| > 1, es decir p; j no es un vértice, entonces

0 sis(uiy) #v
iy = :
pij o sis(pig) = 0.

Como v es un pozo (i.e. s_l(v) = (), sélo sobreviven los i tales que p; j = v. Ademds, sin
pérdida de generalidad, v; ; = v para esos mismos i, pues 0 = |u; ;| = |v;;|. Por lo tanto
vxj =k’ v para algin /.

n
Por otro lado v-p =0, pues p = Z eie; y v es un pozo.
i=1
En conclusion v = % = v-(X0, ;- p-y;) = X0y (vay) - poyy = Y, K (v-p) -y =
0, lo cual es una contradiccién.
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<) Tenemos que ver que L(E)y C L(E)y p L(E)o. Basta verlo para los elementos de
la forma pv* tales que |u| = |v| =:ny r(u) =r(v).

Sin > 1, entonces p = at’l € L(E)ot"l = L(E), yv" =t"bect" L(E)y = L(E)_,. Por
tanto tenemos la descomposicién

pr” = (at) (") = (at'ft” )pb € L(E)o p L(E)o

Sin =0, es decir p =v =r(u) =: w es un vértice, como no hay pozos tenemos que

w = E ee”

e€s~(w)

y aplicamos el caso n = 1.
O

Determinar, en general, cuando un morfismo de algebras es inyectivo puede ser suma-
mente dificil. El siguiente lema podra facilitarnos las cosas cuando estemos considerando
morfismos graduados.

Lema 2.15. Sean E un grafo finito por filas, A un k-dlgebra Z-graduada y f : L(E) — A
un morfismo graduado de k-dlgebras. Si f(v) # 0 para todo vértice v e E°, entonces f es
1nyectivo.

Demostracion. Como f es un morfismo graduado, ker(f) es un ideal graduado de L(E).
Luego por [6, Theorem 5.3.] existe un subconjunto X de E° tal que ker(f) = (X). Como
f(v) # 0 para todo vértice, tenemos que X = (). Por tanto ker(f) = 0. O

2.3. K, de algebras de Leavitt

Una de las principales herramientas para la clasificacion de algebras de Leavitt es el
grupo Kj.

Dado un grafo finito por filas F, el monoide de F, al que notaremos Mg, es el monoide
generado por el conjunto de vértices E® bajo ciertas relaciones. Més concretamente:

Mg = {ay,v € E° | a, = Z () st s (v) # 0).

e€s—1(v)

En [6, Theorem 2.5.] se demuestra que hay un isomorfismo natural V(L(E)) = Mg para
todo grafo finito por filas E. En particular Ko(L(E)) = G(MEg) es el grupo de Grothen-
dieck.

A partir de ahora asumiremos que E es un grafo finito. Como Mpg es finitamente
generado, existe un epimorfismo 7y, : Ny — Mpg donde n = |E°|. Ademss, esto induce
un epimorfismo 7z : Z" — G(Mg). Llamemos ¢ : Ny — Z" y ¢ : Mg — G(Mg) a los
morfismos canoénicos. Notemos que 7z es un epimorfismo. En efecto, si G es un grupo
abeliano y f : G(Mg) — G es tal que fonmgz =0, entonces 0 = fomg ot = fopomny,.
Luego, como 7y, es epimorfismo tenemos que f o = 0 y por lo tanto f = 0, pues el
morfismo nulo es el tnico que extiende al morfismo nulo.

Veremos que ker(nz) = Im(I — A%) donde I — A%, : Z" — Z" es la multiplicacién por
dicha matriz. Asi obtendremos que

Ko(L(E)) = G(Mg) =2 7Z"/Im(I — Al;) = Coker(I — AL;).
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Para probar esto, vamos a ver que 7z : Z" — G(Mpg) cumple la propiedad universal del
cociente.
Sea f : Z™ — G morfismo de grupos tal que Im(I — A%) C ker(f). Por tanto se tiene

un morfismo )
I-A
fi1: Ny — G tal que Im <N6L - N8> C ker(f1),

por la propiedad universal del grupo de Grothendieck. A su vez, la existencia de este
morfismo f; equivale a tener un morfismo fo : Mg — G por la propiedad universal del
cociente. Por 1ltimo, la existencia del morfismo f2 equivale a tener un morfismo fs :
G(Mg) — G. En conclusién, dado un morfismo de grupos f : Z" — G existe unico
fs: G(MEg) — G tal que el siguiente diagrama conmuta:

como queriamos.

Observemos que, para todo anillo R, el monoide V(R) es cdnico, es decir, z+y = 0 en
V(R) sii z =y = 0 en V(R). Esto nos indica que el subconjunto V(R)* := V(R) \ {0} es
cerrado bajo la operacién de suma. Mds aun, si R es un anillo simple puramente infinito
se demuestra en [5, Proposition 2.2.] que V(R)* es un grupo abeliano.

Otro resultado de suma utilidad es el siguiente:

Teorema 2.16. Sea R un anillo simple puramente infinito. Entonces la restriccion
¢ : V(R)" — Ko(R) del morfismo candnico, es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Ver [5, Corollary 2.3.]. O

Observacion 2.17. De este andlisis podemos deducir que st R es un anillo simple pu-
ramente infinito y M y N dos mddulos proyectivos f.g. no nulos tales que [M] = [N] en
Ko(R), entonces [M] = [N] en V(R)*. En particular M = N como R-mddulos.
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Capitulo 3

Invariantes de flujo

En este capitulo trataremos el tema de la clasificacion de algebras de Leavitt simples
puramente infinitas. Los resultados principales de este capitulo provienen de [1].

3.1. Condiciones suficientes para garantizar equivalencia Mo-
rita

Empezaremos esta seccion viendo que ciertas operaciones en los grafos preservan la
equivalencia Morita en sus algebras de Leavitt asociadas.

Notemos que una equivalencia Morita ® : R-Mod — S-Mod induce un isomorfismo de
grupos ®y : Ko(R) — Ko(S) que manda [R] — [®(R)]. Bajo esta observacién estamos en
condiciones de dar el siguiente lema auxiliar que nos sera de gran utilidad en esta seccién.

Lema 3.1. Sean R, S anillos unitales simples, m : R — S un morfismo de anillos (no
necesariamente unital) no nulo. Consideremos g := m(1R).

Si gSg = m(R), entonces existe O : R-Mod — S-Mod equivalencia Morita.

Mas ain @y : Ko(R) — Ko(S) definida como

Py([Re]) = [Sm(e)]
para todo idempotente e € R.

Demostracion. Como R es simple y m # 0 tenemos que R = 7(R) = ¢gSg, por lo tanto 7
induce una equivalencia Morita II : R-Mod — ¢Sg-Mod mandando cada R-mddulo M en
el gSg-médulo MY donde la accién estd dada por gsg - m := 7~ (gsg)m.

Como g # 0 y S es simple tenemos que SgS = S. Esto nos dice que el médulo
proyectivo f.g. gSg es un generador de la categoria Mod-S de .S mdédulos a derecha, ya que

Tr(gS) == Z Im(h) 2 Z s'gS =89S =S.
heHomg(gS,S) s'eS

Por lo tanto, el teorema de Morita nos dice que hay una equivalencia T Mod-gSg —
Mod-S de médulos a derecha que manda N — N ®g454 ¢S con inversa categdrica gt
Mod-S — Mod-gSg dada por M — M®gSg, pues Endgs(gS) = gSgy Homg(gS,S) = Sg.
Luego tenemos la equivalencia ¥ : gSg-Mod — S-Mod via N — Sg ®454 N.

Podemos definir la equivalencia buscada ® := W o II.

29
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Sélo falta ver la dltima afirmacién del lema, pero esto se sigue facilmente de que

59 ®gsq (Re)? = Sm(e)
sg ® re — sm(re)
sg ® e i sm(e)

es un isomorfismo. La vuelta estd bien definida pues, si smw(e) = tmw(e) entonces sgm(e) =
tgm(e) por ser g = m(1), luego sg @ e = sg ® €2 = sgm(e) @ e = tgn(e) Ve = tg D e. O

Ahora empezaremos a definir los movimientos de grafos y estudiar su comportamiento.

Definicién 3.2. Sean E un grafo con al menos dos vértices, v € E° una fuente. El grafo
de eliminacion de fuente E\, es el grafo con vértices y aristas:

E), =E°\{v}  E{,=E"\{s"'(v)}
y donde SE\, Y TE,, SON las restricciones de sg y Tg.

Notemos que la condicién de tener al menos dos vértices sélo estd para garantizar que
E\, no sea vacio.

Ejemplo 3.3. Si E es el grafo

.%.

\/

e

N

luego En, es

Proposicién 3.4. Sean E grafo finito con al menos 2 vértices tal que L(E) es simple y
sea v € E°. Entonces existe

o™ ;. L(E\,)-Mod — L(E)-Mod
equivalencia Morita tal que @el’m([L(E\,U)w]) = [L(E)w)] para todo vértice w € E°\ v.

Demostracion. Para demostrar la Proposicién veremos que hay un morfismo de L(FE\,)
en L(F) satisfaciendo las hip6tesis del Lema 3.1. Para esto, primero veremos que si L(FE)
es simple, entonces L(E\,) lo es. Luego veremos la existencia del morfismo.

Veamos que si L(E) es simple entonces L(E\,) lo es. Por el Teorema 2.9 basta ver que
todo ciclo en E\, tiene una salida y, dado un vértice y un ciclo o un pozo, existe un camino
del vértice al ciclo o el pozo. Dado un ciclo en E\,, podemos pensar que este ciclo esta en
FE, pues ninguna fuente puede pertencer a un ciclo. Luego este ciclo tiene una salida en F
que, a su vez, es una salida en E\, ya que esta salida no puede llegar a la fuente. Ahora
tomemos un vértice w € E{)v y un ciclo o un pozo. Como vimos anteriormente, un ciclo en
E\, estd en el grafo F, ademds, un pozo también sigue siendo pozo en E. Por tanto existe
un camino en E de w al objetivo deseado, pero este camino no puede pasar por v porque
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la tnica opcién serfa que empiece en €, con lo que tendriamos v = w € E\, lo que es una
contradiccion.

Para terminar la demostracién vamos a construirnos un morfismo que satisface las
hipotesis del Lema 3.1 para poder aplicarlo.

Como E\, es un subgrafo completo de E existe un morfismo

7 L(E\,) = L(E)
W w
e e

e’ e,
Veamos que W(L(E\U)) = W(IL(E\U)) L(E) W(lL(E\v)).

C) Se sigue del hecho de que 7(L(E\,)) C L(E).
D) Notar que lye,) = ZweEQv w, por ende Tr(lL(E\v) = ZweEO\{v} w, luego por
Observacién 2.4 los elementos de (1 E\U)) L(E) m(1p E\v)) son combinaciones lineales

de elementos de la forma p; 5 donde s(p1), s(uo) € E°\ {v}.

Sea pips € m(lpm,,)) L(E) m(1pp,,)). Por la observacién anterior, ninguno de los
caminos pi, (o empieza en v 'y, como v es una fuente, no pasa por v en ningin momento.
Luego pinps = m(p1ps) € m(L(E\,)).

Por Lema 3.1 tenemos el resultado deseado.

O

Observacién 3.5. Para demostrar la afirmacion “L(E) simple entonces L(E\,) lo es”
solo usamos como pasar de caminos de un grafo a caminos del otro o como pasar de un
ciclo de un grafo a un ciclo del otro. En casos posteriores solo vamos a analizar como
pasar de un camino o un ciclo de un grafo al otro y luego el resto de la demostracion
serd solo cuestion de rellenar los detalles.

Corolario 3.6. Sea E un grafo finito tal que L(E) es simple puramente infinita. Entonces
existen un grafo E' que no contiene fuentes y

QFLIM . [(E"Y-Mod — L(E)-Mod
equivalencia Morita tal que ®ELM ([L(E")w]) = [L(E)w] para todo vértice w € E'.
Demostracion. Aplicando inductivamente la eliminacién de fuentes llegaremos a un grafo
E’ sin fuentes. Tendriamos que probar que E’ es no vacio. Por Teorema 2.10 sabemos que

FE contiene un ciclo, y el proceso de eliminacion de fuentes no altera este ciclo, por lo cual
/ ,
FE’ no puede ser vacio. O

Ahora empezaremos con el segundo movimiento.

Definicién 3.7. Sean E grafo, v € E°, v* y f simbolos que no estdin en E°UE'. Definimos
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el grafo de expansién E,, de E como:

E? = E°U {v*}

E,=E'U{f}
v sie=f
sg,(e) = v* si sp(e) =v

sg(e)  caso contrario

() = { et

rg(e)  caso contrario

El grafo E serd la contraccion de E,,.

Ejemplo 3.8. Sea E el grafo: )

El grafo de expansion E, es

Proposicién 3.9. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple y v € E. Entonces
existe una equivalencia
P L(F)-Mod — L(E,)-Mod

tal que 3P ([L(E)w]) = [L(Ey)w] para todo vértice w € E°.

Demostracion. L(E) es simple si y s6lo si L(E,) lo es. Por lo discutido en la Observacién
3.5 sélo vamos a ver como pasar caminos o ciclos de un grafo al otro. Tomemos un camino
= W1 ...y en E; siel camino no pasa por v podemos pensar el mismo camino en E,,. Si
no podemos considerar el camino fi en L(F,) que consiste en agregar la arista f después
de cada arista p; tal que rg(u;) = v. Si el camino original era un ciclo, el nuevo camino
también lo sera. En la direccién contraria, si tenemos un camino p en F,, consideremos el
camino i en ¥ que consiste en eliminar todas las aristas f que aparecen en p y obtenemos
el camino deseado.

Para cada w € E definamos Q,, := w en L(E,). Para cada e € E' definimos T, := fe y
T :=e*f*en L(E,)sie € s '(v),sino T, := ey T.« := e*. Es cuestién de rutina verificar
que {Qu, Tp, Tor : w € E°, e € E'} es una E-familia, por lo tanto existe un morfismo

w: L(E) — L(E,)
w = Qu

er— T,
e* = Tox.
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Veamos que 7(L(E)) = n(1yg)) L(Ey) 7(11(g)). Nuevamente la inclusion «(L(E)) C
m(1p(g)) L(Ey) m(11(g)) es inmediata. Supongamos que 0 # p1p5 € 7(1pgy) L(Ey) m(11g))-
Entonces (i1, ua son caminos tales que s(u1),s(p2) # v*, pues n(lyg)) = Y epow, ¥
r(p1) = r(p2). Afirmamos que existen /iy, fio caminos en E tales que 7(g12™) = pips.
Consideremos los siguientes casos:

- Sir(m) # 0" # {2, Inego pn = w(u) ¥ 43 = w(13).

= Sino r(u1) =v* =r(ue) y, como s(u1),s(u2) # v*, entonces 1 = v1fy p2 = vaf
con r(v1) =v =r(re). Luego w(11vs) = vy = vi f [ vs = uipe.

Por Lema 3.1 tenemos el resultado deseado. O
Notaremos ®" = (§*P)~L,
El tercer movimiento es un poco mas complicado que los anteriores.
Definicién 3.10. Sea E un grafo y sea, para cada v € E° tal que r—1(v) # 0, £ =
{€1,.... &} una particion de r~Y(v). Si v es una fuente declaramos que m(v) = 0.
Denotemos P la particion de E' definida por la unidén de todas las particiones anteriores.
Definimos el grafo in-split E,.(P) como:
E.(P)° ={vi|veE’1<i<m(v)}U{v|m()=0}
E(P)' ={ejle€ E',1 <j <m(s(e)} U{e|m(s(e)) = 0}

ademds definimos
s(e) no es una fuente
si s(e) es una fuente
e) € 5;(6) y no es una fuente

e) € 5;(6) y es una fuente .

El grafo E serd el grafo in-amalgamation de E,.(P).
Ejemplo 3.11. Si E es el grafo

bCo“

y P es la particion en la cual cada miembro tiene un solo elemento, entonces E.(P) es

.U
oll oW1
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Proposicién 3.12. Sea E un grafo finito sin fuentes ni pozos y tal que L(E) es simple. Si
P es una particion de E' como en la definicidn anterior, entonces existe una equivalencia

" . L(E)-Mod — L(E,(P))-Mod
tal que O ([L(E)w]) = [L(E,(P))w] para todo vértice w € E°.

Demostracién. Tomemos una arista e € E'. Si s(e) es una fuente, podemos considerar la
arista e € F,(P). En cambio, si s(e) no es una fuente, podemos asignarle cualquiera de las
aristas ej en E,(P) con 1 < j < m(s(e)). En cada una de estas elecciones sélo tenemos que
elegir el vértice de salida de nuestra nueva arista. Asi es como cada camino p = py ...ty
en E se puede identificar con m(s(p)) caminos de E,.(P). Si el camino original es un
ciclo, hay una tnica eleccién para que el camino levantado en E,.(P) siga siendo un ciclo.
En la direccién contraria, dado un camino p en E,(P) podemos construir un camino f
en FE reemplazando cada vértice vy por el vértice v y cada arista ey por la arista e. Es
decir, eliminamos los subindices. De esta forma, por el argumento de la Observacién 3.5,
podemos ver que:

» L(E) es simple si y s6lo si L(E-(P)) lo es.
» F tiene fuentes (pozos) si y sélo si E,.(P) tiene fuentes (pozos).

Para cada vértice v € E' definimos Qy :=v1 en E.(P). Notar que este vértice siempre
existe porque asumimos que E no tiene fuentes. Para cada arista e € & definimos T :

ZfES_l(U) erfifi y Tex := ZfEs_l fifrej. Es cuestién de rutina ver que {Qu, T, Tex |
v € E%c € E'} es una E-familia. Luego existe un morfismo

7 : L(E) = L(E.(P))
v Qy
er— T,
e’ — Te..

Notar que w(v*) = 7(v)* para todo camino v en E, pues esto se cumple en los genera-
dores.

Veamos que 7(L(E)) = m(1ygy) L(E(P)) m(11(g)). Tenemos m(1p(gy) = > cpo V1-

Al igual que en los casos anteriores, la inclusiéon w(L(E)) C 7(1pg)) L(E:(P))7(11(g))
es trivial. Dado un elemento 15 € 7(11g)) L(E-(P)) 7(11g)), tenemos que s(u1) = v1
y s(pi2) = w1 donde v,w € E° y r(u1) = r(pa).

Vamos a ver que para todo camino p en E,.(P) tal que r(u) = wg, se cumple

() =p| D fuff| €Im(r). (3.1)

fesH(w)

Aqui ji es como en la definicién de arriba. Procederemos por induccién en |u|. Si |u] = 0,
entonces i1 = v; = wg. De la relacién CK2 deducimos

v= Y ffr= > flfl.

fes—1(v1) fes—1(v
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Luego, como ¥; = v, tenemos

o) =vi=vi | Y A
fes=1(v)
como querfamos. Si |p| > 1, podemos escribir = ve; donde e € E, r(v) = uj, s(e) =uy
u € E°. Por lo tanto, tenemos 7(j1) = m(ve) = n()w(e) y, por hipétesis inductiva,

() =v Z fifi Z e19k91

fes—1(u) ges—1(w)

Usando que r(e;) = wg y la relaciéon CK1 en el dltimo miembro de la igualdad anterior
obtenemos

() =ve; | D> ggt | =u| D oot
ges—(w) ges—1(w)
como queriamos.
Ahora estamos en condiciones de probar la inclusién restante. De la igualdad (3.1) se
sigue que
%

“ v

w(miz) =m | > ffi | (me | Do awgi || =mms

fes—(w) g€sH(w)
Ast m(1pg)) L(E-(P))m(1pk)) C 7(L(E)).
Por ultimo del Lema 3.1 tenemos el resultado deseado. O

Notaremos ®™@™ .= (pins)~1
Si bien se pueden relajar las hipdtesis de no tener fuentes ni pozos, la versién dada nos
serd suficiente para nuestro objetivo.

El dltimo movimiento es la nocién dual a la de grafo in-split.

Definicién 3.13. Sean E un grafo y sea, para cada v € E° tal que s™1(v) # 0, & =
{&,..., &MY una particion de s™'(v). Si v es un pozo declaramos que m(v) = 0. De-
notemos P la particion de E' definida por la unidn de todas las particiones anteriores.
Definimos el grafo out-split E5(P) como:

E (P ={v'|veE’1<i<m(v)}U{v|mv) =0}
Ey(P)' ={¢/ |[ec E', 1 <j <m(r(e))} U{e | m(r(e)) = 0}

ademds definimos
e) si r(e) € 5Z ) Y o €es un pozo

S(e Y €s un pozo

El grafo E serd el grafo out-amalgamation de FE4(P).
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Ejemplo 3.14. Nuevamente consideremos E el grafo

o|
A

Proposicién 3.15. Sea E un grafo finito. Si P es una particion de E' como en la defini-

cion anterior, entonces existe un isomorfismo 7 : L(E) — E4(P) tal que n(w) = Z?l(f)) k

para todo vértice w € E°. Este isomorfismo induce una equivalencia

OO ;. I(E)-Mod — L(E(P))-Mod.

Demostracion. Definimos @, := Z?;(l”) v* para cada v € E° que no sea un pozo y Q := v

siloes, T, := ZT:(I(e)) el y Tow = Z;nz(g(e)) (¢/)* para cada e € E'. Es facil ver esto es
una FE-familia, por lo tanto induce un morfismo

7: L(E) = L(Es(P))
v = Qy
e— T,
e T,

Notar que el morfismo es Z-graduado, pues manda los vértices a elementos de grado 0 y
las aristas a elementos de grado 1.

Como @, # 0 para todo v € E°, el Lema 2.15 nos dice que 7 es inyectivo.

Veamos que 7 es sobreyectivo. Para esto basta que ver todos los vértices y todas las
aristas de E5(P) estdn en la imagen de 7, ya que estos elementos generan L(Es(P)).

Tomemos w € ES(P)O. Si w es un pozo, entonces (J,, = w y no hay nada que hacer. Si
no, w = v’/ para algin v € E. Como

{f € Es(P) | spm)(f) = v} = (J{" |1 <k <mlr(e)},
6685

tenemos que

v = Z frrl]= Z Z eFef)r | = Z T Tpx.

{feBs(Plsps(p) (H)=v7} {ec&l} \{1<k<m(r(e))} {ec&l}
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Si f € E(P)! es tal que m(r(f)) = 0, entonces 7(f) = Ty = f. Sino, f = e/ para
algiin e € E'. Como vimos que r(e)’ € 7(L(E)), tenemos que ¢/ = w(e)r(e)! € n(L(E)).
Por lo tanto 7 es un isomorfismo e induce la equivalencia deseada. ]

Notaremos $oUam .= (Houts)=1,

Como habiamos mencionado, las teorias de subshifts finitos y de dlgebras de Leavitt
estan relacionadas. Por eso, procederemos a enunciar ciertos hechos de la teoria de subshifts
que nos seran de utilidad para establecer el resultado principal de esta secciéon. En el
apéndice A podran encontrar una breve resefia de estos temas. Para el lector interesado
en un analisis més profundo de estos temas, dejamos como referencia [19].

Recordemos que hay una relacién biunivoca entre los grafos finitos y las matrices

cuadradas finitas con coeficientes en N, asociando a cada grafo E su matriz de adyacencia
Ag.

Definiciéon 3.16. A una transformacion de grafos la llamaremos estandar si es uno de
los seis movimientos vistos hasta el momento: in-splitting, out-splitting, expansion y sus
inversos (in-amalgamation, out-amalgamation y contraccion, respectivamente). Andloga-
mente, diremos que una funcion que transforma matrices cuadradas con coeficientes en Ny
en matrices cuadradas con coeficientes en Ny, es estandar si la transformacion asociada
a su grafo correspondiente es estdndar.

Definicion 3.17. Sean E y F grafos. Una equivalencia de flujo de E en F' es una suce-
sion de grafos E = Ey —» E1 — --- — E, = F donde cada transformacion es estandar.
Es decir, la equivalencia de flujo es la relacion de equivalencia generada por las transfor-
maciones estandar.

En caso de exisitir tal equivalencia diremos que E y F son equivalentes de flujo. Dos
matrices son equivalentes de flujo si sus respectivos grafos lo son.

Las transformaciones in-splitting, out-splitting y sus inversos generan la relaciéon de
equivalencia shift fuerte definida en el apréndice A. En [21] Parry y Sullivan muestran
que esta definicién de equivalencia de flujo estd generada por la equivalencia shift fuerte
(definida en el Apéndice A) mds las transformaciones de contraccién y expansién. A su
vez, prueban que esta equivalencia de flujo es equivalente a la de la Definicién A.17 dada
en el apéndice.

Teorema 3.18 (Teorema de Franks). Sean A € M,,(Ny) y B € M,,(Ny) simultaneamente
irreducibles y no triviales. Entonces las matrices A y B son equivalentes de flujo si y sélo
84:

det(l, — A) =det(l,,— B) vy 2Z"/(I,—AZ"=Z"/(,— B)Z™.
Demostracion. Ver [11]. O

Corolario 3.19. Sean G y H grafos finitos sin fuentes tales que sus dlgebras de Leavitt
asociadas son simples y puramente infinitas. Sean n = |G°| y m = |H°|. Si

det(L, — AL) = det(L, — Aly) y Ko (L(G)) = Ko (L(H)),

entonces existe una equivalencia de flujo de G en H.
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Demostracion. Si D es la forma normal de Smith de (I — A%;) para un grafo finito F,
entonces existen P y () matrices inversibles con coeficientes en Z tales que D = P(I —
A)Q. Entonces que D = Q'(I — Ag)P". Es decir, (I — A%) y (I — Ag) tienen la misma
forma normal de Smith. De aqui se deduce

Coker(I — Ap) = Coker(I — Af).
Por lo visto en la Seccién 2.3
Coker(I — Aly) = Ko(L(E))
para todo grafo finito E. Por lo tanto, si aplicamos esto a los grafos G y H tenemos
2 (I — A)Z" = Ko(L(G)) = Ko(L(H)) & Z" (L, — Au)Z".

Por otro lado, usando que det(A') = det(A) para toda matriz A, tenemos

det(I — Ag) = det(I — AL) = det(I — A%y) = det(I — Ag).
Luego, por el Teorema de Franks existe una equivalencia de flujo de G a H. O

Nos sera de utilidad la siguiente notacién:

Definicion 3.20. Sea E un grafo finito. El par determinante de Franks serd el par orde-
nado

Faet(E) == (Ko(L(E)) , det(I, — Ap))

que consiste del grupo abeliano Ko(L(E)) y el nimero entero det(I, — Al). Dado otro
grafo finito F, diremos que son equivalentes y escribiremos

]:det(E) = ]:det(F)

si Ko(L(E)) 2 Ko(L(F)) y det(I, — AY) = det(I,,, — A%). Notemos que = es una relacién
de equivalencia.

Lema 3.21. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple y v € E° fuente. Entonces
fdet(E) = eret(E\v)'

Demostracion. Por Proposicién 3.4 las élgebras L(E) y L(E\,) son equivalentes Morita,
por lo tanto sus grupos Kj son isomorfos. Como v es una fuente, la matriz Ag tiene una
columna de ceros. Luego, podemos ver que det(I,, — A%) = det(I,,_1 — A%\v) desarrollando
por cofactores en la fila correspondiente a v. O

Ahora estamos en condiciones de establecer el teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.22. Sean E y F grafos finitos tales que sus dlgebras de Leavitt asociadas

son simples y puramente infinitas. Si Faet(E) = Faet(F), entonces hay una equivalencia
Morita L(E) «p L(F).
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Demostracién. El Corolario 3.6 nos provee de grafos E' y F’ simples, sin fuentes, tales
que L(E) vy L(E") y L(F) v~y L(F'). Ademds, como la clase de algebras puramente
infinitas es cerrada por equivalencia Morita (ver [5, Corollary 1.7.]), L(E’) y L(F’) son
puramente infinitas.
Aplicando el Lema 3.21 en cada paso del proceso de eliminaciéon de fuentes tenemos
que
det(I — Al)) = det(I — AY) = det(I — AL) = det(I — AL)

y que
Ko(L(E')) 2 Ko(L(E)) = Ko(L(F)) = Ko(L(F")).

Por lo tanto, el Corolario 3.19 nos provee una equivalencia de flujo de E' a F’. Apli-
cando los resultados mostrados en las Proposiciones 3.9, 3.12 y 3.15 en cada paso de la
equivalencia de flujo, obtenemos L(E’) v~y L(F') y por tltimo

L(E) ~m L(E') «~n L(F') «~n L(F).

3.2. Condiciones suficientes para garantizar isomorfismo

Sea FE un grafo finito. Definimos el par unital de Franks como el par ordenado

Fy(E) := (Ko(L(E)), [1(k)))-

Aqui [11,(p)] es la clase de equivalencia de L(E) en Ko(L(E)), a quien llamaremos la unidad
de orden. Escribimos que
Fu)(E) = Fuy(G)

si existe un isomorfismo de grupos ¢ : Ko(L(FE)) — Ko(L(G)) tal que o([11(m)]) = [1n@))-
Claramente = es una relacién de equivalencia.

En esta seccién probaremos que si dos dlgebras de Leavitt L(E) y L(F') unitales simples
puramente infinitas son equivalentes Morita y J;)(E£) = F1;(G), entonces L(E) y L(F)
son isomorfos.

Llamemos 7¢ : G — G a la transformacién que asigna al grafo G su grafo transpuesto
G*.

Lema 3.23. Sim:G' — H' es una transformacion estdndar, entonces
! — e z
m = THl omortg:G— H es una transformacion estindar.

Mds atn

. -, . .z !
(1) Sim es una expansion (respectivamente una contraccion) entonces m' es una expan-
sion (respectivamente una contraccion).

(2) Si m es un in-splitting (respectivamente un out-splitting) entonces m’ es un out-
splitting (respectivamente un in-splitting).

(3) Si m es una in-amalgamation (respectivamente una out-amalgamation) entonces m’
es una out-amalgamation (respectivamente una in-amalgamation,).
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Demostracion. (1) Supongamos que m es la expansién en el vértice v. Veamos qué sucede
cuando aplicamos la transformacién m’. Primero tenemos que transponer los elementos de
G% y G'. A cada vértice en G' lo llamaremos w’ donde w € G°, andlogamente las aristas
en G' seran e'. Luego aplicamos la expansién en el vértice v*, para lo cual tendremos
que agregar un vértice (v')* y una arista f* que va de v’ en (v')*. Por tltimo volvemos
a transponer el grafo, usando la misma regla de agregar el supraindice ¢ a los vértices y
a las aristas. Por otro lado podemos aplicar la expansion al vértice v en GG, teniendo que
agregar un vértice v* y una arista f de v en v*.

Es facil ver que la funcién G, — ((GY),)! = m/(G) tal que w — (w')! si w € GO\ {v},
v (V)% o' = () y e (€')! para todo e € G! es un isomorfismo de grafos. Como
todas estas transformaciénes son inversibles, el caso de la contraccién también queda
demostrado.

(2) Notar que tener una particién P de G° como en la Definicién 3.13 es lo mismo que
tener una particién de G* como en la Definicién 3.10. Nuevamente veamos qué sucede al
aplicarle m’ a G. Primero tenemos que transponer los elementos de G° y G!. Como en
el caso anterior, a cada vértice en G lo llamaremos w' donde w € G°, andlogamente las
aristas en G! seran e'. Luego aplicamos m, donde cada vértice w' € (Gt)D se partird en
una familia de vértices de la forma (w'); o seguirdn siendo de la forma w' dependiendo
de si son fuentes o no. Usaremos el mismo criterio para las aristas. Por ultimo volvemos a
transponer el grafo, usando la misma regla de agregar el supraindice t a los vértices y las
aristas. Por otro lado podemos aplicar la transformacién out-splitting al grafo G.

Consideremos la funcién G4(P) — ((GY),(P))! = m/(G) tal que w' — ((w');) si
w € G° no es un pozo y w — (w')! silo es, e (') si e € G! es tal que 7(e) es un pozo,
sino e’ ((e');)!. Bs fécil ver que esta funcién es un isomorfismo de grafos. Nuevamente
el caso en que m es una in-amalgamation queda demostrado.

(3) Este caso es andlogo al caso (2).

O

Sean G un grafo, P una particién de G' como en la Definicién 3.13 y sea H el grafo
out-split.
0 0 0 0
Definimos las matrices E¢ € ZH %" v D € ZE A" como

_{\{feé’k cr(f)=w}Y siv=u"conkeNueG®

0 en otro caso

1 siw =" para algtin k € N
(D) =41 siw=wv

0 en otro caso

Luego se puede verificar que
A =DYE® y Ay = E®DC.

Si en cambio H es el grafo in-split de G, por el Lema 3.23, tertlemos que H? es el grafo
t t
out-split de G*. Por tanto tenemos Ag: = D E® v Ay = EY DS . De esto se deduce

que
do= (5 (0°) 5 = (08 ('
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En otras palabras, un grafo G y cualquiera de las transformaciones in-split, out-split,
in-amalgamation o out-amalgamation del grafo G estdn en la misma clase de equivalencia
shift fuerte (definida en el Apéndice A), como habiamos afirmado anteriormente.

Ahora supongamos que tenemos matrices A € Z™", B € 2™, R e Z"™ y S €
Z"™*" tales que
A=RS y B=S5R

Se deducen las siguientes igualdades:
R(I-B)=R—RSR=(I-A)R (3.2)
S(I—A)=S5—-SRS=(I-B)S. (3.3)
Por tanto tenemos morfismos de grupos bien definidos

ds
zZn)(I—Az"~ Z™/(I— B)Z™
OR

inducidos por la multiplicacién por S y R respectivamente.
Ademads estos morfismos son inversos, ya que

or o ds([z]) = [RSz] = [Ax] = [2]
donde la tltima igualdad se sigue de [(A — I)z] = 0. Andlogamente
ds o Or([z]) = [SRa] = [Bu] = [z].

Por lo tanto una transformacién m : G — H del tipo out-split, in-split, out-amalgamation
o in-amalgamation induce un isomorfismo

om 7)1 — AG)Z" — Z™ /(I — Ag)Z™

del cual tenemos una expresion explicita.
Supongamos ahora que m : G — H es una expansién. Si la matriz de adyacencia de G
es

911 912 - YGin

921 9g22 -+ g2
Ac =1 . ) "

gn,l gn,2 tee gTL’n

podemos suponer sin pérdida de generalidad (de otra forma, reordenamos los vértices) que
la matriz de adyacencia de H es

0 911 912 " 9in
1 0 o .- 0
0

Ag = 921 G922 - 92n

0 gn,1 9n2 - YGnn
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Definimos las matrices P,Q € Z""*" y P! Q' € Z™"*! como

10 --- 0 10 --- 0
o 0 1 0
p=]01 -0 Q=101 0
0 0 1 0 0 1
11 0 0 1 0
P =1: : -. : Q =
0 0 1 0 0 1
y las igualdades:
P(I—Ag) = (I - An)Q (3.4)
P/(I = Ay) = (I - A0)Q (3.5)
nos dicen que existen morfismos de grupos bien definidos
Pm
7"/(I — Ag)Z" 7z /(I — Ag)Z™
Pm-1

inducidos por la multiplicacién por Py P’ respectivamente.
Ademas las igualdades

PP=1I, (3.6)
010 -0
010 -0

pp=|0 01 -0 (3.7)

nos dicen que
Pr—1 0 P, = Id

por (3.6) y
Pm © Py-1 = 1d

pues por (3.7) tenemos que PP’ (x1,x2,...,p11) = (22, —22,0,...,0) = (I—Ag)(x9,0,. ..

En conclusion:
Una transformacién estdndar m : G — H induce un isomorfismo

om 7)1 — AG)Z" — Z™ /(I — Ay)Z™

del cual tenemos una descripcion explicita.
Mas en general, una equivalencia de flujo G = Gy —+ G — --- — G = H induce un
isomorfismo

U:7"/(I—-Ag)Z" - 7Z")(I— Ag)Z™
componiendo el levantado de cada una de las transformaciones estdndar.

Otro resultado de la teoria de subshits finitos que vamos a necesitar es el siguiente:
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Teorema 3.24. [Huang] Sean A € M, (Ny) irreducible y no trivial y
a V(I — A)Z" — 7" /(I — A)Z"™ un automorfismo de grupos. Entonces existe una
equivalencia de flujo m : A — A que induce el morfismo .

Demostracion. Ver [15, Theorem 1.1.] O

La siguiente proposicién conectara los isomorfismos introducidos en esta seccién con
los morfismos introducidos en la seccién anterior. Esto nos sera de utilidad para poder
aplicar el Teorema de Huang.

Proposicién 3.25. Sean G y H grafos finitos tales que L(G) es simple puramente infi-
nita, G no tiene fuentes y m : Gt — H' una transformacion estdindar. Consideremos el
isomorfismo o, @ Coker(I — Agt) — Coker(I — Agt) inducido por m, m' : G — H la
transformacion estandar definida en el Lema 3.23 y ®™ : L(G)-Mod — L(H)-Mod la equi-
valencia Morita descripta en la Seccion 3.1. Entonces, bajo la identificacion Ko(L(G)) =
Coker(I — Agt) y Ko(L(H)) = Coker(I — Ayt), tenemos

?}1 = ©m-
Demostracion. Recordemos que el isomorfismo
Z" /(I — Ap)Z"™ = Coker(I — Apt) = Ko(L(Q))

asocia a la clase del i-ésimo vector canénico en Z" la clase [L(E)v;| € Ko(L(E)) para una
ordenacién de los vértices fijada.

Observemos que la descripcién de Mg dada en la Seccién 2.3 nos dice que Ko(L(E))
esta generado por los elementos de la forma [L(E)v] con v € E°. Por lo tanto basta ver la
conmutatividad en estos elementos.

Veamos cada caso por separado:

= Si m es una expansion: Recordemos que podemos suponer

0 910 g12 - gin
g1 91,2 Jin 1 0 0o --- 0
AG _ g271 9272 gz7n y AH — 0 92,1 92’2 P g2,n
9n,1 9n2 - Gnn 0 Gni Gn2 " Gnn
Ademads sabemos que el morfismo ¢, es el inducido por la multiplicacién por la
matriz
10 0 - 0
0 0 - 0
p=10 1 0 - 0
000 --- 1

y, teniendo en cuenta que en E,, la ordenacién de los vértices es {v1, (v1)*, va, ...
,Un }, tenemos
[L(Ey, )v1] sii=1

O ((L(E)vi]) = {[L(E Joipa] sii>2
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Como

el sit=1
P@i: L.
€i+1 Sii>2

tenemos lo que queremos.

Si m es in-split: En este caso el morfismo ¢,, es inducido por la multiplicaciéon por
la matriz

100 - 0
20 0 - 0
100 - 0
010 -
(DSt = RN
0 1 0
01
000 0 1
donde la cantidad de 1’s en la p-ésima columna es m(u). Aqui {u,v,...,w} es la
base de salida y {u',..., ™t ) ,wm(w)} es la base de llegada. Por

lo tanto, tenemos
m(v)
om([ed]) = [(DG)t ev] = Z €yi
i=1

Bajo la identificacién necesaria ¢ coincide con @@1/, que manda
[L(G)v] — [L(H) (zm@) v)}

Si m es out-split: En este caso ¢, es inducido por la multiplicacion por la matriz
ES". Los coeficientes de E" son de la forma |{f € £ : s(f) = vy r(f) = w}l,
pero tener una particién de (G)° como en la Definicién 3.13 es lo mismo que tener
una particién de G° como en la Definicién 3.10, por lo tanto |[{f € ¥ : s(f) =
vyr(f) =w}l = NHf €& : s(f) =wyr(f) = v}. Ademds es facil ver que
{fe& + s(f)=wyr(f) =v} =If € H* : s(f) = viyr(f) = wl. En

conclusiéon )
(EG )wk,v - ‘f € H S(f) =uny r(f) = U)k‘

De esto deducimos que

m(w)
omlles]) = [F%] = | 3 ST IF € HO - s(f) = vr y (/) = wil ews |

weGO k=1

luego

om(len]) = Z Er(f)-

fes—1(vy)

Por otro lado ®} ([L(G)v]) = [L(H)wv1], por lo cual tendriamos que ver que vale la
siguiente igualdad
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Pero ésta es una de las relaciones que define al monoide V(L(H)) y por lo tanto
sigue valiendo en Ko(L(H)).

= Si m no es ninguno de los casos anteriores, es una de sus inversas. Como todos los
morfismos involucrados son isomorfismos, este 1ltimo caso se sigue de los anteriores.

O

Proposicién 3.26. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple y puramente infinita y
a automorfismo de Ko(L(E)). Entonces existe

& : L(E)-Mod — L(E)-Mod

equivalencia Morita tal que Py = «.
Demostracién. Si E tiene fuentes, podemos considerar E’ grafo sin fuentes y ®FFM .
L(E")-Mod — L(E)-Mod la equivalencia Morita dados por Corolario 3.6. Si T : L(E’)-Mod —
L(E')-Mod es una equivalencia Morita tal que Ty = (®EHM)"L o o 0 ®ELIM | entonces
HELIM oy (Q)E LIM )_1 es la equivalencia buscada. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que F no tiene fuentes.

Por Lema 2.11 E es irreducible, esencial y no trivial. Entonces, como mencionamos
con anterioridad, estas tres propiedades también la satisface E'. Sea o el automorfismo

a bajo la identificacién Coker(I — Agt) = Ko(L(E)); por el Teorema 3.24 tenemos una

equivalencia de flujo E! = é LN H! MNP H! = E' tal que induce el morfismo
a1. Luego tenemos
aq
Coker(I — Apt) — Coker(I — Apt) —-vvveeveees — Coker(I — Apt)
Ko(L(E)) > Ko(L(Hy)) —— oveeeeeees —— Ko(L(E))
W
o

Es decir, podemos tomar ® := ®™n 0 ™n-10-..0®™ : L(E)-Mod — L(E)-Mod. [
Ahora estamos en condiciones de dar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.27. [Abrams, Louly, Pardo y Smith] Sean E y G grafos finitos tal que sus
dlgebras de Leavitt son simples puramente infinitas, equivalente Morita entre si y

Fu(E) = Fpyy(F).

Entonces existe un isomorfismo
L(E) = L(F).
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Demostracion. Supongamos que ¢ es el isomorfismo entre Ko(E) y Ko(F) que manda
eyl en 1] y T L(E)-Mod — L(F)-Mod una equivalencia Morita.

Consideremos el automorfismo ¢ o I'}, ! de Ko(L(F)). Por Proposicién 3.26 existe ® :
L(F)-Mod — L(F)-Mod equivalencia Morita tal que

Py =¢po F;l.
Luego
H:=®ol: L(E)-Mod — L(F)-Mod

es equivalencia Morita con Hy = &y o'y = ¢.
Como [H(L(E))] = Hy([L(E)]) = ¢([L(E)]) = [L(F)], la Observacién 2.17 nos dice
que L(F) = H(L(E)) como L(F)-médulos. Luego

L(E)? = Endpg)(L(E)) = Endypy(H(L(E))) = Endppy(L(F)) = L(F)?  (3.8)

donde la segunda identidad se sigue de que la equivalencia Morita preserva endomorfismos.
Por dltimo, el isomorfismo (3.8) nos dice que L(FE) = L(F). O

Para unificar este resultado con el Teorema 3.22 de la seccién anterior, vamos a integrar
los conceptos de Fyer y Fip) en la siguiente definicion:

Definicion 3.28. Dado E grafo finito, definimos la 3-upla de Franks como
F3(E) = (Ko(L(E)), [Lr(g)), det(I — AR)).
Sea F' es otro grafo finito diremos que
F3(E) = F3(F)

si det(I — AL) = det(I — A%) y existe un isomorfismo de Ko(L(E)) en Ko(L(F)) que
manda [1g)] en [1rm)].
Corolario 3.29. Sean E y F grafos finitos tales que sus dlgebras de Leavitt son simples

puramente infinitas. Si
F3(E) = F3(F)

entonces existe un isomorfismo de anillos
L(E) = L(F).

Demostracion. Como F3(E) = F3(F'), en particular tenemos Fger(E) = Fyet(F). Luego
por el Teorema 3.22 sabemos que L(E) es equivalente Morita a L(F'). Ademds también

tenemos que JFi1)(E) = Fjy)(F), luego por el Teorema 3.27 llegamos al isomorfismo deseado.
O

3.3. Condiciones necesarias y el empalme de Cuntz

En la seccion anterior vimos que, dentro de la clase de algebras de Leavitt unitales
simples puramente infinitas, la condicién de equivalencia de F3 es suficiente para garantizar
isomorfismo. En esta seccién vamos a analizar si es suficiente pedir la equivalencia de
JF1) para garantizar isomorfismo y, a su vez, ver si esa condicién es necesaria. Si bien
todavia no estd resuelto este problema, vamos a estudiar ciertas técnicas que podrian
servir para resolverlo. Una de estas técnicas serd un nuevo movimiento en los grafos,
llamado el empalme de Cuntz.



3.3. CONDICIONES NECESARIAS Y EL EMPALME DE CUNTZ 47

Observacion 3.30. Sean E y F grafos finitos tales que sus dlgebras de Leavitt asociadas
son simples y puramente infinitas y Ko(L(E)) =2 Ko(L(F')). Entonces

Coker(I — A%) = Coker(I — A%). Ademds, si D y D' son las formas normales de Smith
asociadas a I — Al y I — Al respectivamente, tenemos

Coker(D) = Coker(I — A%;) = Coker(I — A%) = Coker(D').
Luego, por el teorema de estructura, si Coker(D) y Coker(D') son de torsién tenemos
|det(I — A%)| = |det(D)| = | Coker(D)| = | Coker(D')| = |det(D’)| = | det(I — A%)|.

Si no

|det(I — Aly)| = | det(D)| = 0 = | det(D’)| = |det(I — A%)|.
Es decir, en ambos casos |det(I — AL)| = |det(I — AL)|

La Observacién 3.30 nos permite simplificar el problema planteado en esta seccién
sobre la suficiencia de ;) para garantizar isomorfismo, en determinar cual de las siguientes
afirmaciones es correcta:

A) Dos algebras de Leavitt unitales simples puramente infinitas, cuyos Jj;) son equiva-
g y [1]
lentes, son isomorfas.

(B) Existen dos algebras de Leavitt L(E) y L(F) isomorfas tales que det(I — A%) #
det(I — A%).

Como dijimos, este problema no esté resuelto atin. Pero, por ejemplo, se puede resolver
en el siguiente caso particular.

Proposiciéon 3.31. Sean E y F grafos finitos tales que sus dlgebras de Leavitt asocia-
das son simples puramente infinitas y sus grupos de Grothendieck Kg son infinitos. Si
Fu(E) = Fuy(F), entonces L(E) = L(F).

Demostracion. Por el mismo argumento de la Observaciéon 3.30, que el grupo de Grothen-
dieck Ky(L(FE)) sea infinito, quiere decir que la forma normal de Smith D de la matriz
I — A% tiene un cero en la diagonal y, por ende, 0 = det(D) = det(I — A%). Con el mismo
argumento det(I — A%) = 0. Por lo tanto tenemos F3(E) = F3(F) y por Corolario 3.29
L(E) = L(F). O

Notemos que los movimientos introducidos hasta el momento no nos van a servir para
poder resolver este problema, ya que todos ellos preservan el determinante (por estar en
la misma clase de equivalencia de flujo). Por eso es que vamos a introducir este nuevo
movimiento que preserva el médulo del determinante, pero cambia el signo.

Definicién 3.32. Sea E un grafo finito tal que L(E) es simple y puramente infinita.
Supongamos que E° = {v1,...,vn} y que v, pertenece a un ciclo. Definimos el empalme
de Cuntz E_ como

0
E” = {’Ul, -+ 5 Un; Un41, Un+2}

El = El U {f17f27f37f47f5)f6}
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donde sg_ y rp_ extienden a sg y rg respectivamente y, ademds,
sp_(f1) = vn, $E_(f2) = vnt1, 56 (f3) = vns1,

sE_(fa) = vny2,8E_(f5) = vny1, 5E_(f6) = Vni2

rE_(f1) = vns1,7E_(f2) = U, TE_(f3) = Vn2,
rE_(f1) = vat1,7E_(f5) = Vny1,7E_(f6) = Vni2

Ejemplo 3.33. Si E es
~—

E_ en vy es
f1

f3
o7 o2 3T T gla fe
S = () h -
f5

Es facil ver, mediante el argumento utilizado en la Proposicién 3.4, que si L(E) es
unital simple puramente infinita entonces L(E_) es unital simple puramente infinita.

Proposicién 3.34. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple puramente infinito y
E_ el grafo definido anteriormente. Entonces

Ko(L(E)) 2 Ko(L(E_)) y det(I —AL) = —det(I — AL ).

Demostracion. Teniendo en cuenta que

0 0
Ap :
Ap — 0 0
10
0 01 11
0 0011
es facil ver que det(I — A%) = —det(I — A% ) desarrollando por cofactores por la tltima

columna y luego por la ultima fila.
Por lo visto en la Seccién 2.3 tenemos que el monoide V(L(E_)) estd generado por los
elementos v1, v, ..., vy42 bajo las relaciones

n
Ui:Z(AE)z‘,jvj sil<i<n-—1
j=1

junto con las tres relaciones

n
Un = Up41 + E (Ag)i; vj, Un+1 = Un + Un+t1 + Un42, y Un42 = Unt+1 + Uny2.
j=1

~

Ademads, sabemos por lo visto en la misma Seccién que Ko(L(E-)) = V(L(E_-))*. Por
lo tanto, tenemos un morfismo Ko(L(E)) — Ko(L(E1-)) que manda [v;] — [v;] y un
morfismo Ko(L(Ei-)) — Ko(L(E)) que manda [v;] — [v;] para todo i € {1,...,n} (
notar que basta definir el morfismo en estos elementos pues [vn41] = 0y [Upt1] = —[vn)).
Ademas estos morfismos son isomorfismos inversos. O
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Como habiamos mencionado, el empalme de Cuntz tiene la ventaja de cambiar el signo
del determinante. Notar que el isomorfismo en el Ky de la proposiciéon anterior no tiene
porqué mandar [17,g)] = [11(g_)], por eso nos serd util esta otra definicién:

Definicién 3.35. Sea E un grafo finito tal que L(E) es simplepuramente infinito. Supon-
gamos que E° = {v1,...,vn} y vy, pertenece a un ciclo. Definimos E1_ como

0
E— = {Ub <oy Un, Un+1avn+27vn+3}

El = El U {f17f27f37f4af57f6>f7}

donde sg,  y rg,_ se comportan igual que en la Definicion 5.32 en las aristas pertene-
cientes a E* U{f1, fa, f3, fa; f5. fo} v, ademds, sg, (f7) = vnt3 y 7E,_(f7) = vn.

Comw
~—

Ejemplo 3.36. Si E es

Ei_ enwvy es
J1 I3
C o o2 o3 0”43 fs
~—— ~ ~—
f7T fa U Ja
fs
oV5
Observemos que E_ = (E1-)\,,,,.- Nuevamente es facil ver, mediante el argumento
utilizado en la Seccién 3.1, que si L(E) es unital simple puramente infinita entonces L(E_)
es unital simple puramente infinita.

Proposicién 3.37. Sean E un grafo finito tal que L(E) es simple puramente infinito y
FEq_ el grafo definido anteriormente. Entonces

Fu(BE)=Fy(Ei=) y  det(] — Af) = —det(I — A% ).
Demostracion. Como E_ = (E1-)\,, ., el Lema 3.21 nos dice que det(I— A%, ) = det(I—
AL ) = —det(I — AL). Por el mismo argumento que en la Proposicién 3.34 tenemos
que Ko(L(E;-)) estd generado por los elementos [v1], [v2],. .., [vn+3] bajo las relaciones
[vi] = 2?21 (Ap)i;j [vj] si 1 <i < n, [ns1] =0, [Uns2] = —[vn] ¥ [vnts] = [vn]. Por lo
tanto, usando el argumento que la Proposicion 3.34, tenemos nuevamente isomorfismos
inversos Ko(L(E)) — Ko(L(E1-)) y Ko(L(E1-)) — Ko(L(E)). Notar que en este caso, el
isomorfismo manda 7, [v;] = Z?if ;] O

Para terminar el capitulo vamos a ver que, si para todo grafo finito E tal que L(E)
es simple puramente infinito vale que L(F) es equivalente Morita a L(E_), entonces la
afirmacion (A) es verdadera.

Para simplificar la escritura, a la afirmacién “para todo grafo finito E tal que L(E)
es simple puramente infinito vale que L(E) es equivalente Morita a L(E_)” le diremos la
afirmacion (CS).

Proposicién 3.38. Si la afirmacion (CS) es verdadera, entonces Ko clasifica las dlgebras
de Leavitt unitales simples puramente infinitas bajo equivalencia Morita.
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Demostracion. Sean E y F' grafos finitos tales que Ko(L(E)) = Ko(L(F)). Por Observa-
cion 3.30 | det(I — A%)| = | det(I — AL)|.

Si tienen el mismo signo, entonces Fyer(E) = Fyet(F) v por el Teorema 3.22 L(E) «
L(F). Si tienen distinto signo, entonces Fyet(F—) = Fget(F) y por el Teorema 3.22 tenemos
L(F) <y L(E-) <y L(E).

Reciprocamente, una equivalencia Morita ¥ induce un isomorfismo ¥y en los grupos
K. 0

Lema 3.39. Sea E grafo finito tal que L(E) es simple puramente infinita. Si la afirmacion
(CS) es verdadera, entonces L(E) = L(Ey_)

Demostracion. Como E_ = (E1_)\,, . ,, luego por Proposicién 3.4
L(Ey-) ~m L(E-) vy L(E). Ademds, como la Proposicién 3.37 nos dice que F;)(E) =
Fnj(E1-), tenemos L(E) = L(E;-) por el Teorema 3.27. O

Proposicién 3.40. Si la afirmacion (CS) es verdadera, entonces Fy) clasifica las dlgebras
de Leavitt unitales simples puramente infinitas modulo isomorfismo.

Demostracion. Si Fjpj(E) = Fp)(F'), por Observacién 3.30 |det(] — AL = | det(I — A%)].
Si tienen el mismo signo, entonces F3(E) = F3(F) y por lo tanto son isomorfos. Si
tienen signos opuestos tenemos F3(F1_) = F3(F') y por lo tanto L(E) = L(E;-) = L(F)
por Lema 3.39.
Reciprocamente, si L(E) =, L(F'), entonces tenemos un isomorfismo
o Ko(L(E)) = Ko(L(F)) que manda [M] — [L(F) ®p(g) M]. En particular [L(E)]
[L(F)]. O

Observacién 3.41. Para el caso C* Cuntz demostrd que el empalme de Cuntz no cambia
la clase de equivalencia Morita, por lo que es cierto el andlogo a la Proposicion 3.38. Por
tanto el problema estd resuelto en el caso analitico (ver [2/]).



Capitulo 4

Hacia una caracterizacion
graduada

Un grupo pre-parcialmente ordenado es un grupo abeliano G junto con una relacion <
reflexiva y transitiva que respeta la estructura de G, es decir, tal que si a < b entonces
a+c < b+cparatodo a,b, ¢ € G. Definimos el cono de G como el subconjunto GT C G de
los elementos g € G tales que g > 0. Observemos que G es un submonoide de G. Decimos
que un morfismo f : G — H es un morfismo de orden si es un morfismo de grupos tal que
f(GT) € HT. Notemos que dado un cono G en G podemos definir la relacién a < b si y
sélo si existe ¢ € GT tal que a + ¢ = b .De hecho, se puede ver que < coincide con <, es
decir, dar un cono en G es lo mismo que dar la relaciéon < .Ademas, si hay una accién de un
grupo I' en G, podemos definir en G una estructura de grupo I'-pre-parcialmente ordenado
donde GG es un grupo pre-parcialmente ordenado tal que si a < b entonces va < b para
todo a,b € G y v € I'. Un morfismo de grupos I'-grupos preparcialmente ordenados es un
morfismo de orden I'—equivariante.

Ejemplo 4.1. Sea R un anillo con unidad, entonces Ko(R) es un grupo pre-parcialmente
ordenado donde K (R) es la imagen de V(R) via la proyeccion candnica.

Recordemos que, por lo visto en la Seccién 1.4, dado un grafo F tenemos una accién
de Z en K§' (L(F)) inducida por el funtor de suspensién. A su vez, esta accién le da una
estructura de Z[Z]-médulo en KJ"(L(E)) o, equivalentemente, de Z[z, 2~ ']-médulo.

Ejemplo 4.2. Sea R un anillo. El grupo abeliano K§" (L(E)) es un grupo Z-pre-parcialmente
ordenado donde (K§"(R))" es la imagen de V9" (R) via la proyeccion candnica.

En [13] Hazrat propone la siguiente conjetura:
Conjetura 1. Sean E y F grafos finitos por fila. Entonces son equivalentes:
(1) L(E) 2, L(F).
(2) Existe un isomorfismo de orden de Z[x,x~]-mddulos

(K" (L(E)), [Lo))) = (KT (L(F)), [Lom))-

Sean FE y F grafos finitos sin pozos ni fuentes. En este capitulo definiremos el algebra
graduada LY(F) y veremos que la condicién (2) de Hazrat es equivalente a que exista un

o1
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isomorfismo graduado entre L(F') y LY(E). Por el Teorema 2.12 podemos suponer que las
algebras de Leavitt de grafo son fuertemente Z-graduadas. Ademas, por el argumento visto
en la Seccién 2.2, la restriccién a grafos sin fuentes nos dice que L(E) = L(E)o[ty,t—,q]
con

n n
ty = Zei € Ly(E)y t_ = Zei € Li(E)-1
i=1 =1

donde r(e;) =v; y a(a) =tiat_.

En la primera seccién de este capitulo enunciaremos el teorema principal (que fue
enunciado en el parrafo anterior) y fijaremos la estrategia para demostrarlo. En la segunda
seccién terminaremos la demostracion.

Este capitulo se basa en el trabajo realizado en [7] por Ara y Pardo.

4.1. Caracterizacion de isomorfismos graduados

Vimos en la Seccién 1.4 que K" (L(E)) = Ko(L(E)o). Por lo tanto, nos serd de utilidad
estudiar el dlgebra L(E)p. Dado M un L(E)p-médulo podemos definir M* el L(E)o-

mdédulo dado por M® := pM como grupo abeliano donde p :=¢,t_ y con la accién
L(E)y x M* — M*
(a,m) — axm:=ala)m
Notar que estd bien definido, pues axpm = a(a)pm = a(a)a(l)m = a(l)a(a)m = pa(a)m.
Lema 4.3. Los mddulos M* yt_L(E)o ®rg), M son isomorfos.
Demostracion. Consideremos los morfismos de grupos abelianos

t_L(E)o @1y, M L M®

t_x @m — tyt_axm = prm

M5t _L(E) ®p(m), M
pm— t_ @ pm.
Notar que son isomorfismos inversos, pues f(g(pm)) =tit_pm =p*m =pmy g(f(t_z ®

m)) =t_@tit_am =t_tit,@m = t_z®m. Ademds, f es un morfismo de L(FE)p-moédulos
(notar que t_L(E)y = L(E)_1, por tanto es L(FE)g-médulo) pues

fla(t—x @ m)) =trat_axm = a(a)tit_am =axtit_axm =ax* f(t_x @ m)).
O

Sean T := 71 : L(E)o-Mod — L(E)p-Mod el funtor de 1-suspensién y 7' := T_ :
L(E)o-Mod — L(E)o-Mod el funtor de (-1)-suspensién definidos en la Seccién 1.4. Por Le-
ma 4.3 tenemos que el isomorfismo inducido (7). = (7:) ™ : Ko(L(E)o) — Ko(L(E)o)
estd dado por la regla [P] — [P?].
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Definicion 4.4. Sea k un cuerpo. Decimos que una k-dlgebra R es matricial si es un
producto directo de dlgebras de matrices sobre k. Diremos que R es ultramatricial si es un
colimite de dlgebras matriciales.

Veremos que L(E)g es un algebra ultramatricial: Supongamos que E es un grafo finito
sin pozos. Consideremos L(E)g , como el subespacio de L(E)g que consiste de las combina-
ciones lineales de elementos de la forma pv* donde r(u) = r(v) y |u| = |v| < n. Notar que
en realidad L(E),y, es una subdlgebra de L(E)q, més ain, estas subalgebras forman una fil-
tracién de L(E)o. Es decir, L(E)on € L(E)on+1 paratodon € Ny L(E)g = Ujen, L(E)on-

Tomemos un elemento de la forma pv* € L(E) con |pu| = [v| =ny r(n) = r(v) = v.
Como v no es un pozo puedo usar la relacién CK2 para obtener

=t =y (ue)(ve)* (4.1)

ecs—1(v)

es decir, podemos escribir al elemento ur* como combinacién lineal de elementos de la

! . . .« ~ .
forma p/(v/)* con |u| = || = n + 1. Haciendo induccién en el tamaiio de los caminos,
podemos ver que

]

L(E)on = {Z ¢ vy : ¢ € ky|pil = |vf| = n para todo z} .
Sea P(n,v) el conjunto de caminos de tamano n que terminan en v, tenemos un isomorfismo

L(E)on = H M\p(nv) (k). (4.2)
veEE0

Este isomorfismo manda cada elemento uv* € L(E)o,, en la matriz canénica e, ,. Bajo esta
identificacion, los morfismos de transicion L(E)g, < L(E)on+1 se visualizan facilmente
usando la ecuacion (4.1). Este argumento nos muestra que el dlgebra L(E)q es un dlgebra
ultramatricial.

Observacién 4.5. Si R es un dlgebra matricial entonces R es semisimple. Como todo
mddulo simple es isomorfo a un ideal simple, y todo ideal simple en un anillo semisimple
estd generado por un elemento idempotente de R, tenemos que todo R-mddulo es una suma
directa de mddulos de la forma Re con e € R idempotente. En particular, Ko(R) estd ge-
nerado por elementos de la forma [Re] con e € R idempotente. Se sigue del hecho de que
Ky conmuta con colimites filtrantes que el Ky de toda dlgebra ultramatricial estd generado
por elementos idempotentes del dlgebra.

Lema 4.6. Sea E un grafo finito sin pozos ni fuentes. Sea o, = Ko(a). Entonces los
morfismos inducidos oy, T, ' : Ko(L(E)g) — Ko(L(E)y) son isomorfismos inversos. Es
decir, oy, = Ts.

Demostraciéon. Como T, ! es un isomorfismo, basta ver que 7, Lo ay, = Tdgy(L(E)o)-
Por Observacién 4.5 basta ver que es la identidad sobre los elementos de la forma
[L(E)oe] con e € L(E)p idempotente.

(T4 o a)([L(B)oe)) = T, ([L(E)oale)]) = [(L(E)oale))).

Para terminar el argumento, veamos que
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L(E)oe f

(L(E)oa(e))”
> a(x)

es un isomorfismo. Claramente esta bien definido. Como « es isomorfismo de esquina
es aditivo e inyectivo. Es lineal, pues para todo r € L(E)o y « € L(E)pe tenemos

flrz) = a(r)o(z) = r+ o),

Por 1ltimo, dado y € (L(E)oa(e))® tenemos y = pra(e) con r € L(E)y. Ademds prp €
pL(E)op = a(L(E)p), por lo que prp = a(s) para algin s. De esta forma

y = pra(e) = prpa(e) = a(se)
ya que p = a(1). Por tanto f es sobreyectiva y, en consecuencia, es un isomorfismo. O

Teorema 4.7. Sean E y F' grafos finitos sin pozos ni fuentes y o y B los isomorfismos
de esquina correspondientes. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Existe un isomorfismo ¥ : (Ko(L(E)o), K (L(E)o)) — (Ko(L(F)o), K (L(F)o)) tal
que Yo (Tg)x = (Tp)« o V.

(2) Existe un isomorfismo ¥ : (Ko(L(E)o), K (L(E)o)) = (Ko(L(F)o), K (L(F)o)) tal
que ¥ o, = Py oW,

(8) Existe un isomorfismo de Z[z,z~*]-mddulos ordenados Ki"(L(E)) = K" (L(E)).
Por comodidad notaremos la condicién (1) como
(Ko(L(E)o), Ki (L(E)0)) =13 51 (Ko(L(F)o), Kg (L(F)o))
y la condicién (2) como
(Ko(L(E)o), Ko (L(E)o), o) = (Ko(L(F)o), K (L(F)o), Bx)

Demostracion. Por Lema 4.6 tenemos que o, = T de donde se sigue la equivalencia entre
(1) y (2). Como Z esta generado por 1, la condicién de que el morfismo ¥ conmute con los
morfismos Tg y Tr equivale a pedir que ¥ sea un morfismo de Z[z, mfl]—médulos. Ademaés
Ko(L(E)) = KJ'(L(E)) como Z[z,z ]-médulos como se explica en la Seccién 1.4. De
esto se sigue la equivalencia entre (1) y (3). O

Observacién 4.8. Recordemos que

L(E) = |J L(E)on
n€eNg

Liamemos tpny1 @ L(E)on — L(E)on+1 al morfismo de transicion y tpeo : L(E)on —
L(E)o a la inclusion. También sabiamos que

L(E)O,n = H M|P(n,v)|(k)
veEEY
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Como Ko conmuta con colimites filtrantes tenemos que
Ko(L(E)o) = lim(Ko(L(E)o,n), Ko(tn,nt1))-

Del Teorema 1.12 y el Ejemplo 1.7 se sigue que Ko(L(E)o,) = Z donde N = |EY|.
Ademds, debido a la relacion CK2 tenemos la igualdad

w= Y (e

e€s~1(r(p))
Luego es facil ver que bajo las identificaciones
V(]I Mpew k) = J] N=NY
veEEO veEO

el morfismo Ko(tnnt1) es la multiplicacion por Al Ast

Ko(L(E)o) = lim(Z", AL).

Por comodidad notemos G = Ko(L(E)o) y Gm = Ko(L(E)o,m). Luego, la multiplica-
cién por A% induce un morfismo § A G =G

Al Al At
GO 2 Gl & G2 £ G3 ——————————— > G
A%{ Ag{ A%J Ag[ by
GO At Gl At G2 At G3 —————————— > G
E E E

Lema 4.9. Sea E un grafo finito sin pozos ni fuentes. Entonces los isomorfismos o y
51433 son mutuamente 1MVersos.

Demostracion. Como
a(pv®) =typv 't =e;p(e;v)”
donde r(e;) = s(u) y r(e;) = s(v), es cuestion de rutina chequear, usando el mismo

argumento que en la Observacién 4.8, que el morfismo «, se restringe a Id : G, — Gpa1.
De esta forma tenemos

Al Al At
GO 2 Gl L G2 E G3 —————————————— > G
Id Id Id
Go ¢ G1 ; Go ; Gy -------------- > (G
Ap Al AL,

luego tenemos

5AtE 0 Ay (tn,oo(g)) = 5,455 (tnt1,00(9)) = Ln+1,00(A35’9) = tn+1,00(tnnt1(9)) = tneoo(9)

es decir, ¢ AL OO = Idg. Como a4 es un automorfismos por el Lema 4.6, la demostracion
queda terminada. O
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De ahora en més notaremos A := Afg. Recordemos que por Observacion 1.15 tenemos

que

G =1im(Gn. A) = || Gn/oo= [ @),

n&€Np neNg

donde el subindice indica la copia de Z" a la cual nos referimos y, si notamos (a), al
elemento a € ZY que se encuentra en la n-ésima copia, (a), v~ (b),, si y sélo si existe
¢ > m,n tal que A "a = A*"™b. Podemos definir el cono positivo de G como Gt =
{[(a),] €G : acN}}.

Por otro lado, recordemos del apéndice A que el rango eventual de A R4 := ANQYN es
el mdximo subespacio de QV donde la multiplicacién por la matriz A es inversible y que
el grupo dimension de A es

Ap={veRy| A% € ZN para algin k € N}.
El cono positivo del grupo dimension es
A ={veRa| A% € (Np)" para algin k € N}
y el automorfismo dimension es el automorfismo
0a:Aq— Ay
que manda v — Av (ver Apéndice A para mas detalle). Luego el morfismo

qf): (AA,AIJX,dA) — (G, G+,6A) (4.3)

= [(AM0)]

donde AFv € Z, esta bien definido. Ademés es inyectivo pues si v,w € R y [(A¥v);] =
d(v) = p(w) = [(A¥w)w] entonces existe £ > k, k' tal que A'v = Alw y como A es
inversible en R 4 tenemos v = w. También es sobreyectivo, pues si tomamos un [(a),] € G,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que a € R 4, si no reemplazamos a por A
y n por n+ N ya que [(a)n] = [(AVa)nin]. Luego, como a € R4y Ra es el maximo
subespacio de QY donde A es inversible, existe b € R4 tal que A"b = a. Notar que esto
tltimo nos dice que b € Ay pues A" = a € ZV. Luego ¢(b) = [(A"b),] = [(a),]. Por
tanto, ¢ es un isomorfismo, es decir, ¢ : A4 — G es un isomorfismo de grupos tal que
gﬁ(Aj) =Gt ypody=0400.

También recordemos la Definicién A.11: Dos matrices A y B cuadradas con coeficientes
en Ny son shift equivalentes con lag ¢ € N si existe un par (R, .S) de matrices rectangulares
con coeficientes en Nj tal que

AR=RB SA=BS A'=RS B'=SR
En esta situacion escribiremos A «~gg B.

Teorema 4.10. Sean E y F grafos finitos sin pozos ni fuentes y o y B los isomorfismo de
esquina correspondientes. Sean A = Ay y B = A%.. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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(1) Awsg B

(2) (Ko(L(E)o), Ki (L(E)o)) &g 0-1] (Ko(L(F)o), Ki (L(F)o))

(3) (Ko(L(E)o), Ko (L(E)o), ) = (Ko(L(F)o), Ko (L(F)o), B)

(4) (Ko(L(E)o), Ko (L(E)o),84) = (Ko(L(F)o), Ky (L(F)o), 5)

(5) Egiste un isomorfismo ordenado de Z[x,z~']-mddulos K (L(E)) = K3 (L(E)).

Demostracion. En el Teorema 4.7 vimos la equivalencia de (2), (3) y (5). La equivalencia
entre (4) y (3) se sigue del Lema 4.9. La equivalencia entre (1) y (4) se sigue del Teorema
A.13 y la observacién anterior al teorema. O

Definicion 4.11. Sean A un dlgebra y g un automorfismo de A. Decimos que g es lo-
calmente interior si para cada conjunto finito a1, as,...,a, de elementos de A existe h un
automorfismo interior de A tal que g(a;) = h(a;) parai=1,...,n.

Proposicion 4.12. Sean A un dlgebra ultramatricial y g un automorfismo de A. Si
Ky(g) = Id, entonces g es localmente interior.

Demostracion. Supongamos que A = lim A; donde cada A; es un algebras matricial y
ti + A; — A es el morfismo candnico. Sea {[z1],...,[zn]} € A un subconjunto finito de
elementos de A. Consideremos i suficientemente grande tal que {x1,...,z,} C A;,. Luego

Ko(g o) = Ko(g) o Ko(i) = Ko(i).

Por [14, Theorem 3.3.1.] existe un automorfismo interior § € Aut(A) tal que o¢; = go;.
Evaluando en los z; tenemos

0([xi]) = g([zi])

para ¢ =1,...,n, como queriamos. ]

Sea E un grafo finito sin pozos ni fuentes y escribamos L(E) = L(E)o[t+,t—, a] como
en la Seccién 2.2. Sea g un automorfismo localmente interior de L(E); definimos

LI(E) = L(E)[t4+,t—,goql.
Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 4.13 (Ara y Pardo). Sean E y F grafos finitos sin pozos ni fuentes. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (Ko(L(E)o), Kq (L(E)o), [1r(m)o]) Zzpee—1) (Ko(L(F)o), Ko (L(F)o), [11(#),))-
(2) Existe g un automorfismo localmente interior de L(E)o tal que LI(E) =4, L(F).

La demostracion del Teorema ocupara todo lo que queda del capitulo.
Demostracion: (2) = (1). Como LI(E) =, L(F), tenemos

(Ko(LI(E)o), K (LY(E)o), [11s(E)e)) Zzjze-1] (Ko(L(F)o), Ki (L(F)o), [11(r),))

donde cada uno de estos isomorfismos son isomorfismo de Z[z,z !]-médulos ordenados
que preservan la unidad de orden. Ademaés

K§'(L9(E)) = Ko(L?(E)o) = Ko(L(E)o) = Ki' (L(E)).
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Por lo tanto

(Ko(L(E)o), Ky (L(E)o), [11(k),)) Zzwa—1] (Ko(L(F)o), Kg (L(F)o), [11(r),))

como queriamos.

(1) = (2). Por comodidad notaremos N := |E°|, M := |F°|,A = A%, B = A%, 64 :
Ko(L(E)p) = Ko(L(E)y) v 6p : Ko(L(E)o) — Ko(L(E)p) los morfismos inducidos por la
multiplicacién por A y B, respectivamente. Pensaremos L(E)o[ty,t—, o]y L(F)o[s+,s—, 5]
como en la demostracién del Lema 2.13. También notaremos Li m  L(E)on <= L(E)om
y Lim . L(F)on < L(F)om los morfismos de transicién, £Z := L(E)y, si n € Ny,
LY = L(E)o, L] := L(F)ou sin € No, L 1= L(F)o, G := Ko(L(E)o), H := Ko(L(F)o),
Gpn = Ko(L(E)on) = ZV, H, := Ko(L(F)on) = ZM, idy = idgy : Gy — G y
Zd; = idzhf : Ht — Ht+1.

Por hipétesis, tenemos un isomorfismo ® tal que

(Ko(L5), Ko (L(E)o)s [L1(m),)) Zagwe—t) (Ko(LT), K (L(F)o), [Lr(m),))

luego, el Teorema 4.10 nos dice que A «~gp B, es decir, existen matrices R € My (Np)
y S € MyxnNg)y e Z tales que

(1) (i) AR = RB; (ii) SA = BS.
(2) (i) A = RS ; (ii) B = SR.

Por la demostracién del Teorema A.13, si pensamos al morfismo ® : Ay — Ap,
tenemos que el morfismo 5]’“3 ododl = odg +k 65 la multiplicacién a izquierda por S para
algun k suficientemente grande. Por lo que es rutina chequear que, bajo las identificaciones
de (4.3), el morfismo ® : G — H manda ®([(a)q]) = [(Sa)a+n+k]. De esta forma, el
morfismo & es el inducido por los morfismos S : G4 — Hgynik para d € Ny.

Pensando a los elementos del grupo abeliano Ky como diferencias de clases de idem-
potentes es facil ver que un morfismo unital preserva la unidad de orden. Por tanto los
morfismos Ko(ng), KO(L§+,€700), AM . Gy — Gaynr y BM : Hy — Hyypg preservan la
unidad de orden. Ademads, por hipétesis, el morfismo ® también lo hace. Como el diagrama

S.

Ko(L(E)o,q) Ko(L(F)o,d+N+k)
AM. BM.
Ko(L(E)od+m) Ko(L(F)o,d+N+M-+k)
Ko(tf v 00) Ko(tgs N4 1,00)
Ko(L(E)o) o Ko(L(F)o)

conmuta y
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tenemos

Ko(ty Nark,o0) (B - (S - ([L(E)odl)) = [L(F)o].

Por la descripcién (4.3), es facil ver que KO(L5+N+M+,€700) es inyectivo sobre la imagen de
BM . Por 1o tanto

BM - (S - ([L(E)od])) = [L(F)oarnmik)-
De esta forma, el morfismo

S. BM.
Ga — Hoginir — Hagnymtk

preserva la unidad de orden. Ademés BM o § = (BMS) = (§4M).

Notemos que si A «~gg B con lag ¢ y matrices R y S que cumplen las relaciones
mencionadas, entonces las matrices R y SA' dan la misma equivalencia shift con lag £+ t.
Luego, podemos suponer que £+ M es £y SAM es S.

En conclusion, los morfismos S- : G4 — G4+ N+ M ~+k inducen el morfismo ® : G — H
y, ademads, estos preservan la unidad de orden. Usando el mismo argumento podemos
suponer que la multiplicacién a izquierda por R induce el morfismo &' y preserva la
unidad de orden.

Lema 4.14. Sean A, B, R, S matrices donde A y B son cuadradas y se cumplen las rela-
ciones

(1) (i) AR = RB; (ii)) SA = BS.
(2) (i) A= RS ; (i) B* = SR.
Entonces para todo £, k,m > 1 existen diagramas conmutativos:

a)

Ak
Gy Gryes1
%
Ak idgyp
Gy Grie
S S
S
S Bk‘
Hm+1 Hm+k+1
“ -
B id,

m-+k
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b)

Ak
Gt Grtet1
%
Ak idgye
Gy Gre
R R
R
R Bk
Hppa Hipt g1
de/' /
k id),
Hp, B Hm+k *

Demostracion. La conmutatividad de ambos diagramas se sigue facilmente de aplicar in-
ductivamente las relaciones AR = RBy SA = BS. O

En conclusién, tenemos un diagrama conmutativo

donde los morfismos S, Ry A’ preservan la unidad de orden, la multiplicacién por S
induce el morfismo @, los morfismos {idy }rern, ¥ {id); }rem+en, inducen los morfismos a
v Bx, respectivamente, por el argumento de la demostracién del Lema 4.9.

El objetivo de la siguiente seccion sera levantar este diagrama conmutativo de grupos
abelianos en el siguiente diagrama conmutativo de dlgebras
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LEE LE
1,6+1 0+1,20+1
;C ££+1 ‘CQZ-Fl > E
p v
E
L
b2 E s pE
['% L
P204+1 Y1 1
Um-te Ymte+41
P20 (2 %0
m+é+1F m-+20+1
b 04+1,mA4-pe+1 /' /
ET}:LJrZZ . S EF
bin+6,m~+2¢

Terminemos la demostracion del teorema asumiendo que tenemos este iltimo diagra-
ma.

Por la conmutatividad de la parte de adelante y de atras del diagrama tenemos mor-
fismos

w0, 1 : LF = CF
definidos por
SOe(LkE€+e,oo($)) = L£K+m+€,oo(¢k€+5(x))

para todo x € ﬁkEg 1y € =0,1. Andlogamente, usando la conmutatividad de los cuadrados

puestos en diagonal, tenemos morfismos ¢, : £ — £¥ para e = 0,1. Notar que las
identidades

E
Vmthtre © Phtre = Uppre (h1)ere  Plhtl)ire © Umiktte = bmthtremet(k+1)0+e

nos dicen que los morfismos ¢, y 1. son isomorfismos inversos. Ademads, la identidad
B o ¢re = dre+1 © @ nos dice que

Bopo=proa (4.4)
Anéalogamente

Bot =1poa. (4.5)
Lema 4.15. Si definimos, bajo la notacion anterior, g = g o 1 € Aut(EE). Entonces g

es un automorfismo localmente interior.
Demostracion. Por la Proposicién 4.12 basta ver que Ky(g) = id. Para ver esto, es sufi-
ciente ver que para todo k € N tenemos
F E
Ko (Y (k4+1)e © bmkes 1 mt(k1)e © Pher1) = Koltogn (eg2)e)

pues inducen los morfismos Ky(g) e id, respectivamente. Pero

KO(wm—&-(k—l—l)é © L7}:1+k;£+17m+(k;+1)é o ¢k€+l) = RBZ_lS = AE_IRS = A%_l.

Y por otro lado
E 20—1
Ko(ther1,(hr2)e) = A

terminando la demostracion. O
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Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema. Recordemos que queremos ver
que

L(E)o[ty,t-,g0a] = LI(E) =4 L(F) = L(F)o[s+, s, ]

para algin automorfismo interior g. De hecho, vamos a ver que g = g o @1 sirve.
Por la identidad (4.4) tenemos

Bowpog=wp1oa=poothopioa=ypyogouo.

De esta forma

s+o(a)s— = Blpo(a)) = vo((g © a)(a))

para todo a € L(E)g, por lo que la propiedad universal de L(FE)[t4,t—, goa] nos dice que
tenemos un tUnico morfismo de algebras

p: LI(F)— L(F)

tal que SD‘L(E)O =0, p(t1) = s+ v @(t—) = s_. Claramente ¢ es un morfismo graduado.
Andlogamente podemos definir un morfismo graduado

Y : L(F) — LY(E)
tal que w‘L(F)O = o, P(s+) = t4+ y P(s—) = t_. De esta forma tenemos isomorfismos

graduados inversos ¢ y 1 como queriamos.

4.2. Levantando el diagrama

En esta seccion terminaremos la demostracion del Teorema 4.13 viendo que podemos
levantar el diagrama conmutativo de grupos abelianos

Al AL
G Gyt Gart1 > G
AK / AK /
GO Gg G%/ G
S - S S o
R
S ] s Eog D
Hin+1 “m—4-L+1 Hippypopqq o R < |
Bt Bt
/;.d’m /;dﬁn e id), o0 %
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en el siguiente diagrama conmutativo de algebras

LEE L@E y
Le+1 +1,204+1
ﬁ ‘Cf—l-l £2£+1 > ﬁ
%v % V
E
L
KE 42t EE ...... e £E
2
- bey1 4 G2041 P 1
Ym41 mer@ ¢m+€+l
e P20 Yo %0
Jvd rF B O L
m+L+1p m+2041
+1 b0 1,m4- et 1
B Jé; 5
bm,m-+t bin+e,m~+-2¢
Para facilitar la construccién notaremos: EY = {v1,...,on}, Fo{wl, coowpr ke Sty

es un camino en F de longitud t y d > 1 y notaremos vE¢ al conjunto de los caminos
A € E de longitud d + t tales que el segmento inicial de longitud ¢ de A coincide con 7.
Andlogamente E%y consistird los caminos de longitud d + ¢ terminados en ~. También
notaremos yE4§ = nyd'H‘S' N E4Nls. Aplicaremos la misma notacién para F.

Recordar que los morfismos a y 8 se obtienen fijando aristas e; € 7! (v;) y s ril(wj)
paracadai=1,...,N,j=1,..., M. Luego definimos

N N
t+1:26i y t_::Zef.
i=1 i=1

M M
Sq = Zf] y §_:= Zf;.
j=1 j=1

Luego los morfismos quedan definidos como «a(a) = tyat_ y B(b) = s bs_.

Dado un camino v € E? notaremos 7 al camino e;y € e;E¢ C E4T! donde s(v) = v;.
Observemos que si v1,72 € E?, entonces a(y174) = 7192*. Lo mismo vale para F. Las
matrices A y B seran las matrices transpuestas de las matrices de adyacencia de F'y F
respectivamente. Las matrices S y R tendran coeficientes sj; y 7;; respectivamente. Usa-
remos constantemente el indice i para los elementos en {1,..., N} y j para los elementos
en {1,...,M}.

Para demostrar lo que queremos primero levantaremos los primeros tres cuadrados
conmutativos y luego daremos un paso inductivo que determinara la construccién del
diagrama.

4.2.1. Levantando el primer diagrama

Empezaremos levantando el diagrama
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N ido N
7' ————— L
S S
M ——— M
id,,
al diagrama
L —— «f
bo o1
o —— tha

donde ¢g, ¢1 son morfismos unitales. Pensando al grupo abeliano Ky en términos de idem-
potentes es facil ver que la unidad de orden en Ko(LY) es el elemento
(|P(0,v1)],...,|P0,un5)]) = (1,...,1) y en Ko(LE) es (|P(m,w1)],...,|P(m,wy)|). Co-
mo S : Ko(LY) — Ko(LE) preserva la unidad de orden tenemos |F™w;| = Zf\il sji. De
esta forma, podemos considerar una particién

N
m,,., . ™m,v;
Fw; = | A]
i=1

donde [A}""| = sj; para todo j,i. Escribiremos

AT = (A0 (0), . A ()

Definimos el morfismo ¢ : L& — LI como

M
do(vi) =D D AN

j:l /\eA’_ﬂv”i
J

Observemos que este morfismo estd bien definido pues los v; forman una base. Ademaés
AN] = ¢; € ZM | el j-ésimo vector canénico, para todo A € F™w;. Por lo tanto,

ZAGA;’%U@‘ )\/\*} = s;;¢j. Entonces tenemos que

Ko(¢o)([vi]) = (514, 52i5 - - -5 SMi)

es decir, ¢g induce la multiplicacién por S.
Como1=S"N vy Fm= |_|]]Vi1 F™w; tenemos

N

M
¢0(1)=Z¢0(U¢)=ZZ o= =1

i=1 i=1 j=1 \cA™"i AeF™
J
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donde la ultima igualdad se sigue de aplicar la relacion CK2 y el hecho que F' no tiene
pozos. Luego ¢y es un morfismo unital.

Ahora vamos a definir ¢;. Como dar un camino p € Fmej es lo mismo que dar un
camino v € F™wy, y una arista f de wy en w; ( es decir, p = vf) tenemos

N N
|F™ | = Z | F™wy |bj, = Zzbﬂcskl = Z <Z Sjkaki)
k=1 i=1 i=1 \k=1

donde la udltima igualdad se sigue de SA = BS. Ademaés, a;; = |v¢E1vk|, por lo que
podemos considerar una particién

177n4kl

|||:z

N
|_| || artte (4.6)
k=1ecv; Elvy

1
con |A;.nJr “

| = s, para todo e € viElvk. Ordenaremos los elementos

A;n—i—l,e _ {)\]1‘1(6)"" As, (€)}.

777085k

Méds ain, podemos elegir la particién (4.6) de forma tal que
A;n+1,v7 _ A;nJrl,ei _ {’)\\ X e A;nJrl,vi} (4.7)

pues cada AT o5 una familia de elementos de sj; caminos de longitud m + 1 que

terminan en w;. De hecho, podemos fijar que

—

Ay(er) = A0, (vr) (Ex 1)

para todos los posibles valores de j, ¢, k. Ahora, dados e, f € E* tales que r(e) = v, = 7(f),
definimos ¢y : L — £F 41 COMO

M Sjk
=22 D @)
j=1

Es facil ver que este es un morfismo bien definido y unital con el mismo argumento que
usamos para ¢g. Con esta definicién tenemos

M
$1(a(vi)) = d1(eie] Z S =3" 3T AN =B(¢o(w)

] 1 )\GAm+l € ]:1 )\GA;TL,U,L'

donde usamos (4.7) en la tercera igualdad. Es decir, probamos que ¢1 o a« = 3 0 ¢pg. Sélo
nos falta ver que Ko(¢1) = S, pero

Ko(¢1) = Ko(¢1) o Ko(a) = Ko(B) o Ko(¢o) = Ko(¢o) =
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4.2.2. Levantando el segundo diagrama

En este caso tenemos el diagrama

idy

N zN
R R
M M
id
y queremos levantarlo al diagrama
E o E
Ly Lo
wm wm-I—l

£ —5—

donde ¥, ¥y Y41 son morfismos unitales tales que ¥, o g = LOEJ Y Ym41 0 @1 = LEE_H.

Como |v,E v = (A%, = Z;‘il TijSjk Y |A;1’”’“| = s, podemos considerar una parti-

cién de la forma
M
’Uk;Ez’UZ' = |_| |_| Ff’)\ (4.8)
i=1 m,vg
I=EAeA,
19N m,vg ’ .
donde [I';"[ = r;; para todo A € A;""*. Mds atin, tenemos

N M
=] ] r? (4.9)

k=1j=1 AeA;_”’“k
N M

wE =] [| T (4.10)
i=1j=1 \epT"

En particular, si tomamos A = /\%(Uk) € F™wj, notaremos

A0, (vg) m
PEA = T om0, 0)), o ()} € o B

Bajo esta notacién, definiremos v, : EZ — EZE como

N Tij

)‘1>‘2 ZZ’Y’LP >‘1 ’sz AQ)

i=1 p=1

donde Ay, Ay € F™Mw;.
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De la misma manera que vimos en el caso anterior, es facil ver que v, es un morfismo
unital tal que Ko(¢,) = R. Ademés

N
U © go(vk) :ZZ YD = > =) (4.11)

Jj=11i=1 )\GAT "k erz A yev, Ef

donde usamos (4.10) en la segunda igualdad.
Para definir 1,,,+1 observemos primero que, dado e € Flvy, tenemos

M
leEv;| = |e(vp Efvy)| = Zrijsjk,
j=1

por lo que podemos considerar una particion de la forma

M
eEfv; = |_| |_| Ffﬂ’)‘ (4.12)

7=1 )\eAerl,e
J

{41,

con |I'; 77| = ri; para A € A;-nﬂ’e. Dado A € F™ ™ w; escribiremos

TP = (O, - ()

Dado e € E'vy, la multiplicacién a izquierda en (4.8) nos dice

eFv; = e( vkEsz |_| |_| eI’“‘ (4.13)
J=L ek

m—+1,e
Aj

Dado que, por otro lado, hay una biyeccién entre A;n’v’“ y asignando )\?t(vk) -

)\jlt(e), podemos tomar
Vi TH (€)= exip (AJi(vr) (4.14)
que es coherente con (4.12).

De esta forma, definiremos 9,11 : £ 11— ﬁfﬂ como

Tij

Umt1(MAz) = ZZWWLH D7 2)*

i=1 p=1

para A, Ao € F m“wj. Como en el caso anterior, es facil ver que este es un morfismo
unital. Dados e, f € E'vy, tenemos

M Sjk

Ui (1) = D) bmsr (N (e)Nj (1)) = erdo(or) f* = 1 eef*)

j=1p=1

donde usamos (4.11) y (4.14) en la segunda igualdad. Observemos que

et (N (o)) = A (o) = 2 (00, ()
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donde usamos (4.14) en la primer igualdad y (Ex 1) en la segunda. Es decir, acabamos de
probar que

YY) = L), (Ex 2)

Ahora, dados A1 € A;-n’vkl Vv Ao € A;-n’ "2 podemos ver que

N Tij
(wm )\1)\* ZZ’YZP Al sz AQ) =
i=1 p=1
N T1ij *
SOY P DT (A = Y (BOMAD)).
i=1 p=1

Es decir, a0 9y, = W41 0 8. Como en el caso anterior, se sigue de la iltima igualdad que
Ko (wm-i-l) =R.

4.2.3. Levantando el tercer diagrama

En este caso levantaremos el diagrama

idy
N zN
S S
zM zM
idpy gy
al diagrama
Lf —— L
b but1

F P
Lot 4’5 Lo

donde ¢y y ¢¢y1 son morfismos unitales tales que ¢y o 1, = Lf;’ere Y Poa1 0 YUyl =

F
Lm+1,m+€+1'

Como (Bf)jk. = > sjirik, podemos usar el mismo argumento que utilizamos en los
casos anteriores para ver que, para cada A € F™ 1wy, tenemos una particién

N

1 +£,

w =] L] A7 (4.15)
i=1 et

donde \A;"M’W = sj;. Dado cualquier v € T’ f’)‘ podemos escribir

AT = (0L (7) |1 < q < 85}
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Maés atin, como (Bg) jk = Yy 8jiTik, podemos considerar la siguiente numeracién
wiFlw; = {5 [1<i <N, 1<p<ryg,1<q< s (4.16)
De hecho, como (A, (vq)) = wy para todo d, k, podemos definir
Mo (i M (va))) = Ay (va) Ny (4.17)

De esta forma definimos ¢ : £F — L5, como

Pe(11732) ZZ)\M M)Ay (72)*

donde v1,v2 € E'v;. El mismo argumento que usamos en los diagramas anteriores muestra
que ¢y es un morfismo unital y Ko(¢g) = S.
Dados A1, A2 € F™w;, podemos ver que

N 7,

Ge(bm(MAD) =D D du(vp (M)vip(A2)*) =
i=1 p=1

Tik  Sji

N M
ZZ >‘ jq ’YZP )‘1 jq(%p ()‘2)) .
=1 j=1 p=1 g=1
Por la eleccién (4.17) es lo mismo que

N M Tik Sji
]k ]k

ADIPIPIYIRAC A

i=1 j=1 p=1g=1

donde la suma recorre el conjunto
M
|_| ka w;) = wiF". ¢

Por tanto la suma de arriba es igual a % A1\3), como querfamos.
g m,m-+~{ 2)s q
Anslogamente al caso anterior, para cada A € F™ " w;, podemos considerar una parti-

cion N
AR = ||| A (4.18)
’L:1 ,yel"llf"'l,)\

donde \A?LHH"Y sji. Para cada vy € FZH notaremos
ATHELT — N () [ 1 < s < s
Al igual que en el caso (4.17) podemos definir, para cada A\ € F™

Mt ) = A (4.19)

ips”
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Con esta notacion definiremos ¢4 : EZEH - Lk 1041 COMO

M Sji

¢€+1 7172 Z Z )\@Jrl )\£+1(72)*~

7j=1s=1

De la misma manera que lo hicimos con ¢, se puede ver que este es un morfismo unital

que satisface las relaciones ¢pi1 0 VY41 = Lan+1,m+€+1 y Ko(per1) = S.
En este caso también tenemos, usando las relaciones (Ex 2), (4.17) y (4.19), que para

todo A € F™wy,

N ym) = AP () = A =W = A (e (M)

ips ips
Por lo tanto, para todo v € Ff’)‘, tenemos
1~y N N

Xis (3) = X5, (7). (Ex 3)
Esta ultima igualdad implica, al igual que en el caso del segundo diagrama, que ¢p410a =
B o e.
4.2.4. El paso inductivo

Sean n € N, e = 0,1 y supongamos que tenemos construidos para todo k < n:

(1) Particiones:

(a) Dado v € E®Df¢ vy 1 < < N tenemos

M
Bl = |_| |_| Ff€+e,)\

Jj=1 )\eA;'H‘(k—l)f-‘-éw

’F§€+e A kl+e N

con | = 7i;. Los elementos de I'; son notados

phered = (HB=DEmEe Oy 11 < r <1y}
donde A = AF=Dfe()

IV OGTIE () = (A0, (r (1)), (4.20)

wr 19

(b) Dado A € Fk=DfHmEey, 1 < i < M tenemos
N
¢ kl+m-e,
Py =[] ] At

=1 ,yericé-ke,k

’A?€+m+e,'y A?Z+m+e,'y

con = s;j. Los elementos de son notados

Ak£+m+e,'y {)\M+e( ) | 1< q < Sji}
donde v = %(k 1)€+m+6()\) y

AL (q(mDEEE () = AN (4.21)

p g’
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(2) Identidades de intercambio:

(a) Dado X € A;n+(k71)e,7 tenemos

7ir;:ﬂr(/lcq)ul()\) _ 7;):+(k—1)é()\). (Ex 2k-+1)
(b) Dado v € I‘i«d”\ tenemos
R+13) _ Yk
Ajs = )\js(’y). (Ex 2k)

(3) Morfismos unitales:

(a) Ymgh—1)ete : Eflﬂ,ﬂ_l)gﬁ — EkEg+€ dados por

N Tij

* m—+(k—1)l+e m-+(k—1)0+e *
¢m+(k71)€+6(A1)‘2) = Z f)/z'r—‘r( e (Al),yir+( e ()‘2)
=1 r=1

donde 7(A1) = 7(A2) = wj.
(b) Prese ﬁj;?@re — Efmrk“g dados por

M Sji
¢k€+e 7172 Z Z )\k’f-‘re )\kf-i-G (72)*
j=1g¢=1

donde r(v1) = r(y2) = v;.

que satisfacen

Ko(Ymth—1ye+e) = By Ko(prere) = S-

0 °¢ =1
mt(k—1)t+e © P(k—1)t+e = L(k—1)l+ekl+e

Phtte oV =l
kl+e m+(k—1)0+e m+(k—1)¢+e,m—+kl+e

Q0 Uy (k—1)0 = Ymt(k—1)0+1 © B-

Oret1 0= 0 .

Ahora vamos a ver que lo mismo sucede para k = n + 1. Empecemos considerando el
diagrama

id(,
N )t 7N
R R
M M

de+n€
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y lo levantaremos al diagrama

E « E
Lty Litye
wm—i-n@ ¢m+n2+1
F
‘Cm—l—nﬁ 6 ‘Cm+n€+1

Para v € E™" €y, podemos tomar una particién

M
sz _ |_| |_| Fz(n+1)£+e,)\ (4.22)

j:l m—+4nl+te,\
AEA;

donde \FE"+1)€+E’>‘| = r;;. Dado A\ = )\;Lq”ﬁ(y) € F;'H"HW notamos
+1)+e,A Y]
F(n )e+e _{ m+n -‘re( ) ‘ 1<r< ""ij}-

Nuevamente podemos pensar que la particion estd dada de forma tal que

Y NG = i (A (r()- (4.23)

Usando Ex 2n y (4.23) tenemos
’Yfﬁ"“l()\%(’v)) ’YZ«”M(/\”E( )

para todo v € E™uv;,. Esto nos da, para todo \ € A;'”LM’7

—

AL (R) = A ), (Ex 2041)

r
Al igual que en los casos anteriores definimos

Tij

m+n€+e m~+nf+te *
wm+nf+e Al)\Q Z nyzr szr (>\2) .
i=1 r=1

Es facil ver que 1,4 ne+e €s un morfismo unital tal que Ko(¥m4ne+e) = R. Ademés, usando
(4.23) y (4.10), tenemos

Vmtntre © Pnere(1173) = M Yo% = e e m3)-
~ver(y1)E*

Por dltimo la relacién (Ex 2n+1) nos da ¥, 1per1 © 8 = @ 0 Ypine-
, . .. 1)¢
Aniélogamente podemos definir las particiones F?H(mr Yeren y los morfismos ¢, 4 1)e4e,
que satisfacen las condiciones necesarias, de manera analoga al caso n = 0 que ya hicimos

en detalle. O

Observacién 4.16. Ain no se sabe baje que condiciones existe un isomorfismo graduado
entre L(E) y LY(E).



Apéndice A
Dinamica simbolica

Veremos las nociones basicas de la dinamica simbdlica que son necesarias para este
trabajo. El lector interesado en un analisis méas profundo del tema puede consultar [19].

En esta seccién, a un conjunto finito A lo llamaremos alfabeto. Sus elementos serdn las
letras.

Definicion A.1. Sea A un alfabeto finito. El A-shift pleno serd la coleccion de sucesiones
bi-infinitas de elementos de A. Es decir, el A-shift pleno es

AL = {x = (x)icz | i € A para todo i € 7}.

Un blogque o una palabra sobre A es una sucesion finita de elementos de A. Por ejemplo,
size Al e, J € Z son tales que ¢ < j, podemos considerar el bloque

x[i,j] = TiTi41 - - T

El tamano del bloque serd la cantidad de elementos (con repeticién) que tiene la sucesion.

Dados z € A% y w un bloque sobre A, diremos que w ocurre en x si existen i < j
tales que w = zy; ;. Para cada coleccion F de bloques sobre A, definimos Xz como el
subconjunto de elementos de A% que no contiene ningin bloque en F.

Definicién A.2. Un espacio shift (o simplemente un shift) es un subconjunto X C AZ
tal que X = Xx para alguna coleccion de bloques F. Los elementos de F se llaman los
blogues prohibidos por X.

Diremos que un espacio shift X es de tipo finito, si existe una coleccion finita F tal
que X = X r.

Definicién A.3. La funcidn shift o : A — A” asigna:

(o(z))i = Tiy1.

Notar que la funcién shift es biyectiva y que se restringe bien a los espacios shift de
A%, Si X es un espacio shift de A% notaremos oy = olx : X — X.

Sea X un espacio shift sobre un alfabeto .A. Denotemos By (X) al conjunto de todos
los bloques de tamano N permitidos, es decir, todos los bloques w sobre A de tamano N
que ocurren en X.
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Definicién A.4. Sean X un espacio shift sobre A, 2 un alfabeto, m,n enteros tales que
—m<ny®:Byini1(X) — A una funcion. Definimos la funcion ¢ : X — A% como

()i = P(T}i—m,itn))-

A una funcion de esta forma la llamaremos cédigo de corrimiento de bloque.
SiY C A es un espacio shift la notacion ¢ : X —Y indica que $(X) C Y.

Definicion A.5. Un cddigo de corrimiento de bloque ¢ : X — Y se llama conjugacion si
es inversible. Dos espacios shift X eY se dirdn conjugados si existe una conjugacion de
XenY.

Si hay una conjugaciéon de X en Y podemos pensar que Y es una recodificacion de X,
compartiendo todas sus propiedades.
Un resultado que nos serd de utilidad es el siguiente:

Proposicién A.6 ([19, Theorem 2.1.10.]). La clase de shifts de tipo finito es cerrada por
conjugacion.

Ejemplo A.7. Sean E un grafo finito y A = Ag su matriz de adyacencia. El edge shift
XE 0 Xa, es el espacio shift de tipo finito, sobre el alfabeto E', dado por

Xp={¢ec(EYZ : (&) = s(&y1) para todo i € Z}.

Notar que Xg es el espacio shift que tiene como bloques prohibidos a la familia F de pares
de aristas tal que el final de la primera no coincide con el comienzo de la sequnda.

Acorde a esta definicion, los elementos en Xg se corresponden con los caminos infinitos
en E.

Los edge shift son muy importantes en la teoria de subshifts de tipo finito como pode-
mos ver en la siguiente proposicion.

Proposicién A.8 ([19, Section 2.3.]). Todo espacio shift de tipo finito es conjugado a un
edge shift para algun grafo E.

Supongamos que queremos clasificar los espacios shift de tipo finito médulo conjuga-
cién. Por lo visto en la Proposicién A.8, es suficiente responder la siguiente pregunta:

Dados grafos F y F' jCuando son Xg y X conjugados?.

La ventaja de esta tultima formulacién, es que ahora podemos usar herramientas de algebra
lineal sobre las matrices de adyacencia de los grafos.

Definicion A.9. Sean matrices cuadradas A y B con coeficientes en Ny.

» Una equivalencia elemental de A en B es un par (R,S) de matrices rectangulares
con coeficientes en Ny que satisfacen A = RS y B = SR.

= A y B son fuertemente shift equivalentes si hay una sucesion de matrices A =
A, A1,..., Ay = B en la que cada matriz es elementalmente equivalente a la ante-
rior. En este caso, notaremos A = B.

Es facil ver que la equivalencia fuerte es una relacién de equivalencia.
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Teorema A.10 (Teorema de Clasificacion). Los edge shift X4 y Xp son conjugados si y
solo si las matrices A y B son fuertemente shift equivalentes.

Demostracion. Ver [19, Theorem 7.2.7.]. O

Observemos que puede resultar muy dificil decidir cudndo dos matrices son fuertemente
shift equivalentes. Esto motiva el estudio de la siguiente relacion de equivalencia.

Definicion A.11. Sean A y B matrices cuadradas con coeficientes en Ny y £ € N. Decimos
que A y B son shift equivalentes con lag ¢ si existe un par (R, S) de matrices rectangulares
con coeficientes en Ny tal que

AR=RB SA=BS A'=RS B'=SR.
Esta situacion la notaremos A «~ B.

La equivalencia shift es una relacién mas débil que la equivalencia shift fuerte, por lo
tanto cualquier invariante para la equivalencia shift lo es para la equivalencia shift fuerte.
A continuacién introduciremos uno de estos invariantes.

Dada una matriz A € M,(Z), definimos el rango eventual de A como el subespacio de
QT
Ra:=[)A"Q".
keN
Como
Q 2AQ D A’Q 2 2AQ D...

un simple argumento de dimensién muestra que R4 = A"Q". Observemos que esta tltima
igualdad nos dice que el rango eventual es el méximo subespacio de Q" donde la matriz A
es inversible.

Definicién A.12. Sea una matriz A € M, (Z). El grupo dimension de A es
Aa={veRa| A € Z" para algin k € N}.
También definimos el cono positivo del grupo dimension como
Al ={veR4| A% € (No)" para algin k € N}

y el automorfismo dimension
5A : AA — AA

que manda v — Av.
Por dltimo, definimos la triple dimension como la 3-upla (A4, AJAT, 54).

Un morfismo ¢ : (AA,AX,éA) — (AB,AE,&;) es un morfismo de grupos ¢ : Ay —
Ap tal que @(Aj) C Ag y ¢oda = dgop. Diremos que ¢ : (AA,AX,(SA) — (Ap, Ag,(SB)
es un isomorfismo si ¢ : Ay — Ap es un isomorfismo de grupos abelianos.

El grupo dimension es un invariante para la equivalencia shift. Més ain, es un invariante
completo. Es decir,

Teorema A.13. Sean A y B matrices cuadradas con coeficientes en Ng. Entonces A «~~ B
si y sdlo si existe un isomorfismo ¢ : (Aa, A%, 64) = (Ap, AL, p).
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Demostracion. Solo daremos una idea de como construir los isomorfismos y las matrices,
respectivamente. Para més detelles en la demostracién nos referimos a [19, Theorem 7.5.8.].

Como A « B tenemos matrices R y S que cumplen las relaciones de la Definicion A.11.
Luego la multiplicacion a izquierda por las matrices S y R dan los isomorfismos deseados.

Supongamos que A € M,(Ng) y B € M;,(Np). Como A"; € A} para todo 1 <
i < n, tenemos que ¢(A"e;) € AE. Por tanto existe k suficientemente grande tal que
Bkgb(A"ei) € Ny' para todo 1 < i < n. Definimos la matriz S como la matriz que en la
1-ésima columna tiene al vector quﬁ(A”ei). Andlogamente, definimos la matriz R como la
matriz que tienen en su j-ésima columna al vector A¢¢~" (e;B™) para un ¢ suficientemente
grande. Estas dos matrices cumplen las relaciones necesarias. O

Definicién A.14. Un sistema dindmico (M, ¢) consiste de un espacio metrico compacto
M junto con una funcion continua ¢ : M — M.

Un morfismo de sistemas dindmicos 0 : (M,¢) — (N,v) es una funcion continua
0: M — N tal que o =1 o08.

Un morfismo de sistemas dindmicos 0 : (M, ¢) — (N, 1) es una conjugacién topoldgica
si 0 es un homeomorfismo.

Ejemplo A.15. Sean X un espacio shift y ox su funcion shift, podemos definir una
métrica en X declarando

2% siz#yyk=mix{neNy| T[_pn] = Y[—n,n]}
0 St x =1y

d((x;)iez, (Yi)iez) = {

Con esta estructura de espacio métrico tenemos que (X,ox) es un sistema dindmico.

Teorema A.16 ([19, Theorem 6.2.9.]). Sean X e Y edge shift, 0 : X — 'Y una funcién
(no necesariamente continua). Entonces 6 es un cdédigo de corrimiento de bloque si y sdlo
si 0 es un morfismo de sistemas dindmicos. En particular, la nocion de conjugacion y
conjugacion topoldgica coinciden para edge shifts.

Por ultimo introduciremos la nocién de equivalencia de flujo.

Sea (M, ¢) un sistema dindmico. Llamaremos flujo continuo en M a una familia de
homeomorfismos {¢; }ier : M — M tal que:

1. ¢¢(x) es continuo en la variable (¢, x).

2. Q50 Q1 = Psit.

La drbita de un punto m € M bajo el flujo {¢;}1cr es el conjunto {{¢:}(m) | t € R}.

Una equivalencia entre dos flujos {¢i}er : M — M y {ti}ter : N — N es un
homeomorfismo 7 : M — N tal que manda érbitas de {¢;} en érbitas de {1} preservando
la orientacién. Es decir, para todo m € M existe una funcién monétonamente creciente
fm R — R tal que n(¢(x)) = ¥y, )(m(z)). Dos flujos son equivalentes si existe una
equivalencia de uno en el otro.

La suspension Sy de M es el espacio resultante de tomar el producto M x R y dividir
por la relacién de equivalencia generada por (z,s+1) « (¢(z), s) para todo x € M, s € R.
Hay una manera natural de darle a Sy una estructura de espacio métrico (ver [8]).

Si definimos ¢; : X — X como

¢i([(2,8)]) = [(x - s +1)]

obtenemos un flujo continuo en Sys. Este serd la suspension de flujo sobre (M, ¢).



7

Definicién A.17. Sean (M, ¢) y (N,v) sistemas dindmicos. Decimos que son equivalen-
tes de flujo si sus suspensiones de flujo son equivalentes.
Notar que podemos restringir esta relacion de equivalencia a los edge shift.

Un teorema muy importante para la teoria de subshifts de tipo finito es el siguiente.

Teorema A.18 (Teorema de Franks). Sean A € M,(No) y B € M, (No) simultdneamente
irreducibles y no triviales. Entonces las matrices A y B son equivalentes de flujo si y solo
si:

det(I, — A) =det(I, — B) y Z"/(In — A)Z" = Z™/(I,, — B)Z™.

Demostracion. Ver [11]. O
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