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1. Introduccion

Una herramienta fundamental del analisis multivariado es la definicién de medi-
das de profundidad. Las mismas son de gran utilidad en diversas aplicaciones ya sea
en técnicas descriptivas, en la estadistica no paramétrica, como también como herra-
mienta a la hora de definir técnicas de aprendizaje supervisado y no supervisado entre
otras. Cuando consideramos datos univariados la definiciéon de medidas de profundidad
esta estrechamente ligada a la de estadisticos de orden y esta es natural ya que se base
en el orden de los nimeros reales. Sin embargo, al considerar datos en dimensiones ma-
yores ya no se cuenta con una nocién de orden total lo cual dificulta la definicion de los
mismos. A partir de la década del 70 diferentes propuestas de medidas de profundidad
fueron introducidas para el caso de datos multivariados, entre ellas podemos mencio-
nar, la Profundidad del Semi-espacio (Tukey, 1975), Profundidad Simplicial (Liu,1990),
Simplicial Volume Depth, Profundidad Majorante, (Singh, 1991), entre las més difun-
didas.

En los dltimos tiempos la importancia de los datos funcionales en diversos ambitos
de la ciencia cobré suma importancia debido a los avances tecnoldgicos que permiten
tener mediciones certeras en tiempo real. Podemos encontrar aplicaciones de los mismos
en las ciencias de la salud, las finanzas y la ingenerieria entre otras. Con el objetivo
de poder darle un tratamiento estadisco adecuado a estos datos, las principales técnica
del analisis multivariado fueron, y continuan en la actualidad, siendo estudiadas en este
nuevo contexto.

Principalmente debido a que la geometria de los datos funcionales es muy distinta a
la de los datos multivariados y ademas que, en general, las profundidades multivariadas
son muy costosas computacionalmente en dimensiones altas, surgié la necesidad de
definir nociones profundidad para los mismos. En este caso se busca estudiar el grado de
centralidad de una funcién concreta respecto de un proceso estocdastico, o de un conjunto
de funciones. En las dos tultimas décadas varias propuestas fueron introducidas, entre
ellas podemos destacar, Profundidad Integrada (Fraiman y Muniz, 2001), la Profundidad
basada en nucleos (Cuevas et al, 2007), la Profundidad de Tukey integrada (Cuesta-
Albertos y Nieto-Reyes, 2008), la profundidad Profundidad Dual Intregrada (Cuevas y
Fraiman, 2009) y la Profundidad por Bandas (Lopez-Pintado y Romo, 2009).

En esta monografia estudiaremos de manera detallada la nociéon de Profundidad
Dual Intregrada basada en proyecciones al azar, introducida por Cuevas y Fraiman
(2009), ya que la misma esta definida para datos en espacios de Banach en general,
tiene buenas propiedades tedricas y ademas es accesible computacionalmente.

Nuestro trabajo se estructura del siguiente modo. En la Secciéon 2 introducimos la
definicién de medidas de profundidad y comentamos sus las propiedades deseables. En
las Seccion 3 introducimos algunas medidas de profundidad para datos multivaridos.
Por tltimo, en la Seccién 4, damos diversas definiciones de profundidad para datos
funcionales y en particular estudiamos en detalle la Profundidad Dual Integrada (Cuevas



y Fraiman, 2009), definida en espacios generales. Algunas definiciones y resultados
complementarios se encuentran en el Apéndice.



2. Definicién y propiedades de una medida de pro-
fundidad

El concepto de Profundidad surgié en primero para datos multivariados, buscando
dar una idea de centralidad en los datos. De este modo un dato con un valor de pro-
fundidad alto deberia estar en el centro de la nube de puntos y a medida que se aleja
del centro el valor de la profundidad deberia disminuir. En el caso de datos univaria-
dos prodiamos pensar como punto mas profundo la mediana y mediante los cuantiles
asignarle profundidad al resto de los puntos y de este modo el concepto de profundidad
estaria estrechamente ligado al orden natural de los niimeros reales. Cuando pasamos a
un contexto multivariado, no se cuenta con un orden total, sino inicamente con 6rdenes
parciales y esto hace que surjan diversas definiciones de profundidad, cuya intrerpreta-
cién ya no va a ser inmmediata.

A grandes rasgos, para una distribucién P en R? una funcién de profundidad es
una funcién D(z, P) que provee un orden del centro hacia afuera para puntos x € R?
basado en P.

Interpretar “orden del centro hacia afuera”sugiere dos cosas

s Una nocion relevante de centro.

= Los puntos cerca del centro deberian tener mayor profundidad que los mas lejanos.

De estas consideraciones se desprende que el “centro”debe constar de los puntos que
maximizen globalmente la funciéon de profundidad.

Naturalemente surge una pregunta: existe una definicién general de funcién de profun-
didad definida en R? definida con respecto a una distribucién arbitraria que puede ser
continua o discreta? Qué propiedades son deseables para caracterizarlas?

Dada una distribucién P en R?, nuestra atenciéon quedara confinada a que medidas
consideradas sean acotadas y no negativas.

Es deseable que cualquier definicién de profundidad satisfaga las siguientes propie-
dades

P.1. Invarianza Afin
La profundidad de un punto x € R? no deberfa depender del sistema de coorde-
nadas, en particular de la escala del sistema de medicion.

P.2. Maximalidad al centro
Para una distribuciéon que tenga un tnico centro definido, por ejemplo, un punto
de simetria, la profundidad se maximizaria en dicho punto.

P.3. Se anula en el infinito
La profundidad de un punto z deberia aproximarse a cero si ||z|| es demasiado
grande.



P.4. Monotonia respecto del punto de maxima profundidad
A medida que x € R? se aleja del punto mds profundo a lo largo de cualquier rayo
fijo la profundidad de x deberia decrecer.

Existen medidas de profundidad que no satisfacen P.4. y que en su lugar cumplen
una condiciéon de cuasi-concavidad como funcion de x, es decir que el conjunto
{z : D(z; P) > c} es convexo para cualquier nimero real c.

Por otra parte, es bueno que las medidas de profundidad sean “continuas”, es decir,
que cumplan

P.5. Continuidad como funcién de x
Es esperable pensar que si dos puntos se encuentran lo suficientemente cerca las
profundidades no sean demasiado distintas

P.6. Continuidad como funcién de P.
Anélogo a la propiedad anterior para distribuciones.

A continuacién daremos una definicién formal de funcién de profundidad, dada por
Zuo y Serfling (2000), para ello necesitamos introducir la siguiente notacién.

Notaciéon: Llamamos P a la clase de distribuciones sobre los conjuntos Borelianos
de R? y llamamos P la distribucién dada por el vector aleatorio £.

Definicién 1. Sea D(-,-) : R¢xP — R una funcién acotada y no negativa que satisface:

1. D(Ax+b, Psx1s) = D(x, Px) para todo vector aleatorio X € RY vector aleatorio,
para todo matriz A € R¥? no singular y para cualquier vector b € RY.

2. D(0,P) = sup D(z, P), para cualquier P € P con centro 6.
r€ER

3. lim D(z,P)=0, para todo P € P.

[| ]| =00

4. Para toda P € P con punto mds profundo 6 D(xz, P) < D(8 + o(x — 0), P), para
cualquier a € [0, 1.

Si ademas quisieramos que se cumplieran P.5. y P.6., deberiamos pedir que
5. Fijada P € P D(-, P) : R? — R es continua.
6. Fijado x € R? D(z,-) : P — R es continua.

Anteriormente hicimos referencia a la palabra centro para resaltar un punto de
simetria. Es posible tomar varias nociones de simetria multivariada. Sin embargo, las
mas usadas en la literatura son las siguientes.



Definicién 2. Sea X € R? un vector aleatorio decimos que:

» FEs centralemente simétrico (C-simétrico) respecto de 8 si la distribucion de
X — 0 es la misma que la de 0 — X.

» Es Angularmente simétrico (A-simétrico) respecto de 0 si (X —0)/||X — 0|
es centralmente simétrico respecto del origen.

» FEs Semiespacialmente simétrico (H-simétrico) respecto de 6 si P(X € H) >
% para todo H semiespacio cerrado tal que 6 € H.

Observacion 1. Es claro que C-simétrico = A-simétrico = H-simétrico.

2.1. Relacion entre medidas de profundidad y funciones de
outlyingness
El concepto de profundidad es inversamente equivalente con el de outlyingness.

Dada una funcién de outlyingness O(z, P) con rango [0, c0) tenemos una profundidad
asociada definida por

1
D(z,P) = ———.
(z, P) 14+ O(z, P)
Y si O(z, P) es acotada definimos
O(z, P)
D(z,P)=1— ——.
& £) sup O(-, P)

Esta relacion la desarrollaremos de manera mas profunda en la siguiente seccién
cuando demos ejemplos concretos de medidas de profundidad.

2.2. Relacion entre funciones quantiles y medidas de profun-
didad

En las distribuciones univariadas los cuantiles delimitan una fraccion superior e
inferior de la poblacién, y cada punto z € R tiene una interpretacion como cuantil ya
que se puede escribir como F'~1(p), para algtin p € [0, 1]. En el caso multivariado, debido
a la falta de un orden natural, lo natural es orientar hacia un centro, que generalmente
se adoptara alguna definicion de mediana multidimensional. Este centro suele servir
como punto de partida para definir cuantiles multivariados orientados a la mediana.

En el caso univariado una funcién de cuantiles orientada por la mediana Qg (u), con
u=2p—1y mediana M = Qr(0), se define por

14w

Qr(u) = F(

), donde —1<u<1,



donde el signo de u indica la direccién desde la mediana. Esta funcién tiene inversa
Q7' (r) = 2F(z) — 1, € R. La magnitud de |Q4'(z)| = [2F(z) — 1], es una medida
estandar para medir outlyingness relativa a la distribucién F. Como z satisface x =
Qr(Q7'(z)), podemos pensar que los cuantiles Q(u) estéan indexados por un pardmetro
direccional de outlyingness, u con magnitud |u|. Si |u| es cercano a cero corresponde a
un extremos, mientras que si es cercano a uno corresponde al “centro”.

Una funcién quantil orientada por la mediana Qp(u) esté definida por u en la bola
unidad B! con M = Qr(0) serfa una versién de la mediana d-dimensional. La funcién
de quantil Q tiene una inversa Q' (z), = € RY, que satisface 7 = Qr(Q:'(z)). Ademés
su norma [|Q4"'(z)|| en [0, 1) mide outlyingness de  con respecto a F. Asociamos una
profundidad, D(z, F) = 1 — ||Q7' (2)]|.

Sea D(-, F') una funcién de profundidad que se maximiza en el punto M que in-
terpretaremos como mediana. Por conveniencia, supongamos que F es continua con
soporte en R%. Para x € R?, sea p el correspondiente indice a la regién central con x
en su frontera, y sea u = pv, para v un vector unitario en la direccion de z hacia Mp.
Ajustando Qp(u) = z, con Qp(0) = Mp, los puntos x € R? generan una funcién quantil
Qr(u), ue Bt



3. Medidas de Profundidad para Datos Multivaria-
dos

Las medidas de profundidad para datos multivariados surgieron en con el objetivo
de extender la nocién de los estadisticos de orden. Los mismos son sumamente ttiles
al emplear técnicas no paramétricas, sobre todo en casos donde la distribucién de los
datos no es gaussiana ni eliptica. Ademas, es importante contar con técnicas de “or-
denacién”para los puntos que tengan en cuenta la geometria de los datos. Por ejemplo
si se busca definir la observacién central, considerar la media o la mediana coordenada
a coordenanda ignora la geometria de los datos. Por otra parte, cuando consideramos
datos reales el orden natural de los mismos da un una nociéon de ranking entre las
observaciones, al pasar a dimensiones mayores esto no se puede hacer de manera na-
tural y por lo tanto, es conveniente poder definir un centro (que se puede hacer de
muchas formas distintas) y a partir del mismo orientar las observaciones de adentro
hacia afuera.

En esta seccion estudiaremos algunos ejemplos de funciones de profundidad para
datos multivariados y trataremos de dar una clasificacién de las medidas de profundidad
con respecto a las propiedad (P.1.-P.4.) En primer lugar definiremos las dos medidas
de profundidad para datos multivariados mas clasicas en la literatura.

3.1. Profundidad del Semi-espacio

La semilla de esta tedria fue plantada por Tukey (1975) con la Profundidad del
Semi-espacio (Halfspace Depth, HD).
La profundidad del semi-espacio de un punto z € R? con respecto a una medida de
probabilidad P en R est4 definida por la minima probabilidad de que un semi-espacio
cerrado que contenga a x, esto es,

HD(z, P) =inf{P(H) : H semi — espacio cerrado, v € H}, x € R?.

La versién muestral es la siguiente, sea x € R?, la profundidad de z respecto de una
muestra X, X, ..., X, también R? es la menor fraccién de puntos de la muestra que
hay en un semiespacio cerrado que contenga a x, es decir,

min 1 (X, u) > (r,u
HDn(:L’) _ u€ERA ﬁ{ < %) > —< ) >}’

n

donde (-, -) denota el producto interno.

Si consideramos P una medidad de probabilidad en R y X una variable aletoria con
funcién de distribuciéon acumulada F', entonces

HD(P,z) =min{P(X <z),(1 - P(X <xz))} =min{F(z),(1 - F(z7))}.

10



El principal inconveniente que presenta esta medida de profundidad es que es compu-
tacionalmente muy costas en dimensiones moderadas y altas.

Teorema 1. La profundidad del semi-espacio cumple las propiedades P.1.-P.4.

Demostracion. Es claro que H(z, P) es acotada, no negativa.

P.1.

P.2.

P.3.

P.4.

Sea, X € R? vector aleatorio, A € R%9 una matriz no singular y b € R%. Sea,

H:zeH=Ax=bec AH+b

Pixis(AH +b) = P(H).
Entonces HD(Ax + b, Pax4y) = HD(x, P).

Supongamos que P es H-simétrica respecto de un tnico punto § € R?. Tenemos
que, P(Hg) > % para todo Hptal que 6 € Hy. Entonces, HD(0, P) > %

Supongamos que existe o € R? con HD(zo, P) > 1 entonces P(H) >
todo semi-espacio tal que xy € H.

% para
Por lo tanto, P es H-simétrica respecto de zy. Esto es una contradiccién.

Luego,
HD(0,P) = sup HD(x, P).

zER?
Sea 0 < a < 1, debemos comparar HD(z, P) y HD((1 — «)f + ax, P).
Por el Teorema de Separacion del hiperplano sabemos que |,

EIHx lq Hx - H(lfa)0+o¢:c-

Entonces,
HD(£7P) S HD((l - CY)Q—FO&.@,P).

Sabemos que P(||X|| > ||z||) —— 0. Ademas, H, C {||X|| > ||=| }.

[l]| =00

Luego, HD(z, P) ——— 0

[|z||—+o0

11



3.2. Profundidad del Simplicial

Otra nocién importante fue planteada por Liu (1990). La Profundidad Simplicial
(SD) de un punto z € R? con respecto a una medida de probabilidad P in R? es la
probabilidad de que z pertenezca a un simplex aleatorio en R?, i.e,

SD(x,P) = P(z € S[X1,...,Xau1]), * € R%

donde X7, ..., X441 es una muestra de vectores aleatorios con distribucién Py S[X7, ..., X1
es el simplex d-dimensional con vértices X, ..., Xg.1.
A continuacién daremos la definicién muestral de la profundidad simplicial. Sea
X1, ..., X, una muestra aleatoria en R?, la profundidad simplicial de un punto x € R?
es
n
SD,(z) = (d+ 1) > I{z € S[Xi,, ..., Xi, |}

1§i1 <7:2<4..<id+1 STL

donde Z es la funcién indicadora.

En el caso univariado, la funcién de profundidad simplicial es SD(z) = F(z)(1 —
F(z7)), donde F es la funcién de distribucién acumulada. Zuo y Serfling (2000) prueban
que cumple las propiedades P.1.-P.4. para distribuciones continuas A-simétricas.

Sin embargo, estas propiedades no se cumplen en el caso general. Veamos el si-
guiente contraejemplo, consideramos una distribucion discreta unidimensional donde la
probabilidad puntual esta dada por,

P(X =0)=P(X = £1) = P(X = £2) = é

Es claro que X es C-simétrico respecto de 0.

1 1 12
SD(§,P) = P(§ € S[Xy, Xy)) = o5 bues
SiX,=0,-162—=X,=162.

15
SD(1,P) = P(1 € S[X1,X3]) = o5 bues

SiXiy=1—-X,=0,2,-16 —2,
Esto contradice P.3.

3.3. Estructura general para funciones de profundidad

Zou y Serfling (2000), proponen cuatro estructuras generales para la construccién
de profundidades.

12



3.3.1. Funciones de profundidad tipo A

Sea h(z,xq,...,x,) una funcién acotada y no negativa que mide en algin sentido
la cercania de x a los puntos z1,...,z,. Una funcion de profundidad tipo A nos queda
definida por la cercania esperada de x a una muestra aleatoria de tamano r

D(z,P) = Eh(z, Xy,...,X,),

donde X1, ..., X, es una muestra de vectores aleatorios con distribucién P.

Ejemplo 1. Tomando r = d+ 1 y h(z,z1,...,2441) = w€Sr1,...xqr1] ODEENEMOS la
profundidad simplicial.

Ejemplo 2. Dados w1, ...,x4 € R? determinan un inico hiperplano que los contiene,
al cual le corresponden dos semi-espacios cerrados que lo contienen como frontera.
Notamos Hai,...,:)cd al que tenga probabilidad mayor o igual que % bajo la distribucion
P € RY. Definimos la Profundidad Mayorante como

MJD(z,P) = P(x € H, ), z€R%

FEs claro que es una profundidad tipo A tomandor = dy h(x,xy,...,24) = I{erfl

3.3.2. Funciones de profundidad tipo B

Sea h(x,x1,...,x,) una funcién no acotada y no negativa que mide en algin sentido
la distancia de x a los puntos zy, ..., z,. Una funcidn de profundidad tipo B nos queda
definida por

D(x,P) = (1+ Eh(z, X1,...,X,))",

para Xi,..., X, una muestra de vectores aleatorios de distribucion P.

Ejemplo 3. Tomando h(x,z1,...,x,) = A*(S[x,z1,...,24]) donde A(S[z,z1,..., x4
es el volumen del simplex d-dimensional S|x,z1,...,xq) y a > 0. h es una medida de
dispersion de la nube de puntos {x,x1,...,xq4} y de acuerdo a lo anterior

(14 E[A*(S[z,21,...,24)]) 7,

define una funcion de profundidad tipo B. Sin embargo, no cumple con la propiedad
de la tnvarianza afin porque para una matriz A no-singunlar y un vector b, ya que la
ecuacion

AY(S[Az + b, Az + b, ..., Axg + b)) = | det(A)||A(S[z, 21, .. ., z4)),

13



no necesariamente se verifica. Se cumple unicamente si det(A) = 1.
FEste problema puede ser rectificado y definimos la Profundidad Simplicial de Volu-
men

A(S[.T,Xl, .. ,Xd])
det(X)

donde ¥ es la matriz de covarianzas de P. Esta version cumple (P.1.)

SVD* = (1+ E[( )N

3.3.3. Funciones de profundidad tipo C

Sea O(x, P) una medidad de outlyingness para el punto z € R? con respecto al
centro o al punto mas profundo de la distribucén P. Nos queda definida una funcion
de profundidad tipo C por

D(z,P) = (14 O(z, P))™".

Ejemplo 4. Sea v € R?. Definimos la Profundidad de Proyeccién PD(z, P), mediante
la siguiente funcion de outlyingness

w'r — Med(u'X)
O(r,P)=  sup ,
uw€RY ||ul|=1 MAD(UIX)

donde X tiene distribucion P, Med es la mediana univariada, MAD(Y) = Med(]Y —
Med(Y)]) y || - || es la norma Fuclidea.

3.3.4. Funciones de profundidad tipo D

Sea C una clase de cerrados de R? y P una medida de probabilidad en R%. Definimos
la correspondiente funcion de profundidad tipo D como

D(x; P,C) = iréf {P(C):xze€CeC}.

Hay una clase distinguida que releva nuestra atenciéon y cumple dos propiedades
= SiCeC = C eC.
s ParaC €C yxe C°3dC; tal que =z € 0C,, C; C C°.

Observar que la clase de semi-espacios cerrados £ en R? satisface ambas propiedades y
por lo visto antes, la profundidad del semi-espacio es un tipico ejemplo de este tipo de
medidas de profundidad.

14



4. Medidas de Profudidad para Datos Funcionales

En los tultimos anos ha aumentado el interés por el estudio de los datos funcionales.
Muchas técnicas del andlisis multivariado pudieron ser extendidas de manera directa.
En el caso particular de medidas de profundidad uevas propuesta fueron necesarias ya
que el computo de las medidas de profundidad existente ya era inviable para espacios
de dimensiones moderadas y altas, por lo tanto, impracticables en el casos de dimension
infinita.

Cada dato funcional se representa por una funcién x;(t), donde ¢ € T un intervalo
cerrado de niimeros reales.

A continuacion definiremos algunas medidas de profundidad para datos funcionales.

4.1. Profundidad de Fraiman y Muniz

Estd fue la primer medida de profundidad propuesta para datos funcionales y fue
introducida por Fraiman y Muniz (2001). Para cada ¢t € [0,1], sea F),; la distribucién
empirica de la muestra x;(t),...,x,(t) y sea Z;(t) la profundidad univariada del dato
x;(t) en esta muestra, dada por D;(t) =1 — |1 — F,;(x;(t))|. Para cada 1 < i < n, sea

1
j / Dy(t)dt,
0

luego construirmos un ranking para las observaciones x;(t) de acuerdo a los valores de
]i‘

La adaptacién al caso multivariado es directa, reemplazando la integral por la suma
finita apropiada.

4.2. Profundidad basada en nucleos

De acuerdo con esta nocion, la h-profundidad poblacional de un dato z esta dado
por

fn(2) = E[K([lz = X)), (1)

donde X es una elemento aleatorio que describe la poblacién, ||.|| es una norma en el
espacio respectivo (por ejemplo la norma Ly en el caso funcional) y K} es un nicleo
re-escalado, Kj(t) = +K(£), siendo K una funcién nicleo. Definimos la A-moda de X
como el valor mas profundo que se obtiene maximizando fj,.

Dada una muestra aleatoria X1, ..., X, de X, la versién muestral de la h-profundidad

se define de modo natural reemplazando en (1) por la versiéon empirica, i.e.
. ] —
fulz) =~ > Kalllz = X)),
1
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4.3. Profundidad de Tukey Aleatorizada

Vimos en la Seccién 2 la Profundidad del Semiespacio, HD(x, P), que también es
conocida como Profunidad de Tukey. Un grave problema que presenta esta profundidad
es que es altamente costosa computacionalmente, aun en dimensiones moderadas, ya
que requiere calcular todas las posibles proyecciones univariadas.

Cuesta-Albertos y Nieto-Reyes (2008) definen la Profundidad de Tukey Aleatori-
zada, con el objetivo de superar este problema. A su vez esta definicién toma gran
importancia, ya que se puede extender a espacios de Hilbert separables.

Una definicién equivalente de HD(z, P) es la siguiente: dado v € RP, sea II, la
proyecciéon de R? en el subespacio unidimensional generado por v. Entonces, P o II!
es la distribucién marginal de P en ese subespacio y

HD(x, P) = inf{Di(Il,(z), PoIl;') : z € RF},

donde Dy (z, P) = min{F(z),1 — F(z7)}.
En primer término, Cuesta-Albertos y Nieto-Reyes (2008) definen la Profundidad
de Tukey Aleatorizada para datos multivariados.

Definicién 3. Sea P € P. Sea v € P absolutamente continua y sean v, . .., v vectores
aleatorios i.1.d. con distribucion v. La Profundidad de Tukey Aleatorizada de x € RP
con respecto a P basada en k vectores aleatorios elegidos con v es

Drw(z, P) = min{D;(Il,,(z), PoII;") : 1 <i < k}, = € R”.

Segun prueban Cuesta-Albertos y Nieto-Reyes (2008) para datos multivariados esta
profundidad cumple P.1.-P.3. y P.4. con convergencia en probabilidad.

Una posibilidad interesante que presenta la Profundidad de Tukey Aleatorizada es
que puede extenderse a espacios de Hilbert separables. Sin embargo, en este caso se
cumplen las propiedades P.1.-P.3., pero no se cumple la propiedad P.4.. Veamoslo en
el siguiente ejemplo.

Consideramos H = L1[0, 1] con el producto interno usual. Sea {0,,} C R* con lim,, 6,, =

1

0. Sea {x,} € H, z,(t) = iz[(]’gn)(t). Tenemos, [|z,] = 0n 2 = limy,||x,| = +oo. To-
memos v igual a la distribuciéon del movimiento Browniano y sea P = v. Si X es un
elemento aleatorio con distribuciéon v, entonces < x,, X > converge a cero en probabi-
lidad, pues

on . on . o9t 1, 26, 1
E| <z, X >|=F| X(t)d, dt| < E|X(t)|o, " dt = (=)26, " dt < (—)=,
o 0 o I 2

donde la tltima igualdad es valida porque la distribucion de X (t) es N(0,t).
Luego, si vy,...,v; € H son elegidos aleatoriamente con distribucion v tenemos

lim, D (< v;,x, >, Poll, ') = Dy(0, P oIl ') = max,D(z, Po Il ') =271,
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porque P oIl ! porque la distribucién es una normal centrada.

Cuesta-Albertos y Nieto-Reyes (2008), prueban que la Profundidad de Tukey Ran-
domizada es no negativa, acotada y que satisface P.1.-P.3. Ademas obtienen resultados
de consistencia fuerte respecto de P, condicional a haber elegido vy, ..., v; direcciones
al azar.

4.4. Profundidad Dual Integrada (PDI)

Cuevas y Fraiman (2009), presentan una definicién de medidas de profundidad para
datos en un espacio general de Banach separable, basada en proyecciones continuas
unidimensionales.

Sea € un espacio de probabilidad y [E un espacio de Banach separable con dual E’
separable. Sea X : {2 — E un elemento aleatorio en E con distribucion P .

Dada una medida de probabilidad P! en Ry u € R sea D(P',u) el valor que indica
la profundidad de u con respecto a P!, por ejemplo tomando la Profundidad Simplicial
tenemos que,

SD(P*,u) = F*(u)(1 — F*(u™), (2)

donde F! es la funcién de distribucién acumulada de P!. Esta es la profundidad unidi-
mensional que consideraremos de aqui en adelante.
También se puede usar la Profundidad de Tukey

HDp(P'u) = min(F*(u),1 — F*(u™)).
Definimos la Profundidad Dual Integrada (PDI) como

D(P,x) = / D(P;. f(2))dQ(f). 3)

donde f € E', € Ey Py = Pjx) es la distribucién de una variable aleatoria f(X) y
() es una medida de probabilidad en E’.

Observacion 2. Si E es un espacio infinito-dimensional ) se puede elegir como una
medida Gaussiana no degenerada. En caso de que la dimension sea finita tomamos @
como la Medida de Haar.

Observacion 3. En el caso que E es un espacio de Hilbert H, tenemos una isometria
biyectiva ¥ : H — H' dada por ¥(h) =< h,- >. Si ¢ € H' y X un elemento aleatorio
de H, entonces p(X) =< h, X > para un unico h € H y P,x) = P es la distribucion
de < h, X >, que es la proyeccion del elemento aleatorio X en la direccion h. Luego,
la ecuacion (3) queda

D(P,z) = /D(Ph, < h,x >)dQ(h), (4)
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donde @) es una medida de probabilidad en H.

Definicién 4. La mediana asociada con (3) serd el punto mds profundo

xo = argmareg D(P, x).
Definicién 5. Sean Xi,..., X, elementos aleatorios i.i.d en E con distribucion P,

sea P, la districion empirica y sea P, ; la distribucion empirica de f(X3),..., f(X,).
Definimos la PDI Empirica como

D(Pyva) = [ D(Poy, Fe)dQ() )
y la mediada muestral como

Ton = argmaxegD(P,, ).

En la practica para aproximar (5) consideramos fi,..., f, € E’ con distribucién @
independiente de Xy, ..., X, y calculamos
D(Py,x) = ZD sy fi(@)). (6)

Con esto podemos estimar (6) mirando el punto méas profundo, &, definido por

delSjgn{b(Pm X])}

4.4.1. Propiedades

Es bastante regular encontrar “objetos”definidos, en un primer momento, para es-
pacios de dimension finita que pierden algunas de sus caracteristicas cuando se definen
en espacios mas generales. En nuestro caso, que consideramos espacios de Banach hay
muchos ejemplos que muestran esto, como la bola unitaria que deja de ser compacta,
entre otros. Las profundidades no deberian ser una excepcién. Seria inocente de nuestra
parte pensar que las mismas se conserven dado que el concepto estd intrinsecamente
relacionado con la distribucion y la geometria de los datos. En lo siguiente, analizaremos
las propiedades que mencionamos en la introduccién para la profundidad PDI.

P.1. Invarianza Afin

Consideramos el caso finito dimensional. Si A es una transformaciéon lineal no
singular de R? y P4x es la distribucién de AX, en el caso d-dimensional, entonces
la propiedad de invarianza, i.e. D(Pax, Ax) = D(Px,x), no se cumple la para
cualquier medida y transformacion lineal biyectiva. Por lo tanto, buscamos una
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medida que sea invariante sobre algin subgrupo de transformaciones lineales no
singulares de R

D(PA)(,A.%') = /D(Ph(AX)a < h,Al‘ >)dQ(h)

= /P(< hyAX ><< h, Az >) (1 — P(< h, AX ><< h, Az >))dQ(h).

Si Q es la medida de Haar, D? = {2 € R? : ||2|| < 1} y Zypepey la funcién
indicadora sobre D¢

D(PAx,AiL‘) =
= /P(< hA", X ><< hA',z >) (1 — P(< hA", X ><< hA", x >)) Ljjepaydh.

Sea w = h'A, entonces,
D(PA)(,AJZ> =
_ /p<< W, X ><<w,x>) (1 - P(< w, X ><< w,x >)) | det(A™) Ijue iy duv.

Se puede observar que si det(A4) = +1 y deja fijo a D? se cumple D(Pyx, Ax) =
D<PX7 :C)

P.2. Maximalidad en el centro

Supongamos que P es centralmente simétrica respecto de 6. En particular, tene-
mos que para todo f € E/,

P(F(X~0) <0) = P(/(8-X) <0) = P(f(X) < [(6) = P(f(X) > f(8) = 5.
Luego,
D(Fy, £(8)) = P (F(X) < f8) P (F(X) > f(6)) = | para todo f € B

tomando su valor méximo y hace que D(P, ) se maximize.

P.3. Se anula en infinito
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Teorema 2. Supongamos que

supja =1 QLS f(z) < €} = O(e),
donde O(€) es una funcion tal que

lim  O(e) =0.

[|[| =00

Entonces,
lim D(P,z) =0.

[[z]|—=+o0
Demostracion. Sea e >0y M > 0. Sea z tal que ||z| > M.

D(P,x) =

P(f(X) < f(2))(1 = P(f(X) < f(2)))dQ(f)

[ gz PUCO 2 sdas
@)AQU) + [ Lpstza PUCO 2 £ al)AQ(S)

— =l

IN

T

IN

IN
e
>

V
=
=
=
©
=

Yrren<ad@() + | Lppzp>a PUAX) 2 2] f (—))dQ(f)

o]
< 0@+ [ Nnstea PUX) = el Ap)aQ)

< O(e) +

Usando el Teorema de la Convergencia Mayorada (Munoz y Blanco, 2002) dado
que si llamamos

Hu(f) = P(f(X) = Me).

Por lo tanto, Hy(f) < 1Vf € E.
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P.4.

P.5.

P.6.

Entonces,

lim P(f(X)ZMe)dQ(f):/ lim P(f(X)> Me) =0.

M —+o00 M—+o00

Luego, como € es arbitrario lim D(Py, f(2)dQ(f) < O(e) — 0.

Jall o0 =0

Monotonia respecto del punto mas profundo

Sea X un elemento aleatorio en E con funcién de probabilidad P con centro 0 y
r el

Seaa €[0,1] y fER,
fO0 =1 —=a)(z—=0)) = f(0) = (1 —a)f(z) - f(0))
y Py tiene centro f(6).
Luego,
D(Py, f(z)) < D(Py, f(0) = (1 =) (f(z) = f(0)) = D(Fy, f(0 = (1 — a)(z —0))).
La propiedad se obtiene de la monotonia de la integral.

Continuidad como funcion de z

Si Py tiene una distribucién continua, entonces por construccién tenemos que

D(Py, f(x)) = P(f(X) < f(z))P(f(X) > f(z)) es continua como funcién de z.
Es decir, (2,,)nen €s una sucesién en E que converge a .
Por lo tanto, f(x,) — f(x). Luego, D(Ps, f(z,)) — D(Pf, f(x)) paratodo f € E'.

Luego, por consecuencia del Teorema de Convergencia Mayorada

/ D(P;. f(2,))dQ(f) — / D(P;. f(2))dQ(f).

Continuidad como funcion de P

También se desprende del Teorema de Convergencia Mayorada y de la continuidad
de D(Py, f(z)) como funcional de Pj. Pues, si P* tiende a P en sentido débil
cuando k — oo, entonces PJ’? k—> P; para todo f.

— 00
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4.4.2. Propiedades Asintéticas

Por otra parte, Cuevas y Fraiman (2008) estudiaron el comportamiento asint6tico
de las medidas de profundidad empiricas. A continuacién presentamos dos teoremas
que muestran, respectivamente, la convergencia uniforme de la profundidad empirica y
la convergencia en probabilidad del punto méas profundo muestral.

Teorema 3. Sea {X;};>1 una sucesion de elementos aleatorios i.i.d en E. Entonces,

E(supsup |D(Py,, z) = D(P,z)[) —— 0,

PeP z€E n—+0o0

donde P es el espacio de funciones de distribucion en .
En particular, sup |D(P,,x) — D(P,z)| — 0 en probabilidad uniformemente en P.
€k

Demostracion. Recordemos que la medida de profundidad univariada de X estd dada
por

D(Py, f(X)) = P(f(X) < f(2))(1 = P(f(X) < f(2)),

donde Py es la distribucién de la proyeccién f(X) y F es la correspondiente distribucién
acumulada, es decir,

D(Py, f(X)) = F(f(2))(1 = F(f(x)7)).

La aproximamos empiricamente por

DBy, f()) = Fo(f(2))(1 = Fu(f(2)7)),

donde F,, es la distribucién empirica asociada de f(X),..., f(X,). Utilizando el resul-
tado obtenido por Massart (1990) para la desigualdad de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz
(ver Apéndice) tenemos que,

P(sup |[Fu(f(x)) — F(f(2))] > €) = P(v/nsup [Fu(f(x)) — F(f(2))] > V/ne)

el el
< 2exp (~2(v/e)?)
= 2exp (—2ne?),

si exp (—2ne?) < 1/2.
Esta cota es uniforme en F'.
Llamamos,

G=P(f(X) < fx)y G = P(f(X) < f(z)).

Y sus respectivas versiones empiricas,
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Gn = Fu(f(2)) y G, = Fu(F(2)7).

Entonces,

|D(Pg, f(x)) = D(Py, f(2))] (7)
= [Gu(1-G,) - (G1 -G
G,(1-G,)—(G1 -G )+ G G, — G G,
= |G, —-G+G (G-G,)+ G, (G —G)
< |G, =G+ GG -G, + GG =G|
< 3sup|Fy(u)) = F(u)]

En particular, la acotaciéon no depende de la x.
De la inecuacién (7) y por Borel Cantelli (James (2002)), se deduce que

sup E(sup [D(P, s, f(x)) — D(Py, f(x))]).

PecP z€E

La conclusion es directa por el teorema de convergencia mayorada.

Teorema 4. Supongamos que E = RY y se satisface

supja|=1Q1f 1 f(u) < e} = Ofe).

Entonces, si el punto mas profundo, xq, es unico y D(P,x) es continua en xq, entonces
Ton — o en probabilidad.
7 n—+4oo

Demostracion. Queremos ver que Z,, converge a o en probabilidad. Por los Lema 1 y
Lema 2 del Apéndice, basta ver que toda subsucesién tiene una subsucesién convergente
casi seguramente.

Por el Teorema 3, tenemos | &im D(P,z) =0.
x||—+00

Podemos suponer que Z,, estd contenida en un compacto de RY. Sea Tom, Sub-
sucesion, entonces tiene una subsucesion convergente c.s. a x; en el compacto. Por
comodidad y sin perdida de generalidad la llamaremos del mismo modo.

Por el teorema anterior, D(P,,,z) — D(P,z) uniformente en x y P, entonces
|D(P,,, Ton,) — D(P,z,)] — 0. Sumado a la continuidad de D(P,z) en xy y que tiene
un dnico maximo, entonces x, = .

[

El préximo resultado habla de la distribucién asintética de D (P, z) como estimador
de D(P,x).
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Teorema 5. Sea {X,};>1 una sucesion de elementos aleatorios con valores en E. Dado
z € B, supongamos que para todo f la funcion de distribucion de f(X) es continua en

f(z).
1.

Asumimos que el soporte de la distribucion Px de X es E y x € E satisface que

QUf : PUF(X) < f(x)) = %}) <1

Entonces,
o= //(pff’ —ppp)(1 = 2pp — 2ppr + Apspy)dQ(f)dQ(f') > 0,

donde, prpr = P(f(X) < f(2), f'(X) < f'(®)), pr = P(f(X) < [(z)) ypp =
P(f(X) < f'(z)).
Ademas,

Vn(D(P,,z) — D(P,x)) — N(o,0?),

n—-+0o0o

débilmente cuando n — oo, es decir, que la sucesion D,, = /n(D(P,,x)—D(P,z))

es asintéticamente normal con media cero y varianza o>.

Mds aun, teniendo en cuenta la desigualdad de Berry-Esseen (ver Apéndice) se

obtiene la siguiente cota,

sup |[P(D, < t) — @(t)| < Cva’n™'/2, (8)
t

donde ® es la funcion de distribucion acumulada para una distribucion normal
estdndar, v es una constante que depende de P y C es una constante universal.

Stz es tal que 0> =0 y Q({f : 0 < P(f(X) < f(x)) < 1}) > 0, tenemos que
n(D(P,,x) — D(P,x)) converge débilmente a una variable aleatoria & que es la
suma de variables aleatorias independientes X3 centradas. Mds precisamente,

52 i)\](zgz - 1)7

Jj=1

donde Z; : j > 1 son N(0,1) i.i.d. y los coeficientes \; son los autovalores del
operador lineal T asociado con nucleo h(z,y) especificado en la prueba.

Demostracion. Notamos F' la distribucién de f(x) y F,, la correspondiente distribu-
cién empirica. Usaremos F,(f(z))(1 — F,(f(z))) v F(f(z))(1 — F(f(x))) en lugar de
F.(f(x)(1 = F.(f(z7))) v F(f(x))(1 = F(f(x7))), respectivamente, en la definicién
de la profundidad simplicial dado que f(X) es continua en f(z) para casi toda f y la
diferencia D(P,z) — D(P,, z) usando las dos notaciones coincide a.s.
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1. Tenemos que
D(P,,x) =
= [ DRy Q)

N / ZI‘WX <s@}) 1__Zz{f<X )< ()} dQ(f).-

Observemos que

Zf{f x)<f@p) (1 —— Zf{f )<F@)}
- 1
= Zz{f(Xin(r) - E(Z Tis(xi)<f Zz{f < F(o)}

= —ZI{f D<f@) — 2} ZZI{M <t L)< f @)}

i=1 j=1
ZZI{f X)<f@)} — ZZI{f D<f@ YZir )< f()}-
i=1 j=1 =1 j=1
Sii=j
Lirxn<t@)?t — Ly <s@rLipx)<f@)}
= Tirxo<s@)y — Tyrxn<s@y)’
= Lipxo<f@} — Lypxy< @y = 0.
Tenemos

D(P,,x) =

= 3 > Tuo<sen — Lca<soy L) <s@)
i)

1 n
= = DTy = Ty <s@p):
i#]
Llamemos h* = [ Tt wy< @) (1 — Zip)<f@)3)dQ(f) y observando que

1 I |
nn—1) n2(n—1) n2(n—1) n?
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Nos queda,

D(Pn,fﬂ) WZ}L* X“X Zh* X“X
i#] zséj

Si definimos h(u,v) = M Entonces,

FZh X, X;),

i#]

es un U-estadistico con nicleo simétrico h (ver Apéndice). Ademaés,

Zh X, X;) Zh* Xi, X;)+h* (X5, X;) = %(Zn: h*(Xi,Xj)—i—Zn: (X, X

# g i#] A

hacemos un cambio de subindices en la segunda suma, j por i, y nos queda

Zh (X, X;) Zzh* (X5, Xj) = W (X3, X))

i#] 25 i#]

Luego,

D(P,,z) = FZh X, X;) Zh* (X5, X;).
1#£j Z#J

Se ve rapido que

W (u,v)| = /I{ﬂ )< £} (1 = Zip)<r@y)dQ(f) <

Por lo tanto,

Basta encontrar la distribucién asintética de

Zh Xi, X;) — D(P, ),
z#ﬂ
Usaremos el Teorema Central del Limite para U-estadisticos no-degenaros, ver el

Teorema A del Apéndice.
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Sea
hl(u) = E(h(u, X1>)

_ % / T < s (1 = P(F(X1) < F())dQ(f)

1

43 [ PUCR) < 1@ = Ty,

Veamos que se satisfacen las hipotesis

» E(h*(X1, X)) < oo dado que h < 1.
» hy(X) es insesgado ya que

E(h(X)) = /P(f(X) < f(@))(1 = P(f(X) < f(2)))dQ(f) = D(P,z).

= Debemos probar que ¢; = Var(hi(X)) es estrictamente positiva.

h(X) = D(P,z) = h(X)— E(h(X))
B %/@{f(x)ﬁf(f)} =) =pr) +05(Pr = L)< @) dQS).

Luego,

Var(hi(X)) = E([h(X) — E(h(X))]?)

= E(}l[/(z{f(XKf( =2 (L= ps) + (s — Tisx0<p@1)dQ(f)]?)
= 5, [ @ueossen —p0(1 = 1)+ pslos = Tyuosren)dQL)

< [ @nepon = 91 = 5) + pr oy = o spen)dQls)

~ g / / (Torson — 29 Tireoeron — 21— pr)(1 — B))dQ(FAQ(S)
(9)

=38 [ @sr<sr =20 Tgisr<an = 9)s (1 = p)QUIQUS)
(10)

= —I( / / (Zrreo<r@y — Pr) T oo<p@y — Pr) (A = pp)pp)dQ(f)dQ(f)
(1)

~ L / / (Tyosson — P Ty — PP )dQUNAQ(S).

(12)
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A continuacién desarrollaremos los términos (9), (10), (11) y (12).

El primer término (9) queda,

E(Zpx)<renZip <@y — Ly <s@Py — Prlypoo<r@y + o)1 —pp) (1 —ppr)

= (pyp — pspg — Py + 00 ) (1 —ps)(1 = pyr)
= (prp — pypy — p)(L = pg)(1 = pygr).

El segundo término (10),

E((Zreo<s@y — pr) @ — Zip o< @y)pr (1 — py)

= (pspy — pprpy — Py + 0ypp )Py (1 = py)

= (psps — pss)pp (1 = py).

El tercero término (11)

E((pr — Lo <r@n) Ty o< @y — pe)ps(L—pyr)

= (pypy —ppps — 0 — ff + 0050 (1 —Dpr)

= (pypy — prs)ps(1 = pyr).

Y por tultimo tenemos (12)

E((py — Zpoo<s@n) 0 — Zipx)<sr(2)y)) PPy

Sumando (9), (10), (1

Var(hi(X)) =

Es decir,

Var(hi(X))

= (pspy — Py — PyDy + Dy )PFDS
= (pgyr — pypy )PyDY-

1) y (12) queda

(prp —pypp)[(1 — Pf)(l —py) —pp(1 —py) —ps(L = pp) + prog
(prgr — pspp) [l = Py — Py +Pppp — Py + PpDF — Py + PyPyPIDS]
(prpr — pypgr)[1 — 2pf — 2pp + 4dpspy]

(prs = prpp) (1 = 2pg) (1 — 2pyr)

i / / (pry — pypp) (1 = 2p) (1 — 2pp)dQ(£)dQ(f')

E[(/(I{f<X><f<x>} —pp)(1 = 2pp)dQ(f))?] > 0.
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Esta cantidad es la que denotamos o2 en el enunciado del teorema, nos queda
ver que es estrictamente positiva. Si tenemos que o2 = 0.

/(I{f(X)<f(x)} —ps)(1 = 2pp)dQ(f) =0 cs.

Px({ye E: /I{f(y)éf(x)}(l —2pp)dQ(f) = /pf(l —2py)dQ(f)}) = 1.

Tomando z = 2z —y

Pe({z € B+ [ Tisernon(t —200dQ00) = [ 541 = 20a@(H =1,
entonces

Ja-2aain =2 s 20000 = [ -2p2i0i) -

Contradice que py # % con probabilidad positiva.

Por lo tanto, o2 es estrictamente positivo y el resultado sigue del Teorema
Central para U-estadisticos. La cota en (8) se sigue del Teorema B del
Apéndice y de Callaert y Janssen (1978). Este resultado requiere que o > 0
y ademds que E|h|> < oo. Se verifica en este caso ya que h es acotada. La
constante v es precisamente E|h|3.

2. Ahora, dado que 0% = 0, usaremos el Teorema C del Apéndice. Basta probar
que E(h*(X,Y)) > 0, donde X e Y son elementos aleatorios i.i.d en E.

E(R*(X,Y)) =
= iE / / Zireo<s@nZiso=s@y + Lo s i) X
X (LypozrenZirwsret + Lo <r @y i o>y dQ(f)dQ(f)
X i / / ElZyeozrenZymren + TymzsenTymsr@y) X
X (Lipeozra@nZypms @y + Lo @i s @) dQ(f)dQ(f)]-

Sean A = {f(X) < f(2)}, Ap = {f(X) < f'(z)} y notamos A® el complemento
del conjunto A. Podemos distribuir las indicadoras. Veamos el primer término de
dicha suma, quedaria

Lirx)< @ Liron> Ly )< @i o> @)}
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tomando esperanza y usando el hecho de que X e Y son independientes,
BTy x0<p@nTiroo<r @ EZip s panZiessen] = PANAp) P(ATNAG).

Resolviendo analogamente los otros términos nos queda,

B2(X.Y) = 5 [ [IPAnARPUASHAG )+ P44 PASI AL )RS

Ahora, fijados f, f' € {f: 0 < P(f(X) < f(x) < 1}:
Si P(A; N Ap) = 06 P(AS N AS) = 0 = P(A; N A%) > 0y P(ASN Ap) > 0.
Luego, E(h*(X,Y)) > 0.

]

Este tltimo resultado provee una base tedrica para el uso de proyecciones unidi-
mensionales. Cuesta-Albertos, Fraiman y Ransford (2007) han mostrado un resultado
similiar para espacios de Hilbert, algunas aplicaciones se pueden encontrar en problemas
de bondad de ajuste, estimadores de posicion y dispersion, etc. Esta es una generali-
zacion a espacios de Banach. En algin sentido, este resultado nos da una motivacion
para el uso del dual en la metodologia con la que se tratan los espacios de Banach.

Teorema 6. Sea E un espacio de Banach con dual E' separable y sea p una medida
Gaussiana no-degenerada en E' cuya distribucion coincide con la de ), G;f; donde
fi € E con >, ||fill* < 0o y G; son variables aleatorias i.i.d normales estdndar. Sean
P y M dos medidas de probabilidad borelianas en E y se cumple:

_1
= Los momentos absolutos, m, = [ ||z||"dP(x) son finitos con Y, . mn" = 00,
esta ultima condicion se conoce con el nombre de condicion de Carleman.

» Bl conjunto e(P,M) ={f € E' : Py = M} tiene medida positiva para .
Entonces, P = M.

Demostracion. Sea W =) . G, f; un proceso gaussiano no-degenerado con distribucién
i, donde G; normales estandar independientes y f; € E' (ver Proposicién 3.6 de Ledoux
y Talagrand (1991)). Para cada n > 1, sea §, =< fi,..., f, >, el minimo subespacio
cerrado que contiene a {fi,..., fu}, ySF =< fj: j=>n+1>.

Afirmo: |J,,», §» es denso en E'.

De otra forma tendriamos § = {J,~; §» # E’. Por el Teorema de Hahn-Banach, existe un
elemento U € E” tal que tomarfa el valor cero en §. Entonces, tendriamos ¥ (W) = 0, lo
que contradice que W es no-degenerado. Ahora para cadan > 1y g € ', consideramos
la g-seccién (P, M)? de e(P, M).
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e(PM) :={fe€Fn:f+9g€ETn}
Fijado n > 1, por el Teorema de Fubini,

PO Gifie =P M) = [ PO Gifi € =P M))duay)

n i=1

donde v, es la distribucién de »".° +1 Gifi- Dado que esta probabilidad es positiva,
existe g # 0 tal que

P(iGl'fl € €<P,M)g) > 0.
=1

Ademas,

P(Z Gifi €e(P,M)?) = P((Gy,...,G,) E{y €R": > _yifs € £(P, M)*}).

i=1
Tenemos que la medida de Lebesgue A, del conjunto {y € R™ : >y, f; € (P, M)%} es

también positiva. Como (P, M) es un cono, sigue que {y € R* : Y " v f; € e(P,M)"}
tiene medida de Lebesgue positiva para cada t € R — {0}. Por lo tanto, tenemos que,

Ant1{y € R™ Zyifi + Yns19 €E{f €E : Py = M;}} >0 (13)

=1

Finalmente, notando U1 = (fl(Xl)a ce 7fn<X1)7 g(Xl)) y U2 = (fl(X2)> ey fn(X2)7 g(XQ)),
donde X , X tienen distribucién Py M respectivamente, la ecuacién (13) se lee como

Ms1{y € R Py, = Pyy,} > 0. (14)

Usamos el Corolario 3.2 en Cuesta-Albertos, Fraiman y Ransford (2007) aplicado a
U, v a U,. Este resultado es andlogo al que queremos probar en este teorema para
distribuciones P and M € R? (con d > 2), que tiene dos requerimientos. El segundo
lo chequeamos en (14) al ver que el conjunto tenia medida de Lebesgue positiva y
el primero es ver que se satisface la Condicion de Carleman para Uy, es decir que, los

momentos absolutos de m,, := [ ||z[|"dP(z) son finitos y satisfacen que ) -, ma" = oo.

Definimos A = v/(3, I7ilP) v C = /(A% + 9] ¥ tenemos

Itnll = Q7 £2(X0) + g(X0))2 < QAP IR + lgl*1X:1%)2 = ¢l X

i=1 1=1
Luego, (E||U1||p)% < C’(E||X1||p)%, por lo tanto U; satistafe la condicién de Carleman.
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Por lo tanto, tenemos que U; y U, tienen la misma distribuciéon. En particular,
(f1(X1),- s fu(X1)) vy ([i(X2),..., fu(X2)) tienen la misma distribucién . Ademsds,
como | J,,»; 8n es denso en E' y los funcionales caracteristicos de X; y X5 son continuos
en la topologia del dual, tenemos que X tiene la misma distribucién de X5, i.e. P = M.

]
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5. Apéndice

5.1. Resultados previos
5.1.1. Desigualdad de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz

Sea F), la distribucién empirica de una muestra de variables aleatorias i.i.d. con
distribucion F.

P(v/n sup,(F,(z) — F(x)) > ) < Cexp(—2)\?),

donde C' es una constante no especificada (Dvoretzky, Kiefer and Wolfowitz 1956). Ma-
sart (1990) prueba que se puede tomar C' = 1 si exp(—2A?). En particular la inecuacién
es

P(vn sup,(F,(z) — F(x)) > \) < 2exp(—2A?).
5.1.2. Desigualdad de Berry-Essén

Sean {X;} variables aletorias i.i.d con esperanza ju y varianza o2 > 0,

sea n n
S — Zi:l Xi — E[Zi:1 Xi]
! Var[32_, Xi]

)

y sea G, (t) = P(S, < t). Entonces,
3
_ 33EX,

1
4 J3n§

sups |Gu(t) — (1) ¥,

donde ®(-) es la funcién de distribucién acumulada de una distribucién normal estandar.

5.1.3. U-estadisticos
Los siguientes resultados se encuentran en Serfling (1980).

Definicién 6. Sean X1, X, ... variables aleatorias identicamente distribuidas con dis-
tribucion F. Consideramos una “funcion paramétrica”® = O(F) para la cual hay un
estimador insesgado. Esto es, O(F) puede ser representado como

O(F) = Bp{h(Xi1, ... X))} = /.../h(ml,...,xm)dF(xl)...dF(xm),
para alguna funcion h = h(xy, ..., T,) que llamamos nicleo.

Observacion: Sin perdida de generalidad podemos asumir que h es simétrica. St
no, lo podemos reemplazar por un nicleo simétrico

1
Ezh(%l"“’xim)’
P
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donde ), denota la suma sobre todas las m! permutaciones (iy, ..., im) de (1,...,m).
Para cualquier nicleo h, el correspondiente U-estadistico para estimar 6 en base a la
muestra X1, ..., X, de tamano n > m se define promediando el nicleo h simétrico
sobre las observaciones:

1
Uy, =U(Xy,...,X,) = mZh(xil,...,xim),

donde ). es la suma sobre las <n
m
{1,...,n}.

Definicién 7. Consideremos un nicleo simétrico h(zxy,...,xm) con
Ep|h(X1,...,Xn)| < co. Definimos la funcion asociada

) combinaciones de m elementos {iy, ..., i,} de

he(xy, ... x0) = Ep{h(z1,. .., 2e, Xert, -, X)) }
para cada c=1,....m—1y h, = h.
Definicién 8. Consideremos un nicleo simétrico h(xy,...,x,,) satisfaciendo
Er{h*(X1,...,Xn)} < oo,
y he la funcion asociada. Definimos (y = 0 y para cada 1 < ¢ < m,
C=Varp{h (Xi,...,X.)}.
Observaciéon 4. 0 =(, < (4 < -+ < (= Varp{h} < oc.

Teorema A
Si Eph? < 0oy (; > 0 entonces

nz(U, — ) % N0, m2G).

La convergencia asintética de los U-estaisticos fue estudiada por varios autores, entre
ellos, Callaert y Janssen (1978), que obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema B
Siv=FE|h]* <ooy (; >0, entonces

N|=

sup PO =0) ) 0] < Co(m?c) Bnt,

l —_—
mGy

donde C es una constante absoluta.
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Teorema C
Si Ep(h?) < ooy ¢ = 0 < (,, entonces

d m( —1)Y

n(Un—U) S By,

donde Y es una variable aleatoria de la forma Y = 372 A;(x¥; — 1), y x; son variable
aleatorias independientes con distribucion chi cuadrado.

5.2. Demostracion de un Lema de medida

Lema 1. Sea {X,} una sucesion tal que X, —— X en probabilidad, entonces existe

n—-+o00

una subsucesion X, —— X casi sequro.
k—+o0

Demostracion. Tenemos que Vm > 0, lim P(|X,, — X| > —) = 0. Queremos que ver
n—-+oo m

que existe una subsucesién X,,, tal que P(X,, k—> X) = 1. Lo que es equivalente a
—+o00
ver que

VYm > 0, PUﬂ U {1xn, — X|<—})—1

k>N

Buscamos ny, tal que P(Q\(,, Uy ﬂkzN{\Xnk - X| < %}) =0.

PO N 1%, — XT < ) =

m N k>N

= PUN U X - X <)

m N k>N

< 2PN ULx - < ).

N k>N
. 1 .
Los conjuntos (J;s y{|Xn, — X| < 5.} son decrecientes cuando N crece.

ZPﬂUﬂXnk X|<— Z hm PU{|Xnk X|<—})

N k>N k>N
Mas aun,

N Utix, - X1 < 3= J{1X - X1 < ).

N=1k>N k>S

35



Entonces,

) 1
lim  P(|J{|Xn, — X| < E}) <
k>N

— N—+4o00
< 2P (1% X <))
k>N (m)
1
< ) Z ({1Xn, = X[ < 1
m k>N(m

Para algiin N que depende de m, N(m). Sea € > 0 y n; para que se cumpla que

PU{1X,, X < 1) < o

Podemos hacer esta eleccion porque X,, converge a X en probabilidad. Obtenemos

1 = €
k>N (m) k>N(m ) =1
Luego,
> Y PUIX, - X| < )< =
m m
m k>N(m) m m

Por lo tanto,

PO N (X~ X <)) >

m N k>N

Dado que la eleccién de ny es independiente del e arbitrario.

PO N H{I% - XI < - h =0

m N k>N

Lema 2. Sea {X,} una sucesion, X, —— X en probabilidad si y sdlo si cada

n—+oo
subsucesion {X,, } contiene una subsucesion {X,, } tal que X,,, —— X casi seguro.
v v k—+oo

Demostracion. Si X,, —— X en probabilidad y {X,,, } es una subsucesién, entonces

n—-+oo

Xn, —— X en probabilidad y por el lema anterior existe una subsucesién {X,, }

n—-+o0o
que converge a X c.s.

Reciprocamente, supongamos que toda subsucesion tiene una subsucesion que con-
verge a X c.s. y supongamos que X, no converge a X en probabilidad para obtener

una contradicecion.
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En ese caso, existe una subsucesiéon {X,,, }, § > 0y e > 0 tales que
P(|X,, —X|>¢) >0.

Pero, esta subsucesion deberia tener una subsucesién que converge a X c.s y por lo
tanto en probabilidad. Llegamos a una contradiccion.
O
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