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Introduccion

El objetivo de esta tesis de licenciatura es explorar la matemaética involucrada en un método de
registro de imdgenes médicas. El problema se enmarca en el area de anatomia computacional, en
la cual se conjugan técnicas matemaéticas de distintos campos, modelos tomados de la fisica y
por supuesto la implementacién computacional. En esta tesis trabajaremos esencialmente sobre
la tesis doctoral de Vincent Arsigny, INRIA, Francia, [1], y dos articulos derivados de ella,
[2, 3]. En ellos se propone un método para registrar imagenes y se desarrollan varios aspectos
del mismo: la viabilidad computacional del método (y sus ventajas con respecto a otros), la
matematica involucrada, asi como ejemplos de aplicacién. Nosotros nos concentraremos sobre el
aspecto matematico. Desarrollaremos la teoria necesaria para presentar el método, probaremos
la convergencia de algunos de los métodos numéricos involucrados, y daremos interpretaciones
geométricas.

Registrar imégenes es encontrar correspondencias entre las mismas. En el caso de imagenes
médicas se trata de imagenes 2D o 3D del cuerpo humano, como por ejemplo tomografias,
resonancias magnéticas, radiografias, etc. En este contexto, registrar una imagen que llamaremos
origen sobre otra que llamaremos objeto, consistira en transformar la imagen origen hasta que sea
lo mas similar posible a la imagen objeto. Es decir, buscamos una transformacion geométrica tal
que la imagen origen transformada y la imagen objeto minimicen cierto criterio de similaridad .S,
que serd una funcién escalar. En lineas generales, el problema de registrar imagenes querra decir
para nosotros encontrar, entre un espacio de transformaciones posibles, la transformacion que
minimice cierto funcional. En el primer capitulo precisaremos estas nociones. Ademas, daremos
un panorama de las aplicaciones médicas del registro de imagenes y del estado del arte en cuanto
a los métodos.

La opcién mas simple para registrar imagenes es trabajar con transformaciones rigidas o afines.
Estos espacios de transformaciones son grupos de Lie que pueden representarse como subvar-
iedades de R™*"™, Utilizando las propiedades de la exponencial de grupos de Lie, veremos en el
segundo capitulo de nuestra tesis como se pueden parametrizar estas transformaciones. El prob-
lema de registrar las imagenes se reducird entonces a encontrar el minimo de S sobre el espacio
de pardmetros.

Como las transformaciones rigidas y afines son insuficientes en muchos casos para asemejar las
imégenes, se recurre a transformaciones mas generales. En particular, en los trabajos menciona-
dos se propone una familia de transformaciones definidas como solucion de ciertas ecuaciones
diferenciales ordinarias. Dichas transformaciones combinan el efecto de transformaciones rigidas



o afines aplicadas sobre diversas partes de la imagen, de manera de obtener un difeomorfismo. En
el primer articulo, [2], se detalla la forma en la que se combinan estas transformaciones locales y
sus propiedades, mientras que en el segundo, [3], se propone una modificacién en la manera de
combinarlas, que mejora ciertas propiedades de la transformacion resultante. Desarrollaremos en
el tercer capitulo de nuestra tesis los aspectos involucrados de la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Veremos la teoria necesaria para garantizar existencia de solucién, las propiedades
de las soluciones y algunos métodos numéricos para aproximarlas. Mostraremos en particular
condiciones en las cuales no solo los métodos convergen a la solucién buscada sino también sus
derivadas a las derivadas de éstas. Ademd&s mostraremos en qué sentido estas transformaciones
generalizan a los grupos de Lie, y daremos interpretaciones dindmicas del efecto de combinar
campos vectoriales.

Finalmente en el ultimo capitulo describiremos el método de Arsigny detalladamente, funda-
mentando ciertos aspectos matematicos del mismo a partir de lo desarrollado en los capitulos
anteriores.



Capitulo 1

Registro de imagenes

Modelaremos una imagen como una funcién I de un cierto dominio espacial €) en los reales.
I1:Q—R

El valor de la funcién es en general el valor de intensidad de gris o de color en cada punto de
la imagen. Aunque la funcién en realidad solo estd definida sobre finitos puntos de €2, vamos
a utilizar un modelo continuo, es decir, vamos a suponer que estd definida sobre todo €2. De
hecho, supondremos ademas diferenciabilidad hasta el orden que requiramos, que en la préctica
se puede lograr interpolando con funciones suaves.

Trabajaremos con imagenes médicas, que son iméagenes de seres humanos adquiridas en contextos
clinicos, donde el valor de I representa caracteristicas del tejido que la imagen describe a las
cuales se le asigna significado metabélico. El dominio 2 puede ser tridimensional  C R3, o plano
Q) C R? segtin el tipo de imagen, pero en todo caso serd acotado (e incluso podemos asumir que
es compacto). No estamos considerando aqui videos, que incluyen la variable temporal (eg.
ecografias). Llamaremos modalidades a los distintos tipos de imagenes médicas (tomografias,
resonancias, etc), en donde la interpretacién fisica y el rango de los valores de I es distinto para
cada modalidad.

Las imagenes médicas son particularmente importantes en el estudio de neurociencias. El cerebro
es un érgano de funcionamiento muy complejo y muy sensible. Es importante siempre que se pue-
da, que los estudios del mismo, el diagnostico de enfermedades y la planificacién de tratamiento
se hagan de manera no invasiva y para eso las imagenes son fundamentales.

Registrar dos iméagenes consiste en encontrar correspondencias espaciales en estructuras anatémi-
cass de la “mejor manera posible”. Dependiendo del tipo de registro, se puede o no asumir que
existe una correspondencia perfecta. Por ejemplo, esta hipotesis puede ser realista si se quiere
registrar dos imdagenes de la misma modalidad del mismo sujeto, pero no necesariamente si
las imégenes son de modalidades o sujetos distintos (sobre todo si tienen distinta dimensién).
En lineas generales se supone que existe una transformacion preferencial dentro de la familia
de transformaciones con las que se trabaja, con la cual la correspondencia es la mejor posible
aunque no siempre es perfecta. Si suponemos esta hipdtesis, el registro puede describirse de la



siguiente manera:

Dadas dos imégenes I y J definidas sobre dominios Q y ', registrar la imagen J (que llamaremos
imagen origen) sobre la imagen I (que llamaremos imagen objeto) es hallar, dentro de una
familia § establecida de transformaciones geométricas, una transformaciéon 7' : Q — @’ tal que
las imagenes I y J o T sean lo mas parecidas posibles segin algun criterio de similaridad 5, es
decir hallar

T = argmin S(I,JoT'), osea S(I,JoT)<S(,JoT'), VI'€g.
T'e§

La funcién S es menor cuanto més parecida son las imagenes (en realidad es m&s bien una
medida de diferencia, no de similaridad; algunos autores usan medidas de similaridad S que se
maximizan en vez de minimizarse).

Elegir criterios de similaridad y familias de transformaciones adaptadas a los distintos tipos de
imagenes y a los distintos propositos del registro, asi como estrategias de optimizacién es una
tarea compleja. La mayoria de los trabajos publicados en el drea proponen formas de registrar
imagenes adaptadas a algin problema particular, en general incluyendo una implementacién
computacional del método. La necesidad de que los métodos propuestos sean verdaderamente
aplicables fuerza a que los mismos tengan estrategias numéricas estables y répidas (en cuanto a
complejidad). El objetivo de esta tesis es describir uno de estos métodos propuesto por Vincent
Arsigny como parte de su tesis doctoral [2]. La contribucién pricipal del mismo es proponer un
tipo de transformaciones. No es un método de registro en si, a pesar de que en [3] se aplica a casos
concretos de registro a modo de ejemplos. En realidad se trata de dos familias de transformaciones
relacionadas: las transformaciones poliafines y las polirigidas, y de una mejora de las mismas, las
transformaciones log-euclideanas poliafines y log-euclideanas polirigidas.

En este capitulo mostraremos en forma general un resumen de los distintos aspectos del area de
registro de imagenes médicas, asi como algunas aplicaciones principales.

1.1. Modalidades

Los distintos aparatos que se usan para la obtencién de imdgenes (cada vez mas variados con el
avance tecnolégico) producen imégenes distintas. Pueden ser 2D o 3D, color o blanco y negro,
en distintas escalas y resoluciones. Incluso, algunos aparatos como por ejemplo un resonador
magnético, pueden producir méds de una modalidad de imagen (T1,T2,T2* BOLD, etc). Las
modalidades pueden ser divididas en dos categorias principales: anatémicas y funcionales.

Las de tipo anatémico reflejan principalmente caracteristicas morfolégicas. Entre ellas encon-
tramos Rayos X (RX), Tomografia computada (TC), Resonancia magnética (IRM de tipo T1,
T2 y T2*), Ultasonido (US), fotografia de cortes histolégicos.

Las de tipo funcional dan informacion del metabolismo de la anatomia que describen. Por ejemp-
lo: Tomografia computarizada por emision de fotén tnico, tomografia por emisién de positrones,
Resonancia magnética funcional (IRMf).
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1.2. Tipos de registro

El registro de imédgenes puede dividirse en las siguientes categorias: Intra-sujeto vs. inter-sujeto:
Intra-sujeto es entre dos imagenes del mismo individuo e inter-sujeto entre imagenes de distintos
individuos. Monomodal vs. multimodal: monomodal son imégenes de la misma modalidad, y
multimodal imagenes de modalidades distintas.

Estas categorias se combinan y dan distintas posibilidades.

1.3. Para qué registrar imagenes

1.3.1. Segmentaciéon

Cuando un especialista observa una imagen médica, por ejemplo de cerebro, su conocimiento de
la anatomia del cerebro le permite identificar las distintas partes del mismo en la imagen que
estd viendo. ;Cémo sabe el médico qué partes de la imagen representan qué partes del cerebro?
Debido a su fomacién, que le permite conocer como es un cerebro tipo, y que a lo largo del
tiempo vio muchos ejemplos (en vivo, en atlas de anatomia, etc.). Por consiguiente, la operacién
mental que hace al ver una imagen nueva, es asociarla con las que ya conoce, estableciendo
correspondencias entre las partes. En un lenguaje mas formal, encuentra transformaciones ge-
ométricas que convierten las imagenes que tiene en su memoria en algo similar a la nueva imagen
que esta viendo. O viceversa, encuentra transformaciones geométricas que deforman la imagen
nueva en una conocida.

Al proceso de distinguir las partes de una imagen lo llamaremos segmentacion. Lo descripto en el
parrafo anterior es un ejemplo de este proceso hecho por un profesional. ; Puede una computadora
emularlo? Para eso deberia contar con imédgenes modelos de la anatomia que quiere describir. A
una imagen de estas caracteristicas la llamaremos atlas. El paso siguiente seria hacer un registro
de uno de estos atlas sobre la imagen objeto. Una vez encontrada la deformacién geométrica que
mejor “alinea” el atlas con la imagen objeto, podemos considerar que le aplica esta deformacién
a las partes distinguidas del atlas. Las nuevas partes que quedan distinguidas ahora en la imagen
objeto, son, idealmente, las correspondientes en la anatomia que la imagen respresenta. También
se puede proceder al revés, registrando la imagen sobre el atlas.

1.3.2. Creacion de atlas

En principio un atlas tendria que ser una imagen de buena calidad de cierta anatomia (cerebro,
columna vertebral, corazén, etc.) en un individuo medio relativo a una poblacién (por supuesto
no siempre corresponde el mismo atlas para poblaciones de ninos que de adultos, de hombres
que de mujeres, etc.) y con sus distintas partes bien distinguidas. Ahora, ;qué es un individuo
estadisticamente promedio? Puede que ningin individuo del que se tengan buenas iméagenes
tenga una anatomia representativa de toda una poblacién en todos sus aspectos. Esto sugiere
otra posible aplicacién del registro de imagenes: construir un atlas a partir de iméagenes de
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una poblaciéon de individuos. Hay muchas estrategias propuestas para esto en la literatura que
requieren registrar imagenes, por ejemplo [4].

1.3.3. Combinacion de modalidades

El registro en el mismo sistema de coordenadas de dos imagenes de un mismo paciente (por
ejemplo IRM y TC) permite ver en simultdneo la informacién que aportan. Por ejemplo, se
utiliza en el planeamiento de una neurocirugia.

1.3.4. Registro en vivo

Cuando se planea una cirugia, se toman imagenes del paciente en las semanas previas a la
intervencion. Mediante métodos de tratamiento de imagenes se puede reconstruir informacién
anatémica importante que no se ve a simple vista. Por ejemplo en una neurocirugia en la que
se busca remover un tumor, es importante que durante la intervencién no se danen tejidos
claves del cerebro como por ejemplo las fibras de materia blanca. Mediante un tratamiento de
imédgenes se puede detectar estas fibras a partir de una resonancia magnética preoperatoria.
Ahora bien, durante la ejecucién de la cirugia, la forma del cerebro cambia como producto
de cambios de presion dentro del craneo. Si el quiréfano cuenta con un resonador, equipo de
ultrasonido, cdAmaras de video u otros dispositivos, se pueden tomar iméagenes durante la cirugia.
Registrando, la imagen preoperatoria con estas imégenes en vivo se puede estimar la posicién
de dichas fibras u otros objetos de interés. Asi, el cirujano puede tener en vivo una idea de la
localizacién de estructuras importantes que tal vez no se perciban a simple vista.

Observamos que esta técnica requiere realizar el registro particularmente rapido. Se necesitan
no solo buenas computadoras, sino métodos de registro de bajo costo computacional, e.g. [22].

1.3.5. Deteccién de cambios

Registrar imégenes de un mismo sujeto hechas en distinto momento permite hacer un seguimien-
to de los cambios que se producen en su anatomia. Por ejemplo, estudiar la evolucion de en-
fermedades (por ejemplo el mal de Alzheimer), envejecimiento, o cambios producidos por una
cirugia.

1.3.6. Reconstruccion tridimensional

Una de las maneras de digitalizar una anatomia tridimensionalmente, en particular un cerebro,
es a partir de cortes histolégicos: cortes planos de mucha precisién (pocas células de espesor).
Las iméagenes obtenidas dan mucha informacién de los tejidos a nivel molecular y a partir de
ellas puede lograrse una imagen 3D del objeto de muy alta resolucién.

Debido al poco espesor de los cortes, las imédgenes de un corte y el siguiente deberian ser muy
parecidas. Ahora, en el proceso de obtener los cortes, aplicarle quimicos (para conservarlos y
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distinguir los distintos tipos de tejidos) y ponerlos entre dos vidrios, se producen pequenas
deformaciones locales que llamamos artefactos. Hay dos posibilidades entonces para alinear los
cortes y corregir artefactos: registrar cada imagen con la siguiente, o registrarlas sobre una
imagen 3D de menor precisién (obtenida por otros métodos: IRM, TC) del objeto previo a los
cortes, e.g. [9, 8].

1.4. Familias de transformaciones

Las familias de transformaciones que se usan para registrar las imagenes son de distintos tipos.
Tienen propiedades distintas y distintos trasfondos a nivel teérico. En todos los casos, una trans-
formacién tiene asociada una cantidad de variables reales que la determinan. Algunas familias
de transformaciones requieren muchas variables mientras que otras requieren pocas. Al nimero
de variables necesarias se lo suele denominar en la literatura grados de libertad. En el principio
del espectro tenemos las transformaciones rigidas y afines que requieren pocas variables para
representarlas.

1.4.1. Transformaciones rigidas y afines

Son transformaciones de la forma T4 j(x) = Az+b donde A es una transformacion lineal inversible
(afines) o una rotacién (rigidas). Son muy ttiles en registros intra-sujeto monomodal donde se
puede asumir que el paciente no sufrié modificaciones en su anatomia entre una imagen y la
otra, y que las diferencias entre las mismas se atribuyen a la posicién del paciente con respecto
al aparato, la escala de la imagen o deformaciones lineales propias del aparato.

Si por ejemplo, se trata de un registro 3D —3D (o sea Tap : Q@ — Q' con 2, C R3), requerimos
en principio 9 pardmetros escalares para la matriz A y 3 para el vector b. Es decir, buscamos el
minimo de

s(A,b) =S, Jo0Tay)
sobre R o un subconjunto. Ahora, el conjunto de transformaciones afines y el de transforma-
ciones rigidas (sin reflexiones) son grupos de Lie, Aff(3,R) y SE(3,R). Es decir que estamos
optimizando un funcional sobre un grupo de Lie G que actiia sobre R3. O sea, buscamos

g = argmin S(I,J o g).

geG

Para G = SE(3,R), segin lo desarrollaremos en la Seccién 2.5.3, podemos parametrizar los
elementos R € G via la exponencial (que es sobreyectiva),

0 -r, T
AT‘ v 4 3
R =-exp 0 0 con A, = T, 0 -—-ry y v € R,
—Ty Tz 0
donde r = (ry,7ry,7.) =0 -v; € R3, con § € Ry que indica el 4ngulo de rotacién y [lv1| = 1 su

eje. Por lo tanto dim(G) = 6. Para tener una biyeccién debemos restringirnos a rotaciones de
angulo menor que 7.
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En el caso de registro inter-sujeto, no suele ser realista asumir que la transformacién necesaria
es solo rigida o afin porque se trata de anatomias esencialmente distintas. En esos casos se usan
transformaciones més generales que en la literatura se las suele llamar no rigidas. Describiremos
ahora algunas de esas transformaciones clasificindolas en términos de la teoria que tienen de
fondo.

1.4.2. Modelos fisicos

Una manera de explicar las transformaciones que llevan a diferencias entre una imagen y otra, es
pensar en las propiedades fisicas del material que compone cierta anatomia. Esto tiene particular
relevancia en el caso de registro intra-sujeto. Por ejemplo la deformacion ocurrida en un paciente
de antes a después de una cirugia cerebral esta relacionada con cambios en la presién dentro del
craneo. Las transformaciones estdn basadas en distintos fundamentos fisicos. Los principales son
teoria de fluidos viscosos[18], dptica[ll] y elasticidad de materiales[6].

1.4.3. Interpolaciéon y aproximacién

Dada una grilla de puntos {z;} en el dominio € de la imagen objeto, queremos asociarles puntos
{y;j} en Q' e interpolar con funciones de cierta familia de funciénes en el resto de los puntos.
Dentro de las familias de transfomaciones posibles para interpolar se destacan las que se obtienen
a partir de un conjunto de funciones base. Lo que hacemos es considerar una combinacion genérica
de ciertas funciones base de nuestra familia,

T)\($) = Z Ti(x’p’ {'Ij}’ {yj})a

i=1

donde cada funcién depende de los puntos de la grilla {z;}, de sus imédgenes {y;} y de un vector
de parametros p que las caracteriza. La funcién resultante depende de todos los pardmetros
que representaremos como un vector A. El registro consiste en encontrar la combinacién éptima
de funciones base ajustando los parametros en un espacio A de parametros. Es decir, hallar el
minimo de la funcién s : A — R definida como

s(A) :=S(I,J o Ty). (1.1)

Por lo tanto, se busca otimimizar una funcién escalar sobre algun subconjunto de R* con alguna
estrategia de optimizacién. El problema principal que tenemos, es que s suele tener muchos
minimos locales, y las estrategias de optimizacién no nos garantizan a priori hallar el minimo
global. Para simplificar la optimizacién se suele fijar los puntos {z;} en una grilla regular y
optimizamos sélo sobre los {y;}.

La combinacién T de funciones base puede buscar interpolar (en general de forma aproximada)
los puntos {(z;,y;)} o hacer una mejor aproximacién tipo cuadrados minimos. Algunos de las
familias de funciones son: B-splines , funciones radiales (por ejemplo Thin-Plate splines) [15]
[13], y wavelets (andlisis armoénico)[20]. Por ejemplo, en el caso de funciones radiales, tomamos,
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para cada punto z; de la grilla, una funcién f;(x) = w; g(||x — z;||), donde g toma valores en R~
y decrece rapidamente cuando nos alejamos de 0. Si g(0) = 1, armamos la combinacién

n
T(x) =Y filx)y,
i=1
con los valores de w; elegidos para minimizar > i, |7 (x;) — yi||%.

1.4.4. Combinacion de afines

Aunque las transformaciones afin o rigida no sean adecuadas en algunos casos para el registro
de imagenes, se puede utilizar combinaciones de transformaciones locales afines o rigidas locales
(de hecho, si lo que se busca es una transformacién diferenciable es, de hecho, infinitesimalmente
lineal). Hay varias formas de hacer esto. Una opcién es dividir el dominio en partes y hacer un
registro lineal dentro de cada parte. Sin embargo lo méas probable es que haya problemas en
el contorno de las partes (no se peguen de manera continua). Para solucionar esto se define la
transformacion en cada parte y se suaviza la transformacion total (por ejemplo convolucionando
con Gaussianas). Para poder dar cuenta tanto de las deformaciones globales como las locales se
puede usar un método multiresolucién: primero se registra con el dominio entero sin segmentar
y se guarda la imagen modificada como nueva imagen a registrar. Luego se divide en partes el
dominio, se registra por partes, y se suaviza. Se divide cada parte en partes mas pequenas y se
itera el procedimiento. Otra posibilidad es hacer una combinacién de transformaciones afines o
rigidas cuyos coeficientes sean funciones suaves, lo que garantiza la suavidad de la transformacién
resultante (lo veremos més en detalle como preliminar de las transformaciones polirigidas y
poliafines). Las transformaciones que estudiaremos en esta tesis estdn estrechamente vinculadas
con estas ideas.

1.4.5. Difeomorfismos

Las familias de funciones mencionadas hasta ahora en lineas generales no garantizan la invertibil-
idad de las transformaciones. Esto es un problema, ya que nos gustaria que registrar la imagen
J en [ sea equivalente a registrar I en J, es decir, nos gustaria que la transfomacion Ty 17
sean mutuamente inversas (observemos que esto es més fuerte incluso que pedir que cualquiera
de ellas sea inversible). Esto es importante por ejemplo, a la hora de hacer estadisticas en las
deformaciones. Ademads quisiéramos que tanto la transformacién como su inversa preserven la
topologia (que manden sectores conexos de una imagen en sectores conexos de la otra, superficies
en superficies, curvas en curvas, etc), y sean suaves. Es decir, queremos que la transformacién
sea un difeomorfismo. Esto no esta garantizado en principio por los métodos descriptos anterior-
mente (salvo algunos métodos con fundamentos fisicos que nombraremos més adelante). Pueden
agregarse estas restricciones a la hora de buscar la transformacion 6ptima, agregandole factores
al funcional que penalicen la no invertibilidad o la no suavidad de la transformacién y su inversa,
e.g. [7, 12]. Esto no garantiza que T7; o T;; = Id pero por lo menos que sea lo més semejante
posible.

15



Sin embargo, se puede trabajar directamente con familias de difeomorfismos y hay una tendencia
fuerte en esta direccion en la comunidad. Una opcién es obtener flujos de difeomorfismos que
surgen como solucién de ecuaciones diferenciales. Algunos métodos estén basados en fundamentos
fisicos, e.g [19]. Otros, como el que describiremos en esta tesis, son puramente matematicos.

1.5. Medidas de similaridad

Existen en la literatura distintas medidas de similaridad para comparar imédgenes. La eleccién
de una u otra depende del tipo de registro. En [16] se formaliza la eleccién de una medida de
similaridad como un problema de estimador de méaxima verosimilitud. Citaremos dos de ellas
como ejemplo:

= Informacién mutua: Se basa en comparar la informaciéon que cada imagen contiene en el
sentido de teoria de la informacion. Es particularmente tutil para registro multimodal, ya
que en ese caso los valores numéricos de una imagen o la otra tiene distinta interpretacién
y no tendrian por qué coincidir. Por ejemplo si una imagen es color y la otra es blanco y
negro, o sobre todo si las imagenes no son de la misma dimension.

= Distancia L9 entre las imagenes:

S(I,.J) = / (I(z) — J(x))* da

Q

Se usa especialmente en registracion monomodal. Lo formulamos en el modelo continuo a
fines tedricos pero en la practica la integral es una suma finita sobre los pixels de la imagen.
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Capitulo 2

Grupos y Algebras de Lie

Como vimos en el capitulo anterior, las mas simples de las transformaciénes usadas en registro
de imagenes son las transformaciones afines y rigidas. Estas familias de transformaciones forman
grupos de Lie y estudiaremos en este capitulo como parametrizar algunos grupos de Lie de
interés. Definiremos los grupos y algebras de Lie, mostrando su relacion y daremos ejemplos.
Ademss, la teoria de grupos de Lie nos servird como introduccién para el estudio de grupos mas
generales de difeomorfismos que veremos en el capitulo siguiente. En la ultima seccién de este
capitulo veremos algunas nociones de medias en grupos de Lie, que seran la motivaciéon para la
familias de trasformaciones Poliafines Log-euclideanas que veremos en el ultimo capitulo.

2.1. Subvariedades de R"

2.1.1. Espacio tangente via derivaciones y via curvas

Se recuerda que si M es una variedad diferenciable sobre R de dimensién k, una funcién f :
M — R pertenece a C*™°(M) si f o ¢~! es infinitamente diferenciable (también diremos suave)
para toda carta ¢ : U — RF. Una derivacién de M en p € M es una transformacién R-lineal
D : C*(M) — R que cumple la regla de Leibniz, es decir

D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(9),¥ f,g € C=(M).

El conjunto de todas las derivaciones D de M en p, que tiene una estructura natural de R-espacio
vectorial, es el espacio tangente T, M. La unién disjunta de todos los T,M para p € M es T'M,
que tiene a su vez una estructura de variedad diferenciable.

Hay otra definicién equivalente del espacio tangente, con clases de equivalencia de curvas: Sea
¢ : U — RF una carta, donde p € U abierto. Decimos que una curva o : (—¢,e) — U es C™ (o
suave) si poo : (—¢, €) — R¥ lo es. Consideremos el conjunto de todas las curvas suaves (definidas
en (—e, €) para algin € > 0) tales que 0(0) = p. Podemos definir una relacién en este conjunto
del siguiente modo: 01 = 09 < (9 0 01)(0) = (¢ 0 02)'(0). Es facil ver (usando la regla de la
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cadena usual de R™) que esta definicién no depende de la carta elegida y que es una relacién de
equivalencia. Las clases de equivalencia de tales curvas ¢ se notan [o] y constituyen un espacio
vectorial. Las operaciones vectoriales pueden definirse a partir de la definicién, pero también se
heredan de manera natural si mostramos la equivalencia con la otra definicién. La equivalencia
entre ambas definiciones esta dada por asociarle a cada clase de equivalencia de curvas por el
punto p € M, una derivacién D, definida por:

Dado p € U abierto y f € C®°(U), D,(f) = (foa)'(0)

La buena definicién asi como la inyectividad de esta asociacion resultan triviales. Reciproca-

mente, dada una derivacién D en p, y una carta ¢ = (z1,...,x;) : U — RF, con p € U, podemos
definir una curva o(t) = = (tD(x1),...,tD(z})) para t € (e,¢) para algiin e suficientemente
chico.

Para nosotros, un vector tangente v € 7T, M tendrd ambas interpretaciones y usaremos una u
otra segun el caso. Por ejemplo, para definir el corchete de campos, pensamos a los vectores
como derivaciones, aunque tambien se lo puede calcular, en un punto, en término de curvas.

Supongamos ahora que tenemos una funcién diferenciable F' : M — N entre dos variedades.
Dado p € M, podemos definir una transformacion lineal d,F' : T, M — Tpp)N:

Usando la versién con curvas, dada o : (—€,€) — M curva por p,
dpyF([o]) = [F o o].
Con la definicién por derivaciones, dada una derivacién D € T,M y dada g € C*°(N), definimos
dpF'(D)(g) = D(g o F).
En particular, si consideramos un intervalo I C R, como variedad diferenciable, tenemos que su

0
espacio tangente T3,/ es de dimension 1 y estd generado por la derivacién — . Es decir, hay

t=to

0
una base natural para T3,/, y podemos identificar cada tangente con R: A g — A. Ahora,
t=to

si tenemos otra variedad M y una funcién v : I — M, la aplicacion lineal dyy : Ty I — Ty 1) M,
queda definida por

@G| =g sen="F0 e
0

Definimos entonces 4 : I — T'M como 5(ty) = (dtov)(a ). En particular esto extiende la
t=to

definicién de vector tangente a una curva para todo valor de ¢ y la derivacién 4(0) corresponde
con la clase de curvas [v].

2.1.2. Subvariedades

Si M una variedad diferenciable, N C M es una subvariedad de M si la inclusiéon i : N — M es
diferenciable y cumple:
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» dyi:T,N — T,M es monomorfismo para todo p € N.

= N tiene la topologia de subespacio.

En nuestro caso vamos a trabajar con subvariedades de R™. Si vemos a R"™ como variedad,

tenemos una carta trivial que es la identidad. Ademas, T,R" = ( )i<i<n. Luego, tenemos

31‘2‘
p
un isomorfismo lineal entre T,R™ — R™ dado por

= (ay,...,an),

que hace a cada tangente isomorfo a R™. Visto via curvas, si tenemos [o] € T,R", esta clase de
equivalencia estd caracterizada (usando la carta id) por ¢/(0) € R™. Si miramos con cuidado la
equivalencia de las dos definiciones de tangentes, el mismo isomorfismo lineal que expresamos
con derivaciones, se traduce en la aplicacién:

[o] = &’(0).

Si ahora tomamos una subvariedad M de R"™, la inclusion i nos da el monomorfismo lineal

dyi : T,M — T,R".

Si identificamos T, R™ con R", la imagen d,i(7,M) es un subespacio vectorial de R" de la misma
dimensién que T, M (que es la dimensién de M ). Es decir, podemos ver a los vectores tangentes a
M en p como elementos de R", y los espacio vectoriales T, M como subespacios de R". Via curvas,
se tiene que dpi([o]) = [ioo]. Pero la curva i oo no es mas que ver la curva o con codominio R,
Podemos escribir o(t) = (o1(t),...,0,(t)). Identificamos entonces [o]| con ¢’(0) € R™.

Si ahora tomamos una curva v : I — M definida en un intervalo I, podemos decir que %(t) €
TyyM C R via la identificacién. Si miramos con cuidado las definiciones veremos que (%)
resulta ser simplemente el tangente a la curva 7 (con codominio R™) en el sentido usual:

Y1) ='(t) = (n (1), -, 7(1).

2.2. Grupos de Lie

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable equipada de una estructura de grupo tal que
las operaciones resultan diferenciables.

Definicién 2.2.1. G es un grupo de Lie (real) si (G, ) es un grupo que es también una variedad

diferenciable sobre R, tal que multiplicar e invertir:
m:GxG—=G, (g,h) — gh e inv:G—>G, grg!

son funciones diferenciables.
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Observacion 2.2.2.

1. Componiendo la multiplicacién con las inclusiones de G en G x G, obtenemos tambien
que multiplicar a derecha y multiplicar a izquierda por un g € G,

Ly:G— G, hwgh y Ry:G— G, hw hg
son diferencibles, Vg € G.

2. Que la multiplicacién e inversion sean diferenciables es equivalente a la diferenciabilidad
de
a:GxG =G, (g,h)—ght.

Observacion 2.2.3. Desde un punto de vista filoséfico, se pueden pensar los grupos de Lie
como familias “continuas y suaves”’de transformaciones de un objeto geométrico, a pesar de
que la definicién de grupo es axiomatica y no requiere que se trate de transfomaciones. En los
ejemplos que nos interesan, se trata explicitamente de transformaciones geométricas de R™.

Otra caracteristica que esta implicita en la definicién es que al darle estructura diferenciable,
estamos trabajando con grupos que localmente son como un espacio vectorial de dimension finita.
Mas adelante en esta tesis, trabajaremos con transfomaciones mas generales, que no admiten
modelos locales de dimensién finita.

Ejemplo 2.2.4.

1. (R™, +) es un grupo de Lie con la estructura diferenciable usual.

2. Todo espacio vectorial V de dimension finita es una grupo de Lie con la suma. La estructura
diferencial la hereda de ser isomorfo a R" con n = dim(V) ( cualquier isomorfismo da la
misma estructura diferencial). Las operaciones de suma y opuesto resultan trivialmente
suaves con esa estructura.

3. C* = C~ {0} es un grupo de Lie con el producto de C. Es un grupo, que visto como abierto
de R? hereda su estructura diferenciable. Ademés el producto y la inversa en coordenadas
de R? tienen la forma

I / .y / = )
(a,b) - (d', V) = (ad — bV, abl +bd’) y  (a,b) 1—W’

y por lo tanto son suaves.

4. GL(n,R), el grupo de matrices inversibles es un grupo de Lie con la composicién. Como
GL(n,R) C R™ ™ es abierto, hereda su estructura diferenciable (R"*™ es un espacio vec-
torial y por lo tanto tiene una estructura diferenciable que lo hace isomorfo a ]R"Q). Si
consideramos el producto en coordenadas, su expresion local resulta un polinomio en cada

1
coordenada y por lo tanto suave. Usando la férmula A~1 = det(4) Adj(A), vemos que la in-
e

versién en coordenadas locales es una funcién racional en los coeficientes con denominador
nunca nulo y por lo tanto suave.

20



5. El grupo Aff(n,R) de las transformaciones afines inversibles de la forma
A:R"=R", £—=Ti+7

con ¥ € R" y T € GL(n,R), es un grupo de Lie. Es claro que es un grupo y veremos luego
que tiene una estructura diferenciable.

2.2.1. Subgrupos de Lie

Definicion 2.2.5. Sea G un grupo de Lie. Decimos que H C G es un subgrupo de Lie si se
cumple que:
= es un subgrupo,

= es una subvariedad.

Obiamente vale lo siguiente:
Proposicién 2.2.6. Todo subgrupo de Lie es un grupo de Lie (con las operaciones heredadas).

Ejemplo 2.2.7. 1. Si V es un espacio vectorial (grupo de Lie con la suma) y W C V es un
subespacio, entonces W es un subgrupo de Lie

2. 81 C C* es un grupo de Lie como subgrupo de Lie de (C*,-). Ademas la funcion N : C* —
R\ N(z) = ||z||? es diferenciable, y tiene a 1 como valor regular. Como S* = N=1({1}), el
teorema del valor regular nos dice que es una subvariedad de C*.

3. Todo subgrupo abierto de un grupo de Lie es un subgrupo de Lie.

Otros ejemplos destacados son ciertos subgrupos de GL(n,R) que llamaremos subgrupos cldsicos.
Algunos ejemplos de estos son:

El grupo ortogonal: O(n,R) ={M € GL(R"): MM!=1d,}.
El grupo especial lineal: SL(n,R) ={M € GL(R") : det(M) = 1}.
El grupo de rotaciones: SO(n,R) = O(n,R)N SL(n,R).

Para los efectos de esta tesis nos interesa el iltimo ejemplo SO(n,R) en particular para n=2y
n=3. Veamos que es un grupo de Lie:

O(n,R) es subvariedad ya que Id,, es un valor regular de la aplicacién g : R™*"™ — R™*" .
B(M) = MM?! (ver) y es claro que es subgrupo. Por lo tanto es un grupo de Lie. Ahora, la
funcién det, restrigida a O(n,R), vale +1. Por lo tanto, el subconjunto de O(n,R) de matrices
con determinante 1 es preimagen de un abierto, por ende abierto, y por lo tanto subgrupo de

Lie de O(n,R).
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2.2.2. Morfismos

Definicién 2.2.8. Un morfismo de grupos de Lie es un homomorfismo de grupos que ademas es
diferenciable. Un isomorfismo de grupos de Lie, es un isomorfismo de los grupos que es ademés
un difeomorfismo.

Las aplicaciones siguientes son morfismos de grupos de Lie

1. V de dimensién n es isomorfo a R™ (como se ve del ejemplo 2).

2.

n 1 v
R"™ - GL(n + 1,R), vr—><0 Idn>

donde el 0 en la matriz representa un vector columna nulo y v es una fila es un morfismo
(R™ es, por supuesto, grupo de Lie con la suma).

S' 5 SO(n,R), a+ bis ( : _ab >

es un morfismo.

Aff(n, R) = ROFUXOD | T(2) = Ag 4 b s (g‘ I;)

es un morfismo (recordemos que los elementos de Aff(n,R) son transfomaciones afines: una
transformacién inversible A més un desplazamiento b).

La imagen es un subgrupo de Lie de GL(n,R) y la aplicacién es un isomorfismo de grupos.
Para que sea tambien un difeomorfismo, le damos a Aff(n,R) la estructura diferencial in-
ducida por la de su imagen via el morfismo. En adelante, vamos a identificar estos grupos
de Lie. Podemos interpretar la aplicacion de la siguiente manera: A cada x € R" le asoci-

amos ( | | € R+, Es decir, inyectamos R" en el plano de R"*! con tltima coordenada

1. Luego, la transformacion afin T de R"™ resulta la restriccién de una transformacién lineal
de R"*! a dicho plano (que lo manda en si mismo):

(o) (0)=("7")

A un morfismo de un grupo de Lie G en GL(n,R) lo llamaremos una representacion del grupo.

El grupo de movimientos euclideos especiales de R™ es SE(n,R) = {T'(z) = Re +b: R €
SO(n,R) y be R"}. Es un subgrupo de Lie de Aff(n,R) y lo identificaremos en adelante con
su representacion via el morfismo del ejemplo (4). Es decir:

SE(n,R):{<§ ’{) Re SOm,R) y beR")
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2.2.3. Espacio tangente

Veamos, para algunos subgrupos inmersos en R™*™ como son sus espacios tangentes.

Ejemplo 2.2.9. El espacio tangente a GL(n,R) en A
TAGL(n,R) =R™™" VAe GL(n,R):

Como GL(n,R) C R™™ su tangente en cualquier punto es un subespacio vectorial de R™*".
Consideremos B € R"*" y tomemos la curva op : (—¢,€) = GL(n,R) tal que op(t) = A+ Bt. La
curva estd bien definida si € es chico, ya que como el determinante es continuo y A es inversible,
podemos garantizar invertibilidad de A + Bt para t chico. Como o5(0) = B y B es genérico,
tenemos que R"*" = TyGL(n,R) .

Ejemplo 2.2.10. Sea G C GL(n,R) un subgrupo de Lie. Queremos caracterizar como es el
espacio tangente a G en cualquiera de sus puntos con respecto al espacio tangente a G en la
identidad Id.

Veamos primero como es el diferencial de la aplicacién Ly : G — G, g — hg para un grupo de
Lie arbitrario. Tomemos una curva o : I — G tal que o(0) = g. Se tiene que Lpoo : I — G
satisface Ly o 0(0) = hg. Ademds, por lo visto en (4) arriba,

(Ln 0 0)(0) = (dgLp)(5(0))- (2.1)

Cuando G € GL(n,R), si h = B,g = A € GL(n,R), y si la curva o es tal que 6(0) =V €
GL(n,R), es inmediato verificar que (Lg o 0)(t) = Bd(t), y por lo tanto (L o 0)(0) = B5(0) =
BYV. Es decir, en este caso, dgLp : TAG — TpaG es tal que dqyLp(V) = BV.

Como Lp es un difeomorfismo, digLp es un iso entre los tangentes. Por lo tanto, el tangente en
B al grupo de Lie G C GL(n,R), es

TpG ={BV :V € T}yG}.
Ejemplo 2.2.11. El espacio tangente al grupo de rotaciones.
T1a(SO(n,R)) = {A € R™*™ | A" = —A} :
Sea c¢(t) una curva en SO(n,R) tal que ¢(0) =1Id y ¢(0) = A. Luego como
(1) (e(t))! = 1d,
derivando obtenemos la identidad de matrices
e(t)(e(t)') + e(t)(e(t)") =0,

y evaluando en t =0 :
—AId =1d A%, ie. — A=A

La observacién anterior caracteriza el espacio tangente en cualquier otro punto.
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Ejemplo 2.2.12. El espacio tangente a Aff(n,R) en la identidad es

{ ( ](\)4 8 > e R(n-{—l)x(n-‘,—l) . M e RX™ yuveE Rnxl} .

A(t) ()

Sea ¢(t) una curva en Aff(n,R), c¢(t) = ( 0 )

> , que cumple que A(0) = Id,,, A(0) = M,
. ) M v
b(0) =0y b(0) = v. Luego ¢(t) es una curva por Id,+1 vy ¢(0) = < 0 0 >

Ejemplo 2.2.13. El espacio tengente a SE(n,R) en la identidad es

Se deduce combinando los ejemplos anteriores.

2.3. Algebras de Lie

Definicion 2.3.1. Un algebra de Lie a es un espacio vectorial con una operacién llamada corchete
[, | que cumple las siguientes propiedades:

bilinealidad: [aX + BY, Z] = o X, Z] + BlY, Z],
antisimetria: [(X,Y] =-[Y, X],
identidad de Jacobi: (X, Y, Z)|+ Y. [Z,X]|+ [Z,[X, Y]] =0.

Definicion 2.3.2. Si V es un élgebra de Lie, una subalgebra de Lie es un subespacio vectorial

W C V tal que [v,w] € W, Vo,w € W.

Ejemplo 2.3.3. 1. Espacios vectoriales. Cualquier espacio vectorial V es un algebra de Lie
con el corchete definido como:

(X,Y]=0, VX, YeV.
En ese caso decimos que es un algebra de Lie abeliana.

2. Matrices cuadradas, El espacio de las matrices cuadradas R™*™ es un algebra de Lie si
tomamos como corchete al conmutador de matrices:

[A,B] = AB — BA.

3. (R3, x) es un algebra de Lie, donde x es el producto vectorial: es facil ver que es bilineal
y antisimetrico y verifica Jacobi.
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4. Campos vectoriales. Sea M una variedad diferenciable, y sea X(M) el espacio de campos
vectoriales suaves en M que tiene una estructura natural de espacio vectorial (podemos
sumar y multiplicar campos por escalares punto a punto). Dado un elemento X : M — T'M
en X(M) y un punto p € M, X, € T,M es una derivacién en p, es decir una aplicacién
lineal de C*°(M) en R que satisface la regla de Leibniz:

Xy(fg) = Xp(f) g(p) + f(p) Xp(9), VY f,g€C™(M).

Visto globalmente, un campo induce un morfismo
X :C®(M)— C*®(M), donde X(f)(p):=X,(f), VpeM.

Penséndolos de esta manera, dado X,Y € X(M) tiene sentido componerlos y obtener una
nueva aplicacién X oY : C®(M) — C>®(M), X oY (f)(p) = Xp(Y(f)). No vale en general
que esa aplicacién sea la inducida por un campo. Pero si definimos [X,Y] = X oY —Y o X
podemos definir la funcién

(X, Y]p: CF(M) = R [X, Y] (f) = [X, YI() (D),

que resulta ser una funcién lineal que satisface la regla de Leibniz, es decir, [X, Y], € T,,M.
Luego [X,Y] € X(M) y es facil verificar que con esta operacién X(M) resulta un algebra
de Lie.

Veremos ahora que todo grupo de Lie tiene un algebra de Lie asociada.

Definicién 2.3.4. Dado G un grupo de Liey X € X(G), decimos que X es invariante a izquierda
(anédlogamente a derecha) si:
dyLy:T,G = T,,G

preserva el campo, Vp, g € G, es decir (dpLg)(X,) = Xgp, Vp,9 € G.

Observacién 2.3.5. Si G € GL(n,R) es un subgrupo de Lie de matrices, y X € X(G) es un
campo invariante a izquierda tal que Xiqg = A entonces

Xp =diyLp(X1) = BX1q = BA.

De la definicién sale que un campo invariante a izquierda queda definido por su valor en la
identidad e del grupo, ya que
Xy = (deLg)(Xe).

Ademads para cada elemento v € T, podemos definir el campo X tal que X, = (deLg)(v) y resulta
ser un campo suave invariante a izquierda [10, prop. 2.26, pig.29]

Por lo tanto podemos identificar el conjunto de campos invariantes a izquierda con T.(G). Pero
dados dos campos X,Y € X(G) invariantes a izquierda, podemos tomar el corchete [X,Y] y
resulta que este corchete da un nuevo campo invariante a iquierda:

dLy([X,Y]) = [dLyX,dL,Y].
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Por lo tanto permite darle al espacio vectorial T, G (o al de campos invariantes a izquierda) una
estructura de élgebra de Lie (visto como campos invariantes es una subdlgebra del dlgebra de
campos), que llamaremos la asociada al grupo G. En adelante notaremos al algebra de Lie de un
grupo con la misma letra que el grupo pero en minuscula y con caracteres germanicos: G —» g.
Es decir

g="T.G.

Los detalles de esta construccién hay que hacerlos con cuidado en el caso abstracto, es decir de
un grupo cualquiera donde el espacio tangente en un punto es el formado por las derivaciones. Sin
embargo, los ejemplos que trabajaremos nosotros, son subgrupos de GL(n,R) C R™*". As{ que
vamos a pensar 119G como un subespacio de R™*" y la siguiente proposicién muestra que hereda
la estructura de dlgebra de Lie de R™*™,

Proposicién 2.3.6. Sea G C GL(n,R) un subgrupo de Lie. Entonces el espacio tangente a G

en el elemento identidad Id es una subdlgebra de Lie de R™*™,

Demostracion. El espacio tangente Tiq(G) es un subespacio de R™*". Basta ver que es cerra-
do por el corchete de R™"*", es decir si A,B € T14(G) entonces [A, B] € T14(G). Para eso,
consideremos curvas a 'y  en G tales que

a(0) =B(0)=1d y @(0) =4, 8(0) = B,
y tomemos las funcién de dos variables
F:(=e6) x (€,6) > G, (5,) =~ a(s)B(t)a(s) "
Fijando el valor s := sg, obtenemos una curva 7,,(¢) que pasa por Id: en efecto
Y50 (0) = a(s0) B(0) a(s0) ! = as0) Id a(sp) ™! = Id.
Ademaés, para cada sg tenemos el vector vs,(0) € T14(G):
720 (0) = as0) B(0) agso) ™t = also) B also) "

Como F' es C™ como funcién que llega a R™*™ | la funcién o(s) = 7,(0) es una curva regular con
valores en T14(G). Por lo tanto ¢(0) € T14(G), ya que T14(G) es una variedad lineal. Pero

&(s) = ds) Ba(s) '+ a(s) B (a1)(s) = a(s) Ba(s) ™' — afs) Ba~'(s) cs) o (s).
Evaluando en s = 0, obtenemos
5(0) = ABId™! —~I1dBId AId = AB — BA.
O
Cabe observar que si miramos al dlgebra de Lie de un grupo como campos invariantes a izquierda,
tiene un corchete propio (el corchete de campos). Identificando campos invariantes con vectores
en TiqG, esto nos da un corchete en un subespacio de R™*™ que en principio no tendria por

qué ser el mismo que el conmutador de matrices. Pero puede probarse que los dos corchetes
coinciden.
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Ejemplo 2.3.7. Segin los ejemplos 2.2.11 y 2.2.13, se tiene

1. El élgebra de Lie de SO(n,R) es

so(n,R)={AeRV"™: A'=—-A}.

2. El algebra de Lie de SE(n,R) es

se(n, R) = {( o > . Acso(n,R), v GR”}.

Definicion 2.3.8. Un morfismo de édlgebras de Lie es una transformacion lineal T entre los
espacios vectoriales tal que preserva el corchete. Es decir

T:V—-W

T([A, Blv) = [T(A),T(B)]w
Un isomorfismo de dlgebras de Lie es un isomorfismo lineal tal que él y su inversa preservan

corchete.

Vale que todo morfismo de grupos de Lie induce un morfismo entre sus dlgebras de Lie, ya que
si f: G — H es un morfismo de grupos de Lie, y e € G es el elemento neutro de G,

def:9—b

cumple que:

(def)([m w]g) = [(def)(v)§ (def)(w)]h

2.4. Exponencial de grupos y exponencial de matrices

2.4.1. Exponencial de matrices

El espacio de matrices R™*" es una R-dlgebra con el producto y suma de matrices. Ademads como
tiene dimension finita como espacio vectorial, cualquier norma que le pongamos nos da la misma
topologia.

Para cada matriz A € R™*" definimos la sucesién de sumas parciales para k € N:

A2 Ak
Sp=Td+ A+ o+ + 7

Proposiciéon 2.4.1. La sucesion anterior es convergente para toda A € R™™™ y por lo tanto la
exponencial estd bien definida para cualquier matriz.
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Demostracion. Consideremos la norma de operadores asociada a alguna norma en R™*". Luego,
vale que ||[AB]| < ||A||||B]|- Entonces tenemos la cota

k
Ay
SZ k'

1=0

k Ak
DG

=0

1Skl =

Luego, como la expresién de la derecha es una serie convergente en R (de hecho es la serie
de la exponencial de reales), por el criterio de Weierstrass la serie de matrices converge. La
convergencia es en cualquier norma de matrices ya que todas dan la misma topologia. Notamos:

© k
AN A
k!
k=0
O
La exponencial de matrices cumple las siguientes propiedades:
1. ¥ =1Id.
2. Si AB = BA entonces e?ef = 4B,
Se deduce facilmente de aqui que e~ = (eA)*l. Esto dice en particular que e? siempre es

una matriz inversible.

3. 0407 — CeAC™!, VC € GL(n,R).

t

4. Dada una matriz A, la curva c(t) = e es diferenciable como funcién de R en GL(n,R) y

su derivada es
é(t) = Aeth,

Ademés A conmuta con esta curva: Aetd = et4 A.

2.4.2. Exponencial de grupos de Lie

Dado un campo suave X € X(M) en una variedad diferenciable M, decimos que o : I — M es
curva integral de X si o(t) = Xo(t)- Es decir, el vector velocidad de la curva en cada punto de
su trayectoria es el vector tangente que indica X en ese punto.

El teorema fundamental de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias permite
mostrar que para todo campo suave X y todo punto p € M existe un intervalo I C R con 0 €
y una curva integral o : I — M tal que o(0) = p, y que esa curva es ademds tnica.

Proposicién 2.4.2. Sea G un grupo de Lie y X € X(G) un campo invariante a izquierda. El
campo X queda determinado por su valor en la identidad e € G, digamos X, = v. Luego, existe
una unica curva integral o de X tal que o(0) = e, 6(0) = v y estd definida sobre todo R.
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Demostracion. Por el teorema de existencia y unicidad sabemos que existe una curva integral
o : (—2¢,2¢) — G para algin € € Ryy. Queremos ver que la podemos extender. Llamemos
g = o(e) y consideremos las curvas

00:(—€3¢) > G, oo(t) =0(t —e)
o1:(—€3€) = G, o1(t) = (Lgoop)(t) =go(e—1).

Vale que o1(€) = go(0) = ge = g = o(e). Si verificamos que o7 también es curva integral, como
coincide con ¢ en un punto, lo hara en toda la intersecciéon de sus dominios. Luego, basta ver
que 0'1(t) = X, (). Para ver esto, primer observemos que oo(t) = &(t — €). Luego

J1 (t) = da(t—e)Lg(d(t - E)) = (da(t—e)Lg)(Xa(t—e)) = Xga(t—s) = Xal(t)'

La anteiltima igualdad se debe a que X es invariante a izquierda.

El teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales nos garantiza que las curvas
coinciden en (—¢, 2¢). Esto nos permite pegarlas en forma suave y extender la curva o en (—2e, 3¢).
Procediendo inductivamente vemos que podemos ir agrandando el dominio indefinidamente a
derecha y también a izquierda de manera analoga. O

La proposicién anterior nos permite construir la exponencial de grupos de Lie (abstractos) defini-
da como
exp:g=1T1G — G, exp(v) =o0,(1),

donde o,(t) es la curva integral correspondiente (que esté definida en t = 1).

La exponencial de G cumple las siguientes propiedades:
1. Para todo t,t’ € R, se tiene
exp(tv) exp(t'v) = exp((t + t')v),
y una consecuencia inmediata es que
exp(—v) = (exp(v)) ™!

2. Si G y H son grupos de Lie y ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie entonces
el siguiente diagrama conmuta

G H

eﬂﬁpHT Teﬂﬁpc

TeG qu“ Te/H

En particular, esta propiedad nos dice que si G C H y tomamos ¢ = ¢ la inclusién,
entonces expg(v) = expg(dei(v)). En el caso en que G y H son grupos de matrices (en
los que identificamos los tangentes con subespacios de R™*™), podemos escribir expg(v) =
expg(v), Vv € TigG.



2.4.3. Relacién entre las dos exponenciales

Proposicion 2.4.3. Las dos nociones de exponencial presentadas coinciden para un subgrupo

de Lie G C GL(n,R).

Demostracion. Consideremos la ecuacién diferencial con condicion inicial

{ a(t) = Xo)
a(0) =1d ’

donde X € X(G) es un campo invariante a izquierda.

t4 es solucién tnica de este sistema ya que:

La curva c(t) = e
c(0)=e =" =1d y ¢(t) = Aet = A = ¢(t)A = Xy

ya que segun la Observacién 2.3.5, sabemos que si Xjq = A entonces Xp = BA, VB € G. Luego
c(t) es la curva integral del campo X que pasa por la identidad y por lo tanto

exp(A) = e,

2.5. Ejemplos de exponencial

Recordemos que el grupo de rotaciones es el conjunto de las matrices ortogonales de determinante
1:
SO(n,R) = {A € R™"™ . AA" =1d, det(A) = 1},

que visto como transformaciones lineales de R"™, también lo podemos definir (de manera equiva-
lente) por

SO(n,R) ={A € End(R") : (Av, Aw) = (v,w), Yv,w € R", y det(A4) =1},
y que segun el ejemplo 2.3.7, su algebra de Lie asociada es el conjunto de las matrices anti-

simétricas:

so(n,R) = {A € R™™ ; Al = —A).

2.5.1. Exponencial en SO(2, R)
Como vimos anteriormente, existe un morfismo de grupos de Lie
1 ; a —b
St —= SO(2,R) , a+bi— b |
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Este morfismo resulta ser un isomorfismo de grupos de Lie y la exponencial de un grupo se
corresponde con la exponencial del otro (propiedad 3 de exponencial de grupos). Pero podemos
verlo de otra manera mas simple:

a
b
una R-algebra con el producto de matrices y tenemos el isomorfismo de algebras

. . . —b . .
Consideremos el espacio vectorial H = {( a ) : a,b € R}. Este espacio vectorial resulta

a:C—>H a—l—bir—><a _b>.
b a

Esta aplicacion también resulta un difeomorfismo y por lo tanto

a —b\" a —b
atbi > (a + bi)" > (aa + bi))" > b a ( a>
a(e+b):a<zo< +n!>>:Z%< (a +50) ZO< ) AR

Como SO(2,R) y s0(2,R) estén incluidos en H, podemos ver la exponencial de un elemento de
50(2,R) del otro lado del morfismo. Tomemos un elemento cualquiera de so(2,R):

0 -6
~(371)
Le corresponde z = i € C tal que a(z) = Z. Sabemos que e

via « se obtiene
0o -0
6(9 0)_((:086? —sen0>

sen 0 cos 6

9 — cos# + isend, y por lo tanto,

Esto caracteriza a todas las imagenes inversas por la exponencial de una rotacion. Si
cosf —senf
R= ,
sen 6 cos 0
sus logaritmos son de la forma

0 -1

(9+2k7r)<1 .

> con k € Z.

Ademds muestra que la exponencial es sobreyectiva sobre SO(2,R). Si correstringimos el dominio
y el codominio, establece una biyeccién:

{(2 ‘3): 06(—7,%)}HSO(nR)\{<_é _g’)}
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2.5.2. Exponencial en SO(3, R)

Consideremos el dlgebra de Lie (R3, x). Para cada vector r € R, podemos considerar el endo-
morfismo A, de R3:
A,(v) =7 x 0.

Sir = (rg,ry,72), la matriz de la transformacion (en la base candnica) tiene la forma
0 —r, 1y
A= T, 0 —ry
—Ty Ty 0

Resulta claro que es una matriz antisimétrica y de hecho la aplicacién
R? = s0(3,R) , 7+ A,
es un isomorfismo lineal. Mds aun, es un isomorfismo de algebras de Lie:
Apxs = ApAs — AsAr = [Ay, Ag).
Veamos ahora como es la exponencial de un elemento A4, € s0(3,R). Tomemos una base ortonor-

mal B = {v1,vy,v3} orientada positivamente, donde vy estd en la direccién de r: si 6 = ||r||
entonces r = fv;. Luego, por A,,

mr——rxvy=0 , wvyr——rXxuvy=~0vy , v3—71 Xuvy=—0v9,

es decir,
00 O
|[Arlp=6( 0 0 —1
01 0

Podemos escribir la matriz A como A = Cpg|A,|pCEg, y por lo tanto su exponencial es

eA = ¢OBE|ABCER — CBEG‘ArlBCEB,

donde
0 0
( 0 0 -6 > e? 0 1 0 0
elArle — o\ 0 6 0 ) _ ( 0 -0 ) =| 0 cosf —send
0 e\? 0 0 senf cosf

Luego, la transformacién e? deja fijo v y gira un dngulo 6 en el plano (v9,v3) (de ve hacia vs).
Es decir, la rotacién que resulta es la que tiene como eje a (r), como angulo a § = ||r|| y gira en
el sentido antihorario con respecto a la orientacién que induce r en (r)*

Como se sabe que en R3 toda rotacién es de este tipo en alguna base ortonormal, la exponencial
es sobreyectiva. Si tomamos una rotacién R y una base ortonormal orientada {v1,ve,vs} tal que

su matriz en esa base sea
1 0 0

0 cosf —senf |,
0 senf cosb
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su conjunto de preimédgenes por la exponencial (es decir de logaritmos) son las matrices anti-
simétricas de la forma
0 —r, Ty
T, 0 —ry |,
—Ty Tz 0

donde r = (ry,ry,75) = (6 + 2km)vy con k € Z. En particular la exponencial es sobreyectiva y
establece la siguiete biyeccién:

{A, €50(3,R): 7 €R3, |r|| < 7} +— SO(nR) \ {R € SO(3,R) : —1 es autovalor de R}.

2.5.3. Exponencial en SE(n,R)

Recordemos que segu el ejemplo 2.3.7 el algebra de Lie asociada a

SE(n, E) = { (}; i’) . ReSO(n,R), beR"}

es
A v n
5e(n,R)_{< 0 0). Aeso(n,R), veR }
Calculemos la exponencial para un elemento genérico de se(n,R):
A v <1/ A4 v\
eXp(o 0>:ZH< 0 0)
k=0
0 k
A w A w Ak ARy
_ s . > _ )
( 0 0 > Id y es facil verificar que para k > 1, < 0 0 > ( 0 0 > Luego
Ak Ak Ak

ox A w _ > ko > ko _ exp(4) >3l v
p( 0 0> . kL (’f+1) . (]fﬂ)'

Se tiene

i s { 1 six=0
glo) =Y =g o1

k+1)! C*.
=0 (k+1) . slx €
1A

(k+1)!
por el criterio de Weierstrass, g(A) estd bien definida para toda A € R™*".

En particular vale que >, es una serie convergente para toda A € R™*"™. Por lo tanto,

Queremos probar que exp : s¢(n,R) — SE(n,R) es sobreyectiva para n = 2 y 3. Restrinjamonos
b

a esos casos. O sea dado un elemento genérico < 0 1

) € SE(n,R), para n = 2,3, queremos

33



hallar < 61 8 > € se(n,R) tal que

Ak
exp(4) >3, T | = R b ‘
0 (1+ ) ( 0 1)

Sea A € so(n,R) tal que exp(A) = R, ya que la exponencial es sobreyectiva en SO(n,R)
(n = 2,3). Més ain segtin los resultados de la seccién anterior, podemos elegir A con autovalores
+if en el caso n =2 y 0,440 en el caso n = 3, con —7 < 0 < 7. Basta ver luego que podemos
encontrar un v € R™ tal que g(A)v = b. Probemos que g(A) es inversible, y por lo tanto

v=g(A) b

Como g es una serie de potencias, los autovalores de g(A) son g(\;) donde A; son los autovalores
de A. La expresion de la funcién g indica g(z) = 0 < = = 2knwi con k # 0. Luego g(A) tiene
autovalores no nulos por la elecciéon de A y es por ende inversible.

Esto muestra que la exponencial es sobreyectiva, y que una vez elegido A como indicado, v =
g(A)~1b. Luego si U C so(n,R) (con n =2 o0 3) es un abierto tal que exp : U « exp(U) es una
biyeccién, entonces, para n =2 o 3,

A v n R b ) n
exp.{<0 O)ese(n,R).AeU,veR}H{<o 1>GSE(n,R).R€exp(U),b€R},

es una biyeccién.

2.6. Media en grupos de Lie

La nocién de media de un conjunto finito de elementos es fundamental para realizar estadisticas.
Cuando los elementos pertenecen a un espacio vectorial la nocién més usual es tomar el promedio
aritmético. Es decir, si vq,...,v, € V, tomamos como media M al elemento:

n

MA({FL) = 3w
i=1

Ahora, cuando en el espacio donde viven los elementos no estd definida la suma y la divisién
)
por n, no podemos utilizar esta formula. Dependiendo de las caracteristicas del espacio existen

distintas extensiones naturales. Una primera extensién que puede hacerse es en el caso de espacios
métricos con la media de Fréchet.

2.6.1. Media de Fréchet

Sea (X, d) un espacio métrico, y sean py,...,p, puntos en X. Consideremos la funcién
n
F(p) =Y _ d*(p;ipi),
i=1
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que llamaremos funcion de Fréchet asociada a pi,...,pn. Si F' alcanza un tnico minimo en X,
decimos que ese punto es la media de Fréchet de py,...,p, y la notaremos M F({p;}7,).

Ejemplo 2.6.1. 1. En R con distancia usual | x |, la media de Fréchet es la media aritmética.

2. En R" con la distancia euclidea la media de Fréchet es la media aritmética:

n

=Y lp—wl> = DF@p)=) 20— pi),

i=1 i=1
1
y por lo tanto DF(p) =0 < p= — ", p;. Es facil ver que ese p es un minimo global de
n
F.
3. Consideremos R+ con la distancia hiperbolica d(z;y) = |In(z) — In(y)|. La exponencial

x — e® resulta ser una isometria y por lo tanto la media de Fréchet en R+ con la métrica
hiperbdlica es la exponencial de la media en R usual. Es decir

({pl}z 1 —eXp Zlogpl = H )1/71,
=1

que es la media geométrica.

4. En R™ " tenemos el producto interno Frobenius: (A4, B) = tr(AB?!) = tr(A'B), que induce
la norma Frobenius [[Allr = (327,
con la norma euclidea: la isometria es mandar cada entrada de la matriz a una componente
del vector de alguna manera. Por lo tanto la media de Fréchet tambien coincide en este
caso con el promedio aritmético

A2, )1/2 Con esta norma R™*™ resulta isométrico a R™

5. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, y sea U C M con la siguiente propiedad: dados p y
q en U, existe una tnica geodésica 7pe(t) que los une y tal que su longitud es el infimo de
las longitudes de curvas suaves a trozos que los unen. Luego, U tiene estructura de espacio
métrico con la distancia

dy550) = o) = [ IO

Tenemos por ende funciones de Fréchet asociadas a esa distancia y en los casos en que
alcanzan un Unico minimo tenemos una media de Fréchet.

Consideremos ahora un grupo de Lie de matrices G C GL(n,R). Como el espacio tangente a
G en cada punto puede ser visto como un subespacio de R™"*", el producto interno Frobenius
induce un producto interno en cada tangente. Esto nos permite dos construcciones distintas de
distancias en entornos de Id € G.

1. Sea V' C T14G un entorno tal que exp : V' — exp(V) sea biyectiva. Luego podemos definir
una distancia en exp(V') via la distancia Frobenius en V:

d(A, B) = [|log(A) — log(B)||r-
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En ese caso, la media de Fréchet estd bien definida entre elementos Aq,..., A, € exp(V)
ya que lo estd entre sus logaritmos. Resulta

MF({A}ie,) = exp(~ Zlog

Si los log(A4;) conmutan dos a dos, entonces esta media es igual a la media geométrica
F({A}L) = (A1 Ap)".

. Si consideramos en cada tangente el producto interno Frobenius, tenemos una metrica
Riemanniana en . En variadades Riemmanianas, siempre se puede tomar un entorno de
un punto en el cual las geodésicas que unen puntos son tnicas y minimizan distancias. O
sea que podemos tomar en G un entorno donde d, estd bien definida y eso nos da otra
nocion de media de Fréchet.

La primera de estas nociones de media es la que llamaremos Media Log-euclideana, ya que es la
nocion de media euclidea en los logaritmos de los elementos, proyectada de nuevo al espacio via
la exponencial.

En algunos contextos, se le quiere dar importancias relativas distintas a los distintos elementos a
los que se le busca la media. En esos casos, dados pesos w = (wy,...,wy,) tales que Y w; =1, se
puede considerar una media de Fréchet pesada entre los elementos p;, ..., p, como el elemento
del espacio que minimiza:

= wid*(p,pi)
i=1

En el caso de R™ con la norma euclidea, la media de Fréchet pesada entre p1, ..., p, resulta ser:

Fu({vitiz1) Z WiP;-

En el caso de un grupo de matrices esto da una variacién de la nocién de media que definimos
anteriormente, que llamaremos Media Log-Euclideana pesada:

Fo({Ai}i) = exp(z w; log(4;
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Capitulo 3

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Dada una funcién F : R x R® — R" llamamos ecuacion diferencial ordinaria de primer orden
con condiciones iniciales a una ecuacién del tipo:

{ a(t) = F(t, a(t)) (3.1)

a(to) = zo

Una solucion de la ecuacién es una funcién « : I — R” al menos derivable, con tyg € I C R.
Para resaltar la dependencia de la solucién de la condicién inicial podemos notarla a s, 5,)(t).
El teorema de existencia y unicidad de EDQ’s garantiza que pidiendo ciertas hipdtesis sobre
F' existe solucion con cierto grado de suavidad que depende de la suavidad de F. Ademss la
solucién es unica en el siguiente sentido: dada otra solucién definida sobre un intervalo I’ > tg,
ambas coinciden en I N I'.

Cuando en la ecuacién no se especifican condiciones iniciales simplemente la llamaremos EDO,
y podemos definir la funciéon ® asociada a la ecuacién,

q)(ta to, :U) = a(to,x)(t),

que nos da la solucién para todas las condiciones iniciales a(tg) = x, que se ponen explicitamente
como argumentos. En el caso de tener fijos los valores iniciales usaremos el término problema de
valores iniciales como sinénimo de EDO de primer orden con condiciones iniciales.

Si la funcién F no depende explicitamente de la variable ¢ diremos que la ecuacién es auténoma.
En ese caso podemos remover ¢ de los argumentos de F' y la ecuacién serd de la forma &(t) =
F(a(t)). Caso contrario la llamaremos no autdnoma. Una interpretacién de la ecuacién (3.1) es
la siguiente: la solucién a(t) describe la evolucién de un sistema que a tiempo tg estd en estado
xo y evoluciona guiado por la funcién F'. Por ejemplo la posicién de una particula que a tiempo
to estéd en el lugar xg.
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3.1. Teorema de existencia y unicidad local

El teorema de existencia y unicidad de EDO’s es un teorema clasico que puede enunciarse con
distintos niveles de generalidad. Enunciaremos sin demostracién la versién que vamos a usar, ver
por ejemplo [17, pag. 44].

Teorema 3.1.1. Sea F(t,x) de clase C*(U,R") donde U C R x R™ es un abierto y k > 1.
Alrededor de cada (ty,z9) € U, existe un entorno I x V. C U tal que la funcion ®(t,s,x)

asociada a la ecuacion estd definida, es de clase C*(I x I x V,R™) y es tinica. En particular, si
F € C®(U,R") entonces ® € C*(I x I x V,R")

Cuando la condicién inicial estd fijada, a(tg) = xo, el teorema anterior nos da una solucién local
de la EDO con condiciones iniciales, fijando las variables correspondientes de ®.

Comentarios sobre la demostracion:

En realidad, lo que usamos es que que la funcién F' es localmente Lipschitz en la variable x,
uniformemente respecto de t. Es decir, que para todo (tg,z¢) € U existe un entorno I x V. C U
y un constante K > 0 tal que

[F(t,z) = F(t,y)|| < Kllz -y

La idea para construir la solucién local es definir una contraccién en cierto espacio de funciones
tal que su punto fijo sea la solucién de la ecuacién (el punto fijo se obtiene como limite de una
sucesion de funciones). Esto requiere formular la ecuacién diferencial como una ecuacién integral.
Nos garantiza la existencia de solucién local, al menos continua con respecto al valor inicial de
x. Ahora, para garantizar la diferenciabilidad respecto de x de la solucién, se considera otra
ecuacién asociada con la original que llamaremos ecuacion de variaciones.

3.1.1. Ecuacién de variaciones

Supongamos estamos en las hipotesis del teorema anterior y que tenemos una soluciéon ¢ €
C?(I x I x V,R™). Entonces usando la regla de la cadena obtenemos la matriz n x n:

a% (3_‘1’(t,t0,x)> _ g(p(t,cp(t,to,x))) = F,(t, B(t, o, x)) 2‘1’ (t, to, ).

ot T ox

0
(Aqui, F, := —F.) Pero como estamos suponiendo que ® € C?(I x I x V,R") podemos inter-

ox
cambiar las derivadas respecto de ¢ y de x en el lado izquierdo. Entonces, nos queda que E
x
satisface la ecuacién
o (0P 0P
— | =—(t,t = F,(t, (¢t - — (2,1
5 (rttt0,)) = Rt 80002 - T (1 t0,2)

que poniendo © = 9P /0x como una matriz incégnita de tamano n x n, y expresando con punto
la derivada temporal (lugar a lugar) resulta
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O(t,to, ) = Fp(t, ®(t,to,z)) - O(t,tg,x), (3.2)
o en una forma més simple aiin si no explictamos la dependencia de las condiciones iniciales
O(t) = Fu(t, ®()) - O(1).
Ademsds, observemos que dado que ®(tg,tp,x) = x, Vo € R™, se tiene que la solucién en la
condicién inicial tg es
Olto to,7) = 22 (o, to, ) = Id
y 10, L) = - y 10, L) = .
0,0 5 (10510
Esta es la que llamaremos ecuacion de variaciones. Observemos que si ya conocemos @, su tinica
incognita es © y de hecho es lineal.

Volviendo a la demostracién del teorema de existencia y unicidad, la idea para probar diferencia-
bilidad respecto de x es hallar una sucesiéon en un espacio de funciones que tienda a la solucién
de la ecuacion y cuyas derivadas formen una sucesién que tienda a la solucién de la ecuacion de
variaciones. Con este truco obtenemos que ® es C. Luego, iterativamente conseguimos derivadas
de orden superior, siempre y cuando podamos diferenciar F' las veces necesarias.

3.1.2. Dependencia de los parametros

Una EDO con parametros es una ecuacion del tipo
a(t) = F(t,a(t), M),

donde A es un vector de k pardmetros. En ese caso tenemos el siguiente corolario del teorema
3.1.1.

Corolario 3.1.2. Sea F(t,z,)\) de clase C*(U x A,R") donde U C R x R® y A C R* son
abiertos. Alrededor de cada (to,xo, o) € U X A, existe un entorno I x V.x Ag CU x A tal que
la funcion ®(t,s,x,\) es de clase CF(I x I x V x Ag, R™).

Demostracion. La idea es ampliar las variables dependientes con A y definir una nueva ecuacién
agregando la condicién A(¢) = 0. Es decir, definimos F'(t, (z,A)) = (F(t,z,\),0)

F(t,y) : U CR x R"™* 5 R x R,

tal que U C U x A. Luego tenemos la nueva ecuacién

B(t) = ( (;8 > = ( F(t’o‘(é)’w)) ) = F(t, B(1)).

Luego, el flujo ®(t, s, (x,\)) estd definido en I x I x V C I x U y es de clase CF(I x I x V,R"H).
En particular, podemos restringirlo a un entorno I x I x V x Ag. Si nos quedarnos con sus
primeras 2 + n componentes obtenemos el ® deseado y depende de manera C* de . U
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Con una técnica parecida se puede reducir una ecuacién no auténoma a una auténoma. Basta
con agregar la variable dependiente ¢ y la ecuacion ¢ = 1

Observemos que si F € C®(U x A,R") en particular es C* para todo k € N. Entonces tenemos
garantizado que ® € CF(I x I x V x Ag,R") para todo k y por ende es C*°.

3.2. Extensibilidad de la solucion

El teorema de existencia y unicidad es esencialmente local. Para un problema con condiciones
iniciales, no garantiza que la solucion esté definida para todo tiempo. Sin embargo, dados dos
intervalos (abiertos) I e I’ que se intersectan y en los que hay definidas soluciones a y o/,
las mismas coinciden en I N I’. Podemos pegarlas de manera suave y obtenemos una solucion
definida en I U I’. Si consideramos transitivamente todos los intervalos I de ty en donde hay
definida solucidn, y los unimos, obtenemos algin intervalo maximal. Pegando todas las soluciones
podemos definir una solucioén en el intervalo maximal que llamaremos solucién maximal. Si todas
las soluciones locales son por ejemplo C*, la solucion maximal serd C*. Sin embargo no vale en
general que el intervalo maximal sea todo R, ni siquiera cuando la funcién F'(t,z) estd definida
para todo t € R y para todo z € R™. El ejemplo clasico es la EDO unidimenional

{ a(t) = a?(t)

a(0) = g
La solucién es a(t) = 1 x(; si zg # 0 0 a(t) = 0 si zp = 0. El intervalo més grande sobre
1
el que estad definida la solucién es (—;+00), R 6 (—oo; —) dependiendo de si zp es < 0, = 0

Lo o

6 > 0 (respectivamente). Si por ejemplo z¢ > 0, el intervalo estd acotado superiormente por —.
g

1
., Qué pasa cuando t — —7 La solucidén se va a +00. Se dice entonces que la solucién explota en
Lo
tiempo finito. La siguiente proposicién generaliza esta situacién.
Proposicién 3.2.1. Sea F(t,x) definida en un abierto U C R x R™ y consideremos la EDO con
condicion inicial a(ty) = xo con (to, o) € U. Supongamos que o estd definida en un intervalo
mazimal I = (T_,T1) con T < co. Entonces dado un compacto C C R™ tal que [ty, T4+]xC C U,
existe un to € [to, Ty) tal que la solucion a(t) no estd en C a partir de to. Es decir, la solucion
escapa en tiempo finito a todo compacto. En particular si U = R x R", entonces ||a(t)|| — oo
cuando t — T4.

Por dltimo damos un criterio que asegura existencia de solucién para todo t € R en el caso en
que la funcién F estd acotada linealmente respecto de la variable x sobre todo compacto en ¢:

Proposicion 3.2.2. Supongamos que U = R x R™ y que para cada T > 0 existen constantes
M(T) y L(T) tales que

I1E(t, x)]| < M(T) + L(T)||]-
Entonces la solucion a la EDO (con cualquier condicion inicial) estd definida para todo t € R.
Es decir, estd bien definido ® : R x R x R® — R”.
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3.3. Campos

Recordamos que X(M) nota el espacio de campos vectoriales suaves de la variedad diferenciable
M (donde un campo suave X € X(M) es una funcién C* que a cada punto p € M le asigna un
vector en T),M. Si la variedad es un abierto U C R"™ el espacio tangente a U en todo punto es
isomorfo a R™. Luego, podemos identificar los campos (suaves) X en U con funciones C*°(U, R").

3.3.1. Ecuaciones auténomas

La funcién que define una ecuacién auténoma, puede pensarse como un campo en su dominio.
Con esta identificacion, la solucién al problema de valores iniciales

{ a(t) = X(a(t))
a(to) = o

es una curva cuyo vector velocidad en cada punto de su trayectoria viene dado por el valor del
campo X en ese punto. Estas curvas se llaman curvas integrales del campo X.

Podemos describir las soluciones de una EDO con condiciones iniciales, en términos de otra con
condicién inicial en tiempo to = 0. Es facil verificar que a(t) es solucién de la EDO con condicién
inicial a(ty) = xo sii a(t) = a(t + o) es solucién de la EDO con condicién inicial a(0) = .
Reciprocamente, si conocemos &(t) entonces a(t) = &(t — tp). En términos de la funcién &
asociada a la ecuacion,

®(t,t0,z0) = (t — 0,0, z0),

donde el término derecho de la igualdad esta definido sii el izquierdo lo estd. En adelante, para
sistemas auténomos, nos quedaremos con la funcién de dos variables ¢(t,xg) := ®(¢,0,z0) que
describe la solucién a tiempo ¢ de la ecuacion

{ a(t) = X(a(t))
a(0) =z

y la llamaremos flujo del campo X. El dominio méaximo de ¢ es un abierto U C R x R"™. Cuando
el campo X estd definido sobre todo R™ y ¢ : R x R™ — R"™ decimos que el campo es completo.

Llamemos U; € R"™ a la seccién de U fijando el tiempo ¢t. Quedan definidas funciones

¢ 2 Uy — R, ¢y(x) := ¢(t, ).

El conjunto de funciones {¢;}; cumple las siguientes propiedades:

L Uy =R"y ¢o = tdrn;

2. Para los valores de z € R"™ donde ambos términos estan definidos:

¢t(¢s(x)) = (bt—l—s(x);
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3. Im(¢) = U—_y, ¢ : Uy — U_y es inversible, y (qﬁt)*l =¢_,.

En el caso de campos completos, ¢; : R® — R™ para todo ¢ € R. Las propiedades anteriores se
pueden enunciar de manera més simple:

1. ¢o = idgn;
2. @10 ds = Ppis;
3. ()t =0t

Estas propiedades nos dicen que dado un campo completo X, la funciones ¢; € Diffk(R”), es
decir, son de clase C* y con inversa C* VEk. Asi, {¢;}ier son un subgrupo de Diff(R"), el
espacio de difeomorfismos C. Més atin, tenemos una aplicacién R — Diff® (R™), t — ¢y, que
es un morfismo de grupos. A la familia {¢;}icr la llamaremos (sub)grupo (uniparamétrico) de
difeomorfismos de X.

3.3.2. Ecuaciones no autéonomas

En el caso de EDO no auténomas, la interpretacién geométrica es pensar a la funcién que
define la ecuacién como un campo que varia con el tiempo. En adelante, denotaremos X (¢, z)
a un campo que varia con el tiempo. En esos casos, no puede definirse un flujo como en el
caso auténomo pero si tenemos la funcién ®(t, ¢, xg) que llamaremos proceso asociado al campo
X. En los casos en que ® este definido sobre todo R x R x R™ diremos que X es completo.
Fijando las variables temporales en ® obtenemos una familia de difeomorfismos {¢y, +,} (donde
bty 1o (x) == P(t1,%0,2)) que cumple las siguientes propiedades:

1. ¢yt = tdrn para todo ty € R;
2. Qtyt1 © Pty 1o = Pta,to Para toda terna to,t1,t2 € R;

3. ((bh,to)il = ¢t07t1'

3.4. Algebra de Lie de campos y grupo de difeomorfismos

Sea X(R") el espacio de campos suaves en R"™. El corchete en X(R"™) definido en el Ejemplo
1.3.3(4) lo vuelve un dlgebra de Lie. Como el tangente T,R™ de R"™ en cualquier punto p se
identifica con R"™, obtenemos un isomorfismo entre X(R") y C*°(R",R"™), dado por

€ T,R", Vp e R,

n
. 0
X(p) = (a1, ,a) € R" si szZ“ aral

[

d
es decir X (p) es el vector de coordenadas de X, en la base canénica { —

8.%'i }1§i§n de TpRn

p
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Luego X(R™) es un algebra de Lie de dimensién infinita, a diferencia de las dlgebras de Lie
asociadas a grupos de Lie. Esta representacion nos permite describir de manera explicita como
actia un campo en una funcién: si f € C*(R") y X € C>®°(R",R") (pensado como vector
columna de funciones, por simplicidad de notacién) tenemos

X)) = Xl0) = Yo 51| = 5200) = V1(0) - X () = (97 X))

ox;
i=1 v

P
Es decir X(f) =Vf-X.

Si queremos ver al corchete de Lie entre dos campos X e Y como [X,Y] € C*>°(R",R"), tenemos
que ver como opera en una funcién.

(X, Y)(f) = X(Y(f) = Y(X()
(Y (f >> X -V(X(f)-Y
(Vf-Y)- X-V(Vf-X)-Y
=Y"H(f)+Vf-DY)- X — (X" H(f)+Vf-DX)-Y
=Vf-DY -X-Vf-DX-Y
=Vf-(DY-X-DX-Y) = (DY -X -DX-Y)(f).
Es decir, visto como un elemento de C*°(R",R"), vale [X,Y]=DY - X — DX -Y.

En particular, si tenemos matrices A, B, y les asociamos campos X 4(p) = Ap v Xp(p) = Bp
(donde los vectores son vectores columna), entonces

(X, Xp](p) = DXp(p) - Xa(p) = DXa(p) Xp(p) = BAp— ABp = (BA=AB)p = X5 4(p)-
Es decir [X4, Xp| = X(p,a4) = X_|a,8) = —X|a,B]-

Observacion 3.4.1. La aplicacién R™*" — X(R"), A — —X4 es un morfismo de dlgebras de
Lie.

3.4.1. Interpretacién geométrica de [X,Y]
Veamos ahora una interpretacion geométrica del corchete de Lie de campos. Para eso, necesitamos
algunas definiciones.

Sea a : M — N un difeormorfismo, y sea Y € X(NN). Definimos un nuevo campo o*Y € X(M)
de la siguiente manera:

(Oé*Y)p = (da(p)a_l)(ya(p)) € ijw7 Vp e M.

Observacién 3.4.2. En el caso particular en que M = N = R"”, podemos pensar que se trata
de un cambio de coordenadas para el campo Y y podemos dar una expresion explicita para ese
cambio de coordenadas o*Y € C*°(R",R"):

(@*Y)(p) = Da(a(p)) - Y (a(p))-
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Demostracién. En R™, la matriz de la aplicacién d, ., a1 en la base canénica
) a(p)

0
E:{ax

- hi<ign
tla(p)

es igual a la matriz Jacobiana Da~! evaluada en el punto a(p). Por lo tanto, (a*Y), =
(daya™ ) (Ya(p) se traduce en coordenadas en

[(&*Y)ylz = Do~ (a(p)) - [Yag) e,

donde []g nota el vector columna de coordenadas en la base E.

Para ver lo del cambio de coordenadas, consideremos la carta a~' de R", con coordenadas

Y1y -+ Yn, y S€2 B = {g t<i<n la base correspondiente de T (p)R™. Entonces vale que
Yila)
Yoz = [("Y)ple,
ya que
_1,, O Ifoa™t) of 0
(dagya ) W= ——F—| = = (f), v1i<i<n,
' 0Yi|a(p) Oyi ap)  Oilp O,
es decir 5 5
oy Nz )= , Y1<i<wy
" Oilaw) — O%ily
. . n a
luego, si [Yop)lB = (a1,...,a,), es decir Yo = > 00 a; =— , entonces
i lagp)
Y)p = (dapo )Y, —n~d 12 N 2
(a )p = ( a(p) & ) a(p)) = Zal( a(p)& )(0_% ) = a; ({“)—wz )
i=1 a(p) 1 P
es decir (ai,...,an) = [(a'Y),]E.
Por lo tanto
[Ya(p)]B = Da_l(a(p)) : [Ya(p)]E7
o sea Da~!(a(p)) es la matriz de cambio de la base canénica E a la base B. O

Ahora, consideremos dos campos X, Y en R".

Dado p € R™, podemos considerar el flujo del campo X, ¢(t,z) : U(p) C R x R — R" definido
en un entorno U(p) de (0,p), y las funciones ¢; : U(p); — R™ definidas para tiempo t pequeno
en un entorno de p y difeomorfas con su imagen. Para cada t, se tiene Yy, () € T4, R"™. Sea
¢7Y € C°(R™,R™) como arriba, que define para t pequenio la curva

cp(t) = (87Y)(p) = Dy ($1(p)) - Y (¢4(p)) = Dop—e(e(p)) - Y (¢¢(p)) (3.3)
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en T,R™ = R", que satisface que

cp(0) = Depo(¢o(p)) - Y (¢o(p)) =1d- Y (p) = Y (p). (3.4)

Definimos la derivada de Lie de un campo Y con respecto a un campo X en p de la siguiente

Proposicién 3.4.3. LxY (p) = [X,Y](p).

Demostracion. Recordemos primero la ecuacién de variaciones: Si ¢(t, z) es el flujo de un campo
X,
¢

%(%)W:wa,x))-a—x(t,m) con 92(0,2) = 1.

En particular

g (%) (0.2) = DX(6(0,2)) - 22(0,) = DX (2).

Ademds, como ¢_; o ¢; = ¢g = id, entonces Do_(dy(p)) = (Dy(p)) . Veamos como es cp(0):

0

G0) = 73| (Do-(6:(®)) ¥ (01(p))
= S| (D6() - Y(enlo)) + Dentono)) - 1| (¥ (o)
- 5| (e ) v g (o)),
Ahora,
o (st =1y PHOL Iy iy 1000
i (Do) iy (10 52.0))
_ _% <%) (0.p) = = —DX(p).

Por otra parte %‘t:o (Y(¢e(p))) = DY (¢o(p)) - X(¢o(p)) = DY (p) - X(p). Esto completa la
demostracién por la descripcién de [X, Y] vista en el parrafo anterior. O

Queremos probar que si el corchete [ X, Y] = 0 entonces los flujos conmutan. Para eso necesitamos

algunos lemas. En adelante supondremos por simplicidad que los campos con que trabajaremos
son completos.
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Proposicién 3.4.4. Sean o € Diff(R™), Y € X(R") y sea {¢1}+ € R el grupo de difeomorfismos
de Y. Entonces, el flujo de a*Y es B = a1 o)y 0 a.

“Loygoalp) =at(alp) = p, para todo p € R™.

Demostracion. Es inmediato que fy(p) = «
(a*Y)(B(p)), Vp € R".

Debemos ver entonces que %‘ Bi(p)

(@ V)(3u(p) = (@Y )(a ™ ovula(p) = Da~ (aoa oufalp)) Y(@oa™ ovila(p)
= Do~ (W(alp) - Y(0i(ar) = Do (ulolr) - 57| whla(p)

0 0
= 5 t(Ofl oyroa)(p) = g tﬁt(p)-

O

Definicién 3.4.5. Decimos que un campo Y € X(R™) es invariante por un difeomorfismo
a € Diff(R"™) si satisface o*Y =Y.

Tenemos el siguiente corolario inmediato de la proposicién anterior:

Corolario 3.4.6. Sean X, Y € X(R™) y {¢¢}+ v {¢t}+ sus respectivos grupos de difeomorfismos.
Supongamos que Y es invariante por ¢, YVt € R. Entonces s o ¢ = ¢ 0 g, Vs, € R.

Demostracion. Basta con tomar o = ¢; para cada t y aplicar la proposicién anterior. O

Teorema 3.4.7. Sean X, Y € X(R™) y {de}+ y {¢1}+ sus respectivos grupos de difeomorfismos.
Entonces

[(X,Y]=0 = ts0¢, =0, Vs, t€R.

Demostracion. Por el corolario anterior, basta con demostrar que [X,Y] =0 =Y es invariante
por ¢; para todo t. Sea [X,Y] = 0, queremos ver que (¢;Y)(p) = Y (p) para todo p € R" y todo
t € R. Fijado p € R", consideremos la curva ¢, : R — R", ¢,(t) = (¢;Y)(p) definida en (3.3).
Sabemos por (3.4) que ¢,(0) = Y (p), luego alcanza con probar que la curva ¢, es constante.

Por la Proposicién 3.4.3, sabemos que ¢,(0) = [X,Y](p), Vp, y por lo tanto c,(0) = 0, Vp.

Probemos que ¢, (t) = 0 para todo t:

(t+h) —cp(t) Do_t—n(Pt+n(p)) - Y (Pr4n(p)) — Do—t(¢(p)) - Y (¢e(p))

) = Jim = ) I
~ m D__n(¢n o ¢e(p)) - Y (dn 0 ¢t(p)) — Dp_1(¢e(p)) - Y (de(p))
h—0 h
~ lim Dé_i-n(on(q)) -Y(qbf;l(Q)) = D10 V(D onde g = du(p).
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Usando que D¢_p_y = D(¢d—r 0 ¢_p) = Dod—1(¢p—p) - Dop_p, se concluye

D¢_i(¢—nodn(q))  Do_n(on(q) - Y(dn(q) — Do—4(q) - Y(q)

&(t) = Jimy I
_ }lei% D(;Lt(q) . D(bfh((bh(q)) ) }}:(¢h(Q)) _ Y(Q) — D(;Lt(q) . C;(O) - 0.

Tenemos el siguiente corolario

Corolario 3.4.8. Sean X, Y € X(R") tales que [X,Y] =0 y sean {¢1}+ y {1t }+ sus respectivos
grupos de difeomorfismos. Entonces X +Y € X(R™) es completo y su grupo de difeomorfismos

es {vt}t con v = ¢p oy, V.

Demostracion. Tenemos que probar que para todo t € R se tiene

0

5| 1) = (X +YV)0®) v ) =p, VpeR"

t

La segunda condicién es obvia dado que vy = ¢d. Primero veamos que % ! o t(p) = X()+Y (p):

S| @ewm) =5 @) = F0.u0.0) + F0.u0p) - F0
B %(O,p) + %(Oap) ' %—T’f(o,p) = X(p) +1d-Y(p) = X(p) + Y (p).
Ahora,

Vith = Gth © Wirh = Op 0 G 0 Yy 0Py = Pp 0 Yy 0 P 0 Yy = Y 0 Yy

dado que los flujos conmutan por el Teorema anterior. Por lo tanto, Dado unt € Ry p € R,
llamemos ¢ = 7(p). Entonces,

% o (7) = lim %+h(p)h— np) lim Th (e (p)f)b —1(p)
= 5|0 = X0 + Y uto)
O
3.4.2. Acciones de grupos de Lie
Definicién 3.4.9. 1. Una accién de un grupo de Lie G en una variedad M es un homomor-

fismo de grupos
G — Diff(M), g — A,

47



tal que la funcién
G x M — M, (g,m)— Ag(m)

es suave (o sea C*).

2. Una accion de un dlgebra de Lie de dimensién finita en una variedad M, es un homomor-
fismo de dlgebras de Lie

tal que
gx M — TMa (f,m) = £M(m)

€S suave.

Supongamos que tenemos una accién de G en M. Consideremos una curva suave v : R — G.
Para cada punto m € M, obtenemos una curva suave en M, J(t) = A, (m). Usando esta idea
y ciertas curvas (subgrupos uniparamétricos de G), podemos ver lo siguiente

Teorema 3.4.10. Dada una accion de un grupo de Lie G en M, podemos asociarle una accion
de su correspondiente dlgebra de Lie g de la siguiente manera: para cada & € g, consideramos la
curva v¢(t) = exp(—t€) en G. Luego, definimos

d

Epr(m) = it
=

Ase(y (m)-
Ejemplo 3.4.11. El grupo de Lie GL(n,R) actua sobre R"™. El morfismo de algebras de Lie
dado por el teorema anterior es el visto en la observacién 3.4,

R™™ = X(R"), A —Xy,

y resulta ser inyectivo.

3.4.3. Estructura diferenciable de Diff(R")

Nos gustaria afirmar que la accién del grupo de Lie GL(n,R) en R™ nos permite ver a GL(n,R)
como un subgrupo de Lie de Diff(R™). A nivel algebraico es de hecho un homomorfismo de
grupos inyectivo. Sin embargo, Diff(R™) no es una variedad en el sentido usual, es decir, no es
un espacio topolégico que localmente se parece a R¥ para ningun k. Podriamos intentar darle
una estructura de variedad diferencial de dimensién infinita, es decir, darle un atlas con cartas
que vayan a espacios vectoriales de dimensién infinita donde haya definido un céalculo.

El primer ejemplo de este tipo de variedades son las variedades de Banach, (toman cartas es
un espacio de Banach). Entre las variedades diferenciales de dimensién infinita son las més
similares a las usuales. Los grupos que son variedades en este sentido se denominan grupos de
Lie-Banach. Otro ejemplo mds general son las variedades de Fréchet. Los espacios de Fréchet
son una generalizacion de los espacios de Banach, pero en vez de tener una norma, tienen
una topologia definida a partir de una familia de seminormas, y son completos respecto de esa
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familia (una sucesién es convergente, si lo es con todas las seminormas). Por ejemplo, si M es una
variedad diferencial usual compacta, podemos darle al espacio de funciones suaves C°°(M, M)
una estructura de variedad de Fréchet. Diff(M) resulta ser un abierto de C*°(M, M) y por lo
tanto hereda estructura de variedad de Fréchet. Es decir, si M es una variedad compacta, el
espacio Diff(M) es una grupo de Lie-Fréchet. En particular, para ese caso, resulta que el dlgebra
de Lie de Diff(M) es el dlgebra de campos X(M).

Sin embargo, en nuestro caso tenemos los difeomorfismos de una variedad no compacta, Diff(R"™).
Este grupo resulta no tener una estructura de variedad de Fréchet (y en particular tampoco de
variedad de Banach). Es decir, Diff(R™) no es un grupo de Lie-Fréchet, por lo cual no tenemos
el lenguaje, en principio, para hablar de su espacio tangente en la identidad ni de campos
invariantes, y por ende no podemos asociarle el dlgebra de Lie X(R"™) (que serfa lo deseable).

3.4.4. Exponencial de campos

Sin embargo, a pesar de no tener el lenguaje de grupos y algebras del Lie, tenemos una nocién
de exponencial, aunque no esté definida globalmente sobre X(R™).

Recordemos que dado el flujo ¢(¢,z) de un campo X € X(R"), definimos ¢;(x) = ¢(t, z), o més
precisamente ¢;* (z) para explicitar la dependencia del campo X, y que si el dominio de ¢;X es

R™ entonces ¢; € Diff(R™). En particular, si el dominio de ¢3* es R", podemos asociarle a X el
difeomorfismo ¢ : R® — R". Sea

D :={X € X(R") : el dominio de ¢y es R"}.
Podemos entonces definir la aplicacion:
exp: D — Diff(R"), exp(X) = o7,
que cumple las siguientes propiedades
1.nXeD,VXeDyneN,yexp(nX)=exp(X)".

2. X €D,VXeED,yexp(—X)=exp(X) L

3.4.5. Combinacion de campos

Veamos ahora como se comportan los flujos de los campos completos cuando operamos con
ellos. En principio, queremos ver que pasa con las curvas integrales de un campo cuando se lo
multiplica por una funcién acotada. Para eso, veamos las siguiente proposiciones.

Proposicién 3.4.12. Sea X : R" — R™ un campo suave, y sea xy € R™ tal que X(x¢) = 0.
Entonces, toda curva integral vy : I — R™ de V' que pasa por zg es la curva constante vy(t) = xo,
vVt eR.
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Demostracion. Observemos que la curva yo(t) = xg es curva integral del campo X definida sobre
todo R pues 4o(t) = 0 = X (x9) = X(10(t)), Yt € R. Si otra curva integral v : I — X satisface
v(to) = xo, por el teorema de existencia y unicidad de ODE’s, coincide con 7y en un abierto y
por lo tanto en todo R por ser conexo. O

Proposicién 3.4.13. Sean X € X(R™) un campo completo y w : R" — R una funcién suave
acotada y positiva. Consideremos el campo Y (x) = w(x)X (). Luego Y es completo y las curvas
integrales del campo Y son reparametrizaciones de las del campo X.

Demostracion. Supongamos que zp € R™ es tal que Y (zg) = 0. Entonces X (xg) = 0 por ser w
positiva, y por la proposicién anterior, existe una tnica curva integral de Y y de X que pasa por
xg, que es la curva constante y(t) = xg, t € R.

Sea 71 : I — R" la curva integral de Y con v;1(0) = zo, donde zg € R™ es tal que Y (zg) # 0. Sea
v la curva integral de X con v(0) = xg, que como X es completo, estd definida sobre todo R.
Mostraremos que existe ¢ : R — R reparametrizacién con ¢(0) = 0 tal que 73 = v o ¢ (con lo
cual v, estd definido sobre todo R).

Observemos que Y (y1(t)) # 0, Vt € I, pues sino por lo anterior v; serfa constante (y no pasaria
por ).

Supongamos que existen tales v y ¢, esto nos permitird determinar quiénes son. Entonces

F(p(8)¢' (s) = w(y o () X (v 0 p(s))
X(v(p(s))¢' (s) = wv(p(s)) X (v((5))) & ¢'(s) = w(v(e(s)))

pues X (v(¢(s))) = X(71(s)) # 0, Vs por ser Y (y1(s)) # 0 y w positiva.

Por lo tanto . © .
¢'(s _ _
| wctes= [, e

Sea u(t) = w(y(t)). Obtenemos mediante el cambio de variables p(s) = T,
tdr 1
= =¢ (1)
/0 u(r)

Probemos que la funcién g(t fo es una funcién biyectiva de R en R y que por lo

Y(s) =Y (n(s) <
&

tanto, podremos definir la parametnzamon go =¢ ' :R — R como la inversa de la funcién g.
La funcién g es continua, estrictamente creciente y esté definida sobre todo R (pues w es positiva).

Como la funcién w es ademds acotada, u(t) es positiva y acotada, digamos 0 < u(t) < C. Luego

t
lim g¢(t) = lim —d’T > lim / CdT = +o0.

t—+o0 t—o00 0 u t—o00
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Anslogamente lim; , o, g(t) = —oc. Por lo tanto ¢ = g~! : R — R estd bien definida, y
v1(s) = v(p(s)) es la reparametrizaciéon buscada de 7. O

Proposicién 3.4.14. Sea X € X(R"™) un campo completo, y sea w : R™ — R una funcion suave
acotada (no necesariamente positiva). Entonces Y(x) = w(x)X(x) es completo y sus curvas
integrales son constantes o reparametrizaciones de las de X.

Demostracion. Nuevamente, si xop € R" es tal que Y (z9) = w(xo)X(zo) = 0, la curva integral
de Y por ese punto es constante.

Sea ahora x tal que Y (zg) # 0, y sea v : R — X la curva integral de X tal que v(0) = xo.
Como en la demostracién anterior, sea u(t) = w(y(t)). Entonces u(0) # 0 (pues sino Y (z) = 0).
Supongamos s.p.g. que u(0) > 0. Por continuidad existe un intervalo maximal (a,b) con 0 € (a, b)
tal que u es positiva en (a,b), eventualmente con a = —oo y/o b = +o0. Si no, u(a) = 0 y/o

1
u(b) = 0. La funcién g(t) = fg ﬂdT es creciente en (a,b). Queremos ver que su imagen es todo
u(r

R. En caso b = +00 se obtiene como en la demostracion anterior

lim g¢(t) = +o0,

t—+o0

y de la misma manera, en caso a = —oo se obtiene lim;, o g(t) = —oc.

Si b < 400, recordando u(b) = 0, por el teorema del valor medio se tiene
u(r) =u(§)b—71) <M(b-7), VO<T<b

donde M := méxec(op u'(§) > 0 pues u(7) > 0 en [0,b). Entonces

oo 1

t—b t—b
Anélogamente si a # —oo, limy_4 g(t) = —00.
Luego si ¢ = g~ !, 71 = v o0 ¢ es curva integral de Y definida Vt € R. O

Enunciemos ahora sin demostracién la férmula de Lie-Trotter, que nos dira como es el flujo de
una suma de campos, ver por ejemplo [14] para una demostracion.

Proposicién 3.4.15. Sean X e Y campos completos en R™ y sean f(t,x) y g(t,x) los respectivos
flujos, y (fi)t, (he)r sus grupos de difeomorfismos. Supongamos X +Y completo y sean son h(t,x)
y (he)e su flujo y grupo de difeomorfismos. Luego

h(t, x) (fiyn 0 91N (2)

= lim
N—oo

donde la convergencia es uniforme sobre compactos de R x R"™.
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Esta férmula es conocida como férmula de Lie-Trotter. Para el caso de campos lineales nos da
que
A+B AN B/N\Y
et :hm(e/e/) ,
N—oo

donde la convergencia es en norma de operadores.

Podemos interpretarlo de la siguiente manera: dado un punto z € R™, fluir guiado por el campo
X 4+Y es como fluir un tiempo pequeno guiado por el campo X, luego un tiempo pequeno por
el campo Y, luego por el campo X y asi siguiendo alternadamente. La igualdad se da a nivel
infinitesimal. Esta interpretaciéon geométrica sugiere que si queremos combinar difeomorfismos
que se obtienen como flujos de campos X y Y a tiempo ¢ = 1 una opcién razonable es tomar el

flujo a tiempo ¢t = 1 del campo promedio . Si los campos A y B son lineales y viven en una

subélgebra de Lie de g C gl(n,R) = R™*" sus flujos a tiempo ¢t = 1, e y P viven en un subgrupo
de Lie de G C GL(n,R). Si nos restringimos a un entorno donde la exponencial es biyectiva,
esta manera de combinar e? y e coincide con la media Log-Euclideana que introdujimos en el
capitulo anterior. Si tuviéramos una distancia definida en un espacio de campos y pudiéramos
restringir tanto los campos como los difeomorfismos con que trabajamos de manera que exp sea
biyectiva, podriamos emular la construccién de la media Log- Fuclideana al contexto de dimensién
infinita. Sin embargo no contamos en principio con esa estructura y nos quedaremos con la idea
geométrica solamente.

3.5. Metodos numéricos para resolver EDO’s

Veremos métodos numéricos de un paso. Consideremos una ecuacién ordinaria con condiciones

iniciales
{ a(t) = F(t, a(t))
a(0) ==z

y supongamos que tiene solucién definida globalmente en todas las variables. En principio quer-
emos aproximar la solucién en tiempo ¢ = 1 al problema de valores iniciales. Dado N € N,
tomamos una particién regular del intervalo [0,1], to =0, ¢; = h, ... ,ty = Nh = 1. Y consid-
eremos una iteracién

Tpe1 = xp + h U (h,tg,xx) con xzg:= x. (3.5)

La idea es aproximar la solucién a(1) por xy. Diremos que el método es convergente para esta

ecuacion si x Nzeo, a(1). Nos va a interesar, no solo probar la convergencia puntual del método,
sino también la convergencia de las aproximaciones como funciones de la condicién inicial x (la
condicién inicial en ¢ va a estar fija en ¢ty = 0). Es decir, podemos escribir explicitamente la
dependencia en la ecuacién (3.5) de la condicién inicial x, obteniendo funciones ay(z) = x que
cumplen la iteracién

agr1(x) = ag(x) + h (A, tg, ax(z)) con ap(x) = .
La ultima de estas funciones, ay(z) = zn, es la que usaremos como aproximacién de la funcién

(0,2)(1) = ¢1,0(7) asociada a la ecuacién.

52



El método estd caracterizado por la funcién ¥(h,t,x), que usualmente es alguna modificacién
de la funcién F(t,z) que define la ecuacién. El primero y més elemental de los métodos es el
método de Euler. En este método la iteracién esta caracterizada por elegir U(h,t,x) := F(t,z).
Es decir

agr1(x) = ag(x) + hE (tg, ax(x)) con op(x) = x.

Diremos que el método es consistente si W(0,t,z) = F(t,z). Observemos que el método de Euler
cumple esta condicion trivialmente.

3.5.1. Teorema de convergencia

Para las siguiente definiciones no explicitaremos la dependencia de la condicién inicial x para
facilitar las ideas.

Llamaremos error de truncamiento local I(h,t) a la diferencia
l(h,t) = a(t+h) — (a(t) + hU(h,t,at)),

donde « es la solucion al problema de valores iniciales. Nos dice por cuanto difiere la solucién
real de la aproximacion si hicieramos un solo paso de la iteracién a partir de tiempo ¢ y del punto
a(t). Definiremos ademés
l(h,t)

h )

T(h7 t) =
y 7i(h) = 7(h,t;). También tendremos

7(h) = sup [[7(h,1)].
t€[0,1]

El error global en una etapa k de una iteracién con paso h es la diferencia:
ex(h) = a(ty) — zr = a(ty) — ag(z).

Al dltimo error, es decir, lo que difiere la estimacién de la solucién real a tiempo 1, lo notaremos
e(h). Cuando menor sea el valor de h mds pasos se requieren para llegar a la tltima iteracién
y por eso elegimos no notarlo ey. En general, cuando se preste a ambiguedad agregaremos en
el subindice no solo el indice del paso k en que nos encontramos sino la cantidad de pasos
totales N: e y(h). Es decir e(h) = ey n(h) con N = 1/h. El método es convergente si e(h) =
h +
€N, N(h) —:0——> 0.
Diremos que un método es de orden p (para una cierta ecuacién) si vale que 7(h) = O(hP).

Proposiciéon 3.5.1. Sea una EDO con condiciones iniciales

{ a(t) = F(t,a(t))
a(0) ==

con solucion «(t) continua para t € [0,1]. Supongamos que tenemos un método de un paso dado

por W(h,t,x), continua en [0, ho] X [0, 1] X R™ para algin 0 < hg < 1. Si el método es consistente,

+
entonces 7(h) h207 .
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Demostracion. Por definicién de I(t, h) tenemos que
I(t,h) =a(t+h) —a(t) — h¥(h,t,at))

_ /Hh (6s) — w(h,t,0(1)) ) ds
tt+h
= /t <\IJ(0,s,a(s)) - W(h,t,a(t)))ds,

donde la integral es coordenada a coordenada, por ser consistente el método.

Como la funciones a y ¥ son continuas, tenemos que la composicién W(h,t, «(t)) es uniforme-
mente continua en [0, hg] x [0, 1]. Consideremos

2= mix [¥(0..0(9) < (A ta(t)]

Se tiene ||I(t, h)|| < hZ(h). Ademads, por continuidad uniforme, Z(h) =07, Luego, para h > 0,

0<r(h) = sup |[7(h,1)| < Z(h) 2= 0,
te€[0,1]

O

Finalmente, se dice que el método es estable si ¥(h,t,x) es continua en [0, hg] x [0,1] x R™ para
algin 0 < hy < 1y globalmente Lipschitz en x, uniformemente respecto de (h,t), con constante
K, es decir

¥ (h,t,2) = W(h,t,y)| < K|z —yl, Vz,yeR", V(ht)el0,ho] x0,1].
Observemos que si F' es globalmente Lipschitz en x, uniformemente respecto de t, entonces el

método de Euler es estable.

El siguiente teorema caracteriza cuando un método de un paso es convergente.

Teorema 3.5.2. Sea una EDO con condiciones iniciales

{ a(t) = F(t,a(t))
a(0) == ’

con solucion «(t) continua para t € [0,1]. Supongamos que tenemos un método de un paso dado
por U (h,t,x) que es estable (con constante de Lipschitz K ) y consistente. Entonces
K1

K

(§

llexll < 7(h)

y el método es convergente.
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Demostracion. Por definicién, sabemos que
a(tp1) = alty) + h ¥ (h, ty, aty)) + h1(h, tg).
Luego podemos acotar inductivamente el error global ey:
lewsill = laltrsn) = manll < lalte) — aell + I (b, ty, alti)) — kst 2)) | + Bl (b t)].
Usando que ¥ es Lipschitz, tenemos
lewsall < llewll+ b K lexll+ A 17y ti)ll < (1K) llexll+ b 17 (hti)ll < (14 BE) [lexll+ b r(h).

Como « es continua en [0, 1], 7(h,t) es continua en [0,1] x [0, ko], y T(h) < oco. Si seguimos la
acotacién, nos queda que

k
lexsall < (1+ hE)**eo]| + (Z(l + hK)’) hr(h)
i=1

(14 hEK)F -1
hK

< (14 hK) ol + hr(h).

K\* K\"Y
Usando que <1 + N) < <1 + N) < el y queey = a(0) — 29 = 0, queda

K1

—(h) h=07, ),

(§]
lexll <

+
En particular e(h) h=2070 y el método es convergente.

3.5.2. Anadlisis de convergencia para Euler

Analicemos ahora el método de Euler con un poco més de detalle. Nos interesa estudiar si la
convergencia es uniforme y qué podemos decir de la convergencia de las derivadas.

Sea la EDO con condiciones iniciales

donde suponemos que la funcién F' es C*°([0, 1] x R, R™) y globalmente Lipchitz en z, uniforme-
mente respecto de ¢, con constante L (y por lo tanto el método de Euler es estable). Suponemos
ademds que la solucién a(t,x) := ®(t,0,x), estd definida en un abierto que contiene a [0, 1] x €2,
con 2 C R™ compacto (y es por lo tanto C*° alli). En particular estamos en las condiciones del
Teorema 3.5.2.
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Dado N € N, recordemos que el método estd dado por aproximar «(1,z) via la sucesién ay(z),
k=1,...,N, definida por

agy1(z) = ag(x) + hE (t, ax(z)) con ag(z) = .
Cuando queramos explicitar la cantidad total de pasos, agregaremos N como subindice y no-
taremos aj ().
Veamos como es el error de truncamiento local.

Si consideramos el desarrollo de Taylor en ¢ de a(t + h, x), tenemos

t+h
a(t +h,z) = a(t,z) + ha(t,z) + / a(s,x)(t +h — s)ds,

donde la integral es coordenada a coordenada.

Luego tenemos una expresiéon para 7 que depende de x:

hr(ht,z) = (a(t, ) + hE(t, at,z)) + /fh (s, z)(t+h— s)ds)
- <a(t, x) + hE(t, at, x))

t+h
= /t a(s,z)(t + h — s)ds.

Ahora, como sabemos que o € C*°([0,1] x Q,R™), &(t,z) es continua en ambas variables y lo
podemos acotar por

M= sup ||t 2)].
[0,1]xQ2

Por lo tanto,
2

t+h t+h
Rl (h,t,z)| < / (s, z)||(t + h —s)ds < M/ (t+h—s)ds < M;
t t

Es decir que 7(h, z) = supc(o 1) ||T(h, t,2)|| < (M/2)h y converge a 0 uniformemente respecto de
x en . La acotacion de la prueba del Teorema 3.5.2 vale para todo x € §2, y por lo tanto

ann(z) = a(l,z)

uniformemente sobre €2.

Ademds, nos va a ser util acotar la norma |lag|[ () = sup{||ak(7)[|e : = € Q} para probar
también la convergencia de las derivadas, es decir para probar que

0 0
%QNJ\[(%') = %a(l,m) (3.6)

uniformemente sobre €2 también.
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Por el Teorema 3.5.2,

K —1 K —1M
< — h. .
e 7(h,z) < 3 h (3.7)

le(te, ©) — e (2)]| <
Como «a(t,x) es continua en el compacto [0,1] x €, es acotada, y resulta

eK—1M
lkll oo @) < == h +llall= o1 x0)-

Observemos que la cota no depende de la cantidad de pasos del método. Sea entonces 2 C R”
un compacto que contenga las imédgenes de a(t,z) y ag n(z), VN € N, V1 <k < N, para todo
te[0,1], z € Q.

Para probar (3.6), vamos a proceder en dos etapas.

Primero, consideremos la ecuacién de variaciones (3.2) asociada a nuestra ecuacién

O(t,z) = Fu(t,a(t,z)) - O(t, x)
{ ©(0,z) =1d (38)

La solucién de (3.8) es O(t,x) = ga(t,m), y en particular ©(t,z) € C*([0,1] x Q,R"™). Si
x

planteamos para © una aproximaciéon andloga a la del método de Euler

Okt1(z) = Op(x)+hFy(ty, aty, x))-Ok(z) = (Id—i—hFx(tk,a(tk,x))) ‘Op(z) con Og(z)=1d,

0
probaremos primero que Oy n(z) = O(1,2) = a—a(l, x) uniformemente sobre €2
x

Usando nuevamente que

. tht1 .
Olt1s1.2) = O(tn,) + WOt )+ [ B(t.2) (b — )

i

— (M4 by (b, alt ) - O(tia) + [ O(t) (b — ),

g

(donde la integral es coordenada a coordenada) tenemos que

O(te1,7) ~ Opia(w) = (144 h Fy(ty, alt, ) ) - (Ot ) — Op()) + / O ) (thar — )t

tk

Es decir que el error Ey11 = O(tky1,2) — Op11(x) cumple
th+1
Bl < [11d + h Fo(t, oty ) || E- [ + ||/ O(t, @) (tps1 — t)dt||
123

donde la norma es la norma operador de matrices (que cumple ||[AB| < ||A|||B]|). Por la
continuidad de © sobre [0, 1] x 2, y teniendo en cuenta que podemos acotar cualquier norma
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de una matriz en término de los médulos de sus componentes (agregando eventualemte una
constante multiplicativa), podemos acotar el término de la integral por (M’/2)h?. Acotemos
ademas
|Feltisaltia)) < swp |Fu(t,y)] = K. (3.9)
te[0,1], yeQ

Luego, acotando iterativamente como en el Teorema 3.5.2 obtenemos

(GKI — 1) Ml

h.
K’ 2

[ Ernl <

Por lo tanto,

Onn(z) 2 O(1,2) = %a(l,m)

uniformemente sobre (2.
Ademids, podemos acotar uniformemente ||© (7)) como lo hicimos para ai,n, digamos,

K 1M 0
1®kllzeo0) < —7——5 + ||£O‘HL°°([O,1]><Q) =R. (3.10)

s,
Ahora, vamos a probar que ||On y(z) — z—an n(z)| = 0 uniformemente sobre Q.
x

0

Volvamos a la iteracién agy1(z) = ag(x) +h F(tx, ag(z)) con ap(x) = . Derivando ambos lados
respecto de x obtenemos

s (@) = 2o (o) b Falti,o(e)) - -an(a) con 2-ap(e) = 1d
Consideremos la diferencia d;, = ©y(z) — 5-ax(x). Se tiene para la norma operador:
i @] = [O41(2) — -1 (a)
= Ok (x) — Ou(a) + Op(x) — -t ()]
< 04(2) — ()| + B |t by 7)) - Oulw) — Fi (b, 0x(2)) - o)

< Nl di(@)l] + h | Fo (t, altn, ) — Fulte, cr(@))]| [|Ok ()]
It 002 [104(2) — <o)
< (1 + b || Fp(t, o (@) DIldi (@) | + || Fo (i, a(tr, @) — Fote, on () || Ok (2)]]-
Vamos a acotar los términos a la derecha uno a uno.

Para ||, (tg, a(2))|| vale la misma acotacién (3.9) ya que ag(z) € Q:

1Ex (e, an ()| < sup  [[Fe(t,y)]l = K.
tel0,1], yeQ
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Ademsds F), es continua, y por lo tanto Lipschitz como funcién de [0, 1] x Q en R™*" digamos
de constante L. Finalmente, tenemos la acotacién (3.10), ||© (¢, z)|| < R. Por lo tanto

k1 ()] < (14 hK") [ldi ()| + hRL||a(te, ) — o ()
Finalmente, por (3.7) para ||a(tx, ) — ai(z)||, concluimos
ldra (@) < (L + hE")||dp(2)]| + Q b (h, ),

para una constante ). Iterando la desigualdad nuevamente, y usando que ||dy(x)|| = 0, queda fi-
Kl
-1

KI

e h—0t

Q 7(h,r) —— 0, uniformemente sobre €2, por la Proposicién

nalmente que ||dg v ()| <
3.5.1.

Asi, —ann(z) = a—a(l,m) uniformemente sobre €.
x x

0

Supongamos ahora que tenemos una ecuacién que depende de pardametros

{ a(t) = F(t,a(t),\)
a(0) ==z ’

por el Corolario 3.1.2 y su demostracion, la solucién «(t,z,A) es C* respecto de todas sus
variables, y se obtiene resolviendo el sistema

B(t) = F(t, 5(1))

so=(1)

donde 8 = (o, \), F(t, (z,)\) = (F(t,x,)),0), y a(t,z, \) se corresponde con las primeras 1 4 n
coordenadas de la solucién f(t,z, ). Ahora, si aproximamos a(1,z,A) con Euler, nos queda

apr1(z, A) = ag(x, \) + h F(tg, ar(z,A)) con  ap(x,\) ==,

y si por otro lado, aproximamos 3(1,z, A) con Euler, tenemos
Brg1(x,N) = Bz, \) + h F(tg, Be(z,\)) con fo(z,\) = < i > '

Se comprueba facilmente que
Bi(z,A) = < ak(i7)\) > :

Cuando el campo F esté definido globalmente, es todo lo suave que se precisa y globalmente Lips-
chitz en (x,\) para (z,\) € R" x A, entonces F' también tendra las mismas propiedades. Es decir,
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estamos en la situacién del andlisis de convergencia hecho en la seccién anterior. Supongamos
que el par (x, \) estd restringido a un compacto €2 x A, entonces tendremos

ﬂ]\ﬂN(.%',)\) = ,8(1,1‘,)\) y %ﬂ]v,]v(m‘,)\) =

uniformemente en 2 x A. Pero se tiene

7)\)@&:<3xok8)\k> y ﬁ:<3x o\ )

8(1‘, Id

Por lo tanto, tenemos que
@A) Zale,)) |, —ann(@N) S a(le,) ¥ any()) = —a(l,z, )
an N\T, all,x, ) 8.%'OZN7N x, Bma y Ly y 8)\QN,N x, 8)\a y Ly

uniformemente en € x A.
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Capitulo 4

Transformaciones Poliafines,
Polirigidas y Log-euclideanas
Poliafines y Polirigidas

En este capitulo, propondremos dos familias de funciones apropiadas para el registro de imagenes.
Estas transformaciones son difeomorfismos, y estan caracterizadas por una cierta cantidad de
parametros. Es decir, en principio la novedad que suponen es una nueva forma de parametrizar
difeomorfismos.

A la cantidad de pardmetros del método de parametrizacién se los llama en la literatura los
grados de libertad. Lo que se busca con el registro de imdgenes es obtener una deformacion que
minimice cierto funcional. Como las transformaciones estan caracterizadas por sus parametros,
el funcional se minimiza en el espacio de parametros. Una excesiva cantidad de pardmetros puede
llevar a que la estrategia elegida de optimizacion se estanque facilmente en minimos locales del
funcional, mientras que tener poca versatilidad en las transformaciones que se usan, no permite
llegar a un minimo suficientemente bajo. Las transformaciones que propondremos a continuacién
tienen un buen equilibrio en este sentido.

4.1. Transformaciones poliafines y polirigidas

La idea principal de estas transformaciones es fusionar transformaciones afines (rigidas) actuando
localmente en distintas partes de la imagen, de manera que la transformacion resultante sea un
difeomorfismo.

4.1.1. Promedio local

Un primer enfoque ingenuo seria el de hacer un promedio pesado localmente.
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Consideremos transformaciones afines 17,75, ..., T, de la forma
Ti(x) = Ajx + d;

donde A; € GL(n,R) es una matriz inversible y d; € R™ es un vector (columna). Cada trans-
formacion va a actuar en una region de influencia. En vez de trabajar con regiones fijas del
plano, vamos a tomar regiones difusas caracterizadas por funciones w; que son C'*°. Luego, las
combinamos para obtener

1 LR A
T(z) = e ;wl(x)Tz(x).

(2

La propuesta mas sencilla para las regiones es tomar para w; Gaussianas acompanadas de un
peso p; que pondere la importancia de cada regién respecto a las otras:

wi(x) = S exp Nz = el ail”
‘ (2mo2)n/2 202 ’

)

con 0;,p; € Ry, a; € R". Podemos normalizar los w; poniendo w; := w;/Y i~ W;, y luego
m
T(z) = sz(x)Tl(x) con sz(x) =1, Vz € R".
i=1

Se pueden considerar otras alternativas para las funciones w;, ademéas de Gaussianas. Por ejem-
plo, se pueden considerar regiones adaptadas a cada imagen particular. En el caso en que la
imagen que queremos modificar contiene estructuras rigidas (como huesos u otras estructuras
articuladas), podemos considerar la regiéon que ocupan éstas en la imagen, digamos H C ). La
funcién indicadora del conjunto Iz (z) no es suave, pero podemos suavizarla convolucionando
con una gaussiana: w; = Iy (z) * G(x) con G(x) gaussiana centrada en el origen.

La transformacion T asi obtenida serd C'°°. Lo que no podemos garantizar es la invertibilidad. De
hecho, hay ejemplos muy simples y que aparecen naturalmente donde se pierde la inyectividad.

4.1.2. Pequenas deformaciones

Nos gustaria promediar las transformaciones localmente, pero de manera tal que el promedio
siga siendo un difeomorfismo. Podemos proceder de la siguiente manera:

1. A cada transformacién afin (rigida) 7;, 1 < i < m, le asignamos una ecuacién diferencial
ordinaria del tipo

di(t) = Vi(t,ai(t)) 4.1)

(
donde V(t,x) es un campo vectorial en R" (no auténoma pues varia con el tiempo), de
manera tal que si ®;(¢,tg,z) es el proceso asociado a la ecuacién (4.1), entonces T;(z) =
‘1)1(1, Oa ,I) .
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2. Creamos un campo nuevo promediando localmente los campos

m

V(t,z) =Y wi(x)Vi(t,z)

i=1
con w;, 1 <14 < m, definidos arriba, tales que » ;* w;(z) = 1.
3. Creamos la ecuacién diferencial no-auténoma
a(t) = V(t, at)),

y la integramos hasta tiempo 1: si ®(, g, z) es el proceso asociado a la ecuacién, buscamos
la transformacién T'(z) = ®(1,0, ).

4.2. Transformaciones poliafines y polirigidas

Sean entonces
Ti(x) =Aix+d;, 1<i<m,

donde A; € GL(n,R) (respectivamente 4; € SO(n,R)) y d; € R™ es el vector de desplazamiento,
las transformaciones afines (respectivamente rigidas) que queremos fusionar.

El flujo de una ecuacién diferencial es una curva en el espacio Diff(R™) que en t = 0 vale la
identidad. Sea L; el logaritmo principal de A;. Una curva natural que une 7; con la identidad es

ai(t,x) = e + td;

ya que o;(0,2) =z y oy(1,2) = T;(z).
Si derivamos respecto de ¢, obtenemos

0

T a;(t,x) = Liettix + d;.

t

Combinando las dos expresiones tenemos que

a;(t,z) = Li(a(t,x) — td;) + d;.

at|,
Es decir, si tomamos el campo (que varia con el tiempo)
Vi(t,m) = Li(.%' — tdi) + di,

podemos plantear la ecuacién diferencial (no-auténoma)

Oéz(t) = ‘/i(t’ ai(t))‘
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Si llamamos ®;(¢,to, z) al proceso asociado a esta ecuacién, resulta que ®;(t,0,x) = «o;(t, x). Se
puede verificar que la expresion general de ®; es

(L, to, ) = <(t — tg) + to(Id — e<t*t0>Li))di ot iy, (4.2)

Segun la seccién anterior, pongamos

y planteamos la ecuacién diferencial (no-auténoma)

a(t) = V(t,a(t)). (4.3)

Obtenemos un proceso ®(¢,ty, ) que nos da la posicién final a tiempo ¢ de un punto que a tiempo
to se encontraba en la posicién z. La transformacién 7' que buscamos es T'(z) = ®(1,0,z). La
llamaremos transformacién poliafin en el caso en que A; € GL(n,R) y polirigida en el caso en
que A; € SO(n,R).

4.2.1. Invertibilidad

En la Seccién 3.3.2 vimos algunas propiedades del proceso asociado a una ecuacién no auténoma.
Si el proceso ®(t, g, z) asociado a un campo (que varia con el tiempo) estd definido sobre todo
R xR x R™, entonces ¢y, 4, (x) := ®(t1, 10, x) es inversible con inversa ¢y, ¢, (z). En la construccién
de la polirigida, T' = ¢1,9 y por ende tiene inversa ¢q 1.

La siguiente figura ilustra como la fusién infinitesimal de transformaciones mejora la invertibili-

dad.
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Figura 4.1:
Las dos figuras de arriba fusionan dos translaciones y las dos de abajo dos rotaciones, del lado
izquierdo (en rojo) con fusién directa y del derecho (en azul) con el método de polirigidas. La
figura es tomada de [3]

Se ve claramente que la fusion directa de las transformaciones (figuras del lado izquierdo, en rojo)
no resulta en transformaciones inversibles (envian distintos puntos de grilla al mismo lugar, por
ende son no inyectivas) en contraste con las polirigidas. En las cuatro imagenes se usaron regiones

centradas en los puntos P, = (—2,0) y P, = (2,0), con funciones w; = donde
putos 1 = (72,0 v 12 = (2.0 T (@ /o

g = —2,co =2y o =D5. En las figuras de arriba se fusionan translaciones T;(x) = = + d; con
dy = (3,1) y dy = (—1,5,4). En las de abajo las transformaciones T; son rotaciones alrededor del

centro de las regiones de angulos 61 = 0,65 y ; = —0,65 (radianes) respectivamente.

4.2.2. Parametros
El campo V (t,x) en realidad depende de los siguientes parametros A:

= Los pardmetros de los campos V;, 1 < i < m: las matrices L; y los desplazamientos d;.

= Los pardmetros de las funciones w;. Para el caso de Gaussianas: los pesos p;, los centros
de las regiones a; (media) y el factor de amplitud de la regién o; (desviacién estandar).

Lo notaremos por lo tanto V (£, 2, A). Llamemos A C R¥ al espacio de parametros. Como V (¢, x, \)
depende de manera C* de los pardmetros, por el Corolario 3.1.2, tenemos que Ty(z) := T'(z,\) =
®(1,0,z,A) € C°(R" x A) (aqui paran =2 o 3).
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Podemos describir A para el caso de las transformaciones polirigidas, i.e. A; € SO(n,R), con
regiones dadas por Gaussianas:

Por lo desarrollado en la Seccién 2.5, sabemos que L; € so(n,R).

Para el caso n = 2, la matriz L; estd caracterizada por el dngulo de rotacién 0; € [—7, 7).

Para el caso n = 3, 50(3,R) estd en biyeccién con R? (de hecho es un isomorfismo de &lgebras
de Lie). Sir = (ry,ry,r.) =€ R? es el vector de rotacién, podemos pedir ||| € B := {v € R?:
ol < ).

Los desplazamientos d; nunca van a ser mayores que el didmetro de la imagen a registrar. De
hecho, en general bastard con desplazamientos pequenos, asi que podemos pedir d; € D C R"
con D un entorno compacto de 0.

Con respecto a los parametros de los w;, tenemos que los a; € © (el dominio de la imagen que
es acotado y podemos suponer compacto), los p; € P = [a, b, para algin intervalo 0 < a < by
los o; € ¥ =[d,b/]con 0 <a <V.

Por lo tanto, si A € A es un vector de parametros para una transformacién polirigida con m
componentes, tenemos:

« paran =2,
A= ((05); (di); (aq); (pi); (03)) € A =[-ma]™ x D™ x Q" x P™xX™,
s paran =3,
A= ((ri); (di); (a;); (pi); () € A=B"xD"xQ"xP™xX™

Luego el espacio de pardmetros es compacto. En ambos casos, tomando 6; = 0 (respectivamente
r; = 0) y d; = 0 para todo 1 < i < m, se obtiene V;(t,x) =0, Vt,z, y por lo tanto V(¢t,z) =0
también, lo que implica que la transformacién polirigida T correspondiente es la transformacién
identidad T (z) = z, V. Es decir, no hacemos ninguna deformacién en la imagen origen.

4.2.3. Optimizaciéon

Como se explica en el capitulo 1, el problema del registro de las imagen origen J : ' — R en la
imagen objeto I :  — R consiste en encontrar una transformacién T : Q — €’ que minimice
un criterio de similaridad entre la imagen origen J transformada por T y la imagen objeto
1. Las aplicaciones de nuestro método son principalmente registro monomodal, y la medida de
similaridad que vamos a usar es el de la distancia Lo. Segin la Identidad (1.1), el funcional que
se busca minimizar sobre A € A es entonces s : A — R definido por:

s(\) == S(I,JoTy) = / (I(z) — J o T\())? dx. (4.4)
Q

Si Mg € A realiza el minimo de la funcién s, usaremos la transformacién T, para registrar las
imagenes.

66



Para no tener problemas con el dominio de J oT), adoptaremos la convencién de que al fondo de
la imagen (es decir donde no se encuentra la anatomia representada por la imagen) corresponde
el valor J(z) = 0. Luego, podemos extender el dominio de J a todo R™ definiendo J(z) =
0, V x € Q°.

Referiremos dos métodos para minimizar la funciéon s: descenso de gradiente y Levenberg-
Marquardt.

4.2.4. Descenso de gradiente y Levenberg-Marquardt
El algoritmo de descenso de gradiente es el siguiente :

» Se inicializa en cierto vector de pardmetros g y se calcula s(Ag).

= Se calcula %‘ AmA
que s(A1) < s(Ao).

y se actualiza Ay = A\g—h1 % | A=), Para cierto valor de h; que garantice

» Se itera hasta que s(Ayy1) —s(An) < € para cierta precision e prefijada.

No es el nuestro objetivo aqui explayarnos sobre las particularidades de este método, pero
si destacaremos algunos problemas que presenta para nuestra aplicacién. En principio, que puede
ser un método lento y requerir un gran nimero de iteraciones (particularmente cuando se esta cer-
ca del minimo). Ademds, los pardmetros que definen nuestras transformaciones son de naturaleza
muy distinta (los componentes de las rotaciones, la media y varianza de las gaussianas, etc.), y
por lo tanto tienen distinta escala. Esto hace que las componentes de % tengan distinta magni-
tud y genera que el desceso de gradiente modifique considerablemente mas algunas variables que
otras. Una manera de remediarlo es normalizar la amplitud de cada variable dividiendo las com-
ponentes del gradiente asociadas a cada variable por distintas constantes. Sin embargo esto no es

del todo satisfactorio. La solucién propuesta en [2], es usar el algoritmo de Levenberg-Marquardt

(LM).

La idea de LM es mejorar el descenso de gradiente considerando una aproximacién cuadrética
en vez de lineal de la funcién a optimizar, valiéndose de una estimacién de algunas componentes
del Hessiano. Mdas precisamente, LM combina en cada iteracién (de manera adaptativa) una
optimizacién de tipo Gauss-Newton con descenso de gradiente. En el articulo [2], los autores
muestran como el uso de LM mejora la velocidad de convergencia y permite obtener mejores
minimos locales, ademas de ponderar mejor la importancia de cada variable. No obstante, la
naturaleza distinta de las variables sigue generando problemas, y por lo tanto recurren a optimizar
por separado los distintos tipos de variables. Cada iteracién se divide en varias etapas: en cada
una se optimiza (con LM) un grupo de variables distinto.

4.2.5. Gradiente de s

Cualquiera de los dos métodos de optimizacién mencionados requiere disponer al menos de %.
Para ver qué forma tiene, necesitamos el siguiente lema, cuya demostracién se encuentra en [5,
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Th. 8.5].

Lema 4.2.1. Sea U un subconjunto compacto de R® x R¥ y sea f : U — R una funcion continua

0
tal que la funcion (x,\) — —f(ac,)\) existe y es continua en todo U. Supongamos que tenemos

1))

Ax B CU, donde A y B son subconjuntos de medida no nula de R™ y R¥ respectivamente, con
B es abierto. Entonces, se tiene que la funcion

F()\):/Af(ac,)\)dx

es diferenciable en B, y

oF [ of

para todo \ en B.

Luego, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2.2. La funcion s : A — R definida en (4.4) es diferenciable respecto de A en
A° y se tiene la expresion

%(A) =— / (I(z) — Jo Tn(z)) ((VJO 1)) (z) - %(:ﬂ))dm

Q

Demostracién. Sabemos que la funcién f(z,\) = (I(z) — J o T'(z, )\))2 esta definida sobre todo
U = Q x A y es diferenciable respecto a A con derivada continua. Si consideramos A = Q y
B = A° en la proposicién anterior, ambos son conjuntos de volumen no nulo, y el lema anterior
combinado con la regla de la cadena nos da el resultado.

O

Por supuesto, tenemos problemas en JA. Para el caso de descenso de gradiente, si el descenso
nos lleva hasta la frontera de A no podemos continuar el algoritmo. Sin embargo, en los casos en
los que se utiliza este método se presupone que la Ty que se busca ya esta cercana a la identidad.
En principio, porque antes de aplicar un registro de tipo no-rigido se realiza un registro afin.
Luego las deformaciones locales que se requieren para asemejar una imagen a la otra no son muy
bruscas (en general se usan deformaciones locales menores). Por esto, se puede asumir que si se
inicializa el descenso de gradiente con pardmetros A\g € A° tales que T), = Id, es esperable que
el descenso de gradiente se mantenga en valores cercanos a Ay y no alcance nunca OA.

4.2.6. Integracion numérica de la EDO
Al no tener una solucién explicita en término de funciones conocidas para la Ecuacién (4.3), las

transformaciones poliafines y polirigidas deben ser aproximadas numéricamente. Esto tiene dos
facetas:
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» Por un lado queremos poder evaluar la transformaciéon T}, que hallemos al determinar los
pardmetros Ao € A que minimizan la funcién s para transformar efectivamente la imagen
origen J.

= Por otro lado, para la minimizacién de s se requiere conocer %, para lo cual —segin la

.« ey . <z T .z
Proposicién 4.2.2— necesitamos conocer la funcién %—;(az) Pero al no tener una expresion

explicita de T no sabemos qué derivar! Lo que haremos entonces es aplicar lo desarrollado
en la Seccion 3.5.2 y valernos de la aproximaciéon numérica de T}, en la cual la dependencia
con respecto a A es explicita.

Vamos a trabajar con dos esquemas numéricos de aproximacién de la soluciéon:

Esquema explicito de primer orden (Método de Euler).

Siguiendo lo desarrollado en la Seccion 3.5, dado N € N, definimos recursivamente

1 k
apr1,N (2, A) = o N (2, A) + NV (N’ agn(x, ), )\> con oo n(z,\) = .

La transformacion an(z, A) := an, n(x, A) es nuestra aproximacién de la funcién Ty (z) = T'(x, A).

Segun lo visto en la Seccién 3.5.2, bajo ciertas hipétesis podemos garantizar que las derivadas
Oay
de

globalmente Lipschitz en (z, A), uniformemente respecto de ¢. Lo primero se cumple para nuestros
campos, pero debemos hacer una modificacién para poder garantizar lo segundo.

convergen uniformemente a ——: necesitamos que V(¢,z,\) sea C*>°([0,1] x R” x A) y

Como mencionamos en el capitulo 1, nuestras imagenes (médicas) estan definidas en subcon-
juntos de R™ para n = 2 o 3, que podemos suponer compactos. Sea 21 € R™ un compacto
(suficientemente grande) tal que Q C €9, Q9 otro compacto tal que 3 C Q3, y sea ¢ : R" - R
una funcién C*° que satisface

((x)=1 para x€Q; y ((zr)=0 para z € Q°.

Consideramos ahora el campo

V(t,z, ) = ((x)V(t,x,N).

Podemos asegurar que V es C*([0,1] x R” x A) y tiene soporte en [0, 1] x Q9 x A. En particular,
recordando que A es acotado, es globalmente Lipschitz respecto del par (x, A), uniformemente
respecto de t.

Sea entonces la EDO

alt) = (t,alt), )
con proceso asociado ®(t, to, z, A), y sea T'(z, A) = ®(1,0,z, \). Se tienen las siguientes propiedades:

1. V es completo.
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2. Las aproximaciones &y por el método de Euler satisfacen

5 5 T
an(z,A\) =2 T(z,\) y a(;l—)j\v(x, A= g—)\(az, A) uniformemente en 2 x A.
3. Sean z € Q y A € A. Si ®(¢,0,z,)) € QF, Vt € [0,1], entonces d(t,0,2,\) = ®(t,0,z, ),

vVt € [0,1]. En particular T'(z,\) = T'(z, )

Demostremos la propiedad 3: Sean zg € Q y A € A fijos, y sean «(t) = ®(¢,0,70,A) y a(t) =
®(t,0,20,A) curvas integrales de V(t,xz,\) y V(t,z,\) respectivamente, definidas en (a,b) D
[0,1]. Se tiene

alt) =V(t,at),\) con a(0)=z¢ y &(t)=V(talt),\) con &0)=xg.

Ahora bien, a(t) € Qi, YVt € (a,b) implica &(t) = V(t,a(t),\) = V(t,a(t),\) = a(t), y como
ambos satisfacen la misma condicién inicial, por el teorema de unicidad se tiene a(t) = a(t).

Esta ultima propiedad nos asegura que para los fines practicos, la modificacién introducida en V'
no modifica los resultados. Esto es en el siguiente sentido: como el proceso ® obtenido de integrar
los campos V' definidos para las poliafines (polirigidas) se mantiene cercano a la identidad,

basta con tomar un compacto (2; suficientemente grande para asegurar que la transformacion
- or odT

T(x,\) = T(x,\) para todo (x,\) € Q x A. Si esto sucede, en particular vale que X A
La razon para que consideremos estd modificacién en los campos es de indole tedrica, ya que
nos permite demostrar que las aproximaciones numéricas, asi como sus derivadas respecto a los

parametros, convergen uniformemente a las de la transformacién.

Esquema de segundo orden

La idea de este esquema es que en cada iteracién vamos a sumar un pequenio desplazamiento.
Pero este desplazamiento no es un multiplo del vector tangente como en el método anterior,
sino la suma pesada localmente de los desplazamientos que se observarian si cada componente
evolucionara independientemente un pequeno intervalo de tiempo. Consideremos los procesos ®;
asociados a los campos V. Para cada N € N llamamos t;, = k/N y definimos recursivamente la

sucesion Sy y(x):

M
Br+1,8(2) = B, n(x) + sz(ﬁk,N(x)) (‘I%‘ <tk+1,tk,ﬁk,1v($)) - ﬁk,N(@) con fon(r) = .
i=1
Asi por ejemplo,

Bin(z —m+2wl <<—Ox>—x>

1
Es decir, a x le sumamos una combinacién lineal de los desplazamientos (I)i(ﬁ’ O,x) —z,1<

i < m, como se ilustra en la figura siguiente (donde, por simplicidad, consideramos simplemente
la suma de dos componentes):
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D1 (t2,t1, f1,n(2))

. o BN (2)
° (I)l(tl, 0, x)
e Dy(ta,t1, f1 N (T))
//ﬁl,N(x)
x .\o ‘I)Q(tl, 0, CC)

Tenemos una formula explicita para cada ®;, asi que podemos realizar los calculos en cada paso
de la iteracién. Concretamente necesitamos conocer ®;(tx11,%k, y) — y, para distintos valores de
tr e y dados por la iteracién. Usando la expresion (4.2) dada para ®;(¢,to, x), tenemos que:

D, (tgt1,th,z) = <% + t5, (Id — eLi/N))di +eliNg — gz = %di + (eLi/N - Id) (x — trd;) .

Al igual que para el método anterior, la aproximacion que queremos de la solucién es la transfor-
macién By (z) = By n(x). El nombre esquema de sequndo orden es el que usan en el articulo [2],
aunque cabe senalar (como de hecho lo hacen los autores también) que las derivadas segundas
del esquema (con respecto al incremento de ¢ que se hace entre un paso y el siguiente) solo
coinciden parcialmente con las derivadas segundas de la verdadera solucién T

Derivadas respecto de los parametros para los esquemas numéricos

Podemos hallar una expresién para las derivadas de los esquemas numéricos respecto de los
parametros, ya que son éstas las que usaremos en el descenso de gradiente como sustituto de g—§.
Para ambos esquemas se obtienen iterativamente. Por ejemplo, para el primero, tenemos
0aj41,N oy, N 1/,0V ,k oy N oV  k

——(x,\) = —(z, A —<— —,x Ty A), A —(z,\)+ (=, x,)\,)\>

con 80505\1\’ (x,\) = 0.

4.2.7. Inconvenientes

Las transformaciones descriptas anteriormente son difeomorfismos y combinan el efecto local de
varias transformaciones afines (rigidas). Sin embargo presentan algunos inconvenientes a la hora
de aplicarlas al registro de imagenes:

1. Las inversas no pertenecen a la misma clase de funciones: es decir, si T es poliafin (polirigi-
da), T~! no es en general poliafin (polirigida). Esto es un problema ya que como explicamos
en la Seccién 1.4.5, no solo es deseable que T' sea difeomorfismo (preserve la topologia),
sino también que si T7; es la mejor transformacién poliafin (polirigida) que deforma la
imagen I en la imagen J, su inversa sea TI_J1 = Ty, es decir, la mejor transformacién
poliafin (polirigida) que deforma J en I.
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2. la integracion numerica de la EDO es muy costosa computacionalmente.

Las transformaciones log-euclideanas poliafines y polirigidas permiten superar estos inconve-
nientes, sin perder la idea original de fusionar infinitesimalmente finitas transformaciones afines
(rigidas) que actian localmente.

Observacion 4.2.3. Cabe senalar que en [3] afirman que las transformaciones poliafines (rigidas)
no son invariantes por cambios de coordenadas. Este seria otro de los inconvenientes. Sin embargo
esto pareceria no ser asi:

Dada una ecuacion no auténoma

a(t) = V(¢ o),

sea ®(t,to, x) el proceso asociado a la ecuacién, y sea F' € Diff(R™) un cambio de coordenadas.
Para cada t € R", podemos mirar el campo Vi(xz) = V(t,z). El campo V} escrito en nuevas
coordenadas es )
V(t,y) = F*Vi(y) = DF~(F(y)) - Vi(F(y)),
y la ecuacién la nueva ecuacién es .
a(t) =V(tat)).
Consideremos ®(t,tg,y) = F~ 0 ®(t,t0, F(y)), ¥ Prao(y) = F~ 0 drs, 0 F(y). Luego, ® es el

proceso asociado a la nueva ecuacién si

0P

o5 (bto,y) = V(t,bt40(y))) = DF N (F 0§y (y)) - V(£ F 0§y (y))

F- 1(F o <73t,to (y))-V(t, Fo <73t,to ()
F Y FoF o, 0F(y) V(t,FoF ' ogy,oF(y))
F Y FoF topyoF(y) V(t,FoF 1 opoF(y))
FH¢u40 0 F(y)) - V(t, 14, 0 F(y)).

=D
=D
=D
=D

Pero si miramos ®(¢, %y, F'(y)) con ty e y fijos, es una curva con pardametro ¢. Por lo tanto

0 t.to.) = D (@ (110, F(y) - 20 (.10, Fl1)

= DF~Y(®(t,to, F(y)) - V(t, B(t, to, F(y))
= DF (119 0 F(y)) - V(t, b1t © F(y))-

Es decir, el proceso asociado a la ecuacién original, escrito en las nuevas coordenadas (®(t, tg, y))
es el proceso asociado al campo escrito en nuevas coordenadas (V (t,7)).
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4.3. Transformaciones Log-euclideanas poliafines y polirigidas

En la seccién anterior vimos como una transformacién afin (rigida) puede ser obtenida como la
solucién de una ecuacién diferencial. Para eso construimos una curva en el espacio Diff(R") y
buscamos ad hoc una ecuacién diferencial ordinaria cuya solucién fuera dicha curva. La curva
evoluciona exponencialmente en la parte lineal (rotacién) y linealmente en el desplazamiento.
Esto corresponderia con una curva exponencial en el espacio GL(n,R) x R™, pero este grupo
de Lie no es el mismo que Aff(n,R) que es un producto semidirecto de estos grupos. Esta es la
razén por la que la ecuacién diferencial resulta no auténoma. Podemos solucionar este problema
considerando para cada 7T; una ecuaciéon més natural. Para eso nos valemos de las coordenadas
homogéneas Aff(n,R) — ROM*+Dx"+) introducidas en la seccién 2.2.2.

Si T;(x) = Az + d;, podemos ver a T; como la restriccién a una variedad lineal de una transfor-
macién T; € GL(n + 1,R):

(1) -0 ) ()=,

Como vimos en la Seccion 2.5.3, sea

o M; vy L, [ Ai d;
Ll—<0 0) tal que e —<0 1).

La aplicacién

satisface la ecuacion diferencial

£(747)-re (1) -5 (7).

Quedéndonos con la primer coordenada ya que la segunda es nula, esto es equivalente a:

d

—a;(t,z) = M;a;(t, z) + v;.

dt

Es decir, si tomamos el campo (que no varfa con el tiempo t)
Vi(z) = M; x + v,

podemos plantear la ecuacion diferencial auténoma

di(t) = Vi(ai(t))-

Ahora si, podemos operar como hicimos en la seccién anterior creando un nuevo campo V a
partir de los V;:

Vix) = Z wi(z)Vi(z) = Z wi(z) (MZ T+ vi),
i=1 i=1
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donde los coeficientes w; son funciones que determinan el drea de influencia de cada transforma-
cién.
Terminamos planteando la ecuacién diferencial, que resulta auténoma,

at) = Via(t)). (4.6)

Obtenemos el flujo ¢(t, z) solucién de la ecuacién con condicién inicial «(0) = =z, y la transfor-
macién T se obtiene de integrar hasta tiempo ¢ = 1, es decir T'(z) = ¢(1, z).

A dicha transformacién la llamaremos log-ecuclideana poliafin /polirigida ya que proviene de la
fusion de los verdaderos logaritmos de las transformaciones. En adelante usaremos el nombre
abreviado LEPA o LEPR. Como la ecuacién (4.6) es auténoma, nos da mejores propiedades que
las que tenian las transformaciones poliafines y polirigidas.

Observemos que tenemos la siguiente expresion para V' en coordenadas homogéneas:

() =2 (5 5) (1)

4.3.1. Integrabilidad

Tenemos la acotacion,

M M M
V@)l <D lwi@)|[Vi(@)ll < <Z Mi) ]+ i
i=1 =1 i=1

Por la Proposicién 3.2.2, la ecuacién tiene solucién para todo tiempo, es decir, el campo V es
completo.

4.3.2. Invertibilidad
Al ser la Ecuacién (4.6) una ecuacién auténoma, tiene asociado un flujo ¢(t, z), que puede verse
como un subgrupo uniparamétrico de difeomorfismos {¢;}icr. La transformacion LE-poliafin

(LE-polirigida) que se obtiene de la ecuacién no es més que ¢;. Recordemos las propiedades de
grupo del flujo:

L ¢o(z) ==
2. ¢u(¢s(x)) = ds(P1()) = Pras()

Un corolario de estas propiedades es que T" es inversible con inversa ¢_(z):

¢-1(61(x)) = ¢o(z) = z.
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Pero més aun, como 7' = exp(V') en el sentido de 3.4.4, su inversa puede obtenerse exponenciando
el campo opuesto: T~! = exp(—V). Es este caso es

N
V)= Y wila) (- Vila)),
=1

y si uno integra los nuevos campos —V; obtiene exp(—V;) = T[l. Por lo tanto T~ ! es una trans-
formacién LEPA (LAPR) que fusiona la transformaciones afines (rigidas) T; * con los mismos
pesos w;.

4.3.3. Invarianza por cambio de coordenadas afines

Supongamos que tenemos un cambio de coordenadas, F': R™ — R" difeomorfismo. Por lo visto
en 3.4.2 sabemos que el campo V expresado en estas nuevas coordenadas es V = F*V, es decir:

V(y) = DF ' (F(y)) - V(F(y)).

La proposicién 3.4.4 nos garantiza que el flujo de este nuevo campo no es mas que el flujo del
anterior expresado en nuevas coordenadas y en particular

T(y) = o(1,y) = (F L ogioF)(y) = (F ' oToF)(y)

4.3.4. Interpretacion geométrica

El hecho de que las ecuaciones que definen las transformaciones LEPA y LEPR sean autonomas
nos permite interpretar geometricamente como actuan. El campo V' se obtiene como suma de
campos w;(z)V;(x). Si miramos el flujo ¢; de un campo V; para un valor de z fijo, tenemos
una curva integral para el campo V;: t — ¢;(t,x). Ahora como las funciones w; son positi-
vas y acotadas, vimos en la proposicién 3.4.13 que las curvas integrales de de w;(x)V;(z) son
reparametrizaciones de las de V;(x). Por ejemplo, si V;(x) genera una rotacion alrededor de un
centro p;, las curvas integrales de V; recorren circulos concentricos alrededor de p; a velocidad
constante y las curvas integrales de w;V; los recorren a velocidad menor (ya que |w;(z)| < 1 para
todo x) y no necesariamente constante. Si el valor de w; disminuye a medida que nos alejamos
de p; (por ejemplo, si w; es una gaussiana normalizada centrada en p;) las curvas integrales que
empiezan en valores de x lejanos a p; se recorren a velocidad menor. Consideremos los flujos
wi(t,x) de los campos w;(z)Vi(z) v sea ¢(t,z) el flujo de V(z). Dado un = € R", tenemos que
©i(t,z) es una curva integral de w;(z)V;(x) y tiene la misma traza que ¢;(t,x). La formula de
Lie-Trotter 3.4.15 nos dice que la transformacién T'(z) = ¢(1,x) satisface el siguiente limite:

k
7(0) = 6(1,0) = Jim (a( =)o pal oo pu(G.-)) @

Para x¢g € R" y k € N suficientemente grande, podemos dar una aproximacion de la trayectoria
de la curva ¢(t,z¢) (que a tiempo t = 1 es T'(zg)) de la siguiente manera: xy se desplaza sobre
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la curva integral ¢;(t,z0) por un intervalo de tiempo 1/k. Es decir, se desplaza por la traza
de ¢1(t, o) pero recoriendo una distancia menor cuanto menor sea wi(x) sobre la trayectoria
recorrida (como |Jwi(x)|| < 1 hard una trayectoria mas corta que la que hace ¢;(t,z¢) en el

1
mismo intervalo de tiempo). Termina en x; = S01(E, x). Luego se desplaza de por un intervalo

1
igual de tiempo por la curva po(t, 1) hasta el punto xo = 902(%, x1). Asi siguiendo hasta xp; =

wg(E, xpr—1). Luego se repite todo el proceso k veces, es decir, xp/41 = gol(E, ), ete.

Figura 4.2:
Aproximacién de la curva ¢(t, zo) para t € [0,1]

4.3.5. Integracion rapida

La transformacién que buscamos es T'(x) = ¢(1,x) = ¢1(x). Usando las propiedades de grupo
de {¢t}ter, tenemos que

T'=¢1= ¢1/2 o ¢1/2 = ¢?/2-
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Inductivamente, podemos ver que
27’L
T = ¢1/2na

1
i, Cual es la ventaja de esto? Que conociendo los valores de ¢(2—n, x), basta con realizar n composi-

1

ciones para calcular 7', y no 2™: componemos ¢( o T -),

o —) consigo misma y obtenemos ¢(
luego componemos esta nueva transformacion consigo misma y obtenemos ¢(2n—_2, —), etc. Es-
ta propiedad del flujo de una ecuacién diferencial autonoma motiva un método numérico para
aproximar 7T'(z), que denominan transformada poliafin rdpida y puede presentarse en tres etapas.

1. Multiplicamos el campo V por oN

1
2. Calculamos una aproximacién de ¢( a partir del campo 2—NV. En [3] se refieren a

2N 9 1’)
este paso como exponenciacion y proponen dos posibilidades:

= Esquema de primer orden:

ag-n(z) =2+ 2LNV(1')

= Esquema de segundo orden:

M

By (@) =3 wilx)T? " ()

1
1
9N
Donde T;* " (x) puede expresarse en coordenadas homogeneas como

1

()i (1)

3. Componemos iterativamente las transformaciones:
g1 () = gk 0 gk (2) Bo-te-—1) (@) = By—r © Bo-r

Las aproximaciénes que buscamos son a(z) = a 1 (z) y f(z) = f 1 (z) respectivamente.

20 20

Este algoritmo puede probarse que converge a T'(x). En [3] muestran, a partir de ejemplos
sintéticos, que los valores de () obtenidos con este algoritmo en N pasos son comparables con
los que se obtienen con el método de Euler en 2V pasos. Por lo tanto se reduce la complejidad
algoritmica drasticamente con resultados similares. Otra ventaja de este método es que puede
utilizar el mismo algoritmo para aproximar 7! (x): basta con utilizar en el primer paso el campo

1
—on V-
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4.3.6. Por que “Log-Euclideanas”

En la seccién 2.5.3 vimos que dado elementos 71, -+ , Ty € U C G en un grupo de Lie G C R™*",
donde U es un abierto tal que todos los elementos tienen logaritmo, podemos obtener una nocién
de media de {7T;} utilizando los logaritmos. Si ademas se le quiere dar una importancia relativa
distinta a cada elemento, podemos considerar pesos wy, -+ ,wy; > 0 tales que > w; = 1. Luego,
la media con pesos puede formularse

MF({T;}i=y) = exp(d_ w;log(T;)).
1=1

La denominamos media Log-FEuclideana con pesos ya que es la media de Frechet con pesos en el
espacio euclideo de los logaritmos proyectada de nuevo a G con la exponencial.

Sean T; € Diff(R™) transformaciones rigidas, que pueden representarse como matrices T, €
R(+1)x(n+1) y consideremos sus logaritmos como campos vectoriales completos, es decir V; €
X(R™), Vi(x) = M;x +v; tales que exp(V;) = T; (exponencial de campos). Si tomamos funciones
w;(x) = w; constantes, la transformacién LEPR obtenida coincidira con la media Log-Euclideana
de las matrices T} para los mismos pesos. Como vimos en la seccién 3.4.1, tenemos un morfismo
de dlgebras de Lie inyectivo: so(n,R) — X(R™). El espacio vectorial de dimensién infinita X(R")
resulta ser un médulo respecto del anillo de funciones acotadas y suaves C5o ,(R™). Es decir, que
combinar los campos {V;(z)} con pesos {w;(z)},

M
V()= 3 wi(2)Vi(x)
=1

no es mas que una combinacién lineal en el médulo X(R™). Es decir, podemos pensar que es
una extensiéon a dimensién infinita de la media Log-Euclideana con pesos de SO(n, R), donde los
pesos son funciones que dan importancia relativa distinta a cada T;(z) a nivel local en vez de
global.

4.3.7. Estategias de optimizacién

El método utilizado para estimar los pardmetros para las transformaciones PR tiene un gran
costo computacional. Por eso, en el articulo [3] recurren a otra estrategia de optimizacién. En el
ejemplos de aplicacién en [3], se registra un cerebro previamente segmentado sobre otra imagen
de la misma modalidad (IMR T1). Se eligen ciertos sectores que se pueden distinguir en la
imagen. En el ejemplo usado en [3] se distinguen: ojos, tronco del encefalo,cerebelo y quiasma
optico:
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Figura 4.3:
Las figura, tomada de [3], muestra zonas distinguidas en un atlas. La modalidad de la imagen
es MRI T1. Arriba: corte axial. Abajo: corte sagital.

Estas dreas de la imagen, son registradas contra la imagen objeto con trasformaciones afines.
Luego, a partir de los sectores se definen funciones w;(x) (normalizadas) y con las trasformaciones
A; se define el campo V() y se obtiene la transformacién Log-Euclideana poliafin.
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