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Introduccion

El método de elementos finitos es uno de los mas utilizados en problemas provenientes
de diferentes disciplinas que involucren ecuaciones en derivadas parciales. Parte de su versa-
tilidad se basa entre otras cosas en la capacidad que tiene, al menos en teoria, de incorporar
de un modo computacional sencillo condiciones de contorno en dominios {2 con bordes ar-
bitrarios. Esto tltimo es particularmente cierto en el caso en que {2 pueda representarse
con exactitud por el dominio discreto €2, generado por la malla de elementos finitos. En
efecto, en ese caso y considerando problemas elipticos lineales la teoria de convergencia se
reduce practicamente al estudio de errores de interpolaciéon o de proyeccion. Sin embar-
go, es importante observar que en la practica la representacion exacta del dominio por la
malla discreta es generalmente imposible. Por ejemplo, en dimensién dos y en el caso de
elementos lineales, de gran importancia y uso en las aplicaciones, eso sblo es factible en
dominios poligonales. Estas cuestiones conducen a la pregunta de como afecta la diferencia
Q\ Q, UQ,\ Q al error de aproximacion. Este trabajo repasa algunos resultados tedricos
en esa direccion.

En el Capitulo 1 se recuerdan resultados esenciales de espacios de Sobolev y ecuaciones
diferenciales lineales elipticas, abarcando en el primer caso normas fraccionarias, negati-
vas, v desigualdades clasicas, asi como teoremas de existencia, regularidad y unicidad de
soluciones en el segundo.

El Capitulo 2 esta dedicado a resumir y comentar la teoria basica de elementos finitos
discutiendo los resultados clasicos de aproximacion y en particular la convergencia en el
caso ) = (), para problemas homogéneos.

En el Capitulo 3 discutimos las distintas complicaciones que aparecen para el problema
de Dirichlet en dominios suaves 2 donde 2 # €, al utilizar elementos lineales. El caso de
Dirichlet homogéneo en dominios convexos admite un tratamiento sencillo que es discutido
en particular (donde también se consideran elementos subparamétricos de grado mas alto)
siguiendo el texto clasico [5]. El problema general no homogéneo presenta varias dificultades
y a ellos se dedica buena parte del capitulo siguiendo el enfoque de [1] aunque presentando
una version simplificada para mayor comprension del tema ya que en el caso general no se
visualizan con facilidad las ideas principales.



Capitulo 1

Consideraciones (zenerales

El método de elementos finitos es un método numérico que permite resolver problemas
que involucran ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Sus origenes o ideas germina-
les pueden rastrearse hasta el propio Leibnitz aunque el desarrollo moderno de esta técnica
comienza mayormente en el campo de la ingenieria estructural a mediados del siglo XX
impulsado por la evolucion de las computadoras. Hoy en dia es considerado como una de
las herramientas mas poderosas que se emplean para la resolucion numérica de multitud de
problemas gobernados por ecuaciones diferenciales en diferentes areas de la ingenieria y la
ciencia.

Las ecuaciones en derivadas parciales tienen una gran importancia dentro de la fisica
debido a la gran variedad de situaciones reales que modelizan. La determinacion de solu-
ciones explicitas no siempre es posible por lo que se recurre a los métodos numéricos, los
cuales proporcionan una soluciéon aproximada.

El problema de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones elipticas lineales pue-
de plantearse [3] en un marco apropiado de anélisis utilizando la formulacion variacional o
débil de las ecuaciones en cuestion. En esa direccidn, las herramientas tedricas que permiten
un tratamiento adecuado del problema brindan ademaés las bases de potenciales técnicas de
aproximacion numérica de soluciones. Comencemos recordando algunos aspectos béasicos de
la teoria subyacente a este enfoque.

1.1. Espacios de Sobolev

En esta seccion se definiré los espacios de Sobolev y se enunciaran diferentes resultados
que seran utilizados posteriormente.

De ahora en mas consideraremos 2 un abierto de R".

Definiciéon 1.1.1 Paral < p < 0o se designa por WP () al espacio de todas las funciones
ue L (Q), tales que

(a) D% € LP(Q), para |o| < k, cuando r = k es un entero no negativo,



(b) ue WH(Q) y

o _ o p
[[ PRl g, g e
QxQ |z —

y|n+0'p
para |o| =k, cuando r = k + o es no negativo y no es entero, siendo 0 < o < 1.

En donde D*u debe entenderse en el sentido de las distribuciones. Asimismo definimos la
norma en W"P(Q) como

1/p

fullesor =4 3 [ Dol do

|| <k

en el caso (a), y como

D*u(z) — D*u(y)]?
lallweney = 4 1l + / / de dy
P& WER(Q) Z Qx0 |z — y|ntor

laf=k

1/p

en el caso (b).

Observaciéon 1.1.1 En este trabajo nos enfocaremos en el caso p = 2, por lo que utiliza-
remos la notacion usual
H'(Q) :=W"*(Q)

[ullwra@) = llullrq

Con esta notacion H° = L?.
La seminorma en H*(Q), con k € N, viene dada por

1/2
ulee = (Y2 1D ullig)
|a|=k

en H"(Q)), con r = k + o no negativo y no entero, por

| Du(x) — Du(y)|?
Ulpo = dr d
[ulra Z //QXQ |z — y|"to? Y

la|=k

Recordemos que para v € R, H"(Q) y Hj(Q2) son espacios de Hilbert [6].

1/2

Observacion 1.1.2 Si Q = R" se puede definir H"(R™), para todo 0 < r, de forma alter-
nativa [9], utilizando la transformada de Fourier, como

H'(R") = {u € L*(R") /a(&)(1 + [¢*)"/* € L*(R™)}
donde
u(€) = /n e 2y (x) da



Definicion 1.1.2 Denotamos con Wy*(Q) a la clausura de C§(Q) en W™P(Q), donde
C3 () es el espacio de funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto en ).

Luego consideramos la notacion Hg () := W, ().

La Definiciéon 1.1.1 se puede extender de la siguiente manera.

Definicion 1.1.3 Parar < 0, denotamos W™ (S)) como el espacio dual de Wy (), donde
% + % = 1. En particular para el caso p = 2 escribimos consitentemente W™*(Q) = H"(),
como en el caso 0 < r.

Un caso de interés para nosotros es H=/2(Q). En particular se tiene

u’
|U!—1/2,Q= sup < ¢>
YEH/2(Q) |¢|1/2,Q

donde (-,-) denota la dualidad H'?, H=Y2 y cuando u,v € L*(Q)

mwzﬁwm

El siguiente teorema, dice que las funciones regulares son densas en H'(Q) y da un sentido
a los valores de las funciones de H'(Q) sobre la frontera I' = 9.

Teorema 1.1.1 Sea Q2 un abierto con frontera Lipschitz. Entonces

1. C=(Q) es denso en H*(Q).

2. La aplicacion o : v — yov = v|p de C®(Q) en C°(T) se prolonga por continuidad a
una aplicacion lineal y continua de H'(Q) en L*(T'). En particular existe una constante
C >0, tal que

Vo e C7(Q) |lnvllor < Cllvflie

Observacion 1.1.3 Los espacios de Sobolev definidos sobre un abierto 2 de R™ pueden
generalizarse a variedades. Un caso que nos va a interesar es el dado por la curva I’ C R2.
Considerando que la misma es de clase C%, podemos decir que una funcion g € H*(T') con
0<s<2siysolosigoX : I — R esta en H® como funcion del pardmetro, siendo X una
parametrizacion C?. Como la curva es cerrada, es necesario considerar la funcion periddica,
es decir que goX es la restriccion de una funcion periodica definida en R. Andlogamente se
definen las normas negativas, solo que por ser periddicas las funciones la dualidad se toma
sobre el espacio H®, es decir H=* = (H®)'. En este caso, la norma se notard | - |sr-
Observacion 1.1.4 Como mencionamos en la Definicion 1.1.3, es de interés el caso r = %
Puede verse que para dominios suficientemente requlares H'/?(T) coincide con el espacio de
trazas de H'(Q). Mds en general se tiene que sir =k — 3 con k=1,2,..., entonces H"(T)
coincide con el espacio de trazas de H*().



Teorema 1.1.2 (Desigualdad de Poincaré) Sea Q2 un abierto acotado, eriste una constante
C(Q) tal que
luloe < C(Q)lulia Yu € Hy(Q).

Observacion 1.1.5 Gracias a la desigualdad anterior se puede definir | - |1 o como una
norma, en Hy(Q). Por lo que || - |10 vy | - |10 resultan normas equivalentes.

Los siguientes teoremas son utilizados en los proximos capitulos.

Teorema 1.1.3 Sea Q un abierto acotado de R", con frontera T' Lipschitz, C' a trozos.
Entonces la inyeccion candnica de H' () en L*(Q2) es compacta, es decir, cada conjunto
acotado de H'(Q) es relativamente compacto en L*(1).

Teorema 1.1.4 Sea ) un abierto acotado de R™ con frontera I', Lipschitz. Entonces, si

m > g, el espacio H™(S2) es un subespacio de C(Q) y la inyeccion candnica de H™(SY) en

C(§2) es continua.

El siguiente teorema [9] sera de suma importancia en el ultimo capitulo.

Teorema 1.1.5 Sea Q2 un abierto acotado de R™ con frontera Lipschitz. Luego, para cada
r >0, existe un operador lineal y continuo E : H"(Q) — H"(R"), tal que E¢lag = ¢ y

HE¢HT,R" < C”er,ﬂ

donde C' es una constante que depende de §2.

1.2. El método de Galerkin

Sea V un espacio de Hilbert sobre R con norma || - ||, vy denotemos con V' a su dual (que
no necesariamente identificamos con V). En este contexto, sea a : V x V — R una forma
bilineal continua (i.e. a(u,v) < Cyljul|||v]] Vu,v e V)y L:V =R, Le V"

Definicién 1.2.1 Llamamos problema variacional general, también llamado problema (P),
a encontrar u € V tal que

(P) Vo eV, a(u,v) = L(v). (1.2.1)

Existen criterios que caracterizan las condiciones para las cuales existe y es tinica la solucion
para el problema (P). Por otro lado, una condiciéon suficiente se denominada coercividad
de a, esto es: existe una constante Cy > 0 tal que

Vo eV, a(v,v) > Coljv|?.

En efecto, es bien conocido el siguiente resultado [3]:



Teorema 1.2.1 (Lax-Milgram) Sea V' un espacio de Hilbert, a : V xV — R una forma
bilineal continua y coerciva y L : V — R un funcional lineal y continuo sobre V, entonces
el problema (P) admite solucion dnica y ademds

[ully < ClILly.

El teorema de Lax-Milgram proporciona una herramienta clave en el tratamiento adecuado
de problemas de contorno como recordaremos en breve. Por otro lado, dentro del planteo
abstracto del problema (P) puede proponerse un método sisteméatico de aproximacion para
la solucion u. En efecto, consideremos V}, C V' un subespacio cerrado de V' (en las aplica-
ciones suele ser de dimension finita). El parametro h cobra sentido en un contexto posterior
y se relaciona con la precision de la aproximacién buscada. Planteamos ahora la siguiente
variante de (P):

Definicion 1.2.2 Dado un subespacio cerrado Vi, C V' se define el problema (Py) como:
hallar uy, € Vj, tal que

(Ph) Yoy, € Vh, a(uh,vh) = L(Uh). (122)

Cuando V}, es de dimension finita, (Py,) se denomina problema discreto y la solucion uy, se
llama solucion discreta.

Observacion 1.2.1 El método propuesto en la formulacion Py, se denomina Método de

Galerkin.

Observacion 1.2.2 En caso en que la forma bilineal sea simétrica, la solucion discreta es
caracterizada tambien por la propiedad

J(up) = min J(vp)

v EVR

donde el funcional J viene dado por J(v) = sa(v,v) — L(v). Esta definicion alternativa de

la solucion discreta es conocida como el método de Ritz.

Notemos que desde (P) y (Py) utilizando el hecho de que Vj, C V se tiene que

a(lu —up,vp) =0 Vo, €V (1.2.3)

identidad denominada ecuaciéon del error y que dice que el error de aproximacion e = u— uy,
guarda cierta ortogonalidad con Vj, (en particular si a(u,v) definiera un producto interno).
Gracias a ello, es de esperar que uy, se comporte como la mejor aproximacion. En efecto, el
lema siguiente [8, 4, 5] confirma esta sospecha.

Lema 1.2.1 (Lema de Cea) Sea V' un espacio de Hilbert, a una forma bilineal continua
y coerciva y L € V'. Sean u y uy las soluciones de (P) y de (Pp) respectivamente (que
existen gracias al Teorema 1.2.1), entonces:

Ci
Ju=unll < FEinfusevliu = ]



Demostraciéon. Usando la coercividad y continuidad de a junto con la ecuaciéon del error
se tiene

Collu — uhH2 <a(u—up,u—up) < alu—up,u—uvy) < Cylju—upl|||u — v

de donde se sigue el lema. O

1.3. Formulacién variacional de poblemas de contorno

Este trabajo se basa en la aproximacion de soluciones de un problema eliptico clasico
en un dominio regular €2 de R”, abierto y acotado. El procedimiento estandar consiste en
llevar la ecuacion diferencial a una forma variacional conveniente que en general adopta la
forma del problema (P).

En primer lugar comenzaremos analizando el problema de Dirichlet homogéneo

{ —Au = f en Q

U = 0 en T. (1'3'1)

donde I' es la frontera de (2.
En este caso, si f € L?(Q) y T es de clase C? el problema tiene solucion tnica en H*(Q) y
verifica ||ull20 < C||fllo.q-
Este problema puede escribirse de manera estandar en la forma (P). En efecto, multipli-
cando a ambos miembros de la primera ecuacion (1.3.1) por una funcion test v € C§°(€2),
integrando por partes sobre  y usando la densidad de C°(Q) en H}(S2) se obtiene que
toda w solucion clasica de (1.3.1) verifica lo que se denomina formulacion débil:

Dada f € L*(Q2), hallar una funcion u € HJ(Q2) que verifique

u€ Hy(Q) y Z/Qgg g;} dx:/gfv dx Yv € Hy(Q). (1.3.2)
i=1 v

Como hemos observado, si u es solucion de (1.3.1) entonces es solucion de (1.3.2), pero
reciprocamente, es facil probar que si una funciéon u verifica (1.3.2) y ademas u € H?(f)
entonces es solucion de (1.3.1).
En el marco de la teoria de la secciéon anterior y tomado n = 2 observemos que el espacio
V natural para este problema es H;(f2), la forma bilineal involucrada
OJudv  Oudv

— [ =TT g = d
Qﬁxax+8y8yx /QVUVUJU

a(u,v)

y el funcional lineal
L(v) = / fudz.
Q
Por lo tanto, el problema (P) en este caso corresponde a: encontrar u € H}(Q) tal que

Yo € Hy(Q), a(u,v) = L(v). (1.3.3)
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De forma elemental se prueba que a(-,-) y L(-) son continuos, en efecto por la desigualdad
de Schwartz,

a(u,v) < / Vul[Vo] de < CfVulloal[Vollog = Cluliolv]ie,
Q

[L)] < I fllosllvllon < [ fllosllvlie < Clofia.

Ademas a(-, -) es coerciva gracias a la Observacion 1.1.5, pues
a(u,u) = Jufi o = Cllulli o

Por lo tanto, podemos concluir, por Lax-Milgram, que el problema (1.3.3) tiene solucion
tnica.
Consideremos ahora el siguiente problema general,

_ _ 2
{ Au f en QCR ’ (1.3.4)

u = g en I’

que serd objeto de estudio en este trabajo, donde I' es de clase C2.

De forma andloga, aqui puede definirse una variante del problema (P) (no coincide estric-
tamente con este) que es equivalente para funciones suficientemente regulares al problema
(1.3.4):

Dada f € L*(Q) y g € HY/2(I'), 1 < r < 2 encontrar una funcion u € H"(Q) tal que

0~y o T (1.3.5)

{ a(u,v) = L(v) paratodo ve HL(Q)
Utilizando la Observacion 1.1.4 se puede restar una funcion w € H"(2) de traza g a u'y
pasar el problema (1.3.5) a la forma estandar (P) de donde se prueba existencia y unicidad
de soluciones en (2 para (1.3.5) gracias a Lax-Milgram.
Se puede observar [7], que si f € L2(Q) y g € H'"Y2(T"), 1 <r < 2 el problema (1.3.4)
tiene solucion tnica débil en H"(2) y satisface

ullro < CU flloo + |9lr-1/2r), 1 <7 <20 (1.3.6)

Es importante mencionar que en dominios menos regulares como los poligonos en di-
mension 2 [6] y poliedros en dimension 3 los teoremas de regularidad se modifican pues las
soluciones son en general menos regulares.
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Capitulo 2

Elementos finitos

En este capitulo damos una breve descripciéon de los espacios de elementos finitos. Prin-
cipalmente nos concentramos en elementos triangulares en dimensiéon dos, dado que son los
utilizados en el problema que estudiaremos mas adelante. De todos modos muchos resulta-
dos estan enunciados con mayor generalidad, sobre todo cuando el costo de la escritura era
equivalente al caso particular. Para esta presentacion hemos seguido el enfoque dado en [5].

2.1. Elementos finitos de Lagrange

Consideremos el problema (1.2.1), donde el espacio V, la forma bilineal a(-,-) y L sa-
tisfacen los supuestos del teorema del Lax-Milgram. El método de elementos finitos, en
su forma mas simple, es un proceso especifico en la construcciéon de los subespacios V},
propuestos en el método Py, (1.2.2).

Consideremos la terna (K, P, ) donde:

» K es un conjunto compacto de R?, convexo y de interior no vacio;

= P es un espacio vectorial de dimension finita de funciones con valores reales definidas
sobre K,y

= Y es una base de P’, el espacio dual de P.

Observaciéon 2.1.1 Notar que todas las normas son equivalentes en P, puesto que tiene
dimension finita. En ese sentido no se especifica la norma en la que se trabaja. Asimismo,
como veremos, > debe estar incluido en el dual de ciertos espacios de Sobolev apropia-
dos. Como notaremos mds adelante, eso se consigue a través de teoremas de inmersion
apropiados.

Definicién 2.1.1 Decimos que una terna (K, P,Y) que cumple lo enunciado anteriormente
es un elemento finito. Las funciones del espacio P se denominan funciones de forma, y los
elementos de Y variables nodales.
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En los elementos finitos de Lagrange el conjunto > esta formado por evaluaciones en N
puntos distintos {aq, ag, ....,any} C K. Por abuso de notacion escribimos ¥ = {ay, as, ....,ayn }.

Definicion 2.1.2 Decimos que el conjunto ¥ C P’ es P — unisolvente si y sdlo si dados
N nimeros reales a;, 1 < j < N, existe una unica funcion p € P tal que

pla;) =aj, 1<j<N.

Observacion 2.1.2 ¥ es P — unisolvente si y sdlo si la terna (K, P,X) es un elemento
finito de Lagrange.

Gracias a la observacion anterior, dado un elemento finito de Lagrange (K, P,Y), tenemos
que para cualquier funcién continua v definida sobre K a valores reales, existe una tnica
funcion p € P que interpola a v sobre K, es decir:

pla;) =v(aj), 1<j<N. (2.1.1)

Definicién 2.1.3 Dado un elemento finito de Lagrange (K, P,%), llamamos funciones base
0 funciones nodales a las N funciones p; definidas como p;(a;) = 0;;, 1 < j < N. Llamamos
P-interpolador de Lagrange sobre 33 al operador que a cada funcion continua v definida sobre
K le asocia la funcion v definida por

[y = Zv(ai)pi. (2.1.2)

Si bien K es un compacto general convexo, en la practica se utilizan elementos particulares.
Para este trabajo nos restringiremos a tridngulos en R2, que son un caso particular de los
llamados elementos simpliciales.

Definicién 2.1.4 Consideremos 3 puntos a; = (a;,ai), 1 < j < 3, no colineales en R? y
sea A la siguiente matriz

1 1 1
Moz
1 1 1

Llamamos 2-simplex K al tridngulo de vértices a;.

12



Para observar que esta matriz es inversible, observemos que el determinante a la matriz A
es equivalente a calcular el determinante de la siguiente matriz

1 1 1 1 1
a? ai—a? ai—a?

1 0 0

el cual es distinto de cero debido a que los puntos a; no son colineales.

Cualquier punto z € R?, de coordenadas cartesianas (z1, ), esta caracterizado por 3
escalares \; = \;(z),1 < j < 3, definidos como la solucion del sistema lineal

3
Zaé)\j = x;, 1<i<2

= (2.1.3)
2N =1

j=1

cuya matriz es precisamente A. Estos escalares \;(z) son llamados las coordenadas baricén-
tricas del punto x con respecto a los 3 puntos a;,1 < j < 3. Las funciones

r = (r1,72) = Nj(z), 1<5<3

son funciones de coordenadas baricéntricas en relacién con los puntos a;. Se puede observar

de (2.1.3), que cada una de las funciones de coordenadas baricéntricas es una funcion afin
deR?en Ry

3
2 —
VeeR* = E Aj(x)a;.
i=1
Utilizando las coordenadas baricéntricas asociadas a los puntos a;, el tridngulo K de vértices
a;, esta caracterizado por

K={zeR* 0<)\(x)<1, 1<j<3}

Por otra parte, para cada entero £ > 0, designaremos P; al espacio de funciones poli-
nomicas de R? en R, de grado menor o igual que £, es decir,

Vo eR? p(r) = Z iy i T T
11 > 0,12 20
i1+ <k

donde a;, ;, son nimeros reales.

En este trabajo, nos ocuparemos del anélisis de elementos finitos mediante 2-simplex de
tipo (k), fundamentalmente elementos de tipo (1) y tipo (2). Veamos entonces la siguiente
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Definicién 2.1.5 Un 2-simplex K de vértices ay,as y az se dice de tipo (1) cuando se
considera el elemento finito de Lagrange dado por (K, Py,%1), con X1 = {a; }1<i<s y de tipo
(2) cuando se considera (K, Ps2,3s), siendo o = {a;h1<i<z U {a;;}1<icj<s donde a;; es el
punto medio del lado [a;, a;].

Observacion 2.1.3 Para los elementos de tipo (1) y (2) es facil ver que las funciones base
son

para el primer caso, y
pi=N(2N —1), 1<i<3

para el sequndo.

Si (K, P,X) es un elemento finito de Lagrange, a cada funcion v de K se le asocia la
funcion Ilv, el P-interpolador de Lagrange de v sobre ¥. Es de interés acotar el error de
interpolacion v — ITv en la norma H™(K).

El siguiente es un resultado clasico de aproximacion [4, 5| para operadores que dejan
invariantes a los polinomios.

Teorema 2.1.1 Sea K un 2 — simplex y sea 11 un operador lineal y continuo de H*1(K)
en H"(K), 0 <m < k+1, tal que

Vpe P, Ilp=np. (2.1.4)
Entonces existe una constante ¢ = c¢(K, 1) tal que
Vo e H YK, Jv—TIv||mx < cv|rnx- (2.1.5)

A fin de explicitar la dependencia de la constante ¢ en funcion de las caracteristicas geo-
métricas de K, la teorfa clasica introduce lo siguiente:

hxg = didmetro de K

pr = didmetro interior de K

donde el diametro de K es la méxima distancia euclideana entre dos puntos de K y el
diametro interior de K es el didametro maximo de circulos contenidos en K.
Usando (2.1.5) en un dominio de referencia fijo y cambiando variables se prueba

Corolario 2.1.1 Sea (K, P, %) un 2-simplez de tipo (k). Erxiste una constante C' que sdlo
depende de k tal que para cada entero m, 0 < m < k+ 1, se cumple

k+1
Yv e HkJrl(K) |U — HU‘mJ( <C K ‘U’k+17[{

m
K

donde 11, denota el interpolador de Lagrange correspondiente.
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2.2. Espacios de elementos finitos

Los elementos finitos que hemos definido se ensamblan para construir espacios de ele-
mentos finitos generando aproximaciones de funciones definidas en principio en dominios
arbitrarios. Estos espacios finalmente son los utilizados como los aproximantes en el método
de Galerkin descripto en el Capitulo 1.

Sea  un dominio de R?, con frontera I', y supongamos que € admite la siguiente
descomposicién en elementos:

0= J K (2.2.1)
KeTy,

donde
1. Cada elemento K de T, es un 2 — simplex de tipo (k).
2. El interior de dos elementos de 7, distintos es disjunto, es decir, Kl N [%j = 0.

3. Cada lado de un K; € T, corresponde al lado de otro K; € T}, (salvo que el lado se
encuentre en la frontera I' de Q). En este caso K; y K; se denominan adyacentes.

Definicién 2.2.1 Cada descomposicion Ty, de Q que verifica las tres propiedades anteriores
se demomina triangulacion de ). El pardmetro h se define como

= 222
h ;{ng% hk ( )

donde hy es el diagmetro del elemento K.

Consideramos los siguientes espacios de dimensién finita

X, ={veCQ);VK € Ty,v|x € Px} (2.2.3)

Xon = {U € Xh;U‘F = O} (224)

X}, es un subespacio de H'(Q) y por lo tanto X, es un subespacio de Hj ().
Como hemos visto, la teoria de aproximacion propuesta se basa en buscar una solucion
aproximada u;, en V}, del problema original, donde

Vi=X, si V=H(Q) o Vi=Xo si V=HQ) (2.2.5)

Para acotar la mejor aproximacion inf,, .y, [u — vnl[1.0, que interviene en el error de
|u — up||1,0, se introduce el operador II, que a cada funcién v continua sobre €2 le hace
corresponder la funciéon IT,v de L?(f2) definida por

VK eT, Veek, Mu(z)=Igv(z) (2.2.6)
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donde Il es el operador de Pg-interpolacion sobre Y.

Sin hipétesis suplementarias sobre los elementos finitos, la funcién Il,v generalmente
no es continua sobre Q y por lo tanto no pertenece a Vj de modo que no se podria elegir
up, = Ilpu. Sin embargo si tomamos en cada poligono K elementos finitos simpliciales del
mismo grado (algo que supondremos de ahora en mas) esto se verifica. Luego el operador de
interpolacion I, definido en (2.2.6) de C(Q) en L?(€2), toma valores en C({2) y naturalmente

Xh = {HhU; v € C(Q)} (227)

Xon = {Ilv;v € C(Q),v]r = 0} (2.2.8)

donde X}, y X, son los subespacios de C(2) introducidos en (2.2.3) y (2.2.4).
Se introduce el conjunto de nodos de elementos finitos

Y, = U Y

KeTy
con el fin de clasificar a los tltimos puntos distinguiremos aquellos que pertenecen a la
frontera I' de Q2
Eh = {ai}lgigj donde card(Eh) =1

y reordenando adecuadamente

Son & S N Q = {a;h1cics, donde card(So) = Ip < 1.

Para cada entero i, 1 < i < I, sea p; la funcion de X, tal que
pila;) =0, 1 <j <1 (2.2.9)

Si v es una funcién continua sobre {2, se cumple
I

Iy = Z v(a;)e;.

i=1

Por lo tanto

Observacion 2.2.1 El conjunto de funciones @;, 1 < i < I, definidas en (2.2.9) constitu-
yen una base del espacio X, y cada funcion v de X, se escribe como

1

v = Z v(a;)p;.

i=1
De manera similar, el conjunto de funciones p;, 1 < i < Iy, constituye una base del espacio
Xon y cada funcion v de X, se escribe como



Cabe senalar que las funciones ¢; tienen una ventaja practica fundamental en el método
de elementos finitos y es la de tener un soporte pequeno, que resulta ser el conjunto de
elementos K € T, en los que pertenece el nodo a;. Esto conduce finalmente a la resolucion
de sistemas ralos. Notemos ademés que la restriccion de ¢; a cada elemento K es una
funcion de la base del elemento finito (K, Pk, Xk).

Definicién 2.2.2 Decimos que T;, es una familia reqular de triangulaciones de Q) si existe
una constante n > 1 tal que

VVEK €T == <1 (2.2.10)

h
PK

Para 2-simplex esta condicion equivale a la existencia de un angulo 6, > 0 tal que

Vh,VK €Ty 0k > b6

donde 05 es el angulo menor del tridngulo K.

El siguiente teorema brinda un criterio para determinar si un método obtenido por
elementos finitos es convergente. El mismo vale para elementos finitos generales (incluyendo
elementos curvos que no son considerados en este trabajo) y un Q C R? abierto arbitrario
que verifique (2.2.1), ya que en este caso se tiene que los espacios discretos estan incluidos
en los correspondientes espacios continuos. En la demostraciéon de teorema, la constante C'
puede cambiar linea a linea.

Teorema 2.2.1 Sea Q un abierto poligonal de R? y T, una familia reqular de triangula-
ciones de 0 por 2 — simplex de tipo (k). Consideremos los problemas (Py) y (P), donde
los espacios asociados estdn dados respectivamente por Vi, = Xp, V = H(Q). Entonces

el método de elementos finitos es convergente, es decir, uj, del problema converge a u en
HY(Q):

lim |lu — up|[1.0 = 0.
h—0

Mads aiin, si la solucion u € H*(Q), este método es por lo menos de orden k. Es decir,
existe una constante C' independiente de h tal que

lw — unll1.a < Ch¥|ulpy o

Demostracién. Supongamos primero que la solucion u € H*1(Q), entonces, por el Teo-
rema 1.1.4, es continua sobre € y podemos construir la funcién IT,u. Luego, debido a que
consideramos elementos finitos simpliciales, II,u pertenece al subespacio V}, de V.

Debido al Lema 1.2.1 se deduce

|u —up|1,0 < Cllu — Hpul|1e.
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Como la restriccion de II,u a cada K € Ty, es, por definiciéon el Pp-interpolador IIxu de
u sobre Y, se cumple

1/2
|lu —pull1 0 = (Z ||U_HKU||%K>

KeTy

Por el Corolario 2.1.1
lu — gul x < Ch];(‘u|k+1,1<

Ju — gullox < ChF ulpr
Donde la constante depende de la regularidad (2.2.10) de la malla n. Por lo tanto,

1/2
lu—Txule = (lu— gl g+ lu— gl )

< C{l+ hg 3 BE Julesr x
< C {1+ diam(Q)}"/? bk

U|k+1,K'
Luego
lu — Hgul|1x < Ch*|ulpsr k-
Entonces,
1/2
| — pul| o < Ch* ( > ]u\iH’K) = Ch*ulis1.0. (2.2.11)
KETy,

Por lo tanto
lu —upo < Cllu — Myullio < b |ulpo-

Veamos ahora que el método converge aunque la solucién este solo en el espacio H'(Q):
Consideremos el subespacio denso de V, dado por V = Ci°(Q2). Claramente II; es una
aplicacion de V en V), que verifica

v — |10 < Ch¥|v|p0 para cadav € V.

Por lo tanto
lim ||v — IIo|[1,0 = 0.
h—0
Sea € > 0, como V es denso en V, existe v € V tal que

€
— < —
|u—vl[1,0 < 5C

donde C es la constante del lema de Cea.
Por otro lado, como limy_¢ ||v — II,v||1,0 = 0 existe h(e) > 0 tal que
€

h<h —1II < —,
Vh < h(e), [[v—TvlLe < 50

18



Por el lema de Cea
Ju = wnllio < Cllu = Myllg < Clu—vlio+ o = Mwlie) Yh < A(e)

Por lo que concluimos que
lim |ju — up 1,0 = 0.
h—0
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Capitulo 3

Analisis del método de elementos finitos
en dominios suaves en R?

En el analisis de convergencia clasico desarrollado previamente se utiliza fuertemente el
hecho de que

Esto naturalmente no es cierto en numerosas aplicaciones. Por un lado los elementos mas
simples poseen bordes rectos lo que implica que con ellos solo podran representarse con
exactitud bordes poligonales en R? o poliedrales en R3. Este limitante puede rebajarse
admitiendo elementos finitos con bordes curvos al costo de incrementar la complejidad
computacional y de programacion del método final.

Este capitulo es el nicleo central de este trabajo y en él discutimos las distintas compli-
caciones que aparecen en dominios suaves generales al utilizar elementos lineales. Comenza-
remos el analisis en dominios convexos siguiendo una vez mas [5] (en este caso extenderemos
el anélisis a elementos subparamétricos de grado mayor)y luego sobre bordes generales si-
guiendo el trabajo [1]. Para el primer caso nos centramos en el problema homogéneo de
Dirichlet, mientras que el segundo abarca el caso general no homogéneo. En todos los casos
trabajamos en R? que presenta basicamente las dificultades intrinsecas del problema.

De ahora en més, C' denotard a una constante que puede cambiar linea a linea e in-
dependiente de h y de las funciones involucradas. Finalmente, la notaciéon = ~ y significa,
como es usual, t < Cy ey < Cu.

3.1. Mallas en Dominios Regulares

Supongamos que 2 C R? es un conjunto abierto con frontera I' de clase C2. Sean z(©),...,
z™=Y N puntos de I e identifiquemos los indices médulo N, en particular 2V = (0.
Sea €, el dominio poligonal con vértices z(? ..., 2(N=Y_ Con ng) denotamos el segmento
delimitado por 29 y 2U*1 y con I, la frontera de , (ver Figura 3.1). De forma anéloga,

') corresponde a la parte de T' entre 20 y 20U+,
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La siguiente es una hipotesis general que llamaremos (HA):

Consideramos que la triangulacion Ty, correspondiente a Sy, es reqular y uniforme.
Llamamos h; = ]FELJ)| y h = maxo<j<y-1{h;}. Por lo tanto, gracias a (HA) h ~ h;, para
0<j<N-1

Observacion 3.1.1 Debido a considerar triangulaciones Ty, requlares y uniformes la defi-
nicion de h presentada previamente y la dada en (2.2.2) son equivalentes.

Para el estudio del caso no homogéneo hace falta la siguiente hipotesis suplementaria
que denominaremos (HB):

Consideramos que la triangulacion Ty, correspondiente a €y, verifica que, si observamos
aquellos tridngulos K € Ty que tienen por lo menos un vértice sobre I'y, , entonces esos
vértices son necesariamente algun 29 con 0 < 7 < N—1.

Figura 3.1: Detalle Malla

Comenzamos por transferir de manera natural el dato de Dirichlet de I' a I'y,. Para ello
necesitaremos parametrizar F{L y IV para0<j <N —1:

Notemos que podemos construir una aplicacion xj : [a;b] — T'), asociada a una par-
ticion {[tj7tj+1]}0Sj§N—17 del intervalo [a, b] (es decir (tj7tj+1) N (ti,ti+1) = Q) st 1 #
J oy ij:_ol[tj,tﬁl] = la,b]) de modo tal que z; sea continua, lineal en cada (¢;;¢;11),
biyectiva en (a,b) y tal que z,(a) = z,(b). Mas ain podemos suponer que zj estd pa-
rametrizada por longitud de arco, es decir ||z}|| = 1. A partir de dicha z;, se considera
para cada 0 < j < N — 1 la funcion @, : [t;, ;1] — T tal que @), = aplp,4,.,) (que es

lineal por construccion) y parametriza a cada F{l. Notemos en particular que x{l(tj) = z0)
Y Tp\tj+1 .
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Considerando »¥) la normal unitaria exterior a F;l) se induce la siguiente parametriza-

cion en DW):
Xi(t) = op(t) + 6y iy, (3.1.1)

donde [d,, (1| es la distancia entre 2 (t) y I' a lo largo de vU). Asumimos que h es suficien-
temente chico de manera que X (t) esté bien definido. Ademas d,, ) € C? por ser de clase
C? la frontera I'. Por otra parte 10z, t)| < Ch?, en efecto Ozp(t) S€ anula en los extremos de
cada [t;,tj41] y su derivada alli tiene orden h, ya que 5;%@) = 0 en cierto t; € (tj, tj41), lo
que implica |0, ] < Ch2.

Notemos que como I' es de clase C? se tiene que para h suficientemente chico, la distancia
maxima entre [ y I['y, satisface

dist(T,Ty) < Ch? (3.1.2)
donde
dist(I',T'y) = maxger, {|x +tv| : x +tv € '}

y v denota la normal unitaria exterior a I',.
Vamos a asociar funciones definidas en I" y en I',: dada g en I' consideramos g en 'y, del
siguiente modo

G(xn(t)) = g(Xn(1)), an(t) €TV (3.1.3)

Observemos que §(r) = g(z) para z = ) 0 z = 2U+Y y que la asignacion inversa también
estd bien definida.

Lema 3.1.1 FEuxisten dos constantes ¢ y C, independientes de h, tal que

clglor < 1glo,r,, < Clglor- (3.1.4)

Demostraciéon. De (3.1.1) se sigue que existen dos constantes positivas C y Cy tal que
C1 < || X}]| < Cs. Notemos que esto equivale a Cy||z}|| < || X},|| < Csl|z},|| pues x), parame-
triza por longitud de arco. Entonces

2G+D LG+

[atras= [ sa@rixolas [ sworcldold=c [ gk

Iy,

y sumando sobre j obtenemos que Cl2|g|07p <|glor,, lo cual indica que ¢|glor < |dlor,. La
otra desigualdad se sigue analogamente. O

Para una funcion arbitraria w € H"(Q) con 1 < r < 2 denotaremos también con w a la
funcion extendida a R? por el operador E definido en el Teorema 1.1.5.

Se premsaran estimaciones para funciones definidas en la region encerrada entre Q0 y £2y,.
Sea Q la region delimitada por T'V) y F(]) (ver Figura 3.2). En los calculos que siguen
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asumiremos sin pérdida de generalidad que F;lj ) tiene su extremo izquierdo en el origen y

que puede escribirse como
Y = {(@,y)| y=0,0<z<Cih}

y andlogamente '
') ={(z,y)] y=0,>0,0<xz<Ch}

con |6, < Cyh? y |6, < Csh.

©-1) h

Figura 3.2: Region Qg)

Lema 3.1.2 Sea ¢ € Hl(Qg)). Luego se verifican las siguientes desigualdades

0p |12
2 2 2 4
H%OHQQ;LJ') <C (h elorm +h o o,n}ﬁ) : (3.1.5)
0p |12
2 2 2 4
||90||079§lj) <C (h |S0|07F§f) +h 8_yHo,Q§j>) : (3.1.6)
]| . ()
lelore) < Ch* oy oo P~ 0 en I (3.1.7)
Y
0|2 ,
2 2| 27 . - )
elorp < OFGy i 6 =0 en 1 (318

Demostraciéon. Sea ¢ € Hl(ng)). Entonces

2
/(_) div(0, yo?) dx dy = /(') ag(p dxdy:/ N dxdy+2/ _ ygog—(p dx dy
QY o 0y ol o Yy
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y por teorema de la divergencia

Js

2
div(0,yp?) da dy = / (0, y)n ds = —/ yo? da +/ — 2 is,
) 50 ) rG)

i e " 1+ 5;2
Luego, como [ y¢* dz =0 ya que y =0 en I’;lj), obtenemos
h
2 2 12\ _1/2 i
o dxdy = yp (1 +9, ) ds — 2 yp—— dx dy. (3.1.9)
Q) o) o " Oy

Utilizando la desigualdad de Schwarz, la de Young y sabiendo que y < Ch? en ng)

90 1/2 90\’ 1/2
zr < 2.2 .
/Qﬁj) |ygp||ay|dxdy < (/Qg)ygo dxdy) (/g?((%/) dxdy)
) 1/2 )
O—he / % dx dy / <8£) dx dy
€ Qi) o \ Oy
1/2 5 1/2
h? %)
— 2 o i
= C 5(/9(_)g0 d:vdy) 6 (/95?(@/) dxdy)

J
h

C 4 0o\
< — 2 2 — —
S 3 [5 /Q()go d:pdy+€2 " <8y) dxdy]

J
h

1/2

IN

y por lo tanto, usando (3.1.9) y tomando ¢ talque Ce? < 1/4,tenemos que

0|2

2 2| 12 4

H@HO’Q%) <C (h [ elgra + b Ha—yHoﬂzj))
por lo que se verifica (3.1.5).

Analogamente

; Ay — 0.)¢?
— 2 p—y —_—_— —
/Qm div(0, (y—0,) ¢~ )dx dy / 3y dx dy /Q<
h

9,
go2dxdy+2/ (y—ér)go—(pdx dy
o) 2 o)

dy

y aplicando nuevamente el teorema de la divergencia y observando que y = 0, en ')
obtenemos

[ div0. =6t dady= [ 0.(y= s mds = [ it da
o) oo o
Luego
2 2 d¢
/ © dxdy:/ 0z dx—?/ (y — 0z) o= dz dy (3.1.10)
Q) o ) oy
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Realizando un analisis andlogo al anterior y observando que |y — d,| < C'h? se obtiene

Do C i 00\ >
— )| || doedy < — | &2 dx dy + — — | dxd
/Q;lﬁ‘(y M"@y‘ TW=5 [E /len roy+ % Jaw (83/ v

Podemos concluir, utilizando (3.1.10), tomando ¢ talque Ce* < 1/4 y recordando que
6. < Ch?

2 2
||90||0Q<J> <C (h |l 0,0 +h H oy HOQ ) ’

que es precisamente (3.1.6).
Ahora, si consideramos ¢ € Hl(ng)) tal que ¢ =0 en FELJ),

o, 6,) — p(,0) = o, 5,) = / I 3—2’@, s) ds

utilizando la desigualdad de Holder

2
(2, 6,) <|5\/ <a—wxs) ds

y multiplicando a ambos miembros por /1 + 5;2 e integrando entre 0 y h tenemos,

2

9¢
dy

|90|(2),r<j) < Ch? si =0 en ng)

0,0
por lo que se cumple (3.1.7).
Realizando un anéalisis analogo al anterior se obtiene (3.1.8) O

El proximo lema se obtiene inmediatamente de (3.1.5) y (3.1.6), sumando sobre j.

Lema 3.1.3 Sea w € H'(Q,). Luego, existe una constante C' tal que
lwllogne < Clhlwlor, +h*wh.g,).

Ademds si consideramos w € H'(Q) (extendida por el operador E), existe también una
constante C' tal que

[wllonamu@ne) < C(hlwlor + h2|wliq).

Lema 3.1.4 Sea w € HS(Q) con 1 <r < 2. Luego, existe una constante C tal que

[wlor, < Ch[wlirq
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Demostraciéon. Considerando Qg) y utilizando (3.1.8) tenemos que

2 2
ol < 00 30

Por lo tanto, para r = 1, sumando sobre j en la desigualdad anterior y utilizando el Teorema

1.1.5, se concluye que
[wlor, < Chlwl|ye-

Luego, aplicando (3.1.5) a 22, el Teorema 1.1.1 y teniendo en cuenta la primera desigualdad
de esta demostracion se puede observar que,

wl} o) < ChYlwl;

0 F(J 2 Q(J)

Entonces, para r = 2, sumando nuevamente sobre j y volviendo a utilizar el Teorema 1.1.5
observamos que
2
jwlo,r,, < Ch7[[w]l2,0.

El resultado en 1 < r < 2 se consigue por interpolacion. O

El siguiente lema generaliza al anterior.

Lema 3.1.5 Sea w € H"(2) con 1 < r < 2 y g la traza de w en I". Luego, existe una
constante C' tal que
jw—glor, < Ch"||wlro.

donde g corresponde a la transferencia de g a I'y,.

Demostraciéon. Considerando Qg) y utilizando (3.1.8) para v = w(z,y) — w(z,(x))
tenemos que

|w — |0F(J) W’OFM < Ch?

e = (3.1.11)

3y

()
0,2,

Por lo tanto, para r = 1, sumando sobre j en la desigualdad anterior y utilizando el Teorema
1.1.5, se concluye que
’U) - 9’07F<j) < Oh‘HwHLQ

Luego, aplicando (3.1.5) a —Z”, utilizando el Teorema 1.1.1, el Teorema 1.1.5 y (3.1.11) se
puede observar que
lw — Q\;F’m < hYwlf3 g

Luego, sumando sobre j, tenemos que
[ =gl < h2(|w]]2,0.
El resultado en 1 < r < 2 se obtiene por interpolacién. o
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Lema 3.1.6 Eziste una constante C' tal que para cada funcion v € H*(Q),

lul1,070, < Chllull20. (3.1.12)

Demostracién. Debido al Lema 3.1.3

Yue HY(Q), |v

oo, < C(hllvllor + h*v]10\0,)-

Tomando v = %, con i = 1,2, y usando el Teorema 1.1.1, se obtiene (3.1.12). o

Lema 3.1.7 Sea v € H'(Qy). Luego existe una constante C' tal que
[ulli., < Cllulia, + lulor,)-
Demostraciéon. La demostracion puede verse en [10]. Obviamente basta ver que

i

0.0, < C(lulr, + |ulor,)

Notemos, sin embargo, que para dominios cuyo borde pueden describirse como el grafico de
una funcion regular la demostracion es idéntica a la del Lemma 3.1.2. O

3.2. Dominios convexos

Sea ) es un abierto, convexo de R?, de frontera I" de clase C?. En esta seccion analizare-
mos especificamente la aproximacion al problema (1.3.1) donde como siempre supondremos
que f € L?(Q). El problema que interesa es el estudio del efecto producido por la diferencia
entre el borde verdadero y el generado por la malla de elementos finitos (ver Figura 3.3).

Volvamos a la formulaciéon variacional de (1.3.1), llamado problema (P) donde

a(u,v) = [, VuVo dx
L(v) = [, fvdx (3.2.1)
V = H} ().

En esta seccion consideraremos las hipotesis denominadas (HA).

Como 2 es convexo, se tiene

2l

= KcQ (3.2.2)
KeTy

Para la construccion de un método de elementos finitos que permita hallar una solucién
aproximada uy, se considera, para cada entero k > 1 el siguiente espacio de dimension finita

Vi, = {U S C(Qh), U’ph =0,VK € 7717U|K € Pk}
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Figura 3.3: Mallado de un convexo

Notemos que 1) en sentido estricto V,, € Hj(Q2), ya que de hecho las funciones de vy, solo
estan definidas en ), y 2) trabajar en este espacio es equivalente a asignar el dato de borde
sobre I'y, de acuerdo a (3.1.3).

Se define u;, € V}, como la solucién del problema variacional

Yu, € Vh, ah(uh,vh) = Lh(’l)h) (323)
donde
ap(up,vp) = Vu,Vuy, dx
Qp
y
Lh(vh) = f?]h dzx.
Qp,

Como V}, es un subespacio cerrado de Hj(€2,) (3.2.3) tiene solucion tunica en €, .
Para analizar este método en 2, se introduce un subespacio Vj, de H}(Q) formado por
funciones continuas sobre €2, nulas en Q \ , y cuya restricciéon a €, pertenece al espacio
Vi, es decir .

Vi, = {f) S C(Q),@‘Q\Qh = 0,’(7|Qh c Vh}

Las funciones v, son la prolongacion por cero en Q\ €, de vy,. Por lo tanto, si consideramos
a Uy, como la extension por cero en Q \ , de la solucion uy, de (3.2.3), esta funcion es la
solucion en Vj, del problema variacional:

VU, € Vi, a(tin, 0) = L(vy) (3.2.4)

donde a(-,-) y L(-) son los definidos en (3.2.1).
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Como Vj, es un subespacio de V, por el Lema 1.2.1

lu —plio < Ciinf |u—vhl10 (3.2.5)
'the\;'h

Por otro lado, usando que
a(u,v) = L(v) Vv € Hy ()

y Vi, € HY(Q) se tiene que

CL(U, U~h) = L(lfh) Yo, € Vh
lo que implica
ah(u,vh) = Lh(vh) Yo, € V.

De lo observado previamente y (3.2.3) se obtiene
ah(u — uh,vh) =0 Vv, €V,
Luego podemos deducir

lu —uplia, <Cinf |u— w10, (3.2.6)
v EV

Para analizar el orden de convergencia se introduce el operador de interpolacion 11, en
), que a cada funciéon v continua en €, le asocia la funcion II,u continua en Q, tal que
II,u| ke, corresponde al interpolador de Lagrange de grado k.
Si la funcién u es nula en I', la funciéon II,u = 0 en los vértices de I'y,. Esto implica II,u = 0
en I'y, si K = 1, por lo tanto Il,u € Vj. Por el contrario, si k& > 2, la funcién II,u no
necesariamente es nula en I'y, es decir, IT,u ¢ V. Esto nos lleva a distinguir el caso k = 1
del caso k > 2.

Lema 3.2.1 Si k = 1 entonces existe una constante C, tal que, para cada funcion u €

H*(Q2) N Ho ()

h
inf |u—uvpl10, < Ch max (—K) [ul2.q.

v EVY KeTy, pK

Demostracion. Sea u € H?(Q) N H} (). Dicha funcién es continua en Q ya que estamos
en dimensiéon 2. Como k£ = 1 la funcién II,u es continua en €. Por lo tanto

inf |lu—wple, <|u—Thulg,
v EVR

Por Corolario 2.1.1, tomando m = k = 1, se obtiene
2

h
VK € 771, |’LL — Hhu‘l,K S Cp_K|u|27K
K
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Por lo tanto

KeTy, KeTy,

hi hy
lu — Iyuly o, < Ch méx ( ) lula.0, < Ch méix ( ) 2,0
PK PK

Luego

hk
mnf lu—uwoplia <lu—Iulo <Ch max( )u Q
vhe“f/jh | |1 h | |1 h KeTi \ pre | |2

lo que demuestra el lema. O

Lema 3.2.2 Sea k > 2, entonces existe una constante C, tal que, para cada funcion u €
H3(Q) N HLNQ) , tenemos que

hi
inf lu—uwpliq, < C’h?’/Qmax( ) l|lulls.0-
PK

v €V KeT,

Demostracion. Basta realizar la demostracion para kK = 2 ya que en ese caso se observa
que el orden de convergencia no puede mejorarse independientemente de la regularidad de
la funciéon wu.

Sea u € H*(Q)NH}(Q). La funcién IT,u es continua en €, cuadratica en cada triangulo
K € T, e interpola a u en los vértices y puntos medios de cada K. Se puede observar que
esta funcidon no pertenece a Vj en general. Por lo tanto introducimos una nueva funcién
%4 € V4, que interpola a u en los puntos de €, que son vértices y puntos medios de cada
triangulo K salvo en los puntos medios ubicados en T'j, donde IT)u vale cero. Las funciones
0}, u y 0w solo difieren en los tridangulos K € Tj, que tienen algin lado sobre T,.

Supongamos, que todos los tridngulos K € 7T, tienen como méximo un lado que se
encuentra en ['y. Y sea 07 el conjunto de todos los triangulos K € 7T, con un lado que se
encuentra en I'y, (ver Figura 3.4).

La funcion I%u € Vj, por definicion, por lo tanto

inf |u—uvnlg, <|u—Tulig, <|u—uuliq, + |[Tu —Hul; g, - (3.2.7)
vp €V

El Corolario 2.1.1, con m = k = 2, nos proporciona la siguiente cota

hi
lu = Ipulyx < C—|ul3 k.
PK

Por lo tanto

hi
lu — Mpuly0, < Ch? ?ea%( <pK> [ul3 0. (3.2.8)

Por otra parte la funcion I,u — IIYu es no nula sélo para K € 97y,
Para cada tridngulo K € 07, valen las siguientes observaciones:
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s
e

/// ‘it “partial

//’/ // \mathcal{T}_h

Figura 3.4: Triangulos del borde

C1) Notaremos a; i, con 1 < i < 3, a los vértices del tridngulo K de modo tal que el lado
la1,k; as k] se encuentre sobre IT'),.

C2) Notaremos a;3 r al punto medio de cada lado del tridngulo K opuesto al vértice a; x
con 1 <i<3.

C3) pix € P» corresponde a la funcion de base del tridangulo K asociado al nodo a; x con
1 < <6.

C4) af i es la interseccion entre la mediatriz del segmento [a; x;a2 k] v el arco corres-
pondiente a I' subyacente a este segmento.

——~
C5) Ok es el abierto delimitado por el lado [a1 x;as,k] y el arco ay gag gas i de I''y
(a6, &, Mic) es el eje ortonormal ag g a2 i Y a6 xaG k-

Sin riesgo a confusion se omitira el indice K, y en la Figura 3.5 mostramos la notacion
descripta.

La restriccion de IT,u — H?Lu al tridngulo K € 07}, es la funcién cuadratica definida por:

{ (Mpu — Mu)(a;)) = 0 para 1<i<5
(Mpu — Mu)(ag) = u(ap)

Es decir,
(Iyu — M) | = u(ae)ps
Debido a que u es nula en af, punto de la frontera I' de €2, y al teorema del valor medio

. ou
|uag)| < lagag| sup | |a—n($)\-

z€agag
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Figura 3.5: Detalle notacion.

Por (3.1.2) y Teorema 1.1.4,
5 1 Ou 2
lu(ag)| < ChKHa—nHm < Chillullz 0

Por otra parte, como pg es una funcion de base sobre el triangulo K de tipo (2), se deduce
de las caracteristicas geométricas de K y cambio de variables

h
Ip6|1 e < c-=
PK

Resumiendo, obtenemos

h3
VK € 0T, [Myu—1%ul|, x < C—pK Jul[3,0-
K

Entonces
1/2 1/2 ,
K
o, = ( 3 o) <o 3 n) pugr (B il
KeoT, KeaT,
Ademés

1/2 1/2
( > hé&) < ( > m) < CRPP|Ty|'> < CWPP|D)2,

KeoTy, KeoTy,

Por lo tanto, para una constante C' independiente de h
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h
_ 170 < O}3/2 K . 9.
pu — Muly g, < Ch l?ég% (PK llulls.0 (3.2.9)

Luego, el lema se deduce de (3.2.7), (3.2.8) vy (3.2.9). 0

Teorema 3.2.1 Sea Q un abierto convezo de R? con frontera C*. Sea u la solucion del
problema (P) asociado a (3.2.1) y ty, la solucidn de (3.2.4). Supongamos que la familia de
triangulaciones Ty, es reqular. Entonces existen constantes C' independientes de h tales que
para k=1

u— Tyl < Chllullog si ue€ H*(Q)N Hy(Q) (3.2.10)
y para k > 2
lu—uplia, <CR?|ullsa si uwe H3 Q)N HHQ). (3.2.11)
Demostracion. Utilizando el Lema 3.2.1 y teniendo en cuenta que la familia de triangu-
laciones 7T}, es regular podemos observar que, para k = 1,

inf |u— v, < Chlulag.
vRLEVR

Considerando las caracteristicas de 1y, ,(3.2.6), el Lema 3.1.6 y el Lema 3.2.1 se obtiene
[ —tinli o = [u—unlio, + |uli g\, < CPulzq + Ch*ullq < CR?|lull3 0.
Entonces obtenemos (3.2.10)
lu —ip|10 < Chllullag con ue H*(Q) N Hy(Q).
Para k > 2, (3.2.11) se deduce inmediatamente de (3.2.6) y del Lema 3.2.2. ©

Se concluye que, para k = 1 el error de aproximar a u, solucion del problema (P) por ay,
solucion de (3.2.4) es el mismo que en el capitulo anterior, donde €2 es un abierto poligonal.
Sin embargo para k > 2 no se logra mantener la cota del error.

3.3. Resultados preliminares para dominios regulares ge-
nerales

En lo que resta del trabajo, al igual que en la secciéon anterior, interesa estudiar el efecto
producido por la diferencia entre el borde verdadero de €2 y el generado por la malla de
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elementos finitos. Sin embargo analizaremos acé el caso general en el que 2 es un dominio
abierto de R? con frontera regular y ademéas trabajaremos con el problema general de
Dirichlet no homogéneo descripto en (1.3.4) y con su variante del probema (P) descripto
también en (1.3.5).

En esta seccion surge la necesidad de utilizar las hipdtesis denominadas HB.

Con el fin de definir y analizar nuestro método de elementos finitos se necesitara definir
ciertos espacios de funciones polinémicas a trozos en I' y I',.
Sea

Sh(rh) = {f . Fh — R/f - C(Fh),f O[L‘%(t) - Pl[t], t - [tj,tj+1],0 S ] S N — 1}

Veamos que Si(I'y) es un espacio vectorial de dimSy(I'y) = N donde N corresponde al
niimero de nodos en el borde del dominio.
Por propiedades elementales de algebra se puede observar Sy (I',) es cerrado bajo combina-
ciones lineales.
Recordemos que z;, es biyectiva: en particular para todo p € T'j, existe un tanico t € [tg, ty)
tal que z,(t) = p.

Consideremos para 0 < j < N — 1 las funciones ¢; : I', — R definidas del siguiente
modo:

0 sipg Iy ury
Para cada p = z5(t) definimos ;(p) = {:ﬁ sit € [tj-1,t] (3.3.1)
o —t .
oo Sit e[ty tin]

donde el indice j se entiende médulo N. Notar que en particular ¢;(z)) = §.

Se puede observar que las funciones ¢; € S,(I';) para cada 0 < j < N — 1y forman una
base de S,(I'y). En efecto, por construccion son linealmente independientes y si ademas
tomamos una funcion cualquiera f € Sy(I',), entonces f(z,(f)) restringida al intervalo
[t;;tj41] se puede escribir como

F(@,(0) = f(@) ()i (@7, (1)) + (@], (1)) 05 (] (2),
ya que es lineal en ese intervalo. Llamando xil(t) =pE Fg) C I'}, se tiene entonces
F(p) = f@D)p;1(p) + (2 )ps(p).
Analogamente definimos el espacio Sy,(I') de la siguiente manera

Sp(D)={f:T = R/f € C(),foX.(t)€ P[t], t€[t;t;s1],0<j<N -1},

y realizando un andlisis similar al anterior se concluye que S;,(I") es un espacio vectorial de
de dzmSh(Fh) = N.
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Mas aun, si f € S,(I), se verifica que

F(Xn(t) = f(zn(t))

con cierta tnica f € Sp(I'y): dicho de otro modo la asignacion ~ es una biyeccion entre
los espacios Si(I") y Sn(L'y).

Observacion 3.3.1 Observemos un detalle técnico que es comodo para estudiar propie-
dades de aprozimacion en el espacio H*(I') por funciones de Sy(T'): si trabajamos con la
parametrizacion Xy, en vez de utilizar una parametrizacion X : I — T' de clase C?, note-
mos que solo puede esperarse que sus componentes estén en H*® con s < 3/2 (esto verifica
la funcion mddulo en la recta real), pero lo importante es que Xp|u,1,., € C? como ya se
ha hecho notar. Ese hecho nos permite utilizar X;, en vez de X para efectuar los cdlculos
que aparecen a continuacion.

Definimos las proyecciones ortogonales

Qh : LQ(Fh) — Sh(Fh) C L2<Fh)

y
Qn : LX) = S,(T) c L¥(I)
como sigue:
(Qng, X0 = (9, X)), VX € Su(ln)
y
<@m%x>=<%x) Vx € Si(I)
donde

<f79>:/rfgd8 y (f.9), = fgds.

IV

Observacion 3.3.2 Considerando la construccion del espacio Sp(I') y la Observacion 1.1.3,
resulta claro que las propiedades de aprorimacion de los espacios polinomiales sobre un in-
tervalo (en particular en el intervalo donde se mueve el pardmetro de la curva) se heredan
al espacio Si(I"). Mds especificamente vale lo siguiente: Para p € H"(I")

inf {lp—elor+hlp—elir} <Chplr 1<r<2. (3.3.2)

pESK(T)

De (3.3.2) tenemos que

(I = Qu)plor = inf |p—¢lor < Ch?|plar (3.3.3)

peSK((T)

Ademas, por propiedades de proyeccion tenemos la siguiente estimacion
[(1 = Qn)plor < [plor- (3.3.4)
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Se sigue, por interpolacion entre (3.3.3) y (3.3.4), que
(I = Qn)plor < Ch°lplsr 0< s <2 (3.3.5)

Por otra parte, podemos ver que, utilizando la Observacion 1.1.2 y la desigualdad de Schwarz

1/2 1/2
[wll1j2mn < Cllwll/mnllwll}a

con w € H(R™): en lo que sigue haremos uso de la generalizacion de lo anterior a los
espacios de Sobolev definidos sobre la curva I', esto es

1/2, 11/2
|w|1/2,F < C|w|o7/r|w|1,/r

con w € HY(T') (ver p.ej. [9]). Gracias a esto, (3.3.2) y Young se observa que

inf {lp—elor +h'"?p—plijprt < CHlplr 1<r <2 (3.3.6)
pESK(T)

El siguiente lema presenta estimaciones inversas para funciones de S (I').

Lema 3.3.1 (a) Sea P € Py[z]| con k fijo. Luego
[Plips < Ch™HPlojon
donde C=C(k).

(b) Sea ¢ € Sy(I'). Luego
lolir < Ch™oplor

Demostraciéon. Para demostrar el item (a) recordemos primero que por estar en un
espacio vectorial de dimension finita se cumple

|Pl1j01] < C|Plojo

donde C=C(k). Ahora reescalamos a [0, h]. Consideremos P (%) € P[] definido en [0, A].
Luego definimos P(x) = P(¥) tal que ¥ = hx. Por lo tanto, teniendo en cuenta que
P'(z) = P'(Z).h, utilizando cambio de variable y la desigualdad anterior,

|p|i[0,h] = h_1|P|i[o,1] < Ch_1|P|(2),[071] = Ch_2|f)|g,[0,h]

Entonces B _
|Pl1jon) < Ch™YPlo o

donde C' = C(k).

Para analizar el item (b) observemos primero que o(Xp(t))|i; .0 € Pi([ts t; + 1),
aplicando el item anterior y observando que ||X/ (t)|| ~ 1, tenemos que

lelir, < ChHelor,.
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Sumando sobre j se obtiene el resultado enunciado. O
Gracias al Lema anterior se obtiene por interpolaciéon que, para 0 < s < 1,

plsr < Ch%|@lor, @ € Sh() (3.3.7)
Finalmente, tomando ¢ € S (I") escribimos
W2|(1 — Qh)ﬂ\l/zr < C(hWM?p — ¢lijor + A2 — thh/z,r)
usando la desigualdad inversa (3.3.7) en el altimo término e intercalando p vemos que
W21 = Qn)plijar < C(W21p = elijar + |p = @lor + (I = Qu)plor)
usando (3.3.5) y (3.3.6) podemos observar que !
(1 = @n)plyor < CHPlplor 1/2 <5 <2, (3.3.8)

Por otro lado si llamamos w = (I — Q,)p y considerando p € H*(I') con s > 0 podemos
observar que w € L*(I") y [, w ds = 0. Teniendo en cuenta esto y utilizando la definicion
de H='/2(T"), vale

wv ds w(v —v) ds
|w|_1/o0 = sup fr— = sup Je
veH/2(I) |U|1/27F veH/2(I) |U’1/2,F
donde v = I?l\ fFv ds. Por otro lado, debido a la desigualdad de Poincaré y utilizando

interpolacion, se tiene
- 1/2
[0 = Blor < Ch'2[olyyor

Por lo tanto obtenemos

[rww—2v)ds _ |wlor|v—vlor _ ChY*wlor|v|ijar

< < Vo e HYX(I)
[v|1/2,r [v|1/2,r v1/2,r

Luego, por (3.3.5) y la desigualdad anterior se puede observar

(I = Qn)pl-1jor < CRHY2plor 0 <5< 2.

La siguiente estimacion serd de importancia en nuestro anélisis.

Lema 3.3.2 Sea g € L*(T"). Luego existe una constante C tal que

1Qnd — Qnglor, < Ch*glor.

!De la deduccion se observa que (3.3.8) solo vale en ppio. para 1 < s < 2, nosotros no hemos podido
reproducir la demostracion en el rango 1/2 < s < 1 segtn enuncia en [1].
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Demostraciéon. Con t el parametro de longitud de arco en I'y, y J(¢) el Jacobiano de la
parametrizacion a trozos t — X (t), para p € T,

/cpdsz/ oJ dt.
r 'y

Se puede observar que si ¢ € Su(I'), entonces ¢ € Sy(L's), v si ¢ € Su(I'y), existe una
funcion y € S,(T") tal que ¢ = x. Ahora sea Y = Qpg — Qng. Luego, x € Sp(T) y

@m—@wﬁm‘—/ﬁQw Ong)X dt = /Emﬁ—/czﬁw
Iy

M%—/%M%+A@—@@ﬁPJMt(%@

/
- [ G-Gwra-na

Ty

Usando (3.3.9) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

|Qng — thlg,rh <C <mam |1 —J(t )’) G — Qnglor,|@ng — Qnglor,,

€[0,0]

donde [}, es la longitud de I';,. Debido a la definicion de ', se puede observar que mazcjo,) |1—
J(t)] < Ch? ya que, como ||«}(t)|| = 1 y ademas z}(t) y v son ortogonales || X (¢)]|*> =
14 18,]2. Por lo tanto obtenemos,

1Q1G — Quglor, < Ch?|G — Qnglor,

Utilizando (3.1.4) y (3.3.4)

|Qng — C?hg|0,rh < Ch?*g — th|0,r < Ch2|9|0,r

lo que demuestra el lema. O

Puesto que la regularidad de las funciones de S, (I") esta limitada por construccion,
necesitaremos introducir otro espacio de funciones para nuestro analisis. La idea es trabajar
localmente con polinomios de mayor grado.

Sea

SID)={f:T = R/feC' )y foXP(t),e Pst] teltjtin],0<j<N—1}
Definimos la proyeccion ortogonal Q) : L*(T) — S}(T) de la siguiente manera:
(Qhg:x) = {9.x) Vx € SH(D).

Se puede observar que S}(I') es un subespacio de H2(T'), ya que dada f € SH(T), foX (1) €
Ps[t], t € [tj,tj41] v tiene derivada continua entre intervalos contiguos. Realizando un
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analisis similar al hecho con Sy(I") se prueba que cumple las siguientes propiedades para
0<s<2ype€e S}l(F): estimaciones inversas

|olsp < Ch™%lelor,
|plsir < Ch™ %20l p, 0 < 51,89 <2
buena aproximacion
(1 = @)@l -1/2r + h2(T = Qi)plor < CR*H2lp]p.
Por propiedades de proyeccion
1Qnelor < Clelor,
valiendo més atn la siguiente propiedad de estabilidad (ver [2])

Q1 0lsr < Clolsr,

que usaremos repetidamente. en lo que sigue, y que implica

(I — Q}lz)ﬂl/z,r < Clolijar
Maés aun, por interpolacion
(I = @Qh)elyer < CRPlolir, 1/2<5<2. (3.3.10)

Con el fin de analizar el método de elementos finitos en este caso, consideraremos los
siguientes espacios
Vi={vel(h);VK € Tp,v|x € P1}

V=V, N H ()

Notar que la resticcion de funciones de Vj, a I'y, coinciden con el espacio S, (I',). En particular
los datos de Dirichlet en Sy, (I',) se pueden representar exactamente usando el espacio V.
El problema (P}) consiste en hallar una solucion aproximada u;, € H'(Q2) de (1.3.5) definida
de la siguiente manera: En €2, u, € V}, corresponde a la solucion de

ah(uh,vh) = Lh(Uh), vy, € Vho Yy up =g en Fh (3311)

donde g, = Qng y f = 0 fuera de Q. Por otra parte definimos uy, en Q \ ), de la siguiente
manera: En Qg) Q (2, con K el tridangulo en €, teniendo FEL]) como uno de sus lados, uy, es

la extension lineal de K a ng).Dicha extension cumple la desigualdad del Teorema 1.1.5.

Como consecuencia de la regularidad de la triangulacion, puede verse en [8] que el
espacio Vj, cumple la siguiente propiedad de aproximacion: Para w € H"(€,), 1 < r < 2,
existe una funcion w, € V}, tal que

lw = whllo,0,, + hllw = will10, < CRlwll,qy, (3.3.12)

donde C es una constante.
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Lema 3.3.3 (a) Sea v € H'(Q). Luego, existe una constante C tal que

[v]6.r < Cllvllogllvlie:

(b) Sea w € H*(Q) y ¢y, € Vi,. Luego

inf {llw—én = xllog, + hllw = én = xlla,} < C(h?||wllz, + 2w = o, )-
xEVh

Demostracion. Elitem (a) se demostrara para funciones v € C*°(R) con R = [a, b] X [c, d]
v [c,d] fijo. La demostracion general puede verse por ejemplo en [8].

Sea v € C*°(R) y I'" = (a,b) x {c} luego

Y Jv
2 — 2 fd _— = R —
vi(x,y) — v (z, ) o (x,s)ds Z/C U(x,s)ay(x, s) ds.

Entonces
9 9 v ov
vi(z,c) = v (z,y) —2 | v(x,s)=—(x,s)ds.

Luego integrando en [a, b,

b b b Y v
/ v¥(z,¢) dr = / v (x,y) do — 2/ / v(x, s)a—(a:, s) ds
a a a (& y

e integrando en [c, d] en la igualdad anterior y utilizando Cauchy-Schwarz,

ov
(d—o)olore <ol g+ (d— C)C||v||o,R||a—yHo,R

Por lo tanto 5
v
0[5 r < Cllvllog(l[vllor + Ha—yllo,R) = Cl[vllo,rllv][1,z
donde C' = C(c, d).

Luego, por densidad
ol5re < Cllvllogllvlhg Yo € H'Y(R)

Para demostrar el item (b) sea wy, € V}, la funcion que satisface (3.3.12). Consideramos
x € V¥ tal que y = wy, — @y, en los nodos interiores de . Utilizando reglas de integracion
se puede observar,

N 1/2
lwn = &n = xllog, + bllwn — ¢n = xll1a, < Ch (Z |wp (z17)) — ¢h(l’(j))|2>
j=1

IN

ChY?|wy, — énlor, -

40



Luego, utilizando desigualdad triangular, tenemos que

inf { llw—on—xlloa, +hllw—on—xlli0,}
xeVy

< Nw—wpllog, + hllw — w10, + ChY?wy, — ¢plor,-

Tomando v = w — wy, en el item previamente demostrado y aplicando Young obtenemos

hlw —wnlor, < Chllw —wyllog,-lw —walle, < C(lw—wnliq, + 7w —wilig,)

entonces
W2 lw — whlor, < C(lw = whllog, + hllw —wsl10,).

Por lo tanto, utilizando las dos desigualdades anteriores y la desigualdad triangular, se
deduce

inf { |lw—¢n—xlloga, +llw—én— xll0.}

0
Xth

< O(lw = wallog, + hllw = willi g, + 1w = gulor,).

Concluimos el lema de lo observado previamente y de (3.3.12). ©

Necesitamos observar que funciones en H}(€2) pueden ser aproximadas por funciones en
VY. Esto se expresa en el siguiente lema.

Lema 3.3.4 Sea w € H*(Q) N HY(Q) (extendido por E). Luego

inf {llw —xllog, +2lw = xlle,} < Ch?|w|s0.
xEV,?

Demostracién. Tomando ¢, =0y w € H} () en el item b del Lema 3.3.3 se tiene

inf {llw = xlloo, + bllw = X0} < CO*[wlog, + 72 wlor,).
XEV)

El Lema 3.1.5 nos dice que
wlor, < Ch?|wls0.

Combinando las dos tltimas desigualdades se obtiene dicho lema. O

3.4. Problema de Dirichlet no homogéneo en dominio
regular

El siguiente es el resultado general para el problema no homogéneo de Dirichlet con
bordes curvos:
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Teorema 3.4.1 Sea uy, la aproximacion de elementos finitos definido en (3.3.11) y u la
solucion de (1.3.4). Luego, existe una constante C' tal que

u—unlie < C(h| flog +hlglir), 1/2<s<3/2

Para demostrar este resultado consideraremos por separado los casos f = 0y g = O:
tomando el caso g = 0, sea ug la solucion de (1.3.4) y upp la solucion de (3.3.11) con g, = 0,
es decir:

—Aug = f en Q
{ w = 0 en T (3.4.1)
an(uno,v) = Lu(v) VYoveVy
{ Uh,0 = 0 en Fh- (342)
y considerando el caso f = 0 definimos andlogamente
—Aug = 0 en Q

{ ug = g en T (3.4.3)
an(uppg,v) = 0 VYovel) (3.4.4)

Uph, H = (3n en Fh. o

donde recordemos que g, = Q3.

Para probar el Teorema 3.4.1 se acota primero el error en el dominio €2, es decir
|u — up|1q,, ese es el proposito de la Proposicion 3.4.4 que presentaremos mas adelante.
El plan general es el siguiente: ya que naturalmente v = wy + ug y un = Upo + Ung
corresponden a las soluciones de (1.3.4) y (3.3.11) respectivamente, se puede escribir

lu —upli0, <|uo—unolia, + |ur — unmlia,

y acotar ambos términos de la derecha. Para eso seré necesario considerar diversos proble-
mas auxiliares que escribimos debajo: primero una nueva aproximacion de elementos finitos
v}, solucion de

ap(vp,v) = 0 Vo e V)2
vi = Qug en Ty
Ademas definimos 4" y «” soluciones de
—Ai" = 0 en Q
" = Qung en T
y
—Au" = 0 en Q
u = Qig en T

Como, en particular Qig € H*?(T), se sigue de (1.3.6) que u" € H?(Q).
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Proposicion 3.4.1 FEziste una constante C' tal que

|U0 — uh,0|1,Qh S Ch”f”()@ (345)

Demostracién. Notemos primero que | - |7, = ap(-,-). Para x € V}),

luo — unoliq, = an(uo — ung, uo — X) + an(to — uno, X — Unp). (3.4.6)

Sabiendo que x — up € V)P, up es solucion de (3.3.11) con g, = 0 y utilizando el teorema
de la divergencia, Holder y el Teorema 1.1.5 tenemos que

ap(Uo — Uno, X — Uno) = / —Aug(x — unyp) do — F(x — unyp) dx
Qp Qpn

IA

/ |Aug(x — upp)| d
Q\Q

< Clluollz.ellx — unolloone-

Por (1.3.6) y Lema 3.1.3

ah(uo — Up,0, X — Uh,o) < Ch2||f 0,|X — Uh,0|1,ﬂh,-

Considerando ¢ > 0, aplicando Young y desigualdad triangular

C
CR?| flloolx — unolio, < §h4||f\|3,9 + Ce%|x — unolig,

C

S —
82

h4Hng,Q + Ce?|x — U0|iQh + Ce|ug — uny igh-
Por lo tanto

C
ap(to — Up,o, X — Unp) < §h4||f||(2),9 + Ce*|x — U0|i9h + Ce*|ug — unp %,Qh'

Por otra parte, utilizando Hélder y Young observamos que

an(uo — uno,uo — X) < |uo — unolia,-IX — w10,
1 2 1 2
< Sluo —unolig, +5lx —wlig,

Por lo tanto, las dos tltimas desigualdades junto con (3.4.6) nos proporcionan

C 1 1
o — unolf o, < §h4\|fH(2),Q +(Ce® + 3= uoli g, + (Ce® + 3w = unolig,-

Luego, tomando ¢ tal que Ce? + % < 1 obtenemos que, para cualquier y € V2,

1,Qp < C(hQHf

|[ug — U, 0.0 + X — uol10,)-
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Debido al Lema 3.3.4 y tomando un x € V;? adecuado
hllx = uolh0, < Ch?||uoll20-
Ademas, utilizando (1.3.6), se puede observar
IX —uolia, <X —uoll0, < Chllugll2,.e < Ch| flloq-

Por lo que podemos concluir (3.4.5). O
Observaremos primero que vy, es una aproximacion 6ptima de u—ug. Para ello necesitaremos
la siguiente estimacion.
Proposicion 3.4.2 Eziste una constante C tal que

[i" — vplrq, < CRV2gler, 1/2<s<3/2, (3.4.7)

donde reiteramos que, por convencion, W" es definido en Qy por EU".

Demostracién. Notemos primero que es suficiente probar (3.4.7) con 4" reemplazado por

u" ya que debido al Teorema 1.1.5, (1.3.6) v a las propiedades de Q. vy Q,
[@" — w10, < [[0" = u"|l1q, < |E(@" —u")|lige < Clla" — w10 < Ch*2(glor
con 1/2 < s < 3/2. En efecto

< ClQng — Qrglijar < Ch™2|Qng — Qiglor
< Ch*(|Qng — glor + Qg — g
S Chs*l/z’g’sl‘

1" — w10

or)

desigualdad que vale para 0 < s < 2 pero debido a las restricciones de g s6lo consideramos
1/2 < s<3/2.
Para y € V!,

" — i3 o, = an(u" —vi,u" —vi, = x) + an(u" — i, X). (3.4.8)

Como y € V| utilizando teorema de la divergencia y Holder

Jan(u" = vi, x) < | Auy dz| < Cllu*[l20llxllogne
Qh\Q
Debido a (1.3.6) y al Lema 3.1.3,

Ch?’@;llgb/zr\)(’l,m
CR?|Qhglsor(u® — vi, — x|, + [ — vili0,)-

HuhHQ,QHXHO,Qh\Q <
<
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Aplicando Young a la desigualdad anterior con € > 0 tenemos que

Ch 4
an(u — vy, x) < —|Qh9|3/2r + O |u" — vy, — x[i g, + C|u" =il g,

Por otra parte aplicando Cauchy-Schwarz y Young al término restante de (3.4.8),
h h 21 h 2 C o 2
ap(u" —vp,u" — v, —x) < Ce”lu" —vpl1 g, + ?|u — Vi — X190,

Entonces, por (3.4.8),

Ch* 1
|u” _Vh|19h— |Qh9|3/21“+2052|u _Vh’19h+0<5 + )|U —Vp — X’%,Qh'

Luego, tomando ¢ tal que 2Ce? < 1/2 se obtiene

[u" =it g, < CMIQhgLE 2 + 6" — v = xlig,).
Por lo tanto, para cualquier y € V!,

[u" —vil10, < C<h2|Qilzg|3/2,F + u = v, — X|1.0,)-

Por Lema 3.3.3 y (1.3.6),

h

" — vy, = xlua, < C(RIQ1gl32r + h 2 [u" — vilor,).

De las dos tultimas desigualdades se concluye,
" —vil10, < CQhglsr + ™" = vilor,).
Por otra parte, debido a la definiciéon de v, y a la desigualdad triangular tenemos que,
" —vilor, < |u" = Qhglor, +1Q4g — Qnglor,

Utilizando el Lema 3.1.5 con respecto a u” y considerando (1.3.6), se puede observar,

|Uh_ ; , <Ch2|Qi119|3/2,r.

Por otro lado, por (3.1.4),

< C|Q}119 - Qh9|0,r-

Por lo tanto, )
Ju — Vil1.0, < C(h\Qzllg\s/Q,r + h_l/QfQ;llg — Qnglor).

Podemos concluir, usando una estimacion inversa en S} y las propiedades de Q} y Qh que
[u" — i, < CRYgler, 1/2 <s<3/2,

de donde se sigue la proposiciéon. O
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Proposicion 3.4.3 Sea uy solucion de

—Aug = 0 en €
uy = g en I’

Luego existe una constante C' tal que

lurr — vinla, < Ch V2 |glar, 1/2<s<3/2 (3.4.9)
donde uy es definido en 2y, por Euy.
Demostracion. Debido a la proposicion anterior solo es necesario estimar |ug — "] o, ,

ya que
lug — viliq, < |lug — 7th|1,Qh + \fbh — Vil

Por Teorema 1.1.5, (1.3.6) y (3.3.8),

lug — @10, < ug — @10, < |E(ug — ") |lige < Cllug — @"||10
< Clg = Qnglijar < Ch871/2|g|s,r, 1/2 <s<3/2.

Esta desigualdad junto con la anterior y la Proposicion 3.4.2 demuestra lo enunciado. ©

Ahora, estamos en condiciones de probar una estimacion de u — uy,.

Proposicion 3.4.4 Eziste una constante C, independiente de h, tal que

[ —unla, < C fllog +h2g

s,I‘)a 1/2 S S S 3/2

Demostraciéon. Sea uj g = up —up. Debido a la definicion de uy, y up, up g corresponde
a la solucion de

ap(upg,v) = 0 VYovel
Un H = On en I

La solucion uy, g corresponde a la aproximacion por elementos finitos de la solucion uy.
Por un lado tenemos que,

lupg — up i, < |urg —valio, + Vi — wnmlio,- (3.4.10)

Como ap(vy, — upp,v) =0 Yo € V2, se sigue que

Vi — unmlio, < |ve —unmg — x|,

para cualquier y € V}'. Aplicando el Lema 3.3.3 tomando ¢, = uj g — v, y w = 0, se puede
observar que,

1/2

Vi = unmlie, < inf v —ung — Xlue, < ChF|lvi —unmlor,- (3.4.11)

0
XEV),
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Por definicion de uy, g y vy, se tiene que up g — vy, = Qng — th en I'y,.
Ademas, por propiedades de proyeccion,

Qh@hg = th

luego, si tomamos G = g — th, se observa que

QG = th—é;z;

0,G = 0.
Por lo tanto utilizando el Lema 3.3.2 tenemos que
|vy, — upmlor, = 1QnG — QuGlor, < Ch*|Glor = CR*|(I — Qh)g\o,r- (3.4.12)
Combinando (3.4.11), (3.4.12) y (3.3.5), podemos observar
Vi — Um0, < Ch8+3/2!g!s,r 0<s<3/2.

Por esta desigualdad, (3.4.10) y la Proposicion 3.4.3 se observa

]uH - u’%H‘LQh < Ch371/2|g|s’p 1/2 S S g 3/2

Para finalizar esta demostracion notemos que considerando (3.4.5), la tltima desigualdad
de esta demostracion y desigualdad triangular se concluye

lu—unlia, < |uo—unolia, +|uw —unulia,
< C(||flloa+h|glar) 1/2<s<3/2. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 3.4.1.
Primero, observemos que,

lu — upr0 < |u—uplio, + |u—unli0\0, (3.4.13)

Debido a la Proposicién 3.4.4, es suficiente estimar |u — up|1.0\0,-
Sea w" = ug + u". Se observa que w" € H?*(Q) y recordemos que con w" denotamos
también la extension por E a R%. Ahora

|U — UhlLQ\Qh S |U - wh|1,Q + |wh - uhlLQ\Qh. (3414)
Como —A(u — w") = 0, por (1.3.6) y las propiedades de Q}, observamos

lu — w1 o < CR*V2gler, 1/2<5<3/2, (3.4.15)
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pues por (3.3.10)
u— w10 < flu—w"lio < Clg — Quglyor < CR*glir 1/2<s<2. (3.4.16)

Por lo que faltarfa estimar |w" — w1 0\q,. Para esto, aplicamos (3.1.6) a las derivadas de

de w" — u; y notando que wuy, es lineal en Qg), obtenemos
h 2 2 - O(w" — un) 491, k|2
w" — Uh’m;ﬁ <Clh z_; ’3—% oro T h [w Hm;n : (3.4.17)

Por otro lado, debido al teorema de trazas en un triangulo de referencia y utilizando cambio
de variables a un tridngulo K; se tiene

Wl por < OIS, + P70l k) Vo € HY () (3.4.18)

Luego, aplicando (3.4.18) a las derivadas de w" — uy, en (3.4.17), se observa

h

[w" —unl} o) < Clhlw" —unli e, +B*[lw]; )-

1,0 2,09 UK;
Sumando sobre los indices j tenemos que

lw" — upli,0\0, < C(hl/2|wh — Upl1,0, + h3/2]|wh\|27g). (3.4.19)
Por lo tanto, aplicando desigualdad triangular en (3.4.19),

W — wp 1000, < C(R2 " = ulig, + B2 u — uplig, + 122w ||20)
para el primer término usamos el teorema de extension y (3.4.15)
P2 wh — uly g, < BY2w" —uliq < CR|glar 1/2 < s < 3/2.

el segundo término se acota usando la Proposicion 3.4.4,

hm‘u — upl1,0, < C(hg/ZHfHO,Q +h%glsr) 1/2 < s <3/2.
y para el tercer término usamos (1.3.6) desigualdad inversa y estabilidad en H® para Q;

W2 [w" a0 < Ch*2|Qhgls/ar < h°|Quglsr < Blglsr 1/2<s < 2.
por lo tanto
" = unlrove, < CRY2(RI|fllog + B 2lglar), 1/2<s<3/2.

Por tltimo, considerando (3.4.14), (3.4.15) y la desigualdad anterior, observamos que

[u—unl o0, < ClhN fllog + 02 glsr), 1/2<s<3/2.

Concluimos el teorema de (3.4.13), la Proposicion 3.4.4 y esta desigualdad. o
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3.5. Ejemplo Numérico

En esta seccion presentamos un ejemplo numérico. Consideramos el dominio definido
por el anillo Q = {(z,y) : 1 < |[(z,y)|| < 3} y la funcion u(x,y) = ||(x — zo,y — vo)||, donde
(wo,y0) € T'. Este ejemplo da un caso limite interesante ya que g = u|l' € H® para s < 3/2%.
Derivando se observa que hay que tomar f = —u~!. La malla se construyé para el caso: se
creo una malla uniforme sobre un rectangulo [1,3] x [0, 2% 7] y se tomo coordenadas polares
sobre las coordenadas de los vértices de esos elementos para mallar el anillo. El caso de un
anillo es particularmente sencillo para construir § ya que la normal a los bordes (interior y
exterior) es radial, y una vez trasladado el dato de borde a la malla, la proyeccion en L? se
lleva a cabo de la siguiente manera:

1. Se consideran funciones béasicas lineales ¢;, 0 < ¢ < N — 1 asociadas a los nodos del
borde z;. Estas dan una base de I'j,.

2. Para establecer el algoritmo, y como la curva se parametriza por longitud de arco, se
piensan las funciones ¢; definidas en un intervalo de longitud |I'y|, del modo descripto
en (3.3.1).

3. Se calcula la matriz de masa asociada al borde M;; = [ ¢;¢;, y el vector b; = [ go;.
En estos calculos se utiliza el hecho de que I', es una curva cerrada y por ello, se
trabaja en el contexto de funciones periodicas, de periodo |I'y|.

4. Se resuelve el sistema: Mz = b, y la proyeccion se escribe Qx(§) = Y, zii.

Observemos que llamando ll = tz‘+1 — ti7 tenemos Mi—l,i = 11/6, Mi,i—‘rl = l,‘+1/6 y
M, = %, siendo nulos los demas elementos de M. Por su parte, si bien los b; no pueden
calcularse exactamente con facilidad, se pueden aproximar usando la regla de Simpson en
cada [t;, ;1]

Para calcular el orden de convergencia utilizamos la solucién exacta, y tomamos mallas
de 2% x 2F nodos con 3 < k < 6. En las figuras mostramos la solucion aproximada con
la malla mas fina. El orden obtenido en este ejemplo es 0,995 ~ 1 que coincide con lo
predicho por la teoria. Tomamos en un ejemplo (zg,yo) como un punto de la malla para
todas las graduaciones, es decir (z¢,yo) € I'y, para todo h, y en otro ejemplo (zo,v0) ¢ I'n
no observandose diferencias notorias en el orden.

2De hecho en realidad u € H*(Q) solo para s < 2. Se podria tomar u. = ||(x — zo,y — yo)||* T para
evitar este inconveniente ya que u. € H?(Q) para todo € > 0.
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Figura 3.6: Solucién numérica con 4225 nodos

0.3

Figura 3.7: Detalle de la singularidad en el borde interno del anillo
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Figura 3.8: Detalle de la singularidad vista superior
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