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Caṕıtulo 1

Introducción

Veamos la motivación matemática y algo de la historia que gira en torno
de los temas a tratar en esta tesis:

1.1. Progresiones y tamaño de conjuntos

Durante su juventud, el matemático Erdös fue cautivado por un problema
que le planteó Sidon (matemático húngaro) en 1932: ¿Cuán grande puede
ser un subconjunto de {1, · · · , N}, tal que todas las sumas de a pares de sus
elementos sean diferentes?

Definición 1. Diremos que un conjunto es de Sidon si tiene la propiedad
de que todas las sumas de dos elementos del conjunto, son distintas. O bien,
por ser a + b = c + d ⇔ a − d = c − b, la definición equivale a que tenga
la propiedad de que todas las diferencias de dos elementos del conjunto, sean
distintas.

Construir conjuntos de Sidon no es dif́ıcil, pero lo que es realmente de
interés es construirlos con el mayor tamaño posible (la generalización de este
problema fue resuelta en 2010 [9] ).

El interés de Sidon por estos conjuntos, teńıa que ver con cuestiones de
análisis de Fourier, pero a Erdös le generó interés por su carácter aritmético
y combinatorio. Ese problema se convertiŕıa en un tema recurrente en las
investigaciones de Erdös.
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8 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Más adelante Erdös planteó el siguiente problema estrechamente relacio-
nado: ¿Cuán grande puede ser un A ⊆ Z tal que todas las diferencias de a
pares de sus elementos sean diferentes?

Definición 2. Una progresión aritmética de longitud n es una serie (a1, · · · , an)
monótona de números reales distintos, con n ≥ 3, tal que las diferencias su-
cesivas aj+1 − aj son constantes para todo j = 2, 3, . . . , n. Una progresión
aritmética de longitud infinita es una serie (aj)j monótona de números reales
distintos, indexada en N o Z tal que las diferencias sucesivas aj+1 − aj son
constantes para todo j. O sea que si tomamos tres términos consecutivos, el
del medio es el promedio de los otros dos.

Para un A ⊆ Z fijado:

existen a < b < c en A tales que b− a = c− b

⇔ existen a < b < c en A, tales que b =
a+ c

2

⇔ A tiene una progresión aritmética de largo 3.

Por lo tanto, el problema planteado es: ¿Cuán grande puede ser un A ⊆ Z

que no contenga progresiones aritméticas de longitud 3? O equivalentemente:
¿Cuán grande puede ser un A ⊆ Z que no contenga progresiones
aritméticas?

Ambas preguntas son equivalentes, pues: Si no tiene progresiones aritméti-
cas, en particular no tiene progresiones aritméticas de longitud 3. Y si no tiene
progresiones aritméticas de longitud 3, no puede tener progresiones aritméti-
cas más largas (pues ésta contendŕıa una de longitud 3).

Existen subconjuntos numerables de Z que no tienen progresio-
nes aritméticas de longitud 3 (y por lo tanto de ninguna longitud).
Por ejemplo:

A := {2n : n ∈ N}. Este conjunto no contiene progresiones aritméticas de
longitud 3, ya que el promedio de dos puntos distintos de A no puede estar
en A. Veamos esto último: si tomamos 2n y 2m con n < m, el promedio es

2n + 2m

2
=

2n(1 + 2m−n)

2
= 2n−1(1 + 2m−n),

donde (1 + 2m−n) es un impar mayor que uno.
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Esto nos lleva a preguntarnos el mismo problema en R: ¿Cuán grande
puede ser un subconjunto de R que no contiene progresiones aritméticas?

O lo que es equivalente:
¿Cuán grande puede ser un subconjunto de R que no contiene

progresiones aritméticas de longitud 3?

Lema 3. Existen subconjuntos de R, que tienen el mismo cardinal que R y
que no tienen progresiones aritméticas:

Demostración. Dado r ∈ (0, 1
2
) construimos en [0, 1] un conjunto de tipo

Cantor Cr, de la siguiente manera: Tomamos

F0 := [0, 1] es 1 intervalo de longitud 1,

F1 := [0, r] ∪ [1− r, 1] es unión de 2 intervalos de longitud r,

F2 := [0, r2]∪[r−r2, r]∪[1−r, 1−r+r2]∪[1−r2, 1] es unión de 4 intervalos de longitud r2,

· · ·

Y definimos:

Cr :=
⋂
k∈N0

Fk.

Vale que para 0 < r < 1
3
, Cr no tiene progresiones aritméticas de longitud 3;

por lo que no tiene progresiones aritméticas de ninguna longitud.
Notar que para r = 1

3
śı las tiene, por ejemplo: {0, 1

3
, 2
3
}.

Veamos que si 0 < r < 1
3
, entonces Cr no tiene progresiones aritméticas

de longitud 3.
O equivalentemente, por contrarrećıproco, si a < b < c en Cr son tales

que dist(a, b) = dist(b, c), queremos ver que r ≥ 1
3
. Como los intervalos del

paso k tienen longitud rk que tiende a cero cuando k →∞, existe un k0 ≥ 2
mı́nimo tal que a, b, c están en distintos intervalos del nivel k0.

Por haberlo elegido mı́nimo con esa propiedad, en el paso k0−1 no pueden
estar los tres en el mismo intervalo (pues si no en el paso k0 habŕıa 2 en el
mismo, ya que cada intervalo del paso k0−1 contiene exactamente 2 intervalos
del paso k).

Entonces en el paso k0 − 1 habŕıa exactamente 2 de ellos en un mismo
intervalo, por ser a < b < c, deben ser o bien a y b o bien b y c. Supongamos
sin pérdida de generalidad que son a y b.
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Como a y b están en el mismo intervalo del paso k0−1, llamemosle Ik0−1;
resulta que dist(a, b) ≤ L(Ik0−1) = rk0−1. Y como b y c están en distintos
intervalos del paso k0 − 1, resulta que dist(b, c) ≥ longitud del hueco más
chico de paso k0 − 1 = rk0−2(1− 2r).

Por lo tanto, tenemos:

rk0−2(1− 2r) ≤ dist(b, c) = dist(a, b) ≤ rk0−1.

Con lo cual 1− 2r ≤ r, y por lo tanto 1
3
≤ r.

Veamos por qué Cr tiene el cardinal de R. Eso es claro, pues puede bi-
yectarse con {0, 1}N v́ıa mandar un x ∈ Cr a la sucesión (an)n∈N siguiente:
a1 = 0 si x está en el intervalo izquierdo de F1 o a1 = 1 si x está en el
intervalo derecho de F1. Una vez fijado en qué intervalo de F1 está x, como
éste contiene exactamente dos intervalos de F2, definimos a2 = 0 si x está en
el intervalo izquierdo o a2 = 1 si está en el derecho. Y aśı siguiendo.

Aśı, vimos que la cardinalidad no nos da información de cuan grande
puede ser un conjunto sin progresiones aritméticas. Con lo cual (en lo que
respecta a la pregunta de Erdös), tiene sentido preguntarse, acerca de cuan
grande puede ser la dimensión de Hausdorff de un subconjunto de R sin
progresiones aritméticas.

Veremos en esta tesis el siguiente resultado parcial a la pregunta plantea-
da:

Desarrollaremos un trabajo de Keleti en el que veremos que para cualquier
colección contable de conjuntos de 3 puntos, hay un subconjunto compacto de
R, con dimensión de Hausdorff 1, que no contiene copia similar de cualquiera
de los conjuntos de 3 puntos dados.

En particular, hay un conjunto de dimensión de Hausdorff 1 (es lo más
grande que podŕıa ser en términos de dimensión), que no contiene progresio-
nes aritméticas.

Un problema sorprendentemente profundo en combinatoria aditiva es la
de dar condiciones que garanticen que un conjunto A ⊆ Z contiene progre-
siones aritméticas de una longitud dada.

Con respecto a ese mismo problema, pero pensado en R; veremos en el
desarrollo de la tesis que cualquier subconjunto de R de medida de Lebesgue
positiva tendrá progresiones aritméticas arbitrariamente largas.
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En realidad veremos algo más general: todo subconjunto de Rn de me-
dida le Lebesgue positiva, tiene copia homotética de cualquier subconjunto
finito de puntos. Por lo que cualquier subconjunto de R de medida de Lebes-
gue positiva tendrá copia homotética de cualquier subconjunto finito, y en
particular tendrá progresiones aritméticas arbitrariamente largas.

Tal vez incluso se pueda encontrar una condición más débil que tener
medida positiva para implicar que contenga copia homotética de todos los
conjuntos finitos. Esto último tiene sentido preguntárselo, ya que existe un
conjunto con dimensión de Hausdorff 0, verificando esa propiedad (veremos
su existencia en el caṕıtulo 4).

Resulta claro que, si partimos R en n subconjuntos; entonces al menos
uno de ellos tendrá progresiones aritméticas arbitrariamente largas (por tener
medida positiva).

Un resultado análogo para los enteros fue demostrado en 1926:

Teorema 4 (Teorema de Van der Waerden [16] ). Si partimos el conjunto de
los enteros en n subconjuntos, entonces alguno de ellos contiene progesiones
aritméticas arbitrariamente largas.

El Teorema de Van der Waerden habla de la existencia de una clase con
progresiones aritméticas arbitrariamente largas, pero no nos dice cual de
ellas es la que tiene esa propiedad. Intuitivamente la clase que tenga “más
números” debeŕıa ser la que cumpla con esa propiedad, por lo que resulta
natural la siguiente conjetura:

Conjetura de Erdös (1936): Si un subconjunto de números enteros
tiene densidad superior positiva, entonces contiene progresiones aritméticas
arbitrariamente largas.

Donde definimos la densidad superior de un conjunto A ⊆ Z, como

d̄(A) := lim
N→∞

# (A ∩ [−N,N ])

2N + 1
.

O analogamente para el caso en que trabajemos con un A ⊆ N,

d̄(A) := lim
N→∞

# (A ∩ [1, N ])

N
.

Veamos que la conjetura de Erdös generaliza el Teorema de Van der Waer-
den:
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Si suponemos válida la conjetura de Erdös, y partimos Z en n subcon-
juntos A1, · · · , An. Entonces hay un Aj0 que tiene densidad positiva (pues
1 = d̄(Z) ≤

∑
1≤j≤n d̄(Aj)). Con lo cual Aj0 tiene progresiones aritméticas

arbitrariamente largas.

Definición 5 (constante de Erdös). Sea A un subconjunto de naturales, y
sea k ≥ 3. Definimos rk(A) como el cardinal más grande de los subconjuntos
de A que no contienen ninguna progresión aritmética propia de longitud k.

Sea N ∈ N, y sea k ≥ 3. Notamos rk(N) := rk([1, N ]); es decir, el
cardinal más grande de los subconjuntos de {1, · · · , N} que no contienen
ninguna progresión aritmética de longitud k.

Observación 6. rk(N) ≤ N .

Observación 7. Fijado N , cuando k crece, rk(N) crece.

Erdös demostró que, fijado el k, existe ĺımN→∞
rk(N)
N

.

Lema 8. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1) Para todo k ≥ 3, se tiene que ĺımN→∞

rk(N)
N

= 0.
2) Sea A un subconjunto de los números enteros positivos con densidad supe-
rior positiva. Entonces A contiene progresiones aritméticas arbitrariamente
largas.

Demostración. Veamos que 1) implica 2), por contrarrećıproco: Supongamos
que no vale 2), entonces existen A con densidad superior positiva y k ≥ 3 tal
que A no tiene progresiones aritméticas de longitud k. Con lo cual

ĺım
N→∞

rk(N)

N
≥ lim

N→∞

#(A ∩ [1, N ])

N
=: d̄(A) > 0.

Por lo tanto no vale 1).

Veamos que 2) implica 1), por contrarrećıproco: Supongamos que no vale

1), entonces existe k0 ≥ 3 con limN→∞
rk0 (N)

N
> 0. Entonces existen ε > 0 y

una subsucesión (Nj)j∈N tal que rk0(Nj) ≥ εNj para todo j natural.
Queremos armar un A con densidad superior positiva, que no tenga pro-

gresiones aritmeticas de longitud k0.
Por la definición de rk0(Nj) sabemos que para cada j natural, tenemos

un subconjunto Bj del tamaño más grande posible en {1, · · · , Nj} sin pro-
gresiones aritméticas de longitud k0, con #Bj ≥ εNj.
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Tomemos A1 := B1 que no tiene progresiones aritméticas de longitud k0.

Dados B ⊆ Z y h ∈ Z definimos B + h := {b+ h : b ∈ B}.

Tomemos A2 := B2 + h1 + N1 que no tiene preogresiones aritméticas de
longitud k0 (por ser un corrimiento de B2), donde h1 es el tamaño del hueco
que se forma entre el {1, · · · , N1} en el que está A1 y el {N1 + h1, · · · , N1 +
h1 + N2} en el que está A2. Vamos a elegir h1 de modo que en A1 ∪ A2 no
haya progresiones aritméticas de longitud k0. Como en caso de que hubiera
una progresión aritmética de longitud k0, debeŕıa tener al menos un punto
en A1 y otro en A2, tendŕıamos una progresión aritmética de longitud 3 con
un punto en A1 y otro en A2. Para que no haya progresiones aritméticas de
longitud 3 con un punto en A1 y otro en A2 basta tomar h1 =: N2 + 1, aśı la
longitud del hueco es más grande que la longitud del intervalo más grande
entre {1, · · · , N1} y {1, · · · , N2} que contienen a B1 y a B2 respectivamente.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que N3 ≥ N1 + N2 + h1 (si
no, se descartan finitos términos de la sucesión). Tenemos B3 ⊆ {1, · · · , N3},
#B3 ≥ εN3. Tomando A3 := B3 +

∑2
k=1 hk + Nk y h2 := N3 + 1 podemos

garantizar que en A1 ∪ A2 ∪ A3 no hay progresiones aritméticas de longitud
k0 (pues no hay progresiones aritméticas de longitud k0 en A1 ∪ A2 ni en
A3, y la longitud del hueco entre {1, · · · , N1 + N2 + h1} y {N1 + N2 + h1 +
h2, · · · , N1 + N2 + h1 + h2 + N3} es mayor que N3 y que N1 + N2 + h1 por
la suposición).

En general, construidos A1, · · · , Ak−1 y h1, · · · , hk−2, como antes podemos
suponer que Nk ≥ N1+ · · ·+Nk−1+h1+ · · ·+hk−2; tomando hk := Nk+1+1 y
Aj := Bj+

∑j−1
k=1 hk+Nk resulta que

⋃k+1
j=1 Aj no tiene progresiones aritméticas

de longitud k0.

Con lo cual, A :=
⋃
j∈NAj no tiene progresiones aritméticas de longitud

k0.
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Veamos que A tiene densidad superior positiva:

d̄(A) ≥ lim
j→∞

#(A ∩ [1, h1 + · · ·+ hj−1 +N1 + · · ·+Nj])

h1 + · · ·+ hj−1 +N1 + · · ·+Nj

= lim
j→∞

∑j
i=1 #Bi

h1 + · · ·+ hj−1 +N1 + · · ·+Nj

≥ ε lim
j→∞

∑j
i=1Ni

h1 + · · ·+ hj−1 +N1 + · · ·+Nj

= ε lim
j→∞

∑j
i=1Ni

N2 + · · ·+Nj + (j − 1) +N1 + · · ·+Nj

≥ ε lim
j→∞

∑j
i=1Ni

3.(
∑j

i=1Ni)

= ε
1

3
> 0.

Por el lema anterior, la Conjetura de Erdös dice que dicho ĺımite es
cero.

Resolver esa conjetura resultó ser extremadamente dif́ıcil. En 1954, Roth
fue el primero en poder conseguir un resultado cuando demostró el caso k = 3,
utilizando métodos de análisis de Fourier.

Teorema 9 (Teorema de Roth). ĺımN→∞
r3(N)
N

= 0.

Quince años más tarde Szemerédi demostró el caso k = 4. Para que
finalmente la conjetura de Erdös pudiera ser resuelta por el mismo Szemerédi,
en 1975. El resultado es ahora conocido como el

Teorema 10 (Teorema de Szemerédi). Sea k ≥ 3, se tiene que ĺımN→∞
rk(N)
N

=
0.

La demostración de Szemerédi está basada en su lema de regularidad y
la teoŕıa de grafos; utiliza un argumento sofisticado de combinatoria y es
sumamente enredada (el mismo Szemerédi incluyó un diagrama con las im-
plicaciones lógicas de las proposiciones, lemas y teoremas en que está dividida
su demostración).
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Unos años después, Furstenberg dio una demostración más simple del
teorema de Szemerédi, basada en teoŕıa ergódica.

En el 2001, Gowers publicó una tercera demostración (de más de 100
hojas) del teorema de Szemerédi basada solo en teoŕıa de números aditiva,
con técnicas clásicas de análisis de Fourier y combinatoria.

Son pocos los teoremas en matemáticas cuyas demostraciones han moti-
vado el desarrollo de tantas áreas distintas en matemáticas, como lo hizo el
Teorema de Szemerédi.

Tanto el Teorema de Roth como el Teorema de Szemerédi tienen una
amplia diversidad de demostraciones, utilizando técnicas muy variadas. Sin
embargo, todas ellas giran en torno a una dicotomı́a fundamental, a saber,
la dicotomı́a entre los conjuntos aritméticamente estructurados (como por
ejemplo las progresiones aritméticas) y conjuntos aritméticamente no estruc-
turados (por ejemplo conjuntos aleatorios). El punto es que uno necesita muy
diferentes argumentos para hacer frente a cualquiera de los dos casos, por lo
que en cualquier prueba de los teoremas anteriores se debe primero descompo-
ner un conjunto general de alguna manera en una componente estructurada
y una no estructurada. Para hacer tal descomposición, uno necesita algunas
herramientas de gran alcance (como análisis armónico, teoŕıa ergódica, o la
teoŕıa de grafos).

Una famosa conjetura adicional de Erdös que permanece abierta: Sea
A ⊆ N tal que

∑
n∈A

1
n

= +∞. Entonces, A contiene progresiones aritmeticas
arbitrariamente largas.

Esta conjetura sigue sin resolverse incluso para progresiones de longitud
3.

Es bien sabido que la serie de los inversos de los números primos da
infinito; y que el conjunto de números primos tiene densidad superior cero.

Sin embargo, como caso especial de esta conjetura, restringido a los núme-
ros primos P = {2, 3, 5, · · · }, recientemente se ha demostrado por Green y
Tao:

Teorema 11 (Teorema de Green y Tao (2008)). Sea k ≥ 1. Entonces

ĺım
N→∞

rk(P ∩ [1, N ])

#(P ∩ [1, N ])
= 0.

En particular, como consecuencia de Szemerédi (pero en lugar de sobre N
pensado sobre el conjunto de números primos), el conjunto de números pri-
mos contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas.
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El conjunto de números primos P , es un conjunto con d̄(P ) = 0, que
contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas. Por lo que en par-
ticular se tiene que: No vale la vuelta de la conjetura de Erdös (de
1936).

En realidad ya se sab́ıa que no vaĺıa la vuelta. Hay ejemplos más sencillos
de conjuntos con densidad superior igual a cero y que contienen progresiones
aritméticas arbitrariamente largas, como:

A :=
⋃
n∈N

{n3, n3 + 1, · · · , n3 + n}.

El conjunto A tiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas pues
para cada natural n tenemos que {n3, n3 + 1, · · · , n3 + n} es progresión
aritmética de longitud n+ 1.

Además, A tiene densidad superior nula, pues para cada N ∈ N hay un
único n ∈ N tal que (n− 1)3 ≤ N < n3, tenemos que por ser:

0 ≤ #(A ∩ [1, N ])

N
≤
∑n

i=1(i+ 1)

(n− 1)3
=
n2 + 2n

(n− 1)3
→n→+∞ 0,

resulta d̄(A) = 0.

La demostración del Teorema de Green-Tao usa ideas de algunas demos-
traciones del caso general del Teorema de Szemerédi y otras ideas novedosas.

Un problema que se está estudiando mucho en los últimos años es exten-
der este tipo de problemas de subconjuntos de Z a subconjuntos de R. En
2009, Izabella Laba y Malabika Pramanik [12], dieron una condición muy
técnica para un subconjunto de R dado, que implica que el conjunto tiene
progresiones aritméticas de longitud 3. Recientemente (3 de Julio de 2013)
Vincent Chan, Izabella Laba y Malabika Pramanik [1]; generalizaron el re-
sultado anterior.

1.2. Otra conjetura de Erdös

Erdös también conjeturó: Para cualquier conjunto infinito A ⊆ R

existe un conjunto E ⊆ R de medida de Lebesgue positiva que no contiene
ninguna copia similar de A.

La conjetura está abierta incluso para el conjunto {2−n : n ∈ N}.
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Veremos en el caṕıtulo de patrones infinitos que: en caso de ser A ⊆ Rn un
conjunto finito, cualquier conjunto E ⊆ R

n de medida de Lebesgue positiva
tiene copia homotética de A. Con lo cual, por contrarrećıproco: Si A ⊆ R

n

es tal que existe un E ⊆ R
n de medida de Lebesgue positiva que no tiene

copia homotética de A, entonces A es infinito. La conjetura de Erdös antes
mencionada, es que vale el rećıproco de este último resultado para el caso
n = 1.

También desarrollaremos en el caṕıtulo de patrones infinitos dos solucio-
nes parciales a esta conjetura, debidos a Falconer y a Kolountzakis. Falconer
demostró que la conjetura es válida para el caso de que A está dado por
una sucesión de números reales que no decae muy rápidamente. Kolountza-
kis muestra que para cada conjunto infinito A, hay un conjunto E de medida
de Lebesgue positiva tal que x+ tA no está incluido en E para casi todo par
(x, t) (en lugar de todo par como dice la conjetura).
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo se describiran los elementos necesarios para comprender
la tesis.

2.1. Medida y dimensión de Hausdorff

Definición 12. Dado U ⊆ Rn no vaćıo se define el diámetro de U como,

|U | = sup{|x− y| : x, y ∈ U}

Definición 13. Si E ⊆
⋃
i Ui con i ∈ N o un conjunto finito de ı́ndices, y

0 < |Ui| ≤ δ para cada i, decimos que {Ui}i es un δ-cubrimiento de E.

Aclaración: En ésta tesis diremos que un conjunto es numerable si tiene
el mismo cardinal que N. Y diremos que un conjunto es contable, si es finito
o numerable.

Definición 14. Una medida exterior en un conjunto X es una función

µ : P(X) −→ R≥0 ∪ {+∞}

tal que:

µ(∅) = 0

Si E1 ⊆ E2, entonces µ(E1) ≤ µ(E2) (monotońıa)

µ
(⋃

k∈NEk
)
≤
∑

k∈N µ(Ek) (σ subaditividad)

19
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Definición 15. Sea E ⊆ Rn y s ∈ R≥0. Para δ > 0 se define,

Hs
δ(E) = ı́nf

∑
i

|Ui|s

donde el infimo se toma sobre todos los δ-cubrimientos {Ui} de E. Se puede
comprobar facilmente que Hs

δ es una medida exterior en R
n.

Definición 16. La medida exterior de Hausdorff s-dimensional de E se de-
fine como

Hs(E) := ĺım
δ→0
Hs
δ(E) = sup

δ>0
Hs
δ(E).

Observación 17. El ĺımite existe y vale la igualdad en la definición anterior,
pues Hs

δ(E) decreciente como función de δ > 0, ya que si δ1 < δ2 resulta que
{δ1 cubrimientos de E} ⊆ {δ2 cubrimientos de E}, y por lo tanto Hs

δ1
(E) ≥

Hs
δ2

(E).

Observación 18. Para cada conjunto E, es claro de la definición queHs
δ(E) ≤

Hs(E) cualquiera sea δ > 0.

Proposición 19. Veamos que Hs es efectivamente una medida exterior:

Demostración. En el caso s = 0, resulta que Hs
δ(E) cuenta cuantos

conjuntos de diámentro menor que delta son necesarios para cubrir al
conjunto E; con lo cual, haciendo δ → 0 se sigue que Hs(E) es la
medida de contar, y no hay nada que probar.

En el caso s > 0, es claro que Hs ≥ 0 y que Hs(∅) = 0. Veamos que
Hs es monótona: Si E1 ⊆ E2, por ser todo δ-cubrimiento de E2 un
δ-cubrimiento de E1, tenemos que

Hs
δ(E1) ≤ Hs

δ(E2).

Por lo cual, haciendo δ tender a cero,

Hs(E1) ≤ Hs(E2).

Veamos que Hs es sigma subaditiva: Sea E :=
⋃
k∈NEk. Para cada

δ fijo, dado para cada k ∈ N un δ-cubrimiento de Ek, resulta que la
union de esos δ-cubrimientos es un δ-cubrimiento para E. Con lo cual,
tenemos que

Hs
δ(E) ≤

∑
k∈N

Hs
δ(Ek).
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Que por ser Hs
δ(Ek) ≤ Hs(Ek), resulta

Hs
δ(E) ≤

∑
k∈N

Hs(Ek).

Por lo cual, haciendo δ tender a cero,

Hs(E) ≤
∑
k∈N

Hs(Ek).

Observación 20. Notar que en la definicion de la medida de Haussdorff s-
dimensional en lugar de δ-cubrimientos se pueden considerar δ-cubrimientos
formados por bolas (que en R son intervalos). Eso vale pues para cada δ fijo,
las bolas de diámetro δ son los conjuntos más grandes posibles (en el sentido
de la inclusión) cuyo diámetro es menor o igual que δ.

Recordemos algunas definiciones: Notamos G al conjunto de abiertos; y
F al conjunto de cerrados.

Definición 21. Decimos que el conjunto B es un conjunto Gδ, si B es in-
tersección contable de conjuntos abiertos.

Definición 22. Diremos que un conjunto es una σ-álgebra en el espacio X;
si es una familia no vaćıa de subconjuntos de X, cerrada bajo complementos,
uniones contables e intersecciones contables.

Definición 23. Dada una clase de conjuntos C, definimos σ(C) (la sigma
álgebra generada por C) como la más pequeña σ-álgebra que contiene a C.

Definición 24. Decimos que el conjunto B es un boreliano, si pertenece a
B := σ(G) = σ(F).

Definición 25. Dada una clase de conjuntos C, diremos que una medida
exterior µ es C-regular si para cada conjunto A, existe un C ∈ C tal que
A ⊆ C y µ(A) = µ(C).

El siguiente Teorema nos dice que Hs es Gδ-regular; y en particular Borel-
regular.

Teorema 26. Si E es un conjunto en Rn, y s > 0, entonces existe un B ∈ Gδ
tal que E ⊆ B y Hs(E) = Hs(B).
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Demostración. Para cada δ ∈ (0, 1) tomemos un δ
2
-cubrimiento (Ek)k de E

tal que ∑
k

|Ek|s ≤ Hs
δ
2

+ δ.

Sea Ak abierto tal que

Ek ⊆ Ak y |Ak| ≤ (1 + δ)|Ek| (2.1)

Esto último se puede hacer, por ejemplo, tomandoAk =
{
x : dist(x,Ek) <

δ
2
|Ek|

}
(el engordado del conjunto Ek en δ

2
|Ek|). Si tomamos A =

⋃
k Ak es un abier-

to que contiene a E, con |Ak| ≤ (1 + δ) δ
2
< 2 δ

2
= δ, pues era δ ∈ (0, 1).

Aśı (Ak)k es un δ- cubrimiento de E, que por (2.1) cumple:

Hs(A) ≤
∑
k

|Ak|s

≤ (1 + δ)s
∑
k

|Ek|s

≤ (1 + δ)s
(
Hs

δ
2

(E) + δ
)

≤ (1 + δ)s (Hs(E) + δ)

Aśı vimos que para cada δ ∈ (0, 1) hay un A(δ) abierto que contiene a E tal
que

H(A(δ)) ≤ (1 + δ)s (Hs(E) + δ) .

En particular, tomando por ejemplo δn = 1
2n

, tenemos un An abierto tal que
contiene a E tal que

Hs
1
2n

(An) ≤
(

1 +
1

2n

)s(
Hs(E) +

1

2n

)
. (2.2)

Consideremos B :=
⋂
n∈NAn. B es un Gδ que contiene a E. Además, por ser

B ⊆ An, tenemos por (2.2) que para cada n ∈ N

Hs
1
2n

(B) ≤
(

1 +
1

2n

)s(
Hs(E) +

1

2n

)
.

Haciendo n→∞ obtenemos que

Hs(B) ≤ Hs(E).
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Como E ⊆ B y Hs es una medida exterior, tenemos que Hs(E) ≤ Hs(B), y
por lo tanto,

Hs(E) = Hs(B).

Definición 27. Dos conjuntos A y B se dicen metricamente separados si la
distancia entre ellos es positiva.

Definición 28. Una medida exterior µ de dice métrica si

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)

para todos los conjuntos A y B que sean metricamente separados.

Proposición 29. La medida exterior Hs en métrica.

Demostración. Sean A y B conjuntos metricamente separados. Llamemos
d := dist(A,B). Para cada δ ∈

(
0, d

3

)
tenemos que los δ-cubrimientos de

A∪B se corresponden con unir un δ-cubrimiento de A con un δ-cubrimiento
de B. Con lo cual para cada δ ∈

(
0, d

3

)
tenemos,

Hs
δ(A ∪B) = Hs

δ(A) +Hs
δ(B).

Por lo tanto, haciendo δ tender a cero,

Hs(A ∪B) = Hs(A) +Hs(B).

Lema 30. Sea µ una medida exterior que es métrica, y (Aj)j∈N una sucesión
creciente de conjuntos con A :=

⋃
j∈NAj y dist(Aj, A∩Acj+1) > 0. Entonces,

µ(A) = ĺım
j→∞

µ(Aj).

Demostración. Es claro que ĺımj→∞ µ(Aj) existe (posiblemente igual a +∞);
ya que (Aj)j∈N una sucesión creciente de conjuntos, y por lo tanto (µ(Aj))j∈N
una sucesión creciente. Por ser Aj ⊆ A es µ(Aj) ≤ µ(A), y por lo tanto

ĺım
j→∞

µ(Aj) ≤ µ(A).
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Veamos la otra desigualdad. En el caso en que ĺımj→∞ µ(Aj) = +∞ no hay
nada que probar. Resta verlo para el caso ĺımj→∞ µ(Aj) < +∞. Considere-
mos los conjuntos B1 := A1, Bj := Aj \Aj−1 para j ≥ 2. Si j+2 ≤ i, se tiene
Bj ⊆ Aj y Bi ⊆ A \ Ai−1 ⊆ A \ Aj+1, con lo cual Bi y Bj son metricamente
separados, por lo que, por ser µ métrica:

µ

(
m⋃
k=1

B2k−1

)
=

m∑
k=1

µ(B2k−1)

y

µ

(
m⋃
k=1

B2k

)
=

m∑
k=1

µ(B2k).

Donde sus respectivas series convergen porque estamos trabajando en el caso
en que ĺımj→∞ µ(Aj) < +∞, donde

⋃m
k=1B2k y

⋃m
k=1B2k−1 están contenidos

en A2m. Con lo cual
∑

k∈N µ(Bk) converge.
Por lo tanto:

µ(A) = µ

(⋃
j∈N

Aj

)

= µ

(
Aj ∪

∞⋃
k≥j+1

Bk

)

≤ µ(Aj) +
∞∑

k≥j+1

µ(Bk)

≤ ĺım
i→∞

µ(Ai) +
∞∑

k≥j+1

µ(Bk)

Y por ser la serie convergente, haciendo j →∞, resulta:

µ(A) ≤ ĺım
i→∞

µ(Ai).

Definición 31. Sea µ una medida exterior en un espacio X. Decimos que
un conjunto E ⊆ X satisface la condición de Carathéodory si

µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ Ec).
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O equivalentemente,

µ(A) ≥ µ(A ∩ E) + µ(A ∩ Ec).

(Es equivalente, ya que la otra desigualdad se cumple trivialmente por ser µ
una medida exterior).

Definición 32. Decimos que un conjunto es medible si cumple la condición
de Carathéodory.

Definición 33. Una medida en un conjunto X, sobre una sigma álgebra F ,
es una función

µ : F −→ R≥0 ∪ {+∞}

tal que:

µ(∅) = 0

Si E1 ⊆ E2, E1 ∈ F , E2 ∈ F , entonces µ(E1) ≤ µ(E2) (monotońıa)

Si los conjuntos Ek ∈ F con k ∈ N son disjuntos, µ
(⋃

k∈N
)
Ek =∑

k∈N µ(Ek) (sigma aditividad)

Teorema 34. Sea µ una medida exterior en X, y sea M la clase de subcon-
juntos de X que son medibles respecto de µ. Entonces M es una σ-álgebra y
la restricción de µ a M define una medida sobre M.

Demostración. Es claro que X ∈ M, y que si E ∈ M entonces EC ∈ M.
Veamos ahora que la unión finita de conjuntos medibles, es medible: Basta
ver que dados E1, E2 ∈ M; vale que E1 ∪ E2 ∈ M. Sea A ⊆ X arbitrario;
como E1 es medible,

µ(A) = µ(A ∩ E1) + µ(A ∩ EC
1 ).

Usando la medibilidad de E2 para A ∩ EC
1 , tenemos

µ(A ∩ EC
1 ) = µ(A ∩ EC

1 ∩ E2) + µ(A ∩ EC
1 ∩ EC

2 ),

por otro lado, como

A ∩ (E1 ∪ E2) = [(A ∩ EC
1 ) ∩ E2] ∪ (A ∩ E1),
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entonces

µ(A ∩ (E1 ∪ E2)) ≤ µ((A ∩ EC
1 ) ∩ E2) + µ(A ∩ E1),

por lo tanto,

µ(A) = µ(A ∩ E1) + µ(A ∩ EC
1 ∩ E2) + µ(A ∩ EC

1 ∩ EC
2 )

≥ µ(A ∩ (E1 ∪ E2)) + µ(A ∩ (E1 ∪ E2)
C),

Es decir, E1 ∪ E2 ∈M.
Sea ahora E =

⋃∞
n=1En, con En ∈ M. Podemos suponer que los En

son disjuntos, (pues si no consideraŕıamos Ẽ1 := E1, y para n ≥ 2 Ẽn :=
En \ (E1 ∪ · · · ∪ En−1) = En ∩ EC

1 ∩ · · · ∩ EC
n−1). Sea para cada n natural,

Fn :=
⋃n
i=1Ei, Fn ∈M. Por inducción se probará que para todo A ⊆ X vale

que

µ(A ∩ Fn) =
n∑
i=1

µ(A ∩ Ei).

Para n = 1 es claro. Supongamos que la proposición vale para n, y veamos que
se cumple para n+1. Como A∩Fn+1∩Fn = A∩Fn y A∩Fn+1∩FC

n = A∩En+1,
usando que Fn es medible con el conjunto A ∩ Fn+1, tenemos que

µ(A ∩ Fn+1) = µ(A ∩ Fn+1 ∩ Fn) + µ(A ∩ Fn+1 ∩ FC
n )

= µ(A ∩ Fn) + µ(A ∩ En+1)

=
n∑
i=1

µ(A ∩ Ei) + µ(A ∩ En+1)

=
n+1∑
i=1

µ(A ∩ Ei).

Como µ es monótona, para todo n se cumple que:

µ(A ∩ E) ≥ µ(A ∩ Fn) =
n∑
i=1

µ(A ∩ Ei),

entonces

µ(A ∩ E) ≥
∞∑
n=1

µ(A ∩ En). (2.3)
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Y por la σ-subaditividad de µ, resulta que

µ(A ∩ E) =
∞∑
n=1

µ(A ∩ En).

Además, para todo A y para todo n se cumple que

µ(A) = µ(A ∩ Fn) + µ(A ∩ FC
n ) ≥

n∑
i=1

µ(A ∩ Ei) + µ(A ∩ EC),

y luego

µ(A) ≥
∞∑
n=1

µ(A ∩ En) + µ(A ∩ EC) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ EC).

De esta forma está demostrado que E ∈ M, y si en (2.3) se toma A = X,
se tiene además la σ-subaditividad para la restricción de µ a M, quedando
aśı demostrado el teorema.

Corolario 35. Si consideramos la medida exterior de Hausdorff s-dimensional
sobre los conjuntos que cumplen la condición de Carathéodory, resulta ser una
medida.

Teorema 36. Si µ es una medida exterior que es métrica, tenemos que los
conjuntos borelianos son µ-medibles.

Demostración. Como los µ-medibles forman una sigma álgebra, y los borelia-
nos son la más pequeña sigma álgebra que contiene a los cerrados, bastará ver
que los cerrados son µ-medibles.
Sea F un conjunto cerrado, y A un conjunto cualquiera. Queremos ver que

µ(A) = µ(A ∩ F ) + µ(A ∩ F c).

Por ser µ medida exterior, es claro que µ(A) ≤ µ(A ∩ F ) + µ(A ∩ F c), asi
que resta ver la otra desigualdad. Sea

Aj :=

{
x ∈ A ∩ F c : dist(F, x) >

1

j

}
.



28 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Tenemos que dist(A ∩ F,Aj) ≥ 1
j
, con lo cual para cada j, por ser µ

métrica:
µ(A ∩ F ) + µ(Aj) = µ ((A ∩ F ) ∪ Aj) ≤ µ(A) (2.4)

La sucesión de conjuntos (Aj)j∈N es creciente, y como F es cerrado

A ∩ F c =
⋃
j∈N

Aj.

Pero como además

dist(Aj, A ∩ F c ∩ Acj+1) ≥ dist(Aj, A ∩ Acj+1) ≥
1

j
− 1

j + 1
> 0,

por el Lema 30, tenemos que

µ(A ∩ F c) ≤ ĺım
j→∞

µ(Aj).

Con lo cual, por (2.4), se tiene que

µ(A ∩ F ) + µ(A ∩ F c) ≤ µ(A ∩ F ) + ĺım
j→∞

µ(Aj)

= ĺım
j→∞

µ ((A ∩ F ) ∪ Aj)

≤ µ(A).

Corolario 37. Los borelianos son Hs-medibles.

Demostración. Es claro por la Proposición 29 y el Teorema 36.

Teorema 38. 1. Si Hs(E) < +∞ y t > s, entonces Ht(E) = 0

2. Si Ht(E) > 0 y s < t, entonces Hs(E) = +∞

Demostración. 1. Si (Ek)k es un δ-cubrimiento de E, y t > s tenemos que

Ht
δ(E) ≤

∑
k

|Ek|t

=
∑
k

|Ek|s|Ek|t−s

≤ δt−s
∑
k

|Ek|s.
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Tomando ı́nfimo sobre los δ-cubrimientos de E, tenemos

Ht
δ(E) ≤ δt−sHs

δ(E).

De lo cual, por ser Hs
δ(E) ≤ Hs(E), resulta

0 ≤ Ht
δ(E) ≤ δt−sHs(E).

Utilizando la hipótesis Hs(E) < +∞, hacemos δ tender a cero, obte-
niendo:

Ht(E) = 0

2. Es equivalente a 1. Si Ht(E) > 0 y s < t, utilizando el contrarrećıproco
de 1, obtenemos que Hs(E) = +∞

Definición 39. Se define la dimensión de Hausdorff como,

dimH(E) := sup{s > 0 : Hs(E) = +∞}
= ı́nf{s > 0 : Hs(E) = 0}

En la definición anterior, tomamos la convención de que sup(∅) = 0 y que
ı́nf(∅) = +∞.

Notar que el Teorema anterior nos dice que tenemos una gráfica de la
forma:

Observación 40. La medida exterior de Hausdorff generaliza la idea de
longitud, área y volumen. Al considerar s = 0, es la medida de contar puntos.
Cuando tomamos s = 1 es la longitud, y para s = n es proporcional a la
medida de Lebesgue n-dimensional ( [17], Teorema 11.16). Hay, sin embargo,
muchos conjuntos irregulares que tienen dimensión de Hausdorff no entera.
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Observación 41. Si E ⊆ F , tenemos que dimH(E) ≤ dimH(F ). A esta
propiedad se la conoce como monotońıa de la dimensión de Hausdorff.

Demostración. Por lo visto en la Proposición 19, sabemos que para cada
s > 0 es Hs una medida exterior , por lo que es para cada s > 0 resulta
Hs(E) ≤ Hs(F ). Con lo cual

{s > 0 : Hs(E) = +∞} ⊆ {s > 0 : Hs(F ) = +∞} .

Por lo que dimH(E) ≤ dimH(F ).

Lema 42. Sea (Fk)k una sucesión contable (finita o numerable) de conjuntos.
Tenemos que:

dimH

(⋃
k

Fk

)
= sup

k
dimH(Fk).

A esta propiedad se la conoce como estabilidad contable de la dimensión de
Hausdorff.

Demostración. Por la Observación 41, es

dimH(Fk) ≤ dimH

(⋃
n

Fn

)
para cada k.

Con lo cual, tomando supremo:

sup
k

dimH(Fk) ≤ dimH

(⋃
n

Fn

)
.

Veamos la otra desigualdad: Si s > supk dimH(Fk), entonces s > dimH(Fk)
para todo k; con lo cual tenemos que Hs(Fk) = 0 para todo k. Por lo que,
por ser

0 ≤ Hs

(⋃
k

Fk

)
≤
∑
k

Hs(Fk) =
∑
k

0 = 0,

resulta

Hs

(⋃
k

Fk

)
= 0.
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Por lo tanto,

dimH

(⋃
k

Fk

)
< s.

Haciendo s→ supk dimH(Fk), tenemos

sup
k

dimH(Fk) ≥ dimH

(⋃
n

Fn

)
.

Veamos una generalización de la medida exterior de Hausdorff:

Definición 43. Se define el espacio de funciones de dimensión como,

H = {h : R≥0 → R≥0 ∪ {+∞} : h(t) > 0 si t > 0, h(0) = 0, continua a derecha y creciente}

Definición 44. Dadas dos funciones f, g ∈ H, diremos que f es menor que
g, y lo notamos: f ≺ g, si ĺımx→0+

g(x)
f(x)

= 0.

Observación 45. xs ≺ xt si y solo si s < t.

Definición 46. Dadas dos funciones f, g ∈ H, diremos que f es equivalente
a g, y lo notamos: f ≡ g, si existen constantes positivas c1 y c2 tales que

0 < c1 ≤ lim
x→0+

g(x)

f(x)
≤ lim

x→0+

g(x)

f(x)
< c2 <∞

Definición 47. Un orden parcial en un conjunto X es una relación binaria
R tal que:

aRa para cualquier a ∈ X (reflexividad)

aRb y bRa, entonces a = b (antisimetŕıa)

aRb y bRc, entonces aRc (transitividad)

Observación 48. H con la relación ≤, definida por f ≤ g si f ≺ g o f ≡ g;
resulta ser un poset (conjunto parcialmente ordenado).

Esta última observación puede verse, por ejemplo, en [13, Caṕıtulo 2,
sección 4].
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Nota 49. Definimos para cada G abierto y no vaćıo, h(G) = h(|G|), y
h(∅) = 0

Definición 50. La medida exterior de Hausdorff asociada a h es

Hh(E) := sup
δ>0

ı́nf{
∑
k

h(Ck) : {Ck}k es un δ-cubrimiento abierto de E}

= ĺım
δ→0

ı́nf{
∑
k

h(Ck) : {Ck}k es un δ-cubrimiento abierto de E}.

Nota 51. Para simplificar notación llamaremos

Hh
δ (E) := ı́nf{

∑
k

h(Ck) : {Ck}k es un δ-cubrimiento abierto de E}.

Observación 52. Hh
δ (E) ≤ Hh(E) cualquiera sea δ > 0.

Observación 53. De manera análoga a la demostración de que Hs es medida
exterior, se demuestra que Hh es una medida exterior.

Observación 54. Cuando consideramos para cada s ∈ R≥0 la función h(x) :=
xs como caso particular, tenemos según las definiciones anteriores que

Hh
δ (E) = Hs

δ(E) para todo δ > 0;

con lo cual Hh(E) = Hs(E).
Esto nos dice que considerar Hs sobre todos los s ∈ R≥0 es un caso par-

ticular de Hh sobre todas las h funciones de dimensión. Con lo cual utilizar
Hh sobre las h funciones de dimensión permite medir conjuntos de manera
más fina.

Observación 55. Si E es un conjunto, h y g son funciones de dimensión,
con h ≺ g; entonces Hg(E) ≤ Hh(E).

Demostración. Como h ≺ g, es ĺımx→0+
g(x)
f(x)

= 0. Por lo cual para cada ε > 0

existe un δ0(ε) > 0 tal que 0 ≤ g(x)
h(x)
≤ ε para δ ∈ (0, δ0(ε)). En particular

para ε = 1 vale que:

existe δ0 > 0 tal que si x ∈ (0, δ0); entonces 0 ≤ g(x) ≤ h(x).
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Aśı, para cada δ ∈ (0, δ0) es∑
k

g(|Ck|) ≤
∑
k

h(|Ck|) para cada {Ck} δ-cubrimiento de E.

Además por ser para cada δ ∈ (0, δ0): Hg
δ(E) ≤

∑
k g(Ck), resulta que

Hg
δ(E) ≤

∑
k h(Ck), y tomando ı́nfimo a derecha es

Hg
δ(E) ≤ Hh

δ (E) para cada δ ∈ (0, δ0).

Por lo tanto, haciendo δ tender a cero, resulta

Hg(E) ≤ Hh(E).

2.2. Teorema de densidad de Lebesgue

Definición 56. Diremos que una función f : Rn −→ R es localmente inte-
grable, si es integrable sobre cualquier cubo Q ⊆ Rn.

Nota 57. Notaremos Q ↘ x al ĺımite sobre los cubos Q 3 x con |Q| → 0

Recordemos el Teorema de diferenciación de Lebesgue, ver por ejemplo [5,
Teorema (8.3)]

Teorema 58 (Teorema de diferenciación de Lebesgue). Sea f una función
localmente integrable en R

n. Entonces los promedios

1

L(Q)

∫
Q
|f(y)− f(x)| dy

tienden a cero cuando Q ↘ x, para casi todo x ∈ Rn

El siguiente Teorema se conoce como:

Teorema 59 (Teorema de densidad de Lebesgue (versión para cubos)). Da-
do un conjunto medible Lebesgue E ⊆ R

n entonces para casi todo x ∈ Rn se
tiene que

ĺım
L(E ∩Q)

L(Q)
= χE(x)

Donde el ĺımite se toma sobre los cubos Q ↘ x.
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Demostración. Queremos ver que para casi todo x en Rn vale que

ĺım
Q↘x

1

L(Q)

∫
Q
χE(y) dy = χE(x)

Pero como f(y) := χE(y) es una función localmente integrable en Rn, por el
Teorema de diferenciación de Lebesgue (Teorema 58), resulta que para casi
todo x ∈ RN :

ĺım
Q↘x

1

L(Q)

∫
Q
|χE(y)− χE(x)| dy = 0

por lo tanto

0 ≤

∣∣∣∣∣
∫
Q χE(y) dy

L(Q)
− χE(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
Q χE(y) dy

L(Q)
−
∫
Q χE(x) dy

L(Q)

∣∣∣∣∣
≤ 1

L(Q)

∫
Q
|χE(y)− χE(x)| dy

Tomando ĺımQ↘x tenemos que para casi todo x en Rn:

ĺım
Q↘x

1

L(Q)

∫
Q
χE(y) dy = χE(x)

2.3. Distribución de masa

En general tanto la medida exterior de Hausdorff como su dimensión,
no suelen ser dif́ıciles de acotar por arriba, debido a la naturaleza de las
definiciones (para dar una cota superior es suficiente exhibir cubrimientos
espećıficos). Pues para ver que Hs(E) ≤ C, basta ver que existe una sucesión
de números positivos δn → 0 tales que para cada n ∈ N hay un δn-cubrimiento
{U (n)

i }i de E tal que
∑

i |U
(n)
i |s ≤ C. Pues aśı, Hs

δn
(E) ≤ C, y haciendo

n→ +∞, Hs(E) ≤ C. Y para ver que dimH(E) ≤ s, basta ver que hay una
sucesión decreciente (tn)n convergente a s tal que Ht(E) ≤ +∞.

Las cotas por debajo suelen ser más complicadas de obtener, ya que re-
quieren un control sobre todos los cubrimientos del conjunto. Una herramien-
ta muy útil para poder obtener cotas inferiores es el principio de distribución
de masa y su generalización, que desarrollaremos a continuación.
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Definición 60. Dado un conjunto acotado E ⊆ Rn, una distribución de masa
en E es una medida exterior µ con soporte en E tal que 0 < µ(E) <∞.

Proposición 61 (Principio de distribución de masa). Sea µ una distribución
de masa en E. Sea s > 0 tal que existen c > 0 ε > 0 tal que

µ(U) ≤ c|U |s ∀U con |U | ≤ ε.

Entonces,

Hs(E) ≥ µ(E)

c
> 0

y por lo tanto, dimH(E) ≥ s

Demostración. Sea δ ∈ (0, ε). Si {Ui}i∈N es δ-cubrimiento de E, entonces

0 < µ(E) ≤ µ(
⋃
i∈N

Ui) ≤
∑
i∈N

µ(Ui) ≤ c
∑
i∈N

|Ui|s.

Tomando infimo sobre los δ-cubrimientos, se tiene

0 < µ(E) ≤ cHs
δ(E).

Y tomando el limite de δ → 0 tenemos

0 < µ(E) ≤ cHs(E),

y por lo tanto

0 <
µ(E)

c
≤ Hs(E) y dimH(E) ≥ s.

Proposición 62 (Principio de distribución de masa generalizado). Sea µ
una distribución de masa en E. Sea h una función de dimensión tal que
existen c > 0, ε > 0 que satisfacen

µ(U) ≤ ch(|U |) ∀U con |U | ≤ ε.

Entonces,

0 <
µ(E)

c
≤ Hh(E).
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Demostración. Sea δ ∈ (0, ε). Si {Ui}i∈N es δ-cubrimiento de E, entonces

0 < µ(E) ≤ µ(
⋃
i∈N

Ui) ≤
∑
i∈N

µ(Ui) ≤ c
∑
i∈N

h(Ui).

Tomando infimo sobre los δ-cubrimientos, se tiene

0 < µ(E) ≤ cHh
δ (E).

Y tomando el limite de δ → 0 tenemos 0 < µ(E) ≤ cHh(E), de lo cual
concluimos

0 <
µ(E)

c
≤ Hh(E).

Observación 63. Para el caso E ⊆ R: Si en las hipótesis de los princi-
pios de distribución de masa supońıamos que los U son intervalos, entonces
los conclusiones también son válidas. Esto sale haciendo análogamente las
demostraciones de los principios de distribución de masa, y utilizando la Ob-
servación 20.

Lema 64. Sea (mk)k∈N una sucesión de números naturales mayores o iguales
que 2. Supongamos que para cada k ∈ N, se tiene un conjunto cerrado Ek
que es una unión de m1 · · ·mk intervalos cerrados disjuntos, de forma tal
que cada intervalo de Ek es una unión de mk+1 de los intervalos de Ek+1.
Notemos en particular que Ek ⊃ Ek+1. Sea

E :=
⋂
k∈N

Ek.

Definimos, para cada Ik intervalo de Ek, µ0(I
k) := 1

m1···mk
. Entonces,

µ(A) := ı́nf

{∑
j

µ0(Ij) : {Ij}j es un cubrimiento de A

}

es una medida exterior en E, tal que µ(E ∩ Ik) = 1
m1···mk

para cualquier
k ∈ N.

Demostración. Durante la demostración, Ik denota cualquiera de los inter-
valos que componen Ek.
♣ Veamos que µ es una medida exterior en E.
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µ(∅) = 0 pues por ser Ik cubrimiento del conjunto vaćıo,

0 ≤ µ(∅) ≤ µ0(I
k) =

1

m1 · · ·mk

Y como esto vale cualquiera sea k ∈ N, haciendo k → ∞ tenemos lo
requerido.

Sean A ⊆ B subconjuntos de E, veamos que µ(A) ≤ µ(B). Como todo
cubrimiento de B, es un cubrimiento de A, tenemos que

µ(A) := ı́nf

{∑
j

µ0(Ij) : {Ij}j es un cubrimiento de A

}

≤ ı́nf

{∑
j

µ0(Ij) : {Ij}j es un cubrimiento de B

}
=: µ(B).

Veamos que µ(
⋃
n∈NAn) ≤

∑
n∈N µ(An).

Sea cubrimiento {Ij}j∈J de
⋃
n∈NAn. Como estamos considerando el

ı́nfimo en la definición de µ, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que cada Ij interseca a

⋃
n∈NAn; es decir, que cada Ij interseca a

al menos un Ak. Aśı para cada k ∈ N, Ak se cubre con {Ij}j∈Bk , donde
por la suposición anterior

⋃
j∈J Bj = J . Entonces,

µ(A) ≤
∑
j∈J

µ0(Ij) ≤
∑
k∈N

∑
j∈Bj

µ0(Ij).

Con lo cual, tomando ı́nfimo a derecha (sobre los cubrimientos de Ak),

µ(A) ≤
∑
k∈N

µ(Ak).

♣ Sea k ∈ N e Ik un intervalo de Ek, veamos que µ(E ∩ Ik) = 1
m1···mk

.

Por ser Ik un cubrimiento particular de Ik ∩ E, tenemos que

µ(Ik ∩ E) ≤ µ0(I
k) =

1

m1 · · ·mk

.

Y cualquier cubrimiento que tenga algún intervalo de pasos anteriores
a k daŕıa un número mayor. Con lo cual, para estimar µ(Ik ∩ E),
nos interesa mirar cubrimientos cuyos intervalos sean del nivel k en
adelante.
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Sea {Ij}j cubrimiento de Ik ∩ E. Podemos suponer, por definición de
µ, que todo intervalo del cubrimiento interseca a Ik ∩ E.

Podemos suponer también que el cubrimiento es finito. Pues como Ik∩
E es un conjunto compacto, cubierto por {Ij}j, donde para cualquier
j es E ∩ Ij abierto en E; entonces existe un subcubrimiento finito:
I1, · · · , IN .

Finalmente, podemos suponer que I1, · · · , IN son disjuntos. Pues si
dos de los intervalos se intersecan, uno está contenido en el otro (por
construcción), aśı que podŕıamos sacar el más pequeño del cubrimiento.

Llamemos k1, · · · , kN a los niveles que pertenecen I1, · · · , IN respec-
tivamente. Sea K := máx{k1, · · · , kN}. Podemos hacer la siguiente
reducción: El intervalo IK está contenido en un único IK−1 intervalo
de EK−1. Si K > k, por ser K el máximo, y los intervalos que cubren
Ik disjuntos; entonces todo intervalo del paso K que esté contenido en
IK−1 debe estar en el cubrimiento finito. Por ser∑

Ij⊆IK−1

µ0(Ij) = mK
1

m1 · · ·mK

=
1

m1 · · ·mK−1
= µ0(I

K−1),

podemos cambiar el cubrimiento finito que teńıamos por uno con es-
trictamente menos elementos, reemplazando todos los Ij ⊆ IK−1 por
IK−1. Iterando esto, llegamos en finitos pasos, a que el cubrimiento
tomado era equivalente al cubrimiento {Ik}.

Aśı por los dos últimos items, tenemos que µ(E ∩ Ik) = 1
m1···mk

, como
queŕıamos probar.

Como aplicación del Principio de distribución de masa (Proposición 61),
tenemos la siguiente:

Proposición 65. Sea (δk)k una sucesión decreciente de números positivos,
convergentes a 0; y sea (mk)k una sucesión de números naturales mayores o
iguales que 2. Supongamos que (Ek)k es una sucesión de conjuntos compactos
tales que se cumple lo siguiente:

E0 = [0, 1].

Ek es una unión de m1 · · ·mk intervalos cerrados disjuntos separados
por distancias de al menos δk.
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Cada uno de los intervalos que compone Ek contiene exactamente mk+1

de los intervalos que componen Ek+1.

Llamando E =
⋂
k∈N0

Ek, tenemos que

dimH(E) ≥ lim
k→∞

log(m1 . . .mk−1)

− log(mkδk)
.

Demostración. Si limk→∞
log(m1...mk−1)

− log(mkδk)
≤ 0 , como dimH(E) ≥ 0, no hay nada

que probar.
Si no, definimos una distribución de masa en E que a cada intervalo del

paso k (hay m1 . . .mk intervalos), le asigna masa 1
m1...mk

(esto es posible por

el Lema 64).
Dado un intervalo U con 0 ≤ |U | ≤ δ1, estimemos µ(U):
Existe un único k ≥ 2 tal que δk ≤ |U | < δk−1 (pues (δk)k decrece a cero

y 0 < |U | < δ1).

1. La cantidad de intervalos del nivel k que intersecan a U es a lo sumo
mk.
Pues como |U | < δk−1 entonces U interseca como mucho a un intervalo
del paso k−1, luego U interseca como mucho a mk intervalos del paso k.

2. La cantidad de intervalos del nivel k que intersecan U es como mucho
2|U |
δk

.

Pues como δk ≤ |U | entonces |U |
δk

+1 ≤ 2 |U |
δk

. Como |U | es mayor estricto
que la cantidad de huecos que U interseca del paso k multiplicada por
δk;

|U |
δk
>cantidad de huecos que U interseca del paso k; y por lo tanto

la cantidad de intervalos que U interseca del paso k es menor o igual
que |U |

δk
+ 1 ≤ 2|U |

δk
.

Aśı de 1 y 2, tenemos que la cantidad de intervalos del paso k que intersecan
a U es menor o igual que mı́n{mk,

2|U |
δk
}.

Como cada intervalo del nivel k tiene masa 1
m1...mk

; se tiene:

µ(U) ≤ 1

m1 . . .mk

mı́n

{
mk,

2|U |
δk

}
≤ 1

m1 . . .mk

(
2|U |
δk

)s
m1−s
k ∀s ∈ [0, 1].



40 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Por lo tanto, para cualquier s ∈ [0, 1]:

µ(U)

|U |s
≤ 1

m1 . . .mk

m1−s
k

(
2

δk

)s
=

2s

m1 . . .mk−1ms
kδ
s
k

(2.5)

Si 0 ≤ s < limk→∞
log(m1...mk−1)

− log(mkδk)
, entonces existe un k0 tal que

−s log(mkδk) < log(m1 . . .mk−1) ∀k ≥ k0

De lo que se sigue:

log

(
1

(mkδk)s

)
< log(m1 . . .mk−1) ∀k ≥ k0

Y como el logaritmo es creciente:

1

(mkδk)s
< m1 . . .mk−1 ∀k ≥ k0

Con lo cual,
1 < m1 . . .mk−1m

s
kδ
s
k ∀k ≥ k0 (2.6)

Veamos que en este caso es s ≤ 1: Por ser s < limk→∞
log(m1...mk−1)

− log(mkδk)
, basta

ver que limk→∞
log(m1...mk−1)

− log(mkδk)
< 1. Como en el paso k hay m1 · · ·mk intervalos

separados por huecos de longitud ≥ δk, se tiene que δk(m1 · · ·mk − 1) ≤ 1.
Por lo tanto,

⇒ m1 · · ·mk ≤
1

δk
+ 1

⇒ m1 · · ·mk−1 ≤
1

mk

(
1

δk
+ 1

)
⇒ log(m1 · · ·mk−1) ≤ log

(
1

mk

(
1

δk
+ 1

))
= − log(mk

δk
1 + δk

).

Por lo que,

lim
k→∞

log(m1 . . .mk−1)

− log(mkδk)
= lim

k→∞

log(m1 . . .mk−1)

− log(mk
δk

1+δk
)
≤ 1.
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Por ser s ∈ [0, 1] podemos utilizar (2.6), junto con (2.5), obteniendo que
µ(U)
|U |s ≤ 2s, y aśı µ(U) ≤ 2s|U |s

Aśı, por el Principio de distribución de masa (Proposición 61), dimH(E) ≥ s

Y como eso vale para todo s < limk→∞
log(m1...mk−1)

− log(mkδk)
, tenemos lo requerido.
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Caṕıtulo 3

Patrones infinitos y medida

3.1. Introducción

Definición 66. T : Rn → R
n se dice una homotecia si existen a ∈ R6=0,

b ∈ Rn tales que T (x) = ax+ b.
Y se dice que A ⊆ Rn y B ⊆ Rn son homotéticos, si existe una homotecia T
tal que T (A) = B

Definición 67. T : Rn → R
n se dice una similaridad si existe a ∈ R>0 tal

que ‖ T (x)− T (y) ‖= a ‖ x− y ‖.
Y se dice que A ⊆ R

n y B ⊆ R
n son similares, si existe una similaridad T

tal que T (A) = B

Lema 68. En el caso n = 1 las definiciones de similaridad y homotecia
coinciden. Toda homotecia es similaridad, cualquiera sea n ∈ N.

Demostración. Veamos que toda homotecia es una similaridad: Sea T una
homotecia. Existen a ∈ R6=0 y b ∈ Rn tales que T (x) = ax+ b. Entonces

‖ T (x)− T (y) ‖=‖ a(x− y) ‖= |a| ‖ x− y ‖ .

Aśı, T resulta una similaridad.
Veamos que cuando n = 1 toda similaridad es una homotecia: Sea T una

similaridad. Existe un c > 0 tal que ‖ T (x)− T (y) ‖= c ‖ x− y ‖. Llamemos
b := T (0), y T̃ (x) := T (x)− b. Se verifica que

‖ T̃ (x)− T̃ (y) ‖=‖ T (x)− T (y) ‖= c ‖ x− y ‖ .

43
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Queremos ver que T̃ (x) = ax con a > 0. Como

‖ T̃ (x) ‖=‖ T̃ (x)− T̃ (0) ‖= c ‖ x− 0 ‖= c ‖ x ‖,

entonces, usando que n = 1, tenemos que para cada x

T̃ (x) = cx o T̃ (x) = −cx donde

como T̃ es una similaridad, T̃ es cont́ınua, y resulta que para c > 0 es T̃ (x) =
cx para todo x o T̃ (x) = −cx para todo x o bien T̃ (x) = ±c|x| para todo x.
Pero este último caso no puede ser ya que no es una similaridad, pues
sinó seŕıa 0 = |T̃ (x) − T̃ (−x)| = 2c|x| para todo x, con lo cual c = 0, lo
que es un absurdo. Aśı T̃ (x) = cx para todo x o T̃ (x) = −cx para todo x,
como queŕıamos probar.

Lema 69. Si A y B son homotéticos, entonces tienen la misma dimensión
de Hausdorff.

Demostración. Por ser A y B homotéticos, hay una T : Rn → R
n T (x) =

ax+ b con a ∈ R6=0, b ∈ Rn tal que T (A) = B. Notemos que

{Ui}i es δ − cubrimiento de A⇔ {T (Ui)}i es aδ − cubrimiento de B.

Luego, para cada s > 0

Hs
aδ(B) = ı́nf

{T (Ui)}i aδ-cubrim de B

∑
i

|T (Ui)|s

= ı́nf
{Ui}i δ-cubrim de A

∑
i

as|Ui|s

= asHs
δ(A)

Aśı, haciendo δ → 0+, por ser a 6= 0, es

Hs(B) = asHs(A) para cada s > 0.

Por lo cual, dado que a 6= 0, resulta

{s > 0 : Hs(B) = 0} = {s > 0 : Hs(A) = 0} .

Y aśı, dimH(A) = dimH(B).
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Vimos en la introducción que una conjetura de Erdös dice que para
cualquier conjunto infinito A ⊆ R existe un conjunto E ⊆ R de medida de
Lebesgue positiva que no contiene ninguna copia similar de A.

Se han realizado algunos avances parciales en la solución de este proble-
ma. En particular, Falconer [3] demuestra esta conjetura en el caso de que
A está dado por una sucesión de números reales que no decae muy rápida-
mente. Por lo tanto se sabe que las sucesiones que decaen lentamente no son
contraejemplos, pero casi nada se sabe acerca de sucesiones que convergen a
0 de forma al menos exponencial, como la sucesión (2−n)n∈N.

Otro tipo de avance parcial fue obtenido por Kolountzakis [11], quien
mostró que para cada conjunto infinito A, hay un conjunto E de medida
positiva tal que x + tA no está incluido en E para casi todo par (x, t) (la
conjetura de Erdös requiere que esto se cumpla para todo para (x, t)). Lo
veremos más adelante en este caṕıtulo.

Para comenzar veamos que en caso de ser A ⊆ R
n un conjunto finito,

cualquier conjunto E ⊆ R
n de medida de Lebesgue positiva tiene copia ho-

motética de A. Con lo cual, como ya mencionamos en la introducción es, por
contrarrećıproco: Si A ⊆ Rn es tal que existe un E ⊆ Rn de medida de Lebes-
gue positiva que no tiene copia homotética de A, entonces A es infinito. La
conjetura de Erdös antes mencionada, es que vale el rećıproco cuando n = 1.

Proposición 70. Sean E ⊆ R
n un medible Lebesgue, de medida positiva; y

A ⊆ Rn un conjunto finito.
Entonces, existen a ∈ R6=0, b ∈ Rn tales que aA+ b ⊆ E.

Para probar esta proposición, utilizaremos los siguientes lemas:

Lema 71. Si A1, · · · , Am son subconjuntos de [0, 1]n tales que L(Ai) ≥ 1−εi;
entonces L

(⋂
1≤i≤mAi

)
≥ 1−

∑
1≤i≤m εi.
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Demostración.

1− L

( ⋂
1≤i≤m

Ai

)
= L

(
[0, 1]n \

⋂
1≤i≤m

Ai

)

= L

( ⋃
1≤i≤m

([0, 1]n \ Ai)

)
≤
∑

1≤i≤m

L([0, 1]n \ Ai)

≤
∑

1≤i≤m

εi.

Lema 72. Si B ⊆ [0, 1]n y ‖ v ‖≤ r, entonces

L ((B − v) ∩ [0, 1]n) ≥ L(B)− nr.

Demostración. Como B − v = [(B − v) ∩ [0, 1]n]∪
[
(B − v) ∩ ([0, 1]n)C

]
, to-

mando medida de Lebesgue y despejando,

L((B − v) ∩ [0, 1]n) = L(B)− L((B − v) ∩ ([0, 1]n)C).

Utilizando que B − v ⊆ [0, 1]n − v, se tiene

L((B − v) ∩ [0, 1]n) ≥ L(B)− L(([0, 1]n − v) ∩ ([0, 1]n)C).

Y como ([0, 1]n− v)∩ ([0, 1]n)C se puede cubrir con n paraleleṕıpedos donde
cada uno de ellos tiene medida de Lebesgue n dimensional igual a r,

L((B − v) ∩ [0, 1]n) ≥ L(B)− nr.

Demostración de la Proposición 70. Como A es finito, A = {a0, . . . , am}, sea
R = máx0≤i≤m ‖ ai ‖. Por el Teorema de densidad de Lebesgue (Teorema 59),
sabemos que para casi todo x ∈ E,

ĺım
r→0

L(E ∩Qr(x))

L(Qr(x))
= 1
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donde Qr(x) =
∏n

i=1[xi − r, xi + r]

Entonces, existe un r0 > 0 tal que
L(E∩Qr0 (x))
L(Qr0 (x))

> 1− 1
10m

Podemos suponer que Qr0(x) =
∏n

i=1[0, 1] (Pues si no trasladamos y reesca-
lamos E).
Es suficiente mostrar que ⋂

0≤i≤m

(
E − ai

10Rmn

)
6= ∅. (3.1)

Pues aśı valdŕıa que

existe un b ∈
(
E − ai

10Rmn

)
∀0 ≤ i ≤ m.

Con lo cual seŕıa

existe un b, tal que
ai

10Rmn
+ b ∈ E para todo 0 ≤ i ≤ m.

Es decir,

A
1

10Rmn
+ b ⊆ E,

como queŕıamos probar.
Para probar (3.1), basta ver que

L

( ⋂
0≤i≤m

(
E − ai

10Rmn

))
> 0

Notemos que

L

( ⋂
1≤i≤m

(E − ai
10Rmn

)

)
≥ L

( ⋂
1≤i≤m

(
(E ∩ [0, 1]n − ai

10Rmn
) ∩ [0, 1]n

))
(3.2)

Por ser L(E ∩ [0, 1]n) ≥ 1 − 1
10m

, y por ser ai
10Rmn

un vector de norma
menor o igual que 1

10mn
, resulta utilizando el Lema 72 que,

L
(

(E ∩ [0, 1]n − ai
10Rmn

) ∩ [0, 1]n
)
≥ L(E ∩ [0, 1]n)− n 1

10mn

≥ 1− 1

10m
− 1

10m

= 1− 1

5m
.
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Utilizando lo recién visto junto con la Observación 71, tenemos de (3.2),
que:

L

( ⋂
1≤i≤m

(E − ai
10Rmn

)

)
≥ 1−m 1

5m
=

4

5
> 0

La Proposición 70 dice que si un conjunto tiene medida Lebesgue positiva,
entonces tiene copia homotética de cualquier conjunto finito. Tal vez incluso
se pueda encontrar una condición más débil que tener medida positiva para
implicar que contenga copia homotética de todos los conjuntos finitos. Esto
último tiene sentido preguntárselo, ya que existe un conjunto con dimensión
de Hausdorff 0, verificando esa propiedad (lo desarrollaremos en el siguiente
caṕıtulo).

Definición 73. Diremos que un conjunto A de Rn es universal en medida
si para todo E ⊆ R

n con medida de Lebesgue positiva, se tiene que existen
x ∈ Rn y t ∈ R tales que tA + x := {ta + x : a ∈ A} ⊆ E. Es decir, si todo
conjunto de medida positiva tiene copia homotética de A.

Este último Teorema dice que cualquier conjunto finito de puntos es uni-
versal en medida. Recodemos que Erdös conjeturó que no existen conjuntos
infinitos universales en medida.

3.2. Sucesiones que decaen lentamente

Veremos un resultado parcial a la conjetura de Erdös, debido a Falconer
[3], en el que prueba la conjetura para el caso en que el conjunto A es una
sucesión (xn)n∈N decreciente a cero, con cierto tipo de convergencia suave:

Teorema 74. Sea (xn)n∈N ⊆ R una sucesión decreciente, convergente a 0,
tal que limn→∞

xn+1

xn
= 1. Entonces existe un conjunto E ⊆ R cerrado con

L(E) > 0 tal que ∀b ∈ R ∀c ∈ R6=0 se tiene que cxn − b /∈ E para infinitos
n ∈ N.

Notar que en particular vale que: E no tiene copia similar de (xn)n∈N

Demostración. Queremos construir E de modo que para cada b ∈ R y c ∈
R6=0, haya infinitos n ∈ N tales que cxn − b /∈ E.
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Sean λk ∈ (0, 1).
Construimos E de la forma:

E =
⋂
k∈N

Ek con Ek =
⋃
r∈Z

[rlk, rlk + lk(1− λk)]

donde (lk)k∈N será una sucesión de números reales positivos que elegiremos
convenientemente más adelante.

El conjunto E es cerrado.

Los intevalos de Ek son disjuntos, pues como λk > 0 y lk > 0 tenemos
que

rlk + lk(1− λk) = rlk + lk − lkλk < rlk + lk

= (r + 1)lk para cada r ∈ Z.

Aśı Ek es cerrado (por ser unión de intervalos disjuntos, de la misma
longitud). Con lo cual, E es cerrado, por ser intersección de cerrados.

Si pedimos que lk < 1 para todo k ∈ N y que
∑

k∈N λk < 1
2

(por
ejemplo, tomando λk = 1

2k+1 ), tenemos que L(E) > 0.

Pues:

L([0, 1] \ E) = L

(
[0, 1] \

⋂
k∈N

Ek

)

= L

(⋃
k∈N

([0, 1] \ Ek)

)
≤
∑
k∈N

L([0, 1] \ Ek)

La longitud de cada hueco de Ek es

(r + 1)lk − [rlk + lk(1− λk)] = lk − lk(1− λk) = lkλk.

Además si [rlk, rlk + lk(1 − λk)] interseca al [0, 1] entonces 0 ≤ r y
rlk ≤ 1, y esto es si y solo si 0 ≤ r ≤ 1

lk
. Lo que implica que la cantidad

de intervalos de Ek que intersecan el [0, 1] es menor o igual que 1
lk

, y por
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lo tanto la cantidad de huecos de Ek que intersecan el [0, 1] es menor o
igual que 1

lk
+ 1.

Por lo anterior resulta:

L([0, 1] \ E) ≤
∑
k∈N

λklk

(
1

lk
+ 1

)

Por ser lk(
1
lk

+ 1) = 1 + lk < 2, resulta:

L([0, 1] \ E) ≤
∑
k∈N

λk2 < 1

Entonces,

L(E) ≥ L(E ∩ [0, 1]) = 1− L([0, 1] \ E) > 0.

Veamos que para cada k ∈ N, hay un j0 = j0(k) cumpliendo que

⋂
j≥j0(k)

Ek + b

xnj
⊆

[
− 2lk
xnj0

,
2lk
xnj0

]
.

Notemos que podemos suponer que la sucesión (j0(k))k∈N es creciente
estricta, ya que

⋂
j≥j0(k)

Ek+b
xnj

decrece cuando j0(k) crece.

Fijemos k ∈ N. Como limn→∞
xn+1

xn
= 1, se sigue que hay una subsu-

cesión tal que ĺımj→∞
xnj+1

xnj
= 1. Por lo tanto dado que λk > 0, existe

j0(k) ∈ N tal que
xnj+1

xnj
> 1 − λk

2
para todo j ≥ j0(k). De lo que,

multiplicando por 2lk
xnj+1

tenemos:

2lk
xnj

>
1

xnj+1

lk(2− λk) para todo j ≥ j0(k). (3.3)

Supongamos de momento que b ∈ [0, lk]. Tenemos que:

lk(1− λk) + b

xnj+1

=
lk(2− λk) + b

xnj+1

− lk
xnj+1

.
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Aśı por (3.3), tenemos que: ∀j ≥ j0(k)

lk(1− λk) + b

xnj+1

<
2lk
xnj

+
b

xnj+1

− lk
xnj+1

=
lk + b

xnj
+ (lk − b)(

1

xnj
− 1

xnj+1

)

≤ lk + b

xnj
(3.4)

ya que la sucesión (xnj)j∈N es decreciente y positiva y b ∈ [0, lk].

Para cada j ≥ j0(k), los intervalos

(ã, b̃) :=
1

xnj
(lk(1− λk) + b, lk + b)

y

(c̃, d̃) :=
1

xnj+1

(lk(1− λk) + b, lk + b)

se intersecan. Pues por ser la sucesión positiva y decreciente, y por
(3.4),

c̃ =
1

xnj+1

(lk(1− λk) + b) <
1

xnj
(lk + b) = b̃ ≤ 1

xnj+1

(lk + b) := d̃

Veamos por absurdo que el intervalo

(
lk(1−λk)+b
xnj0(k)

,+∞
)

está en el com-

plemento de
⋂
j≥j0(k)

Ek+b
xnj

. Supongamos que

y ∈

(
lk(1− λk) + b

xnj0(k)
,+∞

)
=

⋃
j≥j0(k)

1

xnj
(lk(1− λk) + b, lk + b) ,

tal que

y ∈
⋂

j≥j0(k)

Ek + b

xnj

Existe entonces un j1 ≥ j0(k) tal que

y ∈ 1

xnj1
(lk(1− λk) + b, lk + b)
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y además se cumple que

xnjy − b ∈ Ek para todo j ≥ j0(k).

En particular,

xnj1y − b ∈ Ek y lk(1− λk) < xnj1y − b < lk

Entonces existe un r ∈ Z tal que

rlk ≤ xnj1y − b < rlk + lk(1− λk)

y
lk(1− λk) < xnj1y − b < lk

Entonces,
rlk ≤ xnj1y − b < lk

y
lk(1− λk) < xnj1y − b < rlk + lk(1− λk).

Aśı, por ser rlk ≤ yxnj1 − b < lk es r < 0, y por ser lk(1 − λk) <
yxnj1 − b ≤ rlk + lk(1− λk) es 0 ≤ r;

se deduce 0 ≤ r < 0, lo que es un absurdo.

Analogamente el intervalo(
−∞,−

(
lk(1− λk) + b

xnj0

))
=

⋃
j≥j0(k)

1

xnj
(−(lk + b),−(lk(1− λk) + b))

está incluido en el complemento de
⋂
j≤j0(k)

Ek+b
xnj

Por lo tanto, por ser

⋂
j≤j0(k)

Ek + b

xnj
⊆

(
−∞, lk(1− λk) + b

xnj0(k)

]

y ⋂
j≤j0(k)

Ek + b

xnj
⊆

[
− lk(1− λk) + b

xnj0(k)
,+∞

)
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se deduce que:

⋂
j≤j0(k)

Ek + b

xnj
⊆

[
− lk(1− λk) + b

xnj0(k)
,
lk(1− λk) + b

xnj0(k)
.

]

Este conjunto a su vez está contenido en
[
− 2lk
xnj0

, 2lk
xnj0

]
, ya que como

b ≤ lk y λk y lk son positivos se tiene lk(1−λk)+b = lk+b− lkλk ≤ 2lk.

Recordemos que hasta ahora asumimos que b ∈ [0, lk]. En general, por
periodicidad del conjunto Ek, tenemos que la contención

⋂
j≤j0(k)

Ek + b

xnj
⊆

[
− 2lk
xnj0

,
2lk
xnj0

]

vale para todo b ∈ R.

Pues si para b ∈ [0, lk], para cualquier j ≥ j0(k) vale que Ek+b
xnj

⊆[
− 2lk
xnj0

, 2lk
xnj0

]
. Entonces para b ∈ [0, lk], para cualquier j ≥ j0(k) vale

que Ek + b ⊆
[
−2lkxnj

xnj0
,
2lkxnj
xnj0

]
. Si b̂ ∈ R, podemos escribir b̂ = rlk + b

con r ∈ Z y b ∈ [0, lk), y como Ek es lk-periódico; tenemos que Ek+ b̂ =

Ek + b ⊆
[
−2lkxnj

xnj0
,
2lkxnj
xnj0

]
para cualquier j ≥ j0(k).

Aśı vimos que: para cada k fijo, hay un j0 = j0(k) cumpliendo que

⋂
j≥j0(k)

Ek + b

xnj
⊆

[
− 2lk
xnj0

,
2lk
xnj0

]
.

Tomando (lk)k∈N de modo que (además de ser positivos y menores que
1) se verifique que ĺımk→∞

lk
xnj0(k)

= 0, veamos que para cada k, hay un

j0(k) cumpliendo que ⋂
j≥j0(k)

E+b

xnj
⊆ {0}.

Como supusimos que la sucesión (j0(k))k∈N es creciente estricta, para
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cada m, tenemos:

⋂
j≥j0(m)

E + b

xnj
=

⋂
j≥j0(m)

1

xnj

(⋂
k∈N

Ek + b

)

⊆
⋂

j≥j0(m)

1

xnj

(⋂
k≥m

Ek + b

)

=
⋂
k≥m

⋂
j≥j0(m)

1

xnj
(Ek + b)

que por ser (j0(m))m∈N creciente, está contenido en:⋂
k≥m

⋂
j≥j0(k)

1

xnj
(Ek + b)

para cada k ≥ m.

Quien, por el ı́tem anterior, está contenido en
⋂
k≥m

[
− 2lk
xnj0

, 2lk
xnj0

]
.

Y tomando (lk)k∈N de modo que (además de ser positivos) se verifique
que ĺımk→∞

lk
xnj0(k)

= 0, tenemos que este último conjunto es {0}.

Vimos que para cada k fijo, hay un j0(k) cumpliendo que⋂
j≥j0(k)

E + b

xnj
⊆ {0}.

Con lo visto hasta ahora, concluyamos la demostración: Por lo que
vimos en el último ı́tem,

para cada c 6= 0, y para cada k ∈ N tenemos que c /∈
⋂

j≥j0(k)

E + b

xnj
.

Entonces c /∈ E+b
xnj

para todo j ≥ j0(1). Es decir, cxn− b /∈ E para todo

j ≥ Y por lo tanto, hay infinitos naturales N tales que cxN − b /∈ E.
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3.3. Un resultado de Kolountzakis

En este caṕıtulo desarrollaremos un resultado parcial a la conjetura de
Erdös, debido a Kolountzakis [11]: para cualquier conjunto infinito A ⊆ R

existe un E ⊆ [0, 1] tal que x + tA ⊆ E para casi todo par (x, t). Este re-
sultado vale para cualquier conjunto infinto, pero dice que hay un conjunto
que tiene “pocas” imágenes similares de A, lo que es más débil que la con-
jetura de Erdös (que dice no tener ninguna imagen similar de A). Es decir,
Kolountzakis muestra para cualquier conjunto infinito A algo más débil que
la conjetura; a diferencia del resultado de Falconer que la demuestra pero
bajo una hipótesis muy fuerte para el conjunto A.

Teorema 75 (Kolountzakis). Para cada conjunto infinito A ⊆ R, hay un
conjunto E ⊆ [0, 1] de medida arbitrariamente cerca de 1; tal que L{(x, t) ∈
R
2 : x+ tA ⊆ E} = 0.

Demostración. En el caso en que A no es acotado, el teorema es trivial. Ya
que si A no es acotado, x + tA no es acotado para cualquier par (x, t) ∈
R × R6=0. Tomando E = [0, 1] que tiene medida 1, tenemos que L{(x, t) ∈
R
2 : x+ tA ⊆ E} = 0.

Con lo cual, basta probar el teorema en el caso en que A acotado e infinito.
Hagamos algunas reducciones:
Si A es acotado e infinito, existen un b ∈ R y una sucesión monótona

estricta (an)n∈N ⊆ A convergente a b.

Podemos suponer que (an)n∈N es decreciente estricta. Pues si no seŕıa
creciente estricta, con lo cual podemos trabajar con −A que es in-
finito, acotado, y tiene una sucesión convergente decreciente estricta
(−an)n∈N, donde

L{(x, t) ∈ R2 : x+ tA ⊆ E} = L{(x,−t) ∈ R2 : x− tA ⊆ E}
= L{(x, t) ∈ R2 : x− tA ⊆ E}
= L{(x, t) ∈ R2 : x+ t(−A) ⊆ E}.

Tenemos (an)n∈N ⊆ A decreciente, convergente a un b. Podemos su-
poner que b = 0, pues si no trabajamos con A − b que es un conjunto
infinito, acotado, que tiene una sucesión decreciente estricta convergen-
te a 0, donde (utilizando la invariancia de la medida de Lebesgue bajo



56 CAPÍTULO 3. PATRONES INFINITOS Y MEDIDA

translaciones)

L{(x, t) ∈ R2 : x+ t(an)n∈N ⊆ E} =

∫
L{x ∈ R : x+ t(an)n∈N ⊆ E} dt

=

∫
L{x ∈ R : x+ t(an − b)n∈N ⊆ E} dt

= L{(x, t) ∈ R2 : x+ t(an − b)n∈N ⊆ E}.

Si el teorema vale cuando A es una sucesión de términos positivos
decrecientes a 0, veamos que el teorema vale para A infinito acotado
que contiene una sucesión de términos positivos decrecientes a 0. Y aśı,
por lo anterior, valdŕıa para cualquier A infinito acotado.

Como

{(x, t) ∈ R2 : x+ tA ⊆ E} ⊆ {(x, t) ∈ R2 : x+ t(an)n∈N ⊆ E};

si el teorema vale para (an)n∈N una sucesión de términos positivos de-
crecientes a 0, tendŕıamos que hay un conjunto E ⊆ [0, 1] de medida
arbitrariamente cerca de 1 tal que

L{(x, t) ∈ R2 : x+ t(an)n∈N ⊆ E} = 0,

con lo cual por monotońıa de la medida de Lebesgue {(x, t) ∈ R
2 :

x+ tA ⊆ E} = 0.

Por lo anterior, tenemos que ver que: si A es una sucesión de términos
positivos decrecientes a 0, hay un conjunto E ⊆ [0, 1] de medida arbitraria-
mente cerca de 1; tal que L{(x, t) ∈ R2 : x+ tA ⊆ E} = 0.

Hagamos una última reducción:

Podemos suponer que el parámetro t está restringido a un intervalo
arbitrario [α, β] con 0 < α < β <∞.

De forma análoga, puede demostrarse para intervalos [α̃, β̃] con −∞ <
α̃ < β̃ < 0. Y siendo válido para cuando el parámetro t está restringido
a cada intervalo cerrado que no tiene el 0, podemos hacer la siguiente
construcción, para cada k ≥ 3:

Para cada n ∈ Z existe

En ⊆ [0, 1] con L(En) ≥ 1− 2−|n|−k
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tal que

L{(x, t) ∈ R× [2n, 2n+1] : x+ tA ⊆ En} = 0

y

Ẽn ⊆ [0, 1] con L(Ẽn) ≥ 1− 2−|n|−k

tal que

L{(x, t) ∈ R× [−2n+1,−2n] : x+ tA ⊆ Ẽn} = 0.

Tomando E :=
⋂
n∈Z(En ∩ Ẽn) ⊆ [0, 1], tenemos que

L(E) = ĺım
N→+∞

L

( ⋂
−N≤n≤N

En ∩ Ẽn

)
≥ ĺım

N→+∞
1− 2

∑
−N≤n≤N

2−|n|−k

= 1− 2

2k
ĺım

N→+∞

∑
−N≤n≤N

2−|n|

= 1− 2

2k

( ∑
0≤n≤+∞

2−|n| +
∑

1≤n≤+∞

2−|n|

)

= 1− 2

2k
(2 + 1)

= 1− 6

2k
.

La desigualdad anterior es válida pues: En ⊆ [0, 1] con L(En) ≥ 1 −
2−|n|−k, Ẽn ⊆ [0, 1] con L(Ẽn) ≥ 1− 2−|n|−k, y el Lema 71.

Aśı, tomando k suficientemente grande, conseguimos E ⊆ [0, 1], de
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medida de Lebesgue arbitrariamente cerca de 1, tal que

L{(x, t) ∈ R2 : x+ tA ⊆ E}
= L{(x, t) ∈ R× R6=0 : x+ tA ⊆ E}

=
∑
n∈Z

L{(x, t) ∈ R× [−2n+1,−2n] : x+ tA ⊆ E}

+
∑
n∈Z

L{(x, t) ∈ R× [2n, 2n+1] : x+ tA ⊆ E}

≤
∑
n∈Z

L{(x, t) ∈ R× [−2n+1,−2n] : x+ tA ⊆ Ẽn}

+
∑
n∈Z

L{(x, t) ∈ R× [2n, 2n+1] : x+ tA ⊆ En}

=
∑
n∈Z

0 +
∑
n∈Z

0

= 0.

Aśı resta probar: Sea A := (an)n∈N una sucesión decreciente estricta,
convergente a 0, sean 0 < α < β < +∞, entonces existe un E ⊆ [0, 1]
medible Lebesgue, de medida arbitrariamente cerca de 1, tal que L{(x, t) ∈
R× [α, β] : x+ tA ⊆ E} = 0.

Para cada q ∈ (0, 1) arbitrario, veremos que existe E ⊆ [0, 1] medible
Lebesgue, que cumple simultaneamente L(E) ≥ q y

L{(x, t) ∈ R× [α, β] : x+ tA ⊆ E} = 0.

Para esto, fijado q ∈ (0, 1), nos bastará ver que ciertos conjuntos E ⊆ [0, 1]
construidos en forma aleatoria cumplen que la probabilidad de que L(E) ≥ q
es positiva, y que la probabilidad de que L{(x, t) ∈ R × [α, β] : x + tA ⊆
E} = 0 es 1. Pues aśı existirá uno verificando ambas propiedades.

La clase de conjuntos que consideraremos son conjuntos E ⊆ [0, 1] de
tipo Cantor, construidos en forma aleatoria. Más precisamente, definimos
E :=

⋂
j∈N Fj, donde cada Fj será construido aleatoriamente de forma inde-

pendiente. Recalcamos que los Fj no están necesariamente encajados.
Para cada j ∈ N, fijaremos mj ∈ N cualesquiera suficientemente grandes

para que verifiquen que

1

mj

≤ α

2
mı́n

1≤i<k≤j
dist(ai, ak). (3.5)
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Tomaremos pj ∈ (0, 1] de modo que∏
j∈N

pj = q y
∏
j∈N

pjj = 0. (3.6)

Veamos que existe (pj)j∈N verificando eso: Como

q ∈ (0, 1) ,
∏
j∈N

pj = q y
∏
j∈N

pjj = 0

es equivalente a

− ln q > 0 ,
∑
j∈N

− ln pj = − ln q y
∑
j∈N

j(−lnpj) = −∞.

Llamemos a := − ln q y bj := − ln pj ≥ 0. Basta ver que dado a > 0 existen
bj ≥ 0 tales que

a =
∑
j∈N

bj y +∞ =
∑
j∈N

jbj.

Eligiendo, por ejemplo, bj = a∑
i∈N

1
i2

1
j2

; tenemos que

∑
j∈N

bj =
a∑
i∈N

1
i2

∑
j∈N

1

j2
= a

y ∑
j∈N

jbj =
a∑
i∈N

1
i2

∑
j∈N

1

j
= +∞.

Para cada j fijo, con los mj y pj fijados, construyamos Fj ⊆ [0, 1] en
forma aleatoria (y por lo tanto habremos construido E en forma aleatoria):

Particionamos [0, 1] enmj subintervalos de igual longitud: Ij,k :=
[
k−1
mj
, k
mj

)
si 1 ≤ k < mj, y Ij,mj :=

[
k−1
mj
, 1
]
. Definiremos que cada uno de esos inter-

valos tenga probabilidad pj de que lo elijamos (las elecciones de cada uno de
los intervalos la hacemos en forma independiente); y el conjunto Fj será la
unión de los intervalos elegidos del paso j.

Formalicemos esta idea. Fijados los mk, pj, Ij,k, para cada j ∈ N defi-
nimos ωj := (ω1

j , · · · , ω
mj
j ) donde ωkj ∼ Be(pj) (distribución Bernoulli con

parámetro pj) y las ωkj son independientes. Llamemos Ωj := {0, 1}mj y
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Pj(ω
1
j , · · · , ω

mj
j ) = p

#{k :mkj=1}
j (1 − pj)

#{k :mkj=0}. Tomemos Ω :=
∏

j∈N Ωj,
P :=

∏
j∈N Pj y B los borelianos en el espacio producto. (Ω,B, P ) es un

espacio de probabilidad. Dados ω ∈ Ω y j ∈ N, tenemos definidos

Fj := F ω
j :=

⋃
k∈{k :ωkj=1}

Ij,k

y

E := Eω :=
⋂
j∈N

F ω
j .

Aśı hemos definido para cada ω ∈ Ω un conjuntos de tipo Cantor Eω.
Debemos ver que esta construcción cumple con lo requerido, esto es:
1) La probabilidad de que L(Eω) ≥ q es positiva.
2) L{(x, t) ∈ [0, 1]× [α, β] : x+ tA ⊆ Eω} = 0 con probabilidad 1.
Veamos 1):
Fijado x ∈ [0, 1], vale que P (x ∈ Eω) = q, pues

P{x ∈ Eω} = P{x ∈
⋂
j∈N

F ω
j }

=
∏
j∈N

P{x ∈ F ω
j } por independencia

=
∏
j∈N

pj pues cada x está en un único Ij,k

= q por (3.6).

Por lo que, notando con E a la esperanza,

q =

∫ 1

0

q dx

=

∫ 1

0

∫
χEω(x) dP (ω) dx

=

∫ ∫ 1

0

χEω(x) dx dP (ω)

=

∫
L(Eω) dP (ω)

= E(L(Eω)),
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donde en la tercer desigualdad utilizamos el Teorema de Tonelli. Para poder
utilizar Tonelli debemos justificar que la función χEω(x) es medible; para esto
veremos que el conjunto {(x, ω) : x ∈ Eω} es boreliano en [0, 1]×Ω. Pero eso
vale pues

{(x, ω) : x ∈ Eω :=
⋂
j∈N

F ω
j } =

⋂
j∈N

{(x, ω) : x ∈ F ω
j }

=
⋂
j∈N

⋃
1≤k≤mj

(Ij,k × {ω : ωkj = 1}

que claramente es boreliano.

De lo de arriba podemos deducir que L(Eω) ≥ q con probabilidad positi-
va. Veámoslo por absurdo. Si no, seŕıa P{Eω : L(Eω) ≥ q} = 0

⇒ 0 < q − L(Eω) salvo un conjunto de probabilidad 0

⇒ ∃ε > 0, ∃A de probabilidad positiva, tal que ε < q − L(Eω) ∀E ∈ A.

Entonces

0 = q −
∫
L(Eω) dP (ω)

=

∫
q − L(Eω) dP (ω)

≥
∫
A

q − L(Eω) dP (ω)

≥ εP (A)

> 0,

lo que es un absurdo.

Veamos 2):

Fijados x ∈ [0, 1] y t ∈ [α, β] veamos primero que P (x+ tA ⊆ Eω) = 0.

Podemos asumir que x+ tA ⊆ [0, 1], de otra manera x+ tA * Eω deter-
mińısticamente. Por ser x + tA ⊆ [0, 1], y tener particionado el [0, 1] en los
intervalos Ij,k con 1 ≤ k ≤ mj; cada uno de los números x+ ta1, · · · , x+ taj
está en alguno de esos intervalos. Más aún deben estar en distintos intervalos,



62 CAPÍTULO 3. PATRONES INFINITOS Y MEDIDA

pues

long(Ij,k) =
1

mj

≤ α

2
mı́n

1≤i<k≤j
dist(ai, ak) por (3.5)

≤ t

2
mı́n

1≤i<k≤j
dist(ai, ak)

< dist(tai, tak) para todo 1 ≤ i < k ≤ j

= dist(x+ tai, x+ tak) para todo 1 ≤ i < k ≤ j

Para que x + tA ⊆ Eω, es necesario que para cada j ∈ N todos los
intervalos del paso j que contienen los números x + ta1, · · · , x + taj sean
elegidos. Pero como esos números están en exactamente j de esos intevalos
que queremos elegir necesariamente, donde la probabilidad de que cada uno
sea elegido es pj; la probabilidad de elegir esos j intervalos es exactamente pjj.
Por independencia y por como fueron elegidos los pj en (3.6), la probabilidad
de que eso ocurra en todos los pasos es igual a

∏
j∈N p

j
j = 0.

Aśı, fijados x ∈ [0, 1] y t ∈ [α, β], tenemos que

P (ω : x+ tA ⊆ Eω) ≤
∏
j∈N

pjj = 0.

Concluyamos que L{(x, t) ∈ [0, 1]× [α, β] : x + tA ⊆ E} = 0 con proba-
bilidad 1:

Llamemos

ϕ(x, t, ω) :=

{
1 si x+ tA ⊆ Eω

0 si no
. (3.7)

Dado que P (ω : x + tA ⊆ Eω) = 0 para x, t fijos, usando nuevamente el
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Teorema de Tonelli, tenemos que∫
L{(x, t) ∈ [0, 1]× [α, β] : x+ tA ⊆ Eω} dP (ω)

=

∫ (∫ 1

0

∫ β

α

ϕ(x, t, ω) dt dx

)
dP (ω)

=

∫ 1

0

∫ β

α

∫
ϕ(x, t, ω) dP dt dx

=

∫ 1

0

∫ β

α

P (ω : x+ tA ⊆ Eω) dt dx

=

∫ 1

0

∫ β

α

0 dt dx

= 0,

donde pudimos aplicar Tonelli pues, recordando que A = (an)n∈N,

{(x, t, ω) : x+ tA ⊆ Eω}

=
⋂
n∈N

{(x, t, ω) : x+ tan ⊆ Eω}

=
⋂
n∈N

⋂
j∈N

⋃
1≤k≤mj

({(x, t) : x+ tan ∈ Ij,k} × {ω : ωkj = 1})

que es claramente boreliano.
Por la igualdad vista anteriormente y por ser L{(x, t) ∈ [0, 1] × [α, β] :

x+ tA ⊆ Eω} ≥ 0, entonces

L{(x, t) ∈ [0, 1]× [α, β] : x+ tA ⊆ E} = 0 con probabilidad 1.

Corolario 76. Para cada conjunto infinito A ⊆ R, hay un conjunto E ⊆
[0, 1] de medida positiva tal que x + tA ⊆ E falla para casi todos los pares
(x, t).

Para finalizar este caṕıtulo, mencionemos que de hecho Kolountzakis
prueba un resultado más fuerte que el teorema anterior:

Teorema 77. Sea A ⊆ R un conjunto infinito. Entonces existe E ⊆ [0, 1]
con medida de Lebesgue arbitrariamente cerca de 1, tal que

L{t : ∃x tal que x+ tA ⊆ E} = 0.
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Que este resultado implica el Teorema 75 se ve aplicando nuevamente el
Teorema de Tonelli, esta vez a la función

ϕ(x, t) :=

{
1 si x+ tA ⊆ E
0 si no

.



Caṕıtulo 4

Patrones finitos y dimensión

4.1. Un conjunto de dimensión total sin pro-

gresiones

4.1.1. Una construcción de Keleti

A grandes rasgos en el trabajo de Keleti [10], se muestra que para cual-
quier colección contable de conjuntos de 3 puntos, hay un subconjunto com-
pacto de R, con dimensión de Hausdorff total, que no contiene copia similar
de cualquiera de los conjuntos de 3 puntos dados.
Dado un conjunto contable de ternas de números reales ordenados:

T = {(xi, yi, zi) : xi, yi, zi ∈ R, xi < yi < zi}i

con i en un conjunto finito de ı́ndices o i ∈ N, definimos

A =

{
zi − xi
zi − yi

: (xi, yi, zi) ∈ T
}
i

.

Este es el conjunto de las “proporciones” de las ternas de T .
El conjunto A es contable, pues T es contable. Además A ⊆ (1,+∞),

pues xi < yi < zi.

Teorema 78. Para cualquier conjunto contable A ⊆ (1,+∞), existe un
conjunto E ⊆ R compacto, con dimH(E) = 1 tal que si x < y < z en E, se
tiene z−x

z−y /∈ A.

65
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Antes de probar el teorema, veamos dos corolarios con sus respectivas
demostraciones:

Corolario 79. Para toda sucesión de subconjuntos de R: B1, B2, . . . con
#Bi ≥ 3, existe E ⊆ R compacto con dimH(E) = 1, que no contiene una
copia similar de cualquiera de los Bi.

Demostración. Si #Bi = 3 ∀ i ∈ N sea

A =
⋃
i∈N

({
z − x
z − y

: x < y < z en Bi

}
∪
{
z − x
y − x

: x < y < z en Bi

})
,

que es un subconjunto de (1,∞). Entonces por el Teorema 78 existe E ⊆ R

compacto con dimH(E) = 1, que no contiene copia similar de cualquier Bi.
Pues: Si E tuviera una copia similar de algún Bi0 = {x, y, z} con x < y < z;
entonces existen a no nulo y b tales que ax+ b, ay+ b, az+ b están en E. Con
lo cual tenemos que en caso de ser a > 0 ax + b < ay + b < az + b en E, o
en caso de ser a < 0 tenemos az + b < ay+ b < ax+ b en E. Por lo que (por
lo que verifica el E del Teorema)

z − x
z − y

=
(az + b)− (ax+ b)

(az + b)− (ay + b)
/∈ A

o bien

z − x
y − x

=
x− z
x− y

=
(ax+ b)− (az + b)

(ax+ b)− (ay + b)
/∈ A,

lo que en cualquier caso es un absurdo por como definimos A.

Veamos el caso general. Suponemos que #Bi ≥ 3 para todo i ∈ N. To-
mando B̃i ⊆ Bi con #B̃i = 3, por el caso anterior existe E ⊆ R compacto
con dimH(E) = 1, que no contiene copia similar de cualquier B̃i; y por lo
tanto no contiene copia similar de cualquier Bi.

En particular, para cualquier colección contable de conjuntos de 3 puntos,
hay un subconjunto compacto de R, con dimensión de Hausdorff total, que
no contiene copia similar de cualquiera de los conjuntos de 3 puntos dados.
Más en particular, tomando la colección que tiene solo el elemento {1, 2, 3},
tenemos que existe E ⊆ R compacto con dimH(E) = 1, que no contiene
progresiones aritméticas.
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Corolario 80. Para cualquier B ⊆ R contable, existe E ⊆ R compacto con
dimH(E) = 1, que interseca a toda copia similar de B en a lo sumo dos
puntos.

Demostración. Sea

A =

{
z − x
z − y

: x < y < z ∈ B
}
∪
{
z − x
y − x

: x < y < z ∈ B
}
⊆ (1,+∞).

Como además A es contable, utilizando el Teorema 78, existe E ⊆ R com-
pacto con dimH(E) = 1,tal que

z − x
z − y

/∈ A y
z − x
y − x

/∈ A para cualquier terna x < y < z en E. (4.1)

Si B̃ es una copia similar cualquiera de B, entonces B̃ = aB + b con a y b
números reales donde a es no nulo. Veamos, por absurdo, que B̃ ∩ E tiene
como mucho dos puntos: Supongamos que existen x < y < z en E ∩ B̃

1. Si a > 0, tenemos x−b
a

< y−b
a

< z−b
a

en B; por lo tanto, por como
definimos A, resulta:

z − x
z − y

=
z−b
a
− x−b

a
z−b
a
− y−b

a

∈ A.

Lo que es un absurdo por (4.1).

2. a < 0 tenemos x−b
a
> y−b

a
> z−b

a
en B; por lo tanto, por como definimos

A, resulta:
z − x
y − x

=
x− z
x− y

=
x−b
a
− z−b

a
x−b
a
− y−b

a

∈ A.

Lo que es un absurdo por (4.1).

A continuación veremos la demostración del Teorema 78:

Demostración. Podemos pensar A = {αk}k∈N de modo que cada a ∈ A se
repita infinitas veces en la sucesión {αk}k∈N.
Pues como A es contable: si A es finito A = {a1, . . . an} podemos tomar una
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sucesión de α como: a1, . . . an, a1, . . . an, . . . . Y en el caso que A sea numerable
A = {an}n∈N podemos tomar la sucesión como a1, a2, a1, a2, a3, a1, a2, a3, a4 . . . .

Definimos:

βk := máx

{
6αk,

6αk
αk − 1

}
. (4.2)

Notemos que
βk ≥ 6αk ≥ 6 pues αk ∈ (1,+∞).

Podemos tomar

(mj)j∈N ⊆ N≥3 tal que ĺım
k→∞

log(β1 . . . βk)

log(m1 . . .mk−1)
= 0. (4.3)

Por ejemplo, tomando

m1 ≥ 3 tal que m1 ≥ (β1β2)
2

m2 ≥ 3 tal que m2 ≥ β1β2β
3
3

m3 ≥ 3 tal que m3 ≥ β1β2β3β
4
4

· · ·

obtenemos que

m1 ≥ (β1β2)
2

m1m2 ≥ (β1β2β3)
3

m1m2m3 ≥ (β1β2β3β4)
4

· · ·

con lo cual:

0 ≤ log(β1 . . . βk)

log(m1 . . .mk−1)
≤ log(β1 . . . βk)

log((β1 . . . βk)k)
=

1

k
→ 0.

Sea

δk :=
1

β1 . . . βkm1 . . .mk

. (4.4)

♣ Construcción de E:
Por inducción definiremos E0 ⊇ E1 ⊇ . . . de la siguiente manera:

E0 = [0, 1].
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Definimos E1 como cualquier unión de m1 intervalos cerrados de longitud
δ1 separados por huecos de longitud al menos δ1, de forma que E1 ⊆ E0. Esto
es posible porque (2m1 − 1)δ1 = 2m1−1

β1m1
≤ 2m1−1

6m1
≤ 2

6
≤ 1.

Definiremos inductivamente los Ek, k ≥ 2.
Cada Ek, será unión de m1 · · ·mk intervalos cerrados de longitud δk, se-

parados por huecos de longitud al menos δk, donde cada intervalo Ek−1 con-
tendrá exactamente mk intervalos de Ek. Esto es posible ya que

(2mk − 1)δk =
2mk − 1

βkmk

δk−1 ≤
2mk

6mk

δk−1 ≤ δk−1.

Llamaremos Ik1 . . . I
k
m1...mk

a los intervalos de Ek ordenados de izquierda a
derecha (Estamos nombrándolos según su posición, si bien todav́ıa no están
fijados).

Sea

Γ :=
{

(Ika , I
k
b , I

k
c )/1 ≤ a < b < c ≤ m1 . . .mk, k ∈ N

}
el conjunto de todas las ternas de intervalos de cada nivel de construcción
ordenados de izquierda a derecha. Notemos que Γ es numerable.

Podemos tomar Γ = {(Jn, Kn, Ln)}n∈N donde

si n > 1 y (Jn, Kn, Ln) = (Ika , K
k
b , L

k
c ) entonces n > k. (4.5)

Es decir, que si n > 1 el término n-ésimo es una terna de intervalos de un paso
de la construcción anterior a n. Y podemos hacer que además se verifique
que

∀a ∈ A y ∀(J,K, L) ∈ Γ,∃n ∈ N tal que αn = a y (Jn, Kn, Ln) = (J,K, L)
(4.6)

En efecto, podemos construir (Jn, Kn, Ln) de la siguiente manera:
Como (αk)k la construimos de modo que tome infinitas veces cada valor

de A, para cada a ∈ A tenemos la subsucesión (αkm)m de todos los que toman
el valor a, y definimos (Jkm , Kkm , Lkm)m∈N que recorra todas las ternas de
Γ, como lo haćıa la sucesión que cumpĺıa (4.5). De este modo se verifica lo
pedido en (4.6) y se sigue cumpliendo (4.5).

Si tenemos definidos E1, . . . , Ek−1 para k ≥ 2, tenemos definido también

(Jk, Kk, Lk) = (Ik
′

a , K
k′

b , L
k′

c )
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pues k′ < k (por (4.5))
Por como fueron elegidos, sabemos que cada intervalo de Ek−1, o bien

está incluido en exactamente uno de los Jk, Kk, Lk, o bien es disjunto de
Jk ∪Kk ∪ Lk (pues los intervalos de Ek−1 son o bien del mismo nivel o bien
de algún paso siguiente).

Para construir Ek, consideremos (Jk, Kk, Lk) que son intervalos de un
mismo nivel, que como vimos es anterior a k.

Sea I intervalo de Ek−1. Consideramos los casos:

I ⊆ Jk.

Utilizando la definición de βk dada en (4.2)

δk−1
δk3αk

=
βkmk

3αk

≥ 6αkmk

3αk
= 2mk

Entonces, por ser I un intervalo de Ek−1,

long(I) = δk−1 ≥ δk3αk2mk

y por lo tanto I tiene al menos mk puntos de la forma δk3αki con i ∈ Z
y podemos elegir mk intervalos en I como segmentos de la forma

δk (3αki+ [0, 1]) con i ∈ Z.

La distancia entre dos de esos intervalos es

3αkδki− (3αkδk(i− 1) + δk) = 3αkδk − δk
≥ (3αk − 1)δk

> 2δk

> δk

donde la anteúltima desigualdad vale porque αk ∈ A ⊆ (1,+∞). Por
lo tanto tomamos a estos mk intervalos como los intervalos de Ek con-
tenidos en I.

I ⊆ Kk.
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Dado que, por la definición de los δk dada en (4.4), y por como definimos
βk en (4.2) es βk ≥ 6αk > 6, resulta que

δk−1
3δk

=
mkβk

3
≥ 2mk.

Entonces, por ser I un intervalo de Ek−1, tenemos que

long(I) = δk−1 ≥ 3δk2mk

y por lo tanto I tiene al menos mk puntos de la forma δk3j con j ∈ Z,
y podemos elegir mk intervalos en I como segmentos de la forma

δk (3j + [0, 1]) con j ∈ Z.

La distancia entre dos de esos intervalos es

δk3j − (δk3(j − 1) + δk) = 2δk

> δk.

Tomamos estos mk intervalos como los intervalos de Ek contenidos en
I.

I ⊆ Lk.

Por como definimos βk en (4.2) es βk ≥ 6αk
αk−1

, y por como definimos los

δk en (4.4), resulta entonces que

δk−1
3αkδk
αk−1

=
βkmk

3αk
αk−1

=
2βkmk

6αk
αk−1

≥ 2mkβk
βk

= 2mk

Entonces, por ser I un intervalo de Ek−1, tenemos que

long(I) = δk−1 ≥
δk3αk
αk − 1

2mk

y por lo tanto tiene al menos mk puntos de la forma 3αkδk
αk−1

(l + 1
2
) + δk

con l ∈ Z y podemos elegir mk intervalos en I como segmentos de la
forma

δk

(
3αk
αk − 1

(
l +

1

2

)
+ [0, 1]

)
con l ∈ Z.
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Notar que a diferencia de los casos anteriores, introdujimos un factor
1
2

sumando. Más adelante se verá que lo necesitaremos para cuando
veamos que si x < y < z en entonces z−x

z−y /∈ A.

La distancia entre dos de esos intervalos es

δk
3αk
αk − 1

(
l +

1

2

)
−
(
δk

3αk
αk − 1

(
l − 1

2

)
+ δk

)
= δk

3αk
αk − 1

− δk

= δk

(
3αk
αk − 1

− 1

)
≥ 2δk

> δk

donde la anteúltima desigualdad vale porque 3x
x−1 > 3 si x > 1.

Tomamos a estos mk intervalos como los intervalos del paso k conteni-
dos en I.

I ∩ (Jk ∪Kk ∪ Lk) = ∅.
En este caso definimosmk intervalos de longitud δk en I arbitrariamente
de modo que queden separados por huecos de longitud al menos δk, y
tomamos a estos intervalos como los intervalos de Ek contenidos en I.

Si comparamos la distancia entre subintervalos de Ek de los diferentes ca-
sos, tenemos por construcción de Ek−1, que deben distar más que δk−1 ≥ δk.

Aśı construimos Ek, que consiste en m1 . . .mk intervalos de longitud δk,
separados por huecos de al menos δk y cada intervalo de Ek−1 contiene mk

intervalos de Ek.
Definimos E :=

⋂
k∈NEk, que es compacto.

♣ Veamos que dimH(E) = 1.
Por ser E ⊆ R, se tiene que dimH(E) ≤ 1.
Por otra parte, por ser E =

⋂
k∈N0

Ek donde E1 = [0, 1] ⊇ E2 ⊇ . . .
construidos de modo que cada intervalo del paso k−1 tiene mk ≥ 2 intervalos
del paso k, separados por agujeros de longitud al menos δk, donde δk > δk+1 >
0 ∀k, δk → 0, utilizando la Proposición 65 vista en los preliminares, tenemos
que:

dimH(E) ≥ lim
k→∞

log(m1 . . .mk−1)

− log(δkmk)
.
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Por como elegimos los δk en (4.4), deducimos que

dimH(E) ≥ lim
k→∞

log(m1 . . .mk−1)

log(β1 . . . βkm1 . . .mk−1)

= lim
k→∞

log(m1 . . .mk−1)

log(β1 . . . βk) + log(m1 . . .mk−1)

= lim
k→∞

1
log(β1...βk)

log(m1...mk−1)
+ 1

= 1

donde la última igualdad vale por como elegimos (mk)k∈N en (4.3).

♣ Sean x < y < z en E. Veamos, por absurdo, que z−x
z−y /∈ A:

Supongamos que x < y < z en E cumplen que z−x
z−y ∈ A. Como ĺımk→∞ δk =

0, donde δk es la longitud de cada intervalo de Ek, tenemos que existe un
k ∈ N tal que x, y, z están en distintos intervalos de Ek.

Aśı, por (4.6), para a = z−x
z−y y (J,K, L) la terna de intervalos del nivel k

en la que están x, y, z respectivamente; existe un n ∈ N tal que αn = z−x
z−y ,

x ∈ Jn, y ∈ Kn, z ∈ Ln (Es decir, J = Jn, K = Kn, L = Ln).

Por construcción de En, tenemos que existen i, j, l ∈ Z tales que

x ∈ δn (3iαn + [0, 1]) ,

y ∈ δn (3j + [0, 1]) ,

z ∈ δn
(

3αn
αn − 1

(l +
1

2
) + [0, 1]

)
.

Llamando

X := 3iαn + [0, 1]

Y := 3j + [0, 1]

Z :=
3αn
αn − 1

(
l +

1

2

)
+ [0, 1]

tenemos (por lo visto recién) que

x

δn
∈ X,

y

δn
∈ Y ,

z

δn
∈ Z.
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Como αn = z−x
z−y , resulta αnz−αny = z−x, por lo que z(αn−1)+x = αny.

De ah́ı se sigue que

X + (αn − 1)Z 3 z

δn
(αn − 1) +

x

δn
= αn

y

δn
∈ αnY.

Por lo tanto,

(αnY ) ∩ (X + (αn − 1)Z) 6= ∅. (4.7)

Además,

X + (αn − 1)Z = 3iαn + [0, 1] + 3αn

(
l +

1

2

)
+ (αn − 1)[0, 1]

= 3αn(i+ l) +
3

2
αn + [0, 1] + [0, αn − 1]

= 3αn(i+ l) +
3

2
αn + [0, αn]

= αn

(
3(i+ l) +

[
3

2
,
5

2

])
,

y también

αnY = αn(3j + [0, 1]) (4.8)

Reemplazando ambas en (4.7), tenemos que:

∅ 6= (αnY )∩(X+(αn−1)Z) = (αn(3j + [0, 1]))∩
(
αn

(
3(i+ l) +

[
3

2
,
5

2

]))
,

con lo cual

∅ 6= (3j + [0, 1]) ∩
(

3(i+ l) +

[
3

2
,
5

2

])
con i, j, l ∈ Z,

lo que es un absurdo. (Pudimos llegar a un absurdo por introducir ese factor
1
2

antes mencionado, para que quedaran disjuntos los conjuntos).

El absurdo provino de suponer que era z−x
z−y ∈ A, por lo cual resulta que

z−x
z−y /∈ A.
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4.1.2. Generalización de un caso particular del resul-
tado de Keleti

El Teorema de Keleti muestra que dado un conjunto contable A ⊆ R,
existe un conjunto compacto E ⊆ R, de dimensión de Hausdorff 1, cuyas
proporciones entre cualesquiera tres puntos del conjunto no están en A. Si
bien el conjunto construido es de dimensión de Hausdorff lo más grande po-
sible (por estar incluido en R), vimos en los preliminares que hay una noción
más general para “medir” conjuntos, esto es considerando las funciones de
dimensión. Aśı resulta de nuestro interés encontrar funciones de dimensión h
que verifiquen xa ≺ h para todo a ∈ (0, 1), tales que 0 < Hh(E). En el caso
pararticular en que la sucesión de los αk están contenidos en un intervalo
(A−1, A) con 1 < A < +∞, construiremos una función de dimensión con
estas propiedades:

Proposición 81. Para el caso en que existe C > 1 tal que C
C−1 ≤ αk ≤

C para todo k, existe una función de dimensión h (que daremos en forma
expĺıcita) que verifica xa ≺ h para todo a ∈ (0, 1), tal que 0 < Hh(E), donde
E ⊆ R es el conjunto construido por Keleti.

Demostración. Comencemos por recordar que tenemos: A = {αk}k∈N, donde

cada a ∈ A se repite infinitas veces en la sucesión, βk = máx
{

6αk,
6αk
αk−1

}
,

pod́ıamos suponer (mk)k∈N creciente, Ek consiste en m1 . . .mk =: pk interva-
los de longitud δk := 1

pkβ1...βk
separados por huecos de longitud al menos δk.

En este caso, tomamos mk = (6C)k+1, con lo que resulta pk = (6C)
1
2
k2+ 3

2
k.

Definimos una distribución de masa µ en E =
⋂
k∈NEk asignando a cada

uno de los pk intervalos de Ek una masa 1
pk

(esto es posible por el Lema 64).

Construyamos una función de dimensión de modo que h(δk+1) := 1
pk

,
donde consideramos que p0 = 1, interpolando mediante segmentos de rectas.
Aśı h : [0, δ1) −→ R≥0 con h(0) = 0, y

h(x) =

1
pk−1
− 1

pk

δk − δk+1

(x− δk+1) +
1

pk
para x ∈ [δk+1, δk].

Veamos que h es función de dimensión.

Es claro que h es continua y que h(0) = 0.
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Veamos que h es creciente. Para esto basta ver que
1

pk−1
− 1
pk

δk−δk+1
> 0.

1
pk−1
− 1

pk

δk − δk+1

=
1− 1

mk
1

β1...βkmk
− 1

β1...βk+1mkmk+1

=

mk−1
mk

1− 1
βk+1mk+1

β1 . . . βkmk

=
mk − 1

βk+1mk+1 − 1
βk+1mk+1

> 0.

Veamos que 0 < Hh(E).

Si I es un intervalo de longitud menor que δ2, existe un único k ∈ N
tal que δk+1 ≤ |I| < δk.

Como |I| < δk, y δk es la longitud de cada uno de los intervalos del paso
k. Entonces, µ(I) ≤ 1

pk
. Pero como además h es creciente, tenemos que

µ(I) ≤ 1
pk

= h(δk+1) ≤ h(|I|).

Aśı, utilizando el principio de distribución de masa generalizado (Pro-
posición 62 que vimos en los preliminares), con ε = δ2, la h construida
y c = 1; tenemos que 0 < Hh(E) como queŕıamos probar.

Veamos que xa ≺ h para todo a ∈ (0, 1).

Sea a ∈ (0, 1). Debemos ver que ĺımx→0+
h(x)
xa

= 0.

Como la sucesión (δk)k∈N es decreciente y tiende a cero, para cada
x ∈ (0, δ1), existe un único k ∈ N tal que x ∈ [δk+1, δk). Y por ser h

creciente y positiva, tenemos que 0 ≤ h(x)
xa
≤ h(δk)

δak+1
, por lo que basta ver

que ĺımk→+∞
h(δk)
δak+1

= 0.

h(δk)

δak+1

=
(β1 · · · βk+1m1 · · ·mk+1)

a

m1 · · ·mk−1

=
(β1 · · · βk+1)

ama
km

a
k+1

(m1 · · ·mk−1)1−a
(4.9)
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Se sigue de la hipótesis sobre los αk que la sucesión (βk) está acotada
superiormente por β := 6C. Notemos que nuestra elección mk := βk+1

verifica todo lo pedido en la construcción de Keleti, pues

log(β1 · · · βk)
log(m1 · · ·mk−1)

≤ log(βk)

log(pk−1)
=

k
1
2
(k − 1)2 + 3

2
(k − 1)

→k→∞ 0.

Aśı, reemplazando y acotando en (4.9), tenemos

h(δk)

δak+1

≤ βa(
k2

2
+ 7

2
k+2)−( k

2

2
+ k

2
−1)

= βk
2 a−1

2
+k 7a−1

2
+2a+1 →k→+∞ 0.

Como caso particular de este resultado, existe un conjunto compacto E ⊆
R que no contiene progresiones aritméticas, y existe una función de dimensión
h (definida expĺıcitamente) que verifica xa ≺ h para todo a ∈ (0, 1), tal que
0 < Hh(E).

4.2. Un conjunto de dimensión 0 que contiene

todos los patrones finitos

Veremos en esta sección que aún los conjuntos muy “chicos” pueden con-
tener todos los patrones finitos (Más especificamente veremos que hay un
conjunto de dimensión de Hausdorff 0 que tiene todos los patrones finitos).
Esto contrasta con la construcción de Keleti (vista en la sección anterior)
de conjunto “grande” (de dimensión de Hausdorff 1) que no tiene ninguna
progresión de longitud 3 de un conjunto de ternas contables.

Más especificamente construiremos un conjunto compacto, con dimensión
de Hausdorff 0, que tiene una copia similar de cualquier conjunto finito,
siguiendo el trabajo [2].

Definición 82. Sea n ∈ N. Diremos que E ⊆ R tiene la propiedad Sn si
existe ηn > 0 tal que cualquier conjunto finito de n puntos {a1, · · · , an} cuyo
diámetro es menor que ηn; verifica que

n⋂
j=1

(E + aj) 6= ∅.
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Definición 83. Diremos que un E ⊆ R tiene la propiedad S∞ si tiene la
propiedad Sn para todo n ∈ N.

Lema 84. Si E ⊆ R tiene la propiedad S∞; entonces E tiene copia similar
de cualquier conjunto finito.

Demostración. Sea B := {b1, · · · , bn} un conjunto finito cualquiera. Quere-
mos ver que E contiene una copia similar de B.

Para ese n ∈ N tenemos por la hipótesis que existe ηn > 0 tal que cualquier
conjunto finito de n puntos {a1, · · · , an} cuyo diámetro es menor que ηn;
verifica que

n⋂
j=1

(E + aj) 6= ∅.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que diam(B) < ηn (pues si no
multiplicamos cada elemento de B por una constante c > 0 suficientemente
chica).

Por la hipótesis aplicada al B, tenemos que

n⋂
j=1

(E + bj) 6= ∅.

Por lo cual existe un b ∈
⋂n
j=1(E + bj), de lo que se sigue que

b− bj ∈ E para todo 1 ≤ j ≤ n.

Aśı, b−B ⊆ E y por lo tanto E tiene una copia similar de B.

Gracias a este lema, para construir un conjunto E compacto con dimen-
sión de Hausdorff 0 que tenga una copia similar de cualquier conjunto finito,
nos bastará construir un conjunto E compacto con dimensión de Hausdorff
0 que verifique la propiedad S∞.

Antes de contruir dicho conjunto, veamos una observación y una propo-
sición que necesitaremos.

Lema 85. Sean h una función de dimensión, D ⊆ R tal que Hh(D) = 0,
T (x) := ax+ b con a ∈ (0, 1) y b ∈ R. Entonces Hh(T (D)) = 0.
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Demostración. Como {Ui}i es un δ-cubrimiento de D si y solo si {T (Ui)}i es
un aδ-cubrimiento de T (D), tenemos que

0 ≤ Hh
aδ(T (D)) = ı́nf

{T (Ui)}i aδ-cubrimiento de T (D)

∑
i

h(T (Ui))

= ı́nf
{Ui}i δ-cubrimiento de D

∑
i

h(a|Ui|)

≤ ı́nf
{Ui}i δ-cubrimiento de D

∑
i

h(Ui)

= Hh
δ (D),

donde en la desigualdad utilizamos que h es creciente y a ∈ (0, 1), por lo que
h(a|Ui|) ≤ h(|Ui|).

El lema se sigue haciendo δ → 0.

Proposición 86. Si h es una función de dimensión, entonces existe una
sucesión (δn)n∈N0 tal que:

δ0 = 1 y δn ≤
1

6
δn−1 para todo n ∈ N (4.10)

y

ĺım
n→∞

(
6

aδn−1
+ 1

)
h(aδn) = 0 para todo a racional positivo. (4.11)

Demostración. Sea (an)n∈N una enumeración de todos las racionales positi-
vos. Definamos (δn)n∈N0 por inducción: Tomamos δ0 = 1. Una vez definidos
δ0, · · · , δn−1, definimos δn como el más grande número positivo satisfaciendo
simultáneamente las condiciones:

δn ≤
1

6
δn−1

y (
6

aiδn−1
+ 1

)
h(aiδn) <

1

n
para todo 1 ≤ i ≤ n (4.12)

Esto último se puede hacer, pues por ser h una función de dimensión, vale
que ĺımx→0+ h(x) = 0.
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Por (4.12), para cada ε > 0 tenemos que(
6

aiδn−1
+ 1

)
h(aiδn) < ε si 1 ≤ i ≤ n y

1

n
≤ ε,

es decir (
6

aiδn−1
+ 1

)
h(aiδn) < ε si máx

{
i;

1

ε

}
≤ n. (4.13)

Por lo cual, como para cada a racional positivo, existe un i0 ∈ N tal que
a = ai0 , por (4.13) tomando i = i0, tenemos que: Para cada ε > 0(

6

ai0δn−1
+ 1

)
h(ai0δn) < ε para todo n ≥ máx{i0,

1

ε
}.

Como lo anterior vale cualquiera sea ε positivo,

ĺım
n→∞

(
6

ai0δn−1
+ 1

)
h(ai0δn) = 0.

Teorema 87. Fijada una función de dimensión h, existe un conjunto E ⊆ R
compacto, con Hh(E) = 0, que tiene la propiedad S∞.

Demostración. Para la función de dimensión dada en el enunciado, tenemos
por la Proposición 86 una sucesión (δn)n∈N0 tal que:

δ0 = 1 y δn ≤
1

6
δn−1 para todo n ∈ N (4.14)

y

ĺım
n→∞

(
6

aδn−1
+ 1

)
h(aδn) = 0 para todo a racional positivo. (4.15)

Para cada n ∈ N, construimos Fn que consiste en unión de intervalos
cerrados de longitud δn, separados por huecos de longitud 1

6
δn−1, a lo largo de

toda la recta real (Tomamos cualquiera que lo verifique. No nos va a importar
si consideramos ese o cualquier trasladado). Para cada i ∈ N definimos

Ki =
⋂
k∈N

F(2k−1)2i−1 ,

que es cerrado (por ser intersección de cerrados).
Sea (ψr)r∈N una enumeración de todas las ψ(x) := ax + b con a y b

racionales, y a 6= 0.
♣ Si Ẽ ⊆

⋃
r∈N
⋃
i∈N ψr(Ki), veamos que Hh(Ẽ) = 0.
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Comencemos por probar que para cada r ∈ N, para cada i ∈ N, y cada
intervalo I de longitud 1, vale que Hh(I ∩ ψr(Ki)) = 0.

Por construcción, ψr(Fn) consiste en intervalos de longitud |a|δn sepa-
rados por huecos de longitud 1

6
|a|δn−1 a lo largo de toda la recta real.

Con lo cual, el conjunto I ∩ψr(Fn) consiste en m intervalos J1
n, · · · , Jmn

donde m ≤ 6
|a|δn−1

+1 y cada intervalo tiene longitud menor o igual que

|a|δn.

Veamos que m ≤ 6
|a|δn−1

+ 1:

Recordemos que en ψr(Fn) la longitud de los intervalos es δn|a| y la
longitud de los huecos es 1

6
δn−1|a|. De lo que se deduce

(m− 2)δn|a|+ (m− 1)
δn−1

6
|a| ≤ 1.

Entonces

m

(
δn|a|+

δn−1|a|
6

)
≤ 1 + 2δn|a|+

δn−1|a|
6

.

Por lo que

m ≤ 1 + δn|a|
δn|a|+ δn−1|a|

6

+
δn|a|+

δn−1|a|
6

δn|a|+
δn−1|a|

6

=
1 + δn|a|

δn|a|+ δn−1|a|
6

+ 1. (4.16)

En el caso en que |a|δn−1 > 6, la longitud de cada hueco = 1
6
|a|δn−1 > 1;

y por lo tanto m ≤ 1.

Resta ver el caso |a|δn−1 ≤ 6. En este caso,

1 + δn|a|
δn|a|+ |a|δn−1

6

≤ 6

|a|δn−1
.

Pues eso vale si y solo si

(1 + δn|a|)|a|δn−1 ≤ 6δn|a|+ |a|δn−1.

Si y solo si
(1 + δn|a|)δn−1 ≤ 6δn + δn−1.
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Si y solo si

δn|a|δn−1 ≤ 6δn.

Si y solo si

|a|δn−1 ≤ 6,

y esto último es válido por lo supuesto en este caso.

Aśı, en cualquier caso, por lo recien visto y (4.16), resulta m ≤ 6
|a|δn−1

+
1.

Por lo tanto, por ser {J1
n, · · · , Jmn } un cubrimiento particular de I ∩

ψr(Fn), tenemos que

Hh
|a|δn(I ∩ ψr(Fn)) ≤

∑
1≤j≤m

h(|J jn|)

≤
(

6

|a|δn−1
+ 1

)
h(|a|δn)

Y esto último tiende a cero cuando n → ∞ por como tomamos δn en
la Proposición 86.

Concluyamos que Hh(Ẽ) = 0:

Utilizando lo que probamos en el item anterior, tenemos que

0 ≤ Hh(ψr(Ki)) ≤
∑
k∈Z

Hh ([k, k + 1] ∩ ψr(Ki)) ≤
∑
k∈Z

0 = 0.

Con lo cual

0 = Hh(ψr(Ki)) para cada r ∈ N y para cada i ∈ N

De lo que se sigue:

0 ≤ Hh(Ẽ) ≤
∑
r∈N

∑
i∈N

Hh(ψr(Ki)) =
∑
r∈N

∑
i∈N

0 = 0.

Y aśı,

Hh(Ẽ) = 0.
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♣ Para cada n ≥ 2 construyamos Dn compacto, con la propiedad Sn, tal
que Hh(Dn) = 0.

Tomemos I un intervalo cerrado de longitud 2, y

Dn :=

( ⋃
1≤i≤n

Ki

)
∩ I.

Veamos que el Dn que elegimos, cumple con lo requerido.

Dn es compacto (es cerrado por ser intersección de cerrados, y acotado
por estar contenido en I).

Hh(Dn) = 0, pues

Dn :=

( ⋃
1≤i≤n

Ki

)
∩ I ⊆

⋃
i∈N

Ki ⊆
⋃
r∈N

⋃
i∈N

ψr(Ki)

(la última inclusión vale porque la identidad es una ψr particular); con
lo cual por el item anterior, Hh(Dn) = 0.

Dn tiene la propiedad Sn con ηn = 1, pues

Si {a1, · · · , an} es un conjunto cualquiera de n puntos, cuyo diámetro
es menor que 1, por ser Dn ⊇ Ks ∩ I para todo 1 ≤ s ≤ n y definiendo
ϕas(x) := x+ as resulta:

⋂
1≤s≤n

ϕas(Dn) ⊇
⋂

1≤s≤n

ϕas(Ks ∩ I)

=

( ⋂
1≤s≤n

ϕas(I)

)
∩

( ⋂
1≤s≤n

ϕas(Ks)

)
. (4.17)

Como I es un intervalo de longitud 2, el diámetro de {a1, · · · , an} es me-
nor que 1, y por como definimos ϕas ; resulta que IR :=

⋂
1≤s≤n ϕas(I)

es un intervalo de longitud mayor o igual que 1.

Aśı, como cada m ∈ N puede escribirse en forma única como m =
(2k−1)2s−1 con k ∈ N y s ∈ N, llamando λm := ϕas y Fm = F(2k−1)2s−1 ,
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tenemos que( ⋂
1≤s≤n

ϕas(I)

)
∩

( ⋂
1≤s≤n

ϕas(Ks)

)

= IR ∩

( ⋂
1≤s≤n

ϕas(Ks)

)

= IR ∩

( ⋂
1≤s≤n

⋂
k∈N

ϕas(F(2k−1)2s−1)

)
⊇ IR ∩

⋂
m∈N

λm(Fm), (4.18)

Vale que

IR ∩

(⋂
m∈N

λm(Fm)

)
6= ∅, (4.19)

Veamoslo: Como δ1 ≤ 1
6
δ0 = 1

6
, IR es un intervalo de longitud mayor

o igual que 1, y como λ1(F1) está formado por intervalos de longitud
δ1 ≤ 1

6
separados por huecos de longitud 1

6
δ0 = 1

6
; resulta que IR

contiene al menos un intervalo completo de λ1(F1).

Como cada intervalo de λm−1(Fm−1) tiene longitud δm−1. Y como λm(Fm)
está formado por intervalos de longitud δm ≤ 1

6
δm−1, separados por

huecos de longitud 1
6
δm−1; resulta que cada intervalo de λm−1(Fm−1)

contiene al menos un intervalo completo de λm(Fm).

Aśı, vimos que IR contiene al menos un intervalo completo de λ1(F1),
y para cada m ≥ 2 cada intervalo de λm−1(Fm−1) contiene al menos
un intervalo completo de λm(Fm). Con lo cual tenemos un encaje de
intervalos cerrados en IR ∩

(⋂
m∈N λm(Fm)

)
, lo que nos muestra que

IR ∩
(⋂

m∈N λm(Fm)
)
6= ∅.

Aśı, juntando todo lo visto ((4.17), (4.18), (4.19)), tenemos que:⋂
1≤s≤n

ϕas(Dn) 6= ∅.

Como eso vale para cualquier conjunto {a1, · · · , an} de n puntos, cuyo
diámetro es menor que 1, hemos visto que Dn tiene la propiedad Sn.
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♣ Construcción de E.
Por el ı́tem anterior, tenemos construido para cada n ≥ 2 un conjunto

compacto Dn, con la propiedad Sn, y con Hh(Dn) = 0. Aplicando una trans-
formación T (x) := ax + b con a ∈ (0, 1), podemos suponer sin pérdida de
generalidad (por lo visto en el Lema 85), que

D2 ⊆
(

0,
1

2

)
D3 ⊆

(
1

2
,
3

4

)
D4 ⊆

(
3

4
,
7

8

)
· · ·

Tomemos
E :=

⋃
n≥2

Dn ∪ {1}

que es un conjunto compacto (por ser cerrado y acotado).
El conjunto E tiene la propiedad S∞, pues: Para cada n ∈ N, como Dn

tiene la propiedad Sn y Dn ⊆ E, resulta que E tiene la propiedad Sn.
Hh(E) = 0, pues: Es unión numerable de conjuntos Dn, cada uno de los

cuales cumple que Hh(Dn) = 0 para todo n, y Hh({1}) = 0. Dado que Hh

es medida exterior:

0 ≤ Hh(E) ≤ Hh({1}) +
∑
k

Hh({Dk}) = 0 +
∑
k

0 = 0.

Y por lo tanto
Hh(E) = 0.

Corolario 88. Existe un conjunto compacto E ⊆ R, con dimensión de Haus-
dorff 0, que tiene la propiedad S∞.

Demostración. Sea h : [0,+∞) −→ R definida aśı:

h(x) =

{
1

− ln(x)
0 ≤ x ≤ 1

2
1

ln(2)
x ≥ 1

2
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Basta ver que esa h es efectivamente una función de dimensión y que h(x) ≺
xs para cualquier s > 0. Pues aśı, por el Teorema 87, tenemos que existe
un conjunto E ⊆ R compacto, con Hh(E) = 0, que tiene la propiedad S∞.
Pero por ser Hh(E) = 0, y h(x) ≺ xs para cualquier s > 0, se sigue que la
dimensión de Hausdorff de E es 0 (ya que h(x) ≺ xs implica que Hs(E) ≤
Hh(E) por lo visto en le Observación 55).

Veamos que h es función de dimensión: Si x > 0, h(x) > 0. Pues para
0 < x ≤ 1

2
: como el logaritmo es creciente estricta, − ln(x) es decreciente

estricta y resulta − ln(x) > − ln(1
2
) = ln(2) > 0, y por lo tanto 1

− ln(x)
> 0. Y

para x ≥ 1
2
, por ser ln(2) > 0, resulta h(x) > 0.

Es continua a derecha, más aún, es cont́ınua (por ser continua en cada
tramo y pegarse bien en x = 1

2
).

La función h es creciente; pues en [0, 1
2
] es creciente ya que − ln(x) es

decreciente; y en [1
2
,+∞) es constante.

Resta ver que si s > 0, resulta h(x) ≺ xs. Veámoslo:

ĺım
x→0+

xs

h(x)
= ĺım

x→0+

xs

1
− ln(x)

= ĺım
x→0+

− ln(x)

x−s

donde este último ĺımite, utilizando la Regla de L´Hopital generalizada, es
claramente cero.
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