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Introduccion

En los dltimos anos, estimar la media de cierta variable utilizando una muestra con datos fal-
tantes es un problema que ha despertado mucho interés. Pese a que la variable respuesta y; no es
observada en todos los individuos de la muestra, se dispone de un vector de covariables x; obser-
vado para cada i. Ademds, para que F(y;) pueda ser identificado a partir de la distribucién de las
variables observadas, se asume que el mecanismo de pérdida de las respuestas es condicionalmente
independiente de éstas, dado el vector de covariables (missing at random (MAR)). Mas especifica-
mente, si a; = 1 cuando y; es observada, MAR establece que y; es independiente de a; dado x;. En
este contexto, varias son las propuestas consideradas para estimar E(y;). Robins et. al. (2007) pre-
sentan varias de ellas. A los efectos de esta tesis, queremos destacar el siguiente estimador, llamado
de regresién. Bajo MAR obtenemos que E(y;) = E(E(yi|x;)) = E(E(yi|xi,a; = 1)). Esto sugiere
estimar E(y;) basado en un modelo de regresién con E(y;|x;) = g(xi, By), ajustado con 3 utilizando
so6lo los pares (x;,y;) para los cuales la respuesta y; es observada. El estimador de regresién para

~

E(y;) bajo el modelo lineal propuesto estd dado por Y ; g(x;, B)/n.

Recientemente Sued y Yohai (2012) consideran una propuesta robusta para tratar este problema.
Reformulan el problema de interés estadistico procurando construir estimadores de medidas de
posicién robustas asociadas a la variable respuesta. A modo de ejemplo, podemos pensar en estimar
la mediana de y; en lugar de su media. Asumiendo MAR y un modelo de regresién consiguen un
estimador de la distribucién de la variable respuesta y con él estiman cualquier funcional continuo.
Es decir, estiman F), con E, y luego proponen T(ﬁn) para estimar T'(F). La continuidad del
funcional T" en Fj, garantiza la consistencia del procedimiento.

La propuesta hecha considera una muestra ficticia combinando valores predichos con residuos,
obtenidos de un ajuste robusto del modelo lineal, utilizando los pares para los cuales la respuesta
es observada. Sin embargo, a la hora de construir la muestra ficticia, las respuestas observadas no
son utilizadas. Una forma natural de intentar mejorar el punto de ruptura del estimador consiste
en utilizar las respuestas observadas y predecir solamente las faltantes. Esa modificacion es la que
se considera en esta tesis. Demostramos la consistencia de esta nueva propuesta y mostramos que
obtenemos una cota para el punto de ruptura que supera a la obtenida por Sued y Yohai.

El aporte original de este trabajo se presenta en el Capitulo 3. Sin embargo hemos considerado
conveniente resumir en los Capitulos 1 y 2 algunos conceptos sobre estimadores robustos de posicién
y regresion lineal.

En el Capitulo 1 presentamos el modelo de posicién y escala, y diferentes estimadores robustos
para los parametros de interés. Entre ellos, la mediana, las medias a-podadas, los S-estimadores
y, en particular, los M-estimadores de posicién. Presentamos también la versién funcional de los
estimadores, estudiando condiciones que garanticen continuidad y Fisher-consistencia. El enfoque
funcional serd de suma utilidad en el Capitulo 3.

Seguiremos con el modelo de Regresion Lineal en el Capitulo 2, distinguiendo los casos de
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covariables deterministicas y aleatorias. Introduciendo estimadores de regresién robustos a partir
de la modificacién de estimadores clasicos, para luego, al final de este capitulo, hacer hincapié en
los MM-estimadores, los cuales jugaran un papel crucial en los estimadores propuestos en esta tesis.

Finalmente, en el Capitulo 3 revisamos las propuestas clasicas y robustas para la estimacién
de medidas de posicién en el contexto de datos faltantes y, valiéndonos de todos los contenidos
presentados en los Capitulos 1 y 2, definiremos al nuevo estimador. Los resultados méas importantes
del trabajo son

= Consistencia de los estimadores propuestos.

= Obtencién de una cota inferior para el punto de ruptura de los estimadores propuestos. Se
demuestra que esta cota es mayor que la correspondiente a los estimadores de Sued y Yohai
(2012) para el mismo problema.

= Finalmente se realiza un estudio de simulacién por el método de Monte Carlo. Los resultados
de este estudio confirman que los estimadores propuestos tienen un mayor grado de robustez
que los propuestos en Sued y Yohai (2012).



Capitulo 1

Estimadores de Posicion y Escala

En este capitulo nos concentraremos en los modelos de posicién y escala. Comenzamos pre-
sentando el modelo y diferentes propuestas robustas para estimar cada uno de los pardmetros
involucrados. Luego, presentamos la versién funcional de los estimadores y estudiamos condiciones
que garanticen continuidad y Fisher-consistencia. Estas propiedades permiten deducir la consisten-
cia de los estimadores y resultaran fundamentales para demostrar la consistencia de los estimadores
propuestos en el contexto de datos faltantes.

1.1. EIl Modelo de Posicion

En muchas situaciones donde se tienen observaciones x; de una variable cuantitativa, se asume
que la misma se obtiene al observar un verdadero valor pg desconocido, que es el parametro que
queremos estimar, combinado con un error aleatorio no sistematico. El caso mas simple es suponer
que el error resulta aditivo, en cuyo caso se plantea el modelo:

Ti=po+u; i=1,...,n, (1.1)

donde los errores uq,...,u, son variables aleatorias. A este modelo se lo denomina el modelo de
POSICION.

Si las observaciones son réplicas independientes de un mismo experimento bajo iguales con-
diciones, se puede asumir que uq,...,u, son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (v.a.i.i.d) con funcién de distribucién Fy. De esta manera, x1, ..., z, son v.a.i.i.d con
funcion de distribucién

F(x) = Fo(z — po). (1.2)

Para modelar la ausencia de errores sistematicos en las mediciones, asumiremos que las variables
u; tienen distribucién simétrica alrededor del origen: u; ~ —u;.

Recordemos que un estimador fi es una funcién de la muestra obtenida: i1 = fi(zy, ..., ) = f(x).
En el caso del modelo de posicién, se busca que el estimador aproxime con alta probabilidad al ver-
dadero valor 9. La bondad de la estimacién se puede medir con el error cuadrdtico medio (ECM),
que se define mediante la expresion:

ECM(fi) = E[(fi — p0)?] = Var(fi) + [sesgo(i)]”

con sesgo(pi) = E(i) — po, siendo “E” la esperanza y “Var” la varianza.
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Es importante que un estimador de posicién no dependa de la unidad con la que se ha elegido
medirlo para que sea apto a una modificacién de la misma. Para eso es necesario que cumpla las
siguientes dos propiedades:

» equivariancia por posicién: f(zy + ¢, ..., Ty + ¢) = @21, ..., Ty) + €
» equivariancia por escala: ji(cxy, ..., cxy) = ci(x1, ..., Tp)

Los mas conocidos estimadores de posicion, la media muestral y la mediana muestral, cumplen
efectivamente estas dos propiedades que son muy sencillas de probar. También la media a-podada,
estimador de posicion robusto, cumple estas propiedades. Recordemos que la media a-podada se
define de la siguiente manera: dado a € [0, 3) y sea m = [(n — 1)a], donde [] es la parte entera de
un numero, la media a-podada es

1 n—m

To = g, 2 T

i=m+1

con z(; denotando el i-ésimo estadistico de orden.

En diferentes aplicaciones, es usual asumir que la distribucién Fy es normal con media 0 y
varianza desconocida o2, y por consiguiente las observaciones se distribuyen segiin F' = N (ug, 0?).
En tal caso, la media muestral es un estimador “46ptimo” ya que es el estimador de méaxima
verosimilitud (EMV) de po y minimiza el ECM para estimadores insesgados y, también, como
se puede revisar en los trabajos de Lehmann E.L. y Casella G. (1998) y Bickel P.J. y Docksum
K.A. (2001), para los equivariantes. Sin embargo, puede ocurrir que una proporcién central de la
muestra se pueda describir mediante la distribucién normal, pero no toda. En tal caso, podemos
pensar a la distribucion F' como aproximadamente normal, en el siguiente sentido: consideramos
que una proporciéon 1 — ¢ de las observaciones es generada por el modelo normal, mientras que
la proporcién e restante es generada por un mecanismo desconocido. En el caso de los experi-
mentos, este modelo puede estar ilustrando la toma de medidas de una cierta magnitud donde el
(1—2)*100 % de las veces la medicidén es correcta y el €*100 % de las veces el aparato que mide falla
o el experimentador transcribe mal la medicién. Asi podemos escribir a la funcién de distribucion
F', denominada distribucion normal contaminada, como:

F=(1-¢)G+e¢eH, (1.3)

donde G = N (g, 0?) y H es una distribucién cualquiera.

No obstante, existen casos donde este tipo de distribucién esta representando el comportamiento
de una subpoblacién dentro de la muestra, que se pensaba como una poblacién tinica, o un cambio
desconocido en las condiciones en que se hace la medicién. En estos casos los datos atipicos no
se corresponden con errores en la medicién si no con un modelo que no resulta el apropiado o
problemas en la recoleccion de los datos.

1.1.1. M-estimadores de Posiciéon
Asumiendo que Fj tiene densidad fo = Fj), obtenemos la densidad conjunta de las observaciones

n

L(x1, oy Tns ) = Hfo(wz‘ — 1)

i=1
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El estimador de méxima verosimilitud (EMV) de pg es el valor i que maximiza L(z1, ..., Tpn; p):

= arg. max L(xy, ..., xn; p).
I

Conociendo exactamente a Fy, el EMV es “6ptimo” en el sentido de poseer la varianza asintética
mas baja respecto de una clase de estimadores razonables. Sin embargo, al considerar distribuciones
contaminadas, Fjy no es del todo conocida. En tal caso, el propdsito es encontrar estimadores que
resulten:

(a) “cercanamente 6ptimos” cuando Fj es exactamente normal.
(b) “cercanamente 6ptimos” cuando Fj es aproximadamente normal.

Tomando a fy en su soporte y sabiendo que la funcién logaritmo es estrictamente creciente,
podemos escribir

n
= arg. ml’nz p(x; — 1) (1.4)
Hoia
donde p = —In(fy). Si p es diferenciable, diferenciando (1.4) con respecto a p obtenemos que i

satisface

D wp(ai — ) =0 (1.5)
=1

con ¢ = p'. Para 1) discontinua pueden no existir soluciones de (1.5) y en tal caso, consideramos
como solucién a cualquier punto donde el lado izquierdo de la ecuacién (1.5) cambie de signo.

Soluciones particulares de (1.4) son la media muestral y la mediana, con Fy = N(0,1) y
fo(x) = %e"m‘ respectivamente.

Considerando que los estimadores de maxima verosimilitud resuelven (1.4) o (1.5), utilizare-
mos este tipo de procedimiento para definir nuevos estimadores, utilizando funciones p que no
necesariamente provengan de un modelo. Para ello, consideremos la siguiente definicién:

Definiciéon 1.1.1. Una p-funcién denota a una funcién p cumpliendo las siguientes condiciones:
rl p(x) es una funcién no decreciente de |z|, es decir, p es una funcién par.

r2 p(0) = 0.

r3 p(x) es creciente para z > 0 tal que p(z) < p(c0).

r4 Si p es acotada, supondremos que p(co) = 1.

Definicion 1.1.2. Una v-funcién denota una funcién 1 la cual es la derivada de una p-funcién.
Observacién 1.1.3. v es una funcién impar y ¢(z) > 0 para todo = > 0.

Huber (1964) introduce la siguiente definicién:
Definicién 1.1.4. Dada una p-funcién, un M-estimador de posicién es una solucién de (1.4).

Asi podemos estudiar estimadores que no necesariamente sean EMV de alguna distribucion. La
funcién p se elegirda de manera que el estimador se encuadre en los items (a) y (b) antes mencionados.

Es sencillo de probar que los M-estimadores tal cual se definieron son equivariantes por posicién
pero no asi por escala.
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1.2. M-estimadores de Escala

Consideremos observaciones x; satisfaciendo el modelo de escala
Ti=oou; 1=1,...,n (1.6)

donde las u; son v.a.i.i.d con funcién de densidad fy y o9 > 0 es el pardametro desconocido que
queremos estimar.

La distribucién de las variables x; tiene densidad fo(x/00)/0o. Ejemplos de familias con este
tipo de distribuciones son la exponencial y la normal con media 0.

El EMV de o para el modelo (1.6) es

n

~ , 1 ZT;
a:arg.max—”fo — .
>0 o™ 1 o
1=

Tomando In y derivando respecto de ¢ queda la expresién
I :
L)
n 4 o
=1

siendo p(t) = —t }E’Eg

Inspirados en esta construccién, definimos los M-estimadores de escala.

Definicién 1.2.1. Sea ¢ un estimador de og bajo el modelo (1.6). Se dice que o es un M-estimador
de escala si es solucién de la identidad

e (3)= o)
=1

siendo p una p-funcién y § > 0 una constante.

Para que esté bien definido el estimador, ¢ debe cumplir: 0 < § < p(c0). Es mads, si p es acotada
se puede asumir sin pérdida de generalidad que p(co) =1 y entonces § € (0, 1).

Se puede verificar que los M-estimadores de escala satisfacen la equivariancia por escala:

o(cxy,...,cxy) =co(xy,...,xy,), paratodo c> 0. (1.8)

1.3. M-estimadores de Posicién con dispersién desconocida

Los estimadores dados por (1.4) no son equivariantes por escala, lo que implica, como ya hemos
mencionado, que dependen fuertemente de las unidades elegidas para modelar. Por ejemplo, si
queremos estimar po en el modelo (1.1) donde F estd dada por (1.3) con G = N (pg,0?), si o es
conocido, resulta intuitivo dividir en (1.1) por o para reducir el problema al caso o = 1. En tal
caso, el estimador de g estaria dado por

n
~ , Ty — W
= arg . min . 1.9
A= arg.mi ;le( . ) (1.9)
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Una solucién natural para poder obtener un M-estimador de posicién que sea equivariante por
escala, es estimar a o previamente por un estimador de dispersion. Este tipo de estimadores cumplen
esencialmente con las siguientes dos propiedades:

» invariancia por posicién: (x1 + ¢, ..., xp + ¢) = 0(21, ..., Tp)
» equivariancia por escala: o (czy, ..., cxy) = |c| o (21, ..., Tp)

Con la modificacién introducida, efectivamente la solucién fi de (1.9), con o = ¢ un estimador de
dispersién, es equivariante por escala. En adelante, consideraremos M-estimadores i equivariantes

por posicién y escala siendo
n
~ L, Ty — W
= arg.min — , 1.10
f = arg.mi ;1 p < = > (1.10)

con ¢ un estimador de dispersién. Cuando ¥ = p’ es mondtona, el estimador es la tinica solucién

de . R
Y w (“’”; “) = 0. (1.11)
i=1

Un estimador de dispersiéon no robusto muy utilizado es la desviaciéon estandar muestral:

1 n 1/2
SD(x) = [n — > (i - 5)2] .

=1

Una alternativa robusta dentro de esta clase de estimadores es
MAD(x) = med;(|z; — med(x)]),

la mediana de las desviaciones absolutas (en inglés: median absolute deviations).

Nosotros utilizaremos S-estimadores de dispersion, definidos de la siguiente manera. Dada pg,
una p- funcién acotada y § € (0,1), para cada t € R consideramos §(t) satisfaciendo

1 -~ Xy — t
— — | =6. 1.12
2 (%) (112)
=1
Luego, el S-estimador de dispersién esta dado por 7, siendo
o= mtin/s\(t). (1.13)
Rousseuw y Yohai (1984) definen los S-estimadores de posicién mediante

fis = arg . min 5(). 1.14
fis = arg. min3(¢) (1.14)

Los S-estimadores de posicién resultan M-estimadores como los definidos mediante la ecuacién
(1.10), tomando p = pp y poniendo el S-estimador de dispersién definido en (1.13) en lugar de &.

Los M-estimadores, utilizando S-estimadores de dispersién con p < pg, fueron propuestos por
Yohai (1987) y se dicen MM estimadores.

Otra forma de pensar este problema es considerando un nuevo modelo, el modelo de posicion y
dispersion con dos parametros desconocidos

x; =po+oou; 1=1,...,n (1.15)
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donde u; tiene densidad fy. Notemos que el parametro oy es de escala para las u; pero de dispersién
para las x;. Conociendo la densidad fy, podemos calcular los estimadores de maxima verosimilitud
para los pardmetros (po,00). Inspirados en el sistema de ecuaciones que estos resuelven, consi-
deramos una propuesta robusta para estimar en forma simultdnea a los parametros, mediante la
resolucion del sistema

0 (1.16)

1 - l‘i—ﬁ
n§¢< 5 )

1 & T — /7
— Z Pescala = =9 (117)
n izl g

donde ¥ es una ¥-funcién y pescala € una p-funcién.

1.4. Algunas p-funciones importantes

La familia de funciones de Huber son un tipo de p- y i-funciones con importantes propiedades.
Para cada k > 0, se define:

2 .
H,o,_ | silz| <k
pi: (%) = { kfw| — k2 silz| > k (1.18)
con derivada 2
Ho N ) 2z si|z| <k
Vi (@) = { 2k sgn(x) si|xz| >k (1.19)

Los correspondientes M-estimadores para los casos limites ¥ — 400 y k& — 0 son la media y la
mediana, considerando a 1y (z) = sgn(z).

Otra familia de funciones interesantes y populares es la de las funciones bicuadradas, introducida
por Tukey. Fijado k > 0, pkB estd dada por:

By J 1=[1=()2P sile| <k
pi; (x) = { 1 silz] > k (1.20)
con derivada )
6x T\ 2
oF () = 2 { (E) } Ijz)<ky (1.21)

siendo I4 la indicadora del conjunto A. Los M-estimadores definidos mediante una funcién
soportada en un intervalo, no son EMV de alguna distribucién.

Frecuentemente, suele considerarse el S-estimador de dispersién presentado en (1.13) con p = pfg
y 0 =0,5.

Una visién intuitiva de los M-estimadores de posicién nos permite pensarlos como una media
pesada. En la mayorfa de los casos interesantes, 1(0) = 0y 34/(0), entonces v es aproximadamente
lineal en el origen. Sea

| Y(x)/xr siz#0
W) = { Y(0)  siz=0

Luego podemos reescribir a (1.5) como

> Wi — i) (@i — i) =0,
=1
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o equivalentemente

~_ Z:‘L:1 W;T; N ~
M—W COHQU@—W(I};—[L),
=1 "7

quedando el estimador expresado como una media ponderada.
Particularmente, se tiene la funcion de pesos de la familia de funciones bicuadradas dada de la
siguiente manera:
x

WP (z) = [1 - (k>2]21{|x<k}. (1.22)

De esta manera podemos observar que cuando utilizamos p-funciones en la familia bicuadrada,
observaciones muy grandes en valor absoluto reciben peso nulo, en cuyo caso podemos considerar
que son ignoradas a la hora de calcular el estimador.

Si p es diferenciable en todo punto y ¥ es monétona, se tiene que las expresiones (1.4) y (1.5) son
equivalentes. Para 1) redescendiente, la funcién objetivo a minimizar puede tener minimos locales,
dando lugar a soluciones de (1.5), que pueden no corresponder al minimo absoluto del criterio que
define al M-estimador.

Estimadores definidos como soluciones de (1.5) o (1.11) con 1 mondtona se denominardn M-
estimadores mondtonos, mientras que aquellos definidos por (1.4) o (1.10) cuando ¥ no es monétona
se denotaran M-estimadores redescendientes.

Como hemos mencionado, los procedimientos robustos permitiran protegernos ante la presencia
de datos atipicos pero, generalmente, esta propiedad repercutird en la eficiencia del procedimiento.
Sabemos que los estimadores de méaxima verosimilitud resultan eficientes y entonces para medir
la eficiencia asintética de un nuevo estimador se mide cudn cerca estd este del estimador éptimo.
Tenemos entonces la siguiente definicién:

Definicién 1.4.1. La eficiencia asintética de & mide cudn cerca estd 1 del estimador ptimo y
esta dada por
~ Vo
Bf(G) =2 (1.23)

donde vy es la varianza asintética del EMV y v es la varianza asintética de [i.

Si consideramos el modelo de posicién presentado en (1.1) con w; ~ N(0,1), tenemos que
x; ~ N (o, 1). Utilizando M-estimadores definidos mediante p-funciones pertenecientes a la familia
bicuadrada, la eficiencia asintética de estos estimadores varia con el valor de k como se observa en
el siguiente cuadro, extraido de la pagina 30 del libro de Maronna R.A., Martin R.D. y Yohai V.J.
(2006).

Cuadro 1.1: Eficiencia de las funciones bicuadradas bajo el modelo normal

k [314 344 388 468
Ef | 0,80 0,85 0,90 0,95

Se puede probar que, para un n grande, la distribucién de la media a-podada bajo el modelo
(1.1) es aproximadamente normal, y cuando se tienen u; con distribucién simétrica, T, tiene una
distribucién aproximadamente N (p, =) donde la varianza asintética v es aquella de un M-estimador
con funcién de Huber ¢ siendo k el (1 — a)-cuantil de u:

D)
(1—-2a)?"
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1.5. Estimadores como funcionales

Tras haber presentado diferentes estimadores de posicién, en este trabajo restringiremos nuestra
atencién a (i) la mediana, (ii) las medias a-podadas y (iii) los M-estimadores definidos mediante
(1.10), utilizando un S-estimador de dispersion, definido mediante (1.13). Cada uno de estos estima-
dores puede ser considerado como cierto funcional 7' (definido sobre un espacio de distribuciones)
evaluado en ﬁn, la distribucién empirica asociada a la muestra, definida por

Definicion 1.5.1. Dada vy, ..., ¥, una muestra, se define la funcién de distribuciéon empirica aso-
ciada a la muestra como

1 n
- nZ;I{yiSy}' (1.24)

Notemos que para toda funcién g medible se verifica la siguiente igualdad:
1 n
Bz, (o) = > 9(s0) (1.25)
i=1

Si definimos T' como el funcional que a cada distribucién que tiene esperanza finita le asigna su
esperanza, tenemos T(F) = Ep(y) con y ~ F. Por lo tanto, si F,, es como en (1.24), T(F,) resulta
ser la media muestral: T (ﬁ ) =T1.

Veremos en esta seccion que tanto la mediana, los M-estimadores de posicion presentados como
las medias a-podadas resultan 1 = T(F ), para un aproplado funcional T'. Considerando que F
converge débilmente a F' con probabilidad uno (IP’(F — F) = 1), el enfoque funcional permite
deducir la consistencia del estimador T(ﬁn) a partir de la continuidad débil del funcional T, en la
medida que T'(F) coincida con el pardmetro que queremos estimar. En tal caso, T" se dice Fisher-
consistente para el pardmetro de interés. En el presente contexto, la Fisher-consistencia para el
pardametro de posicién bajo el modelo (1.1) requiere que T'(F') = pyp.

El enfoque funcional resulta de suma importancia en el presente trabajo para demostrar la
consistencia de la propuesta de estimacién que haremos en el contexto de datos faltantes.

Vamos ahora a definir los funcionales asociados a los diferentes estimadores considerados. Em-
pecemos por introducir al funcional de posicidon asociado a una de las medidas de posiciéon mas
populares: la mediana. El funcional T},.q estd dado por

Tined(F) = arg.rtré%lEFHy—tH. (1.26)

Cuando existe mas de un valor que realiza el minimo, el funcional es definido eligiendo alguno de
ellos. Luego, dada la muestra yi, ..., Yn, Tmea(Frn) es la mediana muestral.

Para poder establecer el funcional de posicién asociado a la media a-podada, presenteremos los
L-funcionales, del que son un caso particular. Los L-funcionales se expresan de la siguiente manera:

1
/F L v) dv, (1.27)
0

donde F~Y(u) = inf{y : F(y) > u}, W : [0, 1] — R>( es una funcién simétrica alrededor del 1/2,
no creciente para v > 1/2, y satisfaciendo fo (v)dv = 1. Sean Y@yt = 1,...,m, los estadisticos de
orden de la muestra. Entonces .

i=1
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con wj p, = / W(v) dv. Sea
(i-1)/n
ap = inf{a € [0,1] : W(a) > 0}. (1.28)

La media a-podada, 0 < a < 1/2, es un L-funcional con

Ia,lfa (u)
W) = 255

y ap = a. Asi, T(F,) resulta la media a-podada de la muestra.

Por ultimo, presentamos los functionales Ts, T y Tas, asociados a los estimadores dados en
(1.14), (1.10) y (1.11), respectivamente. Sean py y p1 dos p-funciones acotadas. Podemos pensar a
po v p1 en la familia bicuadrada. Consideremos S*(F,t) la solucién de

v [po <S'y(_Ftt)>] - (1.29)

donde ¢ € (0,1). Luego el funcional de dispersién es

S(F) = min §*(F, t), (1.30)
teR

mientras que el S-funcional de posicién estd dado por

Ts(F) = arg.min S*(F,t). (1.31)
teR

Definicion 1.5.2. Un funcional S definido sobre un espacio de distribuciones se dice de dispersién
si satisface S(F') > 0y S(Fyz4pu) = |0|S(F;) donde F; es la funcién de distribucién de una variable
aleatoria z.

Consideremos el M-funcional de posicién correspondiente a p1, dado por

T(F) = arg .xmin Er |:p1 <g(;§>] . (1.32)

Consideremos ahora una nueva p-funcién p con derivada ¥ mondtona. A modo de ejemplo, p
puede pertenecer a la familia de Huber. EI M-funcional de posicién correspondiente a p es el Unico

valor Ty (F) satistaciendo
Ep [1/1 (y_sﬁf)(mﬂ = 0. (1.33)

Dad/g una muestra yi, ..., Yn, notemos que el estimador o definido en (1.13) satisface
o = S(Fy), mientras que Ts(F,) = [is, definido en (1.14).
Ademas, Tg(F),) verifica

= , y—t R yi—t
Tp(F,) =arg.min Fx — = arg.min — =
(Fn) teR n(’ol (S(Fn)>> teR n;pl <S(Fn)>

y Tar(F),) satisface
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(g (P T\ I (5 TulE)
O_EF"@( S(F.) )) Zw( S(F) )

Es decir, recuperamos los estimadores definidos por (1.14), (1.10) y (1.11), usando como & el
S-funcional de dispersién evaluado en Fi,.

Es féacil verificar que los funcionales que acabamos de definir resultan funcionales de posicién,
definidos de la siguiente manera:

Definicion 1.5.3. Sea G una clase de distribuciones univariadas. Un funcional de posicién
T : G — R satisface T(Fyy4p) = aT'(F,) + b donde F, denota la funcién de distribucién de la
variable aleatoria y.

~

Como mencionamos, la consistencia de los estimadores definidos mediante T'(F},) puede ser
deducida de la Fisher-consistencia y la continuidad de T" en F'. Estudiaremos ahora condiciones que
garanticen estas dos propiedades.

1.5.1. Consistencia de Fisher

Sea el modelo de posicién dado por
y=po+u (1.34)

con Fj la funcién de distribucién de u. Recordando lo mencionado al principio de este Capitulo
tenemos que si F),, es la funcién de distribucién de y, F,,(y) = Fo(y — po). Acabamos de ver que
los estimadores presentados en este capitulo pueden ser vistos como cierto funcional T" evaluado en
la distribucién empirica ﬁn asociada a la muestra. Lo que nos interesa ver ahora es bajo qué condi-
ciones los funcionales de posicién T' que hemos definido satisfacen T'(F,,) = po. Més generalmente,
daremos la siguiente definicién.

Definicion 1.5.4. Un funcional T es Fisher-consistente si para la familia de distribuciones Fp,
T(Fy) = 0.

Para estudiar la Fisher-consistencia de los estimadores de posicién definidos bajo el modelo de
posicion, estudiaremos por separado el caso redescendiente y el caso mondtono.

Estimadores de Posicion Redescendientes
Para poder demostrar la Fisher-consistencia, precisamos efectuar las siguientes hipdtesis sobre

Foy p.
(B1) fo = F} es una funcién par, fo(u) es mondtona no creciente en |u| y es estrictamente decre-

ciente en |u| en un entorno de 0.

(B2) p(0) =0, p es una funcién par y derivable, 0 < u < v implica p(u) < p(v), a = sup e p(z) es
un numero real positivo, y si u > 0y p(u) < a entonces ¥(u) = p'(u) > 0.

La demostracién del siguiente resultado se encuentra en el Apéndice.

Lema 1.5.5. Sea Fy una distribucion que satisface (B1) y sea p una funcién que satisface (B2).
Si

9(N) = Er, (p(u = X)), (1.35)
entonces (i) g(\) es par, (ii) si 0 < A\; < Ao entonces g(A1) < g(A2) y (i) g(0) < g(A) para todo
A #0.
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Corolario 1.5.6. Consideremos el modelo de posicion (1.34), con u ~ Fy satisfaciendo las con-
dicion (B1) y p verificando (B2). Tenemos entonces que Tg(F),) estd univocamente definido y
satisface Tp(Fy,) = po; lo mismo ocurre con Ts(F,).

Demostracion. Recordemos la definicién de Tz dada en (1.32). Definiendo

ps(y) = p1 <S(IZM>> :

tenemos que pg también satisface la condicién (B2). Sea g*(u) = EF,, (ps(y —p)). Para p # pio sea
A= — po # 0. Tenemos entonces que

9" (1) = EF,, (ps(y — 1)) = Er(ps(u+ po — 1)) = Er,(ps(u — A)) =t gs(A),
siendo gg definida como en (1.35) con pg. Es claro que ¢*(uo) = gs(0). Por lo tanto tenemos que
9" (1) = 9" (o) = gs(A) — gs(0).
Usando el item (iii) del Lema 1.5.5, resulta que
9" (k) — g"(1o) >0 para todo p # 0.

En conclusién, pg es el minimo de g* y por consiguiente, T5(F,,) = jo, como querfamos demostrar.
Notemos que Tg(F') satisface

Ts(F) = arg. min Fp [po <g(;§>] ’

como pg y p1 satisfacen las mismas propiedades, concluimos que el mismo resultado vale para Tg.
O

Estimadores de Posiciéon Mondétonos
Para establecer la Fisher-Consistencia de los funcionales de posicién monétonos Ty definidos
en (1.33), necesitamos que Fj y ¢ cumplan las siguientes hip6tesis.

(M1) fo = F{ es una funcién par y existe a > 0 tal que si |u| < a entonces fo(u) > 0.

(M2) % es una funcién impar y continua, v < v implica ¥(u) < ¥(v) y existe a > 0 tal que
0 <u < v < aimplica ¥(u) < ¢ (v).

Lema 1.5.7. Sea Fy una distribucion que satisface (M1) y sea v una funcion que satisface (M2).
Si

9(A) = Er, (¥ (u = ),
entonces (i) g(\) es impar, (i) si A1 < Ay entonces g(A1) > g(A2) y (i) g(A) < 0 para todo A > 0.

La demostracién de este lema se encuentra en el Apéndice.

Corolario 1.5.8. Consideremos el modelo de posicion (1.34), conu ~ Fy satisfaciendo la condicion
(M1) y 1 verificando (M2). Tenemos entonces que Ty (F),y) = po.
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Demostracion. Recordemos la definicién de Ty dada en (1.33). Definiendo

Ps(y) = v (S(ji)> |

tenemos que tg también satisface la condicion (M2). Sea g*(n) = EF, (¥s(y — u)). Tenemos
entonces que

9" (o) = Er,, ($s(y — po)) = Er,y(¢¥s(u)) =0

ya que u es una v.a. simétrica.
Sea p # 1o y sea A = u — pp # 0. Suponiendo que g*(u) = 0, llegaremos a un absurdo. En tal
caso, se tiene que

Ag*(pn) = 0. (1.36)
Por otro lado, A\g*(1) = EF, (Vs(y — p)A) = Er,(¥s(u+ po — p)A) = Er,(Ps(u — A)A) # 0 por el
lema anterior, lo cual contradice (1.36). O

1.5.2. Continuidad de los Funcionales de Posicion

Comencemos recordando la definicion de convergencia débil, para poder definir funcionales
débilmente continuos.

Definicién 1.5.9. Sea {F), },en una sucesién de funciones de distribucién y sea F' una funcién de
distribucién. Se dice que F;, converge débilmente a F' (F, —, F) si, para todo x punto punto de
continuidad de F, tenemos que

Definicion 1.5.10. Un funcional T" es débilmente continuo en F’ si para toda sucesién de funciones
de distribucién {F,,} que converge débilmente a F', T'(F,,) — T(F).

Sued y Yohai (2012) establecen condiciones que garantizan la continuidad débil de los L-
funcionales, y en particular, de los asociados a las medias a-podadas. A continuacién enunciaremos
un teorema, extraido del mismo trabajo, que nos da condiciones que aseguraran la continuidad
débil en FHO de TB y TM

Teorema 1.5.11. Sean pg una p-funcion acotada y p1 otra p-funcion acotada o convexa. Sean
Tp y Ty los M-funcionales de posicion definidos por (1.32) y (1.33), respectivamente, segin py
sea acotada o convexa, con S(F) > 0 dado por (1.30). Si Tg(F) y Ts(F) (Tm(F) y Ts(F)) estdn
univocamente determinados, entonces Tp (Tyar) es un funcional débilmente continuo en F.

Para finalizar esta seccién, enunciamos el Teorema de Glivenko-Cantelli. El mismo garantiza la
convergencia débil, con probabilidad total, de las distribuciones empiricas. Este resultado, combi-
nado con la Fisher-consistencia y la continuidad de los funcionales, permiten deducir la consistencia

~

de los estimadores dados por T'(F},).

Teorema 1.5.12. (de Glivenko-Cantelli) Sea 1, ..., T, una muestra aleatoria de una distribucion
F, y sea F,, su distribucion empirica, definida en (1.24). Entonces

lim sup|F,(z) — F(z)|=0 c.t.p.

n—0o0 4
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1.6. Punto de Ruptura

Una forma de cuantificar la robustez de un estimador es mediante su punto de ruptura. In-
formalmente hablando, el punto de ruptura indica qué proporciéon de puntos atipicos se pueden
reemplazar de la muestra para que el estimador siga brindando informacién sobre el pardmetro
que se desea estimar. Siguiendo con el enfoque funcional definido en este Capitulo, comenzaremos
hablando del punto de ruptura de un funcional, para luego hablar del punto de ruptrua de un
estimador.

Definicion 1.6.1. Consideremos un funcional 7" definido en un espacio de distribuciones. Su punto
de ruptura en una distribucién F', denotado con £*(T, F') es el mayor ¢* € (0, 1) tal que para todo
e<e*, T((1—¢)F +¢eH), visto como funcién de H, permanece acotado y a distancia positiva del
espacio donde toma valores el funcional. Cuando consideramos estimadores de la forma 0= T(ﬁn),
decimos también que £*(T, F') es el punto de ruptura asintético del estimador 6 y el punto de
ruptura asintético de T

La mayoria de los funcionales tiene punto de ruptura menor o igual a 1/2. La demostracién del
siguiente resultado se encuentra en el Apéndice.

Proposicién 1.6.2. Sea p con derivada p' = 1» mondtona cumpliendo que ki = Er}l — () y
ko = ET Y(x) son finitos. Consideremos el funcional T'(F'), la solucién de

Er (b(y — T(F)) = 0. (1.37)
Entonces ek

(1, ) = ik ka} (1.38)

k1 + ko

Vamos ahora a considerar M-funcionales de escala, R(F'), resolviendo

= (o (i) =2

Podemos transformar a un M-funcional de escala en un M-funcional de posicién con escala
logaritmica, obteniendo que el punto de ruptura asintético €*(R, F') = min{d, 1 —4d} si p es acotada,
con p(oo) = 1.

El punto de ruptura de T y Th; también puede ser calculado, pero dejamos estos resultados
para el Capitulo 3, donde damos una nueva definicién de punto de ruptura para funcionales de
posicién, que es la que utilizaremos en este trabajo.

1.6.1. Punto de Ruptura Muestral

Sea ahora 6, = @\(x) un estimador de 6 € ©, definido para muestras x = {1, ..., ,, }. El punto
de ruptura muestral (PRM) de 6, en x es la mayor proporcién 6:(@1; x) de datos que pueden ser
reemplazados arbitrariamente por outliers sin que 6A?n deje de estar acotado ni tenga puntos de
acumulacién en la frontera de ©, como se define en el trabajo realizado por Donoho D.L. y Huber
P.J. (1983). Simbdlicamente, llamando

X ={y e R": #(xNy) =n—m}.

Sea
0(Xm) = {0(y) 1 y € Xin}
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o~

y consideremos m* el maximo m de forma tal que 6(X,,) permanece acotado sin puntos de acumu-

lacién en la frontera de ©. Luego

m*

% (Bp; x) = —

En la mayoria de los casos interesantes, €;, no depende de x y tiende al punto de ruptura asintéti-
co, cuando n tiende a infinito. Se puede probar que para estimadores de posicién equivariantes

. 1 |n—-1
R e

y esta cota sirve para M-estimadores con 1 impar y acotada. Para la media a-podada, m* = [na]
entonces € ~ « para n grande.



Capitulo 2

Regresion Lineal

Sean x;1, ..., ¥;p variables explicativas y sea y; la variable respuesta o dependiente, de las cuales
se tienen n observaciones, ¢ = 1, ..., n. Estas variables se relacionan mediante el modelo lineal:

P
Yi :injﬁgj—i—ui, t1=1,...,n (2.1)
j=1
donde fp1, ..., Bop son los pardmetros desconocidos que se quieren estimar y los errores u1, ..., u, son
variables aleatorias. También, podemos expresar al modelo lineal matricialmente de la siguiente ma-
nera: y = X3, +u siendo X € R™*P la matriz que tiene de columnas a las variables explicativas, 3,
el vector columna p-dimensional de los parametros desconocidos, y = (y1, ...yn)’ v u = (u1, ..., un)’
los vectores columna de la variable respuesta y del error, respectivamente.

En el caso que el modelo posea un término constante, el pardmetro desconocido asociado se
denomina ordenada al origen y la matriz X resulta con una columna de 1’s.

Los valores ajustados 7; y los residuos r; del modelo para un vector 8 son y;(8) = x,8 y

ri(B) = vi — i(B).

Las variables explicativas o independientes pueden ser fijas o aleatorias. Vamos a estudiar los
dos casos.

2.1. Variables Explicativas Fijas

Recordemos que el estimador de minimos cuadrados (EMC) bajo un modelo lineal estd dado
por

n
_— , :
Buc = arg-ggﬁ;;n 8).
1=

Diferenciando con respecto a (3 tenemos

n

Zri(BMC)Xi =0, (2.2)

=1

que es equivalente a resolver las denominadas ecuaciones normales, dadas por

X'XBye = Xy.

21
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Cuando X es de rango completo (columnas linealmente independientes asumiendo n > p), garantiza
la no singularidad de X'X, y de esta manera, una forma natural de resolver el sistema de ecuaciones
es multiplicando a izquierda por la inversa de X'X. En tal caso, el EMC es tinico:

Buc = (X'X) ' X'y.

Cuando X no es de rango completo, decimos que hay colinealidad entre las variables explicati-
vas. Esto produce la no identificabilidad de los pardmetros, en el sentido que existen 3, # 3, tales
que X3; = X3y, lo que implica que se tengan infinitos estimadores, todos con los mismos valores
ajustados y residuos.

El EMC cumple con las siguientes tres propiedades, que son deseables para un estimador de
regresion:

= equivariancia por regresion: By,c(X,y +Xv) = Byo(X,y) +v, v €E€RP
= equivariancia por escala: ,@MC(X, Ay) = )\BMC(X, y), AER
= equivariancia afin: BMC(XA, y) = A_IBMC(X, y), A € RP*P no singular

Asumiendo que las u;’s son v.a.iid con E(u;) = 0y Var(u;) = o’y que X es de rango completo,
bajo el modelo lineal (2.1) ,6 e es un estimador insesgado, es decir E(ﬁ me) = Bo, v su matriz de
covarianzas es Var(,@ we) = c2(X’X)71. En el caso que las u;’s son variables aleatorias normales
y X es de rango completo, ,6' Mc €s un vector aleatorio normal multivariado

Buc ~ Ny (8o, o*(X'X)71) .

Ademas, recordando que 7;(3y) ~ u;, el EMC de B, coincide con el estimador de Maxima Verosi-
militud (EMV) puesto que al maximizar

n

1 2 2 1 _ 1 ywn o2
L(ri,....mn; B,0) = H e i (P20 _ — e 27 il 1(,3)7
- oV2m o (2m)n/

y aplicar In, buscamos encontrar (B, o) cumpliendo

(8,6) = arg . min [1 i (”(ﬂ ))2 + ln(a)] . (2.3)

(Bo) [n S\ o

Notese que 3 se obtiene minimizando el primer término, independientemente del valor ¢, resultando
asi ser el estimador de minimos cuadrados. Ademas, diferenciando respecto de 3 y o, deducimos el

siguiente sistema de ecuaciones:
n

> (B )xi =0 (2.4)

=1
T B 1
*Z ( vy ) =3 (25)

por lo que podemos corroborar que 8,5 = Buc-
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En el caso que E(u;) # 0, el EMC serd un estimador sesgado, pero lo notable es que si el modelo
contiene ordenada al origen, el sesgo lo afectara sélo a esta, es decir que si

()

donde Bp € Ry Bp € RP™L, entonces E (BP,MC) = Bp.

Sea p* el rango de X. Si p* < p, X no es de rango completo, pero como todas las soluciones
de (2.2) tienen los mismos residuos aunque (3,;- no estéd definido de manera tnica, un estimador

insesgado de o2 es
1 n N
2 2
s° = E r=(0).
n—p*i i ’( )

Podemos entonces estimar la matriz de covarianzas de 3 1o mediante s2(X'X)~!
Ahora estudiemos estimadores de regresion lineal que combinen robustez y eficiencia.
Asumamos el modelo de regresién lineal donde w; tiene densidad fo(u/o)/o, siendo o el parame-
tro de escala. Las y;’s son variables aleatorias independientes pero no estdn idénticamente distri-
buidas, de hecho tienen densidad: /
%fo (y Gx,ﬂ) .

La funcién de verosimilitud para 3 y o es

por lo cual maximizarla equivale a

(BarvGuy) = arg. min [1 > o (mffﬂ)) + ln(a)]

(Byo) | N =
donde pg = —In(fy). En particular, tenemos que B My satisface
ri(8)
ﬁ =ar mm < . 2.6
MV g- Z Gy (2.6)

Por otra parte, diferenciando con respecto a 8 y o se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Zw (rz BMV))xzzo (2.7)

oMV

72 <7’z Buv) ) -1 (2.8)

oMV

siendo vo(z) = x Yo(x).
La condicién (2.6) motiva la siguiente definicién para los M-estimadores de regresién

B = arg. min "1 p (Ti(fa)> (2.9)

BERP o
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donde p es una p-funcién y o puede ser estimado previamente o simultdneamente por

1< (B
-~ Zpescala (T E\B)> = 57
n i—1 g

con 0 € (0,1). Ademds, se obtiene el andlogo de las ecuaciones normales, diferenciando respecto de

zn:w (”?) x; =0 (2.10)
i=1

con 1) = p.

Estudiemos ahora el punto de ruptura de los estimadores presentados.
Supongamos que la matriz X tiene rango completo. Como X estd fijo pero y es un vector
aleatorio, el PRM para la regresién viene dado por

con m* = max{m > 0 : B(X,ym) estd acotado para todoy,, € YV} donde Yy, es el conjunto de
vectores en R" con al menos n — m elementos en comin con y. En particular, el EMC tiene punto
de ruptura £* = 0.
Denotemos k* = k*(X) a la méxima cantidad de x; que se encuentran en el mismo subespacio
de dimensién < p:
k* = max{#(0'x; =0) : 6 € RP,0 # 0}. (2.11)

En general, cuando la matriz X no tiene rango completo, se redefinen m* y k* como

m* = max{m > 0: XB(X, ¥, estéd acotado para todoy,, € Vi },

k* = méx{#(0'x; = 0) : 0 € R?, X6 # 0}.

En la seccién 4.9.3 del libro de Maronna R.A., Martin R.D. y Yohai V.J. (2006) estd demostrado
que para estimadores equivariantes por regresién

donde m},,, = [=2=] < [%52] pues k* > p — 1 siempre.

2.2. Variables Explicativas Aleatorias

A continuacion presentaremos estimadores y propiedades de los mismos que seran de suma im-
portancia a lo largo de este trabajo.

En el caso de diseno de experimentos, los x; no resultan fijos si no que son vectores aleato-
rios. Por lo tanto bajo el modelo de regresién lineal, las u;’s son v.a.i.i.d independientes de los
x;’s. El analogo de asumir X de rango completo en el modelo donde estan fijas, es suponer que
la distribucién de x; no se concentra en ningtin hiperplano, es decir P(a’x; = 0) < 1 para todoa # 0.



2.2. VARIABLES EXPLICATIVAS ALEATORIAS 25

Para el EMC obtenemos E(BMC|X) =08y Var([Ai’MC|X) = 02(X'X)~! la matriz de cova-
rianzas, cuando Var(u;) = o2. También se cumple que condicional a X el EMC resulte normal
multivariado con los mismos pardmetros definidos con la X fija siempre que se supongan las u;’s
normales.

Para obtener estimadores de regresién robustos donde tanto las x; como las y; puedan ser
outliers, es necesario usar M-estimadores B que sean solucién de (2.9) con p acotada y un alto
punto de ruptura de la escala preliminar o. En tal caso 1) = p’ resultard redescendiente dado que

es simple verificar que una funcién p con 1 mondtona no sera acotada.

Vamos ahora a introducir los S y MM estimadores de regresién. Sea r(8) = (r1(8), ..., (8))
un vector de residuos. Para cada 3 sea &(3) un M-estimador de escala para r(3), definido por

MCR

ri(B)
a(8)
con p una p-funcién acotada y 6 € (0,1). El estimador de regresién resultante

~

Bs = arg. min 7(B) (2.12)

se denomina un S-estimador. También se define la S-escala de los residuos con

o9 = g&g’ a(B) (2.13)
Lamentablemente, los S-estimadores con p suave no pueden tener simultdneamente alto punto
de ruptura asintético y alta eficiencia. De hecho en el trabajo de Hossjer (1992) se demuestra que
la eficiencia asintética (bajo normalidad de los errores) de un S-estimador con punto de ruptura
igual a 1/2 es 0,33.
Yohai (1987) logra superar esta limitacién, introduciendo los MM estimadores, que combinan un
alto punto de ruptura y alta eficiencia bajo errores normales. Para obtener el estimador propuesto
por Yohai, consideremos py y p1 dos p-funciones acotadas tales que py > p1. Sea gy la S-escala
definida en (2.13) utilizando po. E1 MM-estimador es el M-estimador construido con p; que utiliza
0o por escala. Es decir, B’ MM €s aquel que minimiza

LB =3 p (2). (2.14)

Equivalentemente, podemos escribir

~ 1 & :
Bun = arg. min > 1 (Tﬁm> . (2.15)

=1

2.2.1. Punto de Ruptura de MM-estimadores

Focalizaremos nuestra atencion en el PARM de B Consideremos z; = (x;,¥;) y escribamos al
estimador dependiendo de los datos, o sea 3(Z) con Z = {zy, ..., z, }. Por lo tanto resulta

*
e ="" donde m*= méax{m > 0 : B(Z,,) estd acotado para todoZ,, € Z,,},
n
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y Zm es el conjunto de vectores en R™ con al menos n — m elementos en comtn con Z. Como nos
encontramos en la situacién donde varian tanto x; como y;, el m* recién introducido resulta ser
menor o igual al presentado antes, en la seccién 2.1.
Ademss se puede probar que, para estimadores equivariantes por regresién, vale la misma cota
para €* con k* como se define en (2.11). Es mas,
. 1-c

Emar = 5 siendo ¢ = %1;28( P(6'x = 0),

segln se afirma en la pagina 130 del libro de Maronna R.A., Martin R.D. y Yohai V.J. (2006).

2.3. MDM-funcionales
Supongamos que tenemos el siguiente modelo de regresion lineal
vi=0xi tu, i=1,...,n, (2.16)

con y;, u; € R, x; € RP, B, € RP, u; independiente de x;.

En este Capitulo, hemos definido a los MM-estimadores en su versién muestral. Ahora, es
conveniente escribirlos en la forma funcional. Incluimos también los S-funcionales de regresién,
pese a que en el préximo capitulo sélo utilizaremos los MM.

Consideremos un conjunto G de distribuciones en RPT! para (x,y). Para determinar el MM-
funcional de regresién Tasp(G), para G € G, consideremos pg > p1, dos p-funciones acotadas. La
funcién pg es aquella que define a S(G) el funcional de dispersién de la distribucién de los errores,
como se detalla a continuacion.

Sea S*(G, B) con G € G, la solucién de
y— B'x
E = || =9 2.17
oo (5 m)] 240
donde ¢ € (0,1). Luego el funcional de dispersién S(G) esta dado por

S(G) = min 5°(G.B) (2.18)

mientras que el S-funcional de regresién esta dado por

Ts(G) = arg.élé% S*(G, B). (2.19)

Finalmente, el MM-funcional de regresion se define siendo

()

Notemos que, teniendo una muestra (X1,y1), ..., (Xn,Yn), el MM-estimador de regresién ,B MM
definido en (2.15) coincide con T (Gr), donde G, es la distribucién empirica de la muestra,
y lo mismo ocurre con el S estimador de regresion. Es decir, tenemos que B = TMM(@n) y
BS = Tg(@n). La Fisher-consistencia de estos funcionales bajo el modelo de regresiéon junto con
la continuidad débil de los mismos permiten deducir la consistencia de los estimadores, siendo que

P(Gn —w G) = 1 (Glivenko-Cantelli).

Tyvm(G) = arg . min, Eq
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El punto de ruptura asintético de Thsps es
e*=min{d,1 -6 - C(G)}

donde
C(G) = supPg(v'x = 0), (2.21)
Y#0
similar a la igualdad mencionada al final de la subseccién anterior. El maximo punto de ruptura se
alcanza cuando § = (1 — C(G))/2 y su valor es (1 — C(G))/2, que es el maximo punto de ruptura
para funcionales equivariantes por regresion.
Los MM-estimadores para regresiones lineales combinan el punto de ruptura mas alto posible

con eficiencia bajo normalidad tan alta como se desea, lo cual estd demostrado en el trabajo de
Yohai (1987).

2.3.1. Consistencia de Fisher y Continuidad del MM-funcional de Regresion

El siguiente resultado permite garantizar la Fisher-consistencia de los funcionales de regresién
MM y S.

Lema 2.3.1. Consideremos (x;,y;) con distribucion G satisfaciendo el modelo lineal (2.16). De-
notemos con fo a la funcion de densidad de u;. Supongamos que fo satisface la condicion (B1) y
p satisface la condicion (B2) del Lema 1.5.5. Si S(G) > 0 y para todo v # 0 P(y'x; = 0) < 1,

Demostracion. Sea B # B, y llamemos v = 3 — By.

sor=r (o (")) =2 0 (" ™))

- (o(537)) == [ (55|

tiene un unico minimo en B3y.

Como

resulta que
L(B) = E(g (vx:)).
Ademas es claro que L(B,) = ¢g(0). Luego
L(B) — L(By) = E(g (v'xi) — 9(0)).

Por lo tanto, usando el Lema 1.5.5 tenemos que por el {tem (ii) g (y'x;) — g(0) > 0, y por el item
(iii), P(g (4'x;) — ¢g(0) > 0) > 0 dado que P(vy'x; = 0) < 1. Entonces podemos denotar por W a la
variable aleatoria W = g (v'x;) — ¢(0) que cumple: W > 0y P(W > 0) > 0. En conclusién

L(B) = L(By) = E(W) >0

lo cual afirma que B, es minimo de L. O
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Corolario 2.3.2. Consideremos (x;,y;) con distribucion G satisfaciendo el modelo lineal (2.16).
Denotemos con fy a la funcion de densidad de w;. Supongamos que fy satisface la condicion (B1)
y S(G) > 0.

(i) Si p1 satisface la condicion (B2) del Lema 1.5.5, el MM-funcional de regresion estd univo-
camente definido y satisface que Thrar(G) = By-

(ii) Si po satisface la condicion (B2) del Lema 1.5.5, el S-funcional de regresion estd univoca-
mente definido y satisface que Ts(G) = By.

Demostracion. El item (i) se deduce inmediatamente de la definicién del MM-funcional, combinado
con el Lema 2.3.1. Para mostrar la Fisher-consistencia del S-funcional de regresién, notemos que
puede ser visto como

Ts(G) = arg-ﬂné%; Eg {Po (y’s_(g)x’ﬂ :
O

Por ltimo, mencionamos el resultado de continuidad de los S y MM funcionales que se deducen
de los resultados presentados en el trabajo de Fasano et. al (2012).

Lema 2.3.3. Consideremos (x;,y;) con distribucion G satisfaciendo el modelo lineal (2.16). De-
notemos con fo a la funcion de densidad de u;. Supongamos que fo satisface la condicion (B1)
y S(G) > 0. Si0 <1—c(Go) with ¢(G) definido en (2.21), entonces S(G) y Ts son débilmente

continuos en G. Si ademds
vi — T (G)'x;
E 1-—
¢ {” < S(G) <1-elG),

entonces Thrpr es débilmente continuo en G.

Terminamos el capitulo mencionando la consistencia de los S y MM estimadores, como conse-
cuencia de la Fisher-consistencia, la continuidad de los funcionales y el Lema de Glivenko-Cantelli.



Capitulo 3

Estimacion de Posicion con Datos
Faltantes

En este capitulo presentaremos una nueva propuesta para estimar medidas de posicion de cierta
variable respuesta en el contexto de datos faltantes. Estudiaremos, ademds, algunas propiedades
de esta nueva propuesta que es el resultado de modificar levemente la introducida en el trabajo de
Sued y Yohai (2012).

3.1. Estimadores de Posicion con Datos Faltantes

Supongamos que se tienen observaciones y; de una variable respuesta, que por alguna circuns-
tancia no son observadas en algunos individuos. Un problema clésico consiste en estimar F(y;), la
media de la variable respuesta y;. Suponiendo que se tienen variables explicativas asociadas a esta
variable respuesta x; que son observadas para todo indice 7, para identificar el pardmetro de interés
con la distribucién de los datos observados se asume Missing at Random (MAR). Este supuesto
establece que la distribucién condicional de las respuestas dado el vector de variables explicati-
vas permanece igual sin importar si la respuesta también es observada. Para ser més especificos,
consideremos la variable dicotémica a; tal que

1 sila i-ésima variable respuesta es observada

0 sino
La condicién MAR afirma que
P(CL@ = 1\xl~,yi) = P(CLZ‘ = l\xi),

0 equivalentemente

yil|Xi ~ yilxi,a; = 1.

Asi obtenemos que
E(yi) = E(E(yilx:)) = E(E(yixi, a; = 1)).

Esto sugiere estimar E(y;) basado en un modelo de regresién con E(y;|x;) = g(xi, B), ajustando
B de manera de utilizar sélo los pares (x;,y;) para los cuales la respuesta y; es observada. Luego

estimamos E(y;) con Y ;" g(xi, B)/n.

29
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E(y;) es la medida de posicién clasica, sin embargo no es robusta. Por esta razén, es necesario
cambiar el objeto estadistico de interés: estudiaremos estimadores consistentes de

po =T(F) (3:2)

siendo 71" un funcional de posicién débilmente continuo en F', la distribuciéon de y;. La propuesta
asumira que las covariables x; se relacionan con la respuesta mediante el modelo lineal

yi = Bo X + ui, (3.3)

con y;, u; € Ryx; € RP, By € RP, u; independiente de x;. Es més, para garantizar el cumplimiento
de la condiciéon MAR, asumimos que u; es independiente de (x;,a;) y que su distribucién satisface
la condicién (B1) enunciada en el Capitulo 1.

Nétese que siendo T' continuo en F', para estimar T'(F') basta considerar T'(F},), siendo F;, una
sucesion de distribuciones que converge a F' débilmente.

El procedimiento propuesto por Sued y Yohai (2012) consiste en los siguientes pasos.

= Consideran Bn, un estimador de B3,, que se obtiene al ajustar de manera robusta el modelo
lineal, utilizando sélo los pares (x;,y;) tales que a; = 1. Dicha estimacién se puede realizar
dado que u; y a; son independientes.

= Luego consideran la siguiente muestra ficticia
~SY o~ A .
Yy =ui+Bpx;, i,j€{l,.,n}a=1,

donde, para ¢ con a; = 1,
~/

u; = yi — BpXi,
y, denominando ds a la funcién de distribucién del punto masa s, estiman F' con
H* = a; Opsy . (3.4)
n n Zz e ; ]Zl Yij

es decir

H;(y) = nzl > ZZaz Ligsy <y

zl]l

» Finalmente, estiman T'(F') con T(ﬁ,’;)

Los autores prueban la consistencia del estimador, encuentran su distribucién asintética y ob-
tienen una cota inferior para el punto de ruptura del procedimiento.

En este trabajo presentamos una nueva propuesta para estimar F. La diferencia radica en que
cuando a; = 1 el valor ﬂgy se reemplaza por y;. De esta forma esperamos mitigar el efecto de la
presencia de outliers, obteniendo un estimador con mayor punto de ruptura.

3.2. Nueva Propuesta de Estimacion

Sea
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de cardinal C(A) = m, por lo cual

~ -~/
Sea 3,, el estimador de 3 ya introducido. Para cada i € A, llamemos u; = y; — 3,, X;. A partir
de la muestra obtenida, consideramos la siguiente muestra ficticia de tamano nm

~ =/ ) .. . C
Gy = WP s A ed (35)
Yi sii,j e A

Definimos un nuevo estimador F,, dado por la funcién de distribucién empirica en ;;:
= —ZZ dy,a;a; + 0y, al( — 25%044——225 a;(1— . (3.6)
i=1 j=1 i=1 j=1

Luego, estimaremos p por R
Iin = T(Fy) (3.7)

Noétese que podemos reescribir a Fj,, como combinacion convexa de funciones de distribucién
empiricas de la siguiente manera

~ 1 &
:mmlz;éyiaiJr(l?:) ( Zzéyual

11]1

Mas aun, si definimos

B = o= D (- a)dy (3.8)

. 1
Kp=—r— ais . 3.9
T 39

Ahora nece81tamos utilizar la definicién de la convolucién entre dos funciones de distribucion: sean
U ~ Fiy Vo~ Fy

(Fy * Fy)(s /F1 s — 2)dFy(x) = Ep, (Fi(s — U))

_ /Fg(s — 2)dF\(z) = Er, (Fa(s — 7))
donde * denota la convolucién entre dos funciones de distribucion, y entonces tenemos que
1< m\ ~ -~
L (1 — ) By xR, (3.10)
n n

Notemos que, a diferencia de la propuesta hecha en Sued y Yohai (2012), nosotros aprovechamos
las respuestas observadas y no las predecimos. De esta manera, obtenemos un procedimiento con
mejor cota inferior para el punto de ruptura.
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3.3. Consistencia

Enunciaremos a continuacién uno de los principales resultados de este trabajo.

Teorema 3.3.1. Sea ﬁn definida en (3.6), siendo ,@n un estimador fuertemente consistente para
By- Entonces:

(a) {F,} converge débilmente a F c.t.p., es decir P(F, = F) = 1.

(b) Asumiendo que T es un funcional débilmente continuo en F, tenemos que fi, = T(ﬁn) converge
c.t.p. apo=T(F).

La demostracion del Teorema 3.3.1 requiere de los siguientes resultados auxiliares. La demos-
tracién del préximo lema se encuentra en el Apéndice mientras que los dos sucesivos resultados que
le siguen se encuentran demostrados en Sued y Yohai (2012).

Lema 3.3.2. Sean {2} una sucesion de v.a.i.i.d. en RF, h : R¥ x RP — RY una funcién continua
y {¢;} una sucesion de variables Bernoulli i.i.d. Supongamos que {83, }nen €s una sucesion de
estimadores fuertemente consistente de By € RP. Consideremos

1 n
H, = ——— o, =
Ho ~ h(z1,Bp)le1 = 1.
FEntonces ﬁn converge débilmente a ﬁo c.t.p., es decir

P(H, — Ho) = 1.

Lema 3.3.3. Sean {K,}nen ¥ {Rn}tnen dos sucesiones de funciones de distribucion y sean Ky y
Ry dos funciones de distribucion. Si K, —, Ko y Ry, — Ro, entonces Ky, x R, —, Ko * Ry.

Lema 3.3.4. Sea {(a;,z)} una sucesion de vectores aleatorios independientes e idénticamente
distribuidos, a; con distribucion Bernoulli y z; € R, Entonces

sup
2ERM

-0 ctp.

1 n
~ Y ailpney — B (a1l <z)
=1

Demostracién del Teorema 3.3.1 Recordemos que podemos escribir a F;, como

~

~ 1 n m ~
o= n;%aﬁ (1= B x R

con R, y K,, definidos en (3.8) v (3.9), respectivamente. Del Lema 3.3.4 podemos deducir que

n

1
sup | ;:1 a;dy, (z) — Pla=1)F, _,(2)

—0 ct.p.

Sea Ry la funcién de distribucién de B x; para los i tales que y; es faltante, o sea para los a; = 0:
Ro ~ B Xi|a;—0- Sea Ky la funcién de distribucién de u;. Veamos que F\a1 = Ry * Kj.
Sabemos que

=0

P(Byx+u<s,a =0)
IP’(al :0)

ﬂalzo(s) = P(IBBX +tu g S|(l1:0) =
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En particular,

P(Byx +u < s,a1 = 0) = E(I(_ o0 6x{0} (Bo X + u,a1))
= E[E(I(—co,5x {0} (Bo X + 1, a1)[u)]. (3.11)

Usando la independencia existente entre las variables u y X, y u y a1, tenemos que

E(I(— 00,5 x {0} (B0 X + u, a1)|u=t) = E(I(—c0,5)x {0} (Bo X +t,01) u=t)

E(I(—oo.sxg0}(Bo X + t,a1))
P(Byx+t<sa=0)=P(Byx<s—ta =0)
P(Byx < 8 — t|la,=0)P(a1 = 0) = Ro(s — t)P(a; = 0).

Por lo cual (3.11) resulta ser
]P)(/Bé)x +u< S,a1 = O) = E(Ro(s — U))P(al = 0)

y entonces
Fj, _o(s) = E(Ro(s — U)) = (Ro * Ko)(s).

Nétese que m/n — P(a; = 1) y en consecuencia 1 — m/n — P(a; = 0). Por el Lema 3.3.2 se
observa que P(R,, = Ro) =1y P(K,, = Ko) = 1. Ademads, dado que F' se puede escribir como
la siguiente combinacion convexa de funciones de distribucién

F(z) = F, ., (2)P(ar = 1) + F, _,(2)(1 = P(a1 = 1)),

resulta que si z es un punto de continuidad de F', también es punto de continuidad de F|a1:1 y de
Fj, _,- En conclusién, utilizando el Lema 3.3.3, queda probado el ftem (a). Para (b) sélo se usa la
contlnuldad débil de T'. (I

3.4. Estimacion de los Parametros del Modelo de Regresion

Sean (x1,Y1), ..., (Xn, Yn) satisfaciendo el modelo lineal (3.3). Denominemos {F'} a la sucesién
de distribuciones empiricas asociadas a los pares (x;,y;) observados, o sea i € A. Por lo tanto,

E :az (xi,yi)
@i s

z 1

Asi podemos estimar a 3 por R
Bn = Tnm (Fy).

Utilizaremos un MM-funcional usando pg y p; en la familia bicuadrada. Para poder afirmar
que 3,, resultard un estimador fuertemente consistente de 3, nos remitiremos a los resultados de
Fisher-consistencia y continuidad enunciados en la ultima seccion del capitulo anterior.

Lema 3.4.1. Consideremos (x;,y;) con distribucion F satisfaciendo el modelo (3.3), y sea
F* ~ (x4,Yi)|a;=1- Asumamos que Pp«(a’x; = 0) < 1para todoa # 0. Denotemos con fo a la
densidad de u; y supongamos que fo satisface la condicion (B1) del Lema 1.5.5. Supongamos que

S(F*)>0,0<1—c¢(F*) y Ep~ ( (yl (BO’)"» < 1—c(F*). Entonces,
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Las funciones pg y p1 estan determinadas por los valores kg y ki, en el libro de Maronna
R.A., Martin R.D. y Yohai V.J. (2006) se recomienda tomar k; = 3.44 puesto que efectia un
buen compromiso entre robustez y eficiencia. Mas ain, corresponde a la eficiencia asintética bajo
normalidad del 85 % respecto del estimador de minimos cuadrados. Grandes valores de k1 permiten
alta eficiencia sacrificando robustez.

3.5. El funcional de Posicion

En la Seccién 3.7 realizamos un estudio de Monte Carlo comparando el estimador presentado en
Sued y Yohai (2012) con nuestra nueva propuesta. Para ello, consideramos los siguientes funcionales
de posicién: la mediana, la media a-podada, y los funcionales Th; y T definidos en el Capitulo 1.
En el Capitulo 1 se estudian condiciones que garantizan la continuidad de estos funcionales.

Cabe mencionar que, como se demuestra en el trabajo de Fasano et. al. (2012), para que el
funcional Ty esté univocamente determinado en F' basta con que la densidad sea fuertemente
unimodal, relajando la condicién de simetria requerida en el Corolario 1.5.6.

3.6. Punto de Ruptura

Sea
W = {(X17y17a1)7-"7(Xn7yn7an)} (312)

el conjunto de todas las observaciones e indicadores de pérdidas. Llamemos W, al conjunto de
muestras obtenidas de W reemplazando no més de ¢ puntos de las observaciones donde las y; son
faltantes por outliers (solo puede ser en x) y a lo sumo s reemplazos correspondientes a los pares
(xi,yi) con y; observada:

Luego si W* = {(x3, vy}, a1), ..., (X5, ¥, an)} € Wy, se tiene

> Lxmy <t

i€ AC

D Tt )i} < 8-
i€ A

Dado un estimador ji,, de g, denotemos

Mis = sup  |1in(W7)|
WH*e Wi

y k(t,s) = méx ( L i). El Punto de Ruptura Muestral (PRM) de un estimador fi, en W es

n—-m’m
e* = min{k(t,s) : Mys = oo}.

En forma coloquial lo que representa el PRM es la menor fraccién de datos atipicos en el
conjunto de las observaciones faltantes o en el de las observaciones vistas, necesaria para que el
estimador no permanezca acotado.

Para obtener una cota inferior del PRM de ji,, el estimador de posicién introducido en (3.7), pre-
cisamos definir el concepto de Punto de Ruptura asintdtico uniforme de un funcional T', introducido
en el trabajo de Sued y Yohai (2012).
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Definicién 3.6.1. Sea T' un funcional. El Punto de Ruptura asintético uniforme (PRU) de T es
el supremo de todos los € > 0 satisfaciendo la siguiente propiedad:
para todo M > 0 existe K > 0 que depende de M y tal que si

Pr(ly <M)>1—-¢ = |T(F)|<K. (3.13)

En el trabajo de Sued y Yohai (2012), los autores demuestran que, bajo determinadas condicio-
nes, el PRU ¢}, de un M-funcional de posicién satisface:
(i) ef; > min{0,5,0} si p1 es convexa y 1, es acotada.
(ii) €f; > min{1 — 9,0} si p; es acotada con p; < po.

También demuestran que el punto de ruptura uniforme de la media a-podada es a.

Una cota inferior del PRM de i, dado por (3.7) la brinda el siguiente teorema:

Teorema 3.6.2. Sea W dado por (3.12) y sea Z = {(x;,y;) : i € A}. Supongamos que

B, = Bm(Z), donde Bm es un estimador de regresion para muestras de tamano m. Sea €1 > 0 una
cota inferior del PRM en Z de Elm y sea €9 > 0 una cota inferior del PRU de T'. Entonces el PRM
e* del estimador 1, en W cumple la siguiente desigualdad:

= ~
) ) VP41 -p)(1 —e2) —p
€ >e3=min|e,1— 3.14
conp="r.
Demostracion. Sean t < (n —m)es y s < mes. Definamos
Zs = {Z* — {(Xj,yj) 11 € A} : Z ]I{(x:f’y;«)#(xi’yi)} < 8} .
1€A
Como - < g1 por definiciéon del PRM en Z, podemos hallar M; tal que
sup [18,,(Z%)|| < My,
Z cZs
y por lo tanto podemos encontrar Ms tal que
M.
sup sup |B'x;] < 2 (3.15)
JEAC ||BI| <M, 2
Y M.
sup sup |y — B'xi| < —2. (3.16)
i€A ||BI<M; 2
Ademas, existe M3 > 0 tal que
i |y < My (3.17)
1€

Como consecuencia del modelo con datos faltantes, dado W* € W;, llamamos ,@Z = 3,,(Z%),
con Z* € Z,. Considerando B = {j € A® : Xj = xj} yC={iecA: (x,y) = (xI,y])}, tenemos
que C(B) >n—m—t>(n—m)(1—e3)y que C(C) >m—s>m—me3=m(l—e3).

Llamemos

(3.18)

A*/ * *_A*l * - . A . AC
7t = B, X; +y; B, xi si i€AjeE
K vy si i,jEA
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Entonces tomando M = max(Ms, M3) y usando las desigualdades (3.15), (3.16) y (3.17) obtenemos
que para i € C'y j € B vale ]g?[]] < M, y por lo tanto

C({(i,7) : |55] < M}) > C(C)C(B) +C(C)m > m(n —m)(1 - e3)* + m*(1 — e3).
Luego usando que

| s VP HAA =P =) =P _ v/m® +dn(n —m)(1 —e5) —m
= 2(1—p) 2(n — m) ’

resulta que
C({(3,7) : [y5;] < M}) >nm(1l —eg).
Como hay nm pares (i, j) subindexando @?j, se cumple

Py, 1y < M) > (1-ea),

y como consecuencia de que €2 es una cota inferior del PRU, se concluye que \T(ﬁ;)] <Ky
entonces el PRM del estimador definido por (3.7) es mayor o igual a e3. O

Afortunadamente, este estimador brinda un PRM que es mayor o igual que el estimador que
se presenta en Sued y Yohai (2012). La diferencia entre los estimadores radica en que el estimador
que se propone en esta tesis utiliza los y; observados y sdlo se genera una “muestra ficticia” para
los y; faltantes. En cambio, en Sued y Yohai (2012) se genera la muestra ficticia tanto para los y;
observados como para los no observados.

Si bien Sued y Yohai (2012) dan otra definicién de punto de ruptura para muestras con datos
faltantes, podemos verificar que con nuestra definicién obtenemos la misma cota obtenida por ellos.
Es mas, la cota inferior para el PRM de la propuesta hecha por Sued y Yohai (2012) es

e5” =min (e1,1 - VI —e2). (3.19)
Lema 3.6.3. 57 < 3.
Demostracion. Para todo p > 0y 0 < e <1 vale que
p(V1—e2—(1—¢€9)) >0,
que es equivalente a
(0 - PVI— e + )2 2 B2 +4(1 - H)(1 - 22).

Luego aplicando la raiz cuadrada y operaciones de resta y producto, asumiendo que p # 1, obtene-

- N T e
21— 7) :

1—e92>

que finalmente es equivalente a

VPP + 401 -p)(1 —e3) =
1-VI-e<1- 20— p) ,

lo que permite deducir la desigualdad deseada. O

A continuacién se presentan los cuadros correspondientes a las cotas inferiores del punto de
ruptura de i, = T'(F),), siendo €2 el PRU del funcional débilmente continuo 7, para las distintas
propuestas de estimacién.

En el cuadro 3.1 se puede observar una cota inferior del punto de ruptura de los estimadores
propuestos en este trabajo para distintas proporciones p y distintos €92, y en el cuadro 3.2 figuran
cotas inferiores del punto de ruptura de los estimadores del trabajo de Sued y Yohai (2012) para

distintos valores de €5, asumiendo en ambos casos que €; = 0.5.
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Cuadro 3.1: Cota inferior del Punto de Ruptura de la propuesta de estimacién de este trabajo

Plea| 01 02 03 04 05
0.05 | 0.053 0.108 0.168 0.231 0.300
01 |0.054 0111 0.172 0.237 0.308
0.25 | 0.059 0.121 0.186 0.257 0.333
0.5 |0.068 0.140 0.215 0.296 0.382
0.75 | 0.081 0.165 0.253 0.344 0.438
0.9 |0.092 0.185 0.280 0.377 0.475
0.95 | 0.096 0.192 0.290 0.388 0.488

Cuadro 3.2: Cota inferior del Punto de Ruptura de la propuesta de estimacion de Sued y Yohai

e | 01 02 03 04 05
e3¥ 1 0.051 0.106 0.163 0.225 0.293

3.7. Resultados de un estudio de simulacion por el Método de
Monte Carlo

Para comparar el comportamiento de la propuesta de estimacién de este trabajo y la que se
define en Sued y Yohai (2012) se realizé un estudio de Monte Carlo considerando dos modelos de
regresion lineal:

Modelo 1 La variable y es generada por y = 5x1 + 2 + 3 + 4v + 9 donde x1, 22,23 y v son
v.a.i.i.d. con distribucién A (0,1).

Modelo 2 La variable y es generada por y = 5z1 + 22 + 23 +4v+4 donde z1, 22 y x3 son v.a.i.i.d
2 . . ’ . . .’ . . B
Xi v v se distribuye segin la distribucién N'(0,1) y es independiente de las z;’s.

Podemos observar que en el Modelo 1 tanto y como el error de regresién v poseen distribucio-
nes simétricas, mientras que en el Modelo 2 la variable y es asimétrica y el error de regresion se
mantiene simétrico.

Para ambos modelos, el mecanismo que genera la variable a, que indica cuando el y es observado,
esta dado por

In ( P(a = 1|x1, z2, z3)

=0.1 .
1—[F’(a:1|$1,x2,x3)> 0 5($1+$2+l‘3)

Despejamos P(a = 1|x1, 2, x3) de la identidad anterior:

60.15($1+:E2+Z3)

Pla = 1|x1,x2,a:3) = 1 + e0-15(z1+w2+ws)

asi

0.15(z1+z2+23)
P(a = 1) = B(Tjury) = B(B(Ijaoyy (01,22, 73))) = F ( ‘ )

1 + 60.15($1+.’22+£B3)

Numéricamente se obtuvo que P(a = 1) = 0.5 para el modelo 1 y P(a = 1) = 0.606 para el modelo 2.
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Se estudiaron 62 casos para cada modelo. El primero corresponde al modelo central sin con-
taminacién de outliers. Los otros 61 casos reemplazan al 10 % de las observaciones (x,y)’s por el
mismo valor (x*,y*) con x* = (2,0,0) e y* variando en una grilla de 61 valores equiespaciados en
el intervalo [-20,40]. Usando muestras de tamano 100, se realizaron 1000 replicaciones para cada
uno de los 62 escenarios.

Consideramos 5 funcionales de posicién: la media, la mediana, el M-funcional de posicién con
p1 en la familia bicuadrada con k = 3.44 (BI), el M-funcional de posicién con p; en la familia de
Huber con k = 1.37 (HU), y la media 0.1-podada (MP10). Para ambos M-funcionales de posicién,
utilizamos el funcional de dispersién S(F') definido por (2.18) con pp en la familia de funciones
bicuadradas con k = 1.57 y § = 0.5. Dado que el modelo 1 ofrece una distribucién de y simétrica,
los valores de los 5 funcionales son el mismo y coinciden con el centro de simetria. Por el contrario, la
distribucién de y en el modelo 2 es asimétrica y entonces los valores aproximados de los funcionales
se calcularon por simulacién usando una muestra de tamano 100000. El cuadro 3.3 muestra los
valores exactos de los 5 funcionales de posiciéon para el modelo 1 y valores aproximados para el
modelo 2 que fueron extraidos del trabajo de Sued y Yohai (2012).

Cuadro 3.3: Valores de los Funcionales de Posicion

Modelo | Media Mediana BI HU MP10
1 9 9 9 9 9
2 11 9.47 9.29 10.02 10.05

Se utilizé Bn el estimador de Minimos Cuadrados para estimar el parametro de la regresion
cuando consideramos la media como funcional de posicién, recuperando asi la propuesta cldsica
descripta al inicio del presente capitulo. No obstante, para los 4 funcionales de posicién robustos,
se utilizd, justamente, un estimador robusto: Bn el MM-estimador con p funciones en la familia
bicuadrada. Mas especificamente, se eligio k = 1.57 y k = 3.44 para pg y p1, respectivamente, y
0 =0.5

Para cada uno de los 4 funcionales de posicién robustos, consideramos dos estimadores: el
propuesto en Sued y Yohai (2012), que esta dado por T(EA[;:), con ﬁ; definido en (3.4), y el propuesto
en (3.7). Los resultados de las simulaciones para los modelos 1 y 2 se presentan en los cuadros 3.4
y 3.5, respectivamente. En los mismos, el subindice 1 denotara a los estimadores correspondientes
de Sued y Yohai, y el subindice 2 a los de este trabajo. Las abreviaturas usadas en los cuadros son
como se describen a continuacion:

ECMj el error cuadratico medio cuando no se tiene contaminacién de outliers.
Sesgog el sesgo del estimador considerado sin outliers.

ECM,,,; el maximo error cuadratico medio con outliers, para los 61 valores de y*.
ymax el valor de y* para el cual ECM,,,, se alcanza.

La primer linea del cuadro 3.4 muestra que en ausencia de outliers el estimador clasico es el més
eficiente para el modelo 1, como se espera de variables normales. Bajo el modelo 2, los estimadores
robustos resultan ser mas eficientes que el estimador de la media, como se puede observar en el
cuadro 3.5. Esto se debe a que la distribucion de y tiene colas pesadas. Los resultados que se
observan en los casos donde hay contaminacién con outliers muestran que, para ambos modelos, el
estimador que se propone en este trabajo produce un ECM,,,,,, menor que el correspondiente a los
otros estimadores. Los estimadores que resultan ser mas robustos, segin la propuesta introducida
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Cuadro 3.4: Resultados del método de Monte Carlo para el Modelo 1

Estim. Media Mediana1 BIl HU1 MP101 Mediana2 BIQ HU2 MP102
ECMy 0.60 0.65 0.65 0.62 0.62 0.77 0.67 0.63 0.63
Sesgop x 103 22.8 20.7 19.0 21.7 21.6 6.32 14.0 19.3 20.1
ECM a0z 9.23 4.63 5.02  6.56 6.68 2.98 2.65 4.26 4.62
ymax 40 35 33 40 40 36 25 40 40

Cuadro 3.5: Resultados del método de Monte Carlo para el Modelo 2

Estim. Media Mediana; BI; HU; MP10; Medianas Bl HUy MP10s
ECMj 0.81 0.57 0.60 0.62 0.63 0.68 0.63 0.62 0.64
Sesgog x 103 49.4 20.0 30.1 46.2 61.8 31.9 41.4 50.6 72.8
ECM, 0z 11.93 3.30 3.97 4.47 6.31 2.49 3.40 3.75 6.03
ymax -20 25 29 37 40 25 25 37 40

en esta tesis, para el modelo 1 son Bly, Medianas y HUs, vy para el modelo 2 son Medianas, Bl y
HUs. Notemos que para las construcciones que estamos realizando, la Media 0.1-podada, no resulta
robusta. La razon es que, siendo 0.5 el punto de ruptura del estimador de regresién, de acuerdo con
(3.14) el punto de ruptura del estimador MP103 es < 0, 1, y usando (3.19) el punto de ruptura del
estimador MP10; es 0.0523.

En las figuras 3.1 y 3.2 se comparan los comportamientos de las 2 distintas propuestas de esti-
macion para cada funcional de posiciéon robusto en un entorno de contaminacion de datos atipicos.
Para tal propdsito se graficé el error cuadrético medio (ECM) en funcién del valor outlier y*. Estos
graficos muestran que para el M-funcional de la familia de funciones bicuadradas (BI), la propuesta
aqui presentada parece ser preferible respecto de la de Sued y Yohai (2012) para ambos modelos.
También se puede observar que a medida que crece el outlier, el ECM de la media 0.1-podada
también.
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Figura 3.1: Comparacién de estimadores bajo contaminacién de outliers para el Modelo 1. El color
negro identifica a la metodologia de estimacién introducida en Sued y Yohai (2012), y el rojo a la
propuesta en este trabajo.
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Capitulo 4
Apéndice

Presentamos en este capitulo las demostraciones pendientes.

Demostracion del Lema 1.5.5
Sea A > 0. Como u es una v.a. simétrica, p(u — \) tiene la misma distribucién que p(—u—\) =
p(u+ A). Por lo tanto vale que

9(A) = g(=X), (4.1)

y obtenemos (i).
Para probar (ii) tomemos A > 0 y consideremos la funcién de distribucién de v = |u — A|

Ry(v) =P(lu— A <v)=PA—v<u<A+v).

Luego para v >0
A

Ry(v) = /fo(u)du
A—v

y entonces como fp(u) es mondtona no creciente en |ul,

OR\(v
D)~ o+ o)~ for—v) <0, (1.2
y por consiguiente,
Ry, (v) > Ry, (v) ,para todo v > 0, para todo 0 < \; < Ag. (4.3)

Sea A tal que para 0 < u < 2\, (a) fo(-) es estrictamente decreciente en [0, Ao] y (b) ¥(u) >0
en [0, Ag]. S1 0 < X\ < Ag,v < \g, tenemos que
IR\ (v)
O

<0,

de donde concluimos que
R,\(U) <R0(U), si 0< A< A, 0<v< ). (4.4)

Llamando 7y (u) = R)(u) e integrando por partes, resulta

+oo +oo +00
9(N) = Epy (p(u—N)) = / p(0)ra(w)dv = Ra(v)p(u)]5~ >~ / F () Ra(v)do = a— | $(v)Ra(v)do
0 0 0

43
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y 81 0 < A\ < Ay usando (4.3)

“+o0o
9(A2) —g(\) = /w(v)(Rxl (v) = Ry, (v))dv > 0 (4.5)
0

queda probado (ii). También tenemos para 0 < A < )

Ao +o00
mn—gmw=/wwx%u0—memW+/wwxmmo—Rxme
0 Ao

y como para 0 < v < Ao, por (4.4) y por ¥(v) > 0 se tiene

Ao
/ B(0)(Ro(v) — Ra(0))do > 0
0

+00
[ 601 - R 20,
Ao

Luego

g(A)>g(0)si0< A< X

y recordando (4.5), resulta que
g(A)>g(0)si0< A< o0.

Finalmente utilizando (4.1) llegamos a que
g(A) > g(0) st A#0

o sea (iii).0]

Demostracién del Lema 1.5.7
Como u ~ —u y 1 es una funcién impar, entonces (u — A) tiene la misma distribucién que
(—u—X) = —1(u+ A). Por lo tanto vale que

Ery(P(u— X)) = —Er,(¥(u+A)),

o0 sea que
9(=A) = —g(N)
Asi queda probado (i).
Sean \1 < Ag.
9(M1) —9(h2) = Ery(¢(u = A1) — P(u — Ag)). (4.6)

1 es una funcién mondtona no decreciente y u — Ay > u — Ao, por lo que resulta
PY(u— A1) —(u—2A2) >0

y entonces
9(A1) = g(x2) 20,
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quedando demostrado (ii).

Por tltimo, para probar el item (iii), usando las hipétesis (1) y (2), existe a > 0 tal que si
lu| < a, ¥ es estrictamente creciente y fo(u) > 0. Tomemos 0 < A < a. Apliquemos (4.6) a \; =0
y A2 = A. Al ser g una funcién impar, ¢g(0) = 0. Por lo cual

—9(N) = Er (¢Y(u) — P(u — X))

Luego
+o00o

9N = Er(¢(u = A) = ¢(u)) = / ((u—=A) =¥ (u)) fo(u) du.. (4.7)

—00

Sea R(u, ) = (¢¥(u — N) —¥(u)) fo(u). Es claro que
R(u,\) <0 para todowu. (4.8)
Por otro lado, si A > 0y 0 <u < X < a tenemos que |u — A| < a, y entonces
R(u,\) <0. (4.9)
Podemos reescribir (4.7) de la siguiente manera

A
= /R(u,/\)du—i—/R(u,)\)du—i— /R(u,)\)du:ll—i—lg—i—lg.
0

I; <0,5=1,2,3 por (4.8). Ademas, usando (4.9), I> < 0. Por lo tanto, si 0 < A < a, g(A) <0,
y si )\ > a, por el {tem (ii) g(\) < g(a) < 0.0

Demostracién de la Proposicién 1.6.2 Para una G dada, sea
F.=(1—-¢)F +¢G (4.10)

y sea pe = p(F:). Por definicién, p. es solucién de Efp (¢¥(z — pe)) = 0. Entonces aplicando el
operador esperanza en (4.10) tenemos

(1 —e)Er(y(x — pe)) + eEa(y(x — pe)) = Er. (Y(z — pe)) = 0.

Sea ¢ < £*, el punto de ruptura asintético del M-funcional. Luego, existe ¢ > 0 tal que
|pe| < ¢ para todo G. Tomando G = §,,, la funcién de distribucién del punto masa z( tenemos que
(1 —e)Ep(¥(x — pe)) + ep(zo — pe) = 0. Sabiendo que
ltm (o — e) = ko

xro—+00

y asumiendo que ¥ es no decreciente, ¥ > —k;, entonces

0=(1—e)Ep(y(r - pe)) +epp(xo — pe) = (1 —€)(—ka) + ep(wo — pe)-

Luego 0 > —ki(1 — €) + ke, lo que implica que ¢ < ﬁ := ¢}. Tomando z¢p — —oo se obtiene

k2 e X
analogamente ¢ < =2 := £5. Por lo cual

ml’n{kl, kg}
k1 + ko

*
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Ahora queremos probar la desigualdad opuesta. Sea € > £*. Por definicién de punto de ruptura,
sabemos que existe {G, Jnen tal que e, = i((1 —¢) F +eGy) no estd acotada. Sea, entonces { e, }
una subsucesién que, por el momento, supondremos converge a +oo. Por lo tanto, para cada =,
T — flen; — —00 y como ¥ < kg, nos queda que

0<(1—¢) im Ep(Y(z — pepn,)) + eka.

J—+oo

Usando el Teorema de Convergencia Mondtona:

lim Ep((x = pen;)) = Erp( 1m (2 = pien;))) = ¢(—00) = —k1

Jj—+oo Jj—+oo

obtenemos 0 < —k1(1 — ¢) + kg 0 sea que € > €7. Si jie; — —00 se tiene € > e5. [

Demostracién del Lema 3.3.2
La convergencia débil puede ser caracterizada por la siguiente propiedad:

H, =, H< lim | fdH, = /de para toda f € Cy(R)

n—oo

donde Cy(R) es el conjunto de funciones continuas y acotadas. Consideremos

n

~ 1
Hy = Z" c;i Zci(sh(ziﬂo)’

=1 =

Veamos que ﬁn converge uniformemente a ﬁo c.t.p. Para ello, utilizaremos el Lema 3.3.4, que
garantiza que

sup
z

—0 ct.p.

1 n
=~ il py<ar = E (1 (e py)<a)
i=1

Luego, notando que >, ¢;/n converge a P(c; = 1) c.t.p., podemos concluir la convergencia
uniforme deseada. Resta encontrar un conjunto de probabilidad 1 que verifique

El}rl ’/fdﬁ[n - /fdﬁn =0 paratoda f € Cp(R).

Observemos que

n n

[t = >t (e B)) v [ fal = < Y af (b2, By).
1 12- 1 2 1 Ci

Z i=1

por lo cual usando que ¢; <1

|

D |7 (e Bu)) = £ (oo B Tgmsy 4211 s ZI{HZZH%}

C;
Z1’z‘:1

Llamando
Cr ={(z,8): |]z[]| < K,[|B — Bol| <1},

conjunto compacto, tenemos que f o h : Cx — R es uniformemente continua, o sea dado ¢ >
07 existe 0 >0 tal que si (Zini) € CK y H(zla/ﬁl) - (ZQ)IBZ)H < 57 entonces ‘f(h(ZL,Bl)) -
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f(h(z2,B5))| < €. Por la consistencia fuerte de 3, y sabiendo por la Ley de los Grandes Niimeros

que
n 1

— )
D e Ci E(c1)

con probabilidad 1 existe ng entero aleatorio tal que ||Bn — Byl| < 0 para toda n > ng. Luego

Usando otra vez la Ley de los Grandes Numeros,

1 n
—n ¢t 2||f‘|007 ZI{HZiH>K} para toda n > ng.
7, 16 21—1 ii:l

Z {lzill>K} = F ( N P(||zi|| > K) c.t.p. para todo K.

Finalmente, con probabilidad 1

2l
= By T B

El resultado buscado sale de hacer tender ¢ - 0y K — +o00.0]

P(||z;|| > K) paratodo K ypara todo € > 0.

lim '
n—oo
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CAPITULO 4. APENDICE
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