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Introduccion

Un Sistema Dinamico es un sistema que evoluciona con el tiempo, el cual puede
modelarse por un sistema de ecuaciones diferenciales, si el tiempo es continuo, o por
un sistema de ecuaciones en diferencias, si el tiempo es discreto.

Muchas veces, el interés no esta en encontrar soluciones exactas a las ecuaciones
que definen dichos sistema dindmicos, sino mas bien en poder contestar preguntas
como si el sistema se estabiliza a largo plazo o si el comprtamiento del sistema a
largo plazo depende de las condiciones iniciales. Es decir, el foco estd puesto en
hacer un analisis cualitativo del sistema, en muchas oportunidades porque es dificil
o imposible hallar explcitamente las soluciones.

Uno de los objetivos principales, es encontrar los puntos fijos del sistema, es decir
los estados que son constantes en el tiempo. Analizar si dichos puntos son atractores,
es decir si ante un estado inicial cercano, a largo plazo el sistema se ve atraido por
dicho estado. También es de gran interés estudiar los puntos periddicos de dichos
sistemas, son estados del sistema que se repiten en forma ciclica.

También es de interés el estudio de los sistemas que se comportan de forma com-
plicada e impredecible, los cuales se llaman sistemas cadticos.

Haciendo un poco de historia, los Sistemas Dindmicos comienzan a estudiarse,
aunque no con este nombre, hace cuatro siglos aproximadamente. Los principales
referentes, sin duda dejando a muchos sin nombrar, son:

Newton (1642 - 1727), fisico y matemadtico inglés, y Leibniz (1646 - 1716),
matematico aleman, que nos legaron las ecuaciones diferenciales como principal
herramienta para modelar la descripcion de fenémenos fisicos que evolucionan con
el tiempo.

Poincaré (1854 1912), matematico francés, fue el primero en considerar la posi-
bilidad de caos en un sistema determinista, en su trabajo sobre 6rbitas planetarias.

George Birkhoff (1884 - 1944), matematico estadounidense, que profundizé los
estudios de Poincaré.
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Lorenz (1917- 2008) matemaético estadounidense, uno de los pioneros en el desa-
rrollo de la teoria del caos.

Stephen Smale (1930- ), matematico estadounidense, quien gané la medalla Fields
en 1966 por sus importantes aportes a los sistemas dinamicos.

Dada la cantidad de trabajos escritos acerca de Sistemas Dinamicos, y los que
se siguen escribiendo, cabe preguntarse cudl es la importancia de este tema. Para
los que tenemos un gran gusto por la Matematica, estudiar Sistemas Dindmicos
nos puede resultar una actividad lidica y poética, pero esto no suele resultar una
buena respuesta a aquellos que preguntan cudl es su utilidad. La real importan-
cia de este tema es la aplicacion que tiene en diversas disciplinas, como la Fisica,
Biologia, Economia, Computacion, diversas ramas de Ingenieria, Ciencias Sociales,
por nombrar alguna de ellas. Por ejemplo es de interés estudiar como varia una tasa
de interés o un precio con el tiempo (Economia), cémo varia la poblacién de cierta
especie con el tiempo (Biologia), cémo varian las relaciones laborales con el tiempo
(Ciencias Sociales), cémo varfa el clima con el tiempo (Meteorologia)

En este trabajo nos concentramos en las soluciones periddicas de sistemas
dinamicos discretos. Lo interesante, es las diferentes formas en que se puede atacar
este problema.

Podemos encontrar orbitas peridédicas de una forma bastante artesanal, es decir
imponiendo condiciones que transforman el problema en resolver ecuaciones alge-
braicas.

Otro enfoque para hallar soluciones periddicas es transformar el problema en hallar
puntos fijos de una funcién. Aqui se ve una de las utilidades de tantos teoremas de
punto fijo, que estudiamos en los diferentes cursos de analisis.

Y el dltimo enfoque que vamos a mostrar en este trabajo, es usar el Célculo
Variacional para hallar soluciones periddicas. Consiste en transformar el problema
en hallar puntos criticos de un funcional. Aqui también vemos una de las utilidades
de tantos teoremas que estudiamos para hallar maximos y minimos de funcionales.

En el capitulo 2 enunciamos resultados previos que es importante recordar para
poder leer con comodidad el resto del trabajo. En la primer seccién recordamos
definiciones y algunos resultados de la teoria de Sistemas Dindmicos. Mas in-
formacién sobre estos temas se puede encontrar, por ejemplo, en [Smale, 2004],
[Perko, 2000], [Teschl, 2011], [Kelley y Peterson, 2001] . También a lo largo del tra-
bajo vamos a buscar soluciones en espacios de Hilbert y espacios de Sobolev, por eso
los recordamos brevemente en las secciones 2 y 3 respectivamente. Para leer mas
sobre estos espacios y operadores, se recomienda [Brezis, 1984] y [Evans, 1991]. Y
por ultimo en la seccién 4 nos focalizamos en la teroia de Puntos Criticos. Sobre
estos temas se puede leer en [Canada, 2011] y [Rabinowitz, 1986].



En el capitulo 3, basindonos en una publicacién de [Zhou, 2003], analizamos la
existencia de soluciones periddicas de un sistema dinamico auténomo no lineal de or-
den uno. En la primer seccién introducimos el tema, en la segunda seccién hallamos
6rbitas periddicas de forma artesanal, cuando se tiene la funcion de Mcculloch-Pitts
y en la ultima seccién, analizando el modelo con una funcién sigmoidea, probamos
la existencia de soluciones periddicas transformando el problema en un problema de
punto fijo.

En el capitulo 4 basdndonos en una publicacién de [Li y Yang, 2006], analizamos
la existencia de soluciones periddicas de un sistema dinamico discreto de orden uno,
perturbado por una funcién periddica. Lo hacemos estudiando los puntos fijos de
un mapeo continuo.

En el capitulo 5, baséndonos en una publicacion de [Li y Zhang, 2009], analizamos
la existencia de soluciones peridédicas de una ecuacion en diferencias autoadjunta
peridédica de orden 2. En la primer seccion introducimos el tema, en la segunda
secciéon transformamos el problema de hallar soluciones periddicas en el problema
de hallar puntos criticos de un funcional, mediante un planteo variacional. En la
secion 3, analizamos bajo diferentes hipotesis la existencia de soluciones cuando la
funcion no esta acotada y en la siguiente lo hacemos en el caso de que la funcion
esta acotada. Para terminar, en la ultima seccion hallamos soluciones periddicas
de una ecuacion diferencial ordinaria autoadjunta comparando el problema con el
problema andlogo discreto.
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Conocimientos Previos

2.1 Sistemas Dinamicos

Un Sistema Dinamico es un sistema que evoluciona con el tiempo, pero esta
definicién es poco precisa, con lo cual vamos a definirlo mas formalmente. Un sis-
tema dinamico es un semigrupo G actuando en un espacio X. Es decir, que existe
un mapeo ¢ : G x X — X tal que ®(g,x) = ®,(x) que cumple ;0 Py, = Dy SiG
es un grupo, se dice que es un sistema dindmico inversible. Son de gran interés los
sistemas dindmicos discretos en los que G = Ny o G = Z y los sistemas dinamicos
continuos en los que G =R, o G =R.

2.1.1 Clasificacion de Sistemas Dinamicos

Orden de los Sistemas Dinamicos

Un sistema dindmico discreto ® : G x M"™ — M" (G =Z o G = N) tal que
q)(ka U’llga U’i7 e 7U’Z) = (ulchrl? uiJrl? U 7uTkL+l)

siendo uiﬂ = fi(k,up,uz, - ,up),donde f; : G x M™ — M,con j =1, ,n.

se dice de orden n. Lo podemos escribir, también, de la siguiente manera:
u(k +1) = ®(k,u(k)), con k € G, u(k) e M". (2.1)

Vamos a notar @ : M"™ — M™ a la funcién definida como ®4(u) = ®(k, u).

También se puede escribir el sistema de la siguiente forma equivalente:

Yktn = F(k, Yptn—1,- "+ ,yx) siendo F : G x M" — M
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El vector uy, = (uj,us,- - ,u}) se denomina estado del sistema en el tiempo k.

Un sistema dindmico continuo ® : G x M™ — M" (G = R) tal que

@(t,u1<t>,u2(t), T 7un<t>) = (ull(t>7ul2(t)7 T ’u;(t))
siendo wj(t) = f;(t, ui(t), ua(t), - -+ ,un(t)),donde f; : GXM™ — M,con j=1,--- ,n.

se dice de orden n. Lo podemos escribir de la siguiente manera:
u’(t) = ®(t,u(t)), cont € G, u(t) € M". (2.2)

Y se tiene que @, : M"™ — M™ es la funcién definida como ®;(u(t)) = ®(¢,u(t)).
También se puede escribir el sistema de la siguiente forma equivalente:

Yy (t) = F(t,y™ V), -,/ (t),y(t)) siendo F : G x M"™ — M

El vector u(t) = (ui(t),us(t), - ,u,(t)) se denomina estado del sistema en el
tiempo .

Sistemas Dinamicos Lineales y No Lineales

Si &y : M — M, Vk € G es lineal en el caso del sistema dindmico discreto (o
®,, Vt € G es lineal en el caso del sistema dindmico continuo ), entonces se dice que
el sistema dinamico es lineal. Por ejemplo:

Yki1 = 3Yr + 2k 0 ' (t) = 5e'y(t) + cos(t)

son sistemas dinamicos lineales de orden 1.

A diferencia de los sistemas lineales, para los que existe una teoria matematica
relativamente completa, como se puede leer en [Kelley y Peterson, 2001] o en
[Teschl, 2011], no existen métodos generales de resolucién para los sistemas de ecua-
ciones diferenciales o en diferencias no lineales. En ellas por ejemplo, no se cumple
el principio de superposicién y, en general, tampoco es posible la separacion de
variables. La no linealidad torna muy dificil, cuando no imposible, la resolucion
explicita. Esta dificultad da origen al desarrollo de un nuevo campo de la matematica
denominado teoria cualitativa. El objetivo principal de esta teoria es encontrar las
singularidades del sistema y determinar si el mismo es linealizable. Si lo es, se es-
tudia luego el problema linealizado, y se analiza si la linealizacion conduce a una
buena descripcién de la dindmica no lineal, como se puede leer en [Smale, 2004].

Sistemas Dinamicos Auténomos y no Auténomos
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En el caso en que la funcion ® : G x M — M no dependa explicitamente del
tiempo, es decir del elemento de G, el sistema se denomina autonomo. Esto se
puede pensar, como que el sistema no tiene ningtin estimulo externo que modifique
el comportamiento del mismo. Por lo tanto en el caso de los sistemas auténomos se
puede considerar arbitrariamente que el instante inicial es £ = 0, dado que el estado
del sistema solo depende del estado anterior y no del instante de tiempo.

La solucién de un sistema autonomo, con la condicin inicial uy se denomina trayec-
toria y se suele notar ¢;(ug) o por u(t,up). El mapa continuo ¢, : X — R" se
denomina flujo del sistema y representa el conjunto de todas las trayectorias con
condiciones iniciales pertenecientes a X.

En el caso de sistemas discretos la solucién es una secuencia de puntos a partir
de una condicién inicial {uy : k =0, - -} denominada dérbita de wuo.

En el caso general no autéonomo, el instante inicial no puede elegirse arbitraria-
mente como cero, por lo que la solucién que en el instante £y, pasa por ug, se designa
¢t(U0, to) (6] u(t, Up, to)

Sistemas Dinamicos Periddicos

Un sistema no auténomo es peridédico de periodo T si existe un T° > 0 tal que,
para todo u y para todo ¢, se cumple que ®(t,u) = ®(t + T, u)

2.1.2 Comportamiento Asintético de los Sistemas
Dinamicos

Estado estacionario

En todo sistema dindmico, se denomina estado estacionario al comportamiento
asintético del mismo, es decir a limy_, u(t, ug, tg). Se denomina estado transitorio
a la diferencia entre la solucién y el estado estacionario. Desde el punto de vista
practico el estado estacionario respresenta el estado del sistema para tiempos su-
ficientemente largos, comparados con las constantes de tiempo caracteristicas del
sistema.

Dado un sistema dinamico discreto auténomo:

Xn1 = f(Xn) (2.3)

introducimos los siguientes conceptos asociados, como punto de equilibrio, érbitas
periédicas, eventualmente periddicas, estables y conjuntos limites
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Punto de equilibrio

Un punto z. se denomina punto de equilibrio o punto estacionario si

f(xe) = Te.

Notemos que un punto de equilibrio es un estado estacionario del sistema.

Un punto de equilibrio x. es estable si para todo € > 0, existe § > 0 tal que
| 2o —xe |< 0 =| 2y — 2 [< € VN > 1.

Si el punto no es estable, se denomina inestable.

Orbitas y Conjuntos Limites

Como ya vimos la 6rbita de zg con respecto a la ecuacién (2.1) es de la siguiente
forma:

O(o) = {wo, 21 = f(x0), 22 = fP@(m0), 25 = fP(20), - }

Una érbita O(xg) se dice que es periddica de periodo p € N si x, = . Notemos
que si p = 1, entonces x( es un punto de equilibrio.

Una érbita O(xg) se dice eventualmente periddica si x4, = x,, para algin n > 1
y algin p > 2.

Una érbita periédica {zo, 1, -+ ,z,-1} de periodo p es estable si cada punto
x; con i = 0,1,--- ,p— 1 es un estado estacionario estable del sistema dinamico
ZTps1 = fP(x,). Sila érbita no es estable se denomina inestable.

Un punto z se denomina punto limite de O(x) si existe una subsecuencia {z,, :
k=0,1,---} de O(zo) tal que | z,,, — 2 |— 0 si k — oo. El conjutno limite L(z)
de la érbita O(Xy) es el conjunto de todos los puntos limites de la dérbita.

Una drbita O(xg) se dice asintéticamente periddica si su conjunto limite es una
orbita periodica.

2.2 Espacios normados
Los resultados presentados en esta seccién pueden leerse con mas detalle en

[Brezis, 1984].

Recordemos la definicién de espacio de Banach y espacio de Hilbert:
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1. Se dice que (V, || - ||) un espacio vectorial normado, es un espacio de Banach si
(V,d) es un espacio métrico completo, siendo d(z,y) = ||z — y||.

2. Se dice que H es un espacio de Hilbert real, si es un espacio vectorial real
con producto interno, completo por la norma inducida por el producto interno

Nzl = v/ (2, ).

Recordemos las siguientes propiedades de los espacios vectoriales de dimension
finita:

1. Sea V un K -ev de dimension finita. Todo par de normas en V' son equivalentes.

2. Sea V un K-ev de dimensién finita y sea X un conjunto cerrado y acotado
en V. Entonces X es compacto, es decir que toda sucesion en X tiene una
subsucesion convergente.

3. Sea V un espacio normado de dimensién finita, entonces V' es un espacio de
Banach.

4. Sea T': RN — RY tal que T'(z) = Az, A matriz simétrica de N x N. Entonces
(VI (2),2) = 2(T'(x), z).

El siguiente teorema lo vamos a usar en varias oportunidades, se trata de un
teorema de punto fijo en dimension finita.

Teorema 2.2.1 (de Punto Fijo de Brouwer). Sea F' : C C R* — C C R" una
funcion continua, donde C es un conjunto no vacio, acotado, cerrado y convexo.
Entonces F' tiene un punto fijo en C.

Demostracion. Se pueden encontrar diferentes demostraciones de este teorema en
[Amster, 2009). O

Recordemos las siguientes propiedades de operadores en espacios de Hilbert:

1. Sean H; y Hs espacios de Hilbert. Dado A € L(H,,Hy) = {T : Hy — Hy :
T es lineal y acotado}. Se demuestra que existe un tnico B € L(H,, Hy) tal
que (Az,y) = (z, By).

2. Sean H; y Hj espacios de Hilbert. Dado A € L(Hy, Hs), se define el operador
adjunto de A (se nota A* € L(Hs, Hy)), como el tnico operador lineal y
continuo que verifica:

(Az,y) = (z, By)
es decir, se define A* = B.
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3. Sea H un espacio de Hilbert y sea A € L(H,H). El operador A se llama
autoadjunto si A = A*, es decir si (Azx,y) = (x, Ay).

El siguiente teorema que vamos a enunciar, se puede considerar una extension
del Teorema de Brouwer en espacios de dimensién infinita.

Teorema 2.2.2 (de Schauder). Sea E un espacio normado, y sea C' C E un conjunto
convezo, cerrado y acotado. Supongamos que T : C' — C es una funcion continua
tal que T'(C) es compacto. Entonces T tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Se puede encontrar una demostraciéon de este teorema en
[Amster, 2009]. O

El siguiente Teorema nos va a ser 1til para probar la continuidad del inverso de
un operador lineal.

Teorema 2.2.3 (de la Aplicacién Abierta). Sean X e Y dos espacios de Banach y
A€ L(X,Y). Si A es un operador sobreyectivo, entonces A(U) es abierto VU C X,
U abierto.

Recordemos la definicion de un operador compacto. Si tenemos dos espacios de
Banach X, Y y un operador lineal 7' : X — Y, T se dice compacto si T'(F') es
compacto en Y, para todo conjunto F' acotado. El siguiente teorema es 1til para
probar compacidad de operadores.

Teorema 2.2.4 (de Arzela - Ascoli). Sea X un espacio métrico compacto e Y un
espacio métrico completo. Un conunto F C C(X,Y) es relativamente compacto, es
decir que F es compacto, si F es una familia de funciones equicontinua y equiaco-
tada.

2.3 Espacios de Sobolev

Los resultados presentados en esta seccién pueden leerse con mas detalle en
[Evans, 1991].

Recordemos las siguientes definiciones y resultados:
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Definicién 2.3.1. Sea u € L}, (Q), decimos que v € Lj, (2) es la derivada débil de
u con respecto a z; si Vo € C5°(Q2) se cumple:

UPy, = _\/UQD
Q Q

Notacion: v = Dy, u.
Observacion 2.3.2. .

1. Si la derivada débil existe, entonces es tnica.
2. Si existen Dy, Dy u Vi, j, entonces Dy, Dyu = Dy, Dy u.
3. Siu € C*(), las derivadas débiles existen y coinciden con las cldsicas. Ademéds

0
se concluye que u € L}, (Q) y 85 € L, .(Q).

loc ]
)

4. Si u € C?*(R), entonces existen las derivadas débiles Dyu con | a |[< 2y
coinciden con las clésicas.

Observacion 2.3.3. .

1. Siu: (a,b) — R tiene derivada débil en L}, (a,b), entonces u es absolutamente
continua en (a, b).

2. u € LP(R2), entonces u € L}, (), con 1 < p < oo.

Definicién 2.3.4. Sea Q C RY sea o € RY y | a |= maxj<;<y | a; |. Se define el
espacio de Sobolev W*P(Q) con 1 < p < oo, de la siguiente manera:

WEP(Q) = {u € LP(Q) : Dyu € LP(Q), | a |< k}

siendo v = D,u la funcién que cumple:

/Qw _ (—1)“|/uDag0, Vi € ()

que se denomina derivada débil de u de orden «. (Se puede demostrar que es tinica)

Teorema 2.3.5. .
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1. (WEP(Q), || - lwra(e) es un espacio de Banach, siendo

lullwro@ = (Y I1Datll o)

|| <k
2. (Wh2 (. Jwh2(q)) €s un espacio de Hilbert, siendo

(U, V)wr2() = Z (D%u, D) 120

o<k

Notacién: H*(Q) = Wk2(Q)
Definicién 2.3.6. W, 7(Q) es la clausura de C5°(€2) con la norma || - lwir@)-

Observacion 2.3.7. Wy™P(Q) es un espacio cerrado en W'(Q), por lo tanto es un
espacio de Banach y HZ () = W, *(Q) es un espacio de Hilbert.

————H'0,T
En el cultimo apitulo vamos a trabajar con el espacio H}(0,T) = C°(0,T) © ),

siendo:
T T
(u, v) (0,1 :/ uv+/ u'v'
0 0

2.4 Resultados de la Teoria de Puntos Criticos

Los problemas de maximos y minimos constituyeron la motivacién fundamental para
la creacion del Célculo Diferencial e Integral a finales del siglo XVII. El origen del
Célculo Diferencial e Integral se atribuye principalmente a Newton y Leibniz.

Los problemas que trata el Calculo de Variaciones se formularon inmediatamente
después del nacimiento del Célculo. Se suele considerar que nacié con la proposicion
de Bernoulli, a fines del siglo XVII, del problema de la braquistocrona. Este prob-
lema puede describirse como: una masa puntual se desliza, por accién de la gravedad,
desde un punto A del plano, hasta otro punto B, a través de alguna curva. El tiempo
empleado para ir desde A hasta B depende de la curva elegida. El interrogante es
para qué curva se tendra que el tiempo es minimo. La resolucién de este probelma
exige el estudio de funcionales de la forma:

s = [ <1Z<—Z§@>U2dw,

donde la variable independiente y(-), pertenece a un conjunto adecuado de funciones.
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La primer diferencia fundamental que podemos apreciar entre los problemas de
maximos y minimos del Célculo de Variaciones y del Célculo Diferencial e Integral, es
que la variable independiente y(x) pertenece a un conjunto adecuado de funciones
y no a un subconjunto del espacio euclideo finito dimensional (R™). Tengamos
en cuenta que los espacios de funciones son, en general, espacios vectoriales de
dimension infinita.

Por lo tanto, en el Célculo de Variaciones, nos encontramos con el problema de
maximiazar (o minimizar), o al menos encontrar puntos estacionarios (un concepto
que definiremos rigurosamente), de funcionales J de la forma:

b
J@:/waw~¢me

donde y : [a,b] — R de clase C"[a,b] 0o de manera mas general y : [a,b] — R™
de clase C"[a,b]. También se puede estudiar el caso de funciones y de varias vari-
ables. Entonces el primer problema con que nos encontramos es definir la nocién de
derivada, que lo hacemos a continuacién.

Definicién 2.4.1. Sean (X, || -||x), (Y, | - ||y) espacios normados reales, J : Q@ — Y
donde €2 es un abierto de X y zy € 2.

Se dice que J es derivable segtin Frechet en el punto xy € €2 si existe alguna aplicacion
lineal y continua L : X — Y tal que

N[ (@o +h) — J(xo) — L(h)|ly

lim

=0
h—0 |\ bl x

La notacion que se suele usar es L = J'(x9) o L = DJ(x).

Decir que J € C'(X,Y), significa que J es una funcién continuamente diferencia-
ble Frechet definida en X.

Notemos que si X =R™ e Y = R, entonces DJ(x) = V.J(x).

Veamos un ejemplo de aplicacion en el Célculo de Variaciones.

Observacion 2.4.2. Sea J : H — R, siendo H = H}(0,T) & R con la norma dada
por:

Vallr = /1B + 1712
tal que:

J(u) = / L(t,u(t), o/ (t))dt

Entonces J es derivable y

b T ! ) /
J’(u)(h):/ 2 %;"u)ma (g;,’u)h’]dt VheH
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Demostracion. Calculemos las derivadas direccionales. Para ello llamamos ¢(s) =
J(u + sh). Entonces:
p(s) = »(0)

0J(u) — lim J(u+ sh) — J(u) i 28 =20 g

Ooh 5—0 s 5—0 S

Como ,
o(s) = / L(t, ult) + sh(t), o' (t) + sh'(t))dt
entonces se tiene que:

A(s) = / OL(t,u(t) + shgy), u'(t) + sh/'(t))

)+ 2L (0) + sh(g)y,lu’(t) L

entonces evaluando s = 0 tenemos que

S(0) = / 8L(t,uéty),u’(t)) M) + aL(t,u(;;,/u/(t))dt Wt

Por lo tanto ahora vamos a probar que J es diferenciable y que J'(u)(h) = ¢'(0).
Por lo tanto lo que queremos probar es:

Ju+h)—J(u)— J(u)(h)

lim =0
h=>0 7| e
Por el Teorema de Valor Medio tenemos que:
OL(t,u,w) OL(t,u,w)
L(t h,u +h') — L(t = ———h ]/
(,U"— 7u+ ) (,U,U) au + au/
conuentre uy u-+hywentre v yu + h. O]
Usando este resultado podemos escribir:
b OL(t,u,w) OL(t,u,w)
| [V L(t,u+h,uw' + 1) — L(t,u,u') — o h + W, h' | §
12l 2 -
< /b | (OL(t,H,E) B 8L(t,u,u’)) | | Al iy (6L(t,ﬂ,@) B aL(t,u,u’)) | | B |
" Ja dy dy 1] e Oy’ oy 1] e
OL(t,u,w OL(t,u,u h
Como | & | /Il < 1y | 8] /il < 1, (FHGRE _ 2EGL0), aos, gy
OL(t,u,w) OL(t !
| ( tww) ILltu, u)) 12=% 0, podemos aplicar el Teorema de Convergencia

oy’ oy’
Mayorada y de esa forma queda probado que el limite da 0.

La siguiente definicién es una condicién importante que vamos a usar en la
aplicaciones de los Teoremas que se presentan a continuacion.
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Definicién 2.4.3. Sea H un espacio de Hilbert real, J € C'(H,R). Se dice que
J satisface la condicién de Palais-Smale si, toda sucesién {#(*)} C H, para la cual
{J(z")} es acotada y ||DJ(z®)|| — 0 cuando k — oo, tiene una subsucesién
convergente en H.

Los siguientes Teoremas nos van a asistir en la deteccién de puntos criticos. Las
demostraciones de los mismos pueden encontrarse en [Rabinowitz, 1986].

Teorema 2.4.4 (del Paso de montana). Sea H un espacio de Hilbert real y
sea J € CYH,R) que satisface la condicion de Palais-Smale y las siguientes
condiciones:

(J1) Existen dos constantes positivas p, a tales que J(x) > a para todo x € 0B,,.
(J2) J(0) <0 y existe g € B tal que J(xo) < 0.

Entonces
c=inf sup J(h(s
of sup (h(s))
es un valor critico mayor o igual a a de J, donde I' = {h € C([0,1],H) : h(0) =
0,h(1) = xo}.

Teorema 2.4.5 (de Punto Silla). Sea H = Hy & Hy un espacio de Hilbert real,
donde 0 < dim(H,) < co. Supongamos que J € C*(H,R) satisface la condicién de
Palais-Smale y las siguientes condiciones:

(J5) Existen dos constantes p > 0 y o tal que J |pp,nm, < 0

(Js) Existe algin e € B, N Hy y alguna constante w > o tal que J |e1p,> w.

Entonces J tiene un valor critico ¢ > w y

°= feh L, T )

donde T'={h € C(B,N Hy,H) : h |op,nm,= id}.

Teorema 2.4.6. Sea J € C'(H,R) es una funcional par sobre un espacio de Banach
H y J(0) = 0. Asumiendo que J satisface la condicion de Palais-Smale y las
siguientes condiciones:

(Js) Existe Hi C H con dim(Hy) =1, yd >0 tal que

sup  J(u) <0
{u€Hq:||ul|>d}

(Js) Eziste Hy C H con codim(Hsy) =1y <y y p > 0 tal que
J(u) >0

inf
{ueHz:||u||=p}

Entonces J tiene por lo menos Iy — ly pares de puntos criticos con valores criticos
Positivos.
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Un sistema discreto auténomo de primer
orden

Este capitulo estd basado en la referencia [Zhou, 2003].

3.1 Introduccion

Sea
Tpt1 = f(xn>7 (31>

un sistema dindmico discreto auténomo, siendo f : R — R una funcién de la forma
fz) = Bz — g(x).
Vamos a estudiar las soluciones periddicas de esta ecuacion en el caso de que

g sea una funcion sigmoidea, empezando por el caso particular de la funcién de
Mecculloch-Pitts.

3.2 Soluciones peridédicas, si g es la funciéon de
Mcculloch-Pitts

Se define la funcién de Mcculloch-Pitts de la siguiente manera:

(3.2)

1, six>0;
9() ={

-1, six <O.

Vamos a estudiar la existencia de soluciones periddicas, siendo g la funcién de
Mcculloch-Pitts, para diferentes valores de 3.
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Lema 3.2.1. Sea f(x) = fx — g(z), con € (0,1), zy € R, g definida en (3.2)

entonces

1 1 1 1

2n _ a2n .
|$0—B+1|<5+1$|f (xo)—m—ﬁ | 2o —ﬁ+1|’

conn € N.
Notemos que f* = fofo---of
—_—

n veces

1 1
Demostracion. Notemos que como | zg — < , entonces
E [0 = 37 1< 553
2 1
zo € (0,2/(8+ 1)),y como 711 <B(:)25<5+1(:)5<1,

se tiene que xy < 1/0.

Veamos por induccion en n que

2n 1 _ a2n _ 1

| f (xo)—m—ﬁ | 7o 5+1|~
Sin=1:
2(a0) = 5g =SB0 = o 3)) — 5g = BB~ 1)~ g(Bz0 ~ 1) — 5
I (o m—f To g(é% Bl (Brg — 1) — g(Bzo — 1) EESE
como fBzg — 1 < 0 entonces g(Sxg — 1) = —1, por lo tanto

f%e@—ﬁ=62xo—ﬁ+1—ﬁ=ﬁz(azo ~),

RS
Suponiendo que la igualdad se cumple para n, veamos que se cumple para n + 1,
1 1
bajo las hipétesis pedidas: Como | f2*(zg) — —— |= 8*" | 0 — —— | entonces
j p p | [ (o) 511 B [ @o 5+1|

1 1 v 1 1
S2 (o) = B (g ﬁ+1)+@+10f2 (o) = B*( x0+5+1)+5+1'

Notemos que en ambos casos f2"(zy) > 0 porque | xg — 1/(B8+1) |< 1/(B+ 1)y
f < 1. Veamos la prueba en el primer caso (el otro caso es andlogo):

P2 (o) = 52”+1<”°_ﬁi1)+5i 19U e)) = 52n+1(x°_ﬁi1)_6i1 <

y por lo tanto:

Fa) = P - ) = g~ 9 ),
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Como 2" (zg) < 0 entonces g(f?" ™ (xq)) = —1, por lo tanto:
f2n+2(l'[)) — 5271—&—2(1,0 o 1 ) + 1 )
B+1 " B11

]

Teorema 3.2.2. Dado el sistema (3.1), asumiendo § € (0,1) y g definida en (3.2),
se tiene que la orbita O(1/(5 + 1)) es periddica de periodo 2 y estable.
Ademds para todo xo € R, la drbita O(zg) es asintdticamente periodica con

L(zo) ={1/(P+1),-1/(B+1)}.

Demostracion. Dado que f(1/(8+1))=—-1/(B+1)y f(-1/(B+1))=1/(B+1),
entonces O(1/(5 + 1)) es una drbita periddica de periodo 2.

Veamos que O(1/(f+1)) es estable, es decir, tenemos que ver que tanto 1/(8+1)
como —1/(5 + 1) son puntos estacionarios estables de

Tns1 = f2(2n). (3-3)

De hecho, para todo € > 0, tomando § = min{1/(8 + 1),€} se tiene por el Lema
(3.2.1) que:

1 2n 1 _ n2n o 1
|$0—B+1|<5$’f €) B+1 =37 | 2o —5+1"

y como 3 < 1 tenemos que:

| f*" (o) <l o — [<e

RS B+1

De esta forma queda demostrado que 1/(5 4 1) es un punto estacionario estable
de 7,41 = f?(x,). Analogamente se puede demostrar que —1/(3 + 1) es un punto
estacionario estable de z,,,1 = f?(x,). Por lo tanto la érbita O(1/(8+1)) es estable.

Veamos que O(xg) es asintéticamente periédica para todo zp € R, con L(xg) =
{1/(B+1),—1/(8+1)}. Supongo x¢ > 0, como
Tpi1=Pr,—1<x,—1 si x, >0,
entonces existe ng € N tal que z; > 010 <7 <ngy zp,+1 < 0. Entonces

$n0+2 = ﬁxno+1 + 1= B(ﬁxno - 1) + 1= 523:710 + 1 _ﬁ > 07

por lo tanto
1

$n0+2 — m =

1
52(%0 - m)-
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1 1
Se puede demostrar por induccién en n que T, io0n — —— = [ (x, — ——).
p p q 0+2 6 +1 ﬂ ( 0 B + 1)
Entonces queda demostrado que
li L
im &, 100 = ——.
n—00 o+2 ﬂ —+ 1

Notemos que:

Tno+1+2n = 5xno+2n _g(xno+2n) = 5xno+2n —1= 62n+1 (mno - 1/(5 + 1)) - 1/(5_‘_ 1)7
entonces

lim z = ——.
s oo no+2n+1 5+1

En el caso en que xy < 0, como
Tpi1 =P, +1>2,+1, st x, <0,
entonces existe ng € N tal que z; < 0,51 0 <7 < ngy Tp,4+1 > 0. Entonces
Tnot2 = Brpgsr — 1 = B(Ban, +1) — 1 = %2, — 1+ 5,

por lo tanto

1 9 1
Tpg+2 T m = B (2, + m)
S de demost induccid 42 ﬁ%(+1)
e puede demostrar por induccién en n que T, 19, + —— = x —).
Entonces queda demostrado que
li = L
dxs Fown = =577
Y para terminar notemos que
1 15} 1 1
2n+1 2n+1
<0
Por lo tanto ]
li not2nil = ———.
dnn oy = 55
De esta f b L(zg) = {— Ly m
e esta forma probamos que L(xg) = ,— .
P b Y R

Teorema 3.2.3. Sea § = 1. Entonces, para todo xy € R, la drbita O(zo) de (3.1)
es eventualmente periodica con periodo 2.
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Demostracion. Supongamos que zo > 0, entonces x,,1 = x, — 1 si x, > 0, por lo
tanto existe un ng > 0 tal que z,, > 0y xpy41 = Tp, — 1 < 0, por lo tanto O(z,,)
tiene periodo 2 y O(xg) es eventualmente periddica.

Anélogamente si zy < 0. O

Teorema 3.2.4. Sea € (1,00). Entonces la ecuacion (3.1) tiene un estado esta-
cionario, orbitas periodicas de periodo 2y 4.
Ademds, para todo k tal que

B — 2% 11 >0, (3.4)
la ecuacion (3.1) tiene una dorbita periddica de periodo 2k y para todo k tal que
[RHL 92kl _ 1 > () (3.5)
la ecuacion (3.1) tiene una orbita periddica de periodo 2k + 1.

Demostracion. Sea f(z) = px — g(x). Como f(1/(5—1)) =1/(8—1) tenemos que
1/(B — 1) es un estado estacionario de (3.1).

Notemos también que

1)_{ 11
B4+17 'B+1" B+1

O( }

es una orbita de periodo 2. Y que

p+1 B+1 -1 pB+1 1-5
p+1 R+ B+

O( ) =1 }

es una orbita de periodo 4.

Sea k € N que cumple (3.4), queremos construir una érbita de periodo 2k. Vamos
a buscar una orbita con las siguientes caracteristicas:

To>0; 21 >0; 29 <0; 23 <0; (—1)'2; >0 si i=4,--,2k —1; Top = 0.
Por lo tanto queremos:
Ty = frg—12>0,
xy = FPxo— B —1<0,
x3 =Py — 2 - B+1<0,
vy = flwg — B = 2+ 5 +1>0,
x5 =Bm— =+ 8 +8-1<0,
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Top_ 1 = 62k—1x0 _ B2k—2 _ 52k—3 4 BQk_4 4 BQk—5 _ 62k—6 L. 1< 0’
Top = 52161,0 . ﬁQk_l o /82k5—2 + 52k’—3 + BQk—él o ﬁQk—E} + /6216—6 — ...+ 1>0.
Como 9, = g, obtenemos que xq tiene que ser:
5214;—1 + 5%—2 _ 5%—3 _ ng_4 + 521@—5 _ 6214—6 41
o = BZk 1 .

Notemos entonces, que

B - sz + 6%_1 o ﬁQk—z o B%_?’ + 6%_4 o 6%_5 e — B _ ﬂZk +1
xl - /on - - ﬁzk . 1
(3.6)
_ (ﬁ _ 1)(5%—2 _ BQk—ZL _ ﬁQk—G . 1) _ 5% _ 2ﬁ2k—2 + 1 =0
B Bk —1 BNCEVCE VR
Vamos a ver que
€T = min{a:o, X1, T4, T, """ 7x2k72}>

primero veamos que z1 < x4, reescribiendo x4 de la siguiente manera:

(6% o 2ﬁ2k—2 + 1)
(B+1)(8* —1)

N J/
-~

r1=Bro—1

xy =3 -8+ B+1.

Notemos entonces que x; < x4 si y solo si
521{3—252]6_24-1<253—26—1—‘—62}3@52]{:_2—1—|-/83—/8>O.
0 0
> >

Ahora vamos a mostrar que x4 < x5 < --- < T9p = xg. Sea 3 < j < k. Notemos que
T9; en funcién de x; es:

o5 = Bijlxl _ ﬁQJ'*Q + BZj*3 + 623'*4 _ ﬂZj*g) + 523'76 — 4 1’

s = B Sy — JH 4 GO g0,

Reemplazando z; por (3.6) y agrupando de forma conveniente obtenemos:

9321 _ 4323 4 93%~5 24%-5(B% — 1)2
Toj — Toj—2 = = > 0.

P4 = -1 (6 +1)(5% = 1)

De esta forma queda probado que

O<a <y <o <8 < +++ < T = Xp-

Escribamos x9;,_1 en funcion de x;. Como x9p_1 = [Brar_2 — 1, entonces:

Topo1 = B Pwy — BT+ BT B~ B
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reemplazando x; por (3.6) se tiene que

2/82]{72 o 2/62]674 - /82’6 + 1
P TG (B - 1)

Sacando factor comun en el numerador g 4 1 y luego simplificando obtenemos:

<0 >0 <0 <0
——
/82]6 1 B2k 2 B2k 3 BQk 4 ﬁ2k 5 BQk 6 S _ﬁ +1
Lok—1 = ﬁ% 1 )

notemos que agrupando los términos del numerador de a pares, solo el segundo par
es positivo, pero es menor en modulo que el primer par de términos, es decir

’ _52]6 1 BQk 2 ’ 6219 2( ) > ﬁ2k—4(6 . 1) — 6219—3 . BQk_4>

entonces efectivamente zq;,_1 < 0.

Veamos que xg;_1 > x2;_3 si 3 < j < k, para ello notemos que:

(71+1)

33'2;'71 —_ 52j 1 6 52_] 2 62j73 +ﬁ2jf4 4 52j75 . 52j76 e — 1
y
o(rp+1 . . . . ,
Toj_3 = 623—3( 1B ) - /62]—4 . 52]—5 + 62]—6 +62j—7 . BQJ_S 4o 17

por lo tanto, reemplazando z; por(3.6) obtenemos:

(/82’45 - 2/82]672 + 1)
(B+1)(B* = 1)

agrupando convenientemente obtenemos

2 (5 — 1)
BN CERVCEEY

Veamos que z5 < x3, notemos que

x5 — 12 =21(8° — B) — B+ 2,

reemplazando x; por (3.6) y agrupando convenientemente tenemos que:

5523‘71 —51723'73 — (ﬁ2j72 _62]'74) _62j73 +62j74+2B2j75 - 2ﬁ2j76’

> 0.

>0 >0
/—’\\

———
287 — B+ 52— 1)
(B+1)(B* —1)

> 0.

xr3 — T =

Por lo tanto queda probado que

To<T3< Ty <7< - < Top_1 <0<y <2y <26 < -+ < Tl = T
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Es decir, probamos que O(xg) tiene 2k elementos.

Similarmente si se cumple (3.5) y si

B 6% _ 6%_1 _ ﬁ%_2 + 62k—3 _ B2k—4 + ﬁ2k_5 _ 5%—6 4+ —1 57
Lo = B2k+1 1 ’ (3.7)

entonces O(zg) es una érbita peridédica de periodo 2k + 1 y satisface

19> 0; 11 <0; 13 <0; (=1)'w; <0 sii=3,---,2k. (3.8)

Observacion 3.2.5. Si > 1,

1. La condicién (3.4) se cumple siempre para k = 1,2.

2. Sea k > 3. La funcién g(z) = 2°* — 22%72 4 1 tiene exactamente dos raices
reales positivas. Una de ellas es # = 1 y la otra es = ay, con oy € (1,v/2).
La condicién (3.4) se mantiene para todo f > oy .

3. Sea k > 1. La funcién h(z) = 2?*™ — 22?*=! — 1 tiene una tnica raiz real
positiva & = S, con B € (v/2,2). La condicién (3.5) se mantiene para todo

B> B

Demostracion. 1. La condicién (3.4) si k=1 es 82 —1 > 0, la cual se cumple pues
B> 1. En el caso de k = 2 la condicién es 8* — 2% +1 = (8> —1)* > 0 la
cual se cumple para todo 5.

2. Sea g(z) = 2%* — 22%72 + 1 y k > 3. Hagamos un breve analisis de g.

Notemos que 1 y -1 son raices de ¢g. La derivada de g es:
d () = 2ka® 1 — 2(2k — 2)2% 73 = 22°* 3 (ka® — 2k + 2),

y sus raices son 0, /2 —2/k y —\/2—2/k. Por el Teorema de Rolle, esto
muestra que g tiene a lo sumo dos raices reales méas, ap > 0 y £, < 0 tal que
g |>/2=2/k>1y|Be|>/2—2/k>1.

Ademés como g(z) = 22*72(22 —2) +1 > 0 si 2 > /2, esto nos dice que
o € (V2 —2/k,V?2).

Notemos ademés, que como oy, es la mayor raiz real positiva de ¢, a; < V2, ¢
es continua y ¢(v/2) = 1, por el Teorema de Bolzano g > 0 si 2 > oy, es decir
que g(z) > 0 si z > ag.

De esta forma probamos que si 5 > «a; se cumple la condicién (3.4).
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3. Sea h(x) = 2%+t —222F=1 —1 = 22*=1(22 —2) — 1 una funcién continua tal que
h(v2) = —1 y h(2) > 0, entonces existe al menos una rafz en (v/2,2). Como
la derivada de h es:

R (z) = (2k + D)a?* — 2(2k — 1)2** 72 = 2% 72((2k 4 1)2* — 2(2k — 1)),

4k — 2 4k — 2
se puede ver que h decrece en (0, ST 1) y crece en ( CTEE 00), ¥ COmo
h(0) = —1, podemos afirmar que h tiene una tunica raiz real positiva 5y en

(v/2,2). Ademés podemos decir que h > 0 si 2 > 3 por la tanto h(x) > 0, si
x > fj. De esta forma probamos que la condicién (3.5) se cumple si 5 > Sy,
siendo [ la unica raiz real postiva de h.

m
Corolario 3.2.6. 1. Sea k tal que se cumple la condicion (3.4), entonces la
ecuacion (3.1) tiene drbitas periddicas de periodo 2k,2k — 2,4,--- 2 y un

estado estacionario.

2. Sea k tal que se cumple la condicion (3.5), entonces la ecuacion (3.1) tiene
orbitas periodicas de periodo 2k + 1,2k + 3, - - -

3. Si B € [V2,00), entonces la ecuacion (3.1) tiene orbitas periddicas de periodo
q para todo q par.

4. Si B e[(14++5)/2,00), entonces la ecuacion (3.1) tiene érbitas periddicas de
periodo q para todo q € N .

Demostracion. 1. Dado 8 > 1 tal que 32 —2 > 0, entonces f%#72(52—2)+1 >0
para todo k£ € N, entonces se cumple la condicién (3.4) para todo k. Por
lo tanto, por el Teorema (3.2.4) existen rbitas de periodo 2k para todo k € N.

Dados 3 > 1y k € N tales que se cumple la condicién (3.4) siendo 32 —2 < 0,
como % < %72 con j < k—1, entonces 8% (32 —2)+1 > 3*~2(52-2)+1 > 0.
Por lo tanto % —28%"2+1 > 0si 1 < j < k. Por lo tanto por el Teorema
(3.2.4) queda probado, que existen drbitas de periodo 27, con 1 < j < k.

2. Sean 8 y k tales que se cumple la condicién (3.5). Como B?*71(3% —2) > 1
entonces 32 —2 > 0, por lo tanto B2**1(3% —2) > g*~1(5%—2) > 1. Entonces
probamos que %! —28%-1 1> 0sij > k. Por lo tanto, queda probado
por el Teorema (3.2.4), que existen érbitas de periodo 25 + 1 para todo j > k.
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3. Si B > /2, entonces por la observacién (3.2.5) la condicién (3.4) se cumple
para todo k.

4. 8i B > (14 /5)/2 = fi, entonces § > f3, para todo k, entonces por la
observacién (3.2.5) la condicién (3.5) se cumple para todo k.

]

3.3 Soluciones peridédicas, si g es una funcién sig-
moidea

Sea g una funcion sigmoidea, es decir una funcién tal que existen constantes positivas
r y € que cumplen las siguientes condiciones:

lg(z) —1|<e, siz>r y |glo)+1|<e siz<—r, (3.9)

Lema 3.3.1. Sea G : I — R continua, siendo I un intervalo en R. Para todo
I C G(I) intervalo compacto, existe Q) C I intervalo compacto tal que G(Q) = Ik.

Demostracion. Sea Iy = [G(p),G(q)], donde p,q € I. Si p < q (el otro caso es
analogo) , se tiene r = max{z € [p,q] : G(z) = G(p)} y s = min{z € [p,q] : G(z) =
Glo)).

Veamos que G([r, s|) = Ik:

Como G es continua entonces por el Teorema de Valores Intermedios (TVI), Ve €
Ik =[G(r),G(s)] existe d € [r, s] tal que G(d) = ¢, entonces Ix C G([r, s]).

Por otro lado, supongamos que existe y € G([r,s|]) — Ix entonces y > G(s) o
y < G(r). Siy > G(s) (el otro caso es andlogo), existe t € (r,s) tal que G(t) =y y
como G(s) € (G(r),y), por el TVI, existe a € (r,t) tal que G(a) = G(s), pero a < s
lo cual es un absurdo. Entonces probamos que G([r, s]) = Ik. O

Lema 3.3.2. Sea F' : J — J una funcion continua, siendo J un intervalo en R.
Sea {1, }nen, sucesion de intervalos compactos tal que I,, C J para todo n y ademds
I,41 C F(I,) Yn. Entonces existe una sucesion de intervalos compactos Q,, tal que
Qni1 CQn C Iy y F*(Qn) = I, Yn. Ademds para todo x € QQ = NQ,, se tiene que
F™(z) € I, Vn.

Demostracion. Defino Qg = I. Supongamos que esta definido (), _; intervalo com-
pacto tal que F""1(Q,_1) = I,_1, entonces I,, C F(I,_1) = F"(Q,_1). Por el lema
(3.3.1) aplicado a la funcién G = F" : Q,—1 — R, existe @, intervalo compacto tal
que Q, C Qn_1y F"(Qn) = I, C F*(Qn-1). Por lo tanto queda demostrado por
induccién en n, que F*(Q,) = I, Vn. ]
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Lema 3.3.3. Sea G : J — R una funcion continua, siendo J un intervalo en R.
Sea I un intervalo cerrado en J tal que I C G(I), entonces existe p € I tal que

Gp)=p

Demostracion. Sea I = [By, £1]. Como I C G(I), existen ag, a; € I tal que G(ap) =
Boy G(ay) = 1. Sea H : J — R tal que H(z) = 2 — G(z) una funcién continua
porque G es continua. Como H (o) = ag — G(ag) > 0y H(ay) = a3 — G(ay) <0,
entonces por el Teorema de Bolzano, existe o € [, aq] tal que G(a) = a. De esta
forma queda probado que G tiene un punto fijo en I.

Notemos que este lema es el Teorema (2.2.1) de Brouwer en R. O]

Teorema 3.3.4. Sea F : J — J una funcion continua, siendo J un intervalo en
R. Si existe a € J tal que b = F(a), c = F?(a), d = F3*(a) yd <a <b<c (o
d > a > b > c) entonces para todo k € N, existe en J un punto periddico xo de
periodo k, es decir que F*(xo) = xo y F*(xg) # w0 si s < k.

Demostracion. Se pueden obtener otras conclusiones interesantes ante estas
hipétesis, que escapan los alcances de este trabajo, en [Li y Yorke, 1975].

Asumo d < a < b < ¢ (el otro caso es andlogo). Sea K = [a,b] y L = [b, ¢].

Si k€ N> 1, entonces llamo I, = Lsin=0,1,--- k=2, [, 1 =Kel, =1,
Vn € Ny. Si k =1, defino I,, = L ¥n. Notemos que por el Teorema de Valores Inter-
medios, L C F(L), K C F(L)y L C F(K), por lo tanto los intervalos compactos
(In)nen verifican las hipdtesis del lema (3.3.2): I,41 C F'(I,). Entonces sean @, los
intervalos compactos definidos en la demostracién de dicho lema, tal que Q,, C Qo
Vny F™(Q,) = I, Vn, por lo tanto F*(Qy) = Iy = Iy = Qy. Entonces por el lema
(3.3.3) como Qi C F*(Qy), tomando G = F* : Qp — R, se tiene que G tiene un
punto fijo, es decir que existe p € Qy, tal que F¥(p) = p.

[]

Teorema 3.3.5. Sea € ((1++/5)/2,00), r € (0,(B> -3 —1)/(8>—1)). Sea g
una funcion continua en R que cumple (3.9). Si

1 1 1. pB2-p—-1 , € 4 4 2 1
—1+ =4+ =) (— — — -t =4+ =+ = 1
52( +62+ﬁ4)( B r) +ﬁ2(3+5+62+63+54)+ (3.10)
2¢ 1 2 1 1. B2 -p-1 B2 —-p—-1 9
Sl el W B Nl | S S S N
Gt et et e I =Cmo )
para todo m = 1,2,--- la ecuacion (3.1) tiene una dorbita periddica de periodo m.

Demostracion. Vamos a demostrar que existe a,b,c € J tal que f(a) =0, f(b) =c¢
y f(c) = a, esto equivale a decir que la ecuacién (3.1) tiene una érbita de periodo
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3. Entonces, como f(z) = fz — g(x) es una funcién continua en R, por el Teorema
(3.3.4) queda probado que la ecuacién (3.1) tiene 6rbitas de periodo m, para todo
m € N.

Para buscar la é6rbita de periodo 3, definimos la siguiente relaciéon de recurrencia:

Ynt+1 = %yn + %g(yn—2)- (311)

Supongamos que se conocen y_s,y_1, Yo, entonces se tiene que

_l _|_l( )
yl—ﬁyo BQ Y-2),

1 1 1
Y2 = 53 + @g(y—z) + Bg(y—l),

1 1 1 1
Ys = @yo + Eg(y—z) + @9(9—1) + Bg(yo)-

Defino H : R® — R3 tal que H(y1,92,y3) = (21, 29, 23), siendo:

5= g+ 50)
1—693 ﬁgyla

2 = %ys + %g(yl) + %g(yz),

23 = %ys + %9(%) + %9@2) + %g(ys)

Sea ¥ = (U1, 2, U3) siendo

__14p=p 1B+ p 148+
ylzﬁu ?J2:Wa y3:W

Claramente 77 < 0, 75 > 0, 73 > 0 y ademads se tiene que

1 1 . 1__ 1 1 . 1_ 1 1 1
=3l g ?/22@3/3—@%—3; ?J3:@y3—§+(§+5) (3.12)
Si
\/<y1—m)2+(yz—%)2+<ys—%)2S%I%—“
entonces
Y1 <yt =,

_ p-p+1 p-p-—1
Y2 = Yo — 0o = F-1  B_1

+r=m,
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Fap-1_ P-p5-1

Ys = Yz — 0o = 51 51 +r=>vr
Teniendo en cuenta (3.12) se obtiene que
_ 1 _ 1
21— = B(?J:s —73) + B(Q(yl) +1)

Y como g es una funcién sigmoidea como la definida en (3.9) se tiene que

| |<1| |+1|()+1|<15+1
a-yl< s =Wl +5 19l < =0+ e
1 1 ﬁ 3 3 ﬁ 1 BO B

Analogamente se puede probar que

o 1 1 1 o 1 1 1 1
|Z2—Z/2|§—50+(E+E)5 y |- |< S0+ (5+ 55+ )

Entonces aplicando la hipdtesis se tiene que

(21 =70+ (22— 72)* + (23— 73)° < %(1+%+§)6§+

24 4 2 1
%(3+—+—+—+—)+

gopr BB
26 12 1 1. B-p-1
+5—3€(1+5+§+@+@>§(W

Por lo tanto H mapea

—r)? =6

N(Y,80) = {(y1.v2,y3) ER®: (1 —70)° + (o —3)* + (ys — ¥3)° < 65} en N(7, o)

Por el Teorema (2.2.1) de Brouwer de punto fijo, se tiene que H tiene un punto
fijo (y7,93.y3) € N(¥,00). Es decir que H(y7,v3,y3) = (¥7,95,y3), entonces por la
definiciéon de H se tiene que:

—_

* * 1 * * * *
v = 5 + Bg(yl) =y = By — g9(y;)

1 1 1 1
Ys = B—y§ + ﬁg(yi‘) + Bg(yé‘) = By — 9(y3) = 5(1/5 +9(w)) =u
Y5 = 5—y§+@g(yi‘)+@g(y§)+gg(y§) = By; = & 5g(y1)+‘q%2)+9(y3) = y5+9(y3)

Por lo tanto probamos que (3.1) tiene una érbita de periodo 3 que es O(y7)
{vi,v3. v5}

oo
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Ejemplo 3.3.6. Veamos un ejemplo. Sea ¢ > 0y go(x) = (1 — e )/(1 4+ e ).
Entonces, como (1 4 e~“*) > 1, se tiene que
26—C$

r)—1|=m—— <2, st x>r
[ go(a) = 1= 1 < >

C

y como 1+ e~ > e~ se tiene que

2
| go(@) +1[= g <27, si x< -,

por lo tanto gp es una funcién sigmoidea.
Asumiendo que 8 € ((1++/5)/2,00), 7 € (0, (8% —B—1)/(8>—1)) y que se cumple
(3.10), entonces por el Teorema anterior tenemos que la siguiente ecuacién

Tnt+1 = 5.%“ - g(](‘rn)7 n= 07 17 e

tiene érbitas periddicas de periodo arbitrario.
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Un sistema discreto perturbado de
primer orden

Este capitulo estd basado en la referencia [Li y Yang, 2006].

4.1 Introducciéon

Sea

z(n+1) = f(z(n),y(n)), v €R", y eR" (4.1)
un sistema dindmico discreto, siendo f una funcién continua y siendo y(n) una
funcién de perturbacién.

En la siguiente seccién se estudia bajo qué condiciones la ecuacién (4.1) tiene una
6rbita peridédica cuando la perturbacién es una funcién periédica y qué relacion hay
entre sus periodos.

4.2 Resultados principales

Hipétesis 4.2.1. Se asume que la perturbacién y(n) en (4.1) es una funcién
periédica, no nula de periodo minimo k, es decir que y(i) = y(i + k), con i € Ny y
keNyquey(i)Zyli+j)sij<kyjeN

Hipétesis 4.2.2. f(0,y(i)) # 0siy(i) #0, conie {0,1,--- ,k—1}.
Hipdétesis 4.2.3. Se tiene que

s 1L/ 200 |

lelsoo Il Z ]

<1,ie{0,1,--  k—1}. (4.2)



30 Un sistema discreto perturbado de primer orden

Teorema 4.2.4. Suponiendo que se cumplen las hipdtesis (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3),
entonces el sistema (4.1) tiene una orbita periddica no trivial, es decir que O(zo) #

{0},

Demostracion. Por (4.2.3) se tiene que dado ¢ € {0,1,--- ,k — 1}, existe m; > 0 tal
que || f(z,y(@)) [[<[[ [ si | = [|> m;.

Sea ; = max|z|<m, || f(z,y(i)) |> 0, notemos que entonces

[l st || [|> ms;
my, stz ||< my.

| e y() 1< {

Sea M; = max{m;,m;} y sea M =max{M; :i € {0,1,--- ,k—1}}.

Veamos que si || z ||< M entonces || f(z,y(¢)) ||[< M Vie {0,1,--- Jk—1}:

Sim; <|| x ||< M entonces || f(z,y(i) |<]| z ||< M.
Si || = ||< m; entonces || f(z,y(d)) ||[<m; < M; < M.
Entonces U = {z € R" ;|| z [|[< M} es un conjunto positivamente invariante del
sistema

z(n+1) = f(z(n),y(i), €U, ie{0,1,---  k—1} (4.3)

Sea f; = f(x,y(i)), con i € {0,1,--- |k — 1} ysea F' = fy_10---0 fy. Luego
F : U — U es un mapeo continuo, por ser composiciéon de funciones continuas dado
que f es continua por hipétesis. Por el Teorema (2.2.1) de Brouwer, F' tiene un
punto fijo zg, es decir que fx_10---0 fo(zg) = xo.

Sea x; = fi—1(x;—1), entonces se tiene que fr_1(zx—1) = xo, ademéds por la (4.2.2)
tenemos que fiix = f;, entonces la drbita o(xg) = {xg, 21, ,2x_1} es una 6rbita
periédica de (4.1). Esto implica que o(zg) contiene una érbita periddica de periodo
minimo 5 tal que j divide a k.

Vemos que la érbita no es trivial. Supongamos que O(x) = {0}, esto quiere decir
que g = 0y f(0,y(i)) =0Vie{0,1,--- ,k—1}. Pero como y no es nula, existe
j€40,1,--- ,k—1} tal que y(j) # 0, entonces f(0,y(j)) # 0, lo cual es un absurdo.
Entonces la orbita no es trivial.

]

Ejemplo 4.2.5. Veamos un ejemplo que cumple las hipdtesis del Teorema (4.2.4),
donde el periodo de la solucién es mas chico que el de la perturbacién.

Sea
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T |y |
flz,y) = + :
2+ |yl 2+ |y

siendo la perturbacién y(n) la funcién periédica de periodo cuatro, tal que y(0) = 1,

y(1) = —1/2,y(2) = —Le y(3) = 1/2.
Veamos que se verifican las hipotesis del Teorema:

1. y(n+4) =y(n), Yn € Ny por defincién de y.

2. F0.9() = T # 05 y(m) 0.
eyl 1 y(n) |
Tl = SR 5y T T ) )

) 1/3, st y(n) ||=
= 2o S { 2/5, si|ly(n) ||I=

L;
1 <1
2

4. f es continua por ser composicion de funciones continuas.

5 6
Veamos que este sistema tiene una dérbita periédica de longitud 2: 0(5/3) = {E’ E}
5 6 1 5
Sga 0 = 13- entfnces;cl = f(xo,1) = 3 %2 = f(xl,—§) =13 %= flza,—1) =
ny4:f(x3’§) :1—3-

Por lo tanto, concluimos que el sistema (4.1) tiene una érbita periddica de periodo
mas chico que la perturbacion.

Ejemplo 4.2.6. Veamos un ejemplo de un sistema que cumple las hipotesis del
Teorema (4.2.4) y la érbita tiene un tinico elemento.

Sea

v+ |y |
flz,y) =
(@9) I+ |y |

siendo la perturbacién y(n), la funcién periédica de periodo dos, tal que y(0) = 1
e y(1) = —1 Es fécil ver que se verifican las hipdtesis del Teorema. Por lo tanto

sabamos que tiene una orbita periddica de periodo igual a un divisor de 2, por
ejemplo O(1) = {1}.

Hipétesis 4.2.7. Suponiendo que se cumple (4.2.1) y que k; > 0 coni € {1,--- ,r}
son los divisores de k tal que 0 < k; < --- < k. < k y r > 0. Para todo k; divisor
propio de k, las funciones Fy, = fr,_, o -0 fo y For, = for,_, © -+ o fo no tienen
puntos fijos en comun.

Teorema 4.2.8. Suponiendo que se cumplen las hipdtesis (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) y
(4.2.7) entonces el sistema (4.1) tiene una drbita periodica de periodo minimo k.
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Demostracion. Por el Teorema (4.2.4), el sistema (4.1) tiene una 6rbita periddica
no trivial de perfodo minimo j, tal que j € {ky,--- , k., k}.

Veamos que j = k. Supongamos que j € {ky,--- ,k,}, tenemos que Fj(xg) =
y Fyj(x0) = x¢ , lo que contradice la cuarta hipdtesis.

Entonces k =r. [l

Tty
2+ |y |

periddica de periodo 4, tal que y(0) =1, y(1) = =1/2, y(2) = -1 e y(3) = 1/2.

Ejemplo 4.2.9. Sea el sistema (4.1), con f(z,y) = , y(n) la funcién

Veamos que se verifican las hipotesis del Teorema (4.2.8):

1. yin+4) =y(n), Vn € Ny. Siendo k =4, ky =1y ky = 2.

2. £(0,y(n) = — 2 Loy 20

2+ [y(n) |
: 1f (@ y(m)Il _ . 1 y(n)
3. Imsup| /e — 7 < lim Supy, oo + <
el ]l 1122 4 y(n) " [ | 2+ [y(n) ])
r .
1 L sy 1= 1
< <9 3 <1
2+[y(n)] . 1
s sillyn) =3
4. f es continua por ser composicion de funciones continuas.
20 — 1 .
5. Fa(x) = fio folx) = 5 Do comparte puntos fijos con
r+1
2r — )
Fy(z) = fio folx) = 5 RO comparte puntos fijos con
4o + 13
Fy(w) = fzo fao fio fo(z) = 995

Veamos que este sistema tiene la siguiente érbita de longitud 4:

1 6 1 6
N7 ={—, = - =
W=t 17 1
1 6 1 1
Sea xp = 1—7,6ent0nces T :1 f(zol,l) = 10 02 = f($1,—§) = —77 % =
flag, =)= -y o= flas3) = 1
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Ecuaciones en Diferencias de Orden 2
T-Peridédicas Autoadjuntas

Este capitulo estd basado en la referencia [Li y Zhang, 2009].

5.1 Introducciéon

Estamos interesados en estudiar la existencia de soluciones periddicas de la siguiente
ecuaciéon en diferencias autoadjunta de segundo orden T-periddica:

Alp(t) Au(t — )] + q(t)u(t) = f(E,u(t)) (5.1)

siendo p, q : Z — R funciones, f : Z x R — R una funcién continua en la segunda
variable y /A el operador de diferencias hacia adelante, es decir

Au(t) = u(t + 1) — u(t).

Ademas como la ecuacion es T-periddica, existe T € N tal que se cumplen las
siguientes condiciones:

pt+T)=pt) y qt+T)=q(t) Vt€eZ y f(t+T,z)= f(t,x) V(t,z) € Z x R.

A lo largo del capitulo vamos a emplear las siguientes notaciones:

F(t,z) = /09C f(t, s)ds

2. Sean a,b € Z, a < b. Notamos Z(a) = {a,a+1,---} vy Zla,b] = {a,a+1,---b}.
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Con la siguiente observacién queremos mostrar, que no son pocas las ecuaciones
en diferencias de segundo orden que se pueden escribir en forma autoadjunta.

Observacion 5.1.1. Notemos que toda ecuacion de segundo orden
a(t)ult +1) + B(t)u(t) +y(t)u(t — 1) = g(t, u(t)) (5.2)
con a(t) > 0, v(t) > 0y t € Z(]a,b]) puede ser escrita en forma autoadjunta para

t € Z([a, b]).

En el caso de que a, 3, v y g sean funciones T-periédicas, entonces se obtiene una
ecuacion autoadjunta T-peridodica.

Demostracion. Queremos escribir (5.2) de la forma en que estd escrita (5.1). Si
desarrollamos esta tltima, teniendo en cuenta la definicién del operador A tenemos
que:

P+ Du(t +1) + (¢(t) — p(t + 1) — p(t))u(t) + p(H)ut — 1) = f(t, u(t))
y multiplicando ambos miembros de (5.2) por una funcién h(t) > 0 obtenemos:

h(t)a(tu(t + 1) + h(t)B(E)ul(t) + h(E)y(Hut — 1) = h(t)g(t, u(t))

Por lo tanto resolver este problema se reduce a hallar una funcion p tal que,
p(t+1) = h(t)a(t) y p(t) = h(t)y(t) y una funcién g, tal que q(t) = h(t)5(t) + p(t +
1) + p(t). Por lo tanto, basta encontrar p que cumpla la siguiente condicién:

ht+1) = -9 _p0,

es decir que

a(a)
v(a+1)

ala+ Da(a)
v(a+2)y(a+1)

ha); hat2)= 2T p 002

h(a+1) = Py

ha); -+

Por lo tanto se puede ver por induccién en t, que h con h(a) = A > 0 es:

h(t) = Aﬁ _) e a(a ),

tr(s+1)
Si llamamos
)= O L= a(t) = BOR(D) + (0 + 1)+ (0



5.1 Introduccion 35

y J(tu(t)) = h(t)g(t, u(t))

logramos la escritura autoadjunta.

Notemos que si extendemos h de forma periddica, es decir h(t+7T') = h(t), Vt € Z,
entonces p, ¢ y f son T-periddicas.

]

La ecuacién (5.1) se denomina autoadjunta, pues puede ser escrita de la siguiente

forma:
L(u(t)) = f(t, u(t))

siendo L : RT — RT el operador L(u(t)) = A(p(t)Au(t — 1)) + q(t)u(t), el cual
es un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert R” con el producto interno
euclideo, con la condicién de contorno u(0) = u(7"). Como vamos a estar interesados
en soluciones periddicas, vamos a extender a u de forma periddica con periodo T,
entonces por practicidad de escritura vamos a permitirnos escribir u(7'+ 1) sabiendo
que es igual a u(1), aunque su dominio es RT. Veamos que efectivamente es un
operador autoadjunto, es decir que (Lu,v) = (u, Lv). Notemos que

T

(Lu,v) = 37 Ap() Ault — 1)o(t) + q(t)u(t)o(t) =

t=1

= Alp(tyu(t) — p(tyu(t — 1)o(t) + q(t)u(t)o(t) =

t=1

= (pt+ Dult +1) = (p(t) + p(t + 1)u(t) + p(t)u(t — 1))v(t) + q(t)u(t)v(t)

t=1

Z (t+ Dult + Do) = > (p(t) + p(t + 1)u(t)o(t) +

(. J

+ Y ptut — Do)+ q(tyult)o(t) (5.3)

@4
=9

Como por la simetria del producto escalar se tiene (u, Lv) = (Lv,u), por analogia
con (Lu,v) obtenemos:

(u, Loy =Y " p(t + Do(t+ u(t) = > (p(t) + p(t + 1))o(t)u(t) +

N —~

1 2




36 Ecuaciones en Diferencias de Orden 2 T-Periédicas Autoadjuntas

+3 pt)o(t — Du(t)+ > gty (5.4)

9
=9

Claramente el (2) y el (4) de (5.4) es igual al (2) y (4) de (5.3). Ademds como p y
u son T-periddicas se tiene que

> p(t+1)u(t+1)v Zp v(i=1) =Y ptyut)o(t=1)+p(T + Du(T + 1)o(T) =

=t =2 PDu(1(0)
T
-3t
por lo tanto el (1) de (5.3) es igual al (3) de (5.4). Analogamente se puede ver que

el (3) de (5.3) es igual al (1) de (5.4). Por lo tanto, queda probado que L es un
operador autoadjunto de espacios de Hilbert.

Queremos conocer la existencia de soluciones periédicas de la ecuacién (5.1), para
ello vamos a hacer una correspondencia entre hallar soluciones periédicas y el pro-
blema de encontrar puntos criticos de un funcional. En la seccién 2 transformamos
el problema de hallar una solucién periddica a nuestra ecuacién en un problema
de optimizacion. En la seccién 3 analizamos la existencia de soluciones periddicas
cuando f no esta acotada, en la seccion 4 analizamos la existencia de soluciones
periddicas cuando f estd acotada y en la secciéon 5 hacemos una comparaciéon con
el caso continuo, es decir probamos la existencia de soluciones periddicas de una
ecuacion diferencial autoadjunta de segundo orden con f acotada, bajo condiciones
similares al caso discreto.

5.2 Planteo variacional

Sea S el R-espacio vectorial de las sucesiones u : Z — R y sea
E={u={u(t)} € S:ult+T)=u(t), Vt € Z}

un subespacio de S. Notemos que E es isomorfo a R’ espacio que puede ser
equipado con el siguiente producto interno:

=Y utp(t), wveE, (5.5)

el cual induce la siguiente norma:

full = V(u,u) = (O _w’(t)'?,  weE. (5.6)
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Por lo tanto se puede ver que E con el producto interno (5.5) es un espacio de
Hilbert de dimensién finita, linealmente homeomorfo a R .

Para todo r > 1y u € E, se define la norma r como

T
lulle = ) Tu(t) )V (5.7)
=1
Notemos que E con la norma || - ||, es equivalente al espacio de Hilbert, de di-

mensién finita, RT, porque las normas son equivalentes. Vamos a usar las siguientes
constantes en este capitulo:

Crrflullr < llulls < Copflulls- (5.8)

A lo largo del capitulo la notacién que vamos a usar para || - ||2 es || - ||

5.2.1 Definicién del funcional

Definamos el siguiente funcional I sobre E:

1) = = S [5p((Ault ~ 1) = Zg(0(0) + Flt ()], we B (59

Por simplicidad, identificamos v € E con u = (u(1),u(2),--- ,u(T))" y reescribi-
mos I(u) de la siguiente manera:
I{u) = —% D ul®P(p(t)=a(t) =5 > ptyult=1+Y_ u(t)p(tyu(t=1)=)  F(t,u(t))
= —% 3 u(t)*(p(t) +p(t+1) — q(t)) — Su(T)*(p(1) + p(T) — ¢(T))+
+> u(t)ptyult — 1) = > F(t,ult)).

Notemos que I € C*(E,R) y para todo u € E, como suponemos que u(0) = u(T),

u(l) = w(T + 1) podemos computar la derivada de Frechet de I(u), es decir el
ol

gradiente VI(u) = (=——, -+, =) de la siguiente manera:

ou(l)” 7 ou(T)

(D) = —u(t)(p(t) + plt + 1) — q(t)) + p(t)ult — 1) + u(t + Dp(t + 1) — f(t,u(t))
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= p(t+D(u(t +1) = u(t)) = p(t)(u(t) —ult = 1) +u(t)q(t) — f(t, u(t)))
= Alpt)dult = 1)) +u(t)g(t) — f(E,u(?))-

Notemos que hallar los puntos criticos de I(u) se corresponde a igualar su gra-
diente a 0, por lo tanto obtenemos:

Alp(t)Au(t —1)] +q(@)u(t) = f(t,u(t)), teZ[1,T],

la cual es precisamente la ecuacién (5.1) con t € Z[1,T]. Con lo cual extendiendo
u de forma periddica, es decir u(t + T') = u(t), Vt € Z, tenemos una solucién
u : Z — R que es T-periddica.

Por lo tanto transformamos la existencia de una solucién periddica de (5.1) a
la existencia de un punto critico de I en E. Este resultado es muy importante,
porque lo que vamos a hacer es buscar puntos criticos del funcional I y de esa
forma encontrar soluciones periédicas de nuestro sistema discreto.

5.2.2 Notacién matricial del funcional

Reescribiendo I(u) matricialmente obtenemos:

T

I(u) = —%((P +Quu) — S F(tut)), (5.10)

t=1

donde u = (u(1),u(2),--- ,u(T)) € RT, y P, Q son matrices de T' x T dadas por

p(1) +p(2)  —p(2) 0 e 0 —p(1)
-p(2)  p2)+pB)  -pB) - 0 0
p_ 0 -3 pB)+pMA) - 0 0
0 0 0 p(T=1)+p(T)  —p(T)
—p(1) 0 0 —p(T) p(T) + p(1)
—q(1) 0 0 0 0
0 —q2) 0 0 0
0= 0 0 —q(3) 0 0
0 0 0 —q(T—1) 0
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Notemos que como (P + @) es simétrica, (esto se desprende de que la ecuacién
con la que estamos trabajando es autoadjunta) se tiene que

(VI(u),u) = =((P+ Q)u,u) = Y _ f(t,u(t))ult). (5.11)

t=1

5.3 Existencia de Soluciones Peridédicas, cuando f
no esta acotada

Supongamos que f no es acotada y cumple la siguiente condicién:

(A;) Existen dos constantes «, v con 1 < a <y < 2, tal que

YF(t,x) <zf(t,z) < aF(t,z) <0, Y(t,z)e€ Zx (R~ {0}).

Queremos extraer informacién de esta condicién, para ello integramos (A;), obte-
niendo la siguiente desigualdad:

—ay |z "< F(t,x) < —ay | x|, (5.12)

siendo ay y as constantes positivas. Como 7 y a son nimeros menores que 2 divi-
diendo la desigualdad anterior por | z |? y tomando limite obtenemos:

F(t, z)
li L =0 5.13
' F
t
lim £ ’f) = —o0, (5.14)
|z|—»0 X

es decir, que F' es subcuadratica en oo y F' es supercuadratica en 0.

Vamos a ver en el siguiente Lema, que si F' satisface (A;), entonces el funcional
1 satisface la condicion de compacidad de Palais Smale. Esto nos sirve para aplicar
los Teoremas (2.4.4), (2.4.5) y (2.4.6) para encontrar puntos criticos del funcional 1.

Lema 5.3.1. Supongamos que F € C*(ZxR,R) satisface (A;). Entonces I satisface
la condicion de Palais-Smale.

Demostracion. Ya vimos que I € C'(E,R). Sea ) € E con k € N, una sucesién
tal que {I(x*))} estd acotada y || 7 I(z®)|| — 0 si k — oo. Entonces, existe una
constante M > 0y ky € N tal que

| I(z®)|< M VkeN
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|7 1) <1, sik = ko,
Por lo tanto, por la desigualdad de Cauchy Schwartz obtenemos:
| (7 (z®)), 2) |< ||| sik>ko,x € E.

Entonces . )
I6W) = S(VI®), 28 < M+ 2 2],

Teniendo en cuenta las relaciones (5.10) y (5.11), tenemos que:
1
I(a®) ~ H(VI(a), o) =
T T

—S(PHQ)®, 2= 3™ F(t, 2 (1) 45 (PHQ)a®, )4

t=1 t=1

I
~
—

~
8
-
~~
~
~—
~—
8
P
S

Z

~~
~
S~—

== [F( - —f(t ()@ (1)].

t=1
Como vF(t,z) < xf(t,x) con (t,z) € Z x R, entonces:

T
1
M+ 5||g;<'€>|| > =3 F(t,a(

t=1

wlq

Por (5.12), como —F(t,x) > as | = |*, entonces

T
1 v
Sk _7 (&) (4) |
M+2||93 | > ax(1 2)t§1|a¢ (t) |*.

Por otro lado, como || - || es equivalente a || - ||, se tiene que ||z ||, > (1/Cy4)||z®],
tenemos que:

M+ - ||x<k > as(1 — 1)(—

(k) ||
e

entonces ] ]
7 (k)] ()
11— Dy(— _ = <M
oall = D)l = 5] <
lo cual implica que ||z(®|| estd acotada. Y como E es un espacio de dimensién

finita, toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente. Por lo tanto el
funcional I satisface la condicién de Palais-Smale.

O
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A continuacién presentamos el primer teorema de existencia de soluciones
periédicas del capitulo, imponiendo condiciones en el signo de p y q.

Teorema 5.3.2. Supongamos que F satisface (A1) y que p, q satisfacen las
siguientes condiciones:

(p) p(t) >0Vt € Z[1,T];

(q) q(t) <0Vt € Z[1,T] y existe por lo menos un punto ty € Z[1,T] tal que q(ty) < 0.

Entonces existen por lo menos dos soluciones T'-periodicas no triviales de la
ecuacion (5.1).

Demostracion. Para encontrar los puntos criticos del funcional I, vamos a verificar
primero las hipdtesis del Teorema (2.4.4) del Paso de la montana.

Por el Lema (5.3.1) sabemos que [ verifica la condicién de Palais-Smale.

Veamos que P + (Q es una matriz definida positiva. Sea z € RT, tal que = # 0,
entonces:

«P+%®%x>ZE:QM)+pU+1%—ﬂﬂﬁf—2§:P@+1ﬁﬂwl=
= ZP(@ + D)(z5 — 2441)* — Zq(@)xf > 0 pues p(i) >0y q(i) <O0.

Si la primera sumatoria es positiva listo, pues la segunda es no positiva. Si la
primera sumatoria es cero, es porque todas las coordenadas son iguales y como
x # 0, las mismas son no nulas, y como por hipétesis existe i tal que ¢(i) < 0, nos
queda la segunda suma estrictamente negativa. De esta forma queda probado que
P + (@ es definida positiva, entonces todos sus autovalores son positivos:

O<)\1§)\2§§>\T
Ademas sabemos que

Mllull® < (P + Q)u,u) < Arflull*.

Por el limite (5.14), existe p > 0 tal que F(t,z) < —(3/4)A\rx* si |z [< py
t € Z[1,T]. Entonces para todo u € E con ||u|]| < p, se tiene que | u(t) |< p para
todo t € Z[1,T] y entonces:

T

SUP+ Q) + 3 Ft () < el = e D u(r)”

t=1
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Por lo tanto: 1 3 4
I(u) > =l + P ul? = o ful?
Y esto implica que

1
1 |BB,,Z Z)\sz =a > 0.

Entonces probamos que se cumple (J;).

Sea w € F con |w|| =1y sea o > 0, entonces teniendo en cuenta que A; es el
menor autovalor de P + @ y la cota (5.12), observamos que:

T

I{ow) = —%((P + Qaw, aw) — 3 F(t, aw(t)) <

t=1

T
L,
< —5Q A1 +aloﬂz | w(t) 7.

t=1

Y como || - ||, es equivalente a || - || se tiene que:
1, 1 |
Iaw) < —=aM + a1 (=) ||w]|" — —o0 si a — 0.
2 Ciy
Entonces, se puede elegir « lo suficientemente grande para que a > p e I(ug) < 0
1
con up = aw € EN BS. Ademds I(0) = —§<(P +@)0,0) — ZtT:l F(t,0) = 0. De

esta forma probamos (.J3).

Por lo tanto probamos que I cumple las hip6tesis del Teorema (2.4.4) del Paso
de la Montana, entonces existe por lo menos un punto critico u de I, es decir que
Vi(u) =0, tal que I(u) = ¢ > a > 0 siendo:

c = inf sup I(h(s)) dondeI' ={h € C([0,1], E) : h(0) = 0, h(1) = uo}.

hel sel0,1]

Esto equivale a decir que existe una solucién periédica de (5.1) de periodo T

Veamos que hay otra solucién periédica. Notemos que cualquier u € E lo podemos
escribir como u = aw con ||w|| =1y o € R, entonces

1 1
I(u) < —sMllul® + ar(==) [l Vue E,
2 Ciy
lo cual implica que:

lim [(u) =—o0
[[uf|—o00
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Esto quiere decir que I esta acotada superiormente en E' y que —I es coerciva, es
decir que limj,|—o0o —1(u) = +00.

Sea Cpar = sup{l(u) : u € E'}. Veamos que el supremo se realiza. Por el limite
anterior, tenemos que I(u) < —M, siendo M > 0 si ||ul| > Ny con Ny € N. 'Y como
By, es compacto, por estar en un espacio de dimensién finita e I es continua en E,
entonces I alcanza un maximo en By, que sabemos que es positivo, pues ya vimos
que  toma valores positivos en 0B, C E. Por lo tanto I alcanza un méaximo en F.
Sea @ € E tal que I(1) = ¢pqy. Claramente 4 # 0, pues I(0) = 0 y ya probamos
que existen puntos donde I es positiva (I |sp,= a > 0).

Si u # u esta probado el Teorema. En caso contrario si & = u, entonces ¢ = ¢pqz-

Sihel' ={heC(0,1,F) : h(0) = 0,h(1) = up}, como I o h es continua en
[0,1] que es compacto, tenemos que sup,c(o 1 [(h(s)) se realiza. Es decir que para
cada h € T', existe s;, € [0, 1] tal que I o h(sy) = supyeo 1 I(h(s)).

Veamos que infper I o h(s,) = ¢ se realiza. Como ¢ = Car ¥ Crae = sup{/(u) :
u € E}, tenemos que ¢y, > I(u) Yu € E, entonces Cpar > I(h(sy)) Vh eT.
Si existe h € T' tal que ¢pee # I 0 h(sy), entonces Cpae < I 0 h(sy), lo cual es un
absurdo.

Por lo tanto V h € "'y s, € [0, 1] tenemos que ¢par = I(h(sy)). Ademds podemos
decir que s, € (0,1), dado que I(h(0)) = 0y I(h(1)) < 0 y ya vimos que existen
puntos donde [ es positiva.

Si elegimos hy, ho € T' tal que:
{hi(s) : s € (0,1)} N{ha(s): s € (0,1)} =0,

entonces existen sy, s2 € (0,1) tal que I(hy(s1)) = I(h2(s2)) = Cmaz, entonces existen
dos puntos criticos distintos u; = hy(s1) v uz = ha(s2) de I en E. De hecho, en este
caso podemos obtener infinitos puntos criticos distintos no triviales.

]

Veamos un ejemplo donde se aplica el Teorema recién demostrado.

Ejemplo 5.3.3. Sea

4
Nu(t —1) —u(t) = —gu(t)l/?’a(t), siendo a > 0 una funcién T-periddica,

4
siendo p(t) = 1, q(t) =1, f(t,u) = —gul/S(t)a(t), Vt € Z. Como py g son constantes
y f es T-periddica, las tres funciones se puede decir que son T-periddicas. Veamos
que se cumplen las hipétesis del Teorema anterior:

l.p=1>0
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2.q=-1<0

3. Como f(t,u) = —§u1/3(t)a(t), se tiene que F(t,u) = [ f(t, s)ds =
—a(t)u/3(t). Sea v € [4/3,2) y a € (1,4/3], entonces:

—yut(t)a(t) < —§u4/3(t)a(t) < —au3(t)a(t)

es decir que se cumple(A;).

Por lo tanto el Teorema anterior nos dice que esta ecuacién tiene dos soluciones
no nulas de periodo 7.

Sielegimos a(t) = 1y u(t) = b € RVt € Z, hay al menos dos soluciones constantes,
entonces reemplazando en la ecuacién original obtenemos las mismas:

—ph= _Z_Lbl/3

3
es decir b = /64/27 0 b = —,/64/27.

Teorema 5.3.4. Supongamos que F satisface (A1) y que (P4+Q) # 0 es semidefinida
positiva. Entonces existe por lo menos una solucion T-periddica no nula, de la
ecuacion (5.1).

Demostracion. Como (P+Q) es semidefinida positiva no tiene autovalores negativos,
y como es simétrica y real es diagonalizable. Si tuviera todos sus autovalores nulos,
serfa semejante a la matriz nula, es decir que serfa la matriz nula. Como (P + Q)
no es la matriz nula tiene al menos un autovalor positivo.

Supongamos que 0 < A} < Ay < --- < )\, son los autovalores positivos de P + @,
y sean 7; (1 <i < m) los autovectores de P + () correspondientes a los autovalores
A;i con (1 <14 < m) que satisfacen:

1, sii=y;

1 1) :{ 0, sii#j.
Sea Et =gen{n; : 1 <i<m}.
Por el Lema (5.3.1) sabemos que [ verifica la condicién de Palais-Smale.

Veamos que se cumplen las condiciones (J;) y (J2) del Teorema (2.4.4) del Paso
de la Montana.
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Por el limite (5.14), existe una constante p > 0 tal que F(t,z) < —(3/4)\n2?
V]xz|<p, teZ[1,T]. Entonces Vu € E tal que ||u|| < p se tiene que | u(t) |< p
Vt € Z[1,T] y la siguiente condicién:

3

1 1
1) 2 = Amllal + Dhnlul =

4

Al

la cual implica que

1
I(u) lon,> a = JAmlul

Por lo tanto probamos que (.J;) se verifica.

Claramente, al igual que en el Teorema anterior I(0) = 0 y para todo w € E*
con ||w|| = 1 se tiene que:
lim I(aw) = —o0.
a—r 00
Entonces, se puede elegir un « suficientemente grande tal que o > py I(ug) <0
con ug = aw € ET C E. Entonces se cumple (J). De esta forma, probamos que se
cumplen las hip6tesis del Lema (2.4.4) del Paso de la Montana, entonces existe por
lo menos un valor critico u € E tal que I(u) = ¢ > a > 0, por lo tanto u # 0 pues
I(0) = 0. Esto equivale a decir que la ecuacién (5.1) tiene al menos una solucién
periédica no nula de periodo T O]

Analizando la demostracion del Teorema anterior, surge la inquietud de si se
pueden obtener los mismos resultados relajando las hipétesis sobre (P 4 Q). En el
préximo Teorema solo le vamos a pedir a (P + ) que tenga al menos un autovalor
positivo.

Teorema 5.3.5. Supongamos que F' satisface (A1) y

(Ay) (P + Q) tiene al menos un autovalor positivo.
Entonces la ecuacion (5.1) posee al menos una solucién no trivial T-periddica.

Demostracion. Supongamos que 0 < Ay < A < -+ < Ny 0> —pug > —pg > -+ >
—u son los autovalores positivos y negativos de (P + Q) y que n;(1 < i <), y
&(1 < j < k) son los autovectores de (P + Q) correspondientes a los autovalores
Ai(1 <i <)y p;(1 <j <k) satisfaciendo las siguientes condiciones:

)1, sti=y; ey )L oste=7;
Wﬂﬁ_{asu%j’ @ﬁﬁ_{asu#j
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Por lo tanto E se puede escribir como la suma directa £ = E~ @ E° @ E* siendo:

Et =gen{n;: 1<i<l} E =gen{§:1<j<k}

E°= (Bt e E)-.

Notemos que si (P + @) no tuviera autovalores negativos, es de decir E~ = (),
estamos en la situacion del Teorema anterior.

Para todo u € E, u puede ser descompuesto como u = ut + u® + u~, donde
te BT, u € B yu® e EY Por lo tanto

Ml < (P +Qut,u’) < Mflut|?,

—pillu” | < {(P+ Q™ u”) < —mflu|?,

Queremos aplicar el Teorema (2.4.5) de Punto Silla para encontrar puntos criticos
de I.

La condicién de Palais-Smale se cumple por el Lema (5.3.1).
Ahora veamos que [ verifica (J3) y (J1).

Sea H, = ET, H, = E- @ E°. Asumamos que 1, es un autovector de P + Q

asociado a A1 y ||yo|| = d suficientemente chico para que se cumpla lo siguiente:
2@2 1 o
~— ()%
)\l CQa

sindo as la constante de la condicién (5.12) y Cs, la constante de la relacién (5.8).

5 <

2
Dicho ¢ existe pues %(C—)"‘ > 0. Reagrupando la desigualdad obtenemos:
1 2c

1

1
— — )\ .
C2a) 1 ) >0

w = 0%(ay( i

Entonces para todo u = yo + u~ + u” ( notemos que u € Hy + 9o ), como

I(u) = —% < (P+ Q)u,u > — Zthl F(t,u(t)) y (P+ Q)u’ = 0, tenemos que:

T
1) =~ Alloll? = S{(P+ Quu7) = 3 Fitu
t=1

Como ((P+ Q)u™,u~) < —uy|ju||?, entonces:

T
1 1 _
1) > =M llol + gl | = 37 F(t, u(t).

t=1
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Por la condicién (5.12) se tiene que F'(t,u(t)) < —aq | u(t) |*, entonces
1 1 d
1) 2l + I+ a2 > u(e) [
t=1
Por la condicién (5.8) se tiene que |[ul® > (1/Csa)®(yol? + ||u™||2 + |[u°]|?)*/% y
como §,u1||2f||2 > 0, podemos acotar I(u) de la siguiente manera:

1 1, B
I(w) = =S M llwoll3 + az(5=) (oI5 + w113 + [lu”lI3)*

0204
Como ||Ju~||3 + ||u’||3 > 0, entonces:

1

1 T
I(u) > ——)\1Hyo||2+az(c2 ) lyolly = (az(a) —§>\152 ) =w >0,

lo cual implica que [ satisface (Jy). Porque probamos que si yg € Hp, entonces
Jw > 0 tal que J |gy4y> w.

Veamos ahora que [ también cumple J3.
Sea v € Hy = ET, como por (5.12) se tiene que —a; | z ["< F(t,z) y A es el menor
autovalor positivo de P + @) tenemos que:

T
1 1
I(v) = —5((P+Qv,v) - ZFtu <—§)\1||y||2+alz|y(t)|7.
t=1

Teniendo en cuenta (5.8) se tiene que [|v||7 < (1/Cy,)7||v||”, entonces:

1 1 1 1
I(v) < =g MllvlP + a1<017> [ = [lv|® (al(ch)7 — M) =0
Queremos que o sea negativo, para poder asegurar que es menor que w. Supongamos
que ||v|| = p, entonces pedir o < 0 equivale a pedir lo siguiente:

2@1 17
T <o
)\1 C17

2—y

Como 1 < v < 2, existe p > ¢ suficientemente grande que cumpla la condicién
anterior. Entonces probamos que I(r) < ¢ < 0 y por lo tanto ¢ < w para todo
v € Hy con ||v|| = p. Entonces se cumple J5.

Por lo tanto por el Teorema de Punto Silla [ tiene al menos un punto critico.
Ademas dicho punto critico no es cero, porque J |g,1,> w > 0. Esto equivale a
decir que la ecuacién (5.1) tiene al menos una solucién periddica no nula de periodo

T.
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Nos preguntamos ahora, si el planteo variacional nos lleva a un funcional par, si
podemos ante las mismas hipotesis que en el Teorema anterior probar que la ecuacién
original tiene més de una solucién T-periddica. Esto es lo que vemos en el siguiente
Teorema.

Teorema 5.3.6. Supongamos que F satisface (A1) y (As) y F(t,—x) = F(t,x). Sea
dim ET=n. Entonces la ecuacion (5.1) tiene por lo menos n pares de soluciones no
triviales T-periodicas.

Demostracion. Para demostrar este Teorema vamos a usar el Teorema (2.4.6). Por
eso vamos a ver que se verifican las hipdtesis del mismo.

1
Como I(u) = —5((P + Q)u,u)y — . F(t,u(t)) se tiene que I(—u) = I(u),
porque F(t,u) = F(t,—u), es decir que el funcional es par. Esto nos hace pensar en

usar el Teorema (2.4.6). Con lo cual a continuaciéon vamos a chequear las hipétesis
de dicho Teorema.

Notemos que (0) = 0 porque F(t,0) = 0.

Sea H; = E™ un espacio de Banach por ser un subespacio de dimensién finita y
sea v € Hy, entonces como por la condicion (5.12) se tiene que a1 | x "< F(t,z) y
A1 es el autovalor mas pequeno positivo de (P + @), obtenemos que:

T
1
I(v) < =sMlvl*+a [ v(t) [
t=1

Y como por la condicién (5.8) se tiene que |[v|[7 < (1/C1,)7[|v||]7, entonces:

1 1 )
— SAllvI*).

1 1
10) < =Ml + (VIR = P an( o) = 5

Cy

Notemos que I(v) < 0 si
2@1 1 _
(=) < vl
A1 Chy
y que existe d > 0 suficientemente grande tal que
%(L)V < 4?7,
A Oy

Por lo tanto si ||v|| > d se tiene que I(v) < 0, entonces

sup I(v) <0.
{veHy:|lv||=d}

De esta forma queda demostrado que I cumple (J5).
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Veamos ahora que I cumple (J5). Sea Hy = FE, codimHy; = 0 < dimE™. Por
el limite (5.14) se tiene que existe p > 0 tal que F(t,z) < —(3/4)\x? (siendo )\
el autovalor positivo més grande de (P + @)) para todo | = |[< py t € Z[1,T].
Entonces, si tomamos u € E con |lu|| < p, se tiene que | u(t) |< p para todo
t € Z[1,T], entonces tenemos:

1 3 1
1) 2 = Aful? + Sl = Al

lo cual implica que:

1
inf I(u) > =)\|lpll> > 0.
et (u) > 1 el

De esta forma queda probado que I cumple (Jg). Y entonces por el Teorema (2.4.6)
existen dimH; —codimHy = n pares de puntos criticos de I no nulos, pues I(0) =0y
en la desigualdad anterior se ve que I toma valores positivos. Esto equivale a probar
que la ecuacion (5.1) tiene al menos n pares de soluciones periédicas de periodo T’
no triviales.

[]

5.4 Existencia de Soluciones Periédicas, cuando f
esta acotada

Vamos a analizar primero el caso en que P + () es una matriz inversible, que es el
resultado mas sencillo de probar.

Teorema 5.4.1. Supongamos que f, P, y Q) satisfacen las siguientes condiciones:
(A3) [ es acotada, es decir, que existe My > 0 tal que | f(t,z) |< My para todo
(t,x) € Z[0,T] x R;

(Ay) La matriz (P + Q) es inversible.

Entonces la ecuacion (5.1) posee al menos una solucion no trivial T-periddica.

1
Demostracion. Como I(u) = —§<(P + Q)u,u) — ZtT:l F(t,u(t)), entonces se tiene
que

VI((u(l), e 7U(T))) = _(P + Q)(U(D’ Y 7U(T))t - (f(lv u(l))v T 7f(T7U(T>)>t7
es decir que VI(u) = —(P 4+ Q)u — f(-,u).

Como vimos que hallar soluciones T-periddicas de la ecuacién (5.1) equivale a
hallar puntos criticos de I, hacemos VI (u) = 0, por lo tanto obtenemos lo siguiente:

(P+Qu=—f(u)
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y como P + (@) es inversible, podemos escribir:
w=—(P+Q) ' f(u).

Por lo tanto nuestro problema se transforma en hallar al menos un punto fijo de
la funcién K : F — E tal que K(u) = —(P + Q)" f(-,u(-)). Notemos que K es
continua, pues f es continua. Queremos usar el Teorema (2.2.1) de Brouwer para
ver que K tiene un punto fijo, para eso vamos a ver que la imagen de K esta incluida
en una bola. Notemos que K se puede acotar de la siguiente forma:

I ()| < 1P+ Q)M LFCu)ll-

Y como f es acotada:
1K )| < I(P+Q) M IVTMy = C > 0.

Por lo tanto, ||K(u)|| < C Vu € E. Entonces, K : Bc — B¢ tal que K(u) =
—(P+ Q) f(-,u(-)) tiene un punto fijo por el Teorema de Brouwer. Por lo tanto
queda probado que la ecuacién (5.1) tiene al menos una solucién periédica de periodo
T.

O

En el siguiente Teorema, vamos a relajar las hipdtesis sobre la matriz P + Q).

Teorema 5.4.2. Supongamos que f, P, y Q) satisfacen las siguientes condiciones:
(As) definida en el Teorema anterior;

(As) La matriz (P+Q) es singular y por lo menos uno de sus autovalores es positivo;
(Ag) F(t,x) — —oo uniformemente para todo t € Z si ||x|| — oo, x € E°.
Entonces, la ecuacion (5.1) tiene por lo menos una solucion T-periddica

Demostracion. Veamos que I satisface la condicién de Palais-Smale. Sea {z®)} una
sucesion en E tal que | I(z®) |< M, con My > 0 para todo k € Ny |[|[VI(z®)|| — 0
si k — oo, entonces existe k suficientemente grande tal que |[VI(z®)|| < 1, entonces
por la desigualdad de Cauchy Schwarz se cumple:

[(VI(@®W),2) [< |

Sea z®) = y®*) 1 w®  donde y® = u® +ov® ¢ B+ ¢ B~ y w® € E°. Como
1
I(z) = _§<(P +Q)z, x) — Zthl F(t,z(t)), entonces:

(VI(W),2) = ~((P+Q)a™,x) = Y f(t,2®(0)a(t), Vo€ E,

t=1

por lo tanto para un k suficientemente grande:

(P + @)™, a®) [< ™)+ | f(t,2®(0)u® (1) |
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Yy como f es acotada y Z’le | Uy |: <U, (]-7 e 7]-)> < ||U|H|(1, e 71>H - \/THUH se

tiene que:

(P +Q)2™,uV) |< MOZ [u® (@) | Hu® ) < JaM[(MoVT + 1).

Por otro lado, como (z® u®) = (y®) @Y 1 (p®*) 4 F)Y = (y*) 4 ®) pues
E=FEt®E- @ E° y \ es el autovalor positivo més pequeiio de P + @ se tiene
que

(P + Q2™ u™) [=] (P + Q)u™, u™) |2 Ay [[u™] 2.

Entonces probamos que:
Mfu® | < (MVT + 1) [P,

es decir que {u®} estd acotada. Andlogamente se puede probar que {v*} estd
acotada.

Ahora veamos que {w®} estd acotada. De hecho:

I(z®) = ;((PJrQ )= Flt.x

T
t=1

= (P Q™) 3T P (1) — I — F(tw® (1),

t=1 t=1
entonces:

\ZFtw“ ) I1<] 1) |+ | (P, r+2\m )= F(tw®(0) |,

como \; y pg son los autovalores mas grandes en moédulo se tiene que:

[ D F(tw () < Ma+ (Al+uk)|!y H2+Z|th’“)()) F(t,w(t)) |,

t=1 =
aplicando el Teorema de Valor Medio de Lagrange a F' se obtiene:

T T

[ D Ftw®() [< Myt (Al+uk)||y(’“ P> 1w @) +0y00) |1y () |,

t=1 t=1
con f € [0,1]. Como f es acotada podemos escribir:

T

D F(tw () |< Mo+ 5 (Azﬂw«)Hy P+ MoV |y ™.

t=1
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Esto implica que {3, F(t,w®(t))} est4 acotada, pues ya probamos que {y*} es
acotada. Veamos que esto implica que {w®} est4 acotada. Supongamos que no,
entonces podemos asumir que ||w®|| — oo cuando k — oo, entonces por (As) se
tiene que

|ZFtw ) | o0 si k— oo,

lo cual contradice el hecho de que {371, F(t,w®(t))} esta acotada.

Entonces hemos probado que {#(®} es una sucesién acotada. Como E es un
espacio de dimensién finita, existe una subsucesién de {z(®} convergente en E.
Entonces I satisface la condiciéon de Palais-Smale.

Ahora veamos que las hipétesis (J3) y (Jy) del Teorema (2.4.5) de Punto Silla se
cumplen.

Llamemos H, = E* y Hy = E~ @ E°. Paratodox =u+w € Hy, conu € E~ y
w € E°, tenemos que

I(z) = ;((P—FQxx ZF

T T
1
= (P +Qu.u) = Y [F(tx(h) = F(t,w(t)] = Y F(t,w(b))
t=1 t=1
aplicando el Teorema de Valor Medio de Lagrange a F' con 6 € [0, 1] obtenemos

T
I(z) > u1|u|]—2ftw +Ou(t))u(t) = > F(t,w

t=1

como f esta acotada podemos escribir:

I(z) = %ulllull2 Moy Jult) | =) F(tw(t))

Y finalmente como ||ull; < T'||ul|2 tenemos que

T
1
I(z) 2 Spullull® = MoT|lul| = > F(t,w(t)).
t=1
Por (Ag), F(t,x) estd acotada por arriba si (¢,z) € Z x E°, esto es F(t,z) < Ms
para todo (t,x) € Z x E° para alguna constante positiva Ms. Entonces tenemos

que:
1
I(z) 2 g lull® = MoT |lull -
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1 M, M2T?
= smllul = —2T)? = =2— — AT
2 H1 H1
>0
M2
> _T(My+ —2

lo cual implica que
I(z)>w Vx € Hy=E @ E°,

con w = =T (M + (MZ/2m1)).
De esta forma queda probada la hipétesis (Jy) del Teorema (2.4.5) de Punto Silla,
tomando e = 0.

Veamos ahora que se cumple (J3). Para todo v € Hy = ET y como | F(t,z) |<
My | x| dado que f estd acotada, se tiene que:

10) = —5{(P+Qww) = SO F(t. (1)) < —s Mol + 30y | () ).

t=1

Y como |jull; < T'||ul|s tenemos que:
1 2
I(v) < =SMllv|® + MoT v,

lo cual implica que I(v) - —o0 si ||v|| — oo.

Sea 0 = w — 1, entonces existe p > 0 suficientemente grande tal que I(v) < o
para todo v € H; con ||v|| = p. Entonces queda probado que se cumple (.J3).

Entonces por el Teorema (2.4.5) de Punto Silla, I tiene un punto critico. Por lo
tanto queda probado que la ecuacién (5.1) tiene al menos una solucién periédica de
periodo T

]

Notemos que una ecuacién que cumple las hipétesis del Teorema anterior, podria
tener como Unica solucién la trivial, dado que el Teorema no afirma la existencia de
una solucién periodica no trivial.

Ejemplo 5.4.3.
A%u(t — 1) = p(t) — arctg(u(t)), (5.15)

7T
siendo p una funcién T-periddica tal que ||p|lo < 5 Escribiendo el funcional aso-

ciado a esta ecuacién como lo hacemos en (5.10), tenemos que la matriz @) es nula
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pues ¢ = 0 y como p = 1, obtenemos:

2 -1 0 0 -1

-1 2 -1 0 0

0o -1 2 -1 0 0
P = .

0 R 0

0 0o -1 2 -1

-1 0 0 -1 2

es decir que 0 es autovalor y por lo tanto la matriz no es inversible.

Veamos que P es semidefinida positiva,

T—

' Pr =2 Zw(i)z —2) a(i)ai+1) — 22(1)z(T)

i=1
Reagrupando convenientemente obtenemos:

' Pr = Z_:(a:(z) —z(i+ 1)) + (2(1) — 2(T))* > 0.

=1

De esta manera probamos que P es semidefinida positiva, es decir que no tiene
autovalores negativos, y como no es la matriz nula tiene algiin autovalor positivo.
Por lo tanto se cumple (As).

Como f(t,u) = p(t) —arctg(u(t)) y la norma infinito de p es menor a 7/2, se tiene
que | f(t,u) |< (w/2). Entonces se cumple (Aj).
Veamos que se cumple (Ag):
1 , .
p — arctg(u)du = (p — arctg(u))u + §log(1 +u) = —00, siu— 00,

dado que si u >> 0 0 u << 0, entonces arctg(u) ~ w/2.

Por lo tanto se cumplen las hipétesis del Teorema anterior. Es decir que la
ecuacion tiene una solucién T-periddica.
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En el caso de que p sea la funcién nula, veamos que u = 0 es la tnica solucién
que tiene la ecuacién. Supongamos que u es solucién, entonces VI(u) = 0, entonces

0= (VI(u),u) = —(Pu,u) — Zarctg(u)u

Esto es equivalente a decir que si u # 0 entonces,

Z arctg(u)u = — <PZ>L(; w)

>0

lo cual es un absurdo.

5.5 Soluciones periédicas de una EDO autoad-
junta de segundo orden, con f acotada

Para terminar vamos a comparar la ecuaciéon en diferencias autoadjunta con una
ecuaciéon diferencial ordinaria autoadjunta.

Notemos que la ecuacién (5.1), se puede pensar como la discretizacién de la si-
guiente ecuacién diferencial autoadjunta:

(P(z)2(2)) + Q(z)2(z) = g(z, 2(x)) (5.16)

con x € [c,d]. Esto se debe a que podemos aproximar la derivada y discretizar la
varibale x. Primero aproximamos la derivada de la siguiente manera:

1oy et h) —u(z) 1oy o W) —u(z —h)
u'(z) ~ - o u'(x)~ N :

es decir, usando una diferencia progresiva o regresiva respectivamente, con h sufi-
cientemente chico. Podemos tomar h = (d — ¢)/n para algin n € N suficientemente
grande. Por lo tanto reemplzando en la ecuacion diferencial obtenemos:

(P(2)(2)) ~ %[(P(x + h)(z(T h) = z(x))  Pla)(z(z) ; 2w — h))}’

entonces, agrupando convenientemente obtenemos:

(P(x)7(x))" ~ %[P(ﬂf +h)z(x+h) = (P(x+ h) + P(x))z(x) + P(z)2(x = h)].

Ahora vamos a discretizar x de forma que x = ¢+ th, siendo ¢ una variable discreta
tal que 0 <t < n. Entonces obtenemos:

P(c+h(t+1))z(c+h(t+1))—[P(c+h(t4+1))+P(c+th)|z(c+th)+P(c+th)z(c+h(t—1))+
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+h*Q(c +th)z(c +th) ~ h*g(c + th, z(c + th)).

Si llamamos y(t) = z(c +th) con 1 <t < n, p(t) = P(c+th) con 0 <t <n—1;
vy q(t) = h*Q(c+th) y f(t,y(t)) = h?g(c + th,z(c + th)) con 0 < ¢ < n, entonces
obtenemos:

p(t+ Dyt +1) = (p(t +1) +p)yt) + p)y(t — 1) + q®)y(t) = f(t,y(1)).

Finalmente podemos escribir:

Alp)Ay(t — 1)) + q(t)y(t) =~ f(t,y(t))

Veamos que se puede hacer un planteo variacional analogo al que hicimos para el
problema discreto.

5.5.1 Planteo variacional

Queremos mostrar que hallar una solucién periédica de (5.16) es equivalente a encon-
trar un punto critico de cierto funcional. Para ello definimos el siguiente problema
continuo:

(pu') + qu = f(t, u(t)) (5.17)
siendo p,q € C'(R), f:]0,7] x R — R continua , y

p(t+T)=p(t), qt+T)=q(t), fE+T,y)=f(ty) VtER.

Notemos que si u € C?(R), T-periddica es solucién cldsica de (5.17), entonces se
cumple:

/((pU’)’+QU)90=/ fe,  VoeC((0,7).
0 0

Aplicando integracién por partes al miembro izquierdo, como ¢(0) = (7)) = 0, se

obtiene:
T T
/ —pU’sO’+qus0=/ fe.
0 0

Por lo tanto, tiene sentido definir, que u € H(0,T) = H}(0,T) ¢ R es solucién
débil de (5.17) si se cumple:

T T
/ —pu'’ + qup = / fo, VpeH.
0 0

Vamos a buscar, primero soluciones débiles, a partir de los puntos criticos de un
funcional. Para ello definimos el funcional J : H(0,7) — R de la siguiente manera:

J(u) = /0 [M _ ), (5.18)
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siendo H(0,7) = H}(0,T) & R un espacio de Hilbert.

Notemos que J € C*(H,R), por lo tanto por el teorema (2.4.2), J' : H(0,T) —
L(H(0,T),R) es:

T
JI(U)(SD):/O que — fo —pu'y.

Por lo tanto u € H es punto critico de J si J'(u)(p) =0 Vo € H(0,T), es decir
que u es punto critico si cumple lo siguiente:

T T
/ qup — fo =/ pu''. (5.19)
0 0
Notemos que se desprenden las siguientes propiedades de la tltima condicion:

1. Como la relacién anterior se cumple para todo ¢ € H(0,7), en particular se
cumple para ¢ = 1, por lo tanto se tiene que:

T
/0 qu— f=0. (5.20)

2. Seay € C*(0,T) y r € R, entonces ¢ +r € H(0,T'), entonces:

[ty + M o

=0

por lo tanto

T T
[aw—ro= [, veecrom., 2
0 0
entonces pu’ tiene derivada débil y es f — qu que es una funcién en L2[0,T].
Por lo tanto pu’ € HY(0,T) y como p € C' y p > 0, se tiene que v’ € H'(0,T),
es decir que u € H?*(0,T).
Como la derivada débil de pu' existe podemos reescribir (5.19) como

T
/quw—fsoJr(pU’)’stO, Ve Gy (0,T).
0

Y como C§°(0,7) & R es denso en H y por (5.20) se tiene que

T
/ que — fo+ (pu') =0, Yoe H(,T),
0

entonces u es soluciéon débil de (5.17) y como u € H?(0,T) podemos decir que es
solucion.
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Por otro lado, por (5.20), se tiene que

/0 T(pu’)' =0,

entonces (pu')(0) = (pu’)(T") y como p(0) = p(T"), entonces u'(0) = u'(T).

Extendiendo u de forma periddica con periodo T', obtenemos una soluciéon en R
de (5.17).

5.5.2 Existencia de solucién con f acotada

Lo que vamos a ver ahora es un Teorema andlogo al Teorema(5.4.1), en el caso con-
tinuo. Le vamos a poner condiciones a p y ¢, para que el operador Lu = (pu') + qu
sea inversible en espacios apropiados.

Teorema 5.5.1. Sean p € C'[0,T], ¢ € C[0,T], p >0, ¢ <0 y q no nula. Entonces
la ecuacion (5.17) tiene al menos una solucion.

Demostracién. Sea D = {u € H?[0,T)NH[0,T] : «'(0) = u/(T)} subconjunto denso
de H|0,T], considerando a D con la norma de H?[0,T] y sea el operador lineal

L: D — L*0,T] tal que Lu = (pu')' + qu.

Veamos que el operador es continuo:
[ Lull 20, < llp'e" + pu”|[ 2oy + llqullp2o,m)
Como p € C0,T], q € C[0,T], existen C;, Cy y C3 constantes tal que
| Ll 2100 < Cul|W|| 210,77 + Collu”|| 200, 4 Csllwl| 200,11

Por lo tanto, existe una constante M tal que || Lul|p2p0,r) < M|ul| g2

Veamos que el operador es inversible. Para ello, primero vamos a probar que es
inyectivo, mediante la siguiente cuenta:

T T T
/ Luu:/ (pu')'u—l—/ qu®
0 0 0

Aplicando el método de integracién por partes a la primera integral, como p(0) =
p(T), y v'(0) =« (T), obtenemos que:

T T T
/ Luu:—/ p(u')2+/ q u*<0
0 0o =~ 0\<6"
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Es decir que
T
(Lu,uy =0 u' =0y / qu* =0
0

Por lo tanto, como u' = 0, entonces u es constante y como ¢ no es la funcién nula,
se tiene que u = 0.
De esta forma concluimos que L es inyectivo.

Veamos que L es sobreyectivo.
Sea o € L?0,T], veamos que existe u € D tal que

(pu) + qu = ¢. (5.22)

Notemos que el espacio de soluciones de la ecuacién homogénea asociada tiene di-
mensién 2, podemos decir que estd generado por {u;,us}. Propongo una solucién
particular por el método de variacién de parametros, es decir de la siguiente forma:

u(t) = a(t)ur(t) + B(t)ua(t)

Reemplazando en la ecuacién, y teniendo en cuenta que u; y us son soluciones de
la ecuacién homogénea asociada, obtenemos luego de agrupar convenientemente:

/
%( "uy + Bug) + (uy + Bug) + 'uy + Blul = %

Por lo tanto, resolviendo el siguiente sistema, podemos encontrar « y 3:

o’uy + f'us =0
o'y + By = =
p

Notemos que el sistema anterior tiene solucion, dado que el wronskiano de wuq, us es
distinto de cero, por lo tanto podemos escribir:

() w5 ) o ()
B8 ) Wlu,u) \ —uy w ) p\ @

Como (pW(uy,uz)) = (puy)uy — (puy)us = —quaus + quiug = 0, entonces
pW (uy,uy) = C siendo C' constante. Por lo tanto obtenemos o y 5 de la siguiente
manera, dado que uy, us y ¢ son localmente integrables por estar en L2[0,T] y p es
continua.

a=C [/(—uxp) +a
B=C [{(uip) +b

siendo a y b constantes.

Lo que nos falta ver es que existen a y b tal que u(0) = w(T") y «'(0) = «/(T). De
plantear estas dos ecuaciones obtenemos el siguiente sistema:
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{a<u1<0> —ur(T)) + b(uz(0) — us(T)) = —C [ (usp)ur (T) + C [ (wrp)us(T)
1(0) — wy (7)) + b(uhy(0) — uh(T)) = —C' [ (uap)uy (T) + C [ (wrp)uy(T)

Veamos que
ur(0) = ur(T)  u2(0) — ua(T)
e (0 D) ) i) ) #0
Si definimos hy(t) = uy(t) — ui(t + 1) y ha(t) = us(t) — ua(t + T'), basta ver que
W (hy,h2)(0) # 0. Notemos que como p y ¢ son funciones 7" periédicas entonces hq
y hs son soluciones de (pu')’ 4+ qu = 0. Supongamos que {hy,hy} es un conjunto
linealmente dependiente, entonces existe una constante k tal que hy = khy, entonces

kuy(t) — us(t) = kuy (T +t) — uo(T + 1).

Por lo tanto F(t) = kuy(t) —uq(t) € D y es solucién de (pu')’ +qu = 0. Como vimos
que L es inyectiva tenemos que F' = 0, entonces us = kuq, lo cual es un absurdo.
Entonces {hi, ho} es linealmente independiente. Entonces W (hy, hs)(0) # 0.

Por lo tanto, logramos probar que L es sobreyectivo.

En consecuencia, probamos que L es un operador inversible. Notemos también
que el operador inverso es lineal.

Como L : (D, | - |lg2) — L*[0,T] es continuo, lineal e inversible, por el Teorema
(2.2.3) de la Aplicaciéon Abierta, el operador inverso es continuo.
Por lo tanto, como L™ : L?[0,T] — D C H? es lineal, tenemos que

1L @2 < cll@llz2pom (5.23)

Veamos ahora que L™! es continuo de L?[0,T] en L?[0,T]. Por un lado la inclusién
H? — H' es continua pues ||u|| g < [Ju|lg2 v la inclusién C' < L2[0,T)] es continua
pues ||ulle < TJul|z1. Con lo cual basta ver que la inclusion H' < C es continua.
Sea u € Br(0) N H!, entonces u es absolutamente continua, por lo tanto podemos
escribir: .

u(t) = u(ty) +/ u
to

Eligiendo ty € [0, 7] tal que | u(ty) | es minimo, entonces

T T
1
/0 L ulto) [P< / ult) P= T | ulto) P< ulapm = ulto) |< —=llull 2o

VT

Por lo tanto obtenemos
1 ¢ ! 1 /
| u(t) [< —ﬁ“UHL?[O,T} + [ v = —ﬁHUHL?[O,T] + VT || z2p0,r) < Ol g
to

Por lo tanto, demostramos que |||/ < ||u|| -
De esta forma L' : L?[0,T] - D C H* C H' C C C L*|0,T] es continua.
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Queremos ver que L' : L?[0,T] — L?[0,T], es compacto. Basta ver que la
inclusién H' < C' es compacto, pues de esta forma L~! queda escito como com-
posicion de operadores continuos y compactos, entonces es compacto.

Veamos entonces que la inclusién H' — C' es compacta. Para ello, vamos a usar
el Teorema (2.2.4) de Arzela Ascoli. Dado un conjunto de funciones {u € Bg(0) :
|lullgr < R}, como vimos que ||u]|s < ¢||u]| g1, tenemos que la familia es equiacotada

y como
t1
| u(t1) — ulto) [=| / ' [<] (t = ) | VT 20y I (0 — to) | VT ||ull
to

tenemos que la familia es equicontinua. Por lo tanto por el Teorema de Arzela Ascoli
H' < C es compacta.

Definimos T' : L?[0,T] — L?[0,T] como T(u) = L7 (f(t,u)), es decir que T es

la composicién de L™ con el operador de Nemytskii v — f(-,u). Veamos que el
operador de Nemytskii es continuo.
Sea (u,)nen una sucesién en L2[0,T] tal que u,, — w en L?*[0,7]. Entonces existe
una subsucesion v, de u, que tiende en casi todo punto a u y existe una funciéon
g € L*[0,T] tal que | u |,| v, |< g en c.t.p. Entonces como f estd acotada, existe
una constante M > 0 tal que

| f@,vn(@)) = f(z,u(z)) |< C,

por lo tanto por el teorema de convergencia mayorada f(-,v,) — f(-,u) en L?[0,T].

Por lo tanto, como L~! es compacto, y el operador de Nemytskii es continuo, se
tiene que T' es compacto.

Notemos que hallar un punto fijo de T" equivale a resolver la ecuacién (5.17) , asi
que ese es nuestro objetivo. Si u € Bg(0), como f estd acotada, obtenemos

1Tl 20y = IL7(F (8 w22y < CIF(E ) r20m < M
es decir que la imagen de T' queda contenida en Bg(0).
Por lo tanto como T es compacto, restringido a la bola cerrada sigue siendo com-
pacto, entonces por el Teorema (2.2.2) de Schauder de punto fijo, existe u € Bg(0)
tal que u = L7Y(f(t,u(t))), es decir que la ecuacion (5.17) tiene solucién. O
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