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Indice general

Introduccion

Todo grupo libre tiene dimensién cohomolégica uno, por lo cual es natural preguntarse en
que casos vale la reciproca. Nos proponemos demostrar en este trabajo que todo grupo libre
de torsién que tiene dimensién cohomolgica uno sobre un anillo R arbitrario, es libre (por
supuesto que cuando R = Z la hipdtesis sobre la torsién es innecesaria, debido a que si un
grupo tiene torsién, entonces su dimensién cohomoldgica sobre Z es infinita).

Para ello nos basamos en el libro de Daniel E. Cohen [C] donde se repasan dos trabajos:
el de John R. Stallings [St], donde se prueba que todo grupo de torsién, finitamente generado
y de dimensién cohomolgica uno es libre; y el de Richard G. Swan [Sw| donde se deduce de
esto el caso general.

En la primera parte del trabajo repasamos la teoria sobre grupos libres, producto libre de
grupos y cohomologia de grupos finalizando en el siguiente resultado de Jean-Pierre Serre:

Sea R un anillo conmutativo con unidad, G un grupo con un subgrupo H de indice finito.
Entonces si G no tiene R-torsion (en particular si G es libre de torsion), G y H tienen la
misma dimension cohomoldgica sobre R.

De esto y de nuestro teorema principal deducimos que todo grupo libre de torsién que
contiene un subgrupo libre de indice finito debe ser libre.

La segunda parte del trabajo se orienta a probar el resultado principal. En el dltimo
capitulo damos una versién relativisada de este resultado que implica el siguiente teorema:

Sea H un subgrupo de G grupo libre, entonces H es factor libre de G si y sdlo st para
todo anillo R el ideal I RG sumando un directo de Ig (donde Ig e Ig son los ideales de
aumentacion de RH y RG respecrivamente).

Se daran a lo largo del texto todos los detalles necesarios para la demostracion de estos
teoremas y sélo se asumen conocimientos bésicos de teoria de grupos. Cabe destacar que se
enunciaran y utilizaran sin demostrar los teoremas de Kuros y Gruskos, puede verse [H] o [L]
para el primero y [H1] para el segundo.






Capitulo 1

Preliminares sobre teoria de grupos

En este capitulo presentamos algunas construcciones universales de la teoria de grupos
que son necesarias tanto para el enunciado de los problemas estudiados en este seminario,
como también para su resolucién.

1. Grupos libres

Dado un conjunto X, denotamos con X! a la unién disjunta de dos copias X'y X! de
X. Para cada elemento x € X hay un elemento correspondiente 1! € X*! yotro 2! € XL
Nosotros diremos que 21! y 271 estdn asociados. Una palabra en X es una expresién

— €l € J— ) —
wi=xy Ty (conzy, € Xye==x1,i=1,...,n).

Si en la misma ningiin simbolo aparece junto a su asociado, decimos que w es una palabra
reducida. La cantidad n de simbolos que tiene, es la longitud l(w) de w. Consideramos también

como una palabra reducida a la expresién vacia. Por definicién, esta palabra tiene longitud
cero. Nuestro proximo objetivo sera definir el producto wiws de dos palabras reducidas

e €1 € P 51 6m
wy = :cal-'-xa"n y wg = xﬁl--'xﬁm.
Para ello escribimos

€1 €n .01 . .0m
(1) Toy T T, TG

Si esta es una palabra reducida, entonces ponemos

= g€l g g0 Om
WIW2 1= Ty, Ty, T oo T

Si no, primero eliminamos de (1) sucesivamente pares de simbolos asociados, hasta obtener
una que si lo sea.

TEOREMA 1.1. El conjunto L(X), de las palabras reducidas en X, es un grupo via el
producto que acabamos de definir.



1 Grupos libres Preliminares sobre teoria de grupos

DEMOSTRACION. Es claro que la palabra vacia es el elemento neutro. Probaremos ahora

por induccién en [(ws), que
w1 (waws) = (wywz)ws

para toda terna wi, wy, ws de palabras reducidas. Si [(w2) =1 (esto es, si wo = z€ con x € X
y € = £1) hay cuatro casos para analizar: que el dltimo simbolo de w; y el primero de ws
sean distintos del elemento de X*! asociado a z¢; que el dltimo simbolo de w; sea el elemento
de X*! asociado a €, pero que el primero de w3 no lo sea; que el primer simbolo de ws
sea el elemento de X*! asociado a z¢, pero que el dltimo de wy no lo sea; y que el dltimo
simbolo que w; y el primero de ws sean el elemento de X*! asociado a z¢. Es facil ver que en
todos vale que wi(wews) = (wjws)ws. Supongamos ahora que la asociatividad vale cuando
l(w2) < ny que l(wz) =n+ 1. Escribamos wy = wha®. Entonces, por hipétesis inductiva

wi (waws3) = wi ((wyr*)ws)
= w1 (wy(xws))
= (wiwy)(z“ws3)
= ((wrwp)z)ws
= (w1 (whz®))ws
= (wjwa)ws.

Resta probar que cada palabra reducida es inversible, pero es claro que la inversa de la palabra
' €1 ... gt i —€n ... €l
reducida zg! - -z es la palabra reducida x, " - -z, 1. O

El grupo libre sobre un conjunto X es, por definicién, el grupo L(X) construido arriba.
Identificando cada elemento € X con la palabra reducida zt!, obtenemos una aplicacién
canénica i: X — L(X). Claramente ¢(X) genera L(X) como grupo. En el siguiente teorema
establecemos la propiedad universal de L(X).

TEOREMA 1.2. Dada una funcion j: X — G, de X en un grupo G, hay un unico morfismo
f: L(X) — G que extiende a j. En otras palabras, que tiene la propiedad de que el tridngulo

X*]A>G

conmuta.
DEMOSTRACION. Si f es un morfismo de grupos que extiende a j, forzosamente debe ser

f($<6111 e 5”3;) = j(Ta,)" - (Tay, )"
Pero es inmediato que la funcién definida por esta férmula es un morfismo de grupos. O
Ampliando un poco la definicién dada arriba del Teorema 1.2, diremos que un grupo libre
sobre X es cualquier par (G, j), formado por un grupo G y una funcién j: X — G, que tiene

la misma propiedad universal que (L(X),7). Por extension, decimos también que un grupo G
es libre si es el grupo subyacente de un par (G, j) que lo es.

PROPOSICION 1.3. (G, j) es un grupo libre sobre X si y sélo si el morfismo f: L(X) — G,
cuya existencia y unicidad fue probada en el Teorema 1.2, es un isomorfismo.

4



Preliminares sobre teoria de grupos 1 Grupos libres

DEMOSTRACION. Es inmediato que si f es un isomorfismo, entonces (G, j) tiene la propie-
dad universal de (L(X),7). Reciprocamente, si (G, j) tiene esta propiedad, entonces hay un
unico morfismo ¢g: G — L(X) tal que el tridngulo

X*]‘>G

A

L(X)

conmuta. Como go fot =14y fogoj=j, por las propiedades universales de i y j, debe ser
gof=1idpx)y fog=idg. O

Una base de un grupo G es cualquier subconjunto X de G tal que el par (G,ix), donde
ix: X — G es la inclusion candnica, es un grupo libre. Es inmediato que esto ocurre si y sélo
si el morfismo evidente de L(X) en G es biyectivo. Es claro que un grupo tiene una base si y
sélo si es libre. A continuacién probaremos el siguiente teorema.

TEOREMA 1.4. Dos grupos libres L(X) y L(Y) son isomorfos si y sélo si | X| = |Y].
FEquivalentemente, todos las bases de un grupo libre G tienen el mismo cardinal.

En su demostraciéon usaremos los siguentes dos lemas, el segundo de los cuales es el resulta-
do analogo para grupos abelianos, que suponemos conocido y establecemos sin demostracion.

LEMA 1.5. Si (G, j) es un grupo libre, entonces (G/|G,G],woj), donde w: G — G/|G,G]
es la proyeccion candnica, es un Zi-modulo libre.

DEMOSTRACION. Denotemos con X al dominio de j y tomemos una funcién ¢: X — H,
de X en un grupo abeliano H. Por las propiedades universales de (G, j) y del abelianizado
de G, existen morfismos dnicos ¢: G — H y p: G/[|G,G] — H tales que el diagrama

G

G, Gl

donde 7 es la proyeccién canénica, conmuta. En particular, pomroj = ¢. Ademads P es el tinico
morfismo con esta propiedad, porque si ¥: G/[G,G] — H también satisface ) omo j = ¢,
entonces, por la propiedad universal de (G, j), forzosamente ¥ o m = @ o 7 y, por lo tanto,
dado que 7 es sobreyectivo, ¥ = . O

LEMA 1.6. En cada grupo abeliano libre todas las bases tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.4. Supongamos que (G, j) y (H,l) son grupos libres
sobre X e Y respectivamente. Por supuesto, si G y H son isomorfos, entonces G/[G, G| y

5



2 Producto libre de una familia de grupos Preliminares sobre teoria de grupos

H/[H, H] también lo son. Debido a los Lemas 1.5 y 1.6, esto implica que |X| = |Y|. Reci-
procamente, por la propiedad universal de (G, j), dada una biyeccién ¢: X — Y, existen

morfismos tnicos p: G — H y p~1: H — G tales que los diagramas

1

X5y y 2o x
O (O
G- 7. H LG

Loy =4, debe ser ¢~ 0% = idg. Un argumento similar

muestra que po o~ =idy. O

conmutan. Como p~lopoj = jop~

Teorema 1.4 permite definir el rango de un grupo libre como el cardinal de cualquiera
de sus bases. Los grupos libres de rango 1 son los grupos ciclicos infinitos. Por otra parte si
| X| > 2, entonces L(X) no es conmutativo, porque si x1 y x2 son elementos distintos de X,

entonces x; 'agt # aftat

PROPOSICION 1.7. Todo grupo es isomorfo a un cociente de un grupo libre.

DEMOSTRACION. Para cada conjunto de generadores X de G, el tinico morfismo

f:L(X)—G
que extiende a la inclusién candnica de X en G es sobreyectivo. Entonces, por el Primer
Teorema del Isomorfismo, G ~ L(X)/ker f. O

2. Producto libre de una familia de grupos

Dada una familia de grupos (G;);er consideramos el conjunto de todas las expresiones
W= Tjy e Ty, cONd,... iy € 1y @ € Gy \ {e} paral <j <n.

Es decir de las palabras en | J;c;(G; \ {e}). Si en esta expresién se satisface que i; # ;41 para
1 < j < n decimos que w es reducida y llamamos longitud l(w) a n. Como en la construccién
del grupo libre consideramos también como palabra reducida de longitud 0 a la expresion
vacia. A continuacién definimos el producto wywsy de dos palabras reducidas
w1 = T4y T4, Y W2:i= le --~acjm.
Para ello escribimos
Tiy e Tin Ty Ly,

Si esta es una palabra reducida, entonces ponemos

(2) U)l’UJQ = gjil . e $in1'j1 e 1:]

.
Si no, primero eliminamos de (2) sucesivamente pares de simbolos asociados, reemplazandolos

por su producto en el grupo al que pertenecen y eliminando los neutros cuando aparecen, hasta
obtener una que si lo sea.

Un argumento similar al dado en la demostracion del Teorema 1.1 prueba el siguiente
resultado.

TEOREMA 1.8. El conjunto *;c1G;, de las palabras reducidas en |J;c;(Gi \ {e}), es un
grupo via el producto que acabamos de definir.

6



Preliminares sobre teoria de grupos 3 Producto amalgamado de grupos

Para cada j € I, la inclusion candnica ij: Gj — *;erG; es la aplicacién definida por
ij(e) := 0 e ij(z) := z para z € G; \ {e}. Es evidente que cada i; es un morfismo inyectivo
de grupos y que Uje 71j(G;) genera a *;c;G; como grupo. A continuacién establecemos la
propiedad universal de x;c;G;.

TEOREMA 1.9. Para cada familia (fj: G; — G)jer, de morfismos de grupo, hay un inico
morfismo f: x;c; G; — G tal que los tridngulos

i

7

*ic1Gi

conmutan.

DEMOSTRACION. Si f es un morfismo de grupos que hace conmutativos a los diagramas
mencionados arriba, entonces forzosamente

f@)y=e y flziy-zi,) = fi,(w5) - fin (24,)-
Pero es inmediato que la funcién definida por esta férmula es un morfismo de grupos. O

De la misma manera que para grupos libres, diremos que un producto libre de una familia
(Gi)ier de grupos es cualquier familia de morfismos de grupos (¢j: G = G)jcr, que tiene la
misma propiedad universal que (ij: G; — *;c1G;)je. Por extensién, decimos también en este
caso, que G es el producto libre de la familia de grupos (Gi)ier-

PROPOSICION 1.10. (j: Gj — G)jer es un producto libre de la familia de grupos (G;)ier
sty solo si el morfismo f: xcr G; — G, cuya existencia y unicidad fue probada en el Teo-
rema 1.9, es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Es inmediato que si f es un isomorfismo, entonces (tj: G; — G)jer
tiene la propiedad universal de (i;: G; — #*;c1G;)jes. Reciprocamente, si (¢;: G; — G)jer
tiene esta propiedad, entonces hay un tinico morfismo g: G — *;c7G; tal que los tridngulos

G, — G

%

*ie1Gj

conmutan. Como go foi; =1i;y fogor; = ¢j para cada j € I, por las propiedades universales
de (ij: Gj = *ic1Gi)jer y (1j: Gj — G)jer, debe ser go f =idy,_,q, v fog =idg. O
3. Producto amalgamado de grupos

Supongamos que tenemos un diagrama de morfismos de grupos

K-lom
(3) i
G



3 Producto amalgamado de grupos Preliminares sobre teoria de grupos

El producto amalgamado de este diagrama es la terna
(4) (H xi Gyig: H— Hxg Gyig: G — H xx G),
donde H *xx G es el grupo
Hx+xG
(f(R)g(k)T: k€ K)
eig: H— H+xg Geig: G— H*g G son las composiciones de las inclusiones candnicas de
H y G en Hx*@G, con la proyeccién candnica 7: H *G — H xx G. Es evidente que el diagrama

H*KG:—

K— o H
ok
G BN Hxg G

conmuta. El producto amalgamado satisface la siguiente propiedad universal.

TEOREMA 1.11. Sitg: H = L yi1a: G — L son dos morfismos de grupos que satisfacen
Lo f = 1 og, entonces existe un unico morfismo de grupos 0: H xx G — L tal que el

diagrama
K—' -m
g z’Hl
G Hap G\
0
Ze \
L
conmuta.

Como en el caso de grupos y productos libres diremos que una terna (L, ¢y, 1), formada
por un grupo L y morfismos tg: H — Ly 1g: G — L, es un producto amalgamado si
tpof=tgogysi(L,iy,tq) satisface la misma propiedad universal que (4).

PROPOSICION 1.12. (L,ty: H = L,ig: G — L) es un producto amalgamado de un dia-
grama (3) si y solo si el morfismo 0: H xxg G — L, cuya ezistencia y unicidad fue probada
en el Teorema 1.11, es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Es similar a las demostraciones de las Proposiciones 1.3 y 1.10. (|

Supongamos que f y g son inyectivos. Nosotros identificaremos a K con f(K) y g(K),
de modo que hablaremos de transversales a izquierda de K en H en lugar de transversales
a izquierda de f(K) en H y, para h € H, denotaremos con hK a la coclase a izquierda
hf(K), y similarmente para la coclase a derecha f(K)h, etcetera. Consideremos transversales
a izquierda T'y T” de K en H y G respectivamente, ambas conteniendo al neutro e del grupo
correspondiente. Es fcil ver que cada elemento de H % G puede ser escrito en la forma'

tyt) -tk

1Aqui usamos una construccién de H x K algo distinta de la dada arriba, en la que la palabra vacia es
reemplazada por la expresion eee, donde » = 1, el primer e es el neutro de H, el segundo, el de G y, el tercero,
el de K. Elejimos esta construccién para no tener que dividir la demostracién del préximo resultado en varios
casos.



Preliminares sobre teoria de grupos 3 Producto amalgamado de grupos

donde
6) r>1, t1eT, to,....t,eT\{e}, t},....,t._;€T'\{e}, t.eT y kekK.

Probaremos a continuacién que esta escritura es tnica. Denotemos con S al conjunto de las
sucesiones (t1,t),...,tr, ., k) que satisfacen (6) y con S(5) al grupo de permutaciones de S.
Para terminar la demostracién sera suficiente probar que existe un morfismo de grupos

p: Hxxg G — S(S)°P
tal que si u = t1t] - - - t,t).k, entonces
p(u)(e,e,e) = (t1,t), ..., tr, to, k).
Para obtener p vamos a usar la propiedad universal de H xx . Definimos
pr: H — Maps(S)°P y pe: G — Maps(S)°P
donde Maps(S) := {f: S — S} provisto de la operacién dada por composicién, por

(t1, ), b1, U trg1, e, KK) sitl =ey tokt =t 1k con t,11 # e,
(t1,t), . tp—, t_q KK sir>1,t. =eytkt=ek”,
Ptk (V) := < (ee, k:”k:’) sir=1,t) =ey tikt = ek”,
(tr, 8yttt e, KR sitl £e t#eykt=1t.1k",
(t1, b, by th KE) sith£eyt=e,

y
pa(t'K (V) = (t1, 8, ..t b KK sithkt =t K,

donde V := (t1,t},...,tr,t., k). Un célculo directo muestra que py y pe son morfismos de
monoides y, por lo tanto, im(pg) C S(S)P e im(pg) C S(S)°P. Ademads, usando el mismo
procedimiente se puede ver que py(ek’) = pg(ek’) para todo k' € K. En consecuencia, por el
Teorema 1.11, existe p: H xx G — S(S)°P tal que poig = py yp oig = pg. Por tltimo se
sigue por induccién en r que si u = t1t] - - - t,t)k satisface las condiciones (6), entonces

p(u)(e,e ) = pa(tik) opu(ty) o opg(ty) opu(t)(e e,e) = (t1,1),... .ty 1, k),
como queriamos.
COROLARIO 1.13. Si en un diagrama como (5) los morfismos f y g son inyectivos, en-

tonces también ig e ig lo son y ademds K = H NG, donde hemos identificado K, H y G
con ig(f(K)), ig(H) eig(G), respectivamente.

NoTA 1.14. Se sigue facilmente de los comentarios que preceden al corolario anterior, que
si x € H xx G tiene orden finito, entonces x € H U G. En particular si H y G no tienen
torsion, entonces H xx G tampoco la tiene.

NoTa 1.15. Supongamos que H y G son dos grupos y que K C H C H y K C G' C G son
dos cadenas de subgrupos. Se sigue facilmente de los comentarios que preceden al corolario
anterior, que el morfismo canénico

H' X G - H xg G
es siempre inyectivo, y que es sobreyectivo si y sélo si H = H y G’ = G.

9



4 El grupo G, Preliminares sobre teoria de grupos

NoTtA 1.16. Supongamos que K es un subgrupo normal de H y de G. Se sigue facilmente
de los comentarios que preceden al corolario anterior que el morfismo candnico

H G

es sobreyectivo y que su nicleo es K.

NoTA 1.17. Supongamos que Hxx G es finitamente generado. Escribiendo cada generador
en forma normal podemos encontrar subconjuntos finitos S y T de H y G respectivamente,
tales que Hxx G = (SUT). Asi, si H' := (SUK) y G’ := (TUK), entonces H' xx G' = Hxk G,
lo que por la nota anterior implica que H' = H y G’ = G. En particular si K es finitamente
generado, entonces H y G también lo son.

4. El grupo G,,

A continuacién daremos una construcciéon de la teoria de grupos que necesitaremos més
adelante.

DEFINICION 1.18. Dados un subgrupo K de un grupo Gy un monomorfismo a: K — G
de grupos definimos
G x (x)
(k*a(k)~1: k€ K)’
donde (x) es el grupo ciclico infinito y k% := v~ kx.

Nota 1.19. Si K = e, entonces Gyq = G * (x).

Gig =

Tomemos transversales a izquierda T'y 77 de K y a(K) en G respectivamente, ambas
conteniendo a e. Debido a la relaciéon de conmutatividad kz = za(k), todo elemento de G,
puede ser escrito en la forma

(7) 9124 g2 - - G T g1,
donde

T sieg =1,
(8) n>0, ==1, gi#esig1+6=0y ge

T sieg =-—1.

PROPOSICION 1.20. La escritura (7) es tunica. En particular G C Gyq y el orden de x es
mnfinito.

DEMOSTRACION. Siguiendo el procedimiento usado para el producto amalgamado deno-
tamos con S el conjunto de las sucesiones (g1, €1, . - ., gn, €n, gn+1) que cumplen (8) y con S(5)
al grupo de permutaciones de S. Como antes, el objetivo serd construir un morfismo de grupos
(9) q: Geg — S(S)P
tal que si u € Gyq se escribe como u := g1 gox? - - - g, x" gp 11 sujeto a las condiciones (8),
entonces

q(u)<e) = (gl') €1,---59n,€n, gn+1)~
Con este proposito consideremos el morfismo qg: G — S(S)° y la permutacién & de S,
definidos respectivamente por

qG(g)(gh €1,---3,9n,€n, gn+1) = (glv €1y---3,9n,€n, gn—l—lg)
10



Preliminares sobre teoria de grupos 4 El grupo G,

(t,1,a(k)) sin=0ygi=tkconteT,
(g1,€1, -3 Gn, €n,sty 1 a(k)) sin>0,e,=1ygnr1 =tkconteT,
(g1,€1, -y Gn,€n,st, 1, a(k)) sin>0,6 =-1ygyt1 =tkconteT)({e},
(g1,€15- -y Gn—1,€n—1,9na(k)) sin>0,€e,=—-1y g1 =k €K,
donde V :=(g1,€1,--.,9n, €n, gn+1). Como
Eoqa(k) =q(a(k)) o€ paratodo k € K,

existe un morfismo como (9) tal que q(z) = £ y q(9) = qa¢(g) para todo g € G. Por tltimo,
usando que

(g1, —1,k) sin=0y g1 =gja(k) con g; € T",
(V)= (g1, - ‘767179?%17 —1,k) s% n>0,€e,=-1y gnt1 =9y, 1a(k) con g, €T,
(915 €nsGppr, —LE) sin>0, =1y gny1=g), 1 a(k) con g, ; €T"\{e},
(g1, €n—1,9nk) sin>0,e, =1y gpt1 = alk),
donde V :=(g1,€1,...,9n,€n, gn+1), se sigue facilmente que
q(u)(e) = a(gn+1) o a(@™) o q(gn) o -~ q(z) o q(g1)(e) = (91, €1, - - -, In, €n, Gnt1);
como queriamos. O

NoTtaA 1.21. Se sigue inmediatamente de la proposicion anterior que cada elemento de G
se escribe de manera unica como
Q13" Gox? -+ g g1,
donde
T sie €N,

n>0, =£e¢ €N, i Festl<i<n ; €
= i 9i # Y Gi {T, si —¢ € IN.

NotaA 1.22. La aplicacion m: G.q — (x), dada por

7T(91$€192$62 .. ganngnJrl) — l‘€1+"'+€n,

es un morfismo sobreyectivo de grupos. Ademds si K = a(K) = G, entonces ker(w) = G.
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Capitulo 2

Preliminares sobre cohomologia de grupos

En este capitulo presentamos algunos preliminares sobre cohomologia de grupos que ne-
cesitaremos en los capitulos siguentes. Empezamos con algunas notaciones. Denotaremos con
R a un anillo con unidad no necesariamente conmutativo, con Z al anillo de los enteros, y con
Z.5 al anillo de los enteros médulo 2. Ademés G denotard siempre a un grupo con identidad
e y RG al anillo de grupo de G sobre R. Por definicién los elementos de RG son las sumas
formales ) 9eG 7995 donde ry € R, g € G y la cantidad de los r4 no nulos es finita. La suma
y el producto en RG estan definidos por

(Z ng> + (Z 5g9> =Y (rg+59)g

geG geG geG
y
(Sruo) (S o09) = (X res)o
geG geG geG “xy=g
respectivamente.

Notemos que si H es un subgrupo de G, entonces RH es un subanillo de RG y RG es
libre sobre RH con base dada por las coclases a izquierda (o por las coclases a derecha) de
H en G.

Todos los RG-médulos que consideraremos seran a derecha. Notemos que R es en si mismo
un RG-médulo via la accidon trivial dada por r(sg) :=rs parar,s € Ry g € G.

Una resolucién proyectiva de R como RG-mddulo es una sucesion exacta de morfismos de
RG-moé6dulos

dpnt1 dn dn—1 da

Pn Pn—l o

P, Pyh—>R 0,

con cada P; proyectivo. Recordemos que una tal resolucién siempre existe, pues podemos
tomar como Py a RG, como € al morfismo definido por e(z e rgg) => geG Tg ¥ supuestos
construidos Py, ..., P, con sus respectivos d; podemos elegir P, 11 como cualquier RG-médulo

13
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libre que se aplique sobre kerd,,, y tomar d,+; como esta aplicaciéon. Esta construccién da
una sucesién de RG-mddulos libres (y en particular proyectivos) P;. Para cada RG-mdédu-
lo cualquiera A, aplicando el funtor Hompg(—, A) a esta resolucién, obtenemos una nueva
sucesion
dy_ dy, dyt1 dyto
-+ —— Hompg(P,—1,A) — Hompg(P,, A) — Hompg(Pyy1, A) — -+,

en la categorfa de grupos abelianos, que claramente satisface dj,,; o d;, = 0. Definimos el
n-ésimo grupo de cohomologia de G con coeficientes en A, como

ker d
H™(G, A) = — bl

imd} ’
donde para el caso n = 0 consideramos que P_; = 0 y asi, imd*; = 0. Por la teoria bésica
del Algebra Homoldgica este grupo no depende de la resolucién proyectiva elegida (ver [M,

pg. 87-88] para una demostracién). Por ejemplo si G := (g) es el grupo ciclico de orden m,
entonces podemos usar la resolucion

0 6 0

’~ RG RG —= RG RG —= RG

RG —=R 0,

donde § es la multiplicacién por g — 1 y ¢ es la multiplicacién por 1+ g+ --- + g™~ L. Por lo
tanto, usando la identificacion
Hompa(RG, A) ~ A,
obtenemos que, en este caso,
H°(G,A) ={a€A:ag=al,
H> NG, A) = facAiatag+---+ag™ =0}
{a—ag:a€ A}
{a € A:ag=a}

{a+ag+---+agm1:ae A}’

)

H*™(G,A) =
donde n € IN. En particular
R
H(G,R)=R, H™YG,R)={acR:ma=0} y H™G,R)= —
m
Notemos que si m > 1y R = Z, estos grupos son todos diferentes de cero.
Volvamos ahora al caso de un grupo arbitrario. Como el funtor Hompg(—, A) es exacto a
izquierda,
H°(G, A) = Hompg(R, A) = AY := {a € A : ag = a para todo g € G}.
Supongamos ahora que tenemos un morfismo de RG-médulos f: A — B. Para cada n > 0,

el siguiente diagrama

* *

dr dp,
Hompg(Pr—1,A) — Hompg (P, A) s Hompg(Pyy1, A)

|- |- |-
. d*

dz n
Hompg(P,—1, B) —= Hompg(Py, B) ——= Hompg (Ps1, B)

conmuta (en el caso n = 0 consideramos que P_; es cero). Por lo tanto queda definido un
morfismo

f«: H*(G,A) — H"(G, B),
14
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por f.(a) := f.(a) (donde, como es usual, usamos la linea superior para denotar a la clase
de un elemento de un grupo en un cociente). Se verifica que A — H"(G, A) es un functor
covariante de RG-médulos en grupos abelianos, siendo H"(G, f) := f..

PrROPOSICION 2.1. Si

dn—l dl €

0o—-yvy-top | Py R 0

es una sucesion exacta de RG-mddulos, conn >0 y Py, ..., P,_1 proyectivos, entonces para
cada RG-mddulo A hay una sucesion exacta de grupos abelianos

Hom e (Po1, A) ——> Hompa (Y, A) —~ H(G, A) —= 0.

DEMOSTRACION. Tomemos primero un RG-médulo libre P, y un epimorfismo de RG-
modulos g: P, — Y, y luego un RG-modulo libre P,41 y un epimorfismo de RG-mddulos
dnt1: Ppy1 — kerg. Usando la sucesion exacta de RG-mddulos

dn o dp—
P bp, % p, Tl gt Ry,
obtenemos que
ker d*
H"(G,A) = —
im(f o g)
Por otra parte aplicando el funtor Hompg(—, A) a la sucesién exacta de RG-médulos
dn
Pn+l = Pn < Y 07

obtenemos la sucesién exacta de grupos abelianos

*

0 —— Hompg(Y, A) AN Hompg (P, A) h Hompa(Prt1, A).
En otras palabras
g*: Hompg(Y, A) — kerd;,
es un isomorfismo y, asi,
kerd,,,  Hompg(V,A)
m(fog) ~ mfr
como queriamos. O

H™Y(G, A) =

PROPOSICION 2.2. Son equivalentes:

1. Si
g dnfl d
0—=Y ——= P, i —>P)—“>R 0
es una sucesion exacta de RG-mdodulos con Py, . .., P,_1 proyectivos, entonces Y tam-
bién es proyectivo.
2. Eziste una sucesion exacta
dn d'nfl d1
0 P, P, Py——=R 0

de RG-mddulos con Py, ..., P, proyectivos.
3. H*(G, A) = 0 para todo RG-mddulo A y todo k > n.
4. H""Y(G, A) = 0 para todo RG-mddulo A.

15
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5. 8i f: A— B es un epimorfismo de RG-mddulos, entonces f.: H"(G,A) — H"(G, B)
también es un epimorfismo.

Las equivalencias estdan establecidas para n 2 1. Para n=0 se debe cambiar el item 1) por
“R es un RG-mddulo proyectivo” y el item 2) por “existe una sucesion 0 — Py — R — 0 de
RG-mddulos, con Py proyectivo”.

DEMOSTRACION. Es claro que 1) = 2) = 3) = 4). Veamos que 4) = 1). Tomemos una

sucesion exacta

(10) 0 0—-p Loy 0

de RG-médulos con P, proyectivo y completemos la sucesién del item 1) a

@ dn dp—1 dy €
Pn Pn—l to PO

0 Q R 0

donde d,, := g o 8. Por la Proposiciéon 2.1 hay una sucesion exacta
Hom(Pn, Q) —— Hompg(Q, Q) —— H" (G, Q) —0

Como por hipétesis H" (G, Q) = 0 se sigue que la sucesién (10) es partible y, por lo tan-
to, Y es proyectivo. Veamos a continuacién que 2) = 5). Como f es sobreyectiva y P, es
proyectivo, f.: Hompg(Pn, A) — Hompgg(P,, B) es un epimorfismo. Asi, dado que por 2)
los grupos abelianos H"(G, A) y H"(G, B) son cocientes de Hompgg(P,, A) y Homgg (P, B)
respectivamente, también f, es un epimorfismo. Probemos por tltimo que 5) = 1). Para ello
tomemos un epimorfismo f: A — B de RG-mdédulos. Por la Proposicion 2.1 hay un diagrama
conmutativo con filas exactas

Homp(Pot1, A) —~—> Hompa (Y, A) — = H™(G, A) — 0

! b

Hompe(Po_1, B) ——= Hompq(Y, B) —= H"(G, B) —= 0

en el que, por hipétesis f, es un epimorfismo. Como, por ser P,_; proyectivo la flecha vertical
de la izquierda f, es sobreyectiva, también lo es la del medio. En consecuencia, dado que f
es arbitrario, Y es proyectivo. ]

Cuando se cumpla cualquiera de estas condiciones equivalentes diremos que G tiene di-
mension cohomoldgica a lo sumo n sobre Ry escribiremos cdr G < n. Si esto no pasa para
ningun n diremos que la dimensiéon cohomolégica de G sobre R es infinita y escribiremos
cdr G = oco. Por ejemplo si G es un grupo ciclio finito y no trivial, entonces cdg G = 0.

Si H es un subgrupo de un grupo G'y M es un RH-médulo, entonces Hompg (RG, M) es
un RG-médulo via la accién definida por f9(u)= f(gu), donde f € Hompy(RG, M)y g € G.

LeEMA 2.3. Para cada RH-mddulo M y cada RG-mddulo N hay un isomorfismo de grupos
abelianos

HMN: HOng(N, HOmRH(RG, M)) — HOmRH(N, M),
que es natural en M y N.
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La naturalidad de 6y significa que si h: M — M’ y g: N’ — N son morfismos de
RH-mo6dulos y de de RG-modulos respectivamente, entonces el diagrama

Hom pe (N, Hompg (RG, M) —2~ Hompg (N, M)
ia(g,h) iﬁ(g,h)
Homm (N, Hom sy (RG, M")) 2% Hom (', M),
conmuta, donde «(g,h) y (g, h) estan definidos por
a(g,h)(f) :=hso fog vy B(g,h)(f):=hofoy,
siendo h,: Hompgy(RG, M) — Hompy(RG, M') el morfismo inducido por h.

DEMOSTRACION. Definimos 0y, n por 0(f)(n) := f(n)(e), donde e es el neutro de RG.
Dejamos al lector la tarea de probar que 6(f) € Hompgy (N, M) y que 0 es aditiva y natural
en M y N. Para ver que es biyectiva es suficiente probar que hay una aplicacién

¥: Hompgy (N, M) — Hompg(N, Hompgy (RG, M))
tal que 8o =id y ¥ 06 = id. Definimos esta aplicacién por ¥(f)(n)(g) := f(ng) paran € N

y ¢ € RG. Dejamos también al lector la tarea de probar que ¥(f)(n) € Homgy(RG, M) y
que ¥(f) € Hompg (N, Homgy (RG, M)). Por ultimo

0(9(f))(n) =9(f)(n)(e) = f(n) y I(O(f))(n)(g) = 0(f)(ng) = f(ng)(e) = f(n)(9),
como queriamos. ]

PROPOSICION 2.4 (Lema de Shapiro). Si H es un subgrupo de G y M es un RH-mddulo,
entonces H"(H, M) = H"(G,Homgry (RG, M)).
DEMOSTRACION. Consideremos una resolucién libre de R como RG-médulo

dn+1 dn d'nfl d2 d1 €
. P, P, e Py Py

R 0,

Dado que cada P, es también libre como RH-mdédulo, podemos calcular H*(H, M) aplican-
do Homppg(—, M) a esta resolucién. Asi el resultado se sigue de que, por el lema anterior,
Hompp (P, M) es naturalmente isomorfo a Hompg (P, Homgy (RG, M)). d

COROLARIO 2.5. Si H C G entonces cdr H < cdr G.
COROLARIO 2.6. Sicdr G < oo, entonces G no tiene torsion.

DEMOSTRACION. En caso contrario G tiene un subgrupo ciclico finito y no trivial H.
Como cdz H = oo esto contradice la Proposicion 2.4. O

DEFINICION 2.7. Un complejo de R-mddulos

dp+1 dn dn—1 d1
. X Xn-1 -

Xog—=A 0,
se parte si existen morfismos
nA—->Xo vy s:X;—=> X1 parai >0,
tales que eon =1id, noe+diosg=1id y s;—10d; + d;+1 0 s; = id para i > 0.
LEMA 2.8. Toda sucesion que se parte es exacta.

17
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DEMOSTRACION. Para cadai > 0y z € kerd;,
xr = (Si—l e} dl + di-‘rl e} SZ)(ZE) = di—i—l(si(l‘))
y, asi, kerd; C imd;41. Similarmente € es sobreyectiva y kere C imd;. OJ

LEMA 2.9. Si

dn+ 1 dn dnf 1 dl €

X, Xoq o Xo A 0,

es una sucesion exacta de R-mddulos y tanto A como todos los X; son proyectivos, entonces
la sucesion se parte.

DEMOSTRACION. Para unificar notaciones escribimos dg en lugar de € y X_1 en lugar de A.
Como dy es un epimorfismo y X_; es proyectivo existe s_1: X_1 — Xy tal que dyos_1 = 1.
Supongamos que para n > 0 fijo hemos definidos s;: X; — X;41 para 0 < i < n con la
propiedad de que d;y; 0 s; = 1 — s;_1 o d;. Entonces im(1 — s,,_1 o d,) C kerd,, = imd,,41 v,
asi, como X, es proyectivo, existe s,: X;, = Xp11 tal que dpy1 05, =1 — 5,1 0d, ]

Si M es ZG-médulo y R es un anillo, entonces M ®z R es un RG-mdédulo via la accién
definida por (m ® r)sg :=mg®rs, donde m€ M,rs€ Ry g € G.

LEMA 2.10. Para cada Z.G-mddulo M y cada RG-mddulo N hay un isomorfismo de grupos
abelianos
Onmn: HOInRg(M ®z R, N) — HOHIRH(M, N),

que es natural en M y N.

La naturalidad de 6y, significa que si h: M’ — M y g: N — N’ son morfismos de
7Z.G-moddulos y de de RG-médulos respectivamente, entonces el diagrama

OmN

Hompg(M ®z R, N)
la(g,h) iﬁ(gvh)
9 ! !
Hompa(M' ®7z R, N') 2 Hompy (N', M),

Hompp (M, N)

conmuta, donde «(g,h) y (g, h) estan definidos por
alg,h)(f)==gofo(h®R) y Blgh)(f)=gofoh.

DEMOSTRACION. Definimos la aplicacién 6y n por 6(f)(m) := f(m®1). Es evidente que
0(f) € Hompry (N, M) y que 0 es aditiva y dejamos al lector la tarea de comprobar que es
natural en M y N. Para ver que es biyectiva es suficiente probar que hay una aplicacién

9 HOIHRH(N, M) — HOInR(;(M Kz R,N)
tal que fo = id y Yo = id. Definimos esta aplicacién por ¥(f)(m®r) := f(m)r param € M
y r € R. Dejamos también al lector la tarea de probar que ¥(f) € Hompg(M ®z R, N). Por
ultimo
0(0(f)(m) =d(f)(m®1) = f(m) y JO(f))(mr)=0(f)(m)r =f(m1)r=f(mer),
como queriamos. [l

PROPOSICION 2.11. Si M es un RG-mddulo, entonces H"(G, M) no depende de que se
considere a M como RG-mddulo o como Z.G-mddulo.
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DEMOSTRACION. Consideremos una resolucién proyectiva

P, P e P Py Z 0,

de Z como ZG-médulo. Por el Lema 2.9 esta sucesién es partible y asi también lo es la
sucesion

-——>P,®zR——PFP, 1 ®zR——> -+ ——> Pz R— PRz R——R——0,

Por lo tanto, por el Lema 2.8 esta tltima es una resolucion de R como RG-médulo. Como
ademds cada P, ®z R es proyectivo podemos calcular H"(G, M), para el RG-médulo M,
aplicando Hompga(—, M) a esta resolucién. Asi, por el lema anterior, el resultado se sigue de
que Hompg (P, ®z R, M) es naturalmente isomorfo a Homyg (P, M). O

LEMA 2.12. Supongamos que R es un anillo conmutativo y que

d; d d’ ! ’
+1 / n / n—1 1 ;€ /
: X! X!, s X} A 0

//+1 d" a4 ) d/ll ”
n n—
. Xy/{ n " X(/)/ € A" 0

n—1
son complejos de R-modulos que se parten. Si definimos Xy, y dnt1: Xnt1 — Xy paran >0
por

Xo= (D XiorX] y  dun(ei@a)) = dia) @] + (-1)'z; ® dj(2]),
i+j=n
entonces la sucesion

dn+1 dn dn—1 di €
: Xn Xn-1 T Xo

Al R A 0,
donde € := € @ ", se parte.

DEMOSTRACION. Tomemos morfismos n': A" — X{, s,: X}, = X, " A" — X{| y
she X — XV 41 que parten a la primera y segunda sucesién respectivamente y definamos
n: A @r A" = Xoy sn: Xp — Xpi1 como

Ha @ ") = (o) @1 (a"),
s (x/ ® .’L'”) e 86(:66) ® xlri + 77/6/(936) ® S%(:EIT;) Si 7’ = O)
T s () @ ] sii >0,
respectivamente. Un calculo directo muestra que estos morfismos 1 y s, parten la sucesién
deseada. O
COROLARIO 2.13. La sucesion de R-maddulos

dnt1 dn dn—1 dy

Xn Xn_1 Xo s A QR Al —— 0,

es exacta.

OBSERVACION 2.14. El Lema 2.12 y su corolario se extienden directamente a cualquier
producto tensorial finito de sucesiones.

TEOREMA 2.15. Si H es un subgrupo de un grupo G tal que |G : H| < 0o y cdr G < o0,
entonces cdr H = cdr G.
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DEMOSTRACION. Denotemos con n a cdg G = n y tomemos un RG-médulo M tal que
H™(G,M) # 0. Para probar la proposicién sera suficiente ver que existe un epimorfismo
: Homppy(RG, M) — M de RG-médulos. En efecto, en este caso, por el item 5 de la la
Proposicién 2.2, también v, : H"(G, Homgy(RG, M)) — H"(G, M) es un epimorfismo. Por
lo tanto, segtin la Proposicién 2.4, sabemos que H"(H, M) = Hompy(RG, M) # 0, lo que
implica que cdgr H > n. Veamos que existe tal epimorfismo . Tomemos una transversal
{t1,...,tm} del conjunto de clases a izquierda de H en G, de modo que G = | |t;H = | | Ht;1
y consideremos la aplicacion

¢: Hompy(RG, M) — M ®ry RG,

definida por ¢(f) := SI", f(t;) ® t;*. Notemos que ¢(f) no depende de la transversal
{t1,...,tm} elegida pues si u; = t;h; con h; € H, entonces

m m m
D flw) @ut =) f(tha) @ (tha) ™t =Y f(t)hi @ by ' Zf )@t
i=1 i=1 i=1

Afirmamos que ¢ es RG-lineal. Para verificar esto debemos ver que

e(fi+ f2) =(f1) +e(f2), »(fr)=e(f)r v () =¢(f)g
donde f, f1, fo € Homry(RG, M), r € Ry g € G. Pero

e(fi+f2) =D (filt) + folts)) @ ;7 Zfl ®t; 1+Zf2 ;" = o(f1) + e(fo),

i=1

=Zf(rti)®t;1=2f(ti)r®ti1 Zf )@t = o(f)r
=1 =1

m

p(f9) =) flgt) @t = (Zf gti) @ (gt:)” ) 9=1¢(f)g.

i=1

Ademds ¢ es biyectiva pues, dado que RG = @ t;RH como RH-médulo a derecha, cada
f € Homprpy(RG, M) estd determinada por una eleccién arbitraria de f(t1),..., f(tn), ¥,
puesto que RG = @ RH ti_l como RH-médulo a izquierda,

M ®pm RG = M @rg @ RHt; " = @ M @py RHE; ',
=1 =1

de manera que cada elemento en M ®prpy RG se escribe de forma tnica como Y z; ® t;l con
Z1,...,Tm € M. Componiendo ¢ con el epimorfismo de RG-médulos M ® gy RG — M, dado
por m ® g — mg, obtenemos el epimorfismo ¢ buscado. O

DEFINICION 2.16. Decimos que un grupo G tiene R-torsién, donde R es un anillo arbi-
trario, si existe un subgrupo finito de G cuyo orden no es inversible en R.

TEOREMA 2.17. Si R es conmutativo, G no tiene R-torsion y H es un subgrupo de G de
indice finito, entonces cdgr H = cdr G.
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DEMOSTRACION. Tomemos una resolucién proyectiva

dn+1 dn dn—1 di €

P, P Py R 0,
de R como RH-médulo y escribamos m := |G : H|. Definimos
(11) Q= P P.Or - SrB,

Por el Lema 2.9 y su observacién, esta resolucién se parte como complejo de R-mddulos. Asi,
podemos usar el Lema 2.12 (aplicado a més de una sucesién) para obtener la sucesién exacta
de R-médulos

QO : R 07

m
5n(x1 R ® xm) — Z(_l)il—&-...—&—ij—lxl R ®Tj—1® dij (x]) RITjp1 X ® Ty
j=1

si z; € B; para 1 < j < m. Nuestro objetivo serd dotar a los @y de una estructura de
RG-médulo que los haga proyectivos y tal que los § sean morfismos de RG-moédulos. De esta
manera, si cdg H < 00, entonces podremos elegir los P; de forma tal que sean todos cero
a partir de cierto u € IN y, asi quedara (); = 0 para ¢ > um, por lo que cdr G < oo y el
resultado se seguird del Teorema 2.15. Notemos que si cdy = oo entonces, por el corolario a
la Proposicién 2.4, también cdg = co. Denotemos con M al conjunto

M :={(o,h1,....,hpm):0 €Sy h1,...,hy € H},
dotado del producto
(0,h1, s hn ) (T K1y k) == (T oo, ek, oo b1y o)

Es féacil comprobar que M es un grupo. Fijemos una transversal a derecha {t1,...,t,} de H
en G de modo que G = |J;~, Ht;. Para todo g € G existen un tnico o € S,, y elementos
unicos hi, ..., hpy de H tales que t;g = hy(;)t4(;)- La aplicacion

0: G— M,
definida por 6(g) := (o, h1,...,hy) es un morfismo de grupos. Definimos una accién de RM
en (), por
(21 ® - @@y - 1(0,hi,y .o ) = (—1)a37071(1)h1 Q- ® Jfafl(m)hmT,
donde, si x; € B, para 1 < j <m,
{GD<tly o(j)>o()}
Veamos que esta es efectivamente una accién. Como claramente
($1®®.’L‘m> '(idaea-"76) = ($1®®xm)
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s6lo debemos comprobar que
(12) (@21 ® @am) 7§ = (21 @+ @ T) - 7C) - 5E

donde ¢ := (0, h1,...,hp) vy & := (7, k1,..., k). Es obvio que podemos suponer que r=s=1.
Por definicién

((551 R ® l'm) . C) €= (71)‘1(1:0—1(1)}“ R Q x0_1(m)hm) <&
(—D)*(—1)’2 11 (1)) -1 (1) k1 @ - @ Zo1 (=1 () Per—1 (1) s

b= > io-1()io—1(1)-
{GD5<ly T(§)>7(1)}
Por otra parte se sigue también de la definicién que

donde

(1@ @ myy,) - Cfl = (—1)C$071(771(1))h771(1)k1 QK- ® xa—l(T—l(m))hTﬂ(m)km,
donde
¢i= > lo =1 (r 1) o ()
{GD:<ly 7(e(5))>7(a(1))}
En consecuencia, para verificar (12) es suficiente ver que (—1)%T? = (—1)°. Pero
a+b= Z iji + Z 1511
{GD:<ty o(4)>o (D} {GD:e() <o) y (o (4)>7(e())}
= Z ’ij’il =+ Z ijil
{GD:<t, o(G)>o(l) y 7(a(5))>7(a (1))} {@D):<t, o(G)>a() y T(e())<T(c ()}
+ Z 151 + Z 1511,
{GD:<t, o()<o() y 7(e(3))>7(a(D))} {GD:3>1, o(G)<o(l) y 7(0(5))>7(a(D)}
y, como la suma del primer y tercer término del lado derecho de la ultima igualdad es c y el

segundo y cuarto término coinciden, (—1)*® = (—1)¢. Definimos la accién de RG sobre cada
Q@ por medio de 6. Es decir

($1®-~®xm)-rg:: (:c1®---®xm)'r0(g).

Probemos a continuacién que §,: @, — @Q,—1 es un morfismos de RM-mdbdulos y, por lo
tanto también de RG-moddulos, para cada n > 1. Para ello serd suficiente ver que

(13) Sn((#1® - @ xpm) () =0 ((21® - @ xp)) -

para ¢ € M de la forma ¢ := (id, h1,...,hy) 0 ¢ :== ((r,r 4+ 1),e,...,€). Es evidente que la
igualdad (13) se satisface en el primer caso. Supongamos entonces que estamos en el segundo.
Los términos en el lado izquierdo y derecho de (13) en los que aparece d;,(z;) con j fijo y
distinto de r y r + 1 son idénticos y de la forma

(_1)i1+”'+’i]'71+’i7~i'r+1x1 R ® dij ("L‘j) R R Ty,

doénde los x1, ..., xy estdn en orden salvo que x,41 precede a x,. Finalmente la suma de los
dos términos restantes en el lado izquierdo de (13) es

(=1)frire(—1)at g @ @ ® dip o (T 41) Ty @ Tyg2 @ -+ @ Ty
+ (_1)irir+l(_1)i1+~.-+ir71+i7‘+11}1 R RTp1 @ Tpp1 R di () R Tpyo @+ @ Ty,
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mientras que la suma andloga en el lado derecho de (13) es
(_1)i1+-..+1‘r71(_1)(ir—1)ir+1x1 R QL] QTypy1 Qd; (Ty) R XTpya @ -+ @ Ty
+ (_1)i1+---+l'r(_1)ir(ir+1*1)x1 @ @1 @iy, (Trg1) Ty ® Typo @+ @ Ty,

que evidentemente coincide con la anterior. Resta ver que los @, son RG-mdédulos proyectivos.
Notemos que hasta ahora no hemos usado que G no tiene R-torsién.

Para ver que los ), son proyectivos como RG-mdédulos probaremos en general que para
toda familia (P;);>0 de RH-mddulos proyectivos el RG-médulo Q = @P,,~; @n, obtenido
tomando @, como en (11), es proyectivo. Para ello podemos asumir que los P; son libres,
pues si probamos este caso podremos pasar al de los P; proyectivos usando que existen RH-
médulos P! tales que los P/ := P;@ P/ son libres y que @, es sumando directo del RG-médulo
Q" asociado a la familia (P");>¢. Tomemos X := J;~, X; donde X; es una base fijada de P;.
Claramente el conjunto -

Wi={x1h ® - Qzphy,:2;, € Xyh;€ Hconi=1,...,n},

es una base de  como R-médulo. Notemos que W U —W es invariante por la acciéon de G
definida arriba. Consideremos la accién a derecha de G x Zs sobre W U —W, definida por

(g,1) w-g siu =0,
w-(g,u) = .
g —w-g siu=1.

Tomemos un subconjunto Wy de W que tenga exactamente un elemento de cada érbita de
W U —W por esta accién. Como @ es un R-moddulo libre sobre W,

Q=P w-RaG.

weWp

Afirmamos que los w - RG son proyectivos. Para cada w € W denotemos con K, al estabili-
zador de w por la acciéon de G. Afirmamos que K., siempre es finito. Para ver esto denotemos
con N al ntcleo de la representacion de G como grupo de permutaciones obtenida haciendo
actuar a G a derecha sobre la transversal {t1,...,t,} de H en G. Asi, si g € N, existen
hi,...,h, € H tales que t;g = h;t; y, por lo tanto, si w = 21k ® - -- ® z,k,, entonces

w-g=2x1kith1 @ ® xnkphy,.

Como W es base, se sigue de esto que g € K, N N si y s6losi hy = --- = h, = e. En
consecuencia N N K, = {e}, lo cual implica que la restriccién a K,, de la proyeccién candnica
m: G — G/N es inyectiva. Como G/N es isomorfo a un subgrupo de S,, se sigue de esto que
K, es finito. Escribamos

Ky ={9€G:w-g=+w}.

Es claro que que K, es un subgrupo de G que contiene a K,,. Ademas ]Kifw Kyl < 2ya
que si g1,92 € Ky \ Ky, entonces gagy ! ¢ K,. Consideremos el morfismo de RG-médulos
f: RG — w- RG, definido por f(v) = w-v. Como W es R-linealmente independiente el nicleo
de f estd generado como RG-médulo por

{e—:v::nGKw}U{e—l—x:xEKiw\Kw}.

Supongamos que K, = K, (por ejemplo esto pasa si R tiene caracteristica 2). Como G no
tiene R-torsion, | K| es inversible en R. Tomemos el morfismo de RG-médulos I: RG — RG
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definido por I(v) = uv, donde
1
(14) U= x
‘Kw| CCEZKw

Puesto que u(e — x) = 0 para x € K, existe un morfismo ¢: w - RG — RG de RG-médulos
tal que | = @ o f. Observando que f(u) = w - u = w concluimos que f o ¢ es la identidad de
w - RG, lo que implica que w - RG es proyectivo. En efecto,

flew-v)) = fle(f(v)) = fU(v)) = fluw) =w-ww = (w-u) - v=w-wv.

Si Ky & Ky, aplicamos un argumento similiar, pero tomando u como

1
o dor= Dy
Kol z€Kw YEK L\ K
en lugar de (14). O
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Capitulo 3

El ideal de aumentacion

El ideal de aumentacion I del dlgebra de grupo RG es el nicleo del morfismo de dlgebras
e: RG — R, definido por £(>_749) := > r4. Claramente I es libre sobre R con base

{g—e:ge€G\{e}}.

De la sucesién exacta corta

0 I RG—=>R 0

se sigue que cdr G < 1siy sélosi Ig es RG-proyectivo. Para cada subgrupo H de G denotamos
con Jgg (o simplemente Jy si G es evidente) al ideal a derecha Iy RG de RG.

LEMA 3.1. Para cada subgrupo H de G y cada transversal a derecha (g;)icr de H en G
que contiene a e se satisfacen:

Ji es R-libre con base {(h —e)g; : h € H\ {e} ei € I}.
RG/Jg es R-libre con base {g; : i € I}, donde g; denota a la clase de g; en RG/Jy.
g—e¢€ Jy siysolosige H.

Tt v =~

Si K es otro subgrupo de G, entonces H C K si y solo si Jg C Ji. En particular
H =K siysdlo si Jgy =Jk.

DEMOSTRACION. 1) y 2) Como
(h—e)h'g; = (hh —e)g; — (W —e)g; parahe H\{e},h e Heiecl,

el ideal a derecha Jy de RG y el RG-médulo a derecha RG/Jy estan generados sobre R por
{(h—e)gi:he H\{e} eic I}y {gi:ie€ I}, respectivamente. Veamos que estas son bases.

Supongamos que
ng = Z (h — €)giri-
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Entonces

Z!]@'(T@'— > Ti,h)"’ > hgirin =0

i€l heH\{e} he;f\f{e}

y, por lo tanto, r; , = r; = 0 para todo h € H \ {e} y todo i € I.

3) Escribamos g = hg; donde i € I y h € H. Como g — e = (h — e)g; + (g; — €), las clases de
g—eyde g, —een RG/Jy coinciden. Asi g — e € Jy siy sélo si g; = e.

4) Es consecuencia inmediata del item 3). O

LEMA 3.2. Si H es un subgrupo de G y S es un subconjunto de G, entonces H = (S) si
y solo si Jy estd generado como RG-mddulo por {s —e:s € S}.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que H = (S). Tomemos r € H y escribamoslo
como r =ty---t, con t; € SUSTL. Se sigue inductivamente de la expresién

r—e=(t,—€)tp_1-ti+tp_1---t1 —e

que r — e estd en el RG-submédulo de Jy generado por {t —e : t € SUS~!}. Como Jy
estd generado como RG-médulo por estos r — ey s1 —e = —(s — e)s~! concluimos que Jy
estd generado como RG-médulo por {s — e : s € S}. Supongamos ahora que vale esto tltimo
y escribamos K := (S). Por lo que acabamos de probar Jx estd generado como RG-médulo
por {s — e : s € S}. Pero entonces Jx = Jg y, asi, por el item 4) del Lema 3.1, sabemos que
H=K. O

COROLARIO 3.3. Sean H un subgrupo de G y (Gga)aca una familia de subgrupos de G.
Entonces H = (Gq :a € A) siy solo si Jg =3 ,c5Ja,-

LEMA 3.4. Sea H un subgrupo de G. Para cada ideal a derecha M de RH, el morfismo
de RG-mddulos f: M @ryg RG — M RG dado por f(m ®rg) := m.rg, es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Como RG es un RH-médulo libre, la aplicacién canénica
i: M ®@ry RG — RH ®ry RG

es inyectiva. Componiendo ¢ con el isomorfismo RH Q gy RG — RG obtenemos un morfismo
inyectivo cuya correstriccion a su imagen es el isomorfismo f que estamos buscando. ]

EJEMPLO 3.5. Consideremos un subgrupo monogenerado H := {(a) de un grupo G. Por el
Lema 3.2 sabemos que Jy estd generado por a—e como RG-mddulo a derecha. Afirmamos que
Ji es un RG-mddulo libre a derecha con base a — e si y sdlo si el orden de a es infinito. Por
el lema anterior es evidente que podemos considerar que H = G. Ahora, si a™ = e, entonces
RH ~ R[X]/(X™ — 1) (via la identificacion que envia a en la clase de X ) y X — 1 tiene un
anulador no trivial en R[X]/(X™ —1) pues 0 = X" —1 = (X —1)(X" 1 +... +1), mientras
que si el orden de a es infinito, entonces RH ~ R[X, X ] (via la identificacion que envia a
en X ) y el anulador de X — 1 en R[X, X Y] es trivial.

OBSERVACION 3.6. Como Ig es un R-mddulo libre con base {g—e : g € G\ {e}}, cada
morfismo R-lineal f: Ig — M queda determinado por una funcion ¢: G — M que satisface
p(e) =0, via f(g—e):=p(g). Supongamos que M es un RG-mddulo. Entonces

f es RG-lineal < f((x — e)y) = f(x — e)y para todo x,y € G
— f(zy—e) — fly —e) = f(x — e)y para todo x,y € G
— p(zy) = p(x)y + ¢(y) para todo x,y € G.

26



El ideal de aumentacién

En consecuencia tener un morfismo RG-lineal f: Ig — M es equivalente a tener una funcion
w: G — M tal que p(xy) = p(z)y + ©(y) para todo z,y € G y p(e) = 0. Notemos que la
sequnda condicion pude ser omitida pues se deduce de la primera poniendo x =y = e.

OBSERVACION 3.7. Sea M un RG-mddulo. Por la Proposicién 2.1 de la sucesion evacta

0 Ig ——=RG—>R 0
se obtiene una sucesion exacta de grupos abelianos
Hompe(RG, M) ——= Hompe(Ig, M) —~ HY(G, M) — 0.

En consecuencia, debido a la observacion anterior, H' (G, M) = 0 si y sélo si para toda
funcion ¢: G — M que satisfaga p(xy) = ¢(z)y + ¢(y) para todo z,y € G, existe m € M tal
que p(g) = m(g — e) para todo g € G.

TEOREMA 3.8. Sean Gg, G1,Go, Gs subgrupos de un grupo G. Vale lo siguiente:
1. (G1,G2) = G *¢, G2 si y sdlo si Jg, N Jg, = Ja, -
2. G3 =G4 *Go Go si y sélo si Ja, +Ja, = Jas ¥y Ja, N Ja, = Jag,-

DEMOSTRACION. El segundo item se deduce inmediatamente del primero y del Corola-
rio 3.3. Veamos que vale el item 1). Supongamos que Jg,NJg, = Jg,. Del item 4) del Lema 3.1
se sigue que Gg C G1 N Go, con lo cual tiene sentido considerar el diagrama conmutativo

Go— @y

o

[ L]
Gg —_— G1 *Go G2

N

<G17 G2>

en el que 71, jo, i1, U2, t1 ¥ t2 son las inclusiones canodnicas y 6 es el morfismo obtenido
usando la propiedad universal de G *g, G2. Queremos ver que (G1,Ga) = G *g, G2 0, més
precisamente, que 6 es un isomorfismo. Como evidentemente es sobreyectivo sélo debemos
probar que es un monomorfismo. Debido a los comentarios que aparecen a continuacién de
la Proposicién 1.12, para ello es suficiente ver que un producto g, --- g1 en G, cuyos factores
estdn alternadamente en G \ Gp y G2 \ Go, no puede estar en Gy. Pero como la igualdad
gn -+ g1 = k es equivalente a g, - - - ga(g1k~!) = e, es suficiente probar que g, - -- g1 no puede
ser e. Hacemos esto por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Sin > 1 y n es impar,
entonces g, - g2g1 = € si y sélo si gn—1---92(919n) = €, con lo cual por hipétesis inductiva
debe ser g19, € Go. Puesto que entonces g2(g19n) € G§, aplicando la hipétesis inductiva a
gn—1--[92(919n)], obtenemos el resultado que queremos. Supongamos ahora que g, ---g1 = €
con n > 1 par. Sin perdida de generalidad podemos suponer que g1 € G1. Entonces

n

0=gn-.q1—e=» (gi—€gi1...1=> (Gi—€gi1-..91+ > (gi—€)gi1-. 91

i=1 i par i impar
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Como el primer sumando estd en Jg, y el segundo en Jg,, obtenemos

(15) > (gi—e)gi1..g1 € Jo, N g, = Ja,

¢ impar
Notemos ademds que
(16) g:=gi—1---g1 ¢ G paratodo 1 <i < n impar.

En efecto si g € Go, entonces e = g;—1 -~ g2(9199 1), lo que contradice la hipétesis inductiva,
y si g € G1\ Gy, entonces e = g~ 1g;_1--- g1, lo que también contradice la hipétesis inductiva.
Ahora, por el item 1) del Lema 3.1 sabemos que Jgg, es R-libre con base {(h —€)g;}, donde
(9i)icr es una transversal a derecha de G1 en G y, en consecuencia, existe un morfismo R-lineal

f:Jac, = Ia,

que restringido a I, es la identidad y que envia (z —e)y en 0 para z € Gy e y € GS. Es
claro que f(Jag,) € Ja,G,- En consecuencia, aplicando f a (15) y teniendo en cuenta (16),
obtenemos que g; —e € Jg,G,, 10 que por el item 3) del Lema 3.1, implica que g1 € Gg contra
lo asumido. Esto completa la primera parte de la demostracién.

Para la reciproca supongamos que la funcién 6: G *g, G2 — (G1, G2) es un isomorfismo
y denotemos a (G1,G2) con Gs. Como Gy C G N Go, se sigue del item 4) del Lema 3.1,
que Jg, € Jg, N Jg,. Para ver que vale la otra inclusién es suficiente probar que para todo
RG-médulo M y todo par de morfismos RG-lineales fi1: Jg, = M y fa: Jg, — M, tales que
f1 = f2 en Jg,, existe un morfismo RG-lineal f3: Jg, — M que coincide con f; en Jg, y con
f2 en Jg,. En efecto, esto muestra en particular que existe un morfismo RG-lineal f3: Jg, —
Ja,/Ja,, que se anula en Jg, y coincide con la proyeccién candnica en Jg,, lo cual sélo es
posible si Jg, N Jg, = Jg,. Veamos entonces que existe el morfismo f3: Jg, — M prometido
arriba. Consideremos el producto semidirecto G X M cuya multiplicacion esta definida por

(g1, m1)(g2, m2) := (9192, M1 - g2 + M2).

Por el Lema 3.4 y la Observacién 3.6, una aplicacion ¢;: G; — M se extiende a un morfismo
RG-lineal f;: Jg, — M siy sélo si pi(zy) = pi(z)y+pi(y) para todo z,y € G; y, ademds, esta
extension es Unica. Por otra parte un calculo directo muestra que una funcién ¢;: G; - M
satisface la propiedad mencionada arriba, si y solo si la aplicacion

qbiZGi—)GIXM,

definida por ¢;(x) := (z, p;(x)), es un morfismo de grupos. Supongamos entonces que tenemos
morfismos f1: Jg, =+ My fa: Jg, — M, tales que fi = fo en Jg, y consideremos sus
restricciones p1: G — M y po: G2 — M y los morfismos de grupos ¢; y ¢2 asociados a
ellas. Como ¢1 y ¢2 coinciden en Gy, existe un tnico morfismo de grupos ¢3: Gs - G x M,
tal que el diagrama

GOLGI

-

Gy —25Gy

N

Gx M
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conmuta. Dado que G3 = (G1, G2) es claro que existe p3: G — M tal que ¢3(z) = (z, p3(z))
para todo x € GG3. Ahora como ¢3 es un morfismo de grupos,

w3(xy) = p3(x)y + p3(y) para todo x,y € G

y, por lo tanto, se extiende a un unico morfismo RG-lineal f3: Jg, — M. Es evidente que f3
coincide con f; en Jg,, pues ambos coinciden con ¢; en Gy, y, similarmente, f3 coincide con
foen Jg,. O

COROLARIO 3.9. Sean H subgrupo de G y (Gg)aen una familia de subgrupos de G. Enton-
ces {Gqtach genera su producto libre si y sdlo silos Jg, estdn en suma directa, y H = x,cpGy

si y solo si Jg = Paen Ja.

DEMOSTRACION. La segunda parte se deduce inmediatamente del Corolario 3.3 y de la
primera. Para ver esta es suficiente considerar el caso en que |A| es finito, pues en general
el grupo generado por todos los GG, es su producto libre si y sélo si el grupo generado por
cualquier subconjunto finito de los G, lo es, mientras que la suma de los Jg, es directa si y
solo si la suma de cualquier subconjunto finito de los Jg, lo es. Supongamos entonces que
n := |A] es finito y procedamos por induccién. El caso n = 1 es trivial. Supongamos ahora
que n > 1 y que el resultado vale para una familia con menos de n subgrupos. Escribamos
H,_1:=(Gi,...,Gn_1), lo que por el Corolario 3.3 implica que Jy, , = Jg, + -+ Ja, .-
Entonces, debido a la hipdtesis inductiva y al teorema anterior con Gy trivial, son equivalentes

La suma de los Jg,, ..., Jg, es directa,

la suma de los Jg,,...,Jg, , es directay Jy, , NJg, =0,
-H, 1 =G1x---xGp1y <Hn—17 Gn> = H,_1 %Gy,
-(G1...Gp) =G x--x Gy,

lo cual concluye el paso inductivo. O

PROPOSICION 3.10. G es un grupo libre con base (x4)aca sty sdlo si Ig es un RG-mddulo
libre con base (xq — €)gen -

DEMOSTRACION. Escribamos X, := (x,). Por el Ejemplo 3.5 sabemos que Jx, es un RG-
modulo libre con base x, — e si y sélo si el orden de z, es infinito. Como Ig es un RG-médulo
libre con base (x4 — €)qen si y s6lo si Ig es la suma directa de los Jx, y cada Jx, es un
RG-médulo libre con base x, — e; mientras que G es libre con base (z4)qen si y s6lo si G
es el producto libre de los X, y todos estos tienen orden infinito, el resultado se sigue del
Corolario 3.9. [l

COROLARIO 3.11. Si G es libre, entonces cdr G < 1.
Nosotros necesitaremos el siguiente resultado

PROPOSICION 3.12. Sean H y K subgrupos de G con H C K. Si Jog es un RG-sumando
directo de Ig, entonces Jxg es un RK-sumando directo de Ik .

DEMOSTRACION. Es suficiente probar que Jx g es un RK-sumando directo de Jgg. En
efecto, en ese caso, dado que por hipétesis Jog es un RK-sumando directo de I, obtenemos
que Jip es un RK-sumando directo de Ig y, por lo tanto, de Ix. Para ello tomamos una
transversal a derecha T' de K en G con e € T'y consideramos la descomposicién en R-médulos

Jon =P Jkat=Jkn® P Jxut
teT teT\{e}
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El resultado se sigue entonces de que eateT\{e} Jrxpt v Jxkg son RK-mddulos. ]
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Capitulo 4

Cantidad de finales de un grupo

El conjunto de partes P(A) de un conjunto A es una Zs-algebra con la suma y el producto
dados por la diferencia simétrica y la interseccion respectivamente. En esta algebra el cero es
el conjunto vacio, el uno es A y el opuesto de cada subconjunto F de A es E mismo. Para
E € P(A) denotaremos con E¢ a A\ E. Es evidente que la aplicacién

0: P(A) — Homzg, (A, Zs),

dada por 0(F) := xg, donde xpg es la funcién caracteristica de E, es un isomorfismo de
algebras. Nosotros escribiremos Za A en lugar de Homy, (A, Zs2). Denotemos con Z(A) al ideal
de P(A) formado por los subconjuntos finitos de A y con P(A) a P(A)/Z(A). Via 0§ este ideal
se identifica con el ideal Z2A de Z2 A formado por las funciones cuyo soporte es un conjunto
finito. Escribamos £(A) := Z3A/ZsA. Claramente 6 induce un isomorfismo de P(A) en £(A).
Para cada F € P(A) denotaremos con F a su imagen por la proyeccién canénica en P(A).
Diremos que dos subconjuntos E'y F' de A son casi iguales y escribiremos £ = F si sus
imagenes E y F' en P(A) coinciden. En otras palabras si EAF es finito. También diremos
que un subconjunto E de A estd casi incluido en otro subconjunto F' si E\ F es finito y
denotaremos este hecho con el simbolo £ C* F. Asi E =% Fsiysflosi EC*Fy F C*E.
Es evidente que

- FC* Fsiysélosi F©C* E°.

-SiEC*Fy FC*H, entonces £ C® H.

-Si By C*Fyy Ee C% Fy, entonces F1 N Ey C* FiNEyy By UEy C* Fr U F.

- Si By =% F) y Es = Iy, entonces F1AFEy, =% F1AF5.

Cada funcién f: A — B determina un morfismo de dlgebras
f*: P(B) = P(A),
dado por f#(F):= f~(F). Es evidente que
fAENEy) = fAEN N fH(E) y  fHR(ELUE) = f#(E) U f7(E).
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Notemos que f#(Z(B)) C Z(A) si y slo si las fibras f~1(b) de f son finitas. Por lo tanto, en
este caso, f# induce un morfismo
f#: P(B) — P(A).
Es claro que
[HEINE,) = f#(E0)N f#(Ey) y [F(EIUE,) = f#(E1) U f#(Ey).
Fijemos un grupo G y consideremos la accién a derecha de G sobre el dlgebra P(G) dada
por la multiplicacién. Asi Eg := {hg : h € E} para cada g € G y cada E C G. Es evidente

que esta accién es compatible con la relacién de casi igualdad e induce, en cosecuencia, una
accién de G sobre el dlgebra P(G), formada por sus clases de equivalencia. Ademas

E1C" By = F1gC" Bag, (E1UEs)g=E1gUlag, E‘g=(Eg)° vy (E1UE2)g=E1gUExyg
para cada F, E1, By € P(G) y g € G. También vale que

By C" By = E;' C* Ey!
donde para cada E2 C G denotamos con E~1a{g7!:ge E}. Esficil ver que la tinica accién
a derecha de G sobre ZsG que convierte a 6 en un isomorfismo de G-algebras satisface

f9(h) = f(hg™') paratodo f € ZoG y todo h,g € G,

y donde con f9 denotamos el resultado de la acciéon de g sobre f. Diremos que un subconjunto
FE de G es casi invariante a derecha si Fg =% E para todo g € G. Notemos que esto es
equivalente a decir que la clase E de E por la relacién de casi igualdad es invariante. Asf es
claro que

- Si F es casiigual a £ y FE es casi invariante, entonces F' también lo es.

- Si By y Es son casi invariantes, entonces F1 N Es y E1AFE, también lo son.

Adems3s

- Si F es casi invariante, entonces E¢ también lo es.

- Si By y Es son casi invariantes, entonces 1 U Eo también lo es.
pues si F, E1 y E5 son casi invariantes, entonces
Eg=(Eg)="E° y (E1UEs)g = E1gU Eag = Ey U Es.

Notemos que para cada E € P(G), el conjunto {g € G : Eg =* E} es un subgrupo de G. En
efecto es el estabilizador de E bajo la accién de G sobre las clases de casi igualdad definida
arriba. En consecuencia F C G es casi invariante si y sélo si £ =% Fx para todo x en un
conjunto de generadores de G. Notemos que si f: H — G es un morfismo de grupos, entonces
H actiia sobre P(G) y P(G) a través de f. Es facil ver que la aplicacién

f7iP(G) = P(H),
es un morfismo de H-algebras y, que si ademds f~1(0) es finito, entonces f#(Z(G)) C Z(H) y
J#:P(G) = P(H),

es también un morfismo de H-algebras. Asi, en este caso queda definido por restricciéon un
morfismo de Zs-dlgebras

7#H
(17) P(G)E —P(@) L= P,
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DEFINICION 4.1. La cantidad de finales de un grupo G es la dimension dimgz,(P(G)%),
como Za-espacio vectorial, del anillo de invariantes P(G), de P(G) por la acciéon de G.

NoTA 4.2. Se sigue inmediatamente de la definicion que la cantidad de finales de un grupo
G es cero si y solo si G es finito, que es al menos dos si y solo si G tiene un subconjunto
casi invariante infinito E cuyo complemento también es infinito, y, que es exactamente dos

st, ademds, cada subconjunto casi invariante infinito de G cuyo complemento es infinito, es
casi igual a E 0 a G\ E.
NotA 4.3. Por el lema de Shapiro,
p— , 0 1> 0
H'(G,Z2G) = Hi(e, Zs) = e
Zo sii=0.

Ademds
HYG, Z5G) = Zo sz. G es ﬁmto',
0  si G es infinito,

pues ) y G son los unicos subconjuntos invariantes de G. Por otro lado de la sucesién exacta
corta

0 Z-5G Zo:G ——E(G) ——=0,
se obtiene la sucesion exacta
0 — H°(G,ZG) — H°(G,Z-2G) — H°(G,E(G)) — H' (G, Z>G) — H' (G, ZsG).
En consecuencia la cantidad de finales de G coincide con

dimz, (H'(G, Z,G)) si G es finito,

di HY(G,E(@))) =
IHIZQ( ( ( ))) {1 + dimg, (Hl(G7 ZQG)) si G es infinito.

EJEMPLO 4.4. Sea G el grupo ciclico infinito generado por x. Si E es un conjunto casi
invariante de G, entonces para casi todo " € E, vale que z" T 2" € E. Asi, si existen
nfinitos ™ € E conn > 0, entonces todos, excepto una cantidad finita de ™ conn > 0, estdn
en E y similarmente, si existen infinitos x™ € E con n < 0, entonces todos, excepto finitos
z" conn < 0, estdn en E. Por lo tanto P(G)¢ = {0,G,G1,G_}, donde G := {2™ : n > 0}

y G_ :={z" : n < 0}. En consecuencia G tiene exactamente 2 finales.

EJEMPLO 4.5. 51 G = G1 * Gy con G1 y G no triviales, entonces G tiene al menos dos
finales y, si tiene exactamente dos, entonces |G1| = |Ga2| = 2. En efecto para cada b € G1\{e},
denotemos con sea Ey al subconjunto de los elementos de G cuya forma reducida comienza
con b. Entonces tanto Ey, como Ej son infinitos. Ademds Ej, es casi invariante, pues Eyy = Ej
para todo y € Go y Eyx = (Ep \ {b}) U{bx} para todo x € Gy. Por lo tanto, G tiene al menos
dos finales. Supongamos ahora que |G1| > 2 y tomemos c € G1\{e,b}. Entonces E. es infinito
y casi invariante y EY también es infinito. Como claramente Ey, #* E. #* Ef, en este caso,
G tiene mds de dos finales. Por simetria lo mismo ocurre si |Ga| > 2.

Un grupo G es localmente finito si todos sus subgrupos finitamente generados son finitos.

EJEMPLO 4.6. Si G es numerable y localmente finito, entonces G tiene una cantidad
infinita de finales. Para probar esto escribamos G := {g1, g2,...} y definamos

By =91, 9n+1) \ {91, -..,9n) para cada n € IN.
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Como G es localmenta finito, cada B, es finito y, como G es infinito, B, # 0 para infinitos
n € IN. Claramente Bng; = B, si 1 < 1 < n. Para cada conjunto S de nimeros positivos
definamos Eg := J,,cq Bn. Entonces E es casi invariante pues

Byg; € (| Bugi) UE, = B

n<i

Ahora para cada r € IN podemos encontrar r conjuntos S, ..., Sy, disjuntos dos a dos, de IN,
tales que para cada 1 < i < r hay infinitos n € S; tal que B,, # (). Por lo tanto {Eg,,...,Eg }
es un conjunto Zso linealmente independiente de P(G)C.

PROPOSICION 4.7. Sea f: H — G un morfismo de grupos tal que f~1(0) es finito. Si el
indice de f(H) en G es finito, entonces el morfismo

f—#H

P(G)E —=P(G)H —=P(H)H.
presentado en (17) es biyectivo. En consecuencia H y G tienen la misma cantidad de finales.

DEMOSTRACION. Para probar que el morfismo (17) es inyectivo basta ver que si EC G
es casi invariante y f~!(E) es finito, entonces E es finito, lo cual se sigue inmediatamente de
que si by = e,ba,...,b, es una transversal a derecha de G en f(H), entonces

n

E= UEmf UEbmf H)b; = | J(EN f(H bef =4,

=1 =1

Veamos ahora que el morfismo (17) es sobreyectivo. Tomemos un subconjunto casi invariante
E de H. Claramente

n

(U rEn) = e = E,
i=1

i=1
pues f(E)by C f(H)y f(E)b; N f(H) =0 si i # 1. Asi, para terminar la demostracién sélo
hay que ver que [ J;, f(E)b; es un subconjunto casi invariante de G. Tomemos g € G. Como
para cada cada i # j
Hb; " Hb; = ) = Hb;gN Hbjg = 0,

existen hq,...,h, en H tales que big,...,b,g es una permutacién de f(h1)bi,..., f(hn)bn.

En consecuencia
n n

(U B g = F(EYig = | FB) F(hidbs = | S (BR)b: = | F(E:

i=1 =1 i=1 i=1

como queriamos. ]
El resultado anterior tiene los siguientes corolarios importantes.

PROPOSICION 4.8. Si H es un subgrupo de G de indice finito, entonces el morfismo

BG)E — D) T~ B,

donde i: H — G es la inclusion cancnica, es biyectivo. En particular G y H tienen la misma
cantidad de finales.

DEMOSTRACION. Aplicar la Proposicién 4.7 al morfismo i: H — G. ([l
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COROLARIO 4.9. 57 G tiene un subgrupo ciclico infinito de indice finito, entonces G tiene
exactamente dos finales. En particular, la cantidad de finales de Ziy x Zis es dos.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 4.8 y el Ejemplo 4.4. ([l

PROPOSICION 4.10. Si H es un subgrupo normal y finito de G, entonces el morfismo

P(G/H)ET — P(G/H)E T B(G)F,

donde m: G — G/H es la proyeccion candnica, es biyectivo. En particular G y G/H tienen
el misma cantidad de finales.

DEMOSTRACION. Aplicar la Proposicién 4.7 al morfismo 7: G — G/H. O

LEMA 4.11. Si K es un subgrupo finitamente generado de un grupo G y E es un subcon-
junto casi invariante de G, entonces casi todas las coclases a izquierda gK de K en G estdn
incluidas en E o en E°.

DEMOSTRACION. Fijemos un conjunto finito D de generadores de K y notemos que como
FE es casi invariante el conjunto

R:= |J EnEd"
deDUD—1!
es finito. Supongamos ahora que g € G es tal que gK N E # () y gK N EC # () y tomemos
uwe gKkNEywv e gKnNES Como u v € K es un producto de elementos de D U D!
podemos encontrar k € K y d € DU D™! tales que uk € E y ukd € E°. En consecuencia
uk € R, lo que, dado que R es finito, s6lo puede pasar para una cantidad finita de uk’s. Por
lo tanto sdlo hay una cantidad finita de clases gK que cortan a la vez a E y a E°. O

COROLARIO 4.12. Sea K subgrupo infinito y finitamente generado de un grupo G. Si B
es un subconjunto casi invariante de G y gK N E es finito para todo g € G, entonces E es
finito.

DEMOSTRACION. Como K es infinito y gK N E es finito, gK ¢ E para ningin g € G. En
consecuencia, por el lema anterior, gK N E = () para casi todas las coclases a izquierda gK
de K en GG. Asi E estd incluido en la unién de una cantidad finita de conjuntos de la forma
gK N E, cada uno de los cuales es finito. O

LEMA 4.13. Sea G grupo que no es localmente finito. Si todo subgrupo finitamente generado
de G estd contenido en un subgrupo que tiene eractamente un final, entonces la cantidad de
finales de G es uno.

DEMOSTRACION. Sea E un conjunto casi invariante de G'y K un subgrupo infinito y
finitamente generado de G. Por el Corolario 4.12, para terminar la demostracién sera suficiente
probar que gK N FE es finito para todo g € G o que gK N E° es finito para todo g € G.
Supongamos que esto es falso y tomemos u,v € G tales que uK N E y vK N E° son infinitos.
Por hipétesis existe un subgrupo H de G que contiene a (u, v, K) y que tiene exactamente un
final. En consecuencia, dado que HNE es un subconjunto casi invariante de H, necesariamente
HNE o HNEC es finito. Pero esto es imposible, pues uKNE C HNEyvKNECC HNEC. O

LEMA 4.14. Sea H un subgrupo subnormal, que no es localmente finito, de un grupo G.
Si E es un subconjunto casi invariante de G y H N E es finito, entonces E es finito.
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DEMOSTRACION. Consideremos una cadena
H=G,CG,-1C--CG1 CGo=G,

con GG; un subgrupo normal de G;_1 para cada 1 < ¢ < r. Debemos ver que si G; N E es finito,
entonces G;—1 N E también lo es. Por hipdtesis H tiene un subgrupo finitamente generado e
infinito K. Asi, por el Corolario 4.12, para terminar la demostracién serd suficiente ver que
gKNG;_1NFE es finito para todo g € G;_1. Para ello, dado que gKNE C gG;,NE = GigNE,
bastara probar que G;gNE es finito para todo g € G;_1. Pero esto se sigue de que G;gNEgNE
y G;g N E°gN E lo son, ya que, por hipdtesis, G; N E y E°g N E son finitos. O

PROPOSICION 4.15. Sea H un subgrupo subnormal, que no es localmente finito, de un gru-
po G. Si la cantidad de finales de H es uno o si H esta contenido en un subgrupo finitamente
generado y de indice infinito de G, entonces G tiene exactamente un final.

DEMOSTRACION. Sea E subconjunto casi invariante de G. Debemos ver que E o E° es
finito. Si la cantidad de finales de H es uno, entonces H N E o H N E° es finito y, si H esta
contenido en un subgrupo finitamente generado y de indice infinito L de G, entonces por el
Lema 4.11 existe g € G tal que gL N E o gL N E° es vacio. En consecuencia D = E, D = E°,
D =g 'E o D = g~ E° satisface que H N D es finito. Por el Lema 4.14, se sigue de esto que
D es finito, lo que claramente implica que E o E€ lo es. ]

COROLARIO 4.16. FEl producto directo de un grupo infinito y de un grupo que no es local-
mente finito, tiene exactamente un final.

DEMOSTRACION. Sea G = A x B con A infinito y B no localmente finito. Por hipétesis
B contiene un subgrupo finitamente generado e infinito C. Es evidente que cada subgrupo
finitamente generado de G esté contenido en un subgrupo de G de la forma A x Bj, donde
B; es un subgrupo finitamente generado de B que contiene a C. Asi, debido al Lemma 4.13,
para terminar la demostracién serd suficiente ver que la cantidad de finales de A x By es
uno. Esto reduce el problema al caso en que B es finitamente generado. Pero como {e} x B
es un subgrupo mormal y de indice infinito de G, en este caso el resultado se sigue de la
Proposicion 4.15. ]

Para los que sigue necesitaremos algunos resultados de combinatoria. Comenzamos con
algunas definiciones.

Un grafo I' consiste en dos conjuntos, llamados vértices y aristas de I'; y de una funcién
¢, del conjunto de aristas en el de pares no ordenados de vértices. Denotaremos con I'y al
conjunto de vértices de I' y con I'; al de aristas. Si ¢(e) = {v, w} diremos que la arista e tiene
vértices v y w o que e une a v con w. Un camino que une los vértice v y w es una sucesion
v =1y,...,V, = w de vértices tal que para todo ¢ = 1,...,n existe una arista que une a v;_1
con v;.

Un grafo I' es localmente finito si cada v € I'g la cantidad de aristas que lo tienen como
vértice es finita.

Sea A un subconjunto de vértices de I'. Un camino en A es un camino cuyos vértices
estdn en A. Diremos que A es conexo si para cada par de sus vértices existe un camino en A
que los une. Es evidente que para cada v € A la unién de todos los subconjuntos de A que
contienen a v es un subconjunto conexo de A. Este es el maximo subcojunto conexo de A
que contiene a v y es llamado componente conexa de A que contiene a v. Es facil ver que este
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conjunto no depende del elemento v que se tome dentro de él y que A es la unién disjunta de
sus componentes conexas.

El coborde §A de un conjunto de vértices A de I' es el conjunto de las aristas de I' que
tienen exactamente un vértice en A. Notemos que

SA=6A°, 6)=0T=0 y G6(AAB)=05AAJB.

Ademds si ' es conexo y ) # A # I, entonces dA # (), pues existe un camino que une un
vértice que estd en A con uno que no y, por lo tanto, alguna arista de este camino, tiene
exactamente un vértice en A. De esto se sigue que si B = §A, entonces B = A o B = A€,
pues 6(AAB) = 6AASB = y, asi, AAB =0 o0 AAB =T. En el primer caso B = Ay, en el
segundo, B = A°.

NotA 4.17. Sean A y P un conjunto de vértices y un conjunto de arcos de un grafo.
Escribiremos P C A si todos los elementos de P tienen ambos vértices en A y ANP = ()
si ningun elemento en P tiene ambos vértices en A. Notemos que de P C A se sigue que
AN P =1, pero que la reciprca no vale.

NotaA 4.18. Todo grafo I satisface las siguientes propiedades:

1. Sean AABCTyyPCTIy. SiPCAyACB, entonces P C B.
2. Sean A\ BCTyyP,QCTy. SiPCAyQCB, entonces PNQ C AN B.

LEMA 4.19. Sea T un grafo y A, B CTy. Si B es conexo y BNdA = () entonces es B C A
o B C A°.

DEMOSTRACION. Si no, existe un elemento en BN A y otro en BN A€y, como B es conexo,

hay un camino en B que los une. Este camino tendra una arco con un vértice en A y otro en
A€ contradiciendo que BN JdA = (. O

LEMA 4.20. Sea I' un grafo conexo y A, B C I'g. Si existen conjuntos conexos C y D de
vértices tales que CND =, 6A C C y dB C D, entonces alguna de las intersecciones AN DB,
ANDB¢ AN B o A°N B¢ es vacia.

DEMOSTRACION. Como DNJA=CNIB=0 se sigue del Lema 4.19 que DC A o D C A€
y que C C B o C C B¢ Por simetria podemos suponer que D C A¢ y C C B¢. Afirmamos
que 6(AN B) = (). Supongamos que esto es falso y tomemos v € (AN B). Por definicién uno
de los vértices de v estd en AN B y el otro en AN B, AN B¢ 0 A°N B€. Pero el primer caso
es imposible porque 64 C C' C B¢, el segundo, porque 6B C D C A€y, el tercero, porque
JANJGB C CND =(. Ahora, como I' es conexo se sigue de esto que ANB=0 o0 ANB =T,
lo que claramente termina la demostracion. O

Fijemos un grupo G y un conjunto X de generadores de G. El grafo de G con respecto a
X es aquel cuyos vértices son los elementos de G y que tiene un arco que une g con gx para
todo g € G y todo x € X. Denotaremos a este grafo con Gr(G, X) o simplemente con Gr(QG)
o aun con G mismo si, por el contexto, no es necesario mencionar a X. Notemos ahora que
cada x € X determina dos arcos que salen de cada g € G:

- Uno que une g con gz y que llamaremos 3.

1

- Otro que une gz~! con g y que llamaremos 73.

Claramente 75 = ~v#. Ademds vale lo siguiente:
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- Hay més de un arco (y en este caso exactamente dos) que unen g con gz si sélo si
z # ey existe y € X tal que zy = e. Uno de ellos es 7 y el otro, 7; (puede ser y = z,
pero no g = gx, por lo que exigimos que = no sea e).

- En cada g € G hay un bucle (y en este caso exactamente uno) si y sélo si e € G.

- Gr(G, X) es conexo.

La cantidad de arcos que salen de cada g € G es |X|. En particular Gr(G, X) es
localmente finito si y sélo si X es finito.

Sea B C Gy x € X. Notemos que para cada g € (G se satisface que
geEByg¢BreogeBygr'éB yque geBryg¢dBegr 'cBygd¢B.
En consecuencia

! con g estd en 6B.

g € BABx <= el arco 7J determinado por x que une gz~
Similarmente
g€ BABz™! <« el arco ~vJ determinado por x que une g con gx estd en 0B.

Por lo tanto si X es finito, entonces d B es finito si y sélo si B es casi invariante. FEsta iden-
tificacién entre conjuntos casi invariantes y conjuntos con coborde finito es fundamental en
la teoria de finales de grupos finitamente generados.

LEMA 4.21. Sean h € G y A,B C G. Si 6A C B, entonces §(hA) C hB.
DEMOSTRACION. Para cada x € X y cada g € G,

79 € 6A < g€ AAAx! <= hg € hAAhAz™! <= 1 ¢ §(hA).

Asi,
0A C B <= g,gx € B para todo vJ € 6A
<= hg, hgx € hB para todo vJ € A
<= hg, hgx € hB para todo 4 € §(hA)
< 0(hA) C hB,
como queriamos. O

LEMA 4.22. Si Eg y E1 son subconjuntos casi invariantes de un grupo finitamente genera-
do G, entonces para casi todo g € Ey,

gEl Q EO o gEi: g Eo.

DEMOSTRACION. Como 6FEy y dE; son finitos existen subconjuntos conexos y finitos Cy
y Cq de I, tales que 6Ey C Cy y 0F1 C (1. En efecto, para construir C; podemos, elijir para
cada vértice de FE;, un camino que lo una con e y tomar la unién de los vertices de todos
estos caminos. Ahora dado que Cy y C] son finitos, existe un subconjunto cofinito F' de G
tal que gC1 N Cy = () para todo g € F. Por otra parte, por el Lema 4.21 también se cumple
que 6(gFy) C gCy para todo g € G. En consecuencia si g € F', entonces A := gEy, B := Ej,
C :=gC1 y D := () satisfacen las hipotesis del Lema 4.20 y, por lo tanto,

(18) EoNgEy =0, EgNgE{=10, ESNgEy=0 o ESNgEf=1,
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para todo g € F. Algo que no hemos usado hasta este momento, pero que claramente podemos
suponer, es que E1 # () y F1 # G, lo cual implica que §(gFE;) # () para todo g € G. Pero
entonces, debido a la definicién de §(gE1) y a que d(gE7) € gC1, obtenemos que

(19) gCiNgE1 #0 y gCiNgE{#( paratodo g € G.

Ahora, como (] es finito y Ejy es casi invariante existe un subconjunto cofinito H de FEj tal
que gC; C Ej para todo g € H. Combinando esto con (19), obtenemos que

EoNgE1 #0 y EyNgE{+#0 paratodoge H.
Asi, por (18),
E§SNgE1=0 o EjNgE{=10 paratodoge FNH,
lo que termina la demostracién pues claramente F'N H es un subconjunto cofinito de Ey. [
LEMA 4.23. Si un grupo G finitamente generado tiene un subconjunto casi invariante e
infinito E tal que E€ y {g€G : gE="FE} también son infinitos, entonces G tiene un subgrupo

ciclico infinito de indice finito. En consecuencia, por el Ejemplo 4.4 y la Proposicion 4.8, la
cantidad de finales de G es 2.

DEMOSTRACION. Reemplazando E por E° si es necesario, podemos suponer que el con-
junto {g € E : gF = E} es infinito y, reemplazando F por EU{e}, podemos suponer ademds
que e € F. Por el Lema 4.22

gE C E\{e} o gE‘CFE\{e} para casi todo g € E'\ {e}.
Asi, podemos tomar ¢ € E \ {e} tal que
cE="E y cECEFE\{e} o cE="E y cE°CEFE\/{e}.
Pero como el dltimo caso es imposible, necesariamente
(20) cE="F y cE C E\{e}.

Notemos que de la segunda condicién en (20) se sigue que ¢"E C E'\ {e} para todo n € IN,
lo cual implica que

(21) "#e, el y ¢c"eE para todo n € IN.

En particular (c) es un subgrupo ciclico infinito de G. Para terminar la demostracién debemos
ver que el indice de (c) en G es finito. Afirmamos que

man:[D y ﬂc‘”EC:(Z)
n>0 n>0

En efecto, si d € (),,~,c"E, entonces ¢~ € Ed=! para todo n € N y, como Ed~' =* E y
{¢™ : n € IN} es infinito, existe n € N tal que ¢ € E, lo que se contradice con la tercera
condicién en (21). Similarmente, si d € (), ¢~ "E¢, entonces existe n € IN tal que ¢ € E€,
lo que se contradice con la segunda condicién en (21). Por lo tanto

E=|J(E\IE) = (E\ cE)

n>0 n>0
y
E°¢ — U (C—nEc \ C—n—lEc) _ U C—n(Ec \ C_IEC).
n>0 n>0
Como cE =* E se sigue facilmente de esto que (c) tiene indice finito en G. O

39



Cantidad de finales de un grupo

PROPOSICION 4.24. La cantidad de finales de un grupo G de torsién que no es localmente
finito es 1.

DEMOSTRACION. Por el Lema 4.13 podemos suponer que G es finitamente generado.
Supongamos que G tuviera més de un final. Entonces existiria un subconjunto casi invariante
e infinito £ de G con E° también infinito. Reemplazando E por F U {e} si es necesario,
podemos suponer que e € E. Si E~! C® E, entonces E~! =* E y asf

gE = gE'=(Eg ) ' ="E1=*E  paratodo g€ G,

lo cual es imposible por el Lema 4.23. En consecuencia {g € G : ¢! € E°} es infinito. Por el
Lema 4.22 existe ¢ € E tal que

c'eE° y cECE\{e} o c¢'€E° y cE°CE\/{e}.

Pero como el tltimo caso es imposible, necesariamente cE C E'\ {e}. Asi ¢"E C E '\ {e} para
todo n € IN, por lo que

"#e el y ¢c"eE° para todo n € IN.
En particular (¢) es un subgrupo ciclico infinito de G, lo que se contradice con la hipé6tesis. [

TEOREMA 4.25. La cantidad de finales de un grupo G que no es localmente finito es 1, 2
0 00. Ademds es 2 si y solo si G tiene un subgrupo ciclico infinito de indice finito.

DEMOSTRACION. Supongamos que G tiene una cantidad finita de finales y tomemos una
familia {E1, ..., E,} de representantes de las distintas clases de equivalencia de casi invarian-
za. El grupo G actiia a izquierda sobre {E1, ..., E,} = P(G) via la multiplicacién a izquierda.
Asi, para todo g € G existe una permutacién o de {1,...,n} tal que gF; = Es (i) para todo
1, por lo que

H:={ge€G:gFE; =" E;, paratodo i}

es un subgrupo de G de indice finito. En consecuencia, si H es de torsién también lo es G
y el resultado se sigue de la Proposicién 4.24. Supongamos ahora que H tiene un subgrupo
ciclico infinito K. Si el indice de K en H es finito, entonces el indice de K en G también lo es
y, por lo tanto, debido a la Proposicién 4.8 y al Ejemplo 4.4, la cantidad de finales de G es 2.
Resta considerar el caso en que K tiene indice infinito en H. Tomemos un subconjunto £ casi
invariante de G. Por el Lema 4.11 existe h € H tal que hK C F o hK C E€. Supongamos
que estamos en el primer caso. Entonces para todo u € H

uK NE°=uh™' (hK Nhu ' E°) =" uh™ (hK N E°) = {.

Asi, por el Corolario 4.12, el subconjunto casi invariante H N £¢ de H es finito. En conse-
cuencia, por la Proposicion 4.8, también E€ es finito. Andlogamente, si h/K C E°, entonces F
es finito. Por lo tanto la cantidad de finales de G es 1. O

PROPOSICION 4.26. Un grupo G es finitamente generado y tiene exactamente 2 finales si
y sdlo si existen subgrupos K y H de G tales que K es finito, |G : H| <2, K <H y H/K
ciclico infinito.

DEMOSTRACION. Por el Ejemplo 4.4 y las Proposiciones 4.8 y 4.10 todo grupo con esas
propiedades es finitamente generado y tiene exactamente 2 finales. Supongamos ahora que G
es finitamente generado y que tiene exactamente dos finales y tomemos un subconjunto casi
invariante e infinito £ de G tal que E°¢ también es infinito. Para cada g € G, el conjunto
gE es casi invariante e infinito y su complemento también es infinito. Asi, necesariamente
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gE =* FE o gE =% E° y, por lo tanto, H := {g € G : gE =* E} es un subgrupo de G tal que
: < 2. Dado que para cada g € 0s conjuntos 1g&£ N V19 N son finitos,
G:H 2. Dad d H 1 j E N E¢ E°NE fini
podemos definir
p: H—=7Z
por
¢(g) =gE N E‘| —[gE“N E|.
Afirmamos que ¢ es un morfismo de grupos. En efecto, para cada g, h € H,
2(9) + (k) = |gE 0 E¥| — |gE* (\ E| + |hE 1 E¥| — [hE* (\ E|
=|gENE‘| - |gE‘NE|+ |ghENgE°| — |ghE N gE|
=|gENE‘NghE|+ |gENE°NghE| — |gE‘ N ENghE| — |gE° N EN ghE*|
+|ghENgE°NE|+ |ghENgE°NE‘| — |ghE°NgENE| — |ghE°NgE N E°|
=|gENE‘NghE|+ |ghENgEN E| — |gE‘ N ENghE| — |ghE°NgE N E|
= |ghE N E| — |ghE° N E|
= ¢(gh).

Llamemos K al nicleo de . Para terminar la demostracion es suficiente ver que K es finito.
Tomemos b € E. Por el Lema 4.22

gE CE\{b} o gE°CFE\{b} para casi todo g € E.
Pero si g € H la dltima condicién es imposible, asi que necesariamente
gE C E\ {b} para casi todo g € EN H.
Por lo tanto
gENE‘=0 y begE‘NE para casi todo g € ENH,
y, en consecuencia,

v(g) <0 para casi todo g € ENH.

Similarmente
v(g) >0 para casi todo g € E°N H,

lo que combinado con lo anterior muestra que K = (K N E) U (K N E°) es finito. O

COROLARIO 4.27. Si G es finitamente generado, libre de torsion y tiene exactamente 2
finales, entonces G es isomorfo a Z.

DEMOSTRACION. Sean H y K como en la Proposicién 4.26. Como K es finito y G no
tiene torsion, necesariamente K = {e} y, por lo tanto, H = (h) es un subgrupo ciclico infinito
de G tal que |G : H| < 2. Si G = H, entonces no hay nada més que probar. En caso contrario
hay una sucesion exacta de grupos

l—H-'>G-T"o[ 51,

con i: H — G la inclusién candnica y L un grupo ciclico de orden 2. Tomemos w, € G tal
que m(wy) = g, donde g es el generador de L. Es claro que G = (h, wgy). Como ﬂ(wg) =1,
existe i € Z tal que wg = h'. Denotemos con #: H — H al automorfismo definido por
0(h?) = wgh?w,'. Como H es ciclico infinito, necesariamente 6(h?) = h? o §(h?) = h™7.
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Afirmamos que en el ltimo caso i = 0, lo que es imposible pues implica que w
contradiciendo que G no tiene torsién. En efecto,

-
h'wy = (wywg)wy = wy(wyw,) = wh' = wghiwglwg = 0(h")wy = h™"w,
y asi ¢ = 0. Podemos suponer en consecuencia que § = id. Escribamos i = 2j+kcon 0 < k < 1.
Entonces
(hTwg)* = h T wgh™wy = K wyh 7w, 'w; = h76(h7)h' = h".
Es imposible que » = 0 pues implica que (h™7 wg)2 = 1, lo que contradice que G no tiene
torsién. Finalmente si (h™7wy)? = 1, entonces
G= <ha w9> = <ha h—ng> = <h_ng>7
es ciclico infinito. O

PROPOSICION 4.28. Si G es un grupo finitamente generado, entonces G tiene un sdlo final
si y sélo si H' (G, RG) = 0.
DEMOSTRACION. Sea E un conjunto casi invariante de G. Definamos a: G — RG por
a(g) := EgN E°— EN E“.

donde, para cada subconjunto finito B de G denotamos también con B a ) sz € RG.
Cualesquiera sean g, h € G,

(22) a(g)h + a(h) = EghN E°h — EhN E°gh + EhN E€ — EN E°h.
Reemplazando
EghNE°h = EghN EhNE+ Eghn E°hN E°,
EhnNE‘gh = EhN E‘ghNE+ EhN Egh N E°,
EhNE°=FEhNE°N Egh+ EhN E°N Egh,

ENE‘h=ENEhNEgh+ ENE°hN Egh,
en (22), obtenemos
a(g)h + a(h) = EghN E° — EN E°gh = a(gh),
con lo cual, debido a la Observacién 3.7, si H!(G, RG) = 0 existe u € RG tal que

a(g) = u(g —€) = ug — u.
De esta expresion se sigue claramente si e aparece en u, entonces g aparece en a(g) si y sélo
si g no aparece en u, mientras que si e no aparece en u, entonces g aparece en a(g) si y sélo
si g aparece en u. Sin embargo, por la definicién de a(g), sabemos que si e € E, entonces g
aparece en a(g) si y sélo si g € E°, mientras que si e € E¢, entonces g aparece en a(g) si y
solo si g € E. Asi si H'(G, RG) = 0, entonces o E o E€ es finito, lo que quiere decir que G
tiene un sélo final.
Ahora tomemos una funcién cualquiera a: G — RG que cumpla a(gz) = a(g)r + a(x)
para todo g, € G. Notemos que el coeficiente de gx en a(gz) coincide con el de g en a(g) si
y s6lo si gz no aparece en a(x). Para cada r € R definamos

E, :={g € G : g aparece con coeficiente r en a(g)}.
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Notemos que G es la unién disjunta de los E,.. Por lo que hemos visto arriba, para cada x € G
fijo, E,x C% E, para todo r € Ry E,x C E, para casi todo r € R (mds precisamente si y
sélo si ningun elemento de E,x aparece en a(z)). Como G es finitamente generado existen
Z1,...,Zn € Gtalge que G = (21, ..., zy,). Como Erxjd C E, para casi todo r € R, obtenemos
que E,G = E, para casi todo r € R. Pero como esto pasa sélo si E,. = G o E, = (), concluimos
que todos los E, salvo una cantidad finita serdn vacios. Como G es infinito existe ry tal que
E;, también lo es. Supongamos que G tiene un sélo final, lo cual implica que Ef es finito.
Consideremos la funcién b: G — RG, dada por

b(g) := alg) —ro(g —e).

Notemos que esta funcién claramente cumple b(gz) = b(g)x + b(x) para todo g,z € G y que
si g € E,, \ {e}, entonces g aparece con coeficiente cero en b(g). Asi

U = Z Sg9s
geG

donde sy es el coeficiente de g en b(g), es un elemento de RG. Claramente el coeficiente de g
en u(z — €) es sy,-1 — Sg. Por otra parte de b(z) = b(g) — b(gz 1)z se sigue que el coeficiente

de g en b(w) es sy — 54,1, y asi b(z) = —u(z — e). Por lo tanto
a(x) =b(z) +ro(r —e) = —u(x —e) + ro(x —e) = (roe — u)(x —e),
para cada = € G, lo debido a la Observacién 3.7, muestra que H' (G, RG) = 0. O

PROPOSICION 4.29. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Si
HOInRg(Ig, RG) — Hong(JH, RG)

no es monomorfismo, entonces G tiene un subconjunto propio que es casi invariante y H-
mvariante

DEMOSTRACION. Por la hipétesis y la Observacion 3.6 existe una funcién a: G — RG no
nula, que satisface a(zy) = a(x)y+a(y) para todo x,y € G y que se anula en H. Supongamos
que u aparece en a(v) y definamos

b: G — RG,
por b(g) := vu~ta(g). Notemos que b(xy) = b(z)y+b(y), que b sa anula en H y que v aparece
en b(v). Escribamos
Ey:={g € G : g no aparece en a(g)}.
Entonces H C Ey C G\ {v}, como se vié en la prueba de la Proposicién 4.28, Ey es casi
invariante y Ey es H-invariante pues si b se anula en H. O
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Capitulo 5

Un teorema de estructura

Supongamos que I' un grafo conexo y localmente finito y denotemos con §(I') a
FT):={ECTy:|E| =00, |E| =00y |0E| < c0}.
DEFINICION 5.1. Decimos que E € F(T') es minimal si 0F tiene la menor cantidad de

aristas posibles.

Claramente E es minimal si y sélo si su complemento lo es. También se satisface que todo
conjunto minimal es conexo. En efecto, si F¥ es minimal y C' es una componente conexa de F,

entonces 0 F es la unién disjunta de 6C' y §(E \ C). Como I es conexo, 6C # 0y §(E\C) =0
sélo si C'= E. Dado que C¢y (E '\ C)° son infinitos y al menos uno de C'y E '\ C es infinito,
se sigue de la minimalidad de FE requiere que 6(E \ C) = (.

LEMA 5.2. Para todo grafo conezo y localmente finito T' con F(T') # 0 existe un conjunto
minimal E tal que para cada conjunto minimal E1 al menos uno de los conjuntos

(23) ENE,, ENE{, E°NE; o E°NEY
es finito.

DEMOSTRACION. Dividimos la demostracién en varios pasos.

1) Si E y E; son minimales y ninguno de los conjuntos de (23) es finito, entonces los
cuatro son minimales.

Supongamos que todos los conjuntos que aparecen en (23) son infinitos y llamemos n
a |0E|. Por lo visto arriba, n = [0E¢| = |0E1| = |[0Ef|. Dado que (E N E1)¢ es infinito,
necesariamente |§(E N Ey)| > n y similarmante

SENED 2n, SENE) 2n v [5(E NE)| >n.

Por otra parte es facil ver que §(E N E1) C §(F)UJ(E1) y que cada arista de §(E) U §(E1)
aparece en exactamente dos de los cuatro conjuntos

S(ENEy), OoENET), 6E°NE) y 6FE°NEY).
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Puesto que, por simetria, lo mismo ocurre con las aristas de 0(E€) U §(E1), 6(F) U §(EY) y
O(E) U (ET),

dn < |6(E N Ey)| + [6(E N EY)| + [0(E°N Ey)| + [0(£° N EY)|
1 1 1 1
= 5|5E UdE:| + 5\5EC UdE:| + §|5E UET| + 5]5EC U JEY|
|0E| 4 |0E1| + [0E| + |0 ET|

= 4n.

IN

Asi
[0(E N E)| = |6(ENEY)| = [6(E°N EL)| = [0(E°N EY)| =n,
lo que muestra que los cuatro conjuntos de (23) son minimales.

2) Si el lema es falso, existe una cadena E; D FEo 2 ... estrictamente decreciente de
conjuntos minimales, tal que (\,~; E; # 0.

En efecto, tomemos un conjunto minimal cualquiera F; y tomemos e € Fj. Si el lema
no se satisface, entonces debido a 1) existe conjunto minimal E # Fj tal que los conjuntos
EiNE, E{NE, E1NE°y E{N E°son todos minimales. Como £y NE C By y EyNE° C Ey,
entre £1 N E y E1 N E° podemos elegir como FE» al subconjunto que contiene a e. El proceso
se puede continuar inductivamente.

3) Si Ey O F3 O ... es una cadena de conjuntos minimales, tal que ();~; E; es infinito,
entonces existe k € IN tal que F; = E; 1 para todo i > k.

Tomemos una arista [ de 6([);~; Ei) y llamemos ¢ al vértice de [ que estd en ([~ E;)°.
Como (Ef);>1 es una sucesion creciente, existe j € IN tal que g € Ef para ¢ > j, por lo que
estd también en JE; para i > j. Ahora, como ([;5; £;)¢ es infinito y asumimos que (1,5, E;
también lo es, [6([),>; £i)| > n, donde n es la cantidad de aristas del borde de un conjunto
minimal. Sea P un conjunto de n aristas de §(();»; E;). Por lo que acabamos de decir en el
parrafo anterior, existe k& € IN tal que P C §E; para i > k. Como |§E;| = n para todo i,
necesariamente dF; = P para i > k y, por lo tanto, FE; = §F;+1 para i > k. Dado que I es
conexo, se sigue de esto que F; = E;11 o E; = Ef,| para i > k. Pero como, debido a que
E; 2 Eit1, laigualdad E; = Ef, | es imposible, necesariamente F; = F; 1 para i > k.

4) Si Cy D Cy O ... es una cadena de conjuntos conexos infinitos, entonces [, C; es
infinito o vacio.

Supongamos que (),~; C; es finito y no vacio. Como I' es localmente finito y (1,5, C;
es finito, el conjunto B, de vértices que estdn en (MNy>1 Ci)¢ v que pueden ser unidos por
una arista a un vértice de (),»; C;, también es finito. Por otro lado, como C, es infinito,
Cy \ (N> Ci) # 0 cualquiera sea r € IN. Ahora, dado que ()5, C; # 0 y C, es conexo existe
un camino en C, que une un vértice de (), C; con uno de C, \ (();»; Ci). Este camino
contendra un elemento de By, por lo tanto, B N C, # () para todo r > 1. En consecuencia,
como B es finito, existe un vértice de B que pertenece a infinitos de los C.. Pero entonces
como (C;),>1 es una cadena decreciente, ese vértice estard en (,», C; y, asi, BN([;>; Ci) # 0
contra lo que habfamos asumido. Esta contradiccién muestra que Ni>1 Ci es infinito o vacio.

5) El lema es verdadero.

En efecto, en caso contrario, por los pasos 2) y 3) existiria una cadena estrictamente
decreciente de conjuntos minimales, tal que ();~; E; ses finito, lo que se contradice con el
paso 4), puesto que todo conjunto minimal es conexo. O
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TEOREMA 5.3 (Estructura). Si G es un grupo finitamente generado que tiene una cantidad
infinita de finales, entonces

G>Gr*xgk G2 0 G~ G,

donde, en el primer caso K es un subgrupo finito y propio de G1 y de Go y, en el sequndo caso,
K es un subgrupo finito de G1 y a: K — G es un monomorfismo. Reciprocamente, si G1 y Go
son grupos finitamente generados, K es un grupo finito y a: K — G es un monomorfismo,
entonces G1,, ¥y G1 *x Go tienen infinitos finales, excepto para los grupos Gi,, con K = Gy
y G1xx Go con | Gy : K |=| G : K |= 2, que tienen exactamente dos finales. En particular,
un grupo libre de torsion tiene infinitos finales si y sélo si es un producto libre de dos grupos
no triviales.

DEMOSTRACION. Si G ~ G1,,y K = Gy, entonces K es un subgrupo normal de Gy G/K
es isomorfo a Z, mientras que si G ~ Gy *x Go y | G1 : K |=| G2 : K |= 2, entonces K es un
subgrupo normal de G y G/K es isomorfo a Zsg X Zs. En consecuencia, por el Corolario 4.9
y la Proposicién 4.10, en estos casos, G tiene exactamente dos finales. Afirmamos que en los
otros tiene una cantidad infinita. Debido al Teorema 4.25, para probar esto sera suficiente ver
que tiene mas de dos.

Supongamos primero que G ~ G1,, con K # G1 y definamos

E, ={ueG: g1 =eye =1 en laforma normal de u dada en (7)}

E_:={ueG: g1 =eye; =—1en la forma normal de u dada en (7)}.

Se sigue facilmente de la unicidad de la forma normal mencionada aqui, que E; y E_ son
disjuntos e infinitos y, de que K # Gj, que G \ (E4+ U E_) también lo es. En consecuencia,
para terminar la prueba de la afirmacion en este caso, sera suficiente ver que E; y E_ son
casi invariantes. Como G = (G1,x) y K es finito, esto se sigue de que F, g =FE; y F_g=FE_
sigeGi,ydeque B, CE,, Eyo ' CE,UK,E 27! CE_ yE 2CE_Ua(K).
Supongamos ahora que G = G * G con |G : K| > 2. Para cada b € G; \ K definimos

Eb:{glgg...gnEG:gl:b,g%_leGl\KyggiGGg\K}

Es evidente que si b,c € G1 \ K y bK # cK, entonces Ey, y E. son disjuntos y de que Ep,
E.y G\ (Ey U E,) son infinitos. En consecuencia, para terminar la prueba de la afirmacién
en este caso, sera suficiente ver que cada E, con b € G\ K es casi invariante. Pero como
G = (G1,G2), esto se sigue de que Eyu = Ep Siu € Go y Eyv C Ey U {bv} siv € Gjy.

A continuacién probaremos la reciproca. Asi, por hipdtesis G es un grupo finitamente
generado con infinitos finales. Se sigue facilmente del Lema 4.21 que si F es minimal, entonces
para cada g € G también gF lo es. En consecuencia, por el Lema 5.2, existe un subconjunto
casi invariante e infinito £ de G, cuyo complemento E¢ también es infinito y, tal que para
cada g € G, al menos uno de los conjuntos

(24) EngE, ENgE‘, E°‘NgE o E‘NgE°,

es finito o, equivalentemente,

(25) gE C* E¢, gE°C*E°, gEC*E o gE°‘C“E.
Sean

K :={g9:9F ="E} y H:={g:gF ="F o gE =" E°}.
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Claramente K y H son subgrupos de G, |H : K| < 2y, por el Lema 4.23, K es finito. Adem4s
si dos de los conjuntos que aparecen en (24) son finitos, entonces g € H, pues las Unicas
posibilidades son

- ENgE y E°NgE*° son finitos <= gF =* E°,

- ENgE°®y E°NgFE son finitos <= gFE¢ =% E°,
ya que las otras implican que E o E° es finito, contra lo asumido. Consideremos ahora los
conjuntos

Ei:={9geG:gEC*EFogE‘C*E} y Ey:={g9€G:gE C* E°0 gE° C* E°}.
De (24) se sigue que Ef C Es y, asi, como H = E; N Ey, deducimos que Fy = Ef U H y que
esta union es disjunta. Por el Lema 4.22 sabemos que gF C E o gFE¢ C E para casi todo

g € E. En otras palabras 2 C* E; y, similarmente E¢ C* Ef U H. Como H es finito se sigue
de estos dos hechos que E = E;. Por lo tanto

- I es casi invariante y tanto Eq como Ef son infinitos,

- K={g:gE1="E} y H={g:9E1="E o gk =" Ef},

-Ei={9geG:gE1 C*E10gEf{ C*E1} y Ea ={g€ G:gE; C* E{ o gEf C* EY}.
Es fécil ver ahora que

F, paratodo h € K,

e€ By, FEih=Fparatodohe H hE| =
! ! Lp Y ! {Eg para todo h € H \ K.

De aqui en mas, los simbolos X e Y denotaran indistintamente a E1 \ K oa E; \ (H \ K) v,
si X denota a uno de ello, X’ denotard al otro. Un cédlculo directo muestra que

kX = X paratodo k€ K y hX = X¢paratodohe H\K.
Por ejemplo, si h € H \ K, entonces
hE\ K) =hB \ hK = By \ (H\ K) = (ESUH)\ (H\ K) = ESUK = (B, \ K)°.

Afirmamos que para todo g € G, el conjunto Xg AY es la unién de una cantidad finita de
coclases a derecha HIl de H. En efecto, como X =% E1, Y =® E; y E; es casi invariante,

XgAY:aElgAEl :a®

y, por lo tanto, Xg A'Y es finito. Asi, para terminar la demostraciéon basta ver que Xg A'Y
es una union de coclases a derecha de H, lo cual se sigue de que

E(XgAY)=kXgA kY =XgAY paratodoke K

y
MXgAY)=hXgARY = XgAY®=XgAY paratodohe H\K.

Ahora definimos la longitug ¢(g) de g como
(XgAY|

(26) l(g) =1+ i

donde X e Y son elegidos de manera que | X g AY| sea lo minimo posible. Por lo que acabamos
de ver ¢(g) € IN. Ademés, usando que

Ei\ K siheK,
27 Ei\K)h=F h\Kh=F \Kh=
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(28) (E1\(H\K))h—Elh\(H\K)h—E1\(H\Kh)_{giigj\]{) zizig\[(

es facil ver que ¢(g) = 1 para todo g € H. Notemos ahora que si e € Xg A'Y, entonces
HCXgAY y comoY AY' = H, tenemos

XgAY' =(XgAY)A (Y AY')=(XgAY)\H
y, similarmente, si g € Xg A'Y, entonces
XgAY =Y AXg)AN(XgAX'g)=(XgAY)\ Hg.

Por lo tanto, si X e Y son elegidos de manera que | X g A Y| sea el minimo posible, entonces
e,g ¢ Xg AY. Asi, con esta eleccién de X e Y,

XgAY' =(XgAY)A (Y AY)=(XgAY)ANH=(XgAY)UH,
XgAY =(X'gAXg)AN(XgAY)=HgA(XgAY)=HgU(XgAY)

XgAY' =(X'gAXg) AN(XgAY)AN (Y AY')=HgA(XgAY)ANH

= (XgAY)A (HgA H) = (XgANY)UHgUH 5?9¢H7
XgAY sige H.

En consecuencia,

| Xg AY]

T

Afirmamos que si x € Xg AY peroe,g ¢ Xg/A Y, entonces

(30) Xz ANY C XgAY.

Para ver esto basta probar que

(31) XgNY C Xz C XgUY.

Supongamos que Xz ¢ XgUY y tomemos z € Xz \ (XgUY). En particular
z¢ E1\ H, zg ' ¢ Ey\ H y zz~t € Ey.

Como (Ey \ H)¢ = E{ U H = Ejy, se sigue de la definicién de E; y E2 que existen conjuntos
A, By C, cada uno de los cuales es igual a Ej o EYf, tales que

zA C* EY, zg B C® Ef y 22 'C C® E;.

(29) lg) =1+ e, g¢ XgAY.

Por lo tanto
TA=x2"12ACx2 ' ES COC° y xg 'B=1xz"t2g7'B C* 2z L ES CO C°.

En consecuencia, si C = Ej, entonces x,zg~! € Ey = E{ U H, mientras que si C = EY,
entonces r, 29~ ! € Ey. Ademds z,7g~' ¢ H, pues como Xg A'Y es una unién de coclases a
derechade H,dex € Hyx € XgAY, sesigue que e =z 'x € Xg AY, lo que contradice
que e ¢ XgAY; mientras quede g~ € Hy x € XgAY, sesigue que g = gr 'z € XgAY,
lo que contradice que g ¢ Xg AY. Asi, x,2g7! € By \ H, lo que implica que # € XgNY; o
r,29~! € Ef, lo que implica que z ¢ XgUY . En ambos casos obtenemos una contradiccién al
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hecho de que z € XgAY . Notemos ahora que si en (24) intercambiamos E con E¢, obtenemos
los mismos conjuntos K y E, pero que £y y Es quedan intercambiados. Ademé&s como

Ey\K = (EfUH)\ K = EfU(H\ K) = (E1\ (H \ K))°

By \ (H\ K) = (B UH)\ (H\ K) = B UK = (Ey \ K,
los papeles de X e Y quedan intercambiados con los de X€¢ e Y¢. Dado que
X9NnYe=(Xg)NY°=XgnY,
se sigue de todo esto y de lo que ya hemos probado que X¢r C X¢gUY*®. Asi,
XgnY = ((Xg)°uY°)* = (X9gUY9)°C (X%) = Xu,
lo que termina la demostracién de (31).

A continuacién probaremos una serie de hechos.

1) G estéa generado por elementos de longitud 1. Claramente, para probar esto es suficiente
ver que si £(g) > 1, entonces existe x € G tal que £(x) < £(g) y £(gz~!) < £(g). Supongamos
que £(g) > 1y tomemos X e Y tales que la igualdad (26) se satisface. Por (29), sabemos que
e,g ¢ Xg AY y, ademds, evidentemente existe € Xg AY. Asi, para este = se satisface la
inclusién (30). Por lo tanto, si x € Xx A'Y, entonces

| X AY | | XgAY |
o)< ————+1<———— +1=1((g),
| H | | H |
mientras que si z ¢ Xz A'Y, entonces
| Xa AY | | XgAY |
) < —————+ 1< ———— +1={(g).
| H | | H |

En cualquier caso queda £(z) < £(g). Veamos ahora que £(gz~!) < £(g). Notemos que
XeAXg=(XgAY)A( Xz AY)C XgAY

reEXrAXge=ec X AXgr L.
Asi, six € Xx A Xg, entonces
| X A Xgat | | Xo A Xg |
e 1= s
| H | | H | | H |
mientras que si x ¢ X A Xg, entonces

X A Xqgr—t Xz AX
E(g$71)§| gr |+1:| x g‘

CcOmo queremos.

(gz™h) <

| XgAY |
e 1< L2 T 1 = 4(g),
| H | | H | | H |

2) Sig1,...,9n ¢ H tienen longitud 1 y existen Xj,..., X, tales que
Xi19; = X! parat=1,...,n,
entonces g1 - - - gn, ¢ H. Para comprobarlo, probaremos inductivamente que los conjuntos
Hgi...9n, Hgo...9n, Hgs .. .gn, .., Hgn—19n, Hgn v H
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son disjuntos dos a dos y que
(32) Xogr--gn O X,

es la unién de

(33) Hgy...gn, Hg3 ... g, ..., Hgn-19n y Hn.
Notemos que
(34) Hg...g.NH=0<=g1...9, ¢ H.

que es lo que queremos probar. El caso n =1 es trivial ya que g; ¢ H por hipétesis y
XOglgnAXi :XiAXi :@

Supongamos ahora que el resultado vale para cualquier familia de n — 1 elementos de G que
satisface las condiciones mencionadas arriba. Por hipétesis inductiva las familias

(35) Hgi...gn, Hgo ... gn, Hgs ... gny s Hgn—19n y Hon
y
(36) Hgo...gn, Hgs ... 9n, ..., Hgn—19n, Hgn y H

estan formadas por conjuntos disjuntos dos a dos. Como
Xogi -+ gn & X5, = Xog1 -+ gn & Xp—19n
= (Xog1- - gn1 DX, 1)gn & (X1 A Xn1)gn
= (Xog1 - gn-1 LX), _1)gn & Hyn,
se sigue de la hipétesis inductiva y de que

n—1

Hg, | Hoi - gn =0,
=2

que el conjunto (32) es la unién de la familia (33). Usando que las familias (35) y (36) estan

formadas por conjuntos disjuntos dos a dos, se sigue de la condicién (29), que

_ [ Xogi--gn A X | e (n—1). | H |
| H | | H |

En consecuencia, si n > 1, entonces g; - - - g, ¢ H. Por lo tanto, debido a (34), la unién de las

familias (35) y (36) estd formada por conjuntos disjuntos dos a dos, como queriamos.

(g1 gn) +1=n.

3) Miremos ahora los elementos de longitud 1 de G. Ellos pueden ser agrupados en cuatro
clases:

Gi:={g:(E1\K)g = E1\ K},
Gy :={g: (Ex\(H\K))g=FE1\ (H\ K)},
P:={g:(E1\ (H\K))g=E1\K}

Q:={g: (E1\K)g=E\ (H\K)}.
Notemos que G y Gy son subgrupos de G'y que @ = P~!. Afirmamos que
(a) PNG1 =0 =PnNGqGy,
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(b) GiNGa=G1NH=G,NH=K,
(c) H\K C PN P!y a2~ 1Gyy C Gy para todo z,y € P.
En efecto, el item (a) se sigue de que si g € PN G, entonces
(Er\ (H\K))g=E1\K = (E1\K)g= E1\(H\K)=E \K,
lo que es absurdo, mientras que si g € P N Ga, entonces
gePNGy= E1\K = (E1\ (H\K))g=E\ (H\K),

lo que también lo es. Veamos el item (b). Por (27) sabemos que K C Gy y (H\ K)NG; =0,
pues si h € (H \ K) NGy, entonces

Ex\K = (E1\ K)h = (E1\ (H \ K)),

lo que es absurdo, mientras que un argumento similar, pero usando (28) en lugar de (27),
prueba que K C Gy (H\ K)NG2 =0. Por lotanto GiNH =K =G1NH y K C G1NGs.
Queda por ver que G1 N Go C K. Pero, si g € G1 N Go, entonces

Kg = (B \(H\K)\(E1\K))g = (Ex\(H\K))g\(E1\K)g = (E1\(H\K))\(E1\K) = K,

lo que implica que g € K. Finalmente probamos el item (c). De (27) y (28) se sigue inmedia-
tamente que H \ K C PNQ = PN P~!, mientras que la segunda inclusién es consecuencia
inmediata de que si x,y € P y g € (G2, entonces

(Bx\ K)z gy = (Ex\ (H\ K))gy = (E1 \ (H\ K))y = E1 \ K.
Ahora consideramos tres casos:
Caso 1: P = (0. Consideremos el diagrama conmutativo

K Ji G

-

Go 2, G1*x Go \
0
L2
G

en el que j1, j2, i1, 42, L1 ¥ L2 son las inclusiones candnicas y 6 es el morfismo obtenido usando
la propiedad universal de G1*x G2. Queremos ver que G = G1*x G2 0, més precisamente, que
6 es un isomorfismo. Como P = () sabemos que G est4 generada por G y Gs y, por lo tanto,
es sobreyectiva. Debido a los comentarios que aparecen a continuacion de la Proposicién 1.12,
para ver que también es inyectiva, es suficiente probar que un producto g, --- g1 en G, cuyos
factores estan alternadamente en G1\ K y G2\ K, no puede estar en K. Como, por el item (c),
H = K, esto se sigue aplicando 2) con

- JEI\K sii<nygr1€G\Koi=nyg, €Gy\K,
’ Ex\(H\K) sii<nyg4+1€G\Koi=nyg,ecG\K.

Caso 2: H # K. Tomemos x € H\ K. Por (c) sabemos que H\ K C Py 2 'Goy C G4
para todo y € P. En consecuencia Go C G2~y P C 2G4 v, asi,
G = (G1,G2, P,Q) = (G1,Ga, P,P™") = (G1,G3, P) = (G1,z) € (G1,H) C G.
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Consideremos el diagrama conmutativo

J1

K

en el que ji, jm, i1, ig, t1 y ti son las inclusiones candnicas y € es el morfismo obtenido
usando la propiedad universal de G1 xx H. Por lo que acabamos de ver 6 es sobreyectivo.
Para probar que es inyectiva es suficiente ver que

hogihi - gnhn ¢ H,
sineN, g; € G\ K para todo i, h; € H\ K para i <ny hgy, h, € H. Notemos que
- gih; ¢ H pues, por el item (b), lo contrario implicaria que g; € Gy N H = K.
- De g; € G1, hy € H\ K y el item (c), se sigue que
(E1\ K)gihi = (E1\ K)h; = E1\ (H\ K) parai<n,
En consecuencia, por los items (b) y (c),

(Ey \ K)hogihi = (E1 \ K)g;h: = By \ (H \ K) si ho € K,

(Ev\ (H \ K))hogihi = (E1 \ K)gihi = E1 \ (H \ K) si ho € H\ K,
- De g, € Gy, hy, € H y los items (b) y (c), se sigue que

B\ K si by € K,

(Er\ K)gnhn = (E1\ K)hy, = {El\(H\K) sih, € H\ K,

Asi podemos aplicar 2) con

e R AL T PV Y
para obtener que (gi1h1) - (gnhn) ¢ H.
Caso 3: H = K pero P # (0. Tomemos z € H \ K. Como en el Caso 2,
G = (Gy,x) y r 1Gox C Gy.

Ademas, por los items (b) y (c¢) sabemos que x € PNQy K = GiNH = G NGy vy, asi,
r~ 'Kz C G1. Denotemos con a: K — G1 al monomorfismo definido por a(k) := 2~ 'kz. Es
evidente ahora que G es una imagen homomorfica de G,,. Por la Proposiciéon 1.20, para ver
que es un isomorfismo es suficiente probar que

(37) Q1T gox? -+ g gni1 F €

siempre que
, K\{e} sig=1,
n>1, €==I, i #Fesie_1+¢€¢ =0 ; .
(3 gl # 1—1 (2 y g’L ¢ {G(K) \ {e} si EZ' — _1
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Ahora en el lado izquierdo de la desigualdad (37) asociamos

a) gizisii=1ye=—loe1=—-1ye=—1,
b) z¢1g;sii=n+1lye,=1loe_1=1y¢ =1,
c) xlgixisie_; =1ye=—1,
d)gisii=1lye=1¢1=—-1lyeg=1loi=n+1ye, =—1.
Notemos que
- Si giafl es como en el item a), entonces gmil ¢ K. En efecto, en caso contrario

x € (1, lo que es falso (pues implica que © € H NGy = K y asi contradice que

- Si xzg; es como en el item b), entonces zg; ¢ K. En efecto, en caso contrario z € Gy,
lo que es falso (pues implica que z € H NG = K y asi contradice que = ¢ K).

- Si zg;x~! es como en el item c), entonces xg;z~! ¢ K. En efecto, en caso contrario

gi €27 Kr = a(K) yasi g; € a(K)\{e} puesto que €;_1+¢; = 0. Pero esto contradice
que €; = —1.

- Si g1 es como en el item d), entonces g1 = e 0 g1 ¢ K. En efecto, esto se sigue
inmediatamente de que ¢; = 1.

-Sil<i<mnyg comoen el item d), entonces g; ¢ K. En efecto, esto se sigue
inmediatamente de que ¢, =1y ¢;,_1 +¢; = 0.

Por lo tanto el lado izquierdo de la desigualdad (37) queda expresado como un producto

de elementos de G \ K, salvo posiblemente ;1 = gn+1 si €, = —1. Por otra parte

- Si u; es como en el item a), entonces u;11 es como en los items a) o d),
- si u; es como en el item b), entonces u;+1 es como en los items b) o ¢),
- si u; es como en el item c), entonces u; 41 es como en los items a) o d),

- si u; es como en el item d), entonces ;41 es como en el items b o c).

Ademas,
(Fi\ K)giz ' = (B, \K)z™' = B\ (H\ K) si g;z ! es como en el item a),
(Ey\(H\ K))zg;=(E1\K)gi = E1 \ K si iz~ es como en el item b),
(By\ (H\ K)zgiz ' = (B, \K)z ' = E;\ (H\ K) sizggz ! es como en el item c),
(B1\K)gi = E1 \ K si g; es como en el item d).

Asi, en el caso en que €, = 1 0 ¢, = —1 pero g,+1 € G\ K, obtenemos que la desigualdad (37)

es vélida, aplicando 2) con

Ei\ K sii <my ui+1 es como en los items a) o d),

X — Ei\ (H\K) sii<ny uj es como en los items b) o ¢),
) E\K sit=n+1y upt1 es como en los items a) o ¢),
Ei\(H\K) sii=n+1y upt1 es como en los items b) o d),
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mientras que si gn,+1 € K, entonces aplicando 2) a ug ... u, con

Ei\K sii <my uiy1 es como en los items a) o d),
X, — Ei\(H\K) sii<mny ui1 es como en los items b) o ¢),
Ei\ K sii=mny u, es como en los items a) o c),
E\\(H\K) sii=ny u,escomo en los items b) o d),
obtenemos que uj ... u, ¢ K y, por lo tanto, uj ...up4+1 # e. O

PROPOSICION 5.4. Un grupo no puede ser a la vez de manera no trivial un producto directo
y un producto libre.

DEMOSTRACION. En un producto directo el centralizador de cualquier elemento es un
producto directo no trivial. Sin embargo en un producto libre A* B con A y B no triviales, el
elemento ab con a € A\ {e} y b € B\ {e} tiene como centralizador a un grupo ciclico ininito.
En efecto, si

abayby - - - apb, = a1by - - -apbpab con ay,...,an, € Ay by,...,b, € B,

entonces a; = a, by = b, ag = a1, by = by, etcetera y, asi, a1by - - - apb, = (ab)™. Similarmente,
si
abbiay - - - bpa, = bray - -bpapab con ay,...,a, € Ay by,...,b, € B,
entonces
biay - bpapb ta "t = b ta " biay - - - bpanab
y asi, como antes byay - - - bpa, = (ab)~". Finalmente, las igualdades
abayby - - - apbpany1 = a1by - - apbpansiab y  biay - - bpanbpyri1ab = abbiay - bpapbng

son imposibles, pues, en ellas, el lado izquierdo tiene longitud 2n + 3 y, el derecho, a lo sumo
2n + 2. U

TEOREMA 5.5 (Kuros). Sea G = AxB un grupo. Si H C G es un subgrupo de G, entonces
H=Fx (spex(HNz "Az)) * (xyey(H Ny ' By)),

donde F' es un subgrupo libre de H y X e Y son subconjuntos de G que contienen al neutro e
de G.

COROLARIO 5.6 (Schreier-Nielsen). Todo subgrupo de un grupo libre es libre.

COROLARIO 5.7. Todo subgrupo de un producto libre no trivial G = A * B es uno de los
stquientes:
1. Un producto libre no trivial.
2. Cliclico infinito.
3. Estd contenido en un conjugado de uno de los factores libres A o B del grupo.

PROPOSICION 5.8. Sean G un grupo finitamente generado y libre de torsion y H un sub-
grupo no trivial de G. Entonces existe un subconjunto no vacio y propio E de G que es casi
movariante y H-invariante si y solo si H estd contenido en un factor libre y propio de G.

DEMOSTRACION. Si G = A x B con Ay B no triviales y H C B, tomamos como E el
conjunto de elementos de G' que empiezan con un elemento de A\ {e}. Asi, E es casi invariante
y B-invariante pues Eb = F para todo b € By Ea = (E\ {a})U{e}. En particular E es casi
invariante y H-invariante. Para la inversa supongamos que G tiene un subconjunto F no vacio
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y propio, que es casi invariante y H-invariante. Notemos que esto tltimo significa que E es una
unién de coclases a izquierda gH de H. En consecuencia H es propio pues F lo es. Ademéds
E ¢ H, pues en caso contrario E = H, lo que es imposible ya que, como G no tiene torsion,
H es infinito y, asi, como HgN H = () para g € G\ H, el conjunto H no es casi invariante.
Tomemos una copia G de G y definamos K := G xg (G1 X Z). Entonces K es finitamente
generado y libre de torsién pues G y GG1 X Z lo son. Consideremos transversales a izquierda
Ty T de H en Gy G1 x Z, ambas conteniendo al neutro e del grupo correspondiente, de
manera que la de H en G tenga algin elemento de E y denotemos con E al conjunto de
elementos de K cuya forma normal (obtenida usando 7'y T") comienza con un elemento de
E. Es evidente que E y E° son infinitos. Ademés E es casi invariante puesto que Ev = E
para cada v € G| x Z, mientras que Eg C EUEg = EUE C E para cada g € G. Por lo
tanto la cantidad de finales de K es al menos 2. Por el Teorema 5.3 y el Corolario 4.27, esto
implica que K ~ Z o K es un producto libre de dos grupos no triviales. Pero como ningin
subgrupo de Z es un producto directo no trivial y G1 x Z C K, necesariamente K = A« B
con A # {e} y B # {e}. Ahora, por la Proposicién 5.4 y el Corolario 5.7, existe u € K tal que
G1x7Z Cu'Au o Gy xZ C u~ ! Bu. Por simetria podemos suponer que estamos en el primer
caso y asi, G ¢ u~ Y Au pues, en caso contrario, K estarfa incluido en v~!Au. Aplicando el
teorema de Kuros a G C K = (u~!'Au) * (u~'Bu) obtenemos que G N u~!Au es un factor
libre de G. Como H C G N (Gy x Z) € G Nu~!Au esto termina la demostracién. O

COROLARIO 5.9. Sean G grupo finitamente generado y libre de torsion y H un subgrupo
de G. Si Hompg(Ig, RG) — Hompag(Jg, RG) no es inyectivo, entonces H estd incluido en
un factor libre de G.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 4.29 existe un subconjunto casi invariante de G que
ademds es H-invariante no es ni vacio ni G. En consecuencia, por la Proposiciéon 5.8, el
subgrupo H esta incluido en un factor libre propio de G. g
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Capitulo 6

El caso finitamente generado

Denotemos con S a un anillo arbitrario. Dado un S-mdédulo a derecha M denotamos con
M* al S-médulo a izquierda Homg(M, S) y con M** al S-médulo a derecha Homg(M*,.S).
Recordemos que las acciones en M* y M** estan dadas por

(@h)m) =afm) vy (pa)(f) = (fa.
Para cada morfismo de morfismo de S-moédulos a derecha h: M — N denotamos con
h*: N* — M* y con W M — N*™*
a los morfismos de S-médulos definidos por
W) i=foh y  h*(g)i=poh”,

PROPOSICION 6.1. Para cada S-mdédulo a derecha M la aplicacion epr: M — M**, dada
por epr(m)(f) := f(m), es un morfismo de S-mddulos a derecha, que es natural en M.

La naturalidad de €js significa que si h: M — N es un morfismo de S-médulos a derecha,
entonces el diagrama

M~ ppe
(38) lh lh**
N N N,
conmuta.
DEMOSTRACION. Como para todo a € S y todo my,mg € M,

em(mia+mz)(f) = f(mia +mz) = f(mi)a+ f(me) = (em(m1)a)(f) + en(m2)(f),

la aplicacién €p; es un morfismo de S-médulos a derecha. Dejamos al lector la tarea de
comprobar que es natural. O
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PROPOSICION 6.2. Para cada par de S-mddulos a derecha My y Mo la aplicacién
q’MlMQ: Ml* D MQ* — (M1 D Mg)*,

definida por Vs a, (f1, f2)(m1, ma) == fi(m1) + fa(ma), es un isomorfismo de S-mddulos,
que es natural en My y en My. Ademds su inversa es la aplicacion

(I)M1M2: (Ml @Mg)* — Mik @MQ*,

definida por

®M1M2(f) = (f17f2)7
donde f1 € M y fo € M3 estan dados por fi(m) := f(m,0) y fa(m) := f(0,m).

La naturalidad de Wy, a7, significa que si fi: My — Ny y fa: My — Na son morfismos de
S-médulos, entonces el diagrama

)4
N{ © Ny L (N1 @ N2)*
lff@fz* J/(fl@fé)*
v
My & M; L (My ® My)*,

conmuta.

DEMOSTRACION. Dejamos al lector la tarea de comprobar que Wy, ps, es S-lineal y natu-
ral en M y en M. Para terminar la prueba es suficiente observar que Wz, pr, © @arar, = id
v @ar i, © Yar, ar, = id, lo que es obvio. O

Por supuesto que hay un resultado similar al anterior para S-mddulos a izquierda.

OBSERVACION 6.3. De la proposicion 6.2 se sigue facilmente que, para cada par de S-
modulos a derecha My y Ms, la aplicacion

Yon s (M @ Ma)™ — M{™ @ My™,
definida como la composicion

‘IIJVI*]\/I*

Mi™ @ My~ —— (M} ® M3)*

@*
M My

(M1 & Ma)™,

es un isomorfismo de S-mdodulos a derecha, que es natural en My y en Ms. Un cdlculo directo
muestra que

o, (Y1,92)(9) = 1(g 0 i1) + h2(g 0 i2),
donde i11: My — My & Mo y i9: My — My & Mo son las inclusiones candnicas.

La naturalidad de Yy, a7, significa que si fi: My — Ny y fa: My — Na son morfismos de
S-médulos, entonces el diagrama

Y vy My

i 1oL J{(ﬁ@fz)**
T

conmuta.
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PROPOSICION 6.4. Para cada par de S-mddulos a derecha My y My vale que

EM1PpMy = TM1M2 © (€M1 D EMQ)'

En consecuencia €pr,anr, €S un isomorfismo si y solo si epr, Y €, Lo son.
DEMOSTRACION. En efecto

T osam ((eary, @ €ary) (M, m2)) (g) = goin(ma) +goii(mi) = g(ma, ma) = eanans, (M1, m2)(g)

para cada g € (M@ Ms)*. La dltima afirmacion se sigue de que Y p, pr, €s un isomorfismo. [

COROLARIO 6.5. Si P es un S-mddulo a derecha proyectivo y finitamente generado, en-
tonces ep es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Como P es un sumando directo de un S-mdédulo libre finitamente ge-

nerado, se sigue de la Proposicién 6.4 que basta ver que e€g es un isomorfismo, lo que es
fécil. O

LEMA 6.6. Sea h: M — N un morfismo de S-maodulos con M y N proyectivos y finita-
mente generados. Entonces h es isomorfismo si y solo si h*: N* — M* lo es.

DEMOSTRACION. Es claro que si h es un isomorfismo, entonces h* también lo es. Supon-
gamos ahora que h* es un isomorfismo. Entonces claramente también h** lo es. Como, debido
al Corolario 6.5, las flechas horizontales del diagrama (38) son isomorfismos, se sigue de esto
que f es un isomorfismo. O

TEOREMA 6.7 (Grusko). Si G = G1 x Gy con G1 y Gy finitamente generados, entonces la
cantidad minima de generadores de G es la suma de las cantidades minimas de generadores

de G1 y Ga.

PROPOSICION 6.8. Todo grupo G finitamente generado y libre de torsién tal que cdgr G < 1
es libre.

DEMOSTRACION. Supongamos que el resultado es falso y tomemos un grupo G finita-
mente generado y libre de torsion y no libre tal que cdp G < 1 y que tiene una cantidad de
generadores minima entre los grupos que satisfacen estas propiedades. En particular G no es
trivial y, por lo tanto, es infinito. Por la Proposicién 2.1 aplicada a la sucesién exacta corta

7 €
0 Ig RG R 0,
donde i es la inclusion y € el morfismo de aumentacién, obtenemos la sucesion exacta

0 — Homp (R, RG) <> Hompq(RG, RG) -~ Hompe (I, RG) > HY(G, RG) — 0.

Por el Lema 3.2 y la Proposicién 2.2 el ideal de aumentacién Ig es proyectivo y finitamente
generado. Asi, aplicando el Lema 6.6 con S = RG, obtenemos que

i*: Hompg(RG, RG) — Hompg(IG, RG)

no es un isomorfismo. Por otra parte, como G es infinito, Hompg(R, RG) ~ RG® = 0. En
consecuencia i* no es sobreyectiva y, por lo tanto, H (G, RG) # 0. Asi, por la Proposicién 4.5
el grupo G tiene méas de un final. Por los Teoremas 4.25 y 5.3 y el Corolario 4.26 se sigue
de esto que G = Z 0 G = G1 * Go con G y G4 propios. Como en el primer caso GG es libre,
podemos considerar que estamos en el segundo. Ahora, por el Corolario 2.5 sabemos que
cdr G; < cdr G para i = 1,2. Como, por el Teorema 6.7, la cantidad minima de generadores
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de cada uno de las G; es menor que la de G, se sigue de la eleccion de este dltimo que G y
(G2 son libres, lo que lleva a una contradicciéon pues entonces G también lo es. U
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Capitulo 7

El caso numerable

DEFINICION 7.1. Sea m un cardinal infinito. Diremos que un grupo G es m-generado si
estd generado por un conjunto de cardinal a lo sumo m. En el caso en que m es Ry diremos
también que G es un grupo contablemente generado.

DEFINICION 7.2. Un grupo G es localmente libre si sus subgrupos finitamente generados
son libres, y es contablemente libre si sus subgrupos contablemente generados son libres. Para
un cardinal infinito m cualquiera diremos que G es m-libre si todo subgrupo suyo m-generado
es libre.

OBSERVACION 7.3. Todo subgrupo finitamente generado H de un grupo libre G estd con-
tenido en un factor libre finitamente generado L de G. En efecto, dada una base B de G,
basta considerar el subgrupo libre L de G generado por los elementos de B que aparecen en
un conjunto finito de gemeradores de H para obtener L.

LEMA 7.4 (Higman). Sea G un grupo localmante libre. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. G es numerablemente libre.

2. Toda sucesion creciente G1 C Gy C -+ de subgrupos finitamente generados de G, tal
que ningun G, estd contenido en un factor libre propio de Gp4+1, se estaciona.

3. Para todo subgrupo finitamente generado H de G existe otro subgrupo finitamente
generado K de G tal que H C K y K es un factor libre de todo subgrupo finitamente
generado de G que lo contenga.

DEMOSTRACION. 1) = 2). Como cada G,, finitamente generado, (J,,cy G serd contable-
mente generado y, por lo tanto, libre. Consideremos una factorizacién |J,,cy G = X * Y tal
que G1 C X con X finitamente generado (lo cual es posible debido a la observacién anterior).
Supongamos que G, C X. Entonces G,+1 C X, pues G,, C G411 N X y, por el teorema de
Kuros, G,,+1 N X es un factor libre de G,,+1, lo que contradice la hipétesis si Gp41 Q X. Por
lo tanto (J,,cy Gn = X. Como X es finitamente generado existe i € IN tal que X C G; y, asi,
Gi = Upew Gn como queremos.
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2) = 3). Sea H; un subgrupo finitamente generado de G. Si Hj es un factor libre de todo
subgrupo finitamenete generado de G' que lo contiene, entonces podemos tomar como K al
mismo H;. Si no, del conjunto de subgrupos finitamente generados de G que contienen a Hi,
pero tales que H; no es un factor libre de ellos (en particular lo contienen propiamente),
tomamos Hs con una cantidad minima de generadores. Como G es localmente libre, Ho es
libre y, por lo tanto, por el Teorema 6.7, todo factor libre de Hy puede ser generado por menos
elementos que Ho. En consecuencia H no esta contenido en ninguno de estos factores libres Lo
de Hs pues, debido a la eleccién de Ho, si tenemos H; C Lo, entonces H; es un factor libre de
Lo y, por lo tanto, también de Hs. Si Hy es un factor libre de todo subgrupo de G finitamente
generado que lo contiene, entonces podemos tomar como K a Hs. Si no repetimos el proceso
anterior para obtener un subgrupo finitamente generado Hs de G, tal que Ho C H3 y tal que
Hj no estd incluido en ningtn factor libre de Hs. Continuando inductivamente, u obtenemos
el K en algin paso, o contruimos una sucesion estrictemente creciente H; C Hy C --- de
subgrupos finitamente generados de G, tal que H, no estd contenido en ningin factor libre
de H, 1 para ningin n € IN, lo cual contradice 2).

3) = 1). Sea H un subgrupo de G numerablemente generado por hi, he,.... Por 3) podemos
definir inductivamente una familia (K,),>0, de subgrupos finitamente generados de G, tal
que Ko = {e}, (Kn—1,hn) C K,, y K,, es un factor libre de todo subgrupo de G finitamente
generado que lo contiene. En particular existe una familia (F},),>1, de subgrupos de G, que
cumple K,, = K, 1 x F,, para todo n € IN. Como G es localemte libre, los K,, y, por lo
tanto debido al teorema de Schreier-Nielsen, también los Fj,, son libres. Ahora podemos ver
inductivamente que K, = *;<,F; para todo n € IN y, por lo tanto, U,,cy Kn = *nenFn ¥,
en consecuencia, libre. Como H C |, Ky se sigue, nuevamente del teorema de Schreier-
Nielsen, que H también lo es. O

PROPOSICION 7.5. Si G es un grupo libre de torsion y cdr G < 1, entonces G es conta-
blemente libre.

DEMOSTRACION. Supongamos que no. Sabemos por el Corolario 2.5 y la Proposicién 6.8
que G es localmente libre. En conseuencia, por el Lema 7.4, existe una sucesion estictamente
creciente G1 C Gy C - - - de subgrupos finitamente generados de G tal que ningtin G; esta con-
tenido en un factor libre propio de G;41. Puesto que cdp (UnG]N Gn) < c¢d g G podemos suponer
que G = |J,e G para llegar a una contradicciéon. Denotemos con ¢,,: Ja, 6, — g, ala
inclusién canénica. Como los G; son libres de torsién se sigue del Corolario 5.9 que

tn
HomRGn+1 (IGn+1 ) RGN-H) - HomRGn+1 (JGn+1Gn7 RGTL-H)

es inyectivo para todo n € IN. Ahora, como G, y Gp+1 son finitamente generados, el Le-
ma 3.2 muestra que Ig,,, v Jg, .G, son finitamente generados como RGy41-médulos. En
consecuencia, dado que RG es la suma directa de una cantidad de copias de RG,4+1 y que,
si M es un RG,1-médulo finitamente generado, entonces el Hompg, , (M, —) conmuta con
sumas directas, se sigue de esto, que

n+1

tn
HomRG IG RG) e HOInRGn+1 (JGn+1Gn7 RG)

n+1( n4+17

también es un monomorfismo para todo n € IN. Asi, por el Lemma 3.4,

HOIHR(;(JGGn+1 s RG) — HOIDRG(JGGW RG),
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donde in: Jog, — Jaa,,, es la inclusién candnica, es inyectivo para todo n € IN. La con-
tradiccion a obtener es que si cdp G < 1 existe un valor de n tal que este ultimo ) no es
monomorfismo. Denotemos con J,, a Jgg, . Como G, es finitamente generado y libre se sigue
de la Proposicién 3.10 que Ig, es un RG,-mdédulo libre y finitamente generado. En conse-
cuencia, por el Lema 3.4 el RG-mdédulo J, también es libre y finitamente generado. Tomemos
ahora J := @, cy Jn- Como G = |J,,cy Gn, sabemos que Ig = |J,c Jn- Por lo tanto la
sucesioén
J f

0 J J RG —>R 0,

donde € es el morfismo de aumentacién,

jlar,ag,as,...) = (a1,a2 —i1(a),...,an —in—1(an-1),...),

y f restringido a cada J, es la inclusién candnica, es exacta. Como J es libre, la sucesiéon
anterior es una resolucién proyectiva de R como RG-méddulo. Asi, por la Proposicién 2.1, para
todo RG-médulo M hay una sucesion exacta de grupos

Hompe (J, M) ——> Hompa(J, M) —"~ H(G, M) - 0.

En consecuencia, como cdr G < 1, el grupo H?(G, M) es cero y el morfismo j* es sobreyectivo,
cualquiera sea M. Por otra parte como J = @, i Jn,

Hompg (J, M) = [ Hompa(Jn, M)
nelN

j*(ul,uQ,u;g,...) = (Ul,UQ,U3,. . ) Oj = (u1 — U9 Oil,’u,g — us OiQ,ZL3 — U4 Oig,...).
Tomemos ahora M = J y u € Hompg(J,J) tal que j*(u) = idy. Como J, es finitamente
generado,
Hompa (T, J) = @ Hompa(Jn, Jm)-
meN
Escribamos u = (u1, ug,us,...) con up: Jp = J Y Up =D Upm CON Uppy: Sy, — Jp,. Notemos
que la igualdad j*(u) = id; se convierte en

0 sim # n,

Unm — Un+1,m © Ip = 4. .
idy, sim=n.

Elijamos m tal que w1, = 0. Si wpm, = 0, entonces —up41,m © iy = idy,, y ast Jp, es un
sumando directo de Jp,+1. Como por el item 4) del Lema 3.1, J,,, € Jn4+1 € RG, se sigue de
esto que el morfismo

Hom g (Jin+1, RG) —> Hompg (Jm, RG)
no es inyectivo, lo que es una contradiccion. Si Uy, 7 0, entonces, dado que w1, = 0, existe
1 <n < m tal que up41,m # 0 pero Uy, = 0. Asi

Hompe (Jpi1, RG) —> Hompe (Jn, RG)

no es inyectivo pues ), (un+1,m) = Up+1,m © In = Up4+1,m © in — Upm = 0, lo que nuevamente da
la contradiccién requerida. ([
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Capitulo 8

Teoremas de particion

Por el Corolario 3.9, H es un factor libre de G si y sélo si Jyy es un RG-sumando directo de
I que tiene un complemento de la forma Jg para algiun subgrupo K de G. Nos preguntamos
si del hecho de que Jy sea un RG-sumando directo de I se seguird siempre que H un factor
libre de G. Estudiaremos a continuacién algunos casos en donde esto ocurre.

PROPOSICION 8.1. Sea G es un grupo finitamente generado vy libre de torsion y H un
subgrupo de G. Si Jyg es un RG-sumando directo de Ig, entonces H es factor libre de G.

DEMOSTRACION. Por el item 4) del Lemma 3.1, si Jy = Ig entonces H = G. Por otro
lado como Jy es un RG-sumando directo de I, si Ji # I, entonces la aplicacién

HOInRg(Ig, RG) — Hong(JH, RG)

no es un monomorfismo. En consecuencia, por el Corolario 5.9 el subgrupo H de G esté con-
tenido en un factor libre no trivial de G. En otras palabras existen subgupos no triviales G
y Go de G tales que G = G1 * Go y H < (G1. Dado que por el teorema de Grusko Gy tiene
menos generadores que Gy, por la Proposicién 3.12, el ideal Jg, g es RGi-sumando directo
de Iz, se sigue de un argumento inductivo, que H es un factor libre de Gy y, por lo tanto,

de G. O

PROPOSICION 8.2. Si G es un grupo libre y H es un subgrupo finitamente generado de G
tal que Jg es un RG-sumando directo de Ig, entonces H es un factor libre de G.

DEMOSTRACION. Como H es finitamente generado existe un factor libre Gy de G que es
finitamente generado y que contiene a H. Dado que G, es libre de torsion y, por la Propo-
sicién 3.12, el ideal Jg, g es un RGi-sumando directo de I, , se sigue de la Proposicién 8.1
que H es un factor libre de GG1 y, por lo tanto, de G. O

PROPOSICION 8.3. Si G es un grupo libre contablemente generado y H es un subgrupo de
G tal que Jg es un RG-sumando directo de Ig, entonces H es un factor libre de G.

DEMOSTRACION. Como G es contable también H lo es. En particular H es contablemente
generado. Por la Proposicién 8.2 podemos suponer que H no es finitamente generado. Por
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lo tanto, debido al teorema de Schreier-Nielsen, H es libre de rango numerable. Tomemos
un grupo libre F' de rango 2 con base {a,b}. Un cédlculo sencillo muestra que el conjunto
{b=%ab’ : i € IN} es base del subgrupo que genera. Identificando este subgrupo con H formamos
el producto amalgamado K := G xg F'. Por el teorema de Kuro$ si F' es un factor libre de
K, entonces H = F'N G es un factor libre de G. Asi, por la Proposicién 8.1, para terminar
la demostracion sera suficiente ver que K es libre y que Jxr es un RK-sumando directo de
I . Veremos primero esto ultimo y que I es RK-proyectivo. Por la Proposicién 3.10, Ir es
RF-libre e I es RG-libre. Ademads, por hipétesis existe un RG-mdédulo P tal que

Ia=Jog ® P.
Asi, debido al Lema 3.4, Jxr v Jxg son RK-libres y
(39) Jxg = Jxkg ® N,

donde N = PRK. Como K = G *p F se sigue del item 2) del Teorema 3.8, que
Ix =Jkr+Jrkcg vy Jxku =JkcNJIkF.
En consecuencia, por la ecuacién (39),
Ix ~Jgrp+Jkg+N=Jxp+N y 0=JxkgNN=JgcgNJgr NN =JgprNN.

Es decir

Ik ~ Jgkr ® N.
Ademas, puesto que Jxr y N son RK-proyectivos, también [ lo es. Resta ver que K es
libre y para ello, debido a la Proposiciéon 7.5, es suficiente probar que K estd generado por
un conjunto numerable y es libre de torsion. Pero lo primero se sigue inmediatamente de que
G y H son contablemente generados, mientras que lo segundo se sigue inmediatamente de la
Nota 1.14 y de que G y F no tienen torsién. O

A continuacién establecemos una generalizacién de la Proposicion 8.3, que probaremos en
el préximo capitulo, en el que se lo deducird de un resultado mas general

TEOREMA 8.4. Si G es un grupo libre y H es un subgrupo de G tal que Jyg es un RG-
sumando directo de Iq, entonces H es un factor libre de G.

Posponemos la demostracién de este teorema para el proximo capitulo en el que se lo
deducira de un teorema més general.

Fijemos un cardinal infinito m. En la prueba de la siguiente proposiciéon usaremos que
el Teorema 8.4 vale bajo la hipétesis de que G es m-generado. En particular, debido a la
Proposicion 8.3, el resultado vale cuando m = Ny. Procedemos de esta manera porque para la
demostracién del Teorema 8.4 necesitaremos usar la Proposicién 8.5 en el caso en que m = .

PROPOSICION 8.5. Sea H un subgrupo de un grupo G tal que Jy es sumando directo de
Ig. Si G es m-libre y G = (HUS), donde S tiene cardinal a lo sumo m, entonces existe un
grupo libre F' tal que G = H % F'.

Nota: G = (H U S) con S de cardinal a lo sumo si y sélo si existe un RG-médulo M
generado por un conjunto de cardinal a lo sumo m, tal que I = Jg + M. En efecto, por el
Lema 3.2 si G = (H US), entonces I = Jg + M, donde M es el RG-médulo generado por
{s—e;s € S}. Reciprocamente, si I¢ = Jg + M con M generado por un conjunto de cardinal
a lo sumo m, entonces podemos escribir cada uno de estos generadores como una combinacién
R-lineal finita de elementos g — e y tomando S como el conjunto de los g € G que aparecen
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en ellas, obtenemos que |S| < my Ig = Jg + S, donde M es el RG-médulo generado por
{s — e;s € S}, lo cual, nuevamente por el Lema 3.2, implica que G = (H U S).

DEMOSTRACION. Podemos escribir I = Jgu ®C. Por la observacion previa C ~ I/ Jany
estd generado por un conjunto {¢,} de cardinal a lo sumo m. Expresemos cada ¢, como una
combinacién R-lineal de elementos g —e. Denotemos con X al conjunto de los g que aparecen
en estas combinaciones lineales y con Lg al subgrupo de G generado por Xg. Claramente Lo
tiene cardinal a lo sumo m y {c,} C Ir,. Llamemos Cj el ideal a derecha de RLg generado por
{ca}. Entonces CoRG = ({¢,}RLo)RG = C'. Procedemos ahora a definir conjuntos X,, C G
y Y, C H para n > 0 sujetos a las condiciones:

1. Yn+1 - Xn+17 Xn - Xn-{—ly Yn - Yn+17

2. X, tiene cardinal a lo sumo m,

3. I, € Jri Koy + CoRLyyq, donde Ly, := (X,,) y Ky := (Yy,).
Para ello tomamos Xy como arriba y Yy = (). Supongamos que hemos definido X, e Y,.
Debido al Lema 3.2 I, estd RG-generado por A :={z —e:x € X,,}. Como

I, Clg=Jgu e C=1gRG & CoRG

cada r —e € A se escribe como una combinacién R-lineal de una cantidad finita de elementos
(h—e)gycg,donde h € Hy g,g € G. Definimos entonces Y, ;1 como la unién de Y;, con los
h asi obtenidos y X, +1 como la unién de Y, 1 con X,, y con los g, ¢’ asf obtenidos. Es claro
que esta construccién cumple las condiciones 1), 2) y 3). Definamos ahora

K:=|JKn y L:=JLn

Ir, € Jrx + CoRL
Ademsds esta suma es directa pues Jpx C Jom, CoRL C C'y Jog N C = 0. En consecuencia,
(40) It = Jox © CoRL,

pues CoRL = ({ca}RLo)RL C I ,RL C I;. Como L estd generado por un conjunto de
cardinal a lo sumo m, es libre. En consecuencia, por el Teorema 8.4 existe un subgrupo F'
de L tal que L = K % F'. Notemos ademaés que por el teorema de Schreier-Nielsen F' es libre.
Ahora por la igualdad (40) se sigue del Lema 3.4 que Jgr = Jaix @ C. Por lo tanto

Ioc=Jdog®C=Jog+Jogx +C = Jag + Jar,

Entonces K CLNH Yy

y
JerNJer = Jea N (Jax ®C) = Jax ® (Jea N C) = Jok.
Asi, por el Teorema 3.8, G = H *xg L, lo que combinado con L = K*xFnosda G=Hx*F. 0O
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Teoremas principales

TEOREMA 9.1. Sea G un grupo libre de torsion que satisface cdr G < 1. Si H es un
subgrupo de G tal que Jg es sumando directo de I, entonces G = H x F' para algin grupo
libre F.

Observacion: de este teorema se deduce el Teorema 8.4 pues todo grupo libre G es libre
de torsién y satisface cdg G < 1.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que G estd generado por una familia de elementos
(ga)aca, donde A es el conjunto de ordinales menores que un ordinal limite A. Para terminar
la demostracién serd suficente encontrar para cada a < A, un subconjunto S, de G, de modo
que se satisfagan las siguientes condiciones, que denotaremos con (x):

1. Si a < b entonces S, C Sp.

2. Si @ es un ordinal limite, entonces S = (Jy, Sb-

3. Sa+1\ Sy es contable para cada a € A.

4. So =0y gs € Sat1 para cada a € A.

5. Si G, := (H U S,), entonces Jg, es un sumando directo de I¢.
En efecto, supongamos que existen estos S,. Por la Proposicién 3.12 sabemos que Jg,, g, €s
un RG,11 sumando directo de Ig,,,. Como, por la Proposicién 7.5, el grupo G es contable-
mente libre, se sigue del caso contable de la Proposicién 8.5 (con H := G,y S := Sg41 \ Sa),
que existe un subgrupo libre F, de G411 tal que G,11 = G4*F,. Asi, por induccién transfinita,

(41) Go = Go * (*p<aFp) paraa <A

Tomando a = A el teorema queda demostrado pues Go = H y G = G. Veamos entonces que
existe tal familia {S,}.

Por hipétesis I = Jg @& M e Ig es RG-proyectivo. Asi, M es tanbién RG-proyectivo y,
por lo tanto, existe un RG-médulo N tal que M @ N es RG-libre. Tomemos una base (ck)kex
de M @ N. Para construir una familia (S,).<x que satisfaga (x), serd suficiente encontrar,
para cada a < A, subconjuntos S, C G, T, C N y K, C K que satisfagan las siguientes
condiciones, que denotaremos con (x):

69



Teoremas principales

Sia < b, entonces S, C .Sy, T, CTp v Ky, C K.

Si a es ordinal limite, entonces Sq = Uy, Sp Ta = Upea To ¥ Ka = Upeq Kp-

Sat+1 \ Sa; To+1 \ Ta ¥y Kat1 \ K, son contables para cada a € A.
So=To=Ko=0y ga € Sqt1 para cada a € A.

El submédulo de I ® N = Jg & M & N generado por Jy, {s —e:s € Sa} y T,
también estd generado por Jy y (ck)rek, -

Gt N

Es claro que de los items 1) a 4) de (*x*) se siguen los correspondientes items de (). Suponga-
mos ahora que el item 5) de (*x) se satisface. E1 RG-submédulo U, de Jg & M @& N generado
por Ji v (¢k)kek, es un RG-sumando directo de Jy® M @ N (con complemento generado por
(ck)rer\Kk, ) Por el item 5) de (*x) este submédulo U, estd generado por Jy, {s—e:s € Sy}
y To y asi, como Jy|J{s—e:s € S} C Ig y T, C K, tiene como sumando directo al
RG-submédulo generado por Jg y {s —e: s € S}, que, por el Lema 3.2, coincide con Jg, .
En consecuencia Jg, es un RG-sumando directo de I @ N y, por lo tanto de I, como lo
requiere el item 5) de (x).

Definimos ahora S,, T, v K, por induccién transfinita. Para a = 0 los conjuntos son
dados por el item 4) y claramente se satisface el item 5). Supongamos definidos S,, T, v K,
para a < y de manera que se satisfaga (xx). Si y es un ordinal limite, entonces por el item 2)
debemos definir

Sy=% T,=Un v K=K
b<y b<y b<y
Es facil ver que con esta definicién las condiciones relevantes de (#x) se satisfacen. Supongamos
ahora que y = b+ 1. Basta ver que, para cada n > 0 existen subconjuntos Sy, C G, Ty, C N
y Kp, C K que satisfacen las siguientes condiciones, que llamaremos (x * %):

L. Sen € Spnt1s Ton € Tonr1 Y Ko © Kpny1, para todo n > 0.
Sbn+1 \ o> Ton+1 \ Ton ¥ Kpnt1 \ Kpp son contables, para todo n > 0.

Seo = Sp U{gp} v Tro = T

El RG-submédulo de I @ N = Jyg & M & N generado por Jy, {s—e:s € Sy} y
Ty, estéd contenido en el RG-submdédulo generado por Jg y (ck)kek,, -

El RG-submédulo de Ig®N = Jy®M@N generado por Jg y (ck)kek,, estd contenido

en el RG-submédulo generado por Jy, {s —e:s € Sppi1} y Thpnt1-

=W

o

Pues en ese caso, los conjuntos que completan la induccién seran:

Spy1 1= USb,m Ty = UTb,n y Kpp1:= UKb,n-
n n n

En efecto, es claro que con esta definicién los item 1), 2), 3) y 4) de (xx) se satisfacen y, que
un argumento simple muestra que de los items 4) y 5) de (* * x) se sigue el item 5) de ()
para b+ 1.

A continuacién definimos los Sy, Tpn ¥ Kpy, recursivamente. Para n = 0, Spg v Tho quedan
definidos por el item 3) de (x * x). Supongamos dados Sy, y Ty para r < ny K. parar <n
tales que se satisfacen las condiciones relevantes de (k). Mostraremos ahora como construir
Sbn+1, Ton+1 ¥ Kpy, de manera que las condiciones relevantes de (% %) se sigan satisfaciendo.
Cada elemento de

{5 —e:5€ Sy \ Sb,nfl} U(Tbn \ Tb,nfl)

se escribe como un elemento de Jg y una combinacion RG-lineal de finitos ¢i. Definimos en-
tonces Ky, \ Kpn—1 como el conjunto de los ¢ que aparecen en estas combinaciones lineales.
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Es evidente que Ky, \ Kpn—1 es contable y que, requiriendo que Ky, 2 Kj 1, queda deter-
minado Kjpy,. De esta construccién se sigue que el submdédulo generado por Jy y (ck)kek,,
contiene al generado por Jy, (¢k)kek,,, 15 {8 —€:8 € Spn \ Son—1} ¥ Ton \ Thn—1. Asi, si el
item 4) vale para n — 1, entonces vale también para n. Por tltimo, tomamos cada elemento
del conjunto {cy, : k € Ky, \ Kpn—1} v lo escribimos como la suma de un elemento n € N y
una combinacién R-lineal de finitos g — e con g € G. Definimos entonces T}, 11 \ Tpr, como
el conjunto de los n € N que aparecen en estas expresiones y Sy p41 \ Sp, como el conjunto
de los g que aparecen en estas combinaciones R-lineales. Claramente ambos conjuntos son
contables. El requirimiento de que T}, 41 2 Tpy ¥ Spnt1 2 Spn determina Sy q1 y Tppng1. De
esta construccién se sigue que el submddulo generado por Jg, {s —e:5 € Spni1} ¥ Thnt1
contiene al generado por Jg, {s —e:s € Sp,}, Thnt1 ¥ (Ck)keKbn\Kb,n_1' De manera analoga
a lo hecho para el item 4) se prueba que también vale el 5). ]

TEOREMA 9.2. Si G es un grupo libre de torsion que satisface cdr G < 1, entonces G es
libre.

DEMOSTRACION. Es simplemente el Teorema 9.1 con H = {e}. O

TEOREMA 9.3. Si G es un grupo libre de torsion que contiene a un subgrupo libre F' de
indice finito, entonces G es libre.

DEMOSTRACION. Como G el libre de torsién, podemos aplicar el Teorema 2.17 con R = Z.
Asi cdr G = cdr F =1 y la afirmacién se sigue del Teorema 9.2. U
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