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Índice general

Introducción
Todo grupo libre tiene dimensión cohomológica uno, por lo cual es natural preguntarse en

que casos vale la rećıproca. Nos proponemos demostrar en este trabajo que todo grupo libre
de torsión que tiene dimensión cohomolgica uno sobre un anillo R arbitrario, es libre (por
supuesto que cuando R = Z la hipótesis sobre la torsión es innecesaria, debido a que si un
grupo tiene torsión, entonces su dimensión cohomológica sobre Z es infinita).

Para ello nos basamos en el libro de Daniel E. Cohen [C] donde se repasan dos trabajos:
el de John R. Stallings [St], donde se prueba que todo grupo de torsión, finitamente generado
y de dimensión cohomolgica uno es libre; y el de Richard G. Swan [Sw] donde se deduce de
esto el caso general.

En la primera parte del trabajo repasamos la teoŕıa sobre grupos libres, producto libre de
grupos y cohomoloǵıa de grupos finalizando en el siguiente resultado de Jean-Pierre Serre:

Sea R un anillo conmutativo con unidad, G un grupo con un subgrupo H de ı́ndice finito.
Entonces si G no tiene R-torsión (en particular si G es libre de torsión), G y H tienen la
misma dimensión cohomológica sobre R.

De esto y de nuestro teorema principal deducimos que todo grupo libre de torsión que
contiene un subgrupo libre de ı́ndice finito debe ser libre.

La segunda parte del trabajo se orienta a probar el resultado principal. En el último
caṕıtulo damos una versión relativisada de este resultado que implica el siguiente teorema:

Sea H un subgrupo de G grupo libre, entonces H es factor libre de G si y sólo si para
todo anillo R el ideal IHRG sumando un directo de IG (donde IH e IG son los ideales de
aumentación de RH y RG respecrivamente).

Se darán a lo largo del texto todos los detalles necesarios para la demostración de estos
teoremas y sólo se asumen conocimientos básicos de teoŕıa de grupos. Cabe destacar que se
enunciaran y utilizarán sin demostrar los teoremas de Kuroš y Gruškos, puede verse [H] o [L]
para el primero y [H1] para el segundo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares sobre teoŕıa de grupos

En este caṕıtulo presentamos algunas construcciones universales de la teoŕıa de grupos
que son necesarias tanto para el enunciado de los problemas estudiados en este seminario,
como también para su resolución.

1. Grupos libres

Dado un conjunto X, denotamos con X±1 a la unión disjunta de dos copias X+1 y X−1 de
X. Para cada elemento x ∈ X hay un elemento correspondiente x+1 ∈ X+1 y otro x−1 ∈ X−1.
Nosotros diremos que x+1 y x−1 están asociados. Una palabra en X es una expresión

w := xε1α1
· · ·xεnαn

(con xαi ∈ X y εi = ±1, i = 1, . . . , n).

Si en la misma ningún śımbolo aparece junto a su asociado, decimos que w es una palabra
reducida. La cantidad n de śımbolos que tiene, es la longitud l(w) de w. Consideramos también
como una palabra reducida a la expresión vaćıa. Por definición, esta palabra tiene longitud
cero. Nuestro proximo objetivo será definir el producto w1w2 de dos palabras reducidas

w1 := xε1α1
· · ·xεnαn

y w2 := xδ1β1 · · ·x
δm
βm
.

Para ello escribimos

(1) xε1α1
· · ·xεnαn

xδ1β1 · · ·x
δm
βm
.

Si esta es una palabra reducida, entonces ponemos

w1w2 := xε1α1
· · ·xεnαn

xδ1β1 · · ·x
δm
βm
.

Si no, primero eliminamos de (1) sucesivamente pares de śımbolos asociados, hasta obtener
una que si lo sea.

Teorema 1.1. El conjunto L(X), de las palabras reducidas en X, es un grupo via el
producto que acabamos de definir.
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1 Grupos libres Preliminares sobre teoŕıa de grupos

Demostración. Es claro que la palabra vaćıa es el elemento neutro. Probaremos ahora
por inducción en l(w2), que

w1(w2w3) = (w1w2)w3

para toda terna w1, w2, w3 de palabras reducidas. Si l(w2) = 1 (esto es, si w2 = xε con x ∈ X
y ε = ±1) hay cuatro casos para analizar: que el último śımbolo de w1 y el primero de w3

sean distintos del elemento de X±1 asociado a xε; que el último śımbolo de w1 sea el elemento
de X±1 asociado a xε, pero que el primero de w3 no lo sea; que el primer śımbolo de w3

sea el elemento de X±1 asociado a xε, pero que el último de w1 no lo sea; y que el último
śımbolo que w1 y el primero de w3 sean el elemento de X±1 asociado a xε. Es fácil ver que en
todos vale que w1(w2w3) = (w1w2)w3. Supongamos ahora que la asociatividad vale cuando
l(w2) ≤ n y que l(w2) = n+ 1. Escribamos w2 = w′2x

ε. Entonces, por hipótesis inductiva

w1(w2w3) = w1((w′2x
ε)w3)

= w1(w′2(xεw3))

= (w1w
′
2)(xεw3)

= ((w1w
′
2)xε)w3

= (w1(w′2x
ε))w3

= (w1w2)w3.

Resta probar que cada palabra reducida es inversible, pero es claro que la inversa de la palabra
reducida xε1α1

· · ·xεnαn
es la palabra reducida x−εnαn

· · ·x−ε1α1
. �

El grupo libre sobre un conjunto X es, por definición, el grupo L(X) constrúıdo arriba.
Identificando cada elemento x ∈ X con la palabra reducida x+1, obtenemos una aplicación
canónica i : X → L(X). Claramente i(X) genera L(X) como grupo. En el siguiente teorema
establecemos la propiedad universal de L(X).

Teorema 1.2. Dada una función j : X → G, de X en un grupo G, hay un único morfismo
f : L(X)→ G que extiende a j. En otras palabras, que tiene la propiedad de que el triángulo

X
j //

i
��

G

L(X)

f

<<zzzzzzzz

conmuta.

Demostración. Si f es un morfismo de grupos que extiende a j, forzosamente debe ser

f(xε1α1
· · ·xεnαn

) = j(xα1)ε1 · · · j(xαn)εn .

Pero es inmediato que la función definida por esta fórmula es un morfismo de grupos. �

Ampliando un poco la definición dada arriba del Teorema 1.2, diremos que un grupo libre
sobre X es cualquier par (G, j), formado por un grupo G y una función j : X → G, que tiene
la misma propiedad universal que (L(X), i). Por extensión, decimos también que un grupo G
es libre si es el grupo subyacente de un par (G, j) que lo es.

Proposición 1.3. (G, j) es un grupo libre sobre X si y sólo si el morfismo f : L(X)→ G,
cuya existencia y unicidad fue probada en el Teorema 1.2, es un isomorfismo.
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Preliminares sobre teoŕıa de grupos 1 Grupos libres

Demostración. Es inmediato que si f es un isomorfismo, entonces (G, j) tiene la propie-
dad universal de (L(X), i). Rećıprocamente, si (G, j) tiene esta propiedad, entonces hay un
único morfismo g : G→ L(X) tal que el triángulo

X
j //

i
��

G

g
||zzzzzzzz

L(X)

conmuta. Como g ◦ f ◦ i = i y f ◦ g ◦ j = j, por las propiedades universales de i y j, debe ser
g ◦ f = idL(X) y f ◦ g = idG. �

Una base de un grupo G es cualquier subconjunto X de G tal que el par (G, iX), donde
iX : X → G es la inclusión canónica, es un grupo libre. Es inmediato que esto ocurre si y sólo
si el morfismo evidente de L(X) en G es biyectivo. Es claro que un grupo tiene una base si y
sólo si es libre. A continuación probaremos el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Dos grupos libres L(X) y L(Y ) son isomorfos si y sólo si |X| = |Y |.
Equivalentemente, todos las bases de un grupo libre G tienen el mismo cardinal.

En su demostración usaremos los siguentes dos lemas, el segundo de los cuales es el resulta-
do análogo para grupos abelianos, que suponemos conocido y establecemos sin demostración.

Lema 1.5. Si (G, j) es un grupo libre, entonces (G/[G,G], π ◦ j), donde π : G→ G/[G,G]
es la proyección canónica, es un Z-módulo libre.

Demostración. Denotemos con X al dominio de j y tomemos una función ϕ : X → H,
de X en un grupo abeliano H. Por las propiedades universales de (G, j) y del abelianizado
de G, existen morfismos únicos ϕ̃ : G→ H y ϕ : G/[G,G]→ H tales que el diagrama

H

X

π◦j
  AAAAAAAAAAA

j //

ϕ

55llllllllllllllllllllllll
G

π

��

ϕ̃

<<xxxxxxxxxxxx

G

[G,G]

ϕ

FF





















,

donde π es la proyección canónica, conmuta. En particular, ϕ◦π◦j = ϕ. Además ϕ es el único
morfismo con esta propiedad, porque si ψ : G/[G,G] → H también satisface ψ ◦ π ◦ j = ϕ,
entonces, por la propiedad universal de (G, j), forzosamente ψ ◦ π = ϕ ◦ π y, por lo tanto,
dado que π es sobreyectivo, ψ = ϕ. �

Lema 1.6. En cada grupo abeliano libre todas las bases tienen el mismo cardinal.

Demostración del Teorema 1.4. Supongamos que (G, j) y (H, l) son grupos libres
sobre X e Y respectivamente. Por supuesto, si G y H son isomorfos, entonces G/[G,G] y
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2 Producto libre de una familia de grupos Preliminares sobre teoŕıa de grupos

H/[H,H] también lo son. Debido a los Lemas 1.5 y 1.6, esto implica que |X| = |Y |. Rećı-
procamente, por la propiedad universal de (G, j), dada una biyección ϕ : X → Y , existen

morfismos únicos ϕ : G→ H y ϕ−1 : H → G tales que los diagramas

X
ϕ //

j

��

Y

l
��

G
ϕ // H

y

Y
ϕ−1

//

l
��

X

j

��
H

ϕ−1
// G

conmutan. Como ϕ−1 ◦ϕ ◦ j = j ◦ϕ−1 ◦ϕ = j, debe ser ϕ−1 ◦ϕ = idG. Un argumento similar
muestra que ϕ ◦ ϕ−1 = idH . �

Teorema 1.4 permite definir el rango de un grupo libre como el cardinal de cualquiera
de sus bases. Los grupos libres de rango 1 son los grupos ćıclicos infinitos. Por otra parte si
|X| ≥ 2, entonces L(X) no es conmutativo, porque si x1 y x2 son elementos distintos de X,
entonces x+1

1 x+1
2 6= x+1

2 x+1
1 .

Proposición 1.7. Todo grupo es isomorfo a un cociente de un grupo libre.

Demostración. Para cada conjunto de generadores X de G, el único morfismo

f : L(X)→ G

que extiende a la inclusión canónica de X en G es sobreyectivo. Entonces, por el Primer
Teorema del Isomorfismo, G ≈ L(X)/ ker f . �

2. Producto libre de una familia de grupos

Dada una familia de grupos (Gi)i∈I consideramos el conjunto de todas las expresiones

w := xi1 · · ·xin con i1, . . . , in ∈ I y xij ∈ Gij \ {e} para 1 ≤ j ≤ n.

Es decir de las palabras en
⋃
i∈I(Gi \ {e}). Si en esta expresión se satisface que ij 6= ij+1 para

1 ≤ j < n decimos que w es reducida y llamamos longitud l(w) a n. Como en la construcción
del grupo libre consideramos también como palabra reducida de longitud 0 a la expresión
vaćıa. A continuación definimos el producto w1w2 de dos palabras reducidas

w1 := xi1 · · ·xin y w2 := xj1 · · ·xjm .
Para ello escribimos

xi1 · · ·xinxj1 · · ·xjm .
Si esta es una palabra reducida, entonces ponemos

(2) w1w2 := xi1 · · ·xinxj1 · · ·xjm .
Si no, primero eliminamos de (2) sucesivamente pares de śımbolos asociados, reemplazandolos
por su producto en el grupo al que pertenecen y eliminando los neutros cuando aparecen, hasta
obtener una que si lo sea.

Un argumento similar al dado en la demostración del Teorema 1.1 prueba el siguiente
resultado.

Teorema 1.8. El conjunto ∗i∈IGi, de las palabras reducidas en
⋃
i∈I(Gi \ {e}), es un

grupo via el producto que acabamos de definir.
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Preliminares sobre teoŕıa de grupos 3 Producto amalgamado de grupos

Para cada j ∈ I, la inclusión canónica ij : Gj → ∗i∈IGi es la aplicación definida por
ij(e) := ∅ e ij(x) := x para x ∈ Gj \ {e}. Es evidente que cada ij es un morfismo inyectivo
de grupos y que

⋃
j∈J ij(Gj) genera a ∗i∈IGi como grupo. A continuación establecemos la

propiedad universal de ∗i∈IGi.

Teorema 1.9. Para cada familia (fj : Gj → G)j∈I , de morfismos de grupo, hay un único
morfismo f : ∗i∈I Gi → G tal que los triángulos

Gj
fj //

ij
��

G

∗i∈IGi
f

<<yyyyyyyyy

conmutan.

Demostración. Si f es un morfismo de grupos que hace conmutativos a los diagramas
mencionados arriba, entonces forzosamente

f(∅) = e y f(xi1 · · ·xin) = fi1(xi1) · · · fin(xin).

Pero es inmediato que la función definida por esta fórmula es un morfismo de grupos. �

De la misma manera que para grupos libres, diremos que un producto libre de una familia
(Gi)i∈I de grupos es cualquier familia de morfismos de grupos (ιj : Gj → G)j∈I , que tiene la
misma propiedad universal que (ij : Gj → ∗i∈IGi)j∈J . Por extensión, decimos también en este
caso, que G es el producto libre de la familia de grupos (Gi)i∈I .

Proposición 1.10. (ιj : Gj → G)j∈I es un producto libre de la familia de grupos (Gi)i∈I
si y sólo si el morfismo f : ∗i∈I Gi → G, cuya existencia y unicidad fue probada en el Teo-
rema 1.9, es un isomorfismo.

Demostración. Es inmediato que si f es un isomorfismo, entonces (ιj : Gj → G)j∈I
tiene la propiedad universal de (ij : Gj → ∗i∈IGi)j∈J . Rećıprocamente, si (ιj : Gj → G)j∈I
tiene esta propiedad, entonces hay un único morfismo g : G→ ∗i∈IGi tal que los triángulos

Gj
ιj //

ij
��

G

g
||yyyyyyyyy

∗i∈IGi
conmutan. Como g◦f ◦ ij = ij y f ◦g◦ιj = ιj para cada j ∈ I, por las propiedades universales
de (ij : Gj → ∗i∈IGi)j∈I y (ιj : Gj → G)j∈I , debe ser g ◦ f = id∗i∈IGi y f ◦ g = idG. �

3. Producto amalgamado de grupos

Supongamos que tenemos un diagrama de morfismos de grupos

(3)

K
f //

g

��

H

G

7



3 Producto amalgamado de grupos Preliminares sobre teoŕıa de grupos

El producto amalgamado de este diagrama es la terna

(4) (H ∗K G, iH : H → H ∗K G, iG : G→ H ∗K G),

donde H ∗K G es el grupo

H ∗K G :=
H ∗G

〈f(k)g(k)−1 : k ∈ K〉
,

e iH : H → H ∗K G e iG : G→ H ∗K G son las composiciones de las inclusiones canónicas de
H y G en H ∗G, con la proyección canónica π : H ∗G→ H ∗KG. Es evidente que el diagrama

(5)

K
f //

g

��

H

iH
��

G
iG // H ∗K G

conmuta. El producto amalgamado satisface la siguiente propiedad universal.

Teorema 1.11. Si ιH : H → L y ιG : G→ L son dos morfismos de grupos que satisfacen
ιH ◦ f = ιG ◦ g, entonces existe un único morfismo de grupos θ : H ∗K G → L tal que el
diagrama

K
f //

g

��

H

iH
��

ιH

��5555555555555555

G
iG //

ιG
))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSS H ∗K G

θ

##GGGGGGGGG

L
conmuta.

Como en el caso de grupos y productos libres diremos que una terna (L, ιH , ιG), formada
por un grupo L y morfismos ιH : H → L y ιG : G → L, es un producto amalgamado si
ιH ◦ f = ιG ◦ g y si (L, ιH , ιG) satisface la misma propiedad universal que (4).

Proposición 1.12. (L, ιH : H → L, ιG : G → L) es un producto amalgamado de un dia-
grama (3) si y sólo si el morfismo θ : H ∗K G → L, cuya existencia y unicidad fue probada
en el Teorema 1.11, es un isomorfismo.

Demostración. Es similar a las demostraciones de las Proposiciones 1.3 y 1.10. �

Supongamos que f y g son inyectivos. Nosotros identificaremos a K con f(K) y g(K),
de modo que hablaremos de transversales a izquierda de K en H en lugar de transversales
a izquierda de f(K) en H y, para h ∈ H, denotaremos con hK a la coclase a izquierda
hf(K), y similarmente para la coclase a derecha f(K)h, etcetera. Consideremos transversales
a izquierda T y T ′ de K en H y G respectivamente, ambas conteniendo al neutro e del grupo
correspondiente. Es fácil ver que cada elemento de H ∗K G puede ser escrito en la forma1

t1t
′
1 · · · trt′rk,

1Aqúı usamos una construcción de H ∗ K algo distinta de la dada arriba, en la que la palabra vaćıa es
reemplazada por la expresión eee, donde r = 1, el primer e es el neutro de H, el segundo, el de G y, el tercero,
el de K. Elejimos esta construcción para no tener que dividir la demostración del próximo resultado en varios
casos.
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Preliminares sobre teoŕıa de grupos 3 Producto amalgamado de grupos

donde

(6) r ≥ 1, t1 ∈ T, t2, . . . , tr ∈ T \ {e}, t′1, . . . , t
′
r−1 ∈ T ′ \ {e}, t′r ∈ T ′ y k ∈ K.

Probaremos a continuación que esta escritura es única. Denotemos con S al conjunto de las
sucesiones (t1, t

′
1, . . . , tr, t

′
r, k) que satisfacen (6) y con S(S) al grupo de permutaciones de S.

Para terminar la demostración será suficiente probar que existe un morfismo de grupos

p : H ∗K G→ S(S)op

tal que si u = t1t
′
1 · · · trt′rk, entonces

p(u)(e, e, e) = (t1, t
′
1, . . . , tr, t

′
r, k).

Para obtener p vamos a usar la propiedad universal de H ∗K G. Definimos

pH : H → Maps(S)op y pG : G→ Maps(S)op

donde Maps(S) := {f : S → S} provisto de la operación dada por composición, por

pH(tk′)(V ) :=



(t1, t
′
1, . . . , tr−1, t

′
r−1, tr+1, e, k

′′k′) si t′r = e y trkt = tr+1k
′′ con tr+1 6= e,

(t1, t
′
1, . . . , tr−1, t

′
r−1, k

′′k′) si r > 1, t′r = e y trkt = ek′′,

(e, e, k′′k′) si r = 1, t′1 = e y t1kt = ek′′,

(t1, t
′
1, . . . , tr, t

′
r, tr+1, e, k

′′k′) si t′r 6= e, t 6= e y kt = tr+1k
′′,

(t1, t
′
1, . . . , tr, t

′
r, kk

′) si t′r 6= e y t = e,

y

pG(t′k′)(V ) := (t1, t
′
1, . . . , tr, t

′
r+1, k

′′k′) si t′rkt
′ = t′r+1k

′′,

donde V := (t1, t
′
1, . . . , tr, t

′
r, k). Un cálculo directo muestra que pH y pG son morfismos de

monoides y, por lo tanto, im(pH) ⊆ S(S)op e im(pG) ⊆ S(S)op. Además, usando el mismo
procedimiente se puede ver que pH(ek′) = pG(ek′) para todo k′ ∈ K. En consecuencia, por el
Teorema 1.11, existe p : H ∗K G → S(S)op tal que p ◦ iH = pH yp ◦ iG = pG. Por último se
sigue por inducción en r que si u = t1t

′
1 · · · trt′rk satisface las condiciones (6), entonces

p(u)(e, e, e) = pG(t′rk) ◦ pH(tr) ◦ · · · ◦ pG(t′1) ◦ pH(t1)(e, e, e) = (t1, t
′
1, . . . , tr, t

′
r, k),

como queŕıamos.

Corolario 1.13. Si en un diagrama como (5) los morfismos f y g son inyectivos, en-
tonces también iH e iG lo son y además K = H ∩ G, donde hemos identificado K, H y G
con iH(f(K)), iH(H) e iG(G), respectivamente.

Nota 1.14. Se sigue facilmente de los comentarios que preceden al corolario anterior, que
si x ∈ H ∗K G tiene orden finito, entonces x ∈ H ∪ G. En particular si H y G no tienen
torsión, entonces H ∗K G tampoco la tiene.

Nota 1.15. Supongamos que H y G son dos grupos y que K ⊆ H ′ ⊆ H y K ⊆ G′ ⊆ G son
dos cadenas de subgrupos. Se sigue facilmente de los comentarios que preceden al corolario
anterior, que el morfismo canónico

H ′ ∗K G′ → H ∗K G

es siempre inyectivo, y que es sobreyectivo si y sólo si H ′ = H y G′ = G.

9



4 El grupo G∗a Preliminares sobre teoŕıa de grupos

Nota 1.16. Supongamos que K es un subgrupo normal de H y de G. Se sigue facilmente
de los comentarios que preceden al corolario anterior que el morfismo canónico

H ∗K G→ H

K
∗ G
K

es sobreyectivo y que su núcleo es K.

Nota 1.17. Supongamos que H∗KG es finitamente generado. Escribiendo cada generador
en forma normal podemos encontrar subconjuntos finitos S y T de H y G respectivamente,
tales que H∗KG = 〈S∪T 〉. Aśı, si H ′ := 〈S∪K〉 y G′ := 〈T∪K〉, entonces H ′∗KG′ = H∗KG,
lo que por la nota anterior implica que H ′ = H y G′ = G. En particular si K es finitamente
generado, entonces H y G también lo son.

4. El grupo G∗a

A continuación daremos una construcción de la teoŕıa de grupos que necesitaremos más
adelante.

Definición 1.18. Dados un subgrupo K de un grupo G y un monomorfismo a : K → G
de grupos definimos

G∗a :=
G ∗ 〈x〉

〈kxa(k)−1 : k ∈ K〉
,

donde 〈x〉 es el grupo ćıclico infinito y kx := x−1kx.

Nota 1.19. Si K = e, entonces G∗a = G ∗ 〈x〉.

Tomemos transversales a izquierda T y T ′ de K y a(K) en G respectivamente, ambas
conteniendo a e. Debido a la relación de conmutatividad kx = xa(k), todo elemento de G∗a
puede ser escrito en la forma

(7) g1x
ε1g2x

ε2 · · · gnxεngn+1,

donde

(8) n ≥ 0, εi = ±1, gi 6= e si εi−1 + εi = 0 y gi ∈

{
T si εi = 1,

T ′ si εi = −1.

Proposición 1.20. La escritura (7) es única. En particular G ⊆ G∗a y el orden de x es
infinito.

Demostración. Siguiendo el procedimiento usado para el producto amalgamado deno-
tamos con S el conjunto de las sucesiones (g1, ε1, . . . , gn, εn, gn+1) que cumplen (8) y con S(S)
al grupo de permutaciones de S. Como antes, el objetivo será constrúır un morfismo de grupos

(9) q : G∗a → S(S)op

tal que si u ∈ G∗a se escribe como u := g1x
ε1g2x

ε2 · · · gnxεngn+1 sujeto a las condiciones (8),
entonces

q(u)(e) = (g1, ε1, . . . , gn, εn, gn+1).

Con este proposito consideremos el morfismo qG : G → S(S)op y la permutación ξ de S,
definidos respectivamente por

qG(g)(g1, ε1, . . . , gn, εn, gn+1) := (g1, ε1, . . . , gn, εn, gn+1g)

10
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y

ξ(V ) :=


(t, 1, a(k)) si n = 0 y g1 = tk con t ∈ T ,

(g1, ε1, . . . , gn, εn, t, 1, a(k)) si n > 0, εn = 1 y gn+1 = tk con t ∈ T ,

(g1, ε1, . . . , gn, εn, t, 1, a(k)) si n > 0, εn = −1 y gn+1 = tk con t ∈ T \ {e},
(g1, ε1, . . . , gn−1, εn−1, gna(k)) si n > 0, εn = −1 y gn+1 = k ∈ K,

donde V := (g1, ε1, . . . , gn, εn, gn+1). Como

ξ ◦ qG(k) = q(a(k)) ◦ ξ para todo k ∈ K,

existe un morfismo como (9) tal que q(x) = ξ y q(g) = qG(g) para todo g ∈ G. Por último,
usando que

ξ−1(V )=


(g′1,−1, k) si n = 0 y g1 = g′1a(k) con g′1 ∈ T ′,
(g1, . . . , εn, g

′
n+1,−1, k) si n > 0, εn = −1 y gn+1 = g′n+1a(k) con g′n+1 ∈ T ′,

(g1, . . . , εn, g
′
n+1,−1, k) si n>0, εn=1 y gn+1 =g′n+1a(k) con g′n+1∈T ′\{e},

(g1, . . . , εn−1, gnk) si n > 0, εn = 1 y gn+1 = a(k),

donde V := (g1, ε1, . . . , gn, εn, gn+1), se sigue facilmente que

q(u)(e) = q(gn+1) ◦ q(xεn) ◦ q(gn) ◦ · · · ◦ q(xε1) ◦ q(g1)(e) = (g1, ε1, . . . , gn, εn, gn+1),

como queŕıamos. �

Nota 1.21. Se sigue inmediatamente de la proposición anterior que cada elemento de G
se escribe de manera única como

g1x
ε1g2x

ε2 · · · gnxεngn+1,

donde

n ≥ 0, ±εi ∈ N, gi 6= e si 1 < i ≤ n y gi ∈

{
T si εi ∈ N,

T ′ si −εi ∈ N.

Nota 1.22. La aplicación π : G∗a → 〈x〉, dada por

π
(
g1x

ε1g2x
ε2 · · · gnxεngn+1

)
= xε1+···+εn ,

es un morfismo sobreyectivo de grupos. Además si K = a(K) = G, entonces ker(π) = G.
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Caṕıtulo 2

Preliminares sobre cohomoloǵıa de grupos

En este caṕıtulo presentamos algunos preliminares sobre cohomoloǵıa de grupos que ne-
cesitaremos en los caṕıtulos siguentes. Empezamos con algunas notaciones. Denotaremos con
R a un anillo con unidad no necesariamente conmutativo, con Z al anillo de los enteros, y con
Z2 al anillo de los enteros módulo 2. Además G denotará siempre a un grupo con identidad
e y RG al anillo de grupo de G sobre R. Por definición los elementos de RG son las sumas
formales

∑
g∈G rgg, donde rg ∈ R, g ∈ G y la cantidad de los rg no nulos es finita. La suma

y el producto en RG están definidos por(∑
g∈G

rgg

)
+

(∑
g∈G

sgg

)
:=
∑
g∈G

(rg + sg)g

y (∑
g∈G

rgg

)(∑
g∈G

sgg

)
:=
∑
g∈G

(∑
xy=g

rxsy

)
g,

respectivamente.

Notemos que si H es un subgrupo de G, entonces RH es un subanillo de RG y RG es
libre sobre RH con base dada por las coclases a izquierda (o por las coclases a derecha) de
H en G.

Todos los RG-módulos que consideraremos serán a derecha. Notemos que R es en si mismo
un RG-módulo via la acción trivial dada por r(sg) := rs para r, s ∈ R y g ∈ G.

Una resolución proyectiva de R como RG-módulo es una sucesión exacta de morfismos de
RG-módulos

· · ·
dn+1 // Pn

dn // Pn−1
dn−1 // · · · d2 // P1

d1 // P0
ε // R // 0,

con cada Pi proyectivo. Recordemos que una tal resolución siempre existe, pues podemos
tomar como P0 a RG, como ε al morfismo definido por ε

(∑
g∈G rgg

)
:=
∑

g∈G rg y supuestos
constrúıdos P1, . . . , Pn con sus respectivos di podemos elegir Pn+1 como cualquier RG-módulo
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libre que se aplique sobre ker dn, y tomar dn+1 como esta aplicación. Esta construcción da
una sucesión de RG-módulos libres (y en particular proyectivos) Pi. Para cada RG-módu-
lo cualquiera A, aplicando el funtor HomRG(−, A) a esta resolución, obtenemos una nueva
sucesión

· · ·
d∗n−1 // HomRG(Pn−1, A)

d∗n // HomRG(Pn, A)
d∗n+1 // HomRG(Pn+1, A)

d∗n+2 // · · · ,

en la categoŕıa de grupos abelianos, que claramente satisface d∗n+1 ◦ d∗n = 0. Definimos el
n-ésimo grupo de cohomoloǵıa de G con coeficientes en A, como

Hn(G,A) :=
ker d∗n+1

im d∗n
,

donde para el caso n = 0 consideramos que P−1 = 0 y aśı, im d∗−1 = 0. Por la teoŕıa básica

del Álgebra Homológica este grupo no depende de la resolución proyectiva elegida (ver [M,
pg. 87-88] para una demostración). Por ejemplo si G := 〈g〉 es el grupo ćıclico de orden m,
entonces podemos usar la resolución

· · · σ // RG
δ // RG

σ // RG
δ // RG

σ // RG
δ // RG

ε // R // 0,

donde δ es la multiplicación por g − 1 y σ es la multiplicación por 1 + g + · · ·+ gm−1. Por lo
tanto, usando la identificación

HomRG(RG,A) ' A,
obtenemos que, en este caso,

H0(G,A) = {a ∈ A : ag = a},

H2n−1(G,A) =
{a ∈ A : a+ ag + · · ·+ agm−1 = 0}

{a− ag : a ∈ A}
,

H2n(G,A) =
{a ∈ A : ag = a}

{a+ ag + · · ·+ agm−1 : a ∈ A}
,

donde n ∈ N. En particular

H0(G,R) = R, H2n−1(G,R) = {a ∈ R : ma = 0} y H2n(G,R) =
R

mR
.

Notemos que si m > 1 y R = Z, estos grupos son todos diferentes de cero.

Volvamos ahora al caso de un grupo arbitrario. Como el funtor HomRG(−, A) es exacto a
izquierda,

H0(G,A) = HomRG(R,A) = AG := {a ∈ A : ag = a para todo g ∈ G}.
Supongamos ahora que tenemos un morfismo de RG-módulos f : A → B. Para cada n ≥ 0,
el siguiente diagrama

HomRG(Pn−1, A)
d∗n //

f∗
��

HomRG(Pn, A)
d∗n+1 //

f∗
��

HomRG(Pn+1, A)

f∗
��

HomRG(Pn−1, B)
d∗n // HomRG(Pn, B)

d∗n+1 // HomRG(Pn+1, B)

conmuta (en el caso n = 0 consideramos que P−1 es cero). Por lo tanto queda definido un
morfismo

f∗ : Hn(G,A)→ Hn(G,B),

14
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por f∗(a) := f∗(a) (donde, como es usual, usamos la ĺınea superior para denotar a la clase
de un elemento de un grupo en un cociente). Se verifica que A 7→ Hn(G,A) es un functor
covariante de RG-módulos en grupos abelianos, siendo Hn(G, f) := f∗.

Proposición 2.1. Si

0 // Y
f // Pn−1

dn−1 // · · · d1 // P0
ε // R // 0

es una sucesión exacta de RG-módulos, con n > 0 y P0, . . . , Pn−1 proyectivos, entonces para
cada RG-módulo A hay una sucesión exacta de grupos abelianos

HomRG(Pn−1, A)
f∗ // HomRG(Y,A)

h // Hn(G,A) // 0.

Demostración. Tomemos primero un RG-módulo libre Pn y un epimorfismo de RG-
módulos g : Pn → Y , y luego un RG-módulo libre Pn+1 y un epimorfismo de RG-módulos
dn+1 : Pn+1 → ker g. Usando la sucesión exacta de RG-módulos

Pn+1
dn+1 // Pn

f◦g // Pn−1
dn−1 // · · · d1 // P0

ε // R // 0,

obtenemos que

Hn(G,A) =
ker d∗n+1

im(f ◦ g)∗
.

Por otra parte aplicando el funtor HomRG(−, A) a la sucesión exacta de RG-módulos

Pn+1
dn+1 // Pn

g // Y // 0,

obtenemos la sucesión exacta de grupos abelianos

0 // HomRG(Y,A)
g∗ // HomRG(Pn, A)

d∗n+1 // HomRG(Pn+1, A).

En otras palabras

g∗ : HomRG(Y,A)→ ker d∗n+1

es un isomorfismo y, aśı,

Hn(G,A) =
ker d∗n+1

im(f ◦ g)∗
' HomRG(Y,A)

im f∗
,

como queŕıamos. �

Proposición 2.2. Son equivalentes:

1. Si

0 // Y
g // Pn−1

dn−1 // · · · d1 // P0
ε // R // 0

es una sucesión exacta de RG-módulos con P0, . . . , Pn−1 proyectivos, entonces Y tam-
bién es proyectivo.

2. Existe una sucesión exacta

0 // Pn
dn // Pn−1

dn−1 // · · · d1 // P0
ε // R // 0

de RG-módulos con P0, . . . , Pn proyectivos.
3. Hk(G,A) = 0 para todo RG-módulo A y todo k > n.
4. Hn+1(G,A) = 0 para todo RG-módulo A.
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5. Si f : A→ B es un epimorfismo de RG-módulos, entonces f∗ : Hn(G,A)→ Hn(G,B)
también es un epimorfismo.

Las equivalencias están establecidas para n = 1. Para n=0 se debe cambiar el item 1) por
“R es un RG-módulo proyectivo” y el item 2) por “existe una sucesión 0→ P0 → R→ 0 de
RG-módulos, con P0 proyectivo”.

Demostración. Es claro que 1) ⇒ 2) ⇒ 3) ⇒ 4). Veamos que 4) ⇒ 1). Tomemos una
sucesión exacta

(10) 0 // Q
α // Pn

β // Y // 0

de RG-módulos con Pn proyectivo y completemos la sucesión del item 1) a

0 // Q
α // Pn

dn // Pn−1
dn−1 // · · · d1 // P0

ε // R // 0

donde dn := g ◦ β. Por la Proposición 2.1 hay una sucesión exacta

HomRG(Pn, Q)
α∗ // HomRG(Q,Q)

h // Hn+1(G,Q) // 0

Como por hipótesis Hn+1(G,Q) = 0 se sigue que la sucesión (10) es partible y, por lo tan-
to, Y es proyectivo. Veamos a continuación que 2) ⇒ 5). Como f es sobreyectiva y Pn es
proyectivo, f∗ : HomRG(Pn, A) → HomRG(Pn, B) es un epimorfismo. Aśı, dado que por 2)
los grupos abelianos Hn(G,A) y Hn(G,B) son cocientes de HomRG(Pn, A) y HomRG(Pn, B)
respectivamente, también f∗ es un epimorfismo. Probemos por último que 5)⇒ 1). Para ello
tomemos un epimorfismo f : A→ B de RG-módulos. Por la Proposición 2.1 hay un diagrama
conmutativo con filas exactas

HomRG(Pn−1, A)
g∗ //

f∗
��

HomRG(Y,A) //

f∗
��

Hn(G,A)

f∗
��

// 0

HomRG(Pn−1, B)
g∗ // HomRG(Y,B) // Hn(G,B) // 0

en el que, por hipótesis f∗ es un epimorfismo. Como, por ser Pn−1 proyectivo la flecha vertical
de la izquierda f∗ es sobreyectiva, también lo es la del medio. En consecuencia, dado que f
es arbitrario, Y es proyectivo. �

Cuando se cumpla cualquiera de estas condiciones equivalentes diremos que G tiene di-
mensión cohomológica a lo sumo n sobre R y escribiremos cdRG ≤ n. Si esto no pasa para
ningún n diremos que la dimensión cohomológica de G sobre R es infinita y escribiremos
cdRG =∞. Por ejemplo si G es un grupo ćıclio finito y no trivial, entonces cdRG =∞.

Si H es un subgrupo de un grupo G y M es un RH-módulo, entonces HomRH(RG,M) es
un RG-módulo via la acción definida por fg(u)=f(gu), donde f ∈ HomRH(RG,M) y g ∈ G.

Lema 2.3. Para cada RH-módulo M y cada RG-módulo N hay un isomorfismo de grupos
abelianos

θMN : HomRG(N,HomRH(RG,M))→ HomRH(N,M),

que es natural en M y N .
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La naturalidad de θMN significa que si h : M → M ′ y g : N ′ → N son morfismos de
RH-módulos y de de RG-módulos respectivamente, entonces el diagrama

HomRG(N,HomRH(RG,M))

α(g,h)
��

θMN // HomRH(N,M)

β(g,h)
��

HomRG(N ′,HomRH(RG,M ′))
θM′N′ // HomRH(N ′,M ′),

conmuta, donde α(g, h) y β(g, h) están definidos por

α(g, h)(f) := h∗ ◦ f ◦ g y β(g, h)(f) := h ◦ f ◦ g,
siendo h∗ : HomRH(RG,M)→ HomRH(RG,M ′) el morfismo inducido por h.

Demostración. Definimos θMN por θ(f)(n) := f(n)(e), donde e es el neutro de RG.
Dejamos al lector la tarea de probar que θ(f) ∈ HomRH(N,M) y que θ es aditiva y natural
en M y N . Para ver que es biyectiva es suficiente probar que hay una aplicación

ϑ : HomRH(N,M)→ HomRG(N,HomRH(RG,M))

tal que θ ◦ ϑ = id y ϑ ◦ θ = id. Definimos esta aplicación por ϑ(f)(n)(g) := f(ng) para n ∈ N
y g ∈ RG. Dejamos también al lector la tarea de probar que ϑ(f)(n) ∈ HomRH(RG,M) y
que ϑ(f) ∈ HomRG(N,HomRH(RG,M)). Por último

θ(ϑ(f))(n) = ϑ(f)(n)(e) = f(n) y ϑ(θ(f))(n)(g) = θ(f)(ng) = f(ng)(e) = f(n)(g),

como queŕıamos. �

Proposición 2.4 (Lema de Shapiro). Si H es un subgrupo de G y M es un RH-módulo,
entonces Hn(H,M) = Hn(G,HomRH(RG,M)).

Demostración. Consideremos una resolución libre de R como RG-módulo

· · ·
dn+1 // Pn

dn // Pn−1
dn−1 // · · · d2 // P1

d1 // P0
ε // R // 0,

Dado que cada Pn es también libre como RH-módulo, podemos calcular H∗(H,M) aplican-
do HomRH(−,M) a esta resolución. Aśı el resultado se sigue de que, por el lema anterior,
HomRH(Pn,M) es naturalmente isomorfo a HomRG(Pn,HomRH(RG,M)). �

Corolario 2.5. Si H ⊆ G entonces cdRH ≤ cdRG.

Corolario 2.6. Si cdRG <∞, entonces G no tiene torsión.

Demostración. En caso contrario G tiene un subgrupo ćıclico finito y no trivial H.
Como cdZH =∞ esto contradice la Proposición 2.4. �

Definición 2.7. Un complejo de R-módulos

· · ·
dn+1 // Xn

dn // Xn−1
dn−1 // · · · d1 // X0

ε // A // 0,

se parte si existen morfismos

η : A→ X0 y si : Xi → Xi+1 para i ≥ 0,

tales que ε ◦ η = id, η ◦ ε+ d1 ◦ s0 = id y si−1 ◦ di + di+1 ◦ si = id para i > 0.

Lema 2.8. Toda sucesión que se parte es exacta.
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Demostración. Para cada i > 0 y x ∈ ker di,

x = (si−1 ◦ di + di+1 ◦ si)(x) = di+1(si(x))

y, aśı, ker di ⊆ im di+1. Similarmente ε es sobreyectiva y ker ε ⊆ im d1. �

Lema 2.9. Si

· · ·
dn+1 // Xn

dn // Xn−1
dn−1 // · · · d1 // X0

ε // A // 0,

es una sucesión exacta de R-módulos y tanto A como todos los Xi son proyectivos, entonces
la sucesión se parte.

Demostración. Para unificar notaciones escribimos d0 en lugar de ε yX−1 en lugar de A.
Como d0 es un epimorfismo y X−1 es proyectivo existe s−1 : X−1 → X0 tal que d0 ◦ s−1 = 1.
Supongamos que para n ≥ 0 fijo hemos definidos si : Xi → Xi+1 para 0 ≤ i < n con la
propiedad de que di+1 ◦ si = 1 − si−1 ◦ di. Entonces im(1 − sn−1 ◦ dn) ⊆ ker dn = im dn+1 y,
aśı, como Xn es proyectivo, existe sn : Xn → Xn+1 tal que dn+1 ◦ sn = 1− sn−1 ◦ dn �

Si M es ZG-módulo y R es un anillo, entonces M ⊗Z R es un RG-módulo via la acción
definida por (m⊗ r)sg := mg ⊗ rs, donde m ∈M , rs ∈ R y g ∈ G.

Lema 2.10. Para cada ZG-módulo M y cada RG-módulo N hay un isomorfismo de grupos
abelianos

θMN : HomRG(M ⊗Z R,N)→ HomRH(M,N),

que es natural en M y N .

La naturalidad de θMN significa que si h : M ′ → M y g : N → N ′ son morfismos de
ZG-módulos y de de RG-módulos respectivamente, entonces el diagrama

HomRG(M ⊗Z R,N)

α(g,h)
��

θMN // HomRH(M,N)

β(g,h)
��

HomRG(M ′ ⊗Z R,N ′)
θM′N′ // HomRH(N ′,M ′),

conmuta, donde α(g, h) y β(g, h) están definidos por

α(g, h)(f) := g ◦ f ◦ (h⊗R) y β(g, h)(f) := g ◦ f ◦ h.

Demostración. Definimos la aplicación θMN por θ(f)(m) := f(m⊗ 1). Es evidente que
θ(f) ∈ HomRH(N,M) y que θ es aditiva y dejamos al lector la tarea de comprobar que es
natural en M y N . Para ver que es biyectiva es suficiente probar que hay una aplicación

ϑ : HomRH(N,M)→ HomRG(M ⊗Z R,N)

tal que θ◦ϑ = id y ϑ◦θ = id. Definimos esta aplicación por ϑ(f)(m⊗r) := f(m)r para m ∈M
y r ∈ R. Dejamos también al lector la tarea de probar que ϑ(f) ∈ HomRG(M ⊗Z R,N). Por
último

θ(ϑ(f))(m) = ϑ(f)(m⊗ 1) = f(m) y ϑ(θ(f))(m⊗ r) = θ(f)(m)r = f(m⊗ 1)r = f(m⊗ r),
como queŕıamos. �

Proposición 2.11. Si M es un RG-módulo, entonces Hn(G,M) no depende de que se
considere a M como RG-módulo o como ZG-módulo.
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Demostración. Consideremos una resolución proyectiva

· · · // Pn // Pn−1
// · · · // P1

// P0
// Z // 0,

de Z como ZG-módulo. Por el Lema 2.9 esta sucesión es partible y aśı también lo es la
sucesión

· · · // Pn ⊗Z R // Pn−1 ⊗Z R // · · · // P1 ⊗Z R // P0 ⊗Z R // R // 0,

Por lo tanto, por el Lema 2.8 esta última es una resolución de R como RG-módulo. Como
además cada Pn ⊗Z R es proyectivo podemos calcular Hn(G,M), para el RG-módulo M ,
aplicando HomRG(−,M) a esta resolución. Aśı, por el lema anterior, el resultado se sigue de
que HomRG(Pn ⊗Z R,M) es naturalmente isomorfo a HomZG(Pn,M). �

Lema 2.12. Supongamos que R es un anillo conmutativo y que

· · ·
d′n+1 // X ′n

d′n // X ′n−1

d′n−1 // · · ·
d′1 // X ′0

ε′ // A′ // 0

y

· · ·
d′′n+1 // X ′′n

d′′n // X ′′n−1

d′′n−1 // · · ·
d′′1 // X ′′0

ε′′ // A′′ // 0

son complejos de R-módulos que se parten. Si definimos Xn y dn+1 : Xn+1 → Xn para n ≥ 0
por

Xn =
⊕
i+j=n

X ′i ⊗R X ′′j y dn+1(x′i ⊗ x′′j ) := d′i(x
′
i)⊗ x′′j + (−1)ix′i ⊗ d′′j (x′′j ),

entonces la sucesión

· · ·
dn+1 // Xn

dn // Xn−1
dn−1 // · · · d1 // X0

ε // A′ ⊗R A′′ // 0,

donde ε := ε′ ⊗ ε′′, se parte.

Demostración. Tomemos morfismos η′ : A′ → X ′0, s′n : X ′n → X ′n+1, η′′ : A′′ → X ′′0 y
s′′n : X ′′n → X ′′n+1 que parten a la primera y segunda sucesión respectivamente y definamos
η : A′ ⊗R A′′ → X0 y sn : Xn → Xn+1 como

η(a′ ⊗ a′′) := η′(a′)⊗ η′′(a′′),

sn(x′i ⊗ x′′j ) :=

{
s′0(x′0)⊗ x′′n + η′ε′(x′0)⊗ s′′n(x′′n) si i = 0,

s′i(x
′
i)⊗ x′′j si i > 0,

respectivamente. Un cálculo directo muestra que estos morfismos η y sn parten la sucesión
deseada. �

Corolario 2.13. La sucesión de R-módulos

· · ·
dn+1 // Xn

dn // Xn−1
dn−1 // · · · d1 // X0

ε // A′ ⊗R A′′ // 0,

es exacta.

Observación 2.14. El Lema 2.12 y su corolario se extienden directamente a cualquier
producto tensorial finito de sucesiones.

Teorema 2.15. Si H es un subgrupo de un grupo G tal que |G : H| <∞ y cdRG <∞,
entonces cdRH = cdRG.
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Demostración. Denotemos con n a cdRG = n y tomemos un RG-módulo M tal que
Hn(G,M) 6= 0. Para probar la proposición será suficiente ver que existe un epimorfismo
ψ : HomRH(RG,M) → M de RG-módulos. En efecto, en este caso, por el item 5 de la la
Proposición 2.2, también ψ∗ : Hn(G,HomRH(RG,M)) → Hn(G,M) es un epimorfismo. Por
lo tanto, según la Proposición 2.4, sabemos que Hn(H,M) = HomRH(RG,M) 6= 0, lo que
implica que cdRH ≥ n. Veamos que existe tal epimorfismo ψ. Tomemos una transversal
{t1, . . . , tm} del conjunto de clases a izquierda de H en G, de modo que G =

⊔
tiH =

⊔
Ht−1

i
y consideremos la aplicación

ϕ : HomRH(RG,M)→M ⊗RH RG,

definida por ϕ(f) :=
∑m

i=1 f(ti) ⊗ t−1
i . Notemos que ϕ(f) no depende de la transversal

{t1, . . . , tm} elegida pues si ui = tihi con hi ∈ H, entonces

m∑
i=1

f(ui)⊗ u−1
i =

m∑
i=1

f(tihi)⊗ (tihi)
−1 =

m∑
i=1

f(ti)hi ⊗ h−1
i t−1

i =
m∑
i=1

f(ti)⊗ t−1
i .

Afirmamos que ϕ es RG-lineal. Para verificar esto debemos ver que

ϕ(f1 + f2) = ϕ(f1) + ϕ(f2), ϕ(fr) = ϕ(f)r y ϕ(fg) = ϕ(f)g

donde f, f1, f2 ∈ HomRH(RG,M), r ∈ R y g ∈ G. Pero

ϕ(f1 + f2) =
m∑
i=1

(f1(ti) + f2(ti))⊗ t−1
i =

m∑
i=1

f1(ti)⊗ t−1
i +

m∑
i=1

f2(ti)⊗ t−1
i = ϕ(f1) + ϕ(f2),

ϕ(fr) =
m∑
i=1

f(rti)⊗ t−1
i =

m∑
i=1

f(ti)r ⊗ t−1
i =

m∑
i=1

f(ti)⊗ t−1
i r = ϕ(f)r

y

ϕ(fg) =

m∑
i=1

f(gti)⊗ t−1
i =

(
m∑
i=1

f(gti)⊗ (gti)
−1

)
g = ϕ(f)g.

Además ϕ es biyectiva pues, dado que RG =
⊕
tiRH como RH-módulo a derecha, cada

f ∈ HomRH(RG,M) está determinada por una elección arbitraria de f(t1), . . . , f(tn), y,
puesto que RG =

⊕
RHt−1

i como RH-módulo a izquierda,

M ⊗RH RG = M ⊗RH
m⊕
i=1

RHt−1
i =

m⊕
i=1

M ⊗RH RHt−1
i ,

de manera que cada elemento en M ⊗RH RG se escribe de forma única como
∑
xi ⊗ t−1

i con
x1, . . . , xm ∈M . Componiendo ϕ con el epimorfismo de RG-módulos M ⊗RH RG→M , dado
por m⊗ g 7→ mg, obtenemos el epimorfismo ψ buscado. �

Definición 2.16. Decimos que un grupo G tiene R-torsión, donde R es un anillo arbi-
trario, si existe un subgrupo finito de G cuyo orden no es inversible en R.

Teorema 2.17. Si R es conmutativo, G no tiene R-torsión y H es un subgrupo de G de
ı́ndice finito, entonces cdRH = cdRG.
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Demostración. Tomemos una resolución proyectiva

· · ·
dn+1 // Pn

dn // Pn−1
dn−1 // · · · d1 // P0

ε // R // 0,

de R como RH-módulo y escribamos m := |G : H|. Definimos

(11) Qn :=
⊕

i1+···+im=n

Pi1 ⊗R · · · ⊗R Pim .

Por el Lema 2.9 y su observación, esta resolución se parte como complejo de R-módulos. Aśı,
podemos usar el Lema 2.12 (aplicado a más de una sucesión) para obtener la sucesión exacta
de R-módulos

· · ·
δn+1 // Qn

δn // Qn−1
δn−1 // · · · δ1 // Q0

ε // R // 0,

donde

ε(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) := ε(x1) · · · ε(xm)

y

δn(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) :=

m∑
j=1

(−1)i1+···+ij−1x1 ⊗ · · · ⊗ xj−1 ⊗ dij (xj)⊗ xj+1 ⊗ · · · ⊗ xm

si xj ∈ Pij para 1 ≤ j ≤ m. Nuestro objetivo será dotar a los Qk de una estructura de
RG-módulo que los haga proyectivos y tal que los δ sean morfismos de RG-módulos. De esta
manera, si cdRH < ∞, entonces podremos elegir los Pi de forma tal que sean todos cero
a partir de cierto u ∈ N y, aśı quedará Qi = 0 para i > um, por lo que cdRG < ∞ y el
resultado se seguirá del Teorema 2.15. Notemos que si cdH =∞ entonces, por el corolario a
la Proposición 2.4, también cdG =∞. Denotemos con M al conjunto

M := {(σ, h1, . . . , hm) : σ ∈ Sm y h1, . . . , hm ∈ H},

dotado del producto

(σ, h1, . . . , hm)(τ, k1, . . . , km) := (τ ◦ σ, hτ−1(1)k1, . . . , hτ−1(m)km).

Es fácil comprobar que M es un grupo. Fijemos una transversal a derecha {t1, . . . , tm} de H
en G de modo que G =

⋃m
i=1Hti. Para todo g ∈ G existen un único σ ∈ Sm y elementos

únicos h1, . . . , hm de H tales que tig = hσ(i)tσ(i). La aplicación

θ : G→M,

definida por θ(g) := (σ, h1, . . . , hm) es un morfismo de grupos. Definimos una acción de RM
en Qn por

(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) · r(σ, h1, . . . , hm) := (−1)axσ−1(1)h1 ⊗ · · · ⊗ xσ−1(m)hmr,

donde, si xj ∈ Pij para 1 ≤ j ≤ m,

a :=
∑

{(j,l):j<l y σ(j)>σ(l)}

ijil.

Veamos que esta es efectivamente una acción. Como claramente

(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) · (id, e, . . . , e) = (x1 ⊗ · · · ⊗ xm).
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sólo debemos comprobar que

(12) (x1 ⊗ · · · ⊗ xm) · rζsξ =
(
x1 ⊗ · · · ⊗ xm) · rζ

)
· sξ

donde ζ := (σ, h1, . . . , hm) y ξ := (τ, k1, . . . , km). Es obvio que podemos suponer que r=s=1.
Por definición(

(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) · ζ
)
· ξ = (−1)a

(
xσ−1(1)h1 ⊗ · · · ⊗ xσ−1(m)hm

)
· ξ

= (−1)a(−1)bxσ−1(τ−1(1))hτ−1(1)k1 ⊗ · · · ⊗ xσ−1(τ−1(m))hτ−1(1)km,

donde

b :=
∑

{(j,l):j<l y τ(j)>τ(l)}

iσ−1(j)iσ−1(l).

Por otra parte se sigue también de la definición que

(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) · ζξ′ = (−1)cxσ−1(τ−1(1))hτ−1(1)k1 ⊗ · · · ⊗ xσ−1(τ−1(m))hτ−1(m)km,

donde

c :=
∑

{(j,l):j<l y τ(σ(j))>τ(σ(l))}

iσ−1(τ−1(j))iσ−1((τ−1l)).

En consecuencia, para verificar (12) es suficiente ver que (−1)a+b = (−1)c. Pero

a+ b =
∑

{(j,l):j<l y σ(j)>σ(l)}

ijil +
∑

{(j,l):σ(j)<σ(l) y τ(σ(j))>τ(σ(l))}

ijil

=
∑

{(j,l):j<l, σ(j)>σ(l) y τ(σ(j))>τ(σ(l))}

ijil +
∑

{(j,l):j<l, σ(j)>σ(l) y τ(σ(j))<τ(σ(l))}

ijil

+
∑

{(j,l):j<l, σ(j)<σ(l) y τ(σ(j))>τ(σ(l))}

ijil +
∑

{(j,l):j>l, σ(j)<σ(l) y τ(σ(j))>τ(σ(l))}

ijil,

y, como la suma del primer y tercer término del lado derecho de la última igualdad es c y el
segundo y cuarto término coinciden, (−1)a+b = (−1)c. Definimos la acción de RG sobre cada
Qn por medio de θ. Es decir

(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) · rg := (x1 ⊗ · · · ⊗ xm) · rθ(g).

Probemos a continuación que δn : Qn → Qn−1 es un morfismos de RM -módulos y, por lo
tanto también de RG-módulos, para cada n ≥ 1. Para ello será suficiente ver que

(13) δn
(
(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) · ζ

)
= δn

(
(x1 ⊗ · · · ⊗ xm)

)
· ζ,

para ζ ∈ M de la forma ζ := (id, h1, . . . , hm) o ζ := ((r, r + 1), e, . . . , e). Es evidente que la
igualdad (13) se satisface en el primer caso. Supongamos entonces que estamos en el segundo.
Los términos en el lado izquierdo y derecho de (13) en los que aparece dij (xj) con j fijo y
distinto de r y r + 1 son idénticos y de la forma

(−1)i1+···+ij−1+irir+1x1 ⊗ · · · ⊗ dij (xj)⊗ · · · ⊗ xm
dónde los x1, . . . , xm están en órden salvo que xr+1 precede a xr. Finalmente la suma de los
dos términos restantes en el lado izquierdo de (13) es

(−1)irir+1(−1)i1+···+ir−1x1 ⊗ · · · ⊗ xr−1 ⊗ dir+1(xr+1)⊗ xr ⊗ xr+2 ⊗ · · · ⊗ xm
+ (−1)irir+1(−1)i1+···+ir−1+ir+1x1 ⊗ · · · ⊗ xr−1 ⊗ xr+1 ⊗ dir(xr)⊗ xr+2 ⊗ · · · ⊗ xm,
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mientras que la suma análoga en el lado derecho de (13) es

(−1)i1+···+ir−1(−1)(ir−1)ir+1x1 ⊗ · · · ⊗ xr−1 ⊗ xr+1 ⊗ dir(xr)⊗ xr+2 ⊗ · · · ⊗ xm
+ (−1)i1+···+ir(−1)ir(ir+1−1)x1 ⊗ · · · ⊗ xr−1 ⊗ dir+1(xr+1)⊗ xr ⊗ xr+2 ⊗ · · · ⊗ xm,

que evidentemente coincide con la anterior. Resta ver que los Qn son RG-módulos proyectivos.
Notemos que hasta ahora no hemos usado que G no tiene R-torsión.

Para ver que los Qn son proyectivos como RG-módulos probaremos en general que para
toda familia (Pi)i≥0 de RH-módulos proyectivos el RG-módulo Q =

⊕
n≥0Qn, obtenido

tomando Qn como en (11), es proyectivo. Para ello podemos asumir que los Pi son libres,
pues si probamos este caso podremos pasar al de los Pi proyectivos usando que existen RH-
módulos P ′i tales que los P ′′i := Pi⊕P ′i son libres y que Qn es sumando directo del RG-módulo
Q′′ asociado a la familia (P ′′i )i≥0. Tomemos X :=

⋃
i≥0Xi donde Xi es una base fijada de Pi.

Claramente el conjunto

W := {x1h1 ⊗ · · · ⊗ xnhn : xi ∈ X y hi ∈ H con i = 1, . . . , n},

es una base de Q como R-módulo. Notemos que W ∪ −W es invariante por la acción de G
definida arriba. Consideremos la acción a derecha de G×Z2 sobre W ∪ −W , definida por

w · (g, u) :=

{
w · g si u = 0,

−w · g si u = 1.

Tomemos un subconjunto W0 de W que tenga exactamente un elemento de cada órbita de
W ∪ −W por esta acción. Como Q es un R-módulo libre sobre W ,

Q =
⊕
w∈W0

w ·RG.

Afirmamos que los w ·RG son proyectivos. Para cada w ∈ W denotemos con Kw al estabili-
zador de w por la acción de G. Afirmamos que Kw siempre es finito. Para ver esto denotemos
con N al núcleo de la representación de G como grupo de permutaciones obtenida haciendo
actuar a G a derecha sobre la transversal {t1, . . . , tn} de H en G. Aśı, si g ∈ N , existen
h1, . . . , hn ∈ H tales que tig = hiti y, por lo tanto, si w = x1k1 ⊗ · · · ⊗ xnkn, entonces

w · g = x1k1h1 ⊗ · · · ⊗ xnknhn.

Como W es base, se sigue de esto que g ∈ Kw ∩ N si y sólo si h1 = · · · = hn = e. En
consecuencia N ∩Kw = {e}, lo cual implica que la restricción a Kw de la proyección canónica
π : G→ G/N es inyectiva. Como G/N es isomorfo a un subgrupo de Sn se sigue de esto que
Kw es finito. Escribamos

Kw := {g ∈ G : w · g = ±w}.
Es claro que que Kw es un subgrupo de G que contiene a Kw. Además |Kw : Kw| ≤ 2 ya
que si g1, g2 ∈ Kw \ Kw, entonces g2g

−1
1 ∈ Kw. Consideremos el morfismo de RG-módulos

f : RG→ w ·RG, definido por f(v) = w ·v. Como W es R-linealmente independiente el núcleo
de f está generado como RG-módulo por

{e− x : x ∈ Kw}
⋃
{e+ x : x ∈ Kw \Kw}.

Supongamos que Kw = Kw (por ejemplo esto pasa si R tiene caracteŕıstica 2). Como G no
tiene R-torsión, |Kw| es inversible en R. Tomemos el morfismo de RG-módulos l : RG→ RG
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definido por l(v) = uv, donde

(14) u :=
1

|Kw|
∑
x∈Kw

x

Puesto que u(e− x) = 0 para x ∈ Kw, existe un morfismo ϕ : w ·RG→ RG de RG-módulos
tal que l = ϕ ◦ f . Observando que f(u) = w · u = w concluimos que f ◦ ϕ es la identidad de
w ·RG, lo que implica que w ·RG es proyectivo. En efecto,

f(ϕ(w · v)) = f(ϕ(f(v))) = f(l(v)) = f(uv) = w · uv = (w · u) · v = w · v.
Si Kw  Kw aplicamos un argumento similiar, pero tomando u como

1

|Kw|

 ∑
x∈Kw

x−
∑

y∈Kw\Kw

y


en lugar de (14). �
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Caṕıtulo 3

El ideal de aumentación

El ideal de aumentación IG del álgebra de grupo RG es el núcleo del morfismo de álgebras
ε : RG→ R, definido por ε(

∑
rgg) :=

∑
rg. Claramente IG es libre sobre R con base

{g − e : g ∈ G \ {e}}.

De la sucesión exacta corta

0 // IG // RG
ε // R // 0

se sigue que cdRG ≤ 1 si y sólo si IG es RG-proyectivo. Para cada subgrupoH deG denotamos
con JGH (o simplemente JH si G es evidente) al ideal a derecha IHRG de RG.

Lema 3.1. Para cada subgrupo H de G y cada transversal a derecha (gi)i∈I de H en G
que contiene a e se satisfacen:

1. JH es R-libre con base {(h− e)gi : h ∈ H \ {e} e i ∈ I}.
2. RG/JH es R-libre con base {gi : i ∈ I}, donde gi denota a la clase de gi en RG/JH .

3. g − e ∈ JH si y sólo si g ∈ H.

4. Si K es otro subgrupo de G, entonces H ⊆ K si y sólo si JH ⊆ JK . En particular
H = K si y sólo si JH = JK .

Demostración. 1) y 2) Como

(h− e)h′gi = (hh′ − e)gi − (h′ − e)gi para h ∈ H \ {e}, h′ ∈ H e i ∈ I,

el ideal a derecha JH de RG y el RG-módulo a derecha RG/JH están generados sobre R por
{(h− e)gi : h ∈ H \ {e} e i ∈ I} y {gi : i ∈ I}, respectivamente. Veamos que estas son bases.
Supongamos que ∑

i∈I
giri =

∑
i∈I

h∈H\{e}

(h− e)giri,h.
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Entonces ∑
i∈I

gi

(
ri −

∑
h∈H\{e}

ri,h

)
+

∑
i∈I

h∈H\{e}

hgiri,h = 0

y, por lo tanto, ri,h = ri = 0 para todo h ∈ H \ {e} y todo i ∈ I.

3) Escribamos g = hgi donde i ∈ I y h ∈ H. Como g − e = (h− e)gi + (gi − e), las clases de
g − e y de gi − e en RG/JH coinciden. Aśı g − e ∈ JH si y sólo si gi = e.

4) Es consecuencia inmediata del item 3). �

Lema 3.2. Si H es un subgrupo de G y S es un subconjunto de G, entonces H = 〈S〉 si
y sólo si JH está generado como RG-módulo por {s− e : s ∈ S}.

Demostración. Supongamos primero que H = 〈S〉. Tomemos r ∈ H y escribamoslo
como r = t1 · · · tn con ti ∈ S ∪ S−1. Se sigue inductivamente de la expresión

r − e = (tn − e)tn−1 · · · t1 + tn−1 · · · t1 − e
que r − e está en el RG-submódulo de JH generado por {t − e : t ∈ S ∪ S−1}. Como JH
está generado como RG-módulo por estos r − e y s−1 − e = −(s− e)s−1 concluimos que JH
está generado como RG-módulo por {s− e : s ∈ S}. Supongamos ahora que vale esto último
y escribamos K := 〈S〉. Por lo que acabamos de probar JK está generado como RG-módulo
por {s− e : s ∈ S}. Pero entonces JK = JK y, aśı, por el item 4) del Lema 3.1, sabemos que
H = K. �

Corolario 3.3. Sean H un subgrupo de G y (Ga)a∈Λ una familia de subgrupos de G.
Entonces H = 〈Ga : a ∈ Λ〉 si y sólo si JH =

∑
a∈Λ JGa.

Lema 3.4. Sea H un subgrupo de G. Para cada ideal a derecha M de RH, el morfismo
de RG-módulos f : M ⊗RH RG→MRG dado por f(m⊗ rg) := m.rg, es un isomorfismo.

Demostración. Como RG es un RH-módulo libre, la aplicación canónica

i : M ⊗RH RG→ RH ⊗RH RG

es inyectiva. Componiendo i con el isomorfismo RH ⊗RH RG→ RG obtenemos un morfismo
inyectivo cuya correstricción a su imagen es el isomorfismo f que estamos buscando. �

Ejemplo 3.5. Consideremos un subgrupo monogenerado H := 〈a〉 de un grupo G. Por el
Lema 3.2 sabemos que JH está generado por a−e como RG-módulo a derecha. Afirmamos que
JH es un RG-módulo libre a derecha con base a− e si y sólo si el orden de a es infinito. Por
el lema anterior es evidente que podemos considerar que H = G. Ahora, si an = e, entonces
RH ' R[X]/〈Xn − 1〉 (via la identificación que env́ıa a en la clase de X) y X − 1 tiene un
anulador no trivial en R[X]/〈Xn − 1〉 pues 0 = Xn − 1 = (X − 1)(Xn−1 + · · ·+ 1), mientras
que si el orden de a es infinito, entonces RH ' R[X,X−1] (via la identificación que env́ıa a
en X) y el anulador de X − 1 en R[X,X−1] es trivial.

Observación 3.6. Como IG es un R-módulo libre con base {g − e : g ∈ G \ {e}}, cada
morfismo R-lineal f : IG → M queda determinado por una función ϕ : G → M que satisface
ϕ(e) = 0, v́ıa f(g − e) := ϕ(g). Supongamos que M es un RG-módulo. Entonces

f es RG-lineal⇐⇒ f((x− e)y) = f(x− e)y para todo x, y ∈ G
⇐⇒ f(xy − e)− f(y − e) = f(x− e)y para todo x, y ∈ G
⇐⇒ ϕ(xy) = ϕ(x)y + ϕ(y) para todo x, y ∈ G.
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En consecuencia tener un morfismo RG-lineal f : IG →M es equivalente a tener una función
ϕ : G → M tal que ϕ(xy) = ϕ(x)y + ϕ(y) para todo x, y ∈ G y ϕ(e) = 0. Notemos que la
segunda condicion pude ser omitida pues se deduce de la primera poniendo x = y = e.

Observación 3.7. Sea M un RG-módulo. Por la Proposición 2.1 de la sucesion exacta

0 // IG
i // RG

ε // R // 0

se obtiene una sucesión exacta de grupos abelianos

HomRG(RG,M)
i∗ // HomRG(IG,M)

h // H1(G,M) // 0.

En consecuencia, debido a la observación anterior, H1(G,M) = 0 si y sólo si para toda
función ϕ : G→M que satisfaga ϕ(xy) = ϕ(x)y+ϕ(y) para todo x, y ∈ G, existe m ∈M tal
que ϕ(g) = m(g − e) para todo g ∈ G.

Teorema 3.8. Sean G0, G1, G2, G3 subgrupos de un grupo G. Vale lo siguiente:

1. 〈G1, G2〉 = G1 ∗G0 G2 si y sólo si JG1 ∩ JG2 = JG0.

2. G3 = G1 ∗G0 G2 si y sólo si JG1 + JG2 = JG3 y JG1 ∩ JG2 = JG0.

Demostración. El segundo item se deduce inmediatamente del primero y del Corola-
rio 3.3. Veamos que vale el item 1). Supongamos que JG1∩JG2 = JG0 . Del ı́tem 4) del Lema 3.1
se sigue que G0 ⊆ G1 ∩G2, con lo cual tiene sentido considerar el diagrama conmutativo

G0
j1 //

j2
��

G1

i1
�� ι1

��<<<<<<<<<<<<<<<<<<

G2
i2 //

ι2
**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU G1 ∗G0 G2

θ

&&MMMMMMMMMM

〈G1, G2〉

en el que j1, j2, i1, i2, ι1 y ι2 son las inclusiones canónicas y θ es el morfismo obtenido
usando la propiedad universal de G1 ∗G0 G2. Queremos ver que 〈G1, G2〉 = G1 ∗G0 G2 o, más
precisamente, que θ es un isomorfismo. Como evidentemente es sobreyectivo sólo debemos
probar que es un monomorfismo. Debido a los comentarios que aparecen a continuación de
la Proposición 1.12, para ello es suficiente ver que un producto gn · · · g1 en G, cuyos factores
están alternadamente en G1 \ G0 y G2 \ G0, no puede estar en G0. Pero como la igualdad
gn · · · g1 = k es equivalente a gn · · · g2(g1k

−1) = e, es suficiente probar que gn · · · g1 no puede
ser e. Hacemos esto por inducción en n. El caso n = 1 es trivial. Si n > 1 y n es impar,
entonces gn · · · g2g1 = e si y sólo si gn−1 · · · g2(g1gn) = e, con lo cual por hipótesis inductiva
debe ser g1gn ∈ G0. Puesto que entonces g2(g1gn) ∈ Gc0, aplicando la hipótesis inductiva a
gn−1 · · · [g2(g1gn)], obtenemos el resultado que queremos. Supongamos ahora que gn · · · g1 = e
con n > 1 par. Sin perdida de generalidad podemos suponer que g1 ∈ G1. Entonces

0 = gn . . . g1 − e =
n∑
i=1

(gi − e)gi−1 . . . g1 =
∑
i par

(gi − e)gi−1 . . . g1 +
∑

i impar

(gi − e)gi−1 . . . g1.
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Como el primer sumando está en JG1 y el segundo en JG2 , obtenemos

(15)
∑

i impar

(gi − e)gi−1 . . . g1 ∈ JG1 ∩ JG2 = JG0

Notemos además que

(16) g := gi−1 · · · g1 /∈ G1 para todo 1 < i < n impar.

En efecto si g ∈ G0, entonces e = gi−1 · · · g2(g1g
−1
0 ), lo que contradice la hipótesis inductiva,

y si g ∈ G1 \G0, entonces e = g−1gi−1 · · · g1, lo que también contradice la hipótesis inductiva.
Ahora, por el item 1) del Lema 3.1 sabemos que JGG1 es R-libre con base {(h− e)gi}, donde
(gi)i∈I es una transversal a derecha de G1 en G y, en consecuencia, existe un morfismo R-lineal

f : JGG1 → IG1 ,

que restringido a IG1 es la identidad y que env́ıa (x − e)y en 0 para x ∈ G1 e y ∈ Gc1. Es
claro que f(JGG0) ⊆ JG1G0 . En consecuencia, aplicando f a (15) y teniendo en cuenta (16),
obtenemos que g1− e ∈ JG1G0 , lo que por el ı́tem 3) del Lema 3.1, implica que g1 ∈ G0 contra
lo asumido. Esto completa la primera parte de la demostración.

Para la rećıproca supongamos que la función θ : G1 ∗G0 G2 → 〈G1, G2〉 es un isomorfismo
y denotemos a 〈G1, G2〉 con G3. Como G0 ⊆ G1 ∩ G2, se sigue del ı́tem 4) del Lema 3.1,
que JG0 ⊆ JG1 ∩ JG2 . Para ver que vale la otra inclusión es suficiente probar que para todo
RG-módulo M y todo par de morfismos RG-lineales f1 : JG1 →M y f2 : JG2 →M , tales que
f1 = f2 en JG0 , existe un morfismo RG-lineal f3 : JG3 →M que coincide con f1 en JG1 y con
f2 en JG2 . En efecto, esto muestra en particular que existe un morfismo RG-lineal f3 : JG3 →
JG1/JG0 , que se anula en JG2 y coincide con la proyección canónica en JG1 , lo cual sólo es
posible si JG1 ∩ JG2 = JG0 . Veamos entonces que existe el morfismo f3 : JG3 →M prometido
arriba. Consideremos el producto semidirecto GnM cuya multiplicación está definida por

(g1,m1)(g2,m2) := (g1g2,m1 · g2 +m2).

Por el Lema 3.4 y la Observación 3.6, una aplicación ϕi : Gi →M se extiende a un morfismo
RG-lineal fi : JGi →M si y sólo si ϕi(xy) = ϕi(x)y+ϕi(y) para todo x, y ∈ Gi y, además, esta
extensión es única. Por otra parte un cálculo directo muestra que una función ϕi : Gi → M
satisface la propiedad mencionada arriba, si y sólo si la aplicación

φi : Gi → GnM,

definida por φi(x) := (x, ϕi(x)), es un morfismo de grupos. Supongamos entonces que tenemos
morfismos f1 : JG1 → M y f2 : JG2 → M , tales que f1 = f2 en JG0 y consideremos sus
restricciones ϕ1 : G1 → M y ϕ2 : G2 → M y los morfismos de grupos φ1 y φ2 asociados a
ellas. Como φ1 y φ2 coinciden en G0, existe un único morfismo de grupos φ3 : G3 → GnM ,
tal que el diagrama

G0
j1 //

j2
��

G1

ι1
��

φ1

��5555555555555555

G2
ι2 //

φ2 ))RRRRRRRRRRRRRRR G3

φ3

##HHHHHHHHH

GnM
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conmuta. Dado que G3 = 〈G1, G2〉 es claro que existe ϕ3 : G3 →M tal que φ3(x) = (x, ϕ3(x))
para todo x ∈ G3. Ahora como φ3 es un morfismo de grupos,

ϕ3(xy) = ϕ3(x)y + ϕ3(y) para todo x, y ∈ G3

y, por lo tanto, se extiende a un único morfismo RG-lineal f3 : JG3 →M . Es evidente que f3

coincide con f1 en JG1 , pues ambos coinciden con ϕ1 en G1, y, similarmente, f3 coincide con
f2 en JG2 . �

Corolario 3.9. Sean H subgrupo de G y (Ga)a∈Λ una familia de subgrupos de G. Enton-
ces {Ga}a∈Λ genera su producto libre si y sólo si los JGa están en suma directa, y H = ∗a∈ΛGa
si y sólo si JH =

⊕
a∈Λ JGa

Demostración. La segunda parte se deduce inmediatamente del Corolario 3.3 y de la
primera. Para ver esta es suficiente considerar el caso en que |Λ| es finito, pues en general
el grupo generado por todos los Ga es su producto libre si y sólo si el grupo generado por
cualquier subconjunto finito de los Ga lo es, mientras que la suma de los JGa es directa si y
sólo si la suma de cualquier subconjunto finito de los JGa lo es. Supongamos entonces que
n := |Λ| es finito y procedamos por inducción. El caso n = 1 es trivial. Supongamos ahora
que n > 1 y que el resultado vale para una familia con menos de n subgrupos. Escribamos
Hn−1 := 〈G1, . . . , Gn−1〉, lo que por el Corolario 3.3 implica que JHn−1 = JG1 + · · ·+ JGn−1 .
Entonces, debido a la hipótesis inductiva y al teorema anterior con G0 trivial, son equivalentes

- La suma de los JG1 , . . . , JGn es directa,

- la suma de los JG1 , . . . , JGn−1 es directa y JHn−1 ∩ JGn = 0,

- Hn−1 = G1 ∗ · · · ∗Gn−1 y 〈Hn−1, Gn〉 = Hn−1 ∗Gn,

- 〈G1 . . . Gn〉 = G1 ∗ · · · ∗Gn,

lo cual concluye el paso inductivo. �

Proposición 3.10. G es un grupo libre con base (xa)a∈Λ si y sólo si IG es un RG-módulo
libre con base (xa − e)a∈Λ.

Demostración. Escribamos Xa := 〈xa〉. Por el Ejemplo 3.5 sabemos que JXa es un RG-
módulo libre con base xa− e si y sólo si el orden de xa es infinito. Como IG es un RG-módulo
libre con base (xa − e)a∈Λ si y sólo si IG es la suma directa de los JXa y cada JXa es un
RG-módulo libre con base xa − e; mientras que G es libre con base (xa)a∈Λ si y sólo si G
es el producto libre de los Xa y todos estos tienen orden infinito, el resultado se sigue del
Corolario 3.9. �

Corolario 3.11. Si G es libre, entonces cdRG ≤ 1.

Nosotros necesitaremos el siguiente resultado

Proposición 3.12. Sean H y K subgrupos de G con H ⊆ K. Si JGH es un RG-sumando
directo de IG, entonces JKH es un RK-sumando directo de IK .

Demostración. Es suficiente probar que JKH es un RK-sumando directo de JGH . En
efecto, en ese caso, dado que por hipótesis JGH es un RK-sumando directo de IG, obtenemos
que JKH es un RK-sumando directo de IG y, por lo tanto, de IK . Para ello tomamos una
transversal a derecha T de K en G con e ∈ T y consideramos la descomposición en R-módulos

JGH =
⊕
t∈T

JKHt = JKH ⊕
⊕

t∈T\{e}

JKHt.
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El resultado se sigue entonces de que
⊕

t∈T\{e} JKHt y JKH son RK-módulos. �
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Caṕıtulo 4

Cantidad de finales de un grupo

El conjunto de partes P(A) de un conjunto A es una Z2-álgebra con la suma y el producto
dados por la diferencia simétrica y la intersección respectivamente. En esta álgebra el cero es
el conjunto vaćıo, el uno es A y el opuesto de cada subconjunto E de A es E mismo. Para
E ∈ P(A) denotaremos con Ec a A \ E. Es evidente que la aplicación

θ : P(A)→ HomZ2(A,Z2),

dada por θ(E) := χE , donde χE es la función caracteŕıstica de E, es un isomorfismo de
álgebras. Nosotros escribiremos Z2A en lugar de HomZ2(A,Z2). Denotemos con I(A) al ideal
de P(A) formado por los subconjuntos finitos de A y con P(A) a P(A)/I(A). Via θ este ideal
se identifica con el ideal Z2A de Z2A formado por las funciones cuyo soporte es un conjunto
finito. Escribamos E(A) := Z2A/Z2A. Claramente θ induce un isomorfismo de P(A) en E(A).
Para cada E ∈ P(A) denotaremos con E a su imagen por la proyección canónica en P(A).
Diremos que dos subconjuntos E y F de A son casi iguales y escribiremos E =a F si sus
imagenes E y F en P(A) coinciden. En otras palabras si E∆F es finito. También diremos
que un subconjunto E de A está casi incluido en otro subconjunto F si E \ F es finito y
denotaremos este hecho con el śımbolo E ⊆a F . Aśı E =a F si y sólo si E ⊆a F y F ⊆a E.
Es evidente que

- E ⊆a F si y sólo si F c ⊆a Ec.
- Si E ⊆a F y F ⊆a H, entonces E ⊆a H.

- Si E1 ⊆a F1 y E2 ⊆a F2, entonces E1 ∩ E2 ⊆a F1 ∩ F2 y E1 ∪ E2 ⊆a F1 ∪ F2.

- Si E1 =a F1 y E2 =a F2, entonces E1∆E2 =a F1∆F2.

Cada función f : A→ B determina un morfismo de álgebras

f# : P(B)→ P(A),

dado por f#(F ) := f−1(F ). Es evidente que

f#(E1 ∩ E2) = f#(E1) ∩ f#(E2) y f#(E1 ∪ E2) = f#(E1) ∪ f#(E2).
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Notemos que f#(I(B)) ⊆ I(A) si y sólo si las fibras f−1(b) de f son finitas. Por lo tanto, en
este caso, f# induce un morfismo

f# : P(B)→ P(A).

Es claro que

f#(E1 ∩ E2) = f#(E1) ∩ f#(E2) y f#(E1 ∪ E2) = f#(E1) ∪ f#(E2).

Fijemos un grupo G y consideremos la acción a derecha de G sobre el álgebra P(G) dada
por la multiplicación. Aśı Eg := {hg : h ∈ E} para cada g ∈ G y cada E ⊆ G. Es evidente
que esta acción es compatible con la relación de casi igualdad e induce, en cosecuencia, una
acción de G sobre el álgebra P(G), formada por sus clases de equivalencia. Además

E1⊆aE2 ⇒ E1g⊆aE2g, (E1∪E2)g=E1g∪E2g, Ecg=(Eg)c y (E1∪E2)g=E1g∪E2g

para cada E,E1, E2 ∈ P(G) y g ∈ G. También vale que

E1 ⊆a E2 =⇒ E−1
1 ⊆a E−1

2

donde para cada E ⊆ G denotamos con E−1 a {g−1 : g ∈ E}. Es fácil ver que la única acción
a derecha de G sobre Z2G que convierte a θ en un isomorfismo de G-álgebras satisface

fg(h) = f(hg−1) para todo f ∈ Z2G y todo h, g ∈ G,

y donde con fg denotamos el resultado de la acción de g sobre f . Diremos que un subconjunto
E de G es casi invariante a derecha si Eg =a E para todo g ∈ G. Notemos que esto es
equivalente a decir que la clase E de E por la relación de casi igualdad es invariante. Aśı es
claro que

- Si F es casi igual a E y E es casi invariante, entonces F también lo es.

- Si E1 y E2 son casi invariantes, entonces E1 ∩ E2 y E1∆E2 también lo son.

Además

- Si E es casi invariante, entonces Ec también lo es.

- Si E1 y E2 son casi invariantes, entonces E1 ∪ E2 también lo es.

pues si E, E1 y E2 son casi invariantes, entonces

Ecg = (Eg)c =a Ec y (E1 ∪ E2)g = E1g ∪ E2g =a E1 ∪ E2.

Notemos que para cada E ∈ P(G), el conjunto {g ∈ G : Eg =a E} es un subgrupo de G. En
efecto es el estabilizador de E bajo la acción de G sobre las clases de casi igualdad definida
arriba. En consecuencia E ⊆ G es casi invariante si y sólo si E =a Ex para todo x en un
conjunto de generadores de G. Notemos que si f : H → G es un morfismo de grupos, entonces
H actúa sobre P(G) y P(G) a través de f . Es fácil ver que la aplicación

f# : P(G)→ P(H),

es un morfismo de H-álgebras y, que si además f−1(0) es finito, entonces f#(I(G)) ⊆ I(H) y

f# : P(G)→ P(H),

es también un morfismo de H-álgebras. Aśı, en este caso queda definido por restricción un
morfismo de Z2-álgebras

(17) P(G)G // P(G)H
f#

H

// P(H)H .
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Definición 4.1. La cantidad de finales de un grupo G es la dimensión dimZ2(P(G)G),
como Z2-espacio vectorial, del anillo de invariantes P(G)G, de P(G) por la acción de G.

Nota 4.2. Se sigue inmediatamente de la definición que la cantidad de finales de un grupo
G es cero si y sólo si G es finito, que es al menos dos si y sólo si G tiene un subconjunto
casi invariante infinito E cuyo complemento también es infinito, y, que es exactamente dos
si, además, cada subconjunto casi invariante infinito de G cuyo complemento es infinito, es
casi igual a E o a G \ E.

Nota 4.3. Por el lema de Shapiro,

H i(G,Z2G) = H i(e,Z2) =

{
0 si i > 0,

Z2 si i = 0.

Además

H0(G,Z2G) =

{
Z2 si G es finito,

0 si G es infinito,

pues ∅ y G son los únicos subconjuntos invariantes de G. Por otro lado de la sucesión exacta
corta

0 // Z2G // Z2G // E(G) // 0,

se obtiene la sucesión exacta

0 // H0(G,Z2G) // H0(G,Z2G) // H0(G, E(G)) // H1(G,Z2G) // H1(G,Z2G).

En consecuencia la cantidad de finales de G coincide con

dimZ2

(
H0(G, E(G))

)
=

{
dimZ2

(
H1(G,Z2G)

)
si G es finito,

1 + dimZ2

(
H1(G,Z2G)

)
si G es infinito.

Ejemplo 4.4. Sea G el grupo ćıclico infinito generado por x. Si E es un conjunto casi
invariante de G, entonces para casi todo xn ∈ E, vale que xn+1, xn−1 ∈ E. Aśı, si existen
infinitos xn ∈ E con n > 0, entonces todos, excepto una cantidad finita de xn con n > 0, están
en E y similarmente, si existen infinitos xn ∈ E con n < 0, entonces todos, excepto finitos
xn con n < 0, están en E. Por lo tanto P(G)G = {∅, G,G+, G−}, donde G+ := {xn : n > 0}
y G− := {xn : n < 0}. En consecuencia G tiene exactamente 2 finales.

Ejemplo 4.5. Si G = G1 ∗G2 con G1 y G2 no triviales, entonces G tiene al menos dos
finales y, si tiene exactamente dos, entonces |G1| = |G2| = 2. En efecto para cada b ∈ G1\{e},
denotemos con sea Eb al subconjunto de los elementos de G cuya forma reducida comienza
con b. Entonces tanto Eb como Ecb son infinitos. Además Eb es casi invariante, pues Eby = Eb
para todo y ∈ G2 y Ebx = (Eb \ {b})∪ {bx} para todo x ∈ G1. Por lo tanto, G tiene al menos
dos finales. Supongamos ahora que |G1| > 2 y tomemos c ∈ G1\{e, b}. Entonces Ec es infinito
y casi invariante y Ecc también es infinito. Como claramente Eb 6=a Ec 6=a Ecb , en este caso,
G tiene más de dos finales. Por simetŕıa lo mismo ocurre si |G2| > 2.

Un grupo G es localmente finito si todos sus subgrupos finitamente generados son finitos.

Ejemplo 4.6. Si G es numerable y localmente finito, entonces G tiene una cantidad
infinita de finales. Para probar esto escribamos G := {g1, g2, . . . } y definamos

Bn := 〈g1, . . . , gn+1〉 \ 〈g1, . . . , gn〉 para cada n ∈ N.
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Como G es localmenta finito, cada Bn es finito y, como G es infinito, Bn 6= ∅ para infinitos
n ∈ N. Claramente Bngi = Bn si 1 ≤ i ≤ n. Para cada conjunto S de números positivos
definamos ES :=

⋃
n∈S Bn. Entonces Es es casi invariante pues

Esgi ⊆
(⋃
n≤i

Bngi

)
∪ Es =a Es.

Ahora para cada r ∈ N podemos encontrar r conjuntos S1, . . . , Sr, disjuntos dos a dos, de N,
tales que para cada 1 ≤ i ≤ r hay infinitos n ∈ Si tal que Bn 6= ∅. Por lo tanto {ES1 , . . . , ESr}
es un conjunto Z2 linealmente independiente de P(G)G.

Proposición 4.7. Sea f : H → G un morfismo de grupos tal que f−1(0) es finito. Si el
ı́ndice de f(H) en G es finito, entonces el morfismo

P(G)G // P(G)H
f#

H

// P(H)H .

presentado en (17) es biyectivo. En consecuencia H y G tienen la misma cantidad de finales.

Demostración. Para probar que el morfismo (17) es inyectivo basta ver que si E ⊆G
es casi invariante y f−1(E) es finito, entonces E es finito, lo cual se sigue inmediatamente de
que si b1 = e, b2, . . . , bn es una transversal a derecha de G en f(H), entonces

E =

n⋃
i=1

(E ∩ f(H)bi) =a
n⋃
i=1

Ebi ∩ f(H)bi =

n⋃
i=1

(E ∩ f(H))bi =

n⋃
i=1

f(f−1(E))bi =a ∅.

Veamos ahora que el morfismo (17) es sobreyectivo. Tomemos un subconjunto casi invariante
E de H. Claramente

f−1
( n⋃
i=1

f(E)bi

)
=

n⋃
i=1

f−1(f(E)bi) = E,

pues f(E)b1 ⊆ f(H) y f(E)bi ∩ f(H) = ∅ si i 6= 1. Aśı, para terminar la demostración sólo
hay que ver que

⋃n
i=1 f(E)bi es un subconjunto casi invariante de G. Tomemos g ∈ G. Como

para cada cada i 6= j

Hbi ∩Hbj = ∅ ⇒ Hbig ∩Hbjg = ∅,
existen h1, . . . , hn en H tales que b1g, . . . , bng es una permutación de f(h1)b1, . . . , f(hn)bn.
En consecuencia( n⋃

i=1

f(E)bi

)
g =

n⋃
i=1

f(E)big =

n⋃
i=1

f(E)f(hi)bi =

n⋃
i=1

f(Ehi)bi =a
n⋃
i=1

f(E)bi,

como queŕıamos. �

El resultado anterior tiene los siguientes corolarios importantes.

Proposición 4.8. Si H es un subgrupo de G de ı́ndice finito, entonces el morfismo

P(G)G // P(G)H
i#

H

// P(H)H ,

donde i : H → G es la inclusión canónica, es biyectivo. En particular G y H tienen la misma
cantidad de finales.

Demostración. Aplicar la Proposición 4.7 al morfismo i : H → G. �
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Corolario 4.9. Si G tiene un subgrupo ćıclico infinito de ı́ndice finito, entonces G tiene
exactamente dos finales. En particular, la cantidad de finales de Z2 ∗Z2 es dos.

Demostración. Por la Proposición 4.8 y el Ejemplo 4.4. �

Proposición 4.10. Si H es un subgrupo normal y finito de G, entonces el morfismo

P(G/H)G/H // P(G/H)G
π#

G

// P(G)G,

donde π : G → G/H es la proyección canónica, es biyectivo. En particular G y G/H tienen
el misma cantidad de finales.

Demostración. Aplicar la Proposición 4.7 al morfismo π : G→ G/H. �

Lema 4.11. Si K es un subgrupo finitamente generado de un grupo G y E es un subcon-
junto casi invariante de G, entonces casi todas las coclases a izquierda gK de K en G están
incluidas en E o en Ec.

Demostración. Fijemos un conjunto finito D de generadores de K y notemos que como
E es casi invariante el conjunto

R :=
⋃

d∈D∪D−1

E ∩ Ecd−1.

es finito. Supongamos ahora que g ∈ G es tal que gK ∩ E 6= ∅ y gK ∩ Ec 6= ∅ y tomemos
u ∈ gK ∩ E y v ∈ gK ∩ Ec. Como u−1v ∈ K es un producto de elementos de D ∪ D−1

podemos encontrar k ∈ K y d ∈ D ∪ D−1 tales que uk ∈ E y ukd ∈ Ec. En consecuencia
uk ∈ R, lo que, dado que R es finito, sólo puede pasar para una cantidad finita de uk’s. Por
lo tanto sólo hay una cantidad finita de clases gK que cortan a la vez a E y a Ec. �

Corolario 4.12. Sea K subgrupo infinito y finitamente generado de un grupo G. Si E
es un subconjunto casi invariante de G y gK ∩ E es finito para todo g ∈ G, entonces E es
finito.

Demostración. Como K es infinito y gK ∩E es finito, gK * E para ningún g ∈ G. En
consecuencia, por el lema anterior, gK ∩ E = ∅ para casi todas las coclases a izquierda gK
de K en G. Aśı E está incluido en la unión de una cantidad finita de conjuntos de la forma
gK ∩ E, cada uno de los cuales es finito. �

Lema 4.13. Sea G grupo que no es localmente finito. Si todo subgrupo finitamente generado
de G está contenido en un subgrupo que tiene exactamente un final, entonces la cantidad de
finales de G es uno.

Demostración. Sea E un conjunto casi invariante de G y K un subgrupo infinito y
finitamente generado de G. Por el Corolario 4.12, para terminar la demostración será suficiente
probar que gK ∩ E es finito para todo g ∈ G o que gK ∩ Ec es finito para todo g ∈ G.
Supongamos que esto es falso y tomemos u, v ∈ G tales que uK ∩E y vK ∩Ec son infinitos.
Por hipótesis existe un subgrupo H de G que contiene a 〈u, v,K〉 y que tiene exactamente un
final. En consecuencia, dado que H∩E es un subconjunto casi invariante de H, necesariamente
H∩E o H∩Ec es finito. Pero esto es imposible, pues uK∩E ⊆ H∩E y vK∩Ec ⊆ H∩Ec. �

Lema 4.14. Sea H un subgrupo subnormal, que no es localmente finito, de un grupo G.
Si E es un subconjunto casi invariante de G y H ∩ E es finito, entonces E es finito.
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Demostración. Consideremos una cadena

H = Gr ⊆ Gr−1 ⊆ · · · ⊆ G1 ⊆ G0 = G,

con Gi un subgrupo normal de Gi−1 para cada 1 ≤ i ≤ r. Debemos ver que si Gi∩E es finito,
entonces Gi−1 ∩ E también lo es. Por hipótesis H tiene un subgrupo finitamente generado e
infinito K. Aśı, por el Corolario 4.12, para terminar la demostración será suficiente ver que
gK ∩Gi−1∩E es finito para todo g ∈ Gi−1. Para ello, dado que gK ∩E ⊆ gGi∩E = Gig∩E,
bastará probar que Gig∩E es finito para todo g ∈ Gi−1. Pero esto se sigue de que Gig∩Eg∩E
y Gig ∩ Ecg ∩ E lo son, ya que, por hipótesis, Gi ∩ E y Ecg ∩ E son finitos. �

Proposición 4.15. Sea H un subgrupo subnormal, que no es localmente finito, de un gru-
po G. Si la cantidad de finales de H es uno o si H está contenido en un subgrupo finitamente
generado y de ı́ndice infinito de G, entonces G tiene exactamente un final.

Demostración. Sea E subconjunto casi invariante de G. Debemos ver que E o Ec es
finito. Si la cantidad de finales de H es uno, entonces H ∩ E o H ∩ Ec es finito y, si H esta
contenido en un subgrupo finitamente generado y de ı́ndice infinito L de G, entonces por el
Lema 4.11 existe g ∈ G tal que gL ∩E o gL ∩Ec es vaćıo. En consecuencia D = E, D = Ec,
D = g−1E o D = g−1Ec satisface que H ∩D es finito. Por el Lema 4.14, se sigue de esto que
D es finito, lo que claramente implica que E o Ec lo es. �

Corolario 4.16. El producto directo de un grupo infinito y de un grupo que no es local-
mente finito, tiene exactamente un final.

Demostración. Sea G = A × B con A infinito y B no localmente finito. Por hipótesis
B contiene un subgrupo finitamente generado e infinito C. Es evidente que cada subgrupo
finitamente generado de G está contenido en un subgrupo de G de la forma A × B1, donde
B1 es un subgrupo finitamente generado de B que contiene a C. Aśı, debido al Lemma 4.13,
para terminar la demostración será suficiente ver que la cantidad de finales de A × B1 es
uno. Esto reduce el problema al caso en que B es finitamente generado. Pero como {e} × B
es un subgrupo mormal y de ı́ndice infinito de G, en este caso el resultado se sigue de la
Proposición 4.15. �

Para los que sigue necesitaremos algunos resultados de combinatoria. Comenzamos con
algunas definiciones.

Un grafo Γ consiste en dos conjuntos, llamados vértices y aristas de Γ, y de una función
φ, del conjunto de aristas en el de pares no ordenados de vértices. Denotaremos con Γ0 al
conjunto de vértices de Γ y con Γ1 al de aristas. Si φ(e) = {v, w} diremos que la arista e tiene
vértices v y w o que e une a v con w. Un camino que une los vértice v y w es una sucesión
v = v0, . . . , vn = w de vértices tal que para todo i = 1, . . . , n existe una arista que une a vi−1

con vi.

Un grafo Γ es localmente finito si cada v ∈ Γ0 la cantidad de aristas que lo tienen como
vértice es finita.

Sea A un subconjunto de vértices de Γ. Un camino en A es un camino cuyos vértices
están en A. Diremos que A es conexo si para cada par de sus vértices existe un camino en A
que los une. Es evidente que para cada v ∈ A la unión de todos los subconjuntos de A que
contienen a v es un subconjunto conexo de A. Este es el máximo subcojunto conexo de A
que contiene a v y es llamado componente conexa de A que contiene a v. Es fácil ver que este
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conjunto no depende del elemento v que se tome dentro de él y que A es la unión disjunta de
sus componentes conexas.

El coborde δA de un conjunto de vértices A de Γ es el conjunto de las aristas de Γ que
tienen exactamente un vértice en A. Notemos que

δA = δAc, δ∅ = δΓ = ∅ y δ(A∆B) = δA∆δB.

Además si Γ es conexo y ∅ 6= A 6= Γ, entonces δA 6= ∅, pues existe un camino que une un
vértice que está en A con uno que no y, por lo tanto, alguna arista de este camino, tiene
exactamente un vértice en A. De esto se sigue que si δB = δA, entonces B = A o B = Ac,
pues δ(A∆B) = δA∆δB = ∅ y, aśı, A∆B = ∅ o A∆B = Γ. En el primer caso B = A y, en el
segundo, B = Ac.

Nota 4.17. Sean A y P un conjunto de vértices y un conjunto de arcos de un grafo.
Escribiremos P ⊆ A si todos los elementos de P tienen ambos vértices en A y A ∩ P = ∅
si ningún elemento en P tiene ambos vértices en A. Notemos que de P ⊆ A se sigue que
Ac ∩ P = ∅, pero que la rećıprca no vale.

Nota 4.18. Todo grafo Γ satisface las siguientes propiedades:

1. Sean A,B ⊆ Γ0 y P ⊆ Γ1. Si P ⊆ A y A ⊆ B, entonces P ⊆ B.

2. Sean A,B ⊆ Γ0 y P,Q ⊆ Γ1. Si P ⊆ A y Q ⊆ B, entonces P ∩Q ⊆ A ∩B.

Lema 4.19. Sea Γ un grafo y A,B ⊆ Γ0. Si B es conexo y B∩ δA = ∅ entonces es B ⊆ A
o B ⊆ Ac.

Demostración. Si no, existe un elemento en B∩A y otro en B∩Ac y, como B es conexo,
hay un camino en B que los une. Este camino tendrá una arco con un vértice en A y otro en
Ac contradiciendo que B ∩ δA = ∅. �

Lema 4.20. Sea Γ un grafo conexo y A,B ⊆ Γ0. Si existen conjuntos conexos C y D de
vértices tales que C ∩D = ∅, δA ⊆ C y δB ⊆ D, entonces alguna de las intersecciones A∩B,
A ∩Bc, Ac ∩B o Ac ∩Bc es vaćıa.

Demostración. Como D ∩ δA=C ∩ δB=∅ se sigue del Lema 4.19 que D⊆A o D ⊆ Ac
y que C ⊆ B o C ⊆ Bc. Por simetŕıa podemos suponer que D ⊆ Ac y C ⊆ Bc. Afirmamos
que δ(A∩B) = ∅. Supongamos que esto es falso y tomemos γ ∈ δ(A∩B). Por definición uno
de los vértices de γ está en A∩B y el otro en Ac ∩B, A∩Bc o Ac ∩Bc. Pero el primer caso
es imposible porque δA ⊆ C ⊆ Bc, el segundo, porque δB ⊆ D ⊆ Ac y, el tercero, porque
δA∩ δB ⊆ C ∩D = ∅. Ahora, como Γ es conexo se sigue de esto que A∩B = ∅ o A∩B = Γ,
lo que claramente termina la demostración. �

Fijemos un grupo G y un conjunto X de generadores de G. El grafo de G con respecto a
X es aquel cuyos vértices son los elementos de G y que tiene un arco que une g con gx para
todo g∈G y todo x∈X. Denotaremos a este grafo con Gr(G,X) o simplemente con Gr(G)
o aún con G mismo si, por el contexto, no es necesario mencionar a X. Notemos ahora que
cada x ∈ X determina dos arcos que salen de cada g ∈ G:

- Uno que une g con gx y que llamaremos γgx.

- Otro que une gx−1 con g y que llamaremos γgx.

Claramente γgxx = γgx. Además vale lo siguiente:
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- Hay más de un arco (y en este caso exactamente dos) que unen g con gx si sólo si
x 6= e y existe y ∈ X tal que xy = e. Uno de ellos es γgx y el otro, γgy (puede ser y = x,
pero no g = gx, por lo que exigimos que x no sea e).

- En cada g ∈ G hay un bucle (y en este caso exactamente uno) si y sólo si e ∈ G.

- Gr(G,X) es conexo.

- La cantidad de arcos que salen de cada g ∈ G es |X|. En particular Gr(G,X) es
localmente finito si y sólo si X es finito.

Sea B ⊆ G y x ∈ X. Notemos que para cada g ∈ G se satisface que

g ∈ B y g /∈ Bx⇔ g ∈ B y gx−1 /∈ B y que g ∈ Bx y g /∈ B ⇔ gx−1 ∈ B y g /∈ B.

En consecuencia

g ∈ B∆Bx ⇐⇒ el arco γgx determinado por x que une gx−1 con g está en δB.

Similarmente

g ∈ B∆Bx−1 ⇐⇒ el arco γgx determinado por x que une g con gx está en δB.

Por lo tanto si X es finito, entonces δB es finito si y sólo si B es casi invariante. Esta iden-
tificación entre conjuntos casi invariantes y conjuntos con coborde finito es fundamental en
la teoŕıa de finales de grupos finitamente generados.

Lema 4.21. Sean h ∈ G y A,B ⊆ G. Si δA ⊆ B, entonces δ(hA) ⊆ hB.

Demostración. Para cada x ∈ X y cada g ∈ G,

γgx ∈ δA⇐⇒ g ∈ A∆Ax−1 ⇐⇒ hg ∈ hA∆hAx−1 ⇐⇒ γhgx ∈ δ(hA).

Aśı,

δA ⊆ B ⇐⇒ g, gx ∈ B para todo γgx ∈ δA
⇐⇒ hg, hgx ∈ hB para todo γgx ∈ δA

⇐⇒ hg, hgx ∈ hB para todo γhgx ∈ δ(hA)

⇐⇒ δ(hA) ⊆ hB,

como queŕıamos. �

Lema 4.22. Si E0 y E1 son subconjuntos casi invariantes de un grupo finitamente genera-
do G, entonces para casi todo g ∈ E0,

gE1 ⊆ E0 o gEc1 ⊆ E0.

Demostración. Como δE0 y δE1 son finitos existen subconjuntos conexos y finitos C0

y C1 de Γ0, tales que δE0 ⊆ C0 y δE1 ⊆ C1. En efecto, para constrúır Ci podemos, elijir para
cada vértice de δEi, un camino que lo una con e y tomar la unión de los vertices de todos
estos caminos. Ahora dado que C0 y C1 son finitos, existe un subconjunto cofinito F de G
tal que gC1 ∩ C0 = ∅ para todo g ∈ F . Por otra parte, por el Lema 4.21 también se cumple
que δ(gE1) ⊆ gC1 para todo g ∈ G. En consecuencia si g ∈ F , entonces A := gE1, B := E0,
C := gC1 y D := C0 satisfacen las hipótesis del Lema 4.20 y, por lo tanto,

(18) E0 ∩ gE1 = ∅, E0 ∩ gEc1 = ∅, Ec0 ∩ gE1 = ∅ o Ec0 ∩ gEc1 = ∅,
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para todo g ∈ F . Algo que no hemos usado hasta este momento, pero que claramente podemos
suponer, es que E1 6= ∅ y E1 6= G, lo cual implica que δ(gE1) 6= ∅ para todo g ∈ G. Pero
entonces, debido a la definición de δ(gE1) y a que δ(gE1) ⊆ gC1, obtenemos que

(19) gC1 ∩ gE1 6= ∅ y gC1 ∩ gEc1 6= ∅ para todo g ∈ G.

Ahora, como C1 es finito y E0 es casi invariante existe un subconjunto cofinito H de E0 tal
que gC1 ⊆ E0 para todo g ∈ H. Combinando esto con (19), obtenemos que

E0 ∩ gE1 6= ∅ y E0 ∩ gEc1 6= ∅ para todo g ∈ H.

Aśı, por (18),
Ec0 ∩ gE1 = ∅ o Ec0 ∩ gEc1 = ∅ para todo g ∈ F ∩H,

lo que termina la demostración pues claramente F ∩H es un subconjunto cofinito de E0. �

Lema 4.23. Si un grupo G finitamente generado tiene un subconjunto casi invariante e
infinito E tal que Ec y {g∈G : gE=aE} también son infinitos, entonces G tiene un subgrupo
ćıclico infinito de ı́ndice finito. En consecuencia, por el Ejemplo 4.4 y la Proposición 4.8, la
cantidad de finales de G es 2.

Demostración. Reemplazando E por Ec si es necesario, podemos suponer que el con-
junto {g ∈ E : gE =a E} es infinito y, reemplazando E por E∪{e}, podemos suponer además
que e ∈ E. Por el Lema 4.22

gE ⊆ E \ {e} o gEc ⊆ E \ {e} para casi todo g ∈ E \ {e}.
Aśı, podemos tomar c ∈ E \ {e} tal que

cE =a E y cE ⊆ E \ {e} o cE =a E y cEc ⊆ E \ {e}.
Pero como el último caso es imposible, necesariamente

(20) cE =a E y cE ⊆ E \ {e}.
Notemos que de la segunda condición en (20) se sigue que cnE ⊆ E \ {e} para todo n ∈ N,
lo cual implica que

(21) cn 6= e, cn ∈ E y c−n ∈ Ec para todo n ∈ N.

En particular 〈c〉 es un subgrupo ćıclico infinito de G. Para terminar la demostración debemos
ver que el ı́ndice de 〈c〉 en G es finito. Afirmamos que⋂

n≥0

cnE = ∅ y
⋂
n≥0

c−nEc = ∅

En efecto, si d ∈
⋂
n≥0 c

nE, entonces c−n ∈ Ed−1 para todo n ∈ N y, como Ed−1 =a E y

{c−n : n ∈ N} es infinito, existe n ∈ N tal que c−n ∈ E, lo que se contradice con la tercera
condición en (21). Similarmente, si d ∈

⋂
n≥0 c

−nEc, entonces existe n ∈ N tal que cn ∈ Ec,
lo que se contradice con la segunda condición en (21). Por lo tanto

E =
⋃
n≥0

(cnE \ cn+1E) =
⋃
n≥0

cn(E \ cE)

y

Ec =
⋃
n≥0

(c−nEc \ c−n−1Ec) =
⋃
n≥0

c−n(Ec \ c−1Ec).

Como cE =a E se sigue facilmente de esto que 〈c〉 tiene ı́ndice finito en G. �
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Proposición 4.24. La cantidad de finales de un grupo G de torsión que no es localmente
finito es 1.

Demostración. Por el Lema 4.13 podemos suponer que G es finitamente generado.
Supongamos que G tuviera más de un final. Entonces existiŕıa un subconjunto casi invariante
e infinito E de G con Ec también infinito. Reemplazando E por E ∪ {e} si es necesario,
podemos suponer que e ∈ E. Si E−1 ⊆a E, entonces E−1 =a E y aśı

gE =a gE−1 = (Eg−1)−1 =a E−1 =a E para todo g ∈ G,

lo cual es imposible por el Lema 4.23. En consecuencia {g ∈ G : g−1 ∈ Ec} es infinito. Por el
Lema 4.22 existe c ∈ E tal que

c−1 ∈ Ec y cE ⊆ E \ {e} o c−1 ∈ Ec y cEc ⊆ E \ {e}.
Pero como el último caso es imposible, necesariamente cE ⊆ E \ {e}. Aśı cnE ⊆ E \ {e} para
todo n ∈ N, por lo que

cn 6= e, cn ∈ E y c−n ∈ Ec para todo n ∈ N.

En particular 〈c〉 es un subgrupo ćıclico infinito de G, lo que se contradice con la hipótesis. �

Teorema 4.25. La cantidad de finales de un grupo G que no es localmente finito es 1, 2
o ∞. Además es 2 si y sólo si G tiene un subgrupo ćıclico infinito de ı́ndice finito.

Demostración. Supongamos que G tiene una cantidad finita de finales y tomemos una
familia {E1, . . . , En} de representantes de las distintas clases de equivalencia de casi invarian-
za. El grupo G actúa a izquierda sobre {E1, . . . , En} = P(G) via la multiplicación a izquierda.
Aśı, para todo g ∈ G existe una permutación σ de {1, . . . , n} tal que gEi =a Eσ(i) para todo
i, por lo que

H := {g ∈ G : gEi =a Ei, para todo i}
es un subgrupo de G de ı́ndice finito. En consecuencia, si H es de torsión también lo es G
y el resultado se sigue de la Proposición 4.24. Supongamos ahora que H tiene un subgrupo
ćıclico infinito K. Si el ı́ndice de K en H es finito, entonces el ı́ndice de K en G también lo es
y, por lo tanto, debido a la Proposición 4.8 y al Ejemplo 4.4, la cantidad de finales de G es 2.
Resta considerar el caso en que K tiene ı́ndice infinito en H. Tomemos un subconjunto E casi
invariante de G. Por el Lema 4.11 existe h ∈ H tal que hK ⊆ E o hK ⊆ Ec. Supongamos
que estamos en el primer caso. Entonces para todo u ∈ H

uK ∩ Ec = uh−1(hK ∩ hu−1Ec) =a uh−1(hK ∩ Ec) = ∅.
Aśı, por el Corolario 4.12, el subconjunto casi invariante H ∩ Ec de H es finito. En conse-
cuencia, por la Proposición 4.8, también Ec es finito. Análogamente, si hK ⊆ Ec, entonces E
es finito. Por lo tanto la cantidad de finales de G es 1. �

Proposición 4.26. Un grupo G es finitamente generado y tiene exactamente 2 finales si
y sólo si existen subgrupos K y H de G tales que K es finito, |G : H| ≤ 2, K C H y H/K
ćıclico infinito.

Demostración. Por el Ejemplo 4.4 y las Proposiciones 4.8 y 4.10 todo grupo con esas
propiedades es finitamente generado y tiene exactamente 2 finales. Supongamos ahora que G
es finitamente generado y que tiene exactamente dos finales y tomemos un subconjunto casi
invariante e infinito E de G tal que Ec también es infinito. Para cada g ∈ G, el conjunto
gE es casi invariante e infinito y su complemento también es infinito. Aśı, necesariamente
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gE =a E o gE =a Ec y, por lo tanto, H := {g ∈ G : gE =a E} es un subgrupo de G tal que
|G : H| ≤ 2. Dado que para cada g ∈ H los conjuntos {gE ∩ Ec} y {gEc ∩ E} son finitos,
podemos definir

ϕ : H → Z

por

ϕ(g) = |gE ∩ Ec| − |gEc ∩ E|.
Afirmamos que ϕ es un morfismo de grupos. En efecto, para cada g, h ∈ H,

ϕ(g) + ϕ(h) = |gE ∩ Ec| − |gEc ∩ E|+ |hE ∩ Ec| − |hEc ∩ E|
= |gE ∩ Ec| − |gEc ∩ E|+ |ghE ∩ gEc| − |ghEc ∩ gE|
= |gE ∩ Ec ∩ ghE|+ |gE ∩ Ec ∩ ghEc| − |gEc ∩ E ∩ ghE| − |gEc ∩ E ∩ ghEc|
+ |ghE ∩ gEc ∩ E|+ |ghE ∩ gEc ∩ Ec| − |ghEc ∩ gE ∩ E| − |ghEc ∩ gE ∩ Ec|
= |gE ∩ Ec ∩ ghE|+ |ghE ∩ gEc ∩ Ec| − |gEc ∩ E ∩ ghEc| − |ghEc ∩ gE ∩ E|
= |ghE ∩ Ec| − |ghEc ∩ E|
= ϕ(gh).

Llamemos K al núcleo de ϕ. Para terminar la demostración es suficiente ver que K es finito.
Tomemos b ∈ E. Por el Lema 4.22

gE ⊆ E \ {b} o gEc ⊆ E \ {b} para casi todo g ∈ E.

Pero si g ∈ H la última condición es imposible, aśı que necesariamente

gE ⊆ E \ {b} para casi todo g ∈ E ∩H.

Por lo tanto

gE ∩ Ec = ∅ y b ∈ gEc ∩ E para casi todo g ∈ E ∩H,

y, en consecuencia,

ϕ(g) < 0 para casi todo g ∈ E ∩H.

Similarmente

ϕ(g) > 0 para casi todo g ∈ Ec ∩H,

lo que combinado con lo anterior muestra que K = (K ∩ E) ∪ (K ∩ Ec) es finito. �

Corolario 4.27. Si G es finitamente generado, libre de torsión y tiene exactamente 2
finales, entonces G es isomorfo a Z.

Demostración. Sean H y K como en la Proposición 4.26. Como K es finito y G no
tiene torsión, necesariamente K = {e} y, por lo tanto, H = 〈h〉 es un subgrupo ćıclico infinito
de G tal que |G : H| ≤ 2. Si G = H, entonces no hay nada más que probar. En caso contrario
hay una sucesión exacta de grupos

1 // H
i // G

π // L
i // 1,

con i : H → G la inclusión canónica y L un grupo ćıclico de orden 2. Tomemos wg ∈ G tal
que π(wg) = g, donde g es el generador de L. Es claro que G = 〈h,wg〉. Como π(w2

g) = 1,

existe i ∈ Z tal que w2
g = hi. Denotemos con θ : H → H al automorfismo definido por

θ(hj) = wgh
jw−1

g . Como H es ćıclico infinito, necesariamente θ(hj) = hj o θ(hj) = h−j .
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Afirmamos que en el último caso i = 0, lo que es imposible pues implica que w2
g = 1,

contradiciendo que G no tiene torsión. En efecto,

hiwg = (wgwg)wg = wg(wgwg) = wgh
i = wgh

iw−1
g wg = θ(hi)wg = h−iwg

y aśı i = 0. Podemos suponer en consecuencia que θ = id. Escribamos i = 2j+k con 0 ≤ k ≤ 1.
Entonces

(h−jwg)
2 = h−jwgh

−jwg = h−jwgh
−jw−1

g w2
g = h−jθ(h−j)hi = hr.

Es imposible que r = 0 pues implica que (h−jwg)
2 = 1, lo que contradice que G no tiene

torsión. Finalmente si (h−jwg)
2 = 1, entonces

G = 〈h,wg〉 = 〈h, h−jwg〉 = 〈h−jwg〉,
es ćıclico infinito. �

Proposición 4.28. Si G es un grupo finitamente generado, entonces G tiene un sólo final
si y sólo si H1(G,RG) = 0.

Demostración. Sea E un conjunto casi invariante de G. Definamos a : G→ RG por

a(g) := Eg ∩ Ec − E ∩ Ecg.
donde, para cada subconjunto finito B de G denotamos también con B a

∑
x∈B x ∈ RG.

Cualesquiera sean g, h ∈ G,

(22) a(g)h+ a(h) = Egh ∩ Ech− Eh ∩ Ecgh+ Eh ∩ Ec − E ∩ Ech.
Reemplazando

Egh ∩ Ech = Egh ∩ Ech ∩ E + Egh ∩ Ech ∩ Ec,
Eh ∩ Ecgh = Eh ∩ Ecgh ∩ E + Eh ∩ Ecgh ∩ Ec,
Eh ∩ Ec = Eh ∩ Ec ∩ Egh+ Eh ∩ Ec ∩ Ecgh,

y

E ∩ Ech = E ∩ Ech ∩ Egh+ E ∩ Ech ∩ Ecgh,

en (22), obtenemos

a(g)h+ a(h) = Egh ∩ Ec − E ∩ Ecgh = a(gh),

con lo cual, debido a la Observación 3.7, si H1(G,RG) = 0 existe u ∈ RG tal que

a(g) = u(g − e) = ug − u.
De esta expresión se sigue claramente si e aparece en u, entonces g aparece en a(g) si y sólo
si g no aparece en u, mientras que si e no aparece en u, entonces g aparece en a(g) si y sólo
si g aparece en u. Sin embargo, por la definición de a(g), sabemos que si e ∈ E, entonces g
aparece en a(g) si y sólo si g ∈ Ec, mientras que si e ∈ Ec, entonces g aparece en a(g) si y
sólo si g ∈ E. Aśı si H1(G,RG) = 0, entonces o E o Ec es finito, lo que quiere decir que G
tiene un sólo final.

Ahora tomemos una función cualquiera a : G → RG que cumpla a(gx) = a(g)x + a(x)
para todo g, x ∈ G. Notemos que el coeficiente de gx en a(gx) coincide con el de g en a(g) si
y sólo si gx no aparece en a(x). Para cada r ∈ R definamos

Er := {g ∈ G : g aparece con coeficiente r en a(g)}.
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Notemos que G es la unión disjunta de los Er. Por lo que hemos visto arriba, para cada x ∈ G
fijo, Erx ⊆a Er para todo r ∈ R y Erx ⊆ Er para casi todo r ∈ R (más precisamente si y
sólo si ningún elemento de Erx aparece en a(x)). Como G es finitamente generado existen
x1, . . . , xn ∈ G talqe queG = 〈x1, . . . , xn〉. Como Erx

±1
j ⊆ Er para casi todo r ∈ R, obtenemos

que ErG = Er para casi todo r ∈ R. Pero como esto pasa sólo si Er = G o Er = ∅, conclúımos
que todos los Er salvo una cantidad finita serán vaćıos. Como G es infinito existe r0 tal que
Er0 también lo es. Supongamos que G tiene un sólo final, lo cual implica que Ecr0 es finito.
Consideremos la función b : G→ RG, dada por

b(g) := a(g)− r0(g − e).
Notemos que esta función claramente cumple b(gx) = b(g)x+ b(x) para todo g, x ∈ G y que
si g ∈ Er0 \ {e}, entonces g aparece con coeficiente cero en b(g). Aśı

u :=
∑
g∈G

sgg,

donde sg es el coeficiente de g en b(g), es un elemento de RG. Claramente el coeficiente de g
en u(x− e) es sgx−1 − sg. Por otra parte de b(x) = b(g)− b(gx−1)x se sigue que el coeficiente
de g en b(x) es sg − sgx−1 , y aśı b(x) = −u(x− e). Por lo tanto

a(x) = b(x) + r0(x− e) = −u(x− e) + r0(x− e) = (r0e− u)(x− e),
para cada x ∈ G, lo debido a la Observación 3.7, muestra que H1(G,RG) = 0. �

Proposición 4.29. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Si

HomRG(IG, RG)→ HomRG(JH , RG)

no es monomorfismo, entonces G tiene un subconjunto propio que es casi invariante y H-
invariante

Demostración. Por la hipótesis y la Observación 3.6 existe una función a : G→ RG no
nula, que satisface a(xy) = a(x)y+a(y) para todo x, y ∈ G y que se anula en H. Supongamos
que u aparece en a(v) y definamos

b : G→ RG,

por b(g) := vu−1a(g). Notemos que b(xy) = b(x)y+ b(y), que b sa anula en H y que v aparece
en b(v). Escribamos

E0 := {g ∈ G : g no aparece en a(g)}.
Entonces H ⊆ E0 ⊆ G \ {v}, como se vió en la prueba de la Proposición 4.28, E0 es casi
invariante y E0 es H-invariante pues si b se anula en H. �
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Caṕıtulo 5

Un teorema de estructura

Supongamos que Γ un grafo conexo y localmente finito y denotemos con F(Γ) a

F(Γ) := {E ⊆ Γ0 : |E| =∞, |Ec| =∞ y |δE| <∞}.

Definición 5.1. Decimos que E ∈ F(Γ) es minimal si δE tiene la menor cantidad de
aristas posibles.

Claramente E es minimal si y sólo si su complemento lo es. También se satisface que todo
conjunto minimal es conexo. En efecto, si E es minimal y C es una componente conexa de E,
entonces δE es la unión disjunta de δC y δ(E \C). Como Γ es conexo, δC 6= ∅ y δ(E \C) = ∅
sólo si C = E. Dado que Cc y (E \C)c son infinitos y al menos uno de C y E \C es infinito,
se sigue de la minimalidad de E requiere que δ(E \ C) = ∅.

Lema 5.2. Para todo grafo conexo y localmente finito Γ con F(Γ) 6= ∅ existe un conjunto
minimal E tal que para cada conjunto minimal E1 al menos uno de los conjuntos

(23) E ∩ E1, E ∩ Ec1, Ec ∩ E1 o Ec ∩ Ec1
es finito.

Demostración. Dividimos la demostración en varios pasos.

1) Si E y E1 son minimales y ninguno de los conjuntos de (23) es finito, entonces los
cuatro son minimales.

Supongamos que todos los conjuntos que aparecen en (23) son infinitos y llamemos n
a |δE|. Por lo visto arriba, n = |δEc| = |δE1| = |δEc1|. Dado que (E ∩ E1)c es infinito,
necesariamente |δ(E ∩ E1)| ≥ n y similarmante

|δ(E ∩ Ec1)| ≥ n, |δ(Ec ∩ E1)| ≥ n y |δ(Ec ∩ Ec1)| ≥ n.

Por otra parte es facil ver que δ(E ∩ E1) ⊆ δ(E) ∪ δ(E1) y que cada arista de δ(E) ∪ δ(E1)
aparece en exactamente dos de los cuatro conjuntos

δ(E ∩ E1), δ(E ∩ Ec1), δ(Ec ∩ E1) y δ(Ec ∩ Ec1).
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Puesto que, por simetŕıa, lo mismo ocurre con las aristas de δ(Ec) ∪ δ(E1), δ(E) ∪ δ(Ec1) y
δ(Ec) ∪ δ(Ec1),

4n ≤ |δ(E ∩ E1)|+ |δ(E ∩ Ec1)|+ |δ(Ec ∩ E1)|+ |δ(Ec ∩ Ec1)|

=
1

2
|δE ∪ δE1|+

1

2
|δEc ∪ δE1|+

1

2
|δE ∪ δEc1|+

1

2
|δEc ∪ δEc1|

≤ |δE|+ |δE1|+ |δEc|+ |δEc1|
= 4n.

Aśı
|δ(E ∩ E1)| = |δ(E ∩ Ec1)| = |δ(Ec ∩ E1)| = |δ(Ec ∩ Ec1)| = n,

lo que muestra que los cuatro conjuntos de (23) son minimales.

2) Si el lema es falso, existe una cadena E1 ) E2 ) . . . estrictamente decreciente de
conjuntos minimales, tal que

⋂
i≥1Ei 6= ∅.

En efecto, tomemos un conjunto minimal cualquiera E1 y tomemos e ∈ E1. Si el lema
no se satisface, entonces debido a 1) existe conjunto minimal E 6= E1 tal que los conjuntos
E1 ∩E, Ec1 ∩E, E1 ∩Ec y Ec1 ∩Ec son todos minimales. Como E1 ∩E ( E1 y E1 ∩Ec ( E1,
entre E1 ∩E y E1 ∩Ec podemos elegir como E2 al subconjunto que contiene a e. El proceso
se puede continuar inductivamente.

3) Si E1 ⊇ E2 ⊇ . . . es una cadena de conjuntos minimales, tal que
⋂
i≥1Ei es infinito,

entonces existe k ∈ N tal que Ei = Ei+1 para todo i ≥ k.

Tomemos una arista l de δ(
⋂
i≥1Ei) y llamemos q al vértice de l que está en (

⋂
i≥1Ei)

c.

Como (Eci )i≥1 es una sucesión creciente, existe j ∈ N tal que q ∈ Eci para i ≥ j, por lo que l
está también en δEi para i ≥ j. Ahora, como (

⋂
i≥1Ei)

c es infinito y asumimos que
⋂
i≥1Ei

también lo es, |δ(
⋂
i≥1Ei)| ≥ n, donde n es la cantidad de aristas del borde de un conjunto

minimal. Sea P un conjunto de n aristas de δ(
⋂
i≥1Ei). Por lo que acabamos de decir en el

párrafo anterior, existe k ∈ N tal que P ⊆ δEi para i ≥ k. Como |δEi| = n para todo i,
necesariamente δEi = P para i ≥ k y, por lo tanto, δEi = δEi+1 para i ≥ k. Dado que Γ es
conexo, se sigue de esto que Ei = Ei+1 o Ei = Eci+1 para i ≥ k. Pero como, debido a que
Ei ⊇ Ei+1, la igualdad Ei = Eci+1 es imposible, necesariamente Ei = Ei+1 para i ≥ k.

4) Si C1 ⊇ C2 ⊇ . . . es una cadena de conjuntos conexos infinitos, entonces
⋂
i≥1Ci es

infinito o vaćıo.

Supongamos que
⋂
i≥1Ci es finito y no vaćıo. Como Γ es localmente finito y

⋂
i≥1Ci

es finito, el conjunto B, de vértices que están en (
⋂
i≥1Ci)

c y que pueden ser unidos por

una arista a un vértice de
⋂
i≥1Ci, también es finito. Por otro lado, como Cr es infinito,

Cr \ (
⋂
i≥1Ci) 6= ∅ cualquiera sea r ∈ N. Ahora, dado que

⋂
i≥1Ci 6= ∅ y Cr es conexo existe

un camino en Cr que une un vértice de
⋂
i≥1Ci con uno de Cr \ (

⋂
i≥1Ci). Este camino

contendrá un elemento de B y, por lo tanto, B ∩ Cr 6= ∅ para todo r ≥ 1. En consecuencia,
como B es finito, existe un vértice de B que pertenece a infinitos de los Cr. Pero entonces
como (Cr)r≥1 es una cadena decreciente, ese vértice estará en

⋂
i≥1Ci y, aśı, B∩(

⋂
i≥1Ci) 6= ∅

contra lo que hab́ıamos asumido. Esta contradicción muestra que
⋂
i≥1Ci es infinito o vaćıo.

5) El lema es verdadero.

En efecto, en caso contrario, por los pasos 2) y 3) existiŕıa una cadena estrictamente
decreciente de conjuntos minimales, tal que

⋂
i≥1Ei ses finito, lo que se contradice con el

paso 4), puesto que todo conjunto minimal es conexo. �
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Teorema 5.3 (Estructura). Si G es un grupo finitamente generado que tiene una cantidad
infinita de finales, entonces

G ' G1 ∗K G2 o G ' G1∗a,

donde, en el primer caso K es un subgrupo finito y propio de G1 y de G2 y, en el segundo caso,
K es un subgrupo finito de G1 y a : K → G es un monomorfismo. Reciprocamente, si G1 y G2

son grupos finitamente generados, K es un grupo finito y a : K → G es un monomorfismo,
entonces G1∗a y G1 ∗K G2 tienen infinitos finales, excepto para los grupos G1∗a con K = G1

y G1 ∗K G2 con | G1 : K |=| G2 : K |= 2, que tienen exactamente dos finales. En particular,
un grupo libre de torsión tiene infinitos finales si y sólo si es un producto libre de dos grupos
no triviales.

Demostración. Si G ' G1∗a y K = G1, entonces K es un subgrupo normal de G y G/K
es isomorfo a Z, mientras que si G ' G1 ∗K G2 y | G1 : K |=| G2 : K |= 2, entonces K es un
subgrupo normal de G y G/K es isomorfo a Z2 × Z2. En consecuencia, por el Corolario 4.9
y la Proposición 4.10, en estos casos, G tiene exactamente dos finales. Afirmamos que en los
otros tiene una cantidad infinita. Debido al Teorema 4.25, para probar esto será suficiente ver
que tiene más de dos.

Supongamos primero que G ' G1∗a con K 6= G1 y definamos

E+ := {u ∈ G : g1 = e y ε1 = 1 en la forma normal de u dada en (7)}

y

E− := {u ∈ G : g1 = e y ε1 = −1 en la forma normal de u dada en (7)}.
Se sigue facilmente de la unicidad de la forma normal mencionada aqúı, que E+ y E− son
disjuntos e infinitos y, de que K 6= G1, que G \ (E+ ∪ E−) también lo es. En consecuencia,
para terminar la prueba de la afirmación en este caso, será suficiente ver que E+ y E− son
casi invariantes. Como G = 〈G1, x〉 y K es finito, esto se sigue de que E+g = E+ y E−g = E−
si g ∈ G1, y de que E+x ⊆ E+, E+x

−1 ⊆ E+ ∪K, E−x
−1 ⊆ E− y E−x ⊆ E− ∪ a(K).

Supongamos ahora que G = G1 ∗G2 con |G1 : K| > 2. Para cada b ∈ G1 \K definimos

Eb = {g1g2 . . . gn ∈ G : g1 = b, g2i−1 ∈ G1 \K y g2i ∈ G2 \K}
Es evidente que si b, c ∈ G1 \ K y bK 6= cK, entonces Eb y Ec son disjuntos y de que Eb,
Ec y G \ (Eb ∪ Ec) son infinitos. En consecuencia, para terminar la prueba de la afirmación
en este caso, será suficiente ver que cada Eb con b ∈ G \ K es casi invariante. Pero como
G = 〈G1, G2〉, esto se sigue de que Ebu = Eb Si u ∈ G2 y Ebv ⊆ Eb ∪ {bv} si v ∈ G1.

A continuación probaremos la rećıproca. Aśı, por hipótesis G es un grupo finitamente
generado con infinitos finales. Se sigue facilmente del Lema 4.21 que si E es minimal, entonces
para cada g ∈ G también gE lo es. En consecuencia, por el Lema 5.2, existe un subconjunto
casi invariante e infinito E de G, cuyo complemento Ec también es infinito y, tal que para
cada g ∈ G, al menos uno de los conjuntos

(24) E ∩ gE, E ∩ gEc, Ec ∩ gE o Ec ∩ gEc,
es finito o, equivalentemente,

(25) gE ⊆a Ec, gEc ⊆a Ec, gE ⊆a E o gEc ⊆a E.
Sean

K := {g : gE =a E} y H := {g : gE =a E o gE =a Ec}.
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Claramente K y H son subgrupos de G, |H : K| ≤ 2 y, por el Lema 4.23, K es finito. Además
si dos de los conjuntos que aparecen en (24) son finitos, entonces g ∈ H, pues las únicas
posibilidades son

- E ∩ gE y Ec ∩ gEc son finitos ⇐⇒ gE =a Ec,

- E ∩ gEc y Ec ∩ gE son finitos ⇐⇒ gEc =a Ec,

ya que las otras implican que E o Ec es finito, contra lo asumido. Consideremos ahora los
conjuntos

E1 := {g ∈ G : gE ⊆a E o gEc ⊆a E} y E2 := {g ∈ G : gE ⊆a Ec o gEc ⊆a Ec}.
De (24) se sigue que Ec1 ⊆ E2 y, aśı, como H = E1 ∩ E2, deducimos que E2 = Ec1 ∪H y que
esta unión es disjunta. Por el Lema 4.22 sabemos que gE ⊆ E o gEc ⊆ E para casi todo
g ∈ E. En otras palabras E ⊆a E1 y, similarmente Ec ⊆a Ec1 ∪H. Como H es finito se sigue
de estos dos hechos que E =a E1. Por lo tanto

- E1 es casi invariante y tanto E1 como Ec1 son infinitos,

- K = {g : gE1 =a E1} y H = {g : gE1 =a E1 o gE1 =a Ec1},
- E1 = {g ∈ G : gE1 ⊆a E1 o gEc1 ⊆a E1} y E2 = {g ∈ G : gE1 ⊆a Ec1 o gEc1 ⊆a Ec1}.

Es fácil ver ahora que

e ∈ E1, E1h = E1 para todo h ∈ H y hE1 =

{
E1 para todo h ∈ K,

E2 para todo h ∈ H \K.

De aqúı en más, los śımbolos X e Y denotarán indistintamente a E1 \K o a E1 \ (H \K) y,
si X denota a uno de ello, X ′ denotará al otro. Un cálculo directo muestra que

kX = X para todo k ∈ K y hX = Xc para todo h ∈ H \K.

Por ejemplo, si h ∈ H \K, entonces

h(E1 \K) = hE1 \ hK = E2 \ (H \K) = (Ec1 ∪H) \ (H \K) = Ec1 ∪K = (E1 \K)c.

Afirmamos que para todo g ∈ G, el conjunto Xg 4 Y es la unión de una cantidad finita de
coclases a derecha Hl de H. En efecto, como X =a E1, Y =a E1 y E1 es casi invariante,

Xg4 Y =a E1g4 E1 =a ∅
y, por lo tanto, Xg4 Y es finito. Aśı, para terminar la demostración basta ver que Xg4 Y
es una unión de coclases a derecha de H, lo cual se sigue de que

k(Xg4 Y ) = kXg4 kY = Xg4 Y para todo k ∈ K
y

h(Xg4 Y ) = hXg4 hY = Xcg4 Y c = Xg4 Y para todo h ∈ H \K.

Ahora definimos la longitug `(g) de g como

(26) `(g) := 1 +
|Xg4 Y |
|H|

,

donde X e Y son elegidos de manera que |Xg4Y | sea lo mı́nimo posible. Por lo que acabamos
de ver `(g) ∈ N. Además, usando que

(27) (E1 \K)h = E1h \Kh = E1 \Kh =

{
E1 \K si h ∈ K,

E1 \ (H \K) si h ∈ H \K,
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o

(28) (E1 \ (H \K))h = E1h \ (H \K)h = E1 \ (H \Kh) =

{
E1 \ (H \K) si h ∈ K,

E1 \K si h ∈ H \K,

es fácil ver que `(g) = 1 para todo g ∈ H. Notemos ahora que si e ∈ Xg 4 Y , entonces
H ⊆ Xg4 Y y, como Y 4 Y ′ = H, tenemos

Xg4 Y ′ = (Xg4 Y )4 (Y 4 Y ′) = (Xg4 Y ) \H
y, similarmente, si g ∈ Xg4 Y , entonces

X ′g4 Y = (Y 4Xg)4 (Xg4X ′g) = (Xg4 Y ) \Hg.
Por lo tanto, si X e Y son elegidos de manera que |Xg4 Y | sea el mı́nimo posible, entonces
e, g /∈ Xg4 Y . Aśı, con esta elección de X e Y ,

Xg4 Y ′ = (Xg4 Y )4 (Y 4 Y ′) = (Xg4 Y )4H = (Xg4 Y ) ∪H,
X ′g4 Y = (X ′g4Xg)4 (Xg4 Y ) = Hg4 (Xg4 Y ) = Hg ∪ (Xg4 Y )

y

X ′g4 Y ′ = (X ′g4Xg)4 (Xg4 Y )4 (Y 4 Y ′) = Hg4 (Xg4 Y )4H

= (Xg4 Y )4 (Hg4H) =

{
(Xg4 Y ) ∪Hg ∪H si g /∈ H,

Xg4 Y si g ∈ H.

En consecuencia,

(29) `(g) = 1 +
|Xg4 Y |
|H|

⇐⇒ e, g /∈ Xg4 Y.

Afirmamos que si x ∈ Xg4 Y pero e, g /∈ Xg4 Y , entonces

(30) Xx4 Y ⊆ Xg4 Y.

Para ver esto basta probar que

(31) Xg ∩ Y ⊆ Xx ⊆ Xg ∪ Y.
Supongamos que Xx * Xg ∪ Y y tomemos z ∈ Xx \ (Xg ∪ Y ). En particular

z /∈ E1 \H, zg−1 /∈ E1 \H y zx−1 ∈ E1.

Como (E1 \H)c = Ec1 ∪H = E2, se sigue de la definición de E1 y E2 que existen conjuntos
A, B y C, cada uno de los cuales es igual a E1 o Ec1, tales que

zA ⊆a Ec1, zg−1B ⊆a Ec1 y zx−1C ⊆a E1.

Por lo tanto

xA = xz−1zA ⊆a xz−1Ec1 ⊆a Cc y xg−1B = xz−1zg−1B ⊆a xz−1Ec1 ⊆a Cc.
En consecuencia, si C = E1, entonces x, xg−1 ∈ E2 = Ec1 ∪ H, mientras que si C = Ec1,
entonces x, xg−1 ∈ E1. Además x, xg−1 /∈ H, pues como Xg 4 Y es una unión de coclases a
derecha de H, de x ∈ H y x ∈ Xg 4 Y , se sigue que e = x−1x ∈ Xg 4 Y , lo que contradice
que e /∈ Xg4Y ; mientras que de xg−1 ∈ H y x ∈ Xg4Y , se sigue que g = gx−1x ∈ Xg4Y ,
lo que contradice que g /∈ Xg4 Y . Aśı, x, xg−1 ∈ E1 \H, lo que implica que x ∈ Xg ∩ Y ; o
x, xg−1 ∈ Ec1, lo que implica que x /∈ Xg∪Y . En ambos casos obtenemos una contradicción al
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hecho de que x ∈ Xg4Y . Notemos ahora que si en (24) intercambiamos E con Ec, obtenemos
los mismos conjuntos K y E, pero que E1 y E2 quedan intercambiados. Además como

E2 \K = (Ec1 ∪H) \K = Ec1 ∪ (H \K) = (E1 \ (H \K))c

y

E2 \ (H \K) = (Ec1 ∪H) \ (H \K) = Ec1 ∪K = (E1 \K)c,

los papeles de X e Y quedan intercambiados con los de Xc e Y c. Dado que

Xcg ∩ Y c = (Xg)c ∩ Y c = Xg ∩ Y,
se sigue de todo esto y de lo que ya hemos probado que Xcx ⊆ Xcg ∪ Y c. Aśı,

Xg ∩ Y =
(
(Xg)c ∪ Y c

)c
=
(
Xcg ∪ Y c

)c ⊆ (Xcx)c = Xx,

lo que termina la demostración de (31).

A continuación probaremos una serie de hechos.

1) G está generado por elementos de longitud 1. Claramente, para probar esto es suficiente
ver que si `(g) > 1, entonces existe x ∈ G tal que `(x) < `(g) y `(gx−1) < `(g). Supongamos
que `(g) > 1 y tomemos X e Y tales que la igualdad (26) se satisface. Por (29), sabemos que
e, g /∈ Xg 4 Y y, además, evidentemente existe x ∈ Xg 4 Y . Aśı, para este x se satisface la
inclusión (30). Por lo tanto, si x ∈ Xx4 Y , entonces

`(x) <
| Xx4 Y |
| H |

+ 1 ≤ | Xg4 Y |
| H |

+ 1 = `(g),

mientras que si x /∈ Xx4 Y , entonces

`(x) ≤ | Xx4 Y |
| H |

+ 1 <
| Xg4 Y |
| H |

+ 1 = `(g).

En cualquier caso queda `(x) < `(g). Veamos ahora que `(gx−1) < `(g). Notemos que

Xx4Xg = (Xg4 Y )4 (Xx4 Y ) ⊆ Xg4 Y

y

x ∈ Xx4Xg ⇐⇒ e ∈ X 4Xgx−1.

Aśı, si x ∈ Xx4Xg, entonces

`(gx−1) <
| X 4Xgx−1 |

| H |
+ 1 =

| Xx4Xg |
| H |

+ 1 ≤ | Xg4 Y |
| H |

+ 1 = `(g),

mientras que si x /∈ Xx4Xg, entonces

`(gx−1) ≤ | X 4Xgx−1 |
| H |

+ 1 =
| Xx4Xg |
| H |

+ 1 <
| Xg4 Y |
| H |

+ 1 = `(g),

como queremos.

2) Si g1, . . . , gn /∈ H tienen longitud 1 y existen X0, . . . , Xn tales que

Xi−1gi = X ′i para i = 1, . . . , n,

entonces g1 · · · gn /∈ H. Para comprobarlo, probaremos inductivamente que los conjuntos

Hg1 . . . gn, Hg2 . . . gn, Hg3 . . . gn, . . . , Hgn−1gn, Hgn y H
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son disjuntos dos a dos y que

(32) X0g1 · · · gn 4X ′n

es la unión de

(33) Hg2 . . . gn, Hg3 . . . gn, . . . , Hgn−1gn y Hgn.

Notemos que

(34) Hg1 . . . gn ∩H = ∅ ⇐⇒ g1 . . . gn /∈ H.
que es lo que queremos probar. El caso n = 1 es trivial ya que g1 /∈ H por hipótesis y

X0g1 · · · gn 4X ′1 = X ′1 4X ′1 = ∅.
Supongamos ahora que el resultado vale para cualquier familia de n− 1 elementos de G que
satisface las condiciones mencionadas arriba. Por hipótesis inductiva las familias

(35) Hg1 . . . gn, Hg2 . . . gn, Hg3 . . . gn, . . . , Hgn−1gn y Hgn

y

(36) Hg2 . . . gn, Hg3 . . . gn, . . . , Hgn−1gn, Hgn y H

están formadas por conjuntos disjuntos dos a dos. Como

X0g1 · · · gn 4X ′n = X0g1 · · · gn 4Xn−1gn

=
(
X0g1 · · · gn−1 4X ′n−1

)
gn 4

(
X ′n−1 4Xn−1

)
gn

=
(
X0g1 · · · gn−1 4X ′n−1

)
gn 4Hgn,

se sigue de la hipótesis inductiva y de que

Hgn ∩
n−1⋃
i=2

Hgi · · · gn = ∅,

que el conjunto (32) es la unión de la familia (33). Usando que las familias (35) y (36) están
formadas por conjuntos disjuntos dos a dos, se sigue de la condición (29), que

`(g1 · · · gn) =
| X0g1 · · · gn 4X ′n |

| H |
+ 1 =

(n− 1). | H |
| H |

+ 1 = n.

En consecuencia, si n > 1, entonces g1 · · · gn /∈ H. Por lo tanto, debido a (34), la unión de las
familias (35) y (36) está formada por conjuntos disjuntos dos a dos, como queŕıamos.

3) Miremos ahora los elementos de longitud 1 de G. Ellos pueden ser agrupados en cuatro
clases:

G1 := {g : (E1 \K)g = E1 \K},
G2 := {g : (E1 \ (H \K))g = E1 \ (H \K)},
P := {g : (E1 \ (H \K))g = E1 \K}

y

Q := {g : (E1 \K)g = E1 \ (H \K)}.

Notemos que G1 y G2 son subgrupos de G y que Q = P−1. Afirmamos que

(a) P ∩G1 = ∅ = P ∩G2,
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(b) G1 ∩G2 = G1 ∩H = G2 ∩H = K,

(c) H \K ⊆ P ∩ P−1 y x−1G2y ⊆ G1 para todo x, y ∈ P .

En efecto, el item (a) se sigue de que si g ∈ P ∩G1, entonces

(E1 \ (H \K))g = E1 \K = (E1 \K)g ⇒ E1 \ (H \K) = E1 \K,
lo que es absurdo, mientras que si g ∈ P ∩G2, entonces

g ∈ P ∩G2 ⇒ E1 \K = (E1 \ (H \K))g = E1 \ (H \K),

lo que también lo es. Veamos el item (b). Por (27) sabemos que K ⊆ G1 y (H \K)∩G1 = ∅,
pues si h ∈ (H \K) ∩G1, entonces

E1 \K = (E1 \K)h = (E1 \ (H \K)),

lo que es absurdo, mientras que un argumento similar, pero usando (28) en lugar de (27),
prueba que K ⊆ G2 y (H \K)∩G2 = ∅. Por lo tanto G1 ∩H = K = G1 ∩H y K ⊆ G1 ∩G2.
Queda por ver que G1 ∩G2 ⊆ K. Pero, si g ∈ G1 ∩G2, entonces

Kg =
(
(E1\(H \K))\(E1\K)

)
g = (E1\(H \K))g\(E1\K)g = (E1\(H \K))\(E1\K) = K,

lo que implica que g ∈ K. Finalmente probamos el item (c). De (27) y (28) se sigue inmedia-
tamente que H \K ⊆ P ∩ Q = P ∩ P−1, mientras que la segunda inclusión es consecuencia
inmediata de que si x, y ∈ P y g ∈ G2, entonces

(E1 \K)x−1gy = (E1 \ (H \K))gy = (E1 \ (H \K))y = E1 \K.
Ahora consideramos tres casos:

Caso 1: P = ∅. Consideremos el diagrama conmutativo

K
j1 //

j2
��

G1

i1
��

ι1

��6666666666666666

G2
i2 //

ι2
**TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT G1 ∗K G2

θ

$$IIIIIIIIII

G

en el que j1, j2, i1, i2, ι1 y ι2 son las inclusiones canónicas y θ es el morfismo obtenido usando
la propiedad universal de G1∗KG2. Queremos ver que G = G1∗KG2 o, más precisamente, que
θ es un isomorfismo. Como P = ∅ sabemos que G está generada por G1 y G2 y, por lo tanto, θ
es sobreyectiva. Debido a los comentarios que aparecen a continuación de la Proposición 1.12,
para ver que también es inyectiva, es suficiente probar que un producto gn · · · g1 en G, cuyos
factores están alternadamente en G1\K y G2\K, no puede estar en K. Como, por el item (c),
H = K, esto se sigue aplicando 2) con

Xi =

{
E1 \K si i < n y gi+1 ∈ G1 \K o i = n y gn ∈ G2 \K,

E1 \ (H \K) si i < n y gi+1 ∈ G2 \K o i = n y gn ∈ G1 \K.

Caso 2: H 6= K. Tomemos x ∈ H \K. Por (c) sabemos que H \K ⊆ P y x−1G2y ⊆ G1

para todo y ∈ P . En consecuencia G2 ⊆ xG1x
−1 y P ⊆ xG1 y, aśı,

G = 〈G1, G2, P,Q〉 = 〈G1, G2, P, P
−1〉 = 〈G1, G2, P 〉 = 〈G1, x〉 ⊆ 〈G1, H〉 ⊆ G.
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Consideremos el diagrama conmutativo

K
j1 //

jH
��

G1

i1
��

ι1

��6666666666666666

H
iH //

ιH
))TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT G1 ∗K H

θ

$$IIIIIIIIII

G

en el que j1, jH , i1, iH , ι1 y ιH son las inclusiones canónicas y θ es el morfismo obtenido
usando la propiedad universal de G1 ∗K H. Por lo que acabamos de ver θ es sobreyectivo.
Para probar que es inyectiva es suficiente ver que

h0g1h1 · · · gnhn /∈ H,
si n ∈ N, gi ∈ G1 \K para todo i, hi ∈ H \K para i < n y h0, hn ∈ H. Notemos que

- gihi /∈ H pues, por el item (b), lo contrario implicaŕıa que gi ∈ G1 ∩H = K.

- De gi ∈ G1, hi ∈ H \K y el item (c), se sigue que

(E1 \K)gihi = (E1 \K)hi = E1 \ (H \K) para i < n,

En consecuencia, por los items (b) y (c),

(E1 \K)h0gihi = (E1 \K)gihi = E1 \ (H \K) si h0 ∈ K,

(E1 \ (H \K))h0gihi = (E1 \K)gihi = E1 \ (H \K) si h0 ∈ H \K,

- De gn ∈ G1, hn ∈ H y los items (b) y (c), se sigue que

(E1 \K)gnhn = (E1 \K)hn =

{
E1 \K si hn ∈ K,

E1 \ (H \K) si hn ∈ H \K,

Aśı podemos aplicar 2) con

X1 = · · · = Xn−1 = E1 \K y Xi =

{
E1 \ (H \K) si i ∈ {0, n} y hi ∈ K,

E1 \K si i ∈ {0, n} y hi ∈ H \K,

para obtener que (g1h1) · · · (gnhn) /∈ H.

Caso 3: H = K pero P 6= ∅. Tomemos x ∈ H \K. Como en el Caso 2,

G = 〈G1, x〉 y x−1G2x ⊆ G1.

Además, por los items (b) y (c) sabemos que x ∈ P ∩ Q y K = G1 ∩ H = G1 ∩ G2 y, aśı,
x−1Kx ⊆ G1. Denotemos con a : K → G1 al monomorfismo definido por a(k) := x−1kx. Es
evidente ahora que G es una imagen homomorfica de G∗a. Por la Proposición 1.20, para ver
que es un isomorfismo es suficiente probar que

(37) g1x
ε1g2x

ε2 · · · gnxεngn+1 6= e

siempre que

n ≥ 1, εi = ±1, gi 6= e si εi−1 + εi = 0 y gi /∈

{
K \ {e} si εi = 1,

a(K) \ {e} si εi = −1.
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Ahora en el lado izquierdo de la desigualdad (37) asociamos

a) gix
εi si i = 1 y ε1 = −1 o εi−1 = −1 y εi = −1,

b) xεi−1gi si i = n+ 1 y εn = 1 o εi−1 = 1 y εi = 1,

c) xεi−1gix
εi si εi−1 = 1 y εi = −1,

d) gi si i = 1 y ε1 = 1, εi−1 = −1 y εi = 1 o i = n+ 1 y εn = −1.

Notemos que

- Si gix
−1 es como en el item a), entonces gix

−1 /∈ K. En efecto, en caso contrario
x ∈ G1, lo que es falso (pues implica que x ∈ H ∩ G1 = K y aśı contradice que
x /∈ K).

- Si xgi es como en el item b), entonces xgi /∈ K. En efecto, en caso contrario x ∈ G1,
lo que es falso (pues implica que x ∈ H ∩G1 = K y aśı contradice que x /∈ K).

- Si xgix
−1 es como en el item c), entonces xgix

−1 /∈ K. En efecto, en caso contrario
gi ∈ x−1Kx = a(K) y aśı gi ∈ a(K)\{e} puesto que εi−1+εi = 0. Pero esto contradice
que εi = −1.

- Si g1 es como en el item d), entonces g1 = e o g1 /∈ K. En efecto, esto se sigue
inmediatamente de que εi = 1.

- Si 1 < i ≤ n y gi como en el item d), entonces gi /∈ K. En efecto, esto se sigue
inmediatamente de que εi = 1 y εi−1 + εi = 0.

Por lo tanto el lado izquierdo de la desigualdad (37) queda expresado como un producto

u1 · · ·un+1

de elementos de G \K, salvo posiblemente un+1 = gn+1 si εn = −1. Por otra parte

- Si ui es como en el item a), entonces ui+1 es como en los items a) o d),

- si ui es como en el item b), entonces ui+1 es como en los items b) o c),

- si ui es como en el item c), entonces ui+1 es como en los items a) o d),

- si ui es como en el item d), entonces ui+1 es como en el items b o c).

Además,

(E1 \K)gix
−1 = (E1 \K)x−1 = E1 \ (H \K) si gix

−1 es como en el item a),

(E1 \ (H \K))xgi = (E1 \K)gi = E1 \K si gix
−1 es como en el item b),

(E1 \ (H \K))xgix
−1 = (E1 \K)x−1 = E1 \ (H \K) si xgix

−1 es como en el item c),

(E1 \K)gi = E1 \K si gi es como en el item d).

Aśı, en el caso en que εn = 1 o εn = −1 pero gn+1 ∈ G\K, obtenemos que la desigualdad (37)
es válida, aplicando 2) con

Xi =


E1 \K si i ≤ n y ui+1 es como en los items a) o d),

E1 \ (H \K) si i ≤ n y ui+1 es como en los items b) o c),

E1 \K si i = n+ 1 y un+1 es como en los items a) o c),

E1 \ (H \K) si i = n+ 1 y un+1 es como en los items b) o d),
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mientras que si gn+1 ∈ K, entonces aplicando 2) a u1 . . . un con

Xi =


E1 \K si i < n y ui+1 es como en los items a) o d),

E1 \ (H \K) si i < n y ui+1 es como en los items b) o c),

E1 \K si i = n y un es como en los items a) o c),

E1 \ (H \K) si i = n y un es como en los items b) o d),

obtenemos que u1 . . . un /∈ K y, por lo tanto, u1 . . . un+1 6= e. �

Proposición 5.4. Un grupo no puede ser a la vez de manera no trivial un producto directo
y un producto libre.

Demostración. En un producto directo el centralizador de cualquier elemento es un
producto directo no trivial. Sin embargo en un producto libre A∗B con A y B no triviales, el
elemento ab con a ∈ A \ {e} y b ∈ B \ {e} tiene como centralizador a un grupo ćıclico ininito.
En efecto, si

aba1b1 · · · anbn = a1b1 · · · anbnab con a1, . . . , an ∈ A y b1, . . . , bn ∈ B,

entonces a1 = a, b1 = b, a2 = a1, b2 = b1, etcetera y, aśı, a1b1 · · · anbn = (ab)n. Similarmente,
si

abb1a1 · · · bnan = b1a1 · · · bnanab con a1, . . . , an ∈ A y b1, . . . , bn ∈ B,

entonces
b1a1 · · · bnanb−1a−1 = b−1a−1b1a1 · · · bnanab

y aśı, como antes b1a1 · · · bnan = (ab)−n. Finalmente, las igualdades

aba1b1 · · · anbnan+1 = a1b1 · · · anbnan+1ab y b1a1 · · · bnanbn+1ab = abb1a1 · · · bnanbn+1

son imposibles, pues, en ellas, el lado izquierdo tiene longitud 2n+ 3 y, el derecho, a lo sumo
2n+ 2. �

Teorema 5.5 (Kuroš). Sea G = A∗B un grupo. Si H ⊆ G es un subgrupo de G, entonces

H = F ∗
(
∗x∈X (H ∩ x−1Ax)

)
∗
(
∗y∈Y(H ∩ y−1By)

)
,

donde F es un subgrupo libre de H y X e Y son subconjuntos de G que contienen al neutro e
de G.

Corolario 5.6 (Schreier-Nielsen). Todo subgrupo de un grupo libre es libre.

Corolario 5.7. Todo subgrupo de un producto libre no trivial G = A ∗ B es uno de los
siguientes:

1. Un producto libre no trivial.
2. Cı́clico infinito.
3. Está contenido en un conjugado de uno de los factores libres A o B del grupo.

Proposición 5.8. Sean G un grupo finitamente generado y libre de torsión y H un sub-
grupo no trivial de G. Entonces existe un subconjunto no vaćıo y propio E de G que es casi
invariante y H-invariante si y sólo si H está contenido en un factor libre y propio de G.

Demostración. Si G = A ∗ B con A y B no triviales y H ⊆ B, tomamos como E el
conjunto de elementos de G que empiezan con un elemento de A\{e}. Aśı, E es casi invariante
y B-invariante pues Eb = E para todo b ∈ B y Ea = (E \ {a})∪ {e}. En particular E es casi
invariante y H-invariante. Para la inversa supongamos que G tiene un subconjunto E no vaćıo
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y propio, que es casi invariante y H-invariante. Notemos que esto último significa que E es una
unión de coclases a izquierda gH de H. En consecuencia H es propio pues E lo es. Además
E * H, pues en caso contrario E = H, lo que es imposible ya que, como G no tiene torsión,
H es infinito y, aśı, como Hg ∩H = ∅ para g ∈ G \H, el conjunto H no es casi invariante.
Tomemos una copia G1 de G y definamos K := G ∗H (G1 × Z). Entonces K es finitamente
generado y libre de torsión pues G y G1 × Z lo son. Consideremos transversales a izquierda
T y T ′ de H en G y G1 × Z, ambas conteniendo al neutro e del grupo correspondiente, de
manera que la de H en G tenga algún elemento de E y denotemos con E al conjunto de
elementos de K cuya forma normal (obtenida usando T y T ′) comienza con un elemento de

E. Es evidente que E y E
c

son infinitos. Además E es casi invariante puesto que Ev = E
para cada v ∈ G1 × Z, mientras que Eg ⊆ E ∪ Eg =a E ∪ E ⊆ E para cada g ∈ G. Por lo
tanto la cantidad de finales de K es al menos 2. Por el Teorema 5.3 y el Corolario 4.27, esto
implica que K ' Z o K es un producto libre de dos grupos no triviales. Pero como ningún
subgrupo de Z es un producto directo no trivial y G1 × Z ⊆ K, necesariamente K = A ∗ B
con A 6= {e} y B 6= {e}. Ahora, por la Proposición 5.4 y el Corolario 5.7, existe u ∈ K tal que
G1×Z ⊆ u−1Au o G1×Z ⊆ u−1Bu. Por simetŕıa podemos suponer que estamos en el primer
caso y aśı, G * u−1Au pues, en caso contrario, K estaŕıa inclúıdo en u−1Au. Aplicando el
teorema de Kuroš a G ⊆ K = (u−1Au) ∗ (u−1Bu) obtenemos que G ∩ u−1Au es un factor
libre de G. Como H ⊆ G ∩ (G1 ×Z) ⊆ G ∩ u−1Au esto termina la demostración. �

Corolario 5.9. Sean G grupo finitamente generado y libre de torsión y H un subgrupo
de G. Si HomRG(IG, RG) → HomRG(JH , RG) no es inyectivo, entonces H está incluido en
un factor libre de G.

Demostración. Por la Proposición 4.29 existe un subconjunto casi invariante de G que
además es H-invariante no es ni vaćıo ni G. En consecuencia, por la Proposición 5.8, el
subgrupo H está incluido en un factor libre propio de G. �
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Caṕıtulo 6

El caso finitamente generado

Denotemos con S a un anillo arbitrario. Dado un S-módulo a derecha M denotamos con
M∗ al S-módulo a izquierda HomS(M,S) y con M∗∗ al S-módulo a derecha HomS(M∗, S).
Recordemos que las acciones en M∗ y M∗∗ están dadas por

(af)(m) := af(m) y (ϕa)(f) := ϕ(f)a.

Para cada morfismo de morfismo de S-módulos a derecha h : M → N denotamos con

h∗ : N∗ →M∗ y con h∗∗ : M∗∗ → N∗∗

a los morfismos de S-módulos definidos por

h∗(f) := f ◦ h y h∗∗(ϕ) := ϕ ◦ h∗.

Proposición 6.1. Para cada S-módulo a derecha M la aplicación εM : M →M∗∗, dada
por εM (m)(f) := f(m), es un morfismo de S-módulos a derecha, que es natural en M .

La naturalidad de εM significa que si h : M → N es un morfismo de S-módulos a derecha,
entonces el diagrama

(38)

M

h
��

εM // M∗∗

h∗∗

��
N

εN // N∗∗,

conmuta.

Demostración. Como para todo a ∈ S y todo m1,m2 ∈M ,

εM (m1a+m2)(f) = f(m1a+m2) = f(m1)a+ f(m2) = (εM (m1)a)(f) + εM (m2)(f),

la aplicación εM es un morfismo de S-módulos a derecha. Dejamos al lector la tarea de
comprobar que es natural. �
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Proposición 6.2. Para cada par de S-módulos a derecha M1 y M2 la aplicación

ΨM1M2 : M∗1 ⊕M∗2 → (M1 ⊕M2)∗,

definida por ΨM1M2(f1, f2)(m1,m2) := f1(m1) + f2(m2), es un isomorfismo de S-módulos,
que es natural en M1 y en M2. Además su inversa es la aplicación

ΦM1M2 : (M1 ⊕M2)∗ →M∗1 ⊕M∗2 ,

definida por

ΦM1M2(f) := (f1, f2),

donde f1 ∈M∗1 y f2 ∈M∗2 están dados por f1(m) := f(m, 0) y f2(m) := f(0,m).

La naturalidad de ΨM1M2 significa que si f1 : M1 → N1 y f2 : M2 → N2 son morfismos de
S-módulos, entonces el diagrama

N∗1 ⊕N∗2
f∗1⊕f∗2
��

ΨN1N2 // (N1 ⊕N2)∗

(f1⊕f2)∗

��
M∗1 ⊕M∗2

ΨM1M2 // (M1 ⊕M2)∗,

conmuta.

Demostración. Dejamos al lector la tarea de comprobar que ΨM1M2 es S-lineal y natu-
ral en M1 y en M2. Para terminar la prueba es suficiente observar que ΨM1M2 ◦ ΦM1M2 = id
y ΦM1M2 ◦ΨM1M2 = id, lo que es obvio. �

Por supuesto que hay un resultado similar al anterior para S-módulos a izquierda.

Observación 6.3. De la proposición 6.2 se sigue facilmente que, para cada par de S-
módulos a derecha M1 y M2, la aplicación

ΥM1M2 : (M1 ⊕M2)∗∗ →M∗∗1 ⊕M∗∗2 ,

definida como la composición

M∗∗1 ⊕M∗∗2

ΨM∗1M∗2 // (M∗1 ⊕M∗2 )∗
Φ∗M1M2 // (M1 ⊕M2)∗∗,

es un isomorfismo de S-módulos a derecha, que es natural en M1 y en M2. Un cálculo directo
muestra que

ΥM1M2(ψ1, ψ2)(g) = ψ1(g ◦ i1) + ψ2(g ◦ i2),

donde i1 : M1 →M1 ⊕M2 y i2 : M2 →M1 ⊕M2 son las inclusiones canónicas.

La naturalidad de ΥM1M2 significa que si f1 : M1 → N1 y f2 : M2 → N2 son morfismos de
S-módulos, entonces el diagrama

M∗∗1 ⊕M∗∗2

f∗∗1 ⊕f∗∗2
��

ΥM1M2 // (M1 ⊕M2)∗∗

(f1⊕f2)∗∗

��
N∗∗1 ⊕N∗∗2

ΥN1N2 // (N1 ⊕N2)∗∗,

conmuta.
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Proposición 6.4. Para cada par de S-módulos a derecha M1 y M2 vale que

εM1⊕M2 = ΥM1M2 ◦ (εM1 ⊕ εM2).

En consecuencia εM1⊕M2 es un isomorfismo si y sólo si εM1 y εM2 lo son.

Demostración. En efecto

ΥM1M2

(
(εM1 ⊕ εM2)(m1,m2)

)
(g) = g ◦ i1(m1) + g ◦ i1(m1) = g(m1,m2) = εM1⊕M2(m1,m2)(g)

para cada g ∈ (M1⊕M2)∗. La última afirmación se sigue de que ΥM1M2 es un isomorfismo. �

Corolario 6.5. Si P es un S-módulo a derecha proyectivo y finitamente generado, en-
tonces εP es un isomorfismo.

Demostración. Como P es un sumando directo de un S-módulo libre finitamente ge-
nerado, se sigue de la Proposición 6.4 que basta ver que εS es un isomorfismo, lo que es
fácil. �

Lema 6.6. Sea h : M → N un morfismo de S-módulos con M y N proyectivos y finita-
mente generados. Entonces h es isomorfismo si y sólo si h∗ : N∗ →M∗ lo es.

Demostración. Es claro que si h es un isomorfismo, entonces h∗ también lo es. Supon-
gamos ahora que h∗ es un isomorfismo. Entonces claramente también h∗∗ lo es. Como, debido
al Corolario 6.5, las flechas horizontales del diagrama (38) son isomorfismos, se sigue de esto
que f es un isomorfismo. �

Teorema 6.7 (Gruško). Si G = G1 ∗G2 con G1 y G2 finitamente generados, entonces la
cantidad mı́nima de generadores de G es la suma de las cantidades mı́nimas de generadores
de G1 y G2.

Proposición 6.8. Todo grupo G finitamente generado y libre de torsión tal que cdRG ≤ 1
es libre.

Demostración. Supongamos que el resultado es falso y tomemos un grupo G finita-
mente generado y libre de torsión y no libre tal que cdRG ≤ 1 y que tiene una cantidad de
generadores mı́nima entre los grupos que satisfacen estas propiedades. En particular G no es
trivial y, por lo tanto, es infinito. Por la Proposición 2.1 aplicada a la sucesión exacta corta

0 // IG
i // RG

ε // R // 0,

donde i es la inclusion y ε el morfismo de aumentación, obtenemos la sucesión exacta

0 // HomRG(R,RG)
ε∗ // HomRG(RG,RG)

i∗ // HomRG(IG, RG)
h // H1(G,RG) // 0.

Por el Lema 3.2 y la Proposición 2.2 el ideal de aumentación IG es proyectivo y finitamente
generado. Aśı, aplicando el Lema 6.6 con S = RG, obtenemos que

i∗ : HomRG(RG,RG)→ HomRG(IG,RG)

no es un isomorfismo. Por otra parte, como G es infinito, HomRG(R,RG) ' RGG = 0. En
consecuencia i∗ no es sobreyectiva y, por lo tanto, H1(G,RG) 6= 0. Aśı, por la Proposición 4.5
el grupo G tiene más de un final. Por los Teoremas 4.25 y 5.3 y el Corolario 4.26 se sigue
de esto que G = Z o G = G1 ∗G2 con G1 y G2 propios. Como en el primer caso G es libre,
podemos considerar que estamos en el segundo. Ahora, por el Corolario 2.5 sabemos que
cdRGi ≤ cdRG para i = 1, 2. Como, por el Teorema 6.7, la cantidad minima de generadores
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de cada uno de las Gi es menor que la de G, se sigue de la elección de este último que G1 y
G2 son libres, lo que lleva a una contradicción pues entonces G también lo es. �
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El caso numerable

Definición 7.1. Sea m un cardinal infinito. Diremos que un grupo G es m-generado si
está generado por un conjunto de cardinal a lo sumo m. En el caso en que m es ℵ0 diremos
también que G es un grupo contablemente generado.

Definición 7.2. Un grupo G es localmente libre si sus subgrupos finitamente generados
son libres, y es contablemente libre si sus subgrupos contablemente generados son libres. Para
un cardinal infinito m cualquiera diremos que G es m-libre si todo subgrupo suyo m-generado
es libre.

Observación 7.3. Todo subgrupo finitamente generado H de un grupo libre G está con-
tenido en un factor libre finitamente generado L de G. En efecto, dada una base B de G,
basta considerar el subgrupo libre L de G generado por los elementos de B que aparecen en
un conjunto finito de generadores de H para obtener L.

Lema 7.4 (Higman). Sea G un grupo localmante libre. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. G es numerablemente libre.

2. Toda sucesión creciente G1 ⊆ G2 ⊆ · · · de subgrupos finitamente generados de G, tal
que ningún Gn está contenido en un factor libre propio de Gn+1, se estaciona.

3. Para todo subgrupo finitamente generado H de G existe otro subgrupo finitamente
generado K de G tal que H ⊆ K y K es un factor libre de todo subgrupo finitamente
generado de G que lo contenga.

Demostración. 1)⇒ 2). Como cada Gn finitamente generado,
⋃
n∈NGn será contable-

mente generado y, por lo tanto, libre. Consideremos una factorización
⋃
n∈NGn = X ∗ Y tal

que G1 ⊆ X con X finitamente generado (lo cual es posible debido a la observación anterior).
Supongamos que Gn ⊆ X. Entonces Gn+1 ⊆ X, pues Gn ⊆ Gn+1 ∩X y, por el teorema de
Kuroš, Gn+1 ∩X es un factor libre de Gn+1, lo que contradice la hipótesis si Gn+1 * X. Por
lo tanto

⋃
n∈NGn = X. Como X es finitamente generado existe i ∈ N tal que X ⊆ Gi y, aśı,

Gi =
⋃
n∈NGn como queremos.
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2) ⇒ 3). Sea H1 un subgrupo finitamente generado de G. Si H1 es un factor libre de todo
subgrupo finitamenete generado de G que lo contiene, entonces podemos tomar como K al
mismo H1. Si no, del conjunto de subgrupos finitamente generados de G que contienen a H1,
pero tales que H1 no es un factor libre de ellos (en particular lo contienen propiamente),
tomamos H2 con una cantidad mı́nima de generadores. Como G es localmente libre, H2 es
libre y, por lo tanto, por el Teorema 6.7, todo factor libre de H2 puede ser generado por menos
elementos que H2. En consecuencia H1 no está contenido en ninguno de estos factores libres L2

de H2 pues, debido a la elección de H2, si tenemos H1 ⊆ L2, entonces H1 es un factor libre de
L2 y, por lo tanto, también de H2. Si H2 es un factor libre de todo subgrupo de G finitamente
generado que lo contiene, entonces podemos tomar como K a H2. Si no repetimos el proceso
anterior para obtener un subgrupo finitamente generado H3 de G, tal que H2 ⊆ H3 y tal que
H2 no está inclúıdo en ningún factor libre de H3. Continuando inductivamente, u obtenemos
el K en algún paso, o contrúımos una sucesión estrictemente creciente H1 ( H2 ( · · · de
subgrupos finitamente generados de G, tal que Hn no está contenido en ningún factor libre
de Hn+1 para ningún n ∈ N, lo cual contradice 2).

3)⇒ 1). Sea H un subgrupo de G numerablemente generado por h1, h2, . . . . Por 3) podemos
definir inductivamente una familia (Kn)n≥0, de subgrupos finitamente generados de G, tal
que K0 = {e}, 〈Kn−1, hn〉 ⊆ Kn y Kn es un factor libre de todo subgrupo de G finitamente
generado que lo contiene. En particular existe una familia (Fn)n≥1, de subgrupos de G, que
cumple Kn = Kn−1 ∗ Fn para todo n ∈ N. Como G es localemte libre, los Kn y, por lo
tanto debido al teorema de Schreier-Nielsen, también los Fn, son libres. Ahora podemos ver
inductivamente que Kn = ∗i≤nFi para todo n ∈ N y, por lo tanto,

⋃
n∈NKn = ∗n∈NFn y,

en consecuencia, libre. Como H ⊆
⋃
n∈NKn se sigue, nuevamente del teorema de Schreier-

Nielsen, que H también lo es. �

Proposición 7.5. Si G es un grupo libre de torsión y cdRG ≤ 1, entonces G es conta-
blemente libre.

Demostración. Supongamos que no. Sabemos por el Corolario 2.5 y la Proposición 6.8
que G es localmente libre. En conseuencia, por el Lema 7.4, existe una sucesión estictamente
creciente G1 ( G2 ( · · · de subgrupos finitamente generados de G tal que ningún Gi está con-
tenido en un factor libre propio deGi+1. Puesto que cdR

(⋃
n∈NGn

)
≤ cdRG podemos suponer

que G =
⋃
n∈NGn para llegar a una contradicción. Denotemos con ιn : JGn+1Gn → IGn+1 a la

inclusión canónica. Como los Gi son libres de torsión se sigue del Corolario 5.9 que

HomRGn+1(IGn+1 , RGn+1)
ι∗n // HomRGn+1(JGn+1Gn , RGn+1)

es inyectivo para todo n ∈ N. Ahora, como Gn y Gn+1 son finitamente generados, el Le-
ma 3.2 muestra que IGn+1 y JGn+1Gn son finitamente generados como RGn+1-módulos. En
consecuencia, dado que RG es la suma directa de una cantidad de copias de RGn+1 y que,
si M es un RGn+1-módulo finitamente generado, entonces el HomRGn+1(M,−) conmuta con
sumas directas, se sigue de esto, que

HomRGn+1(IGn+1 , RG)
ι∗n // HomRGn+1(JGn+1Gn , RG)

también es un monomorfismo para todo n ∈ N. Aśı, por el Lemma 3.4,

HomRG(JGGn+1 , RG)
i∗n // HomRG(JGGn , RG),
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donde in : JGGn → JGGn+1 es la inclusión canónica, es inyectivo para todo n ∈ N. La con-
tradicción a obtener es que si cdRG ≤ 1 existe un valor de n tal que este último i∗n no es
monomorfismo. Denotemos con Jn a JGGn . Como Gn es finitamente generado y libre se sigue
de la Proposición 3.10 que IGn es un RGn-módulo libre y finitamente generado. En conse-
cuencia, por el Lema 3.4 el RG-módulo Jn también es libre y finitamente generado. Tomemos
ahora J :=

⊕
n∈N Jn. Como G =

⋃
n∈NGn, sabemos que IG =

⋃
n∈N Jn. Por lo tanto la

sucesión

0 // J
j // J

f // RG
ε // R // 0,

donde ε es el morfismo de aumentación,

j(a1, a2, a3, . . . ) = (a1, a2 − i1(a1), . . . , an − in−1(an−1), . . . ),

y f restringido a cada Jn es la inclusión canónica, es exacta. Como J es libre, la sucesión
anterior es una resolución proyectiva de R como RG-módulo. Aśı, por la Proposición 2.1, para
todo RG-módulo M hay una sucesión exacta de grupos

HomRG(J,M)
j∗ // HomRG(J,M)

h // H2(G,M)→ 0.

En consecuencia, como cdRG ≤ 1, el grupo H2(G,M) es cero y el morfismo j∗ es sobreyectivo,
cualquiera sea M . Por otra parte como J =

⊕
n∈N Jn,

HomRG(J,M) =
∏
n∈N

HomRG(Jn,M)

y

j∗(u1, u2, u3, . . . ) = (u1, u2, u3, . . . ) ◦ j = (u1 − u2 ◦ i1, u2 − u3 ◦ i2, u3 − u4 ◦ i3, . . . ).
Tomemos ahora M = J y u ∈ HomRG(J, J) tal que j∗(u) = idJ . Como Jn es finitamente
generado,

HomRG(Jn, J) =
⊕
m∈N

HomRG(Jn, Jm).

Escribamos u = (u1, u2, u3, . . . ) con un : Jn → J y un =
∑
unm con unm : Jn → Jm. Notemos

que la igualdad j∗(u) = idJ se convierte en

unm − un+1,m ◦ in :=

{
0 si m 6= n,

idJn si m = n.

Elijamos m tal que u1m = 0. Si umm = 0, entonces −um+1,m ◦ im = idJm y aśı Jm es un
sumando directo de Jm+1. Como por el item 4) del Lema 3.1, Jm ( Jm+1 ⊆ RG, se sigue de
esto que el morfismo

HomRG(Jm+1, RG)
i∗m // HomRG(Jm, RG)

no es inyectivo, lo que es una contradicción. Si umm 6= 0, entonces, dado que u1m = 0, existe
1 ≤ n < m tal que un+1,m 6= 0 pero unm = 0. Aśı

HomRG(Jn+1, RG)
i∗n // HomRG(Jn, RG)

no es inyectivo pues i∗n(un+1,m) = un+1,m ◦ in = un+1,m ◦ in− unm = 0, lo que nuevamente da
la contradicción requerida. �
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Teoremas de partición

Por el Corolario 3.9, H es un factor libre de G si y sólo si JH es un RG-sumando directo de
IG que tiene un complemento de la forma JK para algún subgrupo K de G. Nos preguntamos
si del hecho de que JH sea un RG-sumando directo de IG se seguirá siempre que H un factor
libre de G. Estudiaremos a continuación algunos casos en donde esto ocurre.

Proposición 8.1. Sea G es un grupo finitamente generado y libre de torsión y H un
subgrupo de G. Si JH es un RG-sumando directo de IG, entonces H es factor libre de G.

Demostración. Por el item 4) del Lemma 3.1, si JH = IG entonces H = G. Por otro
lado como JH es un RG-sumando directo de IG, si JH 6= IG, entonces la aplicación

HomRG(IG, RG)→ HomRG(JH , RG)

no es un monomorfismo. En consecuencia, por el Corolario 5.9 el subgrupo H de G está con-
tenido en un factor libre no trivial de G. En otras palabras existen subgupos no triviales G1

y G2 de G tales que G = G1 ∗ G2 y H ≤ G1. Dado que por el teorema de Gruško G1 tiene
menos generadores que G y, por la Proposición 3.12, el ideal JG1H es RG1-sumando directo
de IG1 , se sigue de un argumento inductivo, que H es un factor libre de G1 y, por lo tanto,
de G. �

Proposición 8.2. Si G es un grupo libre y H es un subgrupo finitamente generado de G
tal que JH es un RG-sumando directo de IG, entonces H es un factor libre de G.

Demostración. Como H es finitamente generado existe un factor libre G1 de G que es
finitamente generado y que contiene a H. Dado que G1 es libre de torsión y, por la Propo-
sición 3.12, el ideal JG1H es un RG1-sumando directo de IG1 , se sigue de la Proposición 8.1
que H es un factor libre de G1 y, por lo tanto, de G. �

Proposición 8.3. Si G es un grupo libre contablemente generado y H es un subgrupo de
G tal que JH es un RG-sumando directo de IG, entonces H es un factor libre de G.

Demostración. Como G es contable también H lo es. En particular H es contablemente
generado. Por la Proposición 8.2 podemos suponer que H no es finitamente generado. Por
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lo tanto, debido al teorema de Schreier-Nielsen, H es libre de rango numerable. Tomemos
un grupo libre F de rango 2 con base {a, b}. Un cálculo sencillo muestra que el conjunto
{b−iabi : i ∈ N} es base del subgrupo que genera. Identificando este subgrupo con H formamos
el producto amalgamado K := G ∗H F . Por el teorema de Kuroš si F es un factor libre de
K, entonces H = F ∩ G es un factor libre de G. Aśı, por la Proposición 8.1, para terminar
la demostración será suficiente ver que K es libre y que JKF es un RK-sumando directo de
IK . Veremos primero esto último y que IK es RK-proyectivo. Por la Proposición 3.10, IF es
RF -libre e IG es RG-libre. Además, por hipótesis existe un RG-módulo P tal que

IG = JGH ⊕ P.
Aśı, debido al Lema 3.4, JKF y JKG son RK-libres y

(39) JKG = JKH ⊕N,
donde N = PRK. Como K = G ∗H F se sigue del item 2) del Teorema 3.8, que

IK = JKF + JKG y JKH = JKG ∩ JKF .
En consecuencia, por la ecuación (39),

IK ' JKF + JKH +N = JKF +N y 0 = JKH ∩N = JKG ∩ JKF ∩N = JKF ∩N.
Es decir

IK ' JKF ⊕N.
Además, puesto que JKF y N son RK-proyectivos, también IK lo es. Resta ver que K es
libre y para ello, debido a la Proposición 7.5, es suficiente probar que K está generado por
un conjunto numerable y es libre de torsión. Pero lo primero se sigue inmediatamente de que
G y H son contablemente generados, mientras que lo segundo se sigue inmediatamente de la
Nota 1.14 y de que G y F no tienen torsión. �

A continuación establecemos una generalización de la Proposición 8.3, que probaremos en
el próximo caṕıtulo, en el que se lo deducirá de un resultado más general

Teorema 8.4. Si G es un grupo libre y H es un subgrupo de G tal que JH es un RG-
sumando directo de IG, entonces H es un factor libre de G.

Posponemos la demostración de este teorema para el proximo caṕıtulo en el que se lo
deducirá de un teorema más general.

Fijemos un cardinal infinito m. En la prueba de la siguiente proposición usaremos que
el Teorema 8.4 vale bajo la hipótesis de que G es m-generado. En particular, debido a la
Proposición 8.3, el resultado vale cuando m = ℵ0. Procedemos de esta manera porque para la
demostración del Teorema 8.4 necesitaremos usar la Proposición 8.5 en el caso en que m = ℵ0.

Proposición 8.5. Sea H un subgrupo de un grupo G tal que JH es sumando directo de
IG. Si G es m-libre y G = 〈H ∪ S〉, donde S tiene cardinal a lo sumo m, entonces existe un
grupo libre F tal que G = H ∗ F .

Nota: G = 〈H ∪ S〉 con S de cardinal a lo sumo si y sólo si existe un RG-módulo M
generado por un conjunto de cardinal a lo sumo m, tal que IG = JH + M . En efecto, por el
Lema 3.2 si G = 〈H ∪ S〉, entonces IG = JH + M , donde M es el RG-módulo generado por
{s− e; s ∈ S}. Rećıprocamente, si IG = JH +M con M generado por un conjunto de cardinal
a lo sumo m, entonces podemos escribir cada uno de estos generadores como una combinación
R-lineal finita de elementos g − e y tomando S como el conjunto de los g ∈ G que aparecen
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en ellas, obtenemos que |S| ≤ m y IG = JH + S, donde M es el RG-módulo generado por
{s− e; s ∈ S}, lo cual, nuevamente por el Lema 3.2, implica que G = 〈H ∪ S〉.

Demostración. Podemos escribir IG = JGH⊕C. Por la observación previa C ' IG/JGH
está generado por un conjunto {ca} de cardinal a lo sumo m. Expresemos cada ca como una
combinación R-lineal de elementos g−e. Denotemos con X0 al conjunto de los g que aparecen
en estas combinaciones lineales y con L0 al subgrupo de G generado por X0. Claramente L0

tiene cardinal a lo sumo m y {ca} ⊆ IL0 . Llamemos C0 el ideal a derecha de RL0 generado por
{ca}. Entonces C0RG = ({ca}RL0)RG = C. Procedemos ahora a definir conjuntos Xn ⊆ G
y Yn ⊆ H para n ≥ 0 sujetos a las condiciones:

1. Yn+1 ⊆ Xn+1, Xn ⊆ Xn+1, Yn ⊆ Yn+1,

2. Xn tiene cardinal a lo sumo m,

3. ILn ⊆ JLn+1Kn+1 + C0RLn+1, donde Ln := 〈Xn〉 y Kn := 〈Yn〉.
Para ello tomamos X0 como arriba y Y0 = ∅. Supongamos que hemos definido Xn e Yn.
Debido al Lema 3.2 ILn está RG-generado por A := {x− e : x ∈ Xn}. Como

ILn ⊆ IG = JGH ⊕ C = IHRG⊕ C0RG

cada x− e ∈ A se escribe como una combinación R-lineal de una cantidad finita de elementos
(h− e)g y cg′, donde h ∈ H y g, g′ ∈ G. Definimos entonces Yn+1 como la unión de Yn con los
h aśı obtenidos y Xn+1 como la unión de Yn+1 con Xn y con los g, g′ aśı obtenidos. Es claro
que esta construcción cumple las condiciones 1), 2) y 3). Definamos ahora

K :=
⋃
Kn y L :=

⋃
Ln.

Entonces K ⊆ L ∩H y
IL ⊆ JLK + C0RL

Además esta suma es directa pues JLK ⊆ JGH , C0RL ⊆ C y JGH ∩C = 0. En consecuencia,

(40) IL = JLK ⊕ C0RL,

pues C0RL = ({ca}RL0)RL ⊆ IL0RL ⊆ IL. Como L está generado por un conjunto de
cardinal a lo sumo m, es libre. En consecuencia, por el Teorema 8.4 existe un subgrupo F
de L tal que L = K ∗ F . Notemos además que por el teorema de Schreier-Nielsen F es libre.
Ahora por la igualdad (40) se sigue del Lema 3.4 que JGL = JGK ⊕ C. Por lo tanto

IG = JGH ⊕ C = JGH + JGK + C = JGH + JGL

y
JGH ∩ JGL = JGH ∩ (JGK ⊕ C) = JGK ⊕ (JGH ∩ C) = JGK .

Aśı, por el Teorema 3.8, G = H ∗K L, lo que combinado con L = K ∗F nos da G = H ∗F . �
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Teorema 9.1. Sea G un grupo libre de torsión que satisface cdRG ≤ 1. Si H es un
subgrupo de G tal que JH es sumando directo de IG, entonces G = H ∗ F para algún grupo
libre F .

Observación: de este teorema se deduce el Teorema 8.4 pues todo grupo libre G es libre
de torsión y satisface cdRG ≤ 1.

Demostración. Podemos suponer que G está generado por una familia de elementos
(ga)a∈A, donde A es el conjunto de ordinales menores que un ordinal ĺımite λ. Para terminar
la demostración será suficente encontrar para cada a ≤ λ, un subconjunto Sa de G, de modo
que se satisfagan las siguientes condiciones, que denotaremos con (∗):

1. Si a < b entonces Sa ⊆ Sb.
2. Si a es un ordinal ĺımite, entonces Sa =

⋃
b<a Sb.

3. Sa+1 \ Sa es contable para cada a ∈ A.
4. S0 = ∅ y ga ∈ Sa+1 para cada a ∈ A.
5. Si Ga := 〈H ∪ Sa〉, entonces JGa es un sumando directo de IG.

En efecto, supongamos que existen estos Sa. Por la Proposición 3.12 sabemos que JGa+1Ga es
un RGa+1 sumando directo de IGa+1 . Como, por la Proposición 7.5, el grupo G es contable-
mente libre, se sigue del caso contable de la Proposición 8.5 (con H := Ga y S := Sa+1 \ Sa),
que existe un subgrupo libre Fa de Ga+1 tal que Ga+1 = Ga∗Fa. Aśı, por inducción transfinita,

(41) Ga = G0 ∗
(
∗b<aFb

)
para a ≤ λ

Tomando a = λ el teorema queda demostrado pues G0 = H y Gλ = G. Veamos entonces que
existe tal familia {Sa}.

Por hipótesis IG = JH ⊕M e IG es RG-proyectivo. Aśı, M es tanbién RG-proyectivo y,
por lo tanto, existe un RG-módulo N tal que M ⊕N es RG-libre. Tomemos una base (ck)k∈K
de M ⊕ N . Para construir una familia (Sa)a≤λ que satisfaga (∗), será suficiente encontrar,
para cada a ≤ λ, subconjuntos Sa ⊆ G, Ta ⊆ N y Ka ⊆ K que satisfagan las siguientes
condiciones, que denotaremos con (∗∗):
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1. Si a < b, entonces Sa ⊆ Sb, Ta ⊆ Tb y Ka ⊆ Kb.
2. Si a es ordinal ĺımite, entonces Sa =

⋃
b<a Sb, Ta =

⋃
b<a Tb y Ka =

⋃
b<aKb.

3. Sa+1 \ Sa, Ta+1 \ Ta y Ka+1 \Ka son contables para cada a ∈ A.
4. S0 = T0 = K0 = ∅ y ga ∈ Sa+1 para cada a ∈ A.
5. El submódulo de IG ⊕ N = JH ⊕M ⊕ N generado por JH , {s − e : s ∈ Sa} y Ta

también está generado por JH y (ck)k∈Ka .

Es claro que de los items 1) a 4) de (∗∗) se siguen los correspondientes items de (∗). Suponga-
mos ahora que el item 5) de (∗∗) se satisface. El RG-submódulo Ua de JH ⊕M ⊕N generado
por JH y (ck)k∈Ka es un RG-sumando directo de JH⊕M⊕N (con complemento generado por
(ck)k∈K\Ka

). Por el item 5) de (∗∗) este submódulo Ua está generado por JH , {s− e : s ∈ Sa}
y Ta y aśı, como JH

⋃
{s − e : s ∈ Sa} ⊆ IG y Ta ⊆ K, tiene como sumando directo al

RG-submódulo generado por JH y {s − e : s ∈ Sa}, que, por el Lema 3.2, coincide con JGa .
En consecuencia JGa es un RG-sumando directo de IG ⊕ N y, por lo tanto de IG, como lo
requiere el item 5) de (∗).

Definimos ahora Sa, Ta y Ka por inducción transfinita. Para a = 0 los conjuntos son
dados por el item 4) y claramente se satisface el item 5). Supongamos definidos Sa, Ta y Ka

para a < y de manera que se satisfaga (∗∗). Si y es un ordinal ĺımite, entonces por el item 2)
debemos definir

Sy :=
⋃
b<y

Sb, Ty :=
⋃
b<y

Tb y Ky :=
⋃
b<y

Kb.

Es fácil ver que con esta definición las condiciones relevantes de (∗∗) se satisfacen. Supongamos
ahora que y = b+ 1. Basta ver que, para cada n ≥ 0 existen subconjuntos Sbn ⊆ G, Tbn ⊆ N
y Kbn ⊆ K que satisfacen las siguientes condiciones, que llamaremos (∗ ∗ ∗):

1. Sbn ⊆ Sb,n+1, Tbn ⊆ Tb,n+1 y Kbn ⊆ Kb,n+1, para todo n ≥ 0.
2. Sb,n+1 \ Sb,n, Tb,n+1 \ Tb,n y Kb,n+1 \Kb,n son contables, para todo n ≥ 0.
3. Sb0 = Sb ∪ {gb} y Tb0 = Tb.
4. El RG-submódulo de IG ⊕ N = JH ⊕M ⊕ N generado por JH , {s − e : s ∈ Sbn} y
Tbn, está contenido en el RG-submódulo generado por JH y (ck)k∈Kbn

.
5. ElRG-submódulo de IG⊕N = JH⊕M⊕N generado por JH y (ck)k∈Kbn

está contenido
en el RG-submódulo generado por JH , {s− e : s ∈ Sb,n+1} y Tb,n+1.

Pues en ese caso, los conjuntos que completan la inducción serán:

Sb+1 :=
⋃
n

Sb,n, Tb+1 :=
⋃
n

Tb,n y Kb+1 :=
⋃
n

Kb,n.

En efecto, es claro que con esta definición los item 1), 2), 3) y 4) de (∗∗) se satisfacen y, que
un argumento simple muestra que de los items 4) y 5) de (∗ ∗ ∗) se sigue el item 5) de (∗∗)
para b+ 1.

A continuación definimos los Sbn, Tbn y Kbn recursivamente. Para n = 0, Sb0 y Tb0 quedan
definidos por el item 3) de (∗ ∗ ∗). Supongamos dados Sbr y Tbr para r ≤ n y Kbr para r < n
tales que se satisfacen las condiciones relevantes de (∗∗∗). Mostraremos ahora como construir
Sb,n+1, Tb,n+1 y Kbn de manera que las condiciones relevantes de (∗∗∗) se sigan satisfaciendo.
Cada elemento de

{s− e : s ∈ Sbn \ Sb,n−1}
⋃

(Tbn \ Tb,n−1)

se escribe como un elemento de JH y una combinación RG-lineal de finitos ck. Definimos en-
tonces Kbn \Kb,n−1 como el conjunto de los ck que aparecen en estas combinaciones lineales.
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Es evidente que Kbn \Kb,n−1 es contable y que, requiriendo que Kbn ⊇ Kb,n−1, queda deter-
minado Kbn. De esta construcción se sigue que el submódulo generado por JH y (ck)k∈Kbn

contiene al generado por JH , (ck)k∈Kb,n−1
, {s− e : s ∈ Sbn \ Sb,n−1} y Tbn \ Tb,n−1. Aśı, si el

item 4) vale para n − 1, entonces vale también para n. Por último, tomamos cada elemento
del conjunto {ck : k ∈ Kbn \Kb,n−1} y lo escribimos como la suma de un elemento n ∈ N y
una combinación R-lineal de finitos g − e con g ∈ G. Definimos entonces Tb,n+1 \ Tbn como
el conjunto de los n ∈ N que aparecen en estas expresiones y Sb,n+1 \ Sbn como el conjunto
de los g que aparecen en estas combinaciones R-lineales. Claramente ambos conjuntos son
contables. El requirimiento de que Tb,n+1 ⊇ Tbn y Sb,n+1 ⊇ Sbn determina Sb,n+1 y Tb,n+1. De
esta construcción se sigue que el submódulo generado por JH , {s − e : s ∈ Sb,n+1} y Tb,n+1

contiene al generado por JH , {s− e : s ∈ Sbn}, Tb,n+1 y (ck)k∈Kbn\Kb,n−1
. De manera análoga

a lo hecho para el item 4) se prueba que también vale el 5). �

Teorema 9.2. Si G es un grupo libre de torsión que satisface cdRG ≤ 1, entonces G es
libre.

Demostración. Es simplemente el Teorema 9.1 con H = {e}. �

Teorema 9.3. Si G es un grupo libre de torsión que contiene a un subgrupo libre F de
ı́ndice finito, entonces G es libre.

Demostración. Como G el libre de torsión, podemos aplicar el Teorema 2.17 con R = Z.
Aśı cdRG = cdR F = 1 y la afirmación se sigue del Teorema 9.2. �
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