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Capítulo 1

Introducción

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las deformaciones de las álgebras envolventes
de álgebras de Lie complejas de dimensión tres. Estas deformaciones se dividen en dos clases:

1. las que provienen de deformar la estructura de Lie,

2. las que provienen de deformar la estructura asociativa, sin variar el corchete.

Las deformaciones de la primera clase y las relaciones entre las mismas han sido completa-
mente estudiadas en los ultimos años. Nos proponemos en particular estudiar deformaciones
de la segunda clase de las álgebras de Lie de dimensión tres del tipo rα, usando métodos
homológicos.

Las deformaciones de objetos algebraicos y analíticos son estudiadas desde hace muchos
años tanto en matemática como en física. El conjunto de clases de equivalencia de estructuras
de álgebra de Lie sobre un espacio vectorial �jo es llamado el espacio de moduli de álgebras
de Lie sobre ese espacio vectorial El espacio de moduli ha sido estudiado completamente
en el caso de un espacio vectorial complejo de dimensión tres ([A], [TU]). La estructura de
este espacio de moduli es bastante simple: consiste de una familia 1-paramétrica de álgebras
de Lie resolubles, y de tres álgebras de Lie especiales. Sin embargo no se ha realizado una
descripción de la familia de deformaciones de las álgebras envolventes de álgebras de Lie
complejas de dimensiï¿½n tres que se obtienen al deformar la estructura asociativa. Las
deformaciones in�nitesimales de un álgebra asociativa están parametrizadas por el segundo
grupo de cohomología de Hochschild del álgebra, a coe�cientes en el álgebra considerada
como bimóodulo sobre si misma de la manera natural. Asimismo, las posibles obstruc-
ciones para continuar esta deformación in�nitesimal en una verdadera deformación están
parametrizadas por el tercer grupo de cohomología de Hochschild del álgebra a coe�cientes
en ella misma.

En el Capítulo 2 se recuerdan algunas de�niciones básicas sobre álgebras de Lie, sobre
álgebras envolventes y también sobre homología y cohomología de álgebras de Lie. Luego de
describir las álgebras de Lie complejas de dimensiones 1, 2 y 3, calculamos sus cohomologías.

El Capítulo 3 comienza con un resumen de resultados sobre cohomología de Hochschild
de álgebras asociativas y en particular de álgebras envolventes de álgebras de Lie. Nos
interesa especialmente el producto cup y la estructura de álgebra de Gerstenhaber de la
cohomología de Hochschild. Luego calculamos como ejemplo la cohomología de Hochschild
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del álgebra envolvente del álgebra de Heisenberg, recuperando el resultado obtenido por P.
Nuss en [N] y posteriormente en [HS]. En la última parte de este capítulo estudiamos el
concepto de deformación de una k-álgebra asociativa y de una k-álgebra de Lie en términos
cohomológicos.

En el Capítulo 4 comenzamos recordando material relacionado con el lema del diamante
de Bergman [Ber], que es una herramienta para encontrar bases de módulos dados por
generadores y relaciones. El lema del diamante es usado en el resto del capítulo para calcular
de forma efectiva una familia de deformaciones de las álgebras envolventes de las álgebras
de Lie del tipo rα. Para ello es necesario calcular primero su cohomología de Hochschild, y
también algunos de los mor�smos de comparación entre la resolución Bar y la resolución de
Chevalley-Eilenberg.
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Capítulo 2

Álgebras de Lie

En este capítulo desarrollaremos las nociones básicas de (co)homología de álgebras de Lie.
Seguiremos la presentación del tema hecha en [W].

2.1 Resultados generales

A lo largo de esta sección, k será un anillo conmutativo.

2.1.1 De�niciones básicas

De�nición 2.1.1. Una estructura de álgebra de Lie sobre un k-módulo g es un mor�smo
de k-módulos [−,−] : g⊗k g −→ g, llamado corchete, que satisface

1. [x, y] = −[y, x] ∀x, y ∈ g (Antisimetría),

2. [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 ∀x, y, z ∈ g (Identidad de Jacobi).

Ejemplos 2.1.2. 1. Si k es un cuerpo y V un k-espacio vectorial, el corchete dado por
[x, y] = 0 para todo x, y ∈ V da a V una estructura de álgebra de Lie. En este caso
[−,−] se llama la estructura de álgebra de Lie abeliana sobre V .

2. Dada una k-álgebra asociativa A es fácil darle una estructura de álgebra de Lie
de�niendo el corchete como su conmutador, es decir: dados a, b ∈ A, [a, b] := ab− ba.
Notamos con Lie(A) al álgebra de Lie que tiene como k-módulo vectorial subyacente
A y corchete antes descripto.

3. Sea A una k-álgebra arbitraria. Consideremos Der(A) := {φ ∈ Endk(A) : φ(ab) =
aφ(b) + φ(a)b, ∀ a, b ∈ A}. El corchete está de�nido como en el ejemplo anterior por
el conmutador y da a Der(A) una estrucutra de subálgebra de Lie de Lie(Endk(A)).

4. Si G es un grupo de Lie, entonces el espacio de campos X : C∞(G) −→ C∞(G)
invariantes a izquierda, es un álgebra de Lie con el corchete dado por [X,Y ](f) =
X(Y (f)) − Y (X(f)), para f ∈ C∞(G). Mas aún, las clases de difeomor�smo de
grupos de Lie conexos y simplemente conexos quedan determinadas por su álgebra de
Lie de campos invariantes a izquierda.
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De�nición 2.1.3. Sean g y h dos k-álgebras de Lie y sea f : g −→ h un mor�smo de
k-módulos. Se dice que f es un mor�smo de álgebras de Lie si preserva el corchete, es decir,
si f([x, y]) = [f(x), f(y)], ∀x, y ∈ g.

De�nición 2.1.4. Sea g una k-álgebra de Lie y sea h un k-submódulo de g. Se dice que
h es un ideal de g si [g, h] ∈ h para todo g ∈ g y h ∈ h. Tanto h como g/h heredan de
forma natural una estructura de k-álgebra de Lie tal que los mor�smos canónicos h −→ g y
g −→ g/h son de álgebras de Lie.

De�nición 2.1.5. Un g-módulo a izquierda es un k-módulo M junto con un mor�smo
de álgebras de Lie g −→ Lie(Endk(M)), o equivalentemente, una acción g ⊗k M −→ M
que cumple [x, y]m = x(ym) − y(x(m)), ∀x, y ∈ g, ∀m ∈ M . Un mor�smo de k-módulos
f : M −→ N entre dos g-módulos se dice un mor�smo de g-módulos si f(xm) = xf(m), ∀x ∈
g, ∀m ∈M .

Ejemplos 2.1.6. 1. Sea M un g-módulo a izquierda, entonces M es un g-módulo a
derecha mediante el mor�smo g −→ Lie(Endk(M))op de�nido por m ·x := −xm, ∀x ∈
g, ∀m ∈M .

2. Sean M y N g-módulos a izquierda, entonces Homk(M,N) tiene una estructura de
g-módulo a izquierda dada por (x · f)(m) := xf(m) − f(xm), ∀x ∈ g, ∀m ∈ M ,
∀f ∈ Homk(M,N).

3. Sean M y N g-módulos a izquierda, entonces M ⊗kN tiene estructura de g-módulo a
izquierda dada por x · (m⊗ n) := xm⊗ n+m⊗ xn. De esta manera la categoría de
g-módulos resulta una categoría monoidal.

4. Sea M un k-módulo, se de�ne Der(g,M) := {D ∈ Homk(g,M) : D([x, y]) = xD(y)−
yD(x), ∀x, y ∈ g}. Se nota con Der(g) a Der(g, g). Observemos que Der(g) resulta
una k-subálgebra de Lie de Lie(Endk(g)).

5. Sea g una k-álgebra de Lie y sea M un g-módulo. Se puede de�nir el producto semidi-

recto de g y M como la k-álgebra de Lie M o g que tiene como espacio subyacente el
k-módulo M ⊕ g, y corchete dado por [(m, g), (n, h)] = (g · n− h ·m, [g, h]), ∀ g, h ∈
g, ∀m ∈M .

6. Sean g y h k-álgebras de Lie y sea σ : h −→ Der(g) un mor�smo. Se puede de�nir el
producto semidirecto de g y h a través de σ como la k-álgebra de Lie g oσ h que tiene
como espacio subyacente el k-módulo g ⊕ h, y corchete dado por [(g, h), (g′, h′)] :=
([g, g′] + σ(h)(g′), [h, h′]), ∀ g, g′ ∈ g, ∀h, h′ ∈ h.

Proposición 2.1.7. Dado un g-módulo a izquierdaM , el funtor Homk(M,−) : g-mod−→ g-

mod es adjunto a derecha del funtor (−)⊗kM : g-mod−→ g-mod.

Demostración. Basta chequear que los isomor�smos usuales de k-módulos que dan la ad-
junción entre los funtores Homk(M,−) y (−)⊗kM quedan bien de�nidos para estas estruc-
turas.
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2.1.2 Álgebras nilpotentes y solubles

Sea g una k-álgebra de Lie.

Notación: Dados h1 y h2 ideales de g, vamos a notar con [h1, h2] al k-submódulo generado
por los elementos [h1, h2] tal que h1 ∈ h1 y h2 ∈ h2.

Lema 2.1.8. Sean h1 y h2 ideales de g. Entonces [h1, h2] es un ideal de g.

Demostración. Sean x ∈ g, h1 ∈ h1 y h2 ∈ h2. La identidad de Jacobi dice que [x, [h1, h2]] =
[h1, [x, h2]] + [[x, h1], h2] ∈ [h1, h2].

De�nición 2.1.9. Sea g una k-álgebra de Lie. Se de�ne inductivamente la sucesión gn

como g0 = g y si n ≥ 1, entonces gn = [gn−1, g]. El álgebra de Lie g se dice nilpotente si la
sucesión

g = g0 ⊇ g1 ⊇ g2 ⊇ g3 ⊇ · · ·

eventualmente se anula, es decir, si existe n ∈ N tal que gn = 0.

Por ejemplo, la k-álgebra libre de dimensión 3 generada por {x, y, z}, con corchete dado
por [x, y] = z, [x, z] = [y, z] = 0 es nilpotente pues g1 = 〈z〉 y entonces g2 = 0.

De�nición 2.1.10. Sea g una k-álgebra de Lie. Se de�ne inductivamente la sucesión g(n)

como g(0) = g y si n ≥ 1, entonces g(n) = [g(n−1), g(n−1)]. El álgebra de Lie g se dice soluble
si la sucesión

g = g(0) ⊇ g(1) ⊇ g(2) ⊇ g(3) ⊇ · · ·

eventualmente se anula, es decir, si existe n ∈ N tal que g(n) = 0.

Lema 2.1.11. Sea g una k-álgebra de Lie, entonces [gn, gm] ⊆ gn+m para todo n,m ∈ N.

Demostración. Para un n �jo haremos inducción en m. Si m = 1 la igualdad [gn, g] = gn+1

vale por de�nición. El paso inductivo es

[gn, gm+1] = [gn, [gm, g]] ⊆ [[gn, g], gm] + [[gn, gm], g] ⊆ [gn+1, g] + [gn+m, g] ⊆ gn+m+1,

donde la primera inclusión está dada por la identidad de Jacobi y las restantes por la
hipótesis inductiva.

Corolario 2.1.12. Si g es nilpotente entonces g es soluble.

La vuelta no es cierta, por ejemplo el C-espacio vectorial de matrices triangulares supe-
riores de 2× 2 con coe�cientes complejos es un álgebra de Lie soluble pero no nilpotente.

2.1.3 Invariantes y coinvariantes

De�nición 2.1.13. Sea g una k-álgebra de Lie y sea M un g-módulo, se de�nen los inva-
riantes y coinvariantes de la siguiente manera

• Invariantes: Mg := {m ∈M : xm = 0 ∀x ∈ g},
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• Coinvariantes: Mg := M/gM.

Observemos que si f : M −→ N es un mor�smo de g-módulos y m ∈ Mg, entonces
xf(m) = f(xm) = 0 para todo x ∈ g; y si n ∈ gM , entonces n =

∑
xin
′
i con xi ∈ g y

n′i ∈ M , y por lo tanto f(n) =
∑
xif(n′i). Resumiendo, tenemos que f |Mg : Mg −→ Ng y

que f induce f̄ : Mg −→ Ng. Es sencillo veri�car que de esta manera (−)g : g-mod−→ k-mod
y (−)g : g-mod−→ k-mod son funtores.

En el otro sentido, contamos con el funtor trivial k-mod−→ g-mod, que a cada k-módulo
M le asigna el g-módulo trivial: x ·m = 0 para todo x ∈ g y m ∈M . Este funtor es exacto.
El siguiente resultado es de fácil demostración:

Proposición 2.1.14. Los funtores (−)g y (−)g son adjuntos a derecha y a izquierda respec-

tivamente del funtor trivial. En particular (−)g es exacto a izquierda y (−)g es exacto a

derecha.

2.1.4 El álgebra envolvente universal

El álgebra envolvente universal de una k-álgebra de Lie g es una k-álgebra asociativa U(g)
que veri�ca cierta propiedad universal. En analogía con el álgebra de grupo kG asociada a
un grupo G, U(g) servirá para traducir las nociones de g-módulos y mor�smos g-módulos
en U(g)-módulos y mor�smos de U(g)-módulos, y de esta manera se verá que la categoría
de g-módulos tiene su�cientes inyectivos y su�cientes proyectivos permitiendo de�nir la
homología y cohomología como los funtores derivados de (−)g y (−)g respectivamente, de
forma similar a la homología y cohomología de grupos.

De�nición 2.1.15. Sea g una k-álgebra de Lie, sea T (g) el álgebra tensorial y sea I el ideal
de T (g) generado por a⊗ b− b⊗a− [a, b] para todo a, b ∈ g. El álgebra envolvente universal
de g es

U(g) := T (g)/I.

Notaremos con x1| · · · |xn a los elementos homogéneos de grado n (con respecto a la gradua-
ción evidente) de T (g) y con x1 · · ·xn a su clase en U(g).

Intuitivamente, el álgebra envolvente consiste de sumas formales de palabras con letras
en g bajo la relación xy − yx = [x, y] para x, y ∈ g.

Observemos que se tiene un mor�smo de álgebras de Lie i : g −→ Lie(U(g)) de�nido por
la composición de los mor�smos de k-módulos g −→ T (g) −→ U(g). Como corolario del
siguiente teorema se obtiene que para álgebras de Lie g que son libres sobre k, este mor�smo
es inyectivo.

Teorema 2.1.16 (Poincaré-Birkho�-Witt). Sea g una k-álgebra de Lie libre como k-módulo

y sea {ei}i∈J una k-base ordenada. Entonces U(g) es un k-módulo libre con base {eI : I =
(i1 ≤ · · · ≤ in) sucesión �nita y ordenada de J}; donde eI := ei1 · · · ein.

Para una demostración ver [CE].

Observación 2.1.17. 1. Si f : g −→ h es un mor�smo de k-álgebras de Lie, entonces
f̂ : T (g) −→ U(h) dada por la extensión lineal de f̂(x1| · · · |xn) = f(x1) · · · f(xn) se
anula sobre I y por lo tanto pasa al cociente de�niendo un mor�smo de k-álgebras
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asociativas U(f) : U(g) −→ U(h). Por lo tanto U(−) resulta un funtor de la categoría
de k-álgebras de Lie en la categoría de k-álgebras asociativas.

2. Si A es una k-álgebra asociativa y f : g −→ Lie(A) es un mor�smo de k-álgebras de Lie,
entonces de forma similar al ítem anterior queda bien de�nida f̂ : U(g) −→ A dada por
f̂(x1 · · ·xn) = f(x1) · · · f(xn), donde ahora el producto de la derecha es el producto de
A. Recíprocamente, si h : U(g) −→ A es un mor�smo de k-álgebras, h◦i : g −→ Lie(A)
cumple que h ◦ i([x, y]) = h([x, y]) = h(xy− yx) = h(x)h(y)−h(y)h(x) = [h(x), h(y)].
Estas asignaciones son mutuamente inversas dando un isomor�smo de k-módulos que
resulta natural.

HomLie(g,Lie(A)) ∼= Homk−alg(U(g), A),

es decir, el funtor Lie(−) es adjunto a izquierda del funtor U(−).

3. Sea M un g-módulo, sea m ∈M y sea x1|x2| · · · |xn un elemento homogéneo de grado
n en T (g); podemos de�nir (x1|x2| · · · |xn) · m := x1(x2(· · · (xnm) · · · )) y extender
linealmente esta acción a todo T (g); además, como M es g-módulo, vale que x(ym)−
y(xm) − [x, y]m = 0, es decir, los elementos de I actúan trivialmente y por lo tanto
podemos pasar al cociente obteniendo asi una estructura de U(g)-módulo sobre M .
Recíprocamente, si M es un U(g)-módulo entonces resulta un g-módulo con la acción
dada por x ·m := i(x)m. Además, los mor�smos de g-módulos entre dos g-módulos
N y M resultan mor�smos de U(g)-módulos y viceversa.

De la última observación se desprende el siguiente resultado

Teorema 2.1.18. La categoría de g-módulos es naturalmente isomorfa a la categoría de

U(g)-módulos. En particular, la categoría de g-módulos tiene su�cientes inyectivos y su�-

cientes proyectivos.

Observación 2.1.19. Bajo estas identi�caciones, el g-módulo trivial k resulta un U(g)-
módulo, es decir, tenemos un mor�smo de k-módulos, ε : U(g) −→ Endk(k) = k, llamado
aumentación. Notaremos con J al núcleo de este mor�smo. Este núcleo es llamado habi-
tualmente ideal de aumentación. Observemos que J es el ideal bilátero generado por g, que
además coincide con U(g)g, y que U(g)/J ∼= k.

Notaremos gab := g/[g, g].
Utilizaremos el siguiente lema más adelante para caracterizar los grupos de (co)homología

en grados bajos.

Lema 2.1.20. Sea g una k-álgebra de Lie y sea J el ideal de aumentación. Entonces se

tienen los siguientes isomor�smos de k-módulos

1. gab ∼= J /J 2.

2. Para todo g-módulo trivial M , Homg(g,M) ∼= Homk(gab,M).

Demostración. 1) El isomor�smo es intuitivo ya que J es el ideal generado por g, luego J 2

es el k-submódulo de T (g) generado por los elementos de grado mayor o igual a 2, por lo
tanto en J /J 2 se tiene la relación [x, y] = xy − yx = 0. Veamos la prueba.
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Dado n ∈ N, de�nimos σn : g×n −→ gab por σn(x1, · · · , xn) := 0 para n 6= 1 y σ1(x) = x̄.
Pasando al producto tensorial para cada n y luego al álgebra tensorial T (g), construimos
un mor�smo T (g) −→ gab que además se anula sobre I y por lo tanto se factoriza por el
álgebra envolvente. Obtenemos asi un mor�smo σ : U(g) −→ gab que cumple que σ(x) = x̄
para todo x ∈ g y σ|J 2 = 0. De esta manera construimos σ̄ : J /J 2 −→ gab de k-módulos
cuya inversa es ī : gab −→ J /J 2 inducida por la inclusión i : g −→ U(g).

2) Sea f ∈ Homg(g,M), como f es k-lineal y f([x, y]) = xf(y) = 0, f pasa al cociente
e induce f̄ : gab −→ M . Recíprocamente, sea f : gab −→ M un mor�smo de k-módulos,
entonces f ◦ π([x, y]) = 0 = x(f ◦ π(y)), luego f ◦ π ∈ Homg(g,M).

2.2 Homología y cohomología de álgebras de Lie

El teorema 2.1.18 nos permite hablar de funtores derivados a derecha y a izquierda en la
categoría de g-módulos.

De�nición 2.2.1. Sea g una k-álgebra de Lie y sea M un g-módulo a izquierda. Se de�ne
la homología y cohomología de álgebras de Lie de g con coe�cientes en M como

HLie
• (g,M) := L•(−g)(M), H•Lie(g,M) := R•(−g)(M).

La homología y cohomología pueden calcularse también en la categoría de U(g)-módulos
como funtores derivados conocidos, como se ve en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sea g una k-álgebra de Lie y M un g-módulo a izquierda. Entonces

HLie
• (g,M) ∼= TorU(g)

• (k,M), H•Lie(g,M) ∼= Ext•U(g)(k,M).

Demostración. Como todo funtor derivado es un δ-funtor universal, basta probar que hay
un isomor�smo natural entre los funtores en grado 0. Estos isomor�smos están dados por

Mg = M/gM ∼= (U(g)/J )⊗U(g) M ∼= k ⊗U(g) M,

Mg = Homg(k,M) = HomU(g)(k,M).

Corolario 2.2.3. Para todo n ≥ 1, Hn
Lie(g,U(g)) = 0 y HLie

n (g,U(g)) = 0.

Demostración. Se sigue del hecho de que U(g) es un U(g)-módulo libre.

Corolario 2.2.4. Sea M un g-módulo. Las siguientes sucesiones son exactas, donde los

mor�smos son los naturales

0 // HLie
1 (g,M) // J ⊗U(g) M // M // Mg // 0,

0 // Mg // M // Homg(J ,M) // H1
Lie(g,M) // 0.
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Demostración. Consideremos la siguiente sucesión exacta corta de U(g)-módulos a izquierda

0 // J // U(g) ε // k // 0 .

Los primeros términos de la sucesión exacta larga en homología de los funtores (−)⊗U(g)M
y HomU(g)(−,M) devuelven las sucesiones exactas buscadas.

Observación 2.2.5. Es interesante observar que este corolario, que brinda cierta informa-
ción sobre el g-móduloM y que usaremos mas adelante, se obtiene de pasar a la categoría de
U(g)-módulos, utilizar un resultado y luego volver a la categoría de g-módulos, consiguiendo
asi descripciones del primer grupo de (co)homología en términos del g-módulo J ; el cual
si bien surge naturalmente en la categoría de U(g)-módulos, no lo hace en la categoría de
g-módulos. Mas interesante aún es la observación de que la sucesión exacta larga en ho-
mología correspondiente al funtor (−)g no nos devuelve este corolario (ya que el g-móduloM
no aparece involucrado de ninguna manera) y que a simple vista no habría manera natural
de obtenerlo sin pasar por los U(g)-módulos.

En resumen, pasar de los g-módulos a los U(g) módulos aporta mucha información
ya que nos permite utilizar maquinaria de los módulos sobre álgebras asociativas. Por
ejemplo, en este corolario se utilizó el hecho no trivial de que R•(HomU(g)(M,−))(k) ∼=
R•(HomU(g)(−, k))(M), poniendo los grupos de cohomología en términos de dos funtores
distintos cuyas sucesiones exactas largas son diferentes, una de ellas es la que se usó en la
demostración, la otra es la que se obtiene a partir del funtor (−)g.

Veamos ahora una generalización del Teorema 2.2.2.
Consideremos M y N dos g-módulos tal que M es playo como k-módulo. Tenemos en

Homk(M,N) la estructura de g-módulo de�nida en el ejemplo 2.1.6, para la cual existe un
isomor�smo natural Homg(M,N) ∼= Homk(M,N)g. Por otro lado, sabemos que hay un
isomor�smo natural HomU(g)(M,N) ∼= Homg(M,N) obteniendo, mediante la composición
de los dos, un isomor�smo natural

HomU(g)(M,−) ∼= Homk(M,−)g,

que se integra a un isomor�smo de δ-funtores entre los funtores derivados, es decir

Ext•U(g)(M,N) ∼= R•(Homk(M,−)g)(N).

Además, el funtor Homk(M,−) es adjunto a derecha de (−) ⊗k M que resulta exacto por
ser M un k-módulo playo, implicando que Homk(M, I) es un g-módulo inyectivo para todo
g-módulo inyectivo I. Luego se tiene

R•(Homk(M,−)g)(N) ∼= R•(−g)(Homk(M,N)).

Resumiendo obtenemos la siguiente generalización del Teorema 2.2.2

Teorema 2.2.6. Sea k un cuerpo. Sean M y N dos g-módulos, entonces se tienen isomor-

�smos naturales

H•Lie(g,Homk(M,N)) ∼= Ext•U(g)(M,N), HLie
• (g,M ⊗k N) ∼= TorU(g)

• (M,N).

Para la homología el razonamiento es análogo, utilizando la estructura de g-módulo
de�nida en el ejemplo 2.1.6.
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2.2.1 Caracterización de los grupos de (co)homología en grados bajos

Observación 2.2.7. Sea M un g-módulo, entonces H0
Lie(g,M) ∼= Mg y HLie

0 (g,M) ∼= Mg.
En efecto H•Lie(g,M) y HLie

• (g,M) son los funtores derivados de (−)g y (−)g respectiva-
mente, y por lo tanto en grado 0 coinciden con el funtor aplicado a M .

Daremos ahora una descripción de H1
Lie(g,M) como cociente de Der(g,M), para ello

necesitamos una de�nición y un lema.

De�nición 2.2.8. Sea M un g-módulo. A cada m ∈ M le podemos asignar el mor�smo
Dm ∈ Homk(g,M) de�nido por Dm(x) := xm, que resulta ser una derivación de g en M ,
es decir, Dm ∈ Der(g,M). Notamos con InnDer(g,M) al submódulo de Der(g,M) formado
por este tipo de derivaciones, que son llamadas derivaciones interiores.

Lema 2.2.9. Hay un isomor�smo natural de k-módulos Homg(J ,M) ∼= Der(g,M).

Demostración. Dada f ∈ Homg(J ,M), de�namosDf ∈ Der(g,M) como: Df (x) := f(i(x)),
∀x ∈ g. Tenemos que Df ([x, y]) = f(i([x, y])) = f(xy − yx) = xf(y)− yf(x) = xf(i(y))−
yf(i(x)), y por lo tantoDf ∈ Der(g,M) de�niendo un mor�smo Homg(J ,M) −→ Der(g,M).

Recíprocamente, sea D ∈ Der(g,M). Consideremos f̂ : U(g) ⊗k g −→ M de�nido por
f̂(u ⊗k x) = uD(x). Como D es derivación, f(u ⊗ [x, y] − ux ⊗ y − uy ⊗ x) = 0. Luego
f̂ induce un mor�smo f : J −→ M , dado por f(x0 · · ·xn) := x0 · · ·xn−1D(xn). Además
para y ∈ g, f(y · (x0 · · ·xn)) = f(yx0 · · ·xn) = yx0 · · ·xn−1D(xn) = yf(x0 · · ·xn), es decir,
f ∈ Homg(J ,M); obteniendo de esta manera un mor�smo Der(g,M) −→ Homg(J ,M).

Los dos mor�smos son de k-módulos y son mutuamente inversos.

Teorema 2.2.10. Sea M un g-módulo. Entonces H1
Lie(g,M) ∼= Der(g,M)/InnDer(g,M).

Demostración. Consideremos la sucesión exacta de la cohomología del Corolario 2.2.4, de
donde se sigue que H1

Lie(g,M) es isomorfo al cociente de Homg(J ,M) por la imagen del
mor�smo M −→ Homk(J ,M). Siguiendo la demostración de este corolario se ve que el
isomor�smo corresponde a la composición M −→ Homg(U(g),M) −→ Homg(J ,M), donde
la primera �echa asigna a cada m el único g-mor�smo φm que cumple φm(1) = m y la
segunda �echa asigna a cada mor�smo su restricción a J . Bajo el isomor�smo del lema
anterior, la imagen de M en Homg(J ,M) son las derivaciones interiores InnDer(g,M):
en efecto, φm se corresponde con Dφm ya que por de�nición Dφm(x) = φ(i(x)) = xm =
Dm(x).

Corolario 2.2.11. Si M es un g-módulo trivial, entonces H1
Lie(g,M) ∼= Homk(gab,M).

Demostración. ComoM es g-módulo trivial, entonces InnDer(g,M) = 0, yD ∈ Der(g,M) si
y solo si D ∈ Homg(g,M) pues en ambos casos D([x, y]) = 0 = xD(y). Luego H1

Lie(g,M) ∼=
Der(g,M) = Homg(g,M) y por el Lema 2.1.20, existe un isomor�smo Homg(g,M) ∼=
Homk(gab,M).

Por último veremos una caracterización de HLie
1 para los g-módulos triviales.

Teorema 2.2.12. Sea M un g-módulo trivial. Entonces HLie
1 (g,M) ∼= gab ⊗kM .
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Demostración. Como M = Mg, la sucesión exacta de la homología del Corolario 2.2.4 dice
que H1

Lie(g,M) ∼= J ⊗U(g) M . Por otro lado

J ⊗U(g) M ∼= (J ⊗U(g) k)⊗kM ∼= J /J 2 ⊗kM, (2.2.1)

y por el Lema 2.1.20 este último es isomorfo a gab ⊗kM .

2.2.2 La resolución de Chevalley-Eilenberg

Para realizar cálculos de la homología y cohomología de álgebras de Lie libres sobre k,
contamos con la resolución de Chevalley-Eilenberg, que es una resolución de k como U(g)-
módulo trivial, y tiene la ventaja de ser una resolución �nita para aquellas álgebras de Lie
de dimensión �nita sobre k.

A partir de ahora g será libre como k-módulo.

De�nición 2.2.13. Sea n ∈ N. Se de�ne la potencia exterior n-ésima de g como ∧ng :=
g⊗n/J , donde J es el submódulo generado por los elementos de la forma x1 ⊗ · · · ⊗ xn −
(−1)sg(σ)xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n), con xi ∈ g y σ ∈ Sn. Notaremos con x1 ∧ · · · ∧ xn a la clase de
x1| · · · |xn y por convención ∧0g = k.

Observación 2.2.14. Es un hecho conocido que si {ei}i∈I es una base ordenada de g como
k-módulo, entonces {ei1 ⊗ · · · ⊗ ein : i1, · · · , in ∈ I} es una k-base de de g⊗n. En la
potencia exterior n-ésima los elementos con coordenadas repetidas se anulan y además, las
relaciones permiten ordenar los elementos y de esta manera se prueba que ∧ng es libre con
base {ei1 ∧ · · · ∧ ein : (i1 < · · · < in), con ij ∈ I}.

De�nición 2.2.15. El complejo de Chevalley-Eilenberg se de�ne como

· · · // U(g)⊗ ∧3g
d2 // U(g)⊗ ∧2g

d1 // U(g)⊗ g
d0 // U(g), (C•)

con diferenciales dados por

dn(u⊗ x0 ∧ · · · ∧ xn) = θ1 + θ2,

donde

θ1 :=
n∑
i=0

(−1)iuxi ⊗ x0 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ xn,

θ2 :=
∑
i<j

(−1)i+ju⊗ [xi, xj ] ∧ x0 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ x̂j ∧ · · · ∧ xn.

Proposición 2.2.16. El complejo de Chevalley-Eilenberg es un complejo de U(g)-módulos

libres.

Demostración. Veamos primero que es un complejo, es decir que d ◦ d(u⊗x0 ∧ · · · ∧xn) = 0
para xi en g. Para simpli�car la escritura, si i < j, llamamos x̂i : x̂j a x0 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧
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x̂j ∧ · · · ∧ xn. De�nimos análogamente x̂i : x̂j : x̂k para i < j < k. Para ordenar la cuenta
vamos a notar

d(θ1) = θ1,1 + θ1,2,

d(θ2) = θ2,1 + θ2,2.

Entonces tenemos que

d ◦ d(u⊗ x0 ∧ · · · ∧ xn) = θ1,1 + θ1,2 + θ2,1 + θ2,2.

Desarrollemos cada término

θ1,1 =
n∑
i=0

(−1)i(
i−1∑
k=0

(−1)kuxixk ⊗ x̂k : x̂i +
n∑

k=i+1

(−1)k−1uxixk ⊗ x̂i : x̂k)

=
∑
k<i

(−1)i+kuxixk ⊗ x̂k : x̂i +
∑
i<k

(−1)i+k−1uxixk ⊗ x̂i : x̂k

=
∑
i<k

(−1)i+ku[xk, xi]⊗ x̂i : x̂k = −
∑
i<k

(−1)i+ku[xi, xk]⊗ x̂i : x̂k

θ1,2 =
n∑
i=0

i−2∑
j=0

i−1∑
k=j+1

(−1)j+kuxi ⊗ [xj , xk] ∧ (x̂j : x̂k : x̂i)+

n∑
i=0

i−1∑
j=0

n∑
k=i+1

(−1)j+k−1uxi ⊗ [xj , xk] ∧ (x̂j : x̂i : x̂k)+

n∑
i=0

n−1∑
j=i+1

n∑
k=j+1

(−1)j+kuxi ⊗ [xj , xk] ∧ (x̂i : x̂j : x̂k).

θ2,1 = −θ1,1 − θ1,2.

Por lo tanto θ1,1 + θ1,2 + θ2,1 = 0. Falta ver que θ2,2 = 0. Es fácil ver que utilizando la
identidad de Jacobi, los primeros términos, es decir los términos que involucran a [[xi, xj ], xk],
se cancelan entre sí. Los términos restantes son

θ2,2 =
∑

k<l<i<j

(−1)i+j(−1)k+lu|[xk, xl] ∧ [xi, xj ] ∧ (x̂k : x̂l : x̂i : x̂j)+∑
k<i<l<j

(−1)i+j(−1)k+l−1u|[xk, xl] ∧ [xi, xj ] ∧ (x̂k : x̂i : x̂l : x̂j)+∑
k<i<j<l

(−1)i+j(−1)k+lu|[xk, xl] ∧ [xi, xj ] ∧ (x̂k : x̂i : x̂j : x̂l)+∑
i<k<l<j

(−1)i+j(−1)k+lu|[xk, xl] ∧ [xi, xj ] ∧ (x̂i : x̂k : x̂l : x̂j)+∑
i<k<j<l

(−1)i+j(−1)k+l−1u|[xk, xl] ∧ [xi, xj ] ∧ (x̂i : x̂k : x̂j : x̂l)+∑
i<j<k<j

(−1)i+j(−1)k+lu|[xk, xl] ∧ [xi, xj ] ∧ (x̂i : x̂j : x̂k : x̂l).
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Reordenando los índices de las sumatorias para que en todas ellas sea k < l < i < j, y
usando las antisimetría de ∧ng, se puede veri�car que la primera línea se cancela con la
sexta, la segunda con la quinta y la tercera con la cuarta.

Como ∧ng es un k-módulo libre, se tiene que U(g)⊗∧ng ∼= U(g)⊗ k(I) ∼= U(g)(I), donde
los últimos isomor�smos son de U(g)-módulos. Por lo tanto U(g)⊗∧ng es un U(g)-módulo
libre.

Teorema 2.2.17. El complejo C•
ε−→ k es una resolución libre de k como U(g)-módulo.

Demostración. Es claro que es exacta en el último término, luego, basta probar queHn(C) =
0 para todo n 6= 0. Sea {ei}i∈Γ una k-base ordenada de g como k-módulo. Por el teorema
de PBW, el conjunto {eI : I = (i1 ≤ · · · ≤ im), n ∈ N0} es una k-base de U(g). Entonces
el conjunto formado por los elementos eI ⊗ ej0 ∧ · · · ∧ ejn−1 donde I = (i1 ≤ · · · ≤ im) con
m ≥ 0 es una base de Cn.

Dado p ∈ N, denotemos por Fp(Cn) al k-submódulo de Cn generado por los elementos
eI ⊗ ej0 ∧ · · · ∧ ejn−1 tales que I = (i1 ≤ · · · ≤ im) y m+ n ≤ p. Es claro que, llamando por
d al diferencial de C• restringido a Fp(C•), resulta que (Fp(C•), d) es un subcomplejo de C•.

Sea Wp,• := Fp(C•)/Fp−1(C•). Los diferenciales se factorizan por Wp,• y resulta que,
módulo Fp−1(C•),

d(eI ⊗ ej0 ∧ · · · ∧ ejn−1) =
n∑
i=0

(−1)ieIeji ⊗ ej1 ∧ · · · ∧ êji ∧ · · · ∧ ejn−1 .

Si consideramos V• :=
∑

pWp, resulta que V• = k[ei : i ∈ Γ]⊗∧•g, que es una resolución
proyectiva de k como k[ei : i ∈ Γ]-módulo (ver [CE]). Luego, Hq(V•) = 0 para todo q > 0 y
por lo tanto Hq(Wp,•) = 0 para todo q > 0.

Por otro lado, para todo q > 0 y todo p ≥ 0 contamos con la sucesión exacta

Hq(Fp−1(C•)) // Hq(Fp(C•)) // Hq(Wp,•) = 0,

y entonces Hq(Fp−1(C•)) // Hq(Fp(C•)) es un epimor�smo. Como F−1(C•) = 0 obtene-
mos que Hq(Fp(C•)) = 0 para todo p ≥ 0 y q > 0 y por lo tanto, Hq(C•) = Hq(∪pFp(C•)) =
0 para todo q > 0, como queríamos demostrar.

Corolario 2.2.18. Sea g una k-álgebra de Lie de dimensión n. Entonces Hm
Lie(g,−) =

HLie
m (g,−) = 0 para todo m > n.

Demostración. Basta observar que ∧mg = 0 para todo m > n y por lo tanto la resolución
de Chevalley-Eilenberg es nula a partir del término n-ésimo.

Corolario 2.2.19. Sea g una k-álgebra de Lie y sea M un g-módulo. Entonces H•Lie(g,M)
es la cohomología del complejo

· · · Homk(∧2g,M)oo Homk(g,M)
δ1oo M

δ0oo 0,oo (2.2.2)
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con diferenciales dados por

δnf(x0 ∧ · · · ∧ xn) =
n∑
i=0

(−1)ixi · f(x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ xn)+

+
∑
i<j

(−1)i+jf([xi, xj ] ∧ x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ x̂j ∧ · · · ∧ xn).

Demostración. Como H•Lie(g,M) = Ext•U(g)(k,M), basta aplicar el funtor HomU(g)(−,M) a
la resolución de Chevalley-Eilenberg e identi�car de forma canónica HomU(g)(U(g)⊗∧•g,M)
con Homk(∧•g,M).

2.2.3 Extensiones y cohomología en grado 2

En esta sección g será una k-álgebra de Lie libre.
Estamos ahora en condiciones de dar una caracterización de H2

Lie(g,M). Para ello
necesitaremos algunas de�niciones.

De�nición 2.2.20. Sea g una k-álgebra de Lie, y sea M una k-álgebra de Lie abeliana.
Una extensión de g por M es una sucesión exacta corta de álgebras de Lie

0 // M
i // e

π // g // 0.

De�nición 2.2.21. Sean 0 −→ M −→ e1 −→ g −→ 0 y 0 −→ M −→ e2 −→ g −→ 0 dos
extensiones de g por M . Decimos que son equivalentes si existe un isomor�smo e1

∼= e2 tal
que el siguiente diagrama conmuta.

0 // M
i1 // e1

π1 //

∼=
��

g // 0

0 // M
i2 // e2

π2 // g // 0.

Observación 2.2.22. Una extensión de g por M permite de�nir en M una estructura de
g-módulo de la siguiente manera. Sean m ∈M , x ∈ g , y sea y ∈ e tal que π(y) = x. Como
π([y, i(m)]) = [π(y), 0] = 0, entonces [y, i(m)] ∈ Kerπ = Im(i). Por otro lado, si y1, y2 ∈ e

son tales que π(y1) = π(y2) = x, entonces π(y1 − y2) = 0. Luego y1 − y2 ∈ Im(i) y por lo
tanto, como M es abeliana, [y1 − y2, i(m)] = 0, lo que implica que [y1, i(m)] = [y2, i(m)].
De esta manera, queda bien de�nida la acción x ∗m := i−1([y, i(m)]).

De�nición 2.2.23. Sea g una k-álgebra de Lie y sea M un g-módulo. Decimos que una
extensión de g por M , considerando a M como una k-álgebra de Lie abeliana, es compatible

con M si la estructura de g-módulo que induce la extensión coincide con la estructura de
g-módulo de M .

Lema 2.2.24. Sea M un g-módulo. Entonces 0 // M // M o g // g // 0 es

una extensión compatible de g por M .

Demostración. Sean m ∈M y x ∈ g. Como [(0, x), (m, 0)] = (x ·m, 0), resulta que x ∗m =
x ·m.
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Llamemos extensión trivial a la extensión del lema anterior.

Proposición 2.2.25. Sea M un g-módulo. Sea E = 0 // M
i // e

π // g // 0 una

extensión compatible de g por M . Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

i) existe un mor�smo de álgebras de Lie σ : g −→ e tal que π ◦ σ = idg,

ii) E es equivalente a la extensión trivial 0 // M // M o g // g // 0 .

Demostración. Supongamos que existe σ como en i).
Sea ϕ : M o g −→ e de�nida por ϕ(m,x) = i(m) + σ(x). Veamos que ϕ es mor�smo

de álgebras de Lie. Sean (m,x), (n, y) ∈ M o g. Como π(σ(x)) = x, entonces x ∗ n =
i−1([σ(x), i(n)]) y y ∗m = i−1([σ(y), i(m)]). Luego

ϕ([(m,x), (n, y)]) = i(x ∗ n− y ∗m) + σ([x, y])
= [σ(x), i(n)]− [σ(y), i(m)] + [σ(x), σ(y)]
= [σ(x), i(n)] + [m,σ(y)] + [σ(x), σ(y)]
= [i(m) + σ(x), i(n) + σ(y)] = [ϕ(m,x), ϕ(n, y)].

Además, ϕ tiene una inversa dada por ϕ−1(e) = (i−1(e − σ ◦ π(e)), π(e)). Por lo tanto es
un isomor�smo y entonces E es equivalente a la extensión trivial, ya que es evidente que los
diagramas correspondientes conmutan.

Recíprocamente, supongamos ahora que E es equivalente a la extensión trivial. Sea
ϕ : M o g −→ e el isomor�smo, que cumple π ◦ φ(m,x) = x por la conmutatividad del
diagrama. Sea j : g −→M o g el mor�smo de�nido por j(x) = (0, x), que resulta mor�smo
de álgebras de Lie. Podemos de�nir σ : g −→ e como σ = ϕ ◦ j. Se veri�ca que π ◦ σ(x) =
π ◦ φ(0, x) = x.

Observación 2.2.26. Sea M un g-módulo y sea 0 // M
i // e

π // g // 0 una ex-
tensión compatible. Sea σ : g −→ e un mor�smo k-lineal tal que π ◦ σ = idg. Notar que un
mor�smo σ con esas propiedades necesariamente existe ya que estamos suponiendo que g es
libre como k-módulo.

Si x, y ∈ g, sabemos que π([σ(x), σ(y)]) = [x, y] = π(σ([x, y])), entonces [σ(x), σ(y)] −
σ([x, y]) ∈ Im(i).

Sea χσ : ∧2g −→M de�nido por χσ(x, y) = i−1([σ(x), σ(y)]− σ([x, y])).

Lema 2.2.27. Sean σ y χσ como en la observación anterior. Sean δ1 y δ2 los diferenciales

del complejo del Corolario 2.2.19. Entonces

1. χσ ∈ Ker δ2,

2. si σ′ es otro mor�smo k-lineal tal que π ◦ σ′ = idg, entonces χσ − χσ′ ∈ Im δ1.
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Demostración. • 1) Sean x, y, z ∈ g, entonces

i(δ2(χσ)(x, y, z)) = i(x ∗ χσ(y, z)− y ∗ χσ(x, z) + z ∗ χσ(x, y)−
χ([x, y], z) + χ([x, z], y)− χ([y, z], x))
= [σ(x), [σ(y), σ(z)]]− [σ(x), σ([y, z])]−

[σ(y), [σ(x), σ(z)]] + [σ(y), σ([x, z])]+
[σ(z), [σ(x), σ(y)]]− [σ(z), σ([x, y])]−
[σ([x, y]), σ(z)] + σ([[x, y], z])+
[σ([x, z]), σ(y)]− σ([[x, z], y])−
[σ([y, z], σ(x)] + σ([[y, z], x])
= [σ(x), [σ(y), σ(z)]]− [σ(y), [σ(x), σ(z)]]+

[σ(z), [σ(x), σ(y)]] + σ([[x, y], z]− [[x, z], y] + [[y, z], x]).

Usando la identidad de Jacobi, vemos que i(δ2(χσ))(x, y, z) = 0 y como i es un
monomor�smo, resulta que χσ ∈ Ker δ2.

• 2) Sea x ∈ g. Como π(σ(x)) = π(σ′(x)), existe β(x) ∈ M tal que σ′(x) = σ(x) +
i(β(x)). El mor�smo β : g −→M asi de�nido resulta k-lineal.

Sean x, y ∈ g. Entonces

χσ(x, y)− χσ′(x, y) = i−1([σ(x), σ(y)]− σ([x, y])− [σ′(x), σ′(y)] + σ′([x, y]))

= −i−1([σ(x), i(β(y))])− i−1([i(β(x)), σ(y)]) + β([x, y])
= −x ∗ β(y) + y ∗ β(x) + β([x, y])
= −δ1(β)(x, y).

Corolario 2.2.28. Existe una aplicación

Ψ : {Extensiones compatibles de g por M} // H2
Lie(g,M)

que asigna a cada extensión la clase de χσ en H2
Lie(g,M), para algún σ : g −→ e, k-lineal,

tal que π ◦ σ = idg.

Esta asignación es la que nos dará la biyección entre ambos. Para poder ver que Ψ es
inyectiva necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.29. Sea M un g-módulo. Sean Ei = 0 // M // ei // g // 0 , i = 1, 2,
dos extensiones compatibles. Sean σi : g −→ ei funciones k-lineales tales que πi ◦ σi = idg,

para i = 1, 2 y tales que χσ1 = χσ2. Entonces E1 es equivalente a E2.

Demostración. Sea χ = χσ1 = χσ2 .
Sea ψ1 : e1 −→M ⊕ g el isomor�smo k-lineal dado por

ψ1(e) = (i−1
1 (e− σ1 ◦ π1(e)), π1(e)),
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con inversa dada por
ψ−1

1 (m,x) = i1(m) + σ1(x).

Consideremos en M ⊕ g la estructura de álgebra de Lie inducida por ψ, es decir

[(m,x), (n, y)] :=ψ1([ψ−1
1 (m,x), ψ−1

1 (n, y)])
=ψ1([i1(m) + σ1(x), i1(n) + σ1(y)])
=ψ1(i1(x · n)− i1(y ·m) + [σ1(x), σ1(y)])
=(x · n− y ·m, 0) + ψ1([σ1(x), σ1(y)])
=(x · n− y ·m+ χ(x, y), [x, y]).

Entonces e1
∼= M ⊕ g como k-álgebras de Lie. Análogamente e2

∼= M ⊕ g, luego e1
∼= e2.

Además si e ∈ e1,
π2 ◦ ψ−1

2 ◦ ψ1(e) = π1(e),

y si m ∈M ,
ψ−1

2 ◦ ψ1 ◦ i1(m) = i2(m).

Por lo tanto E1 es equivalente a E2.

Corolario 2.2.30. La asignación Ψ del Corolario 2.2.28 es inyectiva.

Demostración. Sean Ei = 0 // M // ei // g // 0 , i = 1, 2, dos extensiones com-
patibles tales que Ψ(E1) = Ψ(E2). Sean σi : g −→ ei, i = 1, 2, tales que πi ◦ σi = idg.

La condición Ψ(E1) = Ψ(E2) se traduce en que existe β : g −→M tal que

χσ2 = χσ1 + δ1(β).

Sea σ̃1 : g −→ e de�nido por σ̃1 := σ1 + i1 ◦ β que veri�ca las igualdades π1 ◦ σ̃1 =
π1σ1 = idg. Cálculos inmediatos muestran que χσ̃1 = χσ1 + δ1(β) = χσ2 . Luego, por el lema
anterior, obtenemos que E1 es equivalente a E2.

Lema 2.2.31. La asignación Ψ del Corolario 2.2.28 es sobreyectiva.

Demostración. Sea χ ∈ Ker (δ2). Consideremos en M ⊕ g el corchete dado por

[(m,x), (n, y)] := (x · n− y ·m+ χ(x, y), [x, y]), ∀x, y ∈ g, ∀m,n ∈M,

que es claramente antisimétrico y que cumple la identidad de Jacobi. Sea i : M −→M ⊕ g

la inclusión y π : M ⊕ g −→ g la proyección a la segunda coordenada. Sea σ : g −→M ⊕ g

el mor�smo de�nido por σ(x) = (0, x). Como

χσ(x, y) = i−1([(0, x), (0, y)]− (0, [x, y])) = i−1(χ(x, y), 0) = χ(x, y),

resulta que χ = Ψ( 0 // M // M ⊕ g // g // 0 ).

Los resultados anteriores pueden resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.32. Sea g una k-álgebra de Lie, libre como k-módulo, y sea M un k-módulo.

Entonces el grupo H2
Lie(g,M) está en biyección con las clases de equivalencia de extensiones

compatibles de g por M .

Observación 2.2.33. El teorema vale en general para cualquier álgebra de Lie sobre k, pero
su demostración es mas complicada e involucra la sucesión espectral de Hochschild-Serre.
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2.3 Clasi�cación de álgebras de Lie complejas de dimensiones

1, 2 y 3

En esta sección trabajaremos con álgebras de Lie sobre el cuerpo C de los números complejos.
Empecemos con una de�nición en la cual nos basaremos para la clasi�cación.

De�nición 2.3.1. Sea g un álgebra de Lie compleja. Como el corchete es antisimétrico,
la aplicación [−,−] : g⊗2 −→ g se factoriza por el mor�smo C-lineal [−,−] : ∧2g −→ g.
Llamaremos rango de g a la dimensión de su imagen, es decir dimC(Im([−,−])).

2.3.1 Álgebras de Lie de dimensiones 1 y 2

La descripción de las C-álgebras de Lie de dimensión 1 es muy fácil, como se ve en la siguiente
proposición.

Proposición 2.3.2. Si g es un álgebra de Lie de dimensión 1, entonces g es abeliana.

Demostración. Dado x ∈ g, x 6= 0, para todo x′ ∈ g existe λ ∈ C tal que x′ = λx y por lo
tanto [x, x′] = λ[x, x] = 0.

A continuación veremos la clasi�cación, salvo isomor�smo, de las álgebras de Lie com-
plejas de dimensión 2.

Proposición 2.3.3. Sea g un álgebra de Lie compleja de dimensión 2, sea {x, y} una base de

g. Entonces g es isomorfa a L0 o aff(2), donde L0 es abeliana y aff(2) es tal que [x, y] = x.

Demostración. Supongamos que g no es abeliana. Como dimC(∧2g) = 1, se sigue el rango
de [−,−] es 1, e Im([−,−]) = 〈[x, y]〉. Sean a, b ∈ C tales que [x, y] = ax+ by y supongamos
que a 6= 0. Entonces {ax+by, a−1y} es una base de g y cumple la igualdad [ax+by, a−1y] =
ax+ by. Luego, el automor�smo C-lineal de�nido por ϕ(ax+ by) = x, ϕ(a−1y) = y resulta
un isomor�smo de álgebras de Lie entre g y aff(2). Si a = 0 entonces b 6= 0 y el razonamiento
es análogo.

2.3.2 Álgebras de Lie de dimensión 3

Veremos a continuación la clasi�cación, salvo isomor�smo, de las álgebras de Lie de dimen-
sión 3. Necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 2.3.4.

Sea V un C-espacio vectorial de dimensión 3 y sea W ⊂ ∧2V un subespacio de dimensión

2. Entonces existe v0 ∈ V tal que W = {v0 ∧ u : u ∈ V }.

Demostración. Fijada una base {x, y, z} de V , se tiene un isomor�smo ϕ : V −→ ∧2V
de�nido por ϕ(x) = y ∧ z, ϕ(y) = −x ∧ z, ϕ(z) = x ∧ y. También se tiene un isomor�smo
ψ : C3 −→ V que envía la base canónica a la base {x, y, z}. Llamemos Ψ := ϕ ◦ ψ.

Dados dos elementos v1, v2 ∈ C3, se puede veri�car que el producto vectorial v1 × v2

coincide con Ψ−1(ψ(v1)∧ ψ(v2)) (basta chequearlo para los elementos de la base canónica).
ComoW es de dimensión 2, entonces Ψ−1(W ) es un plano y por lo tanto existe w ∈ C3 tal que
Ψ−1(W ) = {w × v : v ∈ C3}, luego W = {ψ(w) ∧ ψ(v) : v ∈ C3} = {ψ(w) ∧ u : u ∈ V }.
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De�nición 2.3.5. Sea g una k-álgebra de Lie y sea x ∈ g. Se de�ne adx : g −→ g como el
mor�smo dado por adx(y) = [x, y].

Lema 2.3.6.

Sea g una k-álgebra de Lie, entonces ad[x,y] = adx◦ady−ady◦adx. En particular si x ∈ [g, g]
se sigue que tr(adx) = 0.

Demostración. Este resultado es consecuencia de la identidad de Jacobi.

Proposición 2.3.7. Sea g un álgebra de Lie compleja de dimensión 3, sea {x, y, z} una

base de g. Entonces g es isomorfa a alguna de las siguientes álgebras de Lie.

Corchetes no nulos

L0

(Heisenberg) h3 [x, y] = z
aff(2)× C [x, y] = x,

r [x, y] = y, [x, z] = y + z
rα [x, y] = y, [x, z] = αz, (α ∈ C×)

sl(2) [x, y] = y, [x, z] = −z, [y, z] = x

Demostración. Supongamos que g no es abeliana y separemos en tres casos según el rango
de [−,−], observando que dimC(∧2g) = 3.

Álgebras de rango 1: En estos casos dimC Ker [−,−] = 2. Por el Lema 2.3.4 existe x ∈ g

tal que Ker [−,−] = {x ∧ y : y ∈ g}. Si completamos {x} a una base de g, {x, y, z}, esta
cumple que [x, y] = [x, z] = 0 e [y, z] = ax + by + cz, donde los coe�cientes a, b, c no son
todos nulos.

• Supongamos que b 6= 0. Luego {x, ax+ by+ cz, b−1z} = {x̃, ỹ, z̃} es una base de g que
cumple [x̃, ỹ] = [x̃, z̃] = 0, e [ỹ, z̃] = ỹ. Por lo tanto g es isomorfa a aff(2)× C.

• Supongamos que c 6= 0. Cambiando z con y estamos en el caso anterior y entonces g

es isomorfa a aff(2)× C.

• Supongamos que b = c = 0. Luego a 6= 0 y {ax, y, z} es una base de g que cumple
[ax, y] = [ax, z] = 0 y [y, z] = ax. Entonces g es isomorfa a h3.

Álgebras de rango 2: En este caso dimC Ker [−,−] = 1 y dimC[g, g] = 2. Sea {y, z} una
base de [g, g], luego existen a, b ∈ C tales que [y, z] = ay + bz. Si completamos a una base
de g, {x, y, z}, como ady(x), adz(x) ∈ [g, g] las matrices de ady y adz en esta base son:

ady =

0 0 0
∗ 0 a
∗ 0 b

 , adz =

0 0 0
∗ −a 0
∗ −b 0

 ,

de donde tr(ady) = b y tr(adz) = −a. Por otro lado, por el Lema 2.3.6 sabemos que
tr(ady) = tr(adz) = 0 y por lo tanto a = b = 0. Obtuvimos entonces que [g, g] es una
subálgebra abeliana.
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Como y ∧ z ∈ Ker [−,−] y este tiene dimensión 1, entonces Ker [−,−] = 〈y ∧ z〉. Luego,
como {x ∧ y, x ∧ z, y ∧ z} es una base de ∧2g se sigue que para todo u ∈ [g, g] no nulo,
x∧u /∈ Ker [−,−] implicando que adx|[g,g] es un monomor�smo y por lo tanto un isomor�smo.

• Supongamos que adx|[g,g] es diagonalizable. Sea {ỹ, z̃} una base de autovectores de
autovalores respectivos λ1, λ2, que resultan no nulos por ser adx un isomor�smo.
Luego, llamando x̃ := λ−1

1 x y α := λ−1
1 λ2, la base {x̃, ỹ, z̃} cumple que [x̃, ỹ] = ỹ,

[x̃, z̃] = αz̃, [ỹ, z̃] = 0. Tenemos entonces que g es isomorfa a rα.

• Supogamos que adx|[g,g] no es diagonalizable. Entonces tomamos la base de Jordan
{ỹ, z̃} en la cual se tiene [x, ỹ] = λỹ, y [x, z̃] = ỹ + λz̃. Llamando x̃ := λ−1x e
ŷ := λ−1ỹ, tenemos que [x̃, ŷ] = ŷ, [x̃, z̃] = ŷ+ z̃, [ŷ, z̃] = 0. Por lo tanto g es isomorfa
a r.

Álgebras de rango 3: En este último caso sabemos que [−,−] : ∧2g −→ g es un iso-
mor�smo, entonces para todo x ∈ g no nulo, adx tiene rango 2. En efecto, dado x 6= 0, si
completamos {x} a una base de g, {x, y, z}, obtenemos adx(x) = 0 y {adx(y), adx(z)} =
{[x, y], [x, z]} resulta un conjunto linealmente independiente por ser [−,−] un monomor-
�smo. Veamos que existe x ∈ g, no nulo, con un autovector y ∈ g de adx de autovalor no
nulo.

Sea entonces x ∈ g, x 6= 0. Si x no es nilpotente entonces no hay nada que hacer.
Supongamos que x es nilpotente. Como adx tiene rango 2, su núcleo tiene dimensión 1 y
entonces ad2

x 6= 0; por lo tanto obtenemos la inclusión de núcleos: 0 ( Ker adx ( Ker ad2
x (

g. Sea y ∈ Ker ad2
x tal que y /∈ Ker adx. Observemos que x ∈ Ker adx y entonces 〈x〉 =

Ker adx; luego como adx(y) ∈ Ker adx, y no es 0, adx(y) = µx para µ 6= 0 y por lo tanto
ady(x) = µx.

Por otro lado, como [−,−] es un epimor�smo, y = [y1, y2] y por el Lema 2.3.4 obtenemos
que tr(ady) = 0. Como la traza es la suma de los tres autovalores de los cuales dos son 0 y
µ, obtenemos que el tercer autovalor es −µ, que es distinto de los anteriores y por lo tanto
existe z ∈ g de autovalor −µ, linealmente independiente con x e y.

Sabemos que [x, y] = −µx, [y, z] = −µz. De la identidad de Jacobi obtenemos que

[[x, z], y] = [[x, y], z] + [[y, z], x] = [−µx, z] + [−µz, x] = 0,

es decir, ady([x, z]) = 0 y como dimC Ker ady = 1, y este núcleo está generado por y, existe
λ ∈ C tal que [x, z] = λy, que cumple que λ 6= 0 por ser [−,−] un monomor�smo.

Finalmente llamando x̃ := λ−1x, ỹ := µ−1y, z̃ := µ−1z, la base {ỹ, x̃, z̃} cumple: [ỹ, x̃] =
x̃, [ỹ, z̃] = −z̃, [x̃, z̃] = ỹ. Por lo tanto g es isomorfa a sl(2).

2.3.3 Cálculo de la cohomología

En esta sección calcularemos la cohomología H•Lie(g, g) para toda álgebra de Lie compleja de
dimensión 3. Por el Corolario 2.2.19, e identi�cando Homk(∧•g, g) con ∧•g∗ ⊗ g, H•Lie(g, g)
es la cohomología del complejo

0 goo ∧2g∗ ⊗ g
δ2oo g∗ ⊗ g

δ1oo g
δ0oo 0,oo

26



cuyos diferenciales daremos explícitamente en cada caso.
La siguiente de�nición nos servirá para �nalizar la clasi�cación de las álgebras de Lie

complejas de dimensión 3.

De�nición 2.3.8. Sea k un cuerpo y sea g una k-álgebra de Lie. Llamaremos serie de

Hilbert de g a la serie
h(t) =

∑
i∈N0

dimk(H i
Lie(g, g))ti.

Observación 2.3.9. Si g y h son k-álgebras de Lie isomorfas, entonces tienen la misma
serie de Hilbert.

Proposición 2.3.10. Existen isomor�smos

• H0
Lie(L0, L0) ∼= L0,

• H1
Lie(L0, L0) ∼= L∗0 ⊗ L0,

• H2
Lie(L0, L0) ∼= ∧2L∗0 ⊗ L0.

• H3
Lie(L0, L0) ∼= L0.

y por lo tanto L0 tiene serie de Hilbert h(t) = 3 + 9t+ 9t2 + 3t3 = 3(1 + t)3.

Demostración. Basta observar que todos los diferenciales son nulos.

Proposición 2.3.11. Dado n ∈ N, si n ≥ 4, Hn
Lie(h3, h3) = 0, mientras que si 0 ≤ n ≤ 3,

entonces Hn
Lie(h3, h3) tiene como base el conjunto de las clases de los elementos:

• si n = 0 : {z},

• si n = 1 : {dx⊗ y, dy ⊗ x, dx⊗ x− dy ⊗ y},

• si n = 2 : {dx∧ dy⊗x, dx∧ dy⊗ y, dx∧ dz⊗ y, dy ∧ dz⊗x, dx∧ dz⊗x− dy ∧ dz⊗ y},

• si n = 3 : {dx ∧ dy ∧ dz ⊗ x, dx ∧ dy ∧ dz ⊗ y}.

Por lo tanto h3 tiene serie de Hilbert h(t) = 1 + 3t+ 5t2 + 2t3.

Demostración. Los diferenciales del complejo son

δ0(a) = dx⊗ [a, x] + dy ⊗ [a, y] + dz ⊗ [a, z],
δ1(dx⊗ a1 + dy ⊗ a2 + dz ⊗ a3) = dx ∧ dy ⊗ ([x, a2]− [y, a1]− a3)+

+ dx ∧ dz ⊗ [x, a3]+
+ dy ∧ dz ⊗ [y, a3],

δ2(dx ∧ dy ⊗ b1 + dx ∧ dz ⊗ b2 + dy ∧ dz ⊗ b3) = [x, b3]− [y, b2].

Luego, cálculos simples permiten describir los generadores (como k-espacios vectoriales) de
núcleos e imágenes de los diferenciales como sigue:

• Ker (δ0) = 〈z〉,
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• Im(δ0) = 〈dy ⊗ z, dx⊗ z〉,

• Ker (δ1) = 〈dx⊗ y, dx⊗ z, dy ⊗ x, dy ⊗ z, dx⊗ x− dy ⊗ y〉,

• Im(δ1) = 〈dx ∧ dy ⊗ z, dx ∧ dy ⊗ x+ dy ∧ dz ⊗ z, dx ∧ dz ⊗ z − dx ∧ dy ⊗ y〉,

• Ker (δ2) = 〈dx ∧ dy ⊗ x, dx ∧ dy ⊗ y, dx ∧ dy ⊗ z, dx ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dz ⊗ z, dy ∧ dz ⊗
x, dy ∧ dz ⊗ z, dx ∧ dz ⊗ x− dy ∧ dz ⊗ y〉,

• Im(δ2) = 〈dx ∧ dy ∧ dz ⊗ z〉.

Cocientando estos espacios obtenemos el resultado.

Obtenemos ahora los correspondientes resultados para las otras álgebras de Lie de di-
mensión 3.

Proposición 2.3.12. Dado n ∈ N, si n ≥ 3, Hn
Lie(aff(2)×C, aff(2)×C) = 0, mientras que

si 0 ≤ n ≤ 2, Hn
Lie(aff(2) × C, aff(2) × C) tiene como base el conjunto de las clases de los

elementos:

• si n = 0 : {z},

• si n = 1 : {dy ⊗ z, dz ⊗ z},

• si n = 2 : {dy ∧ dz ⊗ z}.

En consecuencia, la serie de Hilbert de aff(2)× C es h(t) = 1 + 2t+ t2.

Demostración. Los diferenciales del complejo son

δ0(a) = dx⊗ [a, x] + dy ⊗ [a, y] + dz ⊗ [a, z],
δ1(dx⊗ a1 + dy ⊗ a2 + dz ⊗ a3) = dx ∧ dy ⊗ ([x, a2]− [y, a1]− a1)+

+ dx ∧ dz ⊗ ([x, a3]− [z, a1])+
+ dy ∧ dz ⊗ ([y, a3]− [z, a3]),

δ2(dx ∧ dy ⊗ b1 + dx ∧ dz ⊗ b2 + dy ∧ dz ⊗ b3) = [x, b3]− [y, b2] + [z, b1]− b2.

Cálculos directos muestran que los núcleos e imágenes de los diferenciales están respectiva-
mente generados como k-espacios vectoriales por

• Ker (δ0) = 〈z〉,

• Im(δ0) = 〈dy ⊗ x, dx⊗ x〉,

• Ker (δ1) = 〈dx⊗ x, dy ⊗ x, dy ⊗ z, dz ⊗ z〉,

• Im(δ1) = 〈dx ∧ dy ⊗ y, dx ∧ dy ⊗ z, dx ∧ dy ⊗ x, dx ∧ dz ⊗ x, dy ∧ dz ⊗ x〉,

• Ker (δ2) = 〈dx∧ dy⊗ x, dx∧ dy⊗ y, dx∧ dy⊗ z, dx∧ dz⊗ x, dy ∧ dz⊗ x, dy ∧ dz⊗ z〉.

• Im(δ2) = 〈dx ∧ dy ∧ dz ⊗ x, dx ∧ dy ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dy ∧ dz ⊗ z〉.

Cocientando estos espacios obtenemos el resultado.
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Proposición 2.3.13. Dado n ∈ N, si n ≥ 3 o si n = 0, Hn
Lie(r, r) = 0, mientras que para

n = 1 y n = 2, Hn
Lie(r, r) tiene como base el conjunto de las clases de los elementos:

• si n = 1 : {dz ⊗ y},

• si n = 2 : {dx ∧ dy ⊗ z}.

Luego, la serie de Hilbert de r es h(t) = h = t+ t2.

Demostración. Los diferenciales del complejo son

δ0(a) = dx⊗ [a, x] + dy ⊗ [a, y] + dz ⊗ [a, z],
δ1(dx⊗ a1 + dy ⊗ a2 + dz ⊗ a3) = dx ∧ dy ⊗ ([x, a2]− [y, a1]− a2)+

+ dx ∧ dz ⊗ ([x, a3]− [z, a1]− a2 − a3)+
+ dy ∧ dz ⊗ ([y, a3]− [z, a3]),

δ2(dx ∧ dy ⊗ b1 + dx ∧ dz ⊗ b2 + dy ∧ dz ⊗ b3) = [x, b3]− [y, b2] + [z, b1]− 2b3.

Los núcleos e imágenes de los diferenciales están respectivamente generados como k-espacios
vectoriales por

• Ker (δ0) = 0,

• Im(δ0) = 〈dy ⊗ y + dz ⊗ (y + z), dx⊗ y, dx⊗ (y + z)〉,

• Ker (δ1) = 〈dx⊗ y, dx⊗ z, dz ⊗ y, dy ⊗ y + dz ⊗ z〉,

• Im(δ1) = 〈dy⊗y+dx∧dz⊗(y+z), dx∧dy⊗x+dx∧dz⊗x−dy∧dz⊗(y+z), dx∧dz⊗y,
dx ∧ dy ⊗ y − dx ∧ dz ⊗ z, dx ∧ dz ⊗ x+ dy ∧ dz ⊗ y〉,

• Ker (δ2) = 〈dx ∧ dy ⊗ y, dx ∧ dy ⊗ z, dx ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dz ⊗ z, dx ∧ dz ⊗ x+ dy ∧ dz ⊗
y, dx ∧ dy ⊗ x+ 2dx ∧ dz ⊗ x− dy ∧ dz ⊗ z〉.

• Im(δ2) = r.

Cocientando estos espacios obtenemos el resultado.

Proposición 2.3.14. Sea α ∈ C×. La serie de Hilbert de rα es

h(t) =


t+ t2 si α 6= 1,−1,
3t+ 3t2 si α = 1,
t+ 2t2 + t3 si α = −1,

y si 1 ≤ n ≤ 3, el k-espacio vectorial Hn
Lie(rα, rα) tiene como base el conjunto de clases de

los siguientes elementos:

• Si n = 1 :

{
{dz ⊗ z} si α 6= 1,
{dz ⊗ z, dy ⊗ z, dz ⊗ y} si α = 1.
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• Si n = 2 :


{dx ∧ dz} si α 6= 1,−1,
{dx ∧ dz ⊗ z, dx ∧ dy ⊗ z, dx ∧ dz ⊗ y} si α = 1,
{dx ∧ dz ⊗ z, dy ∧ dz ⊗ x} si α = −1.

• Si n = 3 :

{
0 si α 6= −1,
{dx ∧ dy ∧ dz ⊗ x} si α = −1.

Demostración. Los diferenciales del complejo son

δ0(a) = dx⊗ [a, x] + dy ⊗ [a, y] + dz ⊗ [a, z],
δ1(dx⊗ a1 + dy ⊗ a2 + dz ⊗ a3) = dx ∧ dy ⊗ ([x, a2]− [y, a1]− a2)+

+ dx ∧ dz ⊗ ([x, a3]− [z, a1]− αa3)+
+ dy ∧ dz ⊗ ([y, a3]− [z, a3]),

δ2(dx ∧ dy ⊗ b1 + dx ∧ dz ⊗ b2 + dy ∧ dz ⊗ b3) = [x, b3]− [y, b2] + [z, b1]− (1 + α)b3.

Es fácil calcular que los núcleos e imágenes de los diferenciales están generados como k-
espacios vectoriales por

• Ker (δ0) = 0,

• Im(δ0) = 〈dy ⊗ y + αdz ⊗ z, dx⊗ y, dx⊗ z〉,

• Ker (δ1) =

{
〈dx⊗ y, dx⊗ z, dy ⊗ y, dz ⊗ z〉 si α 6= 1,
〈dx⊗ y, dx⊗ z, dy ⊗ y, dz ⊗ z, dy ⊗ z, dz ⊗ y〉 si α = 1.

• Im(δ1) = 〈dx∧ dy⊗ y+αdx∧ dz⊗ z, dx∧ dy⊗−x+ dy ∧ dz⊗αz, dx∧ dy⊗ (α− 1)z,
dx ∧ dz ⊗ αx+ dy ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dz ⊗ (1− α)y〉

• Ker (δ2) =


〈dx ∧ dy ⊗ x− dy ∧ dz ⊗ αz, dx ∧ dy ⊗ y, dx ∧ dy ⊗ z, si α 6= −1,
dx ∧ dz ⊗ αx+ dy ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dz ⊗ z〉
〈dx ∧ dy ⊗ x− dy ∧ dz ⊗ αz, dx ∧ dy ⊗ y, dx ∧ dy ⊗ z, si α = −1,
dx ∧ dz ⊗ αx+ dy ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dz ⊗ z〉, dy ∧ dz ⊗ x

• Im(δ2) = 〈dx ∧ dy ∧ dz ⊗ z, dx ∧ dy ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dy ∧ dz ⊗ (1 + α)x〉.

Cocientando estos espacios obtenemos el resultado.

Proposición 2.3.15. La serie de Hilbert de sl(2) es nula.

Demostración. Los diferenciales del complejo correspondiente son

δ0(a) = dx⊗ [a, x] + dy ⊗ [a, y] + dz ⊗ [a, z],
δ1(dx⊗ a1 + dy ⊗ a2 + dz ⊗ a3) = dx ∧ dy ⊗ ([x, a2]− [y, a1]− a2)+

+ dx ∧ dz ⊗ ([x, a3]− [z, a1]) + a3)
+ dy ∧ dz ⊗ ([y, a3]− [z, a3]− a1),

δ2(dx ∧ dy ⊗ b1 + dx ∧ dz ⊗ b2 + dy ∧ dz ⊗ b3) = [x, b3]− [y, b2] + [z, b1],

de donde se obtiene haciendo cálculos simples que los núcleos e imágenes de los diferenciales
están respectivamente generados como k-espacios vectoriales por
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• Ker (δ0) = 0,

• Im(δ0) = 〈dy ⊗ y − dz ⊗ z, dx⊗ y − dz ⊗ x, dx⊗ z − dy ⊗ x〉,

• Ker (δ1) = 〈dx⊗ z − dy ⊗ x, dx⊗ y − dz ⊗ x, dy ⊗ y − dz ⊗ z〉,

• Im(δ1) = 〈dx∧dz⊗y−dx∧dz⊗ z, dx∧dy⊗x+dy∧dz⊗ z, dx∧dy⊗ z, dx∧dz⊗x+
− dy ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dz ⊗ y, dy ∧ dz ⊗ x〉,

• Ker (δ2) = 〈dx∧dy⊗ z, dx∧dz⊗y, dx∧dy⊗y−dx∧dz⊗ z, dy∧dz⊗x, dx∧dz⊗x+
− dy ∧ dz ⊗ y, dx ∧ dy ⊗ x+ dy ∧ dz ⊗ z〉.

• Im(δ2) = sl(2).

Cocientando estos espacios obtenemos el resultado.

Observación 2.3.16. Un lema, que se debe a Whitehead, dice que si g es semisimple y M
es un g-módulo de dimensión �nita tal que Mg = 0 entonces Hn

Lie(g,M) = HLie
n (g,M) = 0,

para todo n ∈ N. El caso g = sl(2) y M = sl(2) cae dentro de estas hipótesis y por lo tanto
la proposición 2.3.15 es un caso particular del lema de Whitehead.
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Capítulo 3

Deformaciones de álgebras

3.1 Homología y cohomología de Hochschild

3.1.1 De�niciones básicas

En este capítulo, k será un cuerpo y A una k-álgebra asociativa. De ahora en adelante
notaremos con | a ⊗k.

De�nición 3.1.1. El álgebra envolvente de A es la k-álgebra Ae = A⊗k Aop con producto
de�nido por (a⊗ b)(c⊗ d) = ac⊗ db.

Una de las razones para considerar el álgebra Ae es que nos permite traducir las estruc-
turas de A-bimódulo en estructuras de Ae-módulo por ejemplo a izquierda. En efecto: si M
es un A-bimódulo, y m ∈M , podemos de�nir (a⊗ b) ∗m := a ·m · b y extender linealmente
a todo Ae. Es fácil ver que esta acción está bien de�nida y da a M una estructura de
Ae-módulo a izquierda:

(a⊗ b) ∗ ((c⊗ d) ∗m) = (a⊗ b) ∗ (c ·m · d) = ac ·m · db = (ac⊗ db) ∗m = ((a⊗ b)(c⊗ d)) ∗m.

Recíprocamente, si M es un Ae-módulo a izquierda, de�nimos a · m := (a ⊗ 1) ∗ m, y
m · b := (1 ⊗ b) ∗m, dotando así a M de estructuras de A-módulo a izquierda y a derecha
respectivamente. Veamos que con estas acciones M resulta un A-bimódulo:

(a ·m) · b = ((a⊗ 1) ∗m) · b = (1⊗ b)((a⊗ 1) ∗m) = ((1⊗ b)(a⊗ 1)) ∗m = (a⊗ b) ∗m,
a · (m · b) = a · ((1⊗ b) ∗m) = (a⊗ 1)((1⊗ b) ∗m) = ((a⊗ 1)(1⊗ b)) ∗m = (a⊗ b) ∗m.

De�nición 3.1.2. La homología y cohomología de Hochschild de un A-bimóduloM pueden
de�nirse de la siguiente manera [CE].

H•(A,M) := TorA
e

• (A,M),
H•(A,M) := Ext•Ae(A,M).

En el caso particular M = A notamos la homología y cohomología de Hochschild con
HH•(A) y HH•(A) respectivamente.

Contamos con una resolución proyectiva de A como Ae-módulo a izquierda, llamada
resolución Bar, que si bien no es muy útil para realizar cálculos explícitos, sirve para tratar
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resultados generales, y jugará un papel principal en la teoría de deformaciones. Dicha
resolución es la siguiente:

· · · // A|A⊗3|A
b′2 // A|A⊗2|A

b′1 // A|A|A
b′0 // A|A µ // A // 0 (3.1.1)

donde µ es la multiplicación de A y los diferenciales bi son Ae-lineales y están de�nidos de
la siguiente manera:

b′n(1|a0|a1| · · · |an|1) =

a0| · · · |an|1+
n−1∑
i=0

(−1)i+11|a0| · · · |aiai+1| · · · |an|1 + (−1)n+11|a0| · · · |an−1|an.

Proposición 3.1.3. El complejo 3.1.1 es una resolución libre de A como Ae-módulo a

izquierda.

Una demostración de este hecho puede encontrarse en [CE].

Usando el complejo Bar, calculemos los complejos cuya (co)homología es la de Hochschild.

Homología: Sea M un Ae-módulo. Para calcular H•(A,M) debemos aplicar el funtor
(−) ⊗Ae M a la resolución Bar, luego, identi�cando de manera canónica A|A⊗n|A ⊗Ae M
con A⊗n|Ae ⊗Ae M y con A⊗n|M , obtenemos:

· · · // A⊗3|M b2 // A⊗2|M b1 // A|M b0 // M // 0,

donde los diferenciales bn están dados por:

bn(a0| · · · |an|m) =

a1| · · · |an|ma0+
n−1∑
i=0

(−1)i+1a0| · · · |aiai+1| · · · |an|m+ (−1)n+1a0| · · · |an−1|anm,

b0(a|m) = ma−am.

Notación: A este complejo lo notaremos A⊗•|M .

Cohomología: Sea M un Ae-módulo. Para calcular H•(A,M) debemos aplicar el funtor
HomAe(−,M) a la resolución Bar.

Identi�cando HomAe(A|A⊗n|A,M) con HomAe(Ae|A⊗n,M) y con Homk(A⊗n,M) ob-
tenemos el complejo

· · · Homk(A⊗2,M)
δ2oo Homk(A,M)

δ1oo M
δ0oo 0,oo

con los diferenciales dados por:

δn(f)(a0| · · · |an) =

a0f(a1| · · · |an)+
n−1∑
i=0

(−1)i+1f(a0| · · · |aiai+1| · · · |an) + (−1)n+1f(a0| · · · |an−1)an,
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por ejemplo

δ0(m)(a) = am−ma, δ1(f)(a|b) = af(b)− f(ab) + f(a)b,
δ2(f)(a|b|c) = af(b|c)− f(ab|c) + f(a|bc)− f(a|b)c.

Notación: A este complejo lo notaremos Homk(A⊗•,M).

Cohomología relativa y álgebras separables

De�nición 3.1.4. Sea A una k-álgebra, y sea S ⊂ A una subálgebra. SeaM un A-bimódulo.
Se de�ne el complejo de Hochschild S-relativo, C•(A,S;M) como sigue

C0(A,S;M) = MS = {m ∈M : sm = ms ∀ s ∈ S}

y para n > 0, Cn(A,S;M) consiste en el k-módulo formado por los mor�smos k-lineales
f : A⊗n −→M , que satisfacen, ∀s ∈ S, ∀a1, · · · , an ∈ A

f(sa1| · · · |an) = sf(a1| · · · |an),
f(a1| · · · |ans) = f(a1| · · · |an)s,
f(· · · |ais|ai+1| · · · ) = f(· · · |ai|sai+1| · · · ), ∀ i = 1, · · · , n− 1.

Los diferenciales δn : Cn(A,S;M) −→ Cn+1(A,S;M) están dados por:

δn(f)(a0| · · · |an) =

a0f(a1| · · · |an)+
n−1∑
i=0

(−1)i+1f(a0| · · · |aiai+1| · · · |an) + (−1)n+1f(a0| · · · |an−1)an,

La cohomología de este complejo se llama cohomología de Hochschild S-relativa y la notare-
mos H•(A,S;M).

Observaciones 3.1.5. 1. Si S = k entonces la cohomología de Hochschild relativa coin-
cide con la cohomología de Hochschild.

2. Las inclusiones Cn(A,S;M) −→ Homk(A⊗n,M) forman un mor�smo de complejos y
por lo tanto inducen mor�smos Hn(A,S;M) −→ Hn(A,M) para todo n ∈ N0.

Proposición 3.1.6. La cohomología relativa H•(A,S;M) puede calcularse como la coho-

mología del subcomplejo C̄•(A,S;M) de C•(A,S;M) tal que C̄n(A,S;M) consiste de los

elementos de Cn(A,S;M) que cumplen f(a1, · · · , an) = 0 si algún ai ∈ S.

Demostración. Puede encontrarse en [CE].

De�nición 3.1.7. Una k-álgebra A se dice separable si para toda extensión k ⊂ l, Rl :=
R⊗k l es una l-álgebra semisimple.

Proposición 3.1.8. Sea A una k-álgebra. Son equivalentes

i) A es una k-álgebra de dimensión �nita y separable.
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ii) A es proyectivo como Ae-módulo a izquierda.

iii) Hn(A,M) = 0 para todo n 6= 0 y todo bimódulo M .

iv) Hn(A,M) = 0 para todo n 6= 0 y todo bimódulo M .

Demostración. Puede encontrarse en [W].

Proposición 3.1.9. Sea S ⊂ A una k-álgebra separable. Entonces los mor�smos inducidos

por la inclusión

Hn(A,S;M) −→ Hn(A,M),

son isomor�smos.

Demostración. Ver [GS] para una demostración de esta proposición.

Producto Cup

Se puede de�nir un producto en
⊕∞

i=0 Homk(A⊗i, A) que da al complejo una estructura de
álgebra diferencial graduada.

De�nición 3.1.10. Dados elementos homogéneos, φ ∈ Homk(A⊗n, A) y ψ ∈ Homk(A⊗m, A),
el producto cup de φ y ψ es el elemento φ ^ ψ ∈ Homk(A⊗(n+m), A) de�nido por:

φ ^ ψ(a1| · · · |an|an+1| · · · |an+m) = φ(a1| · · · |an)ψ(an+1| · · · |an+m).

Lema 3.1.11. Sean φ y ψ elementos homogéneos de grados n y m respectivamente. El

producto cup satisface δn+m(φ ^ ψ) = δn(φ) ^ ψ + (−1)nmφ ^ δm(ψ).

Corchete de Gerstenhaber

También puede de�nirse en
⊕∞

i=0 Homk(A⊗i, A) una estructura de superálgebra de Lie de
la siguiente manera.

De�nición 3.1.12. Dadas f ∈ Homk(A⊗n, A) y g ∈ Homk(A⊗m, A), se de�ne el asociador
de f y g, f ◦ g ∈ Homk(A⊗m+n−1, A) como

f ◦g(a1| · · · |an+m−1) =
n∑
i=1

(−1)(i−1)(m−1)f(a1| · · · |ai−1|g(ai| · · · |ai+m−1)|ai+m| · · · |an+m−1)

y el corchete de Gerstenhaber como

[f, g] = f ◦ g − (−1)(n−1)(m−1)g ◦ f.

Lema 3.1.13. Dadas f ∈ Homk(A⊗n, A) y g ∈ Homk(A⊗m, A), se tienen las siguientes

identidades

1. δ(f ◦ g) = f ◦ δ(g) + (−1)m−1δ(f) ◦ g + (−1)(m−1)(g ^ f − (−1)nmf ^ g),

2. (f ◦ g) ◦ g = f ◦ (g ◦ g).
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La demostración se obtiene por cálculo directo.

Observación 3.1.14. 1. La restricción del corchete de Gerstenhaber a Homk(A,A) da a
este espacio una estructura de álgebra de Lie, que coincide con la usual en Lie(Endk(A)).

2. No necesariamente vale que [f, f ] = 0.

Teorema 3.1.15. Con las notaciones anteriores, sean f, g, h de grados n,m, p respectiva-

mente, entonces:

1. [f, g] = (−1)(n−1)(m−1)[g, f ],

2. (−1)(n−1)(p−1)[[f, g], h] + (−1)(m−1)(n−1)[[g, h], f ] + (−1)(p−1)(m−1)[[h, f ], g] = 0,

3. δ([f, g]) = [f, δ(g)] + (−1)m−1[δf, g].

Demostración. Una prueba puede encontrarse en [GS].

3.1.2 Cohomología de Hochschild de álgebras de Lie

Veamos ahora un resultado que nos permitirá calcular de forma más efectiva la (co)homología
de Hochschild en el caso en que A es el álgebra envolvente de un álgebra de Lie:

Proposición 3.1.16. Sea g una k-álgebra de Lie y sea A = U(g) su álgebra envolvente,

entonces existen isomor�smos naturales:

HH•(A) ∼= H•Lie(g, A
ad), HH•(A) ∼= HLie

• (g, Aad),

donde Aad denota a A con la estructura de g-módulo dada por la acción g · x = gx − xg,
llamada �acción adjunta�.

Demostración. Daremos la prueba sólo para la cohomología, para la homología la demos-
tración es análoga. Lo que queremos probar es que Ext•Ae(A,A) ∼= Ext•A(k,Aad).

Para calcular Ext•A(k,Aad) debemos resolver proyectivamente a k como A-módulo trivial,
para eso utilizamos la resolución de Chevalley-Eilenberg:

· · · // A| ∧3 g
d3 // A| ∧2 g

d2 // A|g d1 // A
ε // k // 0, (3.1.2)

aplicamos a la resolución el funtor HomA(−, Aad) y obtenemos el complejo:

· · · HomA(A| ∧2 g, Aad)oo HomA(A|g, Aad)
δ̃2oo HomA(A,Aad)

δ̃1oo 0.oo

Usando el isomor�smo canónico HomA(A|∧⊗n, Aad) ' Homk(∧⊗n, Aad), queda:

· · · Homk(∧2g, Aad)
δ3oo Homk(g, Aad)

δ2oo Aad
δ1oo 0oo (3.1.3)
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y siguiendo las �echas se puede veri�car que los diferenciales son:

δn(f)(x0 ∧ · · · ∧ xn) =
n∑
i=0

(−1)ixi · f(x0 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ xn) +

+
∑
i<j

(−1)i+jf([xi, xj ] ∧ x0 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ x̂j ∧ · · · ∧ xn)

donde la acción que �gura en el primer sumando es la acción adjunta de�nida en el enunciado
de la proposición. Por lo tanto, Ext•A(k,Aad) es la homología del complejo 3.1.3. Lo que
vamos a ver es que este complejo se puede obtener aplicando el funtor HomAe(−, A) a un
complejo de Ae-módulos libres que es homotópicamente equivalente al complejo Bar, hecho
que conducirá a los isomor�smos buscados en la proposición. Para la construcción de dicho
complejo vamos a necesitar algunas de�niciones.

Consideremos sobre Ae las siguientes estructuras de Ae-módulo a izquierda y A-módulo
a derecha respectivamente:

x⊗ y ⇀ a⊗ b = xa⊗ by (multiplicación usual enAe),

a⊗ b ↼ z =
∑

az1 ⊗ S(z2)b (acción adjunta).

Veamos que estas acciones dan a Ae una estructura de Ae-A bimódulo:

(x⊗ y ⇀ a⊗ b) ↼ z = xa⊗ by ↼ z =
∑

xaz1 ⊗ S(z2)by,

x⊗ y ⇀ (a⊗ b ↼ z) = x⊗ y ⇀
∑

az1 ⊗ S(z2)b =
∑

xaz1 ⊗ S(z2)by.

Con esta estructura de A-módulo a derecha, Ae resulta un A-módulo libre. Ver [Wit]
para una demostración.
Sea K• la resolución de Chevalley-Eilenberg 3.1.2. Como Ae es proyectivo como A-módulo
a derecha, entonces Ae ⊗A K• resulta una sucesión exacta. Identi�cando canónicamente a
Ae ⊗A A| ∧• g con Ae| ∧• g y con A| ∧• g|A; y también a Ae ⊗A k con Ae ⊗A A/Ker ε y con
Ae/Ae ·Ker ε = Ae/Kerµ ∼= A, la sucesión Ae ⊗A K• se transforma en:

· · · // A| ∧3 g|A d2 // A| ∧2 g|A d1 // A|g|A d0 // Ae
µ // A // 0,

con diferenciales dados por

dn(1|x0 ∧ · · · ∧ xn|1) =
n∑
i=0

(−1)i(xi|x0 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ xn|1− 1|x0 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ xn|xi) +

+
∑
i<j

(−1)i+j1|[xi, xj ] ∧ x0 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ x̂j ∧ · · · ∧ xn|1 si n > 0,

d0(1|x|1) = x|1− 1|x.

Se puede veri�car que al aplicarle el funtor HomAe(−, A) a esta resolución de A como Ae-
módulo a izquierda, obtenemos el complejo 3.1.3, cuya homología es Ext•A(k,Aad), como
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habíamos observamos anteriormente. Además, a esta resolución de A la podemos comparar
con la resolución Bar levantando la identidad de A en ambos sentidos:

· · · // A| ∧3 g|A //

ϕ

��

A| ∧2 g|A //

ϕ

��

A|g|A //

ϕ

��

Ae //

ϕ

��

A // 0

· · · // A|A⊗3|A //

η

OO

A|A⊗2|A //

η

OO

A|A|A //

η

OO

Ae //

η

OO

A // 0

Las composiciones ϕ ◦ η y η ◦ ϕ son homotópicas a las respectivas identidades por ser
levantados de la identidad, por lo tanto, al aplicar HomAe(−, A) estos mor�smos resultan
mutuamente inversos a nivel homología, concluyendo la demostración.

Corolario 3.1.17. Sea g una k-álgebra de Lie de dimensión n ∈ N y sea A = U(g) su

álgebra envolvente, entonces HH i(A) = 0 y HHi(A) = 0 ,∀i > n.

Corolario 3.1.18. Sea g una k-álgebra de Lie y A = U(g) su álgebra envolvente. Entonces

existe un mor�smo natural de k-espacios vectoriales inducido por la inclusión i : g −→ A

H•Lie(g, g) // HH•(A).

Demostración. La inclusión i : g −→ A induce una transformación natural i∗ : F −→ G
entre los funtores F = HomA(−, g) y G = HomA(−, A). Luego, llamando como antes K•
a la resolución de Chevalley-Eilenberg, esta transformación natural induce un mor�smo de
complejos φ : F (K•) −→ G(K•) que pasa a la homología:

Ext•A(k, g) // Ext•A(k,Aad).

3.1.3 Un ejemplo: Cohomología de Hochschild del álgebra envolvente del
álgebra de Heisenberg

De�niciones y notaciones previas

Sea k un cuerpo de característica 0.

De�nición 3.1.19. El álgebra de Heisenberg h = h3 es el álgebra de Lie de dimensión 3
sobre k con base {x, y, z} y corchete dado por: [x, y] = z, [x, z] = [y, z] = 0.

Observación 3.1.20. El álgebra envolvente de h es:

U(h) =
k < x, y, z >

〈xy − yx− z, xz − zx, yz − zy〉
.

Utilizaremos las siguientes notaciones:

1. Notaremos con kU(h)(x, y) al k−subespacio vectorial de U(h) generado por los ele-
mentos de la forma xiyj para i, j ≥ 0 que, por el teorema de Poincaré-Birkho�-Witt,
cumple: U(h) = kU(h)(x, y)⊕z U(h). De�nimos análogamente kU(h)(x, z) y kU(h)(y, z).
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2. Notaremos con U(h)ad a U(h) visto como h-módulo con la acción adjunta: g·p = gp−pg.

3. Para p ∈ U(h), p =
∑

(i,j,k)∈N3
0

λi,j,kx
iyjzk, de�nimos:

∫
x
p =

∑
(i,j,k)∈N3

0

λi,j,k(i+ 1)−1xi+1yjzk
∂p

∂x
=

∑
i≥1,j,k≥0

λi,j,kix
i−1yjzk

y también damos de�niciones análogas para
∫
y p y ∂p

∂y .

Lema 3.1.21. Sea p ∈ U(h)ad, entonces:

x · p = z
∂p

∂y
(3.1.4)

y · p = −z ∂p
∂x

(3.1.5)

z · p = 0 (3.1.6)

Demostración. Primero veamos que ynx = xyn−nyn−1z para todo n ∈ N. Si n = 1 se sigue
de las relaciones del álgebra. Por inducción:

yn+1x = yynx = y(xyn−nyn−1z) = yxyn−nynz = (xy−z)yn−nynz = xyn+1−(n+1)ynz.

Veamos 3.1.4. Basta probarlo para los monomios, sea entonces p = xmynzr. Si n = 0 el
resultado se sigue trivialmente pues ambos lados de la igualdad son nulos, si n ≥ 1:

x · p = xp− px = xm+1ynzr − xmynxzr

= xm+1ynzr − xm(xyn − nyn−1z)zr

= nxmyn−1zr+1.

Para probar 3.1.5, observemos primero que U(h) tiene un automor�smo Ψ dado por Ψ(x) =
y, Ψ(y) = x y Ψ(z) = −z, aplicando Ψ a la igualdad ymx = xym − mym−1z con m ∈ N
obtenemos xmy = yxm + mxm−1z, es decir, yxm = xmy − mxm−1z; y para p = xmynzr

tenemos que

y · p = yp− py = yxmynzr − xmyn+1zr

= (xmy −mxm−1z)ynzr − xmyn+1zr

= −mxm−1ynzr+1.

Por último, para probar 3.1.6 basta observar que z está en el centro de U(h), luego z · p =
zp− pz = 0.

Cálculo de la cohomología

Utilizando la Proposición 3.1.16, calcularemos H•Lie(h,U(h)ad); y para esto usamos la reso-
lución de Chevalley-Eilenberg:

0 // U(h)| ∧3 h
d3 // U(h)| ∧2 h

d2 // U(h)|h d1 // U(h) ε // k // 0,
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donde ε es la aumentación y

d1(u|g) = ug,

d2(u|g1 ∧ g2) = ug1|g2 − ug2|g1 − u|[g1, g2],
d3(u|g1 ∧ g2 ∧ g3) = ug1|g2 ∧ g3 − ug2|g1 ∧ g3 + ug3|g1 ∧ g2 +

− u|[g1, g2] ∧ g3 + u|[g1, g3] ∧ g2 − u|[g2, g3] ∧ g1.

Aplicando HomU(h)(−,U(h)ad), identi�cando HomU(h)(U(h)|∧nh,U(h)ad) con Homk(∧nh,U(h)ad)
como k-espacios vectoriales y HomU(h)(U(h),U(h)ad) con U(h)ad, resulta:

0 Homk(∧3h,U(h)ad)oo Homk(∧2h,U(h)ad)
δ2oo Homk(h,U(h)ad)

δ1oo U(h)ad
δ0oo 0,oo

donde:

δ0(u)(g) = g · u,
δ1(f)(g1 ∧ g2) = g1 · f(g2)− g2 · f(g1)− f([g1, g2]),

δ2(h)(g1 ∧ g2 ∧ g3) = g1 · h(g2 ∧ g3)− g2 · h(g1 ∧ g3) + g3 · h(g1 ∧ g2) +
− h([g1, g2] ∧ g3) + h([g1, g3] ∧ g2])− h([g2, g3], g1).

Para obtener una descripción mas precisa de los núcleos de los diferenciales δi, evaluemos
estas expresiones en bases adecuadas. Vamos a considerar para esto {x, y, z}, {x ∧ y, x ∧
z, y ∧ z} y {x ∧ y ∧ z} bases de h, ∧2h y ∧3h respectivamente. De esta manera vemos que
Ker δ0 es el centro de U(h). También vemos que f ∈ Ker δ1 si y solo si δ1(f)(x ∧ y) =
δ1(f)(x ∧ z) = δ1(f)(y ∧ z) = 0, lo que se traduce en :

0 = δ1(f)(x ∧ y) = x · f(y)− y · f(x)− f([x, y]) = z
∂f(y)
∂y

+ z
∂f(x)
∂x

− f(z),

0 = δ1(f)(x ∧ z) = x · f(z)− z · f(x)− f([x, z]) = z
∂f(z)
∂y

,

0 = δ1(f)(y ∧ z) = y · f(z)− z · f(y)− f([y, z]) = −z ∂f(z)
∂x

,

es decir que f ∈ Ker δ1 si y solo si:

f(z) = z
∂f(y)
∂y

+ z
∂f(x)
∂x

, (3.1.7)

∂f(z)
∂y

=
∂f(z)
∂x

= 0. (3.1.8)

Por último, vemos que h ∈ Ker δ2 si y solo si

0 = δ2(h)(x ∧ y ∧ z)
= x · h(y ∧ z)− y · h(x ∧ z) + z · h(x ∧ y)− h([x, y] ∧ z) + h([x, z] ∧ y])− h([y, z], x)
= x · h(y ∧ z)− y · h(x ∧ z) + z · h(x ∧ y)− h(z ∧ z)

= z
∂h(y ∧ z)

∂y
+ z

∂h(x ∧ z)
∂x

,
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como z no es divisor de 0 en U(h), esto quiere decir que h ∈ Ker δ2 si y solo si:

− ∂h(y ∧ z)
∂y

=
∂h(x ∧ z)

∂x
. (3.1.9)

Observación 3.1.22. Para trabajar mas cómodamente, vamos a identi�car a Homk(h,U(h))
con h∗|U(h) y notar con {dx, dy, dz} a la base dual de {x, y, z}, también vamos a identi�car
a Homk(∧2h,U(h)) con ∧2h∗|U(h) y notar con {dx∧y, dx∧z, dy∧z} a la base dual de {x∧y, x∧
z, y ∧ z}. Usando esta notación, y teniendo en cuenta las cuentas hechas anteriormente, los
diferenciales δ0 y δ1 y δ2 quedan

δ0(u) = dx|z ∂u
∂y
− dy|z ∂u

∂x
(3.1.10)

δ1(dx|u1 + dy|u2 + dz|u3) = dx∧y|(z
∂u2

∂y
+ z

∂u1

∂x
− u3)+ (3.1.11)

dx∧z|z
∂u3

∂y
− dy∧z|z

∂u3

∂x

δ2(dx∧y|v1 + dx∧z|v2 + dy∧z|v3) = z
∂v3

∂y
+ z

∂v2

∂x
(3.1.12)

Proposición 3.1.23. El centro de U(h), es decir HH0(U(h)), es igual a k[z].

Demostración. HH0(U(h)) = Ker δ0 = {u ∈ U(h) : g · u = 0 ∀ g ∈ h} = {u ∈ U(h) : x · u =
0, y · u = 0, z · u = 0}. Por el Lema 3.1.21, u ∈ HH0(U(h)) si y solo si z ∂u∂x = z ∂u∂y = 0.
El teorema de Poincaré - Birkho� - Witt garantiza que z no es divisor de 0, luego u ∈
HH0(U(h)) si y solo si ∂u∂x = ∂u

∂y = 0, es decir, si y solo si u ∈ k[z].

Proposición 3.1.24. Una base del espacio vectorial HH1(U(h)) está dada por el conjunto

formado por las clases de los elementos:

ai,j := dx|xiyj − dy|i(j + 1)−1xi−1yj+1 con i, j ≥ 0,

bi := dy|xi con i ≥ 0,

ci := dy|yzi + dz|zi+1 con i ≥ 0.

Demostración. Sea f = dx|u1 +dy|u2 +dz|u3 ∈ Ker δ1. Veamos primero que existe û ∈ U(h)
tal que f − δ0(û) está generado por los elementos del tipo a, b, c del enunciado.

Como f ∈ Ker δ1 (3.1.7, 3.1.8):

u3 = z
∂u2

∂y
+ z

∂u1

∂x
, de donde u3 ∈ z U(h),

∂u3

∂x
=
∂u3

∂y
= 0, de donde u3 ∈ k[z],

entonces u3 ∈ zk[z], por lo tanto, u3 =
∑
λiz

i+1 con λi ∈ k, i ≥ 0. Luego f̂ := f−
∑
λici =

dx|û1 + dy|û2 para ciertos û1 y û2. De esta forma, podemos suponer que u3 = 0.
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Como U(h) = kU(h)(x, y) ⊕ z U(h), existen v ∈ kU(h)(x, y) y w ∈ z U(h) tales que u1 =
v + w. Llamemos u =

∫
y
w
z , entonces

f − δ0(u) = dx|(v + w − z ∂u
∂y

) + dy|(u2 + z
∂u

∂x
)

= dx|v + dy|û2.

Escribimos v =
∑

i,j∈N0

λi,jx
iyj y llamamos a =

∑
i,j∈N0

λi,jai,j . Entonces

f − δ0(u)− a = dy|w2 ∈ Ker δ1 (3.1.13)

y por lo tanto ∂w2
∂y = 0. Escribimos entonces:

w2 =
∑
i∈N0

µix
i + r con r ∈ zkU(h)(x, z) (3.1.14)

De�nimos b =
∑
i∈N0

µibi y û =
∫
x
r
z , entonces δ0(û) = −dy|r y de 3.1.13 y 3.1.14 obtenemos

f − δ0(u)− a = b− δ0(û) es decir,

f − δ0(u− û) = a+ b.

Para ver que el conjunto dado es linealmente independiente, sea∑
i,j≥0

λi,jai,j +
∑
i∈N0

ηibi +
∑
i∈N0

θici = δ0u para ciertos λi,j , ηi, θi ∈ k, u ∈ U(h).

Evaluando en z obtenemos:∑
i∈N0

θiz
i+1 = 0 entonces θi = 0∀i ≥ 0.

Evaluando en x obtenemos:∑
(i,j)∈N2

0

λi,jx
iyj = z

∂u

∂y
entonces por PBW λi,j = 0∀i, j ≥ 0.

Evaluando en y obtenemos:∑
i∈N0

ηix
i = −z ∂u

∂x
entonces por PBW ηi = 0∀i ≥ 0.

Observación 3.1.25. La estructura de módulo sobre el centro está determinada por:

z · ai,j = 0, z · bi = 0, z · ci = ci+1.
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Proposición 3.1.26. El conjunto de las clases de los elementos que siguen es una base de

HH2(U(h)):

αi,j,k := dx∧z|xiyjzk − dy∧z|i(j + 1)−1xi−1yj+1zk con i ≥ 0, j ≥ 0, k ∈ {0, 1},
βi,k := dy∧z|xizk con i ≥ 0, k ∈ {0, 1}.

Demostración. Sea h = dx∧y|v1 + dx∧z|v2 + dy∧z|v3 ∈ Ker δ2. Es inmediato ver que

h+ δ1(dz|v1) = dx∧z|(v2 + z
∂v1

∂y
) + dy∧z|(v3 − z

∂v1

∂x
).

Es decir que reduciendo módulo bordes, podemos suponer que h = dx∧z|v2 + dy∧z|v3. En
lo que sigue, vamos a seguir reduciendo módulo bordes para escribir a h como combinación
lineal de elementos del tipo α, β. Para ello buscamos f ∈ h∗|U(h) tal que

h− δ1(f) =
∑

λi,j,kαi,j,k +
∑

µi,kβi,k.

Sean p ∈ kU(h)(x, y)⊕ zkU(h)(x, y), r ∈ z2U(g) tal que v2 = p+ r. Llamamos u2 =
∫
y

∫
y
r
z2
,

u3 =
∫
y
r
z y consideramos f = dy|u2 + dz|u3. Entonces:

h− δ1(f) = dx∧z|p+ dy∧z|v̂3.

Escribimos p =
∑

i,j∈N0,k∈{0,1}
λi,j,kx

iyjzk y consideramos α =
∑

i,j∈N0,k∈{0,1}
λi,j,kαi,j,k. De esta ma-

nera se obtiene que

h− δ1(f)− α = dy∧z|w3, (3.1.15)

donde
∂w3

∂y
= 0,

por lo tanto,

w3 =
∑

(i,k)∈N2
0

µi,kx
izk =

∑
i∈N0,k∈{0,1}

µi,kx
izk +

∑
i∈N0,k≥2

µi,kx
izk. (3.1.16)

Si llamamos r̂ =
∑
k≥2

µi,kx
izk, y de�nimos û1 =

∫
x

∫
x
r̂
z2
, û3 =

∫
x
r̂
z y f̂ = dx|û1 + dz|û3 se

tiene que
δ1(f̂) = −dy∧z|r̂

y llamando β =
∑

i∈N0,k∈{0,1}
µi,kβi,k, obtenemos de 3.1.15 y de 3.1.16:

h− δ1(f − f̂) = α+ β.

Veamos la independencia lineal. Supongamos que

δ1(f) =
∑

λi,j,kαi,j,k +
∑

µi,kβi,k. (3.1.17)
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De esta igualdad se ve que δ1(f) debe tener coordenada dx∧y nula. Si f = dx|u1 + dy|u2 +
dz|u3, por 3.1.11 se tiene que

u3 = z
∂u2

∂y
+ z

∂u1

∂x
∈ zU(h),

entonces

δ1(f) = dx∧z|z
∂u3

∂y
− dy∧z|z

∂u3

∂x
,

con z ∂u3
∂y , z

∂u3
∂x ∈ z

2U(h).

Luego, evaluando (3.1.17) en x ∧ z se obtiene que

z
∂u3

∂y
=

∑
(i,j)∈N2

0,k∈{0,1}

λi,j,kx
iyjzk, que por PBW dice queλi,j,k = 0∀ i, j, k.

evaluando (3.1.17) en y ∧ z se obtiene que

z
∂u3

∂x
=

∑
i∈N0,k∈{0,1}

µi,kx
izk que por PBW signi�ca queµi,k = 0∀ i, k.

Observación 3.1.27. La estructura de módulo sobre el centro queda determinada por

z · αi,j,0 = αi,j,1, z · βi,0 = βi,1, z · αi,j,1 = 0, z · βi,1 = 0.

Proposición 3.1.28. Una base de HH3(U(g)) está dada por el conjunto formado por las

clases de los elementos pi,j = dx ∧ dy ∧ dz ⊗ xiyj con i, j ≥ 0.

Demostración. Comenzamos identi�cando a Homk(∧3h,U(h)) con U(h). Sea p ∈ U(h),
p = v + w con v ∈ kU(h)(x, y) y w ∈ zU(h). Sea r =

∫
x
w
z y sea h = dx∧z|r. Entonces

p − δ2(h) = v + w − w = v ∈ kU(h)(x, y). Para ver que son linealmente independientes,
supongamos que ∑

(i,j)∈N2
0

λi,jx
iyj = δ2(h),

entonces ∑
(i,j)∈N2

0

λi,jx
iyj = z

∂h(x ∧ y)
∂x

+ z
∂h(y ∧ z)

∂y
.

Usando el teorema de PBW resulta que λi,j = 0 para todo (i, j) ∈ N2
0.

Observación 3.1.29. La estructura de módulo sobre el centro de HH3(U(g)) queda deter-
minada por z · ϕ = 0 para todo ϕ ∈ HH3(U(g)).

3.2 Deformaciones de Gerstenhaber de álgebras asociativas

A lo largo de esta sección seguiremos el artículo [GS].
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3.2.1 Motivación

Empezaremos esta sección con un ejemplo que servirá a modo de motivación para las de�ni-
ciones posteriores.

Sea k = C y sea V = kx ⊕ ky un k-espacio vectorial de dimensión 2. Para dar una
estructura de k-álgebra asociativa a V , basta de�nir la multiplicación por x y por y de manera
asociativa. Tanto la multiplicación por x como la multiplicación por y son transformaciones
k-lineales, por lo tanto cada una de ellas queda determinada por una matriz de M2(C),

mx =
(
a1 b1
c1 d1

)
, my =

(
a2 b2
c2 d2

)
; y la asociatividad se traduce en ecuaciones polinomiales

en los coe�cientes de las matrices, por ejemplo

x(xx) = x(a1x+ c1y) = a1(a1x+ c1y) + c1(b1x+ d1y) = (a2
1 + c1b1)x+ (a1c1 + c1d1)y,

(xx)x = (a1x+ c1y)x = a1(a1x+ c1y) + c1(a2x+ c2y) = (a2
1 + c1a2)x+ (a1c1 + c1c2)y.

por lo tanto, x(xx) = (xx)x si y solo si c1b1 − c1a2 = 0 y c1d1 − c1c2 = 0.
De esta manera, podemos pensar las estructuras de k-álgebra sobre V como una variedad

algebraica en k8, que llamaremos Assoc.
Sea A ∈ Assoc. Estudiemos un poco el comportamiento local. Sea U ⊆ C un entorno

del 0 con la topología usual de C. Sea γ : U −→ Assoc una curva que en 0 pasa por A y
supongamos además que γ es analítica, es decir, que para cada t0 ∈ U hay un entorno en el
que γ es, en cada coordenada, una serie de potencias, escribimos a γ de la siguiente manera
para t cercano a 0:

γt = (
(
a1(t) b1(t)
c1(t) d1(t)

)
,

(
a2(t) b2(t)
c2(t) d2(t)

)
) = (

(∑
a1,it

i
∑
b1,it

i∑
c1,it

i
∑
d1,it

i

)
,

(∑
a2,it

i
∑
b2,it

i∑
c2,it

i
∑
d2,it

i

)
),

luego, el producto de γ(t) está dado por:

γt(x, x) = (a1,0x+ c1,0y) + (a1,1x+ c1,1y)t+ (a1,2x+ c1,2y)t2 + · · · ,
γt(x, y) = (b1,0x+ d1,0y) + (b1,1x+ d1,1y)t+ (b1,2x+ d1,2y)t2 + · · · ,
γt(y, x) = (a2,0x+ c2,0y) + (a2,1x+ c2,1y)t+ (a2,2x+ c2,2y)t2 + · · · ,
γt(y, y) = (b2,0x+ d2,0y) + (b2,1x+ d2,1y)t+ (b2,2x+ d2,2y)t2 + · · · .

En general, para a, b ∈ V , el producto es:

γt(a, b) = a ·A b+ f1(a, b)t+ f2(a, b)t2 + f3(a, b)t3 + · · · ,

para ciertas fi : A×A −→ A que son k-bilineales. Observamos que esta familia de mor�smos
{fi}i≥1 depende sólo de cómo se escribe γ para algún entorno del 0 arbitrariamente chico,
es decir, depende sólo del germen de γ en el 0.

La asociatividad de γ se puede traducir en una condición que involucra sólo a la familia
{fi}i≥1, en efecto, la condición

γt(γt(a, b), c) = γt(a, γt(b, c)) ∀ t ∈ U, ∀ a, b, c ∈ V,
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se traduce en: ∑
s≥0

(
∑
i+j=s
i,j≥0

fi(fj(a, b), c)− fi(a, fj(b, c)))ts = 0,

donde f0(a, b) = a ·A b; como esta igualdad vale para todo t ∈ U , es equivalente a:∑
i+j=s

fi(fj(a, b), c)− fi(a, fj(b, c)) = 0 ∀s ∈ N0. (3.2.1)

De esta manera obtenemos la asignación

{Gérmenes de curvas analíticas} // {Familias {fi}i que cumplen 3.2.1} .

Entonces podemos entender a las familias {fi}i≥1 que cumplen 3.2.1 como una genera-
lización de los gérmenes de curvas analíticas que pasan por A. Por otro lado, a una familia
{fi}i que cumple 3.2.1 la podemos pensar como el álgebra de series formales en V con
producto dado por:

a ∗ b = a ·A b+ f1(a, b)t+ f2(a, b)t2 + · · ·

para a, b ∈ V y extendiéndolo de manera k[[t]]-lineal a toda el álgebra.

3.2.2 Topologías t-ádicas

En las secciones siguientes trataremos con el anillo de series formales con coe�cientes en una
k-álgebra A, que notaremos con A[[t]]; el objetivo de esta sección es dar los ingredientes
necesarios para construir dicho anillo a partir de uno mas manejable, mas precisamente a
partir de A ⊗k k[[t]]. Para mas información sobre topologías t-ádicas ver [K]. Notaremos
K := k[[t]] para simpli�car la escritura.

De�nición 3.2.1. Sea A una k-álgebra asociativa, se de�ne AK := A⊗k K.

Observación 3.2.2. 1. Si A es de dimensión �nita sobre k, entonces AK coincide con
A[[t]] vía la identi�cación a⊗ (

∑
n λnt

n) 7→
∑

n λnat
n.

2. Si A es de dimensión in�nita sobre k, entonces AK ( A[[t]] y se identi�ca con el
subanillo de las series

∑
ant

n con dimk〈an〉n∈N0 <∞.

De�nición 3.2.3. 1. Sea p =
∑
ant

n ∈ A[[t]], de�nimos deg(p) = min{n ∈ N : an 6= 0}
para p 6= 0, y deg(0) =∞.

2. Dados p, q ∈ A[[t]], de�nimos d(p, q) = 2−deg(p−q). Se puede veri�car que d es una
ultramétrica.

Intuitivamente deg(p) mide qué tan lejos está el primer coe�ciente no nulo, y d(p, q) está
cerca de 0 si deg(p − q) es grande, es decir, si para n � 0, los primeros n coe�cientes de
p y q son iguales. Tenemos via d una noción de convergencia, precisamente (pk)k converge
a p si y solo si para todo m ∈ N existe m0 tal que para k ≥ m0, el m-ésimo coe�ciente de
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pk es igual al m-ésimo coe�ciente de p; es decir, la convergencia es coe�ciente a coe�ciente.
Observar que A[[t]] es completo para esta métrica.

La topología que de�ne esta métrica es la topología que tiene como familia de entornos
del 0 a {A[[t]]tn : n ≥ 0}. Llamamos a esta topología, la topología t-ádica de A[[t]].

La construcción de la ultramétrica y de la topología t-ádica son válidas si se toma V un
k-espacio vectorial y V [[t]] las series formales con coe�cientes en V , notamos análogamente
VK = V ⊗k K.

Proposición 3.2.4. Sean V y W k-espacios vectoriales. Entonces

i) VK es denso en V [[t]] para la topología t-ádica,

ii) todo mor�smo K-lineal de V [[t]] en W [[t]] es continuo,

iii) HomK(V [[t]],W [[t]]) ∼= Homk(V,W [[t]]) como k-espacios vectoriales.

Demostración. i) Si p ∈ V [[t]], p =
∑∞

n=0 vnt
n. Luego pk :=

∑k
n=0 vnt

n pertenece a VK y
converge a p.

ii) Sea f : V [[t]] −→ W [[t]] K-lineal. Debido a la K-linealidad, f(V [[t]]tn) ⊂ W [[t]]tn,
entonces f es continua.

iii) Sea f ∈ HomK(V [[t]],W [[t]]), entonces f |V ∈ Homk(V,W [[t]]). Recíprocamente, sea
g ∈ Homk(V,W [[t]]), podemos de�nir ĝ ∈ HomK(V [[t]],W [[t]]) como ĝ(

∑
vnt

n) =∑
g(vn)tn.

Las asignaciones anteriores resultan mutuamente inversas: claramente ĝ|V = g; falta
ver que ˆ(f |V ) = f . Por i) y ii) basta ver que coinciden sobre VK . Sea p ∈ VK . Como
VK = V ⊗k K, existen v1, · · · , vn ∈ V y h1, · · · , hn ∈ K tal que p = v1h1 + · · · vnhn.
Luego ˆ(f |V )(p) = f |V (v1)h1 + · · · f |V (vn)hn = f(p).

Observación 3.2.5. 1. Observemos que de iii) se desprende que si f : V [[t]] −→ W [[t]]
es K-lineal, entonces f(

∑
vnt

n) =
∑
f(vn)tn, es decir, es lineal en las series.

2. Utilizando iii) vemos que EndK(V [[t]]) ∼= Homk(V, V [[t]]) ∼= Homk(V, V )[[t]], por lo
tanto tenemos una noción de convergencia en EndK(V [[t]]), para la cual este espacio
resulta completo.

Observación 3.2.6. Sea M un k[[t]]-módulo. La topología t-ádica en k[[t]] induce una
topología en M donde los entornos del 0 son {tnM : n > 0}. En esta topología, una
sucesión {xi}i∈N ⊂ M converge a x ∈ M si para todo m ∈ N, existe m0 ∈ N tal que para
todo n ≥ m0, xn − x ∈ tmM .

A dicha topología la llamamos topología t-ádica de M .

Proposición 3.2.7. Sea M un k[[t]]-módulo. Entonces son equivalentes

i) M es isomorfo a M0[[t]] como k[[t]]-módulo, donde M0 = M/tM ∼= M ⊗k[[t]] k.

ii) M es t-ádicamente completo y libre de torsión.
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Demostración. SiM es isomorfo aM0[[t]], entonces es claro queM es t-ádicamente completo
y libre de torsión.

Supongamos ii). Sea r : M0 = M/tM −→ M tal que π ◦ r = idM0 . Veamos que para
todo m ∈ M existen únicos {mi}i ⊂ Im(r) tales que xn :=

∑n
i=1mit

i converge a m; y que
para todos {mi}i ⊂ Im(r), la sucesión {xn :=

∑n
i=1mit

i}n∈N converge a algún m ∈M .
Sea m ∈ M . Llamemos m0 := r ◦ π(m), luego m −m0 ∈ Kerπ = tM . Sea n0 ∈ M tal

que m −m0 = tn1 y llamemos m1 := r ◦ π(n1), y tenemos que n1 −m1 = tn2 para algún
n2. Entonces m = m0 + tm1 + t2n2.

Supongamos construidos m0, · · · ,mk−1 ∈ Im(r) y n1, · · · , nk ∈ M tales que mi − ni =
tni+1 para todo i = 1, · · · , k − 1; y

m = m0 + tm1 + t2m2 + · · ·+ tk−1mk−1 + tknk.

Sea mk := r ◦ π(nk), luego nk − mk ∈ Ker (π) y por lo tanto existe nk+1 ∈ M tal que
nk −mk = tnk+1.

De esta manera construimos una sucesión {mi}i∈N ⊂ Im(r) tal que {xn :=
∑n

i=1mit
i}n∈N

converge a m.
Para demostrar la unicidad basta probar que si xn :=

∑n
i=1 r(ai)t

i converge a 0, entonces
ai = 0 para todo i. Como {xn}n∈N converge a 0, existe N ∈ N tal que xN ∈ tM . Entonces
π(xN ) = 0 = π(r(a0)) = a0.

Supongamos que a0 = · · · = ak−1 = 0. Dado que xn converge a 0 existe N ∈ N, N > k,
tal que xN ∈ tk+1M . Entonces

r(ak)tk + r(ak+1)tk+1 + · · ·+ r(aN )tN = tk+1m.

Por otro lado, M es libre de torsión y por lo tanto

r(ak) + r(ak+1)t+ · · ·+ r(aN )tN−k = tm.

Luego, aplicando π al miembro izquierdo obtenemos ak = 0.
Sea ahora {mi}i ⊂ Im(r) una sucesión arbitraria de elementos de Im(r). Sea xn :=∑n
i=0mit

i. De manera análoga a la prueba de la unicidad se puede ver que {xn}n es de
Cauchy. Luego {xn}n converge a algún m ∈M .

Concluimos que M = Im(r)[[t]], isomorfo a M0[[t]].

3.2.3 Familias uniparamétricas de deformaciones

Sea A una k-álgebra asociativa.

De�nición 3.2.8. Una familia uniparamétrica de deformaciones de A (para abreviar, una
deformación de A) es un producto asociativo en A[[t]] determinado por la extensión k[[t]]-
bilineal de una función ft : A×A −→ A[[t]] dada por:

ft(a, b) = ab+ F1(a, b)t+ F2(a, b)t2 + · · · con a, b ∈ A,

donde Fi : A × A −→ A es k-bilineal para todo i ∈ N. Cuando no haya ambigüedad
notaremos At a A[[t]] con el producto dado por ft, de lo contrario lo notaremos con Aft .
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Podemos observar que en el caso en el que k = C o k = R, y A es de dimensión �nita
sobre k, una familia uniparamétrica de deformaciones coincide con lo se puede entender
como una generalización de los gérmenes de curvas analíticas que pasan por A.

Ejemplo 3.2.9. Para cada t ∈ R, consideremos la cúbica y2 − x3 − tx2 = 0. Variaciones
en t ∈ [−1, 1] se corresponden con una deformación geométrica de la curva, pasando de ser
un rulo para t = 1, que se desenlaza hasta tener un pico en t = 0, y se suaviza para t < 0.
El álgebra de funciones regulares es At = R[x, y]/(y2 − x3 − tx2). Una R-base de At es
{xi, xiy}i≥0 y el producto es:

ft(xi, xj) = xi+j ,

ft(xi, xjy) = xi+jy,

ft(xiy, xjy) = xi+jy2 = xi+j(x3 + tx2) = xi+j+3 + xi+j+2t.

Por lo tanto, si en A0[[t]] de�nimos un nuevo producto como arriba, obtenemos una familia
uniparamétrica de deformaciones de A0.

Observación 3.2.10. Dada una k-álgebra A, toda deformación ft de A induce un isomor-
�smo de k-álgebras At ⊗k[[t]] k −→ A.

Recíprocamente, sea B una k[[t]]-álgebra, t-ádicamente completa, libre de torsión, con
un isomor�smo de k-álgebras B⊗k[[t]] k −→ A. Por la Proposición 3.2.7, B es isomorfa como
k[[t]]-módulo a M0[[t]], donde M0

∼= B ⊗k[[t]] k ∼= A como álgebras. Entonces M ∼= A[[t]]
como k[[t]]-álgebra y el producto está dado por una deformación ft.

Resumiendo, es equivalente tener una familia uniparamétrica de deformaciones que tener
una k[[t]]-álgebra B, t-ádicamente completa, libre de torsión, junto con un isomor�smo de
k-álgebras B ⊗k[[t]] k −→ A.

Integrabilidad y obstrucciones

Sea At una deformación de A, la condición de asociatividad es

ft(ft(a, b), c)− ft(a, ft(b, c)) = 0 ∀ a, b, c ∈ A.

Desarrollando y utilizando la K-bilinealidad esta condición se traduce en:∑
i+j=s

Fi(Fj(a, b), c)− Fi(a, Fj(b, c)) = 0 ∀ a, b, c ∈ A, ∀ s ∈ N0,

donde tomamos F0(a, b) = ab, el producto en A. Despejando los términos (i, j) = (s, 0) e
(i, j) = (0, s), resulta ∑

i+j=s
i,j>0

Fi ◦ Fj = δ2(Fs) ∀ s ∈ N0,

donde Fi ◦ Fj es el asociador de Fi y Fj , y δ2 es el diferencial en grado 2 del cocomplejo
de Hochschild Homk(A⊗•, A). Estas ecuaciones suelen llamarse ecuaciones de deformación;
por lo tanto, ft es asociativo si y solo si se veri�can las ecuaciones de deformación.

Observamos que para s = 0 estas ecuaciones describen la asociatividad del producto de
A y para s = 1 dicen que δ2(f1) = 0, es decir, F1 debe ser un 2-cociclo de Hochschild. Más
generalmente:
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Lema 3.2.11. Sea ft una familia uniparamétrica de deformaciones de A tal que F1 = · · · =
Fn−1 = 0. Entonces Fn es un 2-cociclo de Hochschild.

Demostración. Las ecuaciones de deformación dicen que

δ2(Fn) =
∑
i+j=n
i,j>0

Fi ◦ Fj = 0,

pues si i+ j = n y i, j > 0 entonces i, j ≤ n− 1; entonces los términos de la suma son todos
nulos.

De�nición 3.2.12. Sea F1 un 2-cociclo de Hochschild. Decimos que F1 es integrable si
existen {Fi}i≥2 tales que se veri�can las ecuaciones de deformación, es decir, si existe una
familia uniparamétrica de deformaciones que empieza con F1.

Tomemos F1 ∈ HH2(A), llamemos también F1 a un representante de esta clase y trate-
mos de integrarlo a una familia de deformaciones. Como A es asociativa y F1 es un 2-
cociclo, se cumplen las ecuaciones de deformación para s = 0, 1. Si F1 fuera integrable,
entonces la ecuación de deformación para s = 2 diría que F1 ◦ F1 = δ2(F2). Por otro lado,
δ(F1 ◦ F1) = F1 ◦ δ(F1) − δ(F1) ◦ F1 + F1 ^ F1 − F1 ^ F1 = 0, es decir que F1 ◦ F1 es un
3-cociclo para todo F1 ∈ HH2(A) y la primera obstrucción para que F1 sea integrable es
que F1 ◦ F1 sea cohomólogo a 0. En general se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.2.13. Sea A una k-álgebra unitaria y car(k) 6= 2. Sean F1, · · · , Fn ∈
Homk(A⊗A,A) tales que∑

i+j=s
i,j>0

Fi ◦ Fj = δ2(Fs) para s = 1, ..., n.

Entonces

G :=
∑

i+j=n+1
i,j>0

Fi ◦ Fj ,

es un 3-cociclo de Hochschild.

Demostración.

δ(G) =
n∑
i=1

Fi ◦ δ(Fn−i)− δ(Fi) ◦ Fn−i + Fi ^ Fn−i − Fn−i ^ Fi

=
n∑
i=1

Fi ◦ δ(Fn−i)− δ(Fi) ◦ Fn−i

=
n∑
i=1

(
n−i−1∑
k=1

Fi ◦ (Fk ◦ Fn−i−k)−
i−1∑
k=1

(Fk ◦ Fi−k) ◦ Fn−i)

=
∑

i+j+k=n

i,j,k>0

Fi ◦ (Fj ◦ Fk)− (Fi ◦ Fj) ◦ Fk,
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Luego

2δ(G) =
∑

i+j+k=n

i,j,k>0

Fi ◦ (Fj ◦ Fk)− (Fi ◦ Fj) ◦ Fk + Fi ◦ (Fk ◦ Fj)− (Fi ◦ Fk) ◦ Fj

=
∑

i+j+k=n

i,j,k>0

Fi ◦ ((Fj + Fk) ◦ (Fj + Fk))− (Fi ◦ (Fj + Fk)) ◦ (Fj + Fk) = 0.

De esta forma, puede interpretarse el tercer grupo de cohomología de Hochschild como
el lugar donde viven las obstrucciones para poder integrar un 2-cociclo.

Deformaciones triviales y equivalencia de deformaciones

De�nición 3.2.14. Dos familias de deformaciones, ft y gt se dicen equivalentes si existe un
isomor�smo de K-álgebras Φt : Aft −→ Agt , dado por la extensión K-lineal de

Φt(a) = a+ φ1(a)t+ φ2(a)t2 + · · · ,

donde φi : A×A −→ A es k-lineal para todo i ∈ N. Decimos que una familia ft es trivial si
es equivalente al producto usual de A[[t]].

Observación 3.2.15. Considerando la de�nición alternativa de deformación dada en la
Observación 3.2.10, decimos que dos deformaciones B1 y B2, con isomor�smos respectivos
β1 : B1 ⊗k[[t]] k −→ A y β2 : B2 ⊗k[[t]] k −→ A, son equivalentes si existe un isomor�smo de
k[[t]]-álgebras Φt : B1 −→ B2 tal que el siguiente diagrama conmuta

B1 ⊗k[[t]] k
Φt⊗k[[t]]idk //

β1 $$JJJJJJJJJJ
B2 ⊗k[[t]] k

β2zztttttttttt

A

Observación 3.2.16. Sea ft una deformación trivial de A. De la de�nición se sigue que
Φt(ft(a, b)) = Φt(a)Φt(b). El término de la izquierda es:

Φt(ft(a, b)) = ab+ (φ1(ab) + F1(a, b))t+O(t2),

y el término de la derecha es:

Φt(a)Φt(b) = ab+ (aφ1(b) + φ1(a)b)t+O(t2),

por lo tanto, igualando los términos lineales obtenemos F1(a, b) = δ1(φ1)(a, b); es decir
F1 = 0 en HH2(A).

En general, si ft es equivalente a gt, al desarrollar la igualdad Φt(ft(a, b)) = gt(Φt(a),Φt(b))
como antes, se deduce que F1 = G1 + δ1(φ1); sin embargo, la recíproca es falsa, un mismo
2-cociclo podría integrarse de dos maneras no equivalentes. Veremos ejemplos mas adelante
en la observación 3.2.23
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Lema 3.2.17. Sean ft y gt dos deformaciones. Entonces Φt : Agt −→ Aft , dada por

Φt := idA + φ1t+ φ2t
2 + · · · , es una equivalencia si y solo si∑

i+j=s

φi(Gj(a, b)) =
∑

i+j+k=s

Fi(φj(a), φk(b)), ∀s ∈ N0,∀a, b ∈ A.

Demostración. Basta desarrollar la igualdad Φt(gt(a, b)) = ft(Φt(a),Φt(b)) y agrupar los
términos por potencias de t.

Proposición 3.2.18. Sea ft una familia uniparamétrica de deformaciones de A no trivial,

entonces existe n ∈ N≥2, y una familia uniparamétrica de deformaciones gt de A que cumple

que G1 = · · · = Gn−1 = 0 y Gn es un 2-cociclo no cohomólogo a cero y tal que ft es

equivalente a gt.

Demostración. Sea ft una deformación no trivial de A. Sea n ∈ N tal que Fi = 0 para i < n
y Fn 6= 0. Sabemos por el Lema 3.2.11 que Fn es un 2-cociclo. Si Fn no es un coborde,
entonces no hay nada que hacer. Si Fn = δ1(φ), consideramos gt := Φ−1

t ft(Φt(a),Φt(b))
donde Φt = IdA − tnφ; entonces gt es equivalente a ft y además cumple que:

Φt(gt(a, b)) = Φt(ab+G1(a, b)t+G2(a, b)t2 + · · · )
= ab+G1(a, b)t+ · · · − tn(φ(ab) + φ(G1(a, b))t+ φ(G2(a, b))t2 + · · · ),

y por el otro lado:

ft(Φt(a),Φt(b)) = ft(a− tnφ(a), b− tnφ(b))

=
∞∑
i=0

Fi(a, b)ti − (
∞∑
i=0

Fi(a, φ(b)) + Fi(φ(a), b))ti+n +
∞∑
i=0

(Fi(φ(a), φ(b))ti+2n

= ab+ (Fn(a, b)− aφ(b)− φ(a)b)tn +O(tn+1).

Igualando los coe�cientes vemos que Gi = 0 para todo i < n y que Gn(a, b) − φ(ab) =
Fn(a, b) − aφ(b) − φ(a)b, como δ1(φ) = Fn se sigue que Gn = 0. Veamos que este procedi-
miento eventualmente termina.

Supongamos que el procedimiento no termina, entonces tenemos una sucesión de auto-
mor�smos Ψk := Φ1 ◦Φ2 · · · ◦Φk que corresponden a la composición de los automor�smos de
los primeros k pasos. Cada coe�ciente de esta sucesión eventualmente se estanca, entonces
Ψk converge en la topología t-ádica a algún Ψ ∈ EndK(A[[t]]). Además, por construcción
se sigue que Ψ−1

k (ft(Ψk(a),Ψk(b))) = ab + Gkn+k(a, b)t
n+k + · · · , luego, por continuidad

obtenemos Ψ−1(ft(Ψ(a),Ψ(b))) = ab, lo cual es absurdo pues ft no es trivial.

Corolario 3.2.19. Si HH2(A) = 0 entonces toda deformación es trivial. En estos casos se

dice que A es rígida.

Observación 3.2.20. Si A es una k-álgebra de dimensión �nita y separable, entonces A es
rígida.

Veamos ahora la vuelta de la Proposición 3.2.18. Para ello necesitaremos el siguiente
lema.
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Lema 3.2.21. Sea φ un 1-cociclo de Hochschild. Entonces

Φt :=
∑
i≥0

φi

i!
ti,

es un automor�smo de A[[t]] con el producto usual. Notaremos con eφt a Φt.

Demostración. Por el Lema 3.2.17, basta chequear que

φs(ab)
s!

=
∑
i+j=s

φi(a)
i!

φj(b)
j!

,

para todo s ∈ N. Es decir, basta chequear que

−δ1(
φs

s!
) =

∑
i+j=s
i,j>0

φi

i!
^

φj

j!
,

para todo s ∈ N.
Como φ es un 1-cociclo de Hochschild, entonces la igualdad vale para s = 1. Veamos

por inducción que vale para todo s ∈ N.

−δ1(
φs+1

(s+ 1)!
) =

1
s+ 1

δ1(φ ◦ (−φ
s

s!
))

=
1

s+ 1
(

∑
i+j=s,i,j≥0

(φ ◦ (
φi

i!
^

φj

j!
))− φs

s!
^ φ− φ ^ φs

s!
)

=
1

s+ 1
(

∑
i+j=s,i,j>0

(
φi+1

i!
^

φj

j!
+
φi

i!
^

φj+1

j!
)− φs

s!
^ φ− φ ^ φs

s!
)

=
1

s+ 1
(
s−1∑
i=2

(
φi

(i− 1)!
^

φs+1−i

(s+ 1− i)!
+
φi

i!
^

φs+1−i

(s− i)!
)+

+
φs

(s− 1)!
^ φ+ φ ^

φs

(s− 1)!
− φs

s!
^ φ− φ ^ φs

s!
)

=
s∑
i=1

φi

i!
^

φs−i

(s− i)!
.

Como queríamos demostrar.

Proposición 3.2.22. Sea ft una deformación trivial de A distinta del producto usual de

A[[t]]. Sea i0 ∈ N el mínimo de los i ∈ N tal que Fi 6= 0. Entonces Fi0 es un 2-coborde.

Demostración. Sea Φt : A[[t]] −→ Aft la equivalencia. Por el lema 3.2.17, tenemos

−δ1(φs) =
∑
i+j=s
i,j>0

φi ^ φj ,
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para todo s < i0. Sea s0 el mínimo de los s ∈ N tal que φs 6= 0. Entonces δ1(φs0) = 0.
Consideremos Φ′t := Φt ◦ e−φs0 t

s0 . Entonces Φ′t : A[[t]] −→ Aft es una equivalencia y
φ′s = 0 para todo s ≤ s0. De esta manera podemos suponer que φs = 0 para todo s < i0.
Luego, por el Lema 3.2.17 tenemos −δ1(φi0) = Fi0 .

Observación 3.2.23. Sea ft una deformación de A no trivial. Por la proposición 3.2.18
existe una deformación gt equivalente a ft tal que

gt(a, b) = ab+Gn(a, b)tn +Gn+1t
n+1 + · · · ,

y Gn no es un 2-coborde. Sea m ∈ N y consideremos

ĝt(a, b) = ab+Gn(a, b)tnm +Gn+1t
(n+1)m + · · · .

Es decir, ĝt se obtiene de gt evaluando en tm. Por la proposición 3.2.22 resulta que ĝt es
una deformación no trivial. De esta manera a partir de una deformación no trivial podemos
obtener otras deformaciones no triviales cuyo primer coe�ciente es nulo.

Deformaciones relativas a una subálgebra

El objetivo de esta sección es probar que toda deformación ft de una k-álgebra con unidad
resulta unitaria.

De�nición 3.2.24. Sea A una k-álgebra y sea S una subálgebra de A. Una deformación
ft se dice S-relativa si ft(s, a) = sa, y ft(a, s) = as, para todo s ∈ S.

Lema 3.2.25. Sea ft una deformación S-relativa. Entonces Fi ∈ C̄2(A,S;A) para todo

i ∈ N.

Demostración. Debemos ver que para todo i ∈ N y para todos a, b ∈ A, s ∈ S,

1. Fi(a, b) = 0 si a ó b ∈ S,

2. Fi(as, b) = Fi(a, sb),

3. sFi(a, b) = Fi(sa, b),

4. Fi(a, bs) = Fi(a, b)s.

La igualdad (1) es consecuencia directa de la condición ft(s, a) = sa y ft(a, s) = 0. La
segunda igualdad puede obtenerse observando que

ft(as, b) = ft(ft(a, s), b) = ft(a, ft(s, b)) = ft(a, sb).

Argumentos análogos devuelven (3) y (4).

De�nición 3.2.26. Sean ft y gt dos deformaciones S-relativas. Una equivalencia S-relativa
entre ft y gt es una equivalencia usual Φt que satisface además Φt(s) = s∀s ∈ S.

Lema 3.2.27. Sea Φt una equivalencia S-relativa entre dos deformaciones S-relativas ft y
gt. Entonces φi ∈ C̄1(A,S;A).
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Demostración. Sea s ∈ S. La condición Φt(s) = s implica directamente que φi(s) = 0 para
todo i ∈ N.

Teorema 3.2.28. Sea A una k-álgebra. Sea S una subálgebra separable de A. Entonces

toda deformación ft de A es equivalente a una deformación S-relativa.

Demostración. Como S es separable, H•(A,S;A) = H•(A,A). Además, H•(A,S;A) puede
calcularse utilizando el complejo de cocadenas S-relativas normalizadas C̄•(A,S;A). Veamos,
por inducción en n ∈ N, que si F1, · · · , Fn ∈ C̄2(A,S;A), entonces ft es equivalente a una
deformación gt con Gi = Fi para i = 1, · · · , n, y Gn+1 ∈ C̄2(A,S;A). Como F1 ∈ Ker (δ2),
existe F̃1 ∈ Z̄2(A,S;A) y φ ∈ C1(A,S;A) tal que F̃1 − F1 = δ1(φ).

Sea Φt = idA + φt. Entonces si de�nimos gt := Φ−1
t (ft(Φt(a),Φt(b)) resulta una defor-

mación equivalente a ft. Luego por el Lema 3.2.17, G1 = F1 + δ1φ = F̃1.
Supongamos ya normalizados F1, · · · , Fn−1. Una simple veri�cación muestra que si α ∈

C̄r(A,S;A) y β ∈ C̄s(A,S;A), entonces el asociador α ◦ β ∈ C̄r+s−1(A,S;A). Luego

δ2(Fn) =
∑
i+j=n
i,j>0

Fi ◦ Fj ∈ B̄3(A,S;A).

Entonces existe F ′n ∈ C̄2(A,S;A) tal que δ2(Fn) = δ2(F ′n), y por lo tanto F1 − F ′1 ∈
Z̄2(A,S;A).

Sean F ′′n ∈ Z̄2(A,S;A) y φ ∈ C̄1(A,S;A) tal que F ′′n − (F1 − F ′1) = δ1(φ).
Sea Φt = idA + tnFn, y sea gt := Φ−1

t (ft(Φt(a),Φt(b))). Por el lema 3.2.17 obtenemos
Gi = Fi para todo i = 1, · · · , n− 1, y Gn = Fn + δ1(φ) = F ′′n + F ′n ∈ C̄2(A,S;A).

Finalmente, la composición in�nita de las equivalencias de cada paso converge en la
topología t-ádica y por lo tanto ft es equivalente a una deformación con todos sus términos
en C̄2(A,S;A), es decir, es equivalente a una deformación S-relativa.

Corolario 3.2.29. Sea A una k-álgebra con unidad. Es evidente que k ⊂ A es una k-álgebra
separable. Aplicando el teorema anterior a S = k deducimos que toda deformación ft de A
es equivalente a una deformación k-relativa, implicando que tiene unidad.

3.3 Deformaciones de Gerstenhaber de un álgebra de Lie

En esta sección, notaremos con Zn(g, g) y Bn(g, g) respectivamente a los cociclos y cobordes
del complejo Homk(∧•g, g) del Corolario 2.2.19 del capítulo de álgebras de Lie.

Sea k = C. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión n, y sea [−,−] : V × V −→ V un
mor�smo k-lineal. Sea {v1, · · · , vn} una k-base de V . Entonces existen αri,j ∈ k tales que
[vi, vj ] =

∑
k α

r
i,jvr.

La condición de Jacobi y la antisimetría del corchete se traducen en ecuaciones polino-
miales en {αri,j}i,j,r. Luego podemos pensar a las estructuras de álgebras de Lie sobre V

como una variedad algebraica en kn
3
. Análogamente al caso de las álgebras asociativas, si

consideramos una estructura de álgebra de Lie �ja sobre V que llamaremos g, una curva
analítica γ : C −→ Lie que en 0 pasa por g puede escribirse, en un entorno del 0, como

γt(v, w) = [v, w] + F1(v, w)t+ F2(v, w)t2 + · · · ,
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para ciertas Fi : ∧2V −→ V , donde el corchete [−,−] es el de g. Vista de esta manera, la
condición de Jacobi resulta∑

i+j=s
i,j≥0

Fi(Fj(a, b), c) + Fi(Fj(b, c), a) + Fi(Fj(c, a), b) = 0, ∀s ∈ N0. (3.3.1)

De esta manera obtenemos la asignación

{Gérmenes de curvas analíticas} // {Familias {Fi}i que cumplen 3.3.1} .

Por otro lado, podemos pensar a una familia {Fi} que cumple 3.3.1 como la estructura de
álgebra de Lie sobre las series formales en V con corchete dado por

[v, w]t = [v, w] + F1(v, w)t+ F2(v, w)t2 + · · · , ∀v, w ∈ V.

De�nición 3.3.1. Sea g una k-álgebra de Lie. Una familia uniparamétrica de deformaciones
de g es un corchete de Lie en g[[t]] dado por la extensión k[[t]]-bilineal de ft : ∧2g −→ g[[t]]
donde

ft(v, w) = [v, w] + F1(v, w)t+ F2(v, w)t2 + · · · ,
con Fi : g × g −→ g k-bilineal y alternada para todo i ∈ N. Cuando no haya ambigüedad
notaremos con gt a g[[t]] con el corchete dado por ft, de lo contrario la notaremos con gft .

De�nición 3.3.2. Sea g una k-álgebra de Lie. Dos familias de deformaciones ft y gt de g

se dicen equivalentes si existe un isomor�smo de K-álgebras de Lie Φt : gft −→ ggt , dado
por la extensión K-lineal de

Φt(a) = a+ φ1(a)t+ φ2(a)t2 + · · · ,

donde φi : g× g −→ g son k-lineales. Decimos que una familia ft es trivial si es equivalente
al corchete usual de g[[t]].

3.3.1 Integrabilidad y obstrucciones

Sea g una k-álgebra de Lie y sea ft una familia uniparamétrica de deformaciones. La
condición de Jacobi es

ft(ft(a, b), c) + ft(ft(b, c), a) + ft(ft(c, a), b) = 0,

que se traduce en∑
i+j=s
i,j≥0

Fi(Fj(a, b), c) + Fi(Fj(b, c), a) + Fi(Fj(c, a), b) = 0, ∀s ∈ N0.

Despejando los términos correspondientes a (i, j) = (0, s) e (i, j) = (s, 0), obtenemos∑
i+j=s
i,j>0

Fi(Fj(a, b), c) + Fi(Fj(b, c), a) + Fi(Fj(c, a), b) = δ2(Fs)(a, b, c), ∀s ∈ N0,

donde δ2 es el diferencial en grado 2 del complejo Homk(∧•g, g).
En forma análoga al caso de álgebras asociativas, se deducen las siguientes proposiciones.
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Proposición 3.3.3. Sean F1 · · ·Fn−1 tales que

δ2(Fs)(a, b, c) =
∑
i+j=s
i,j>0

Fi(Fj(a, b), c) + Fi(Fj(b, c), a) + Fi(Fj(c, a), b),

para s = 1, · · · , n− 1, para todo a, b, c ∈ g. Sea

G(a, b, c) :=
∑
i+j=n
i,j>0

Fi(Fj(a, b), c) + Fi(Fj(b, c), a) + Fi(Fj(c, a), b).

Entonces G ∈ Z3(g, g).

Proposición 3.3.4. Sea g una k-álgebra de Lie y sea ft una deformación no trivial. En-

tonces existe n ∈ N≥2 y una deformación gt tal que G1 = · · · = Gn−1 = 0, Gn no es un

2-coborde y ft es equivalente a gt.

Corolario 3.3.5. Sea g una k-álgebra de Lie semisimple, como H2
Lie(g, g) = 0, tenemos que

toda deformación de g es trivial. En estos casos se dice que g es rígida.
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Capítulo 4

El lema del diamante y su aplicación
al cálculo de deformaciones

4.1 Lema del diamante de Bergman

El lema del diamante es una herramienta para encontrar bases de módulos dados por gene-
radores y relaciones. En esta sección veremos las de�niciones y notaciones necesarias para
poder enunciar luego dicho resultado.

A lo largo de esta sección

• k será un anillo conmutativo con unidad,

• si X es un conjunto, 〈X〉 será el semigrupo con unidad de las palabras en X, k〈X〉 la
k-álgebra asociativa libre con k-base 〈X〉.

De�nición 4.1.1. Sea X un conjunto. Un sistema de reducción para k〈X〉 es un conjunto
S de pares σ = (Wσ, fσ), donde Wσ ∈ 〈X〉 y fσ ∈ k〈X〉.

Sea S un sistema de reducción para k〈X〉.

De�nición 4.1.2. 1. Para cada σ ∈ S, A,B ∈ 〈X〉, sea rAσB : k〈X〉 −→ k〈X〉 el
mor�smo de�nido por rAσB(AWσB) = AfσB, y que �ja el resto de las palabras.
Estos mor�smos reciben el nombre de reducciones.

2. Sea a ∈ k〈X〉. Una reducción rAσB se dice que actúa trivialmente en a si el coe�ciente
de AWσB de a es cero. Además, a se dice irreducible si toda reducción actúa trivial-
mente en a. Observemos que si un elemento a es irreducible, entonces rAσB(a) = a
para todo A,B ∈ 〈X〉, σ ∈ S. Notaremos con k〈X〉irr al submódulo formado por los
elementos irreducibles.

3. Sea a ∈ k〈X〉. Una sucesión �nita de reducciones r1, · · · , rn se dice �nal en a si
rn ◦ · · · ◦ r1(a) ∈ k〈X〉irr. El elemento rn ◦ · · · ◦ r1(a) se llama imagen de a por la

sucesión �nal.

4. Un elemento a ∈ k〈X〉 se dice de reducción �nita si para cada sucesión in�nita de
reducciones {ri}i∈N, existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0, rn actúa trivialmente en
rn−1 ◦ · · · ◦ r1(a).
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5. Un elemento a ∈ k〈X〉 se dice de reducción única si es de reducción �nita y existe
rS(a) ∈ k〈X〉irr tal que rn ◦ · · · ◦ r1(a) = rS(a) para toda sucesión r1, · · · , rn �nal en
a.

6. Una 5-upla (σ, τ, A,B,C) con σ, τ ∈ S; A,B,C ∈ 〈X〉 − {1} tal que Wσ = AB, y
Wτ = BC, se llama una ambigüedad de tipo overlap, o simplemente un overlap. Un
overlap (σ, τ, A,B,C) se dice resoluble si existen reducciones r y r′ tales que r(fσC) =
r′(Afτ ).

7. Una 5-upla (σ, τ, A,B,C) con σ 6= τ ∈ S; A,B,C ∈ 〈X〉 tal que Wσ = B, y
Wτ = ABC, se llama una ambigüedad de tipo inclusión, o simplemente un inclusión.
Un inclusión (σ, τ, A,B,C) se dice resoluble si existen reducciones r y r′ tales que
r(AfσB) = r′(fτ ).

8. Un orden parcial 6 sobre 〈X〉 se llama orden parcial de semigrupo si para todo B,B′ ∈
〈X〉 tal que B < B′, vale que ABC < AB′C para todo A,C ∈ 〈X〉. Por otro lado, un
orden parcial sobre 〈X〉 tiene la propiedad de cadena descendente si toda cadena de
monomios A1 ≥ A2 ≥ · · · eventualmente se estanca.

9. Un orden parcial de semigrupo en 〈X〉 se dice compatible con S si para todo σ ∈ S,
fσ es combinación lineal de monomios A1, · · · , An ∈ 〈X〉 con Ai < Wσ para todo i.

Teorema 4.1.3. Sea X un conjunto, sea S un sistema de reducción para k〈X〉 y sea 6 un

orden parcial de semigrupo en 〈X〉 compatible con S con la propiedad de cadena descendente.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

i) Todas las ambigüedades de S son resolubles.

ii) Todos los elementos de k〈X〉 son de reducción única.

iii) La clase de los monomios irreducibles son k-base del módulo k〈X〉/I donde I es el ideal

bilátero generado por Wσ − fσ para todo σ ∈ S.

Una demostración de este resultado puede encontrarse en [Ber].

Observación 4.1.4. Sea ω : X −→ N una función de conjuntos y 6 un orden total en
X. Podemos de�nir un orden en 〈X〉 de la siguiente manera: x1 · · ·xn < y1 · · · ym si y
solo si

∑
i ω(xi) <

∑
i ω(yi) ó

∑
i ω(xi) =

∑
i ω(yi) y existe k ∈ N tal que xi = yi para

i = 1, · · · , k − 1 y xk < yk.

Proposición 4.1.5. El orden de�nido en la observación anterior es un orden de semigrupo

y, si X es �nito, tiene la propiedad de cadena descendente.

Demostración. Primero extendamos ω a todo 〈X〉 como ω(x1 · · ·xn) =
∑

i ω(xi). Es evi-
dente que de esta manera ω(AB) = ω(A) + ω(B). Veamos que el orden es de semigrupo.
Sean B = b1 · · · bn y B′ = b′1 · · · b′m tales que B < B′, y sean A = a1 · · · ar y C = c1 · · · cs.

• Si ω(B) < ω(B′), entonce ω(ABC) = ω(A) + ω(B) + ω(C) < ω(A) + ω(B′) + ω(C) =
ω(AB′C); y por lo tanto ABC < AB′C.
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• Si ω(B) = ω(B′) y bi = b′i para i = 1, · · · , k − 1 y bk < b′k, entonces ω(ABC) =
ω(AB′C) y además

(ABC)i = ai = (AB′C)i para todo i = 1, · · · , r,

(ABC)r+i = bi = b′i = (AB′C)i+r para todo i = 1, · · · , k − 1,

y (ABC)r+k = bk < b′k = (AB′C)r+k. Por lo tanto ABC < AB′C.

Entonces el orden es de semigrupo.
Por otro lado, si X es �nito, para todo A ∈ 〈X〉 vale que hay �nitos elementos menores

o iguales que A, y por lo tanto cumple la propiedad de cadena descendente.

4.2 Cálculo de deformaciones de las álgebras envolventes de

las álgebras de Lie del tipo rα

En esta sección aplicaremos el lema del diamante para calcular de forma efectiva una familia
de deformaciones de las álgebras envolventes de las álgebras de Lie del tipo rα.

Necesitaremos para esto conocer los grupos de cohomología de Hochschild de estas álge-
bras.

4.2.1 Cohomología de Hochschild de las álgebras envolventes de las álge-
bras de Lie del tipo rα

Sea α ∈ C×, y sea g = rα el álgebra de Lie de dimensión 3 con corchete de�nido por [x, y] = y,
[x, z] = αz y [y, z] = 0. Sea A(α) su álgebra envolvente a la que también llamaremos a veces
A cuando no haya confusión.

La cohomología de Hochschild es la cohomología del complejo

0 ∧3g∗|Aoo ∧2g∗|Aδ2oo g∗|Aδ1oo A
δ0oo 0oo

cuyos diferenciales son

δ0(u) = dx|x · u+ dy|y · u+ dz|z · u,
δ1(dx|u1 + dy|u2 + dz|u3) = dx ∧ dy|(x · u2 − u2 − y · u1)

+ dx ∧ dz|(x · u3 − αu3 − z · u1)
+ dy ∧ dz|(z · u2 − y · u3),

δ2(dx ∧ dy|v1 + dx ∧ dz|v2 + dy ∧ dz|v3) = x · v3 − y · v2 + z · v1 − v3 − αv3,

donde la acción es la acción adjunta g · p = gp− pg, para g ∈ g y p ∈ A(α).

En el siguiente lema listamos algunos cálculos útiles.

Lema 4.2.1. Sea α ∈ C×. Sea g = rα y sean p, q ∈ A(α). Entonces

1. x · xiyjzk = (j + αk)xiyjzk,

2. y · p = (p(x− 1, y, z)− p(x, y, z))y.
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3. z · p = (p(x− α, y, z)− p(x, y, z))z.

Demostración. 1) Primero veamos que yjx = xyj − jy. El caso j = 1 se deduce de las
relaciones del álgebra. Para j ∈ N, yj+1x = yjxy − yj+1 = xyj+1 − jyj+1 − yj+1 =
xyj+1 − (j + 1)yj+1.

De manera análoga se puede probar que zkx = xzk − αkzk.
Luego xiyjzkx = xiyjxzk − αkxiyjzk = xi+1yjzk − jxiyjzk − αkxiyjzk. Entonces

x · xiyjzk = (j + αk)xiyjzk.
2) Veamos que yxi = (x − 1)iy. Para i = 1 la igualdad se deduce de las relaciones del

álgebra. Para i ∈ N, yxi+1 = xyxi − yxi = x(x − 1)iy − (x − 1)iy = (x − 1)i+1y. Luego
y · xiyjzk = yxiyjzk − xiyjzky = ((x− 1)i − xi)yjzky.

3) La prueba es análoga al caso anterior.

Lema 4.2.2. Sea k un cuerpo de característica cero. Sea α ∈ k, α 6= 0, y sea p(x) ∈ k[x]
tal que p(x− α) = p(x). Entonces p es constante.

Demostración. Supongamos que p no es constante. Sea x0 una raíz en una clausura alge-
braica, entonces {x0 − iα}i∈N es un conjunto in�nito de raíces, absurdo.

Corolario 4.2.3. Sea α ∈ C×. Sea p =
∑
λi,j,kx

iyjzk ∈ A(α), con λi,j,k ∈ C, tal que

y · p = 0 ó z · p = 0, entonces λi,j,k = 0 para todo i 6= 0.

Demostración. Por el teorema de PBW sabemos que y y z no son divisores de cero. Podemos
escribir p =

∑
j,k pj,ky

jzk para ciertos pj,k ∈ k[x]. Si y · p = 0, usando las fórmulas del Lema
4.2.1 obtenemos que ∑

j,k

(pj,k(x− 1)− pj,k(x))yjzk = 0.

Utilizando nuevamente el teorema de PBW, deducimos la igualdad pj,k(x − 1) = pj,k(x) y
por lo tanto pj,k ∈ C para todo j, k ∈ N0.

A continuación describiremos en términos de bases a la cohomología de Hochschild
HH•(A(α)).

Cohomología en grado 0: Veamos ahora una descripción de HH0(A(α)).

Proposición 4.2.4. 1. Sea α ∈ Q<0, α = −a
b con a, b ∈ N, (a : b) = 1. Sea ∆ := yazb,

entonces Z(A(α)) = HH0(A(α)) = k[∆].

2. Sea α ∈ C \Q<0. Entonces Z(A(α)) = HH0(A(α)) = k.

Demostración. • 1) Como y y z conmutan, entonces ∆i = yaizbi. Sea p = yaizbi para
i ∈ N. Entonces x · yaizbi = (ai+ αbi)yaizbi = 0. Luego k[∆] ⊂ HH0(A(α)).

Sea p =
∑
λi,j,kx

iyjzk, p ∈ HH0(A(α)), es decir,

x · p = 0, y · p = 0, z · p = 0.

Como x · p = 0, tenemos que λi,j,k(j + αk) = 0 para todo i, j, k ∈ N0. Entonces
λi,j,k = 0 para todo (j, k) tal que j

k 6=
a
b . Resumiendo, los términos de p con λi,j,k 6= 0
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se escriben como λi,j,kxiyarzbr = λi,j,kx
i∆r donde r es tal que j = ra y k = rb. De

esta manera obtenemos que existen pi ∈ k[x] tales que p =
∑

i pi∆
i.

Por otro lado 0 = y · p =
∑

i(pi(x− 1)− pi(x))∆i. Por el teorema de PBW obtenemos
que pi(x− 1)− pi(x) = 0 y por lo tanto pi ∈ k. Entonces p ∈ k[∆].

• 2) Sea p ∈ HH0(A(α)). En este caso x · p = 0 implica p ∈ k[x] ya que j + αk = 0 si y
solo si j = k = 0. Luego, la igualdad y · p = 0 se traduce en p(x− 1) = p(x) y por lo
tanto p ∈ k.

Cohomología en grado 1: Veamos ahora una descripción de HH1(A(α)).

Primero probaremos algunos resultados preliminares.

Lema 4.2.5. Sea λ ∈ k, λ 6= 0, entonces f : k[x] −→ k[x] de�nida por f(p) = p(x−λ)−p(x)
es sobreyectiva.

Demostración. f es k-lineal. Por otro lado, f(xi) = (x − λ)i − xi = iλxi−1 + · · · . Por lo
tanto, para n ∈ N, f |kn[x] : kn[x] −→ kn−1[x] envía el conjunto {xi}ni=1 a un conjunto de n
polinomios de distintos grados que por lo tanto resulta una base. Luego f |kn[x] : kn[x] −→
kn−1[x] es sobreyectiva para todo n y entonces f resulta sobreyectiva.

Corolario 4.2.6. Sea α 6= 0. Entonces Im(y · (−)) = A(α)y, Im(z · (−)) = A(α)z.

Demostración. El resultado se sigue del Lema 4.2.5 y de las fórmulas del Lema 4.2.1

Lema 4.2.7. Sean ϕ,ψ, θ : A(α) −→ A(α) los mor�smos de�nidos por ϕ(u) = x · u − u,
ψ(u) = x · u− αu, θ(u) = x · u− (1 + α)u.

1. Si α ∈ C× \Q<0 y α 6= 1 entonces Kerϕ = k[x]y, Kerψ = k[x]z, Ker θ = k[x]yz.

2. Si α = 1 entonces Kerϕ = Kerψ = k[x]y ⊕ k[x]z, Ker θ = k[x]y2 ⊕ k[x]yz ⊕ k[x]z2.

3. Si α ∈ Q<0, α = −a
b con a, b ∈ N entonces Kerϕ es el subespacio vectorial generado por

{xiyak+1zkb : i, k ∈ N0} y Kerψ es el subespacio vectorial generado por {xiykazkb+1 :
i, k ∈ N0}.
Para α 6= −1, Ker θ es el subespacio vectorial generado por {xiyak+1zbk+1 : i, k ∈ N0}
mientras que para α = −1, Ker θ está generado por {xiykzk : i, k ∈ N0}.

4. Para todo α ∈ C×, ϕ,ψ, θ los mor�smos tienen como base de autovectores a los

monomios ordenados {xiyjzk}i,j,k∈N0. En particular las imágenes de los mor�smos

ϕ,ψ y θ están generadas por los monomios de autovalor no nulo, y además A(α) =
Kerϕ⊕ Imϕ = Kerψ ⊕ Imψ = Ker θ ⊕ Imθ.

5. Sean P : A(α) −→ Kerϕ, Q : A(α) −→ Kerψ, R : A(α) −→ Ker θ las proyecciones

ortogonales. Entonces 0 = P ◦ ϕ = Q ◦ ψ = R ◦ θ.

Demostración. De las fórmulas del Lema 4.2.1 se deduce fácilmente (4). Los ítems (1), (2) y
(3) se obtienen de calcular para cada α ∈ C× los autoespacios asociados al autovalor 0.
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Usando los resultados anteriores, describamos ahora la cohomología de Hochschild en
grado 1.

Proposición 4.2.8. 1. Sea α ∈ C×\Q<0, α 6= 1. Entonces HH1(A(α)) tiene como base

el conjunto formado por las clases de los elementos

dx|1, dz|z.

2. Sea α = 1. Entonces HH1(A(α)) tiene como base el conjunto formado por las clases

de los elementos

dx|1, dy|z, dz|y, dz|z.

3. Sea α ∈ Q<0. Entonces HH1(A(α)) tiene como base el conjunto formado por las

clases de los elementos

dx|∆i, i ∈ N0, dz|yakzbk+1, k ∈ N0,

donde ∆ = yazb con α = −a
b , (a : b) = 1, a, b ∈ N. Por lo tanto HH1(A(α)), como

módulo sobre k[∆] es libre y una base está dada por el conjunto formado por las clases

de los elementos

dx|1, dz|z.

Demostración. • 1) Es claro que tanto dx|1 como dz|z son elementos de Ker δ1 y es fácil
veri�car que sus clases son linealmente independientes.

Sea f := dx|u1 + dy|u2 + dz|u3 ∈ Ker δ1. Esto nos brinda las siguientes igualdades

0 = x · u2 − u2 − y · u1, (4.2.1)

0 = x · u3 − αu3 − z · u1, (4.2.2)

0 = z · u2 − y · u3. (4.2.3)

Como en este caso el mor�smo x · (−) tiene imagen Ay + Az, podemos suponer,
reduciendo módulo bordes, que u1 ∈ k[x].

De la igualdad (4.2.1) deducimos que x · u2 − u2 = y · u1. Por otro lado, por el Lema
4.2.7, P (x · u2 − u2) = 0. Entonces como y · u1 ∈ k[x]y,

y · u1 = P (y · u1) = P (x · u2 − u2) = 0,

y por lo tanto
x · u2 − u2 = 0.

64



Entonces por el Lema 4.2.2, sabemos que u1 = λ ∈ C y por el Lema 4.2.7, obtenemos
que u2 ∈ k[x]y.

Por otro lado, de la igualdad (4.2.2) podemos deducir en forma análoga a la cuenta
anterior que u3 ∈ k[x]z.

Como u2 =
∑
λix

iy, por el Lema 4.2.5 existe q ∈ k[x] tal que y·q = (q(x−1)−q(x))y =
u2, que además cumple x·q = 0, y entonces f−δ0(q) = dx|λ+dz|(u3−z·q). Observemos
que u3 − z · q ∈ k[x]z.

Finalmente, como f−δ0(q) ∈ Ker δ1, de la igualdad (4.2.3) obtenemos y ·(u3−z ·q) = 0
y por el Corolario 4.2.3, u3 − z · q = µz resulta que f − δ0(q) = λdx|1 + µdz|z.

• 2) Como en el caso anterior, Im(x · (−)) = Ay + Az, y por lo tanto podemos reducir
la prueba al caso en el que u1 ∈ k[x].

Por la igualdad (4.2.1), tenemos que x ·u2−u2 = y ·u1 y análogamente al caso anterior
deducimos que y ·u1 = 0 y x ·u2−u2 = 0. Por el Lema 4.2.2 sabemos que u1 = λ ∈ C,
y que u2 = u1

2 + u2
2 ∈ k[x]y ⊕ k[x]z. De manera similar obtenemos u3 = u1

3 + u2
3 ∈

k[x]y ⊕ k[x]z. Por el Lema 4.2.5 existe q ∈ k[x] tal que y · q = (q(x− 1)− q(x)) = u1
2,

como también x · q = 0 deducimos que f − δ0(q) = dx|λ+ dy|u2
2 + dz|(u1

3 + u2
3).

Finalmente como f−δ0(q) ∈ Ker δ1, la igualdad (4.2.3) dice que z ·u2
2−y ·u1

3−y ·u2
3 = 0.

Además, z ·u2
2 ∈ k[x]z2, y ·u1

3 ∈ k[x]y2 y y ·u2
3 ∈ k[x]yz. Por lo tanto, por el teorema de

PBW obtenemos que cada término es nulo y entonces por el Corolario 4.2.3, u2
2 = µ1z,

u1
3 = µ2y, u2

3 = µ3z para µ1, µ2, µ3 ∈ C.
Resumiendo, f − δ0(q) = λdx|1 + µ1dy|z + µ2dz|y + µ3dz|z. Entonces las clases de
estos elementos generan HH1(A(1)). Se puede veri�car fácilmente que el conjunto
{dx|1, dy|z, dz|y, dz|z} es linealmente independiente.

• 3) Sea V el subespacio generado por los monomios {xiyjzk : j+αk = 0} = {xiyakzbk :
i, k ∈ N0} = {xi∆k : i, k ∈ N0}. Aquí Im(x · (−)) = {xiyjzk : j + αk 6= 0}. Por lo
tanto podemos reducir módulo bordes, al caso u1 ∈ V .
Observemos que si xiyjzk es tal que j + αk = 0, entonces

x · (y · (xiyjzk)) = x · (((x− 1)i − xi)yj+1zk) = (j + 1 + αk)(x− 1)i − xi)yj+1zk)

= ((x− 1)i − xi)yj+1zk)

= y · (xiyjzk).

Por lo tanto para todo u ∈ V , y · u pertenece al núcleo del mor�smo ϕ de�nido en el
Lema 4.2.7

De forma análoga, para todo u ∈ V , z ·u pertenece al núcleo del mor�smo ψ del Lema
4.2.7

De la igualdad (4.2.1) deducimos que x · u2 − u2 = y · u1. Por el Lema 4.2.7

y · u1 = P (y · u1) = P (x · u2 − u2) = 0.

y por lo tanto
ϕ(u2) = x · u2 − u2 = 0.
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Por el Corolario 4.2.3 obtenemos que existen ηi ∈ C tales que

u1 =
∑
i

ηi∆i ∈ k[∆]

y por el Lema 4.2.7 existen λi,k ∈ C tales que

u2 =
∑
i,k∈N0

λi,kx
iyak+1zbk.

La igualdad (4.2.2) nos dice que x · u3 − αu3 = z · u1.

Dado i ∈ N0, sea qi ∈ k[x] tal que qi(x− 1)− qi(x) = xi. Sea

u :=
∑
i,k∈N0

λi,kqiy
kazkb,

entonces y · u = u2. Además x · u =
∑
λi,k(ak + αbk)qiyakzbk = 0 y por lo tanto

f − δ0(u) = dx|u1 + dz|(u3 − z · u).

Sea û3 = u3 − z · u. Como f − δ0(u) ∈ Ker δ1, de la igualdad (4.2.2) deducimos que
x · û3 − αû3 = z · u1 = 0 pues u1 ∈ k[∆]. Entonces por el Lema 4.2.7 existen µi,k ∈ C
tales que

û3 =
∑
i,k∈N0

µi,kx
iyakzbk+1.

Finalmente, como f − δ0(u) ∈ Ker δ1, y · û3 = 0. Por el Corolario 4.2.3 deducimos

u3 =
∑
k∈N0

µ0,ky
akzbk+1.

Resumiendo, obtuvimos

f − δ0(u) =
∑
i∈N0

ηidx|∆i +
∑
k∈N0

µ0,kdz|yakzbk+1.

Es decir, las clases de los elementos dx|∆i y dz|yakzbk+1 con i, k ∈ N0 son generadores
de HH1(A(α)). Además se puede veri�car facilmente que son linealmente indepen-
dientes.

Cohomología en grado 2: Veamos ahora una descripción de HH2(A(α)).

Proposición 4.2.9. 1. Sea α ∈ C \Q<0, α 6= 1. Entonces HH2(A(α)) tiene como base

el conjunto formado por la clase del elemento

dx ∧ dz|z.
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2. Sea α = 1. Entonces HH2(A(α)) tiene como base el conjunto formado por las clases

de los elementos

dx ∧ dy|z, dx ∧ dz|y, dx ∧ dz|z.

3. Sea α ∈ Q<0 \ {−1}. Entonces HH2(A(α)) tiene como base el conjunto formado por

las clases de los elementos

dx ∧ dz|yakzbk+1 k ∈ N0.

Por lo tanto, como módulo sobre k[∆], es libre y una base está dada por la clase del

elemento

dx ∧ dz|z

4. Sea α = −1. Entonces HH2(A(α)) tiene como base el conjunto formado por las clases

de los elementos

dx ∧ dz|ykzk+1, k ∈ N0, dy ∧ dz|xi, i ∈ N0.

Demostración. • 1) Sea h = dx ∧ dy|v1 + dx ∧ dz|v2 + dy ∧ dz|v3 ∈ Ker δ2, es decir,

z · v1 − y · v2 = x · v3 − (1 + α)v3.

Por el Lema 4.2.7, Im(ϕ) = 〈{xiyjzk : (j, k) 6= (1, 0)}〉 y por el Corolario 4.2.6,
sabemos que Im(y · (−)) = A(α)y. Entonces Im(ϕ) + Im(y · (−)) = A(α) y luego
podemos suponer, reduciendo módulo bordes, que v1 = 0. Además, nuevamente por
el Lema 4.2.7 Im(ψ) = 〈{xiyjzk : (j, k) 6= (0, 1)}〉 y por lo tanto podemos reducir al
caso v2 ∈ k[x]z. Asi, la condición h ∈ Ker δ2 resulta

−y · v2 = x · v3 − (1 + α)v3 = θ(v3).

Como y · v2 ∈ k[x]yz = Ker θ, tenemos que

θ(v3) = −y · v2 = R(−y · v2) = R(θ(v3)) = 0.

Por lo tanto v2 = λz y v3 ∈ k[x]yz. Sea p ∈ k[x] tal que v3 = pyz y sea q ∈ k[x] tal
que q(x− 1)− q(x) = p. Entonces f − δ1(dy|qy) = dx ∧ dz|v2 = λdx ∧ dz|z. Por otro
lado es fácil veri�car que dx ∧ dz|z no es cero en HH2(A(α)).

• 2) Por el Lema 4.2.7, Im(ϕ) = Im(ψ) = 〈{xiyjzk : (j, k) 6= (1, 0), (j, k) 6= (0, 1)}〉 y
como Im(y · (−)) = Ay, podemos suponer , reduciendo módulo bordes, v1 ∈ k[x]z y
v2 = v1

2 + v2
2 ∈ k[x]y ⊕ k[x]z.

Luego como h ∈ Ker δ2, tenemos la igualdad

z · v1 − y · v1
2 − y · v2

2 = x · v3 − (1 + α)v3 = θ(v3)
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El término de la izquierda pertenece a k[x]z2⊕ k[x]yz⊕ k[x]y2 = Ker θ. Entonces por
el Lema 4.2.7

θ(v3) = z · v1 − y · v1
2 − y · v2

2 = R(z · v1 − y · v1
2 − y · v2

2) = R(θ(v3)) = 0.

El teorema de PBW implica que z · v1 = y · v1
2 = y · v2

2 = 0. Por lo tanto existen
λ1, λ2, λ3 ∈ C tales que v1 = λ1z, v1

2 = λ2y, v2
2 = λ3z.

Por otro lado, como v3 ∈ Ker θ = k[x]y2 ⊕ k[x]yz ⊕ k[x]z2, existen p1, p2, p3 ∈ k[x]
tales que v3 = p1y

2 +p2yz+p3z
2. Sean q1, q2, q3 ∈ k[x] tales que qi(x−1)− qi(x) = pi

para i = 1, 2, 3. Entonces δ1(dy|(q2y + q3z)− dz|q1y) = dy ∧ dz|v3.

Resumiendo, obtuvimos la igualdad

h− δ1(dy|(q2y + q3z)− dz|q1y) = λ1dx ∧ dy|z + λ2dx ∧ dz|y + λ3dx ∧ dz|z.

• 3) y 4) En estos casos Imϕ+ Im(y · (−)) = A(α). Entonces podemos suponer v1 = 0.
Por otro lado, Im(ψ) = 〈{xiyjzk : (j, k) 6= (ar, br + 1)∀r ∈ N0}〉. Podemos reducir al
caso v2 ∈ 〈{xiyarzbr+1 : i, r ∈ N0}〉 = Kerψ.

Como h ∈ Ker δ2, tenemos la igualdad

−y · v2 = x · v3 − (1 + α)v3 = θ(v3).

Análogamente a los casos anteriores deducimos y · v2 = 0 y θ(v3) = 0. Luego, por el
Corolario 4.2.3 existen λk ∈ C tales que v2 =

∑
k λky

akzbk+1;

� Si α 6= −1, como v3 ∈ Ker θ, por el lema 4.2.7 obtenemos que existen pi ∈ k[x]
tales que v3 =

∑
i piy

ai+1zbi+1.
Dado i ∈ N0, sea qi ∈ k[x] tal que qi(x− 1)− qi(x) = −pi. Entonces

δ1(dz|
∑
i

qiy
aizbi+1) = dy ∧ dz|v3.

Luego f − δ1(dz|
∑

i qiy
aizbi+1) = dx ∧ dz|v2 =

∑
k λkdx ∧ dz|yakzbk+1.

� Si α = −1, entonces a = b = 1. Como v3 ∈ Ker θ, el Lema 4.2.7 nos dice en este
caso que existen pi ∈ k[x] tales que v3 =

∑
i piy

izi.
Dado i ∈ N0, sea qi ∈ k[x] tal que qi(x− 1)− qi(x) = −pi+1. Entonces

δ1(dz|
∑
i∈N0

qiy
izi+1) = dy ∧ dz|(

∑
i

pi+1y
i+1zi+1) = dy ∧ dz|(v3 − p0).

Luego si escribimos p0 =
∑

k µkx
k, obtenemos

f − δ1(dz|
∑
i

qiy
izi+1) =

∑
k

λkdx ∧ dz|ykzk+1 +
∑
k

µkdy ∧ dz|xk.

Corolario 4.2.10. Sea α ∈ C×.

1. Si α /∈ Q<0 entonces HH2(A(α)) = H2
Lie(rα, rα).

2. Si α ∈ Q<0, α 6= −1 entonces HH2(A(α)) = k[∆]H2
Lie(rα, rα).
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Cohomología en grado 3: Para �nalizar, veamos una descripción de HH3(A(α)).

Proposición 4.2.11. 1. Sea α ∈ C× \ {−1}. Entonces HH3(A(α)) = 0.

2. Sea α = −1. Entonces HH3(A(α)) tiene como base el conjunto formado por las clases

de los elementos

dx ∧ dy ∧ dz ⊗ xi, i ∈ N0.

Demostración. Para α 6= −1, observemos que Im(y · (−)) = A(α)y, Im(z · (−)) = A(α)z e
Im(θ) ⊇ k[x]. Como

δ2(dx ∧ dy|v1 + dx ∧ dz|v2 + dy ∧ dz|v3) = θ(v3)− y · v2 + z · v1,

y concluimos entonces que δ2 es sobreyectiva.
Para α = −1, k[x] ⊂ Ker (θ) y como Ker (θ) ∩ Im(θ) = 0, obtenemos que Im(θ) ⊂

A(α)y +A(α)z, entonces Im(δ2) = A(α)y +A(α)z y por lo tanto HH3(A(α)) = k[x].

4.2.2 Mor�smos de comparación

Si bien en la sección anterior calculamos los grupos de cohomología de Hochschild, estos
quedaron presentados como clases de mor�smos ϕ : ∧ng −→ A k-lineales. Para realizar
cálculos relacionados con las deformaciones vamos a necesitar presentarlos como clases de
mor�smos k-lineales ϕ : A⊗n −→ A.

Para ello consideremos las siguientes sucesiones exactas, donde g es una k-álgebra de Lie
del tipo rα y A es su álgebra envolvente.

0 // A| ∧3 g|A //

ϕ

��

A| ∧2 g|A //

ϕ

��

A|g|A //

ϕ

��

Ae //

ϕ

��

A // 0

· · · // A|A⊗3|A //

η

OO

A|A⊗2|A //

η

OO

A|A|A //

η

OO

Ae //

η

OO

A // 0.

Los mor�smos de complejos ϕ y η existen pues se obtienen como levantados de la identidad.
Las composiciones ϕ ◦ η y η ◦ ϕ son homotópicas a las respectivas identidades por ser
levantados de la identidad.

Al aplicar el funtor HomAe(−, A) y los isomor�smos naturales obtenemos

0 Homk(∧3g, A)oo

η∗

��

Homk(∧2g, A)oo

η∗

��

Homk(g, A)oo

η∗

��

Aoo

η∗

��

0oo

· · · Homk(A⊗3, A)oo

ϕ∗

OO

Homk(A⊗2, A)oo

ϕ∗

OO

Homk(A,A)oo

ϕ∗

OO

Aoo

ϕ∗

OO

0.oo

Donde ϕ∗ y η∗ inducen isomor�smos a nivel de la cohomología.
Por lo tanto, conocer los mor�smos ϕ y η nos permitirá poder pasar de los grupos de

cohomología calculados con la resolución de Chevalley-Eilenberg a los grupos de cohomología
calculados con la resolución Bar.

La expresión del mor�smo ϕ es sencilla y se trata de la inclusión

ϕ(1|x1 ∧ · · · ∧ xn|1) =
∑
σ∈Sn

(−1)σ1|xσ(1)| · · · |xσ(n)|1.
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La expresión del mor�smo η es en general mas complicada y la conocemos sólo en grados
1 y 2. En grado 1

η(1|xiyjzk|1) =
∑

a+b=i−1

xa|x|xbyjzk +
∑

a+b=j−1

xiya|y|ybzk +
∑

a+b=k−1

xiyjza|z|zb.

Para la expresión de η en grado 2, consideremos en k〈x, y, z〉 el sistema de reducción

S := {(yx, xy − y), (zy, yz), (zx, xz − αz)}.

Llamemos respectivamente σ1, σ2 y σ3 a los elementos de S. Observemos que

k〈x, y, z〉/〈Wσ − fσ〉σ∈S = A.

Por el teorema de PBW los monomios ordenados son una k-base. Como los monomios
ordenados resultan ser exactamente los irreducibles, el lema del diamante asegura que todos
los elementos de k〈X〉 son de reducción única.

Sea s : S −→ ∧2g la función

• s(σ1) = dx ∧ dy, • s(σ2) = dy ∧ dz, • s(σ3) = dx ∧ dz.

Luego, η en grado 2 puede de�nirse recursivamente de la siguiente manera

η(1|xiyjzk|xaybzc|1) = A|s(σ)|B + η(1|A|fσB|1),

donde AWσB = xiyjzkxaybzc, y B no contiene como submonomio a Wτ para ningún τ ∈ S.
Observemos que esta recursión efectivamente termina pues todos los elementos de A son de
reducción única.

Intuitivamente, η en grado 2 es un historial de las reducciones que hay que hacer para
ordenar un producto.

4.2.3 Cálculo de deformaciones

Contando con los datos calculados en la secciones anteriores, estamos en condiciones de
pasar al cálculo de las deformaciones.

Corolario 4.2.12. Sea α ∈ C×\{−1}. Entonces todo elemento de HH2(A(α)) es integrable.

Demostración. El resultado se obtiene de observar que HH3(A(α)) = 0 para α ∈ C× \
{−1}.

Ahora daremos deformaciones explícitas para cada 2-cociclo en cada uno de los distintos
casos de α.

Proposición 4.2.13. Sea α ∈ C× \Q<0, α 6= 1. Sean λ ∈ C y de�namos

B := k[t]〈x, y, z〉/〈xy − yx− y, yz − zy, xz − zx− (α+ tλ)z〉.

Entonces la completación t-ádica B̂ de B es una deformación de A(α) con

ϕ∗(F1) = λdx ∧ dz|z.
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Demostración. A�rmamos que los monomios xiyjzk con i, j, k ≥ 0 forman una k[t]-base de
B. Para ello tomamos el sistema de reducción S sobre k[t]〈x, y, z〉 dado por

S = {(yx, xy − y), (zy, yz), (zx, xz − (α+ tλ)z)}.

Llamaremos respectivamente σ1, σ2 y σ3 a los elementos de S.
Consideramos el orden en los monomios inducido por la función ω(x) = ω(y) = ω(z) = 1

y x < y < z. Es claro que este orden es compatible con S y por la Proposición 4.1.5, tiene
la propiedad de cadena descendente por ser monomios en una cantidad �nita de letras.

Veamos que las ambigüedades se resuelven. La única ambigüedad que se presenta es el
overlap (σ2, σ1, z, y, x). Entonces, utilizando una notación evidente, tenemos las siguientes
sucesiones de reducciones:

zyx = (zy)x 7→ (yz)x = y(zx) 7→ y(xz − (α+ tλ)z) =
= yxz − (α+ tλ)yz 7→ xyz − (1 + α+ tλ)yz.

Por otro lado,

zyx = z(yx) 7→ z(xy − y) = zxy − zy 7→ xzy − yz 7→ (xz − (α+ tλ)z)y − yz =
= xzy − (α+ tλ)zy − yz 7→ xyz − (α+ tλ+ 1)yz.

Por lo tanto, la única ambigüedad se resuelve y en consecuencia obtenemos el resultado
deseado. Dichos monomios irreducibles son los monomios ordenados xiyjzk ya que son los
que no contienen como submonomios a Wσ1 ,Wσ2 ni a Wσ3 .

Luego, el mor�smo

ψ : A(α) −→ B ⊗k[t] k,

de�nido por ψ(xiyjzk) = xiyjzk ⊗ 1 es un isomor�smo de k-espacios vectoriales. Mas
aún, resulta un isomor�smo de k-álgebras pues al establecer t = 0 en las relaciones de B
obtenemos las relaciones de A(α).

Por otro lado, el hecho de que los monomios xiyjzk sean una k[t]-base de B implica que
B es libre de torsión.

Entonces consideramos la completación t-ádica B̂ de B, la cual cumple

B̂ ⊗k[[t]] k ∼= B ⊗k[t] k,

como k-álgebras, y es un k[[t]]-módulo libre de torsión. De estas observaciones obtenemos
que B̂ consiste de series en t con coe�cientes en B̂⊗k[[t]] k ∼= A(α), cuyo producto ft cumple

• ft(y, x) = xy − y,

• ft(x, y) = xy,

• ft(z, x) = xz−αz−λzt,

• ft(x, z) = xz,

• ft(z, y) = yz,

• ft(y, z) = yz.

Entonces F1(y, x) = F1(x, y) = F1(x, z) = F1(z, y) = F1(y, z) = 0, y F1(z, x) = −λz.
Finalmente, ϕ∗(F1) = λdx ∧ dz|z.
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Proposición 4.2.14. Sea α = 1. Sean λ1, λ2, λ3 ∈ C y de�namos

B := k[t]〈x, y, z〉/〈xy − yx− y − λ1zt, yz − zy, xz − zx− z − (λ2y + λ3z)t〉.

Entonces la completación t-ádica B̂ de B es una deformación de A(1) con

ϕ∗(F1) = λ1dx ∧ dy|z + λ2dx ∧ dz|y + λ3dx ∧ dz|z.

Demostración. Nuevamente a�rmamos que los monomios xiyjzk son una k[t]-base de B.
Para ello, sea S el sistema de reducción S sobre k[t]〈x, y, z〉

S := {(yx, xy − y − λ1zt), (zy, yz), (zx, xz − z − (λ2y + λ3z)t)},

cuyos elementos llamaremos σ1, σ2 y σ3 respectivamente. El orden que consideramos es el
inducido por la función ω(x) = ω(y) = ω(z) = 1, y x < y < z.

Como en el caso anterior, la única ambigüedad es el overlap (σ2, σ1, z, y, x) y se resuelve.
En efecto

(zy)x = yzx 7→ y(xz − z − (λ2y + λ3z)t) = yxz − yz − (λ2y
2 + λ3yz)t

7→ xyz − 2yz − (λ1z
2 + λ2y

2 + λ3yz)t.

Por el otro lado,

z(yx) = zxy − zy − λ1z
2t 7→ xyz − 2yz − (λ1z

2 + λ2y
2 + λ3yz)t.

Luego por el lema del diamante obtenemos que los monomios xiyjzk son una k[t]-base de
B. Entonces el mor�smo

ψ : A(1) −→ B ⊗k[t] k,

de�nido por ψ(xiyjzk) = xiyjzk ⊗ 1 es un isomor�smo k-lineal, y como las relaciones de B
resultan las relaciones de A al establecer t = 0, obtenemos que ψ es además un isomor�smo
de k-álgebras.

Luego la completación t-ádica B̂ de B es una k[[t]]-álgebra t-ádicamente completa, libre
de torsión y cumple

B̂ ⊗k[[t]] k ∼= B ⊗k[t] k ∼= A(1),

como k-álgebras. Por lo tanto B̂ es una deformación de A(1) y consiste de series en t con
coe�cientes en B̂ ⊗k[[t]] k ∼= A(1) con producto ft que cumple

• ft(y, x) = xy − y − λ1zt,

• ft(x, y) = xy,

• ft(z, x) = xz − z − (λ2y + λ3z)t,

• ft(x, z) = xz,

• ft(z, y) = yz,

• ft(y, z) = yz.

Entonces F1(x, y) = F1(x, z) = F1(z, y) = F1(y, z) = 0, F1(y, x) = −λ1z, F1(z, x) =
−(λ2y + λ3z) y ϕ∗(F1) = λ1dx ∧ dy|z + λ2dx ∧ dz|y + λ3dx ∧ dz|z.
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Proposición 4.2.15. Sea α ∈ Q<0, α 6= −1, α = −a
b con a, b ∈ N. Sean λ ∈ C y

B := k[t]〈x, y, z〉/〈xy − yx− y, yz − zy, xz − zx− αz − λyakzbk+1t〉.

Entonces la completación t-ádica B̂ de B es una deformación de A(α) con

ϕ∗(F1) = λdx ∧ dz|yakzbk+1.

Demostración. De forma análoga a los casos anteriores, basta probar que los monomios
xiyjzk son una k[t]-base de B. Para ello consideramos el sistema de reducción S sobre
k〈x, y, z〉

S := {(yx, xy − y), (zy, yz), (zx, xz − αz − λyakzbk+1t)}.

Los elementos de S los llamaremos σ1, σ2 y σ3 respectivamente. Tomamos el orden inducido
por la función ω(y) = ω(z) = 1, ω(x) = (a + b)k + 1; y x < y < z. Es evidente que
dicho orden es compatible con S y por la Proposición 4.1.5 tiene la propiedad de cadena
descendente.

La única ambigüedad que se presenta es el overlap (σ2, σ1, z, y, x) y se resuelve. En efecto

(zy)x 7→ yzx 7→ yxz − αyz − λyak+1zbk+1t

7→ xyz − (1 + α)yz − λyak+1zbk+1t.

Por otro lado,

z(yx) 7→ zxy − zy 7→ xzy − αzy − λyak+1zbk+1t− zy
7→ xyz − (1 + α)yz − λyak+1zbk+1t.

Luego por el lema del diamante los monomios xiyjzk son una k[t]-base de B. Entonces por
argumentos análogos a los de los casos anteriores, la completación t-ádica B̂ de B es una
k[[t]]-álgebra que cumple

B̂ ⊗k[[t]] k ∼= B ⊗k[t] k ∼= A(α),

y es libre de torsión. B̂ consiste de series en t con coe�cientes en B̂ ⊗k[[t]] k ∼= A(α) con
producto ft que cumple

• ft(y, x) = xy − y,

• ft(x, y) = xy,

• ft(z, x) = xz − αz − λyakzbk+1t,

• ft(x, z) = xz,

• ft(z, y) = yz,

• ft(y, z) = yz.

Entonces ϕ∗(F1) = λdx ∧ dz|yakzbk+1.

Proposición 4.2.16. Sea α = −1. Sean λ ∈ C y

B := k[t]〈x, y, z〉/〈xy − yx− y, yz − zy, xz − zx− αz − λykzk+1t〉.

Entonces la completación t-ádica B̂ de B es una deformación de A(−1) con

ϕ∗(F1) = λdx ∧ dz|ykzk+1.
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Demostración. La prueba es idéntica al caso anterior.

Proposición 4.2.17. Sea α = −1. Sean λ ∈ C, i ∈ N0 y

B := k[t]〈x, y, z〉/〈xy − yx− y, yz − zy − λxit, xz − zx+ z〉.

Entonces la completación t-ádica B̂ de B es una deformación de A(−1) con

ϕ∗(F1) = λdy ∧ dz|xi.

Demostración. La demostración es completamente análoga a las de los otros casos. Probe-
mos solamente que los monomios xiyjzk son una k[t]-base de B. Consideremos el sistema
de reducciones S sobre k[t]〈x, y, z〉

S := {(yx, xy − y), (zy, yz − λxit), (zx, xz + z)},

con el orden inducido por la función ω(x) = ω(y) = 1, ω(z) = i + 1, y x < y < z. Resulta
evidente que es un orden compatible con S y tiene la propiedad de cadena descendente.

Nuevamente la única ambigüedad es (σ2, σ1, z, y, x). Veamos que se resuelve

(zy)x 7→ yzx− λxi+1t 7→ yxz + yz − λxi+1t 7→ xyz − λxi+1,

Por otro lado,

z(yx) 7→ zxy − zy 7→ xzy 7→ xyz − λxi+1t.

Entonces por el lema del diamante los monomios xiyjzk con i, j, k ∈ N0 forman una k[t]-base
de B. El resto del argumento también es análogo a los de los casos anteriores.
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