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Introduccion

Dado un anillo A, Ky(A) es el grupo de Grothendieck del monoide Proj A de clases de isomorfismo
de A-mdédulos proyectivos finitamente generados. Para j < 0 se define inductivamente K;(A) como
cierto sumando directo natural del grupo abeliano K;11(A [t, t‘l] ). Cuando X es un espacio topoldgico
compacto, hay una equivalencia entre fibrados vectoriales localmente triviales sobre X y C(X)-mddulos
proyectivos finitamente generados, donde C'(X) es el dlgebra de funciones continuas de X en C. Usando
esta equivalencia puede probarse que Ko(C(—)) es invariante por homotopia [Kar78, Ch. II, Theorem
1.25]. La conjetura de Rosenberg predice que K;(C(—)) es invariante por homotopia para j < 0. Esto
fue probado por Cortinas y Thom en [CnT]. Un resultado previo de Friedlander y Walker afirma que
K;(A™) =0 para todon € Ny j < 0 [FWO01, Theorem 5.1].

En esta tesis estudiamos una de las demostraciones de la conjetura de Rosenberg dadas en [CnT]. Esta
consiste en verificar que la K-teoria negativa cumple las hipdtesis de un criterio general de invarianza
homotopica. El Capitulo 1 esta dedicado a la demostracién de este criterio, y combina ideas que aparecen
en [CnT] y en [FWO01]. Aqui se usa la técnica de aprozimacion algebraica que consiste en pensar a la
C-algebra C(X) como colimite filtrante de anillos de coordenadas de variedades afines. En el Capitulo 2
definimos los grupos K; para j < 1y demostramos la conjetura de Rosenberg. En el Apéndice A damos
algunas definiciones béasicas de teoria de categorias y fijamos notaciéon usada en el resto de la tesis.
En el Apéndice B definimos variedad algebraica y enunciamos el truco de Jouanoulou y el teorema de
desingularizaciéon de Hironaka. En el Apéndice C definimos complejo simplicial y subdivisién baricéntrica.
En el Apéndice D definimos conjunto semialgebraico, funcién semialgebraica, y enunciamos la existencia
de triangulaciones semialgebraicas para conjuntos semialgebraicos compactos.



Capitulo 1

Un criterio de invarianza homotdépica

1.1. Enunciado y esquema de la demostracion

Las definiciones de categoria y funtor pueden encontrarse en el Apéndice A. Denotamos Comp a
la categoria cuyos objetos son los espacios topoldgicos compactos Hausdorff y cuyos morfismos son las
funciones continuas. Dados X,Y € objComp y fo, f1 : X — Y funciones continuas, decimos que fy v fi
son homotdpicas si existe una funcién continua H : X x [0,1] — Y tal que H(—,i) = f; para i = 0, 1.
Un funtor contravariante G : Comp — Ab es invariante por homotopia si manda funciones homotdpicas
en morfismos iguales.

Denotamos €omm a la categoria cuyos objetos son las C-dlgebras conmutativas (no necesariamente
unitarias) y cuyos morfismos son los morfismos de C-algebras. Para X € obj €omp sea C'(X) el dlgebra de
funciones continuas de X en C. Este capitulo estd dedicado a demostrar el siguiente criterio de invarianza
homotodpica.

Teorema 1.1.1. Sea F' : Comm — 2Ab un funtor que verifica las siguientes condiciones.

1. F es exacto escindido en C*-dlgebras.
2. F conmuta con colimites filtrantes.
3. F se anula en los anillos de coordenadas de variedades afines suaves.

Entonces el funtor contravariante
Comp — Ab, X — F(C(X))
es invariante por homotopia.

Los conceptos y definiciones involucrados en el teorema se explican a lo largo de este capitulo. Para
la definicién de funtor exacto escindido, ver la seccién 1.4. La definicién de colimite filtrante se encuentra
en el Apéndice A. Las definiciones de variedad afin y anillo de coordenadas de una variedad afin pueden
encontrarse en el Apéndice B.

A continuacién presentamos un esquema de la demostracién de 1.1.1. Sea Pol la subcategoria plena
de Comp cuyos objetos son los poliedros (ver Apéndices A y C). En la seccién 1.2 probamos que si F' es
un funtor en las hipétesis del teorema, la invarianza homotépica de F(C(—)) en Pol implica la invarianza
homotépica de F(C(—)) en €omp. De esta manera, para probar el teorema basta ver que F(C(—)) es
invariante por homotopia en Pol. En las secciones 1.3 y 1.4 estudiamos a los funtores exactos escindidos.
Si X es un poliedro, podemos usar la exactitud escindida para obtener informacién de F(C(X)) a partir
de F'(C(0;)) donde o; son los simples maximales de X. Con un razonamiento de este tipo, probamos que
para que F(C(—)) sea invariante por homotopia en Pol basta ver que F(C(A")) = 0 para todo n € N.
En la seccién 1.5 usamos la técnica de aproximacién algebraica para escribir a C(X) como colimite
filtrante de anillos de coordenadas de variedades afines. Esto se necesita en la seccién 1.6 para probar
que F(C(A"™)) = 0 para todo n y terminar la demostracién del teorema 1.1.1.

4



CAPITULO 1. UN CRITERIO DE INVARIANZA HOMOTOPICA 5

1.2. Reduccion al caso de poliedros

La definicién de la coma categoria (X | Pol) puede encontrarse en el Apéndice A. Supongamos que
G : Pol — Ab es un funtor contravariante. Definimos un funtor contravariante G*°' : Comp — 2Ab,

GFY(X):= colim G(cod(g)), X € Comp.
(X) S (cod(g)) p

G*°! se llama extension de Kan a derecha de G. El siguiente resultado puede encontrarse en [CS78].

Teorema 1.2.1 (Calder-Siegel). Sea G : Pol — Ab un funtor contravariante. Si G es invariante por
homotopia entonces G¥°" es invariante por homotopia.

Para la demostracion del teorema 1.1.1 nos interesan funtores contravariantes G : Comp — 2Ab de la
forma G(X) = F(C(X)) con F : €omm — 2b un funtor que conmuta con colimites filtrantes. Queremos
ver cémo se relacionan un tal G y la extension de Kan a derecha de G restringido a Bol. Los siguientes
resultados pueden encontrarse en [CnT, 7.1].

Sean X € obj€omp, D C C el disco unitario, y C'(X, D) el conjunto de funciones continuas X — D.
Dada f € C(X), al ser X compacto, la imagen de f es acotada y existe n € N tal que = f € C(X, D).
Entonces cualquier subdlgebra finitamente generada de C(X) estd generada por un subconjunto finito
F C C(X, D). Llamamos Fx al conjunto de subconjuntos finitos de C'(X, D). Tenemos

C(X)= %%l;_r;l C(F).
Dado F € Fx llamamos Ve C CF a la clausura Zariski del conjunto {(f(z))ser : © € X} (ver Apéndice
B). Como P := Vp N DY es un poliedro (por ser un conjunto semialgebraico compacto, ver Apéndice
D) tenemos gr € (X | Pol), gr : X — Pr dada por z — (f(x))secr. Tomando funciones continuas a C
en el diagrama

X— Vg

N

e identificando C(F') ~ C[VFr] — C(VF) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en Comm.

C(F)

O(X)

S~
C(Pr)

Tomando colimite e identificando colimpe r, C(F) = C(X), el morfismo horizontal es la identidad de
C(X) y obtenemos una seccién natural ax del morfismo colimper, C(Pr) — C(X).

Teorema 1.2.2. Sea F': Comm — b un funtor que verifica las siguientes condiciones.

1. F conmuta con colimites filtrantes.
2. El funtor Pol — Ab, D — F(C(D)) es invariante por homotopia.

Entonces el funtor
Comp — Ab, X — F(C(X))

es invariante por homotopia.

Demostracion. Dado X € €omp, el morfismo F(ax) es una seccién natural del morfismo

%()el;_ril F(C(Pp))=F (%%1}__1;((1 C(PF)> — F(C(X)).
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Por otra parte, tenemos un diagrama conmutativo

) Ox )
colim F(C(Pr)) —— colim F(C(cod(g)))

FeFx gE(X{Pol)
\ {ﬂ'x

F(C(X))

y el morfismo 0x F'(ax) es una seccién natural de wx. Llamemos G : €omp — 2b al funtor contravariante
X — F(C(X)). Sea G¥°' : €omp — Ab la extensién de Kan a derecha del funtor G restringido a Pol.
Por el diagrama anterior hay un isomorfismo natural

GFYX)=G(X)® H(X), H(X)=kerny.

Entonces G¥°' es invariante por homotopia si y sélo si Gy H lo son. En efecto, dados fo, fi : X = Y
morfismos homotépicos en Comp tenemos

<ﬂﬂm=<G%)H&)>

de donde G*°(fo) = G®°'(f1) si y sélo si G(fo) = G(f1) y H(fo) = H(f1). Basta entonces ver que G*°"
es invariante por homotopia, pero ésto sigue de la hipétesis y del teorema 1.2.1. O

1.3. Funtores exactos escindidos 1

A lo largo de esta seccién G es un funtor contravariante € — 2b, € = €omp o Pol.

Observacién 1.3.1. Dado X € obj € llamemos i, i1 a las inclusiones X — X x [0, 1] poniendo respec-
tivamente 0 y 1 en la segunda coordenada. Para probar que G es invariante por homotopia basta ver que
G(ip) es isomorfismo. En efecto, de ocurrir lo dltimo, como la proyeccién X x [0,1] — X es retraccién
tanto de ig como de iy sigue que G(ig) = G(i1). Dadas f,¢g : X — Y y una homotopia H de f a g
tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

Xx[0,1] —2—v X x[0,1] —2—v

Aplicando G obtenemos la igualdad buscada: G(f) = G(ig)G(H) = G(i1)G(H) = G(g).

Sean X,Y € obj €. Una funcién continua f: X — Y es una seccion si existe g : Y — X continua tal
que gf = 1x.

Definicién 1.3.2. G se dice exacto escindido si dado un cuadrado cocartesiano

i1
X12 Xl

o] (1.1)

Xo— X
con i1 seccidn o ig seccién, la sucesion

0 G(X) G(X1) ® G(Xz) —=— G(X12) —— 0

Az, 22) = if (1) — i5(2)

es exacta.
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Sea X € obj €. Decimos que X es contrdctil si la funcién identidad 1x : X — X es homotoépica a
una funcién constante.

Proposicién 1.3.3. [CnT, Proposition 2.1.5] Si G es exacto escindido y se anula en X para todo
X € obj € contrdctil, entonces G es invariante por homotopia.

Demostracion. Sea X € obj€. Como ip : X — X x [0,1] es seccién, G(ig) es retraccién y entonces
es suryectiva. Por la observacién anterior basta ver que G(ig) es inyectiva. Consideremos el siguiente
cuadrado cocartesiano.

X 2 X % [0,1]

L

¥ — cX

Como G es exacto escindido hay una sucesion exacta

0 —— G(eX) —— G(x) @ G(X x [0,1]) G(X) 0 -

Como G se anula en los objetos contractiles, G(cX) = 0, G(x) = 0 y el morfismo G(ip) : G(X x [0,1]) —
G(X) es inyectivo. O

En el caso de un funtor G : Pol — Ab podemos decir todavia un poco mas. El lema que sigue también
va a ser Gtil més adelante.

Lema 1.3.4. Sea G : Pol — Ab un funtor contravariante exacto escindido. Si E es un poliedro estrellado
con simples maximales o;, el morfismo inducido por las inclusiones o; — E,

G(E) - P Glov)
es inyectivo.

Demostracion. Hacemos induccién en la cantidad de simples maximales de F. Si F tiene un tnico simple
maximal o, F = o y el resultado vale. Supongamos que el lema vale para poliedros que tienen a lo sumo
r simples maximales, y sea E un poliedro estrellado con r 4+ 1 simples maximales. Como F es estrellado,
E es el cono de algin subcomplejo K. Los simples maximales de E son los conos de los de K. Sea o
un simple maximal de K y sea L el subcomplejo de K generado por los restantes simples maximales.
Tenemos un cuadrado cocartesiano

c(cNL) — co

L

cL — cK

en el que todos los morfismos son secciones por ser inclusiones de poliedros contrictiles (ver Apéndice
C). Entonces

0 —— G(E) —— G(cL) ® G(co) —— G(c(cN L)) —— 0
es exacta y en particular G(E) — G(co) @ G(cL) es inyectiva. Si o; son los simples maximales de L,

t: G(eL) — @ G(co;) es inyectiva por hipdtesis inductiva. Como la suma directa de morfismos inyectivos
es un morfismo inyectivo, la composicion

G(E) —— Glco) ® G(cL) —% G(co) & @ G(coy)

es inyectiva. O
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Corolario 1.3.5. Si G : Pol — 2Ab es un funtor contravariante exacto escindido y G(A™) = 0 para todo
n € N entonces G es invariante por homotopia.

Demostracion. Por la proposicién anterior basta ver que G se anula en los poliedros contractiles. Si C'
es un poliedro contrictil, la identidad de C' se factoriza por ¢C' y alcanza con ver que G(cC) = 0. Como
cC' es estrellado, esto ultimo es consecuencia del lema anterior y de la hipotesis. O

1.4. Funtores exactos escindidos 11

A lo largo de esta seccién F' es un funtor Comm — 2Ab.
Una sucesion exacta escindida de dlgebras es una sucesion exacta

0 A B==C 0 (1.2)

con rs = 1. Dada € una subcategoria de Comm, decimos que la sucesién (1.2) estd contenida en € si
todos los objetos y morfismos que aparecen en (1.2) son objetos y morfismos de €.

Definicién 1.4.1. El funtor F es ezacto en la sucesién (1.2) si la sucesion

0 F(A) F(B)—— F(C) —— 0
es exacta. Dada € una subcategoria de €omm, decimos que F' es exacto escindido en € si F' es exacto en

todas las sucesiones exactas escindidas contenidas en €.

Proposicion 1.4.2. Sea € una subcategoria de Comm cerrada por cuadrados cartesianos. Es decir, € es
una subcategoria tal que si

A-2.B
w P (1.3)
C—D

g

es un cuadrado cartesiano en Comm con f y g morfismos en €, entonces A € obj €, f y g son morfismos
en € y (1.3) es un cuadrado cartesiano en €. Supongamos que F' es exacto escindido en €. Entonces
dado un cuadrado cartesiano (1.3) con f y g morfismos en € y con f retraccidn en €, la sucesion

0 F(A) F(B)® F(C) —2— F(D) —— 0 (1.4)

A(b,c) = fu(b) — g«(c)
es exacta.

Demostracion. Sea s una seccién de f. Por la propiedad universal del cuadrado cartesiano, existe una
tnica §: C' — A tal que f§ = 1¢ y gs = sg. Tenemos un diagrama conmutativo

0 —— ker f A ! C 0
:J J J (15)
0 —— ker f ¢ B ! D 0

con filas exactas escindidas en €. Ademads g induce un isomorfismo en la columna de la izquierda. En
efecto, a través del isomorfismo

A~{(bc)e BxC: f(b)=g(c)}
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g se identifica con la proyeccién wg en la primera coordenada, f con la proyecciéon m¢ en la segunda, y
es claro que wp induce un isomorfismo

ker e = {(b,0) : f(b) = 0} ~ ker f.
Aplicando F' en (1.5) obtenemos

Ty f

0 —— F(ker f)
J~ 5 o (1.6)
0 —— F(ker f) —— F(B) F(D) 0

=
=
=
a
o

con filas exactas de grupos abelianos.
Consideramos

Y F(A) 15 FO) y X F(B) I F(D)

como complejos de cadenas, con F(C) y F (D) en grado cero. Tenemos un morfismo de complejos Y — X
dado por

El cono del morfismo ¥ — X es un complejo concentrado en los grados 0, 1 y 2, que difiere de la
sucesion (1.4) sélo en el signo del morfismo F(A) — F(B) @ F(C) (ver [Wei95, 1.5]). Basta entonces
ver que C := cono(Y — X) es un complejo aciclico. Esto dltimo sigue de la sucesion exacta larga de
homologia asociada a la sucesién exacta corta de complejos 0 — X — C — Y [-1] — 0. En efecto,
tenemos una sucesién exacta

0 — Hy(C) — H1(Y) — Hi(X) — H1(O)

|

donde Hy(Y) = Ho(X) = 0 por exactitud de (1.6) y el morfismo Hy(Y) — Hy(X) es un isomorfismo
porque se identifica con la columna de la izquierda de (1.6). O

Ejemplo 1.4.3. Consideremos un cuadrado cocartesiano de espacios topolégicos compactos como en (1.1).
Verifiquemos que tomando funciones continuas a C se obtiene un cuadrado cartesiano en Comm. Sea
B € obj€omm con morfismos g; : B — C(X;) tales que i7¢g1 = i5go. Para cada b € B existe una tnica
g(b) : X — C que hace conmutar el siguiente diagrama.

i1
X — X

i2 l lz&
- g1(b)

Xy —2 o X

w
g2(b) C

Usando la la unicidad de la propiedad universal sale que g : B — C' (X) es morfismo de dlgebras. Es claro
que g es tnico tal que i; g = g; (j = 1,2).
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Supongamos ahora que ademds i, es seccion. Entonces

C(X) — C(X1)

J I

C(XQ) I C(X12)

es un cuadrado cartesiano de algebras con 4} retraccion, en el que todos los morfismos son morfismos de
C*-algebras. Si F' es exacto escindido en C*-dlgebras, como las C*-algebras son cerradas por pullback
en Comm, la proposicion anterior nos da una sucesién exacta como sigue.

0 —— F(C(X)) —— F(C(X1)) ® F(C(X2)) —2— F(C(X12)) —— 0

Es decir, si € = Comp o Pol, el funtor contravariante € — Ab, X — F(C(X)) es exacto escindido en el
sentido de la seccién 1.3.

1.5. Aproximacién algebraica

En esta seccién mostramos que si X € obj Comp, el dlgebra C(X) es un colimite filtrante de anillos
de coordenadas de variedades afines.

Denotamos 2ff a la categoria cuyos objetos son las variedades algebraicas afines y cuyos morfismos
son las funciones regulares. Denotamos Top a la categoria cuyos objetos son los espacios topolégicos y
cuyos morfismos son las funciones continuas. Tenemos un funtor an : 2Aff — Top que a cada variedad
algebraica afin le asigna su conjunto de puntos con la topologia de variedad analitica, y a cada funcién
regular le asigna la funcién continua inducida entre los respectivos espacios topolédgicos (Apéndice B).

Notacion. SiV es una variedad afin, denotamos V" a su conjunto de puntos con la topologia analitica.
Observacién 1.5.1. Dada A € obj€omm, llamamos F4 al conjunto de subconjuntos finitos de A.

Tenemos

A= J{C(F): FeFa} = colim C(F).

Fijemos X € objComp y llamemos Fx al conjunto de subconjuntos finitos de C(X). Por la observacién
anterior C(X) = colimper, C(F). Dado F € Fx tenemos una funcién continua

X = Vg™, z = (f(x))fer (1.7)

donde V es la clausura Zariski en C* del conjunto {(f(z))ser : © € X}. Observamos que C [Vi] =~ C(F).
Dados Fy, F» € Fx, C(F1) C C(F5) siy solo si existe ¢ : Vi, — Vg, regular tal que el siguiente diagrama
conmuta.

Ademas existe a lo sumo una ¢ que hace conmutar el diagrama. Mas precisamente, la categoria Fx
es isomorfa a la subcategoria plena de (X | an) cuyos objetos son las funciones como en (1.7). Este
isomorfismo induce un isomorfismo de algebras

C(X) ~ %%hfrg C(F) ~ %%1-1}_11)((1((3 [(VF]

natural en la variable X.
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Como las funciones (1.7) tienen imagen densa Zariski, dada f : X — V" continua con V una variedad
afin, f se factoriza por VA" para algtin F' € Fx. En efecto, si V C kY tomamos F := {f1,..., fnv} € Fx,
donde f; son las coordenadas de f. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

/N

VFan VG.’I’L

donde la funcién regular Vp — V es mandar la coordenada f;-ésima a la coordenada i-ésima. Entonces
las funciones (1.7) forman una subcategorfa final de (X | an) y tenemos isomorfismos
C(X) ~colimC[Vp] =~ colim CI[V]
FEFx f: X—=Van

naturales en X.
Para terminar la seccién verificamos que (X | an) es una categoria filtrante.

1. Sean f1, fo € obj(X | an). Parai = 1,2 sea V; la variedad afin tal que V;*" = cod(f;). Como V; x V;
es una variedad afin y (V; x V5)*" = V" x V4" la funcién continua (f1, f2) : X — (V5 x Vo)™
es un objeto de (X | an). Como las proyecciones Vi x Vo — V; son funciones regulares, inducen
morfismos m; : (f1, f2) = fi en (X | an).

2. Sean f,g € obj(X | an) y sean ¢,v : f — g morfismos. Sea V la variedad afin tal que V" =
cod(f) = cod(g). Sea W ={x € V : p(x) = ¢(z)}. W es una variedad afin por ser un cerrado en
la variedad afin V' (las funciones ¢ y v son polinomiales). Entonces f se correstringe a W™ y la
inclusién ¢ : W — V es un morfismo de f|""" a f tal que o = 1.

1.6. Parte final de la demostracién

En esta seccién F' es un funtor €omm — 2Ab, exacto escindido en C*-algebras, que conmuta con
colimites filtrantes, y que se anula en los anillos de coordenadas de variedades afines suaves (Apéndice
B). A continuacién probamos el teorema 1.1.1, es decir, que el funtor G : Comp — 2Ab, X — F(C(X)) es
invariante por homotopia. Por el corolario 1.2.2 basta ver que G es invariante por homotopia en Pol. Por
el corolario 1.3.5 alcanza con ver que G se anula en el simple. La demostracion del Teorema 1.6.1 usa
las ideas de [FWO01, Theorem 5.1] pero generaliza este resultado a un funtor F' que no necesariamente es
parte de una teoria de homologia.

Teorema 1.6.1. Sea F' : Comm — 2Ab un funtor exacto escindido en C*-dlgebras, que conmuta con

colimites filtrantes y que se anula en los anillos de coordenadas de variedades afines suaves. Si llamamos
G al funtor Pol — Ab, D — F(C(D)) entonces G(A™) = 0 para todo n > 0.

Demostracion. Usaremos resultados sobre variedades algebraicas, poliedros, y conjuntos semialgebraicos,
que pueden encontrarse en los apéndices.

Como F conmuta con colimites filtrantes, hay un isomorfismo natural

G(D)=F(C(D)) = colim F(C[V])
D—Van
para cualquier poliedro D (ver Seccién 1.5).

Tomemos D = A". Por el Lema A.2.11, un elemento del colimite estd representado por un par (f, «)
donde f es una funcién continua D — V" V una variedad afin y a € F(C[V]). Fijemos un elemento
(f, @) y veamos que es el elemento cero de G(D).

Si V es una variedad suave, F(C[V]) = 0 por hipdtesis y no hay nada que hacer. Si V' no es suave,
llamamos S al conjunto de puntos singulares de V. S es una subvariedad afin de V con dim S < dim V.
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Por resolucion de singularidades existen una variedad cuasiproyectiva suave 1% y un morfismo suryectivo
p:V — V tales que si S = p~1(9), el morfismo inducido V-8 - V — 8 es un isomorfismo de
variedades. Veremos que alcanza con considerar el caso en el que f es la inclusién de un simple D en una
triangulacién semialgebraica de V' tal que S N D es una cara propia de D.

Supongamos que V C C¥. Como f es continua y D compacto, la imagen de f es compacta y estd con-
tenida en una bola B C C*. Como BNV es un conjunto semialgebraico compacto de R?* existe una
triangulacién semialgebraica de BNV tal que B NS es un subcomplejo.

Tomamos repetidas subdivisiones baricéntricas de D hasta que la imagen por f de cada n-simple
caiga en el entorno estrellado de algin vértice de B N V. Sean o; los simples maximales de la dltima
subdivisiéon realizada. Afirmamos que la aplicacién

G(D) — P Glov) (1.8)

es inyectiva. En efecto, si se realiza sélo una subdivisién baricéntrica, obtenemos un complejo estrellado
y la inyectividad sale del Lema 1.3.4. Si se realiza mas de una subdivision, la afirmaciéon se prueba
por induccién usando que la suma directa de morfismos inyectivos es un morfismo inyectivo. Por la
inyectividad de (1.8) basta ver que (f|,,,«) € G(0;) es cero para todo i. Es decir, podemos suponer que
la imagen de f estd contenida en el entorno estrellado St(v) de un vértice v de BNV. Sea E el politopo
del subcomplejo de BNV formado por todos los simples que tienen a v como vértice. Si pensamos a f
como funcién continua de D a F y consideramos el morfismo

frO(E) = colim F(C[V]) — colim F(C[V])=C(D)
tenemos que (f,a) = f*(E < V" «). Basta entonces ver que (E < V" «) € G(FE) es cero. Usando
nuevamente el Lema 1.3.4 tenemos que

G(E) — P G(r)

es inyectivo, donde 7; son los simples maximales de E. Para ver que (E — V' a) € G(E) es cero
alcanza entonces con ver que (1; — V") € G(7;) es cero para todo j. Es decir, podemos suponer que f
es la inclusién de un simple maximal D de una triangulacién de BNV (el simple es maximal porque los
simples maximales del entorno estrellado de un vértice son simples maximales del complejo).

Como dim S < dim V', SN D es una unién de caras propias de D. Reemplazamos a la triangulacién
de BNV por su subdivisién baricéntrica, y usando el Lema 1.3.4 una vez més podemos suponer que f
es la inclusién de D', alguno de los simples maximales en los que fue subdividido D. La diferencia es que
ahora S N D’ es una unica cara propia de D'.

Recapitulando, podemos suponer que f es la inclusién de un simple D de una triangulacién semial-
gebraica de BNV, y que SN D es una cara propia de D.

Llamemos A := SN D y sean D = p~ (D), A=p1(A). Ay D son compactos porque son simples. A
y D son compactos porque la funcién continua inducida por p es propia. Ademds, A y D son conjuntos
semialgebraicos al ser preimégenes por una funcién semialgebraica de conjuntos semialgebraicos. Entonces
Ay D son triangulables, A es subcomplejo de D, y por lo tanto A es retracto de entorno de D.

Supongamos por un momento que G(D) — G(A) & G(D) es inyectiva. Por el truco de Jouanolou
existen una variedad afin suave W y un torsor 7 : W — V. La funcién continua inducida por 7 es
un fibrado con fibra contréctil, y como D es un poliedro, la inclusién D < V9" ge levanta a j: D —
Wwen (ver Apéndice C). Para ver que (f,«) es cero en G(D) alcanza con ver que (f|a,a) € G(A) y
(4, (pm)*) € G(D) son cero. Como W es una variedad afin suave, F(C [W]) = 0 por hipétesis. Entonces
(4, (pm)*a) € G(D) es cero. Como la imagen de f|4 cae en S y dim S < dim V' podemos suponer que el
resultado vale por induccién en la dimensién de V' (si dim V' =0, V es un punto y entonces es suave).

Lo que queda de la demostracién apunta a ver que G(D) — G(A) @ G(D) es inyectivo. Consideremos
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%
A A A

Figura 1.1: El compacto M y la retraccién r : D — M.

el siguiente diagrama.

S

—

p (1.9)

—
S|

o

—

S

Como el cuadrado conmuta, tenemos una funcién continua A U, D — D. Es facil verificar que esta
aplicacién es biyectiva, y entonces homeomorfismo, al ser A U, D compacto y D Hausdorff. Sigue que
(1.9) es un cuadrado cocartesiano y que D tiene la topologfa final con respecto a las funciones A < D
yp:D — D.

Sea N un entorno compacto de A en D tal que A es retracto de N. Sea N = p(N). Como p~*(N) = N
y NN A= A son cerrados en D y en A respectivamente, IV es cerrado en D. Un razonamiento similar
muestra que N es entorno de A en D.

Como A es una cara propia de D, puede verse que existe M compacto en D — A tal que NUM = D
y tal que existe r : D — M retraccién con r(N) C N (ver Figura 1.1). Tenemos entonces un cuadrado
cocartesiano

NNM~—— N

|

M—— D

con NN M < N seccién (porque r se restringe a N). Como G es exacto escindido,
G(D) — G(N)® G(M) (1.10)

es inyectivo. Por otro lado, tenemos un cuadrado cocartesiano

A<—>J\7
o]
A—— N

con A < N seccién y como G es exacto escindido
G(N) — G(A) & G(N) (1.11)

es inyectivo. Sea M = p*IN(M). Como p induce un homeomorfismo D — A — D — A, induce también un
isomorfismo G(M) — G(M). Si a este morfismo le sumamos (1.11) obtenemos un morfismo inyectivo

G(N) & G(M) — G(A) ® G(N) & G(M)
que junto con (1.10) muestra que

G(D) — G(A) & G(N) & G(M)



CAPITULO 1. UN CRITERIO DE INVARIANZA HOMOTOPICA

es inyectivo. Observando que este tiltimo morfismo se factoriza por G(A) @ G(D) sale que
G(D) — G(A) & G(D)

es inyectivo.

14



Capitulo 2

K-teoria negativa y la conjetura de
Rosenberg

En este capitulo definimos los grupos K; para j < 1 y probamos sus propiedades bésicas. Todo
ésto puede encontrarse en [Ros95],[Cn08] y [Weill]. Usando el teorema 1.1.1 probamos la conjetura de
Rosenberg.

Usamos las letras R y S para referirnos a anillos con unidad, y las letras A y B para referirnos a
anillos no necesariamente unitarios. Consideramos siempre moédulos a derecha a menos que se indique lo
contrario.

2.1. Los grupos Ky y K;

Un R-médulo P se dice proyectivo si el funtor Hom(P, —) es exacto. Esto equivale a decir que dado
un diagrama

existe algun morfismo p tal que ¥p = ¢. Un R-mddulo es proyectivo si y sélo si es sumando directo de
un libre. Un R-médulo es proyectivo y finitamente generado si y sélo si es sumando directo de R™ para
algin n € N.

Llamemos Proj R al conjunto de clases de isomorfismo de médulos proyectivos finitamente generados
(podemos hablar de conjunto porque todo médulo proyectivo finitamente generado es isomorfo a algin
sumando directo de R™). Entonces Proj R es un monoide asociativo y conmutativo con la operacién .
Ademiés esta construccién es funtorial. En efecto, dado un morfismo de anillos ¢ : R — S tenemos un
morfismo de monoides ¢, : Proj R — Proj S, ¢.([P]) = [P ®r S].

Ejemplo 2.1.1. Si R es un cuerpo, todo R-mdédulo finitamente generado es isomorfo a R™ para algin
n > 0. Ademds R™ ~ R™ si y sélo si n = m. Es decir, el monoide Proj R es isomorfo a Ny.

Ejemplo 2.1.2. Sea R un dominio de ideales principales. Por el teorema de clasificacién para R-mddulos
finitamente generados, todo R-médulo P finitamente generado es isomorfo a R™ & T con T de torsion y
n Unico. Si ademds P es proyectivo, P es sumando directo de un libre y entonces no tiene elementos de
torsion. Sigue que P ~ R™ para un tnico n. Entonces Proj R ~ Ny como en el ejemplo anterior.

Ejemplo 2.1.3. Sean R; y Rs anillos con unidad. Llamemos R := R; x Rs. Las proyecciones R —% Ry,
inducen un morfismo de monoides ¢ : Proj(R) — Proj(R;) x Proj(R2). Veamos que este morfismo es un
isomorfismo. Dado P; un R;-médulo proyectivo finitamente generado, P; es un R-médulo a través de 7.

15
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Py es finitamente R-generado (porque R; es un R-mdédulo finitamente generado) y P; es R-proyectivo
(porque P; & Q1 ~ R} y Ry es R-proyectivo). Tenemos ¢ [Pi] = ([P1 ®r R1],[P1 ®r R2]) = ([P1],0).
De manera andloga se ve que (0, [Py]) estd en la imagen de ¢ y sigue que ( es suryectiva. Para ver que
es inyectiva, sea P un R-médulo proyectivo finitamente generado y supongamos que ¢ [P] = ([Py], [P]).
Entonces P®gr R1 >~ P y P®gr Ry ~ P y tenemos

PlEBPQ2P®RR1@P®RR22P®R(R1€BR2):P®RR2P.

Si ¢ [P] = ([P1],[P:]) = ¢ |Q)] entonces P ~ P; & Py ~ Q.

A cualquier monoide asociativo y conmutativo M podemos asociarle un grupo abeliano G(M) junto
con un morfismo de monoides M — G(M) universal entre todos los morfismos que llegan a grupos
abelianos. El grupo G(M) se llama grupo de Grothendieck de M.

Lema 2.1.4. Sea M un monoide asociativo y conmutativo. Existen un grupo abeliano G(M) y un
morfismo de monoides 6 : M — G(M) que verifican la siguiente propiedad universal: para todo grupo
abeliano H y para todo morfismo de monoides v : M — H existe un tnico morfismo de grupos v :
G(M) — H tal que 0 = 1.

Demostracion. Sea F el grupo abeliano libre con base {[m],m € M}. Sea R el subgrupo de F' generado
por las relaciones
[m+n]—[m]—[n], m,neM.

Tomamos G(M) := F/R. La aplicacién 6 : M — G(M), m — [m] es un morfismo de monoides y el par
(G(M),0) cumple la propiedad universal. O

El resultado que sigue es facil de probar usando otra construccién equivalente del grupo de Grothendieck
[Ros95, Theorem 1.1.3].

Lema 2.1.5. Sean M un monoide y 0 : M — G(M) su grupo de Grothendieck. Si 6(m1) = 0(ms) existe
n € M tal que my +n =mg +n. Si0(m) =0 existe n € M tal que m +n = n.

Ejemplo 2.1.6. Sean M7 y M5 monoides asociativos y conmutativos y sea M := My x M5. Las proyecciones
M — Mj, inducen un morfismo de grupos G(M) — G(M1) ® G(Mz), [(m1,m2)] — ([ma], [m2]). Es claro
que esta aplicacién es suryectiva. Para ver que es inyectiva, supongamos que ([m1],[m2]) = 0. Existen
ny € My tales que my + np = ng (K = 1,2) y tenemos (my,ma) + (n1,n2) = (n1,n2). Entonces
[(m1,m2)] =0 en G(M).

Definicién 2.1.7. El grupo abeliano Ky(R) es el grupo de Grothendieck del monoide Proj R.

Como Proj R y la construccion del grupo de Grothendieck son funtoriales, queda definido un funtor
Ky : UAss; — Ab, donde Ass; denota a la categoria de anillos con unidad y morfismos que preservan el 1.
Ejemplo 2.1.8. Como G(Ny) = Z tenemos Ko(R) = Z si R es un dominio de ideales principales.

Para cada n € N sea M, (R) el anillo de matrices de n x n con coeficientes en R y sea GL,(R) su
grupo de unidades. Los morfismos de grupos

GL.(R) > GLua(R). g (8]

forman un sistema dirigido de grupos y llamamos GL(R) a su limite directo, GL(R) := colim,, GL,(R).
Podemos ver a los elementos de GL(R) como matrices infinitas g € RY*N tales que existe n € N de
manera que (gi;)i j<n €s inversible y g;; = d;; para ¢ o j mayores que n. El producto en GL(R) es la
multiplicacién usual de matrices, que esta definida porque las matrices tienen finitos coeficientes no nulos
en cada fila y en cada columna.
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Definicién 2.1.9. El grupo abeliano K;(R) es el cociente
GL(R)/[GL(R), GL(R)] = GL(R)as
donde [GL(R), GL(R)] es el subgrupo conmutador de GL(R).

Queda definido un funtor K7 : Ass; — Ab.

Fijemos n € N. Para i # j y r € R denotamos e;;(r) € GL,(R) a la matriz que tiene 7 en el lugar
ij y que en los restantes lugares coincide con la identidad 1,. Las matrices e;;(r) se llaman matrices
elementales. Llamamos E,(R) al subgrupo de GL,(R) generado por e;;(r), 1 < 4,7 < nyr € R.
Llamamos E(R) al subgrupo de GL(R) generado por las imdgenes de los subgrupos E,(R) a través de
los morfismos GL,,(R) — GL(R).

Lema 2.1.10 (Lema de Whitehead). Si g € GL,,(R) entonces

( g 991 ) € Eon(R).

Demostracidn. Multiplicar a izquierda (a derecha) por la matriz elemental e;;(r) es sumarle a la i-
ésima fila (a la j-ésima columna) r veces la j-ésima fila (la i-ésima columna). Usando ésto, es facil ver
que cualquier matriz triangular con 1 en la diagonal es una matriz elemental (haciendo operaciones
elementales de fila o de columna se la puede llevar a la identidad). El resultado sigue de la siguiente

igualdad.
g 0 (1 g 1 0 1 g 0 -1
0 gt ) \0 1 —-gt 1 0 1 10

Los primeros tres factores estdn en Es, (R) por ser triangulares y tener 1 en la diagonal. El dltimo factor
estd en Fs,(R) porque puede descomponerse como sigue.

()G )G NG )

Lema 2.1.11. [GL(R),GL(R)] = E(R).

Demostracion. Como E(R) C GL(R) tenemos que [E(R), E(R)] C [GL(R), GL(R)]. Laigualdad e;;(r) =
leir (1), ex;(1)] para i, j y k distintos prueba que [E(R), E(R)] = E(R). Basta entonces ver que [GL(R), GL(R)] C
E(R). Sean g,h € GL,(R). En GL(R) tenemos

—17—-1 _ ghgilhil 0 o gh 0 gil 0 hil 0
ghg"h—" = ( 0 1)\ 0 hlg? 0 g 0 h )’
Los factores de la derecha estdn en E(R) por el lema de Whitehead. O

Lema 2.1.12. Sean Ry y Ry anillos con unidad. Las proyecciones Ry X Ry — Ry, inducen un isomorfismo
Ko(R1 X Rg) — KO(Rl) D KQ(RQ).

Demostracion. Sigue de los ejemplos 2.1.3 y 2.1.6. O

Lema 2.1.13. Sean Ry y Ry anillos con unidad. Las proyecciones Ry X Ry — Ry, inducen un isomorfismo
Kl(Rl X Rg) — Kl(R1) D Kl(Rg).

Demostracion. Las proyecciones inducen isomorfismos GL(Ry x Rg) ~ GL(R1) x GL(Rz) y entonces

GL(Rl X R2)ab >~ (GL(Rl) X GL(RQ))ab ~ GL(Rl)ab D GL(RQ)ab.
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A continuacién extendemos las definiciones de K; (j = 0,1) para anillos sin unidad. Denotamos 2ss
a la categoria de anillos (no necesariamente unitarios) con morfismos de anillos. Si A € objAss podemos
darle al grupo abeliano A @ Z una estructura de anillo con unidad definiendo el producto de la siguiente
manera.
(a,n)(a’,n’) := (aa’ +n'a +na',nn")
Notamos A al grupo abeliano A @ Z con este producto. La unidad de A es (0,1), la proyeccién A Zes
un morfismo de anillos que preserva el 1, y el nicleo de A — 7 es un ideal isomorfo al anillo A. Definimos

K (4) = ker(K;(A) > K(2)
para j = 0,1. Si A es un anillo con unidad, hay que ver que esta definicién de K;(A) coincide con la que

tenfamos anteriormente. En tal caso tenemos un isomorfismo A — A x Z, (a,n) — (a 4+ n,n) que hace
conmutar el siguiente diagrama.

~

A—= S Ax7Z
Z

Aplicando K y usando la aditividad (proposiciones 2.1.12 y 2.1.13) obtenemos la igualdad buscada.

ker(K;(A) — K;(Z)) ~ ker(K;(A x Z) — K;(Z)) = K;(A)

Teorema 2.1.14. [Cn08, Theorem 2.4.1] Si0 — A — B — C — 0 es una sucesidn exacta de anillos,
existe un morfismo natural O tal que la siguiente sucesion es exacta.

Ki(A) — K1(B) — K1(C) % Ko(A) — Ko(B) — Ko(C)
Corolario 2.1.15. El funtor Ky : 2ss — b es exacto escindido.

Sea P un R-modulo proyectivo finitamente generado y fijemos un isomorfismo P @ @Q ~ R™. Tenemos
un morfismo de grupos Aut(P) - GLy,(R), a — a®1g, que depende de Q y del isomorfismo PGQ ~ R™.
Puede verse que al componer este morfismo con GL,(R) — K;(R) obtenemos un morfismo Aut(P) —
K1 (R) que depende sélo de P [Weill, Ch. III, Lemma 1.6].

Proposicién 2.1.16. [Weill, Ch. III, Corollary 1.6.1] Sean R y S anillos con unidad. Hay un producto
natural Ko(R) @ K1(S) = K1 (R® S) tal que si P es un R-mddulo proyectivo finitamente generado y
B8 € GL,(S), el producto [P]- S es la imagen de 1p @ B por el morfismo Aut(P ® S™) — K1(R® S).

Sea I un ideal de un anillo R. Llamamos GL(R,I) al nticleo del morfismo GL(R) — GL(R/I).
Llamamos E(R,I) al menor subgrupo normal de E(R) que contiene a las matrices elementales e;;(r)
conr €l

Lema 2.1.17. E(R,I) es un subgrupo normal de GL(R,I) y [GL(R,I),GL(R,I)] C E(R,I).
Definicién 2.1.18. K1(R,I) = GL(R,I)/E(R,I).
Notacion. Si I = (r) notamos GL(R,r) al grupo GL(R,I) y K1(R,r) al grupo K1(R,I).

K1(R,I) es un grupo abeliano por el lema anterior. La inclusién GL(R,I) — GL(R) induce un
morfismo de grupos K1(R,I) — K;(R).

Proposicién 2.1.19. Sea I un ideal de un anillo R. Si el morfismo de anillos R — R/I es una retraccidn
entonces la sucesion
0 — Ki(R,I) — K1(R) — K1(R/I) — 0

es exacta.

Teorema 2.1.20. [Ros95, Corollary 3.2.13] Si R es un anillo regqular a derecha, las inclusiones R — R [t]
y R R[t,t7] inducen isomorfismos Ko(R) ~ Ko(R[t]) y Ko(R) ~ Ko(R [t,t7']).
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2.2. El teorema de Bass-Heller-Swan

Definicién 2.2.1. Una categoria con sucesiones exactas es un par (€,€), donde € es una categoria
aditiva y £ es una familia de sucesiones de la forma

0—C —C—C"—0 (2.1)

que satisfacen las siguientes condiciones.
= Existe una categoria abeliana 2l tal que € es una subcategoria plena de 2.
» & consiste de todas las sucesiones (2.1) en € que son exactas en 2.

= ¢ es cerrada por extensiones. Es decir, si (2.1) es una sucesion exacta en 2l con C’, C" € € entonces
cec.

Las sucesiones de £ se llaman sucesiones exactas de £.
Un funtor exacto F : € — ® entre categorias con sucesiones exactas es un funtor aditivo F' que
manda sucesiones exactas de € a sucesiones exactas de 3.

Ejemplo 2.2.2. La categorfa P(R) de R-médulos proyectivos finitamente generados es una categoria
con sucesiones exactas por ser una subcategoria plena de la categoria de R-mddulos con morfismos de
modulos.

Ejemplo 2.2.3. Llamamos Nil R a la categoria definida de la siguiente manera.

= Los objetos de Nil R son pares (P,v) con P un R-médulo proyectivo finitamente generado y v €
End(P) nilpotente.

» Un morfismo ¢ : (P,v) — (P’,v') en Nil R es un morfismo de R-mddulos ¢ : P — P’ tal que
v =1'p.

Una sucesion de morfismos

(0,0) — (P, V) -2 (P,v) % (P"v") — (0,0)
es exacta si la sucesion 0 —s P’ —% P -%5 P” — 4 0 es exacta. La categoria Nil R es otro ejemplo de
categoria con sucesiones exactas.

Definicién 2.2.4. Sea € una categoria con sucesiones exactas. Definimos Ky € como el grupo abeliano
con generadores [C] para C' € obj € y relaciones

[C]=1[C"]+[C"]
para cada sucesién exacta 0 — C' — C — C” — 0.

Nota. En la definicién anterior estamos suponiendo que € es una categoria pequena, es decir, que obj €
es un conjunto. Si € no es pequenia pero tiene un esqueleto pequenio €, (ver Apéndice A), definimos Ky €
como el grupo abeliano con generadores [Cy] para Cj € obj €y y relaciones

[Col = [Co] + 1C6]
para cada sucesién exacta 0 — C{j — Cy — Cf — 0 con C{,Cy, C € obj&y. Como dos esqueletos

cualesquiera son isomorfos, la definicién de Ky(€) no depende del esqueleto elegido.

Ejemplo 2.2.5. Como todas las sucesiones exactas de médulos proyectivos son escindidas se tiene Ko P(R) ~
Ky(R).

Un funtor exacto F': € — ® entre categorias con sucesiones exactas induce un morfismo de grupos
Ko¢ — Kg®, [C] — [F(C)).
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Ejemplo 2.2.6. Tenemos dos funtores exactos P(R) — Nil R, [P] — [(P,0)] y NilR — P(R), [(P,v)] —
[P]. La composiciéon P(R) — Nil R — P(R) es la identidad de P(R). Entonces

KoNilR = KoP(R) @ NilpR

donde NilpR es el nicleo del morfismo de grupos KoNilR — Ky(R) inducido por NilR — P(R).
Veamos que NilyR estd generado por elementos de la forma [(R™,v)] —n [(R,0)]. Un elemento cualquiera

de Ky Nil R es de la forma
D IR v)] = Q)]

Usando que [(P’, )]+ [(P",v")] = [(P' ® P",v' @ v")] vemos que la expresién anterior puede escribirse
como [(P,v)] — [(Q,n)]. Si un tal elemento estd en NilgR tenemos [P] = [Q] en Ky(R). Entonces existe
T €objP(R) tal que P& T ~ Q & T ~ R". Entonces

(P, )] = [(@,)] (PaT,ve0)] - [(T,0)] - [(Q&T,n®0)] +[(T,0)]
= ([(B",v & 0)] =n[(R,0)]) = ((R",n® 0)] = n[(R,0)]).

En lo que sigue veremos que K Nil R es un sumando directo natural de K; (R [t, t’l] ).
Definicién 2.2.7. Una matriz a € M, (R[t]) se dice t-isomorfismo si o € GLy (R [t,t7]).

Notacién. Si a € M, (R[t]) denotamos coker o al conticleo del morfismo R [t]" — R[t]".

Lema 2.2.8. Sea a € M, (R[t]) un t-isomorfismo. Entonces coker o es un R-mddulo proyectivo finita-
mente generado y el endomorfismo t : coker a — coker o multiplicacion por t es nilpotente.

Demostracion. Veamos primero que la multiplicaciéon por ¢ es un endomorfismo nilpotente de coker c.
Basta ver que existe | € N tal que (coker a)t! = 0. Llamemos e; al iésimo vector canénico de R [¢]". Como
R [Lt‘l]n R [t,t_l]n es un isomorfismo, existe v; € R [t,t_l]n tal que aw; = e;. Tomando I[; € N
suficientemente grande, v;t' € R[t]" y el vector e;t'" = a(v;t’) es 0 en coker a. Haciendo lo anterior
para todo 1 < i < n y tomando | = méx/; se tiene (coker a)t! = 0.

1
Veamos que coker o es finitamente R-generado. Como la composicién R [t]" 5 R[t]" — coker o es
el morfismo 0, la proyeccién R [t]" — coker a se factoriza por el contcleo de la multiplicacién por ¢ y
tenemos un morfismo suryectivo

R ~ R[t]" /t'R[t]" — coker .

Sélo queda por ver que coker a es R-proyectivo. Como « es un t-isomorfismo, o : R[t]" — R[t]" es
inyectivo y tenemos una sucesion exacta como sigue.

0— R[t]" - R[t]" — cokera —> 0.
Entonces
0 — Tor™™(cokera, R[t] /t)) — R[]" /ER[]" -2 R[t]" 'R [t]" —> cokerax — 0
también es exacta y el primer término de la sucesién es isomorfo a coker a. En efecto, usando la resolucién
1
R [t]-proyectiva 0 — R[t] - R[t] — R[t] /t! — 0 tenemos
1
Tor?m (coker v, R [t] /t') = ker(coker o —— coker o) = coker .
Consideremos la siguiente sucesién exacta.

0 —s cokera — R[t]" /' R[t]" 5 ima — 0
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Como R[t]" /t'R[t]" ~ R™ es R-proyectivo, para probar que cokera es R-proyectivo basta ver que
proj dimpim & < 1. Al ser (coker a)t! = 0 tenemos

t'R[t]" C ker(R[t]" — cokera) = a(R[t]")

y entonces ima = a(R [t]") /'R [t]". Pero los R [t]-médulos a(R[t]") y t'R[t]" son isomorfos a R[t]" y
entonces son R-proyectivos. Sigue que proj dimpima < 1. O

Proposicién 2.2.9. FEziste un morfismo de grupos Ki(R [t,t‘l}) SN KoNilR que manda a cada t-
isomorfismo o € My, (R[t]) a la clase [(coker a, t)].

Demostracion. Como K; = GLg, basta definir un morfismo 0 : GL(R [t,til]) — KgNilR. Sea 8 €
GLy(R [t,t71]). Existe k € N tal que t*8 € M, (R [t]) es un t-isomorfismo. Definimos

0(5) = [(coker(t*),1)] — k[(R[]" /tR 1", 0)].

Hay que ver que la definiciéon de 0 no depende de la eleccién de n y k. Fijemos n y veamos que la
definicién no depende de k. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas.

0 R[" RY" R[t]" Jt'R[t]" —— 0
tk-Hﬂ tkﬂ J
0 R[t]" —— R[t]" 0 0

Por el lema de la serpiente hay una sucesién exacta 0 — R [t]" /t'R[t]" — coker(t*T?3) — coker(t*3) —
0. Como los morfismos de la sucesién son morfismos de R [t]-mddulos, conmutan con la multiplicacién
por ¢ y entonces

[(R[" /H'R[Y)" )] + [(coker(t*B),t)] = [(coker(t""*B),t)] € Ko Nil R. (2.2)
Tomando i =1y 8 =1, en la igualdad anterior obtenemos
[(RIE]"JtR[" )]+ [(R[" E"RIY",¢)] = [(R[Y" /t" ' R[] ,t)] € KoNilR.

Por induccién en k se muestra que

[R[" /" RI" )] = k[(R[A)" /tR[]" )] = k[(R[]" /tR[t]",0)] € Ko Nil R.

Usando la iguadad anterior y (2.2) obtenemos

[(coker(t"+73), )] — (k + 1) [(R[1]" /t,0)] = [(R[]" /', )] + FCOker(tk ); )} (k+14) [(R[t]" /t,0)]
= i[(R H /t,0)] + [(coker(t*8), 8)| — (k + ) [(R[t]" /,0)]
= [(coker(t*B),t)] — k[(R[t]" /t,0)] € Ko NilR.

Tenemos entonces funciones bien definidas GL,, (R [t, til}) — Ko Nil R para cada n. Veamos que son
morfismos de grupos. Dadas «,3 € GL, (R [t,t7']) tomamos k € N tal que t*a,t*3 € M,(R[t]) son
t-isomorfismos. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas.

0 —— R[t]" —— R[t]" 0 0

ltkﬁ t?kap J
tk

0—— R[t]" S R[]" coker(tFa) ——— 0
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Por el lema de la serpiente hay una sucesién exacta 0 — coker(t¥3) — coker(t?*a3) — coker(t*a) — 0.
Como los morfismos de esta sucesién son morfismos de R [t]-mdédulos, conmutan con la multiplicacién
por t, y tenemos

[(coker(t**ap),t)] = [(coker(t*B3),t)] + [(coker(t"a),t)] € Ko Nil R.

Entonces

D(af) = [(coker(**ap, 0] —2k[(R[" /LR [1]",0)
(coker(t’fﬁ)7t)] + [(coker(tka),t)] —2k[(R[t]" /tRI]",0)]

d(a) + 0(B) € KoNil R.

Para terminar la demostracién falta ver que los morfismos GL, (R [t]) — Ko Nil R son compatibles
y definen un morfismo GL(R[t]) — KoNilR. Sean 8 € GL,(R[t,t7']) y r € N. Sea k € N tal que
t*B € M,(R[t]) es un t-isomorfismo. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas.

0 —— R[] —— R[{]*™" R[t] 0
t*3 lt"'(ﬁ@ 1) th
0 R[" R["*" R[] 0

Por el lema de la serpiente tenemos

[(coker(tk’(ﬂ@ 1)), t)] = [(Coker(tkﬁ),t)} + (R[] /tk,O)} € Ky NilR.
Entonces
oB@1,) = [(coker(th(B@1,)),t)] — [ iRt ]n+r’0)]

[( k|(R
= [(coker(t*B),t)] — k[(R[t]" /tR[t]",0)]
d(B) € Ko Nil R.

O

Lema 2.2.10. La composicion Ko(R) X Ki(R[t,t71]) LA KoNilR — Ky(R) es la identidad, donde -t
es el producto con t € K1 (Z [t,til]) de la proposicion 2.1.16.

Demostracion. Sea [P] € Ky(R). Fijemos un isomorfismo P & Q £ R" con Q € obj P(R). A través
de ¢ el morfismo tlpy¢-1) @ Lgpe-1) € Aut(P [t,t’l] D Q [t,t’l]) se identifica con una matriz § €
GLy(R[t,t71]). Més atn, 8 € M,(R[t]) es un t-isomorfismo. Tenemos [P] -t = [§] € K1(R [t,t7}]).

Entonces
o(lp]-t) = 0(p)
= [(coker 3,1)]
e (coker(tlp[t] D lQ[t ) )]
(coker t1py, t)] + f(coker 1o, t)]
= E H)]/tPH 0)]+0

O

Lema 2.2.11 (Truco de Higman). Para cada g € GL(Rt],t) existe una matriz nilpotente v con coefi-
cientes en R tal que [g] = [1 — vt] en Ki(R[t]).

Demostracion. Observamos primero que si 1 — vt € GL,, (R [t]) con v € M, (R) entonces v es nilpotente.
En efecto, sea g +nit -+ - - +nxt* la inversa de 1 — vt con n; € My (R). Igualando coeficiente a coeficiente
ambos miembros de la siguiente igualdad

1= (1—vt)(no+mt+---+mt*)
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se obtiene 1 =ng, v =01, V)1 = N2, .., UNk—1 = Nk, VN = 0, de donde vl = 0.
Sea g € GL(R|[t],t). Entonces g = 1 +y1t + - - - + Yt* con v; € M, (R). Si k = 0 no hay nada que
hacer. Si k = 1 tomamos v := —v; y v es nilpotente por lo anterior. Si k > 2 razonamos inductivamente

como sigue. Médulo E(R [t],t) tenemos

g 0 g wt* g—t® ottt
0 1 0 1 —t 1
y la matriz de la derecha tiene grado menor que k. O

A continuacién definimos un morfismo de grupos 7 : NilgR — K;(R[t],t). Dado (P,v) € objNilR
sea 7(P,v) la imagen de 1 — vt € Aut(P [t]) por el morfismo Aut(P [t]) — K;i(R[t]). Verifiquemos que 7
es aditiva en sucesiones exactas. Sea una sucesién exacta

(0,0) — (P',v') — (P,v) — (P",v"") — (0,0)

en Nil R. Fijando un isomorfismo P ~ P’ & P” tenemos

(1= ~t (1=t 0 1 7t
(1_”)_< 0 1—1/”t>_( 0 1—V”t)<0 1 >

Entonces [1 —vt] = [1 — V't][1 — v"t] en K1(R][t]). Como 7 es aditiva en sucesiones exactas, define un
morfismo 7 : KgNilR — K;(R[t]). Como 1 — vt = 1(¢) el morfismo 7 se correstringe a K1 (R [t],t).

Lema 2.2.12. Sea s =t~1, entonces la composicion
§: Ki(R[s],s) = Ki(R[s]) = K1(R[s,s7']) = Ki(R[t,t7']) % KoNilR — NiloR
es un isomorfismo, donde 0 es el morfismo de la proposicion 2.2.9.

Demostracion. Veremos que el morfismo 7 : NilgR — K;(R[s],s) definido arriba es la inversa de §. Por
el truco de Higman, todo elemento de K;(R[s],s) es de la forma [1 —vs] con v € M, (R) nilpotente.
Entonces

S(1—wvs) = o(1—wtt)
= ot Yt—v))
= I(t—v)—0(tl,)
= [(R[]" /(t=v)R[)", )] = [(R[t]" /tR[t]" V)]
= [(R",v)] = n[(R,0)]
de donde
76(1 —wvs) = 7([(R",v)] —n[(R,0)]) = [1 — vs]
Yy

or([(R", v)] = n[(R,0)]) = 6(1 —vs) = [(R",v)] = n[(R,0)].

Corolario 2.2.13. K1(R[s]) — Ki(R [s,s7']) es inyectivo.

> ) . _— . . .
Demostracion. El morfismo R [s] > R es inverso a izquierda de la inclusién R — R [s]. Por la proposi-
ci6én 2.1.19 la siguiente sucesién es exacta escindida:

0 — Ki(R[s],s) — Ki(R][s]) — K1(R) — 0.

Entonces hay una descomposicién K1 (R)® K1 (R [s], s) = K1(R[s]) inducida por las inclusiones. Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 Kll(R) K1 (,lf [S]) K1(Rf8} ,S) —0
0 K1 (R) d Ki(R[s,s71]) —— cokerj ——— 0
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en el que los morfismos del cuadrado de la izquierda son los inducidos por las inclusiones. Por el
lema de la serpiente, para ver que Ki(R[s]) — Ki(R[s,s7']) es inyectivo basta ver que el morfis-
mo Ki(R([s],s) — cokerj lo es. Este ultimo morfismo es igual a la composicién

Ki(R[s],s) — K1(R[s]) — Ki(R [s,s']) — coker j. (2.3)

Consideremos el morfismo § del lema anterior. Se verifica ficilmente que § se factoriza por (2.3). Entonces
K1(R[s],s) — coker j es inyectivo al ser d un isomorfismo. O

Teorema 2.2.14. La siguiente sucesion es exacta
Ki(R[l]) — Ki(R[t,t7']) <% KoNilR
donde O es el morfismo de la proposicion 2.2.9.

Demostracion. Ver [Weill, Ch. III, Theorem 3.2]. O

Para un funtor F : 2Ass; — 2Ab definimos NF : Ass; — Ab, NF(R) := ker (F(R 1) =4 F(R)).

Como la evaluacion en 0 es una retraccién con seccién natural, hay un isomorfismo natural
F(R[t])) = F(R)® NF(R).
Por la proposicién 2.1.19, como R [t] =} Resuna retraccién,
Ki(R[l],t) = ker (Kl(R 1) =3 Kl(R)) = NKi(R).

Teorema 2.2.15. (Bass-Heller-Swan) Existe una retraccién natural Ki(R [t,t71]) — Ko(R) con sec-
cion natural [P] — [P] -t tal que la siguiente sucesidon es exacta.

0 — Ki(R) = Ki(R[t]) @ Ky (R[t7']) — Ky(R[t,t7]) — Ko(R) — 0
Como consecuencia hay un isomorfismo natural
Ki(R[t,t7']) =~ Ki(R) @ NK1(R) & NK1(R) & Ko(R).
Demostracion. Consideremos la sucesién
0 — Ky(R[t]) — Ki(R[t,t7"]) <% KoNil R — 0 (2.4)

donde 9 es el morfismo de la proposicién 2.2.9. La sucesion es exacta en Ki(R[t]) y en Ki(R[t,t71])
por el corolario 2.2.13 y el teorema anterior respectivamente. Consideremos el isomorfismo Nilg R ~
Ki(R[t™'],t7!) dellema 2.2.12. Los morfismos Ko (R) 5 Ki(R [t,t7'])yNilg R ~ Ky (R [t7'] ,t71) —
Ki(R[t,t7]) inducen un morfismo

KoNilR = Ko(R) @ Nilg R — K1 (R [t,t71])

que es inverso a derecha de Kj(R [t,t’l]) N Ky NilR. En efecto, ésto es consecuencia de las de-
mostraciones de los lemas 2.2.10 y 2.2.12. Entonces la sucesién (2.4) es exacta escindida y tenemos
Ki(R[t]) ® KoNilR = Ki(R[t,t7]). Usando los isomorfismos K;(R[t]) = Ki(R) & Ki(R[t],t) y
KoNilR = Ko(R) ® K1(R [t7] ,t7!) obtenemos una descomposicién

Ki(R)@ K (R[t],t) @ Ki(R[t7'],t7") & Ko(R) = K1 (R [t,t71)).

Las inclusiones de los tres sumandos de la izquierda son los morfismos inducidos por las inclusiones
R— R[t,t7'],R[t] = R[t,t7'] y R[t7'] = R[t,t7']. La inclusién del sumando Ko(R) es el morfismo
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Ky(R) X Ki(R[t,t71]), v la proyeccién sobre el sumando Ko(R) es el morfismo Ki(R [t,t7]) 2

Ko Nil R - Ky(R). Tenemos entonces una sucesién exacta
0— Ki(R)@ Ki(R[t],t) @ Ky(R[t7'] ,t7") — Ki(R[t,t7']) — Ko(R) — 0 (2.5)

donde el morfismo K1 (R [t,t7']) = Ko(R) es una retraccién con seccién natural [P] — [P]-¢. Llamemos
M al grupo abeliano K1(R) ® K1(R[t],t) ® Ki(R[t™],¢t!). Usando las descomposiciones K1 (R [t]) =
Ki(R)® K1(R[t],t) y Ki(R[t7']) = Ki(R) ® K1 (R [t7'],t7!) tenemos inclusiones K1(R[t]) = M y
Ki(R [t_l]) — M que inducen una sucesién exacta

0 — Ki(R) == Ky(R[]) & Ky(R[t7']) — M — 0.
Juntando esta sucesién con la sucesién 2.5 obtenemos el resultado buscado. Observamos que el morfismo
Ki(R[t])®K (R [t7']) — K1(R [t,t7!]) es el inducido por las inclusiones R [t] — R [t,t '] y R[t 7] —
Rt t71]. O
2.3. Los grupos K, para j <0
Por el teorema de Bass-Heller-Swan, si R es un anillo con unidad
Ko(R) = coker (K1 (R[t]) ® K1(R[t™"]) — Ki(R[t,t7])).
Con esta motivacion, se define inductivamente para j < 0
K](R) = coker (Kj+1(R [t]) D Kj+1(R [til]) — Kj+1(R [t,til})) .

Teorema 2.3.1. Para todo j < 0 eziste una retraccion natural K 1(R [t,t7']) — K;(R) con seccion
natural tal que la siguiente sucesion es exacta.

0 — Kjp1(R) = K1 (RI]) @ K (R[E1]) — Ky (R[¢71]) — K;(R) — 0
Como consecuencia hay un isomorfismo natural
Kjni(R[t,t7]) ~ Kjr1(R) ® NKj1(R) ® NKjy1(R) @ Kj(R).

Demostracion. Hacemos el caso j = —1 y los casos restantes se prueban andlogamente de manera induc-
tiva. Como el funtor Ko(—) es un sumando directo del funtor Ki(— ® Z [t,t71]), la sucesién

0 — Ko(R) — Ko(R[s]) & Ko(R [s7']) — Ko(R [s,s7']) (2.6)
es un sumando directo natural de la sucesion
0— Ki(R[t,t7]) — Ki(R[s,t,t ' )@ Ky(R[s ' t,t71]) — Ki(R[s, s, t,t71)).

Como la tltima sucesion es exacta por el teorema de Bass-Heller-Swan para el anillo R [t, t_l} , la sucesién
(2.6) también es exacta. Ademds

coker (K1 (R [s,t,t ') @ K1(R[s ', t,t7!]) — K1 (R [s,s7 ' t,t71])) (2.7)
se descompone naturalmente en cuatro sumandos directos, uno de los cuales es
coker (Ko(R[s]) ® Ko(R [s7']) — Ko(R [s,57'])) = K_1(R). (2.8)

Como (2.7) tiene una seccién natural, lo mismo ocurre con (2.8). O
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Ejemplo 2.3.2. Veamos que K;(R) = 0 para j < 0y R un anillo regular a derecha. Hacemos induccién en
j. Si R es regular a derecha, el morfismo Ko(R[t]) — Ko(R [t,t7]) es un isomorfismo por el teorema
2.1.20. Entonces

K_1(R) = coker(Ko(R[t]) @ R[t™']) — Ko(R [t,t7'])) = 0.

Sea j < —1 y supongamos que K;;1 se anula en los anillos regulares a derecha. Sea R regular a derecha.
El anillo R [t, t_l] también es regular a derecha [Ros95, Corollary 3.2.4]. Por el teorema anterior K;(R)
es un sumando directo de K 1(R [t, t_l] ), pero este dltimo grupo es 0 por hipétesis inductiva aplicada
al anillo R [t,t_l].

Queremos extender la definicién de K; con j < 0 para anmillos sin unidad. Para tener una buena
definicién, primero hay que probar que son funtores aditivos.

Proposicion 2.3.3. Sean R; y Ry anillos con unidad. Las proyecciones Ry X Ry — Ry inducen un
isomorfismo K;(Ri x Ry) = K;(R1) @ K;(R2) para todo j < 0.

Demostracion. Hacemos el caso j = —1; los casos restantes se hacen andlogamente de manera inductiva.
Las proyecciones Ry X Ry — Ry inducen isomorfismos como sigue.

(Ri x Ro) [t,t7'] = Ry [t,t7'] x Ro [t,¢7]

Ko((R1 x Ro) [t,t7']) = Ko(R1 [t,t7']) @ Ko(Ra [t,t71]) (2.9)

Como el funtor K_1(—) es un sumando directo de Ko(— ® Z [t,t']), el morfismo K_1(R; x Ry) —
K_1(R1)®K_1(Rs3) es un sumando directo natural del isomorfismo (2.9), y es por lo tanto un isomorfismo.
O

Proposicion 2.3.4. Sea A € objAss. Hay una sucesion exacta natural
0 — Ko(A) = Ko(A[t]) @ Ko(A[t™]) — Ko(A[t,t7']) — K_1(A) — 0
y el morfismo Ko(A [t,t71]) — K_1(A) tiene una seccidn natural.

Demostracién. Dado un anillo B, K(B) es sumando directo de Ko(B [t]) y Ko(B [t7!]) inducido por
las inclusiones B < Bt] y B < B [t!]. Denotamos

Ko(Bt]) ® Ko([t™'])
(b, —b), b€ Ko(B)

Ko(BH]) @xo(m) Ko(B[t71]) ==

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo. Por el teorema de Bass-Heller-Swan las filas son exactas
y los morfismos horizontales de la derecha admiten secciones compatibles.

0 —— Ko(A[t]) @, 4y Ko(A[t7']) —— Ko(A[t,t7]) —— K_1(4) —— 0

|

0—— K()(Z [t]) @KO(Z) K()(Z [t_l]) —— K() Z [t,t 1 — Kfl(Z) — 0

Por el lema de la serpiente, los nicleos de los morfismos verticales forman una sucesién exacta. El nicleo
del morfismo de la derecha es K_;(A). Como Kj es exacto escindido y la sucesién 0 — A [t,t’l] —
A [t, til] —7Z [t, til} — 0 es exacta escindida, el nicleo del morfismo del medio es Ky(A [t, t’l] ). Sélo
queda por ver que el niicleo del morfismo de la izquierda es Ko(A [t]) @k, (a) Ko(A [t7!]). Esto sigue de
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usar el lema de la serpiente con el diagrama de abajo.

O

Teorema 2.3.5. Si0 - A — B — C — 0 es una sucesion exacta de anillos, existe un morfismo natural
0o : Ko(C) — K_1(A) tal que la siguiente sucesion es exacta.

Ko(A) — Ko(B) — Ko(C) 2% K_1(A) — K_1(B) — K_1(C)

Demostracion. Veamos primero que el resultado vale para una sucesién exacta 0 - I — R — R/I — 0
donde I es un ideal de un anillo unitario R. Las sucesiones

0—I[t]— R[] — (R/D[t] —0 y 0—I[tt7'|—R[tt'] — (R/I)[t,t7"] —0

son exactas. Tenemos un diagrama conmutativo como sigue.
0—— Kl(R) E—— Kl(R [t]) &) Kl(R [til}) E—— Kl(R [t,til]) E— K()(R) — 0
0 — K (R/I) — K (R/I[t]) ® K1(R/I [til]) — K1 (R/I [t,til]) — Ko(R/I) — 0
15} o® 0 o o

0 _— K()(I) _— Ko(.[ [t]) @ K()(I [til]) _— K()(I [t, til]) _— Kfl(_[) _— 0

0 —— Ko(R) —— Ko(R[t]) & Ko(R [t7']) —— Ko(R[t,t7!]) —— K_1(R) —— 0

0 —— Ko(R/I) — Ko(R/I[t]) ® Ko(R/I [t']) — Ko(R/I [t,t7']) — K_1(R/I) — 0

Las tres columnas de la izquierda son exactas por el teorema 2.1.14. El morfismo dy es el inducido por
Ki(R/I [t,t7Y)) N Ko(I [t,t71]). Las dos filas de arriba son exactas por el teorema de Bass-Heller-
Swan. Las tres ultimas filas son exactas por la proposicién anterior. Hay que ver que la columna de la
derecha es exacta. Es claro que la composicién de dos morfismos consecutivos es nula. La exactitud en
K_1(I) y K_1(R/I) se prueba usando que los morfismos de la derecha de las tres tltimas filas tienen
secciones compatibles (por el teorema anterior). La exactitud en Ky(R/I) requiere un poco més de
trabajo.

Si0 —+ A — B — C — 0 es una sucesién exacta de anillos no necesariamente unitarios, A es isomorfo
a un ideal de B tal que la sucesién 0 — A — B — C' — 0 es exacta. Por el caso anterior tenemos un
diagrama conmutativo con filas exactas como sigue.

Ko(A) —— Ko(B) —— Ko(C) =2 K_1(A) —— K_1(B) —— K_1(C)

| l | | l l

0 Ko(Z) —— Ko(Z) 0 K 1(Z) —— K_1(2Z)
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Tomando niicleos de los morfismos verticales se obtiene la sucesién exacta buscada (la sucesién de los
ntcleos es exacta porque los morfismos verticales admiten secciones compatibles). O]

Corolario 2.3.6. FEl funtor K_; : ss — Ab es exacto escindido.

Corolario 2.3.7. Si0 - A — B — C — 0 es una sucesion exacta de anillos, eristen morfismos
naturales 0; : K;(C) — K;_1(A) (j < 0) tales que la siguiente sucesién es exacta.

Ko(A) — Ko(B) — Ko(C) 2% K_1(A) — K_1(B) — K_1(C) 25 K_y(A) —> -

Como consecuencia, los funtores K; : Ass — Ab (j < 0) son ezactos escindidos.

Demostracion. Usando que K_; es exacto escindido se prueba un resultado andlogo a la proposicién
2.3.4 para K_1 y K_5. Razonando igual que en el teorema anterior se extiende la sucesion exacta hasta
K_5. Procediendo de manera inductiva se extiende la sucesién hasta K; para todo j < 0. O

2.4. Colimites filtrantes

En esta seccién probamos que los funtores K; : 2ss — 2(b con j < 1 conmutan con colimites filtrantes
(ver Apéndice A).

Proposiciéon 2.4.1. FEl funtor K; : Ass; — 2Ab conmuta con colimites filtrantes.

Demostracion. Sean J una categoria filtrante y R : J — 2ss; un funtor. Sean S un anillo con unidad y
7 : R — A(S) una transformacién natural tales que (S, 7) es un colimite de R. Veremos que (K1(S), K17)
es un colimite de K7 R.

Sean H un grupo abeliano y ¢ una transformacién natural K1 R — A(H). Debemos ver que existe
un tnico morfismo ¢ : K1(S) — H tal que

Tix

K1(R(i)) —— Ki(s)

\ Jw (2.10)

H

conmuta para todo i € objJ.

Un elemento de Kj(s) estd representado por una matriz A € GL(s). Como la matriz tiene finitos
coeficientes, existe i € objJ tal que todos los coeficientes de A estéan en la imagen del morfismo 7;. Es
decir, [4] = 7;, [4;] € K1(s) para cierta matriz A; € GL(R(7)). Definimos ¢ [A] := ¢; [A;]. Es claro que
© es la tnica que hace conmutar el diagrama (2.10). S6lo hay que probar la buena definicién.

Supongamos que 7;, [4;] = 7;, [A;] para ciertos ¢, j € objJ, A; € GL(R(i)) y A; € GL(R(j)). Como J

es filtrante existe k € obj J tal que existen morfismosu : ¢ — ky v : j — k. Entonces 7y, [u*Az-v*Aj_l] =1

en Ki(s), es decir, 7y, (usA;vs 4] ') es un producto de matrices elementales. Como toda matriz elemental

de GL(s) es la imagen por 7y, de una matriz elemental de GL(R(s)) para algin s € objJ, existen

| € objJ y un morfismo w : k — [ tales que w(u.A;v<A; ") es elemental. Entonces

1=y [w(us Av A7) = 05 [Ai] @ [A45] 7
probando la buena definicién de ¢. O
Corolario 2.4.2. Los funtores K,, : Assy — 2Ab conmutan con colimites filtrantes para n < 1.

Demostracion. Por el teorema de Bass-Heller-Swan el funtor Ky es sumando directo natural de K;(— ®
Z [t,t71]). Como K y el producto tensorial conmutan con colimites filtrantes [AM69, Ch. 2], Ki(— ®
Z [t,t7]) conmuta con colimites filtrantes y lo mismo vale para Ky. Para n < 0 la afirmacién se
demuestra inductivamente de manera andloga. O



CAPITULO 2. K-TEORIA NEGATIVA Y LA CONJETURA DE ROSENBERG 29

Lema 2.4.3. El funtor ~: Ass — Ass; conmuta con colimites filtrantes.

Demostracion. Sean J una categorfa filtrante y A : J — %Ass un funtor. Sean B € objRyss y 7: A — A(B)
una transformacién natural tales que (B,7) es un colimite de A. Veremos que (B, 7) es un colimite de
A.

Sean R un anillo con unidad y ¢ : A — A(R) una transformacién natural. Debemos ver que existe
un tnico morfismo de anillos con unidad ¢ : B — R tal que el diagrama

A()

Ti %
—_—
N

Dado ¢ € objJ llamemos p; al morfismo A(i) — ;1(7) definido por p;(a) = (a,0). Siu:i — j es un
morfismo en J tenemos un diagrama conmutativo como sigue.

@

o —

conmuta para todo i € objJ.

AJ(’L) o T “ LR
AG) —2— AG)

Por la propiedad universal del colimite existe un tinico morfismo ¢ : B — R tal que ¢7; = p;p; para
todo i € objJ. Definimos ¢ : B — R por ¢(b,n) =n + ¢(b), ¢ resulta morfismo de anillos con unidad y
es unico tal que @7, = ;.

¢Tis(a,n) = ¢(7i(a),n) = n+97i(a) = n+ pipi(a) = ¢i(0,n) + i(a,0) = pi(a,n)

Corolario 2.4.4. Los funtores K,, : Jss — Ab conmutan con colimites filtrantes para n < 1.

Demostracién. Para todo anillo A hay una descomposicién natural K, (A) = K, (A)®K,(Z). El resultado
sigue del lema anterior y del corolario 2.4.2. O

2.5. La conjetura de Rosenberg

Para terminar el capitulo damos una demostracion de la conjetura de Rosenberg.

Teorema 2.5.1 (Conjetura de Rosenberg). Sea 7 < 0. El funtor contravariante Comp — 2Ab, X —
K;(C(X)) es invariante por homotopia y se anula en los espacios topoldgicos contrdctiles.

Demostracion. La demostracién consiste en verificar que el funtor K; : Comm — 2b verifica las hipdtesis
del teorema 1.1.1. El funtor K; es exacto escindido en C*-dlgebras por el teorema 2.3.7 (de hecho, es
exacto escindido en Ass). En la seccién anterior vimos que Kj; : 2Ass — 2Ab conmuta con colimites
filtrantes. Como el funtor inclusiéon €omm — 2Ass conmuta con colimites filtrantes, lo mismo sucede
con K; : Comm — Ab. Si V es una variedad afin suave, C[V] es un anillo regular (ver Apéndice B) y
K;(C[V]) = 0 por el ejemplo 2.3.2. Entonces el funtor Comp — Ab, X — K;(C (X)) verifica las hipdtesis
del teorema 1.1.1 y es invariante por homotopia. Si X € objComp es contractil, K;(C(X)) = K;(C(x)) =
K;(C) =0 porque C es regular. O



Apéndice A

Categorias

A.1. Categorias, funtores y transformaciones naturales

Definicién A.1.1. Dar una categoria € equivale a dar la siguiente informacion.
= Una clase obj € de objetos.

= Un conjunto home (X, Y) de morfismos de X a 'Y para cada par de objetos X e Y. Es comtn usar

las notaciones f: X =Y y X Ty para referirse a un morfismo f € home(X,Y).

= Funciones composicion
o:home(Y,Z) x home(X,Y) — home(X,Z), (f,9)— fog
que verifican la propiedad asociativa. Es decir, siempre que se tienen morfismos
wLx Ly Lz
vale ho(go f)=(hog)o f.
» Una morfismo identidad 1x € home (X, X) para cada X € obj € tal que
lzof=f y foly=/f
para todo morfismo f:Y — Z.

Notacion. En general omitimos el o y escribimos fg en lugar de f o g.

Ejemplo A.1.2. Los grupos abelianos y los morfismos de grupos son respectivamente los objetos y los
morfismos de una categoria, que denotamos 2b. La composiciéon de morfismos y las identidades son las
usuales. De manera andloga, tenemos una categoria Comm de C-ilgebras conmutativas y morfismos de
algebras, una categoria €omp de espacios topoldgicos compactos y funciones continuas, una categoria 2ff
de variedades afines y funciones regulares, y una categoria 2ss de anillos y morfismos de anillos.

Ejemplo A.1.3. A un conjunto parcialmente ordenado (P, <) podemos asociarle una categoria € de la
siguiente manera.

x 0bjC:=P.

» hom(z,y) tiene un dnico elemento si < y, y es vacio en caso contrario.

30
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Ejemplo A.1.4. Dada una categoria €, la categoria opuesta €°? tiene como objetos a los objetos de €y
como conjuntos homeer (X,Y") a los conjuntos home (Y, X). Dados f € homger (X,Y) y g € homeer (Y, Z)
definimos

goeon fi= foeg.
Las identidades en €°? son las identidades en €.

Sea € una categorfa. Un morfismo f : X — Y se llama retraccion (seccion) si existe g : ¥ — X
tal que fg = 1y (respectivamente gf = 1x). Un morfismo f : X — Y se llama isomorfismo si existe
g:Y = X tal que fg =1y y gf = 1x (se puede ver que un tal morfismo g es tnico).

Definicién A.1.5. Sean € y © categorias. Un funtor covariante F : € — ® es una regla que le
asocia a cada ¢ € obj€ un objeto F(c) € obj®, y a cada morfismo f € home(c,¢’) un morfismo
F(f) € homg (F(c), F(c')). Ademds esta asociacién debe respetar composiciones e identidades, es decir,
F(fg) = F(f)F(9) y F(1.) = 1p(). Un funtor contravariante F' : € — © es un funtor covariante
F:¢% 5 D.

Aclaracion. Usamos la palabra funtor para referirnos siempre a funtores covariantes excepto que se
indique lo contrario.

Notacion. Si F : € — D es un funtor y f es un morfismo en € notamos f, al morfismo F(f).SiG: € - D
es un funtor contravariante y f es un morfismo en € notamos f* al morfismo G(f).

Ejemplo A.1.6. Si € y D son categorfas y d € obj®, tenemos un funtor A(d) : € — D que vale d en
todos los objetos y 14 en todos los morfismos.

Ejemplo A.1.7. Sean € y D categorfas y F' : € — D un funtor. Si f es una retraccién (una seccién) en €
entonces f, es una retraccién (respectivamente una seccién) en D.

Un funtor F : € — ® induce funciones home (¢, ¢’) — homg (F(c), F(c¢')) para todo par de objetos
¢, € obj€. Decimos que F es pleno si estas funciones son suryectivas; decimos que F es fiel si son
inyectivas.

Sea € una categoria. Una subcategoria © de € es una categoria tal que todos los objetos de ® son
objetos de €, homyp (z,y) C home(x,y) para todo par z,y € objD, la composicién en D es la restriccién
de la composicién en € y los morfismos identidad de © son los morfismos identidad de €. Si © es una
subcategoria de € la inclusion ® < € es un funtor fiel. Si ademés la inclusion es plena decimos que D
es una subcategoria plena de €.

Ejemplo A.1.8. La categoria Ass; de anillos con unidad y morfismos que preservan el 1 es una subcate-
goria de Ass. El funtor inclusion 20ss; — 2ss no es pleno. El morfismo

Z—MM@,nH(nO)

0 0

es un ejemplo de morfismo que pertenece a homgss(Z, Ma(Z)) pero no a homgss, (Z, M2(Z)).

Ejemplo A.1.9. Llamamos ol a la subcategoria plena de €omp cuyos objetos son los poliedros.
Ejemplo A.1.10. Un esqueleto de una categoria € es una subcategoria plena € tal que todo objeto
de € es isomorfo a un unico objeto de &y. Puede verse que dos esqueletos cualesquiera de una misma
categorfa son isomorfos. Esto significa que si €y y € son esqueletos de €, existen funtores F : €5 — €&
y G : €, — € tales que FG = ley vy GF = lg,.

Definicién A.1.11. Sean F,G : € — © funtores. Dar una transformacion natural n de F' a G es dar
para cada ¢ € obj € un morfismo 7. : F(¢) = G(c) de manera que el cuadrado

F(e) 2 F(¢)

|

<;
3

conmute para cualquier morfismo f : ¢ — c.
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Ejemplo A.1.12. Sean J y € categorfas. Los funtores de J a € son los objetos de una categoria, que
denotamos €Y. Un morfismo de F a G en €7 es una transformacién natural de F a G. Un isomorfismo
natural de F a G es un isomorfismo de F a G en €7,

Si d es un objeto de una categoria ® y F': € — © es un funtor, definimos una categoria (c | F') de
la siguiente manera.

= Los objetos de (d | F') son pares (f,c) con c € obj€y f:d— F(c).

» Los morfismos h: (f,¢) — (f’,¢’) son morfismos h : ¢ — ¢’ en € que hacen conmutar el diagrama.

d
/N
F(e) — F(d)

= La composicion y las identidades estdn dadas por la composicién y las identidades en ©.

La categoria (d | F) se llama coma categoria.

Notacion. Si el funtor F es la inclusién de una subcategoria € < @ usaremos la notacién (d | €) para
referirnos a (d | F).

A.2. Colimites

Definicién A.2.1. Un colimite de un funtor F' : J — € es un objeto de € notado colim F' junto con
una transformacién natural 7 : F — A(colim F') universal entre todas las transformaciones naturales
F — A(c) con ¢ € obj €. Esto significa que dados ¢ € obj € y una transformacién natural n : F' — A(c)
existe una tnica transformacién natural ¢ : A(colim F) — A(c) tal que 7 = 1. Observamos que dar
una transformaciéon natural A(colim F') — A(c) es lo mismo que dar un morfismo colim F' — c.

Aclaracion. Si G : J — € es un funtor contravariante, un colimite de G es un colimite del funtor
(covariante) G : JF — €.

De la propiedad universal del colimite sigue que dos colimites cualesquiera de un funtor F' son isomor-
fos. Esto justifica el uso de la notacién colim F sin peligro de ambigiiedad. Supongamos que C, C’ € obj €,
T7:F = A(C)y 7 : F — A(C’) son dos colimites de F. Por la propiedad universal del colimite existen
dos transformaciones naturales

n:AC) = AC), 71 :AC) = AC)

tales que nT = 7' y /7’ = 7. Entonces 'nT = 7. Usando nuevamente la propiedad universal, existe una
dnica transformacién natural v : A(C) — A(C) tal que vr = 7. Como n'nT = 7y 17 = 7 sigue que
nn’ = 1. De manera andloga se muestra que n'n = 1 y sigue que 1 : C — C es un isomorfismo.

Ejemplo A.2.2. Sea J la categoria asociada al conjunto P = {2,3} con el orden dado por la divisibilidad.
J tiene dos objetos y ningiin morfismo distinto de las identidades. Dar un funtor F' : J — € es dar dos
objetos F(2),F(3) € €. Si ¢ € obj €, dar una transformacién natural  : F — A(c) es lo mismo que dar
dos morfismos como sigue.

F(2)

2
.

F(3)

c (A1)
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Un colimite de F' es un objeto colim F' € obj € junto con una transformacién natural 7 : F' — A(colim F')
tal que para todo diagrama (A.l) existe un tinico morfismo colim F' — ¢ de manera que el siguiente
diagrama conmuta.

-

F(3) ’ 13

Un colimite de F' es un coproducto de F(2) y F(3).

Ejemplo A.2.3. Sea J la categoria asociada al conjunto P = {1, 2,3} con el orden dado por la divisibilidad.
J tiene tres objetos y dos morfismos 1 — 2 y 1 — 3 distintos de las identidades. Dar un funtor F' : J — €
es dar tres objetos F'(1), F'(2), F(3) € obj € y dos morfismos F(1) — F(2) y F(1) — F(3). Si ¢ € obj €,
dar una transformacién natural n : F — A(c) es lo mismo que dar dos morfimos 73 : F(2) — ¢y
13 : F(3) = ¢ tal que el siguiente diagrama conmuta.

Mz (A.2)

=
=
o

N3

Un colimite de F' es un objeto colim F' € obj € junto con una transformacién natural 7 : F — A(colim F')
tal que para todo diagrama (A.2) existe un tinico morfismo colim F' — ¢ de manera que el siguiente
diagrama conmuta.

F(1) — F(2)

l [

F(3) - colim F \I2

\\}

F(1) — F(2)

[

3) — colim F’
T3

El diagrama

F

~—

se llama cuadrado cocartesiano.
Definicién A.2.4. Una categoria J se dice filtrante si
1. Dados i,j € objJ existe algin k € objJ con morfismos i — k, j — k.
2. Dados dos morfismos paralelos u, v : i — j existe un morfismo w : j — k tal que wu = wo.

Ejemplo A.2.5. Si € es la categoria asociada a un conjunto parcialmente ordenado (P, <), la segunda
condicién de la definicién anterior se cumple siempre porque de un objeto a otro hay a lo sumo un
morfismo. Decir que € es filtrante equivale a decir que para todo par xz,y € P existe z € P con x,y < z.
Si (P, <) tiene esta dltima propiedad decimos que (P, <) es un conjunto dirigido. Un colimite de un
funtor F': P — ® con P un conjunto dirigido se llama limite directo de F'.

Definicién A.2.6. Un colimite filtrante es un colimite de un funtor ' : J — € con J filtrante.

Observacién A.2.7. Si G :J — € es un funtor contravariante y J°° es filtrante, un colimite de G es un
colimite filtrante.
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Definicién A.2.8. [MLT71, p.213] Un funtor L : J — J se dice final si para todo k € J la coma categoria
(k | L) es no vacia y conexa.

Lema A.2.9. [ML71, p.213] Si L : 3 — J es un funtor final y H : J — € es un funtor tal que existe
colim H, entonces eziste colim HL y el morfismo candnico colim HL — colim H es un isomorfismo.

Definicién A.2.10. Sea F : € — b un funtor. Sea H : J — € otro funtor con J filtrante tal que
existe colim H. Sea 7 la transformacién natural universal H — A(colim H). La composicién F'T es una
transformacién natural de F'H en A(F(colim H)). Decimos que F' conmuta con colimites filtrantes si
para todo H en la situacién recién descripta la transformacién natural F'7 es un colimite de F-H.

Para terminar la seccién mencionamos un resultado que sera 1util més adelante.
Lema A.2.11. [Wei95, Lemma 2.6.14] Sea J una categoria filtrante y H : 3 — 2Ab un funtor. Entonces

1. Todo elemento x € colim H es la imagen de algin elemento x; € H(i) por el morfismo H (i) —
colim H.

2. St x; € H(i) estd en el nicleo de H(i) — colim H entonces x; estd en el nicleo de H(i) — H(j)
para alguna flecha i — j en J.



Apéndice B
Variedades algebraicas

A lo largo de este capitulo k£ es un cuerpo algebraicamente cerrado.

B.1. La topologia de Zariski en kv

Denotamos ky al anillo & [x1, ..., 2x] de polinomios en N variables con coeficientes en k.

Dado un conjunto C' C ky definimos V(C) := {z € kN : f(z) =0 Vf e C}. SiI es el ideal de ky
generado por C entonces V(I) = V(C). Un conjunto algebraico en kN es un conjunto de la forma V (I)
para algin ideal I. Valen las siguientes propiedades, de las que se deduce que los conjuntos algebraicos
en k" son los cerrados para una topologia en kV.

L V() =kN y V(ky)=0.
2. V(I)UV(J) = V(LJ).
3. V(L) =V (D, 1)

La topologia en k% cuyos cerrados son los conjuntos algebraicos se llama topologia de Zariski.

Ejemplo B.1.1. Los conjuntos D(g) := k™ — V(g) con g € ky se llaman abiertos principales y son una
base de la topologia de Zariski en k™. En efecto, supongamos que f € k¥ — V(I) con I < ky. Como
V(I) = er V(h), existe algiin h € I tal que f ¢ V(h), es decir, f € D(h). Por otra parte es claro que
D(h) C kN — V(I) para todo h € I.

Dado un conjunto C' C k¥ definimos I(C) := {f € kx : f(z) =0 Vz € C}. Los conjuntos I(C) son
ideales radicales y usando el teorema de los ceros de Hilbert se prueba el resultado que sigue.

Proposicion B.1.2. Hay una correspondencia biyectiva que invierte el orden entre conjuntos algebraicos
en kN e ideales radicales de ky, dada por V s (V) y I — V(I).

Un espacio topolégico se dice irreducible si no puede escribirse como unién de dos cerrados propios.
En la proposicién anterior, la correspondencia entre conjuntos algebraicos e ideales se restringe a una
correspondencia entre conjuntos algebraicos irreducibles (resp. puntos) e ideales primos (resp. ideales
maximales).

Ejemplo B.1.3. El conjunto algebraico k es irreducible. En efecto, los cerrados propios de k son los ceros
de polinomios en una variable, es decir, los conjuntos finitos de puntos. Si k es algebraicamente cerrado,
k es infinito y no se escribe como unién de cerrados propios.

35
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B.2. La topologia de Zariski en PV

Denotamos PV al espacio proyectivo de dimensiéon N sobre k. Es decir, PV es el cociente de kN*!
por la relacién de equivalencia (zg,...,zx) ~ (Azg,...,AZn), A € k, A # 0. Llamamos Sy al anillo
graduado k [zg, ...,z N].

Un ideal T < .Sy se llama homogéneo si cada vez que > F; € I con F; homogéneos de distinto grado
se tiene F; € I para todo ¢. Un ideal es homogéneo si y sélo si estd generado por elementos homogéneos.

Dados f € Sy v p € PV decimos que f se anula en p (y escribimos f(p) = 0) si f(z) = 0 para
todo z € kVT! representante de p. Si F' € Sy es homogéneo, F(p) = 0 si y sélo si F(x) = 0 para algin
x € kNt representante de p. Si f = Y. F; con F; € Sy homogéneos de distinto grado y f(p) = 0 puede
verse que F;(p) = 0 para todo .

Dado un conjunto C' C Sy definimos V(C) := {p € PV : f(p) = 0 Vf € C}. Si I es el ideal
homogéneo de Sy generado por C entonces V(I) = V(C). Un conjunto algebraico en PV es un conjunto
de la forma V(I) para algin ideal homogéneo I. Valen las siguientes propiedades, de las que se deduce
que los conjuntos algebraicos en P" son los cerrados para una topologia en PV,

L V(0)=P" y V(Sy) = 0.
2. V(IHHYuV(J)=V(1J).
3. ﬂlV(Il) = V(@l Il)-

La topologia en PN cuyos cerrados son los conjuntos algebraicos se llama topologia de Zarisksi.

Ejemplo B.2.1. Denotamos [zg : --- : xy] a la clase de equivalencia de (zo,...,zx) en PV, Sea Uy :=
PN —V(zg) = {[xzg:--:zN] € PN ¢ ozy # 0}. Uy es un abierto Zariski en PN y todo p € Uy tiene
un unico representante de la forma (1,z1,...,2zx). Tenemos entonces una biyeccién ¢g : Uy — EN,
woll:iay: - :an] = (x1,...,2N). Veamos que esta biyeccién es un homeomorfismo para las respectivas
topologias de Zariski. Dado F' € Sy homogéneo llamemos «(F) al polinomio F(1,z1,...,zx) € kn-.
Tenemos que o(Uy N V(F)) = V(a(F)) y por lo tanto ¢y ' es continua. Dado f € ky llamemos
B(f) al polinomio homogéneo zd f(x1/xo, ..., xxn /o) donde d es el grado de f. Tenemos py ' (V(f)) =
Up NV (B(f)) y por lo tanto ¢q es continua.

De manera similar podemos definir U; := PN —V(x;) para 1 < i < N y obtenemos un cubrimiento
de PV por abiertos homeomorfos a k% .

B.3. Variedades algebraicas y funciones regulares

Consideramos en kY y en P" la topologia de Zariski, a menos que se indique lo contrario.
Decimos que un subconjunto de un espacio topoldgico es localmente cerrado si es la interseccion de
un abierto y un cerrado.

Definicién B.3.1. Sea W C kv localmente cerrado. Una funcién f : W — k es regular si para todo
p € W existen un abierto U C W con p € U y polinomios g,h € ky con h nunca nulo en U tales
que f = g/h en U. Es decir, f es regular si localmente es un cociente de polinomios, pensando a los
polinomios como funciones k¥ — k.

Observacién B.3.2. Sean Wy f: W — k como en la definicién anterior. Si f es regular entonces
es continua (con la topologia de Zariski). En efecto, veamos que la preimagen de un cerrado es cerrada.
Como los cerrados propios de k son sus subconjuntos finitos basta ver que f~*(a) es cerrado para todo
a € k. Ademas, para ver que f~1(a) es cerrado en W alcanza con ver que hay un cubrimiento abierto de
W tal que f~1(a)NU es cerrado en U para todo abierto U del cubrimiento. Consideramos un cubrimiento
por abiertos de W en los que f es un cociente de polinomios. Sea U C W abierto tal que f = g/h en U,
con g,h € ky, h nunca nulo en U. Entonces

FHa)nU={peU:g(p)/h(p)=a}={peU:(g—ah)(p) =0} =UNV(g— ah)
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es cerrado en U.

Definicion B.3.3. Sea W C P localmente cerrado. Sean U; C PN (0 <4 < N) los abiertos del ejemplo
B.2.1 y sean ¢; : U; — k% los homeomorfismos con kY. A través de ¢; podemos identificar a W N U;
con @;(W N U;), y este tltimo es un subconjunto localmente cerrado de kV. Decimos que una funcién
f:W — kes reqular si fo; ' : 0i(W NU;) — k es una funcién regular para todo i.

Observacién B.3.4. Al igual que en el caso afin, como los ¢; son homeomorfismos, las funciones
regulares son continuas.

Ejemplo B.3.5. Si W C PV es localmente cerrado y f : W — k es una funcién, decir que f es regular
equivale a decir que localmente f es un cociente de polinomios homogéneos de igual grado. Supongamos
que f es regular y sea p € W. Podemos suponer que p € W N Uy. Como f<p0_1 oW NUy) — koes
regular, existen U C ¢o(W N Uy) abierto con ¢o(p) € U y g,h € ky con h nunca nulo en U tales que
fcpgl = g/h en U. Entonces

k
x5 f(x1/x0,..., 20/
fleo: - ran)=fl:x/zo: - an/x0] = (])cf( 1/ n/o)
zig(x1/xo, ..., xn/0)
para [zg:---:xN] € wal(U) y k suficientemente grande. Es decir, f se escribe en un entorno de p

como cociente de polinomios homogéneos de igual grado. Reciprocamente, sean V' C W abierto, p € V' y
G, H € Sy polinomios homogéneos de igual grado tales que f = G/H en V. Entonces fo, " = o(G)/a(H)
en ¢o(V), donde (F) = F(1,21,...,2n) € ky. BEs decir, fo, ' : 0o(W NUpy) — k es regular.

Definicién B.3.6. Una variedad algebraica (cuasi-proyectiva) es un subconjunto localmente cerrado de
EN ode PV.Si Vv y W son dos variedades, una funcién f : V. — W es regular si es continua y para
todo abierto U C W y toda funcién regular g : U — k la funcién gf : f~1(U) — k es regular.

La composicién de funciones regulares es una funcion regular, y tenemos una categoria de variedades
algebraicas sobre k con funciones regulares.

Ejemplo B.3.7. Las funciones ¢; : U; — kv del ejemplo B.2.1 son isomorfismos en la categoria de
variedades algebraicas con funciones regulares.

Ejemplo B.3.8. Sean Vi C kM y V5 C k™2 conjuntos algebraicos con I(V;) <k [x]l, .. ,Igvg] Entonces

el conjunto Vi x V4 se identifica con el conjunto algebraico V (I(Vy) + I(Va)) C kMHN2 [(Vy) 4+ I(Va) <
k [:c%,...,x}vl,z%, . 733%/2] Las proyecciones kN1+N2 — kN inducen morfismos Vi x Vo — V;. La
variedad Vi x V5 con estos morfismos es un producto de Vi y V, en la categoria de variedades con

funciones regulares.
Decimos que una variedad es afin si es isomorfa a un conjunto algebraico de k™.

Ejemplo B.3.9. Los conjuntos D(g) = k% — V(g) con g € ky son variedades afines. En efecto, el
morfismo D(g) — V(zyy1f(z1,...,2n) —1) CENTL (z1,...,25) — (z1,...,25,1/f(z1,...,2N)) €5
un isomorfismo.

Como los conjuntos D(g) con g € ky son una base de abiertos de kv, kv tiene una base de abiertos
afines. M4s atin, lo mismo ocurre con cualquier variedad. Si V es un conjunto localmente cerrado en k%,
un abierto de V es de la forma V(I) — V(J) para ciertos ideales I y J de kx. Pero

V(I -v()=Jvu)-vig=JVI)nD)

geJ geJ

y V(I) N D(g) es afin por ser un cerrado en D(g) afin. Si V es un conjunto localmente cerrado en P,
podemos usar los isomorfismos ¢; del ejemplo B.2.1 para conseguir un cubrimiento de V' por abiertos
isomorfos a conjuntos localmente cerrados en kv y el resultado sigue de lo anterior.

Si V es una variedad, las funciones regulares V' — k forman un anillo Oy con la suma y el producto
usuales.
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Ejemplo B.3.10. Si V C k" es un conjunto algebraico, llamamos anillo de coordenadas de V al cociente
knx/I(V) y lo denotamos k [V]. Dado f € ky, f induce una funcién regular kv — k que se restringe
a una funcién regular V. — k. Tenemos entonces un morfismo de anillos ky — Oy cuyo nucleo es
exactamente I(V'). Este morfismo induce un isomorfismo & [V] ~ Oy . Sélo hay que ver que toda funcién
regular V' — k es inducida por algtin polinomio. Sea f € Oy . Como f es regular, existe un cubrimiento
de V por abiertos U; tales que f = a;/b; en U;, con a;,b; € ky. Como los conjuntos de la forma V N D(g)
son una base de abiertos de V' podemos suponer que U; = V' N D(g;). Sea J el ideal de kx generado por
los polinomios g;b; y por I(V). Entonces V(J) = (. En efecto, si no fuera asi, existiria z € V(J) C V.
Pero entonces x € U; para algtn i y luego ¢;b;(x) # 0, llegdndose a una contradiccién porque z € V (J).
Por el teorema de los ceros de Hilbert debe ser J = (1). Entonces 1 = Y ¢;b;9; + ¢ € ky para ciertos
polinomios ¢; € ky y ¢ € I(V). Para todo = € V' tenemos

f(x) = f(@) (Y eibigi +¢)(x) = Y eilw)ai(z)gi()

y entonces f estd inducida por el polinomio Y’ ¢;a;g;.

Ejemplo B.3.11. Si Vi C ky, v Vo C k™2 son conjuntos algebraicos, V; x Vo C kNV1+¥2 es un conjunto
algebraico (ejemplo B.3.8). Puede verse que k[V; x Vo] >~ k [V1] ®y, k [V2] [ShaT4, p.25].

Una k-algebra se dice reducida si no tiene elementos nilpotentes. El anillo de coordenadas de una
variedad afin V' es una k dlgebra reducida porque I(V') es un ideal radical.

Proposicién B.3.12. [Har77, Ch. I, Corollary 3.8] El funtor V — Oy es una equivalencia de categorias
entre la categoria de variedades algebraicas afines con funciones requlares y la categoria de k-dlgebras
reducidas finitamente generadas con morfismos de dlgebras.

Si V' es una variedad y p € V, llamamos Oy, := colim,cy Oy donde el colimite recorre todos loa
abiertos U C V' que contienen a p. Los elementos de Oy, son gérmenes de funciones regulares en p y
tenemos un morfismo Oy, — k evaluacién en p. Las unidades de Oy, son los gérmenes que no estan
en el niicleo de la evaluacién en p, y por lo tanto Oy, es un anillo local cuyo ideal maximal es el nicleo
de la evaluacion en p.

Proposicién B.3.13. Si V C kN es un conjunto algebraico y p € V entonces k [V]mp ~ Oy, donde
my, ={f € k[V]: f(p) =0} es el nicleo de la evaluacién en p.

Definicién B.3.14. Sea X un espacio topoldgico. Definimos la dimension de X como el supremo de los
n > 0 tales que existe una cadena
0#XoC X1 S C X,

de cerrados de X irreducibles. Llamamos dimension de una variedad V a su dimensién como espacio
topoldgico.

Ejemplo B.3.15. Si V =k, los cerrados irreducibles propios de V son los puntos. Como V es irreducible,
dimV =1.

Definicién B.3.16. Sea A un anillo conmutativo. Si p es un ideal primo de A, la altura de p es el
supremo de los n > 0 tales que existe una cadena

PoCEpPL S Cpp=0p
de ideales primos. La dimension de Krull de A es el supremo de las alturas de los ideales primos de A.

Ejemplo B.3.17. Sea V C k™ un conjunto algebraico. Por la proposicién B.1.2 los ideales primos de & [V]
(es decir, los ideales primos de ky que contienen a I(V')) se corresponden con los subconjuntos cerrados
irreducibles de V. Entonces dim V' = Krull dim & [V].
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B.4. Variedades no singulares

Dado f € ky tenemos un funcional lineal D,f : kN — k, y >.;0f/0x;(p)y;. St f,9 € kn,

Dy(f +9) = Dpf + Dog v Dyp(fg) = f(p)Dpg + 9(p)Dpf (regla_de Leibniz). St A € ky f € ky,
D,(Af) = AD,f. Tenemos una transformacién lineal D, : ky — (k™V)*.

Definicién B.4.1. Sean V C kv un conjunto algebraico y p € V.. Supongamos que I(V) = (f1,..., f;).
El espacio tangente de V en p se define como Oy, := {y € k™ : >.;0fi/0x;(p)y; =0 Vi}. Oy, es un
subespacio lineal de k.

El conjunto Oy, no depende de los f; elegidos. En efecto, tenemos ©v,j, = (71 ker Dy f. Una de
las inclusiones es clara porque Oy, = (D, f;. Para ver la otra inclusién, sean y € Oy, y f € I(V).
Entonces f = g;f; para ciertos polinomios g;, y usando la regla de Leibniz

Dypf(y) =D (9:(0)Dyfi(y) + fi(p) Dpgi(y)) =0

de donde y € ker D, f.

SiV =V(fi,...,ft) € kY es un conjunto algebraico, veremos que D,, induce una transformacién
lineal dp, : k[V] — (Ov,p)*. Dado f € ky definimos d,f := D,fle,,. Si f € I(V), d,f = 0 al ser
Ov,p = jer(v) ker Dpf. Entonces la transformacion lineal dy, : ky — (Ov,,)" pasa al cociente por I(V).
El siguiente resultado permite reformular la definicién de ©y,;, de manera intrinseca.

Proposicién B.4.2. La transformacion lineal dp, : k[V] — (Ov,)* definida arriba induce un isomorfis-
mo lineal ///p////pz ~ (Oy,)*, donde M, es el ideal mazimal de Oy .

Demostracion. Por el ejemplo B.3.10 tenemos un isomorfismo natural Oy, ~ k [V]mp. Sea d, : k[V] —
(Ovp)* la transformacién lineal definida arriba. Definimos una transformacién lineal & [V] m, (Ovyp)*,

I, 9@)dpf — f(P)dpg

g g(p)?

que también llamamos d,. Hay que ver la buena definicién. Si f/g = f/g en k[V]

m, €xiste h € k[V] con
h(p) # 0 tal que hf§ = hfg en k[V]. Aplicando d, en la dltima igualdad, usando la regla de Leibniz y
usando que h(p), g(p), §(p) # 0 se llega a la igualdad buscada.

Sea My ={f/g € k[V]y, : f(p) =0} el ideal maximal de k[V],, . Consideramos la restriccién a .,
de la transformacién lineal d,, : k[V], — (Ov,p)”.

Para ver que dj, : .#), — (Ovy,)* es suryectiva, tomemos ¢ € (Oy,)". ¢ se extiende a un funcional
lineal en kY, y — 3" a;y; para ciertos a; € k. Entonces ¢ = d,(Y ai(x; — p;)) con Y. ai(x; — p;) € M,.

Para ver que ker d, = .#;, supongamos que d,(f/g) =0 con f/g € M,y f,g € kn. Como f(p) =0,
tenemos 0 = d,(f/g) = dpf/g(p) y entonces D,f = 0 en Oy,. Como Oy, = (\ker D, f; debe ser
D,f =3 A\D,f; para ciertos \; € k. Sea h:= f — > \;f; € kn. Entonces h = f en .#,. Tenemos

h=f=Y Nfi=ao+Y ai(w—p)+ Y as (e —p)(x; —p;) + -+

pero ap = 0 porque h(p) = 0, y ai = 0 para todo i porque Dyh = D,f — > X\;D,fi = 0. Entonces
he. 4} O

La proposicién anterior motiva las siguientes definiciones.

Definicién B.4.3. Sean V una variedad algebraica y p € V. El espacio tangente de V en p es el espacio
vectorial dual de .#,/.#;, donde .4, es el ideal maximal de Oy,y,. El espacio .4, /.4 se llama espacio
cotangente de V en p.
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La ultima definicién de espacio tangente tiene sentido para variedades no necesariamente afines y es
funtorial. Més precisamente, si f : V — W es un morfismo de variedades algebraicas y p € V, tenemos
un morfismo de k-algebras f* : Ow ¢,y — Ov,p. Ademads f*(Mw,spy) S My, por lo que tenemos
un morfismo k-lineal f* : .y, p(p) /M5y 1) — Mv,p/ -, Dualizando obtenemos una transformacion
lineal Oy, — Ow, f(p) que llamamos diferencial de f en p y denotamos d,.

A continuacién definimos punto no singular. Al igual que hicimos con la definicién de espacio tangente,
empezamos con una variedad afin V' C k" para motivar la definicién general. Ademds supondremos que
V es irreducible para simplificar las cosas.

Definicién B.4.4. Sean V C k¥ un conjunto algebraico irreducible y p € V. Supongamos que (V) =
(fi,---, ft). Recordamos que Oy, = {y € kV : >.;0fi/0x;(p)y; = 0 Vi}. Decimos que p es un punto
no singular de V' si la matriz (9f;/0x;);; tiene rango N — d donde d = dim V.

Decir que p es no singular equivale a decir que dim ///p///lg = dim Oy, = dimV. Como V es
irreducible, puede probarse que dim V' = Krull dim Oy, [Har77, Ch. I, Theorem 2.3]. Entonces p es no
singular si y sélo si dim .#,/.#;7 = Krull dim Oy,

Definicién B.4.5. Sean V una variedad algebraica y p € V. Decimos que p es un punto no singular de
V si dim 4,/ #47 = Krull dim Oy, donde .4, es el ideal maximal de Oy,,. Decimos que V' es suave si
p es no singular en V para todo p € V.

Proposicién B.4.6. [Har77] Sea V una variedad algebraica afin y sea S C V el conjunto de puntos
singulares. Entonces S es cerrado en V y dim S < dim V.

Sea A un anillo conmutativo y Noetheriano. Para un A-mdédulo M finitamente generado definimos la
dimension proyectiva de M como el minimo d > 0 tal que existe una sucesion exacta 0 - Py — --- —
Py - M — 0 con P; A-médulos proyectivos finitamente generados. Definimos la dimension global de
A como glob dim A := sup,, proj dim M donde el supremo recorre todos los A-mdédulos M finitamente
generados.

Definicién B.4.7. Un anillo conmutativo A es regular si es Noetheriano y tiene dimension global finita.

Teorema B.4.8. [Ser00, Ch. IV] Sea A un anillo conmutativo, Noetheriano y local. Sean m su ideal
maximal y k = A/m. Son equivalentes.

1. A es regular.
2. dimg m/m? = Krull dim A.
Ademds, en estas condiciones Krull dim A = glob dim A.

Como consecuencia del teorema anterior, dados V una variedad y p € V', p es no singular en V si y
s6lo si Oy, es regular.

Proposicién B.4.9. [Ser00] Sea A un anillo. Entonces A es regular si y sdlo si Krull dim A es finita y
A es un anillo local reqular para todo ideal mazimal m < A.

Si V es una variedad afin, los ideales maximales de k[V] se corresponden con los puntos de V' y
tenemos k [V], = Oy,p. Por la proposicién anterior, V' es suave si y sélo si k [V] es regular.

Teorema B.4.10. (Hironaka) Sea V una variedad algebraica y sea S C V su conjunto de puntos
singulares. Entonces existen una variedad suave 1% y un morfismo suryectivo p : V—V que induce un
isomorfismo V — p~1(S) — V — S. Ademds p induce una funcion continua propia entre los respectivos
espacios analiticos.
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B.5. El truco de Jouanolou

Definicién B.5.1. Un torsor afin sobre una variedad V' es un morfismo 7 : W — V con W afin, tal
que para todo p € V existen un abierto p € U C V y un isomorfismo oy : 7~ (U) — U x kY, de
manera que 7|1y se identifica con la proyeccién U x kN — U a través de pp. Ademés, si U; y U
son dos abiertos, los isomorfismos goUigaajl inducen isomorfismos afines {p} x kv — {p} x kv para cada
pelU;N Uj.

Teorema B.5.2. Sea V' una variedad. Entonces existe m : W — V torsor afin.

Demostracion. Supongamos primero que V = PY. Llamamos
Wi={AckWFOxXW+) 42 — A 4 trA=1}

al conjunto de las matrices idempotentes de rango 1 (como A es idempotente, el rango y la traza de
A son iguales). Es claro de la definicién que W es un conjunto algebraico en k(N+1DX(N+1)  Definimos
7 : W — PN mandando cada matriz a su imagen (una recta en kN*1). Para verificar que 7 define un
torsor afin, llamamos W := {([z], [y]) € PV x PV : 2y # 0} y definimos un isomorfismo

Wow ([x],[y])H(gﬁ)ij'

A través de este isomorfismo, m se identifica con el morfismo ([z],[y]) — [z]. Para determinar una
matriz idempotente, basta dar su nucleo y su imagen, que deben ser subespacios complementarios. Cada
par ([z],[y]) con zy # O representa a una matriz idempotente de rango uno, x es un generador de la
imagen e y es una ecuacién del ntcleo. La condicién xy # 0 equivale a pedir que imagen y niucleo sean
complementarios. Seguimos llamando 7 a la proyeccién W — PV, El conjunto 7~ * [y] esté formado por
todos los puntos [y] € PV tales que zy # 0, es decir, es el complemento de un hiperplano en PN y es
entonces isomorfo a k™. Si U; es el complemento de y; = 0 en PV, tenemos un isomorfismo

- ) N TiYo @ LiYN
g w) > UV, (Gl ) o (o], (2, B )

tde manera que 7|.-1(y,) se identifica con la proyeccién U; x EN — U; a través de a;. Sigue que
7 : W — PV es un torsor afin.

Supongamos ahora que V C PV es un conjunto algebraico y sea 7 : W — PV el torsor construido
arriba. Entonces 7=1(V) es una variedad affn (por ser cerrado en W afin) y 7 : 7=1(V) — V es un torsor
affn. En efecto, los isomorfismos a; se restringen a isomorfismos 7= 1(V N U;) — (V NU;) x k.

El caso en el que V es un conjunto localmente cerrado en PV puede encontrarse en [Jou73]. O

Observacion B.5.3. Sea 7 : W — V un torsor afin. Veamos que si V' es suave entonces W también
lo es. Como W tiene un cubrimiento por abiertos isomorfos a U x k™ con U un abierto de V, basta ver
que U x k" es suave. Podemos suponer que U es affn. Como U es suave (por ser un abierto de V suave)
el anillo k [U] es regular y entonces

k[UXEN] ~k[Ul @k [kN] 2 kU] @k kz1,...,25] = k[U] [21,...,2N]

también es regular.

B.6. Variedades algebraicas y variedades analiticas

En esta seccién comentamos la definicién de variedad algebraica dada en [Ser55], que generaliza las
definiciones de la seccién B.3. Luego damos la definicién de variedad analitica y vemos que toda variedad
algebraica admite una tnica estructura de variedad analitica compatible con la estructura algebraica.
Las referencias para esta seccién son [Ser55] y [Ser56].
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Definicién B.6.1. Sea V un espacio topoldgico. Un prehaz de anillos sobre V es un funtor contravariante
F U — Uss, donde % es el conjunto de abiertos de V' parcialmente ordenado por la inclusién. Es decir,
dar un prehaz Z sobre un espacio topoldgico V equivale a dar un anillo % (U) para cada abierto U C V
y morfismos de anillos py p : F(U) — F(U') si U' C U. Los morfismos py y se llaman morfismos de
restriccion. Si s € % (U) notaremos s|y en vez de pyr v (s).

Ejemplo B.6.2. Sean V un espacio topolégico y A un anillo. Dado un abierto U C V sea % (U) el anillo
de funciones de U en A. Entonces .% es un prehaz de anillos sobre V' con la restriccién usual de funciones.
Si A tiene una topologia compatible con las operaciones podemos tomar % el haz de funciones continuas
a valores en A.

Ejemplo B.6.3. Sea V una variedad algebraica en el sentido de la seccién B.3. Dado un abierto U C V/
sea Oy (U) el anillo de funciones regulares de U en k. Entonces Oy es un prehaz de anillos sobre V' con
la restriccién usual de funciones.

Ejemplo B.6.4. Sea . un prehaz sobre un espacio topolégico V' y sea U C V un abierto. Para cada
abierto U’ C U la aplicacién U’ — % (U’) define un prehaz sobre U que denotamos % |y.

Definicion B.6.5. Sea V un espacio topoldgico. Un haz sobre V es un prehaz % que verifica las
siguientes condiciones:

1. Si {U;} es un cubrimiento abierto de U y s € % (U) es tal que s

v, = 0 para todo 7 entonces s = 0.

2. Si {U;} es un cubrimiento abierto de U y s; € .#(U;) son tales que s;
i, j, entonces existe s € .#(U) con s|y, = s; para todo i.

U;nU; = Sjlu,nu; para todo

Ejemplo B.6.6. Todos los prehaces de los ejemplos anteriores son haces.

Ejemplo B.6.7. Si V es una variedad algebraica, sean Oy el haz de funciones regulares a valores en k
y Funcy el haz de funciones a valores en k. Entonces Oy (U) es un subanillo de Funcy (U) para cada
abierto U C V. En este caso decimos que Oy es un subhaz de Funcy .

Definicién B.6.8. Sean V y W espacios topoldgicos y sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean
Funcy y Funcy los respectivos haces de funciones a valores en k. Sean % un subhaz de Funcy y
% un subhaz de Funcy . Toda funcién f : V. — W induce morfismos de anillos f* : Funcy (U) —
Funcy (f~1(U)). Decimos que los pares (V,.#) y (W,¥) son isomorfos si existe un homeomorfismo
h:V — W que tal que h*(4(U)) = .Z%(h~*(U)) para todo abierto U C W.

Definicién B.6.9. Una prevariedad algebraica es un espacio topoldgico V' equipado con un subhaz Oy
de Funcy tal que existe un cubrimiento por finitos abiertos {U;} de manera que (U;, Oy |y,) es isomorfo
a (W;, Ow,) donde W; es un conjunto localmente cerrado en EN y Oy, es el haz de funciones regulares a
valores en k. Una variedad algebraica (abstracta) es una prevariedad V tal que A := {(z,z) € V XV} es
cerrado en V x V', donde V' x V tiene la estructura de prevariedad producto que se obtiene por pegado
(ver [Serb5, Ch. II, 34]).

Ejemplo B.6.10. Es claro que un conjunto localmente cerrado en k% con su haz de funciones regulares
es una variedad algebraica abstracta. El espacio proyectivo PN con su topologia de Zariski y su haz
de funciones regulares es una variedad algebraica abstracta: basta tomar el cubrimiento {U;}}, de
ejemplo B.2.1. Mas en general, cualquier variedad algebraica cuasi-proyectiva es una variedad algebraica
abstracta.

Definicién B.6.11. Sean (V,0v) y (W, Ow) dos variedades algebraicas abstractas. Una funcién con-
tinua f : V. — W se dice reqular si f*(9) = gf € Oy (f~1(U)) para toda g € Ow (U) y todo abierto
UcCw.

Si V es una variedad algebraica abstracta, pueden definirse el anillo local en un punto y la nocién de
punto no singular de la misma forma que se hizo en las secciones anteriores.
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A partir de ahora tomamos k& = C y pasamos a las variedades analiticas. La definicién es andloga a la
de variedad algebraica abstracta, reemplazando a la topologia de Zariski en C por la topologia usual,
y a las funciones regulares por las funciones analiticas. De ahora en mas, y hasta el final de la seccion,
consideramos en cualquier subconjunto de CV la topologia usual a menos que se indique lo contrario.

Definicién B.6.12. Sea G C CV un abierto. Una funcién f : G — C es analitica si se representa como
serie de potencias en un entorno de cada punto.

Definicién B.6.13. Un conjunto V C CV es analitico si para todo z € V existen G abierto en CV con
x € G y funciones analiticas f1,...,f, : G = Ctalesque VNG ={y € G: fi(y) =--- = f-(y) =0}

Ejemplo B.6.14. Si V C CY es analitico, cualquier abierto de V' (con la topologia de subespacio de CN)
es analitico.

Ejemplo B.6.15. Como las funciones polinomiales son analiticas, si V' C CV es un conjunto localmente
cerrado para la topologia de Zariski, V es un conjunto analitico.

Definicién B.6.16. Sea V C C" un conjunto analitico. Una funcién f : V — C es analitica si localmente
es la restriccién de una funcién analitica definida en un abierto de C . Es decir, f es analitica si para todo
z € V existen G un abierto de CY con z € G y una funcién analitica f : G — C tal que f|yrg = flvne-

Ejemplo B.6.17. Sea V' C CY un conjunto analitico. Si f : V — C es analitica, la restriccién de f a
cualquier abierto de V' también es analitica.

Ejemplo B.6.18. Sea V C CcV un conjunto localmente cerrado para la topologia de Zariski. Como las
funciones racionales son analiticas, cualquier funcién regular V' — C es una funcién analitica.

Las funciones analiticas forman un anillo con la suma y el producto usuales.
SiV C C" es un conjunto analitico y U C V es un abierto, llamamos 54, (U) al anillo de funciones
analiticas U — C. Tenemos entonces un haz de funciones analiticas 4, que es un subhaz de Funcy .

Definicién B.6.19. Una wvariedad analitica es un espacio topoldgico Hausdorff V' equipado con un
subhaz 74, de Funcy tal que existe un cubrimiento por abiertos {U;} de manera que (U;, 74/ |y,) es
isomorfo a (W;, #y,) donde W; es un conjunto analitico en cN y JGy, es el haz de funciones analiticas.

Proposicién B.6.20. [Ser56, §2, Proposition 2] Sea (V, Oy ) una variedad algebraica abstracta sobre C.
Exziste una unica estructura de variedad analitica sobre V' que respeta la estructura de variedad algebraica.



Apéndice C

Complejos simpliciales

C.1. Complejos simpliciales y poliedros

Los resultados de esta seccién pueden encontrarse en [Mun84].

Un conjunto de puntos {vo, ..., v,} C RY es afinmente independiente si Soti=0y > ¢ tv;=0con
t; € R implican tyg = t; = --- = t,, = 0. Un punto y dos puntos son siempre afinmente independientes;
tres puntos lo son si y sélo si no son colineares; cuatro puntos lo son si y sélo si no son coplanares.
Cualquier subconjunto de un conjunto afinmente independiente es afinmente independiente.

Sea {vg,...,vn} C RY un conjunto afinmente independiente. El n-simple ¢ generado por vy, ..., v,
es el menor convexo de RY que contiene a todos los v;. Es decir,

U:{itivi:tizo Y zn:tizl}.
0 0

Dado z € o existen unicos t; > 0 con > t; = 1 tales que = > t;v;. Dichos ¢; se llaman coordenadas
baricéntricas de x. Los puntos vy, ..., v, se llaman vértices de o y el entero n es la dimension de o. Los
simples generados por subconjuntos de {vy, ..., v,} se llaman caras de o. Las caras de o distintas de o
se llaman propias. Si T es una cara propia de ¢ notamos 7 < 0.

Definicién C.1.1. Un complejo simplicial es un conjunto K de simples en RY tal que:
1. Toda cara de un simple de K pertenece a K.
2. La interseccién de dos simples cualesquiera es una cara de ambos.

Si K es un complejo simplicial, un subcomplejo L de K es un subconjunto L C K tal que L es un
complejo simplicial. La dimension de un complejo es el maximo de las dimensiones de sus simples.

Ejemplo C.1.2. Si o es un simple, el conjunto formado por todas las caras de o es un complejo simplicial.
Cuando hagamos referencia a ¢ como complejo simplicial estaremos refiriéndonos a este complejo.

Ejemplo C.1.3. Si K es un complejo simplicial, el conjunto K := {¢ € K : dimo < r} es un subcomplejo
de K, que llamamos r-esqueleto de K.

Definicién C.1.4. Sea K un complejo simplicial en RY. Le damos a cada simple ¢ € K la topologia
de subespacio de R™. El politopo |K| de K es el subconjunto de RY que es unién de todos los simples
de K, con la topologia final respecto a las incusiones de los simples. Es decir, un subconjunto F C | K|
es cerrado (resp. abierto) siy sélo si F'N o es cerrado (resp. abierto) en o para todo o € K.

Observacién C.1.5. En general la topologia de |K| es més fina que la topologia de subespacio de RN
pero ambas coinciden si K tiene finitos simples.
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Ejemplo C.1.6. Si o es un simple, Bd(c) := {7 € ¢ : 7 < o} es un subcomplejo de o. El conjunto o —
| Bd(o)| se llama interior de o y es un abierto de 0. Sin = dim o, o es un espacio topolégico homeomorfo al
disco unitario D™ C R™ y cualquier homeomorfismo o ~ D™ se restringe a un homeomorfismo | Bd(c)| ~
Sn=t,

Lema C.1.7. Sea K un complejo simplicial. Entonces |K| es Hausdorff. Ademds, |K| es compacto si y
sdlo si K es finito (i.e. tiene finitos simples).

Definicién C.1.8. Si v es un vértice de un complejo simplicial K, el entorno estrellado de v en K, que
denotamos St(v, K), es la unién de los interiores de los simples que contienen a v.

St(v, K) es un abierto de | K| y su clausura es el politopo del subcomplejo de K formado por todos

los simples que tienen a v como vértice. Los conjuntos St(v, K) forman un cubrimiento por abiertos de
K.

Definicién C.1.9. Un poliedro D es un espacio topolégico homeomorfo a |K| para algin complejo
simplicial finito K. Un homeomorfismo ¢ : |[K| — D se llama triangulacién del poliedro D.

Observacion C.1.10. Por el lema anterior, los poliedros son espacios topolégicos compactos Hausdorff.
El siguiente resultado se usa en la demostracién del teorema 1.1.1.

Proposicién C.1.11. Sean K un complejo simplicial finito y L un subcomplejo de K. Si |L| es contrdctil
entonces |L| es retracto de |K|.

Demostracion. Como K es finito, K = K™ para n = dim K. Definimos una retraccién r : |K| — |L|
de manera inductiva en |K?|. Para s = 0 elegimos cualquier funcién r : |K°| —s |L| tal que r(z) = x si
x € |L|. Supongamos que estd definida r : |K¥| — |L| tal que r(z) = z para todo = € |L*|. Sea ¢ un
(s+1)-simple de K. Si o estd en L entonces Bd(c) C L* y r(z) = x para todo = € | Bd(c)|. Extendemos
r a o definiendo r(z) = x para todo = € 0. Si 0 no estd en L, extendemos r : |Bd(¢)| — |L| a todo o
usando que |L| es contréctil. O

C.2. Subdivision baricéntrica

Si o es el n-simple generado por {vg,...,v,} C RY, el baricentro de o es el punto

1
b(O') = Z mvi € RN

Dado un complejo simplicial K definimos un nuevo complejo simplicial 6(K) que llamamos subdivisién

baricéntrica de K. Los vértices de 6(K) son los baricentros de los simples de K. Los n-simples de §(K)
estédn generados por {b(oy),...,b(c,)} con og < --- < 0, en K. Los complejos K y §(K) tienen la misma
dimensién y sus politopos son iguales. Si L es un subcomplejo de K, 6(L) es un subcomplejo de §(K).
Para n € N definimos inductivamente §" "1 (K) := §(6"(K)) poniendo 6*(K) := §(K).
Ejemplo C.2.1. Sea K el complejo simplicial formado por un n-simple y todas sus caras, y sea S un
subcomplejo propio de K. Sea 7 un simple maximal de §(K). Veamos que 7N|S| es una cara propia de 7.
Como 7 es un simple maximal de §(K), 7 estd generado por b(oy),...,b(o,) cono; € Ky og < -+ < op.
Sea d := max{l <i <n:o0; € S}. Entonces o; € S para todoi < dy 7N|[S| =|rNJ)| es el d-simple
generado por b(0y),...,b(cq). Ademds d < n porque b(oy,) ¢ 6(9).

Proposicién C.2.2. [Mun84, Ch. 2, Theorem 15.4] Sea K un complejo simplicial finito. Dado € > 0
existe n € N tal que todos los simples de 6™(K) tienen didmetro menor que €.
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Corolario C.2.3. Sean K un complejo simplicial finito y X un espacio topoldgico. Dados f : |K| — X
una funcion continua y % un cubrimiento por abiertos de X, existe n € N tal que la imagen por f de
cada simple de 8" (K) cae en algin abierto de % . En particular, si X = |L| con L un complejo simplicial,
existen € N tal que la imagen por f de todo simple de 6™ (K) cae en el entorno estrellado de algin vértice

de L.

Demostracion. Como {f~1(U)}yea es un cubrimiento abierto del espacio métrico compacto |K]|, existe
un numero de Lebesgue A > 0 asociado a este cubrimiento; esto significa que cualquier subconjunto
de |K| con didmetro menor que A estd contenido en algiin abierto del cubrimiento. Por la proposicién
anterior existe n € N tal que todo simple de §"(K) tiene didmetro menor que . O

Sean F, B y F espacios topolégicos. Una funcién continua y suryectiva 7 : E — B es un fibrado con
fibra F si todo punto de B tiene un entorno abierto U tal que existe un homeomorfismo 7~} (U) ~ U x F
que hace conmutar el siguiente diagrama, donde el morfismo U x F' — U es la proyeccién en el primer
factor.

7 1(U) — S UxF

7&/

Los abiertos U como arriba se llaman abiertos trivializantes.

Proposicién C.2.4. Sean K un complejo simplicial finito, E y B espacios topoldgicos, f : |K| — B
una funcion continua y 7 : E — B un fibrado con fibra contrdctil. Entonces existe f : |K| — E tal

que 7rf: f.

Demostracion. Como 7 es un fibrado, existe % cubrimiento de B por abiertos trivializantes. Aplicando
el lema anterior y reemplazando K por §"(K) si es necesario, podemos suponer que la imagen por f de
cada simple de K cae en un abierto trivializante.

Como K es finito, K = K™ para n = dim K. Definimos f inductivamente en cada K". Como 7 es
suryectiva, para cada vértice v € K existe f(v) € E tal que 7 f(v) = f(v). De esta manera definimos f
en K°. Supongamos ahora que tenemos f : |[K”| — E tal que 7f = f. Si o € K es un (r + 1)-simple,
tenemos definida f en Bd(o) y queremos extender f atodo . Sea U C B abierto tal que flo) CU.
Identificando 7=} (U) ~ U x F, la situacién es la siguiente.

Bd(o) L vsr

2
-
-
-
-
-
-

co———U

Para definir f 0 — U x F (la flecha punteada en el diagrama) hay que dar dos funciones continuas
f1 c— Uy fg o — F'. Para que el tridngulo inferior conmute debe ser f1 f. Para que el tridngulo
superior conmute, debemos extender una funcién dada Bd(c) — F' a todo o, y ésto es posible porque
F' es contracil. O



Apéndice D

Conjuntos semialgebraicos

D.1. Definiciones basicas y el teorema de triangulacion

Los resultados de esta seccién pueden encontrarse en [BPRO3].

Definicién D.1.1. Los conjuntos semialgebraicos de RY son la familia més chica de subconjuntos de
RY que contiene a los conjuntos de la forma {z € R* : P(z) > 0} con P € R[z] y que es cerrada por
complementos, uniones finitas e intersecciones finitas.

Ejemplo D.1.2. Los conjuntos {z € RY : P(z) > 0}, {x € RN : P(z) <0}, {x e RV : P(z) < 0} y
{x € RN : P(x) = 0} son semialgebraicos.
Ejemplo D.1.3. Identificando a CV con R?M, los conjuntos de la forma {z € ch . Q(z) =0} con Q €

C|z1,...,2zn] son semialgebraicos en R2Y . En efecto, dar una ecuacién de la forma Q(z1,...,2n5) = 0con
zi=x;+iy; y Q@ € Clz;, ..., zn] equivale a dar dos ecuaciones de la forma P(xy,..., N, y1,...,yn) =0
con P € Rlzy,...,2N,¥1,.-.,yn]. Como los conjuntos semialgebraicos con cerrados por intersecciones

finitas y por complemento, sigue que los conjuntos localmente cerrados en CV (con la topologia de
Zariski) son semialgebraicos.

Ejemplo D.1.4. El disco unitario D C C es un conjunto semialgebraico en R?.
Ejemplo D.1.5. Un simple en RY es un conjunto semialgebraico. Si K es un complejo simplicial finito
en RY entonces | K| es un conjunto semialgebraico.

Definicién D.1.6. Sean S C RY y T' C RM conjuntos semialgebraicos. Una funcién f : S — T es
semialgebraica si el grafico de f es un conjunto semialgebraico en RV M,

Ejemplo D.1.7. Denotamos Op al anillo C [z1,...,zx]. Sean V C cN y W c €M localmente cerrados.
Si f:V — W es regular entonces f es semialgebraica. Supongamos que V = V(I) — V(J) para ciertos
ideales I, J < Opy. Como Oy es Noetheriano, V = Ule V(I) — V(f;) para ciertas f; € On. Entonces

k
Graf(f) = | Graf(flv(n-v(s,)

i=1

y podemos suponer que V = V(I) — V(f). En este caso, toda funcién regular V' — k es de la forma g/ f™
para cierto g € Oy y tenemos que

Graf(f) = (V x CMYn{(z,w) € CNTM s f(2)" —gi(2) =0 i=1,...,M}
es un conjunto semialgebraico.

Proposicién D.1.8. [BPR03, Proposition 2.83] Sea f : S — T una funcion semialgebraica. Si S C S
es semialgebraico entonces f(S') es semialgebraico. Si T' C T es semialgebraico entonces f~1(T') es
semialgebraico.
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Proposicién D.1.9. [BPR0S3, Proposition 2.84] La composicion de funciones semialgebraicas es una
funcion semialgebraica.

Definicién D.1.10. Un homeomorfismo semialgebraico es un homeomorfismo f : T — S tal que f y
f~! son funciones semialgebraicas.

Definicién D.1.11. Sea S un conjunto semialgebraico. Una triangulacion semialgebraica de S es un
homeomorfismo semialgebraico h : |K| — S con K un complejo simplicial finito.

Teorema D.1.12. /[BPR03, Theorem 5.43] Sea S C RN un conjunto semialgebraico cerrado y acotado,
y sean Si,...,Sr C S conjuntos semialgebraicos. Entonces existe una triangulacion semialgebraica h :
|K| — S tal que cada S; es union de imdgenes por h de interiores de simples de K.

Corolario D.1.13. Sean T C S C RY conjuntos semialgebraicos cerrados y acotados. Entonces eziste
una triangulacion de S que se restringe a una triangulacion de T.

Demostracion. Por el teorema anterior existen un complejo simplicial finito K y un homeomorfismo
semialgebraico h : |K| — S tal que T = |J h(Int(0;)) para ciertos simples o; € K. Como T es cerrado en
Sy T =h(JInt(o;)) tenemos que | JInt(c;) es cerrado en |K|. Entonces

UInt(cri) = Ulnt(ai) = Uai.

Es decir, si L es el subcomplejo de K formado por o; y todas sus caras, h se restringe a un homeomorfismo
|L| — T. 0
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