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Capitulo 1

Introduccion

Los juegos de campo medio (Meand-field games) son una rama reciente de la Teoria
de Juegos, introducida por Jean Michel Lasry y Pierre-Louis Lions en [10, 11, 12|. En un
juego diferencial de N jugadores, cada agente intenta, individualmente, optimizar cierto
funcional que va a depender de su posicion (espacial y temporal), pero se vera también
influido por las decisiones de los demas. Usualmente, esta situaciéon se representa con
un sistema de ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs, y como veremos en el
Capitulo §4, se torna intratable con méas de dos jugadores.

Por otra parte, si consideramos un niamero de jugadores N muy grande, las cosas se
simplifican. Considerando aquellos juegos donde el rol de los jugadores es intercambia-
ble, a medida que la cantidad de jugadores crece, el efecto de las decisiones individuales
se va tornando insignificante sobre la masa total. Si tomamos el limite cuando N tiende
infinito, en lugar de la influencia puntual de cada uno, tendremos un efecto que de-
pendera de la densidad local de jugadores. Ahora, cada jugador tomaré sus decisiones
basandose en su situacion y en la de sus vecinos, quienes a su vez decidiran de la misma
forma. De aqui proviene el nombre de estos juegos, se introduce un campo medio para
describir la interaccion entre los agentes: el comportamiento de los agentes individuales
genera un campo, que, a su vez, tiene un efecto sobre cada uno de ellos.

Esta idea fue originalmente usada en Fisica, para modelar sistemas de muchas par-
ticulas. La diferencia principal, y el desafio, de trasladar este concepto a juegos es
que aqui las particulas son agentes racionales que tienen la capacidad de interactuar
estratégicamente: cada agente desarrolla estrategias observando a sus vecinos, y vice-
versa. Esto se ve reflejada en un funcional a optimizar, que genera una ecuaciéon de tipo
Hamilton-Jacobi, para describir el calculo de la trayectoria 6ptima de cada agente.

Bajo ciertas hipotesis, entonces, podemos representar un juego de campo medio
con un sistema de dos ecuaciones en derivadas parciales: una ecuaciéon de Kolmogorov
(forward), que describiré como evoluciona la densidad de jugadores a medida que avanza
el tiempo y éstos se reubican, y una de Hamilton-Jacobi. Esta tltima evolucionaré hacia
atréas en el tiempo, y se desprende del concepto de programacion dinamica.
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En esencia, no existe atin una teoria de juegos de campo medio, sino un conjunto
de conceptos, herramientas matematicas, simulaciones y algoritmos (no siempre deter-
ministicos) que intentan modelar situaciones donde los agentes toman decisiones en un
contexto de interaccion estratégica. Estos modelos se aplican en diversas areas, como
macro y microeconomia, sociologia, ingenieria o arquitectura. Los ejemplos que comun-
mente se eligen, podrian ser calificados como “modelos de juguete”, en el sentido de que
no se espera que se apliquen literalmente en la vida real, sino que su estructura sea un
arquetipo de numerosas situaciones que si se presentan en la realidad.

En este trabajo, para estudiarlos, veremos primero algunas de las herramientas
necesarias. En el Capitulo §2 consideramos un modelo con un solo jugador, que elige
su trayectoria en un intervalo de tiempo, intentando maximizar cierto pago. Este es
un problema clésico de control 6ptimo. Usando el método de Programacion Dindmica
convertiremos el problema en otro, consistente en resolver una ecuaciéon en derivadas
parciales.

Como dicha ecuaciéon no tiene por qué tener soluciéon en un sentido clésico, defi-
niremos entonces un concepto de solucion mas débil, el concepto de solucion viscosa.
Veremos que el problema planteado tiene soluciéon tnica, al menos en este sentido. Para
este capitulo nos basamos principalmente en los libros de L. C. Evans [3] y los capitulos
3y 10 de [2].

En el Capitulo §3 consideraremos el modelo anterior, pero agregando ruido a la
trayectoria del jugador. Esto resultara en un problema de control 6ptimo estocastico y
adaptaremos lo hecho antes a esta situaciéon. Un detalle interesante que vale la pena
destacar es que la ecuaciéon que se obtiene ahora es una ecuacion parabdlica. Segui-
mos aqui el libro de Evans de control [3], y sus notas sobre ecuaciones diferenciales
estocasticas [4].

En el Capitulo §4 definiremos juegos diferenciales para dos jugadores (la extension
a un namero N de jugadores es inmediata). Veremos aqui que la solucion se reduce a
un problema de control para dos jugadores.

Cuando los jugadores disponen de finitas estrategias, y el juego es de suma cero, el
Teorema Minimax de Von Neumann asegura que las estrategias minimax y maximin de
cada jugador dan el mismo valor para el juego. Para juegos diferenciales no es cierto, y
se obtienen sub- y supersoluciones viscosas que, bajo ciertas hipotesis en el funcional a
optimizar, coinciden. Estos resultados corresponden al trabajo de L. C. Evans y P. E.
Souganidis [5].

Finalmente, en el capitulo §5 presentaremos distintos ejemplos, debidos principal-
mente a Aimé Lachapelle |9] y Oliver Gueant |7, 8]. Uno de los ejemplos que veremos
en este trabajo es “el problema de la calefaccion”, y si bien la situaciéon puede parecer
artificial, es interesante conceptualmente, pues combina varios conceptos econémicos.
Veremos también un problema de optimizacion para el tiempo de llegada a una reuniéon
que comenzara al obtenerse el quorum fijado en un cierto porcentaje de los agentes.



Capitulo 2

Control 6ptimo deterministico

2.1. El problema

Dados un conjunto A C R™, una funciéon f : R” x A — R" continua Lipchitz, y una
condicioén inicial g € R™, queremos resolver el siguiente sistema dinamico

para todo ¢ > 0, donde «(-) es una funciéon que consideraremos fija. Llamaremos res-
puesta del sistema a la trayectoria solucion x(-). Observemos que x(-) = x(-, a(+), z%),
es decir, la respuesta del sistema cambia segin la eleccion de a(-) 6 de la condicion
inicial. Diremos que a(-) es un control para (2.1.1).

Definicion 2.1.1. Definimos la coleccion de controles admisibles como
A={a:[0,00) = A| a(-)medible}.

El objetivo serda determinar cual es el mejor control para el sistema. Para ello,
necesitamos especificar algtn criterio que nos permita compararlos.

Definicién 2.1.2. Dados T > 0, el tiempo terminal, r : R" x A - Ry g: R"* - R
dos funciones que llamaremos el pago variable y el pago terminal, respectivamente,
definimos el funcional de pago como

Pla()] = /O r(2(t), a(t))dt + g(x(T)) (2.1.2)

donde z(-) es la solucion de (2.1.1) para el control af-).

Luego, el problema basico sera encontrar o*(-) que maximice el pago. Es decir,
P(a*() = Plal), Va(-) € A (2.13)

A dicho control lo llamaremos dptimo.
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2.2. Programacién Dinamica

El método de programacion dinamica provee una forma de disefiar un control 6pti-
mo, utilizando la funcién valor. Dicha funcién debe satisfacer una ecuacion en derivadas
parciales, que derivaremos en esta seccion. Luego, habremos transformado nuestro pro-
blema de optimizacién en otro, resolver una ecuacién en derivadas parciales: Si somos
capaces de encontrar un solucién de esta ecuacion, el método de programacion dindmica
nos da una receta para obtener un control 6ptimo para el problema planteado.

Consideremos una familia mas grande de problemas, haciendo variar el intervalo de
tiempo donde resolvemos el problema, y la posicién inicial:

{iﬁi; = Jllsha()  (<s<T) (2.2.1)

con

Poilo()] = / r(x(s), al(s))dt + g(x(T)). (222)

Estudiamos el problema de arriba para todas las posibles elecciones del tiempo
inicial 0 < ¢ < T', y todas las condiciones iniciales x € R".

Definiciéon 2.2.1. Para x € R", 0 < t < T, se define la funcion valor v(z,t) como el
mayor pago posible que se puede obtener si se empieza a tiempo t en x € R™. Es decir,

v(z,t) == sup{Pps[a(-)], x€R"0<t<T} (2.2.3)
acA
Observemos que
v(x, T) = g(x) (x € R"). (2.2.4)

En lo que sigue, veremos qué ecuacion satisface la funcion v.

2.2.1. Principio de Programacion Dinamica

El primer resultado dara una condicién de optimalidad:

Teorema 2.2.1 (Principio de Programacion Dinamica). Para cada h > 0, suficiente-
mente chico tal que t + h < T, se tiene

t+h
v(z,t) = sup / r(z(s), a(s))ds + v(x(t + h),t + h) (2.2.5)
a()eAJt

donde x(-) es la solucion de (2.2.1) para el control a(-).
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Demostracion. Vamos a fijar un € > 0 arbitrario, y probemos primero que

v(x,t) > sup / r(x(s),a(s))ds + v(x(t + h),t + h) — €.
a(-)eAJt

Elegimos «;(+) € A y resolvemos (2.2.1) para los tiempos t < s < t+ h. Esto nos da
una trayectoria x; (+). Ahora, partiendo del punto x; (t+h) y al tiempo t+h, supongamos
que tenemos un control 6ptimo. Entonces tenemos definida v(x1(t + h),t + h). Como v
es un supremo, dado £ < 0, existe as(-) € A tal que

vt +h),t+h) —e < /t+h r(x2(s), as(s))ds + g(x2(T))

donde x5(-) es la solucion de

{ Xa(s) = f(xa2(s),as(s)) t+h<s<T

Xa(t+h) = xi(t+h) (2.2.6)

Definimos el control

_J oau(s) siset,t+h)
as(s) = { as(s)  siseft+h,T]

y resolvemos (2.2.1) para as(-), en el intervalo de tiempo (¢, T), con la condiciéon inicial
x3(t) = z. Por la unicidad de la solucién de la ecuacion ordinaria (2.2.1), tenemos:

[ xi(s)  sise[tt+h)
x3(s) = { xs(s)  sis€[t+h,T)

Entonces, por la definicion de v,

v(z,t) >Pylos(c)]

= [ (o), aalo))ds + g(x(T)
:/t r(xl(s),al(s))ds—i-/t r(x2(s), aa(s))ds + g(x2(T))

+h

t+h
> /t r(x1(s), ar(8))ds + v(x1 (£ + ), £+ h) — &,

donde la ultima desigualdad vale por la definicion de as.
Como a4 (-) € A fue elegido arbitrariamente, tenemos

o(z,1) > sup {/tt+hr(x(s), a(s))ds + v(x(t + h), ¢ + h)} .

a()eA
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y esto vale para todo € > 0. Tomamos € — 0, y resulta
t+h
v(x,t) > sup {/ r(x(s), a(s))ds + v(x(t + h),t + h)} : (2.2.7)
a(-)eA t

Para demostrar la otra desigualdad, tomamos de nuevo ¢ > 0, y elegimos ay(:) € A
tal que

vwxw—esllwmw»m@»w+g@4T»

con X4(-) la solucion de la ecuacion (2.2.1) en el intervalo [t, T, con el control ay(-), y
la condicion inicial x4(t) = x.
Como v(x(t + h),t+ h) es un supremo,

T

v(x4(t+h),t+h) > / T(x4(8), aq(s))ds + g(x4(T)).

t+h

Juntando las dos desigualdades anteriores se tiene
T
oat) ~2 < [ rxa(s)au(o)ds + g(xi(T)
t

:/t r(x4(s),a4(s))d8+/t r(x4(s), u(s))ds + g(x4(T))

+h

g/t F(xa(s), va(s))ds + v(xa(t + h), ¢ + ).

Tomando supremo en el lado derecho de la igualdad,

v(z,t) —e < sup {/tHh r(x(s),a(s))ds +v(x(t+ h),t + h)} .

a(-)eA

Como vale para todo € > 0 arbitrario, tomando ¢ — 0,

v(z,t) < sup {/t r(x(s),a(s))ds + v(x(t + h), t + h)} : (2.2.8)

al)EA

Por ultimo, por las desigualdades (2.2.7) y (2.2.8),

v(x,t) = sup {/;le(x(s), a(s))ds +v(x(t+ h),t + h)} :

a()eA

lo que finaliza la demostracion. n
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2.2.2. Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

Ahora queremos deducir una ecuacién diferencial para v. Para esto, estudiaremos la
version infinitesimal del Principio de Programacion Dinamica.

Teorema 2.2.2. Supongamos v € C*(R" x (0,T)). Entonces, v es solucion de la ecua-
cion de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

ve(x,t) + még({f(:v, a) - Vyo(z,t) +r(z,a)} =0, (2.2.9)
ae
en R™ x (0,7, con la condicion terminal
v(z, T) = g(z) r e R".

Demostracion. Elegimos a(s) = a un control constante, con a € A. Por el Principio de
Programaciéon Dindmica tenemos

t+h
v(x,t) > /t r(x(s),a)ds +v(x(t + h),t + h),

para cualquier h > 0.
Si pasamos restando el término de la izquierda y dividimos por h, nos queda

v(x(t+h),t+h) —v(x,t) 1 [
N + E/t r(x(s),a)ds < 0.

Queremos ver que, cuando tomamos h — 0, resulta
ve(z,t) + Veu(z, t) - x(t) + r(x,a) <0.

Hagamos esta cuenta con cuidado. Primero acotaremos el cociente incremental, y
luego aplicaremos el Teorema Fundamental del Célculo a la integral.

Recordemos que x(s) = (21($), ..., z,(s)). Ademas, por ser solucién de la ecuacion
(2.2.1), es continua en todas sus coordenadas, y x(t) = x. Para mostrar la idea, y por
simplicidad, alcanza con ver el caso n = 2:

v(x(t+h),t+h) —v(z,t) :v(x(t +h),t+h) —vx({t+h),t)
h h
N v(x(t+h),t) —v(x,t)

h Y

entonces, el primer sumando resulta

v (x(¢),t) = vy(x, t).
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Para el segundo,

v(x(t+ h),t) —v(x,t) v((x1(t+ h),z2(t + R)),t) —v((z1(2), 22(2),1))

h h
:v((xl(t +h),zo(t + h)), t) — v(z1(t), z2(t + h), 1)
h
L U@ (t), 2o(t + 1)), t) — v(@1(t), 22(t)). 1)
h

Si z1(t 4+ h) — z1(t) # 0, podemos reescribir esta expresion como

v((z1(t + h),x2(t + h)),t) —v(x1(t), z2(t + h),t) 21 (t+ h) — :z:l(t)+

L@ (), 2t + h)), ) — v((@1(E), 22(E), 1) 2a(t + ) — 2a(F)
LL’Q('[I + h) — iL‘Q('[J) h, ’

y tomando limite A — 0, queda
Vg, (@, )21 () 4 gy (2, 1) E2(t) = Vev(z, t) - X(2).
Por otro lado,
h—0 %

t+h
lfm ! /t r(x(s),a)ds = r(x(t),a)

por el Teorema Fundamental del Calculo.
Luego, vale que
v(z,t) + Veu(x, t) - x(t) + r(x,a) <0.

Como x(+) es solucion del sistema (2.2.1) para el control constante a, reemplazando x(-)
por f(x(-),a) se tiene

vz, t) + f(x,a) - Vyo(z,t) +r(z,a) <0,
y vale para todo a € A, de donde concluimos que

v (z,t) + mé} {V.v(z,t) - 2(t) + r(xz,a)} <O0. (2.2.10)
ac
Supongamos ahora que conocemos el control 6ptimo a*(+) y la solucion z*(-) del
problema.

Por el Principio de Programacion Dinamica, y utilizando o*(-) para los tiempos
t<s<t+h,

o(,t) = /t r(x*(s), 0 ())ds + g(x*(T))

t+h
:/t r(x*(s),a"(s))ds + v(x*(t + h),t + h).
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Si reordenamos como antes y dividimos por h > 0,

v(x*(t+h), t+h) —v(x*(t),t) 1 [ . B
. + E/t r(x*(s),a”(s))ds = 0,

y haciendo la misma cuenta que antes, con h — 0,
v(x7(1), & (1)) + Vou(x™(1), 1) - X*(¢) + 7(x*(2), "(t)) = 0,

pero ademas, x*(t) = z, X*(t) = f(z,a*(t)).
Definiendo a* = a*(t), con a* € A,

vz, t) + Vou(z,t) - flz,a") +r(z,a") =0
para a* € A. Esto es, vale la igualdad en (2.2.10), y queda demostrado el teorema. [

Observacion 2.2.1. Las ecuaciones llamadas de Hamilton-Jacobi-Bellman son de la for-

ma
vy + H(z, V,v) =0.

En nuestro caso,

H(z,V,v) :=méx H(z,V,v,a) = méjc {f(z,a) - Vyo(z,t)+r(x,t)}.
ac

acA

En general, utilizaremos la variable p para el gradiente de v, y escribiremos H(x,p)
para referirnos al Hamiltoniano H.

2.2.3. Diseno del Control Optimo

Utilizaremos también el Método de Programacion Dinamica para disenar los con-
troles 6ptimos de la siguiente forma:

1. Resolvemos la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (2.2.9) para obtener v.

2. Una vez conocido v, para cada x € R" y cada 0 <t < T definimos «o(z,t) =a € A
con a el parametro en donde se alcanza el maximo en (2.2.9) para (x,t). Es decir,
elegimos «(z,t) tal que

v(z,t) + f(z,a(x,t)) - Veu(z, t) + r(z, a(x,t)) = 0.

3. Resolvemos el siguiente sistema, suponiendo que a(z, t) es suficientemente regular:

(X = [OeEs @<5SD g,
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4. Definimos el control 6ptimo como

a*(s) = a(x*(s), s). (2.2.12)

En resumen, si el estado del sistema a tiempo ¢ es x, usamos el control que a tiempo
t toma el valor a € A tal que en a se alcanza el maximo de Hamilton-Jacobi-Bellman.
Probemos ahora que el control construido es, efectivamente, 6ptimo.

Teorema 2.2.3 (Verificacion de la Optimalidad). El control o*(-) definido por (2.2.12)
es optimo.

Demostracion. Se tiene que

Py e ()] =/t r(x*(s),a"(s))ds + g(x*(T)).

Por la construccion de a*(-), podemos reemplazar r y obtenemos

Luego, como
v(z,t) = sup Pyila(-)]

a()eA
se tiene
Pogla® ()] = sup Pogla()];
a()eA
lo que demuestra que o*(-) es el 6ptimo. ]

Observacion 2.2.2. En la demostracion anterior, usamos la unicidad de la solucién de
Hamilton-Jacobi-Bellman, afirmacion que todavia no probamos.

2.3. Soluciones Viscosas

En la secciéon anterior mostramos que podiamos encontrar un control 6ptimo va-
liéndonos de la solucién de cierta ecuacion diferencial. Dicha soluciéon no tiene por
qué existir, al menos en el sentido clasico. En esta seccién definiremos un concepto de
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soluciones débiles para ecuaciones del tipo Hamilton-Jacobi. Estas son las soluciones
viscosas. Mostraremos que son consistentes con las soluciones clésicas y que, de existir,
son Unicas. Luego, se deduce una féormula que caracteriza estas soluciones cuando el
Hamiltoniano depende so6lo del gradiente, y por ultimo, veremos que la funciéon valor
es la (tnica) solucion viscosa de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman de control
optimo.

Definicion 2.3.1. Una ecuacion de Hamilton-Jacobi tiene la forma

{ut—i-H(VIu,m) = 0 en R™ x (0, 00) (2.3.1)

u =g en R" x {t =0}
Aqui, el Hamiltoniano H : R" XxR™ — R, y el dato inicial g : R™ — R son conocidos.

La incognita es u = u(x,t), u: R" x [0,00) — R.
En algunos casos escribiremos H = H(p,x), e indicamos con p la variable que

corresponde a V  u.

Definicion 2.3.2. Una funcion u acotada y uniformemente continua se dice solucion
viscosa del problema a valores iniciales (2.3.1) si

i) u=g en R" x {t =0},
it) para cada v € C*(R"™ x (0,00)) vale
a) St u—wv tiene un mdximo local en (xo,to) € R™ x (0,00), entonces
v (o, to) + H(Vv(z0, o), 20) <0
b) Siu— v tiene un minimo local en (xo,ty) € R" x (0,00), entonces
v (o, to) + H(Vv(zo, o), x0) > 0

Si sdlo verifica a), la llamamos subsolucion, y si solo verifica b), la llamamos super-
solucion.

2.3.1. Consistencia

Veamos que la definiciéon de solucion viscosa es consistente con la de soluciéon clésica.

Lema 2.3.1. Siu € CY(R" x (0,00)) es solucion de (2.3.1), acotada y uniformemente
continua, entonces es solucion viscosa.
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Demostracion. Si v es suave, y u — v tiene un maximo local en (g, to),
VIU(I(), to) = VxU(Io, to)

ui (o, to) = ve(zo, to),

entonces
u(zo, to) + H(Vu(zo, to), vo) = ve(wo, to) + H(Vau(xo, to), xo) =0

dado que u es solucion de (2.3.1).
De la misma forma, podemos probar que vale la igualdad para cualquier v tal que
u — v tenga un minimo local en (zg, to).

]

Ahora queremos ver que una solucién viscosa suficientemente regular, es solucion
clasica. Para ello, usaremos el siguiente lema:

Lema 2.3.2. Sea u : R" — R continua y diferenciable en yy. Entonces existe v €
CHR™) tal que u(yo) = v(yo) y u — v tiene mdzimo local estricto en yq.

La demostracion de este lema se puede ver en [2], pag. 544-545.

Teorema 2.3.1. Sea u una solucion viscosa de (2.3.1), u diferenciable en (xq,ty) €
R™ x (0,00). Entonces,

u (o, to) + H(Vu(xg, to), z0) = 0.
Demostracion. Dividamos la demostracion en distintos pasos.

1. Primero usemos el Lema anterior para u, con R"*! reemplazando a R", y (g, to) =
Yo- Entonces existe v € C1(R"™!) tal que u — v tiene un méaximo local estricto en

(l‘o,tg).

2. Sea v® :=nfx*v, con n® € C§(B(0,¢)) una funcion regularizante, entonces se tiene
v© =,

3
V.0° — Vv,
£
Uy —> U,
uniformemente en un entorno de (x, to).

Como u — v tiene un méximo local estricto, u — v® tiene un maximo en algin
(xe,te), y deducimos de la convergencia uniforme que, cuando ¢ — 0, se tiene que
(mea t&‘) — (1‘07 tO)
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Por la definiciéon de solucién viscosa,

v (ze, te) + H(V 0% (2e, te), ) < 0.

Tomando limite con € — 0,

ve(xo, to) + H(V,v(x0, to), x0) < 0.

Ahora, por lo que hicimos en la parte (1) de la demostracion, y como u es dife-
renciable en (g, %) tiene que valer

Vzu(xo, to) = va(xo, to),

u(xo, to) = ve(xo, to),

de donde deducimos que

(o, to) + H(Vu(xg, to), z0) < 0.

3. Si aplicamos ahora el lema previo a —u, en R" obtenemos v € C'(R"*1) tal que
u — v tiene un minimo local estricto. Emulando el argumento anterior, se tiene

ur(zo, to) + H(Vu(xg, to), z) > 0.

lo que concluye la demostracion.

]
2.3.2. Unicidad
Fijemos ahora T" > 0 y estudiemos el problema
u+ H(Vyu,t) = 0 en R" x (0,7
{ u =g enR"x{t=0} (232)

Diremos que una funciéon u acotada y uniformemente continua es una solucion vis-
cosa de (2.3.2) si

i) u=genR" x {t =0},
ii) para cada v € C(R" x (0,00)) vale:
a) si u — v tiene un méaximo local en (zo,ty) € R™ x (0, 7], entonces

v (o, to) + H(Vv(x0,t0), 20) < 0.



14 CAPITULO 2. CONTROL OPTIMO DETERMINISTICO

b) si u — v tiene un minimo local en (zg, ;) € R™ x (0,77, entonces
v (o, to) + H(Viv(xg,tp), 29) > 0.

Es decir, también permitimos to = T'.
Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.3.2. (Unicidad)
Supongamos que existe una constante positiva ¢ tal que para todo x,y,p,q € R", H
satisface las siguientes condiciones:

|H(p,x) — H(q,7)| < clp —q (2.3.3)
|H(p,z) — H(p,y)| < clr —y|(1+[p|)

entonces existe a lo sumo una solucion viscosa de (2.5.2).

Vamos a omitir la demostracion de este teorema por ser muy extensa, pero utiliza
una técnica muy ttil consistente en duplicar el ntimero de variables, ver [2]| pag. 547-550.

2.3.3. Foérmula de Lax-Hopf

En las secciones anteriores estudiamos el problema de maximizar un pago. En esta
seccion, mostraremos resultados para el problema de minimizar un costo, que es equi-
valente al anterior. Cuando el Hamiltoniano H es convexo y depende sblo de p, tenemos
una féormula explicita para la soluciéon del problema

{uﬁH(VxU) = 0 enR"x(0,7] (2.3.5)

u =g en R" x {t = 0}.
Supongamos que g : R" — R es Lipchitz, p — H(p) es convexa, y que

H(p)

lim —<% =40
ploo |

Entonces, la féormula de Lax-Hopf para una solucion de (2.3.5) es

u(z,t) = min {tL (%) + g(y)} (2.3.6)

yEeR™

para x € R", t € [0,T], siendo L la transformada de Legendre de H

L(q) = sup{p-q— H(p)}, (¢ €R")

peER™
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Teorema 2.3.3. Bajo las hipotesis anteriores, si ademds g es acotada, entonces la
inica solucion viscosa de (2.3.5) estd dada por (2.5.6).

Vamos a omitir la demostraciéon de este teorema por ser un caso particular del
teorema que veremos a continuaciéon, y su demostracion puede adaptarse sin mucha
dificultad, ver [2] Capitulos 3 y 10.

Demostremos que la funcién valor definida para el problema de control es la tnica
solucién viscosa de la ecuaciéon HJB deducida antes.

Teorema 2.3.4. La funcion valor v es la inica solucion viscosa del problema a valores
terminales

{ v + mingea{flz,a) - Vyu(z,t) +r(z,a)} =0 R™ x (0,7)

b—g RUx{f—T) (2.3.7)

Observacion 2.3.1. Como tenemos un problema a valores terminales, debemos especi-
ficar a qué llamamos solucién viscosa en este contexto: una funciéon v acotada, unifor-
memente continua es solucion viscosa de (2.3.7) si

i) v=gen R" x {t =T},
ii) para cada u € C*(R™ x (0,7)) vale
a) Si v — u tiene un maximo local en (xg,ty) € R™ x (0,7, entonces
u(zo, to) + H(Viu(xg, to), z0) > 0.
b) Si v — u tiene un minimo local en (xg,t;) € R" x (0,7"), entonces
u (o, to) + H(Vau(zo, to), z0) < 0.

Es decir, cambiamos el sentido de las desigualdades.

Observacion 2.3.2. Si v es solucion viscosa de la ecuacion (2.3.7) entonces w(z,t) =
v(x,T —t) es solucion viscosa de

{ wy — mingea{f(z,a) - Vow(z,t) + r(z,a)} = 0 R*x(0,7)
w = g R*"x{t=0}

Demostracion del Teorema 2.3.4. Supongamos que v — u tiene un minimo local en
(xo,t0) € R™ x (0, 7). Queremos mostrar que

u (o, to) + Iﬂé}ll{f(l’o, a) - Vyu(zo, to) + r(zg,a)} <0
Supongamos que no es cierto, entonces existe # > 0 tal que

w(z,t) + f(x,a) - Vou(x,t) + r(x,a) >0 >0
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para todo a € Ay (z,t) suficientemente cerca de (zo, 1), 0 sea, para algin 6 > 0
|2 — 2| + |t — to| < 6 (2.3.8)
Como v — u tiene un minimo local en (zo, ty), podemos suponer
(v —u)(2,t) = (v — u)(zo, to)

para todo (x,t) que verifique (2.3.8).
Sea 0 < h < ¢ suficientemente chico tal que |x(s) —zo| < ¢ para todo ty < s < ty+h,
donde x(-) es la solucion de

{ x(s) = f(x(s),a(s)) to<s<T
X(to) = X

para cierto control a(-) € A.
Entonces, para cualquier a(-) € A tenemos

’U(X(to + h), to + h,) — U(ZBQ, to) 2U(X(t0 + h), to + h) — U(l’o, to)

to+h d
:/t EU(X(S)’ s)ds

- / u(x(s), 5

+ f(x(s), a(s)) - Vau(x(s), s)ds.

Por otro lado, por la condicion de optimalidad (recordemos que en este caso estamos
mirando la ecuacién con un minimo!), podemos elegir a(-) € A tal que

to+h
v(xo,to) > /t r(x(s),a(s))ds + v(x(to + h),to + h) — 9;

De las ultimas dos desigualdades obtenemos
to+h
> > / ur(x(s), s) + f(x(s), a(s)) - Vaou(x(s), s) + r(x(s), a(s))ds > 6h,
to

lo cual es un absurdo.
De la misma manera se llega a un absurdo suponiendo que v — u tiene un maximo
local en (xg,tg) € R™ x (0,T) pero no satisface la desigualdad correspondiente. O



Capitulo 3

Control 6ptimo estocastico

3.1. El problema

En el capitulo anterior estudiamos el problema de control asociado a una ecuacién
diferencial ordinaria. En muchos casos, un mejor modelo para ciertos fenémenos es una
ecuacion diferencial estocastica:

X)) = f(X(@)+ o&(t), t>0
{Jo - ix@yrec o> 1)

donde £(-) representa un término de ruido blanco que causa fluctuaciones aleatorias. Ob-
servemos que en este caso la solucion también sera aleatoria. Usaremos X (-) mayuscula
para indicar esta caracteristica.

Una solucion de (3.1.1) es un proceso estocastico, con una distribucion de probabi-
lidad sobre los posibles caminos.

Podriamos entonces, considerar el problema de control asociado a una ecuacién
diferencial estocastica.

Sea ahora f : R™ x A — R" y el siguiente sistema

{ ?}({(ég - g?(s),A(s)) +0¢(s) t<s<T (3.12)

Introduzcamos las siguientes definiciones:

Definiciéon 3.1.1. Un control A(-) es una asignacion de [t, T en A, tal que para cada
tiempot < s < T, A(s) depende sdlo de s y de las observaciones de X(7) parat < 7 < s.

Definicion 3.1.2. FEl funcional de pago asociado es

PoA() = E { | o) s + g<X<T>>} , (3.13)

esto es, el valor esperado sobre todos los caminos de la solucion de (3.1.2). Llamamos
r al pago variable y g al pago terminal, y las consideramos funciones conocidas.

17
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El problema bésico sera encontrar un control 6ptimo A*(-), tal que

Pual ()] = mfx Pos[ ().

En la Secciéon §2 haremos una breve introducciéon a las ecuaciones y al célculo es-
tocéstico. En la Secciéon §3, adaptaremos el método de programacion dinamica a este
modelo, y calcularemos, de manera heuristica, la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman
correspondiente; por ultimo, disenaremos un control 6ptimo. Se puede verificar que la
funcién valor es la solucion viscosa de la ecuacion que encontramos, para més detalles,

ver [3].

3.2. Ecuaciones y calculo estocastico
Introduzcamos algunas definiciones necesarias. Como antes, continuaremos usando
negritas para denotar funciones vectoriales y también procesos estocasticos vectoriales.

Definicién 3.2.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias X (t),
0 <t < o0, cada una definida en el mismo espacio de probabilidad (2, F, P).

La asignacion t — X (t,w) es el w-ésimo camino del proceso.

Definicion 3.2.2. Un proceso estocdstico W (t) que toma valores en R se llama un
movimiento browniano unidimensional si

(i) W(0) =0 casi seqguramente (es decir, excepto un conjunto de probabilidad nula),

(11) casi todo camino es continuo. Esto es, existe un conjunto 2y C €2, con P(£) =1,
tal que para todo w € )y, tenemos que t — W (t,w) es continua.

(iii) W (t) tiene distribucion normal con p =0, 0% =t, es decir,

W(t) ~ N(0,1),

(iv) para toda eleccion de tiempos 0 < t; < ty < ... < t,,, las variables aleatorias
W(ty), W(ta) = W(ty), ... W(tm) — W(tm-1)
son independientes.

Debido a la propiedad (iv), decimos que W tiene incrementos independientes.
Podemos interpretar el ruido blanco unidimensional £(+) como la derivada temporal
de un movimiento browniano,

AW ()
§==2".

Sin embargo, esta es s6lo una notacién conveniente, y no debemos olvidar que el camino
t — X (t,w) no es diferenciable en ningtn punto para casi todo w.
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Definicién 3.2.3. Un movimiento browniano n-dimensional es
W(t) = (W'(t), W2(t),.... W" ()"
donde los W'(t) son movimientos brownianos unidimensionales independientes.
Volvamos a considerar el sistema de ecuaciones estocasticas (sin el control A):

{;c(%; = JXO)+oE) >0 5.2.1)

y aceptemos, informalmente, que £ = W.

Definicién 3.2.4. Decimos que un proceso estocdstico X(-) es una solucion de la ecua-
cion (3.2.1) si para todo tiempo t > 0, se tiene

X(t) = a0 + /0 t F(X(s))ds + o W(t). (3.2.2)

Observacion 3.2.1. Es posible resolver localmente la ecuacion (3.2.2) por el método
de aproximaciones sucesivas, asumiendo cierta regularidad de f, por ejemplo, que sea
continua Lipchitz.

Partiendo de X°(-) = z, definimos inductivamente

X = o + /0 f(X*(s))ds + oW (2).

Podemos demostrar que es una sucesion de Cauchy de manera muy similar al caso de
ecuaciones diferenciales ordinarias, y tenemos que X*(t) converge a X(t) para todo
t >0,y que X(-) es una solucion de (3.2.2), para mas detalles ver [4| pag. 83-84.

Observacion 3.2.2. En el capitulo 5 consideraremos ecuaciones estocésticas mas gene-
rales:

X(t) = f(X(t)) + H(X(t))&(t) (> 0), (3.2.3)
que podemos escribir, s6lo por notacién, como antes,
dX(t) dW ()

— £(X (1) + H(X(1))

dt
Reformulando esta ecuacion como

dX (t) = £(X(t))dt + H(X(t))dW (L),

dt

nos queda una ecuacion diferencial estocdstica de Ito. Diremos que X(-) es su solucion,
dada la condicion inicial X(0) = x, si

X(t) = xo +/0 f(X(s))ds —I—/O H(X(s)) - dW(s)
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para todo tiempo ¢t > 0. En esta expresion, fot H(X)-dW se dice una integral estocdstica
de Ito.

En general, dados un movimiento Browniano W(-) y un proceso Y (-) tal que para
cada tiempo 0 < s < ¢, Y(s) depende s6lo de W(7) para tiempos 0 < 7 < s (y que no
depende de W(7) para 7 > s), se puede definir la integral estocastica de Ito

¢
/Y-dW.
0

Si bien no entraremos en detalles sobre la construccion de la integral de It6, una de
sus propiedades mas importantes es la siguiente:

ELwamﬂza (3.2.4)

3.2.1. Regla de la Cadena de It6

Una vez definida la integral estocéstica de It6, se tiene un nuevo célculo, cuyas
propiedades deberiamos estudiar. En particular, la regla de la cadena ahora contie-
ne términos adicionales en comparacion a la regla de la cadena usual. Estos cambios
influiran en la deduccién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Enunciemos el siguiente resultado, cuya demostracion puede verse en [4].

Teorema 3.2.1 (Caso unidimensional). Sea u : R — R de clase C®. Dada la ecuacion

{¢ww:F®ﬁ+G®ﬂW®t20 (3.2.5)

y su solucion
t t
X(t) = xg +/ F(t)dt +/ G(t)dW (),
0 0

definimos el proceso

Entonces,
1
dY = |u'(X(t))F(t) + §G2(t)u”(X(t))} dt +u' (X (£))G(t)dW (t).
Para dar una idea de la demostracion del teorema, debemos utilizar el siguiente

principio heuristico: dW (t) = (dt)'/2.
Ahora, veamos qué ecuacion resuelve Y'(t) en el tiempo.
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Aproximemos primero la funcién v con su polinomio de Taylor de segundo grado,
incluyendo una estimacion del error,

u(s +ds) = u(s) + u'(s)ds + %u”(s)(ds)2 + o([ds]?).

Entonces,

dY (t) =d(u(X(t)))
=/ (X (t))dX (t) + ;u"(X(t))dX(t)Q + o(dX (1))
=u'(X(1))[F(t)dt + G(t)dW (¢)]
+ (X () [F(t)dt + G(t)dW (t)]* + o([dt + dW]?)

H><

O |

donde hemos reemplazado dX en la tltima igualdad utilizando la ecuacion (3.2.5).
Ahora, usando dW (t) = (dt)"/?,

[F(t)dt + G()dW (t)]* = F(t)*dt* + 2F (t)G(t)dtdW (t) + G(t)*dW (t)*
= G(t)%dt + o(dt).

Entonces, ignorando los términos de orden o(dt), llegamos a la regla de la cadena
de It6 unidimensional:

- {u'(xu))p(t) + %G%t)u”(X(t))} dt + o' (X ()G (L) dW (2).

Observacion 3.2.3. Reescribiendo u en forma integral, tenemos para todo ¢t > 0,

Y (0) + /0 [u'<X(s))F(s)+%G2(s)u"<X(s)) ds
—l—/o (X (8))G(s)dW (s),

donde X (t) era la solucion de la ecuacion (3.2.5).

Observacion 3.2.4. De manera similar, tenemos una versiéon para dimensiones superio-
res. Por simplicidad consideraremos solamente el siguiente caso:

{ dX(t) = F(t)dt+odW(t) (t > 0) (3.2.6)
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Aqui, X(t) = (X1(¢), ..., X"(t))T.
Este sistema estocéstico dice que para cada indice i, se tiene

dX'(t) = F'(t)dt + cdW'(t).

Sea u : R™ x [0,00) — R de clase C?, y definamos

t)dt + Zuz ) dX(t)

+ = Z Uy, (X (t), )X (£)d X (1).

'Lj 1
Necesitamos utilizar que X(-) es solucion de (3.2.6), que dW* = (dt)%, y que

dt si i = j
0si i # j

esto dltimo porque las componentes de dW son independientes.
Reemplazando estas identidades en la cuenta anterior, y quedandonos sélo con los
términos de primer y segundo orden en dt, tenemos:

AW 'dW? = {

dY (t) = t)dt + Z Uy, (X Fi(t)dt + odW'(t)]

Observemos que la primer sumatoria involucra el producto interno de V,u con
F(t)dt + cdW (t), mientras que la segunda es el laplaciano de u. Podemos escribir en
forma mas compacta

2

dY (1) = w(X, 1) + Vou(X, t) - [F(t)dt + cdW (t)] + %Au(X, t)dt.

Esta es la regla de la cadena de Itd6 n-dimensional, que también involucra derivadas
segundas como en el caso unidimensional.
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3.3. Programacién Dinamica

Queremos, emulando lo hecho para control deterministico, disenar un control 6ptimo
para el caso estocéstico. Necesitamos ver qué significa el principio de Programaciéon
Dinamica en este contexto.

Para ello, volvamos a considerar el problema de control para el siguiente sistema de
ecuaciones estocésticas

dX(s) = f(X(s),A(s))ds+cdW(s) t<s<T
(3.3.1)
X(t) = =

Por lo estudiado antes, una solucién tendra la forma

X(r)=a+ /OT f(X(s),A(s))ds + o[W (1) — W(t)]

para todot <7 <T.
Recordemos la definicion del funcional de pago esperado.

PuilA()] = E { / Cr(X(5), A(s))ds + g<x<t>>} , (3.3.2)

y la funcion valor seré
v(x,t) == sup Py A(")].
A()eA
Vamos a aplicar el método de programacion dinamica. Como hicimos antes, quere-
mos encontrar una ecuacion en derivadas parciales que verifique v, y luego usar esta
ecuacion para disenar el control optimo A*(-).

3.3.1. Ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman

Como en el caso deterministico, queremos transformar el problema de control en otro
problema, resolver una ecuacion diferencial de la cual la funcién valor v sea solucion.

Vamos a suponer que existe un control 6ptimo A*(-), si bien podriamos proceder
como en el capitulo anterior, y demostrar su existencia trabajando con controles que
estdn a menos de ¢ de realizar el supremo.

Sea entonces A(-) un control cualquiera, y supongamos que lo usamos para tiempos
t <s<t+h,h >0,y a partir de ahi, usamos el control 6ptimo A*(-). Definimos, para
A(-) y h fijos, el control admisible

~ | A(s) st t<s<t+h
A(S)'_{A*(s) si t+h<s<T
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Calculemos el pago esperado

[/ (X (s), A(s))ds + X))

usando este control. Por la linealidad de la integral y de la esperanza, tenemos

r t+h T
E /t r(X(s), A(s))ds + /t r(X(s),A*(s))ds%—g(X(t))}:

+h

E :/ttJrhr(X(s),A(s))ds] +E MT r(X(s), A*(s))ds —|—g(X(t))} -

+h

E _/Hh r(X(s), A(s))ds] +o(X(t + h),t + h),

y en la dltima igualdad utilizamos que A*(+) es el control 6ptimo.
Pero como v(x,t) es el supremo de los pagos sobre todos los controles admisibles,
tenemos

t+h
E [/ r(X(s), A(s))ds} +u(X(t+h),t+h) <ov(z,t). (3.3.3)

Observacion 3.3.1. Vale la igualdad cuando elegimos A(-) = A*(-), un control éptimo.

Por la desigualdad (3.3.3) tenemos, para un control arbitrario A(-),
t+h
B [ X9 Alds +o(X(0-+ 1)1+ )~ o(o,t)] <o
t

es decir,

t+h
E [/t rds} R (X (E+ h), £+ h) — v, 8)] <0, (3.3.4)

Recordemos la formula de 1td, y que X(-) es solucion de la ecuacion (3.3.1), con lo
cual

dv(X(s), s) =vi(X(s), s)ds + Z v, (X(5), 5)dX"(s)

n

45D by (X(5), )X ()X )

— vyds + Vv - (fds + 0dW(s)) + %Avds.
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Esto nos dice que
t+h o2
v(X(t+ h),t+h) —o(X(t),1t) :/ (vt—i—VIU-f—i— TA"U) ds
t
t+h
+ / oV,v-dW(s).
t
Calculando la esperanza, tenemos
t+h o2
Ev(X(t+h),t+h) —v(z,t)] =E [/ <vt +V,u-f+ 7Av> ds] :
t

Si sumamos en ambos miembros E[fttJrh f(X(s), A(s))ds], por la desigualdad (3.3.4)

nos queda
t+h o2
/ (T+vt+v$v-f+7Av)ds}§O.
t

Si dividimos por h > 0, y tomamos limite h — 07, nos queda

E

2

r(X(t), A1) + v (X (1), 1) + £(X(2), A1) - Vou(X (1), ) + %AU(XU)J) <0,
y recordando que X(t) = z, si fijamos A(t) = a € A, se transforma en
2

r(z,a) + vz, t) + f(z,a) - Vyu(z, t) + %Av(x, t) <0.

Esto vale para todo x, t, y a. Ademés, como vale la igualdad para el control 6ptimo,
tenemos

2
méx{vthf-vaqLO—Av—l—T} =0.
a€A 2

Observacion 3.3.2. La deduccién anterior nos dice que la funcién valor v de nuestro
problema de control estocastico es solucion de la siguiente ecuaciéon en derivadas par-
ciales:

v, t) + 2 Av(x, ) + méxeea{ f(2,a) - Voula,t) +r(z,t)} = 0
{ o T) = gla). Y

La llamamos FEcuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman para el problema de control
estocastico.
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3.3.2. Diseno del Control Optimo

Queremos ahora hallar el control 6ptimo A*(s). Supongamos que podemos resolver
la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman para el caso estocastico, y en consecuencia,
conocemos la funcion v. Podemos entonces calcular, para cada punto (z,t), el valor
a € A para el cual f(z,a) - V,u(z,t) + r(x,t) alcanza el maximo.

En otras palabras, para cada (z,t) elegimos «a(z,t) = a tal que

Iéleé} [f(z,a) - Vyo(z,t) +r(z,t)]

ocurre para a = a(z,1).
Entonces, si es posible resolvemos

{dX*(s) = f(X*(s),a(X*(s), s))ds + cdW(s)
X*(t) = =

En consecuencia, A*(s) = a(X"(s), s) es el control éptimo buscado.



Capitulo 4

Juegos Diferenciales

En este capitulo consideraremos problemas con dos controles simultaneos. Podemos
pensar que tenemos un juego entre dos personas, que llamaremos I y II, que controlan
cierta situacion en un intervalo de tiempo. A cada uno de los posibles resultados de la
interacciéon le asignaremos un niimero. Este representara lo que el jugador II le tendra
que pagar al jugador I (de ser negativo, I estara pagandole a II). Llamaremos a dicho
ntmero el pago del juego. El jugador I querra maximizarlo, y II querrd minimizarlo, ya
que para él representa un costo.

Mas formalmente, tendremos un sistema dindmico que dependera de dos controles,
uno para representar las movidas de I, que llamaremos «a(-), y el otro para las de I, 3(-).
Se tendra también un funcional de pago asociado. Observemos que ahora éste dependera
de dos variables («(-), 5(+)), y que se busca maximizarlo en «(-), y minimizarlo en S3(-).
O sea, queremos un punto silla (a*(), 5*(-)). Cuando I juegue o*(-) y II 8*(-), diremos
que estamos en equilibrio.

En la primera seccién formalizaremos este modelo, en la Seccidon §2 mostraremos
condiciones de optimalidad. Por tltimo, en la seccién §3 relacionaremos la nocién de
equilibrio con la de existencia de una solucién viscosa.

4.1. Definiciones

Consideremos el siguiente sistema

{ X(s) = f(x(s),y(s),2(s) t<s<T (4.1.1)

donde 0 <t < T,y x € R"; dos funciones medibles y : [t,7] - Yy z: [t,T] — Z
donde Y C R¥, Z C R! son conjuntos compactos.
Supongamos ademas que f : R" XY x Z — R" es uniformemente continua, y existe
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una constante positiva C4 tal que

|f(z,y,2)] < Cy
’f(l'l,y,Z)—f(.Tg,y,Z)‘ < 01’1'1—%2‘

para todo 0 <t < T, z1, x0 € R", y € Y, z € Z. Bajo estas condiciones, este sistema
tiene solucion tnica x(-), que dependera de la eleccion de las funciones y(-) y z(-).
Se tiene el siguiente funcional de pago asociado al sistema

P(y,z) = Praly(-), 2()] :/t r(x(s),y(s), 2(s))dt + g(x(T)). (4.1.2)

donde ¢ : R™ x R satisface
l9(x)| < Cy

|9(21) — g(z2)| < Colzy — 24

yr:R"xY xZ — R es uniformemente continua, tal que

‘T(l’,y,Z)‘ S C(3
|7”<l’1,y,Z)—T(ZE27y,Z)| < C3|(L’1—$2|

para ciertas constantes positivas fijas Cy y C3, y para todo 0 < t < T, z1, 5 € R",
yeY,zel.

Definicion 4.1.1. Llamamos juego diferencial al sistema (4.1.1) junto con el pago
(4.1.2) asociado.

Definiciéon 4.1.2. Los conjuntos
M(t) ={y:[t,T] = Y | y medible}

Nt)=A{z:[t,T) = Z | z medible}
son los controles admisibles para I y II respectivamente.

Las funciones y y z antes mencionadas, se pueden interpretar como las acciones
o movidas para cada uno de los jugadores. Definimos el pago como la magnitud que
I quiere maximizar y II quiere minimizar, y que depende de la eleccion de estas fun-
ciones. Entonces se podria pensar que estamos maximizando sobre el conjunto M (t)
y minimizando sobre N (t). Sin embargo, esta no serfa una representacion correcta de
la situacion, pues la idea de que I maximice sobre todos sus controles admisibles no
representa el hecho de que la funcién objetivo depende también de las acciones de II,
que estd minimizando en simultaneo.

Un mejor modelo seré considerar a [ maximizando sobre todas sus posibles respuestas
a las acciones de II, y viceversa. Esto motiva la siguiente definicion:
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Definicién 4.1.3. Una estrategia para I (empezando a tiempo t) serd cualquier asig-
nacion

a: N(t)— M(t)
tal que para cada s € [t,T], z1 ,zo € N(t)

si z1(1) = z(7)et.p paratodo T €|t s,
entonces o(z)(T7) = a(z)(r) paratodo T € [t,s].
Andlogamente, una estrategia para Il serd cualquier asignacion
B M(t) — N(t)
tal que para cada s € [t,T], y,, Yo € M(1)
si Y, (7) = y(7) ct.p paratodo T € [t,s],

entonces  B(y,)(1) = B(yy)(T) paratodo T € [t,s].

Interpretamos una estrategia para I como una funcién que a cada posible accion z(+)
del jugador II, le asigna una respuesta y(-) = a(z(+)).
El conjunto
I'(t)={a: N(t)— M(t)}

representa todas las estrategias para I, y
A(t) ={6:M(t) — N()}

todas las estrategias para II.
Luego, se estara maximizando el funcional de pago P sobre I'(t), y minimizando

sobre A(t).
Definicion 4.1.4. Definimos el valor superior del juego como

u(z,t) = sup inf Pla(z),z
(#.0) = sup int Plo(2),2

T
= sup inf {/ r(w(s),a(z(s)),z(s))ds—i—g(a}(T))},
ael(t) 2EN () L J¢
donde x(+) es la solucion de (4.1.1) para y(-) = a(2()) y z(-).
Andlogamente, el valor inferior del juego es

v(z,t)= mf sup P(y,B(y))

BEA(t) ye M (t)

-t o { (ol (s Blaks)s + (a7 |

BEA(t) yeM

donde x(-) es la solucion de (4.1.1) para y(-) y 2(-) = B(y(+)).
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Observacion 4.1.1. Si consideramos la situaciéon en que los jugadores se turnan para
mover, ir primero es una desventaja: el que elige segundo sabe qué control eligi6 el an-
terior. La funcién valor inferior v representa una version infinitesimal de esta situacion,
en la que el jugador I tiene ventaja. En este caso, I tiene una estrategia que le asegura
ganar al menos v, de aqui el nombre de valor inferior.

Anélogamente, u representa la situacion en que /1 tiene ventaja, y, como éste esta
minimizando su costo, le da una estrategia que le asegura perder a lo sumo u.

Luego, tenemos v(x,t) < u(x,t).

4.2. Propiedades del Valor Superior e Inferior

Los siguientes teoremas caracterizan al valor superior y al inferior. Sus demostra-
ciones sera omitidas (pueden verse en [5]) pues son muy similares a las demostraciones
del Principio de Programacion Dinamica 2.2.1 y el Teorema 2.2.2 que vimos en el caso
de un problema de control.

Teorema 4.2.1. Para cada h > 0, suficientemente chico tal quet +h < T, se tiene

u(z,t) = sup inf {/t ’ r(x(s), a(z(s)), z(s))ds + u(t + h, x(t + h))},

a€l(t) zEN(t)
t+h
o(z,t) = if  sup {/ r(m(s),y(s),ﬁ(y(s)))ds—|—v(t—l—h,x(t+h))}.
BeA) yem(t) \J¢

Teorema 4.2.2. Siu,v € C!, entonces u es una solucion viscosa de la ecuacion superior
de Isaacs,

Uy + min rgleaj({f(x, a,b) - Vyu(z,t) +r(x,a,b)} =0
u(z, T) = g(x)
y v es una solucion viscosa de la ecuacion inferior de Isaacs,
v+ miaxmin{f(z,a,0) - Vyo(w,t) + r(z,a,b)} = 0
v(z,T) = g(x)

Las ecuaciones de Isaacs para un juego de suma cero con dos jugadores son analogas
a las de Hamilton-Jacobi-Bellman. Podemos reescribirlas como

u + HY (z,Vou) =0
para el Hamiltoniano superior

+ L ’ ’ .
H™(z,p) = minmix{f(z, a,b) - p + r(z,a,0)}
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v+ H (2,V,v) =0

para el Hamiltoniano inferior

maxmin{f(z, a,0) - p +r(w,a,0)}

Observaciones 4.2.1. En las siguientes observaciones comparamos el teorema minimax
de Von Neumann, donde el conjunto de estrategias de cada jugador es finito, y el pago
del juego esta dado por una matriz, con nuestra situacion.

i)

ii)

iii)

iv)

En general, se tiene

méxmin{f(z, a,b) - p +r(w,a,0)} < minmix{f(z, a,b) - p+7(z,a,0)}

y, €n consecuencia,

H (z,p) < HY(z,p).

La demostracion es la misma que en el caso discreto (ver, por ejemplo, [1]), pero
en el caso continuo las ecuaciones superior e inferior de Isaacs resultan diferentes,
y entonces los valores superior e inferior del juego también lo son: u # v.

Si para todo x, p se tiene

ix min{ f b) - b)} = min max{fl b) - b
méxmin{f(z, a,b) - p +r(z,a,b)} = minmix{f(z, a,b) - p +7(z,a,0)},
decimos que el juego satisface las condiciones minimax, también llamadas de
Isaacs. En este caso, u = v, y decimos que el juego tiene un wvalor. En esta

situacion, podriamos disenar controles éptimos para los jugadores [ y I1.

Decir que a*(+) y *(-) son 6ptimos, quiere decir que el par (a*(-), 5*(:)) es un
punto silla de P4, es decir

Ppila), B7()] < Pegla™(+), 87()] < Pegla™(+), B(-)] (4.2.1)
para todo par de controles a(-), 3(-).

El jugador I elige o*(-) si supone que IT jugara 3*(-) porque es su mejor respuesta,
y, a su vez, 11 elige 5*(-), porque si cree que I jugard o*(-), también es su mejor
respuesta. En Teorfa de Juegos, un punto (a*(-), 5*(-)) donde cada estrategia es
una mejor respuesta a la estrategia elegida por el rival se llama un Equilibrio de
Nash.

En un juego arbitrario pueden existir numerosos equilibrios de Nash, cada uno con
diferentes pagos, y cada jugador elegiré una estrategia haciendo suposiciones sobre
cudl seré el equilibrio que el otro jugador estaréd intentando jugar. Eventualmente,
pueden elegir estrategias correspondientes a equilibrios de Nash distintos.
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vi) En general, en los juegos de suma cero la desigualdad (4.2.1) nos garantiza que
hay un pago tnico al que ambos jugadores pueden aspirar, el valor del juego, pero
podrian existir diferentes pares de estrategias 6ptimas (o (+), 85(-)). No es dificil
verificar que se tiene

Prealoi (), 57 ()] = Prealej (), 7 ()] = Pralei (), 55 ()]

para todo i, j. Sin embargo, bajo la condiciéon de Isaacs, Evans y Souganidis
demostraron que existe un tinico par de estrategias 6ptimas que son las soluciones
viscosas del Teorema 4.2.2.

Para finalizar, observemos que uno podria estar interesado en estudiar un problema
con N jugadores. Sin embargo, aparecen diferentes complicaciones que dificultan el uso
de este enfoque, pues por ejemplo ya no hay un valor inferior y uno superior, sino V!
ordenes posibles para jugar.

Avner Friedman propuso en 6] un enfoque para estos problemas. La idea es fijar una
permutacion 7 del orden en que juegan los jugadores, subdividir el intervalo [0,7] en
intervalos de longitud ¢, y en cada uno, cada jugador elige su estragia consecutivamente
conociendo las estrategias elegidas por todos en todos los subintervalos anteriores, y las
estrategias elegidas por los jugadores que lo preceden en el subintervalo en cuestion.
Luego, se hace tender § — 0, obteniéndose un valor V,. Si es independiente de la
permutacion, se puede definir el valor del juego.

Sin embargo, esto no cubre todos los casos posibles, pues debe decidirse si los juga-
dores pueden o no formar coaliciones, asocidndose para jugar en conjunto. En caso de
estar permitidas estas coaliciones, se debe analizar si los pagos son o no transferibles
entre los jugadores de una coalicion, y resolver el problema del reparto del pago entre
los jugadores.

En el proximo capitulo veremos un nuevo enfoque propuesto por Lasry y Lions en
2007, los juegos de campo medio.



Capitulo 5

Juegos de campo medio

En este capitulo veremos dos ejemplos de juegos de campo medio. En el primero
no interesaré la posicion de los jugadores, solamente el instante que eligen para llegar
a una reuniéon. El segundo, més completo, analiza el problema de elegir un nivel de
tecnologia para aislar una vivienda tratando de minimizar los costos de inversion, de
mantenimiento, y de energia para calefaccionarla. En este tltimo incluimos la deduccién
del sistema de ecuaciones propuestas por Lasry y Lions para modelar los juegos de
campo medio.

En cada caso, la existencia de solucién dependeré de distintas técnicas de ecuaciones
diferenciales: el primero se resuelve utilizando un teorema de punto fijo, el segundo se
transforma en una ecuaciéon ordinaria que se integra explicitamente, y para el tercero
se debe hallar el minimizante de un funcional.

5.1. ;jCuando empieza una reuniéon?

Consideremos el problema del horario real en que empieza una reunién. Es muy
comin que, aunque ésta se programe para empezar cierto horario ¢, comience unos
minutos mas tarde. Este tiempo, que llamaremos 7', depende de la dindmica de llegada
de los participantes. Si se tiene alguna regla para determinar cuando comenzara la
reunion, se generara una interaccion estratégica entre los concurrentes.

Cada agente i elige un tiempo 7° al que quiere llegar, acorde a cierto costo (o pago)
que quiere minimizar (maximizar). Es decir, cada participante controla su tiempo de
llegada, y busca optimizar esta decision.

Si bien cada concurrente decide en qué momento 7¢ le gustaria llegar, en realidad
llegara en el instante 7% = 7° + o'c’, donde €' es un ruido normal con varianza 1 (los
supondremos independientes), y la variante especifica para cada agente i esta dada por
o; > 0. Mas precisamente, 7¢ es la variable controlada por i, y oc? es una incertidumbre
a la que cada agente esté sujeto. Estas incertidumbres y sus intensidades difieren en la
poblacién, representan factores externos, como, por ejemplo, el trafico, o las distintas
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distancias que recorre cada uno para llegar. Notaremos con my la distribucion de o en
la poblacion.
Recordemos entonces los elementos de este modelo:

t es el tiempo (horario) al que esté programada la reunion.
» 7% es el tiempo en que le gustarfa llegar a cada agente i.

» 7' = 7' 4 o'’ seré el tiempo en que realmente llega, donde £ es un ruido normal
con varianza 1, y ¢* denotara una incertidumbre para cada agente. Supondremos
que o' > ¢, Vi para alguna constante ¢ > 0.

= T es el tiempo en que la reunion efectivamente comenzara.

= my es la distribucién de o en la poblacion.

Para decidir en qué horario quiere llegar, cada agente optimizara un costo total. En
el caso mas simple, consideraremos la funcién costo

C<t7 T7 ,7\:> =C <t7 T7 ,7\:) + 02(t7 Ta %J) + 03(t7 T7 ,7\:>

donde, para ciertas constantes «, 5 y «y positivas,
at,T,7)=a(T—1t)"

es el costo (efecto en la reputacion) de llegar tarde en relacion al tiempo acordado ¢,
et T,7)=pF-T)"

es el costo (inconveniente personal) de llegar tarde en relacion al tiempo de inicio real
T,y
C3(t7 T7 72/) = fy(T - ”7‘:)+

es el costo (tiempo de espera) del tiempo que se pierde esperando hasta T.

Observemos que ¢(t,T,7) es una funcion convexa de 7.

Cada agente quiere minimizar el costo total esperado. Segiin la teoria de Equilibrios
de Nash con expectativas racionales, sobre la cual no profundizaremos, cada agente
optimiza asumiendo 7" como conocido. 1" es a priori una variable aleatoria, pero como
consideramos un numero infinito de jugadores, la Ley de los Grandes Numeros implica
que T es deterministica, y asi la consideraremos en adelante.

Para cada agente i el problema sera hallar

7 = argminElc((t, T, 7)).

Notemos que aca T es elcampo medio, la estimacion exhaustiva para cada agente
del comportamiento de los otros.
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Nuestro objetivo es mostrar que existe un punto fijo 7', esto es, probar que las op-
timizaciones individuales, suponiendo conocido 7', general la realizacion de este tiempo
T, que llamaremos equilibrio.

Para mostrar que dicho equilibrio existe, primero examinemos las decisiones indivi-
duales.

Proposicién 5.1.1. El tiempo optimo 7° de un agente con incertidumbre o* > ¢ > 0
estd definido implicitamente por

a@(%) +(8 +7)q>(7i;_ Ty =

donde @ es la funcion de distribucion acumulada de una variable aleatoria normal.

Demostracion. La expresiéon que se quiere minimizar es
Ela(@ —t)* + (7 = T)" +~(T —7)7],
que podemos escribir como
Ela( - )" + (B8+7)(F 1) =17 - T)],
y por la linealidad de la esperanza, queda
oE[(7" —t+ o)) + (B+E[(7" =T +0'e")"] —y(7' = T).
Derivando en 7;, tenemos

d , . d , o
E[(r" —t+0'e")t] = —/ (1" —t+0'e")dZ =
drt dr? {ri—ttoici>0}

:/ dZ =P(r" —t + a'c") > 0),

{rt—t+oici>0}

donde dZ denota integrar respecto a la distribucion Normal. Por lo tanto, tenemos
aP(t" —t+0'€") > 0) + (B+)P(r" = T + o'e") > 0) = 7.

Si llamamos ® a la funcion de distribucion de la Normal, es decir, si W ~ A(0,1)
entonces

P(W <w) = d(w),
y ademés, por la simetria de la normal respecto del 0, vale que
O(w) =P(W <w)=P(W > —w)

Entonces, la condiciéon anterior nos queda

ad (Ti(; t) +(B+7)D (TU_ T) _ (5.1.1)

Por ser ® una funcion de distribucion estrictamente monotona, y a, 8 y v positivas,
se deduce la existencia y unicidad de 7°. O]
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De esta caracterizacion de 7¢ como funcion de (¢, T, o), podemos deducir la dinAmica
de llegada de los agentes. Para esto, consideremos la distribucién mg de of. Notaremos
por F' a la funcion de distribucion acumulada de los tiempos reales de llegada de los
agentes. Como suponemos un continuo de agentes, y por la Ley de los Grandes Nimeros,
F' puede ser considerada deterministica.

Necesitamos establecer una regla para dar comienzo a la reunion, es decir, que deter-
mine el tiempo T'. Es natural pensar que dicha regla dependera de F'(-). Supondremos,
por ejemplo, que se rige por quorum: la reunién comienza luego del horario programado
y s6lo cuando una proporcion 6 de las participantes han llegado.

Vamos a probar ahora la existencia y unicidad de un punto fijo. Comenzando de un
valor T, obtenemos las estrategias 6ptimas de los agentes (7°(-;T'));. Si bien estos son
los 6ptimos de cada agente, sabemos que el tiempo real de llegada de cada uno de ellos
esta afectado por un ruido; necesitamos obtener entonces (7(-;77));. Luego, por la Ley
de los Grandes Ntumeros y la hipotesis de independencia de las incertidumbres de los
agentes, estos tiempos de llegada tienen la distribucion F'. Recordemos, de nuevo, que
F' es deterministica, y 7" se deduce de F' con la regla de inicio, (T*(F)), en este caso el
quorum. El siguiente esquema resume lo anterior:

T T (7(T)); = (F(T)) = F = F(+;T) = T*(F)
Observacion 5.1.1. La regla de quorum T™(F') satisface:

= La reuniéon nunca empieza antes de t,

VE(), TH(F()) = t,

» (Monotonia) Sean F'(-), G(-) dos funciones de distribucion acumulada,

F()<G() = T(F() 2 T(G()).

» (Sub-aditividad)
Vs> 0,T"(F(-—s)) —T*(F(-)) < s.

Esta condicion es la menos natural de las tres. Consideramos G(-) = F/(- — s), es
decir, la situacion en la que todos los agentes llegan s instantes méas tarde que en
el caso F(+), pero la distribucién es la misma. Entonces, es razonable esperar que
haya quorum a mas tardar s instantes después que cuando hay quorum para la
distribucion original, es decir, T*(F'(-—s)) < s+T*(F'(+)). Esta idea es similar a la
del Principio de Programacion Dinamica: dejamos pasar s instantes y empezamos
a contar con F'(-).

Con esto, obtenemos el siguiente resultado:
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Proposicion 5.1.2. Sia >0, 3>0,v >0 y0¢& Sop(mg), entonces T** es una con-
traccion como funcion de [t, +oo[, y existe una unica solucion T para nuestro problema.

Demostracion. Primero derivemos con respecto a 7" la condicion de primer orden (5.1.1)
que define a 7"

0-2 (acb(” — t) +(B+7)P(E= T))

oT 0 og}
i =t 0(5) ;i — T, 0(%F)
=a®'(——) 7= + B+ NV () —5%
’ Ti—t 8 Ti—t 8TZ‘
:Oéq)( o; )87’@ o; )GT
,Ti—T 8 Ti—T 87}' —1
+ (B + [ )(6_n( - )5T(0—i))]
. ,Ti—t 187’1 (ﬁ—l—v) ,TZ'—T
=ad (= =) o ()
, i —T,071 1
Despejando nos queda
dr’ Tt T =T\ T =T
con lo cual, _
i (=T
dr' _ (B +7)® (") k<l

AT~ a®(7) + (B + 1) (75)

pero como 0 no esta en el soporte de mg, tenemos que %T(t, o,T)<k<1.
Entonces, para todo T', s, h > 0,

F(s,T +h) =P(r'(¢",T + h) + o'c’ < s)
>P(r' (0", T) + kh + o'c" < )
=F(s—kh,T)

En consecuencia

T*(F(-, T +h)) < T*(F(- — kh,T)) < T*(F(-,T)) + kh,

de donde concluimos
(T + h) —T*(T) < kh,

es decir, T** es una contraccion, y entonces existe 1" punto fijo. O
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Observacion 5.1.2. Cuando planteamos el modelo, pedimos ¢ > 0. Esto implica, en
particular, 0 ¢ Sop(my).

Es interesante observar que el quorum no es un caso especial, en el sentido de que
esta demostracion sigue valiendo para cualquier regla de inicia 7' : F(-) — T que
verifique las propiedades enunciadas en (5.1.1).

Es natural pensar que a los agentes no sélo les importaré el tiempo real de inicio
de la reuniéon 7', sino también la dinamica de llegada de los demés agentes. Es decir, el
costo no so6lo dependeré de T, sino también de F. En este caso, mas general, F' es el
mean field: cada persona toma su decisiéon basandose en F', y a su vez, F' se construye
sobre esas decisiones. Desde el punto de vista matematico, el punto fijo depende de F.

5.2. El problema de la calefacciéon

5.2.1. EIl modelo

Supongamos que se tiene un nimero de jugadores N muy grande, cada uno con una
casa y los recursos suficientes para acondicionarla y calefaccionarla. No se retiraran del
juego hasta un cierto tiempo 7" > 0.

Los jugadores intentan minimizar sus costos. Si bien toman las decisiones en forma
individual, se ven influenciados por las decisiones que tomaron los restantes jugadores
(s6lo en los costos, no hay efectos manada, ni moda).

Cada jugador quiere estar en su casa a una temperatura agradable, y para eso debe
decidir si invierte en un revestimiento aislante, o si paga un costo mayor en electricidad
(energia) para calefaccionarla.

Elegir como va a revestir su casa es fijar un x € R : si x \, —o0, pierde toda la
aislacion; si x " 400, la casa adquiere toda la tecnologia disponible.

5.2.2. Distribucién de los jugadores
La aislaciéon a tiempo t, X, varia de la siguiente forma:

dXt = odW + Oé(t, Xt)dt

= El primer término es un movimiento browniano, y representa los factores clima-
ticos que pueden acelerar o frenar el deterioro del aislante.

= 0 es una constante dada, relacionada con las innovaciones en tecnologia, y el clima
(calidad de los materiales, intensidad de las tormentas, etc.)

» El término «a(t, x) es la inversion para aumentar (o disminuir) el revestimiento de
la casa.
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Suponiendo que el ntmero de jugadores tiende a infinito, denotamos por my la
densidad inicial de los jugadores en la recta. Esta describe la proporciéon de jugadores
con un nivel de aislamiento dado a tiempo t = 0. Llamaremos m(t,-) a la densidad de
los agentes, para cada t en [0,7]. La dinamica de m(t, ) estara dada por:

2

my — %m” + (am) =0 (x,t) € R x [0,T]

Esta es la ecuacion de Kolmogorov para el proceso de difusiéon. Veamos su deduccion.

Proposicion 5.2.1 (Ecuacion de Kolmogorov (Forward)). Si X; es un proceso esto-
cdstico de la forma

dX; = bdW + a(t, X;)dt,
con una distribucion inicial mg, la evolucion de la distribucion de X, estd dada por
62

mg — Em” + (am) =0

Demostracion. Primero vamos a derivar la ecuacion de Kolmogorov para el caso a(t, X;)
constante. Para eso, vamos a utilizar paseos al azar en tiempo discreto. Esto es, partimos
un intervalo de tiempo, de longitud ¢, en n = t/At “escalones” discretos, y en cada
escalon, con probabilidad p X; aumenta en Ah, y con probabilidad ¢ = 1 — p, disminuye
Ah, siendo

1 1
p=§[1+%VAt]> 6125[1—%\/&1

Queremos, ademés, mantener la esperanza y la varianza de X; — mg independiente de
la eleccion de At. Tomamos entonces

Ah = bV AL

Sea m(-,t) la densidad de probabilidad de X;, dada la distribucion inicial m(z,0) =
mo(x). Entonces

d
Plc< X, <d) = / m(u, t)du.

En el intervalo t — At a t, el proceso puede alcanzar el punto x de dos formas, o bien
creciendo desde x — Ah, o bien decreciendo de x + Ah. Luego

m(z,t) = pm(z — Ah,t — At) + gm(z + Ah,t — At). (5.2.1)

Desarrollemos m(z — Ah,t — At) en serie de Taylor alrededor de m(z,t):

m(z — Ah,t — At) = m(z,t) — Atmy — Ahm, + %(Ah)2mm + ...



40 CAPITULO 5. JUEGOS DE CAMPO MEDIO

Observemos que los términos de tercer érden y superiores son de orden (At)2, (At)?,

etc. y, por lo tanto, se van a cero més rapido que At. Ahora hagamos el desarrollo de
Taylor alrededor de m(x,t) para m(x + Ah,t — At):

1
m(x + Ah,t — At) = m(x,t) — Atmy + Ahm, + §(Ah)2mm + ..

Suponemos que podemos descartar los términos de mayor orden, igual que en la de-
mostracion de la regla de Ito, y sustituimos todo en (5.2.1)

1
m(z,t) =plm(z,t) — Atmy; — Ahm, + E(Ah)zmm}
+ gq[m(z,t) — Atmy + Ahm, + %(Ah)Qmm] =

=+ a)m(z,t) — (p+ @) Atmy — (p — q) Ahm, + %(Ah)Qmm.

Usemos que p+¢ = 1, y, por como definimos p y ¢, p—q = 3V At. Recordemos ademés
que Ah = bV At:
1
Atm, + (%)\/AtAhm:C — 5(AR)mg, = 0

Reemplacemos Ah = b/ At:
L
Atmy + aAtm,, — §b Atmg, =0

Ahora dividamos todo por At:

2
my + am, — mex =0

que es la ecuacion Forward de Kolmogorov. De forma similar, podemos derivar esta
ecuacion para el caso a(Xy,t) no necesariamente constante. O

5.2.3. Costos

Los jugadores quieren minimizar un costo, dado por tres componentes:

» El primer término es o?(, ), la inversién en aislar la casa.

» Otro término es de la forma f(t,2) = p(t)[1 — 5(z)] que representa el costo de la
electricidad para calefaccionar la casa;  : R — [0, 1] es una funciéon no decreciente
que dice cuénto se ahorra en energia por tener revestimiento.
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s El Gltimo término es

a1y()

gt x,m) = 1+ aym(t,z)’

ay, Qg > 0.

Aqui, v : R — [0,1] es monétona creciente, lim, , ., y(z) = 0. Este término
es creciente en x, porque a mayor inversion en revestimiento, mayor es el gasto
de mantenimiento; pero es decreciente en m(t,x) porque el costo se abarata por
razones de economia de escala al ser muchos los que tienen el mismo nivel o
tecnologia de aislamiento x.

5.2.4. El problema

Queremos hallar el control a(t) y la distribucién m que minimicen

T
mf E {/ 2 (t, Xy) + f(t, Xy) + g(t, Xy, m(t, X;))dt
@ 0

con la dindmica para X; dada por
dXt = UdW + O{(t, Xt)dt,

y una distribucioén inicial mg(x).
Usando la ecuaciéon Forward de Kolmogorov, tenemos que la distribucion de juga-
dores resuelve

mt—a—m”—i—( m) =0 (z,t) € R x [0,T7,
m(z,0) = my(x) x e R.

Por el Capitulo 3, sabemos que el problema de control estocastico puede reducirse

a una ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman,
o2
v+ 5 Vs + méx|[av, + a® + g(t, z,m(t,z))] = —f(t, 2),

e imponemos una condiciéon terminal

pues no hay un costo terminal.
En general, el sistema es dificil de resolver, y si calculamos la esperanza a minimizar,

1nf{// 2(t,2) + f(t,2) + g(t, 7, m(t, z))] m(t,x)dtdm},

en este caso podemos probar que existe una distribucion de jugadores m(t,z) y un
control a(t,z) que minimizan el costo con herramientas del célculo de variaciones.
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5.2.5. Existencia de un infimo
Por comodidad, tomamos ¢ = 1, y definimos
q(t,z) = a(t,z)m(t, x),

con lo cual, para recuperar «, introducimos
laf?

¢(a,b)={ il sib>0

+00 caso contrario.

Llamemos
pm)(0) = [ 1£(t.2) + gt . m(t,0)m, )
R
que esta bien definida pues m es integrable, y f, g son acotadas. Definimos también
T T
Klgm) = [ [ vamdsdi+ [ omiear
o Jr 0
y elegimos el siguiente espacio para minimizar K
B:={(q,m): q € L*([0,T] x R), m solucion debil de m; —m" = —¢,

m(0,-) = mo(-) € L*(R), m € L*([0,T], Hl)}

donde ' = %, "= d722. Luego, podemos reescribir el problema de minimizacién como
inf K(q,m 5.2.2
o nf K(a,m) (5.2.:2)

La existencia de una solucion de (5.2.2) es un problema abierto. Sin embargo, po-
demos estudiar el problema penalizado. Dado ¢ > 0, definimos

inf K.(q,m) = K(g,m)+€|lqll3 (5.2.3)
(g;m)eB
donde || - || denota la norma L?([0, T] x R). El siguiente teorema prueba que, para cada

e > 0, existe un par (¢g., m.) € B minimizante de (5.2.3), y que el limite cuando ¢ tiende
a cero es un infimo de (5.2.2).

Teorema 5.2.1. Simg € H'(R) y g es continua, entonces el problema de minimizacion
(5.2.8) admite una solucion (q.,m.) € B, con q. € L*([0,T] x R). Mds aun,

1/ { K = ,f K
iy, Eetom) = o Kl
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Antes de la demostracion, vamos a enunciar el siguiente teorema, cuya demostracion
puede encontrarse en [13].

Teorema 5.2.2. Sea f € L*([0,T), H™ '), mg € H', entonces existe una solucion débil
m de
my—m" = f

que satisface
m € LX([0,T], H') N L=([0, T1, ).

Ahora si podemos demostrar el Teorema 5.2.1.

Demostracion del Teorema 5.2.1. Dado ¢ > 0 fijo, existe (g, m,) una sucesiéon mini-
mizante del problema (5.2.3), por ser K.(q,m) > 0. Vamos a organizar la demostracion
en pasos, y cuando sea necesario tomar una subsucesion, la seguiremos notando {g¢, }»

6 {my }n:
1. Cotas y convergencia de ¢,. Existe una constante ¢ > 0 tal que
€an|‘% S Kﬁ(qn7mn) S C.

Luego, la sucesion g, es acotada uniformemente en L?([0,T] x R), y, en conse-

cuencia, existe una subsucesion (que volveremos a llamar ¢,) que converge débil
aqe€ L*[0,T] x R).

Observemos ademas, que ¢, estan acotadas uniformemente en L*([0, 7], H™').

2. Convergencia de m,,. Como ¢, € L*([0,T], H') y my € H'(R), por el teorema
(5.2.2), tenemos que m, € L*([0,T], H'). Mas atn, como ¢, estd acotada en
L*([0,T], H'), m, esta acotada en L*([0,T], H').

Queremos ver que podemos extraer una subsucesion de m,, que converge fuerte a
un limite m € L?([0,T] x R). Se tienen las siguientes inclusiones continuas:

H'Cc L*(R)c H !,

donde la primera inclusion es compacta por el Teorema de Inmersiéon. Temam
demostro que esto implica que la inclusion L2([0, T, H') € L?*([0,T] x R) también
es compacta, una demostracion de esta afirmacion puede encontrarse en [13].

Luego, como m,, estan acotadas uniformemente, existe m € L*([0,T], H'), y una

subsucesién m,, tal que m,, converge debilmente a m en L?([0,T], H') y fuerte-
mente en L*([0,7] x R).

Por tltimo, podemos extraer otra subsucesion, de nuevo la llamamos {m,}, que
converge a m en casi todo punto.
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Observemos que, como g, — ¢ en L*([0,T] x R) y m,, — m en L*([0,T], H'),
entonces m es solucion débil de la ecuacion de Komogorov, y por lo tanto, (¢,m) €
B. Esto se verifica utilizando el ntcleo del calor, y pasando al limite. Tenemos

t
d
malt,2) = Glt) = mafe) — [ Glt = 5) % -aa(s)ds.
0 dx
y, en sentido débil,
Gt — 3) % ~-gu(5) = LG (t - 5) % 4u(s) € C>(R)
s) % T-n(s) = - $) * (s 7

con lo cual podemos pasar al limite en la sucesion m,,:

lim m,(t,z) = lim [G(t) *mo(z) — /0 iG(t — 8) * qn(s,x)ds

n—so0 n—so0 dx

d

= G(t) *mo(x) — /0 %G(t —5) xq(s,x)ds

=m(t,x).

3. Paso al limite. Por la semicontinuidad de la norma L*([0, 7] x R) y del término
de la izquierda en K, por la convergencia en casi todo punto de m, a m, la
continuidad de g y el lema de Fatou, tenemos:

K€<Q7 m) = lim KE(anmn>
n—00

=liminf K.(q,, m,)

n—oo

T |CI|2 4 2
> / / la” / o(m) + ellq|2
o Jr M 0

:KE(Qa m)>
lo que muestra que (¢, m) es un minimizante de (5.2.3).

4. Limite de los problemas penalizados. Sea (¢., m.) una solucion de (5.2.3),
entonces, para todo par (¢, m) € B:

b K(gm) < K(gme) + <]g. 5 < Kam) + <l
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Tomemos ahora el limite de ¢ tendiendo a 0, :
. <Tim ;
(q7%1“6 , K(g;m) <liminf K(q., me)

<limsup K.(g., m.)

e—0

<K(q,m),

Tomemos ahora infimo sobre los pares (¢,m) € B:
. < Vi
(q%n)fe , K(g,m) <liminf K (q., m.)

<lim sup K. (g, m.)

e—0

< inf K(g,m),

(g;m)eB

que es lo que queriamos probar.

]

Observacion 5.2.1. La existencia de una solucion de la ecuacion (5.2.2) es un problema
abierto. Si se pudiese probar que:

M > 0 tal que Ve > 0, ||g:||2 < M,

donde (g., m.) € B es una solucién del problema penalizado (5.2.3), entonces el proble-
ma (5.2.2) admite una solucién (¢, m) € B, con ¢ € L*([0,T] x R).
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