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Introduccién

Uno de los métodos mas usados para la resolucion numérica de ecuaciones diferen-
ciales es el método de elementos finitos, cuya aplicacién se ha extendido a practicamente
todos los campos en los que se utilizan modelos basados en ecuaciones diferenciales.

En la forma mas habitual del método de elementos finitos, llamada “versién h”, se
considera una particién en tridangulos o cuadrilateros del dominio donde esté planteada
la ecuacion diferencial, y se aproxima la solucién de la ecuacién diferencial (dada en
su forma débil) por una funcién que restringida a cada tridangulo o cuadrildtero es un
polinomio de grado fijo, con el propdsito de ir mejorando la aproximacién a medida
que la particién se hace mas fina, i.e, el tamano de la malla tiende a cero (ver, por
ejemplo, [13, 14]). Desde hace unos anos otras variantes del método de elementos
finitos, llamadas “version p” y “version hp”, cobraron interés. En la “version p” la
malla se mantiene fija mientras se busca mejorar la aproximacién aumentando el grado
del polinomio en cada tridngulo o cuadrildtero (ver [9]). En la llamada “versién hp”,
que estudiaremos en este tesis, se admiten ambas opciones, es decir, refinar la malla
y/o ir aumentando el grado del polinomio (ver, por ejemplo, [8, 9]).

Para mejorar la eficiencia y la confiabilidad de los métodos numéricos, y en particular
de los métodos de elementos finitos en cualquiera de sus variantes, es fundamental el
analisis del error de aproximacion. Las estimaciones de error se dividen basicamente
en dos tipos: las “a priori” y las “a posteriori”. Las primeras tienen como objetivo
demostrar la convergencia de los métodos, obtener el orden del error y determinar
de que depende el error (ver, por ejemplo, [13, 14| para la versién h y [9] para las
versiones p y hp). En cambio, las estimaciones “a posteriori” tienen como objetivo
dar informacion cuantitativa del error y son la base de los métodos adaptativos o de
refinamiento automatico de mallas (ver [1, 22| para la version h y [2, 20] para la versién
pyhp).

Los procesos adaptativos basados en indicadores a posteriori del error juegan ac-
tualmente un rol muy relevante en la resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales. Para la version h del método de elementos finitos existen numerosos trabajos
concernientes al desarrollo de estimadores de error y métodos adaptativos eficientes
para una amplia gama de problemas (ver, por ejemplo, [1, 4, 15, 16, 22] y sus ref-
erencias). Sin embargo la bibliografia sobre esquemas adaptativos para la versién hp
es alln muy escasa y presenta varios interrogantes aun en los problemas mas sencillos
(ver, por ejemplo, [2, 3, 20, 21] y sus referencias). Una de las principales dificultades
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de la adaptatividad hp reside en que la aproximacién puede ser mejorada de dos formas
diferentes, subdividiendo los elementos o incrementando el grado del polinomio.

En el primer capitulo de este tesis, vamos a introducir la version hp del método
de elementos finitos para el problema modelo de Poisson, y siguiendo los trabajos de
Babuska y Suri [8, 9] presentaremos un anélisis a priori del error que nos va a permitir
garantizar la convergencia del método y el orden del mismo.

Por otro lado, en el capitulo 2 vamos a presentar las estimaciones a posteriori del
error. Mostraremos un indicador local del error de tipo residual el cual puede ser cal-
culado localmente utilizando la solucién obtenida numericamente [20]. Analizaremos
la equivalencia de este estimador con la norma energia del error. En particular, pro-
baremos la fiabilidad global y la eficacia local, ambas salvo terminos de mayor orden,
la dltima con una constante que lamentablemente depende del grado del polinomio en
cada elemento. Es importante senalar que hasta el momento, estimaciones de fiabil-
idad y eficiencia con constantes independientes del grado del polinomio no han sido
ain obtenidas para ningin estimador de error para el método hp. Sin embargo, los
experimentos numéricos sugieren que el estimador propuesto indica correctamente los
elementos con mayor error.

Por 1ltimo en el capitulo 3, presentamos un algoritmo hp adaptativo y un ejemplo
de su aplicacion al problema modelo estudiado en los capitulos previos. El problema
principal en adaptatividad hp es decidir si, en aquellos elementos marcados mediante
el indicador local del error propuesto en el capitulo 2, refinar h o p en cada elemento
marcado para ser refinado. Muchas estrategias de refinamiento hp estan basadas en
estimar explicitamente la regularidad local de la solucién, ver por ejemplo [2, 3, 12].
Nosotros seguiremos la estrategia dada por Wolmuth y Melenk en [20], que estd basada
en la comparacién del estimador del error actual de un elemento con un predictor del
error obtenido en un paso anterior.

Concluimos la tesis presentando varios ejemplos numéricos que muestran la buena
perfomance del algoritmo propuesto.



CHAPTER 1

La version hp de método de elemenos finitos

En este capitulo introduciremos la versién hp del método de elementos finitos para
un problema modelo y presentaremos las estimaciones de error a priori las cuales, per-
miten establecer no solo la convergencia del método sino también el orden del mismo.

1. Planteo del problema

Consideremos el siguiente problema modelo: Hallar una funciéon u que cumpla:
{ —Au=f en()

u=0 enTl

(1.1.1)

donde © C R? es un dominio poligonal, ' es el borde de ©Q, v f € L?(Q).

Dado un conjunto D C Q, denotaremos por ||.|m.p, ¥ |-|m.p las normas y seminor-
mas, respectivamente, en los espacios de Sobolev H™(D), esto es funciones de L?(D)
con derivada distribucional hasta el orden m en L?*(D). En todos los casos omitiremos
el D cuando no resulte necesario explicitarlo. Por H}(D) entenderemos el espacio de
funciones en H'(D) con traza nula.

El Problema Variacional asociado a (1.1.1) es encontrar u € Hj(2) que cumpla:

(1.1.2) a(u,v) = L(v) Vv € Hy(Q)

donde a(u,v) = [, Vu-Vv y L(v)= [, fv

Veamos ahora que el Problema Variacional tiene tinica solucién, para ver esto vamos
a usar el Teorema de Lax Milgram. Para ello recordemos antes algunas definiciones:
Sea H un espacio de Hilbert yseaa: H x H — R :
Definicion: a es bilineal si cada una de las aplicaciones

v — a(u,v)
u — a(u,v)

es lineal de H — R
Definicion: a es continua si existe una contante C' tal que |a(u, v)| < C||lu||g||v||g Yu, v €
H



8 1. LA VERSION hp DE METODO DE ELEMENOS FINITOS

Definicion: a es coercitiva si existe una constante K > 0 tal que a(v,v) >
K|} Yv e H

TEOREMA 1.1. Teorema de Lax Milgram
Sea H un espacio de Hilbert y sea a : H x H — R wuna forma bilineal, continua y
coercitiva . Entonces para toda L € H' existe una tinica w € H tal que:
a(u,v) = L(v) Yve H
donde H ={f : H — R : fes lineal y acotada }.

Sabemos que Hj es un espacio de Hilbert, entonces por el teorema de Lax Milgram,
para probar la existencia y unicidad del Problema Variacional, basta ver que
a(u,v) = [, Vu-Vuv es una forma bilineal, continua y coercitiva en Hj
yque L: Hy — R, L(v) = [, fv € (Hy)

Es claro que a es bilineal dado que integrar y derivar son operaciones lineales. Para
ver que es continua notemos que:
< / |Vu|| V|
Q

/Vu-Vv
Q

y usando la desigualdad de Holder resulta

‘/VU'VU
Q

y como ||Vul|2 < |Ju||g concluimos que a es continua con constante igual a 1.
Ahora debemos ver que a es coercitiva. Para ello vamos a hacer uso de la siguiente
Desigualdad de Poincaré.

< [[Vullz [[Volls

TEOREMA 1.2. Desigualdad de Poincaré
Sea Q2 un dominio Lipschitz y u € H} () entonces, 3C > 0 : ||ullz < C||Vull2

Luego,
a(u,u) = /Vu-Vu :/\Vu\zzHVqu
Q Q

1 1
= S IVul+ 51Vl
y usando ahora la desigualdad de Poincaré tenemos que:
11 1
a(u,u) > 55”“”% + §HVUH§
%%, % nos queda:

Tomando K = min( )
a(u,u) > K([[ull3 + [IVull3) = Klull;
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donde H = H}(Q).

Por otro lado, es claro que L : Hj — R, L(v) = [, fv € (Hj)

Por lo tanto queda demostrada la existencia y unicidad de solucién del Problema
Variacional.

2. El método de aproximacion

Vamos a considerar un subespacio V de H{ de dimensién finita y vamos a buscar la
solucién del siguiente problema: (Problema Variacional Discreto)
encontrar u € V que cumpla:

(1.2.3) a(u,v) = Lv) VveV
donde a(u,v) = [,Vu-Vv y L(v) = [, fo.

Veamos que este problema variacional discreto también tiene tinica solucion. Para
ver esto notemos primero que al ser V de dimension finita es un subestacio cerrado,
por lo tanto también es un espacio de Hilbert. Las propiedades de bilinealidad, con-
tinuidad y coercitividad las heredan cualquier subespacio del espacio H que estemos
considerando. Por lo tanto V es un espacio de Hilbert y a(u,v) = fﬂ Vu - Vv es un
operador bilineal , continuo y coercitivo en V. También vale que L : H} — R, L(v) =
fQ fv € (V). En consecuencia, por el Teorema de Lax Milgram queda demostrado que
el Problema Variacional Discreto tiene tnica solucion.

Nuestra aproximacién va a ser la solucién de (1.2.3), que la notamos upg.

El problema ahora es como elegir el subespacio V y como “refinarlo” para que las
aproximaciones sean “mejores”.

Eleccién del subespacio V .
Sean:

po = sup{diam(B) : B es una bola en Q}
hqg = diam(Q)

Notamos por P,(£2) al conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a
py por Q,(£2) al conjunto de todos los polinomios que en cada variable tiene grado
menor a igual a p.

Sea 7 = {K}, donde K C 2 es un tridngulo o un paralelogramo abierto. Decimos
que 7 es una malla (usualmente llamada triangulacién cuando K es un tridngulo) si
Q = Uger K v cada par Ki, K, € T elementos distintos, tienen en comin un lado
entero, un vértice o tienen interseccién vacia.

Sea M = {7T"} h > 0 una familia de mallas: 7" = { K} donde el pardmetro h mide
el “tamano” de la malla, i.e.,
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(1.2.4) h=maz(hg : K € T", T" € M)

Vamos a suponer que la familia {77} es regular, o sea, existen constantes o, in-
dependientes de h tal que

h
1.2.5 =<
(1.2.5) ho ST
(1.2.6) hi <,
PK

Definimos los elementos de referencia K , que puede ser K= Q=1(0,1%0 K=T=
{(z1,22)|0 < 21 < 1,0 < 23 < 1 —x1}. Sea Fi una transformacién afin que manda K
en K, donde K= Q@ si K es un paralelogramo, o K =Tsi K esun triangulo.

Notamos a V;‘(Q) C H(Q) al conjunto de funciones u que satisfacen que si ug
es la restriccién de u a K € T" | entonces cumple que ug o Fir € Q,(Q) si K es un
paralelogramo, ux o Fx € P,(T) si K es un triangulo.

Vamos a elegir V = V)(Q). La version hp del método de elementos finitos consiste
en, para p y h fijos, encontrar uz € VQ(Q) tal que:

(1.2.7) a(ul v) = Lv) Ywve V;}(Q)

p?

donde a(u,v) = [, Vu-Vv y L(v)= [, fv

Observemos que la dimension de V;} (Q) es finita, y por lo dicho anteriormente hay
un unica solucién de (1.2.7). La idea es entonces construir una sucesion de espacios
Vg obtenidos ya sea por “refinamiento de la malla” (i.e, disminuir el valor de h) o por
aumentar el grado del polinomio aproximante en cada elemento (i.e. aumentar el valor
de p) de forma tal que la respectiva sucesion de soluciones de (1.2.7) converja a la
solucién del problema variacional (1.1.2) cuando h — 0 0 p — +00.
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3. El error de aproximacion del método hp

En esta secciéon presentaremos las estimaciones a priori del error del método hp de
elementos finitos siguiendo los resultados de Babuska & Suri [6, 7, 8].

Primero vamos a presentar algunos resultados previos que utilizaremos para llevar
a cabo nuestras estimaciones.

LEMA 3.1. Sea K = Q o K =T el cuadrado o tridngulo de referencia. Sea Rp(IA() =
Qp(f() s$iK=Q o Rp(f() = Pp(f() si K =T. Seau e H*K),k > 0.
Entonces existe una familia de operadores {m,},p = 1,2,3,--- 7, : H’“([/(\’) — Rp(l?)
tal que para todo 0 < q < k

(1.3.8) lu — #pull, 7z < Cp~*2|ull, &

(1.3.9) |(u — 7pu)(z)| < Cp’(kfl)Hquﬁ k>1, zeK

Observemos que tiene sentido evaluar a u, pues dado que K es Lipschitz, n = 2,
p=2yk>1, entonces vale el Teorema de Inmersion de Sobolev, por lo cual u tiene
representante continuo.

La constante en (1.3.8) y (1.3.9) es independiente de u y de p, pero depende de k.

Mads atin, siu € R,(K), entonces T,(u) = u

Demostracion: La demostracion de este Lema es una adaptacion de la demostracion
dada en [6] . Acd vamos a dar una idea de la demostracién.

Sea rg > 1 que cumpla que K C R(rg), donde
R(ro) = {(z1, m2)[|z1] < 7o, 22| < 7o}

Como K es un dominio Lipschitz, existe un operador de extension T que manda H k(l? )
en H%(R(2rq)) tal que

3
(1.3.10) Tu=0en R(2ro) — R (57"0)

ITullk.r2ro) < Cllull, z
La constante C es independiente de u.

Sea ® una funcion biyectiva de R (3) en R (2ro) :

R(QT’()) = (.Tl,l’g) = @(51,52)) = (27’0 sin§1,2r0 sin fg)

Tenemos:

(1.3.11) R= @1[R(g7"0)] C R(g)
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donde ®7! es la funcién inversa de ®.

Seav="Tuy

V(&) = v(®(6))
Por (1.3.10) y (1.3.11), se ve facilmente que

Soporte de V() C R
Como

V(&1,&) = v(P(&,&)) = v(2rgsinéy, 2rg sin &)

podemos desde su deficion extenderla periodicamente de manera natural y en con-
secuencia podemos asumir que

V € Hpyp(R(m))

donde HE,x(R(k)) denota las funciones de H*(R(k)) que tienen perfodo 2. Usando
(1.3.10) se tiene que

IV Ilk e < Cllully z

notemos que V(§) es una funcién simétrica con respecto a las lineas § = 7,7 = 1,2
Expandamos V' en su serie de Fourier

j=o00 Il=c0
V(£1,6) = Z Z a;,el0EHE)
jzfoo l=—00

Para cualquier p > 1 definimos:

i) para K= Q

7V = Z Z ajJei(jgl*lf?)

lil<p llI<p
ii) para K =T

7,V = Z a0 +16)

l7]+111<p



3. EL ERROR DE APROXIMACION DEL METODO HP 13

Luego, utilizando estimaciones de error para desarrollos de Fourier ( ver [6] para
més detalles) obtenemos, para 0 < ¢ < k, que:

IV = #,Vlg.re < Cp*Plull, %

(V= %,V ()] < Cp~* Vlull, 7

La demostracién del Lema concluye observando que: (7,V)(®~1(z)) € Ry(K) y ®
es una funcién regular de R(rg) (ro < §) en K.
0J

Enunciaremos ahora dos resultados, clasicos en la bibliografia de elementos finitos
[14], que nos seran de utilidad para llevar a cabo nuestras estimaciones de error

LEMA 3.2. Sean Q y Q" dos subconjuntos abiertos de R" tal que existe una tran-
formacién afin F(x) = B(z) +b de Q en Q" tal que F(Q) = Q". Sean diam(2) =
1, pq0 = K, diam(Q") = h, pon = Kh. Si o € H™(Q)) con m entero, m > 0, entonces
v="00F1e H™(Q") y ademds:

(1.3.12) V] m.r < CRET™0|ma

(1.3.13) 0] m.0 < CR™ 2|0, on

donde | - |m.q es la seminorma en H™(S2), o sea :

ulma = D | D™ [|Z2q)

|or|=m
La constante C depende de K y de K pero no de 0, h y de v.
Para ver la demostracién, ir al Teorema 3.1.2 de [14].
TEOREMA 3.1. FEuxiste una constante C' tal que
(1.3.14) Yo e H"(Q), inf ||v+p 0 Cloliiia
PEPL()
la cosntante C' depende solo de €.
Para ver la demostracién ir al Teorema 3.1.1. de [14].

LEMA 3.3. Sean Q2 y Q" tridngulos o paralelogramos, supongamos que satisfacen las
condiciones del Lema (3.2). Entonces para cualquier i € H*(Q) y la correspondiente
u=1aoFte H¥QM, k>0, se cumple:
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(1.3.15) inf | a—p ko< CH ] u flean
PERH ()

donde = min (p+1,k) y C depende de K, K, k pero es independiente de p y de u.

Demostracion: Observemos que estamos en el caso n = 2.
Primero demostraremos el caso k& = 0: observemos que en este caso u = k = 0y
| ko =I - ||[x.o - Tomando p = 0, obtenemos

mf H U —p [[ko<|| @ ||xo= |t|ra
PERH(Q

y usando (1.3.13) tenemos que:

[ilre < CR* Hulug, = CR* |l u (e,

y recordando que k = p obtenemos:

inf | a—pllros CH7 | ullkg,
PERR(Y)
Ahora consideramos el caso k > 0, con k un nimero entero :
Notemos primero que como P,(2) C Q,(2) tenemos que

inf |la=plres inf || =P o
pGQp ) PGPp
Por ende basta demostrar el resultado para el caso R,(£2) = P,(12).
Por simple aplicacion de la desigualdad triangular tenemos que:

inf i plkas inf {uu—puu,mz ot 3 \pm}

PEPp() i=p+1 i=p+1

k
donde > =0sik<p+1.
i=p+1
k
Veamos ahora que > |[plio =0
i=p+1

k
i) Siu=kentonces k< pu+1ly >
i=p+1
ii) Si p # k entonces = p+ 1y como p € P,(Q2) resulta que |p|; o = 0 para i >
p+ 1y en consecuencia |p|;q = 0 para ¢ > p+ 1.
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Entonces llegamos a:

k
inf [[a—plre < inf {H i—pllua+ Y W|m}

PEPL(Q) PEPL(Y) i—u+1

= inf {2} + Z [ali.0

PEPp (L2 i=p+1

Si = 0, estamos en el caso k = 0 analizado antes. Si p > 1, desde su definicién es
claro que © — 1 < p y por ende

Pﬂ—l(Q) C PP(Q)
Luego,
inf [[a—p e inf [[4—p e
PEPL(Y) PEPL-1(22)
y usando la inecuacién (1.3.14)
inf |a—=pllapes Clilue
PEPL_1(Q)

por lo tanto:

mf {Ilu—pl\u,ﬂ}Jr Z IUIm<CZIUIm

PEPp( i=p+1

Luego, para cualquier valor de p, tenemos:

(1.3.16) inf || 4—p |k C'Z |00

PEPH(Q) i=u

ahora, usando la inecuacién (1.3.13) en el lado derecho de (1.3.16) obtenemos

inf | t=plke< Czhz Hulson

PEP() i=p

suponiendo que h < 1, tenemos que h'~' < h#*~! y usando que |ul;on <|| u [|gqn, para
<1<k, resulta

inf | a—pllre< CR7 [ u | 0n
PEPH(Q)
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Quedando demostrado el Lema para k entero.

Para cualquier otro valor de k el resultado se obtiene por argumentos clasicos de
interpolacién.

O

LEMA 3.4. Sea K wun tridangulo o paralelogramo con vértives A; que satisface las
condiciones (1.2.4), (1.2.5) y (1.2.6), sea h = diam(K). Sea u € H*(K). Entonces
existe una constante C que depende de k, 7,0 pero no depende de u, p, h y una secuencia
2 e Ry(K) p=1,2,--- tal que para todo 0 < q < k

s

(1.3.17) Ju— 2 |gx < Cpk—q lullgre, k>0
Rt

(1.3.18) (u— ") (@) < C—ullprx, k>1, z€K

pkfl

w= min (p+ 1, k)

Si k> 2, entonces podemos asumir que z!'(A4;) = u(4;).
Mds aun , parat = %

pn—t
e = 2l < ¢l

donde ||||1, denota la norma del espacio de interpolacion (H°(vy), Hy (7)) cony cualquier
lado de K.

Demostracion: Sea Fi la transformacién afin de K en K, dcinde K=ToK= Q
segiin corresponda. Definimos @ = u o Fy, es claro que @ € H*(K).
Sea 7, : H*(K) — R,(K) el operador introducido en el Lema 3.1. Definimos

m HY(K) — R,(K)

como
Wgu = 7,(0) o Fi!
Sea 0 < g < k, usando el Lema 3.1 tenemos que
i = il = 1= 5) = 7= )l 5 < Co =l ¥ € Ry(R)

y en consecuencia
i - mpall,z < Cp 0 inf i —pllyz

Ahora, usando el Lema 3.3 obtenemos
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(1.3.19) | — #yill, 7 < Cp~* DR ull x

Sea 0 < m < ¢ <k, en virtud de la inecuacién (1.3.12)
lu— Ul < CR™|0 — 7y,

Como |4 — #pdl,, z < [|@ — i, z podemos afirmar que

lu— mpulm i < Ch" i — Tpall, &

usando ahora la inecuacién (1.3.19) obtenemos:

Ju = myulmac < CH™"p~ OO e = ORI 0 ul

y asumiendo que h < 1 resulta:

q q
lu — mhullg e < Z | — Tl i < Z Ch="p™ %D |l
m=0 m=0

< Ch“_qp_(k_q)HUHhK

Andlogamente, para k > 1y T € K usando el Lema 3.1 y el Lema 3.3 resulta:

(i — #,@)(@)] < Cp~* ) inf i —pll,z < Cp W fullx

PEPR(S)
Tomano 2/ = 7' se tiene (1.3.17) y (1.3.18).
" como estd hecho en el Teorema 4.1 de [6]. Obtenemos

Si k> %, modificamos z;

"(A;) = u(A;) y por interpolacién :

Zp
lu = 23 lley < CH=p™ " lu

|11

donde v es cualquier lado de K.
OJ
El siguiente resultado de extension, cuya demostracion se sigue de los Teoremas 7.4
y 7.5 del apéndice de [7], nos sera de utilidad para llevar a cabo nuestras estimaciones.
LEMA 3.5. Sea K=Q 0 K =T y sea v = A Ay un lado de K. Sea 1) € Ry(7) tal
que Y(A;) = 0 para i = 1,2. Entonces existe una extencion v € Ry(K) tal que v =1
eny,v=0endK \ vy
ol g < Cllels,

donde la constante C' es independiente de p y de ).
El siguiente Teorema constituye la herramienta fundamental para obtener las esti-

maciones a priori del error del método hp.
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TEOREMA 3.2. Sea u la solucién de (1.1.2), w € H*(Q), k > 3. Entonces para
p>1yh>0, existen ol € V(Q) tal que

\ hk—1)
| u—p (1,05 CW [

p= min (p+1,k)

Demostracion: Llamemos 7" = {K}. Sea (2')x € R,p(K) la funcién definida en el

Lema 3.4, entonces como k > 2 tenemos que (z/')x = u en todos los vértices de K.

Sea v = K; N Ky y sean N; y N, los puntos finales de 7. Sea wg, x, = (zﬁ)Kl —
(20)k, . es claro que wg, k, es un polinomio en v de grado a lo sumo p y ademés
le,Kz(Ni) = 0, 7= ]_,2

Ahora la idea es transformar K; U K, en K 1 U IA(Q, donde I?l y [?2 son imagenes
congruentes a @ o 1" segtin corresponda, mediante una transformacién continua y lineal
a trozos F. En particular F' cumple F(K;) = ?1, F(K,y) = [/(\2 yy=F(y) = [/(\1 N [/(\2

Siguiendo la notacién introducida en el Lema 3.4 llamamos © = vo Fi,. Por (1.3.19)
podemos afirmar que:

p—1
1a— () Nl &, < C]Fllum,x1
y analogamente:
p—1
i~ (2)) ki &, < CFHUHk,I@
También siguiendo la demostracion del Lema 3.4 tenemos:

R - . h!
lor,pally gy < o= (E)mlly 5+ lld = (z)kll1 5 < O (el + el ).

Ahora nuestro propoésito es extender Wy, x, a todo K 1 de manera tal que sea 0 en
0Ky \ 7 para luego pegar bien a (2))k, v (2)})k, en 7 y en el resto de los bordes no

modificarlas. . _
Por Lema 3.5, podemos afirmar que existe ¢ € R,(K7) tal que:

lollz, < Clitwsalss

¢ - 7“Z}K1,K2 en:}/\

v =0 enal?l\/y\

Definamos (Z})x, = (2))k, — Yo Fy!. Entonces (2)g, = (2})k, en v y ademds

(21K, = (2})k, en K1 \ v, notemos que esto tiltimo nos garantiza que en aquellos
lados de los cuadrados o triangulos donde ya fueron pegadas con continuidad, sigan
quedando con continuidad.
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Usando el Lema 3.4 tenemos que :

i e
Gk = ok < OOt Ul + el ).

Repitiendo este procedimiento para cada par de figuras (paralelogramos o tridngulos)
que tengan lado en comin podemos construir (2{;) x en cada K.

Finalmente si 0K NT' = v # 0 tenemos que modificar (2")g para que (2") = 0

P P
en 7.

Definamos 4,0;‘ tal que la restriccion a K coincida con (,2;}) K, entonces 90;} € V;}(Q) y
h et
lu = @pllie < ¢ [ullr0

y el Lema quedo demostrado.
0
Vamos a analizar ahora el caso en que u € H*(Q) con 1 < k < 2.

TEOREMA 3.3. Sea u la solucidén de (1.1.2), u € H*(Q), con 1 < k < 3. Entonces
para p > 1y h >0, existen o} € VI(Q) tal que

N hw—1)
HU—%Wﬂicﬁgﬁmmﬂ

= min (p+1,k)
Demostracion: Como se muestra en [5], para cualquier ¢ > 0y m > 1, la funcién
u se puede descomponer de manera tal que:
uw=v"4+w
con
vt e Hy(Q) y w'e H™(Q)N Hy(Q)
y para cualquier m > k > 1

(1.3.20) [0 o <t ullko

(1.3.21) [ [lme < " [[ullko
Sea 2 > m > 2. Entonces por el Teorema 3.2 existe ¢} € V() tal que:

m—1

lw' = gplhe < C——llw'llme

ya que para p > 1, min(p + 1,m) = m.



20 1. LA VERSION hp DE METODO DE ELEMENOS FINITOS

Luego,

o hm
Ju—gpllie < V'] + lw' — @illie < C (tk t+ Wtk m> [[w]|x.0-

Eligiendo t = % tenemos:

h\ hp
i — e < © (};) il = € el
ya que

pw=min(p+1,k) =k, pues k<

DO | o

O

Observemos que la hipdtesis de que {2 sea un dominio Lipshitz se usa en la de-
mostracién de las descomposiciones (1.3.20) y (1.3.21).

El siguiente Lema, el cual es consecuencia del Lema de Cea (ver, por ejemplo,
[13, 14]) nos permitird, junto a los Teoremas 3.2 y 3.3, arribar a las estimaciones de
error deseadas.

LEMA 3.6. : Sea u la solucién del Problema Variacional (1.1.2) y sea u) € VI'(Q)
la solucion de (1.2.7), entonces:

| u— uZ 1o<Cllu—v|1a Yve V[,‘(Q)

Demostracion: primero demostremos que:

a(u—uz,u—u];) <a(u—v,u—wv)
para todo v € V}(Q).
En efecto:
a(u —ulu—ul) =alu—ul,u)—alu—u!, ul) =alu—ul,u)
pues a(u — ult,u}) = 0. Sumando y restando v € V()
a(u—uz,u) = a(u—ug,u—v) +a(u—u2,v) :a(u—uz,u—v)

pues a(u —ul,v) = 0.
Por lo tanto:

a(u —ul,u—ul) =alu—u),u—v)
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a(u—ul,u—v) = /V(u—u2)~V(u—v) < ]/V(u—uﬁ)-V(u—vﬂ
Q Q

_uh . u—v u—uh . u—"uv
< [19=u)- Y=ol < [ V=) V=)

y aplicando la desigualdad de Hoélder resulta:

N|=
N|=

a(u—u!, u—v) <|| V(u—ul) |2l V(u=0) |Ir20)= (alu — ul,u —u))? (a(u — v,u —v))

Por lo tanto :

SIS
[N

a(u—u),u—ul) < (alu—ul,u—ul))

> v o )7 (a(u —v,u—v))

y por ende

a(u —ul,u—ul) <alu—v,u—v)
Ahora, de la coercitividad de a sabemos que existe una constante Cy > 0 tal que:

1
ho||2 h h
=y VoS Falu—uy,u—uy)
pllLa=" P P
y usando el resultado que demostramos recién y la continuidad de a tenemos que

cualquiera sea v € V(1)

Cy
[u—uy o< = u—vlig
Cy
donde C es la constante de continuidad.
O

El siguiente Teorema establece las estimaciones a priori del error del método hp y en
particular nos permite concluir la convergencia del método y el orden con que converge.

TEOREMA 3.4. Sea u € H*Q), k > 1 la solucidon de (1.1.2), y sea ul € V)(Q) la
solucion de elementos finitos (1.2.7). Entonces:

pn—1
| u—u) [10< Cpk—l | [|x.0

= min (p+1,k)
donde la constante C es independiente de u, p y h pero depende de ), T y 0.
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Demostracion: Es una consecuencia inmediata del Lema de Cea y de los Teoremas
3.2 v 3.3, pues
C (u—1)
h 1 h
= o< & = < Oy 1w e
donde ¢! € V() es la funcién introducida en los Teoremas 3.2 y 3.3 y = min (p +
1, k).
O



CHAPTER 2

Estimaciones de Error a posteriori

En este capitulo, siguiendo el trabajo [20] de Melenk & Wolmuth, presentamos un
estimador de error a posteriori de tipo residual para el problema (1.1.2) y probamos
su confiabilidad y eficiencia mostrando su equivalencia con la norma energia del error
salvo términos de mayor orden. Cabe senalar que la constante de equivalencia resulta
ser sub-6ptima dado que depende del grado del polinomio, como suele suceder en los
métodos hp existentes en la bibliografia (ver, por ejemplo, [2, 3])

Siguiendo la notaciéon del capitulo 1, llamamos K al elemento de referencia, que
puede ser el cuadrado de referencia

K =Q=(0,1)

o el tridangulo de referencia

K=T={(z1,2)[0 <2, <1,0 <z <1—21}

En  usamos una familia de mallas {77} regular. Vamos a asumir que la malla es
~v-shape regular, esto quiere decir que cumple con lo siguiente:

(2.1.22) hi || Fie Il +hae || (Fi) ™ 1<

Esto implica que los elementos vecinos tienen lados comparables; esto es, que existe
una constante (otra vez llamanada ) tal que

(2.1.23) Y hg < hgr < vhg, K, K' €T"con KNK' # 0.

En cada malla 7", vamos a asociarle a cada elemento K € 7" un grado (méximo)
polinomial px € Ny. Vamos a denotar por p = {px} la familia de grados polinomiales

Luego podemos definir los espacios SP(7", ), S§(T",€) de polinomios a trozos de
la manera usual:

SP(T", Q) :={ue H'(Q) | ulgx o Fx € R, (K)},

(2.1.24)
SP(T", Q) := SP(T", Q) N HL(Q)

donde RpK(l? ) es el definido en el Capitulo 1.
23
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Con referencia a los grados polinomiales, sera conveniente suponer que los grados
polinomiales de elementos vecinos son comparables:

(2.1.25) Y pr +1) <pgr+1<ypx +1), K,K'€T" con KNK' # .

La aproximacién discreta de (1.1.2) es obtenida de la manera usual:
Encontrar upp € S§ (7", Q) tal que

(2.1.26) a(upg,v) = L(v) Yv € SP(T", Q).

Notemos que el espacio S§ (7", €2) difiere del espacio V() en vista de que ahora el
grado del polinomio puede variar de un elemento (tridngulo o paralelogramo) al otro,
incluso elementos con un mismo px pueden tener distintas distribuciones de grados en
los lados del elemento y de alli la importancia de la hipotesis 2.1.25.

Sea p = minp, en vista de los resultados obtenidos en el cap. 1 podemos afirmar
que:

TEOREMA 1.5. Sea u € H*(Q), k > 1 la solucion de (1.1.2), y sea upgp la solucion
de elementos finitos (2.1.26). Entonces:

hr!
I =urs o< € llke

w= min (p+ 1, k)
donde la constante C es independiente de u, p y h.

2. Resultados técnicos

En esta seccion presentaremos una serie de resultados que son las herramientas
técnicas necesarias para la obtencion de las estimaciones a posteriori del error.

2.1. interpolaciéon hp-Clément. Vamos a presentar dos operadores de interpo-
lacién hp-Clément, ambos nos proveen una aproximacién de funciones de H' por poli-
nomios a trozos. El segundo operador, ademas, nos permite imponer condiciones de
borde a los polinomios a trozos.

Vamos a asumir en nuestra definicién del operador de interpolacion hp-Clément que
la malla 7" se extiende a una malla de R? v-shape regular.

Nuestras suposiciones sobre la malla 7" son las siguientes:

(C1) Nuestra malla 7" es una malla de R? que es v shape regular, y es compatible
con €, o sea: 7"|q es una malla de €.

(C2) SeaI'p C 99 abierto. La malla 7" es compatible con I'p, o sea I'p NJyern OK
es una coleccién de bordes enteros y cerrados de 7.

Con el fin de formular los Teoremas que siguen, vamos a introducir la siguiente
notacién para cada vértice V de la malla 7" :
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w?/ = {V},
wg/ ::U{?|K€7—hyfﬂw€;17&®}’ J=1
(2.2.27) hy :=max {hg | V € K},

py i=max {px +1|V € K},
ey := {todos los lados e de 7" tal que V es un punto final de e},

TEOREMA 2.1. Supongamos que se cumple (C1) y sea N el conjunto de todos los
vértices de T". Sea p la distribucion de los grados polinomiales, que supongamos que
cumple (2.1.25). Entonces eziste una constante C' > 0, que depende sdlo de v, y un
operador lineal

I: Hlloc(R2) - Sp(Th7R2)
tal que para todo vértice V€ Ny para todo lado e € ey

hy % hy
lu = Tull o) + p—VHVIuHm(wlv) + p—VHU — Tu||z2¢) < Cp—VHVUHH(w@)'

En el siguiente Teorema, presentamos una modifficacién del Teorema anterior que es
mejor para tratar problemas Dirichlet. Para I'p C 0€2 que satisface (C2) introducimos
los espacios

Hy,, = {u e H,(R*) | ulr,, = v|r, para algin v € SP(T" R*)},
Hy = {uc H'(®) | ulr, = 0}

Luego podemos formular

(2.2.28)

TEOREMA 2.2. Supongamos que se cumple (C1), (C2). Sea p un vector de gra-
dos polinomiales que satisface (2.1.25). Luego, erxiste un operador lineal I : pr —

SP(T" R?) y una constante C > 0 que depende sélo de v tal que
1. IU‘FD = UlpD
2. para todo vértices V' y para todo e € ey

hV hv hV
lu = Tull 2y + EIIVMIIH(%) + \/p—VHu — Tullr2(e) < CEIIWIIL%g)-

En [19] puede verse una demostracién detallada de los dos Teoremas previos.

OBSERVACION 2.1. Notemos que el caso en el que tenemos condiciones de borde
Dirichlet homogéneas, o sea, la aprozimacion de funciones u € H} () por S§(T" Q)
esta incluido en el Teorema anterior, y esto se puede ver fdacilmente extendiendo la
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funcion v € H}(Q) a todo R? por cero en R?\ Q. Ademds, se puede ver que en el caso
de condiciones de bordes homogéneas, el factor HVUHLQ(‘U%) puede ser reemplazado por

HVU||L2(w;1/)c

2.2. Estimaciones inversas. El analisis de los indicadores del error, que intro-
duciremos en la seccion 3 del presente capitulo, requiere estimaciones inversas polino-
miales en espacios de Sobolev con pesos.

Los siguientes dos Lemas son fundamentales para la obtencion de las estimaciones
inversas deseadas.

LEMA 2.1. Sean o y 8 dos numeros reales tal que —1 < a < 3. Luego, la siguiente
inecuacion se cumple para todo polinomio m, de grado p de una variable

1 1
/_1 To(y)(1 = y*)*dy < Cp*7) / ()1 =) dy

donde C' = C(a, ).

Demostracion:

Vamos a usar algunas propiedades de los polinomios de Jacobi, estas se pueden
encontrar en, por ejemplo: Bernardy y Maday, 1996, Seccién 19 [11].

Las derivadas de los polinomios de Jacobi J*% son ortogonales entre ellas para la
medida (1 — y*)*Tdy y satisfacen

[ - = s )

1

o 1
Entonces, escribiendo cada 7, como Zf;l a, J& obtenemos

1 p+1 1
[ ma =y = ¢ 3 el +3)
- n=1

Vamos a usar ahora lo que estd demostrado en [11], Teorema 19.3:

(222 [ vz —ya < o

1

esto implica que

/_11 m(y) (1 —y*)*dy < C (:i |al (/_11(%“’“')2(@/)(1 - yz)“f@) §>2
<C (% ann)2

n=1

(2.2.30)
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y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos
1 p+1 1 p+1 n2
/ Ty (1 —y)dy <C | ol (n+—) > —
- n=1 2 n=1 n+ 2

(2.2.31) ! 1
< Cp? /1 ma(y) (1 — )+ dy

Luego, tenemos demostrado el Lema para el caso f = a + 1.

Repitiendo el mismo argumento podemos ver que el resultado también es cierto
cuando la diferencia entre § y « es un entero positivo.

Finalmente, cuando f—1 < a < 3, dado que « se puede escribir como a = 6 14 ﬁ,,

con z%jLz% =1y 1% = f—a < 1. Luego, el resultado se obtiene aplicando la de&gualdad
de Holder a

[ mwa-wras [ wa-»7 e mo -

1 1
y usando lo probado para el caso § — 1y S.

O

LEMA 2.2. Sea o un numero real no negativo. Luego para todo polinomio m, de
grado p se cumple que

1 1
/ T2 (y) (1 — y*)*dy < Cp**) / m2(y)(1 — y*)*dy

1 -1

dodne C' = C(a).

Demostracion: ver el trabajo [10], férmula (2.27).
O

Con el fin de formular el Lema que sigue, vamos a definir en el intervalo [ = (0,1)
la siguiente funcién de peso.

Qi(x) :==z(1 —x).
Luego tenemos las siguientes estimaciones inversas:

LEMA 2.3. Sea —1 < a < (3,0 € [0,1] y sea ®; la funcion que acabamos de definir.
Luego ezisten constantes Cy,Cs = C(a, 3),Cy = C(0) > 0 tal que para todo p € N y
todo polinomio 7, de grado p

fol 2 (z)my(x )dz < Cyp*=e fol @B )T )da;,
(ii fo (I)% ) (m(x )) dr < Cop**) f CI>5 mo(x)dz
(iii) fy ®7(x) (m( )) dr < Csp? [ 2 dx
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(iv) Mds ain, si ademds se cumple m,(dI) = 0 o sea m,(0) = 0 y m,(1) = 0,
entonces fol (W;(x))Q dr < Csp? fol ot (x)de .
Demostracion

Vamos a demostrar (i) y (ii) que son los resultados que vamos a usar, para ver las
demostraciones de (iii) y (iv) mirar [12].
La demostracién de (i) es un corolario directo del Lema 2.1. Haciendo el cambio de

variables x = y—;l tenemos

/_ ()1 — ) dy = /0 72 (20 — 1)(1 — (22 — 1)2)°2dr = /0 #2(2)(x(1 — 2))*Code

1

/_ ()1 — )Py = /O 7220 — 1)(1 — (22 — 1)?)%2ds = /0 72(2)(2(1 — 2))*Cyda

1
luego,

/0 72(x)(z(1 — x))*Codr < C’pz(ﬁ_a)/ 2 (x) (x(1 — 7)) Cydx

0
lo que implica que

/0 72 (0)(2(1 — 2))*dx < CpAP) /0 #2(2)(a(1 — 2))de

como esto vale para todo m,, y recordando la definiciéon de ®;, obtenemos lo que
queriamos, i. e.,

1 1
[ i@ < 00 [ rmelon

donde C' = C(a, ().
En forma andloga se demuestra (ii) como corolario directo del Lema 2.2.

O

La funcién de peso ®; del Lema anterior esta caracterizada por ®;(z) ~ dist(z, 91).
Ahora vamos a generalizar el Lema anterior a més dimensiones. Para esto definimos la
funcién de peso

O () := dist(#,0K)

donde K es el cuadrado de referencia o el triangulo de referencia. El Lema analogo
al anterior, pero en dos dimensiones, es el siguiente:

TEOREMA 2.3. Sea K el cuadrado o el tridngulo de referencia y sea 5 la funcién
que acabamos de definir. Sean o, 3 € R que cumplan —1 < o < f y § € [0,1]. Luego,
existen contantes C1,C3 = C(a,3) y Cy = C(§) > 0 tal que para todo polinomio
™, € Q, se tiene
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)

(®z)" m2didy < Cip*P=) [ (D) 72 didy,
(©z) 5|V7rp|2d:i"djg < Cop*@0) [ (D) 72 didy,
O |Vm,|* didy < Cap? Iz |7, |2 da:dy,

Si ademds se tiene que m, =0 en GK, entonces
J& Vr,|* didj < Cap? I ((I)f()é || didy.

J
I
[

1)
i)
111)
)

Ahora vamos a generalizar los items (i) y (ii) del Teorema anterior (que son los que
vamos a usar) para el caso K € 7". Para eso vamos a definir

b = CI)ROFgl

donde Fy es una transformacion afin que manda K en K. Para poder hacer la gener-
alizacon necesitamos el siguiente Lema.

LEMA 2.4. Sean D y D dos subconjuntos de R"™ afinmente equivalentes (existe F
transformacion afin inversible tal que F(D) =D, F(z) = B + ¢). Entonces
hp _ hz
1Bl <— [IB7'I<-P
Pp PD
donde la norma de la matriz B es la norma usual (norma 2).

Demostracion: Vamos a ver la estimacion para || B|| (la otra es andloga).

Bw wps, 1
1Bl = swp 1200, plee) L
HED 40 ]| DED, 40 @] " pp
llamando 2 = %ﬁ obtenemos
1
IB|| = sup |Bz|—
z€D,|2l1=p5 Pp
como ||2|| = pp, entonces 3T § € D con 2 =2 — §). Luego

I1BZ]| = |B& — Byl = [ F(2) — F(@)| = [+ =yl
para algun x,y € D. Entonces
1 hp
1Bl < sup |z —yl|— = —
z,ye€D D PD

En el caso en que D=K y D = K, este Lema nos dice que si F(Z) = BZ + c es
una transformacoén afin de K en K, entonces

h
|B|| <~ < Chg
PR
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TEOREMA 2.4. Sea K € T" | sea ®j = ds o0 Fit. Sean o, 3,6 cumpliendo las
hipétesis del Teorema (2.3). Luego existen Cy = C(a, 5) y Cy = C(5) > 0 tal que para
todo polinomio m, € Q,

(i) [ ®omadady < Cip*P=) [ @f(wzdxdy,
ﬁi) fK Q%\Vﬂppdxdy < Cg%p%%&) fK @%Wﬁ-

Demostracon: Para demostrar (i) sélo necesitamos usar el Teorema de cambio de
variables.

/ P4 midrdy = [ (Pg 0 Fr)*(my o Fi)?|det B|didy
K K

observemos que @ o Fx = ®. Luego aplicamos el item (i) del Teorema 2.3 y obten-
€mos:

/ oy madrdy < Cp*=)|det B [ 7 (7, 0 Fi)* didg
K K
usando el Teorema de cambio de variables de nuevo, obtenemos
|det B /R &7 (7, 0 Fi)*didyj = |detB| /K o). det B~ |dzdy = /K O mdzdy
luego
/ 4midady < Cp*P=) / O mdady
K K

Para demostrar (ii), ademds del Teorema de cambio de varibales, vamos a utilizar
el Lema 2.4. Observemos que

= (mpo Fik)o Fgl
y usando la regla de la cadena, tenemos
Vr, = (V(?Tp oFg)o Flgl) B!

aplicando ahora el Teorema de cambio de variables
/K O2|\Vr,|2dedy = /K 2|V (7, 0 Fio) B~ *|det B|d2dj
<177 [ @319, 0 Fi)PldetBldids

aplicando ahora el item (ii) del Teorema 2.3

HBlHQ/f(qﬁg\vao Fy)?|detB|didy < Cp2(25)HB1\]2/&(1)‘}((7@,0FK)2|detB\d§:dQ
y volviendo a aplicar el Teorema de cambio de variables resulta
CreINB [ im0 FioPldesBldidy = O 0|5 [ ahridudy

Resumiendo
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| wR1VRPdady < Cp2 B [ Bemtdady
K K
Ahora acotamos ||B~!|, usando el Lema 2.4

h-
1B~ < ==
PK

y usando la regularidad de la malla Z—‘; < o tenemos

C
Bl < —
1B < =

Entonces

e
/ 2|V, [*dedy < Cp*©* 5)h—2/ @%Wzdxdy
K K JK
quedando asi el Teorema demostrado.

O

Finalmente, necesitamos un resultado que nos permita extender una funcién definida
sobre un lado a todo el dominio. Para eso definimos en el conjunto é = (0,1) x {0} la
siguiente funcion de peso

Ge(2,0) = @4(2)

Vamos a notar ®,(z,0) = Ps(2).

LEMA 2.5. Sean K el cuadrado o el tridngulo de referencia, o € (1/2,1]. Sean
®;, &5 como las definimos antes. Luego existe Co > 0 tal que, para todo polinomio
7, € Ry(K) y para todo ¢ € [0,1] existe una extencion v € H(K) tal que

(i) vele = mp - DE(Z) Y velpire = 05

2
.. 2 af2
(i) HUéHH(f() < Cqe ||Tp® / ‘

é

2’
q)a/Q 2

é

(i) [VoelZaz) < Ca (922 + ) ‘

Tp

L2(e)

Demostracion

Vamos a empezar con en el caso en que K es el cuadrado de referencia, o sea
> 2 A~ A~ . .
K =@ =(0,1)". Sea m(Z) = m,(2,0), entonces 7 es un polinomio de grado p de una
variable y entonces podemos aplicar el Lema 2.3 para este polinomio. La extensién v,
se define de la siguiente manera

ve(,9) = m(2)De(2)%(1 — ) e 9/

obviamente satisface la condicién (i):

ve(#,0) = w(2)@()(L — 0)%e = m(2)@F()(1)(1) = 7(2)PF (&)
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para ver que vé|8f<\é = 0 tenemos que ver que: vs(Z,1) = 0 para & € [0, 1], vs(0,79) = 0
para i € 0, 1], y va(1,) = 0 para j € [0, 1].

ve(#,1) = w(2) 2 (2)(1 — 1)% =0

ve(0,9) = 7(0)® (0)“(1 g)re e

y como ®:(0) = ®;(0) = 0, entonces vz(0,7y) =
e

ve(1,§) = w(1)® 1)“( —g)re e
y como (1) = ®;(1) = 0, entonces ve(1,y) = 0.
Veamos que v; también satisface la condicién (ii). Usando Fubini,

1 1
leellraz) = /O n?(2)92° () di /0 (1 — §)%e 2/ g

analicemos cada factor por separado:
Para el segundo factor, usando que (1 — 4)?* < 1 para 4 € (0, 1) tenemos que

1 1
/ (1—g)* e 2edy < / e ey =e/2 (1 — ™) < ¢/2
0 0

Mientras que para el primer factor

usando que ®4(2) = Z(1 — ) < 1/4 nos queda que

(2.2.32) /O 72(3)D2 () di: < (1/4)°

En consecuencia,

(Da/Q

HUeHm(K < Cae ||y

L2(e)
Para ver (iii) vamos a usar las siguientes acotaciones.

Dve(2) = (7' (8)Pe(8)* + (&) a®e () PL(E)) (1 — §)%e™"
mirando la definicién de ®;, vemos que ®, = 1—22, luego, reemplazando en la ecuacién
anterior, obtenemos:

Dpve(#) = (7'(2) (&) + m(2)ade(#)° (1 — 22)) (1 — §) e 7/*
luego, usando Fubini:

1050zl 72(q) = |17/ ®E +ma®e™ (1 = 28)|[2(,, 11— §)%e ¥

y usando desigualdad triangular resulta

HL?( (0,1))
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2
)
2
(é)>

|7/ ®¢ + madd (1 — 22)

< (P92 ) ooy + lam@2 (1 - 28)

(2.2.33) Mz

<2 (702 Fage) + ar @2~ (1 — 22)

observando que:

|ar®@e~(1 - 22

1
= [ antaro a0 207 < el
Luego,

|7 ®¢ 4+ ma®e (1 — 22)

Analicemos ahora el otro factor:

\2 < Ca (HW/‘I)?H;@) + HW(I)g_lHiQ(é)>

1
H(l - g)aeime“;((o,n) = / (1—g)*e2dy
0

Cuando vimos (ii) demostramos que esto es < €/2.
Luego,

a2 a—11[2
105ve 220y < Ca (I @2 1Z2(0) + 7027 |Tage)) €
Usando (i) y (ii) del Lema 2.3 tenemos que

a—1(|2 2(2—a) ‘ /2 2
HW@é ||L2(é) < Cap TP, L2(e)

2
|72y < Cap?®) |73 2(@)
L2(e

Luego,
2
vell 2(2-a) /2

(2234) ||8xve||L2(Q) S Caep ﬂ_pq)é L2(é)

Calculemos ahora 0;v,

) 1
Ogve(2,9) = —m(2)DF (a(l — ) te Ve 4 (1 — g)aey/ez)

usando Fubini y desigualdad triangular:

1112
LQ((OJ)))

€

2 —i/e ~ —y/e
||3§,Ué||L2 < HWCDQHL?((() ) (Ha (1—9) e 9/ HL2((0 . H(l — )% 9/

Analicemos los términos que estan adentro del paréntesis,
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El segundo término ya fue analizado y tenemos que

1

€

1 /[t X 1
= —2/ (1—g)*e2edy < “f=cet!
€ Jo

1 — )@ —g/e€
H( y)“e €29

2
L2((0,1))

Analicemos el primer término:

1
a—1_—9/e||? ~N\2(a— —2y/e 1
a1 =9 e | o)) :/0 a?(1 — gy Ve 2/edy

Observemos que para calcular esta integral no podemos hacer un calculo directo,
pues el integrando tiene una singularidad en §y = 1 ya que podria ser a — 1 < 0.
Separamos la integral en suma de dos integrales y calculamos cada una por separado

1

1—e¢
/ Oé2<1 . y)Z(afl)efZQ/ed:g + / 042(1 . @)2(a71)672@/6d@
0

1—¢
Calculamos la integral de la izquierda,

1—e 1—¢ 1
/ 042(]_ o @)Q(Q—I)G—Qg/ed@ S a2€2(a—1) / e—?g}/ed:& S O[262(04—1) / 6—23}/edg
0 0 0

para la primer desigualdad se usa que (1 — )%™ < (1 — (1 —¢))3@~ para y entre 0
y 1 — €; y usando otra vez que fol e~ 20/¢dj < €/2, obtenemos

1—e
/ CYQ(]_ . Q)Q(a—l)e—Zg}/edig < a2€2(a—1)6/2 _ Ca€2a_1
0

Calculamos ahora la integral de la derecha,

1 M
/ 062(1 . Q)Q(a—l)e—mj/ed:& = lim 062(1 . g)?(a—l)e—l@/edzg
1—e M—-1= Ji_.
observemos que el limite existe pues ff‘i a?(1 —g)?@Ye=2%/dy es funcién creciente de
M, pero podria ser infinito, demostremos que no es éste el caso, o sea que el limite es

finito.

M . M
/ Oé2(1 i y)Z(a—l)e—Zy/edg < / Oé2(1 . y)Z(a—l)dQ
1

—€ 1—e€
ya que e %/¢ < 1 en el intervalo de integracién. Supongamos 1/2 < a < 1, entonces
—1 < 2(a — 1) < 0y podemos integral de la siguiente manera

Luego,
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M 2 2

li 201 — ) 2la=1) o =20/c 4o < i 20-1 _ (1 _ 20—ty — Y 201
i [t (=g)Tee g< fim oo (e ( ) =1

Quedando entonces demostrado para el caso a # 1 que

1
/ Oé2<]. . 3;)2(04—1)6—23j/edy < Ca€2a—1
1—e
El caso a = 1 es trivial.

Luego,

1—e 1
/ a2(1_g)2(a1)e2g/ed:&+/ a2(1_g)2(a71)6723}/edg < Ca€2a71+0a€2a71 < Ca€2a71
0 1

—€

O sea,

1
2 _ 2 N 2(a—1) —29/€ 15, 2a—1
12((0,1)) —/0 a’(1 = g)* Ve 2edy < Coe™

Juntando esta acotacion con la que calculamos antes,
2
LQ((OJ))>

a2 o— - a2 a— _
< T @E Lo,y (Cac™ ™ + Ce) < ITDE 2o 1)) Cal€ ™ +€7)

||Oé2(1 . g)a—le—g}/e

1

a2 Na—1 _—g/el|? ~Na —1 /€
||7T(I)é ||L2((0,1)) <||a(1 - y) 16 5 HLQ((O,l)) + H(l - y) € o/ Z

Luego

2 2 ae -
||ayvé||L2(Q) < ||7T(I)g||L2((0,1)) Co(eH )
usando (2.2.32) resulta

a/2 2

e

Ca<62a_1 + 6_1)

2
(2.2.35) ||aﬁvé||L2(Q) < Hﬁq) L2((0,1))

Y ahora podemos calcular lo que queriamos, de (2.2.34) y (2.2.35) tenemos que

vaé”i%k) S COCHW(I)S/QH%Q((OJ)) [ep?@7) 4 2 g 1]

2(2—a)

observemos que € 2 < e < ep , entonces

a2 —a —
IV0ell22 ) < Callm®e |70,y [P + 7]
como queriamos demostrar.

El resultado para el cuadrado de referencia () implica el resultado para el tridangulo
de referencia T', en efecto, usando transformaciones biliniales, vemos que (i)-(iii) también
valen si reemplazamos ) por el subconjuntode 7: Q" := {{(z,y)|ly <z <1—19,0 <y < 1/4}.
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Sea vp una funcién que satisface (i)-(iii) en K = @Q'. La funcién que queremos en T se
obtiene extendiendo la funcién a 7" por cero en T'\ @’. Esto concluye la demostracion.

O

Nuestro objetivo ahora es demostrar un Lema analogo al anterior para el caso K €
T". Para eso vamos a necesitar del siguiente Lema, en el cual vamos a considerar una
transformacion afin particular: sea e un lado de K, sean p; y py los extremos de e. Sea
p3 el otro punto tal que forma un lado de K con py, sea B la matriz B = (ps—p1|p3—p1),
observemos que |det(B)| = C|K|, definimos Fi (&) = BZ + p1; esta transformacion afin
manda K en K y € en e.

LEMA 2.6. Sean K € T", w : K — R, e un lado de K y Fx la funcién que

definimos recién. Entonces
/wzdl = /(w o Fix)?|e|dl

donde dl =diferencial de longitud.

Demostracion Sea r(s) = (pa—p1)s+p1, s € [0, 1], una parametrizacion de e. Luego

/%u / N2 (s)||ds

calculemos ||r'(s)|| = |lp2 — p1]] = |e]- Y observando que r(s) = Fk(s,0), llamamos
z(s) = (s,0) que es una parametrizacién de e. Luego

[uat= [ wo Foeto) e

y usando que 1 = [|2'(s)]|, nos queda lo que queremos.
0J

Ahora estamos en condiciones de generalizar el Lema 2.5. Definimos para e € K

b, = QéoFgl

donde F es la transformacién afin definida para el lema anterior, que manda K en K
y € en e.

LEMA 2.7. Sea K € T", a € (1/2,1]. Luego existe una constante C,, > 0 tal que
para todo polinomio m, € R, y para todo € € (0,1] existe una extension v, € H*(K) tal
que

() vele = mp - BT Y Velorre = 0;
(i) ||ve||L2(K> < Coellm @2 |22 o e

. _ a 2
(iil) || Vvell72 ) < Ca (ep®*) + 1) || m, ¢ / HLQ(e)i'
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Demostracion: Sea Fy la transformacién afin definida como en el Lema anterior.
Defino 7, = 7,0 F. Entonces por el Lema 2.5 existe v, € H'(K) que cumple los items
(i), (ii) y (iii) del Lema con 7, = 7,. Defino v, = v; o F'. Calculemnos .|, sea p € e

ve(p) = ve(Fi' (p) = 7p(Fi ' (p)) - e(Fic' (p)™ = 7 - 02
y queda demostado el item (i). En las ecuaciones anteriores usamos que (Fi'(p)) € é.
Calculemos |ve|7z

el = [ o2 = [ (00 FuPldet(B)] = gz ) idet(B)

aca usamos el Teorema de cambio de variables. Usando (ii) del Lema 2.5

vellZoe) < 1det(B)|Caellmp® (172

usando el Lema 2.6

1 a
—|||7qu)e ”%2(6)

):]e

||7}pq>g”%2(é

luego

1 e
vellZ2e) < \det(B)\Cae—’HWp@e I

e

mirando la definicién de F se ve que |det(B)| = C|K| < Ch%. Luego

[vellZ2e) < Ca K€|| T @ |IZ2 (o)

por ultimo, usamos que |e| > pg, y que, por regularidad de la malla, px > Chg
quedando asi demostrado el item (ii).
Finalmente, calculamos [|Vve[|72 k)

V022 ) = / Vo] = / Voe B Pldet(B))
K K

aca usamos que Vv, = (Vs o Fg')B™! y luego usamos el Teorema de cambio de
variables. Aplicando ahora desigualdad trianguar, obtenemos

IVvellZo ) < 1B7|[*|det(B)] /f{ [Voel* = | B7H[*|det (B)|[| Vel l7s )
usando ahora el item (iii) del Lema 2.5 tenemos que

IVellZa ey < 1B P det(B)|Calep™® ™ + ) 17,08 172,

usando otra vez el Lema 2.6
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B~ |[*|det(B)]
le]

dado que como mencionamos antes % < Chg, usando el Lema 2.4 obtenemos

HVUGH%Q(K) <

Ca(er®® ™ + € ) |m @22

1

2
||VUeHL2(K) < hic

Cal(er®® + e D127

y queda demostrado el item (iii).

3. Indicador local del error

En esta seccién vamos a introducir un estimador del error a posteriori y vamos a
demostrar su fiabilidad y eficiencia.

Introducimos unas notaciones que vamos a usar en la definicion y el andlisis del
estimador del error. Para K € 7" denotamos por £k el conjunto de lados de K que
no es un segmento del 0 y definimos £ = (Jyx 7 Ex €l conjunto de todos los lados
interiores de 7.

Para todo lado e € £ elegimos un vector normal y unitario n. y denotamos a los
elementos que componen este lado K;, y K., con n. apuntando hacia afuera de Kj,.

Para upg definimos

aUFE
on
que corresponde al salto de la derivada normal de urg a lo largo del lado e. Notemos

que este valor es independiente de la eleccion de K;, v K.
De (1.1.2) y (2.1.26) sabemos que

1 = V(UFE\Kout) *Ne — V(UFE Km) iz

a(u,v):/QVu-Vv:/va Vv € Hy ()

a(upg,v) = / Vupg - Vv = / fu YveSPQTh
Q Q

de esto se deduce que si llamamos e = u — upg, entonces e cumple

(2.3.36) ale,v) =0 Yv € SP(Q,T")
Por otro lado, para v € Hg ()

a(e,v) :/QVer: Z /KVer

KeTh
integrando por partes resulta
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ale,v) = Y (—/I(Ae-w/a[(%-v)

KeTh

_Z(—/f;(Au—AUFE) U—F/aKan U—/aK n U)

KeTh

(2.3.37)

recordando que —Awu = f y obsevando que las derivadas direccionales de u se compensan
en los lados interiores, obtenemos:

ou
a(e,v) Z/f—i—AuFE “v+ man - Z/K aZE

KeTh KeTh
usando que v € H} y mirando la definicién de [8’5%} podemos escribir
5UFE
(2.3.38) (e,v) Z f + Aupg) - v+ Z

KeTh eck

a esta ecuacion la llamaremos ecuacién del error.

De la coercitividad de a sabemos que

(2.3.39)
Ju — UFEH?LI(}(Q) < Ca(u — urg,u — Urg)

= C(a(u —upp,u —upp — I(u — urp)) + a(u — upp, I (u — urgp)))

usando que el interpolador de Clément I(u —urg) € S§(Q, 7") y (2.3.36) tenemos que

|u — “FEH?LIL%(Q) < Ca(u—upg,u—upp — I(u—upg))

llamemos w = u — upp — I(u — upg), luego la ecuacién anterior puede escribirse como

2
lu = urpllg ) < Cale,w)

usando ahora la ecucacion del error se tiene que
(2.3.40)

Ju uFE||H1(Q <C (

- fssmer s [[]

KeTh ec&
B R
L2(e)
on ellL2(e)

<C < D+ Aupgllzaolwlee + Y
KeTh ecé

Sea Vi un vértice tal que K € w‘l/K y sea V., un vértice tal que e € &y, estas

elecciones son arbitrarias pero fijas. Por el Teorema 2.2 existe 7 € N tal que
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B Vi )
[wllz2(x) < “wHL?(w\l,K) = [[(u —urp) — I(u— UFE)HLQ(wvi) < CTKW - UFE\Hg(wJVK)
y
hv,
[wllz2ee) = (v = upp) = I(u = upp)|2e) < C E‘u — urElgy )
entonces
hy,
lu—ursliy < €| 30 2l = urslyyy, I + Aurslau
(2.3.41) wern
ou h
|5 L e e,
i 1L O Jellia \ Pve o

Ahora estamos en condiciones de definir el indicador local del error.
Para cada K € T" definimos el estimador del error .., o € [0, 1], como

2 .2 2
7704;K T na;BK + na;EK
El primer término es el residuo interno pesado dado por

h2 a/2
Mg, = p—ﬂ(fpk + Aupg) P8 |2a )
K

donde f,, es la L*(K)-proyeccién de f en el espacio de polinomios de grado px — 1.
Recordemos que
Pg =Dy o0 Fpt
donde Fy es una transformacion afin que manda K en K.
El segundo término es el residuo del borde pesado

he ||| Ou o
ni;EK = Z |: FE:| P /2

e
eCOKNQ 2pe on €

2

L(e)

donde h, es la longitud del lado e y p. := max(pg,, px,), donde K; y K; son los dos
elementos que comparten el lado e.
Recordemos que
d, = g0 Fit

donde Fy es, como antes, la transformacion afin que manda K en K,y ¢€ en e.
Como es usual el indicador global del error esta dado por la suma de las contribu-
ciones locales

Ui;fz = Z ni;K

KeTh
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El siguiente Lema nos permite acotar el error en término de estos estimadores.

LEMA 3.1. Sea a € [0,1]. Luego, existe una constante C' > 0 independiente de h y
de p tal que

B2
o= wrelyn < 3 o+ S — Tl
KeTh Pk
Demostracion
De la desigualdad (2.3.41), restando adecuadamente f,, obtenemos

1/2
h2
2 2 K 2 2
o= ureligey < € (0 (Mo + 07 = el + 1, ) | = el
KeTh Px
€T

En este paso, se usa el hecho de que cada elemento K y cada lado e estd contenido en
un nimero finito de wy, v wy, . Més atin, las hipétesis (2.1.23) y (2.1.25) garantizan que
la constante C' es independiente del tamano de la malla y del orden de aproximacion.

Finalmente, usamos las acotaciones inversas para acotar 7o.g., M0:Ex POT 7a:Bx

Na:Ex - Recordemos que
Oupg
on |,

llamo 7, = [&8“; EL, sea F la transformacion considerada en el Lema 2.6, este Lema
nos dice que

2

he
ni;EK = Z 2

eCOKNQ De

L2(e)

||7Tp||2L2(e) = le|||m, o FK||2L2(é)

aplicando ahora el item (i) del Lema 2.3 con « = 0y = « tenemos que
/(WPOFK)Q < Can/(I)a( o Fix)?
volviendo a aplicar el Lema 2.6 tenemos

Il 7oy < CP* Imp®"? 22¢e)

Resumiendo, hemos probado que

1%,

(2.3.42) Mo < CPR Mo

Recordemos la definicion de

2

< Cpgoé

L2(e)

Ourg
(I)oz/2
{ on L N

L2(e)
lo que implica
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h2
U(Q);BK = TKprK - AUFEH%Q(K)
P

Aplicando el item (i) del Teorema 2.4 con a =0y = ay 7, = f,, — Aupg nos queda

foY « o a/2
Impl2a ) = /K w2 < Op /K D2 = O 6% %7, o s

luego,

De (2.3.42) y (2.3.43), se tiene

1/2

h? o

HU—UFE||12L13(Q) <C ( Z (pfr?ni;BK + TKHf - prHiQ(K) +p§< Ui;EK>> ||U—UFEHH3(Q)
KeTh Pk

lo que completa la demostracion.

OJ

OBSERVACION 3.1. Notemos que la cota superior del error dada en el Lema 3.1
depende de p si a # 0 y que este hecho es consecuencia de las estimaciones inversas
para polinomios.

El siguiente Lema provee una acotacién por arriba del residuo interno pesado 74,5,
en términos del error de elementos finitos. La acotacién es independiente de p sélo
cuando o = 1.

LEMA 3.2. Sean o € [0,1], € > 0. Luego, existe una constante C(e) > 0 independi-
ente de h, p, y de K € T" tal que

- hi

2(1—« m

Moy < C(0) {pfé 'l = wrs i) + i o = fllizm}
K

donde m = maz{1l + 2¢ — 2, 0}.

Demostracion: Definimos vg = (fp, + Aupr)®%, a € (0,1], extendiendola por
cero en 2\ K, luego

o @R 22 ) = / oAb dudy = / (e + D) v @ ddy
K K
(2.3.44) :/(pr—l—AuFE)dexdy
K

= / (f + Aupg)vgdrdy + / (forx — [lordady
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acotemos el primer término. Aplicando el Teorema de Green

/(f + AuFE)UK - - A(U — uFE)UK
K K
— [ Ve Vo) - [ A
como vk |sx = 0 entonces
(2.3.45)
K K

<|IV(u —upp)l| L2 IV (k) | 2y < |lu = urel g oo vk a0

Para acotar el segundo término usamos Holder

/ o — Fuicdedy < |G — £ 00 0w @5 1200
K

Resumiendo

(2.3.46)
—a/2 a/2 —a/2
@222 ey < Ml — wrellm o vl + 1o — HE 2o o @™l 22

Ahora vamos a considerar en més detalle la seminorma de vg.

K

calculemos Vg

Vog = (V(for + Aupgp)) D% + (for + Aurp)V(9%)

luego,

(2.3.47) IVo|* < 2((V(fore + Aurg)) %% +2|(for + Aupp)V(%)|
= 2|(V(fore + Aurp))* @3¢ + 2(f, + Aupp)® |V(2%)[

entonces

(il ) < 2/ (V(fpre + Aupp))| 3 + 2/ (for + Aupp)’ [V(@%)|”
K K

acotemos |V (9%)|?

(2.3.48) V(%) = a(Pg)* 'V(Pk) = a(Pg)* V(P o Fi)B ™!

luego,
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IV (D%)2 < oacb““‘”w( o FRHP B~V

usando el Lema 2.4 se tiene ||B71|* < luego

_h27
C

Khg

V(5)P < Ca®R VIVOL| &

entonces

Co ae
ol 2 [ 1T+ Bure) P05+ 2 [ (e + Bureoife™
usando el item (ii) del Teorema 2.4 para acotar la integral de la izquierda

2(2—a)
p fe% C a—
okl ) < C 1;12 / (fore + Dupp)* % + 5 2. / (fore + Dupp) 2@
K JK
para o > 1/2, podemos usar el item (i) del Teorema 2.4 para acotar la integral de la
derecha

2(2—a) 2(2—a)
p a
|’UK|%16(K) S C I;L%( /I;(pr -+ AUFE) —|— C I;LZ /;{(pr + AUFE>2CI)K

entonces, tenemos que

2(2—a) 2

p o 2(1—« p
ol ) < O 22 / (fo + Aupp)* @ = Cpy )h_é(
K K

lo que implica

1-a) PK a/2
il ry < Cply )EHUK‘D | r2ae

usando esta acotacién en la ecuacién (2.3.46), obtenemos

—« apK a
o iz < € (1l = wrelagopie 5 + e = DO 2

. —a/2
como por definicién HUKCI)Ka/ l22(k) = F<0a;By» tenemos

o h
(2349)  mum, <C (p}( = el + 2 U - fum)

Para obtener la acotacion por arriba en el caso 0 < a < % vamos a usar primero el
item (i) del Teorema 2.4 y luego la acotacién (2.3.49). Para 5 > 1/2, por el item (i)
del Teorema 2.4



3. INDICADOR LOCAL DEL ERROR 45

1/2
p o a
P i = o~ Sure) 8510 = ([ (e — Dm0 )
(2.3.50) & K

1/2
—Q —ap
< (Cpi((ﬁ )/ (I)f((pr _AUFE)2> :Cp/?( ﬁnﬂ;BK
K

ahora podemos usar (2.3.49) para 1.5, ya que 5 > 1/2, y obtenemos

Pxr —aPK — hK
(2351) s, < Opg 5 (p}(ﬁnu—umu%(m+—||pr—fHLz(K))
K K Pk

simplificando

o _ hi
NasB < Cpg (p}( 6”“ - UFEHH(}(K) + p_KprK - fHL?(K))
(2.3.52)

e —ahK
=C (p}( v —urell b x) + P EprK - f||L2(K))

tomando f=1/2+4+¢,¢>0

—a 1/24e—aPK
bk < C(€) (P}C lu = wpsll gy + i EprK - f||L2(K))

lo que completa la demostracion.
O

Para obtener una cota superior del indicador del error local 74k, tenemos que
considerar también la contribucién del lado 74z, . Introducimos el conjunto

Wi = U{K'|K’ y K tienen al menos un lado en comiin}.

LEMA 3.3. Sea a € [0,1], § > 0. Luego existe C(6) > 0 independiente de h y de p,
y K €T" tal que

e < 0 (vl = el o) + B~ I
K
donde m = maz{l — 2a + 24,0}

Demostracion: Primero vamos a conssiderar el caso a > 1/2 para poder aplicar
el Lema 2.7. Sea e un lado interior de K, sea K; € 7" tal que 0K, N 0K = e (K,

existe pues e es interior). Sea m = [815%]6, es un polinomio en cada K € 7", entonces

puedo aplicar el Lema 2.7: existen wX € H'(K) y wX* € H'(K;) cumpliendo (i), (ii),

y (iii) de ese Lema. Llamamos K, = K U K;. Definimos w, en K, del siguiente modo:

Wl = wE v we|k, = wk, como wk|, = wk|, es claro que w, es continua y ademés
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welor, = 0. Extendiendo w, por 0 en Q \ K, se tiene w, € H}(Q). Tenemos entonces

que
upp a/2|2 —a/2)|2 25— urp
H{ on L(I)e 220y = 1w0e @ 20y = eweq)e AED ewe

como

ou

[ aZE] = V(urelk,.) - ne — V(urelk,,) - ne
(2.3.53) e

__Owrplk,.,)  O(urelk.,)
on on

entonces

Qure| capiz [ Owrelka.) / I(urp|Ki,)
|| |: on :|e<pe ||L2(e) - /e on We . on We

usando el Teorema de Green,

0
“ |: U/FE':| @?/2“%2(3) — _/ VUFE . Vwe — / VUFE . vwe
877/ e Kout Kin

(2.3.54) - / Aupp - we — / Aupp - we
Kout K;

= — VuFE-Vwe—/ Aupg - w,

Ke e
Ahora sumando y restando f en el segundo término resulta

/eAuFE-wez/ffmuFE)-we+/e<—f>-we

usando que —f = Au tenemos

/AUFE'we:/(f+AUFE)'we+/ Au - w,

si aplicamos el Teorema de Green al segundo término, este queda

/ Au - w, = @-we— Vu - Vw,

0K, on K.
como W, = 0 nos queda
K.

/ Au-w, = — Vu - Vw,
KF

entonces
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(2.3.55)
||[3“FE

VuFE-Vwe—/ (f+AUFE) - We + Vu-Vwe

| @ = -
e KE e Ke

= V(u—uFE)-Vwe—/ (f + Aupp) - we

K. .
usando Holder

(2.3.56)
r\{a“FE

} %00y < Nl — upplm k. Welmyx.) + |1 + Aurpl 2k | well 22 )

Usando los items (ii) y (iii) del Lema 2.7, y el hecho de que los lados vecinos son
comparables, tenemos

1 2(2—a — Ourg a
gy < Ol + N |52 | 0Pl

hK on
(9uFE a
{ on ] (DG/ZH%%)

well 22k, < Chicellwellr2(x.)

usando estas acotaciones en (2.3.56), obtenemos

2]

1 oo 1/2
<O (@i 4 eh) - el
L2(e) K

+(hie) 2| f + Duppl| 2k }
esto implica que

2
%=

1 o _
< C{—(ep ™ + e Nu—urpld i,
2(e) hK 0

L

el f + Aurglliae,) |

sumando y restando f,,

%], =

2

1 —a _
< oL@ 4 Dl urely
L2(e) K

(2.3.57)
thiellf = forllToir.) + hcell fore + AuFEH%Q(Ke)}

observemos que

pK p
| for + AUFEH%%K& 770 Bk, hz -+ 773 :Bx hé(
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y por la ecuaciéon (2.3.51), con f=1/2+ 0

Pk - )pi 2
o, BKh < C(a, 9) ( h_2||u - UFEHH(%(K)
K

PR fye = )

Lo mismo podemos hacer en K, y como los elementos vecinos son comparables, tenemos

(1-w) p
1 fox — AUFEH%?(KE) <C ( 5 ||U - UFEHH1 Ke)

2aupr FiZ2x.))

usando esta acotaciéon en la ecuacién (2.3.57), obtenemos

[Ealka

2
1 o) —o) P}
<CL (™ + e + hgeppd ™ 7N Jlu = wpp| 2k
h h o (Ke)
L2(e) K K

el ) f = ooy }

esto vale para todo € > 0, eligiendo € = -, tenemos
Pk

5UFE Ak e Pk e >

L(e)
h_K 26—20x _ 2
0k O = forllzaa
Pk

usando que e < C;”—If yu = urellgigy < lu = vrslliwe v 1fox = fllza <
| fore = fll2(wy), tenemos

Neg, < Cla ){( PR O SS a | (TR el T
2

h (0%
—l——p%? ? [ fore — f||L2(wK)}
Pk
ahora, usamos que 1 — 2a <1y que 20 — 2a < 26

(2.3.58) ni;EKsc<a>{pK||u—uFEuzg(wK fp?prK f||L2<wK>}

luego, queda demostrado el Lema para o > 1/2 pues 1 < plit.
Veamos ahora el caso 0 < a < 1/2. Llamando = 1/2 + §, usando las acotaciones
del Lema 2.4, como vimos antes, se puede demostrar que

2(B—
o < Cla, 8)pi k.
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y usando el resultado para (3, tenemos

o h?
(2:359)  mag, < Cla,d)p ™ {pKHu el 5 Pk o — f IILmK)}

esto concluye la demostracion.
OJ

De los Lemas 3.1, 3.2 y 3.3, se deduce el siguiente Teorema que establece la confia-
bilidad y eficiencia del estimador

TEOREMA 3.1. Sea a € [0, 1], € > 0. Luego existen C7,Cy > 0 independientes de h,
p tal que

= gl < G 3 (p%( e+ 2 prH%z(K))
KeTh K
2 m 2 h%( 2e
Mo < Ca(€)p | picllu — UFEHHg(wK) + p_szprK = fllrz@i
K

donde m = maz(1 — 2a + 2¢,0).






CHAPTER 3

Experimentos numéricos

En este capitulo, seguiremos la estrategia dada por Melenk y Wolmuth en [20] y
presentaremos un algoritmo adaptativo de refinamiento, basado en el estimador local del
error estudiado en el capitulo anterior, y mostraremos ejemplos que ponen de manifiesto
la buena perfomance del algoritmo propuesto.

Notemos que si reemplazamos las funciones ®%, definidas en el capitulo previo, por
Cox Py y ®2 por Cp. P, todas las estimaciones del capitulo anterior siguen valiendo.
Por ende, siempre se pueden elegir las constantes de forma tal que

/ Co.x Prdrxdy =1, /C’a;efbg‘d:ﬂ =1.
K

e

En lo que sigue, nosotros vamos a tomar a = 0.

1. Estrategia de refinamiento adaptativo

Muchos codigos adaptativos de h-FEM usan la strategia de un valor promedio para
determinar cudles elementos deberian ser refinados. En esta estrategia, el valor prome-
dio 7y esta definido por

i 1
(3.1.60) = T > o
KeTh

y todos los elementos K con 7., > ofjj son marcados para ser refinados (o € (0,1)
es un parametro). La estrategia del valor promedio estd motiva por la idea de que
asintéticamente el error deberia estar distribuido uniformemente a través de todos los
elementos. El refinamiento consiste en refinar h o en refinar p. En el caso que tengamos
que refinar p en un elemento K, el grado px del elemento K es incrementado en 1y
el elemento K sigue fijo. Si tenemos que refinar h en K, el elemento K es dividido en
cuatro subelementos, y estos subelementos K, 1 < s < 4, heredan el grado que tenia
K, o sea pk, := pk. Para que la malla siga siendo admisible, es posible que muchos
elementos que en principio no fueron marcados para un refinamiento h, queden ahora
divididos en dos o tres subelementos. Por esto, en general tenemos que K = UleK f
con k=2304.

El problema principal en adaptatividad hp es decidir si refinar A o p en un elemento
K marcado para ser refinado. Muchas estrategias de refinamiento hp estan basadas en

51
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estimar explicitamente la regularidad local de la solucién, ver por ejemplo [2, 3, 12].
Nosotros proponemos un enfoque modificado, que esta basado en la comparacién del
estimador del error actual de un elemento con un predictor del error obtenido en un
paso anterior.

Describamos ahora el predictor de cada paso de refinamiento, si en un paso hicimos
un refinamiento h en un elemento K = Ug‘?:lK ]’ con k = 2,3 o 4, luego el predictor del

indicador es definido asi:
/ pr+1
red\2 . |Kj| 2
(ogcr)” = n <—| %] s

donde 7; es un parametro de control a ser determinado. Por otro lado, si en un paso
anterior hicimos un refinamiento p en el elemento K, luego el predictor del indicador
estd definido por:

pred 2 2
<770;K > = 'Yp770;Ka
donde 7, € (0,1) es un factor de reduccion elegido arbitrariamente.
Finalmente para los elementos que no fueron refinados en el paso previo

pred 2 pred 2
(770;1( ) = Tn <770;K ) ]
donde 7, es un factor de reduccion o de amplificacién también elegido arbitrariamente.
En todos los casos, se procede a un refinamiento h si el indicador del error 7.k es

m4ds grande que el predictor del indicador ng;’}d y sino a un refinamiento p.
Con todo esto, llegamos al siguiente algoritmo
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Algoritmo de refinamiento

Si 15, > oy entonces

d
pre entonces

si 770 K2 (77
subdividir K en 4 subelementos K}, 1<5j<4

subdividir los elementos necesarios para que la malla quede admisible

pIK = PK
pr+1
pred ’ ’
Mors ) == h |K\ 770;K

sino

PK = pK +1

red

(ngK ) = ’Yp77(2);K

fin
sino

2 2
(1) = ()

fin

2. Ejemplos Numéricos

Vamos a aplicar el algoritmo adaptativo al problema modelo (1.1.1) con dos dominios
distintos: el cuadrado @ = (0,1) x (0,1) y el dominio en forma de L, Qp = (—1,1)%*\
(0,1)%.

En ambos casos vamos a elegir 7.~ = 0 en todos los elementos K de la malla
inicial, por esto en el primer paso se hace un refinamiento h en todos los elementos.

Los parametros elegidos en los dos ejemplos son:

pred

c = 09

v = 20
v = 0.5
Yo = 2

Los diferentes colores, presentes en todas las figuras, indican los grados del polinomio
en cada elemento de la malla.

En [17, 18] Guo y Babuska muestran que una combinacién apropiada en la eleccién
de h y p pemite obtener un radio de convergencia

el g < Ce Y,

donde N es el numero de grados de libertad en la aproximacion de elementos finitos.
Presentaremos graficos del logaritmo del error (o del estimador) vs. el nimero de grados
de libertad que muestran que dicho radio de convegencia es alcanzado.
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2.1. Ejemplo 1: Dominio cuadrado. Consideremos el problema (1.1.1) en @
con solucién exacta u(z,y) = (1 —z)y(1—y)(z+y)*?, que tiene una leve singularidad
en el origen.

En las Figura 1 mostramos la malla inicial, inicialmente tomamos grado 1 en todos
los elementos. Las Figuras 2 -3 muestran distintas mallas obtenidas con el algoritmo
hp adaptativo hasta el paso 14.

— R W R Lo ® O

FIGURE 1. Dominio y malla inicial

La Figura 4 muestra un grafico de la solucion y las curvas de nivel de la solucion
del problema (1.2.3).

Por ultimo la Figura 5 nos da los graficos del error ||u —upg|1o y del logaritmo del
error versus v/N.

2.2. Ejemplo 2: Dominio en forma de L. En este caso consideramos el prob-
lema modelo (1.1.1) con f = 1 en el dominio L-shaped Q; = (—1,1)?\ (0,1)% A
diferencia del caso anterior no conocemos la solucién analiitica.

En la Figura 6 mostramos la malla inicial, inicialmente tomamos grado 1 en todos
los elementos. Las Figuras 7 -12 muestran distintas mallas obtenidas con el algoritmo
hp adaptativo hasta el paso 30.

En la Figura 13 se muestra una secuencia de zooms de la malla del paso 30 alrededor
del angulo reentrante.

La Figura 14 nos da el grafico de log no versus v/ N, que nos muestra que el estimador
de error nq alcanza dicho radio exponencial de convergencia para nuestro problema
modelo.

Por dltimo la Figura 15 muestra las curvas de nivel de la solucién del problema
1.2.3.
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—w R Lo a0

W R Lo a0

FiGURE 2. Malla después de 2, 4 y 6 refinamientos

— W R Lo a0
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oW e o a e

—R W e Lo a0

Fi1GURE 3. Malla después de 8, 10 , 12 y 14 refinamientos

—N W R Lo oo

— oW e Lo a0
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FIGURE 4. Solucién numérica y curvas de nivel de la solucién
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FIGURE 5. |lu — upg|l1o vs. N2 (arriba) y log(||u — urg|1a) vs. N/ (abajo)
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— W e Lo oo

FIGURE 6. Dominio y malla inicial

P R

FIGURE 7. Malla después de 5 refinamientos
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— P W E Va9 ®O

F1GURE 8. Malla después de 10 refinamientos

— W E Vo9 ®o

FIGURE 9. Malla después de 15 refinamientos
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— P W E Va9 ®O

F1GURE 10. Malla después de 20 refinamientos

— W E Vo9 ®o

FIGURE 11. Malla después de 25 refinamientos
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— P W E Va9 ®O

F1GURE 12. Malla después de 30 refinamientos
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O

%
/A
N ANXDES

N

FIGURE 13. Sucesivos zoom, en el angulo reentrante, de la malla del paso 30
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° — n=kexp(-aN'"

k=0.2284
a =0.09340

T T T T —TT
0 20 40 60 80 100 120 140

112
N

log g vs. N2

FIGURE 14.

FIGURE 15. Curvas de nivel de la solucion
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