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1. Introduccion

En esta monografia estudiamos uno de los métodos de “cluster analysis” més uti-
lizados en la practica: el método de k—medias.

El término cluster analysis (usado por primera vez por Tryon, 1939) se refiere a difer-
entes métodos para agrupar objetos de tipo similar en categorias. Mas recientemente
se le suele llamar clasificacion no supervisada.

Es una técnica de analisis exploratorio que intenta ordenar diferentes objetos en
grupos, de forma que el grado de asociacion entre dos objetos sea maximo si pertenecen
al mismo grupo.

Esta formulacion es claramente vaga, y dependera de la forma con la que optemos
por considerar que un determinado procedimiento cumple con estos requerimientos.
.Entonces, como sabremos si el procedimento considerado cumple con los objetivos
planteados? En algtn sentido, cada método tiene una funcién objetivo poblacional que
seréd en definitiva la que responda a esta pregunta. En este marco, no encontraremos un
procedimiento 6ptimo para todo tipo de datos, sino que cada método de cluster esta
disenado de alguna forma (a través de su funcién objetivo) para cierto tipo de datos.

Cluster analysis se usa para encontrar estructuras en los datos sin proveer una expli-
cacién/interpretacion. Cluster analysis simplemente descubre estructuras en los datos
sin explicar en principio por qué existen. Sera el analista quien a posteriori interprete
los posibles motivos de esa estructura.

Hemos organizado esta monografia de la siguiente forma. En la Seccién 2 describimos
algunos métodos de cluster, introducimos el método de k-medias y damos un ejemplo
de aplicacion a datos de chips de ADN de tumores humanos. En la Seccién 3 estudiamos
el problema de la consistencia casi segura del método de k-medias. Esta demostracién
hace uso de técnicas de procesos empiricos que han demostrado ser muy ttiles para la
teoria asintotica en estadistica. Eso motiva considerar en las Secciones 4 y 5 algunos
resultados generales de convergencia uniforme para procesos empiricos. Finalmente en
el Apéndice incluimos la demostracién de algunos resultados que hemos utilizado en la
demostracion de los resultados de las secciones previas.



2. Métodos de Analisis de cluster

Los métodos de cluster, también llamados segmentacion de datos, tienen una gran
variedad de objetivos. Todos relacionados con agrupar o segmentar una colecciéon de
objetos en subconjuntos o “clusters”, de manera que dentro de cada grupo estdn mas
estrechamente relacionados entre si que con los que estan en diferente grupo.

Un objeto puede ser descripto por un conjunto de medidas, o por su relacién con
otro objeto. A veces el objetivo es organizar a los conjuntos en una jerarquia (métodos
jerdrquicos). Esto implica agrupar sucesivos clusters de modo tal que en cada nivel de
la jerarquia los clusters que estan dentro de un mismo grupo son mas similares entre
ellos que con los que pertenecen a un grupo diferente.

El anélisis de cluster también es usado en la estadistica descriptiva para determinar
si los datos pertenecen o no a distintos subgrupos, donde cada grupo representa objetos
con propiedades sustancialmente distintas. Este objetivo final requiere de informacién
respecto al grado de diferencia entre objetos asignados a distintos clusters.

Como mencionamos en la introduccién, un aspecto central de cada procedimiento
de cluster es la nocién de grado de semejanza (o diferencia) entre los objetos que van
a ser agrupados. Los métodos de cluster intentan agrupar los objetos basandose en la
definicion de semejanza que hay entre ellos. Esta definicion se construira en base a los
aspectos propios del problema, y deberia ser independiente del método de clustering en
si.

2.1. Las matrices de proximidad

A veces los datos estan representados directamente en términos de proximidad (se-
mejanza o afinidad) entre pares de objetos. Esto puede ser, o bien por similitudes o
disimilitudes (la diferencia o la falta de afinidad). Por ejemplo, en experimentos de
ciencias sociales, los participantes tienen que juzgar en cuanto ciertos objetos difieren
entre si. La desemejanza puede ser entonces computada como el promedio de la colec-
cion de tales juicios. Este tipo de datos puede ser representado con una matriz D de
N x N, donde N es el numero de objetos, y cada elemento d;; representa la proximidad
entre el objeto i y el objeto i'. Esta matriz es entonces el input del algoritmo de cluster.

La mayoria de los algoritmos presumen una matriz de desemejanzas con enteros no
negativos y ceros en los elementos de la diagonal: d;; = 0,7 =1,2,..., N. Si los datos
originales son tomados como semejantes una adecuada funcién mondtona decreciente
puede convertirlos en desemejantes. Por tanto, la mayoria de los algoritmos asumen
matrices simétricas desemejantes, y si la matriz original D es no simétrica va a ser
reemplazada por (D+D7)/2. Subjetivamente, las diferentes opiniones rara vez estdn tan
distanciadas como las distancias en el sentido estricto, ya que la desigualdad triangular
diyr < dig + dy, Vk € {1,..., N} no se sostiene. Por eso algunos algoritmos asumen que
la distancia no puede ser usada como un dato.



2.2. Desemejanzas basadas en atributos

Mas a menudo tenemos medidas z;; para? = 1,2,..., N, con variables j = 1,2,...p
(también llamadas atributos). Dado que la mayoria de los mas populares algoritmos
de cluster toman una matriz de desemejanzas como su input, tenemos que en primer
lugar construir pares de diferencias entre las observaciones. En los casos mas comunes
definimos la desemejanza d;(z;;, ;) entre valores del atributo j y luego definimos

p
D (zj,zi) = Z dj (ij, Tirg) , (1)
=1

como la desemejanza entre el objeto i e 7. Por lejos la mas comun de las elecciones es
la distancia cuadratica
d; (wij, wry) = (i — )"

Sin embargo, otras elecciones son posibles y pueden llevar a potencialmente difer-
entes resultados. Para atributos no cuantitativos (ej. datos categdricos), la distancia
cuadratica no es la apropiada. Ademads, a veces se prefiere darle diferente pesos a dis-
tintos atributos antes de darle el mismo peso a todos como en (1).

Primero discutamos diferentes alternativas en términos de los diferentes tipos de
atributos:

e Variables cuantitativas. Mediciones de este tipo de variables o atributos son rep-
resentados con valores reales continuos. Es natural definir el “error” entre ellos como
una funciéon monoétona creciente de la diferencia de sus valores absolutos

Ademds de la funcién cuadratica I(u) = u? (que da origen a la distancia Euclideana),
una eleccién frecuente es [(u) = u que da origen a la distancia L'. Una alternativa es
que la agrupacion esté basada en la correlacién

2 (wy — ) (e — Tw)
p(z;—xy) = 5 >
VI (5 =7 5, (e — 7)

con T; = ). x;;/p. Notemos que este promedio es sobre variables, no sobre observa-
ciones. Si al input primero lo estandarizamos, entonces

> (wig = wirg)® o< 2(1 = p(wi.20)) -

J

Por lo tanto la agrupacién basada en correlacién (de semejanza) es equivalente a la
basada en distancia cuadrética (de desemejanzas).



e Variables ordinales. El valor de este tipo de variables esta mayormente repre-
sentado con enteros contiguos, y los valores realizados son considerados un conjunto
ordenado. Ejemplo de esto son los grados académicos (A, B, C, D, E, F) y grados de
preferencias (no puedo soportar, me disgusta, estd bien, me gusta, me encanta). El
rango de datos es un tipo especial de datos ordinales. Errores de medicion de variables
ordinales son generalmente definidos reemplazando su valor original M con

i—1/2
M
en los érdenes prescriptos de sus valores originales. Son entonces tratados como variables
cuantitativas en esta escala.

e Variables categdricas. Con un desorden categérico (también llamado nominal) de
las variables, el grado de diferencia entre pares de valores tiene que ser definido ex-
plicitamente. Si la variable toma M valores distintos, entonces puede ser organizado
con una matriz simétrica de M x M con elementos L, = L., L,., =0, L., > 0. La
eleccién méas comin es L, = 1 para todo r # 1/, porque la pérdida de la igualdad
puede ser usada para enfatizar mas un error que otro.

ci=1,...,M

2.3. Desemejanzas entre objetos

Ahora definamos un procedimiento que combina los p-individuales atributos de dese-
mejanzas d; (z;,2y7j), j = 1,2,...,p con una medida global de desemejanzas D (x;, z)
entre dos objetos u observaciones (z;, x;) que poseen los valores de atributos respectivos.
Esto es casi siempre hecho por medio de una media ponderada

p p
D (Ii,.fi/) = ij . dj (l’ij, xi’j) ) ij =1. (2)
7j=1 j=1

Acd w; es el peso asignado a la atribucién j regulando la influencia relativa de esa
variable para determinar la diferencia total entre objetos. Esta eleccion debe ser basada
en la importancia que se le dé a cada variable.

Es importante darse cuenta que asignar el mismo peso w; a todos los valores de
cada variable (es decir, w; = 1 Vj), no necesariamente le da a todos los atributos igual
influencia. La influencia del atributo j, en el objeto de desemejanzas D (z;,x;) (2),
depende, su relativa contribucién, de la medida promedio del objeto de desemejanzas
sobre todos los pares de observaciones del conjunto de datos

con



el promedio de desemejanzas en el atributo j. Asi, la influencia relativa de la variable j
es wj ﬂj, y poniendo w; ~ Ej daria a todos los atributos la misma influencia en la car-
acterizacion general entre objetos. Por ejemplo, con p variables cuantitativas y usando
la distancia del error cuadrético para cada coordenada, entonces (2) es la cuadratica
distancia Euclidea

p
D[ (ZEi,ZL‘i/) = ij . (l'ij — I’i/j)2,
j=1

entre pares de puntos en RP, con las variables cuantitativas como ejes. En este caso (3)

seria

B | NN ,

dj = m Z Z (xij — .Tli/j) =2- varsy,

i=1 i'=1

donde var; es la estimacién de la muestra de Var (X;). Asi, la importancia relativa
de cada una de dichas variables es proporcional a la variacion en el conjunto de datos.
En general poner peso w; = 1 /Ej a todos los atributos, independiente del tipo, va a
provocar que cada uno de ellos tenga la misma influencia sobre la diferencia total entre
los pares de objetos (x;,zy). A pesar de que parezca ser razonable, y es en muchos
casos recomendado, puede ser altamente contraproducente. Si el objetivo es segmentar
los datos en grupos de objetos similares, todos los atributos no pueden tener la misma
influencia. Algunas diferencias en los valores de los atributos pueden reflejar una mayor
desigualdad en el contexto del objeto real del problema.

Si el objetivo es descubrir grupos naturales en los datos, algunos atributos deben
demostrar una mayor tendencia a agrupar que otros. A las variables que son mas rele-
vantes para separar los grupos, se les deberia de asignar un mayor peso en la definicion
de desemejanzas entre objetos. Darle a todos los atributos el mismo peso en este caso
produciria una tendencia a ocultar los grupos de puntos donde los algoritmos de cluster
no pueden acceder. Aunque las elecciones individuales del atributo para las deseme-
janzas d; (x;;,xy;) y de sus pesos w; pueden ser una herramienta adecuada, no hay un
sustituto para el pensamiento cuidadoso que se debe tener en el contexto de cada prob-
lema. Especialmente una apropiada medida de desemejanzas es a menudo mucho mas
importante para obtener un resultado exitoso con cluster que la eleccion del algoritmo.
Finalmente, muchas observaciones tienen valores faltantes en uno o mas atributos. El
método mas comun para incorporar estos valores faltantes en el cdlculo de desemejanzas
(2) es omitir de cada par de observaciones al menos un valor z;;, ;;, cuando se com-
puta la diferencia entre las observaciones x; e x;. Este método puede fallar si se dan
las circunstancias de que ambas observaciones no tienen valores medibles en comun.
En este caso ambas observaciones pueden ser eliminadas del analisis. Otra alternativa
es incorporar los valores faltantes como input usando la media o la mediana de cada
atributo sobre los datos no faltantes. Para variables categéricas uno puede considerar
el valor “faltante” como otro valor categorico, si fuera razonable considerar que dos
objetos son semejantes si ambos tienen valores faltantes en la misma variable.



K-Medias

El algoritmo de las k-medias es uno de los mas populares iterativos descendentes
métodos de cluster. Estd destinado a situaciones en las cuales todas las variables son
del tipo cuantitativo, y la distancia cuadratica Euclidea

p

d(flfu%'/) = Z (331‘3' - -’Ei’j)2 = sz - mi’HQa

j=1

es elegida como medida de diferencia. Notemos que los pesos en la distancia Euclidea
pueden ser usados redefiniendo los valores z;;.
Los puntos de dispersién pueden ser escritos como

]~

2
W) = SN -
k=1 C(i)=k C(i')=k
K
= > N D lm -l
k=1  C(i)=k
donde Ty = (Tig, ..., Tpk), €s el vector de medias asociado con el k-ésimo cluster, y

Ny = SN I(C (i) = k). Asi, el criterio es asignar las N observaciones a los K clusters
de modo que dentro de cada cluster el promedio de las diferencias de cada observacion
a la media del cluster, definido por los puntos del cluster, sea minima.



2.4. Ejemplo: Chips de ADN y los tumores humanos

Apliquemos k-medias a los datos de chips de ADN de tumores humanos.

Describamos de que se trata:

La célula es la unidad bésica de vida. Un componente escencial de la misma son las
proteinas, las cuales tienen funciones de lo mas diversas, tales como formar el esqueleto
propio de la célula o servir de receptor para senales hormonales (entre muchas otras).

La estructura particular de cada proteina es la que le da su funcién caracteristica.
Cada proteina estd compuesta por una cadena de aminodcidos (moléculas biolégicas de
relativa simplicidad) y la estructura depende de los aminoacidos que la componen.

La informacién de la secuencia de aminodcidos que compone cada proteina esta con-
tenida en el ADN. La cadena ADN es una molécula de gran complejidad formada por 4
nucledtidos (abreviados con las letras A, C, G y T) que se alternan uno tras otro forman-
do un verdadero c6digo (el genoma). En este codigo estd comprendida la informacién
de la secuencia de aminoacidos que compone cada proteina del cuerpo.

Para que el cédigo del genoma se transforme en una proteina, son necesarios varios
pasos (ver Figura 1). Primero una molécula llamada transcriptasa lee el cédigo del
ADN y forma otra molécula més corta y manejable, llamada ARN mensajero (ARNm)
conteniendo el fragmento del cédigo del ADN necesario para formar la proteina en
cuestion. A la informacién necesaria para crear una proteina se la denomina gen. Luego
este ARNm es usado por otras moléculas llamadas ribosomas que leen el cédigo del
ARNm y lo traducen a aminodcidos que se van pegando uno tras otro. Cuando una
célula fabrica cierta proteina, se dice que el gen de esa proteina se expresa en esa célula.

Gen dentro del ADIN

PN

ADN

Transcripcion

W A W A W
ARNm

Traduccion

proteina
Figura 1: Etapas para la transformacién del cédigo del genoma en proteinas.

Los chips de ADN son diminutas placas que sirven para verificar la presencia de



determinadas proteinas en una célula contando los ARN mensajeros presentes en la
misma (ver Figura 2).

[HTHAgRY

Figura 2: Imagen de un chip de ADN

Los chips de ADN contienen una microgrilla en la cual cada cuadrado tiene adosado
distintas secuencias de ADN ya conocidas por el fabricante. Cada una de estas secuen-
cias es un fragmento correspondiente tinicamente a un gen.

Ademas de la muestra celular a ser estudiada (muestra objetivo) se usa otra muestra
celular de referencia. Las células de ambas muestras son destruidas liberando todo el
contenido celular (proteinas, ADN, ARNm, y muchos otras moléculas) en sus respectivos
recipientes. La muestra de referencia tiene un contenido de proteinas (y sus respectivos
ARNm) ya conocido por el biélogo. Cada una de las muestras es tefiida con un colorante
diferente (rojo y verde por ejemplo). Luego el chip de ADN se expone a cada una de las
muestras. Si algin ARNm contenido en las muestras corresponde al ADN de alguno de
los cuadrados del chip, estos se acoplaran fuertemente (un proceso llamado hibridacién).
Luego se remueven todos los excedentes celulares del chip, dejando unicamente los
ARNm que se hayan hibridizado a algtin cuadrado.

Después se registra la intensidad de rojo/verde en cada cuadrado del chip midiendo
asi cuanto ARNm se ha hibridizado en cada sitio.

La fluoroscopia da como resultado niimeros, que normalmente estdn entre -6 y 6,
midiendo la cantidad de cada ARNm en la muestra objetivo en comparacion con la
muestra de referencia. Los valores positivos indican una mayor expresion en la muestra
objetivo en comparacion con la referencia, y valores negativos lo contrario.

En un conjunto de datos de estudios con chips de ADN, cada columna representa
una muestra celular estudiada y en las filas se colocan los genes de las proteinas de
mayor relevancia. En el ejemplo particular de la Figura 3 hay 6830 genes (filas) y 64
muestras (columnas), aunque por mayor claridad sélo una muestra aleatoria de 100 filas
es mostrada. La figura expone el conjunto de datos como un mapa de calor, con una
gama de colores que va del verde (para los valores negativos, es decir con menos de esa
proteina que en la muestra de referencia) al rojo (para los valores positivos, con mas
de esa proteina que en la muestra de referencia). Las muestras son de 64 tumores de
cancer de diferentes pacientes.



Figura 3: Vista parcial de datos de un chip (microarray) de DNA. Es una matriz con
6830 filas (genes) y 64 columnas (muestras) para datos de tumores humanos. Se mues-
tran 100 columnas elegidas al azar.

El desafio es entender cémo los genes y las muestras se organizan. Entre las preguntas
tipicas estan incluidas:

(a) ;qué tumores son mdas similares a cudles, en términos de la expresion a traves
de sus genes?

(b) {qué genes son mds similares a cudles, seglin su aparicion en las distintas mues-
tras?

(¢) {qué genes aparecen mucho o poco en cierto tipo de muestras de céancer?

Podriamos ver estas preguntas como un problema de regresién, con dos categéric-
as variables predictoras (genes y muestras), siendo la variable de respuesta el nivel de
expresiéon. Sin embargo, probablemente sea més 1til verlo como un problema de apren-
dizaje no supervisado. Por ejemplo para la pregunta (a), podemos pensar a las muestras
como 6830 puntos en el espacio que queremos agrupar de cierto modo.

Esto es un ejemplo de un cluster de alta dimensién. Los datos son una matriz
real de tamano 6830 x 64, cada nimero representa cudnto se expresa un gen (fila)



en determinada muestra (columna). Agrupamos las muestras de manera que cada una
es un vector de tamano 6830, correspondiendo al valor de la expresiéon de cada uno
de los 6830 genes. Cada muestra estd etiquetada: mama (para el cancer de mama),
melanoma, y asi sucesivamente; no usamos estas etiquetas para el cluster, pero vamos
a examinar después cual etiqueta cae en que cluster.

Aplicamos k-medias con k& = 3, obteniendo los siguientes 3 clusters:

Cluster Mamas CNS Colon Kbj562 Leucemia MCE7

1 3 5 0 0 0 0
2 2 0 0 2 6 2
3 2 0 7 0 0 0
Cluster Melanoma NSCLC Ovarios Préstata Renal Desconocido
1 1 7 6 2 9 1
2 7 2 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0

Podemos observar que el procedimiento es exitoso agrupando muestras de un mismo
cancer. De hecho, los dos cancer de mamas que fueron ubicados en el cluster 2, luego
se descubrié que habian sido diagnosticados mal y que en realidad eran melanomas que
tuvieron metastasis.

10



3. Consistencia de k—medias

Expliquemos lo que vamos a hacer en este capitulo. El analisis de cluster por k-
medias prescribe un criterio de cémo partir un conjunto de puntos en k-grupos. Para
dividir los puntos X, ..., X, de R® acordes a este criterio, primero tenemos que elegir
los centros de los cluster de modo que minimicen

n
W, ==Y min [ X; —q?,
n 1<k

donde ||-|| denota la usual norma Euclidea, luego asignamos cada X; al cluster cuyo
centro esté mas cercano. De esta manera, cada centro a; adquiere un subconjunto C}
de los X's en su cluster. La media de los puntos en C; tiene que ser a;, sino podemos
achicar a W, reemplazando a a; por la media de este cluster, si es necesario reasignamos
algunos X's a nuevos centros. El crieterio es, por lo tanto, equivalente a minimizar la
suma de cuadrados dentro de cada cluster.

Vamos a asumir que { X7, ..., X,,} es una muestra de observaciones independientes e
idénticamente distribuidas con cierta distribucion P. Vamos a pedir ciertas condiciones
que aseguren la convergencia casi segura a los centros de los clusters cuando el tamano
de la muestra crece. Esto generaliza uno de los resultados de Hartigan (1978), quien
hace un andlisis detallado de la fragmentacion de observciones en una dimencién en
dos clusters, él prueba convergencia en probabilidad de los puntos definiendo la 6ptima
particion.

MacQueen (1967) obtenia resultados débiles de consistencia para algoritmos de k-
medias que distribuian los puntos Xi, X, ... sequencialmente en k-clusters. Con este
algoritmo los centros no son elegidos para minimizar W,,; sin embargo, cada X, es
asignado al cluster con el centro més cercano, luego este centro es movido a la media
del cluster. MacQueen prueba que el correspondiente W,, converge casi seguramente; él
no prueba convergencia de los centros de los clusters.

Por las dificultades que pueden surgir por ambigiiedades en la asignacién de los
puntos Xy, ..., X, alos centros ay, ..., ax, es ventajoso considerar W,, como una funcién
de los conjuntos de centros de clusters y de la medida empirica P, obtenida de la muestra
al colocarle peso n=! a cada X1, ..., X,. Esto es el problema de minimizar

WA P,) = [ min|o ol P, (d),

sobre todas las posibles elecciones del conjunto A que contenga k (0 menos) puntos.
Para cada A la ley fuerte de los grandes nimeros dice que

W(A,P,) — W(A,P) := /Hg}ll |z — al|> P(dz), cs.
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Se espera por lo tanto que A,,, el conjunto de los éptimos centros de la muestra, esté cer-
cade A, el conjunto de centros que minimiza W (-, P), siempre que A esté univocamente
determinado. Con una apropiada definiciéon de cercano, éste es el resultado que vamos
a probar. Esto implica que hay una asignacion a,1, a,s2, . .., a,, de los puntos de A,,, y
una asignacién as, . .., a; de los puntos de A4, tal que a,; — @; cs. Este enfoque también
evita problemas con la posible coincidencia de dos de los centros de los clusters; una
posibilidad que le ocasionaba mucho problema a MacQueen(1967).

En la préctica, encontrar un A para el cual W (-, P,) alcanza su minimo global
involucra una cantidad prohibida de calculos, excepto en el caso de dimencién 1 (s = 1).
Este problema ha sido discutido por Hartigan. Sin embargo, existen algoritmos eficientes
que encuentran localmente particiones éptimas para la muestra de puntos en k clusters.

Nuestro método de prueba estda basado en repetir aplicaciones de la ley de los
grandes nimeros; los argumentos se aplican a casi toda la muestra de puntos w. Primero
mostraremos que la muestra éptima de centros del cluster A,, esta en una regiéon com-
pacta de R®. La prueba de ésto es inductiva empezando por el simple caso de 1-media.
Una vez que estd establecida la consistencia para (k —1)-medias , el caso de k-medias es
tratado primero mostrando que existe una bola compacta B(M) que contiene al menos
un punto del éptimo A,,, para n suficientemente grande. Si ésto no fuera asi, W (-, P,)
podria decrecer (cuando n es suficientemente grande) moviendo todos los centros de
los clusters a un solo punto. Luego mostraremos que la bola compacta B(5M) contiene
todos los puntos de A,,. Es mas, B(5M) puede ser agrandada tanto que cualquier pun-
to de A,, que se encuentre fuera de la B(5M) puede ser borrado sin que W (4, P,)
aumente. Esto darfa un conjunto de como mucho £ — 1 puntos para el cual si n es lo
suficientemente grande, W (-, P,) es menor que el minimo valor para k — 1 medias; y
ésto es una contradiccion.

El segundo paso en la prueba involucra mostrar la convergencia uniforme casi segura
de W (A, P,) — W (A, P) sobre los subconjuntos de la B (5M) que contienen k o menos
puntos.

Funciones objetivo poblacional y empirica. Dada una medida de probabilidad
Q en R? para cada conjunto finito A de R® definimos:

©(4,0) = [ iyl - alPQ(dr). (4)

my(Q) :=inf{P(A, Q) : A contiene k o menos puntos}.

La funcién objetivo poblacional correspondera a tomar Q = P en (4), mientras que
la empirica lo hara para Q = P,.

Para un dado k, el conjunto A, = A,(k) de los éptimos centros de la muestra
tiene que ser elegido tal que ®(A,, P,) = my(P,); el conjunto poblacional de los
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centros A = A(k) satisface ®(A,P) = my(P). El objetivo es mostrar que A, — A
casi seguramente.

La convergencia de conjuntos va a ser tomada de manera tal que sea determinada
por la distancia de Hausdorff H(-,-), que estd definida para subconjuntos compactos
A, B de R? del siguiente modo: H(A, B) < 0 siy s6lo si todo punto de A estd a una
distancia menor a ¢ de al menos un punto de B y viceversa.

Maés precisamente

H(A,B)={inf,: AC By BC A%},

siendo A° = {z : d(z, A) < €}.

Supongamos que A contiene exactamente k puntos distintos y que ¢ es elegido menor
que la mitad de la minima distancia entre puntos de A. Entonces si B es un conjunto
de k o menos puntos del cual H(A, B) < § tiene que contener exactamente k puntos
distintos los cuales estdan a una distancia menor a ¢ de algiin punto de A.

Observacién 1 Si [ ||z]|*P(dx) < co entonces ®(A, P) < oo para cada A.

En efecto, como ®(A,P) := fm1£1||x — a||*P(dzx) y para cada a € R :
ae

L/Whr—cﬂ?f%dx) < l/’umm-+nanf¢%dx>
€T al V2P (dx €T al)>P(dx
stﬂhw<nn+nm ( >+/ (2]l + lall)*P(dx)

=l lall

S(MWV+A‘>M%MWPM@
< @lal)?+4 [ (lal)PP(do)

El siguiente Teorema muestra la consistencia fuerte de los centros de la versién
empirica a los poblacionales asi como la convergencia de las funciones objetivo empiricas
a la poblacional. La demostracién se hace en dos etapas. En la primera se muestra que
los centros éptimos muestrales A, = A, (k) estdan ultimamente en un compacto. La
segunda etapa utiliza una ley fuerte de grandes ntmeros uniforme sobre conjuntos
de k o menos puntos contenidos en el compacto hallado en la primera etapa. Esto
requerira del estudio de algunos resultados de procesos empiricos.

Teorema 1 (Consistencia) Supongamos que [ ||z[|*P(dr) < oo y que para cada j =

1,2,....k hay un tnico conjunto A(j) para el cual ®(A(j), P) = m;(P).
Entonces A, — A(k) c.s. y ®(A,, P,) — myg(P) c.s.
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Observacién 2 La unicidad de los A(j)’s implica que m1(P) > ma(P) > ... > my(P).
Pues si m;_1(P) = m;(P) para algin j, entonces A(j — 1) puede ser aumentado por
un punto arbitrario para dar un NO unico conjunto A, de no mds de j puntos distin-
tos, para el cual ®(A, P) = m;(P). Similares condiciones implican que A(j) contiene
exactamente 7 puntos distintos. Pues st fl(j) contiene j — 1 o menos puntos distintos
entonces A(j — 1) (que contiene los j — 1 o menos puntos distintos de A(j)) puede ser
aumentado por un punto arbitrario para dar un NO tinico conjunto A(j).

Como las conclusiones del teorema estan en términos de una convergencia casi sequra,
va a haber conjuntos w’s de medida cero en los cuales no va a converger.

Demostracion. Primer etapa. Queremos encontrar una bola suficientemente grande
(que no dependa de w) de modo que si n es suficientemente grande los centros empiricos
optimos estén contenidos en ella. Este primer paso lo haremos en dos pasos.

En el primer paso encontraremos M (que no dependa de w) de modo que si n es
suficientemente grande, al menos uno de los centros empiricos 6ptimos esté contenido en
la bola centrada en 0 de radio M, B(M) (alguno de los puntos de A,, esté en B(M)). En
el segundo paso probaremos que para n suficientemente grande, la bola B(5M), centrada
en el origen de radio 5M contiene a todos los centros empiricos éptimos (A, C B(bM)).

Primer paso. Primer etapa.

Sea r tal que la bola K de radio r centrada en el origen tenga medida positiva P.

Va a ser suficiente para ello que (M — r)*P(K) > [ ||z||*P(dz) para garantizarlo,
lo que siempre es posible tomando M suficientemente grande, pues [ ||z|*P(dz) < oo
y la funcién cuadratica es estrictamente creciente para Ry .

Para los siguientes pasos requeriremos més condiciones a M.

Busquemos M tal que para n suficientemente grande al menos un punto de A,
esta contenido en la bola cerrada B(M).

Asumimos ®(A,, P,) < ®(Ay, P,) para cualquier conjunto A, que contenga como
mucho k puntos (pues A, es el conjunto de los 6ptimos centros de la muestra). Elegimos
Ag que contenga un tnico punto en el origen.

Entonces, (Ao, P,) = [ ||z||*P.(dz) — [ ||z||*P(dx) c.s. (Por la Ley de los Grandes
Nimeros).

Si para infinitos valores de n, ningun punto de A,,, esta contenido en B(M ), entonces

lim sup ®(A,, P,) > lim (M —r)?P,(K) = (M —r)*P(K) c.s.,

n—o0o n—00
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pues,

®(A,, P,) = /m£n||m—a||2Pn(dx)
ac€An

> / min |z — a|[2P, (dz)
KaGAn
> inf ||z — al|*P,(K)
a€An, zeK
> (M —7r)*P,(K) Vn;

v (M = r2P(K) > [ |2]2P(dx), .o ®(Aq. P) :/HxHQP(dx) cs.

Entonces ®(A,, P,) > ®(Ay, P,) para infinitos valores. Esto indica que llegamos a

una contradiccion.
Luego sin pérdida de generalidad vamos a asumir que A, siempre contiene como

minimo un punto en B(M).

Segundo paso. Primer etapa.

= Si k=1 como A, contiene un solo punto entonces por lo anteriormente demostra-
do la bola cerrada B(M) contiene todos los puntos.

» Si k> 1 veamos que para n suficientemente grande la bola cerrada B(5M) con-
tiene todos los puntos de A,,.

Para demostrarlo vamos a usar un método inductivo. Supongamos que el teorema
es valido para 1,2,...,k — 1 centros de clusters.

Si A, no esta contenido en B(5M), los centros de los clusters que estan fuera de
la B(5M) pueden ser eliminados, obteniendo k£ — 1 (o menos) centros, para los cuales
® (-, P,) estarfa por debajo de su minimo sobre todos los conjuntos de k — 1 puntos. Lo
cual seria una contradiccion.

En efecto, bastaria con elegir M tal que

4/ |2|2P(dx) < e,
||| >2M

donde € > 0 es elegido para satisfacer e+my(P) < my_1(P). Este es el segundo requisito
pedido de M.

Supongamos que A, contiene al menos un punto fuera de B(5M). ;Cual serfa el
efecto sobre ®(A,, P,) de eliminar esos puntos como centros de clusters? En el peor
de los casos el centro a; que era conocido por pertenecer a la B(M) va a tener que
aceptar a su cluster todos los puntos que fueron asignados a clusters cuyos centros se
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encontraban fuera de la B(5M). Estos puntos tienen que haber estado como minimo
a una distancia 2M del origen, sino hubiesen estado mas cerca de a; que de cualquier
otro centro ubicado fuera de la B(5M). La contribucién extra de ®(-, P,,) al borrar los
centros que se encuentran fuera de la B(5M) es como mucho

[ emalpidn < [ (el al Pan)
[zl >2M l[zl|=2M

< 2|z )2 P, (dx
< /lz||22M< |22 P, (dz)

<4 / |[2P,(d).
||| >2M

El conjunto A obtenido al eliminar de A, todos los centros que se encontraban
fuera de la B(5M) es un candidato para minimizar ®(-, P,) en los conjuntos de k — 1
o menos centros. Sea B, el 6ptimo con k — 1 centros.

Entonces ®(A}, P,) > ®(B,, P,) — mi_1(P) c.s. (por la hipétesis inductiva).

Si A, ¢ B(5M) en una subsecuencia {n;} de valores de n, entonces

mp—1(P) < lim inf ®(A; | P,) c.s.

1—00

< Jim sup(0(A,, ) +4 [ PP (da)
||| >2M

n—oo

como ®(A,,P,) = mg(P,) = inf{P(A, P,): A contiene k o menos puntos}, luego,
®(A,, P,) < ®(A, P,) para cualquier conjunto con k£ o menos puntos y, por la LGN,

tenemos que 4 [\ |22 Pu(dz) — 4 [ oo, l2]*P(dz) c.s. Por lo tanto,

n—oo

mi—1(P) < lim sup[CD(An,Pn)—i—él/ ||;E\|2Pn(da:)]
||| >2M

< lim sup®(A4, P,) +4/ |z||*P(dz)c.s.,
lzl>2M

n—oo

para cualquier conjunto A con k£ o menos puntos.
Elegimos A = A(k), el conjunto éptimo de k centros de ®(-, P,), entonces,

mi_1(P) < lim sup ®(A, Pn)+4/ |z||*P(dx)
|lz||>2M

n—oo

< (I)(A(k?),'P) +e= mk(T)) +e< mk_l(P),

entonces: my_1(P) < my_1(P) lo cual es una contradiccion.
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Segunda etapa.
Ahora sabemos que para n suficientemente grande es suficiente chequear A, en la
clase de los conjuntos

¢, :={AC B(bM): A contiene k o menos puntos}.

Como requisito final de M, asumimos que M es suficientemente grande como para
asegurar que €, contiene a A(k).

Luego la funcién ®(-,P) alcanza su tnico minimo en & en A(k). Con la métrica
de Hausdorff € es un compacto (esto se sigue de la compacidad de la B(5M)) y la
asignacion A — ®(A, P) es continua en € (lo probaremos més adelante). Por tanto, se
cumple que para cualquier entorno 9 de A(k) 3 un > 0 que depende de 9, tal que,

(A, P) > ®(Ak),P)+n  VAec E\N.

La prueba puede ahora ser completada probando una ley de los grandes niimeros
uniforme

sup |P(A4, P,) — ®(A,P)| — 0 c.s.,

Ae€y

(este resultado lo probaremos mas adelante).

Necesitamos mostrar que A, esta ultimamente en el entorno . Para ello, es sufi-

ciente chequear que ®(A,, P) < ®(A(k), P) + n ultimamente.
Sabemos que

O(A,, P,) < O(A(k), P,).

Y por la ley de los grandes nimeros uniforme tenemos que

sup ’q)(Aa PTL) - (D<A7P)‘ — 0 C.S.,

Aey

y A, € &, entonces tomando A = A,
®(A,,P,) —P(A,,P) — 0 cs.
Y — —
O(A(k), P,) — ®(A(k),P) — 0 c.s.
por la ley fuerte de los grandes nimeros.

Luego,

®(A,,P) < P(A(k),P) +n,

que es lo mismo que ®(A,, P) < mg(P)+1n .
Por lo tanto A, — A(k) c.s. con la métrica de Hausdorff.
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Veamos ahora que,
O(A,, P,) =inf{P(A,P,): A€ &} — inf{P(A,P): Ae &} =mp(P)c.s.
Sabemos que
D(A,, P,) < ®(A(k), P,) — ®(A(k),P) = mip(P)c.s.

por la ley fuerte de los grandes ntimeros.
Y por la ley de los grandes niimeros uniforme tenemos que

sup |P(A, P,) — ®(A,P)| — 0 c.s.,
A

y A, € €&, entonces tomando A = A,
|D(A,, P,) — P(A,,P)| — 0 cs.

Entonces, Ve > 0 ®(A,, P,) +¢ > ®(A,, P) para n suficientemente grande c.s.

Y ®(A,,P) > ®(A(k), P) = mi(P).

Luego, Ve > 0 my(P) < ®(A,, P,) +¢ < mg(P) + 2¢ para n suficientemente grande
C.S.

Por lo tanto queda demostrado que

O(A,, P,) =inf{P(A,P,): Ac &} — nf{P(A,P): Ac &} =m(P)cs.
|

Resta probar la ley de los grandes niimeros uniformes y la continuidad de ®(-, P).
Demostracion.
Veamos que

sup |P(A, P,) — ®(A,P)| — 0 c.s.

AeE

Sea G la familia de funciones P-integrables en R® de la forma ga(x) := miilgzﬁ( |lz—al|),
ac

donde A es cualquier subconjunto de &, que contiene k o menos puntos. Y ¢(r) := r?
sir>0y¢(r):=0sir<0.
Necesitamos probar una ley de los grandes ntimeros uniforme:

sup| gdPn—/gdP| — 0 c.s.

geG

Una condicién suficiente es: para cada € > 0 existe una clase finita G, de funciones
tales que para cada ¢ € G, existen funciones ¢, § € G, tales que

i<9<iy [G-gap<=
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La demostracion de este resultado se encuentra en el Apéndice.

Para encontrar un apropiado G, sea Ds un subconjunto finito de B(5M) tal que
cada punto de B(5M) tiene al menos un punto en Dy a distancia < 4.

Sea Qf]w; = {A € &, AC D(;}

Sea G, la clase de funciones de la forma

ming(|lz - afl +9)

ming(|la - aff - 9),

donde A’ € €5y ¢(r) :=r*sir >0, ¢(r) :=0sir <O0.

Dado A = {ay,as,...,ax} € €, existe A’ = {a},d),...,a}} € €5 con H(A,A") < ¢
(simplemente eligiendo a} € Ds con |ja; — a}|| < 6 Vi ).

Para g4 € GG, tomamos:

ga = ggg@(\lfﬂ —all + )

o

G = ming(|lz — af| - )

donde ¢(r) :=r*sir >0y ¢(r) :==0sir <O0.
Como ¢ es monodtona creciente y

|lz—dal —d < ||z —al < ||z —da)||+ o Vi, Vo € R®,

entonces
9a < ga < Gu-
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Luego si R es més grande que 5M + 9

[oa@) - dapian) < | anx ~ alll+ ) = 6l — a}| - 8)]P(d)
= ol =il +9) = = | - )P(a)

o o) — r—dll = P(dx
+/”m;[ (lo — || + 8) — é(||= — a|| — 8)]P(dx)

< ksup sup [¢(||z —al +6) = é([|z - af = )]
|xH<RaEB(5M)

/| g 210Ul 4 Nl +0) = ozl + lla] — O)1P (de)

< ksup  sup [§([lz —all +0) = o([lz — al| = 9)]
lal| <R agB(5M)

k 8¢(||z|)P(dz),
4 /”m o2/l (dx)

donde en la tltima desigualdad usamos que ||a}||+d < R < ||z|| pues ||a}|| < 5M < R—0d
entonces (|||l + [lall +0) < ¢2lz|]) < 4o(l[x]]) ¥ [lajl] — 0 < R < |||, por lo tanto,
¢zl + llagll = 0) < 4o([l]))-

El segundo término es menor a €/2 si elegimos R suficientemente grande. Luego por
la continuidad uniforme de ¢ sobre conjuntos acotados, podemos encontrar § > 0 lo
suficientemente chico para que el primer término sea menor a £/2.

Un argumento similar puede ser utilizado para probar la continuidad de la asignacion
A— O(A,P) en €.

Si A, Be€ &,y H(A, B) < ¢ entonces para todo b € B existe un punto a(b) € A tal
que [|b — a(b)|| < é.

Entonces

(A, P)—®(B,P) = /mm“:c —al]* - mlon — b||*P(dx)

< [ mix[ [z —a@)[* = [lo = b]* |P(dx)

< /2; (lz = bl] + 6)? — [l — b2 P(da),

que es menor que € si d es elegido como antes.
La otra desigualdad necesaria para probar la continuidad se obtiene intercambiando
losrolesde Ay B. m
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4. El método combinatorio

Teorema 2 (Glivenko-Cantelli) El Teorema de Glivenko-Cantelli (o Teorema Fun-
damental de la Estadistica) afirma que para toda distribucion P en R,

sup|P,(—o0,t] — P(—o0,t|]| — 0 casi sequramente,
t

cuando la medida empirica P, proviene de una muestra independiente de P.

En lo que sigue denotaremos por || - || al supremo sobre la clase § de intervalos (—o0, t],
para —oo < t < oo. Vamos a poder restringir al supremo sobre los racionales para
poder asegurar medibilidad.

Para facilitar la lectura dividiremos la demostracién del Teorema de Glivenko-
Cantelli en 5 etapas.

Demostracion.

Primera etapa: Primera simetrizacion

En vez de comparar a P, con su distribucion P, miremos la diferencia entre P,
y una copia independiente de él mismo que llamaremos P/. La diferencia P, — P!
estd determinada por un conjunto de 2n puntos (tomados al azar) de la linea real.

Lema 3 (simetrizacién) Sean {Z(t):t € T} y {Z'(t) : t € T} procesos estocdsticos
independientes que comparten un conjunto T'. Supongamos que existen constantes o > 0
y B> 0 tales que P{|Z'(t)| < a} > [ para todo t en T. Entonces:

P{suwizo]> 2| < 5P {suplzo) - 201 > = - o}

Demostracién. Sea 7 una variable aleatoria para la cual |Z(7)| > € en el conjunto
{sup |Z(t)| > }. Como 7 es determinado por Z, es independiente de Z'. Se comporta
como un indice de valores fijos si condicionamos con Z:

P{Z/(r)| < alZ} > 5.

Entonces:
sp{swiziol>ch < PUZ )< alz) P{suizio) > <}
< P{Z'(7)| < a|Z} P{1Z(7)| > £}
< PZ()| < |2()] > <}
< P{Z(r)- Z(r)| > < - a)
< P {sgp|Z(t) —7Z'(t)| > e — a} :
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Si se observa con detalle la demostracién se puede ver que ciertas sutilezas tedricas
fueron ignoradas. Pero, para nuestro objetivo es suficiente asumir que 1" es numerable y
para esta clase de conjuntos la demostracion esta bien hecha. Vamos a reemplazar supre-
mo sobre todos los intervalos (—oo, t) por supremo sobre los intervalos con ¢ racional.

Para un t fijo, P,(—00,t] es un promedio de n variables aleatorias independientes de
Ii¢,<1y, cada una con valor esperado de P(—o0,t], y varianza P(—o0,t] — (P(—o0, t])?,
que es menor a uno. Utilizando la desigualdad de Tchebychev:

P{|p,;(—oo,t]—7><—oo,t]\s%s} > 1

1
> 5 sin > 872

Aplicando el lema de simetrizacién para Z = P, — Py Z' = P, —P, con § un conjunto
fijo, v = 3¢,y B = 3.

2

1
P{||P, —P| >} < 2P{||Pn—P—(P,’1—73)||>5——5}
_ 2P{

1
P, — P,|| > 55} sin > 82

Segunda etapa: Segunda simetrizacion

La diferencia P, — P, depende de 2n observaciones. El tamafno doble de la muestra
crea una molestia menor al menos en la notacién. Puede ser evitada con un truco de
un segunda simetrizacién, con el costo de una disminucién de €. Independientemente de
las observaciones &1, ..., &,, &), . . ., &, para las cuales la medida empirica fue construida,
generamos variables aleatorias independientes o1, ..., 0, para las cuales P{o; = 1} =
P{o; = —1} = 1/2. Las variables aleatorias simétricas [{&St}_[{g;gt}> parai=1,...,n

y —oo < t < 00, tienen la misma distribuciéon conjunta que las variables aleatorias

oi | gty — Irgay | -
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Entonces:

>1
25

1 ~ n
P{HPn - P> 56} =P {sup n 1;@ et — I{er<ry)

t
>1
—&
4

< P{sup nil E Uil{figt}
i=1
- 1
—& 0.
4

t
Escribamos PY para la medida que le da peso n"'o; a LIig,<ny.
Entonces

+ P {sup nt Zail{g’gt}
i=1

t

1
PP -PI><) < 2P{IP - Pl > e} 6

1
4P{HP}3|\ > 15}.

Para controlar el término de la derecha, le vamos a agregar condiciones a las obser-
vaciones.

IN

Tercera etapa: Desigualdad Maximal

Una vez que la localizacién de las obervaciones ¢ estd fija, el supremo de ||PY|| se
reduce al maximo tomado sobre un conjunto estratégico de intervalos I; = (—o0,t;],
para 7 = 0,1,...,n. Por supuesto que la eleccién de los intervalos depende de las
observaciones ; necesitamos un t; entre cada par de observaciones adyacentes (to y ¢,
no son realmente necesarios). Con el nimero de intervalos reducidos tan drasticamente
podemos plantear una cota drastica para el supremo.

Plirl> et} < Yo p{irn)> ek} ©)
=0
< (n+ DmixP {|P}31j\ > ig|§} .

Esta cota va a ser adecuada para el presente caso, porque las probabilidades condi-
cionales disminuyen exponencialmente con n; gracias a la desigualdad de Hoeffding para
sumas de variables aleatorias independientes y acotadas.
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Cuarta etapa: Cota exponencial
Sean Y7,...,Y, variables aleatorias independientes, cada una con media cero y un
rango acotado: a; <Y; < b; Para cada n > 0, la desigualdad de Hoeffding dice:

P{Yi+...4+Y,| =2 n} < 2exp [—2772/2(@ — ai)2] :
=1

Esta desigualdad la demostraremos en el apéndice.
Apliquemos la desigualdad para Y; = 0/, <. Dado ¢ la variable aleatoria Y; toma
solamente los valores £1¢ <}, cada uno con probabilidad 1. Luego —1 < Y; <1

1 = 1
P{|PS(—OO,Z§]| 2 Zglf} = P{ n_lizlo-il{&ﬁt} 2 ng}
- P{ >_oiliasn| 2 %f}
=1
< 2exp [—2 G <—1>>2]
=1

< 2exp(—ne?/32),

Usemos esto para cada [; en la desigualdad (6) .
1
P {HPSH > 4_15’6} < 2(n+ 1) exp(—ne?/32). (7)

Notemos que el lado derecho ahora no depende de €.

Quinta etapa: Integracion
Luego tomando esperanza respecto a ¢ y usando las dos desigualdades (5) y (7),
obtenemos:

P{||P, —P| > e} <8(n+1)exp(—ne®/32).

Esto da una muy rapida convergencia en probabilidad, tan rapida que
> P{|P.—P| > ¢} < oo,
n=1

para cada € > 0. Luego por el lema de Borel-Cantelli la convergencia es casi segura,
quedando demostrado el teorema de Glivenko-Cantelli.
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5. Clases de conjuntos con discriminacién polino-
mial

Para probar el Teorema de Glivenko-Cantelli, hemos utilizado muy pocas propiedades
de los intervalos. El principal requerimiento para la ecuacién (6) era que se puede ele-
gir como mucho n 4+ 1 subconjuntos de cualquier conjunto de n puntos. El resto de
la demostracién vale para otras familias mas generales de conjuntos con ligeras modi-
ficaciones. Esto motiva cosiderar otras familias de conjuntos para los cuales se pueda
obtener una cota polinomial en (6) que nos llevaria a cambiar en (7) (n + 1) por un
polinomio para el caul atin vale el argumento que sigue a (7). Por ejemplo, cuadrantes
de la forma (—o0,t] X (—o0, s] en R? pueden elegir como mucho (n+ 1)? diferentes sub-
conjuntos de un conjunto de n puntos en el plano (hay como mucho n+ 1 lugares donde
ubicar el limite vertical y n+ 1 lugares donde ubicar el limite horizontal). Reemplazan-
do n+ 1 por (n+ 1)2 podemos repetir los argumentos que utilizamos al demostrar el
teorema de Glivenko-Cantelli. La cota exponencial controla a (n + 1)? as{ como con-
trolaba a n + 1. Es mas, controlaria a cualquier polinomio. Los argumentos sirven para
intervalos, cuadrantes y cualquier otra clase de conjuntos para los cuales se pueda elegir
una cantidad polinomial de subconjuntos.

Definicién 4 Sea © la clase de subconjuntos de cierto espacio S. Se dice que tiene
discriminacion polinomial (de grado v) si existe un polinomio p(-) (de grado v) tal
que, para cualquier conjunto de N puntos en S, se puede elegir como mucho p(N)
subconjuntos distintos. Formalmente, si Sy contiene N puntos, entonces hay como mu-
cho p(N) conjuntos distintos de la forma Sy N D con D en ®. LLamemos p(-) a la
discriminacion polinomial de ®.

Para acortar el nombre llamemos a “la clase que tiene discriminacion polinomial”,
“clase polinomial” y adoptemos la misma terminologia para polinomios de menor grado.
Por ejemplo, los intervalos de la linea real tienen discriminacién lineal (los llamaremos
clase lineal) y los cuadrantes en el plano tienen discriminacién cuadratica (los llamare-
mos clase cuadratica). Por supuesto hay clases que no tienen discriminacién polinomial.
Por ejemplo, para toda colecciéon de N puntos ubicados en la circunferencia de un circu-
lo de R? la clase de conjuntos cerrados convexos puede elegir 2V subconjuntos, y 2V
crece mucho més rapido que cualquier polinomio.

El método de la demostracion anterior se puede aplicar a cualquier clase polinomial
de conjuntos, pero pueden surgir problemas de medibilidad. Las clases que no tiene estos
problemas son llamadas permisibles. Cualquier clase especifica que encontremos va a
ser permisible. Asique, ignoremos estos problemas a partir de ahora, pero utilicemos el
término permisible para recordar que cierta condicién de regularidad es necesaria.
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Teorema 5 Sea P una medida de probabilidad de un espacio S. Para toda clase per-
misible ® de subconjuntos de S con discriminacion polinomial,

sup |P,D —PD| — 0 cs.
D

Demostraciéon. La demostracion es igual a la de Glivenko-Cantelli, cambiando § por
® y cambiando n + 1 por el polinomio que corresponda a 2, y tachando las referencias
a intervalos y a la linea real. m

., Qué clases tiene discriminacion polinomial? Ya sabemos de intervalos y cuad-
rantes; equivalentes con dimensiones mayores tienen las mismas propiedades. Otras
clases pueden ser construidas a partir de estas.

Lema 6 Si: € y® tienen discriminacion polinomial, entonces también:
(i) {D°: D e D};
(1)) {CUD:Ce€yDeD};
(i) {CND:Ce€yDedD}.

Demostracién. Sean ¢(-) y d(-) las discriminaciones polinomiales. Podemos suponer
que ambas son funciones crecientes de N.
De un conjunto Sy que contiene N puntos, supongamos que D elige los subconjuntos
1s--., S/ conl < d(N). Entonces la clase de (i) elige los subconjuntos S°, ..., S;°. Como
[ < d(N) esto da la cota d(NN) para el tamafio de la clase de (i). Esto prueba (i).

De un conjunto Sy que contiene N puntos, supongamos que € elige los subconjuntos
S1,..., Sk con k < ¢(N). Y D elige los subconjuntos S7,...,S] con [ < d(N). Entonces
la clase de (ii) elige los subconjuntos Sy U Sy, ..., S1US], ..., SxUST, ..., S US], esto
da la cota ¢(N)d(N). Esto prueba (ii) .

De un conjunto Sy que contiene N puntos, supongamos que € elige los subconjuntos
Si,..., Sk con k < ¢(N). Supongamos que S; contiene NV; puntos. La clase D elige como
mucho d(N;) distintos subconjuntos de S;. Esto da la cota d(Ny) + ...+ d(Ny) para el
tamarnio de la clase de (iii). La suma es menor que ¢(N)d(N). Esto prueba (iii). =

El lema puede ser aplicado repetidamente para generar cada vez mas clases polinomi-
ales. Igual deberiamos de ponerle un limite al nimero de operaciones permitidas. Pues,
por ejemplo, la clase de todos los conjuntos de un solo elemento tiene discriminacion
lineal, pero con una cantidad arbitraria de uniones finitas podemos elegir cualquier
conjunto finito.

Usando este lema muy rapidamente construimos clases de poco interés. Afortunada-
mente hay otros sistematicos métodos para encontrar clases polinomiales.

Los polinomios crecen mucho més lento que las funciones exponenciales. Para N
suficientemente grande, una clase polinomial tiene que no contener como minimo uno de
los 2% subconjuntos de cada coleccién de N puntos. Sorprendentemente esto caracteriza
a la dicriminacién polinomial. Una clase © se dice que fragmenta un conjunto de puntos
F' si puede seleccionar cualquier subconjunto posible (incluyendo el conjunto vacio y el
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conjunto F') ; esto quiere decir, © fragmenta F si cualquier subconjunto de F' tiene la
forma D N F para algin D en D.

Por ejemplo, la clase de los discos cerrados de R? puede romper cualquier conjunto de
3 puntos siempre que no estén alineados. Pero para los conjuntos de 4 puntos, no importa
cual sea su configuracion sélo va a poder elegir 15 de los posibles 16 subconjuntos. El
disco fragmenta algunos conjuntos de tres puntos pero no fragmenta de 4 puntos.

Teorema 7 Sea Sy un conjunto de N puntos en S. Supongamos que existe un entero
V < N tal que ® no fragmenta ningun conjunto de V' puntos de Sy. Entonces ® no

puede elegir mds de (](\)[) + (]Y) +-+ (VJL) subcongjuntos de Sy.

Demostracion. Sean F7, ..., F} la colecciéon de todos los subconjuntos de V' elementos
de Sp. Es claro que k = (g) Por supuesto, cada F; tiene un subconjunto “escondido”
H; que ® pasa por alto: D N F; # H; para todo D en ®. Esto quiere decir que todos
los conjuntos de la forma D N Sy, con D en ®, pertenecen a

Co={C C Sy:CNF;,+# H,; para cada i} .

Va a ser suficiente encontrar una cota superior para el tamano de Cy.

En un caso especial va a ser posible contar el nimero de conjuntos de Cy directa-
mente. Si H; = F; para cada 7, entonces ningun C' en Cy puede contener un Fj; es decir,
ningtin C puede contener un conjunto de V' puntos. En otras palabras, miembros de C
consisten en 0,1,...,0 V — 1 puntos. Entonces la suma de los coeficientes binomiales
da el nimero de conjuntos de esta forma.

Jugando con los conjuntos escondidos podemos reducir el caso general al caso espe-
cial recién tratado. Etiquetemos los puntos de Sy como 1,..., N. Para cada ¢ definamos
H! = (H; U{1}) N Fj; esto quiere decir, aumentamos H; con el punto 1, siempre y
cuando esto pueda ser hecho sin violar la restriccion de que el conjunto escondido este
contenido en Fj;. Definimos la correspondiente clase:

C; ={C CSy:CNF;+# H] para cada i} .

La clase C; no tiene nada més que ver con la clase Cy. La tnica coneccién es que
todos los conjuntos ocultos, que el conjunto pasa por alto, son més grandes. Veamos que
esto implica que C; tiene un cardinal més grande que Cy. (Observamos que no estamos
diciendo que Cy C Cy).

Chequeemos que la asignacion C — C\ {1} es una a una de Cy\C; a C;\Cp.
Comencemos con algin C' en Cy\C;. Por definicién, C' N F; # H; para todo i, pero
C N F; = H; para al menos un j. Luego H; # H}, por lo que 1 pertenece a C, a F}; y a
H}, pero no a Hj. jPor qué deberfa C\ {1} pertenecer a C;\Co? Observemos que

(C\{1}) N Fj = H\ {1} = H;,
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por lo tanto C\ {1} no pertenece a Cy. Luego, si F; contiene al 1, H] también lo tiene
que contener, pero C\ {1} 16gicamente no puede, por lo tanto si F; no contiene al 1
entonces

(C\{1)NE =CNF,+H = H.

En ambos casos (C\ {1}) N F; # H!, luego, C'\ {1} pertenece a C;. Luego el cardinal
de C; es mas grande que el cardinal de Cy.

Repitiendo el proceso, empezando con los nuevos conjuntos escondidos y con 2 en
lugar de 1, definimos H = (H U{2})NF,yCy = {C C Sy : C N F; # H] para cada i}.
El cardinal de Cy es mas grande que el cardinal de C;. Otras N — 2 repeticiones gene-
rarian las clases C3,Cy, . ..,Cxn cuyos cardinales van creciendo. Y ademés los conjuntos
escondidos de Cy serfan todos los Fj; y estariamos en el caso especial. m

Corolario 8 St una clase no fragmenta ningin conjunto de V' puntos, entonces tiene
discriminacion polinomial de grado menor o igual a V — 1.

Todo lo que nos falta ahora es un buen método para identificar las clases que tienen
problemas para elegir subconjuntos de conjuntos de puntos suficientemente grandes.

Lema 9 Sea G un espacio vectorial de dimension finita de funciones reales de S. La
clase de conjuntos de la forma {g > 0}, con g en G, tiene discriminacion polinomial de
grado menor o igual a la dimension de G.

Demostracién. Sea V — 1 la dimensién de G. Elijamos una coleccién {sy,..., sy} de
puntos distintos de S. (Todo es trivial si S contiene V' 0 menos puntos.) Definamos una
asignacién lineal L de G en RV por

L(g) = (9(s1),.--,9(sv)).

Como LG es un subespacio lineal de RY de dimensién como mucho V — 1, existe en
RY un vector no nulo v ortogonal a LG. Esto quiere decir que

Z%g(si) = 0 para cada g en G,

Z%g(si) = Z%g(si) para cada g. (8)
{+} =

Aca {+} se refiere a los conjuntos de los i para los cuales v; > 0, y {—} para los
cuales 7; < 0. Reemplazando y por —7 si es necesario, podemos asumir que {—} no es
vacio.

Supongamos que existe una g para la cual {g > 0} elige precisamente aquellos puntos
s; con i en {+} . Para estos g, la parte izquierda de (8) va a ser > 0 pero la parte derecha
es < 0. Luego encontramos un conjunto que no puede ser elegido. m
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Muchas clases familiares de objetos geométricos caen dentro del lema. Por ejemplo,
la clase de subconjuntos del plano generados por la forma cuadrética az? + bxy + cy? +
dx +ey+ f incluye todos los discos cerrados, elipsoides, y (como caso degenerado) los
semiespacios. Regiones més complicadas pueden ser construidas usando el lema. Esto
se puede aplicar en los teoremas, obteniendo asi generalizaciones del teorema clasico de
Glivenko-Cantelli.
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6. Apéndice

6.1. Demostracion de una ley de los grandes niimeros uniforme

En esta seccion § va a ser la clase de funciones medibles en un conjunto S con una
o—algebra que tiene medida de probabilidad P. La medida empirica P, es construida
a partir de un muestreo de P. Asumimos P|f| < oo para cada f en §. Si § fuese finito,
la convergencia de P, f a Pf asegurada por la ley fuerte de los grandes niimeros seria
uniforme en f. Si § puede ser aproximado por una clase finita (no necesariamente una
subclase de §) de modo tal que los errores por la aproximacién sean uniformemente
pequenos, la uniformidad se trasladaria a §. El método directo logra esto requiriendo
que cada elemento de § esté rodeado por un par de funciones tomadas de la clase finita.

Teorema 10 Si para cada € > 0 existe una clase finita §. que contenga una inferior y
una superior aproximacion para cada f en §, para el cual

fa,L S f S fs,U Y P(fE,U - fs,L) <e

Entonces sup|P,f — Pf| — 0 casi sequramente.
3§

Demostracion. Para probar la convergencia, basta demostrar :

h’minfl’%f(Pnf —Pf)>0

limsupsup(P,f —Pf) <0,
§

o0, equivalentemente,

liml'nfl’%f(Pn(—f) —P(-f)) >0.

Primero veamos que

liminfi%f(Pnf —Pf)=0.
Para todo € > 0,

liminfi%f(Pnf—Pf) > h’ml’nfi%f(Pnfg,L—Pf) pues f. < f

> it (P fos ~ P L) + 0(PLs ~ P)
> 0+ <_€) pues ,Pfe,L > 7)fs,U —& 2> Pf — &

casi seguramente cuando §. es finito.
Y
liminfi%f(Pn(—f) —P(=f)) =0,
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pues para todo € > 0,

v

lfm inf f%f(Pn(—fe,U) = P(=1))
lfm {nf f%f(Pn(—fE,U) —P(=fv))
+1’%f(73’(—fa,U) —P(=f))

0+ (—¢), cs. cuando §. es finito.

lfm inf i%f(Pn(—f) —P(=f))

v

v

Donde en la primer desigualdad hemos usado que — f, 7 < — f y en la dltima desigualdad
hemos usado que P(—f.v) > P(—fer) —e > P(—f) —¢c. =

Se puede notar que la independencia es sélo utilizada para garantizar la convergencia
casi segura de P,f. a Pf. para cada aproximacién f.. Hipdtesis mas débiles como
estacionariedad y ergodicidad podrian remplazar la independencia.

6.2. Demostracion de una desigualdad exponencial

Probemos la siguinte desigualdad:
Sean Yi,...,Y, variables aleatorias independientes, cada una con media cero y un
rango acotado: a; <Y; < b; Para cadan > 0:

P{Yi+...+Y,] >n} <2exp [—2772/Z(bi—ai)2] : (9)

Para eso primero probemos el siguiente Lema:

Lema 11 Desigualdad de Hoeffding:
Sea Y una variable aleatoria con media cero, a <Y < b. Entonces para s > 0,

E [esY] < 682(b—a)2/8' (10)
Demostracion. Por convexidad
b—Y) (Y )
eV < em( Lot 7
(b—a) (b—a)
o-Y)  (Y-a) _
pues = + = 1.
Como E(Y) =0,
E(e) ta_ b _ ot a



— _ a __ _b
y u=1t(b—a), entonces =1+ 545 = 575, ¥

—a

(b—a)

scaa=1—03=

ta = m(—a)(b —a)=—au, th= =)

Notemos que a > 0 porque a < 0 < b pues media de Y es cero.

B(b— a) = Bu.

log E(e™) < log (Be " + ae™)
log (e7" (B + ™)) (obs: B+ a = 1)
= —au+log (5 + ae").

Sea L(u) = —au + log (8 + ae®). Luego,

1 «
L) = — o ap—
(u) a+ ﬂ+ae"a€ a+ P
—« Q@ Be
D) = — =% gev(—1) = [ ][ ].
() (o + Beu)? (=1) a+ fe7v| |a+ et
Como z(1 —z) < %1 para todo 0 <z <1, sea x = O&gﬁ, entonces
P e S S N

a+ fBe a+ [Be a+ fBev’ T T T

Por lo tanto, L”(u) < 1. Por el teorema de Taylor

L(u) = L(O)—l—uL’(O)—ir%uZL”(u*)

1,1

< log(B+a)+u (—a—i— Oé—l—ﬁ) + §U2Z_l

1
= —t*(b—a)?
Entonces 1
log (") < <#(b — a)”
luego
E(etY) < etQ(b—a)Q/S‘
[
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Demostracién. de (9). La desigualdad de Markov dice que para toda variable aleatoria

Y no negativa, y n > 0,

P(Y >n) < %Y)

Se sigue de la desigualdad de Markov que si ¢ es estrictamente mondtona creciente
para los valores no negativos, entonces para cualquier variable aleatoria Y y cualquier

numero real 7, (51))
E(p(Y
o(n)

Una aplicacién de esto con ¢(z) = z? es la desigualdad de Chebyshev’s: si Y es una
variable aleatoria arbitraria y ¢t > 0, entonces

P(Y >n)=P(o(Y) = ¢(n)) <

P{lY —E(Y)|2n} = P{lY -EY) 27"}
E[lY - E(Y)[]

02
Var(Y)

Una generalizacién es tomando ¢(z) = z? (x > 0), para cualquier ¢ > 0 tenemos

En casos especifico uno elige el valor de ¢ para minimizar la cota. Una idea rela-
cionada es la base del método de la cota de Chernoff. Tomando ¢(z) = e*¥ donde s
es un numero positivo arbitrario, para cualquier variable aleatoria Y, para cualquier
n > 0, tenemos
E [esY]

esn

P{Y >n}=P{e” > e} <

En el método de Chernoft’s, encontramos un s > 0 que minimiza la cota superior o
hace la cota superior pequena.

Recordemos algunas simples desigualdades de variables aleatorias independientes.
Estamos principalmente interesados en cotas superiores para las probabilidades de las
desviaciones de la media, esto es, para obtener desigualdades de P{S,, — E (S,) > n},
con S, = Y7 Y, donde Yy,...,Y, son variables aleatorias independientes evaluadas
en los reales.

La desigualdad de Chebychev e independencia implican

Var{S,} >, Var{Y;}
7o 72 ’

P{|Sn - E(Sn)| > 77} <
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El método de la cota de Chernoff’s es especialmente conveniente para cotas de
probabilidad de sumas de variables aleatorias independientes. Esto se debe a que los
valores esperados de un producto de variables aleatorias independientes es igual al
producto de los valores esperados, los limites Chernoff serian

exp (sZ (v; - E(m)

i=1

P{S,—E(S,) >n} < e E

— HE [es(Yi—E(Yi))} (bajo independencia).
i=1

Aplicando (10) y usando que en nuetro caso E(Y;) = 0 (luego también la E(S,,) = 0)
tenemos

P{S,>n} < e [[e e

n

1
—sn + 532 Z(b’ — ai)2] :

i=1

= exp

2 .. . .z s
Sea s =4n/>"" | (b; — a;)” para minimizar la funcién cuadratica entonces

4n? 21
P{S,>n} < exp —Z?:l (b, — ai)Q + S (i = ai)2]
B
- > i (bi = az‘)2
Aplicando el mismo argumento a —Y7,..., —Y,, obtenemos

P{Sn < —77} < exp [—Z@ (222_ a-)2] .

Luego
P{Y1+...+Ya| 2 n} < 2exp [—Qng/z(bi - W] :
i=1

que es lo que queriamos probar. m
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