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Algebras (a,b)-Koszul y 4lgebras (a, b)-cuasi Koszul

Resumen

La definicién de algebra de Koszul fue dada por S. Priddy (ver [P]). Se trata de dlgebras que
poseen propiedades muy interesantes desde el punto de vista homolégico.

En [B1], R. Berger introduce las algebras de Koszul “generalizadas”. Su interés por esta clase
de algebras estd motivado por el hecho de que las algebras Artin-Schelter regulares de dimensién
global tres que estdn generadas en grado uno son precisamente de este tipo.

Las élgebras alli estudiadas por R. Berger son de la forma A = T'(V')/I donde V' es un k-espacio
vectorial, T'(V') su dlgebra tensorial e I es un ideal bildtero generado por elementos homogéneos de
grado s. Nuestro interés consiste en considerar el caso en que el ideal I esta generado por elementos
homogéneos de dos grados distintos a,bcon 2 < a < b.

En este trabajo se generalizan algunos resultados probados en [B1], se muestran ejemplos de
algebras (a, b)-Koszul y se da una resolucién proyectiva minimal del dlgebra A considerada como
A-bimédulo que permite calcular en ciertos casos sus grupos de homologia de Hochschild.

Por otro lado, se generalizan resultados de [GMMVZ], introduciendo las nociones de algebra
y de médulo (a, b)-cuasi Koszul. Finalmente, aplicando estos resultados, se puede caracterizar el
dlgebra de Yoneda para dlgebras (a, b)-Koszul.

Palabras clave: Homologia, Hochschild, Koszul, resoluciones.



(a,b)-Koszul algebras and (a, b)-quasi Koszul algebras

Abstract

The definition of Koszul algebras was given by S. Priddy (see [P]). These algebras have very
interesting homological properties.

R. Berger defined “generalized” Koszul algebras in [B1]. His interest in this class of algebras
comes from the fact that it includes Artin-Schelter regular algebras of global dimension three gen-
erated in degree one.

He considered algebras of type A = T'(V')/I where I is a two-sided ideal generated by ho-
mogeneous elements of degree s. We are interested in the case that the ideal I is generated by
homogeneous elements of two different degrees, a, b both greater than 2.

In this thesis we generalize some results proven in [B1], exhibit examples of (a, b)-Koszul alge-
bras and construct a projective minimal resolution of the algebra A considered as an A-bimodule,
which allows us to compute in some cases its Hochschild homology groups.

We also generalise results obtained in [GMMVZ], introducing in this way the notions of (a, b)-
quasi Koszul algebras and modules. Finally, using these results, we describe the Ext algebra of an
(@, b)-Koszul algebra and its Yoneda product.

Key words: Homology, Hochschild, Koszul, resolutions.
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Capitulo 1

Introduccion

La nocién de dlgebra de Koszul y sus generalizaciones han tenido un importante desarrollo en
los tdltimos afios (ver por ejemplo [BGS2] y [F]) debido a sus numerosas aplicaciones en geometria
algebraica, teoria de Lie, grupos cudnticos, topologia algebraica y combinatoria (ver [HL]). Se trata,
dicho sin entrar en detalles, de k-dlgebras graduadas provistas de una resolucién graduada libre
minimal. Estas algebras fueron originalmente definidas por Priddy en 1970 [P]. La estructura de
las algebras de Koszul estd descripta de manera muy clara en [PP].

Existen numerosas definiciones equivalentes de dlgebra de Koszul. Las més utilizadas son las
siguientes.

Sean k un cuerpo y A una k-dlgebra graduada conexa, finitamente generada en grado 1. Sea
E(A) = @E™™(A) = @ Ext’y"(k, k) el algebra bigraduada de Yoneda asociada (donde n es el

m,n m,n

grado cohomolégico y —m es el grado interno heredado de la graduacién de A). Sea E"(A) =
@GE™™(A). Entonces A se dice de Koszul si satisface alguna de las siguientes condiciones equiva-

lentes:
(i) Enm(A) = 0sin £ m.
(ii) E(A) esta generada como algebra por EV1(A).

Recientemente, R. Berger defini6 la nocién de dlgebra N-Koszul [B1]. Si N = 2, se obtiene la
nocion clésica de algebra de Koszul. La definicién de Berger es la siguiente:
Una k-dlgebra A es N-Koszul si E™™(A) = 0 para m # 6(n), donde §(n) = @N + 1si

n es impar y d(n) = SN si n es par. En particular, un dlgebra N-Koszul debe tener todas las
relaciones que la definen en grado N y cada E™(A) es puro, en el sentido que en la descomposicion

E"(A) = @ E™™(A) hay un tnico sumando directo no nulo: E™°(™)(A).

Esta definicion fue utilizada entre otros en [BG] y [GMMVZ].

En diversos trabajos los autores demuestran similaridades entre las nociones de édlgebra de
Koszul y N-Koszul (ver [B1], [GMMVZ], [BG], [FV]). Sin embargo, la restriccién impuesta por
la N-homogeneidad de las relaciones es artifical y causa problemas variados. En particular, la clase
de é4lgebras N-Koszul, para N > 2, no es cerrada con respecto a extensiones de Ore graduadas,
extensiones regulares normales, o productos tensoriales.

Por otra parte, seria deseable calcular una resolucién proyectiva minimal de un algebra de
caminos truncada cuyas relaciones estuvieran generadas por elementos homogéneos de grados dis-

tintos, por ejemplo, el dlgebra conmutativa A = %, donde J¥ es el conjunto de caminos

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de longitud N en k(z,y) a partir de la informacién que se obtiene de las algebras B = k[z,y]

yC = %, las cuales son de Koszul y N-Koszul respectivamente. La propiedad de ser N-

Koszul estd descripta también en [GMMYVZ], donde los autores estudian algebras de la forma
A=Ty,(A1)/I,con Ay = kx---xk, Ay un Ap-bimédulo e I un ideal bildtero generado por elemen-
tos homogéneos de grado N de T4, (A;). Naturalmente, nace la idea de generalizar la definicién de
dlgebra N-Koszul a dlgebras de este tipo, es decir cocientes de dlgebras tensoriales sobre un espacio
vectorial de dimensién finita divididas por un ideal generado por elementos homogéneos de dos
grados distintos. Cuando uno de esos grados es 2 se requiere de otras técnicas para su estudio;
no trataremos ese caso. En el momento de terminar esta tesis, E. Green y E. Marcos publicaron el
preprint [GM], que trata precisamente esa situacion. En el presente trabajo consideraremos ide-
ales I generados por elementos homogéneos de grados a y b tales que 2 < a < b, motivados por
ejemplos citados mds adelante.

Por otra parte R. Berger prob6 en [B1] los siguientes resultados (Theorem 2.11 y Proposition 2.12
de [B1] respectivamente), respecto de los cuales no entraremos en detalles en la Introduccién.

Teorema 1.1. Sea A = T(V')/I un dlgebra s-homogénea sobre V, con R como espacio de relaciones (lo cual
significa que R es un conjunto minimal de generadores de I). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A esde Koszul.

(ii) No hay obstruccién al construir (en la categoria de A-médulos a izquierda Z-graduados y acotados
inferiormente) una resolucion proyectiva pura

'*)Kii)Ki_lg)"'*)Kli)KOL)kHO

de k siguiendo el proceso descripto en [B1].

(iii) Se satisface la condicion (ec) (introducida en [B1]), y para cualquier j > 1, se tiene la distributividad
de las ternas (E, F,G) para n > (j + 1)s y la distributividad de las ternas (E', F',G’) para n >
(j+ 1)s+ 1, donde

E=vV"=i9 g J

G = Yn=G+Ds+) @ 1 o p(G=Ds+1)
El — V(n—js—l) ® st+1

F/ e n7j571 ® V(]S+1)

G = v n=0U+Ds) o p o 1/Us),

Proposicién 1.2. Para que un dlgebra s-homogénea A sea de Koszul, es necesario y suficiente que su com-
plejo de Koszul a izquierda (o a derecha) sea exacto en grados positivos.

Loégicamente, la generalizaciéon de la definicién de algebras N-Koszul a algebras que son co-
cientes de algebras tensoriales sobre un espacio vectorial de dimensién finita por un ideal gene-
rado por elementos homogéneos de grados a y b (2 < a < b) obtenida, deberia ser compatible con
la definicién dada por R. Berger (ver Definition 2.10 de [B1]).

Sin embargo, si se generaliza naturalmente la nocién de dlgebra N-Koszul a un algebra tenso-
rial dividida por un ideal generado por elementos homogéneos de grados a y b siguiendo el trabajo



[B1], observamos que las dlgebras de la forma A = <f’y% no satisfacen esta nueva definicion.
! & (z,y°)

Como uno estd interesado en estudiar estas dlgebras es que se obtiene una generalizacion diferente
siguiendo el trabajo [GMMVZ] que incluye estrictamente al anterior. En otras palabras, esta obser-
vacién nos condujo a definir las nociones de dlgebra (a, b)-Koszul y de algebra (a, b)-cuasi Koszul
respectivamente. La familia de algebras (a, b)-cuasi Koszul contiene estrictamente a la familia de
dlgebras (a, b)-Koszul.

A continuacién daremos algunas definiciones que utilizaremos en el resto de la tesis.

En adelante A serd siempre una k-algebra graduada, A = @ A,.
n>0

Definicién 1.3. Sean s € N, A una k-dlgebra y M un A-médulo Z-graduado. Diremos que M es s-
concentrado (respectivamente s-puro) en grados 1y, - - , 1, si existen enteros no negativos iy < --- < I,
tales que M = M), @ --- & M;_ (respectivamente M = AM;, + --- + AM;_).

Dado ¢ € Ny, sea n4(i) € N definido por:

. S si i =2j
ns(z):{] J

js+1 sit=25+1.

Definicién 1.4. Dados a,b € N, V un k-espacio vectorial de dimension finita e I un ideal bildtero de
T(V), el dlgebra A =T (V) /I se dice (a,b)-homogénea si I tiene un conjunto de generadores formado por
elementos homogéneos de grados a o b.

Definicién 1.5. Dados a,b € N tales que 2 < a < by un espacio de relaciones para el ideal bildtero I tal
que R = R, ® Ry con R, y Ry, excluyentes, diremos que un dlgebra (a,b)-homogénea A, es (a,b)-Koszul
(generalizada) si el espacio vectorial graduado Tori' (k, k) es 2-puro en grados n, (i) y ny(i) para todo i > 2.

Definicién 1.6. Sean Ay un k-espacio vectorial de dimension finita, Ay un Aog-bimédulo e I un ideal bildtero
de Ty, (A1) tales que 2 < a < by A = Ta,(A1)/1. Se dice que A es un dlgebra (a,b)-cuasi Koszul si A,
admite una resolucion proyectiva minimal graduada

-—P— . — P — P — Ay —0

donde P; estd generado en grados

oj(i) =ja+ (% —j)b 0<j si i espar,
1 OS

oj(i) =ja+ (5 —j)b+1

j<t
j<5Y siioesimpar.

La primera parte del trabajo consiste en recopilar informacion ya existente sobre el tema y que
serd de utilidad para el desarrollo del mismo. Recordaremos entonces definiciones y resultados
referentes a médulos graduados, propiedades especificas sobre espacios vectoriales, propiedades
homolégicas, dlgebra de Yoneda. Las referencias para esta parte son: [A2], [B2], [C], [W] y [Z].
Asimismo, dedicaremos un capitulo a recordar resultados sobre las dlgebras de Koszul clasicas.

Luego de dar la definicién de algebras (a, b)-Koszul, encontraremos condiciones equivalentes a
la misma. Algunas de estas condiciones se vinculan con la propiedad de que cierto reticulado sea
distributivo. Las referencias que hemos utilizado para reticulados distributivos son: [BMul, [J] y
[O]. Generalizamos la nocién de que una terna sea distributiva a que sea multidistributiva, ya que
las ternas multidistributivas juegan un rol fundamental para obtener condiciones equivalentes a la
definicion de que un élgebra sea (a, b)-Koszul.

Damos a continuacién ejemplos de algebras (a, b)-Koszul.



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Luego definimos el 4lgebra opuesta A° y el dlgebra dual A' de un élgebra (a, b)-homogénea
Ay probamos que A° es (a,b)-Koszul si y sélo si A lo es. Sin embargo, vemos que esto no es
valido para A'. También construimos una resolucién por A-bimédulos de un algebra (a, b)-Koszul.
Esta construccién es ttil para calcular la homologia de Hochschild del dlgebra. Para completar
este capitulo, calculamos explicitamente las dimensiones de los k-espacios vectoriales HH;(A) de
acuerdo a la graduacién heredada del dlgebra A.

El trabajo [CS] presenta la nocién de que un algebra sea K2 como una posible generalizacién
de la nocién de algebra N-Koszul. Probamos que un algebra (a,b)-homogénea con 2 < a < bes
(a,b)-cuasi Koszul si y s6lo si es K2. En este mismo trabajo se prueba un resultado que permite
determinar ficilmente cudndo un 4lgebra monomial es Ky, el cual nos permite mostrar que las

algebras A = ﬁ;ﬁ;’% y mas generalmente A = M conl = (zf" / 1 <i<t)ydondet > 2

y (a1, -+ ,a¢) € {0,a,b}! bajo ciertas condiciones sobre los «; son K, y por lo tanto (a, b)-cuasi
Koszul.

Introducimos la definicién de A-médulos (a,b)-cuasi Koszul y estudiamos mediante ello el
comportamiento del producto de los médulos de extensién. Finalmente, damos una descripcién
explicita del dlgebra de Yoneda de un élgebra (a,b)-Koszul y mostramos un ejemplo de élgebra
(a,b)-cuasi Koszul cuya dlgebra de Yoneda no es K.




Capitulo 2

Conceptos generales

En este capitulo introduciremos notacion, daremos algunos resultados homolégicos bésicos sobre
dlgebras y médulos graduados asi como también ciertos resultados sobre espacios vectoriales que
serdn luego utilizados a lo largo del trabajo.
Al término de este capitulo, definiremos el dlgebra de Yoneda y mostraremos algunos ejemplos.
Recalcamos que todos los médulos que aparecen son A-médulos Z-graduados.

2.1 Algebras graduadas

Sea k un cuerpo. Una k-dlgebra graduada A es una familia {4, },,>0 de k-médulos con un producto
bilineal 4,, ®; A, — Apt+m ¥ un elemento unidad 1 € A, esto implica que Ay y @ A, son k-

&lgebras asociativas con unidad. A se dice graduada conmutativa si para cadaa € A,y 8 € A,
se tiene que af = (—1)""Ba. Una k-dlgebra diferencial graduada es una k-dlgebra graduada A
provista de un morfismo d : 4,, — A,,_; tal que d* = 0y que satisface la regla de Leibnitz:

d(af) = d(a)B + (=1)"ad(B)

paraac € A, B € A.

Ejemplo. Sea V un k-espacio vectorial graduado tal que V' = Vj; es decir, V estd concentrado en
grado 1. Si consideramos el algebra tensorial de V sobre k, T = T'(V) = @ T,,, donde T,, = V&

n >0

y T resulta una k-dlgebra graduada generada en grado uno. Sea I un ideal bildtero graduado
propio de A, el dlgebra cociente A = T'(V)/I es un algebra graduada con la graduaciéon A, =
yer

. Reciprocamente, toda édlgebra graduada generada en grado uno y conexa (es decir, Ay = k)
puede identificarse via un isomorfismo de algebras con un élgebra de este tipo. En la geometria
algebraica (ver [E]) y en los grupos cudnticos (ver [M1]) nos encontramos con varios ejemplos de
dlgebras cuadraticas; es decir, dlgebras de la forma A = T'(V)/I tales que I estd generado por
elementos de grado dos (I = (R), con R C V®?). Este concepto se ha extendido al caso en que [
estd generado por un espacio vectorial contenido en V®%, y en este caso A se dice s-homogénea.
Las édlgebras simétrica y exterior también son ejemplos de algebras cuadraticas. En [B1], el autor
estd interesado en estudiar propiedades de las algebras regulares de Artin-Schelter, que resultan
analogas a édlgebras de polinomios no conmutativas. Dentro de esta familia de dlgebras también
encontramos ejemplos de algebras cuadréticas y ctbicas (ver [AS], [ATV]).

5



6 CAPITULO 2. CONCEPTOS GENERALES

2.2 Médulos graduados

Durante esta seccién A denotard un édlgebra Ny-graduada. Suponemos que Ay = k, es decir que
A es conexa. Un A-médulo a izquierda M se dice Z-graduado si M = @ M, y A, M,, C My tm,.

n €7
Notaremos por A-grMod la categoria abeliana de A-médulos a izquierda M que son Z-graduados.

Los morfismos en esta categoria son las aplicaciones A-lineales que conservan el grado; es decir,
aplicaciones homogéneas de grado cero f : M — N tales que f(M,) € Np. Un A-moédulo a
izquierda graduado M se dice acotado inferiormente si existe un ndmero entero m tal que M,, =0
paratodon < m. Los A-mddulos a izquierda graduados y acotados inferiormente forman una cate-
goria abeliana llamada la categorfa graduada acotada inferiormente de A, que es una subcategoria
plena de A-grMod; es decir, los morfismos de esta categoria son los homomorfismos de médulos
que preservan la graduacion.

El morfismo k-lineal ¢ : A — k dado por €|4, = 14, y €(4;) = 0 para todo ¢ > 1, da a k una
estructura de A-médulo a izquierda, a) := c(a)\ paraa € Ay \ € k.

Dado ! € Z y un A-médulo graduado M, se define el médulo graduado M|[l] cuyo grupo
abeliano subyacente es M y la accién de A estd dada como antes, graduado por (M[l]),, = Mp4;.
Un médulo M se dice libre-graduado si tiene una base formada por elementos homogéneos. Si
M es acotado inferiormente, entonces M es libre-graduado si y sélo si es isomorfo a una suma di-
recta de A-médulos de la forma A[—I;], donde los grados I; (con posibles repeticiones) forman un
conjunto que estd acotado inferiormente, pues M estd acotado inferiormente.

Recordemos un resultado general del producto tensorial:

Sean R un anillo, M un R-médulo a izquierda libre con base (e;);cz y N un R-médulo a derecha.
Entonces todo elemento de N ® p M se escribe de manera iinica como Y n; @ e; donde la familia (n;) estd

i

finitamente soportada.

Sea V' un k-espacio vectorial graduado y consideremos el A-médulo a izquierda graduado
M = A ®; V. Podemos tomar una base homogénea (v;);cz del espacio V. Por el resultado que
enunciamos anteriormente, (1 ®j v;);cz forma una base homogénea del A-médulo M. Luego, M
es libre-graduado y de esta manera obtenemos ejemplos de médulos libre-graduados. Més atn,
todo A-médulo a izquierda libre-graduado M resulta isomorfo como médulo a A ®; V, pues si
(m;)iez es una base homogénea de M, entonces (1 ® 4 m;);cz forma una base homogénea del
k-espacio vectorial graduado k ®4 M. La afirmacién se sigue del isomorfismo de A-médulos
0: AR, (k®a M) — M dado por ¢(1 ®; (1 ®4 m;) =m,.

Definicién 2.1 ([B2], [C]). Un epimorfismo f : M — M’ en A-grMod se dice esencial si para todo
morfismo g : N — M tal que f o g es suryectivo, entonces g es suryectivo.

Enunciaremos y probaremos a continuacién algunos resultados que involucran la nocién de
epimorfismo esencial y que serdn aplicados en otras secciones de este trabajo.

Proposicién 2.2 ([B2]). (Lema de Nakayama version graduada) Sea M un A-médulo a izquierda gra-
duado sobre los enteros no negativos. Si k ® 4 M = 0 entonces M es el médulo nulo.

Demostracién. Denotemos I(A) = ) A,. Es un resultado conocido que el morfismo ¢ : M —
n>1

k ®4 M definido para m € M como ¢(m) = 1 ® m, induce un isomorfismo entre los A-médulos
Tz Y k ©a M. Luego, por hipétesis, M = I(A) - M. Supongamos que M es no nulo y conside-
remos el menor entero [ tal que M; # 0. La inclusién M; C I(A) - M implica una contradiccion ya
que todos los elementos de I(A) son de grado positivo. Mds precisamente, si m € M; no es nulo
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entonces existen elementos no nulos a; € I(A) y m; € M tales que m = > _a;m} y gr(m}) <1, y por
lo tanto My, () # 0. ]

Corolario 2.3 ([B2], [C]). Si f : M — M’ es un morfismo en la categoria de A-mddulos graduados por los
enteros no negativos, la aplicacion asociada k @ 4 M — k @ 4 M es suryectiva si y sélo si f es suryectivo.

Demostracién. Es claro que la suryectividad de la aplicacién f implica la de 1 ® 4 f. Reciproca-
mente, tenemos que la sucesion

M L M — Coker f — 0
es exacta. Si aplicamos el funtor exacto a derecha k£ ® 4 — obtenemos la exactitud de
k@a M —k®s M — k®4 Coker f — 0.

Como la primera aplicacién es un epimorfismo, por la Proposicién 2.2, Coker f = 0 siendo asi f
un epimorfismo. O

Proposicién 2.4 ([C]). Sea f : M — M’ un morfismo. La aplicacion f =1, @4 f : k®@a M — k®a M’
es un isomorfismo si y solo si f es un epimorfismo esencial.

Demostracién. Supongamos que f es un isomorfismo, entonces es biyectivo, en particular, es
suryectivo y por el Corolario 2.3 tenemos que f es un epimorfismo.

Veamos ahora que f es esencial; paraellosea g : N — M un morfismo tal que fog es suryectivo,
entonces el morfismo composicién

k@AN k®AM k® M’

es suryectivo debido a que el funtor k ® 4 — es exacto a derecha. Por otro lado, como f es biyectivo,
1 ® g también es suryectivo y si seguimos el mismo razonamiento hecho anteriormente para f,
deducimos que g es suryectivo y asi, f es esencial.

Reciprocamente, si f : M — M’ es un epimorfismo esencial, sabemos que el morfismo f es
suryectivo, mostremos entonces que su nticleo se anula. Sea IV su ntcleo, el cual es un subespacio
vectorial graduado del espacio vectorial graduado k ® 4 M, luego existe un subespacio suplemen-
tarioT C k®4 M talque N @ T = k ®4 M. Tomemos una base homogénea de T de la forma
B = {t;} donde t; = Zu; ®m} con ph € kymj € M. Esta base puede levantarse a M con-

siderando el levantado de cada t; como el elemento Z,ujm € M donde uj = ,ujl m (1eA).
Notemos X al A-submédulo graduado de M generado por {Zuj m’}. Sea g la inclusion X — M.
Sea Z)\h ®@mj}, € k®a M', como fes suryectivoy k ®4 M = N ® T, existenn € Ny, € k tales
que Z/\h ©mj, = f(n+ 2 @ ts) = f(n) + F(m © ts) = F(n © t:) = (Zm(Zu] ®mj)) =
Zmuj ® f(m}) = Zm ® f (uj ) =[1k@(fog)l( Zm ZMJ ) Luego, la aphCﬂClon foginduce

el morfismo suryect1vo 1, ®@(fog) 1 k®a X — k; Qa M 4 ; entonces, por el Corolario 2.3, f o g es
suryectivo y debido a que f es esencial, concluimos que g es suryectivo, por lo tanto es biyectivo.
Luego, g induce una biyecciéon k ®4 X — k®4 M, lo que prueba que N = 0 pues g es la inclusién.
O
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Lema 2.5 ([C]). Sea f : M — M' un epimorfismo esencial. Si M’ es un médulo proyectivo en la categoria
graduada entonces f es un isomorfismo.

Demostracién. Si M’ es proyectivo en la categoria graduada, existe un A-submédulo N de M tal

A inc . . . .
que M = Ker f@&N. La composicion N — M L M esun epimorfismo. Como f es un epimorfismo
esencial, la inclusién N — M es un epimorfismo, con lo cual es un isomorfismo y asf, Ker f = 0. [

Proposicién 2.6 ([B1], [C]). Un mddulo M es proyectivo en la categoria graduada si y sélo si M es libre-
graduado.

Demostracién. Si M es libre-graduado entonces M ~ @PA[—I;]. Luego, M es A-proyectivo como
g

modulo graduado.

Reciprocamente, consideremos una k-base homogénea de k® 4 M y a partir de ella deduzcamos
una base de M como A-médulo graduado. Los elementos de esta base inducida originan un sistema
de elementos de M que definen un morfismo f : F' — M (donde F es libre-graduado con base dada
por este sistema de elementos) tal que la aplicacion asociada f : k ®4 F — k ®4 M es biyectiva.
Por la Proposicién 2.4, tenemos que f es un epimorfismo esencial.

Ahora, como M es proyectivo en la categoria graduada, por el Lema 2.5 f es un isomorfismo.
Luego, como F es libre-graduado e isomorfo a M, M también es libre-graduado. O

Definicién 2.7 ([B2]). Sea M un objeto en A-grMod. Una cdpsula proyectiva de M es un par (P, ) tal que
P € A-grMod es proyectivo como A-mdédulo graduado, y f : P — M es un morfismo suryectivo esencial.

Observacién 2.8. En la categoria de A-mddulos a izquierda se define andlogamente la cdpsula proyectiva
de un médulo en esa categoria.

Observar que si M es un A-moédulo proyectivo graduado, (M, 157) es una capsula proyectiva
de M.

Ejemplo. ([B2])

(i) Sea M un moédulo puro en grado [; es decir, M = AM;. Entonces la aplicacién A-lineal
f: A®r M; — M inducida naturalmente por la inyecciéon canénica de M; en M, es una
cdpsula proyectiva.

(i) Supongamos que A estd generada en grado 1. Sean € Ny sea el A-submédulo M = @ A;
i>n
de A. Entonces M es puro en grado n. El ejemplo anterior muestra que la aplicacién canénica

A ®i An — M es una cdpsula proyectiva de M.

Proposicién 2.9 ([C]). Todo A-médulo graduado M tiene cipsula proyectiva en la categoria graduada y Ia
misma es vinica salvo isomorfismos.

Demostracién. Sea ¢ : M — k ®4 M definida para m € M como ¢(m) = 1 ® m. Debido a que
k ®4 M es un k-espacio vectorial graduado, existe una aplicacién k-lineal ¢ : k ® 4 M — M (ver la
demostracién de la Proposicién 2.6) que conserva el grado y tal que la composicién

koaM -5 ML koa M
es la identidad. Si tensorizamos por A tenemos el siguiente morfismo de A-médulos graduados:

Ay (ko M) 2% Ao, M.
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Si componemos este morfismo con la aplicacion A®y M — M que da a M estructura de A-médulo,
obtenemos un morfismo A-lineal que conserva el grado:

A®y, (k@ M) — M, (2.2.1)

y si aplicamos el funtor £ ® 4 —, obtenemos un morfismo k-lineal graduado k ®4 M ~ k ®4 A ®y
(k®a M) — k®a M. Es facil ver que este morfismo es la identidad.

Tenemos entonces, por la Proposicién 2.4, que la aplicacién (2.2.1) es un epimorfismo esencial.
Ademads, A ®; (k@4 M) es libre-graduado y por lo tanto es proyectivo en la categoria graduada.

Notemos por P I, M aesta cépsula proyectiva.

Veamos ahora la unicidad de la cdpsula proyectiva en la categoria graduada. Para ello supon-
gamos que existe un epimorfismo esencial f* : P" — M con P’ un A-médulo proyectivo graduado.
Visto en un diagrama:

3 -
gy
£y
P —— M —0.
Como P es proyectivo como médulo graduado y f/ es un epimorfismo, sabemos que existe g : P —
P’ tal que f = f’ o gy como f’ es esencial, g también es un epimorfismo y al ser f’ o g esencial, g
también resulta un isomorfismo por el Lema 2.5. O
Enunciamos la siguiente proposicién para cuya demostracion nos referimos a [C].

Proposicién 2.10 ([C]). Sea P, una resolucién proyectiva minimal de un A-mddulo a izquierda Z-graduado
M. Entonces las diferenciales de los complejos k ® 4 Pe y Hom 4 (Ps, k) son nulas.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que M tiene una resolucién proyectiva mini-
mal en la categoria graduada:

PP Y gy, (2.2.2)

La condicién de minimalidad dice que cada epimorfismo P; — Imd; inducido por d; es esencial.
Cualquier resolucién proyectiva minimal de M es isomorfa a (2.2.2) y cualquier resolucién proyec-
tiva de M contiene a una resolucién proyectiva minimal como sumando directo.

Enunciaremos el siguiente teorema para cuya demostraciéon nos referimos a [B2].

Teorema 2.11 ([B2]). Sea M € A-grMod, acotado inferiormente. Toda cdpsula proyectiva (P, f) de M es
tal que P es libre-graduado y acotado inferiormente. Si A y M son localmente finitos, P es localmente finito.
Si M es de tipo finito, entonces P es de tipo finito. Ademds, P es puro en grado [ siy sélo si M lo es.

Dado un A-mdédulo a izquierda graduado M, en [B2] el autor muestra una manera de construir
una cdpsulo proyectiva (P, ) de M. Enunciaremos brevemente este resultado en términos genera-
les y nos referimos a dicho trabajo para més detalles. Sean € Z tal que M; = 0sii <n,y M, # 0.
Se define inductivamente la siguiente sucesién de k-espacios vectoriales:

Xn:M77,7
Mi = (AMn++AMz—1)z @Xi, sii > n.

De la definicién se deduce inmediatamente que AM,, + --- + AM; = AX,, +--- + AX,, parai > n.

Consideremos ahora la proyeccién natural ¢ : A — k cuyo nacleoesZ = @ A,,, entonces para
m > 1
P >n

(IM); = (AM,, + -+ AM;_1 ).
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Ademas, la aplicacion canénica X; — (#1;), es biyectiva. Luego, (P, f) donde P = @ A®; X; y
i>n

f: P — M esla aplicacién natural, resulta una cdpsula proyectiva de M. En particular, si M es un
A-médulo de tipo finito, entonces los espacios vectoriales X; son no nulos para un ntimero finito
de indices.

Observacién 2.12 ([B2]). Sea M un objeto en A-grMod no necesariamente acotado inferiormente. Podemos
definir el A-médulo libre-graduado P = A®y, (k®a M) y el morfismo f : P — M como f(1®,(1®@4am)) =
¢(1 ®a m) donde m € M y ¢ estd dado como en la demostracion de la Proposicién 2.9. Notemos que f
depende siempre de la eleccion de una seccién ¢ de . Sin embargo, f podria no ser suryectivo (en [B2] se da
un ejemplo).

Definiciéon 2.13. Un médulo M para el cual existen enteros no negativos l; < --- < I tales que M =
My, @ --- & M, (respectivamente M = AM;, + --- + AM,,) se dice s-concentrado (respectivamente
s-puro) en grados 1y, - - - , 1.

Observacién 2.14. Si s = 1, llamaremos simplemente médulo concentrado o puro segiin corresponda, lo
cual es compatible con las definiciones introducidas en [B1].

Observacién 2.15. Algunos autores (ver por ejemplo [GMMVZ]) dicen que si un A-mddulo M es tal que
M = AM;, + --- 4+ AM,, entonces estd generado en grados 1y, - -- ,l,. Esto coincide con la definicion de
s-puro.

En ambos casos, si M no es el médulo nulo, los enteros [y, - ,I, tales que M;,,---,M;, son
no nulos estan univocamente determinados. Es claro que todo médulo s-concentrado en grados
ly,---,lses s-puroen grados iy, - - - ,ls. Todo médulo s-concentrado en grados (s, - - - , I es isomorfo
a una suma directa de A-médulos de la forma k[—1;]®- - - ® k[—I5] que denotaremos k[—Iy,- - - , —I4].
Todo A-médulo proyectivo en la categoria graduada, M, s-puro en grados [y, - - - , [, es isomorfo a
una suma directa de copias de A[—l3,- -, —I;] y esisomorfoa (A ®, M;,) & --- & (A®k M;,) donde
M;, es un A-médulo concentrado en grado ;.

Observemos que los médulos simples en la categoria graduada son de la forma k[—I], por lo
tanto, todo médulo s-concentrado es un médulo semisimple.

Probaremos ahora ciertos resultados para A-médulos que seran empleados més adelante.

Proposicién 2.16. Sea f : M — M’ un epimorfismo en la categoria graduada. Supongamos que M es
s-puro en grados 1y, - - - ,ls. Entonces M' es s-puro en grados ly,-- - ,1s. Ademds, f es esencial si y sélo si
los morfismos fy, : My, — M), inducidos por f son biyectivos para1l <i < s.

Demostracién. Sea m’ € M’, como f es un epimorfismo, existe m € M tal que f(m) = m'. Al ser
M s-puro en grados Iy, ,ls;m = aymi +---+asmgcona; € Aym; € My, paral < i < s. Asi,
m' = ay f(m1) +--- +as f(ms) donde f(m;) € M|, pues f preserva grados. Luego, M’ es s-puro en
grados Iy, -, .
El Lema de Nakayama en la categorfa graduada dice que f es esencial si y sélo si el morfismo
lineal
fik@AaM—Ekxs M

inducido por f es biyectivo. Sin embargo, el hecho de que M y M’ sean s-puros implica que
k®aMyk®a M son canénicamente isomorfosa k@ M, +---+k@ M, y k@ M} +---+k® M|,
respectivamente, pues k @4 M = k@4 (AM;, + -+ AM;)) ~ k®4 AM;, + -+ k @4 AM,, ~
k® M, + -+ k ® M. Entonces, a través de estas identificaciones, f deviene f;, entre M;, y M
paral <i <s.

Recordaremos ahora los siguientes resultados elementales.
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Lema 2.17. Sean M y N dos A-médulos. Entonces existe un isomorfismo de A-médulos

M+N N
M — NNM

Lema 2.18. Sean I, N y M A-mddulos tales que I C N C M, N/I ~ M/I y el siguiente diagrama es
conmutativo

Ne——— M

= I

N/I —— M/I.
Entonces N = M.

Demostracién. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas

0 I N —"= N/I 0
[
0 I M M/ 0.
Por el Lema de los cinco, la inclusién N <— M es un isomorfismo. Luego, N = M. O

Corolario 2.19. Sean N, Ny, Ny y M A-médulos tales que N = N1 + N2 C M y Nﬁ%\,? ~ J]\% via el
morfismo ng + (N1 N Na) — ng + Ny. Entonces, N = M.

Demostracién. Se tiene el siguiente diagrama

N = N; + Ny€ M
N1J1N2 = NQI\FZ]ZNI = M/Nl

Es decir que si ny y ny pertenecen respectivamente a N1 y No,

ny+ng —— njp +no

| :

[n1 4+ no] —— Ny ——= Tz =Ny

La dltima igualdad se debe a que ny € N; y asi 7'(n1 + n2) = 7'(n2). Luego el diagrama es
conmutativo y N/N; ~ M/N; y por el Lema 2.18, tenemos que N = M. 0

Lema 2.20. Sean I, J, M y N k-espacios vectoriales tales que I C M, J C N, I C Jy M C N.
Supongamos ademds que

¢:M/IT— N/J

m — [m]

es un isomorfismo. Entonces M N J = I.
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Demostraciéon. Tenemos el siguiente diagrama con filas exactas

7 ™

0 I~ M/I 0
A
0 J—> N —">N/J 0
donde ¢(m) = [m] si m denota la clase de m en M/I y [m] denota la clase de m en N/.J. Esta
aplicacién estd bien definida ya que si @ = m/, entonces m —m’ € I C J, con lo cual [m] = [m/].

Es claro que el diagrama es conmutativo. Asi,
Kermyi' = Kermy|pyy = M N J.

Por otro lado,
Kergpny = Kernmp =1.

La primera igualdad se debe a que ¢ es un isomorfismo. Por la conmutatividad del diagrama,
tenemos que i’ = ¢m;. Luego, M NJ = 1. O

2.3 Propiedades sobre espacios vectoriales

En esta seccién veremos algunos resultados técnicos que serdn ttiles en varias demostraciones a lo
largo de este trabajo.

Lema 2.21. Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita y sea W C V) un subespacio. Si existe
m > 0 tal que V™) @ W = 0, entonces W = 0.

Demostraciéon. Sea {v1,--- ,vs} una base de V, entonces V(™) tiene una base de la forma {vi, ®

@, [ e {l,---,s}, 1<1<n}. Seaademds, {wy, - ,w:} unabase de W. Extendemos

esta base a una base {wy, -+, ws, Wip1,- -, wen } de V() Entonces el elemento v ® - - - ® v; @wy €s
—_———

m-veces
parte de una base de V(™) @ V(") y es nulo porque estd en V(™) @ W. Esto lleva a una contradiciién,
luego W = 0. O

Lema 2.22. Sea W un subespacio de V™) para algin n € Ny sea S \ix; ® z € V™ @ W no

nulo, donde x; = > phvj, --vy, con pb € ky v, € B, la base fijada para V. Entonces
J=01-"im)
> )\iuz-zi e Ww.
§= Gt dm)
Demostracién. Sea f : V(™ — k la aplicaci6n lineal tal que f(v;, ---v;,,) = 1 para todo v;, € B.
Consideremos la aplicacién lineal f dada por:

F=fe1: VMWW —kaW~W

Viy Vi, @ 25— fVi i, ) ®2i = 1@ 2 < 24

Observemos que f( > phvg, v, ) = > p. Concluimos de este modo que
J= (1, . dm) J= 01, dm)

?(Z/\l Z M;—Ujl v, ® Zl) = Z Aiu§-zi ew. |

i j= (1, dm) . ot )
J= 01, s dm)
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Observaci6n 2.23. Un razonamiento andlogo vale para W @ V™) y también si tomamos cualquier base de
V.

Corolario 2.24. Sean W y W' subespacios de V™) para algiin m € N. Si V™ @ W C V™ o W,
entonces W C W',

Demostracién. Seaw € W, elegimos v € V(™ no nulo. Luego, el vector nonulov@w € V™ @ W
y por lo tanto v ® w € V(™ @ W’. Por el Lema 2.22, resulta que w € W"'. O

Si consideramos el dlgebra A = T'(V)/I donde V' es un k-espacio vectorial de dimensién finita,
notamos I, a la componente en grado n del ideal bilatero graduado I.

Lema 2.25. Sea v = Z )\7;1}7;1 c v, € I,.1®V, donde AN €k Y vy e V1< 7 < n).
T = (ilv s i)
Supongamos que v;, # vy Siin # i,,. Entonces, para todo i = (i1, -+ ,in), Aivi, =i, _, € In_1.
Demostracion. Por el Lema 2.22 y la Observacién 2.23, tenemos que > Aivi, v, €
=i, in)

Infl- B N N

Fijemos i = (i1,-- ,1,) y consideremos w = ( 3 Aiviy - vi, ) @v; € I @ V.

= (i1, ,in)
Entonces v — w = > (Aiviy = vi,_,) @ (v, —v; ) € I,_1 ® V' 'y esno nulo. Por
Q= (i1, in)
Grooovin) # Gre o in)
lo tanto, > Aiviy -+ v, € In_1. Luego,
= (iy, - ,in)
Gigse e vin) # (1, 5in)
E )\ivil Vi, — E )\{Uil Vi, = )\g’l)jb-l s U;nil € In—1~
i= (i1 in) i= (g in)
(i1, yin) # (i1, ,in)
Como : fue elegido arbitrariamente, se sigue el resultado. O
Observacién 2.26. Sea v = > AiViy -+ v, € I @ V no nulo y supongamos que existen i e i
= (i1 in)
distintos tales que v;, = v;; . Si reagrupamos la suma, v = > ( > A, -+ vinfl) ® vj,
J=01, 0 dn) {i/vi, =vj,}
donde v;, # vj sij # j'. Porel Lema 2.25, > Ny, vy, , € Iy_q para todo j. Al ser I un
ti/viy, =vjp}

ideal, deducimos que > AUy 0, € Inq.

i= (i1, i)

2.4 Algebray producto de Yoneda

En esta seccién recordaremos la definicion del dlgebra de Yoneda y de su producto, junto con ejem-
plos y resultados conocidos. Durante la misma k denotard un cuerpo, A una k-algebra no nece-
sariamente graduada, A-mod la categoria de A-mddulos a izquierda finitamente generados y ¢ el
radical de Jacobson del dlgebra A.

Definicién 2.27. Sea A una k-dlgebra y M un A-médulo graduado a izquierda. Se define el radical (de
Jacobson) de M como el submédulo de M que resulta de la interseccion de todos los submdédulos maximales
de M, y notamos rad(M).

Recordemos el siguiente resultado conocido:
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Teorema 2.28 ([A2]). Sea A una k-dlgebra artiniana y sea M un A-médulo. Entonces, rad(M) =
rad(A)M.

Definicién 2.29 ([Z]). Sean M y N en A-mod. Una extension de largo n de M por N es una sucesion
exacta de A-mddulos y morfismos de A-modulos

0— N2 M, 22— My 2 M —0.
Dadas dos extensiones de largo n de M por N,

E&:0—N—M, 11— -+ — My— M —0

n: 0—>N—>M7/171—>---—>M6—>M—>0,

decimos que ¢ estd relacionada con 7 y notamos ¢ ~ 17, si existe un diagrama conmutativo en
Mod A de la siguiente forma:

g1 90

0—> N — M,_, M, M, M 0
| L e b de |
04>N$Mé71 M{ 91 Mé 9o M 0.

Observacién 2.30. La relacion ~» no es necesariamente de equivalencia. Mostraremos este hecho en el
proximo ejemplo.

Miramos entonces la relacién de equivalencia generada por ~»; es decir, £ es equivalente a 7 si
existe una sucesién de extensiones de largo n de M por N, = o, &1, ,& = ntal que & ~ &4
0&41~ & para0 < i <t — 1. El conjunto de clases de equivalencia de extensiones de largo n de
M por N se denota Ext’; (M, N). Si M y N estdn en A-mod, se pueden considerar las extensiones
de M por N en A-mod y la equivalencia entre ellas. Notar que una extensién en A-mod puede ser
equivalente a otra en la cual los médulos que intervienen no sean finitamente generados.

Es conocido que para construir Ext’; (M, N) podemos tomar una resolucién proyectiva de M

por A-médulos

dn—1 dn, d d
T Ip—1 _’P7L—>"'—>P1—1>PO—O>M—>Oa

aplicar luego el funtor Hom4(—, N),

* *

0 — Homa (P, N) 2 Hom(Py, N) — -+ — Homa(Po, N) 2% Homu(Pyy1, N) — ---

donde d}(f) = f o d,, y calcular entonces Exty (M, N) =
Ejemplo. Consideremos el carcaj ) descripto por

LA *a>02 — 03,

Sea A = k() el dlgebra de caminos. A es hereditaria; es decir, gldim(A) < 1. Listamos a continuacién
los A-médulos simples y los A-mdédulos proyectivos e inyectivos indescomponibles:

S1:k—0—0 P k—k—k I:k—0—0

Sy:0—k—0 P:0—k—k Ih:k—k—0
S3:0—-0—k P;:0—-0—k Is:k—k—k
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donde los morfismos son nulos salvo los que van del cuerpo en si mismo, que son iguales a la
identidad. Por otro lado, observemos que P; /S35 es isomorfo a I5. Sean ademads, las extensiones:

f: 0—>S3L>P2i>P1/Sgi>Sl—>0
n: 0—>S3L>S3L>51L>S1—>O

donde g(oa A17 )\2) = (05 A17 O)
Sabemos que [¢] = [n] = 0 pues Ext%(S1, S3) = 0. Sin embargo notemos lo siguiente: como el
tnico morfismo de P, en S3 es el nulo, no existen morfismos de extensiones de £ en 7,

&: 0 Sy —> P, —2> P, /S5 "> 5, 0
|
| 1
n: 0 S3 S3 St S1 0.

Luego, £ 4 0. Por otro lado, tampoco existen morfismos de extensiones de 7 en &, porque el tinico
morfismo posible de Sy en P;/S;5 es el nulo,

1

n: 0 S3 S3 S St 0
|
[ e
f: 0 53 P2 Pl/Sg Sl 0

Luego, n % €.
Consideremos ahora la siguiente 2-extensién de Sz por Si:

0
i 0

( )
p:0— S5 ;)PQ@S?,( — )P1i>51 — 0.

Existe un morfismo de extensiones de p en 7:

P 0——=83——=P, P S; P, S1 0
H jen =
n: 0 S3 S3 S1 S1 0,

por lo tanto p ~ 7). Por otro lado, también existe un morfismo de extensiones:

E 0——= 93— P, Sy P, S1 0
H Ja o I H
§: 0 S3 P P /S3 ——= S ——=0

y por lo tanto, p ~ &£ Tenemos asi la sucesion &, p,n. Construimos entonces explicitamente una
equivalencia entre £ y 7.

Proposicién 2.31 ([Z]). Sea A una k-dlgebra de dimension finita y sean M un A-méduloy N un A-médulo
semisimple. Consideramos

B O AL N RRLUN gy 2.4.1)

una resolucion proyectiva minimal del A-mddulo M; es decir, Im d,, C rad(P,,—1), que coincide con tP,,_,
porque A es artiniana. Entonces, para cualquier n > 0,

Ext’y (M, N) ~ Homyu (P,, N).
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Demostraciéon. Por definicion, el resultado es trivial en el caso n = 0. Sea ahora n > 0. La mini-
malidad de la resolucién (2.4.1) implica que para cada n, Imd,,11 C tP,. Dado { € Homa (P, N),
consideremos el siguiente diagrama

dnt1 dn
Poyy—P,——=PFP,;

(8

Como N es semisimple, tP,, C Ker¢, por lo tanto £d,,41 = 0. Luego, Homy(P,,N) C Kerd; ,, y
vale la igualdad. Ademds, sin > 1y n € Homa(P,—1,N), resulta nd,, = 0 puesto que Imd,, C
tP,_1,luego Im d;, = 0 para cada n. Esto implica que Ext’y (M, N) = Kerd,, ,; = Homy(P,,N). O

Recordemos el siguiente resultado conocido en la categoria de A-mdédulos (no graduados):

Lema 2.32 ([A2]). Sean Py M dos A-médulos finitamente generados. Si P es proyectivoy f: P — M es
un epimorfismo, las siquientes condiciones son equivalentes:

(i) f es una cdpsula proyectiva.
(ii) Ker f C rad(P).

Demostracién. Es sabido que si f es un epimorfismo entonces f(rad(P)) C rad(M). Luego, f

induce un morfismo f : % — %.

Supongamos que f es una capsula proyectiva y por lo tanto, f es un isomorfismo. Considere-
mos el siguiente diagrama conmutativo

f

p—1 (2.4.2)
\LTFP B M
P f M

rad(P) rad(M)’

donde 7p y 7 son las proyecciones canénicas. Si z € P es tal que f(z) = 0 entonces frp(z) =
7w f(xz) = 0. Como f es un isomorfismo resulta que = € Ker m7p = rad(P).

Reciprocamente, supongamos que Ker f C rad(P). Usando la conmutatividad del diagrama
(2.4.2) y el hecho que 7p, T y f son epimorfismos, deducimos que f es un epimorfismo. Para
probar que f es un monomorfismo consideremos x + rad(P) € Ker f. Luego,

v f(x) = frp(z) = f(z +rad(P)) =0,

y por lo tanto = € rad(M). Se puede probar que en realidad f(rad(P)) = rad(M) (ver Proposition
1.3 (VII) de [A2]). Sea y € rad(P) tal que f(x) = f(y), entonces z —y € Ker f C rad(P). Luego,
x € rad(M). O

Observacién 2.33. Si consideramos el resultado andlogo a este lema para la version graduada, como en una
resolucion proyectiva de la forma (2.4.1), Im d,, = Ker d,,_1, por el Lema 2.32 la definicion de minimalidad
para resoluciones dada como consecuencia de la Proposicion 2.9 y la introducida en la Proposicién 2.31 son
equivalentes.

Nuestro préximo objetivo es recordar la definicién del producto

Ext} (L, K) ® Ext’} (M, L) — Ext}t"(M, K).
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donde L, K y M son A-moédulos. Para ello, consideramos dos clases de extensiones en Ext’; (L, K)
y Ext’) (M, L) representadas por ¢ y 1 respectivamente:

€:0—K By —- B By L 0
E O—>Li>C'm,1L>---—>C'1—>CO—>M—>O
Tomamos
&n 0—>K—>Bn,1—>---i>Bog—f>Cm,1i>---—>Co—>M—>0.

Veamos que esta sucesion es exacta, para lo cual sélo basta con verificar que Imgf = Kerh y
Kergf = Ims. Ambas igualdades son inmediatas porque f es un epimorfismo y g un monomor-
fismo. Se define asi, [¢][n] := [¢n)]. Este es el llamado producto de Yoneda.

Ejemplo. Sean () el carcaj dado por

01$024>03

e I el ideal generado por S en A = kQ. SeaI' = k(Q)/I. En el ejemplo anterior ya explicitamos
los médulos simples y los proyectivos e inyectivos indescomponibles de A. Para I', estos médulos
estdn dados por:

S1:k—=0—0 P:k—k—0 L:E—=0—0
Sy:0—k—0 P:0—-k—k Ih:k—k—0
S3:0—0—k P;:0—-0—k I3:0—-k—k

donde, como antes, los morfismos son nulos salvo los que van del cuerpo en si mismo que son
iguales a la identidad. Observemos que los tinicos médulos que difieren para las algebras A y I
son P; e I3. Sean [f] S EXtL(SQ,Sg), [EI] S EXt%‘(SQ,Sg), [77] € EXti‘(Sl,Sg) y [77/] S EXt%*(Sl7SQ)
representadas por:

E:0— 83— P, — S —0

n:0— 85 — [ — S5 — 0.
Entonces en Ext? (Sy, S3) y en Ext{ (51, S3), la clase [¢7] estd representada por
&n: 0— S3 — P, — I, — 57 — 0.
Ya vimos que sobre A, [£][n] = 0. Sin embargo, sobre I',
0—S3—P,— 1 —5 —0
es una resolucién proyectiva (puesto que S3 = P3 e I3 = P;) minimal del I''médulo S, entonces

[€][n] # 0y pdimp(S1) = 2.

Definicién 2.34 (Ver por ejemplo [GMV1]). Se define el dlgebra de Yoneda de A como E(A) =
P Ext’y(A/r, A/v) con estructura multiplicativa dada por el producto de Yoneda.

n >0
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Observacion 2.35 ([Z]). También se puede describir la estructura multiplicativa de E(A) usando resolu-
ciones proyectivas minimales: sean Py Q resoluciones proyectivas minimales de los A-médulos L y M
respectivamente. Sean n y £ representantes de clases en Ext’y (M, L) y Ext’y (L, K) respectivamente. Tene-
mos el siquiente diagrama conmutativo

o Qmin Qum

I [ K
ln ZO\

\i v

P, e Py L 0

|

K

donde ly, - - - ,1,, denotan los sucesivos levantamientos de 7. Entonces [€] - [n] := [ o l,]. Esta forma de

multiplicar las extensiones no depende ni de los representantes ni de los levantamientos elegidos (ver Capitulo
“Les sept calculus du produit de composition” de [B6]). De hecho, si K es un A-médulo semisimple, entonces
£ ol,, es un elemento de Extﬁ*m(M, K), puesto que es un elemento de Hom 4 (Qr+m, K) y es posible asi
utilizar la Proposicién 2.31.

2.5 Propiedades homolégicas

Comenzamos la seccién recordando la siguiente definicién:

Definicién 2.36 ([BGS1], [GMV1]). Sea M un A-médulo graduado. Una resolucion proyectiva gra-
duada de M es una resolucién proyectiva

d; d d
szﬁpi_lﬁépléPOLMHO,

tal que P; es un A-médulo graduado y los d; son morfismos de grado cero. Esta resolucion se dice minimal
Si Imdz - rad(Pi_l).

Sea V' un k-espacio vectorial graduado concentrado en grado 1. Fijamos {v1,- - ,vs} una base

homogénea para V. Consideramos un ideal bildtero graduado / de T'(V'). Notemos I = & I, asu
n >0

descomposiciéon segtn la graduacién y supongamos que I estd generado por elementos homogé-
neos de grado mayor o igual a 2. El dlgebra graduada A = T(V)/I estd generada por 4; = V.
De ahora en mas, cualquier tensor sera sobre el cuerpo k, salvo que se aclare lo contrario. Durante
esta seccién cada vez que se diga que un modulo es proyectivo serd en la categoria de A-médulos
graduados. Comencemos a construir una resoluciéon proyectiva minimal del médulo trivial k en la
categorfa graduada. La proyeccién canénica € : A — k es una cdpsula proyectiva de k pues A es
proyectivo como A-médulo y Kere = @ A,, =rad(A). Ademas,

n>1

B AR,V — Kere

a®u+— av

es una cépsula proyectiva de Kere, yaque Kerp = A9 RC @ A, =rad ( P A,) =rad(A®, V),

n > 2 n >1
donde R es el k-espacio vectorial generado por los generadores del ideal I. Obtenemos asi un
morfismo de A-médulos graduados d; : A ®; V — A al componer  con la inclusién canénica del
niicleo en A. Claramente, Ker d; se anula en grados menores que el minimo de los grados de los
generadores de 1.
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Para cadan > 2, elegimos un subespacio R,, de I,, que sea suplementariode /,,_1 @V +V®I,_;.
Tenemos de esta forma que:

L=0LV)+(VQL)®Ry=Ry pues Iy =0
Li=( > V9eRrev¥)eR, para n>2. (2.5.1)

i+
2

n

+1=
ji<mn

J
<

Demostraremos este tiltimo hecho haciendo induccién sobre n. Sin = 2 ya estd probado en 2.5.1.
Sin = 3, es inmediato. Supongamos entonces que la afirmacién es valida para n > 3 y calculemos
1 n+1

LeV4Vel=au( » VY9eReVYeR,)aV+

itj+l=n
2<j<n
ve( Y V9eRevleRr,)= > VO9eReVHV+R, V4
itjitl=n iti4+l=mn
2<j<n 2<j<n
> ViR VY +VeR, = > VW R, @V,
i+j+l=mn h+r+t=n+1
2<j<n 2<r<nt1

Concluimos de este modo que I,y1 = ([, @V +V ® I,) & Ryqq = ( > VM @R, ®

h+r+t=n+1
2<r<n+1
V)& Ry
Tenemos asi que el ideal I estd generado por el subespacio vectorial graduado R = )" R,,. De

n > 2
este modo, toda base homogénea de R es una familia minimal de generadores de I y reciproca-
mente, toda familia minimal de generadores homogéneos de I da origen a un subespacio vectorial
graduado R que verifica (2.5.1). Diremos entonces que R es un espacio de relaciones de A.
Consideremos la aplicacién ¢ : R — A ® V dada por la composicién de la inclusiéon R —
T(V)>1 ~ T(V)® V con la proyeccion T(V) @ V. — A ® V, es decir la aplicacién definida por
o(r) = ¢ > Ajvj, - 05,) = > Ajvj, 05, ®vj,, donde r € R, y los vectores
i= G dn) i= 1. dn)
vj, pertenecen a una base del k-espacio vectorial V. Sea r € R,, tal que ¢(r) = 0. El Lema 2.25
asegura que > Aiviy - -+ v;, , pertenece a I,_;. Concluimos luego que r € I,_; @ V' y
i= (i1, - 5 in)
debido a que R, e I,,_1 ® V estdn en suma directa, resulta que r = 0 y la aplicacién es inyectiva.
Extendemos esta aplicacion por linealidad a un morfismo d; : A® R — A ® V de A-mdédulos
graduados. Esto significa que si @« € Ay r € R, el morfismo A-lineal queda definido por dz(a ®

r) = > Ajavj, -+ v, ®v;,. Para el morfismo d; definido al comienzo de esta seccién,
=1, s dn)

estudiemos Ker d;. Es claro que este nticleo se anula en grados 0 y 1, tal como observamos antes,

pues I puede ser no nulo sélo en grados mayores o iguales que 2. Dado n > 2,

I, 1@V4+ S VeidgR,

I'n, 2<i<n

LoV I, @V

Proposicién 2.37 (Proposition 2.5, [B2]). Se tiene una resolucién proyectiva minimal de k como A-médulo
graduado que comienza por

(Kerdy), = = (Imda),

AR Agv P Ak —o. (2.5.2)
En particular, Tory (k, k) = k, Tor(k, k) = V y Torg (k, k) = R.
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Demostraciéon. Por lo hecho anteriormente, s6lo resta probar que d; : A ® R — Kerd; es una
cdpsula proyectiva.

Primero observemos que A ® R es A-proyectivo pues A es playo como k-médulo porque k es
un cuerpo. Por otro lado, rad(A ® R) = rad(4A)R = Y A;R. Estudiemos Ker d, grado a grado.

P> 1
Como R puede ser no nulo sélo en grados mayores o iguales que 2, lo mismo sucede para Ker d».
Sea entonces n > 2y sean v;, elementos de una basede V (1 < h < n),

dg( Z Q@ QUi Viy + -+ Z CTZ‘@'UZ'I""UZ'TL)

i = (i1,i2) i

= (i1, in)

gr(a;) =n—2 gr(a;) =0
= Y ameu o+ Y @ G,

i= (i1, i2) i= (i1, - in)

gr(@) =n—2 gr(a;) =0
Por cuestiones de grado, > U4, > QU4 Vi st " s > v, g, €
i= (i1,142) i= (i1, i2,13) i=(iy, - -in)
gr(o;) =mn —2 gr(a;) =n —3 gr(a;) =0

I,,_1 para que este elemento se anule, pues observemos que si existen cancelaciones entre elementos
cuyas segundas componentes coincidan este hecho no se modifica. Por lo tanto:

(V("—Q) QR+ +R)NU1 V)

Kerds), =
(Kerdy) In 2 @Ry +---+ 1L R,_»

(2.5.3)

Es claro entonces que todo elemento en este nticleo es tal que sus tltimas coordenadas pertenecen
a R. Vimos que sin embargo; R ~ k ® R no estd contenido en el nticleo. Luego, Kerds C rad(A®@ R)
y asi tenemos una cdpsula proyectiva.

Si aplicamos el funtor £ ® 4 — a la sucesién (2.5.2), obtenemos

k®AA®kR&dZ>k®AA®kV&dI>k®AA*>O.

4 4 3

R v k

Por cuestiones de grado, tenemos que 1 ® dy = 0 = 1®d,. Luego, Tor (k, k) = k 'y Tori' (k, k) = V.

Este comienzo de resolucion sigue con la aplicacion A ®; W 95 4 ®r R donde A @, W 9 Ker dy
es una cdpsula proyectiva. Es claro que Ker ds puede ser no nulo sélo en grados mayores o iguales
que 3 (pues R puede ser no nulo sélo en grados mayores o iguales que 2 y un elemento de grado 2
se descompone en uno de grado 1 en A y en otro perteneciente a V, pero los elementos de grado 1
no se anulan en A). Luego, W puede ser no nulo sélo en grados mayores o iguales que 3.

Por minimalidad, Imd; = Kerd, C rad(A ® R). Entonces, podemos definir el siguiente dia-
grama

k@AA@kW&dB)k(@AA@kR

gTz . fiz

d3
kW k®i R.

La imagen de 1 ® ds consiste de elementos de la forma Y \; @ r, con \; € ky r; € rad(A® R),

entonces para todo i existen 3; € Ay s; € R tales que gr(3;) es mayor o igual que 1y r; = 2753

J
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Al componer con f, f (Z)‘i ®T‘Z‘) = ZAiﬁj@@ S; = 0, si utilizamos la estructura de k como A-mo6dulo.

Como ¢ es un isomorfismo, tenemos que d;5 = 0. Luego, Torf(k:, k) =R. O

Supongamos ahora que I estd generado por elementos homogéneos de grado mayor o igual
que s; es decir, R = > R,. Definimos el entero n,(i) para cada i > 0 como

n>s
. YE si i =2j
ns(i) = Q" .
js+1 si1=25+1.
Probaremos a continuacion una serie de Lemas elementales.

Lema 2.38. Sea (a;)ien, una sucesion de niimeros enteros no negativos tal que ap = 0, a1 =1, a2 = sy
a; > a;—2 + s parai > 2. Entonces a; > 5ssiiespary a; > 1515 + 1 si i es impar. Equivalentemente,
a; > ng(i).

Demostraciéon. Haremos induccién en i. Para ao, a1 y a2 la propiedad resulta trivial. Supongamos
vélida la propiedad para i > 2 par, entonces a;42 > a; + s > 55+ s = “2s. En forma anédloga para

i > 3 impar, si usamos la hip6tesis inductiva, a;.2 > a; +5 > s+ 1+ 5= s+ 1. O
Lema2.39. Sea A=T(V)/Iy

d; di—
-—>PZ-—>PZ-,1—1>-~-—>PO—>]€—>O

una resolucion proyectiva graduada minimal. Sea M; la matriz que define la transformacién lineal d;, en-
tonces la matriz producto M; M;_; tiene entradas en el ideal I.

Demostracién. Como tenemos una resolucién se sigue que d;—1d; = 0, luego M;_1M; es la matriz

nula. Entonces si my; = (M;_1M;)i;, my; € I O

Lema 2.40. Sea A = T(V')/I tal que el ideal I estd generado por elementos homogéneos de grado mayor o

igual que s. Sea
d; di_
~*>Pi*>P,L'_1;1>~'~—)PO*>k—>O
una resolucion proyectiva graduada minimal. Si consideramos la sucesién de niimeros a; definida por el
menor grado de los generadores de P;, entonces (a;);en, satisface las hipdtesis del Lema 2.38.

Demostraciéon. Sabemos por la Proposiciéon 2.37 que Py y P, estdn generados en grado 0y 1
respectivamente y que P, = A ® R donde R es un espacio de relaciones para el ideal I el cual estd
generado por elementos homogéneos de grado mayor o igual que s. Luego, ag = 0,a; = 1y as = s.
Sea x € P; un generador no nulo tal que gr(z) = a;, por el Lema 2.39 M;_1M;(x) = > t;z; donde

v; € Iyxj € Py Luego, a; = gr(t;x;) = gr(e;) +gr(z;) > s+ ai—a. O
Si combinamos los Lemas 2.40 y 2.38 obtenemos la siguiente Proposicion:

Proposicién 2.41 (Proposition 2.6, [B2]). Supongamos que R = > R,, s > 2. Sea P una resolucién

e
proyectiva minimal del A-mddulo trivial k. Entonces, para todo i > 2, el A-médulo graduado P; puede ser
no nulo sélo en grados mayores o iguales que n(i).

Observacién 2.42. El caso s = 2 de la Proposicion 2.41 fue probado en [BGS2].
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Corolario 2.43 ([B2]). Supongamos que R = > R,, para un entero s > 2. Entonces, para todo i > 2, el

n>s

espacio vectorial graduado Tor;* (k, k) puede ser no nulo sélo en grados mayores o iguales que n (i), mientras

que el espacio vectorial graduado Ext’y (k, k) puede ser no nulo sélo en grados menores o iguales que —n(i).

Demostracién. Sea la siguiente resolucién proyectiva minimal de &

-—>A®Qii>A®Qi—1—>--.—>A®R£>A®VLA&,]€_)0_
Si aplicamos el funtor k ® 4 —, resulta el siguiente complejo

1, ®ad; 1,®ad 1,®ad
- — Q) koAl Qi1 — - — R REATZ Ny CREAML L L.

Anélogamente a lo hecho en la demostracion de la Proposicion 2.37, vemos que 1; ® 4 d; = 0, luego,
Tor'y (k, k) = Q;. Por la Proposicién 2.41, este tltimo puede ser no nulo sélo en grados mayores o
iguales que n(7). O

Sea M un A-médulo graduado acotado inferiormente y sea P una resolucion proyectiva mini-
mal de M como A-médulo graduado. Dados dos A-médulos graduados N y N’, se definen los
siguientes k-espacios vectoriales:

Homa (N, N')g = {f € Homa(N,N") / f(N;) € Nj.4 i€Z},
Hom 4 (N, N') = @ Homa(N, N')4,

der

hom 4 (N, N') = Hom (N, N')o.
Para todo A-médulo a derecha M’, no necesariamente graduado,
Ext’y (M, M') = H (Hom (P, M")).
Si M’ es un A-médulo graduado, notamos
Ext’, (M, M') = H (Hom, (P, M),
ext’y (M, M') = H'(hom (P, M")).

Es claro que Ext’y(M,M’) es un k-médulo graduado, cuya graduacién notaremos como
Ext’y (M, M’) con j € Z. Tenemos que

Ext}0(M, M') = ext’y (M, M');
y en general, N
Ext’y (M, M') = ext’y (M, M'[j]) = ext’y(M[—j], M"). (2.5.4)

Por definicién, Hom 4 (M, M") € Homu (M, M'). Supongamos que M es de tipo finito y sea
{ma,--- ,m;} un conjunto de generadores de M como A-médulo; es decit, M = Amy + --- Am,.
Resulta evidente que cualquier morfismo f € Hom4 (M, M') queda definido por los elementos
f(mq),---, f(my). Para cada i tal que 1 < i < ¢, consideramos el morfismo

fii 14.TTLZ — MI
am; +— af(m;).
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Entonces, f = f1 4 - + f; donde f; € Homa (M, M")gu(f(m;))—gr(m:) Paral <i < t.
Luego, si M es de tipo finito, tenemos que

Hom 4, (M, M") = Hom 4 (M, M")
y por lo tanto, 4 .
Ext’y (M, M'") = Ext’y (M, M’).
Proposicion 2.44 ([B2]). El complejo k ® 4 P tiene diferencial nula. En particular, el espacio vectorial

graduado Tor? (k, M) es isomorfoa k © 4 P; y el A-médulo graduado P; es isomorfo a A ®y, (Tori (k, M))
para todo i.

Demostracion. Sea Z; = Kerd;. La diferencial d;; : P;;1 — P; se factoriza, debido a la minimali-
dad, por el epimorfismo esencial f;1 : P41 — Z; ylainclusién g; : Z; — P;.
La composicion
(1®fi)0(1®gi):/€®AZi — kAP, — k®p Z;_1

es nula ya que d;(Z;) = 0. Como la f; es un epimorfismo esencial, por la Proposicién 2.4 1 ® f; es
un isomorfismo. Luego, 1 ® g; esnulay asi, di+1 = (1® f;) o (1 ® ¢;) también es nula. Para calcular

Tor{ (k, M), aplicamos el funtor k ® 4 — a la resolucién y obtenemos que Tor:!(k, M) = % =
k ®4 P; pues las diferenciales son nulas. De aqui resulta,
A ®y, (Tori(k,M)) = A,k ®a P; ~ P,
(|

Proposicién 2.45 ([B2]). El complejo Hom 4 (P, k) tiene diferencial nula. En particular, el espacio vectorial
graduado Ext'y (M, k) es isomorfo a Hom 4 (P;, k).

Demostracién. Sea ¢ : P, — k[n] un morfismo de A-médulos graduados. Queremos ver que ¢d; 41
es nula. Supongamos entonces que no. Como su imagen esta contenida en k, ¢ o d;; tiene que ser
suryectiva. Luego, 1 ® 4 (¢d;+1) también es suryectiva. Sin embargo,

1®4 (ddiz1) = (1@ ¢)o (1®4dir1) =0

porque 1 ®4 diy1 = 0.
Finalmente vemos que
i i Kerl, ®4 d;
Ext (M, k) = H'(Hom 4 (P, k)) = iy oadiy Hom 4 (P, k).
O

Observacion 2.46 ([B2]). Como P; ~ A @y (k ®4 P;) como A-mddulos (ver Proposition 2.3 de [B2]),
vemos que

Hom 4 (P;, k) ~ Hom 4 (A ®x k ®a P;, k) ~ Hom, (k ®a P;, Homa (A, k))
~ Hom, (k ®4 P;, k)
donde el segundo isomorfismo es el de adjuncion. Tenemos ast que
Ext!y(M, k) ~ Hom (k ©.4 P, k) ~ Hom, (Tor:(k, M), k).
Los isomorfismos se deben a las Proposiciones 2.45 y 2.44 respectivamente. Concluimos que
Ext’y (M, k) ~ (Tor*_;(k, M))*
para j € Z.
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Capitulo 3

Algebras de Koszul

En este capitulo recordaremos la definicién de dlgebras de Koszul introducida por Priddy en su
trabajo [P] de 1970, quien se inspir6 para definirlas en una propiedad homolégica interesante que
Koszul prob6 a comienzos de la década del ‘50 para édlgebras de polinomios. Enunciaremos re-
sultados conocidos y ejemplos para los cuales citaremos referencias, ya que en este capitulo no
incluiremos ninguna demostracién ni resultado original.

Durante todo este capitulo A denotarad una k-dlgebra graduada de la forma A = & A,,. Asi-
n>0

mismo, cada vez que consideremos un médulo proyectivo, se sobreentendera que es proyectivo en
la categoria de A-mdédulos graduados.

3.1 Resultados generales

Definicién 3.1 ([BGS1], [GMV1]). Sea M un A-médulo graduado. Una resolucion proyectiva graduada
de M

di d d
"Hpi*)Pi—l*)"’legl)Pogo)MHO,
se dice lineal si cada P; estd generado en grado 1.

A partir de ahora nos restringiremos al caso en que Ag = kx- - - x k. Esta consideracién simplifica
los célculos pues es un resultado conocido que, bajo esta hipotesis, rad(A) = @ A,,.
Definicién 3.2 (Ver por ejemplo [BGS1], [GMV1]). Sea A un dlgebra graduada generada en grados 0 y
1. A se dice de Koszul si A/ rad(A) = Ay admite una resolucion lineal como A-mddulo.

A lo largo de estos afios se han probado varios resultados equivalentes a esta definicién. El
siguiente teorema enuncia alguno de ellos.

Teorema 3.3 ([BGS1]). Un digebra A es de Koszul si se satisface alguna de las siguientes condiciones
equivalentes:
(i) Su dlgebra de Yoneda E(A) estd generada en grados 0 y 1, donde E(A) = @ Ext’ (Ao, Ao) con

n>0
estructura multiplicativa dada por el producto de Yoneda.

(ii) A admite una resolucion lineal como A°-mddulo. En este caso se dice que A es un A°-mddulo de
Koszul.
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(iii) Si A es de dimension finita, su carcaj asociado coindice con el carcaj asociado al dlgebra E(A).
(iv) A°P es de Koszul.
(v) Ha(x)Ps(—z) = 1, donde Ha(z) = > dimy(Ay,)z™ y Pa(z) = > dimy(Ext’ (k, k))z™ son

n >0 n >0

las series de Hilbert y Poincaré de A, respectivamente.

(vi) Ext’y"™ (Ao, Ao) = 0 sin # m, donde n denota el grado cohomoldgico y —m el grado heredado de la
graduacion de A.

Enunciaremos a continuaciéon algunos ejemplos conocidos de dlgebras de Koszul, para mas
detalles nos referimos a los trabajos [BGS1], [F], [GMV1], entre otros.

Ejemplo.
(i) Las élgebras cuadraticas de dimensién global 2.
(ii) Las algebras hereditarias.
(iii) Si Ay B son algebras de Koszul, entonces A ®;, B también lo es.
(iv) El anillo de polinomios k[z1, - - - , z,], como caso particular de (iii).

(v) Si A es de Koszul, entonces A¢ también lo es, como caso particular de (iii).

(vi) Sea ¢ € k no nulo tal que no es raiz de la unidad. A = % fue el primer contrae-
jemplo conocido a la conjetura de Happel: “La dimensién global de un dlgebra de dimensién
finita sobre k es finita si y s6lo si su dimensién cohomolégica de Hochschild lo es” [BGMS].
En este trabajo, los autores muestran que HH'(A) = 0 para i > 3 mientras que A tiene dimen-
sién global infinita. Sin embargo, la dimensién homolégica de Hochschild de A es infinita.
Este hecho origina una nueva conjetura: “La dimensién global de un algebra es finita si y sélo
si su dimension homolégica de Hochschild lo es”. Esta conjetura fue probada para algebras
conmutativas, para dlgebras monomiales y para algebras truncadas (que en particular son
dlgebras monomiales) en cuyo caso la conjetura es también equivalente a que el carcaj del
dlgebra no posea ciclos orientados, (ver [Ci], [H]).

Es un resultado conocido que:
Proposicién 3.4 ([BGS1]). Si A es un dlgebra de Koszul, entonces A es cuadrtica.

Sin embargo, la reciproca de este resultado no se satisface en general como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo. Consideremos el carcaj @)

a f

3
2N
14>2X /4*>6.
)

Sea A el élgebra cuadrética A = m Es conocido dentro de la bibliografia clésica del

tema (ver por ejemplo [BGS1], [GMV1]) que la definicién de élgebra de Koszul es equivalente al
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hecho que todo médulo simple sobre tal dlgebra admite una resolucién lineal (pues la resolucion
proyectiva minimal de una suma directa de médulos es la suma directa de las resoluciones de cada
uno de los médulos).

Volviendo a nuestro caso, es simple verificar que se tiene la siguiente resolucién proyectiva
minimal del médulo simple S;:

00— P —P3—P,— P — S — 0. (3.1.1)

Resulta claro que S; y P, estan generados en grado 0, P, estd generado en grado 1y P; estd
generado en grado 3, mientras que Ps estd generado en grado 4. Luego, 3.1.1 no es lineal y por lo
tanto, A no puede ser de Koszul.

Como la nocién de algebras de Koszul se restringe al caso de algebras cuadréticas, Berger gene-
raliza esta nocién a algebras N-homogéneas; es decir, dlgebras de la forma A = T(V)/I donde V
es un k-espacio vectorial de dimensién finita e I es un ideal generado por elementos homogéneos
de grado N.

Definicién 3.5 ([B1]). Un digebra N-homogénea A = T'(V')/I se dice N-Koszul si para todo i > 3, el
iN si i es par,

espacio vectorial graduado Tor; (k, k) es puro en grado n(i) = {

SIN +1  sidesimpar.

Por otro lado, en [GMMVZ] se da una generalizacién para la definicién introducida por Berger:

Definicién 3.6 ((GMMVZ]). Un dlgebra graduada A = T4, (A1)/I generada en grados 0 y 1 se dice N-
Koszul si el A-mddulo Ao admite una resolucion proyectiva graduada en la cual el i-ésimo mddulo proyectivo

§N Si ¢ es par,

estd generado en ¢rado 6(¢) = < °
& 8 Q {ZQIN+1 si i es impar.

Finalizamos este capitulo dando algunos ejemplos de dlgebras N-Koszul que fueron extraidos
de [GMMVZ].

Ejemplo.

(i) Sea Ap un anillo semisimple y sea A; un Ap-bimédulo finitamente generado. Sea A =
T4,(A1)/I donde I es un ideal generado por elementos de grado N. Si la dimensién global
de A es 2, entonces A es N-Koszul.

(i) Sea A = kQ/I donde I es el ideal generado por todos los caminos de longitud N, para algin
N > 2. Aesun élgebra N-Koszul.
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Capitulo 4

Algebras (a, b)-Koszul

El objetivo de este capitulo es generalizar algunos resultados del trabajo [B1] para algebras IN-
Koszul, extendiendo este concepto para dlgebras que son cocientes de un algebra tensorial sobre
un espacio vectorial de dimensién finita por ciertos ideales.

Definiremos la nocién de algebra (a, b)-Koszul y construiremos una resolucién proyectiva gra-
duada minimal de k¥ como médulo sobre un dlgebra (a,b)-Koszul dada. Estudiaremos después
condiciones equivalentes a la definicién de dlgebra (a,b)-Koszul, una de las cuales involucra la
nocién de médulo de torsion.

Otro concepto que aparecera en este capitulo es la distributividad de reticulos. Dedicaremos tres
secciones a estudiar estructuras algebraicas, subreticulados distributivos de un reticulado modular
y distributividad de reticulados propiamente dicha.

Luego probaremos que cierta familia de dlgebras que notaremos A, ; estd formada por lgebras
(@, b)-Koszul. También analizaremos cémo la nocién de dlgebra (a, b)-Koszul repercute en el dlgebra
opuesta y en el dlgebra dual de un algebra dada.

Concluiremos con la construccién de una resolucién de fla,b como fla,b-bimc’)dulo, lo cual per-
mitird calcular sus grupos de homologia de Hochschild. Finalmente calcularemos las dimensiones

de los k-espacios vectoriales HH,, (A4, ;).

4.1 Notacion

Durante todo el trabajo k denotara un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensién finita con
base B = {vy,--- ,v,} fija. El producto tensorial V" con n > 0 serd denotado V(™).

Definicién 4.1. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita. Sean S C V() y T C V(™) subespacios
paran < m niimeros naturales. Decimos que Sy T son excluyentessi (Y. V@WeSeVi)NT = 0.

itj+n=m

Observacién 4.2. Decir que dos k-espacios vectoriales S y T son excluyentes es equivalente a decir que el
ideal bildtero generado por S tiene interseccion nula con T.

Ejemplo. SeaV = (z,y). Si S = (zy +yz) y T = (zy* + yxy), entonces no son excluyentes.

Tampoco son excluyentes los espacios S = (23, yz?) y T = (23y + yx?y). Por el contrario, S = (z")
y T = (y™) si son espacios excluyentes.
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Fijamos dos ntimeros naturales a y b tales que 2 < a < by un subespacio R del dlgebra tensorial
T(V), tal que R = R, ® R, donde R, es un subespacio de V(®) y R, es un subespacio de V().
Supondremos de ahora en méas que R, y R} son excluyentes.

El ideal bildtero I = I(R) generado por R en el dlgebra tensorial 7'(V') es Ny-graduado, es decir
I= & I,, donde:

n € Ng
I,=0 si n<a,
I, = Z V(i)®Ra®V(j) si a<n<hb,
i+j+a=mn
I, = Z VO @R, oV + Z VM o R, @ VW si b<n.
i+j+a=mn h4+1l4+b=n

Ejemplo. Sea V = (z,y) ysea R = (2%,9°). Enestecasoa = 3,b =5, R, = (z3) y Ry = (y°). Asf,

Iy=0, 1 =0, I,=0, I3= (a?d}, I, = <a:4,yx3,x3y>,

Iy = (2% zyx® yat y?2® 2ty 2Py, 2Py?, yaty, yP),

R se llama un espacio de relaciones del dlgebra A = T'(V)/I. El dlgebra A es Ny-graduada.
Sus componentes son los subespacios vectoriales A4, = V(") /I,,. De este modo vemos que A est4
generada por V, y por lo tanto estd generada en grado 1. Claramente, A,, = V(") para 0 < n < a.

4.2 Resoluciones puras del cuerpo de base

Nuestro objeto de estudio en este capitulo, consistird como en el capitulo anterior, en dlgebras de

la forma A =T(V)/I donde V es un espacio vectorial de dimension finita con base B fijada, y R es

un espacio de relaciones para I, de la forma R = R, ® Ry con a,b € N tales que 2 < a < b. Ademas

R, y Ry son subespacios de V(®) y V() respectivamente tales que R, y R; son excluyentes.
Fijemos las siguientes notaciones:

e R, C V(@ esun subespacio con base B, = {r1,--- ,7,}, y cada r; se escribe univocamente
como 1; = > Ajvj, -+ 05, con vy, € B (recordar que B es una base de V' ya fijada) y
j= (1, da)

)\é-ekparalgigp.

e Ry C V® esun subespacio con base B, = {s1,---, sy}, y cada s; se escribe univocamente
Como s; = > phvj, - vj, conwvy, € By ph € kparal <i <p'.

j= (1, s dp)

Observacién 4.3. El concepto de espacio de relaciones segiin se da en [B1] involucra el concepto de mini-
malidad. Supongamos que R = R, ® Ry, es un espacio de relaciones para el ideal I, y consideremos que R
es un conjunto minimal de generadores. La condicion de minimalidad implica que R, y Ry son excluyen-
tes. En efecto, supongamos que existe v no nulo tal quev € (Y. V@ @ R, ©® V1)) N Ry. Entonces

itj+a=0b
!/

P p’
v= Y Apspcon A, € k, 1 < h <y, no todos nulos. Sea A\, # 0, resulta que s, = v — /\}L/ > Arsh

h=1 h=1
h # h'

y como v pertenece al ideal bildtero generado por R,, R no es un conjunto minimal de generadores.
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Definicién 4.4. Sea M un A-mddulo a izquierda Z-graduado y sea
P, p Py 0 (4.2.1)

una resolucion proyectiva graduada minimal del A-médulo M. Decimos que (4.2.1) es una resolucién
proyectiva pura si para algiin s € N fijo, vale que P,, es s-puro, para todo n > 0. Es decir, para cada P,
existen enteros ty,- - ,ts (con s fijo) tales que P, estd generado en grados ty, - - ,t,.

Observacién 4.5. Todo médulo admite una resolucién proyectiva pura. Esta resolucion se puede tomar
minimal en la categoria de A-mdédulos graduados. (Ver [GMV1].)

Ahora queremos saber como construir una resolucién proyectiva pura del médulo trivial k. La
proyeccién natural € : A — k es una cdpsula proyectivade ky Kere = € A,,, que es puro en grado

n>1
1con (Kere); = V.

En las siguientes secciones describiremos los nticleos de los morfismos de una resolucién de &
como A-médulo.

4.2.1 Descripcion de Ker 9,

El morfismo A ® V' — Ker e inducido por la inclusiéon V' — Kere (es decir, el morfismo lineal
a®uv — av) es una cdpsula proyectiva de Ker e. Siincluimos Ker e en A4, conseguimos 6; : AV — A
definido por ¢; (@ ® v) = @v y extendido linealmente, donde v € V' y @ denota la clase en A del
elemento o € T'(V). Claramente (Ker é1),, = 0 para n < a pues en ese caso av ¢ I.

Comenzaremos por estudiar en detalle el médulo Ker ¢; y para ello miraremos grado a grado.

Primer caso: grado n = a.

Tenemos que (Kerd), € A, 1 ® V = V(@) ® V. Para familias finitas (@;) y (w;) con
@ € Agm1yw; € V,si) o @ w; € Kerdy entonces 0 = 61(207 ® w7) = Y oyw; lo cual
implica que Y a,w; € R, debido a que este elemento tiene grado a. Si bien Zaiwi e v,

i

i
hemos omitido los tensores.

Dados 3; € A,_1,si@; = (3; entonces a;; — 5; = 0, con lo cual a;; = 5;, pues tienen grado a — 1.
Definimos ahora los morfismos k-lineales ¢ y v siguientes:

©
(Kerd1)q = R,
P
ZOTHEQ wj — Zaiwia
X AN v,, @, T

j= 01" da)

La aplicacién ¢ estd bien definida por lo anterior y la buena definicién de 1 se debe a que
51( 2 A;Ujl“‘vja_l ®Uja) =7, =0en A.

j= (1, sda)

Veamos ahora que las composiciones son las identidades correspondientes.
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e En primer lugar, @(Zaﬁ ® wl) = > ow; y como > ow; € R,, existen tnicos v, € k tales

P P
que Y aiw; = Yyrr= Yom( X AMwj, ---vj,) y teniendo en cuenta los grados,

=1 l=1  §=(1, " da)

P S —
U (Xaiw;) = > NALVG, eV, ® V), = 30 @ W

e Por otro lado,
P - ©
T E /\;-vjl C V5, QU Ty

j= (1, 5 da)

Luego, vimos que como espacios vectoriales,

(Ker 61)q ~ Ry.

Observemos que en realidad, este isomorfismo es una igualdad que describe de forma distinta
al mismo elemento.

Segundo caso: grado n tal que ¢ < n < b.

Tenemos que (Kerd1), € 4,_1®V = vy ®V.S1Y a;ew; € (Kerdy),, 0 =4 (ZoTZ@w,-) =

In—1

> ajw; en Ay como este elemento tiene grado n, Y a,w; pertenece a I,,. Vimos que

i i

L= > VO@RevVW= Y VORaVWeV4+V" "R,
itj4+a=mn itjt+ta=n-—1 (422)

=1, 1 V+VrP 9D gR,.

Definimos ahora el morfismo

P I ®VAVINTYgR,
(Ker 61)” - In_1QV

207@‘ Qw; +—— [Zaiwi]~

Esta aplicacion estd bien definida por (4.2.2) y porque si a; = f3; entonces o; — ; € I,—1 lo
que implica que [o; @ w; — 3; ®w;] = 0. Por lo tanto, §(o;; @ w;) = [yw;] = [Biw;i] = B(8; @w;).

Definimos ademas la aplicaciéon
L @V+Ve 9 gR, 2 (Kerdy),

como la restricciéon del morfismo k-lineal

V() - Ay 10V

Vi * Uiy 2 Uiy Vi & Vi,

Para ver que Imv¢ C Kerdy, sea v, ---v;, , @15 € V=) @ Ry, Y(vi, i, @) =
> N5y v, 04, 05, , @ vj,, entonces si aplicamos la diferencial, obtenemos
Jj=@1," da)

que 51( Z )\j»’Uil SR P O SRR O Y X ’Uja’) = Vi, * " Vi,_Ti = Oen A pues r; S Ra.

j= 01, 5 da)
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Sea ahora Y ;1 ® v; € I,,_1 ® V, podemos escribir a este elemento de la siguiente manera

i

Z*yi( > nivj, - vj,_,) ® v;, entonces

J=01" sdin=-1)

1#(271( Z 77;%& e anf1) ® Ui) =

i= 01, s in—1)

Z%( Z n;vjl"'vjn_l)(gvi:ZW(@UZ':O.

J=01 " in-1)

W1 @VEV TR,
I, 19V

que las composiciones o) y 1o son las respectivas identidades. Nuevamente, observamos
que en realidad tenemos una igualdad.

. - . c s . . I
Podemos considerar 1), la aplicacién inducida por ¢ en el cociente . Veamos

e Sean ’Y;w??ta/\z €k, vy € In_y, vn, € Byr € R,. Observemos antes de realizar el
célculo correspondiente que si Y x; ® y; € V(n—a) @ R. entonces existen 'ﬁw N, )\fl cky
l

_ l t
Vhys "t 3 Vhyas Vgr, " 5 Vg, € V talesque Y Sz @y, = > VRMEAGURY * Uk,
L It
h=(hy- b a)
qa=1(q1, " ;4qa)

®vyq, - - Vq,, donde las sumas son finitas.
Veamos ahora las composiciones. Dado > &; @ w; € (Kerd),, como g(> a; @ w;) €

i

Ina®V4+VYQR, . l _ ¢
T , existen v, ne, py, €k, 1y € In_1yre = > AgUqy =" Vg, € Ry
q=(q1, " da)
tales que:
_ 7z I\t
Zai ® w; > [Zaiwi] = [Z'le»j ® w; + Z LRTEAGUR, *** Vhy_y @ Vgy -+ Vg, |
i i j 1t
h=(hy, - hp_gq)
q=(q1, " ,4a)
l t P
= > AT AGUR, ** * Vhyy_y ® gy =+ Vg, |
It
h=(hy, - hp_q)
q=1(q1, " 4a)
]
Z Nhnt)‘ttzvhl CVhy, o Vqp Vg @ Vgq-
It
h=(hy, - ,hp_q)
q= (g1, " ,9a)

En el caso en que fijado un ¢, a; = ¢; para algtn j, tendriamos que @&; = 0. Por lo

S— _ l P p—
tanto, > a; @ v; = > P AL VR, Uk, Uy * Vg @ Vg, yasipopesla
i 1t
h = (h‘17 ot ’hfbfll)
q=(q1," " 4a)
identidad.
n—a _ [
e Por otro lado, sea v;, ---v;, _, ®1r; € v(n—a) @ R, donde r; = > Ajvj, - vj,
i=01 s da)

como antes, entonces

P 7 2
[viy -+ Vi, @ T3] E , AJViy + Vi Uy Uy ® 5, o [V g, 1]

Jj=01,""Jda)

Sea:®@vel, 1®V,tenemosque [t ®@v] =0y 9 se anula trivialmente en este elemento.
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Luego, vimos que

I,.1V+Vr-agPR,

K ~
( er 51)n In,1 2V

Tercer caso: grado n = b.

Tenemos que (Kerd,), € Ap—1 @V = V;::) ® V. Notemos ademds que en I,_; no aparece R;

por cuestiones de grado. Si > a; @ w; € (Kerdy),, 0 = 61 (Yo @ w;) = Y a;w; en Ay como

este elemento tiene grado b, deducimos que

awielh= > VYR VI+R =1, ,0V+VP @R, +R,. (423)

itjta=5b

I, 19V+VC YRR, +R,
Iy 1®V

Definimos ahora @ : (Kerdy), — como sigue: si Y a; @ w; € (Ker 1)y,

?(Ym@w;) = [ asw;]. Sia; = B; entonces o; — B; € I—1 lo que implica que [a;w;] = [Biw;].
Usz;ndo este hech(; y (4.2.3), ¥ estd bien definida.

Definimos ademés ¢ : I,_1 @ V + V=9 @ R, + R, — (Ker 61), como la restriccién del
morfismo k-lineal:
1742 — Ay 1 ®V

Uil ..',Uin = Uil .'.’Uin—l ®Uin'

Como R, y Ry son excluyentes, tenemos que (V=% @ R,) N R}, = 0. M4s atin, andlogamente
a lo hecho para el segundo caso, es claro que ¢ se anula en (I;,_; ® V). Notemos que

(] 61( Z )\;v’l}il T Uiy Ugy Vg, & Uja,) =Viy Uy Ti = Oen Apues r; € Ra.

j= (1, s da)

o 5y 3 [ Vhy + U,y @ vp,) =5; =0en Apuess; € Ry,

h = (hy, -, hy)
Luego, ¢ esté bien definida, Im1 C Kerd; y + induce una aplicacion en el cociente por
I,,_1 ® V que notaremos por .

Veamos finalmente que las composiciones % o 1 y ¢ o % son las identidades.

e Sean /uLlh,nt,)\Z,pc,'yg1 € k, vp,,vp, € B,y € Ryy sc € R,. Dado Yo ® w; €
(Ker 61)p, sabemos que > a;w; € Ij_1 @ V + v-a) o R, + Ry pero como P toma va-
lores en el cociente de este espacio por I;,_; ® V, es claro que, W(Zaiwi) = Doow;] =

[ > [hVny <+ On,_, ® mre + >_pese] y utilizando las escrituras de los ele-
It ¢
h=(h1,  hy_gq)
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mentos 7; y s. en las bases elegidas para R, y R respectivamente, tenemos lo siguiente:

ZOTL X w; it [Zaiwi] = [ Z :ulhviu C by, @ MeT chsc}

It c

h=(h1, -  hy_q)
— l )\t c
= [ /_},hnt q’l}hl PN ’thia ® Uql PN ’Uqa —|— pC’)/m’Uml . 'Umb
Lt c
h=(h1, hy_q) m=(mq, - ,mp)
q=(q1, " ,4a)
¢ 3 Y
= :“hnt)\qvhl © Uhy_qVqr " " Vgq_y ® UQQ+
it
ho=(hy, - hy_q)
a=(q1, " 4a)
Z pC’YTCn’Uml o Umy g & Umy = ZE@ ws.
c i

m=(mq, - ,mp)

Usando en la dltima igualdad que si «; € 1,1, su clase se anula.

e Por otro lado, siv;, ---v;,_, ®1; € V-9 o R, y s; € Ry, tenemos lo siguiente:

P 7 @
i, viy, @l S > Ny i, v, v, @05, D (v v, ]

i=01," s da)

7 P T m—
[Si] — Z ,UJ;L’U}LI C o Upy_, @ Up, e [Si]'

h=(hy,- -, hp)
Luego, tenemos el siguiente isomorfismo de k-espacios vectoriales:

I @V 4+VPl-9 e R, + R,

Kerdy)p ~
(Ker 61)p LoV

Cuarto caso: grado n > b.

Se trata del mismo modo, pero obviaremos los detalles ya que se repiten los mismos argu-

(n—
mentos. Tenemos entonces que (Kerd;), C 4, 1@V = VIﬂ_ll) ® V. Observemos que en [,,_;

ahora aparece R,.

De modo andlogo a lo hecho anteriormente, se puede ver que (Kerd;), es isomorfo a
L1 QVAV " DQR 4V "V QR,
In_1QV ’

Resumimos la informacién obtenida hasta el momento:
o (Kerdy), =0sin<a,

e (Kerdy), ~ R,,

o L1 @VHV P TYIRR,
o (Kerdy), ~ = I “sia<n<b,

I,_1®V+V YRR, +R,
o (Kerdy)p ~ TR
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I, 1QV4+V~ IR, +V("~PDgR
° (Kerdl)n'v 19V + QR+ Ry

~ T ov sin > b.

El lema que enunciaremos a continuacién es una versiéon de un resultado para el caso no gra-
duado probado en [B5], que relaciona los generadores de un ideal con el segundo elemento de una
resolucién minimal. En dicho trabajo las dlgebras consideradas son dlgebras de caminos asociadas
a carcajes sin ciclos orientados.

Lema 4.6. El A-mddulo Ker 6, es 2-puro en grados a y b.

Demostracién. Sabemos que Ker d; es 2-puro en grados a y b si y s6lo si existen médulos M, y
M, concentrados en grados a y b respectivamente tales que Kerd; = AM, + AM;. Definimos la
siguiente aplicacién:

A® R, ® A® Ry -2 Ker 6,

paraa;, B € A, v, vy, € Veonl<l<ayl <! <b dadapor

p Z @A), - vj, Z Buttve, -+ -ve, | =

[ h
i =1, sda) t=(ty, - ,tp)

_ T
E : )‘E’O‘“}jl C Uy @, + E H ﬂhvm T Uy @ U,

3 h
i=G1, " +da) t=(ty, )
Si calculamos
7 h
01 E )\jaivjl V., QU+ E e ﬂhvh Uy QU
[ h
i=G01, " da) t=(ty, -, tp)
- )‘jalvh Vja_1Y5a T My ﬁhvh Vty, 1 Vty,

i h

j= (1, 5 da) t=(t1, - ,tp)

= Zai Z /\3-’0]‘1 ce v, Zﬂh Z .u?IUf/l U, = 0.
h

@ i = (1, s da) t=(t1, -, tp)

La nulidad de este elemento se debe a que el primer sumando pertenece a A ® R, y el segundo a
A ® Ry. Luego, p estd bien definida.

Queremos definir ahora una inversa para p, 6 : Ker6; - A® R, ® A ® Rp. Lo hacemos grado a
grado:

e sin <aq, (Kerdy), =0,
e sin=a, (Kerd;), ~ R, y definimos §(r) := Ir € Ay @ R,,
esia<n<b,

i i@V+ V-9 oR, v @R,

Ker dy), ~ -
( er l)n I’nfl QV (In71 X V) N (V(n—a) 39 Ra)

= An—a & Rav
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e sin > b, tenemos que

I ,@V+Ve—a @R, + V-t gR,
In—l ® V

N V(n—a) ® R, ® V(n—b) ® Rp

T (L1 @V)N (V-9 @ R, @ Vb @ Ry)

(Ker 1), ~

= Anfa Q@ R, @ Anfb ® Ryp.

Las sumas en esta dltima expresién son directas ya que R, y R} son excluyentes. Por las
expresiones obtenidas para Ker d; en cada grado, resulta que es 2-puro en gradosayb. [

4.2.2 Descripcién de Ker d5, condiciones extras y ternas distributivas

Nuestro préximo objetivo es definir una capsula proyectiva para el A-médulo Ker d;, cuyo epimor-
fismo en Ker ¢; denotaremos d,. Luego, buscaremos condiciones para que el A-médulo Ker §, sea
2-puro.

El morfismo A ® R — Ker 4, inducido por la inclusién R — Ker ; es una capsula proyectiva
para Kerd;. Como Ker d; estd incluido en A ® V, al restringir a Ker d; el morfismo k-lineal que
envia un tensor elemental @ ® v ® w donde v € V(@Y o0 v € V=1 y 4 € V, al elemento av ® w
obtenemos d; : A ® R — A ® V. Construimos asi el comienzo de una resoluciéon de la forma

AR AoV 2N Aok k—0.

Observemos que k y V estdn concentrados en grados 0 y 1 respectivamente y que R es 2-concentrado
en grados a y b. Definimos ahora:

Jo = m V@D R, VW para n > a,
itjta=n

= N VOeRev® para n > b.
s+t+b=n

Notemos que J¢ y J° estdn concentrados en grado n.

Lema 4.7. Sean \; € k, x; € V" \ {0} y B = {vy,--- ,v;} una base de un k espacio vectorial W. Si

Sz @w; =0en A, @V, con w; € B, entonces Y \jz; € I,.
=1

i=1
Demostracién. Supongamos que Z Aiz; @ w; = 0. Si existe v; € B tal que w; = v; para todo ¢,
i=1

1 <i<m,resulta = Z iz @ w; = ( Z Aizi) ® v; y deducimos que Z A\ixi € I,.
i=1 i=1 i=1
En caso contrario, vemos lo siguiente:

0=Shmow= Y Amouto+ Y hoe

i=1 {i/w; = vy} {i/w; = v}

Por la independencia lineal, notemos que no se pueden cancelar términos de una suma con los

de otra, es decir que cada suma se anula por separado. Entonces, > Az, oo+, >, Nz €
{i/wi = v1} {i/wi = ve}

m

I,, por el caso anterior. Luego, > \z; € I,,. O
=1
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Vemos que Ker d2 se anula en grados menores que ¢ pues AQ R C P (A ® R),. Veamos

n > a

qué sucede en grado a: para ello, sea Z% @ricony; € kyr; € R, tal que 0 = &2 (Z% @) =
X YA Ve © U, € A4y ®V = VD & V. Entonces 2@ =0

i=G1 v da)
Queremos analizar ahora (Ker d3),, paran > a + 1.

eSin=a+1,sean~y; €k, z; € V,x; € Ry, x; = Zn}rj. Observemos que incluso en el caso

b= a+ 1, no puede aparecer R en (Kerda)q+1. Si > 7izi @ x; € (Kerda)at1,

— V(@)
= 02 ViZi @ x;) = 'Vinl‘)‘%zivhl CUp,, @Up, €AV = QV.
b R,
! h= (hyoe  ha)
Si Zivn, - On, ; = Z{-Uh'l i Up, Se tiene que z;vp, -+ vh, , — zgvh/l cUp € R, y para
que haya cancelaciones debe ser v, = wvj,. Entonces, usando el Lema 2.25, resulta que
> Vi A} ZiVhy - Uh,_, € Ra. Porlo tanto, (Kerdz)a11 € (V@ Ry) N (Ra @ V) =
b=yl ha)
J¢, 1. Lainclusién en el otro sentido es trivial porque
2() T @) = > wnNon, v, © 2 =0,
' h= (hil",j- < ha)
pues > %77;'- )\Zlvhl -+ -vp, pertenece a Ry.

i J
h = (hy, -+ ha)

e Sea2 <m <a—1lyn=a+m < b, tenemos que (Ker d2),, C A4,,®R, = V( )®R = VM QR,.
Sin=>by ) vs; € Ry, donde s; son elementos en la base fijada para Rb (recordar que 1 <

i < p/, enlo que sigue omitiremos estos limites para simplificar la notacién), 0 = d, (Z'yq;s,-) =

Z Vilt5V5, Vg, ® vj, Y asi, Z Yilt5V5, - v,y € In—1, por el Lema
i = (1, s 3dp) i =1, 5 3dp)

4.7. Observar que Ry, no aparece en I,,_; y que R, y R, son excluyentes por hipétesis general.

Por lo tanto, Ay ® Ry N (Kerda), = 0. Si 0 = 0o > Aillsziy -+ 2i,, @ Ujy - vg, | =
Jj= (jl»l‘ ©r s Ja)
> /\iuézil S 2y, Uy V5, ® v, € Ap_1 ® V entonces, por el Lema 4.7 resulta
G= G da)
que Z )\1M32“ C 2, Uy U,y € I,_4.
J= (jlwz' ©r s Jda)

Por lo tanto, (Kerds), C (V™ @ R)N( Y VPR,V @V). La inclusién en el
itj=m—1
otro sentido es trivial si razonamos andlogamente al caso n = a + 1.
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eSea2 <m<a—-lyn=a+m=>b+1<2a—1conl > 1. En este caso vemos que
(Kerda)p, € (A @ Ry) @ (4@ Ry) = VW @ R, @ VW @ R, pues I,,, = 0 = I; ya que
l<m<a-1.65i

0=202 E ViXjZiy t Zig, @ Vjy Vg, + E NEULTey = Tty @ Vg« * Vuy
i ¢
i= (1, da) w=(ug, -, up)
= E 'YlAjZn Zim Uj1 Vjg_1 @ Vja + E Nty Tty Tt Vuy Vuy_y & Vuy,
i t
i= @1, da) w=(ug, - ,up)

concluimos entonces que

@ t
§ ViAjZiy iy @ Vjy cVje_y + § NefbuTey = Try @ Vuy = Vup_y € In—1.
i t
i= (1, »da) w = (ug, - ,up)

Por lo tanto,

(Kerdp)n CV™@R)N (Y, VO@R,eVIeV)se (VY eR,)N

i+j4+a=n-—1

(> VWeRrRevWev).

h+t+b=n-—1

La inclusién en el otro sentido es trivial por el mismo razonamiento que ya hemos empleado
anteriormente.

Teniendo en cuenta que
(Kerdz)n, =0 si n<ay (Kerds)gr1 = Jg 1,

la capsula proyectiva de Ker é; contiene a A ® J¢, | pero también puede contener médulos s-puros
en grados mayores.
Paran =a+mcon2 < m < min{a — 1,b — a}, ya vimos que

(Kerdg)n = (V™ @R)N( Y VU@R, VY eV) (4.2.4)

itj=m—1

y este espacio contiene a V("1  J¢ 1. Asi,

(Kerdy)n = A 1®J04, <= (VWeRIN( > VOeReVIeV) =V g . (4.25)

itji=m—1

Notemos que si la igualdad del lado derecho en (4.2.5) se satisface para m = a — 1, entonces para
2<t<m-—2,

V™ RR)NWVM IR,V 4...4 VI DgR, oV)Cc V™ Dgjo . (4.2.6)

Por el Corolario 2.24, obtenemos (4.2.5) para2 < m < a — 1.
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Enelcasoenquen=a+m=>b+Ilconl <! <2a—b—1,tenemos que (Kerd,), esigual a
(V™ eR)e (VO eR)N( > VP9eReVvVeVv+ > V@R evVWeV),
itji=m—1 s+t=1—-1
que contiene a (V™Y g J¢, Yo (VD g Jp '+1)- Consideremos ahora las siguientes relaciones

VMeR)N( > VIR, eVIeV)=vrHeJ,,

itj=m—1

VOeR)N( Y VOeReVWeV)=viDej,.

s+t=1—-1

4.2.7)

En forma andloga a lo desarrollado anteriormente, se puede ver que si (4.2.7) se satisface para
I = b — 1, también se satisface para todo ! menor o igual que b — 2. Observemos ademaés que (4.2.7)
implica la igualdad del lado derecho en (4.2.5).

Las relaciones (4.2.7) param = a — 1 y [ = b— 1 se llaman condiciones extras y las denotaremos
por (c.e.).

Observacién 4.8. Es ficil ver que pedir que valgan las (c.e.) es equivalente a pedir que valgan las siguientes
inclusiones:

Veer)n( > VOeReVev)cveta i,
itj=a—-2

(V(bfl) ® Ry) N ( Z Ve @ Ry ® v® V) C y-2) g Jl?—&-l'

s+t=b—2

Nos dedicaremos ahora a estudiar ciertas condiciones de distributividad que resultaran equi-
valentes a las (c.e.).

Definicién 4.9 ([B1], [J], [O]). Una terna (E, F,G) de subespacios de un espacio vectorial dado se dice
distributiva si
EN(F+G)=(ENF)+(ENG). (4.2.8)

Observaciéon 4.10. Como la inclusion del segundo término en el primero vale siempre, para que una terna
sea distributiva alcanza con pedir solamente la otra inclusion.

Definicién 4.11. Una terna de subespacios de un espacio vectorial dado, de la forma (E ® E', Fy + - - - +
F;, Gy + -+ - + Gy ) se dice multidistributiva si
(EoE)YN(Fi+- -+ F+G+--Gy)
=(ENF)+-+(ENFK)®(ENG)+ -+ (E'NGy). (429)
Proposicién 4.12. Las (c.e.) se satisfacen siy sélosipara2 < m < a—1y2 <[ <b— 1 las ternas

(VM @Ry, Re@ V™, Y VeVvileR,eVWeV), (4.2.10)

itj=m-—2

VO@R,RyaVY, Y VeV@eReVWeV)

s+t=1-—2

son distributivas y valen las inclusiones
(VMW @R)N(R, @ V) Cc VDo R, @V,
VO eR)N(R,eVY)cVIVeR,aV.
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Demostracién. Sean £ = V(™ @ R,, F = R, ® V(™) yG = S VeVOeR, VW eV.
itj=m—2
Supongamos que las (c.c.) se satisfacen. Entonces, en (4.2.7) EN(F+G) = V(™Y g Jji , C ENG C
(ENF)+ (ENQG). El razonamiento para b es anédlogo.
Reciprocamente, por la distributividad de la primera terna y la primera inclusién para m tal que
2<m <a-—1,vemos que

VEeDeR)N( Y. VIR, oVWaV)
i+j=a—3
=V QR)NR, @V (VD oR)n( > VeVWeR, eV eV)

itj=a—4

CWVO IR V)+ Ve[V eR)N( > VIR, VIV

i+j=a—4
:(V(“*”)@R ®V)+V®[(V(“*3)®R) N(Ry ® V= 9)+
Ve eR)N( Y. VeaVPeR,eVieV)

itj=a—5

c (Ve doRr, ® V) +VR[(VE YD @R, @V)+

VeI eR)N( Y VeaVPeR, eV eV)
i+j=a—5
:(V(“*:”)@R ®V)+V(2>®[V(“*5)®R ?V+
Ve DeR)N( Y VIR aVYeV)
i+j=a—5
=V IR, eV)+VI (VO eR)n( Y VIOeRaVWaV).
i+j=a—5

Vemos que en general (V@ @R,@V)+VE3g[(Ve—tlor)n( > VOR,eVUgV)]C
(Ve eR,eV)+VE eV RV + (Ve aR,)n( S VogR,evo) @V)] =
(Ve g Ry 0 V) £ VED (Ve D @R)N( Y VO@R eV @V)cond<s<ay
por lo tanto itj=a—s

Ve eR,ev v g o .

Entonces vale la primera relaciéon de (4.2.7). Para la segunda relacién de (4.2.7) se procede de la
misma manera. U

Lema4.13. Para2 <m <a—1y2 <[ <b—1,sesatisfacen las inclusiones
VMW @R)N(R, VM) cVmDeoR, @V, (4.2.11)
VO@R)N (R, VD) c VIV @R, @V,
si i sélo si valen las siquientes iqualdades

(V™ @ RN (R @ VM) = J@

a+m?

VO R)N (R, VD) =Jp,,.
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Demostracién. Para la condicion necesaria tenemos la inclusion J2,,, € (V™M@ R,)N (R, @V (™).
Probaremos a continuacién la inclusién en el otro sentido haciendo induccién sobre m. Sim = 2, la
igualdad se reduce a lo siguiente:

J=(VIRR)NVOR, V)N (R, @VP) = (VI @R, N (R, @V?),

utilizamos aqui la inclusién (4.2.11) que es valida por hip6tesis. Supongamos ahora valida la in-
clusion param < a — 1y sea > NV, Vi, € (VD ® Ry N (R, @ VIMHD),
= (i1, s igqma1)
entonces > AiViy v, € Ry y > AiViprin " Vigiis € Ra, pero por la
i= (i1, igqm41) = (i1, s iadm41)
inclusion (4.2.11), ademds vale que > AiVipiy = Vi € Rasim+1 < a— 1. Luego,
i= (i1, s ilgfm+1)

> Niviy v, € (R @ VM) n (V™ @ R,) = J2,,, por hipétesis inductiva. En-
i= (i, via+'m+1)
tonces, podemos concluir que > ANiviy v € ) VW R, @VWeVy

i= (i1, s igtmt1) htj=m

a

como también pertenece a R, ® vV (m+1) resulta que este elemento pertenecea J;, ., y se satisface
la igualdad deseada.

Se procede andlogamente para probar la igualdad que involucra a J?, ;.

La implicacién reciproca resulta trivial pues valen las inclusiones:

a
Ja—i—m

cvmVeR,eV, Ji,cVIYeR,oV.
O

La proposicién que probaremos a continuacién da una equivalencia en términos de distribu-
tividad y multidistributividad para ternas y de las (c.e.), para decidir cuando Ker d; es 2-puro. El
objetivo sera luego generalizar esta equivalencia para los morfismos de la resolucién en grados
superiores.

Proposicién 4.14. Supongamos que vale la segunda igualdad de las (c.e.); es decir,
(V(b—l) ® Rb) N ( Z V(S) ® Rb ® V(t) B V) — V(b72) ® Jé’+1_
s+t=>b-—2

Entonces, Ker d, es 2-puro en grados a + 1 y b + 1 si y sélo si (4.2.5) se satisface y para todo n > 2a, las
ternas (E,F,G) y (E' @ E",F' + G',F" + G") son distributivas y multidistributivas respectivamente
donde:

E=V"9gR,,

F=R, @V 4. ...4vr20gR, @V,

G=vr 2D gR v .. pyr-ebgRr oV,

E'=v=9 g R,,

Fl=R, @V 4. . 41 ve2gR V@t Reovr ... pyvt-adepr gy,
G =vr 2t gR, Ve 4. 4V g R, @V,
E'=v0 @R,
F'=R, @V 4. .. vt gR gV® 4t Reve ... 4 v g R o v®),
Q" =vr ) o R, oVl ...Vt Dg R eV

Si el supraindice es negativo consideramos que el espacio correspondiente es el nulo.
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Demostraciéon. Ya hemos visto que vale la igualdad
(Kerda)p = A1 ® J2; para n=m+a, donde 2 <m < min{a—1,b—a},

siy sélo si vale (4.2.5). Supongamos ahora que las (c.e.) se satisfacen y fijemos un ntimero natural
n > 2a. Queremos estudiar (Ker ds),,.

(i) Sin <b, (Kerds), € Ap_q @ R,. Observemos quesin =b, A,_, = Ag = kysis € Ry, no
puede ser que d2(s) = 0, pues

0= 52(5) =0 Z m#iﬂ’hl Uk | = Z mﬂgﬂhl ©Uhy_y @ Up,

pl
implica que > m /ﬁhvhl -+ -vp,_, € I, pero entonces R, y Ry no serian excluyen-
=1
h=(hy1, -, hp)
tes.
Sean@; € Ap—_q, pi € Ro, tales que 0 = 6>(Y @ ®p;) = 02 > 7}’;/\?071 ®vj, - vj,
7 i, h
i =1, sda)

- I U e . Ent iN s s I

> VAT g, v, ®vj,. Entonces, > YRAF Qivgy g, € I,

i, h i, h
j= (1, s da) j= (1, s da)

Sea ahora el subespacio de T'(V):
Ny = (V" YQR)NI®V) = (VY @R)NVT V@R ®V 4+ + Ry @ V"),

Tenemos que (Kerdsz), C %. La inclusién en el otro sentido es trivial utilizando el

mismo argumento que en casos anteriores.

(i) Sin > b, (Kerda), C (Ap—q ® Ry) & (Ap—p ® Rp). Sean @; € Ap—q, Bn € An—b, pi € Ra'y
(9h € Ry, si

0=20(> @m®pi+ Y Bu®@bh)

iyt h maA
=02 E VA Q Vg, v, + E Dby Br @ vy, -~ vy,
i, t h, m
i= e da) L=, 1)
iyt—r———————— h  m
= E YAV U, @y, + E M4 Brvr, -« i,y @ vy,
i, t h,m
=01, sda) L=(l1, 1)
i\t h
entonces > YN Qivg, v, + > N 7 Brvty -1y, € In—1.
it h, m

i=G1 e da) L= (g, 1)
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Como

1,1 —yn—a-1) g R, + y(n—a=2) o R,V 4+ 4+ R, ® y(n—a=1) 4
y(n=b-1) ® Rp + y(n—=b-2) QR,QV + -+ Ry ® V(n—b—l)7

1,1 ® V contiene al subespacio

N, =V Y @R, eV Y eR)Nn(VP*YgR, @ V+
Ve D @ R, @ V@ 4.+ R, @ VT4
Vet Do R oV 4+ Vet DR oV® 4. L Ry@VTY),

Tenemos asi la igualdad

Np,
Infa ® Ra S Infb ® Rb '

(Ker ), =

Para mostrar la distributividad y multidistributividad de las ternas, observamos que:

EN(F+G)=N, en el caso (i),
(EEaoE"YN(F'+F'+G +G")=N, en el caso (ii).

Si(E,F,G)y (E'®E",F'+ F",G'+ G") son ternas distributivas y multidistributivas respecti-
vamente, al satisfacerse las (c.e.), analizaremos de la siguiente manera:

¢ Sin<bN,=EN(F+G)=(ENF)+(ENG) =e) In—a @ Ra) + (V0" V @ Ja ).

Luego, caracterizamos al nicleo de la siguiente forma

N, V(nfafl) ® J* ) v V(nfafl) ® J*
Kerds)n = n = at < L = Ap_as1 i,
Rer 0 = e R, ~ VO e D @0 ) A (na @ Ra) © Tnas ® J2,, 1o+l

donde para definir ¢ observamos que la identidad de V"=~V J2 | puede pasar al cociente
como

V(n—a—1)® g+1 V(n—a—1)® g+1
—

LA =Y (In—a ® Re) N (VO—a=D @ g2 )’

y resulta un epimorfismo. Podemos ademds construir un isomorfismo de k-espacios vecto-

riales entre el dominio y el codominio de ¢ (ver [B1]), luego, por razones de dimensién, ¢ es
un isomorfismo.

e Sin > b, tenemos las siguientes igualdades:
E'NF' =1I,_4®R,,
B n P = b ® Rb,
EnG =virebgje
E'"NG" = V(nfbfl) ® Jl?+1’
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donde las dos tltimas se deben a las (c.e.). Caracterizamos al nticleo como sigue,

N,
In—a ® Ra @ In—b ® Rb
_ Una®Re+ VO V0 J2 )@ (Inb @Ry + VO D 0 1)
In—a ® Ra @ In—b ® Rb
LI @R A VO @ Ty Ty 8 Re VTV ©
o I,_o® R, I ® Ry
N yin—e=b g jo S Vet Ue g,
(V=o' @ Jg ) N (Ina ® Ra) — (VP71 @ JP1) N (In—p ® Ry)
V(n—a—l) ® ‘]g+l V(n*bfl) ® Jll;—i-l
Infafl ® Jngl In—b—l ® J£+1

(Ker 62)71 =

~ An—a—l [ Jg+1 D An—b—l & Jl?—i—l’

donde el isomorfismo para la parte que involucra a R;, es analogo al del caso anterior.

Concluimos de este modo que Ker 63 es 2-puro en grados a + 1y b + 1.

Reciprocamente, si Ker d2 es 2-puro en grados ¢ + 1y b + 1, entonces (Kerdz), = Ap_q-1 @
J&y ® Ap—p—1 ® JP, 1, por lo tanto usando la doble implicacién que observamos al comienzo de la
demostracién, vale (4.2.5).

Supongamos que n > b, luego (Kerdz), C A,_, @ Rq ® Ap_p ® Ry mediante la aplicacién:
Apam1 ®Jg 1 @ Anp 1@ T = Ana @R ® Ay @ Ry
@everfewa s) — (@@, Bw ® s)
donde@ € Ay_q1, B3 € Ap_p_1;v,w EV, T € R, y s € Rp. Sabemos que:

Np
In—a @ Ra 52 In—b & Rb

= Anfafl [ Jg+1 D Anfbfl ® Jli)+1

B V(n—a—l) ® Jg+1 V(n—b—l) ® Jll;+1 (4212)

In—a—l 0y J3+1 Infbfl & Jl?Jrl '

Por otro lado, las siguientes inclusiones son triviales:

Ve @ gt CLig ® R, + VIV @ Jo
In—a-1®J51 Clna® R,

VOt b C Ly @Ry + VP Do g,
L1 ®Jpy C Iy @ Ry

Luego, por el Lema 2.20 tenemos las igualdades:

(V(n—a—l) ® J(;1+1) ) (In—a ® Ra) =1h_q1® Jg—i—h
(VO D @ TP )N (I @ Ry) = Iny1 @ Jp .
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Asi, (4.2.12) equivale a lo siguiente:
v (n—a-1) ® Jngl V(" b—1) ® Jb+1
(Ve @ Jg 1) N (In—a @ Ra) UG Tpi1) N (In—p @ Ry)

(Vin—a=D) g f)+ (o ® Ra) (VD @ Jh ) + (Inp © Ry)
Lo ® R, In- b®Rb '

~

Luego, por el Lema 2.18,

Nn = V(niail) ® JS_H + In—a ® Ra @ V(nibil) ® JllJ)—i-l + I'Vl—b ® Rb
= (E'NF)+(E'NnG)@® (E"NF")+ (E"NG").

Por lo tanto, la terna es multidistributiva. El caso n < b es andlogo e inclusive mas sencillo ya que
la parte que involucra a b no aparece. O

4.2.3 Descripcion de Ker 3

A partir de ahora suponemos que Ker §5 es 2-puro en grados a 4+ 1 y b + 1. Una capsula proyectiva
para Kerdy es (A® J¢,,) ® (A® J},,) — Ker 6y, inducida por los morfismos canénicos inyectivos
J& 1 — Kerda y Jé’ 11 — Ker dy. Siincluimos a Ker §; en A ® R, tenemos el morfismo
03: (A® Ji ) @ (A® Jyy) — A®R
definido por la composicién de los dos morfismos anteriores,
@evew,d @1 @uw) —av®w+ v @w

donde@,a’ € A;v,v" € V;we V@ yuw' € VO,
Estudiemos ahora Ker é3. Observemos primero que si o, a’ € A, xi,x’ eV,y; € Ry e y; € R,
son tales que Za T; @y + Za ® y7 = 0, entonces Zam @y =0y Za ® y; = 0 pues R,

y It son excluyentes y, por 10 tanto, no pueden cancelarse entre sf termmos que pertenecen a las
distintas sumas. Luego, se puede describir cada sumando de Ker ds.

Lo primero que notamos es que (Ker d3),, = 0 si n < 2a pues para que se anule la imagen de 3
debe pasar que gr (> @;z;) > a, lo que implica que gr (> a; ® ; ® y;) > 2a.

Describamos (Ker d3)2,: sean @; € A,_1, 57 € Agq_p_1, Ui, u; €V, pi € Ry, 0; € Ry tales que
—(Cmewept F e 06) = Yamen+ Y566,
i J i j

Esto es absurdo si existe j tal que 3;u; # 0 porque el grado de §;u’; es 2a — b, y la ecuacién anterior
lo fuerza a tener grado mayor o igual que a, pero 2a — b < a. Concluimos que Y o,u; € I, = R,.

i

Por lo tanto,
(Ker d3)2a = (V@™ @ Jgy 1) N (Ra @ V).

Como en los casos anteriores, la inclusién del segundo término en el primero es clara.
Como Ker 65 es 2-puro en grados @ + 1y b + 1, por la Proposicién 4.14, se satisface (4.2.5) y por
la Proposicién 4.12 vale la inclusién

(V(a—l) ® Ry) N (R ® V(afl)) cCVEDoR V. (4.2.13)
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Por lo tanto, (V(*~Y @ R,) N (R, ® V(@=Y) = J¢, |, por el Lema 4.13. Entonces caracterizamos al
nucleo de la siguiente manera:
(Kerd3)aq = (VO V@R, @ V)N (V@ @ Ry) N (Ry @ V@)
=(VEV@R)N(R, @V NV Nn(V®eR,)
= (J5,_, @ V)N (VI ® Ry) = J5,.

Sea ahora n tal que 2a < n < a + b, entonces (Kerdz), C Ap_qa—1 @ J{ @ Ap_p1 ® le;+1- En
realidad, (Ker d3), N (An—p—1® Jé’H) = 0 debido a que R, y R} son excluyentesyaquen—b—1 <
a+b—b—1=a—11luegon—-b—-1<a.

Consideremos ahora @; € A,,—q—1, u; € V, r; € By, la base fijada para R,. Si

0=06:d m@u©r)=) awern,
entonces Y a;u; € I,_, por el Lema 4.7. Luego,

Nn

Kerd3), = ———"
( T 3)n In7a71®1]3+1

donde

N, =V Do )nV" Y @R, o VW + ... + Rya V")
:(V(”—a—l) ® Jerl) n [(V("—Qa—l) ® Ra ® V(a-‘rl) +- -+ R, ® V("—a)) + (V(n—Qa) ® Ry ® V(fl))]
=V Y @ g )N (In—ao1 @ VD 4 v 20 9 R @ V@),

Supongamos ahora que a + b < n < 2b, entonces (Kerd3), € A,—q—1 @ JI 1 @ Ap_p_1 ® J{,’H.
Consideremos @; € Ap_a-1,B; € An_p—1, ui,u €V, 1 € By, 55 € By. Si
0=00 @meuwuer+Y Biouos) =Y amer+ Yy Bu,es;,
entonces > a;u; € In_q y Zﬁju; € I,_p. Luego, caracterizamos al nticleo como
@ J

Ny
Infafl & Jg+1 ) Infbfl ® Jll))+1’

(Kerds), =

donde

N, =(vr=e D ggi ovrt Ve ) nIh-a@V® 4+, ,0V®)
(Ve Ve g, e Vet D e gp )0
(V2 @R, @ V@ V2D @ R, @Vt ... 4 R, @ VT4
Vet @ Ry V@ + Vet @ Ry VOt 4 4 Ry@ VTP 4
Ve @ Ry @ VO 4 vttt @ R, @ VD 4 R, @ VT,
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Observamos que n — b < b, por lo tanto R, no aparece en I,,_. Asi,
N, =V DgJje ovet Ve b YN @Vt pvr20 g R, @ V@4
V(n—a—b) ® Rb ® V(a) + Infbfl ® V(b+1) + V(n—a—b) ® Ra ® V(b))

Supongamos finalmente que n > 2b, entonces (Kerds), € A,_q—1 @ J{ 1 ® Ap_p_1 ® Jlf_H.
Consideremos ahora @; € Ay a1, B € An_p—1, uij,u €V, r; € By, s; € By. Si

0= (53(2071(8’1% Xr; + ZE@U; X Sj) = Zaiui Xr; + Zﬁju; ®8j,
entonces > a;u; € In_q y Zﬁju; € I,_p. Luego, el nticleo es

Ny,

Ker d3),, = !
( ) Infafl &® Jg+1 S¥ Infbfl ® ‘]l?+1

donde

N, =(Ve Ve, eVt Ve R )N eV +1, ,aV®)
:<V(n—a—1) ® Jg+1 e V(n—b—l) ® J§+1)ﬁ
(Inag @Vt L ym—20 g p @V L yh-at) g R o V@4
Iy @V 4 vet=d g R, @ VO 4 V02 g Ry o V).

Definicién 4.15. Una 4-upla (E, F, G, H) se dice distributiva si se satisface la siguiente igualdad:
EN(F+G+H)=(ENnF)+(ENG)+ (ENH).

Ademds, una 4-upla (E ® E',F + F',G + G', H + H') se dice multidistributiva si se satisface:

(E@EYN(F+F +G+G +H+H) =
(ENF)+(ENG)+(ENH)] @ [(E'NF)+(E'NG")+(E'NH)]. (42.14)

Ejemplo. Sea A = T(V)/I donde V = k(z,y) y el ideal I tiene por espacio de relaciones a
R = R3 ® Ry con R3 = (23) y Ry = (2?y?). Observar que R, y Ry, son excluyentes. Asf, a = 3y
b = 4. Observemos c6mo son los siguientes subespacios:

Ji=(V®Rs)N(Rz®V) = (z*)
Ji=(VeR)N(Ry4®@V)=0.

Consideremos n = a + b = 7 y veamos que valen las (c.e.). Tanto en esta verificacién como
en las demds de este estilo, notaremos en las columnas correspondientes a cada espacio vectorial
interviniente, los elementos de una base para tal espacio. Por abuso de notacién, obviaremos los
tensores en los elementos pero los notaremos de forma tal que marquen el espacio al cual pertene-
cen. Asimismo, subrayaremos cada elemento que aparezca en la interseccién para visualizar mas
facilmente una base para dicho espacio interseccién. Observemos ademads que alcanza con analizar
s6lo estos elementos pues todos ellos son parte de una base para el espacio total V() del cual son
subespacios los espacios que intervienen en los calculos.

En este caso particular, tenemos que m = a — 1 = 2 y de este modo la interseccion:
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(VP ®@R;) N (R3eV® + VeReV) = (2°yz?)
1‘2.233 .133332 £$3l‘
xyx3 z3xy xxSy
yxacS x?’yac y:ch
y2x3 x3y2 ya:gy

Por otro lado, V ® J} = (25, yzt).

Enelcasoenquel=b—-1=3,

(VO QR) N (RyoVE 4+ VeoReV® + VAR V)

3 2,2,.3 2,2,.2 2,.2,2

z322y? Ty°x Ty T i Ty x
w2yx2y? 229202y rx2y?zy ryzyle
ryzx’y? 22 y2ryx zxy’yx yrrly’c
yLE21'2y2 I2y2yI2 II2y2y2 y2x2y2x
xy2x2y2 1.2y2xy2 yx2y2x2 1.2x2y2y
yayz?y? 2*y’yxy yz?yxy zyz’y?y
y2x$2y2 x2y2y2x nyyQym yxl.ZyQy
y3x2y2 x2y2y3 yx2y2y2 y2x2y2y

Vemos asi que la interseccion es nula y coincide con V(?) ® J2 que también se anula.

Veamos ahora que para d3, la 4-upla (E@ E', F 4+ F',G+ G’, H 4 0) es multidistributiva, donde:

E=V® g J3 F=LoVW=RyoV®¥, G=V@R;0V®, H=R,@V®,
E=v@gJt=0, F=Lov® =0, G'=R3 VW,

Entonces,



50 CAPITULO 4. ALGEBRAS (A, B)-KOSZUL

(E®E) n (F+F + G+G + H)

2zt o J R g w2y27
22yt 232y Sy 229202y
zyzazt z3x?yx zx3zyx 22y2zyx
yaxlat 23xya? zx3yz? 222y
o w3yad crdry? 229222
yryzt x3x2y? zx3yTy 22y2yzy
y2oxt 3xyTy zx3yle 22y
yirt ey zxdy w2y%y?

23y202 yadz

ry’e yxixly

3z yxizyx

w3yy? yardyz?

PyPay yriy?

Pyt yriyxy

3yxy yardyle

yxy yxiy>

z3ya®

ziyxly

yxryx

w3y2a?

w3yay?

z3y’zy

23y

23y

Vemos de este modo que la interseccion es igual al subespacio (27, yz°). Por otro lado, en la suma
(ENF)+(ENG)+ (ENH)+ (E'NF')+ (E'NG’), observemos que el primer sumando es el
espacio generado por 27, el segundo es el subespacio generado por yz° y 27, y los demds son nulos.
Concluimos asi que la 4-upla es multidistributiva.

Ejemplo. Sea ahora A = k(z,y)/I donde R = R3 & R4 es un espacio de relaciones para el ideal
I con Ry = (x3) y Ry = (y*z). Es claro que R, y R, son excluyentes. El elemento y3z? pertenece
al subespacio (V® @ Rz @ V)N (VW ® R3) N (Ry ® V®)). Vemos entonces que esta interseccion
puede ser no nula.

A continuacién definiremos, con las notaciones anteriores, nuevas condiciones que seran uti-
lizadas més adelante, que llamaremos condiciones extras de nulidad y escribiremos (c.e.n.):

VO DeR,@V)N (VY @ R,) N (Ry® V@) =0, (4.2.15)
(Ve eR,@V)N (V@ e RN (R, @ V) =0. (4.2.16)
Mostremos un ejemplo en el cual estas condiciones se cumplen:

Ejemplo. Sea A = k(z,y)/I, donde el ideal I estd generado por R = R3 & Ry, R3 = (yz?) y
R4 = (y*). Observemos para simplificar los célculos que sia = 3y b = 4:

e (VO RR)N(R,® V@) =R, ®R,.
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e VW@R)N(R,@V®) =R, ®R,.

Luego, {y°z%} e {yz?y*} son bases para R, ® R, y R, ® R, respectivamente. Sin embargo,
Y22 g VOV e R, @ Veyr?y* ¢ V@1 @ R, ® V. Concluimos asi que se satisfacen las (c.e.n.).

La siguiente proposicién muestra que a partir de ciertos datos de Ker d2 y de la verificacién de
las (c.e.) y las (c.e.n.) podemos obtener informacién sobre Ker d3.

Proposiciéon 4.16. Supongamos que Ker 0o es 2-puro en grados a + 1 y b + 1, y que se satisfacen las
(c.e.n.) y la sequnda relacion de las (c.e.). Entonces, Ker 03 es 2-puro en grados 2a y 2b si y sélo si para todo
n > 2a+1,las 4-uplas (E,F,G,H)y (E® E',F+ F',G+ G', H+ H') son respectivamente distributiva
y multidistributiva, donde

E=v Ve, E'=vit ey,

F=I a0V, F' =Ty @ VO,

G = V(n—?a) ® Ra ® V(a), G/ — V(n—a—b) ® Ra ® V(b),
H = V(nfafb) ® Rb ® V(a), H/ — V(n72b) ® Rb ® V(b)

Antes de demostrar este resultado, observemos lo siguiente:
Observacién 4.17. (i) Sin < b+ 1 entonces E' = 0.
(ii) Sin < a+bentonces H=G' = H = 0.
(iii) Sin < 2bentonces H' = 0.

Demostraciéon. Comencemos por probar que la condicién es suficiente. Para ello supongamos
vélidas la distributividad y la multidistributividad de las 4-uplas segin corresponda. Ya vimos
que valen las igualdades:

(Kerds), =0 si n < 2a, (Ker 03)2q = J3,-
Ademas, si 2a < n < a + b, tenemos el subespacio
N, =EN(F+G)=(ENF)+(ENG)
=1 ®JE V2 [(VED @R, @ V)N (V@ ®R,) N (Ry ® V)]
=Ihq1 ®@J2, + V2 @ Jo .

Anélogamente a la demostracién de la Proposicién 4.14, se prueba que (Ker d3), = An—24 Q@ J3,.
Para el caso en que a + b < n < 2b, consideremos el subespacio

N,=EaoFE)N(F+F +G+G +H)
=(ENF)+(ENG)+(ENH)& (E'NF )+ (E'NG)
=In q1®@Jg 1 + V2 @ [(VED @R, @ V)N (V@ @ Ry) N (Ry @ V@))+
Ve @ [(VED e R, @ V)N (VO @ R) N (R, @ VW) @
=0 (c.e.n.)
Lip 1 @+ VDo (Ve Do R, o V)N (V@ e R)N (R, @ V®)]
=0(c.e.n)
=l a1 ®@JE, V2R JE L, @I
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La demostracion de que (Ker d3), = A,,—2,®J3, es andloga a la de la Proposicién 4.14. Observemos
que como (Ker d3),, = N , la clase de cualquier elemento en 1,,_y_1 ® Jé’ 1 S€

Tn—a 1878, @I s 1801,
anula en (Ker d3),,.

Finalmente, resta analizar el caso en que n > 2b, en el cual procedemos del mismo modo y
usamos ademads el Lema 4.13, para obtener:

Ny =Tnoao1 @ J0 + V2D @ T & (Tnmpo1 @ Jopq + VT2 @ J5).

Notemos que los sumandos que involucran grados relacionados con b se analizan como en la situa-
cién andloga que involucra a a, debido a que valen las (c.e.). Luego, Ker 3 es 2-puro en grados 2a y
2b.

Reciprocamente, si Ker d3 es 2-puro en grados 2a y 2b, entonces valen las siguientes igualdades:

(Kerd3), =0 si n < 2a,
(Kerds)y, = Ap_2q ® J3, si 2a < n < 2b,
(Kerds)y = Ap_0a @ J&, ® Ap_op @ JY, si n>2b.

De manera andloga a lo hecho para §,, obtenemos:

(EeE)N(F+F +G+G +H+H')
Iy01 ® Jngl DL—p_1 ® Jg-i-l
V(n—Qa) ® J2aa V(n—2b) ® ng
In—2a @ Jéla In—?b ® Jé)b

(Ker 63)n =

= An72a ® Jéla @D An72b & ng =

_ EnG EnH . E'nH' E'NnG’'
N In—2a & Jéla In—a—b ® Rb ® Ra In—a—b ® Ra & Rb In72b ® ng
ENG E'NnG

In72a & Jéla In—2b X ng

La ultima igualdad vale pues ENH = E'NH’ = 0 como fue probado anteriormente para el analisis
de N,,.

Ahora, debidoaque ENF =1, 1 ®Jg, ycomo I,, 2, ®J5, C I q1®J:,, porel Lema
2.20, se satisface la igualdad (ENG) N (In—q—1 ® J§1 1) = In—24 ® J3,.

Asi, podemos realizar el siguiente célculo:

ENnG ENnG _(ENG)+(ENF)

Inoa®Jg, (ENG)N(In—a-1®J ) In—a—1®JE

Los casos que involucran a grados relacionados con b y a los subespacios E’, F', G’ y H' son
analogos. Vemos asi que las 4-uplas son respectivamente distributiva y multidistributiva. O
4.2.4 Descripciéon de Ker §; parai > 3

Para estudiar el subespacio Ker d; con ¢ > 3 necesitamos agregar las siguientes condiciones:

(VO D @R)N(Ry@ V) . 4+ VO D @R, 0 V) =0,
VeV eR)N(R, @V +... 4 V2D @R, @ V) =0,
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que denominaremos condiciones extras cruzadas y denotaremos (c.e.c.). Observemos que si se
satisface la primera condicién de las (c.e.c.) yb—a+ 1 <t < b — 2 resulta:

0=V VQR)N(R@VE@ Y 4...4 VD QR 0V)
DWW VeR)N(VOETI DR, Ve ... L V@D g R oV)
= VO [(VO @ R,)N (R, @ Vet ... L ya—bt=14) o R, o V).

Luego,
(VO @R)N(Ry@ Ve 4o 4 Vet D g R @ V) = 0.

Anélogamente, se prueba que si se satisface la segunda condicién delas (c.e.c.) yb—a+1 <t < a—2,
(VO @Ry N (R, @ VE—a+8) .y ylmatb-D) o R @ V) =0.

En la demostracién del Teorema 4.19 que enunciaremos mds adelante apareceran ciertas inter-
secciones que pueden no ser nulas como veremos en el siguiente ejemplo. Es decir que las (c.e.c.)
no siempre se satisfacen.

Ejemplo. Consideremosi =4, a = 3, b = 4y n = 8 (siguiendo la notacién del Teorema 4.19). En
este caso, 2a = 6. Sea A = M donde I est4 generado por R = R3 © Ry, Rz = (2°y, zyz, yz?)
y Ry = (24, zya? ya3, y?a?, 23y, xyxy, yaiy, v’ oy, 2yz, vy’ yryz, y3z). Queremos calcular la si-
guiente interseccion

VP eIHNRVY) = (VP @R VE)N(VP @R;eVP)N(V W eR:2V)N(VP @Rs)N(Raa V).

La interseccion (R3@VE)N(V@R;@VO)N(V A R;eV)N(VE) @ R;) estd generada por el con-
junto {x2yx?y, xyx?yx, yryxz?}. Obtenemos de este modo una base para el subespacio V 2 @.J¢ for-
mada por los vectores {z%z2yz?y, zyz?yz?y, yraiyzty, v’ aiyrty, 2l wvyrye, zyryrlyr, yreyrlye,
yrryxyz, piyxlyx?, vyyryr?, yryrtyz?, yiyxtya ).

Vemos que R3 y R4 son excluyentes y que la interseccién de Ry @ V® con V(?) @ J2 es no nula.

Utilizaremos las ideas desarrolladas hasta el momento para calcular en general los nticleos de
los morfismos J;. Recordemos nuevamente que hemos fijado en un principio una base B para V'
y por ende, tenemos bases inducidas de los espacios V(™ con m > 2. Definimos como sigue los
morfismos J; (i > 3) de la resolucién minimal.

e Siies par,
. a b a b
6i'A®J%a®A®J%b_)A®J%a+1®A®J%b+17 (4217)
queda definida por las restricciones al dominio de §; de los morfismos

aQuj - Uj,

po T O Uy @ U

a

ﬁ@vhl ...fuh%b }_>/3’Uh1 -.-vhb—l ®vhb .../Uh%_b7

donde@,B € A, yvj, - vj, YUp - Un, , pertenecen a las bases inducidas de V(39) y y(5h)
ze b

respectivamente. Extendemos luego por linealidad. Observemos que la buena definicién se
debe a las siguientes inclusiones:

Ji, VeV e, |

= )
2 7 atl

b (b—1) b
J%-b cv ®J%b+1.
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e Siiesimpar,

. a b a b

queda definida a partir de las restricciones de los morfismos

a®vj1"'vji;1a+l Owjl®vj2"'vji;1a+la

v BN ) . — v v N0 )
B ® vp, hisi, Bun, ® vh, histy,y

donde@, 3 € A, yvj, -+ vj, , »
2 ¢

Y Uh, -+ Un,_,, pertenecen alas bases inducidas de y(5ath)
2

y V(oD respectivamente y extendiendo luego por linealidad. La buena definicién se debe
a las siguientes inclusiones:

L CVeJE J? CVeJ

Sa T S

Comenzaremos a estudiar en detalle el subespacio Ker §;.

e Caso ¢ par
Calculemos la imagen al aplicar el morfismo:

ia) P (hay by (4.2.19)
= > QUG U, @y, vy, N POy Uy @ Uy Vn -

i=G1

>
Il
e

) k)
k3 ’ k3
3@ 3t

Para que la imagen se anule, cada una de las sumas debe anularse pues la condicién de que R, y Ry
sean excluyentes impide la cancelacion de términos cruzados. Miremos grado a grado, recordando

que
(Kerdy), CA,_i,®Jf, ®A

ot
‘ @ T8,

i
n—s

Sin < La, (Kerd;), = 0. Supongamos entonces que n > %a. Para que el elemento dado por (4.2.19)
se anule, debe suceder que:

> v, €, e,y > Brvhy = Vny_y € Iy iz g

i=01di ) h:(h1=---h%‘b)

-

Resulta que In_%a_l =0, pues n — ZEQa —1 < a. Luego, (Ker d;), = 0.

Sin=ga+1, (Kerd)i,; C(A® Ti)san1 @ (A® ng)%,ﬂrl = (41 @Jf,) ®0. Luego,

(Ker i) sapr = (A1 @ T2 )N (La® JLa, ) = (V@I N (Ra © JEs, ) = T3,

Seaahoran = ta+mcon2 < m < a— 1. Param < %(b — a) tenemos que distinguir entre los
dos casos que detallaremos a continuacién.
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e Sim+a—1 < b, en este caso Ry no aparece en el ideal I,,,;,—1, entonces el niicleo satisface lo
siguiente:

(Ker d;), = (V™ @ J“ DN Umga1®V 7a+1))
= (VM @It )N [(Re@ V™D 4. VM D@ R,) @ VT )]
CVM™QR)N(Ra@VI™ 4+ V" Do R, V)0 V(iZY
=Vl e, @ViTe,

Asi, si un elemento estd en la interseccién que caracteriza al nicleo, sus tltimas coordenadas

deben pertenecer a R, @ V(= ¢t ya V @ J4,; luego, (Kerdi)n C vim-1) g J¢0 La
inclusion en el otro sentido es trivial pues J¢ CV ® J¢ 'y vim-1) g Ji1 € V(m D®
2 2

Pt C Ly @ VT,

z a+1
i—

R, V(=

eSim+a—-12>%,
(Ker6,)n =(V™ @ T4, ) N [(Re @ V"D 44 VD @ Ry) @ VT ot 4
(Rb ®V(m+a b— 1) V(m+a b—1) ®Rb) ® V(—aJrl)}

Sim = (b—a),entoncesn = tbe I,_i=2y_y = I,-1. Luego,

(Ker ), =(V(EC-) g I, ® J{{ ) N[(Re® yEO-a- 4 4 yGe-a-D g Ry gy tFtetl) 4

ip
2

(R, ® Y (52 (b—a)=1) Foet Y (52 (b—a)=1) ® Ry) ® V(—a+1)]

Consideremos ahora el caso en que m > £(b — a), en el cual podrian aparecer los subespacios
que involucran a R;. Tenemos entonces la siguiente caracterizacién para el ntcleo:

(Kerd,), =(V™ @ 78, @ VO3 @ 12 )N (1,2, @ VT 4 oay @ V5 2b+1))

n—

(VM e, eV e gt )n [(v(m V@R, + V™D QR, @V +---
Ra ® V('m—l)) ® V(i52u+1) + (V(7n+a—b—1) ® Rb + V(7n+a—b—2) ® Rb QV 4.+
Ry @ Vimta=b=1)y g y(GPatl) 4 (yln—a—52-1) g p |

V(”—ﬂ—%b—m QR, QV 4+ + R, ® V("—a—%b—l)) ® ‘/(7;2

(V2D @R 4+ V=D @ R, @V + - + R, @ V1~ 30-1) g (70D,

Observemos que V(™ = A,, y V(=30 = 4, ij porque n — ib<n—Zta<a-1. Ademds, como

n_%b—1>b—1,RbapareceenI RS TY

Finalmente, analizamos el caso n > “2’2 a. En particular, n—£a > a, por lo cual habré que dividir

por las relaciones correpondientes en cada grado. Tenemos entonces la siguiente descripcion:

N, . i

(Ker 61)?7, = m S1 n < §b+ a,
Ny . '

(Kerd;), = 7 v sin> X +a,

77.—*(1
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donde
N, = (V(n*%a) ®J:, @ y(n—30b) ® ng) N, -2, | ® y(52a+1) S V(i;2b+1))’
2 2 2 2

yVesD @t = 0sin < gb.

e Caso i impar Observemos que los casos i = 1 e i = 3 ya fueron estudiados. Entonces, para
i>3,

0; > @ @iy Vi, > B @ Vny = Uniy
S e (4.2.20)
= E : U, @ vj, ""Uj%a“ + z : Brvh, & Vpy - - .Uh%bﬂ'
=01, s di—1 ) h=(hy,-  hi_q )
Slatt S btl

Para que el resultado se anule, cada una de las sumas debe ser nula pues no se pueden cancelar
términos cruzados ya que R, y R; son excluyentes. Miremos nuevamente grado a grado:

b

(Kerdi)n - An—%a—l ® J?*Tla+1 b An—%b—l ® J%b—&-l'

Sin < Sta+1, (Kerd;), = 0. Supongamos entonces que n > =ta + 1.
Para que un elemento esté en el nicleo, debe satisfacerse que

> ajvj, € I,_iz1, yque > Prvn, € I, _is1y,
.7’:(.7’11"'-,J'%a+1) h:(hl"'wh%wrl)
Asi, es claro que sin < %a — 1 entonces (Ker ¢;),, = 0.
i+l

Por otro lado, describimos al nticleo en grado “%~a como sigue:

(Ker 6i)%a = (e J?%laﬂ) N(R, ® V(%a))
. (4.2.21)

= (Ve V@R eVIT )N (VW e JL, )N (R, o VT ).

Como Ker 65 es 2-puro en grados a + 1 y b + 1, por la Proposicion 4.14 se satisface (4.2.5), y por la
Proposicién 4.12, tenemos la inclusién (VY @ R,) N (R, @ Ve=Y) C V(=2 @ R, ® V. Ademds,
por el Lema 4.13, vale que (V) ® R,) N (R, @ V(@~V) = Jg. . Asi, en (4.2.21),

(Ker d;) it1, = {[(V(afl) ® Ro) N (R ® V(a—1))] ® V(i53a+1)} n (V(a) ©JL: )
2 2

= (S @VIT ) A (VW UL, ) = T4
2 2

Observemos que como a < b, no aparecen los subespacios que involucran a Ry, y que s6lo aparecen
relaciones en la descripcion de (Ker d;),, sin > “Ela.
Paran > Zla+1,

N, . i — 1
(Ker §;), = - sin<a-+ z—bJrl,
Inf%afl ® J%a—i—l 2
N, . p— 1
(Ker d;), = - v sin>a+ Z—b—kl,
Inf%afl(g‘]%a.,.l@Inf%lwl@‘]%b_,_l 2

donde
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i1

N,, = (V(n—%a—l) ® J{il;laJrl) N [(Ra @Vh—Fa=1) ... —I—V("_%“—l) ® Ry) ®V(%a+1) n
. il 2 ] ]
y(n="Fra) R, ® V(%a)], sin < min{%b +1, %a + b}

i1

N, = (Ve Te gL, IN[(Ry@Vr— el 4. pyh—FahgR)gViTe 4
2
i—1 i—1 i—1 i+1 i—1

(Ry@Vn—Fab-D ... 4 y=Fab-DgR)gVizu) 4 V-TaIgR,oVIF Y+
V=St @ Ry @ VT 9] si i5la + b <n < 5lh 4 1L

Observemos que sin = 51 a+b entonces el término (Rb®v(”*%a*b*1) ey (n=Fra=b-1)
®Ry) @ V7 9t es por definicién nulo.

No= (VO e ey, oV T el 0{[(RaeV =5 e 4. 4 vin= e
®R,)®V T D] [(Ry@V (=T a-b-D .. 4 y-Frab-DgR oy (T at)] [y h-Fag
R, @VIT I V=T e @R, @ VT 9] 4 [(R,@Vr-a= T b1 ... py-a-Fo-1 g
Ra) @ VT L [(Ry@ V50D 4 v 501 g Ry g VEF ] Va5 g
R, @ V0] 4 V=50 @ Ry @ VIS 0]}, sin > b,

Observemos que el segundo espacio que aparece en la interseccién puede escribirse como

8
> F; donde F; denota al I-ésimo término de esta suma. Luego, consideremos las siguientes

1=1
posibilidades:
— Sin < Sa+bentoncesn < Flbyasi, F, = Fy = Fg = Fy = 0. Ademads, como
i # 3, resulta n < a + ‘51by por lo tanto F; = F; = 0. Concluimos finalmente que

N, = F| + F3.
— Sin:%a+b,entoncesn< %byasi,Nn:Fl + F3+ Fy + F5 + Fr.

— Supongamos finalmente que n > “5ta + b. En este caso,

Fi+F+ Fy+ Fy si n < S,

N Fi+Fo+ Fy+Fy+ Fy si n=a+ S,

" Fi+F+ 5+ Fy+ Fs + F; si a+ 5b<n < Elp,
Fi+Fo+F3+ Fy+ Fs+ Fg+ Fr + Fy si n> 32

Observacién 4.18. Resumimos la informacion obtenida hasta ahora.
Si i es par, consideramos los siguientes espacios:

E,=V-i9gje
2

B, =V(—3b g ng,
Fi = (R, @V 4 ... L y-Fag R o VEY,
Fy =Vt g R @ VGel 4 ...y yh-3a-1) g B g y(FPatl)
Fy=(Ry@V(n—za=b) ... L y(n—30-b) g B} @ V(39),
Fi= (R, @ Va3 | ... | yn—a=3b) o R ) V(30

i+2

Fs=(Ry@ V=30 ... L V(=520 @ Ry @ VD),
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i+2

o Fy= V(=01 o Ry ® V(5b-1) 4t v (n—%b-1) ® Ry ® V(ig2b+1)/

o [ = Yy (n—sa=bt+l) g Ry ® ya-1) 4 4 y(h=Fa-b-1) o Ry, ® V(%“‘H),

o [y = V(n—a—%b—&-l) ® Ry ® V(%b—l) IS V(n—a—%b—l) @ Ry ® V(i;2b+1)-

En este caso podemos describir al espacio N,, vara n > £2q de acuerdo a los siquientes casos:
n 2

(1) n<%a—|—b—1,

(1.1) n < £b, N, = E, N (F} + F),

(2) n:%a—i—b—l,

(21) n < b, N, = E, N (Fy + F> + Fr),
(22) n> %b, N, = (E, @ Ey) N (Fy + F> + Fr),

(3) n>ta+b,

(31) n< b, N, = E, N (Fy + F> + F3 + Fr),
(3.2) n > Lb,
(32.1) n< H2p—1,
(3211) n<a+ib—1,N, = (E,NE) N (F + F> + F3+ Fy),
(3212) n=a+4b—1, N, = (E. N Ep) N (Fy + F + F3 + Fy + Fy),
(32.1.3) n>a+ b, Ny = (E, N Ey) N (Fy + Fo + F3 + Fy + Fr + Fy),
(3.2.2) n= %b—l,Nn = (B, ®Ey) N(Fy+ Fo+ F3+ Fy + Fs + F7 + Fg),
(3.2.3) n> H2b, N, = (B, N Ep) N (F1 + Fy + F3 + Fy + Fs + Fg + Fr + F).

Si i es impar, consideramos los siguientes espacios:

° Ea —_ V(n—%a—l) ® Ja

i;l a+1/

E :V(n_gb_l) le)f 7
* B : ® b+l

i+1

o Fi=(R, @V 5ol 4. g y=Felg R,y VT,

i—1

® F'2 — (Rb ® V(nfTafbfl) T V(nf%afbfl) ® Rb) ® V(%tﬂrl)/
o Iy = y(n—tFa) R, ® y(5a),

i—1

° F4 — V(n— 5—a—b) ® Rb ® V(%a),

° F5 — (Ra ® V(n—a—i_le—l) N V(n—a—%b—l) Q Ra) ® V( i;lb—‘rl),

i+1

e Fy= (R, V=501 4 ... 4 yn=Fo-1) o Ry ® Yy et

o I =V T g R g V(7

i+1

o Fy =V g R oVis0,
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Podemos describir al espacio N,, para n > “t*a de acuerdo a los siguientes casos:

(1) n< %b%—l,

(1.1) n < Zta+b N, = E, N (F + F),
(1.2) n =15 a+b, N, = E, N (Fy + Fs + Fy),
(13) n>Sta+b, N, = E, N (Fy + Fo + F3 + Fy).

(2) n> %b—&- 1,

21) n < Sta+b, N, = (E, ® Ep) N (F1 + F3),

22) n=5ta+0b, N, = (E, ® E) N (Fy + F3 + Fy),

(2.3) n > %aer,
(231) n<a+ 5tb, N, = (B, ® Ey) N (Fy + F> + F3 + Fy),
(232) a+ b <n < Zb, N, = (E, ® E,) N (Fy + F> + F5 + Fy + F5 + Fy),
(23.3) n> 4o, N, = (E, & Ey) N (Fy + Fo + F3 + Fy + F5 + Fs + Fr + Fy).

Para comprender mejor lo que hemos resumido en la Observacién 4.18, miremos cudndo se
anulan los espacios F; en el caso en que i es par 8el caso ¢ impar es andlogo):

— F; y F> nunca se anulan si n > %2q,
— F3=0siysolosin < éa—i—b,
— Fy=0siysolosin < a+ ib,
— F5; =0siysolosin < H2,
— Fs =0siysolosin < “2b — 1, 0 equivalentemente para n < “£2p,
— F; =0siyso6losin < £a+b— 1,0 equivalentemente paran < La +b,
— Fg=0siysolosin < a+ Lb.
Ademads, como %a < %b sii # 2 (el caso ¢ = 2 fue desarrollado previamente), resulta que

ta+b < £b+ a, luego no aparecen los términos correspondientes a estos grados en el subespacio
N,.

Teorema 4.19. Sea i > 4. Supongamos que para todo j tal que j < i, Ker d; es 2-puro en los siguientes
grados:
%a—Fl y %b—i—l si j espar,
%a y %b si j esimpar.
Supongamos ademds que se satisfacen las (c.e.), las (c.e.n.) y las (c.e.c.).
Para que Ker §; sea 2-puro en grados:

i+1

sa+1 e sb+1 sii espar,
i+l ;o :
“ra e “5ob si i esimpar,

es necesario y suficiente que se verifiquen las sigquientes condiciones:
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e Siiespar:
(i) (Ea,Bi, B2) es distributiva paran = a+m, con max{2,b—a+1} < m < min{a, 5(b—a)},

(ii) (E, @ Eby, B1 + B, Bs + By) es multidistributiva para n = %a -+ m, con max{2, %(b —a)} <
m<a-—1,

(iii) (E, ® Ey,(F1 + F3) + Fo + Fr,(Fy + F5) + Fs + Fs) es multidistributiva para cualquier
n> =424,
- 2

e Si i es impar, la condicion es:
(i) (Eq®Ey, (F1+Fs)+F3+Fy, (F5+Fg)+ Fr + Fy) es multidistributiva para todon > “2a+1.

Donde E,, Ey y Fy, 1 <1 < 8, estdn definidos como en la Observacién 4.18 y

Bi=WVr V@R, +... + R, ® Vn—10-1D)) g 72 atl)

By = (V(n—%a—b—l) QR+ + Ry ® V(n—%a—b—n) ® V(@Qa“),

B3 = (V("’“’%b”) @R 4+ R, ® V(n*af%bfl)) ® V(T2

By = (V("—%b—l) Q@Ry+-+Ry® V(n—gb—l)) o V(2.
Demostracion.

Caso 1: i par. Sabemos que
. }
(Kerd;), =0 si n < 2% (Ker5i)%a+1 = Jgaﬂ.
También vimos que paran = £a +m, con 2 < m < a — 1, se verifican los siguientes resultados:
e Sim < min{(b—a),b— a+ 1}, entonces

(Ker 5i)n — V(mfl) ® J%‘.‘a+1 = Am—l ® J;za+1'

e Sib—a+1<m< (b—a),entonces

(KGI‘ 5z)n = Ea N (Bl + BQ)
—dist. (Ea N Bl) + (Ea N BZ) g Ea N Bl - V(mil) ® JZ

za+1’

(4.2.22)

donde la inclusién es vélida ya que:

—2

E.NBy=(VM@Ji )0Vt Vg Ry 4. + R@ VIt ) g y (et
C (VU™ ® R,) N (Ry @ Ve .y yimta—t=1) g g, @ V)] @ VF )

=(ce.c.) 0.

Ademas, la inclusién en el otro sentido se satisface pues y(im—1) @ iy =FEaN B C Ea N
2
(B1 + Ba). Luego, (Ker;), = A1 ® J‘,jaH.
2
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e Sim > 5(b— a), entonces describimos al niicleo como sigue:

(Ker 57,)n = (Ea D Eb) n (B1 + By + B3 + B4)
=multidist. (E NBy+ E,N Bz) (Eb NBs+ EyN B4)

_ m—1 a n——b 1 b
=V ey eV V© I
=Am1©J4 +1@An,%b,1®ng+1.

Observemos que en la antetiltima igualdad empleamos el mismo razonamiento que en el caso
anterior para el primer sumando y que el segundo sumando se deduce en forma andloga a lo
desarrollado para el caso que involucra a R,. Ademas, es necesario utilizar que:

i—2

B, Bs = (V(nféb) ® J%‘b) ® [(V(nﬂk#bq) @Ry + -+ Ry ® V(nfaf#bfl))} o vz

b+1)

C(VP ) @ R) N (Ra @ Vo~ 2D ..y a= T D g R o V) @ V(T =,

b < S(a—0b)+

donde la dltima igualdad proviene de las (c.e.c.), teniendo en cuenta que n — 3

a—1<a-1
e Sea ahora n > “t24. Demostraremos a continuacién solo el altimo de los casos descriptos en
la Observacién 4.18 ya que el resto es mas sencillo de analizar. Para ello, observemos primero
que:
— E,N(Fi+F) =1, :,®J¢,.
2

- Ebﬂ(F4+F5):In_%b®ng

— P4+ Rt P+ Fr=1, o, @VETHD,

— Fy+ Fs+ Fg+ Fg = In—%b—l & V(i;2b+1).
~E,NF=Vei0e i )n Ve g Rao Va4 Vi) o R, ©
V(v 2a+1) V(n_t+la+1) ® [(V(a—l) ® Jga) N (Ry ® yGae-1) 4.4 ye-2) g R, ®

) =
) CVn—Eat) g (VE-D @ R)N(Re @ Ve 4... 4 V-2 @R, 0 V)| ®
Jga o) VO F D VD g go @ Jo, =VO-ias D, ®J2,,

La inclusién en el otro sentido resulta trivial usando que:

y(n—%a-1) ® Jg , C y(n—3%a) ® Jlil

V(nf—a 1) ® J¢ C V(nf—a 1) @ R, ® V( a+1)

’L a+1

Por lo tanto, B, N Fy = V(n—30-1 Ja

— Del mismo modo, si utilizamos la segunda relacién de las (c.e.) resulta que E, N Fg =

nffb 1 b
V( ) ® Jl b+1°

— E,NF; = (V(nfga) ® Jza) N (V(nfgaberl) QR ® ylda=1) 4 . 4 y(n—"F2a=b-1) Q@ Ry ®
) ) 2
VETet)) cvinmie bt @ (VD @ R)N(Ry @ VD 4 4 VED @ R @ V)] ®
V(’L;Q
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~ ByNFy= (V) gJb 0 (Vn—a—3+D) g R & V(5= PN e R, ®
VD) C ymam i) @ (Ve D @ RN (R @ VO D 4+ + VO D@ R, 0 V)] ®

v — donde, nuevamente, empleamos las (c.e.c.) en la tltima igualdad.

Tenemos de este modo que

N, = (E, ®Epy)N(Fy + Fo+ F3+ Fy + F5 + Fs + Fr + Fy)
=multdist. Bo N (F1 +F3) + E, N+ E,NFr+ E,N(Fy+ Fs5) + EyNFg+ Epy N Fy

=L 4@ T, + VT V@IS ] @8 VTR e S

Luego,

Ny,

(Ker é;), = b
In_i‘,a@)Ji @In_1b®=]i

a nfal a
(I3 ®J¢ LV >®Ja+1)
I_l‘ ®J? @In_%b®']i

X b nf—b 1 b
(In—%b@)‘] + Vi )®Jlb+1)

Lo ®J8, +VO i De g L @R, Vit e g,
~ 2 sa @ 3 +1
In—fa®‘]a Inffb®']
V(nf—a 1) ® Ja V(nf—b 1) ® Jll;bJrl
= I Ja V(n——a 1) Ja @ I J N (V(n—3% Lh—1) Jb ’
( n——a® ) ( ® i +1) ( n——b® ) ( ® "b+1)

De forma anéloga a la demostracién de la Proposicién 4.14 obtenemos la siguiente descripcion
para el ntcleo:

V(n—fb 1) ®Jb

V(n—§a 1) ® J¢ Yo

7, a+1
In—i’a—1®qu +1 I,lb 1®J

(Ker 51)n ~
i1

= Ay 501 ®J, 0 DAy ®ng+1-
De este modo hemos probado que Ker §; es 2-puro en grados a + 1 e £b + 1.

Reciprocamente, supongamos que Ker d; es 2-puro en grados Za + 1 e £b+ 1. Esto significa que
en cada grado, el nticleo es de la forma:

(Ker&-) _An——a 1®Jaa+1 An_lb 1®J1b+1

Para los casos en que n = %a +mcon 2 < m < a — 1; esta caracterizaciéon implica las distributivi-
dades enunciadas para la proposicién pues tenemos el siguiente hecho:

E, N (By + By) = (Kerd;), =V V@ J¢ | =E,NBy+E,NB,.
2

El razonamiento para el caso (ii) es andlogo. Al considerar grados mayores, el desarrollo es similar
a lo hecho para Ker 6. Obtenemos asi las distributividades y las multidistributividades pedidas
como condiciones equivalentes.

Caso 2: ¢ impar.
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Vimos que:

1
a—1, (Keréi)ﬂa :J?ila.

. 1+
(Kerd;), =0 si n < 5
Supongamos ahora que n > “£1q. Nuevamente, como cuando i es par, demostraremos el tiltimo
de los casos descriptos en la Observac1on 4.18. Para ello, observemos primero que:

— P4+ Bt B+ P+ B+ Fo+ P+ Fo=1, a0, @VET9+ 1, 00, @VEE?,

- E, N (F1 +F2) = In—%a—l ®J?_—1a+1'

—Ebﬂ(F5—|—F6):I ilp 1®J1 STURE

i+1

P @ [(Ve g

9@ Je L Notemos que esta tltima igualdad surge de

)N (V=59 @ R, @ VT ) = -

it+1

— E,NFy=( -
I, )N (Re@ VD) = o

2
una equivalencia demostrada durante el estudio de (Ker ¢;) i1

— Fa mF‘*:(V("_%“_”@JC‘ INVOT Tt g R gV IFe) = Vi (Ve-Dg
Liyr) N (Ry @ VT D)) c Vin-t3te- b)®[(V(bfl)®Ra)ﬂ(Rb®V(a71))]®V(L tatD) C

V(”“ 1“ DR[(VED@R,)N(Ry@ V@D ...y VD gR) )@V z et =, 0. Luego,
E,NFy=0.

— Usando la segunda condicion de las (c.e.), de manera anéloga a lo hecho para E, N F3, obte-
nemos que £, N Fy = y(n—t5tb ) ® J,+1

i—1 i—1

— ByNFy = (V=T =D g b 2 )N NV-e= T @ R, @ V(T b)) = y(n-a—FO g [(V-Dg
Tiy) N (Ra @ VET) C VO30 @ (VD @ Ry) 0 (Re @ VD 4 4 VD @
R, @ V)] @ VU =, ) 0. Luego, E;, N F; = 0.

Tenemos de este modo que

N, =(E, & Ey) N (F1 + Fy + F3 + Fy + F5 + Fg + F7 + Fg)
:Eam(F1+F2)+EamF3+E mF4+Ebm(F5+F6)+EbmF7+EmF8

_ . ( (n—
_Inf%afl ®J?%1a+l +V +V"

z+

%) ®JL+1

1+1 —|—[ —islp 1®JL 1p41

A partir de este momento el razonamiento es andlogo al del caso i par.
Obtenemos de este modo que Ker §; es 2-puro en grados “Ha e “1b si y s6lo si valen las dis-
tributividades y las multidistributividades pedidas en el enunc1ado de la proposicién. O

Veamos un ejemplo de dlgebra que cumple con todas las condiciones enunciadas en el Teorema
4.19.

Ejemplo. Sea A = % >> En este caso, R, = (z°) y R}, = (y*) son claramente excluyentes.
Tenemos los 51gu1entes espacios:

Jia=(VOR)N(R,®V)=(V®@Rs)N(R30V) = (2%),
Jp1=VOR)N(Ry,®V)=(VOR)N(Ri@V) = (°).

En general, param > 3, J% = (z™) ysil >4, J? = (y!).
Veamos a continuacién que se satisfacen las (c.e.):
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(V@A @R3) N (RsoaVA® 4+ VeoR3eV)

2223 322 rzdx
xyzd 23xy xxdy
yxad 23y yrz
2.3 3,2 3
yx Yy yr'y

La interseccion es el espacio (z°, yz*) =V @ J2, ;.

Por otro lado, calculamos (V®) @ Ry) N (R, @V + V@ Ry @ V3 + V2 @ Ry ® V) que resulta
igual al espacio (z2y°, zy%, yzy®,y") = VB @ JP ;.

Veamos ahora que las (c.e.n.) se satisfacen, para lo cual verificamos que las intersecciones (V) @
R:aV)N(VW @ R)N(R,@VE)y (VA @Ry @ V)N (VA @ Ry) N (Rz ® VW) son nulas.

Finalmente, veamos que se satisfacen las (c.e.c.). Calculamos para eso las intersecciones (V&) @
R)NRy@VA4VRR@V)y (VA @R)N(R3@VE) + VR0 V@ + V@ @ R3@V). Vemos
que ambas resultan nulas.

4.3 Algebras (a,b)-Koszul

Definimos ahora las funciones n,, ny : Ng — Ny, mediante

na(2j) = ja,na(2j +1) = ja+1,

ny(27) = jb, np(2j + 1) = jb+ 1, para todo j € No.
Sea ademds K; = A® Jg , +A®.J) , parai>0,donde J§ = J§ =k, Jf = Jp =V ylasumaes
directasii > 2.

Definicién 4.20. Un digebra A = T(V')/1 se dice (a,b)-homogénea si I tiene un conjunto de generadores
formado por elementos homogéneos de grados a y b.

Definicién 4.21. Dados a,b € N tales que 2 < a < by un espacio de relaciones para el ideal bildtero I tal
que R = R, ® Ry con R, y Ry, excluyentes, diremos que un dlgebra (a,b)-homogénea A, es (a,b)-Koszul
(generalizada) si el espacio vectorial graduado Tori (k, k) es 2-puro en grados n, (i) y ny (i) para todo i > 2.

Observacion 4.22. Sia = by quitamos la condicion que R, y Ry, sean excluyentes, entonces esta definicién
dice que A es a-Koszul en el sentido que se da en [B1].

Observacion 4.23. En la definicién anterior consideramos a k como A-médulo a izquierda y A es (a,b)-
Koszul a izquierda. Mientras que si consideramos a k como A-mddulo trivial a derecha k y lo resolvemos en
forma andloga; es decir tomando K; = J3 ;) @ A+ Jﬁb(i) ® A, se dice que A es (a,b)-Koszul a derecha.
Ademds A es (a,b)-Koszul a izquierda si y sélo si es (a, b)-Koszul a derecha.

Teorema 4.24. Sea A = T(V')/I un dlgebra (a,b)-homogénea (2 < a < b) y sea R un espacio de relaciones
para I tal que R = R, ® Ry, con R, y Ry, excluyentes. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Aes (a,b)-Koszul.

(ii) No hay obstruccién para construir (en la categoria de A-médulos a izquierda graduados y acotados
inferiormente) una resolucion proyectiva pura de k de la forma

e K LK e K M Ky -k — 0 (4.3.1)

mediante el proceso descripto en la Seccion §4.2.4 con K; definido como antes.
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(iii) Sesatisfacen las (c.e), las (c.e.n.), las (c.e.c.), y para cualquier j > 1 se tienen las siguientes propiedades:

La terna (E,, By, Bg) es distributiva para todon < (j + 1)a.

La terna (E, ® Ey, B1 + Ba, B3 + By) es multidistributiva para todon < (j + 1)a.

La 4-upla (Ey @ Eo, D1+ D2, G1 + Ga, H1 + Ha) es multidistributiva para todon > (j + 1)a.
La4-upla (E{® EY, D} + D4, Gt +Gh, H + H}) es multidistributiva para todon > (j+1)a+1.

Donde los espacios E,, Ey, By, (1 < h < 4) son aquellos considerados en el Teorema 4.19 y el resto de
los espacios son:

By = Vi) @ g B =vei g g

jas

By =V(—ib) g le?b7 E} = y(n—it=1) & J]be,

Dy =1y ja® V0%, D =I_jo—1 ® VU,
Dy=1I j5® Y b Dy=T, j,_1® Y b+,

Gy = y(n=(+latl) o g ,® V((J'*l)aJrl)7 "= Y (n=(G+1a) o R, ® V(ja),
Gy = V=G @ 1 @ Y (G-1b+1) L=ye-UtDh) @ B, @ VU,
H, = y(n—ja—btl) o Ig+b—2 ® V(G=Dat1) H! = y (=it o B, @ V1Y),
Hy = V(n—a—ibtl) o I8y o ® Y (G-Db+1) H} = y(n—a=ibt) @ g & Vb,

Observacién 4.25. Antes de demostrar el teorema observemos que E, = Ey con j = % siiespary E, = E}
con j = 5t si i es impar. Andlogamente con E,. Luego, vemos que los espacios definidos dependen de un

indice que no especificamos en la notacion.

Demostracion. Por el Corolario 2.43, dado 7 > 2, Torfl(lc7 k) puede ser no nulo sélo a partir
de grados mayores o iguales que n,(i) para todo i > 2. Entonces, resulta evidente que puede
construirse una resolucién de la forma (4.3.1) si y sélo si Tor:*(k, k) es 2-puro en grados 1, (i) y
ny (i), pues Tors (k, k) = o) © ng(i) por la demostracién del Corolario 2.43.

Para la condicién (iii) consideremos ademads los subespacios F; , 1 <! < 8 del Teorema 4.19 y

observemos los siguientes hechos:

e Siies par:
FEi=E,, D1 = F + F3, Gy = Fy, H, = F7,
Ey = Ey, Dy = Fy + Iy, Gy = Fg, Hy = Iy.

e Siiesimpar:

E| = E,, D] =F, + I, G\ = F3, H| = Fy,
E; = Ey, Dy = F + Fg, Gy = Fg, Hj = F;.

Estamos entonces en las condiciones del Teorema 4.19; es decir que las (c.e.), (c.e.n.) y (c.e.c.) se
verifican. O

A continuacién probaremos que para un dlgebra A, existen ciertas condiciones equivalentes a
que A sea (a, b)-Koszul.
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Proposicién 4.26. Sea A una k-dlgebra No-graduada. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Aes (a,b)-Koszul.
(ii) exty (k,k[-n]) = 0sin # n,(i) y n # ny(i).

(iii) Dados dos A-mddulos graduados M y N concentrados respectivamente en grados m y n, se tiene que
extly (M, N) = 0sin # m+nq(i) y n # m + ny(i).
Demostracién. Como k es de tipo finito, (2.5.4) asegura que Ext’; "(k,k) = BExt} "(k,k) =
ext?y (k, k[—n]). Por la Observacién 2.46 sabemos que Ext’; "(k,k) = (Tor?, (k,k))*, siendo asi
evidente que (i) se satisface si y sélo si se satisface (ii). l

La implicacion (iii) = (ii) es trivial pues k estd concentrado en grado 0y k[—n] estd concentrado
en grado —n.

Supongamos ahora que se verifica (i), entonces k admite una resolucién proyectiva graduada
que denotamos por P = (P;);>o, tal que para todoi P, = A ® Q; con Q; un k-espacio vectorial
2-concentrado en grados n, (i) y ny(i). Probemos entonces que (iii) es véalida. Como ext’y (M, N) =
ext’y (M[—m], N[-m]), podemos suponer que m = 0, y ya que M es suma directa de copias de k.
También podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que M = k. Por otro lado, tenemos los
siguientes isomorfismos naturales,

hom 4 (P;, N) ~homa(A® Q;j, N) ~ hom(Q;,Homu (A4, N)) ~ hom(Q;, N),

donde el dltimo espacio se anula en los grados n tales que n # n4(j) y n # ny(j), luego los tnicos
términos posiblemente no nulos del complejo hom 4 (P, N) estdn en grados n,(j) y ny(j). Como

i 5 Kerd;
ext’y (k, N) = H*(hom4 (P, N)) = Td_
y este cociente es homa(P; ® N) sii = n4(j) 04 = ny(j) y es nulo en cualquier otro caso. Asi,
ext’y (k, N) = homy(Q;, N), que es nulo salvo sin = n,(j) o n = ny(j). O

Proposicién 4.27. Sea A = T(V')/I un digebra (a, b)-homogénea (2 < a < b) tal que admite un espacio
de relaciones R = Rq @ Ry, con R, y Ry excluyentes. Si la dimension global de A es 2, entonces A es
(a, b)-Koszul.

Demostracion. Por la Proposicién 2.37, sabemos que una resolucion proyectiva graduada minimal
de k comienza por

AR AoV 2L A% .

Como la longitud de una resolucién proyectiva minimal de k es igual a la dimensién global de
A, que por hipétesis es 2, resulta que

0—A®RZ AV a2 —0
es exacta y luego, es trivial que A es (a, b)-Koszul. O

Si A es un algebra (a, b)-Koszul, el complejo (4.3.1) se llama la resolucién de Koszul de k como
A-médulo a izquierda. Esta resolucién es proyectiva y minimal, ya que por construccién, se podria
aplicar la Proposicion 2.16 en cada paso.

Generalizaremos ahora el complejo de Koszul definido por Priddy para el caso cuadratico (ver
[M1], [P]) de la siguiente manera:
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Sea A un algebra (a,b)-homogénea, definimos el siguiente complejo que llamaremos el com-
plejo de Koszul de A (a izquierda):

KL K s K S Ky 0, (432)

donde §; estd definido como en (4.2.17) o (4.2.18) segtn corresponda.
Observemos que:
e Siies par, debido a que J¢ C R, ® y(52a) yque J?, C Ry ® V{5, resulta evidente que
2 27
di—19; = 0. Mds explicitamente, como J i, CRa® V(%“), un elemento genérico en A ® JS,
2 2
es combinacion lineal de elementos de la forma @ ® 7; ® vj;,,, ---v;, donder; € B,, la base
ia

fijada para R,. Luego, basta calcular §,_1J; en estos elementos. Entonces,

a)) :(52'71 (51 <a® Z )\;'Ujl...vja ®Ujﬂ+l...vj;a>>
Ja)

J=(1, g

)

a

(5171((51(a® T X ,Uja,+1 . "Uj

Wl

= Y NEa(i@yg, v, ® v,y

j= (1, 5 da)

= E /\jél—l(avh Vju_y @ Vj, QUj,py v Uj

j= 01, s da)

- § : )\jav,]l Vja—1Vja ® UJa+1 Uj
i= 01, s da)

a
2

= Z A;Ujl'..vja®vja+l.'.vj%a:m®vja+l Uj%'a:O
j= (1, s da)
El otro caso resulta analogo.
¢ Siiesimpar, debidoaque J¢, ., C Ry ® V= et y que JZZTle_H C Ry @ V51 resulta

evidente que ¢;_10; = 0. Se verifica andlogamente al caso 4 par.

Luego, (4.3.2) es efectivamente un complejo.

En la categoria graduada, el complejo de Koszul estd formado por médulos proyectivos: J? y
Jb son proyectivos como k-moédulos, aplicamos el funtor A ®;, — y usamos que A es k-playo. Estos
moédulos también son 2-puros salvo Ky y K1, que son puros.

Proposicion 4.28. Sea A un dlgebra (a,b)-homogénea (2 < a < b) tal que I admite un espacio de relaciones
R =R, ® Ry con R, y Ry, excluyentes. A es (a,b)-Koszul si y sélo si su complejo de Koszul a izquierda (o
a derecha) es exacto en grados positivos.

Demostracién. La condicion necesaria es consecuencia del Teorema 4.24.
Para la implicacién reciproca, supongamos que el complejo de Koszul es exacto. Apliquemos el
funtor k ®4 — a este complejo para calcular Tor? (k, k), el cual coincide con k ® 4 K, que es 2-puro

en grados n(2) y np(2) para i > 2. Deducimos entonces que A es (a, b)-Koszul. O

Proposicién 4.29. Sea A = T(V)/I un dlgebra (a,b)-homogénea y sea R su espacio de relaciones. Supon-
gamos que k tiene una resolucién proyectiva graduada como A-médulo a izquierda de la forma

Y p g (4.33)
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tal que Py y Py son puros en grados 0 y 1 respectivamente y P; es 2-puro en grados ng (i) y ny (i), para
todo i > 2. En este caso, por definicion, A es (a,b)-Koszul. Entonces existe un morfismo graduado f de
la resolucion (4.3.3) a la resolucion de Koszul. Ademds, si g es otro morfismo de la resolucién (4.3.3) a la
resolucién de Koszul, entonces go = fo y dado i > 1, para todo j, 0 < j < ny(i — 1), (9:); = (fi);-

Demostracién. Haremos induccién sobre 7. Si ¢ = 0 tenemos el siguiente diagrama:

P
o
4 €

A——k——0.

Como P es proyectivo, existe un morfismo fy : Py — A tal que efy = do. Ademads, como Py es puro
en grado 0, alcanza con definir f, en grado 0 y debido a que ¢ es la identidad en grado 0, (fo)o = do,
con lo cual tenemos la unicidad y la suryectividad. Supongamos ahora que fo(p) = fo(gq), donde
gr(p) = gr(g) = 0, entonces p — g € (Kerdy)o = 0 con lo cual fj es inyectiva.

Fijemos ahora ¢ > 1. Como se trata de dos resoluciones proyectivas de k, sabemos que existe un
morfismo graduado de complejos f de la forma:

Pit1 s P; S Py Py = Py Lk 0
\LfiJrl i/fzz i/fi,fl i/h \Lfo 1g
Kt b1 K; b K1 s K o Ky %0 i 0.

Ademads, f es tnico salvo equivalencia homot6pica. Supongamos ahora que existe otro mor-
fismo graduado de complejos g de la resolucién (4.3.3) a la resolucién de Koszul. La hipétesis
inductiva dice que los morfismos f; para 0 < ¢t < i — 1 son tales que fy es tnico y f; es unico en
grados menores que 1 (¢t — 1). Podemos construir una homotopia de contraccion s (ver [W], pagina
36) s; 1 Py — K;41; es decir, f; — g; = diy15; +si—1d;. Como P; estd generado en grados n,(¢) y ny (%)
y K1 puede ser no nulo sélo en grados mayores o iguales que n,(i + 1) > n,(i), s; se anula en
grados menores que n,(7) y s,—1 se anula en grados menores que n,(i — 1). Mds explicitamente, sea
x € P;, sigr(z) < ny(i) resulta trivial que s;(x) = 0. Supongamos ahora que n, (i) < gr(z) < ny(i),
entonces z = ax’ cona € Ay ' € (P;),, ;) y por lo tanto, s;(x) = as;(2’) = 0. Asi, f; = g; en
grados menores que (i — 1). O

4.4 Reticulados

La presente seccién es una recopilacién de resultados utilizados para el estudio de distributividad
de reticulados. La informacién aqui desarrollada ha sido extraida del trabajo realizado por Ore,
[O].

Recordamos la siguiente definicién clésica:

Definicién 4.30. Sea (D, <, +,-) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que D es un reticulado si
para cada par de elementos x,y € D existe el supremo x + y y el infimo x - y.

Ejemplo. Sea V un k-espacio vectorial. El conjunto £(V') formado por los subespacios de V'
ordenados por la inclusién y con las operaciones de suma e interseccién, es un reticulado.
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Lema 4.31 ([O]). Sean z,y, = elementos de un reticulado D. Se satisfacen las siguientes igualdades:

(i) z-y=y- =z (v) c+y=y+c.

(ii) -z = z. (vi) x4z ==

(iii) z-(y-2)=(x-y)- 2. (ii) x4+ (y+2) = (z+vy)+ =
(iv) v+z-y=ux. (viii) x - (x +y) = x.

Demostracion. Las relaciones (i), (ii), (v) y (vi) son triviales por definicién de infimo y supremo.

Para probar (iii) observemos que z - (y - z) <z yz-(y-2) <y-z. Ademds,y-z<yey-z < z.
Luego, z - (y-2) < x-yyconcluimosasiquez - (y-z) < (x-y) -z Porotrolado, (z-y) -z <z -y,
z-y<azyz-y <y ademds (z-y)- -z < z. Luego, (z-y) -z < y -z Concluimos finalmente que
(x-y)-z < z-(y-z) y probamos la igualdad. Hemos probado la asociatividad del infimo, notaremos

La demostracién de (vii) es andloga a la de (iii). Esta propiedad es la asociatividad del supremo,
notaremos (z +y) +z =z +y + 2.

La prueba de (iv) se basa en que  + x - y > x y, por otro lado, x > z y z > x - y, entonces
x> x + x - y, luego se verifica la igualdad. En forma andloga se prueba (viii). O

Es claro el siguiente resultado:
Lema 4.32 ([O]). Sean x e y en un reticulado D. Si x > y entonces se satisfacen las siquientes igualdades:
(i) x+y==x
(i) z-y=uy.

Definicién 4.33 ([O]). Axioma de Dedekind: Diremos que D es un estructura de Dedekind si para toda
terna de elementos x,y,z en D tales que x +y > z > x, resulta z = v+ y - 2.

Lema 4.34. L(V) es una estructura de Dedekind.

Demostraciéon. Sean Wy, Wy, W5 € L(V) tales que Wy C W3 C Wi + W,. Veamos entonces
que W3 = Wy + (W N Ws). Probaremos la doble inclusién. Sea w € W3, si w € W, entonces
w € WaNWs C Wy + (W3 N Ws). Por el contrario, si w ¢ Wa, como W3 C Wy + Ws, tenemos que
w = w; + wy, conw; € Wy, wy € Wy yw; # 0. Como w; € Wy C W3, entonces wy € W3 y por lo
tanto we € Wa N W3, es decir que w € Wy + (W2 N W3). La otra inclusién es trivial. g

Definicién 4.35 ([O]). Una terna (z,y, z) de elementos de un reticulado D satisface la ley distributiva si
(z+y) z=x-24+y- 2

Ejemplo. Estd claro que en £(V') no todas las ternas de elementos verifican la ley distributiva.

Enunciaremos y probaremos a continuacién algunas propiedades que se satisfacen para una
estructura de Dedekind D.

Proposicién 4.36 ([O]). Sea D una estructura de Dedekind, sean z,y, z € D.
(i) Siz>xzentoncesz - (x+y)=x+7y-=z
(ii) Sea T, = (x+vy-2) - (y+ 2). Severificaque T, =x-(y+2z)+y- 2.
(iii) Sean x,y, = tales que (x +y) - z = x - z + y - z. Entonces se satisfacen las siguientes igualdades:

o r-y+z-x=ux-(z+x-y). Llamaremos S, a este iltimo elemento.
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er-zty-x=x-(y+az-z).
o (z+vy) (z+2)=x+2z(x+vy). Llamaremos S, a este iiltimo elemento.
o (z+y-2)- (y+x-2)=y-z+4+z-x+x-y. Llamaremos R a este iiltimo elemento.

ex-(y+2)+ty - (x+2)=(y+2) (z+2) (x+vy). Llamaremos R a este iiltimo elemento.
Demostracion.

(i) Sabemos que z+y > z- (x +y) > x- (z +y). Si usamos que D es un estructura de Dedekind,
vemosquez-(z+y)=z-(x+y)+y-(z-(z+y)=z+y-z-(x+y)=z+y- =z

(ii) Probamos laigualdad comosigue: z- (y+2)+y-z2=y-z2+z-(y+2)=Uy+2)-(y-2+7x)
= (y+2)-(z+y-2) = (x+y-2)- (y+2) donde la segunda igualdad es vélida por la propiedad
anterior.

(iii) Es inmediato ver que:

ex-ytz-z=z-(x-y+z)=z-(z2+x-y) =5

ex-zty-z=z-(z-z4+y)=x-(y+a-2).

e (z+ty - (z+z)=v+z-(x+yy@+z) - (x+y) =2z+y-(r+2). Porlo tanto,
(z+y) (z+2)=z+y-(z+2)=z+2z-(x+y) =5,

e (z+y-2)-(z-z4+y)=x-2+y-+y-2)yy-(y-24+x)=y-z+2x-y. Porlo
tanto, x -z 4+y-(z+y-2)=z-z2+@Wy-z2+x-y)=x-24+y-z+z-y. Luego, R =
(x4+y-2)-y+x-2)=y-z+z-x+x- 9.

o (v+2z)-(v-(y+z)+y) =2 (y+2)+y (x+2)y (y+2) - (y+2) = y+z-(y+2). Porlo tanto,
(z+2)-(z-(y+2)+y) = (x+2)-(y+2) - (y+2)) = (v+2) (y+2) (y+=). Entonces, R =
W+z) - (z+z)- @+y)=z-(y+2)+y- (v+2).

Observacién 4.37. Es claro que T, S, S., R Yy R dependen de los elementos x,y, z.

Usando la hipétesis de distributividad y los resultados probados en la Proposicién 4.36, tenemos
que

Se = (x+y)-(w+2) = z+2-(x+y) =2+ (z+y) 2z =+ (v-24y-2) =r+x-2+y-2 = v+y-2, (44.1)
donde la dltima igualdad se satisface pues x > «x - z. Andlogamente,
Sy=y+xz-z. (4.4.2)

Si aplicamos la hipétesis de distributividad a 7, tenemos que T, = z - (x +y) + 2 -y =
(x-z+y-2)+z-y=z-z4+y-z+x-y=R;y

Ty = (x+y-2)-(y+2) = (x+y)-(2+2)-(y+2) = B = (y+2)-(y+2)-(2+2) = (y+z-2)-(2+2) = T

Porotrolado, T, - Ty = ((z4+y-2)- (y+2)) - (y+z-2)-(x+2)) = (z+y-2)-(y+2)- (y+z-2)- (v +2) =
(x+y-2) (y+z-2) = Rdonde la antetltima igualdad es vdlidapues z >z - zy z > y - 2.
Ademés, al ser T, - T, = R- R = R, concluimos que T,, = T, = T, = R = R. Mas atn,
observemosquez - (z-y+y-z+z-x)=z-(z+y-2)-(y+z-2)=z-(x+y-2)-(y+z-2)) =
z-(y+x-2) =S, donde la antedltima igualdad es vélida pues < x + y - z. Podemos ver que
Se=a-yta-zoa-(oyty-ztzoa)=a-(@+y) (y+2) (z+a2) =2 (y+2)yque
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Sy =y-z+y-z=1y-(x+z). Hemos probado asi que si la terna (x, y, z) satisface la Ley distributiva,
entonces todas las posibles combinaciones de ternas formadas por los elementos x, y, z la satisfacen
también.

Dedekind probé que cuando el axioma de Dedekind se satisface, entonces el reticulado gene-
rado por tres elementos z, y, z, es un reticulado finito formado por los siguientes 28 elementos:

r+y+z ety y+tz z4a; Spy Sy Sy vty-zytzow zt+a-y; Ry oa oy oz Ty Ty T
r-(y+z2)y-(z+x); z-(x+y); R Su; Sys Sy x-ys y-25 2-x5 -9 - 2.

Observemos que en el caso en que la terna (z,y, z) satisface la ley distributiva, este reticulado se
reduce al formado por los siguientes 18 elementos:

Tyt ety Yyt ctn ety ytzom ety oy sty (y+e) (2 +a)
e-(y+z2siy - (z+a)z- @ty zyhy zzocy 2

4.4.1 Subreticulados distributivos de un reticulado modular

En esta seccién presentamos una breve resefia del articulo de Jénsson, [J], cuyos resultados son
ttiles en nuestro trabajo para probar la Proposicién 4.57.

Definicién 4.38 ([J]). Un reticulado (D, <,+,-) se dice distributivo si para todo x,y,z € D resulta
z-(y+z)=z-y+x- 2
Definicién 4.39 ([J]). Un reticulado modular D es un reticulado (D, <,+,-) que satisface la siguiente
condicion:

r<z=z+(y-2)=(x+y) -z (4.4.3)

Observacion 4.40. (L(V), C,+,N) es un reticulado modular. Para probar esta afirmacién consideramos
Wi, Wa, W3 € L(V) tales que W1 C Ws. Queremos ver que Wy + (Wo N W3) = (W7 + Wa) N Wa.
Consideremos el elemento w + w’, donde w € Wi C Wiy w' € Wo N W5 C W3, entonces w +w' € Wa y
w+ w' € Wy + Wa. La demostracion de la otra inclusion es andloga a la del Lema 4.34.

Lema 4.41. Si D es un reticulado modular, entonces es una estructura de Dedekind.

Demostraciéon. Sean z,y,z € D tales que z < z < z + y. En particular, como D es modular,
z+ (y-2z) =(xr+y)- 2=z Luedo, D es una estructura de Dedekind.

Lema 4.42 ([JI). Si D es un reticulado modular y x,y,z € D, entonces las siquientes igualdades son
equivalentes:

(i) (x4y)-z2=z-2+y- 2
(i) (y+z2) 2=y -z+z2- =z
(iii) (z4x) - y=z-y+x-y.
(iv) z-y+z=(x+2) (y+2).
@ y-z+x=y+z) (z+x).

(i) z-x+y=(2+y) (x+y).
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Demostracién. Supongamos valida la igualdad (i), y veamos que se satisface (v): (y+x)- (2 +z) =
(y+z)-z+z=y-z+x-z+z=y-2z+z Del mismo modo, se muestra que (ii) implica (vi) y que
(iii) implica (iv).

Por otro lado, si suponemos valida (v), usando la condicién (4.4.3) vemos que z - y + = - y =
(z-y+a)-y=@w+a) - (z+2) -y = (2+ )y Hemos probado entonces que (v) implica (iii).
Anélogamente se prueba que (iv) = (ii) y (vi) = (i).

Tenemos de este modo la siguiente cadena de implicaciones: (i) = (v) = (iii) = (iv) = (ii) = (vi)
= (i), y obtenemos asi todas las equivalencias. O

Tenemos la siguiente definicion clasica:

Definicién 4.43. Un subreticulado de un reticulado D es un subconjunto de D con el orden parcial in-
ducido, que es estable por infimos y supremos.

Observacion 4.44. Todo subreticulado de un reticulado distributivo es distributivo.

Definicion 4.45 ([J]). Sea D un reticulado y sea X un subconjunto no vacio de D. EI subreticulado
generado por X es el menor reticulado Dx tal que:

(ii) six,y € X entonces x -y € Dx,
(iii) six,y € X entonces x +y € Dx.

Teorema 4.46 ([J1). Sea X un subconjunto no vacio de un reticulado modular D. EI subreticulado Dx es
distributivo si y solo si se satisface:

m

(ixi) H yi = (x ﬁ v5) (4.4.4)

i=1 j=1 =1 j=1
paratodom,n € N, z;,y; € X,1<i<m,1<j<n.

Demostracion. Esta condicion es claramente necesaria. Para ver que es suficiente, primero probe-
mos que cualquier conjunto no vacio X que satisfaga la propiedad (4.4.4), satisface también su
propiedad dual que estd dada por la férmula:

[Tei+ D> wi=11 (:c + Zyj> : (4.4.5)

i=1 j=1 i=1 ji=1

Lo probaremos por induccién sobre m. Si m = 1, la condicién es trivial. Supongamos vélida ahora
la propiedad (4.4.5) param > 1,

m + 1 n n m n n m n
H (wi—i- Zyj> = <$m+1+ Zyj) : H <$z’+ Z?h‘) =H.I <3?m+1+ Zw) : <HCUL+ Zyj)
=1 j=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

n m n m 4+ 1 n m n m 4+ 1 n
=(4.4.3) <1m+1 + Zyj) : (Hl’z) + Zyj =(4.4.9) H z; + Z (yjHJ%') + Zyj = H zi + Zyj-
=1 j=1 i=1 i=1 i=1

=1 =1 i=1 i=1

Supongamos ahora que X satisface la condicién (4.4.4), entonces X estd contenido en un sub-
conjunto Y de D que es maximal respecto de la propiedad de satisfacer la condicion (4.4.4) para
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todoz;,y; € Y (1 <i <m,1<j <m). Claramente, Y es distributivo con lo cual basta probar que
Y es un subreticulado de D.

Consideremos u,v € Y ysea Z = Y U {u - v}. Para mostrar que Z satisface la condicién
(4.4.4) s6lo es necesario considerar el caso en que z;,y; € Yparal <i<m—-1,1<j < ny

m — 1 n

Zm = u - v. Para simplificar notacién escribimos x = > z; e y = [] y;. Inferimos de (4.4.5) que
i=1 j=1

Tm -y + &= (@ +2) - (y + ).
Se sigue del Lema 4.42, que al valer (v), se satisface (i) y entonces (z + &) -y =2 -y + T - Yy
por lo tanto, podemos calcular lo siguiente:

m m — 1 m — 1 m
(zxi)y: (zxmm) - (zmi.y) R o
i =1 i =1 i =1 i =1

Luego, como Y C Z e Y es maximal debe ser Y = Z y por lo tanto v - v € Y. Mediante un
razonamiento andlogo al aplicar dualidades, se prueba que Y es cerrado para la suma. Por lo tanto
el subreticulado generado por X es distributivo pues esta contenidoen Y. O

Teorema 4.47 ([J]). Sea D un reticulado modular y sean x,y,z € D. El subreticulado generado por el
conjunto {x,y, z} es distributivo siy sélosi (x +y) - z=z-z+y - 2

Demostracion. Por el Teorema 4.46 sabemos que {z z enera un subreticualdo distributivo si
'Y,
y sblo si se satisfacen las siguientes condiciones:

o (z+y)-z=z-24+y-z
o (z4z) y=z-y+z-y.
e (y+2) x=y-x+2z- .

El Lema 4.42 asegura que la primera condicion implica las otras dos. O

4.4.2 Distributividad de reticulados

El objetivo de esta seccién es probar resultados que permiten decidir si ciertas ternas y 4-uplas
son distributivas o multidistributivas. Las demostraciones de los resultados que se presentan son
técnicas.

Dado un k-espacio vectorial V, recordemos que £(V') es un reticulado cuyos elementos minimo
y méximo son respectivamente el subespacio nulo y el espacio total V.

Observacion 4.48. Todo subreticulado de L(V') es modular.

Queremos estudiar cudndo un subreticulado 7 C L(V) es:
o distributivo;

e multidistributivo; es decir, (E@ E')N(Fi+-- -+ F,+Gi+---+Gy) =[(ENF))+---+(EN
F)l®[(E'NG1)+---+ (E'NGy)] para cualesquiera E, E', F;,G; € T.

Observacion 4.49. Se prueba inmediatamente, por induccién sobre t > 2, que si un subreticulado de L(V')
es distributivo, entonces para cualquier conjunto {E, Fy,- - - , F; } de elementos del subreticulado se satisface
la igualdad:

EnN(Fi+---+F)=(EnNKH)+- -+ (ENEF).
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Sean W7, --- , W, subespacios de V. Sea 7 el subreticulado generado por Wy, --- , W,,.
El siguiente resultado es un primer criterio de distributividad (ver [B1], [BF], [BGS1]). La de-
mostracién que aqui aparece es independiente de estos trabajos.

Proposicién 4.50 ([B1], [BF], [BGS1]). T es distributivo si y solo si existe una base B de V' tal que B; =
B N W, es una base de W;, para todo 1 < i < n. En este caso se dice que B distribuye con Wy, - -, W,,.

Demostracién. Supongamos que 7 es distributivo. Haremos induccién sobre n para construir una
tal base B. Sin = 1, T es simplemente IV}, elegimos entonces una base B; de W; y la extendemos
a una base B de V. Es claro que BN W; = B;.

Sea ahora 7,,— el subreticulado generado por los subespacios W71, - - - , W,,_; y supongamos por
hipétesis inductiva que existe una base B de V, tal que BNW; es una base de W; paral < i < n—1.
Sea ahora 7 el subreticulado generado por Wy, -, W, _1,W,. Sea B; = BN W;,1<i<n-—1

n —1 —~
ysea B’ = |J B;. Observemos que al estar contenido en la base B, B’ es un conjunto linealmente

i=1
independiente. Consideremos las siguientes situaciones:

(i) Si (B') N W,, = {0}, elegimos una base B,, de W,, que es disjunta con B’ y extendemos el
conjunto B’ U B,, a una base B de V. Para simplificar la notacién, supongamos que:

Bl:{”h"' 31}}!}’ Bn:{wla"' ,U)[}, B = {vla"' y Uhy, W1, o0 s W, U,y -t ’U’WL}'

Afirmamos que BN W,; = B; para todo 1 < ¢ < n — 1. Por construccién, B; C BN W,. Sea
ahora v € BN W, para un ¢ fijo tal que 1 < i < n — 1. La dnica posibilidad es que v € B,
entonces v € B; paraalgin jtalquel < j<n—1,perov e W; = (B;) yasi, v € B;.

(i)) Si (B") N W,, # {0}, supongamos como antes que B’ = {v,--- ,v,}. Entonces (B') = (v1) +
-+ =+ (vp) y como 7,,_; es distributivo por la Observacion 4.44, vale la propiedad:

<B/> NW, = (<U1> +o At <Uh>) nNW, = (<U1> N Wn) + o+ (<vh>) N Wn)-

Luego, {v;/v; € W, } es una base de (B’) N ,,. Extendemos primero este conjunto a una base
B, de W,, y luego el conjunto B’ U B,, a una base B de V para lo cual usamos la siguiente
notacion:

Bn :{Uj/v] GWn}U{wlv 7wl}7 B:{,Ula"' sy Up, W1, *++ , W, UL, " - 7um}~

De manera anéloga al caso (i), se ve que BN W; = B; para 1 <4 < n — 1. S6lo restaria ver que
BN W, C B,, ya que la inclusién en el otro sentido es trivial. Sea entonces v € BN W, luego

o Sive{v, - v}, comoveW,, ve {vj/v; e W,} CB,.
e Siv e {wy, - ,w}, trivialmente v € B,,.
o Sive {uy, - ,un}, comov e W,, se contradice la independencia lineal de 5.

Reciprocamente, sean E, F, G elementos del subreticulado 7 y sea B una base de V' tal que
BN W, esbase de W; para todoi (1 < i < n). E, F'y G se escriben respectivamente en términos de
intersecciones y sumas de ciertos espacios Wg,, - ,Wg,; Wg,, -+ ,Wg, y Wg,, -+, Wg,, donde
todos los subindices pertenecen al conjunto {1,--- ,n}. Sea B; = BN W, paratodo1l < i < n;
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veamos que EN(F+G) C(ENF)+ (ENG). Seav € EN (F+ @), entonces v puede escribirse

como sigue:
v = E AUy, = E ,Bpwp E YqUqs

r
’U7n€‘U Bp.

H wa

wp € uge U Bg,

h=1

CON Quy, Bp, Vg € k. Sitodos los escalares (3, y v, fueran nulos, v seria nulo también. Lo mismo
ocurriria si se cancelaran los términos de la primera suma del lado derecho de la igualdad con los
de la segunda Supongamos entonces que existe un (3, no nulo tal que G,w, # —7y,uq para todo
Uq € U Bg, . Como la escritura en términos de la base B es tinica, sabemos que existe v,,, € U Bg,

h =1
tal que v,, = w,. Concluimos de esta manera que:

Z OmUm — Z Bpwp = Z Yqlq -

r s t
vm € U Bpg, wp € U Bp. ug € U
i=1 v j J , =

cE g€

Anélogamente, se satisface que

Z U U — Z VqlUq = Z Bpwy .

vmeingEl uqehglgch wpejngFj
€E €F
Concluimos asi que v € (E N F) 4+ (ENG), y por lo tanto la terna es distributiva. O

Ejemplo. Sea V = R? y sea 7 el subreticulado generado por los siguientes subespacios:

Wl = <€17€2>,
Wy = <€1 - 62>,
W3 = (e2, e3),

donde {e;}1_; es la base canénica de R*. Resulta evidente que la base B = {e1 — e2,e9,€e3,€4}
distribuye con los espacios W; para i = 1,2, 3.

Lema 4.51. Silaterna (E® E',F1 + -+ + Fi,G1 + - - - + Gy) es multidistributiva, entonces valen las
siguientes inclusiones:

EN(Gi+--+Gy) CEN(Fy+---+ Fp),
E’ﬁ(FlJr"'JrFt)QE’Q(G1+"‘+Gt’)-

Demostracién. Al ser la terna multidistributiva, se verifica la igualdad:
(EoEYN(Fi+-+F,+Gi+ - +Gy)=(ENF)+- -+ (ENE)+(E'NGy) +-+ (E'NGy).
Seave EN(Gy+---+ Gy); entonces,v € (E®dE)N(FL+---+F+Gy+ -+ Gy). Como

ENnE ={0},ve (ENF)+---+(ENF,)CEN(F +---+ F;). Andlogamente se prueba la otra
inclusion. ]
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Observacion 4.52. Sean E1, Es, E' elementos de un reticulado distributivo T tales que E; N E' = Eo N
E' =0, entonces (E1 + E;)NE'=FE,NE +EsNE =0.

Demostramos ahora el siguiente lema técnico:

Lema 4.53. Sea T un subreticulado distributivo de L(V'). Sean E,E',Ey, Ey, E{,E5, F;,G; € T,1 <
i <t,1<j <t Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(i) Silas ternas (E ® E',F1,G1 + -+ Gy) y (E @ E',F>,Gy + --- + Gy) son multidistributivas,
entonces las ternas (E @ E' ) F1 + F5,G1+ -+ Gy)y (E® E',Fi N F3,G1 + - - - + Gy ) también
lo son.

(ii) Silasternas (E®E',F1+---+F,,G1)y (EQE', Fy+---+F;, Go) son multidistributivas, entonces
las ternas (E@ E',F1 + -+ F;,G1 + G2) y (E@ E',Fy + - - - + F;, G1 N G2) también lo son.

(iii) Silas ternas (B ® B\ F1+ -+ F,,G1+ - +Gp)y (B2 ® E',Fi+---+ F,,G1+ -+ Gy)
son multidistributivas, entonces las ternas (E1 + E2) ® B, Fy + -+ F;,G1 + -+ Gy) y (E1 N
E))®FE Fi+ -+ F,G1+ - - + Gy) también lo son.

(iv) Silasternas (E® E,, i+ -+ F;,G1+ -+ Gp)y(E®@EyY, Fi+ -+ F;,G1 + -+ Gy) son
multidistributivas, entonces las ternas (E & (E{ + ES), Fi +-- -+ F,,G1+---+Gy)y (E® (1N
EY),Fy+ -+ F,Gy + - - + Gy ) también lo son.

Demostracién.
(i) Por hipétesis tenemos las siguientes igualdades:

(EOEYN(FL+Gi+-+Gy)=(ENF)+(E'NGy)+--+ (E'NGy),
(E@EYN(F+Gi+-+Gp)=(ENFK)+(E'NGy) + -+ (E'NGy).

Asi, podemos calcular la interseccién:
(EaEYN(Fi+F+Gi+---+Gy)
=dqist. FOEYN(F1+G1+-+Gy)+(E®@E)YN(Foa+G1+ -+ Gy)
=(ENH)+(ENG)+ - (ENGy)+ (ENF)+ (E'NG1)+ -+ (E'NGy)
=(EnNF)+(Enk)+(E'NGy)+- -+ (E'NGy).

Para probar que la terna (E @ E’, F1 N Fy, Gy + - - - + Gy) es multidistributiva, alcanza con ver
la siguiente inclusién:

(EaE YN(FINF)+Gi+-+Gy) C(ENFINFE)+ (E'NGy)+ -+ (E'NGy).

Sabemos que se satisface lo siguiente:

(E®@EYN(FiNE)+G ++Gy) C(E®QE)N(Fi+Gi1+---+Gy)

:(E0F1)+(E,0G1)+...+(E/mGt,)7 (446)

y también que:

(EaEYN(FINF)+G +-+Gy) C(E®E)N(Fo+G1+ -+ Gy)

CENR)+(E NG+ + (B nGy). &4
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Sea entonces v € (E & E')N ((F1 N F2) +G1+ -+ Gy). Por (44.6) y (4.4.7) sabemos que
existen elementos © € ENFy,y € ENFyz,w € (E'NG1) + -+ (E' N Gy) tales que
v=zx+z=y+wentoncesr—y=w-—z2€ (E'NG1)+---+ (E'NGy). Peroz,y € E,
luego  — y € E'y también « — y € E’. Concluimos de este modo que z — y = 0, es decir que
=y € Fy. Luego,z € ENFy N Fs.

(ii) Se prueba andlogamente a ().
(iii) Primero veamos lo siguiente:

(B +E)®E)N(Fi4-+F+Gi+-+Gy)

=gt (B1OE)N(Fi+-+F+G+-+G)+ (B2 @E)N(Fi+ -+ B+ G+ -+ Gy)
=np (E1NF)+ -+ (E1NF)+ (E'NG) +-+ (E'NGy)+

(BanNF)+- -+ (E2NF)+ (E'NG1)+ -+ (E'NGy)

=dgist. (B1+E)NF) 4+ +(BEr+E)NEF)+(E'NG)+ -+ (E' NGy).

Por otro lado, usando la hipétesis, se verifica para i = 1,2

(BxNE)@E)N(Fi+- +F+G+ - +G) C(E@E)N(Fi+--+F+Gi+--+Gy)
=(ENF)+-+(ENF)+(ENG)+ -+ (E'NGy).

Entonces

(BxnE)@EYN(FA+--+F,+G +---+Gyp)

ClEINF)+ -+ (EiNF)+ (E'NG1)+ -+ (E'NGy)N

(BEanNF)+- 4 (BaNE)+ (E'NGy) + -+ (E'NGy))

=dgist (E\NE2NF)+-+(ExNENF)+ Y (E1NE;NFNF)+

1<i,j<t
i CE1NE:NF;

Y (BINFENENG)+ Y, (ENGyNEyNF)+

% CEY =
(E'NGy)+ -+ (E'NGy) + (E'NGLNG))
! Shh;ﬂl = v CE'NGy

C(EINENF)+-+(E1NENF)+ (E'NGy) + -+ (E'NGy).

(iv) Se prueba andlogamente a (iii). O
Lema 4.54. Si el subreticulado T generado por los espacios vectoriales Wy, --- | W, es multidistributivo,
entonces T es distributivo y para W; N W, = {0} e i,j,h,l € {1,--- ,n} distintos entre si, valen las

siguientes inclusiones:

W; N W; C W,
W, N Wy, QWJ—.
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Demostracién.  Supongamos que 7 es multidistributivo. Si W; N W; = {0}, la terna (W; &
Wi, Wy, W;) donde i, j, h,l son distintos entre si, es multidistributiva y, por el Lema 4.51, valen
las siguientes inclusiones:

WiﬁngWiﬁWthh y I/V[ﬂWthVlﬂngWj.

Para ver la distributividad de 7, verificamos esta propiedad para sus generadores. Sean 1, j, [
distintos entre si. Entonces
W (W + W) = (W & {0}) N (W; + Wy, + W)
= (WinW;) + (Wi N Wy) + ({0} N Wy) = (Wy N W;) + (W 0 W),
donde en la antetltima igualdad usamos la multidistributividad de la terna (W;®{0}, W;+W;, W,).

El mismo razonamiento vale para otros elementos en el subreticulado. Por lo tanto, 7 es distribu-
tivo. 0

El siguiente ejemplo muestra que existen espacios vectoriales que satisfacen las hipétesis del
Lema 4.54.
Ejemplo. Sea B = {e;}!_, la base canénica de R”. Consideremos los siguientes subespacios de R":

Wi = (e1+ea,e1), Wao = (es,e5), W3 = (e1,€4,€5), Wi = (€1, €5, €).
Los tinicos subespacios que estan en suma directa son W; y Ws. Miremos los siguientes casos:
e Sij=3yh=4 entonces W1 N W3 = (e1) C Wy y WonNWy = (e5) C Ws.
e Sij=4yh=23entonces Wi N Wy = (e1) C W3y WaN W3 = (e5) C Wj.

Proposicién 4.55. Si el subreticulado T de L(V') generado por los espacios W1, - - - , Wy, es multidistribu-
tivo, entonces existe una base B de V' que distribuye con W, - - - , W, y valen las siguientes inclusiones:

WinW; CW, y WinWw, CWj,
cada vez que W; N W, = {0} e, j, h,l € {1,--- ,n} son distintos entre si.
Demostracién. Es inmediata combinando la Proposicién 4.50 y el Lema 4.54. O

Definicién 4.56 ([B1]). El subreticulado T de L(V') generado por los espacios W1, - - - , W, se dice predis-
tributivo si para cada i, 1 < i < n, el subreticulado generado por {W;} 1< ; <. es distributivo.
J#i
Sea T el subreticulado de £(V') generado por los espacios W1, - - - , W,. Consideremos ademads
para 2 < ¢ < n — 1 los subespacios:
Wh=win---nNW,_y y W =W+ +W,.

7

Nuestro objetivo es ahora estudiar la estructura generada por tres subespacios Wy, Wo, W3 de
un k-espacio vectorial V tales que la terna (W5, Wa, W3) es distributiva. Sabemos de acuerdo con
los resultados de la seccién anterior que vale la Ley distributiva en los generadores. Estamos intere-
sados en saber si el reticulado generado por estos tres subespacios es distributivo. Para responder
esto estudiaremos la distributividad de las siguientes ternas. Sean ¢, j,1,t € {1,2,3}:
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(Wi + W;, W, W) con i # j. Sil = ¢ la distributividad se deduce de la de los genera-
dores. Supongamos entonces que [ # t. En este caso alguno de los subindices debe repe-
tirse, supongamos sin pérdida de generalidad que i = I. La descripcién de Syy,, asegura que
(Wi + W) N (W + Wy) = W, + (W; N Wy). Por otro lado, (W; +W;) NW; + (W, + W;) N W, =
Wi + (Wi N W) + (W; N W) =W, + (W, N W),

o (W;NW;,W;,W;)conl # tei# j. Supongamos i = I, entonces (W; N W;) N (W; + W)
Win(W;n(W;+Wy)) = Win(WinWy)+(W;NW,)) = Sw, = (Win(W;0(W;+(W;0)))
(W n W) (W + (W3 0NW))) = (W W) + (W NIV NTV).

o (W;,W; +W;,W,) con j # l. Supongamos que ¢ = t, entonces W; N (W; + W; + W;) = W;
(Wiﬂ(Wj-f—Wl))-f—Wi. Sij=1#t, Wiﬂ(Wi-i-Wl-f—Wt) =W, =W, +(W;nW;) = W;n(W;
Wi) + (W; N W,). Supongamos finalmente que ¢t = j, entonces W; N (W; + W;) + (W; N W;)
Wim(Wj—FVVl) :Wim(Wj-l-Wl—FWj).

=+

o (Wi, W;NnW;,W;)conj#1l.Enelcasoenquei=t, W;N(W;nNW))+W;) =W, = (W, nW;N
W,)+W;.Sij =i #t,ladescripcion de Sy, dice que W;N((W;NW,)+W,) = (W;NWe)+(W;N
W,). Por otro lado, (W;nW;NW;)+(W;NWy) = (W;nW;)+(W;NW,) y vale la distributividad.
Finalmente, sit = 7, Win ((WJ N Wl) + Wj) =W, N Wj = (Wz N Wj n Wl) + (Wl N W])

o (W, W; Wi +Wy)y (W;, W;,W; N W) conl # t. La distributividad de estas ternas es vélida
por los dos casos anteriores ya que si la terna (£, F, ) es distributiva, entonces también lo es
(E,G,F).

Restarfa ver que el resto de las ternas formadas por los 18 elementos de esta estructura son
distributivas, lo cual no presenta dificultades.
Estamos en condiciones de demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 4.57 ([B1]). El subreticulado T de L(V') generado por los subespacios W1, - - - , W, es distribu-
tivo siy sdlo si T es predistributivo y las ternas (W[, W;, W.T) son distributivas para todo i, 2 < i < n—1.

Demostracién. Es evidente que si 7 es distributivo, también lo son las ternas (W', W;, W;") para
todoi, 2 <i <n—1y7T es predistributivo. Reciprocamente, si n = 3 el resultado se reduce a probar
que si (W7, Wy, W3) es una terna distributiva, entonces el reticulado generado por Wy, Wa, Ws es
distributivo. Esta afirmacion se sigue de los comentarios precedentes y del Teorema 4.47. Sin > 3,
la prueba se reduce al Teorema 4.46. O

Observacién 4.58 ([B1]). La hipétesis de predistributividad en la Proposicion 4.57 puede eliminarse. En
ese caso, la demostracion es por induccién sobre n: La hipétesis inductiva, que dice que los subreticulados de
T generados por una cantidad menor que n generadores son distributivos, es mds fuerte que la condicién de
que T sea predistributivo.

Definicién 4.59 ([B1]). Sea T el subreticulado generado por los espacios Wy, - - - ,W,,. Una terna (M, N, P)
en T se denomina terna caracteristica si existe i tal que 2 < i < n —1, N = W;, M es interseccion de
algunos de los subespacios W1, --- ,W;_1 y P es suma de algunos de los subespcios Wiy, -, W,,.

Proposicion 4.60 ([B1]). 7 es distributivo si y sélo si todas las ternas caracteristicas son distributivas.

Demostracion. La condicién necesaria es trivial ya que todo elemento que forma una terna carac-
teristica estd por definicién generado por los subespacios generadores de 7.

Para ver la implicacién reciproca, supongamos que todas las ternas caracteristicas son distribu-
tivas, en particular las ternas de la forma (W', W;, W;r), con 2 <4 < n— 1. Porla Observacion 4.58
y la Proposicion 4.57, sabemos que 7 es distributivo. O
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Consideramos a partir de ahora un dlgebra (a, b)-homogénea, A = T'(V)/I, con R un espacio
de relaciones y R,, y R, como antes. Denotamos por 7,, al subreticulado de £(V (™) generado por
los siguientes subespacios:

(4.4.8)

VO g R, @ Vn—i-a) sia <n <b,
VO@R,@VWyVMWeoR,aV® coni+j+a=h+1+b=mn, sin>b.

Definicion 4.61 ([B1]). Decimos que un dlgebra A es distributiva si todos los subreticulados T,, generados
por (4.4.8) son distributivos.

Lema 4.62. El subreticulado T,, generado por (4.4.8) no es multidistributivo sin > b.

Demostracién. Sean > by sean R, ® Vn—a) R, @ V=t ¢ 7. Como R, y Ry son excluyentes,
los espacios vectoriales considerados tienen intersecciéon nula. Elegimos ademads los subespacios
V=9 @ R, y V("% @ Ry, y obtenemos asi cuatro generadores distintos de 7,,. Observamos
entonces lo siguiente:

(Ra@ V= (V=9 @ R,) Z V"= @ Ry,
(Ry@ V=N n(WVIrYgR)Z Vv gR,,

porque R, y Ry son excluyentes y ambas intersecciones no se anulan si n > b. Luego, por la
Proposicién 4.55, 7,, no es multidistributivo. O

Observacion 4.63. La idea natural de definir la multidistributividad para un dlgebra A = T'(V')/I gener-
alizando el concepto de distributividad para dlgebras de esta forma, corresponderia a pedir que el reticulado
T, generado por (4.4.8) sea multidistributivo para cualquier n, pero como consecuencia del Lema 4.62 esto
es absurdo.

4.5 Ejemplo

Hasta el momento hemos definido la nocién de algebra (a, b)-Koszul, y también hemos estudiado
propiedades de estas dlgebras. En este ejemplo consideraremos édlgebras de la forma A = k(x,y)/I
tales que I estd generado por un espacio de relaciones R que se descompone como R = R, @ Ry
con R, y Ry excluyentes, 4 < a < by donde

e R, = (2%w1 - we_4y?) CON Wy_2j = X y Wg2j—1 = y para 2 < j < t donde

;= 5~ Sl a espar,

a—1 : :

5~ Sl a esimpar.
2, b—4

o Ry = (z%y"xy).

Notaremos estas algebras A, ;. Nuestro objetivo es decidir bajo qué condiciones 4, es (a,b)-
Koszul.

Observacion 4.64. Consideraremos (a,b) # (4, 6) ya que de lo contrario R, y Ry, no son excluyentes, lo
que contradice una de las hipdtesis generales.

Verifiquemos en primer lugar que valen las (c.e.). Como {z,y} es una base de V,

{vs, "'vz‘a_ll"gwl W gy? / vi; = z,y}
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es una base de V(=Y @ R,. La interseccién (V@D @ R,)N (R, @ V@D 4... 4 V@D g R, @V)
es claramente nula por la forma de esta base.

Por otro lado, es claro que J%,; = (V ® R,) N (R, ® V) = 0. Por lo tanto, (V@Y @ R,) N (R, ®
v 4. .. 4 ve-2dgpr o V) = V(a=2) g Jo .

La verificacion de la otra igualdad de las (c.e.) es similar.

En cuanto a las (c.e.n), si tomamos un elementoen (VY@ R, @ V)N (VP @ R,)N (R, @ V@),
en particular pertenece a (V¥ @ R,) N (R, ® V) = R, ® R, = (2?y**ay2w; - - - wa_4y?); sin
embargo, este generador no pertenece a V(*~1) @ R, ® V pues su coordenada (a + b — 2)-ésima es
z. Por lo tanto, la interseccién es nula. En forma anéloga, (V@ @R)N (R, @V®) =R, ® Ry =
(2%w1 -+ wa_ay?z?yt~4ay). Luego, V@V @ R, @ V)N (V@ @ Ry) N (R, @ V) = 0.

Para verificar las (c.e.c.), seav € (VD @ R)N (R, @ Ve ... 1 V-2 @ R, @ V). Asi,
v o= > AiViy = Vi, CON N € kywv;,, =xo0v, =yparal < j < a+b-—1
i= (i1, s igqb—1)
Como en el caso de las (c.e.), vy, ==~ v, = Vi - -vih_lewl - we_ygy?. Para que este elemento
pertenezca a la suma, debe ser ademds v;, ---v;,,, , = vi, -+ v, 2y " ayv;, v, , para
algiin 5, 0 < s < a — 2. Tenemos de este modo por un lado que v;, = v;,,, = x, y por el otro las
siguientes posibilidades:

e si s = 0 entonces v;, =y,
e sis =1entoncesv;, , =y,
esi2<s<a—2entoncess+2<a<bys+2+b—4=s5—2+b>b luegov; =y.

En todos los casos llegamos a una contradiccion y por lo tanto la interseccién es nula.
Del mismo modo puede verse que (V@) @ RB) N (R, @ VD ... 4 VO2D @R, @ V) =0.

Sea B, = {v;, ---v;, / vi; =2 0 v;; =y para 1 < j < n} unabase de V(") Es claro que B,
distribuye con 7,,, pues

— L. 2 2, s o 2, b4 . s
Bn N 7;1 - {Uzl U, WY s We—aY ’Uza+5+1 U4, , Uiy Vg, Y xyvzb+r+1 Vi, /

v, =z 0 v, =yy0<s<n—a, 0<r<n->b}

y este conjunto es una base de 7,,.

El préoximo paso es probar que Ker d; es 2-puro en grados a + 1 y b + 1. Por lo anterior y la
Proposicién 4.50 ya sabemos que el reticulado 7,, es distributivo y por lo tanto las ternas definidas
en la Proposicién 4.14 también lo son. Ademads, conservando las notaciones, sabemos que (E’ &
El/) m (F/ + G/ + F// + GI/) — E/ m (F/ + G/) + E/ m (F/I + G//) + E// m (F/ + G/) + E// m (F// + G//)‘
Analicemos ahora los sumandos que podrian sobrar para obtener la multidistributividad.

Busquemos una base para E' N (F” + G"). Un elemento en dicha base, por estar en E’, es de la
forma v;, -+ - v, x%ws - - we—4sy* donde w; estd dado por la definicion de R,. Si este elemento estd
en F” también estd en F'. Siestien G" = (V2D @ R V=D ...y y(r—a-b) g B, @ V() 4
(Vinmamtit @ Ry Ve 4. .4 Vn—t-D @ R @ V) y suponemos que vy, - - - v;, 22wy - - wa_gy? =
v, g, w2y dayv;, , ---v;, dondel < s < a— 1, entoncescomon —a >n—b—s,laex-
presion z?ws - - - w,_1y? debe aparecer en algin momento en la escritura de 2%y~ 4ayv;, ., - v,
y la tnica opcién posible es cuando (a,b) = (4,6), caso que fue excluido en la Observacién 4.64.
Luego, el elemento no puede pertenecer a V"~ 2=t+1) @ R, @ V(e ... L V(n=t-1) o B, @ V.
Si este elemento es suma de vectores de los otros sumandos, entonces pertenece a F’'. Luego,
EN(F"+G")CEN(F +G).
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Ahora busquemos una base para la intersecciéon E” N (F’ + G’). Un elemento en tal base, por

pertenecer a E”, es de la forma v;, - - - v;,,_, v%y*~*xy. Supongamos que estd en

F'= R, @V ... 4 VO @ R, @ V)4
(V(n—a—b+1) @ Ry ® V(b—l) I V(n—Qa) @ Ra ® V(a)) + (Rb ® V(n—b) NI V(n—2b) Q@ Ry ® V(b))_|_
(V(n—2b+1) Q@ Ry ® V(b—l) 4o+ V(n—a—b) Q Ry ® V(a))
— F// + (V(n—a—b+1) ®Ra ® V(b—l) 4o+ V(n—2a) ®Ra ® V(a)) +
D
V(n72b+l) ® Rb ® V(b*l) T V(nfafb) ® Rb ® V(a) .

ca

Si el elemento estd en D, entonces esta en alguno de sus sumandos; es decir, v;, - - - v;,, L2y ey =

Vjy 0, TPWY e Wy, -+ v;, donde a < s < b—1. Enla escritura del lado derecho te-
nemos que v;, . , =X yvj,_,_, =U;,_, =1V estasituacién sélo puede ocurrir del lado izquierdo
en los siguientes casos:

e a partir de una coordenada menor o igual que n — b — 2, entonces n —s —2 < n — b — 2, que
es una contradiccion.

e coordenadas a partir de n — b + 2, entonces n — s — 2 = n — b + 2; es decir, s = b — 4. Este
aso es v, -+ v;, 22y ey = v, v, 2w Wamay?Uj, .5 - V), Y de este modo,
=T = w,_3 = Y que es una contradiccién si a > 6.

Si a = 4, laigualdad se reduce a v;, - - - v;, _, 2*y"*ay = vj, ---v;,_ 2%yPv;, - v, situa-

cién que ocurre sélo si b > 6. Por otro lado, si a = 5, el caso se reduce a v;, - - - v;, _,x2y* " *zy
=wvj, - vj,_,_,23y*v;, ..+ vj, v esta situacion es posible sélo sib > 6.

Vg b1

Analicemos ahora E"'NG’ = (VY @R)N(V 2t g R, @V ... V- gR V).
Supongamos que n > a + b — 1, entonces
E'NnG =vr—att) o (Ve Do R)NVE D @R, Ve 4... 4 V02D g R, @ V)]
CvO et g (VY@ R)N(Re@ VOV 4+ VO P @ R, 0 V)] =0,

como ya fue probado anteriormente. Sin embargo, si 2a < n < a + b — 1 entonces un ele-

mento en la interseccién es suma de escalares por ciertos vectores tales que v;, - - - vinfbeyb_“xy =

Vjy U TPW - We—ay?vs, ., -+ vj, donde 1 < s < a — 1. Este caso se analiza como E” N D.

Porlo tanto, E" N (F'+ G') CE" N (F" + G").
Luego, laterna (E' @ E”, F' +G', F" + G") es multidistributiva y por la Proposicién 4.14, Ker 6,
es 2-puroen gradosa + 1y b+ 1.

Consideremos ahora m € N tal que m > s+ 1 con s = a 0 s = b. Entonces

J;;l = (RS ® V(WL—S)) N (V ® Rs ® V(m—s—l)) N---N (V(m—s) ® Rs)
CVm=s D [(R,@V)N(VeR,)=Vm=De i, =0

Por lo tanto, en el Teorema 4.19, tenemos los siguientes dos casos:

e Siies par, entonces E, = V(n—3%) @ st = 0 para s = a, b, pues %5 > 25> s+ 1.
2
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L. _imlg X
e 5iies impat, entonces E; = Vin—5%s-D g Js_,

f.,,, =0paras=a,b pues Frs+1>s+1
2

Luego, las distributividades y multidistributividades de las ternas en el Teorema 4.19 se satisfacen
trivialmente.
Concluimos de esta manera, por los Teoremas 4.19 y 4.24, el siguiente lema:

Lema 4.65. Las dlgebras A, 4, son (a, b)-Koszul si y sélosi (a,b) = (4,5) 0a,b € Nson tales que 6 < a < b.

Observacion 4.66. Las dlgebras de la forma A = @?jﬁ) donde a,b € N son tales que 2 < a < b no son

(a, b)-Koszul. Para mostrar esta afirmacion consideremos la terna (E, @ Ey, (Fy + F») + F5 + Fy, (F5 +
Fs) + F7 + F3) dada como en el Teorema 4.19 para el caso en que i es impar.

Sea B, = {vi,--+v;, [ vi; =2 0v;; =y para 1 < j < n} una base de V™. Es claro que
By, distribuye con T,,, pues By, NI, = {vi, -+ 03, 8, 4+ Vins Viy 03, Y iy o Vs [ Vi, =
rov,=yy0<s<n—a 0<r<n- b} donde w; estd dado por la definicion de R,. Este conjunto
es una base de T,,. Asi, por la Proposicion 4.50, T,, es distributivo.

VETHOS(]H@.’ (Ea@Eb)ﬂ(Fl+F2+F3+F4+F5+F6+F7+Fg) :Eaﬂ(F1+F2+F3+F4)+
E,N (F5 + Fg+ F7 + Fg) + EyN (Fl + Fo+ F5+ F4) + EyN (F5 + Fg + F» -I-Fg) Consideremos i > 5,
n > b+ 1 yel elementov = vj, - v; E

b—1
n_HleHy 2 donde
{x si t=n—"3b—2n+1,
t co i+1
y si t=n-—"3"b—2h,

para h > 0y mientras los subindices tengan sentido. Si bien v € Ey, N Fy pues “51b+1 < HLb—1, es ficil
ver que no pertenece a E, nia Fs + Fg + Fr + Fs. Luego, la terna no es multidistributiva.

4.6 Algebra opuesta y ilgebra dual

En esta seccion definimos A°, el dlgebra (a, b)-homogénea opuesta de un élgebra A y probamos que
A° es (a,b)-Koszul si y sélo si A lo es. Ademads, analizamos si las condiciones (c.e.), (c.e.n.) y (c.e.c.)
vélidas para A siguen valiendo para A°.

Por otro lado, definimos el 4lgebra (a, b)-homogénea dual de A y vemos que la nocién de ser
(a,b)-Koszul en general no se preserva para el dlgebra dual asociada.

Durante esta seccién, A = T'(V')/I es una k-algebra (a, b)-homogénea sobre un k-espacio vecto-
rial de dimensién finita V, y R = R, ® Ry, con R, y R}, excluyentes, genera como antes el ideal 1.
Consideremos el endomorfismo k-lineal 7 de T'(V') definido por:

o 7(1)=1,
e T(W QW2 Q- Qwp) =W, @ Quwy @wy parawy, - ,w, € Vyn>L

Definicién 4.67 ([B1]). Sean Ay B dos k-dlgebras y sea f : A — B un motfismo k-lineal tal que f(ab) =
f(b)f(a) para todo a,b € A. Entonces f se dice un anti-homomorfismo de dlgebras. Si ademds f es
biyectivo, se dice que es un anti-isomorfismo.

Claramente, 7 es un anti-isomorfismo del dlgebra tensorial T'(V') que induce naturalmente el
siguiente anti-isomorfismo de algebras:
V)
N .
I(7(R))
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Es claro que si R = R, & Ry, con R, y R, excluyentes, entonces 7(R) = 7(R,) ® 7(Ry) con 7(R,)
y 7(Rp) excluyentes.

Denotamos por A° al dlgebra (a, b)-homogénea cuyo ideal de relaciones esta generado por 7(R).
Vemos que 7 es un isomorfismo de algebras entre el algebra opuesta de A, A°?, y A°. Decimos que
A° es el dlgebra (a, b)-homogénea opuesta de A.

Proposicién 4.68. El digebra A° es (a,b)-Koszul si y sélo si A lo es.

Demostracién. La aplicaciéon 7, induce un isomorfismo de la categoria de A-médulos a derecha
Z-graduados y acotados inferiormente en la categoria de A°-moédulos a izquierda Z-graduados y
acotados inferiormente, definido de la siguiente manera:

mod-A4 — A°-mod
M — M

)

donde la estructura de M como A°-mddulo estd dada por:

A°QM —- M

a®m — am :=m7 ‘(a).
Esta multiplicacion estd bien definida pues 7!

M es un A-médulo a derecha.
Si A es (a,b)-Koszul, y aplicamos 7 a los médulos de la resolucién de Koszul del A-médulo
a derecha k, obtenemos una resolucién del A°-médulo a izquierda k£ que es de Koszul pues 7 es
un isomorfismo homogéneo y por lo tanto preserva la graduacion. En particular, un dlgebra A es
(@, b)-Koszul a derecha si y solo si A° es (a, b)-Koszul a izquierda. O

: A° — A es un anti-isomorfismo de k-dlgebras y

Definicién 4.69. Un dlgebra (a,b)-homogénea A se dice T-conmutativa si 7(R) = R, o equivalentemente,
si A° = A.
Ejemplo. Sean a,b € N tales que 2 < a < b, entonces las édlgebras de la forma A = <’;<f ’;’2) son

T-conmutativas.

Proposicion 4.70. Las (c.e.) se satisfacen para A° siy solo si las (c.e.) se satisfacen para A.

Demostracién. Observemos primero que si W; y W5 son subespacios de V"), entonces como 7 es
un anti-isomorfismo de 7'(V') se verifican las siguientes propiedades:

(i) T(Wy + Ws) = 7(Wy) + 7(Wa).
(i) T(W1 N W) = 7(W1) N1 (Ws).
(iii) T(VW) = v,
(iv) T(W1 @ Wa) = 7(Wa) @ 7(W7).

Supongamos ahora que se satisfacen las (c.e.) para A, entonces por la Proposiciéon 4.12, sabemos
quepara2 <m <a—1y2<[<b—1lasternas:

(B,F,G)= VM @R, R, VM VR, VMV 4... o v DeoRr oV)y
(B, F,)= (VO @R, RoVO VR o VIV 4.4 VIV gR V)
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son distributivas.

Sean F' = 7(E), E' = 7(F) y G' = 7(G), queremos ver que (E', F', G') es distributiva. Dado v €
E'N(F'+G'), entoncesv € E' yv = v +vaconvy € F'yvy € G'. Asi, 771 (v) = 77 (v1) + 771 (v2),
luego 7! (v1) = 77 (v) =77} (v2) y al ser (E, F,G) una terna distributiva, sabemos que existen

—— ———  ——
€E EF €G
wi € ENFyw, € FENG tales que 77'(v1) = w; + we. Por lo tanto, v1 = 7(wy) + 7(w2) y
v = 7(w1)+7(w2)+vs, donde 7(w1) € E'NF’, 7(w2)+v2 € G’y ademds, 7(wz)+vy = v—7(wy) € E'.
Luego, v € (E'NF') + (E' N G'), y entonces la terna (E’, F’, G') es distributiva. Andlogamente si
tomamos Ry,.
Ademas, sabemos que valen las siguientes inclusiones:

VM @R)N(R, VM) cVimVeR, oV y VOVoR)N(R VD) CcVIVeR, eV,
y por el Lema 4.13 estas inclusiones son equivalentes a las siguientes igualdades:
VM @R)N(Re@Vm™)y=Ji vy (VOR)N(Ry@ VW) =Jb,,.

Nuevamente, si aplicamos 7 obtenemos las inclusiones necesarias para asegurar que las (c.e.) se
satisfacen para A°. O

Observacién 4.71. Por el contrario, no tenemos este tipo de equivalencia para las (c.e.n.) ni para las (c.e.c)

entre A° y A. Para mostrar esta situacion consideramos el dlgebra A = <f§xg;z?3>. Las (c.e.n.) para A son las

siguientes:

0.

e (VB @R V)N (VW @ Rs)N (RyNVE)
e (VA@R,@V)N(V® @ Ry)N(RznVW) =0.

Sin embargo, y>z* € (V) @ 7(R3) @ V) N (VW @ 7(R3)) N (1(R4) ® V®)). Luego, no se satisfacen
las (c.e.n.) para A°.

Por otro lado, consideramos el dlgebra A = %

e [s ficil ver que la interseccion (V) @ R3) N (R4 @ V® +V @ Ry @ V) es nula.
o Vemos también que (VP @ Ry) N (R3 @V + Vo Ry VA + VA @Rz @ V) =0.

Por lo tanto, las (c.e.n.) se satisfacen para A. Sin embargo, 7(R3) = (y*z) y T(R4) = (z* + ya3). Luego,
el elemento y?(z* + ya®) pertenece a (VP @ 7(R4)) N (1(R3) @ VO +V @ 7(R3) @ V@), y por lo tanto
las (c.e.c.) no se satisfacen para A°.

Sea V* el espacio vectorial dual de V. Denotaremos R.- y R;- a los subespacios de (V*)(®) y de
(V*)®) que son ortogonales (respecto de la evaluacién) a R, y Ry, respectivamente.

Definimos el 4lgebra (a, b)-homogénea dual de A, que denotamos por A', como T'(V*)/I donde
R} @ R} es un espacio de relaciones para el ideal I.

Introducimos las siguientes notaciones:

1742 si0<n<a-1,
JBan=9 N VvOgR,eVY) =Ji sin>a,

itjta=n
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V() si0<n<b-1,
J(Rb)n = ﬂ V(h) QR Ry ® V(l) = Jg si n>b.

hti+b=n
Resulta sencillo probar el siguiente lema:
Lema 4.72. Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita y sea R un subespacio de V™). Entonces,
VO Re VL~ (V9D g RL g (V*)W).
Corolario 4.73. (I(RL @ Rif))n = (J(Ra) ) + (J(Rp) ).

Demostraciéon. Es inmediato usando el Lema 4.72. O

Definimos ahora la aplicacion:

pr LV £(())
W — wt.

Es simple ver que p es un anti-isomorfismo de reticulados; es decir p es un isomorfismo tal que
p(W +W') = p(W) 0 p(W') y p(W W) = p(W) + p(W').

Mas atin, p transforma a 7,, en el reticulado generado por los subespacios (V*)) @ R @ (V*)19)
y (V)M @R (V) conitj+a=h+1+b=n.

Supongamos ahora que R y Ri- son excluyentes. Observamos que, via el anti-isomorfismo p,

(i) Las (c.e.) se satisfacen para A' siy s6lo si valen las siguientes inclusiones:

yia=2) @R, @V C (V(a—l) ® Ry) + (Ry @ vie=bnn...Anpla=2) ® R, ® V),
VO R, @V C (V(bfl) ® Ry) + (Ry ® ve-Dn...nve-dgRr o V).

(ii) Las (c.e.n.) se satisfacen para A' si y sélo si valen las siguientes igualdades:

VD @R, V) + (VP @R,) + (Ry ® V@) = y(ath)
VE V@R, @V)+ (V@@ R,) + (R, @ VY) = V{ath),

(iii) Las (c.e.c.) se satisfacen para A' siy sélo si valen las siguientes igualdades:

VOV QR+ (Ry@ Ve V...V gR, V) =Vti-1),
VeV @R+ (R, @V Nn...nVt-2D g R, @ V) = Vett-D,

Ejemplo. En generalsi R, y R, son excluyentes, R} y R;- no necesariamente lo son. En particular,
si consideramos R3 = () y R4 = (y*), son excluyentes. Sin embargo, (z*)?y* € Ri y (z*)%y* €
R y porlo tanto (V* ® Ry) N Ri # 0.

Luego, el hecho que 4 sea (a, b)-Koszul no implica que A' también lo sea en general.
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4.7 Resoluciones del adlgebra como bimdédulo

En esta seccién, A denotard un dlgebra (a, b)-homogénea sobre un k-espacio vectorial de dimensién
finita V. Estamos interesados en encontrar resoluciones de A como A-bimédulo para calcular su
homologia de Hochschild. Denotamos por C a la categoria abeliana de A-bimddulos Z-graduados
acotados inferiormente, donde los morfismos son morfismos de bimédulos que preservan la gra-
duacién. Sea A° = A @) A°P el dlgebra envolvente de A. Es conocido que C es naturalmente
isomorfa a la categoria de A°-moédulos a izquierda Z-graduados y acotados inferiormente.

Con la identificacién anterior, si M es un A-bimédulo graduado, y I € Z, el A-bimédulo M|
estd graduado por (M[l]),, = M,+;. Recordemos ademds que un A-bimédulo M es s-concentrado
(respectivamente s-puro) en grados [y, - - , [, si existen enteros [; < --- < [, tales que M = M;, @
-+ @ M, (respectivamente, M = AM;, A+ ---+ AM;_A).

Si s = 1 decimos simplemente que M es concentrado (respectivamente puro). Un A-bimédulo
es s-concentrado en grados Iy, - ,l, si y s6lo si es isomorfo a una suma directa de A-bimédulos
de la forma k[—ly, -, —ls]. El A-bim6dulo A¢[—I] es puro en grado I. Recordemos que un A-
bimédulo acotado inferiormente M es libre-graduado siy s6lo si M es isomorfo a una suma directa
de médulos de la forma A¢[—[;] y la familia {/;} estd acotada inferiormente. Debido a resultados
probados en la Seccién §2.2 tenemos las siguientes propiedades:

(i) Un A-bimédulo M es proyectivo (como objeto de C) si y s6lo si M es libre-graduado.
(i) Todo A-bimédulo M admite una capsula proyectiva que es tinica salvo isomorfismos.
(iii) Todo A-bimédulo M admite una resolucién proyectiva minimal tinica salvo isomorfismos.

(iv) Toda resolucién proyectiva de un A-bimédulo M contiene como sumando directo a una re-
solucién proyectiva minimal.

Observemos también que cualquier A-bimédulo proyectivo M s-puro en grados Iy,--- ,ls es
isomorfo a A®y, My, @ A+---+ A®x M;, ® Adonde M;; es un A-bimédulo concentrado en grado
ljparal <j <s.

Recordaremos ahora algunos resultados elementales que serdn de utilidad en el desarrollo de
esta seccion.

Lema 4.74 ([B1]). Sea A = @ A, el ideal de aumentacion de A y sea M un A-bimédulo. Entonces se

n>1
satisface lo siquiente:

(i) El morfismo
M R4k

M
m m®1

=
—
induce un isomorfismo entre los A-bimddulos M%A YM®&ak.

(i) EIl morfismo
k®a M

M
m 1®m

—
—

induce un isomorfismo entre los A-bimédulos 2 y k ® 4 M.
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(iii) El morfismo

induce un isomorfismo entre los A-bimédulos m Yk®aM®yk.

(iv) Si M es s-puro en grados 1y, - - - , 15, ordenados en forma creciente, entonces el morfismo

M, — k®@aM®ask
m lom®1

es un isomorfismo.
Demostracién.

(i) Definimos las siguientes aplicaciones lineales:

Y M, M@k y P: M®ak

Sim = m/, entonces m —m’ € M Ay por lo tanto m —m’ = naconn € Mya € A Asi,
mel-mel=m-m)®1l=na®l =n®al = 0. Luego, p(m) = p(m’) y asi ¢
estd bien definida. Observemos que la estructura de M ® 4 k como A-bimédulo estd dada por
a(m® \)b=amb® X paraa,b € A,m € My )€ k. Ademds, p(m+m/) = (m+m')®1 =

meLl+m' @1 =p(m)+e(m)y p(amb) = p(amb) = amb®1 =m®abqueesnulosiab & k
y coincide con el elemento a(m ® 1)bsi ab € k. Luego, ¢ es un morfismo A-bilineal.

Las composiciones 1 o ¢ y ¢ o 9 son las identidades correspondientes.
(ii) Se prueba andlogamente a la propiedad (i).
(iii) Es combinacién de las propiedades (i) y (ii).

(iv) Si M es s-puro en grados Iy, --- ,ls, entonces M A+ AM = 691 M, con lo cual m =
n >l

Iy
@ M, y por la propiedad (iii), es isomorfo a k ® 4 M ®4 k. Como M,, = 0 paran < Iy, M;,

n=20

resulta isomorfoa k ® 4 M ®4 k. O

Observacién 4.75. Como un A-bimédulo es un A°-méddulo, valen los andlogos de las Proposiciones 2.2,
2.4, 2.16 y del Corolario 2.3 donde en este ultimo la equivalencia también es vdlida si tomamos el morfismo
1, ®a f ®a 14

Enunciamos el siguiente resultado cuya demostracion puede verse en [B4].

Lema 4.76 (Lemme 1.6, [B4]). Sea

MM L 4.7.1)
un complejo en C de A-médulos libre-graduados donde M" estd acotado inferiormente. Este complejo es
exacto si el siguiente complejo lo es:

M @4k C% M o k™Y Mok (4.7.2)
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_Las siguientes ideas estdn basadas en el trabajo [B3]. Dado s = a,b, sea (KL, 0L5) tal que
(Kps)i = A®J;, ;) parai > 0y el morfismo A-lineal (0r,s)i : (Kr1,s)i = (K1,s)i—1 estd definido via

la inclusién natural Jis(i) —A® JZS(FD. Resulta claro que (61, 5)° = 0, entonces (K 1, s,07,.s) s un
s-complejo. Andlogamente, (K g s,0r.s), con (Ors)i : (Krs)i — (Kg,s)i—1 definido via la restric-

cién del morfismo k-lineal V(" (1) — A V("«(=D) dado por vj, -+ v;, ) = U5 1) 5 Ui ) ©
- Vj, ,_y es un s-complejo. Luego, K rs = Ko ® A = A® Kg es un s-complejo de
bimddulos con diferencial 07, = 1. s ® 14 (respectivamente, 0%, , = 14 ® dg,s). Veamos que d7, |y
dp,s conmutan.

Consideremos la aplicacion

Ujy

- 0r,s)i®1 - ~ -
(Krs)i®r A (Oroligla (Kps)i-1®r A— A® (KRgs)i-1

1Aa®(0R,s)i—1
—

A® (KRys)i-2-
Supongamos que ¢ es par. La aplicacién anterior se reduce a:

[ S®5'—>0wj1“'vjs_1®Ujs"'vj%-s®/3'—>5®vjs"'vjés®avj1"'vjs_1

ol

= B ® v, U Vjice OV, Y O T

Wl

Por otro lado, también tenemos la aplicacién

— 1A®(0R,s)i — ~ = 0r,s)i-1®1la —
A (Krs)i Wme g Qk (KRs)i-1 — (Kr,s)i—1 Q1 A (z0)i-®la (Kp,s)i—2 ® A.

En este caso las asignaciones son las siguientes:

6®vj1...vjl‘s®a'—>ﬂ®vjl.‘.vji*2g 1®'Ujﬁg+2...
2 2 2 °

+

QVjy +Vj,_y @Uj, U,y ® 8.
= st

Uy,

i vj'
2

%s

— U
1®ﬂ ]%H—

Uji72_ 5

N a Vi we Vi
52542 @ J1 ]1;25

s

+

Vemos que, via el isomorfismo y la linealidad, estos diferenciales conmutan. Andlogamente sucede
para i impar.
Definimos ahora la diferencial si ¢ es impar como

(d/‘z)7 = 6/L,s - 633,35
y si ¢ es par como
(dls)l - ( ,L,s)871 + (6/L,s)8726;%,s ot 5/11,5((%375)572 + (53{75)871'
Obtenemos un complejo proyectivo puro en la categoria C, pues si i es par,

(d/s)lfl(d/s)l = (5/L,s - 53375)[(5/[/,3)8_1 + (5/[/,5)8_25}6,5 et 5/1175(53%,3)5_2 + (6;%,5)8_1}
= (6IL,S)S + (5/11,3)5716;273 +oet (6111,‘9)2(6%&,3)872 + 61[;,5(63%,3)871

- 3%,3(5}/,5)3_1 - 5;%,5(62,5)8_2533,5 - 3’%,56/11,8(6}2,\9)3_2 - (633,3)3
= (5/1175)87153%,5 +oee (6275)2(53%,5)872 + 6&,3(6;%,5)871
- (6}/,3)5_15;375 - (6/[/,3)3_2( ;%,3)2 - 61[1,8(53378)5_1 =0.

Anédlogamente si i es impar. Consideramos ahora el complejo de A-bimédulos (K, g, d') dado por
(Kp—Rr)i = (K1,0)i®A® (K1) ® Ay diferencial d’ = d/, & dj. Este complejo se llama el complejo
de Koszul del A-bimédulo A.
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Teorema 4.77. Sea A un dlgebra (a,b)-homogénea sobre V (2 < a < b), A =T (V)/I con I generado por
R =R, ® Ry, R,y Ry excluyentes. El complejo de Koszul por A-bimédulos aumentado:

/ ’

d d "
+— (Kp—R)2 —> (KL—p)1 —5 (Kp—p)o 25 A—0 (4.7.3)
es exacto si y s6lo si A es (a,b)-Koszul.

Demostracién. Supongamos primero que A es (a, b)-Koszul. Si aplicamos el funtor —®4 k a (4.7.3)
obtenemos el complejo K con aumentacién €, que es exacto. Entonces, como los A-bimédulos
(Kr—Rr): son libre-graduados y acotados inferiormente para todo i € Ny, por el Lema 4.76, (4.7.3)
es exacto.

Reciprocamente, supongamos que (4.7.3) es exacto y denotemos por Cr a la categoria abeliana
de A-moédulos a derecha graduados y acotados inferiormente, entonces (4.7.3) es una resolucién
proyectiva de A en Cg.

Por otro lado, también tenemos una resolucién proyectiva de A en Cr de la forma

0— A A0, (4.7.4)

Si aplicamos resultados conocidos del dlgebra homolégica a la categoria Cr, obtenemos que . :
(Kr—r)o — A puede ser extendido a un morfismo de resoluciones f, de (4.7.3) a (4.7.4) y que
i: A — (KL_pr)o definido por a — 1 ® a, se extiende a un morfismo de resoluciones g, de (4.7.4)
a (4.7.3) de modo tal que el morfismo identidad de (4.7.3) es homotépico en Cr a g o f y de este
modo, es homotépicamente nulo en grados positivos. Finalmente, si aplicamos el funtor — ®4 &
a (4.7.3), concluimos la exactitud del complejo de Koszul a izquierda en grados positivos y por la
Proposicién 4.28, A es (a, b)-Koszul. O

Observacion 4.78. Si A es (a, b)-Koszul, el complejo (4.7.3) es una resolucion proyectiva minimal de A en
la categoria C por la Observacion 4.75 y la Proposicion 2.16.

A partir de este momento A serd una k-algebra (a, b)-Koszul.
Recordemos que como A es k-playo, la homologia de Hochschild HH,(A) es isomorfa a
Tor" (A, A). Luego,
HH*(A) ~ H*(A Qpe Ki_r,14® dl)

Fijemos i > 0. Para s = a, b existen isomorfismos k-lineales,

fii A®ac (A8 Jo ) O A) — A&k Jo

s

a®Beome7) —  yaf®m

gf: A®kJrSzg(z) — A Rye (A®k‘]sg(z)®kA)
a@m a®(leomel).

De esta manera, el complejo (A ®ac Kz gr,14 ® d') se puede identificar con el complejo (K, d),
donde d serd explicitada enseguida. Por lo tanto, obtenemos el complejo de k-espacios vectoriales:

e AR (I @ IY) AR (T ©T) S A (Tte ) B AeV I Ask — 0,

cuya homologia es HH..(A). Si usamos las identificaciones tenemos las siguientes diferenciales:

e SiveV,ac A entoncesd; (@®v) = (1,0d)(@®1xvel)=a® (T®1l—-1Q7) = av — va.
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e Sii>3esimpar,seana € A;v,v' € Vywe V(= s=1 con s = a, b. Entonces

di(a®vwv') =av @ wv' —v'a @ vw.

e Siiespar seanv;,,---,v;, €V cons = a,b. Entonces
is

@@ v, v, ) = T @ v,y

[V
o

Vig O Vgomz @ Vjomn v Uy F o g U QO Uy iy

s

+2

s
e

Observar que se pueden obviar los escalares del lado derecho del tensor sin pérdida de genera-
lidad pues el tensor estd tomado sobre k.

4.7.1 Homologia de Hochschild de las dlgebras A,

Consideraremos las algebras A, con (a,b) = (4,5) 06 < a < bdefinidas en la Seccién §4.5. Hemos
probado que estas édlgebras son (a, b)-Koszul. Estamos interesados ahora en calcular su homologia
de Hochschild. Para ello utilizaremos el complejo de Koszul del A, ;-bimédulo A, ;, definido en la
seccién anterior que se reduce a:

0— Ay @ (R ®Ry) 25 A0V 25 A, 0k 22 0.

Resulta que HH,,(A, ) = 0si n > 3. Calcularemos entonces los restantes grupos de homologia
de Hochschild.

El grupo HH (A4, ;)

Sea A = A, ;. Sabemos que HH((A) = %{%‘J. Como dy = 0, Kerdy = A®k ~ A. Porotro lado, Im d;

estd generado como k-espacio vectorial por el conjunto {az —za,ay —ya / @ € A}. Tenemos

entonces que (HHy(A))o = k pues Im d; puede ser no nulo sélo en grados mayores o iguales que

uno. Ademas, (HHg(A)); = (z,y) porque (Imd;); = {A\z — 22X\, Ay —y\ / X € k} = {0}.
Notaremos por [—] a la clase de un elemento en la homologia.

Observacion 4.79. Si[w; ---wy] € (HHo(A))y, esta clase consiste en todos los elementos que se obtienen
al realizar las permutaciones ciclicas de las coordenadas de un representante.

Supongamos que tenemos una ruleta circular con n casillas. Asignamos a cada casilla una letra
x 0 y. Dos asignaciones son consideradas diferentes si no existe una rotacién que transforme una en
la otra. Por la Observacion 4.79 resulta claro que la cantidad de clases no nulas distintas que forman
(HHo(A)),, estd acotada por la cantidad de estas diferentes asignaciones. Observar que alguna de
estas clases podria anularse por las relaciones del dlgebra.

Enunciaremos una férmula que permite calcular el cardinal del conjunto de clases -sin tomar en
cuenta las relaciones de A, (ver [A1], Chapter V, section 3), para lo cual necesitaremos la siguiente
definicién conocida en Teoria de Niimeros.

Definicién 4.80. Sea n € N. La funcién de Euler, p(n), estd dada por la cantidad de enteros positivos
menores o iguales que n que son coprinios con él.
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Es sabido que esta funcién puede calcularse mediante la férmula

w1 (o)

pln

donde p es un primo positivo.
La cantidad de clases enunciadas anteriormente esta dada por

p(n) = %Zcp(mﬂ%. (4.7.5)

m|n

Calcularemos explicitamente las dimensiones de (HHy(A)),, para n = 2, 3,4 y describiremos un
algoritmo que permita calcular estas dimensiones para n > 5.

Los elementos 2" e y™ forman dos clases unitarias distintas no nulas. Para 0 < s < n notamos
por C,,—s = [z™°y*], se trata de n + 1 clases distintas entre si, salvo que se anulen en A.

Mostramos las clases que forman (HHy(A)),, paran = 2,3,4.

(i) Sin=2,Cy = [2?],Cy = [zy], Co = [v?].

Hay 22 elementos ubicados en p(2) = 3 clases. Observar que ninguna de estas clases es nula
en A.

(i) Sin = 3,C3 = [23], C2 = [2%y], C1 = [2y?], Co = [y?].
Hay 23 elementos ubicados en p(3) = 4 clases. Nuevamente, ninguna de estas clases es nula
en A.

(iii) Sin =4, [zyzy], C4 = [, C3 = [2%y], C2 = [2%y?], C1 = [2y?], Co = [y*].
Tenemos 24 elementos ubicados en p(4) = 6 clases. Ninguna de estas clases es nula salvo el

caso en que A = Ay 5 donde C; se anula.

De ahora en mds, salvo que se aclare lo contrario, todas las coordenadas pertenecen al conjunto

{z,y}.

Observacion 4.81. Seann > 5y w = 2" *wywe. Siwy = x 0w =z, w € Cp 0w € Cp_1 donde
w1 = wg Y wy # way respectivamente. Si wy = wy =y, w € Cp_o. Luego, estos elementos no originan
nuevas clases.

n—2

Definicién 4.82. Sea [w] = [wy - - w,,] y sea h tal que 2 < h < m. Decimos que z" se realiza en [w] si
existeitalquel <i<m—h+1, w;, = = wjyp—1 =T Y W;—1 = Wiyp = y. Por convencion, sii =1,
Wy = W, YSit=m—h+1, Wy = w;.

Ahora estamos en condiciones para dar el algoritmo que permite calcular las clases que forman
(HHy(A)),, paran > 5.

Algoritmo.

(1) Paras=0,---,n, tomamos las clases C,,_; = [z" *y°]. Si A = /1475, las clases C,,_; son nulas
para2 < s <n —2.Si(a,b) # (4,5) no hay clases de este tipo que se anulen.
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(2)

(3)

4)

Para s = 3,--- ,n — 2 consideramos la clase [w] = [¢" *wq - ws—1]. Siwy = x 0 ws—1 = x,
[w] = Ch—sr con s’ < 5. Siwg = -+ = we—1 =y, [w] = Cp—s. Luego, para obtener nuevas
clases hay que tomar elementos de la forma 2" *yw, - - - ws_oy. Sin embargo, si z* se realiza
en [wy - ws_o] parat > n — s, via una permutacion ciclica vemos que [w] = [ztw{ - - w!,_, 4]
y no generamos una nueva clase.

Obsevemos ademds que si " ° se realiza en [w; - - - ws_2] dos elementos distintos de este tipo
pueden pertenecer a la misma clase. Por ejemplo, sin = 16y s = 13, [z3yzyzdyzyazdy] =
[3yzyx3yxrdyry] donde wy - - - ws_o es zyxdyxyz® en el primer representante de la clase y es
ryx3yzdyz en el segundo.

Resta analizar los elementos de la forma zyw - - - w,—3y donde y"~ y 2! no se realizan en
[wi -+ wp—3] si2 < t < n—3. Esclaro que [zyw; - - wp—3y] = [yzyw; - - wy—3]. Sin em-
bargo, observemos que dos elementos distintos de esta forma pueden pertenecer a la misma
clase. Por ejemplo, si n = 9, [yrytzyr] = [yryzy*z] donde w; - w,_3 es y3zyx en el
primer representante de la clase y es zy?z en el segundo. Entonces, para obtener nuevas
clases consideramos los elementos de la forma yryw, - - - w,—3 donde wy - - wp_3 = y" *z
yparah =5,---,n, Wy Wy_3 = y" " Pruy - up_y es tal que u; = y y x' no se realiza en
[ug - - up—4a] para2 < t < h — 5. Observar que si y" se realiza en u; - - - up—4 parar > n — h,
distintos elementos pueden generar la misma clase; por ejemplo, sin = 10, h =8y r = 3,

[yayPzyPa] = [yzyPzyzy?).

De estas clases hay que analizar cudles pueden anularse al considerar las relaciones.

Las clases obtenidas en (2) se anulan en los siguientes casos:

(i) Sis>a+2yexisteitalquel <i<s—a—1,w; =Wiy1 =T Y Witg—2 = Witq—1 = Y.
(ii) Sis=a— 1y ws_—3 = ws—2 = ¥.
(iii) Sis=a—2y ws_g = y.
(iv) Sis>b+2y 22y 42y divide a wy - - - ws_o.
(v) Sis>b+1lyw; = =wp_5 =Y, Wp—g =Ty Wp—3 = y. También si ws_p = we_p41 = <,

Ws—p42 =+ = Ws—3 =YY Ws—2 = T.

Como z2 no divide a ninguno de los elementos considerados en (3), las clases de estos ele-
mentos nunca se anulan.

Aplicaremos este algoritmo en los casos n = 5,6, 7.

Sea n = 5. Siguiendo el algoritmo, del paso (1) obtenemos las siguientes clases: C5 = [z°],
Ca = [aty], Cs = [2%y?], Co = [2%°], C1 = [2y"], Co = [y°].

Si (a,b) = (4,5), C2 y C3 se anulan.
Del paso (2) obtenemos la clase [z2yxy].
Del paso (3) obtenemos la clase [yzy>z].

Hemos ubicado 2° elementos en p(5) = 8 clases no nulas salvo el caso (a,b) = (4,5) en el que
existen 6 clases no nulas.
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7

e Sea n = 6. De acuerdo al algoritmo, del paso (1) obtenemos las siguientes clases: Cs = [z°]
Cs = [2°y], Ca = [2%y?], C3 = [2%°], C2 = [2°y*], C1 = [29°], Co = [y°]-
Si (a,b) = (4,5), Ca, C3 y C4 se anulan.

Del paso (2) obtenemos las clases:

— Si s = 3, [z*yzy]. Esta clase se anula si (a,b) = (4,5).
— Si s =4, [z%yz?y), [22yxy?] y [y zy].
Si (a,b) = (4,5) las dos ultimas clases son nulas.

Del paso (3) obtenemos la clase [yzy3z] y:
— Sih =5, [yzyiry).
— Sih =6, [yryryz]

Hemos ubicado 2¢ elementos en p(6) = 14 clases no nulas salvo el caso (a,b) = (4,5) en el
que existen sélo 8 clases no nulas.

e Sean = 7. Siguiendo el algoritmo, del paso (1) obtenemos las clases: C; = [z7], Cs = [2%],
Cs = [2°y?], C4 = [*9%], C3 = [2%y*], Co = [2y°], C1 = [2%], Co = [yT].
Si (a,b) = (4,5),Ca, C3,Cs y C5 se anulan.

Al aplicar el paso (2) obtenemos las clases:

— Si s = 3, [z*ywxy]. Esta clase se anula si (a,b) = (4,5).
— Sis =4, [2°y2?y], [3yxy?] y [2°yPay].
Si (a,b) = (4,5) las dos dltimas clases son nulas.
— Sis =5, [z2yx?y?], [2Pyayay], [2Pyazy?], [22yPzy?] y [27yPwy).
Observemos que eliminamos el caso wjwows = 2 y que si tomamos wywows como z2y

0 como yz? obtenemos la misma clase. Si (a,b) = (4,5) todas estas clases son nulas.
Ademas, si (a,b) = (6, 7) la dltima clase es nula.

Del paso (3) obtenemos la clase [yzy*z] y:

— Sih =5, [yzyiry).
— Si h =6, [yzy’ryx).

— Sih =17, las clases posibles son [yzyzy?], [yryzy?z] y [yzyryry], que ya fueron obtenidas
en pasos anteriores.

Hemos ubicado 27 elementos en p(7) = 20 clases no nulas salvo los casos (a,b) = (4,5) y
(a,b) = (6,7) en los que existen respectivamente 8 y 19 clases no nulas.

El grupo HH; ([1,17;,)

Sea A = fla,b. Estudiemos HH; (A). Para ello, si @ € A notemos que:

do (@ ® 2%w1 - We—ay?) = A2W1 - Wa—ay @ Y + TW -+ Wa_ay?a @ 7,

dy(@® 22y’ tay) = axyb—tz @ y + xyb—trya @ .
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y por lo tanto Im ds est4 generada por estos elementos.
Por otro lado, Ker d; estd formado por elementos de la forma Za] ®z+ Zﬂh ®yconaj, B, € A

tales que > (a;7 — Za;) + Z(ﬁhy yBr) = 0. Miraremos cada grado Es claro que (Kerdy)o =0y

J
que (Kerdy); = (1®z,1® y)
Sin pérdida de generalidad podemos pensar a o, 8, € V("~Y como vy, - -~ vy, , convy, € {x,y}
paral <! <mn—1,t = j, h. Estos términos pueden cancelarse, salvo constantes, en los siguientes
casos:

® Ujyt Ujuy @ = TUjy Uy Y Vhy Uk oY = YUhy t Uhy,_y, NEONCES U5y = T, U5 = Vj,_,
para2 <l <n-—1yw; , =x. Porlotanto, a; = z"~! y andlogamente, 3, = y" !

® Vj U, T = YUpy U,y Y TVjy Vo = Uy Uh, Y, entonces vy, =y, v = Uy,
paral <l <n-—-1yw,,_ , =z Ademds, vy, =, vy, =v;, ,paral <l <n—-1ywv; _, =yv.
Por lo tanto,
Vi, =Y, Vjy, = &, Vjs =Y, T Vi1 =Y,

Uh, = T, Vhy = Y, Vhy = T, Vhyyoy = T
Esta situacion sélo es posible sin es pary a; = vj, -+ vj,,_,, Bn = Vn, - * - Vh,_, con

y si | esimpar, x si | esimpar,
v, = . Uh, = .
. x sil espar, ' y si | espar

Concluimos entonces que para n > 2, podemos tomar una base de (Kerd;),, de la siguiente
forma:

— {1 @,y 'Ry, YTy - yRx +TYT---T Yy} sines par.
— {z" 1 @z, y" ! ® y} sin esimpar.
Observemos que ninguno de estos elementos se anula en A, . Méas atin, ningtn elemento de la
base de Ker d; tiene clase nula en el cociente por Im dy. Luego, concluimos que
0 si n=0,
dimy ((HH;(A))n) = ¢ 2 si n esimpar,
3 sin>0 espar.

El grupo HH, (A, ;)

Sabemos que HH,(A) = Ker dy pues ds = 0.
El espacio Kerd, estd formado por elementos de la forma Zaj ® z?wy - we—gy® + Zﬁh ®

2*yt~zy con aj, B, € A tales que 0 = da(DPa; ® 2wy wa—ay® + Zﬁh ® x?yb xy) =
J

S(ajzPwy - We—ay QY +awy - - We—ay?0; @x)+ Y (Brayttr @y +xyb- 4xyﬁh ®x). Estudiaremos
J h
Ker ds en cada grado. Resulta claro que (Kerdz),, = 0sin < a.

Sin = a entonces podemos pensar A € ky )\(;z:2w71~ WY QY+ xWy - We—gy? ®x) =0en A4,
lo cual es un absurdo salvo que A = 0. Luego, (Kerdz), = 0.
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Supongamos ahora que a < n < by o = vj, -+ v;, ., entonces v;, - v;,  TW1 - Wa_ay +
Wy We—ay?vj, v, . = 0 en Ay la unica posibilidad es que z%w; -+ - w,_4y* divida a «; y
por lo tanto @; = 0. Sin > b, resulta andlogo para los elementos anteriores y para el resto, si

Uy + v, 22y e + oyt~ 4ayvp, - - v, , = 0 en A entonces tenemos las siguientes posibilidades:

n—>b

— 22wy -+ w,—qy? divide a By, y por lo tanto £, = 0.

— 22y*~4zy divide a (3, y por lo tanto 3, = 0.

Observemos ademds que no pueden cancelarse términos entre ambas sumatorias. Concluimos
asi que (Kerds),, = 0 para todo n > 0. Luego, HH3(A4,,;) = 0.



Capitulo 5

Algebras (a, b)-cuasi Koszul

Este capitulo estd dividido en tres secciones. La primera se basa en un resultado del trabajo [CS]
para dlgebras monomiales que serd de gran utilidad para dar una equivalencia entre la definicién
de algebras (a, b)-cuasi Koszul y cierta condicién que debe satisfacer su dlgebra de Yoneda. Este
hecho se desarrolla en la segunda seccién, mientras que en la tercera se estudian propiedades de
los médulos (a, b)-cuasi Koszul.

Nuevamente, en este capitulo cada vez que mencionemos un médulo proyectivo serd conside-
rado proyectivo en la categoria graduada.

5.1 Algebras monomiales K,

La nocién de élgebra s fue definida por Cassidy y Shelton en [CS] como un intento de genera-
lizacién de la nocién de dlgebra N-Koszul. En esta seccién estudiaremos en detalle la condicién
para que un algebra monomial sea K y presentaremos un algoritmo para determinar si dada un
dlgebra monomial, ésta es Ko. Nos referimos a [CS] para més detalles. En la préxima seccién
compararemos esta nocién con la de algebras (a, b)-cuasi Koszul.

Definicién 5.1 ([CS]). Una k-dlgebra graduada A = T'(V')/I (con V un k-espacio vectorial de dimensién
finita) se dice Ky si E(A) = @ Ext’y(k,k) estd generada como dlgebra por E*(A) = Extly(k, k) y

n>0

E%(A) = Ext? (k, k).

Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita, y sea {z1,--- ,2,} una base de V. Identifi-
camos a T(V') con el espacio k{z1,--- ,x,). Durante esta seccién, A serd un édlgebra de la forma
T(V)/I donde I es un ideal homogéneo generado por un conjunto finito y minimal de monomios
monicos en las variables z;, para 1 < ¢ < n. Denotaremos a tal conjunto R = {r1,--- ,7}. Fijamos
una resolucién proyectiva minimal (Q, d) del A-médulo trivial a izquierda k. Suponemos ademds
que todo médulo Q,, de la resolucién es libre y finitamente generado de rango t,, y elegimos una
A-base homogénea para cada @),,. Sea M,, la matriz que representa a la diferencial d,, : Q,, = Qp—1
en estas bases, donde miramos a la matriz actuando a derecha. Sea ]\//jn una matriz con entradas
homogéneas en T'(V) tal que su clase en A sea M,,.

Introducimos maés notacion para enunciar el siguiente teorema, cuya demostracién es técnica y
para la cual nos referimos al Teorema 4.4 de [CS]. Para cada n > 2, sea L,, la imagen de Z/\l\n modulo

elideal (T'(V))>2 y sea E, la imagen del producto M\nﬂn,l moédulo I’ =T ®V +V ® I. Pensamos

97
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a L, como la parte lineal de M\n y a I, como la parte esencial de M\nﬁn,l, ya que un elemento
r € I se dice esencial si r ¢ I'. Finalmente, sea [L,, : F,| la matriz de ¢,, X (¢,—1 + t,,—2) obtenida al
concatenar fila a fila L,, y E,,.

Teorema 5.2 ([CS]). Sea A una k-dlgebra graduada en el contexto anterior, y sea Q — k — 0 una resolucién
proyectiva graduada minimal. Entonces son equivalentes:

(i) Aes K.

(ii) Para todo n tal que 2 < n < pdim 4 (k), las filas de la matriz [L,, : E,] son linealmente independientes
sobre k.

Seap € T(V) y notemos p a suimagen en A. Sea ademds Tpnon €l conjunto de monomios ménicos
en T'(V') y notemos gr(p) al grado de cualquier p € Tinon.
Consideraremos también el conjunto finito

LE(R)=A{p € Tmon / 3¢ € Tmon tal que gr(q) >0 y pg € R}.

Para cualquier par de monomios p y ¢ en Tion tales que pg = 0, se define el monomio ménico
L(p,q) := p’ donde p = p"p’ y p’ es minimal respecto a la propiedad de que p’q = 0. Si pg # 0,
tomamos L(p, q) = 0.

Finalmente, dado ¢ € Timon tal que G # 0, se define el conjunto:

L(g)={p€ LE(R) / L(p,q) = p}.

Lema 5.3 ([CS]). Si q es un monomio en T' (V) y G # 0 en A, entonces el anulador a izquierda de g en A
estd generado por {p / p € L(q)}.

Demostracion. Sea p tal que p € L(g), entonces L(p, q) = p y por lo tanto pg = 0. Reciprocamente,
seat € A tal que tq = 0y supongamos que L(t,q) = p’ cont = p’'p’; entonces L(p’, q) = p’. Luego,
p’ € L(q) y t pertenece al A-mddulo generado por {p / p € L(q)}. O

A partir de este lema es fécil dar una descripcién combinatoria de la estructura de E(A) como
espacio vectorial graduado. Para ello, describiremos una resolucién (monomial) proyectiva mini-
mal del A-médulo trivial k de la forma

oo At Mo ptny o pt M L, (5.1.1)
€

Las matrices ]\/Zn se pueden definir inductivamente de la siguiente manera: Sea ]T/I\l = : ,
T

notemos que ¢; = n. Supongamos que m > 1y que M,,_1 esté definida y tiene la propiedad de
que cada fila de M1 posee una dnica entrada no nula y que esta entrada pertenece a LE(R) U
{1, ,z,}. Supongamos ademds que ]\//_Tm,l tiene ¢,,,_; filas. Para cada i tal que 1 < ¢ <t,,_4,si
¢; es la entrada no nula en la fila i-ésima de ]/\4\m_1 y L(¢;) = {p1,--- ,p;}, sea Z\/l\m(z) la matriz de
tamario j x t,,—1 con el vector (p1,--- ,p;) arreglado como la columna i-ésima y ceros en las otras
entradas. Si L(g;) es vacio, no agregamos nuevas columnas. Finalmente, tomamos J\//fm como la

matriz que se obtiene al superponer las matrices ]\/Zm(z) con 1l < i < t,,_1. Por construccion, ]\/4\,”
tiene la propiedad de que cada fila posee una tnica entrada no nula de LE(R) U {z1,--- ,z,} ¥,
para m > 2, todas las entradas no nulas pertenecen a LE(R).
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Resulta claro que M., M,,—1 = 0 para todo m > 1y por lo tanto, las matrices M,, definen un
complejo de A-médulos graduados libres como (5.1.1). Por el Lema 5.3 se satisface el siguiente
resultado.

Lema 5.4 ([CS]). EI complejo (5.1.1) es una resolucion minimal de k como A-médulo.
Sea ahora S el menor conjunto en 7'(V') tal que:
(i) Sil1 < i <mn,x; pertenecea S.

(ii) Siq € Sy existe p € LE(R) tal que L(p, ¢) = p, entonces p € S.

Existe un algoritmo inductivo para calcular S que consiste en tomar S; = {z1,--- , 2, } y definir
parai > lelconjunto S; = |J L(¢)\ U S;. Entonces S es la unién disjunta de los conjuntos S;.
a€Si—1 i<i

Observemos que como LE(R) es finito, S; = () a partir de un [ suficientemente grande.

Teorema 5.5 ([CS]). Sea A un dlgebra monomial sobre el cuerpo k. Entonces A es Ky si y sélo si se satisface
la siguiente condicién para todo ¢ € S: “si existe p € LE(R) tal que L(p,q) = p, entonces pg € R o

gr(p) = 1".

Demostracién. Por el Teorema 5.2 s6lo necesitamos ver que la condicién dada en el enunciado
del teorema es equivalente a la condicién de que para todo m, las filas de la matriz [L,, : E,,] son
linealmente independientes. El conjunto S; consiste en aquellas entradas no nulas de la matriz M,
que no aparecen en M, para cualquier ¢ < I. Luego, la condicién es equivalente al hecho de que
toda fila de [L,, : E,,] es no nula. Entonces, basta probar que [L,, : E,,] tiene filas linealmente
dependientes si y sélo si una de sus filas es nula. Observemos primero algunas propiedades de
esta matriz.

Notemos que un monomio ménico r en [ es esencial si y sélo si r € R, de forma que podemos
suponer que E,, es una matriz con entradas en el espacio generado por R. Mds atin, como toda fila
de ]\Z,,,]\Zn_l tiene una sola entrada no nula, las filas no nulas de F,,, deben ser idénticas a las filas
no nulas de ]\/Zm ]/\/[\m,l. Resulta claro que si un conjunto de filas de E,, es linealmente dependiente
y ninguna de ellas es nula, entonces dos de esas filas deben coincidir. Suponemos sin pérdida de
generalidad que estas filas son las dos primeras y que la tinica entrada no nula r € R estd en la

primera columna. Luego, la multiplicacién M, M,,_; tiene que ser de la siguiente forma:

a 0 O

c 0 0 - r 0 0
0o b 0 - d

0 - |_[r 00

o

donde a, b, ¢, d son monomios tales que ac = bd = r. En particular, existe un monomio e tal que
¢ = ed o d = ec. Por simetria, podemos suponer que d = ec. Entonces la segunda fila de My, _1 es
un multiplo a izquierda de la primera fila, hecho que contradice la minimalidad de la resolucién
proyectiva (5.1.1). Esta contradiccién implica que cualquier conjunto de filas de E,, linealmente
dependiente contiene una fila nula.

Supongamos que existe un conjunto de filas de [L,, : E,,] linealmente dependiente y minimal
respecto a esta propiedad. Por lo anterior, la parte de E,, de todas estas filas debe ser cero. Tene-
mos asi una dependencia lineal en un conjunto minimal de filas de L,,, pero como antes, las filas
no nulas de L,, son las mismas que se corresponden con las filas de ]\/4\,,“ que son linealmente inde-
pendientes. Por lo tanto, al menos una de las filas en el conjunto linealmente dependiente minimal
es cero. Luego, hemos probado la afirmacién del teorema. O
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5.2 Algebras (a, b)-cuasi Koszul

En esta seccion definiremos una familia de algebras, que llamaremos édlgebras (a, b)-cuasi Koszul,
que contiene a las algebras (a, b)-Koszul estudiadas en el capitulo anterior.

Dada una familia de algebra (a, b)-cuasi Koszul A, estudiaremos propiedades de las resolu-
ciones proyectivas graduadas minimales de un A-médulo graduado M. Enunciaremos ademads
resultados sobre los espacios Ext’; (M, Ap). El teorema principal de esta seccién da una equivalen-
cia entre las dlgebras (a, b)-cuasi Koszul y las dlgebras K». Finalizaremos dando ejemplos.

Consideraremos una k-dlgebra graduada A = € A,, que satisface Ag = k x --- x k. En este
n >0

caso resulta que A es artiniana y semisimple.
Supongamos que A estd generada en grados 0y 1; esto es, A, A, = Ay, para todo n,m € Ny.
El radical de Jacobson de A, rad(A), es en este caso P A,,. Como A estd generada en grados 0y 1,

n>1
resulta que rad’(A) = @ A,.
n>i
Fijamos una resolucién proyectiva graduada minimal de 4y como A-médulo, (P, d.):

-—>Pii>--~—>P1i>P0&>AO—>O_
Definicién 5.6. Dados a.,--- ,as € Ny tales que a1 < --- < as, se dice que un A-mdédulo graduado M
estd generado en grados a1, - - - ,a, si para todo ! > a;

Ml = Al—aerh + -+ Al—asMaS'

Observacién 5.7. Esta definicion coincide con la Definicion 2.13 para el caso s-puro. La nomenclatura s-
puro es mds utilizada por Berger, mientras que la Definicién 5.6 es preferida por autores como Green, Marcos
y Martinez-Villa. En este trabajo, como hemos seguido ideas de todos estos autores, consideramos que resulta
iitil familiarizarse con ambas definiciones.

Definicién 5.8 ((GMMVZ]). Sea I un subconjunto de los enteros no negativos. Se dice que un A-médulo
graduado M estd soportado en T si M,, = 0 paratodon ¢ T.

Observacién 5.9. Si M es un A-médulo generado en grados aq,--- ,as entonces M estd soportado en
{n/n>a}.

Observacion 5.10. El Teorema 2.28 implica que en el caso graduado, si M estd soportado en {n/n > m}
entoncesrad(M) = @ M,.

n>m+1

Lema 5.11 ((GMMVZ]). Sea M un A-médulo graduado soportado en {n/n > 1} y sea Q una resolucién
proyectiva graduada minimal de M. Entonces, para cada i > 0, (Q;)n, = 0 para todom < I + i.

Demostracién. Hacemos induccién sobre i. Si ¢ = 0, tomamos una cdpsula proyectiva graduada
f Qo — M — 0. Entonces f; : (Qo); — M, es un isomorfismo porque f preserva grados y
Ker f; C rad((Qo);) = 0. Por otro lado, Q! (M) = Ker f est4 soportado en {n/n > [+ 1}. Luego, Q1
también estd soportado en {n/n > 1+ 1}.

Supongamos vélido el resultado para i > 0y sea g : Q — @, una capsula proyectiva gra-
duada. Entonces, gi+1 : Q1 — (Q:)i+1 es un isomorfismo por hipétesis inductiva. Por lo tanto,
QM) = Ker g esta soportado en {n/n > +1i+ 1}. Luego, (Q;+1)m = 0 paratodom < I +i+ 1.
O
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Lema 5.12. Sea M un A-mddulo graduado generado en grados positivos aq, - - - , as. Sea Q una resolucion
proyectiva graduada minimal de M como A-médulo. Sea i > 1 y supongamos que P; estd soportado en
{n/n > 1}. Entonces, Q; también estd soportado en {n/n > 1}.

Demostracion. Sil < 0 el resultado es evidente. Supongamos que ! > 1. Para j > 0, consideramos
la siguiente sucesién exacta corta:

: : &’ (M
O—>rad3+1(M) — rad’ (M) — 1714_# — 0. (5.2.1)
rad’ " (M)
Como M estd generado en grados positivos a;, - - - , as, tenemos que % es semisimple y
esta soportado en {j} pues rad’ (M) = @ M, yrad’™ (M) = @ M,.
n>j n>j+1
Tomamos una resolucién proyectiva graduada minimal de % como A-médulo, £{j},

y una resolucién proyectiva graduada minimal de rad’(}) como A-médulo, R{;j}. Observemos
que rad’ (M)[—j] estd generado en grados 0, by, - - - , b;. Por el Lema 5.11, (R{l}); estd soportado en

{n/n >1+1i}. Ademads, (L£{j}); estd soportadoen {n/n > I+ j} pues %
soportado en {j} (en este caso estamos usando que P; estd soportado en {n/n > [}). Por lo tanto,
(R{1})i y (L{l—1}); estdn soportados en {n/n > I}. Ademads, (R{l—1}); estd soportado en {n/n >

l}. Si repetimos este argumento, (R{l — 2}); estd soportado en {n/n > [} y asi sucesivamente para

es semisimple y estd

ver que (R{0}); estd soportado en {n/n > I}. Como (R{0}); = Q;, se sigue el resultado. O
Corolario 5.13. Sea M un A-mddulo generado en grados positivos ai,--- ,as. Sea Q una resolucién
proyectiva graduada minimal. Supongamos que P; estd generado en grados by, - - - , by y que Q; estd generado
en grados ¢y, - - - , ¢y. Entonces, ¢; > b;.

Demostracién. Sabemos que P; estd soportado en {n/n > b;} y por el Lema 5.12, (); también. Sin
embargo, (); estd soportado en {n/n > ¢, } por los grados de sus generadores. Luego, ¢; > b;. O

Observacién 5.14. Sea Q una resolucién proyectiva graduada minimal de un A-médulo graduado M tal
que Q; es finitamente generado y estd soportado en . Entonces Ext'y (M, Ag) = Homy (Q'(M), Ao) estd
soportado en Z. Es decir, (Ext’y (M, Ao))n =0sin ¢ T.

Observacion 5.15. Sea (Q, d) una resolucion proyectiva graduada minimal de un A-médulo graduado M,
tal que cada Q; estd soportado en {n/n > s;}. Aplicando el funtor Homa(—, Ao) a (Q, d), obtenemos el
complejo
digq d;
R HomA(Qi-&-laAO) <—+ HOmA(Qi,Ao) — HOmA(Qi_17AO) s HOmA(Qo,Ao) «— 0.

Si f es la clase de f en Ext’y(M, A), (Exty (M, Ao))n = {f / f € Homa((Qi)n,A0) y fdiy1 =0}
Deducimos entonces que:

e Como (Q;), = 0sin < s;, en este caso resulta (Ext’y (M, Ag)), = 0.

e Para n > s;, como consideramos aplicaciones de (Q;), en Ao que preservan el grado, resulta que
Hom 4 ((Q;)n, Ao) = 0. Notar que estamos usando el trasladado (Q;)[s;)-

Luego, Ext’y (M, Ag) estd soportado en {s;}.
Dado un A-médulo a izquierda M, notaremos (M) al E(A)-médulo aizquierda @ Ext (M, k)

i>0

donde la estructura de médulo estd dada por el producto de Yoneda.
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Lema 5.16 ((GMMVZ]). Sea M un A-mddulo finitamente generado. El morfismo inducido por el producto
de Yoneda,

) M ; M
EXt%(AO,AO) ®]€ HOmA ( dM A[)) — EXtiq (rad]w_,A0>

es suryectivo.

Demostracién. Como M es finitamente generado podemos considerar —1 ~ ]_[AO El resultado
se sigue de notar que Ext’y (A, Ag) ®x Hom 4 (][Ao, Ag) — Ext’ (][40, Ao) es un 1somorflsmo y de

m m

la conmutatividad del diagrama
Ethq(AQ, Ao) Rk HOHlA(HAo, Ao) - . EXtil(HAo, Ao) — =0
EXtA(Ao, Ao) Rk HOIIIA (radM’AO) e EthA (radM’ Ao) —0

/ J

0 0
O

Proposicién 5.17. Sea M un A-mddulo graduado generado en grados 0, b1, -- - ,by. Sea Q una resolucion
proyectiva graduada minimal de M. Sea P una resolucion proyectiva minimal graduada de Ay como A-
médulo. Supongamos ademds que P; estd generado en grados a}, - - -, a’ y que Q; es finitamente generado.
Entonces si Q; estd generado en grados a', - - - , a’ la siguiente aplicacion es suryectiva:

Ext’y (Ao, Ag) ®, Homa (M, Ag) — Ext’y (M, Ay).
Demostracion. Consideremos la sucesion exacta corta

M
0—>rad(M)—>M—>m—>O.

Aplicando el funtor Hom 4 (—, Ap) se obtiene la sucesion exacta larga
M
0 — Homyx (rad(]\l)’AO) — Hom4 (M, Ag) — Hom 4 (rad(M), Ag) —

M
Extl <rad(M)’AO> — BExt! (M, Ag) — Ext!|(rad(M), 4y) —

En particular, la sucesién es exacta en Ext’y (M, Ap).

Como el A-médulo rad(M)[—1] estd generado en grado 0, la Observacion 5.14 implica que
Ext’y (rad(M), Ao) estd soportado en {n/n > a$ + 1}. En particular, (Ext’y(rad(M), A))a, = O.
Entonces el morfismo

(ExtiA (radj\é\@’AO»ag — (Ext’y (M, Ag))ui

es suryectivo. Ademds, como todo morfismo de M en A, se factoriza a través de ]‘(/[M), resulta

que el morfismo ‘ ‘
Ext; (Ao, Ag) ®, Hom g (M, Ag) — Ext’y (M, Ao)
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se factoriza por Ext’ (rad( ) AO)

Por otro lado, Ext’ (ra 0T Ao) estd soportado en {a! } pues es un médulo semisimple y

M
rad(M)
P; estéd soportado en {n/n > ai}, porla Observac1on 5.15. Finalmente, también por la Observacién
5.15, como @; esté generado en grados at, - - - Ext’y (M, A) esté soportado en {a’}. Luego,

as/

Xty (Wl(]\%,AO — Ext’y (M, Ag)
es un morfismo suryectivo y, por el Lema 5.16, también lo es el morfismo
Ext (Ao, Ao) ®) Homa (M, Ag) — Ext’y (M, Ao).
|

Proposicién 5.18. Supongamos que P; es finitamente generado para todo i y que sus generadores ho-
mogéneos tienen grados aj,--- ordenados en forma creciente. Para i = o + (3, supongamos que
{a?JrB b ={af + a’lB }, es decir, el grado de cada generador de P, g se escribe como suma del grado de un
generador de P,, y del de un generador de Pg. Entonces, los siguientes morfismos son suryectivos:

53/

EXtA (A07 AO) & EXtA (AOa AO) I EXta+ﬁ (AOa AO)a
Ext’ (4o, Ag) ® Ext§ (Ao, Ag) — Ext3 (4, A).

Luego,
Ext% ™ (Ag, Ao) = ExtS (Ao, Ag) Ext’ (Ao, Ag) = Ext} (Ao, Ag) ExtS (Ao, Ag).

Demostracién. Por hipétesis, 07 (Ay) estd generado en grados a?, - - - . Si aplicamos la Proposi-

) 5 8°
cién 5.17 al A-médulo M = QP (Aq)[—a’], la siguiente aplicacion resulta suryectiva

EXtZ(Ao, Ao) ®k HOInA(Qﬁ(Ao),AQ) — EXtZ(Q’B(Ao), Ao)

Como Ext’ (Ag, Ag) ~ Hom 4 (Q°(Ag), Ao) y Ext (27 (Ag), Ao) ~ Ext% ™ (A, Ay), se sigue el resul-
tado. O

Definicién 5.19. Sea A = T, (A1)/I una k-dlgebra tal que I estd generado en grados a y bcon 2 < a < b.
A se dice un dlgebra (a, b)-cuasi Koszul si Ay admite una resolucion proyectiva graduada minimal
-—P— - — P — Py — Ay — 0,

?

donde P; estd generado en grados

si i es par,

5 SL 1 esumpar.

Observacion 5.20. (i) Sia = b, entonces A es un dlgebra a-Koszul en el sentido de la definicion que se
da en [GMMVZ], el cual generaliza la definicion dada en [B1].

(ii) Si A=T(V)/I es un dlgebra (a,b)-Koszul, entonces es un dlgebra (a,b)-cuasi Koszul.

Definicién 5.21. Sea una k-dlgebra A = Ta,(A1)/I. A se dice K si Ext'y(Ag, Ao) estd generado por
Ext’y (Ao, Ag) donde m = 0,1, 2.
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Observacién 5.22. Si A = T(V)/I donde V' es un k-espacio vectorial de dimension finita, decir que A es
Ko es equivalente a decir que A es ICo.

Teorema 5.23. Sea A = T'a,(A1)/I una k-dlgebra donde I es un ideal generado en grados a y b distintos,
ambos mayores que 2. Entonces, A es (a, b)-cuasi Koszul si y solo si A es ICs.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que A es (a,b)-cuasi Koszul. Haremos inducciéon
sobre ¢ para probar que ExtQ(AO7A0) estd generado por Ext’y (Ao, Ag) donde m = 0,1,2. Para
i =0,1,2 el resultado es trivial. Sea ¢ > 2 y supongamos valido el resultado para cualquier natural
menor o igual que i. Analicemos entonces Ext’ " (Ay, Ao).

e Sii+1=2tseaj tal que 0 < j < ¢, entonces

i . 2t . .
"t =af' = ja+ (5 = b= ja+ (t = j)b.

Tenemos que para h = 1,2, a? € {a,b} yquea;" > =la+ (t—1-1)bsi0 < <t-—1
Concluimos que

atal P =(+1a+(t—(+1)b="a+(t—1)b=ap

con 1 <!’ <t por otro lado,
b+a " =la+ (t—1)b=a}

2t—2

con 0 <1 <t—1.Luego, {aj +a;' *} = {a}'} y por la Proposicién 5.18 tenemos que

EthIl (A()7 Ao) = Extit (A(), Ao) = EXti (A()7 Ao) EXti‘t_Q(Ao, Ao)
Usando la hipétesis inductiva, Ext; (A, Ag) estd generado por Ext% (Ao, Ag), Ext’ (Ao, Ao)
y EXt124 (1407 Ao)
e Sii+1=2t+ 1,seajtalque0 < j <, entonces

= g2 = ja+ (t— )b+ 1.

a] J

Por otro lado,

2t
a%f:ha+<2—h)b:ha+(t—h)b.

Luego, {af”l} = {a?' + 1} y P, esta generado en grado 1. Por la Proposicién 5.18 sabemos
que
Eth4+1 (A07 AO) = EXt?4t+1 (AOa AO) = EXtit(AOa AO) EXt,l‘l(A(% AO)

Por hipétesis inductiva, Extfjl (Ag, Ap) estd generado por Ext%(Ao, Ap), Exth(Ao7 Ag)y
Ext% (A, Ap), y se sigue el resultado.
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Reciprocamente, supongamos que A es Ko, es decir, E(A) estd generada por Ext’ (Ao, Ag),
Exty (Ao, Ap) y Ext? (Ao, Ag). Observemos que como P, est generado en grado 1y Exty (Ag, Ag) ~
Hom 4 (P, Ag), toda extensién en Exty (Ay, Ap) es equivalente a una de la forma

0 — Ap[-1] — M — Ay — 0.
Consideremos otra sucesion exacta corta
0 — Ap[-1] — M’ — Ay — 0,

y la sucesién inducida
0 — Ao[-2] — M'[-1] — Ao[-1] — 0.

Si hacemos el producto de Yoneda de las clases de estas extensiones obtenemos como resultado la
clase de la sucesion
0 — Ag[-2] — M'[-1] — M — Ay — 0.

Deducimos que la imagen de la aplicacién
EXth(AAO7 Ao) ®k EXt114 (Ao, Ao) E— EXti (AQ, Ao)

estd contenida en (Ext% (Ao, Ag))2. Por hipétesis, Ext%(Ag, Ag) estad generado en grados a y b,
ambos mayores que 2, entonces (Ext,%‘(Ao, Ap))2 = 0y por lo tanto, (Exti‘(Ao, Ap))? = 0. Luego,

]':‘)Xti(z‘l()7 A(]) = Ethl4 (Ao, A()) EXt124 (A(), Ao) + EXti(A(h Ao) EXt}L‘ (A(], A()),

y como Ext}; (Ao, Ag) estd generado en grado 1 resulta que Ext? (A, Ay) estd generado en grados
a+1yb+ 1. Por lo tanto, P; también estd generado en grados a + 1 y b + 1. Sin embargo, si
aplicamos la Proposicion 5.18, tenemos que

EXti(AAQ7 Ao) = EXth(Ao, Ao) EXti(Ao, Ao) = EXti (AQ, Ao) EXth(Ao, Ao)
Si utilizamos este resultado y el hecho que A es K2, vemos que

Ext}y (Ao, Ao) Ext}y (Ao, Ao) = Ext}y (Ao, Ao) Ext’y (Ao, Ao) Ext? (Ao, Ao) = 0
EXti (Ao, Ao) EXt}A(Ao, Ao) = EXti (Ao, Ao) EXth (Ao, Ao) EXt}q(Ao, Ao) = 0

Por lo tanto, Ext’ (A, Ag) = (Ext? (Ao, Ao))?. Luego, Ext%(Ap, Ag) estd generado en grados
2a, a + by 2by como consecuencia P, también.
En general, afirmamos que Ext’ (4o, A¢) =

i—1

(Ext? (Ag, Ag))2 si i espar,

(Ext? (Ao, Ag)) = Extly (Ao, Ag) = Extly (Ag, Ag)(Ext% (Ao, Ap)) T si i esimpar.
Para ello hacemos induccién sobre i. Ya probamos que el resultado es vélido para i < 4. Sea
entonces ¢ > 4 y supongamos valido el resultado para h < i. Como A es Ko,

Ethjl (Ao, Ao) = Z EXtZ1 (1407 Ao) e EXtZ{ (Ao, Ao)

(hy, -+, he) € {1,2}F

hy =i+1
1

I

l

Analicemos los siguientes casos:
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e Sii+ 1 es par, fijemos un sumando y supongamos que existe algin h; tal que h; = 1. Sea Iy
minimo con la propiedad de que h;, = 1. Como i + 1 es par, existe h;, tal que l; # lo, by, =1
y l1 es minimo con esta propiedad.

Por hipétesis inductiva, EthfOJrl (Ag, Ap) - -~ Exti;ll = Ext’} (Ap, Ag) donde m = hy 41 + -+ +

hi, es impar y menor que i + 1. Sabemos ademas, por la Proposicién 5.18 que

Ext'7 (Ao, Ag) = Ext"' (Ag, Ag) Ext'i0"" (Ag, Ag) - - Exct’y1~* (A, Ag),
y que
Ext"' (Ag, Ag) Ext’i* (Ao, Ag) = (Ext) (Ao, Ag))2 = 0.
Luego, Extk(Ao, Ap) no aparece en los sumandos. Por lo tanto,

it+1

Ethz_l(Ao,A0> = (EXti(AQ,A())) 2,

e Si i + 1 es impar, fijamos un sumando, entonces existe h; en ese sumando con h; = 1,
elegido de forma tal que / sea minimo esta propiedad. Si existe un segundo exponente con
esta propiedad, necesariamente existe un tercero y se procede como en el caso anterior para
Ext’; (Ao, Ao). Luego, Ext}y (4o, Ao) puede aparecer sélo una vez en cada sumando. Entonces
Ext’;"! (Ao, Ao) estd generado en grados ja + (4 — j)b+ 1 donde 0 < j < I y en consecuencia
P;+1 también. Sin embargo, estos grados son los que generan a P; incrementados en uno, y
por la Proposicién 5.18

Eth—l (1407 Ao) = EXT/}4(1407 Ao) EXtL‘ (Ao, AQ) = EXtLX (Ao, AQ) EXth (Ao, Ao)

Como i es par y menor que ¢ + 1, por hipétesis inductiva tenemos que

EXti‘ (A(), Ao) = (Exti (A(), Ao)) 2 .

Resulta claro que P; estd generado en los grados correspondientes a la definicién de que A sea

(@, b)-cuasi Koszul. O

Corolario 5.24. Si A es un dlgebra (a, b)-cuasi Koszul, entonces para todo i,j > 0

EXtiH—l (Ao, Ao) EXtij—i_l (AQ, Ao) =0.

Demostracién. Por la demostracion del Teorema 5.23 y como 2i + 1y 2j 4 1 son impares, para
todo i, j > 0, tenemos que

Ext% T (Ao, Ao) Ext% T (Ao, Ao) = (Ext% (Ao, Ao))" Extly (Ao, Ao) Extly (Ao, Ao)(Ext% (Ao, Ag))’ = 0.

=0

A continuacién damos una serie de ejemplos de algebras (a, b)-cuasi Koszul.

Ejemplo.
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(1)

Sea A = <’; o Z/I}) con 2 < a < b. Se trata de un algebra monomial. Para ver que es Ks, lo cual es

equivalente a ver que es /C; por la Observacién 5.22, utilizamos el Teorema 5.5. En este caso
R = {a*, yb} y

LE(R) ={p € Tmon / 3¢ € Timon con gr(q) >0 y pg € R},

donde Tpnon denota el conjunto de monomios moénicosen T’ = T'(V) = k(z, y).

Queremos ver que para todo g € S, si existe p € LE(R) tal que L(p, ¢) = p entonces pg € R 0
gr(p) = 1. Construimos S segun el algoritmo inductivo:

b Sl = {.’E, y}

o Sy = (L(x)UL(y)) \ S1,donde L(x) ={p € LE(R) / L(p,x) =p}.Sip € LE(R), pes
una potencia de z 0 una potencia de y. En nuestro caso, p = 2! es tal que pz = 0 y es
de grado minimo con esta propiedad. Luego, L(z) = {z%~'}. Andlogamente, se prueba
que L(y) = {y"~'}. Luego, S5 = {z*~*,y"~'}.

e Sy = (L(x* 1)U L(y*~1)) \ (S1 U S3). Tenemos por definicién que, L(z?~ 1) = {p €
LE(R) / L(p,x*') = p}. Por lo anterior, L(z%~!) = {2} y andlogamente, L(y*~!) =
{y}. Como S; = {x,y}, resulta que Sz = 0.

Concluimos que S = {z,y, 271, y"~'}. Entonces las posibilidades son las siguientes:

sig=zy L(p,x) = pentonces p= 2" ypr € R,

sig=yy L(p,y) =pentoncesp =y" " Lypy € R,
e sig=12""1y L(p,z® ') =pentoncesp =z ypz®~! € R,
esig=y""'yL(p,y*~!) =pentoncesp =yypy*~t € R.

Luego, A es Ky y como [ esta generado en grados a y b, ambos mayores que 2, por el Teorema
5.23, A es (a, b)-cuasi Koszul.

Seana,b € Ntalesque2 < a < byseaG = {a,b}. Sea A = M dondeI = ({z / «a; €

No, 1 <i<t})cont > 2yexisteni,j € {1,---,t} distintos entre si tales que a; = ay a;; = b.

Puede verse de manera anéloga al ejemplo anterior que S = {z1,--- ,z;} U {z® '} 1o, <,
a; £ 0

y tenemos las dos siguientes posibilidades:
e L(p,x;) =psiysolosip =z~ yentonces pz = z{" € R.
o L(p,z ') =psiysoélosip =z, yentonces pz ' =z € R.

Luego, A es Ky y nuevamente, como I estd generado en grados a y b, ambos mayores que 2,
por el Teorema 5.23 A es (a, b)-cuasi Koszul.

Si en el caso anterior consideramos G = {0, a, b} y suponemos que existe h, 1 < h < t tal que
ap, = 0,no puede ser que L(p, z;,) = ppuessip € LE(R) y pZ;, = 0, entonces p es de la forma
x{" € R, pero este elemento no estd en LE(R) puessi ;¢ € R, ¢ = 1 y entonces tiene grado
cero.

Luego, A es K2 y como en los ejemplos anteriores, es (a, b)-cuasi Koszul.
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5.3 Moédulos (a, b)-cuasi Koszul

En esta seccion introduciremos la nocién de médulo (a,b)-cuasi Koszul. Construiremos suce-
siones exactas cortas a partir de propiedades que estos médulos verifican y otras sucesiones que
involucran ciertos médulos de torsién. Los resultados aqui planteados son generalizaciones de
[GMMVZ].

Durante esta seccién consideramos el caso en que Ay = k.

Definicién 5.25. Sea A un dlgebra (a,b)-cuasi Koszul. Decimos que un A-médulo a izquierda graduado,
M, es un médulo (a,b)-cuasi Koszul si existe una resolucién proyectiva graduada minimal de A-mddulos

= Qi — Q1 — Qo — M — 0,

tal que Q; estd generado en grados
, ja+ (% —j)b 0<j<4%siiespar,
oi(i) = - L
0<j< %= si i esimpar.
Observacién 5.26. (i) En el caso en que a = b, un médulo (a, b)-cuasi Koszul es un médulo a-Koszul
en el sentido de [GMMVZ].

(ii) Si M es un médulo (a,b)-cuasi Koszul, como Qo estd generado en grado 0, M también estd generado
en grado 0.

(iii) Si M y N son médulos (a,b)-cuasi Koszul, entonces M @& N también lo es.
(iv) Si A es un dlgebra (a, b)-cuasi Koszul, resulta trivial ver que k es un A-médulo (a, b)-cuasi Koszul.
(v) Sea A un dlgebra (a,b)-Koszul para la cual existen finitos A-médulos simples no isomorfos y con-

t
centrados en grado 0, que notamos Sy, - - - , Sy. Deducimos que Tor{ (k, k) = @ Tor{*(Sy,S;) es
h,l=1

2-puro en grados ny (i) y ny(i). En particular, resulta que Tori' (S, Sp) es 2-puro en grados n, (i)
y ny(i) para todo h tal que 1 < h < t. Por lo tanto, todo médulo simple es un médulo (a,b)-cuasi
Koszul.

Resulta entonces que todo médulo semisimple sobre un dlgebra (a, b)-Koszul es un médulo (a,b)-cuasi
Koszul.

Observacion 5.27. Sea (P, ds) una resolucion proyectiva minimal graduada de k como A-médulo:

d; d d d
- — I% — e — fﬁ =, Iﬁ - }b - k — 0.

Dado un A-médulo M, podemos aplicar el funtor — ®j, % : A-mod — A-mod a la resolucion anterior.
Como este funtor es exacto a derecha, mds aiin, como k es un cuerpo —®y, — es exacto, obtenemos la exactitud,
salvo en el ultimo lugar, del siguiente complejo

d ' d
L L
K |f
M
rad(M)
0

donde f es el isomorfismo candnicoy d; = d; ®y, id. Se satisface lo siguiente:
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e Como dy y f son epimorfismos, dy = f do también lo es.

e Como f es un monomotfismo, Ker dy = Ker f(fo =Im Jl. Luego, vale la exactitud de la resolucion
en el ultimo lugar.

Por otro lado, para cada i, Hom 4 (P;, —) es un funtor exacto pues P; es un A-médulo proyectivo. Ademds,

Hom 4 <Pi Rk %(M), —> = Homy, (mj\&),HomA(a, —)> = Homy, (@k,HomA(Pi, -)

= HHomk (k,Homu (P;, —) HHomA i

Como la categoria de A-mddulos es AB4* (es completa y el producto de epimorfismos es un epimorﬁsmo ver
[W]), el funtor Hom 4 <P Ok 7 d( Ok ) resulta exacto. Luego, los A-mddulos P; @y — ( j son proyec-
tivos.

Lema 5.28. Sea M un mddulo (a,b)-cuasi Koszul. Entonces, dado t > 1 existe una sucesion exacta corta
de la forma

0— QM) — QF (radAfM)> — Q' (rad(M)) — 0.

Demostraciéon. El epimorfismo ¢ : M — induce un epimorfismo ¢ : My — (raéwW)O'

M
rad(M)

Como d( 7y estd soportado en {0} y Ker (M — ) = rad(M), cuyos elementos tienen grado

M
rad(M)
positivo, (g es inyectivo y por lo tanto es un isomorfismo.

Luego, si componemos el morfismo de la cdpsula proyectiva graduada Qo — M con el mor-
fismo M — — d]Y 77 tenemos una cépsula proyectiva graduada de Obtenemos entonces el

siguiente diagrama conmutativo:

rad(ﬂ4

0 0
i f
0 ——rad(M) M radj\{M) 0
gT fT
0 Qo=——0——0
b
0- = = = Q4 (M) —= 2} () = rad(M) = = =0
T |
0 0

donde Q% (M) = Kergy O} (%) = Ker f.
Como f (Ql (md(M)>) = {0}, la restriccion hj = g|q () €S tal que Im h} C rad(M). Ademas,

Tad (M)

hi QY (W) — rad(M) es un epimorfismo; pues si y € rad(M), al ser g un epimorfismo existe
x € Qo tal que y = g(x). Si 7 denota la proyecciéon M — %, 0 =mn(y) = ng(x) = f(z). Porlo

tanto, x € QY ( Ademas,

rmd(A4)>
M
rad(M)

Korh%:KcrgﬁQi,( > = Ker g = (M),
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donde se satisface que QY (M) C QY (rad(M ) pues si g(x) = 0 entonces f(z) = wg(x) = 0. Con-

cluimos de este modo que la tltima fila del diagrama es exacta.

Por hipétesis, A es (a, b)-cuasi Koszul y por lo tanto — (IM) es un moédulo (a, b)-cuasi Koszul por

la Observacion 5.27. Resulta que 2} (W) estd generado en grado 1; luego, rad(M) también.
Tenemos una sucesién exacta corta de la forma
hi M h}
0 — QL (M) -5 QY (rad(M)> — rad(M) — 0,
donde todos los médulos no nulos estan generados en grado 1. Se sigue que si f1 : Q1 — QL (M)

y f3 : Lo — rad(M) son cépsulas proyectivas graduadas, f> : Q1 & Lo — QY ( también es

rad(M)
una cdpsula proyectiva graduada. La construccién del morfismo f> es standard. Vemos que existe
un diagrama conmutativo:

0 0 0
(A A

0 —= 4 (M) —+ 2 (i )~ rad(M) ——0
T fﬂ fs

0 Q1€ "> Q1@ Lo = Ly 0

| !
0 —= Q3 (M)—= 02 (M ) = 0 (rad (M) — 0

j) ¢ I

0 0

donde la tiltima fila estd inducida de la segunda por las inclusiones verticales. Es claro que Q1 @ Ly
es un A-moédulo proyectivo por ser suma de A-médulos proyectivos.
Observemos que los médulos no nulos de la primera fila estdn generados en grado 1. Las

capsulas proyectivas )1 y Lo inducen una cépsula proyectiva de QY (W) Q1 ® Lo. También

sabemos que f2|g, = hif1 y entonces Im fa]g, C rad(2Y(M)) que puede ser no nulo en grados
mayores o iguales que 2. Ademads, Im( f3m2) C rad(M) que puede ser no nulo sélo a partir de grado
2. Como f3ma = hd fo y hi preserva la graduacion, f2(Lo) puede ser no nulo sélo a partir de grado
2.

Como My — d M son médulos (a, b)-cuasi Koszul, Q% (M) y Q% (ra = M)) estdn generados en

grados a y b. Luego, QY (rad(M)) también estd generado en grados a y b por la exactitud de la
dltima fila.
Se sigue por induccién, en forma anédloga con la tdltima fila tomando capsulas proyectivas de

Q2% (M) y de QY (rad(M)), cuya suma directa es una cépsula proyectiva de Q% (%) Resultan

de este modo las sucesiones exactas cortas del lema.

Proposicién 5.29. Sea A un dlgebra (a, b)-cuasi Koszul con Ag = k y sea M un médulo (a, b)-cuasi Koszul.
Para cada i > 1, existen sucesiones exactas cortas de la forma

. _ M _
0 — Ext’; '(rad(M), k) — Ext < ),k) — Ext (M, k) — 0.

rad(M
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Ademds, los médulos de la sucesién estdn soportados en los conjuntos:

{%a} si i es par, {Z a+ 1} siiesimpar.

Demostracién. Por el Lema 5.28, para cada i > 1 existe una sucesién exacta corta de la forma

: R, M Ry i
O D T (ad(M)) = Qi (rad(M)) — 0, (5:3.1)

donde los médulos no nulos estan generados en grados o;(i) con0 < j < £ siiespary0 < j <
sii es impar. Si aplicamos el funtor Hom 4 (—, k), obtenemos

i—1
2

0 — Hom4 (Qy ! (rad(M)), k) LN Hom 4 (Qf;, (mj\fm) k:) LN Hom 4 (Q4% (M), k). (5.3.2)

Por la demostracion del Lema 5.28, sabemos que QY (%) = Q4(M) @ Q4 (rad(M)).

Luego, la sucesion (5.3.1) se parte y entonces, (5.3.2) es exacta a derecha. Podemos reescribir (5.3.2)
como:

) ) M )
0 — Ext’y ' (rad(M), k) — Ext’y < ),k) — Bxty (M, k) — 0.

rad(M
Los médulos de la sucesion exacta corta anterior estdn soportados en los conjuntos del enuncia-

do porque Qi (M), Q% (%) y Q' ! (rad(M)) estan generados en grados o;(i) con 0 < j < & si

iespary0 < j < =l siiesimpar. Ademds, como a < b, el grado minimo de los generadores es
o0(1), aplicamos luego la Observacién 5.15. O

Teorema 5.30. Sea A = @ A,, un dlgebra (a,b)-cuasi Koszul con Ay = k y sea M un A-médulo a

n >0
izquierda graduado. Si M es (a,b)-cuasi Koszul, entonces e(M ) estd generado en grado 0. Mds aiin, para
todoi,j > 0, 4 '
Ext% ™ (k, k) Ext¥ T (M, k) = 0.

Demostracién. Por la Proposicion 5.17, resulta que Ext’y (k, k) Hom (M, k) = Ext’y (M, k) donde
Hom 4 (M, Ag) = Ext (M, k). Luego,

Ext¥ 1 (k, k) Ext? T (M, k) = Ext% T (k, k) Ext® T (k, k) Ext% (M, k)

que se anula por el Corolario 5.24. O
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Capitulo 6

Algebra de Yoneda

Este capitulo estd divido en dos secciones. En la primera de ellas describiremos el 4lgebra de
Yoneda de un algebra (a, b)-Koszul y daremos una férmula cerrada para su producto. En la se-
gunda seccién mostraremos con un ejemplo que el dlgebra de Yoneda de un élgebra (a, b)-cuasi
Koszul, y por lo tanto K3, no es necesariamente un algebra K.

6.1 Algebra de Yoneda de un élgebra (a,b)-Koszul

Esta secccion se centra en generalizar conceptos planteados en [BMa], trabajo al cual nos referimos
para més detalles.

Para dar una descripcién del édlgebra de Yoneda de un algebra (a,b)-Koszul comenzaremos
recordando la siguiente definicién dada en la Seccién §4.6.

Definicién 6.1. Sean V un k-espacio vectorial de dimension finita, I el ideal bildtero de T'(V') generado por
R=R,®Rycon2<a<byA=T(V)/I. Consideramos el espacio vectorial

Rt =({fe (V)W / f(R)=0}u{ge (V)P / g(Ry)=0}).
Se define el dlgebra dual de A como A' = %, donde (R1) es el ideal bildtero generado por R*.

Observacién 6.2. Como R+ C (V*)(@ @ (V*)®), A" es una k-dlgebra graduada y (a, b)-homogénea.

Fijamos una base {v,,}mez de V' y sea {v},}mez la base dual de V*. Utilizaremos el ele-
mento canénico { = Y v, ® v, € V ® V*. Notemos que en T(V @ V*), &% = (Yvm ® v;fn)a =
Z vjl...vja®v‘;f1...v>'f.

Ja
j=01,"""7da)

El complejo K (A) es

B A®(Ai:a(i)@14:b(i)) — A®(A£a(¢71)@A:b(¢71)) — A®(Ai: GBA;:) — AQV — A — 0,

con diferencial dada de la siguiente manera: £ acttiaen A® A!, a derecha por (@® f)-& = > av,, ®

* *\(n—
fvr, donde fv, € A!_ estal quesig € A, _; = %, fvi(g9) = f(vi,g). Sea entonces

1% 1%

di: A® (Ana(i) & Ai;,(i)) — AQ® (Ana(ifl) & Alr:b(ifl))

113
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definida como sigue considerando la estructura usual de 4lgebra de T'(V) @ T'(V*):
e d; es la multiplicacion.

e Siiespar,seanc € A, f € A!T:a(i) y fvi v (9) = f(v}, -}, g9) parag € A!na(iq)'
entonces d;(@®@ f) = (@® f) - & = > avy, 05, fv}, -~ v} _ . Observar que

Ja—1"
j=01 s da—1)

na(i—1)+a—1="%2a+14a—1= ta=n,(i). Se define d; en forma analoga para@ € A
yfe A!;b(i)'

e Sii > 3esimpar, sean@ € A, f € A!r:u() of e A’T:b(i), entonces d;(@® f) = (@® f) - &

Observar que n,(i — 1) + 1 = Sls+ 1 = n,(i) para s = a,b.

i

Recordemos que R, = (r1,--- ,rp) donde rp, = > A?vjl -5, (1 £ h < p). Observe-
J=G1 e da)
mos lo siguiente:

. * * !
e Sivj ---vj, € R, entonces vj, -+ v;, @vi ---vi =0en A® A

]
e Si > Ajvj, -+ vj, € R, es no nulo entonces existe al menos un escalar A; no nulo en
i= 1. da)
iy : - L= _1 VeV
esta expresion. Luego, en A se satisface que v;, ---v; = e > AjUjy 0y,
Si=01 s da)
Ji#J
. * *
Vemos que al aplicar > pjvy, -+ - v resulta
i= W1 da)
* * _
( Z HjUj, "'”ja)( Z Ay, "'Ula) = Z A
i= 1 da) I=(1. -+ la) L= (1 o la)
Luego,
* *
Z Uj1 Vj, ® V), Y5,

i=G1s s da)

—(_ ﬁ'[}""@')@’vf"'vf‘f’ Vil v Vs ®v*...v*

B 2. A T e it e > g1 Ve U Y

i= 1 da) i= 1 da)
i#7 i

A
_ s T x ¥ ¥
= > Vja ® (5705, 05, + g, 0)-
=01, »da) J
Ji#]

Fijemos j tal que J # j, entonces

A —)\A.
(Lot vt 4ok v*)( Z /\lvll~~vla):—J)\~»+)\~,:O.

A= a1 Ja J1 Ja N 7 J
J L=(1, " la) J
i T LpF = !
Concluimos de este modo que . > . )vjl vj, @vj v =0en A® A
J =01, >sJa

e Finalmente, sivj, - - - v;, estal que /\? = O paratodo i, 1 < h < p, entonces (vj1 . 'fu;fa)(rh) =0
y por lo tanto, es un funcional nulo sobre R,,.
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Deducimos de este modo que £ = 0 en A ® A'. Por un razonamiento analogo, £ = 0. Hemos
probado luego que d? = 0. Por lo tanto, K(A) es un complejo con diferencial d.

Probemos ahora que K (A) es isomorfo al complejo de Koszul (4.3.2). Vimos en la Seccién §4.6,
que

Y (VW eREe(VHO, Y (V9O R e (V)®)
jtl+ta=n st+t+b=n
Existen entonces morfismos:
fo ~
Ko=A (K(A)y=A
Ki=A®V h (KA =AV

fi /5 1*

Ki=A®(J2 @0 ) —2 (K(A)i=A® (4] @Al ),

definidos por fo = 14, f1 = lagv ysii > 2, f; es la restriccién a (K;),, del morfismo lineal
fil@®@vj, -v;,) =a@v---vj*. Como V ~ (V*)*, f; es un isomorfismo.

Veamos ahora la conmutatividad del diagama:

di
Ki —_— > Ki—l

| Vi

(R(A)); — (K(A))i1.

Caso 1: Sea i = 1; es decir,

Entonces fo (01 (2@ ® v))) = fo(Xa575) = Xaj0; = di (X5 ® v;) = di (f1 (X5 @ vy)).
Caso 2: Sea i > 2 par, el cuadrado es de la forma
a b 05 a b
A® (J%a D J%b) —A® (‘]%aﬂ @ J%bﬂ)
fi i/fi—l
I * d; IS 1
A® (A%-a @ A%b) — JA® (A%Hl @ A%bﬂ).
En este caso, fz_l(éz(a Q vjy - ’Ujl.n)) = fz‘_1(Oz’Uj1 Vi, VY a) = auj, -V, ®
iq
vi* - v;; Por otro lado, d;(f;(a@ ® vj, ~--Uj%a)) =di(@@vi vt )= (@euyf it )

s

Ja Ji, Ji,
2 27
gl = > Uy U,y @550 (v vy ), donde si consideramos g €
ho=(h1, ", hg_1) 2
(@a—1) ks k% a0k gk gk ]
1% , U vj%a(vh1 vp)(g) = vj; vj%a (vy, -+-vj _ g), que se anula excepto en el
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*x ok * ok ok *
caso en que v, = v, -, vy =vj | yg=uvj ---v; salvoescalares. La suma resulta

. ... . *k .. ek
QUjy * U,y ® V) Uji-a(’u

con el sumando que involucra a b.

* * — v . S o 4 i
Sovp ) = Qv v, ®uT vj%_a. Andlogamente se sigue

Caso 3: Sea i > 3 impar, el diagrama es

a b d; a b
A® (‘]%aﬂ @ J%bﬂ) ——A4® (J%a @ J%b)

Vo | £

A® (AT @ AY )LA@(A’:;IGEBA

tan @A 1o @A)

1%

Luego, fi—1(d;(@®uvj, - 'ngaﬂ)) = fi_1(owy; @y, - - 'Ujﬂaﬂ) = Quj, QUi viT o Por otro
2 2 5—a
lado, di(fi(@ & vy, vy, ) = A@R VT v, )= @@, )6 = Yann e
2z ¢ 2 ¢ m
vi U;fj;l”l (v:,), donde vi* - ‘vﬁ;laﬂ (vp)(g) = viF - .v;‘;aH (vi,g), que se anula excepto en
2 2 2

el casoen que vy, = v}, yg=vj, v , salvo multiplicacién por escalares. Es decir, la suma

*
j—'igl a+1

x (11;-‘1) = av;, ® 113‘2* )

*k

resulta avy, @ vi7 v . Andlogamente se prueba con el otro

sumando.

Hemos verificado luego que los complejos son isomorfos.

A partir de ahora consideraremos un dlgebra (a,b)-Koszul A. Nuestro objetivo es describir
explicitamente el dlgebra de Yoneda de A, E(A) = @ Ext;(k, k).

n >0

Tomamos la resolucién de k dada por el complejo K(A) = (P,,d) donde ¢ : A — k es el
morfismo usual. De esta manera, parai¢ > 0, P, = A® (A!;a(i) ® A!n*b(i)). Como P; es un A-médulo
graduado 2-puro en grados n, (i) y ny(4), resulta que el espacio vectorial Hom 4 (P;, k) también es
graduado y 2-puro en grados —nq (i) y —n (7). Luego, Hom 4 (P, k) es un complejo de k-médulos
graduados con diferencial nula debido a la graduacién. Podemos identificar los espacios vectoriales
Homa(Ps, k) y A, ) ® A4, ;) mediante los isomorfismos canénicos.

Entonces, (E(A)); es 2-concentrado en grados ng (i) y np (7).

Sean f € A!na(i) Vg€ A!na(j) y notemos por f e g € A!na,(i)+na,(j) a su producto de Yoneda. Para
describir este producto utilizaremos el isomorfismo antes descripto y el complejo de Koszul.

Proposicién 6.3. Sea A un digebra (a,b)-Koszul. Sean f € Homa(P;, k) y g € Homa(P;, k). Siiy j son
impares, entonces f @ g = 0. Si i 0 j es par, entonces para s = a,b,a € A, v, € V,1 < h <ng(i +j),

(feg)( Z a @y "'Ulns(i+j))

b=(1s sl (idg))

- f( Z a®uy - 'vlnsu‘)g(l Q Vi, iy+1° " Ul'ns('i+j)))'

U=ae b ()

Demostracion. Como A es un édlgebra graduada y Ay = k, existen morfismos canénicos de k-
dlgebras:: k — Ay m: A — k. Ademads, observemos que

e Siiy j son pares, entonces para s = a, b, n,(i) + ns(j) = s+ %s = %s =ns(i + 7).
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e Siiespary jesimpar, entonces para s = a,b, ns(i) + n,(j) = s+ LSrs+1=H-1s + 1=
Luego, tiene sentido la férmula enunciada para definir f e g.

Si iy j son impares, por el Corolario 5.24, el producto de Yoneda de f y g es nulo.
Supongamos ahora que i 0 j es par y sea g : P; — k. Levantamos g a go : P} — A = Py como

go = to gy continuamos el levantamiento, para s = a, b, definiendo gj, : P}, ,, = A® J; ) — Py
de la siguiente manera:
s _
gh( § : a® vy "'Ulm<j+h))
V= g b))
= E : ARy, 901 @V, iy VL))
P= 0 (4n)
Verifiquemos la conmutatividad del siguiente diagrama:
pPs Sj+h s
j+h — Lj4na1
|oi Jois
2 On s
h— > 4h-1
e Si j + h es impar, entonces
s — _ s —_—
Ih-1 (5j+h( E a®@uy - vlns(j+h))) = gh—l( § avy, @upy - vlns(j+h))
L= lng () L= lngG+n)y)
J— —_—rr S
= § avy, @ Uy, - - vlns(h)go(l @V, hy41 " Vg 5n) )-
b= g b))
e Sij + hes par, entonces
s _
9h-1 (5j+h( E : AUy - Ulns(j+h,)))
= g Gitny)
— oS o I T
_gh—l( Z : 1o PR ®Uls “'/Ulns(j+h))
= b gm)
J— = . S
= § : v, 0L @ UL U, 0 90 @ VL, sy Ve )
=01l (tn))
Por otro lado,
S v J—
won( X AW, ) =
=01 s I (+h))
vl S
on( Z A @, 0096 (L@ VL, iy VL imy)-
P=U g (g4n)
. . s .
Si h es impar, este elemento es > UL, @V, VL, Io(L @V, oy VL, am ) Y SL D
=01 g (+n)
es par, resulta igual a > v, L, @, v, 9oL @i,y UL,y )- Por lO

b= lng(ny)
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tanto, la afirmacion vale si j es par. En el caso en que j es impar, j = 2t + 1, por la Proposicién 5.18
Ext’y (k, k) Ext{ ! (k, k) = Ext’y (k, k) Extl (k, k) Ext% (k, k) = Ext’™ " (k, k) Ext% (k, k)

y razonamos en forma andloga a lo anterior.
Luego, como el producto de Yoneda f e g estd determinado por las componentes f o g%y f o g,
resulta la proposicion. O

6.2 Algebra de Yoneda de un élgebra (a, b)-cuasi Koszul

Sea A una k-dlgebra graduada conexa. Existen propiedades validas para un algebra A que se
verifican también para su algebra de Yoneda F(A) = @ Ext’y" (k, k), que es bigraduada. Estas

propiedades han sido estudiadas en muchos contextos, como por ejemplo: [GMV1], [LPWZ], [MV]
y [P]. En particular, existen clases de dlgebras para las cuales E(A) hereda buenas propiedades de
A. La clase de algebras de Koszul es quizas una de las mds conocidas y estudiadas en este sentido.

Es sabido que el dlgebra de Yoneda de un algebra de Koszul es Koszul y que luego de una
regraduacién adecuada el dlgebra de Yoneda de un élgebra N-Koszul (con N > 3) también es de
Koszul. (ver [GMV1] y [GMMVZ] respectivamente). Las dlgebras K5 son una generalizacién de las
dlgebras de Koszul y se esperaria que el dlgebra de Yoneda de un édlgebra Ky sea también 5. Sin
embargo, en [CPS] se muestra un contraejemplo. El dlgebra considerada en ese contraejemplo no
es (a, b)-cuasi Koszul.

En esta seccién exhibiremos un ejemplo de édlgebra (a, b)-cuasi Koszul cuya 4lgebra de Yoneda
no es K.

Recordemos la construccién bar, para més detalles ver por ejemplo [PP].

Supongamos que A = k® A, donde Ay = P A,,. Para todo A-médulo a izquierda graduado

n>1
M se tiene una resolucion libre, llamada la resolucién bar normalizada que notaremos Bare (A, M):

donde Bar, (A, M) = A® AS™ ® M y la diferencial estd dada por

0(ao @+ ®an@m) = Z(-UHIGO®---®ai71ai®---®an®m+(—1)"ao®---®an71 ® anm.
Como Bare(A, M) es una resolucién libre de M, para todo A-médulo a izquierda N,
Ext’y (M, N) = H"(Hom 4 (Bare(A, M), N)) = H*(Cob*(A, M, N))
donde Cob*(A, M, N) = Hom4(Bare(A, M), N) ~ Homy,(A$® ® M, N). Esta identificacién es com-
patible con la graduacién interna del dlgebra.
Ademas, si M y N son A-médulos a derecha y a izquierda respectivamente,

Tor (M, N) = H,(Bare(M, A, N)),

donde Bare(M, A, N) = M ® 4 Bars(A, N).
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La comultiplicacién, dual al producto de Yoneda, estd dada a nivel de los complejos bar por la
siguiente férmula:

A: MA@ A®" 9N — (M®A%"® P)® (P* @A%™ ® N)
merey®l > mzridp@y&I,

donde P es un A-médulo a izquierda libre y finitamente generado e idp € P ®; P* (refiriéndonos
al elemento correspondiente a idp por la adjuncién).

Ejemplo. Sea V un k-espacio vectorial con base {r, s, ¢, u, v, w, z,y, z}. Consideramos A = T'(V') /1,
donde I es el ideal bildtero generado por el subespacio R, con

R = {vwz, vdvw, tudv, t2u®, 2t3u, rs®y, r3s%, ords, wrrd}).

Como A es un algebra monomial y Ay = k, aplicaremos el Teorema 5.5 para ver que es Ky. Se
pueden calcular:

L(r) = {wzr?}, L(s) = {r3s,zr3}, L(t) =0,

L(u) = {t*u?, 21}, L(v) = {tu®}, L(w) = {v*v},

L(z) = {vw}, L(y) = {rs’}, L(z) =0,

L(wxr?) = 0, L(r’s) = {z}, L(zr®) = {w},

L(t2u?) = 0, L(zt%) =0, L(tu®) = {t},

L(udv) = {t}, L(vw) = {u®}, L(rs®) = {r},

L(u®) = {t*}, L(t*) = 0.
Sy = {r s, t,u,v,w,x,y, 2y, Sy = {war® s, ard 20?23 tud uPv,vw, rs3}, Sz = {u’},
Sy = {t*}, Ss = 0.

Se verifica facilmente que paratodo g € S = ¥ S; tal que p es un anulador a izquierda de g se tiene
i=1

que gr(p) = 1o pg € R. Luego, A es K2 y como es (3, 5)-homogénea y Ay = k, por la Observacién
5.22 y el Teorema 5.23 es (3, 5)-cuasi Koszul.

Sea B = E(A). A partir de ahora consideraremos s6lo el grado cohomolégico. La resolucién
(5.1.1) en este caso es de la forma

0 —s A[-13] o A[-11]2 25 A[-8, —10, -8, —10] 224 A[—6]° 2 621
A[-5,-5,—5,—5,—5,—5,—5, —2,—5] 22 A[-1]° X4 4 — k — 0, -
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donde las diferenciales estdn dadas por

[

r wrr 0 0 0 0 0 0 0 0
s 0 s 0 0 0 0 0 0 O0
t 0 xzr® 0 0 0 0 0 0 0
u 0 0 0 t? 0 0 0 0 0
Mi=| v M, = 0 0 0 =z 0 0 0 0 O0
w 0 0 0 0 t® 0 0 0 0
x 0 0 0 0 0 < 0 0 0
Y 0 0 0 0 0 0 ovw 0 O
z 0 0 0 0 0 0 0 rs® 0
00z 0 00 OO0 O O
00 w 0000 0 0 vw 0 0 0 0 0
00 0 00 ¢t 0 0 O 0 «» 0 0 0 0
Ms=1069 00000 ¢t 0 0 My = 0 0 0 0 ¢t 0
00 0 00 0 0 w 0 0 0 0 0 0 wrr?
00 0 0O0O0O0 0 r
«w 0 0 0
M52(0 ¢ 0 0) Mg=(t 0).

Denotamos por y* y z* a los elementos de una base de B; que son duales a y y z en A; respec-
tivamente. La base dual de los elementos de la lista de relaciones de R es una base del espacio
vectorial By. Denotamos «, 8y «y los elementos de esta base que son duales a los monomios t2u3,
vwz y r?s? respectivamente. Utilizando (6.2.1) observamos que:

e 2*a € By = Ext®(k, k) ~ Homa(P3, k) = Hom4(A[—6]%, k) no es nulo pues 2*a(z,t,t, u, u, u)
=1

e By € By = Ext(k,k) ~ Homa(Py,k) = Homa(A[-8,—10,—8,—10],k) no es nulo pues
By(vwz, r3, s, 5) = 1.

e 2*af € By = Ext’(k, k) ~ Homu(Ps, k) = Homa(A[-11] k) es nulo pues si zt>uvwz €
A?, las posibles formas de escribirlo como par; es decir, 1 ® zt?udvwz, 2z @ t2udvwz, 2t @
tudvwe, - - -, 2203w ® x, zt2uPvwe ® 1, son todas cero.

¢ En forma andloga al caso anterior, Fyy* es nulo.

Por lo descripto antes del ejemplo, TorZ (k, k) se puede calcular usando el complejo bar:
Bar,(k,B,k)=k®@p B& By ®---® By @ k = BY".

Sean = z*a®fy@y* € BY3, entonces d(n) = z*afy®y* — 2z*a® Byy* = 0. Por otro lado, como
(" ®aRfyRY") = 2" a® YRy  — 2" ®afyRy +2"®a®fyy" = 2" aR fyRy" —2*@afyRy"y
I(z"a®@BRYQY") =2"afR7RY" —2"a® YRy +2"a® fRYY" = 2" a® R YY" — 2" a® Sy Yy,
entonces 7 ¢ 8(3%4). Luego, 7 representa una clase de homologia no nula en Tor? (k, k).

Vemos ademds que 0(—z*a @ f®7) = —z*af @7+ z*a @ fy = z*a @ By € Imd; y 9(z* ®
@) = z*a € Tmd,. Por lo tanto las clases de z*a ® 37 y z*a son nulas en TorZ (k, k) y Tor? (k, k)
respectivamente. Luego, si aplicamos la comultiplicacién:

A: Tord(k,k) — Tord(k,k)® Tor?(k,k) @ Tor? (k, k) ® Tord (k, k)
n — (zfa®@fy) @y + 2 a® (Byyr),
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resulta A(n) = 0. De este modo, A no es inyectivo y entonces el morfismo del producto de Yoneda
F*(B)® E*(B) @ E*(B) ® E*(B) — E*(B)

no es suryectivo. Por lo tanto, E(B) no estd generada por E'(B) y E?(B) y entonces B no es un
algebra KC,.
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