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Álgebras (a, b)-Koszul y álgebras (a, b)-cuasi Koszul

Resumen

La definición de álgebra de Koszul fue dada por S. Priddy (ver [P]). Se trata de álgebras que
poseen propiedades muy interesantes desde el punto de vista homológico.

En [B1], R. Berger introduce las álgebras de Koszul “generalizadas”. Su interés por esta clase
de álgebras está motivado por el hecho de que las álgebras Artin-Schelter regulares de dimensión
global tres que están generadas en grado uno son precisamente de este tipo.

Las álgebras allí estudiadas por R. Berger son de la forma A = T (V )/I donde V es un k-espacio
vectorial, T (V ) su álgebra tensorial e I es un ideal bilátero generado por elementos homogéneos de
grado s. Nuestro interés consiste en considerar el caso en que el ideal I está generado por elementos
homogéneos de dos grados distintos a, b con 2 < a < b.

En este trabajo se generalizan algunos resultados probados en [B1], se muestran ejemplos de
álgebras (a, b)-Koszul y se da una resolución proyectiva minimal del álgebra A considerada como
A-bimódulo que permite calcular en ciertos casos sus grupos de homología de Hochschild.

Por otro lado, se generalizan resultados de [GMMVZ], introduciendo las nociones de álgebra
y de módulo (a, b)-cuasi Koszul. Finalmente, aplicando estos resultados, se puede caracterizar el
álgebra de Yoneda para álgebras (a, b)-Koszul.

Palabras clave: Homología, Hochschild, Koszul, resoluciones.
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(a, b)-Koszul algebras and (a, b)-quasi Koszul algebras

Abstract

The definition of Koszul algebras was given by S. Priddy (see [P]). These algebras have very
interesting homological properties.

R. Berger defined “generalized” Koszul algebras in [B1]. His interest in this class of algebras
comes from the fact that it includes Artin-Schelter regular algebras of global dimension three gen-
erated in degree one.

He considered algebras of type A = T (V )/I where I is a two-sided ideal generated by ho-
mogeneous elements of degree s. We are interested in the case that the ideal I is generated by
homogeneous elements of two different degrees, a, b both greater than 2.

In this thesis we generalize some results proven in [B1], exhibit examples of (a, b)-Koszul alge-
bras and construct a projective minimal resolution of the algebra A considered as an A-bimodule,
which allows us to compute in some cases its Hochschild homology groups.

We also generalise results obtained in [GMMVZ], introducing in this way the notions of (a, b)-
quasi Koszul algebras and modules. Finally, using these results, we describe the Ext algebra of an
(a, b)-Koszul algebra and its Yoneda product.

Key words: Homology, Hochschild, Koszul, resolutions.
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Capítulo 1

Introducción

La noción de álgebra de Koszul y sus generalizaciones han tenido un importante desarrollo en
los últimos años (ver por ejemplo [BGS2] y [F]) debido a sus numerosas aplicaciones en geometría
algebraica, teoría de Lie, grupos cuánticos, topología algebraica y combinatoria (ver [HL]). Se trata,
dicho sin entrar en detalles, de k-álgebras graduadas provistas de una resolución graduada libre
minimal. Estas álgebras fueron originalmente definidas por Priddy en 1970 [P]. La estructura de
las álgebras de Koszul está descripta de manera muy clara en [PP].

Existen numerosas definiciones equivalentes de álgebra de Koszul. Las más utilizadas son las
siguientes.

Sean k un cuerpo y A una k-álgebra graduada conexa, finitamente generada en grado 1. Sea
E(A) =

⊕
m,n

En,m(A) =
⊕
m,n

Extn,mA (k, k) el álgebra bigraduada de Yoneda asociada (donde n es el

grado cohomológico y −m es el grado interno heredado de la graduación de A). Sea En(A) =⊕
m

En,m(A). Entonces A se dice de Koszul si satisface alguna de las siguientes condiciones equiva-

lentes:

(i) En,m(A) = 0 si n 6= m.

(ii) E(A) está generada como álgebra por E1,1(A).

Recientemente, R. Berger definió la noción de álgebra N -Koszul [B1]. Si N = 2, se obtiene la
noción clásica de álgebra de Koszul. La definición de Berger es la siguiente:

Una k-álgebra A es N -Koszul si En,m(A) = 0 para m 6= δ(n), donde δ(n) = (n−1)
2 N + 1 si

n es impar y δ(n) = n
2N si n es par. En particular, un álgebra N -Koszul debe tener todas las

relaciones que la definen en grado N y cada En(A) es puro, en el sentido que en la descomposición
En(A) =

⊕
m,n

En,m(A) hay un único sumando directo no nulo: En,δ(n)(A).

Esta definición fue utilizada entre otros en [BG] y [GMMVZ].
En diversos trabajos los autores demuestran similaridades entre las nociones de álgebra de

Koszul y N -Koszul (ver [B1], [GMMVZ], [BG], [FV]). Sin embargo, la restricción impuesta por
la N -homogeneidad de las relaciones es artifical y causa problemas variados. En particular, la clase
de álgebras N -Koszul, para N > 2, no es cerrada con respecto a extensiones de Öre graduadas,
extensiones regulares normales, o productos tensoriales.

Por otra parte, sería deseable calcular una resolución proyectiva minimal de un álgebra de
caminos truncada cuyas relaciones estuvieran generadas por elementos homogéneos de grados dis-
tintos, por ejemplo, el álgebra conmutativa A = k〈x,y〉

〈xy−yx,JN 〉 , donde JN es el conjunto de caminos

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de longitud N en k〈x, y〉 a partir de la información que se obtiene de las álgebras B = k[x, y]
y C = k〈x,y〉

〈JN 〉 , las cuales son de Koszul y N -Koszul respectivamente. La propiedad de ser N -
Koszul está descripta también en [GMMVZ], donde los autores estudian álgebras de la forma
A = TA0(A1)/I , conA0 = k×· · ·×k,A1 unA0-bimódulo e I un ideal bilátero generado por elemen-
tos homogéneos de gradoN de TA0(A1). Naturalmente, nace la idea de generalizar la definición de
álgebraN -Koszul a álgebras de este tipo, es decir cocientes de álgebras tensoriales sobre un espacio
vectorial de dimensión finita divididas por un ideal generado por elementos homogéneos de dos
grados distintos. Cuando uno de esos grados es 2 se requiere de otras técnicas para su estudio;
no trataremos ese caso. En el momento de terminar esta tesis, E. Green y E. Marcos publicaron el
preprint [GM], que trata precisamente esa situación. En el presente trabajo consideraremos ide-
ales I generados por elementos homogéneos de grados a y b tales que 2 < a < b, motivados por
ejemplos citados más adelante.

Por otra parte R. Berger probó en [B1] los siguientes resultados (Theorem 2.11 y Proposition 2.12
de [B1] respectivamente), respecto de los cuales no entraremos en detalles en la Introducción.

Teorema 1.1. Sea A = T (V )/I un álgebra s-homogénea sobre V , con R como espacio de relaciones (lo cual
significa que R es un conjunto minimal de generadores de I). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es de Koszul.

(ii) No hay obstrucción al construir (en la categoría de A-módulos a izquierda Z-graduados y acotados
inferiormente) una resolución proyectiva pura

· · · −→ Ki
δi−→ Ki−1 −→ · · · −→ K1

δ1−→ K0
ε−→ k −→ 0

de k siguiendo el proceso descripto en [B1].

(iii) Se satisface la condición (ec) (introducida en [B1]), y para cualquier j ≥ 1, se tiene la distributividad
de las ternas (E,F,G) para n ≥ (j + 1)s y la distributividad de las ternas (E′, F ′, G′) para n ≥
(j + 1)s+ 1, donde

E = V (n−js) ⊗ Jjs
F = In−js ⊗ V (js)

G = V (n−(j+1)s+1) ⊗ I2s−2 ⊗ V ((j−1)s+1)

E′ = V (n−js−1) ⊗ Jjs+1

F ′ = In−js−1 ⊗ V (js+1)

G′ = V (n−(j+1)s) ⊗R⊗ V (js).

Proposición 1.2. Para que un álgebra s-homogénea A sea de Koszul, es necesario y suficiente que su com-
plejo de Koszul a izquierda (o a derecha) sea exacto en grados positivos.

Lógicamente, la generalización de la definición de álgebras N -Koszul a álgebras que son co-
cientes de álgebras tensoriales sobre un espacio vectorial de dimensión finita por un ideal gene-
rado por elementos homogéneos de grados a y b (2 < a < b) obtenida, debería ser compatible con
la definición dada por R. Berger (ver Definition 2.10 de [B1]).

Sin embargo, si se generaliza naturalmente la noción de álgebra N -Koszul a un álgebra tenso-
rial dividida por un ideal generado por elementos homogéneos de grados a y b siguiendo el trabajo
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[B1], observamos que las álgebras de la forma A = 〈x,y〉
〈xa,yb〉 no satisfacen esta nueva definición.

Como uno está interesado en estudiar estas álgebras es que se obtiene una generalización diferente
siguiendo el trabajo [GMMVZ] que incluye estrictamente al anterior. En otras palabras, esta obser-
vación nos condujo a definir las nociones de álgebra (a, b)-Koszul y de álgebra (a, b)-cuasi Koszul
respectivamente. La familia de álgebras (a, b)-cuasi Koszul contiene estrictamente a la familia de
álgebras (a, b)-Koszul.

A continuación daremos algunas definiciones que utilizaremos en el resto de la tesis.
En adelante A será siempre una k-álgebra graduada, A =

⊕
n ≥ 0

An.

Definición 1.3. Sean s ∈ N, A una k-álgebra y M un A-módulo Z-graduado. Diremos que M es s-
concentrado (respectivamente s-puro) en grados l1, · · · , ls si existen enteros no negativos l1 < · · · < ls
tales que M = Ml1 ⊕ · · · ⊕Mls (respectivamente M = AMl1 + · · ·+AMls ).

Dado i ∈ N0, sea ns(i) ∈ N definido por:

ns(i) =

{
js si i = 2j
js+ 1 si i = 2j + 1.

Definición 1.4. Dados a, b ∈ N, V un k-espacio vectorial de dimensión finita e I un ideal bilátero de
T (V ), el álgebra A = T (V )/I se dice (a, b)-homogénea si I tiene un conjunto de generadores formado por
elementos homogéneos de grados a o b.

Definición 1.5. Dados a, b ∈ N tales que 2 < a < b y un espacio de relaciones para el ideal bilátero I tal
que R = Ra ⊕ Rb con Ra y Rb excluyentes, diremos que un álgebra (a, b)-homogénea A, es (a, b)-Koszul
(generalizada) si el espacio vectorial graduado TorAi (k, k) es 2-puro en grados na(i) y nb(i) para todo i ≥ 2.

Definición 1.6. SeanA0 un k-espacio vectorial de dimensión finita,A1 unA0-bimódulo e I un ideal bilátero
de TA0(A1) tales que 2 < a < b y A = TA0(A1)/I . Se dice que A es un álgebra (a, b)-cuasi Koszul si A0

admite una resolución proyectiva minimal graduada

· · · −→ Pi −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→ A0 −→ 0

donde Pi está generado en grados{
σj(i) = ja+ ( i2 − j)b 0 ≤ j ≤ i

2 si i es par,
σj(i) = ja+ ( i−1

2 − j)b+ 1 0 ≤ j ≤ i−1
2 si i es impar.

La primera parte del trabajo consiste en recopilar información ya existente sobre el tema y que
será de utilidad para el desarrollo del mismo. Recordaremos entonces definiciones y resultados
referentes a módulos graduados, propiedades específicas sobre espacios vectoriales, propiedades
homológicas, álgebra de Yoneda. Las referencias para esta parte son: [A2], [B2], [C], [W] y [Z].
Asímismo, dedicaremos un capítulo a recordar resultados sobre las álgebras de Koszul clásicas.

Luego de dar la definición de álgebras (a, b)-Koszul, encontraremos condiciones equivalentes a
la misma. Algunas de estas condiciones se vinculan con la propiedad de que cierto reticulado sea
distributivo. Las referencias que hemos utilizado para reticulados distributivos son: [BMu], [J] y
[O]. Generalizamos la noción de que una terna sea distributiva a que sea multidistributiva, ya que
las ternas multidistributivas juegan un rol fundamental para obtener condiciones equivalentes a la
definición de que un álgebra sea (a, b)-Koszul.

Damos a continuación ejemplos de álgebras (a, b)-Koszul.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Luego definimos el álgebra opuesta A◦ y el álgebra dual A! de un álgebra (a, b)-homogénea
A y probamos que A◦ es (a, b)-Koszul si y sólo si A lo es. Sin embargo, vemos que esto no es
válido para A!. También construimos una resolución por A-bimódulos de un álgebra (a, b)-Koszul.
Esta construcción es útil para calcular la homología de Hochschild del álgebra. Para completar
este capítulo, calculamos explícitamente las dimensiones de los k-espacios vectoriales HHi(A) de
acuerdo a la graduación heredada del álgebra A.

El trabajo [CS] presenta la noción de que un álgebra sea K2 como una posible generalización
de la noción de álgebra N -Koszul. Probamos que un álgebra (a, b)-homogénea con 2 < a < b es
(a, b)-cuasi Koszul si y sólo si es K2. En este mismo trabajo se prueba un resultado que permite
determinar fácilmente cuándo un álgebra monomial es K2, el cual nos permite mostrar que las
álgebras A = k〈x,y〉

〈xa,yb〉 y mas generalmente A = k〈x1,··· ,xt〉
I con I = 〈xαii / 1 ≤ i ≤ t〉 donde t ≥ 2

y (α1, · · · , αt) ∈ {0, a, b}t bajo ciertas condiciones sobre los αi son K2, y por lo tanto (a, b)-cuasi
Koszul.

Introducimos la definición de A-módulos (a, b)-cuasi Koszul y estudiamos mediante ello el
comportamiento del producto de los módulos de extensión. Finalmente, damos una descripción
explícita del álgebra de Yoneda de un álgebra (a, b)-Koszul y mostramos un ejemplo de álgebra
(a, b)-cuasi Koszul cuya álgebra de Yoneda no es K2.



Capítulo 2

Conceptos generales

En este capítulo introduciremos notación, daremos algunos resultados homológicos básicos sobre
álgebras y módulos graduados así como también ciertos resultados sobre espacios vectoriales que
serán luego utilizados a lo largo del trabajo.

Al término de este capítulo, definiremos el álgebra de Yoneda y mostraremos algunos ejemplos.
Recalcamos que todos los módulos que aparecen son A-módulos Z-graduados.

2.1 Álgebras graduadas

Sea k un cuerpo. Una k-álgebra graduadaA es una familia {An}n≥0 de k-módulos con un producto
bilineal An ⊗k Am → An+m y un elemento unidad 1 ∈ A0, esto implica que A0 y

⊕
n ≥ 0

An son k-

álgebras asociativas con unidad. A se dice graduada conmutativa si para cada α ∈ An y β ∈ Am,
se tiene que αβ = (−1)nmβα. Una k-álgebra diferencial graduada es una k-álgebra graduada A
provista de un morfismo d : An → An−1 tal que d2 = 0 y que satisface la regla de Leibnitz:

d(αβ) = d(α)β + (−1)nαd(β)

para α ∈ An, β ∈ A.

Ejemplo. Sea V un k-espacio vectorial graduado tal que V = V1; es decir, V está concentrado en
grado 1. Si consideramos el álgebra tensorial de V sobre k, T = T (V ) =

⊕
n ≥ 0

Tn, donde Tn = V ⊗n

y T resulta una k-álgebra graduada generada en grado uno. Sea I un ideal bilátero graduado
propio de A, el álgebra cociente A = T (V )/I es un álgebra graduada con la graduación An =
V ⊗n

In
. Recíprocamente, toda álgebra graduada generada en grado uno y conexa (es decir, A0 = k)

puede identificarse vía un isomorfismo de álgebras con un álgebra de este tipo. En la geometría
algebraica (ver [E]) y en los grupos cuánticos (ver [M1]) nos encontramos con varios ejemplos de
álgebras cuadráticas; es decir, álgebras de la forma A = T (V )/I tales que I está generado por
elementos de grado dos (I = 〈R〉, con R ⊆ V ⊗2). Este concepto se ha extendido al caso en que I
está generado por un espacio vectorial contenido en V ⊗s, y en este caso A se dice s-homogénea.
Las álgebras simétrica y exterior también son ejemplos de álgebras cuadráticas. En [B1], el autor
está interesado en estudiar propiedades de las álgebras regulares de Artin-Schelter, que resultan
análogas a álgebras de polinomios no conmutativas. Dentro de esta familia de álgebras también
encontramos ejemplos de álgebras cuadráticas y cúbicas (ver [AS], [ATV]).

5



6 CAPÍTULO 2. CONCEPTOS GENERALES

2.2 Módulos graduados

Durante esta sección A denotará un álgebra N0-graduada. Suponemos que A0 = k, es decir que
A es conexa. Un A-módulo a izquierda M se dice Z-graduado si M =

⊕
n ∈ Z

Mn y AmMn ⊆ Mn+m.

Notaremos por A-grMod la categoría abeliana de A-módulos a izquierda M que son Z-graduados.
Los morfismos en esta categoría son las aplicaciones A-lineales que conservan el grado; es decir,
aplicaciones homogéneas de grado cero f : M → N tales que f(Mn) ⊆ Nm. Un A-módulo a
izquierda graduado M se dice acotado inferiormente si existe un número entero m tal que Mn = 0
para todo n < m. LosA-módulos a izquierda graduados y acotados inferiormente forman una cate-
goría abeliana llamada la categoría graduada acotada inferiormente de A, que es una subcategoría
plena de A-grMod; es decir, los morfismos de esta categoría son los homomorfismos de módulos
que preservan la graduación.

El morfismo k-lineal ε : A → k dado por ε|A0 = 1A0 y ε(Ai) = 0 para todo i ≥ 1, da a k una
estructura de A-módulo a izquierda, aλ := ε(a)λ para a ∈ A y λ ∈ k.

Dado l ∈ Z y un A-módulo graduado M , se define el módulo graduado M [l] cuyo grupo
abeliano subyacente es M y la acción de A está dada como antes, graduado por (M [l])n = Mn+l.
Un módulo M se dice libre-graduado si tiene una base formada por elementos homogéneos. Si
M es acotado inferiormente, entonces M es libre-graduado si y sólo si es isomorfo a una suma di-
recta de A-módulos de la forma A[−li], donde los grados li (con posibles repeticiones) forman un
conjunto que está acotado inferiormente, pues M está acotado inferiormente.

Recordemos un resultado general del producto tensorial:

Sean R un anillo, M un R-módulo a izquierda libre con base (ei)i∈I y N un R-módulo a derecha.
Entonces todo elemento de N ⊗RM se escribe de manera única como

∑
i

ni ⊗R ei donde la familia (ni) está

finitamente soportada.

Sea V un k-espacio vectorial graduado y consideremos el A-módulo a izquierda graduado
M = A ⊗k V . Podemos tomar una base homogénea (vi)i∈I del espacio V . Por el resultado que
enunciamos anteriormente, (1 ⊗k vi)i∈I forma una base homogénea del A-módulo M . Luego, M
es libre-graduado y de esta manera obtenemos ejemplos de módulos libre-graduados. Más aún,
todo A-módulo a izquierda libre-graduado M resulta isomorfo como módulo a A ⊗k V , pues si
(mi)i∈I es una base homogénea de M , entonces (1 ⊗A mi)i∈I forma una base homogénea del
k-espacio vectorial graduado k ⊗A M . La afirmación se sigue del isomorfismo de A-módulos
ϕ : A⊗k (k ⊗AM)→M dado por ϕ(1⊗k (1⊗A mi) = mi.

Definición 2.1 ([B2], [C]). Un epimorfismo f : M → M ′ en A-grMod se dice esencial si para todo
morfismo g : N →M tal que f ◦ g es suryectivo, entonces g es suryectivo.

Enunciaremos y probaremos a continuación algunos resultados que involucran la noción de
epimorfismo esencial y que serán aplicados en otras secciones de este trabajo.

Proposición 2.2 ([B2]). (Lema de Nakayama versión graduada) Sea M un A-módulo a izquierda gra-
duado sobre los enteros no negativos. Si k ⊗AM = 0 entonces M es el módulo nulo.

Demostración. Denotemos I(A) =
∑
n ≥ 1

An. Es un resultado conocido que el morfismo ϕ : M →

k ⊗A M definido para m ∈ M como ϕ(m) = 1 ⊗m, induce un isomorfismo entre los A-módulos
M

I(A)·M y k ⊗AM . Luego, por hipótesis, M = I(A) ·M . Supongamos que M es no nulo y conside-
remos el menor entero l tal que Ml 6= 0. La inclusión Ml ⊆ I(A) ·M implica una contradicción ya
que todos los elementos de I(A) son de grado positivo. Más precisamente, si m ∈ Ml no es nulo
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entonces existen elementos no nulos ai ∈ I(A) y m′i ∈M tales que m =
∑
i

aim
′
i y gr(m′i) < l, y por

lo tanto Mgr(m′i)
6= 0. �

Corolario 2.3 ([B2], [C]). Si f : M →M ′ es un morfismo en la categoría de A-módulos graduados por los
enteros no negativos, la aplicación asociada k ⊗AM → k ⊗AM ′ es suryectiva si y sólo si f es suryectivo.

Demostración. Es claro que la suryectividad de la aplicación f implica la de 1 ⊗A f . Recíproca-
mente, tenemos que la sucesión

M
f−→M ′ −→ Coker f −→ 0

es exacta. Si aplicamos el funtor exacto a derecha k ⊗A − obtenemos la exactitud de

k ⊗AM −→ k ⊗AM ′ −→ k ⊗A Coker f −→ 0.

Como la primera aplicación es un epimorfismo, por la Proposición 2.2, Coker f = 0 siendo así f
un epimorfismo. �

Proposición 2.4 ([C]). Sea f : M →M ′ un morfismo. La aplicación f = 1k ⊗A f : k⊗AM → k⊗AM ′
es un isomorfismo si y sólo si f es un epimorfismo esencial.

Demostración. Supongamos que f es un isomorfismo, entonces es biyectivo, en particular, es
suryectivo y por el Corolario 2.3 tenemos que f es un epimorfismo.

Veamos ahora que f es esencial; para ello sea g : N →M un morfismo tal que f ◦g es suryectivo,
entonces el morfismo composición

k ⊗A N
1⊗g−→ k ⊗AM

1⊗f−→ k ⊗AM ′

es suryectivo debido a que el funtor k⊗A− es exacto a derecha. Por otro lado, como f es biyectivo,
1 ⊗ g también es suryectivo y si seguimos el mismo razonamiento hecho anteriormente para f ,
deducimos que g es suryectivo y así, f es esencial.

Recíprocamente, si f : M → M ′ es un epimorfismo esencial, sabemos que el morfismo f es
suryectivo, mostremos entonces que su núcleo se anula. Sea N su núcleo, el cual es un subespacio
vectorial graduado del espacio vectorial graduado k ⊗AM , luego existe un subespacio suplemen-
tario T ⊆ k ⊗A M tal que N ⊕ T = k ⊗A M . Tomemos una base homogénea de T de la forma
B = {ti} donde ti =

∑
j

µij ⊗ mi
j con µij ∈ k y mi

j ∈ M . Esta base puede levantarse a M con-

siderando el levantado de cada ti como el elemento
∑
j

µijm
i
j ∈M donde µijm

i
j := µij1 ·mi

j , (1 ∈ A).

Notemos X al A-submódulo graduado de M generado por {
∑
j

µijm
i
j}. Sea g la inclusión X ↪→ M .

Sea
∑
h

λh ⊗m′h ∈ k ⊗AM ′, como f es suryectivo y k ⊗AM = N ⊕ T , existen n ∈ N y ηi ∈ k tales

que
∑
h

λh ⊗m′h = f(n +
∑
i

ηi ⊗ ti) = f(n) + f(
∑
i

ηi ⊗ ti) = f(
∑
i

ηi ⊗ ti) = f(
∑
i

ηi(
∑
j

µij ⊗mi
j)) =∑

i, j

ηiµ
i
j⊗f(mi

j) =
∑
i, j

ηi⊗f(µijm
i
j) = [1k⊗ (f ◦g)](

∑
i

ηi⊗ (
∑
j

µijm
i
j). Luego, la aplicación f ◦g induce

el morfismo suryectivo 1k ⊗ (f ◦ g) : k ⊗A X → k ⊗A M ′; entonces, por el Corolario 2.3, f ◦ g es
suryectivo y debido a que f es esencial, concluimos que g es suryectivo, por lo tanto es biyectivo.
Luego, g induce una biyección k ⊗A X → k ⊗AM , lo que prueba que N = 0 pues g es la inclusión.
�
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Lema 2.5 ([C]). Sea f : M → M ′ un epimorfismo esencial. Si M ′ es un módulo proyectivo en la categoría
graduada entonces f es un isomorfismo.

Demostración. Si M ′ es proyectivo en la categoría graduada, existe un A-submódulo N de M tal

queM = Ker f⊕N . La composiciónN
inc
↪→M

f→M ′ es un epimorfismo. Como f es un epimorfismo
esencial, la inclusión N ↪→M es un epimorfismo, con lo cual es un isomorfismo y así, Ker f = 0. �

Proposición 2.6 ([B1], [C]). Un módulo M es proyectivo en la categoría graduada si y sólo si M es libre-
graduado.

Demostración. Si M es libre-graduado entonces M '
⊕
li

A[−li]. Luego, M es A-proyectivo como

módulo graduado.
Recíprocamente, consideremos una k-base homogénea de k⊗AM y a partir de ella deduzcamos

una base deM comoA-módulo graduado. Los elementos de esta base inducida originan un sistema
de elementos deM que definen un morfismo f : F →M (donde F es libre-graduado con base dada
por este sistema de elementos) tal que la aplicación asociada f : k ⊗A F → k ⊗A M es biyectiva.
Por la Proposición 2.4, tenemos que f es un epimorfismo esencial.

Ahora, como M es proyectivo en la categoría graduada, por el Lema 2.5 f es un isomorfismo.
Luego, como F es libre-graduado e isomorfo a M , M también es libre-graduado. �

Definición 2.7 ([B2]). SeaM un objeto enA-grMod. Una cápsula proyectiva deM es un par (P, f) tal que
P ∈ A-grMod es proyectivo como A-módulo graduado, y f : P →M es un morfismo suryectivo esencial.

Observación 2.8. En la categoría de A-módulos a izquierda se define análogamente la cápsula proyectiva
de un módulo en esa categoría.

Observar que si M es un A-módulo proyectivo graduado, (M, 1M ) es una cápsula proyectiva
de M .

Ejemplo. ([B2])

(i) Sea M un módulo puro en grado l; es decir, M = AMl. Entonces la aplicación A-lineal
f : A ⊗k Ml → M inducida naturalmente por la inyección canónica de Ml en M , es una
cápsula proyectiva.

(ii) Supongamos que A está generada en grado 1. Sea n ∈ N y sea el A-submódulo M =
⊕
i ≥ n

Ai

de A. Entonces M es puro en grado n. El ejemplo anterior muestra que la aplicación canónica
A⊗k An →M es una cápsula proyectiva de M .

Proposición 2.9 ([C]). Todo A-módulo graduado M tiene cápsula proyectiva en la categoría graduada y la
misma es única salvo isomorfismos.

Demostración. Sea ϕ : M → k ⊗A M definida para m ∈ M como ϕ(m) = 1 ⊗m. Debido a que
k ⊗AM es un k-espacio vectorial graduado, existe una aplicación k-lineal φ : k ⊗AM →M (ver la
demostración de la Proposición 2.6) que conserva el grado y tal que la composición

k ⊗AM
φ−→M

ϕ−→ k ⊗AM

es la identidad. Si tensorizamos por A tenemos el siguiente morfismo de A-módulos graduados:

A⊗k (k ⊗AM)
1A⊗φ−→ A⊗kM.
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Si componemos este morfismo con la aplicaciónA⊗kM →M que da aM estructura deA-módulo,
obtenemos un morfismo A-lineal que conserva el grado:

A⊗k (k ⊗AM) −→M, (2.2.1)

y si aplicamos el funtor k ⊗A −, obtenemos un morfismo k-lineal graduado k ⊗AM ' k ⊗A A ⊗k
(k ⊗AM) −→ k ⊗AM . Es fácil ver que este morfismo es la identidad.

Tenemos entonces, por la Proposición 2.4, que la aplicación (2.2.1) es un epimorfismo esencial.
Además, A ⊗k (k ⊗A M) es libre-graduado y por lo tanto es proyectivo en la categoría graduada.

Notemos por P
f→M a esta cápsula proyectiva.

Veamos ahora la unicidad de la cápsula proyectiva en la categoría graduada. Para ello supon-
gamos que existe un epimorfismo esencial f ′ : P ′ →M con P ′ un A-módulo proyectivo graduado.
Visto en un diagrama:

P
f

��
∃g

zzt t t t

P ′
f ′ // M // 0.

Como P es proyectivo como módulo graduado y f ′ es un epimorfismo, sabemos que existe g : P →
P ′ tal que f = f ′ ◦ g y como f ′ es esencial, g también es un epimorfismo y al ser f ′ ◦ g esencial, g
también resulta un isomorfismo por el Lema 2.5. �

Enunciamos la siguiente proposición para cuya demostración nos referimos a [C].

Proposición 2.10 ([C]). SeaP• una resolución proyectiva minimal de unA-módulo a izquierda Z-graduado
M . Entonces las diferenciales de los complejos k ⊗A P• y HomA(P•, k) son nulas.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que M tiene una resolución proyectiva mini-
mal en la categoría graduada:

· · · −→ Pi
di−→ Pi−1−→· · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→M −→ 0. (2.2.2)

La condición de minimalidad dice que cada epimorfismo Pi → Im di inducido por di es esencial.
Cualquier resolución proyectiva minimal de M es isomorfa a (2.2.2) y cualquier resolución proyec-
tiva de M contiene a una resolución proyectiva minimal como sumando directo.

Enunciaremos el siguiente teorema para cuya demostración nos referimos a [B2].

Teorema 2.11 ([B2]). Sea M ∈ A-grMod, acotado inferiormente. Toda cápsula proyectiva (P, f) de M es
tal que P es libre-graduado y acotado inferiormente. Si A y M son localmente finitos, P es localmente finito.
Si M es de tipo finito, entonces P es de tipo finito. Además, P es puro en grado l si y sólo si M lo es.

Dado un A-módulo a izquierda graduado M , en [B2] el autor muestra una manera de construir
una cápsulo proyectiva (P, f) de M . Enunciaremos brevemente este resultado en términos genera-
les y nos referimos a dicho trabajo para más detalles. Sea n ∈ Z tal que Mi = 0 si i < n, y Mn 6= 0.
Se define inductivamente la siguiente sucesión de k-espacios vectoriales:

Xn = Mn,

Mi = (AMn + · · ·+AMi−1)i ⊕Xi, si i > n.

De la definición se deduce inmediatamente que AMn + · · ·+AMi = AXn + · · ·+AXi, para i ≥ n.
Consideremos ahora la proyección natural ε : A → k cuyo núcleo es I =

⊕
m ≥ 1

Am, entonces para

i ≥ n
(IM)i = (AMn + · · ·+AMi−1)i.
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Además, la aplicación canónica Xi →
(
M
IM
)
i

es biyectiva. Luego, (P, f) donde P =
⊕
i ≥ n

A ⊗k Xi y

f : P →M es la aplicación natural, resulta una cápsula proyectiva de M . En particular, si M es un
A-módulo de tipo finito, entonces los espacios vectoriales Xi son no nulos para un número finito
de índices.

Observación 2.12 ([B2]). SeaM un objeto enA-grMod no necesariamente acotado inferiormente. Podemos
definir elA-módulo libre-graduado P = A⊗k (k⊗AM) y el morfismo f : P →M como f(1⊗k (1⊗Am)) =
φ(1 ⊗A m) donde m ∈ M y φ está dado como en la demostración de la Proposición 2.9. Notemos que f
depende siempre de la elección de una sección φ de ϕ. Sin embargo, f podría no ser suryectivo (en [B2] se da
un ejemplo).

Definición 2.13. Un módulo M para el cual existen enteros no negativos l1 < · · · < ls tales que M =
Ml1 ⊕ · · · ⊕ Mls (respectivamente M = AMl1 + · · · + AMls ) se dice s-concentrado (respectivamente
s-puro) en grados l1, · · · , ls.

Observación 2.14. Si s = 1, llamaremos simplemente módulo concentrado o puro según corresponda, lo
cual es compatible con las definiciones introducidas en [B1].

Observación 2.15. Algunos autores (ver por ejemplo [GMMVZ]) dicen que si un A-módulo M es tal que
M = AMl1 + · · · + AMls entonces está generado en grados l1, · · · , ls. Esto coincide con la definición de
s-puro.

En ambos casos, si M no es el módulo nulo, los enteros l1, · · · , ls tales que Ml1 , · · · ,Mls son
no nulos están unívocamente determinados. Es claro que todo módulo s-concentrado en grados
l1, · · · , ls es s-puro en grados l1, · · · , ls. Todo módulo s-concentrado en grados l1, · · · , ls es isomorfo
a una suma directa deA-módulos de la forma k[−l1]⊕· · ·⊕k[−ls] que denotaremos k[−l1, · · · ,−ls].
Todo A-módulo proyectivo en la categoría graduada, M , s-puro en grados l1, · · · , ls es isomorfo a
una suma directa de copias de A[−l1, · · · ,−ls] y es isomorfo a (A⊗kMl1)⊕ · · ·⊕ (A⊗kMls) donde
Mli es un A-módulo concentrado en grado li.

Observemos que los módulos simples en la categoría graduada son de la forma k[−l], por lo
tanto, todo módulo s-concentrado es un módulo semisimple.

Probaremos ahora ciertos resultados para A-módulos que serán empleados más adelante.

Proposición 2.16. Sea f : M → M ′ un epimorfismo en la categoría graduada. Supongamos que M es
s-puro en grados l1, · · · , ls. Entonces M ′ es s-puro en grados l1, · · · , ls. Además, f es esencial si y sólo si
los morfismos fli : Mli →M ′li inducidos por f son biyectivos para 1 ≤ i ≤ s.

Demostración. Sea m′ ∈ M ′, como f es un epimorfismo, existe m ∈ M tal que f(m) = m′. Al ser
M s-puro en grados l1, · · · , ls; m = a1m1 + · · · + asms con ai ∈ A y mi ∈ Mli para 1 ≤ i ≤ s. Así,
m′ = a1f(m1) + · · ·+ asf(ms) donde f(mi) ∈M ′li pues f preserva grados. Luego, M ′ es s-puro en
grados l1, · · · , ls.

El Lema de Nakayama en la categoría graduada dice que f es esencial si y sólo si el morfismo
lineal

f : k ⊗AM −→ k ⊗AM ′

inducido por f es biyectivo. Sin embargo, el hecho de que M y M ′ sean s-puros implica que
k⊗AM y k⊗AM ′ son canónicamente isomorfos a k⊗Ml1 + · · ·+ k⊗Mls y k⊗M ′l1 + · · ·+ k⊗M ′ls
respectivamente, pues k ⊗A M = k ⊗A (AMl1 + · · · + AMls) ' k ⊗A AMl1 + · · · + k ⊗A AMls '
k ⊗Ml1 + · · · + k ⊗Mls . Entonces, a través de estas identificaciones, f deviene fli entre Mli y M ′li
para 1 ≤ i ≤ s.

Recordaremos ahora los siguientes resultados elementales.
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Lema 2.17. Sean M y N dos A-módulos. Entonces existe un isomorfismo de A-módulos

M +N

M
' N

N ∩M
.

Lema 2.18. Sean I , N y M A-módulos tales que I ⊆ N ⊆ M , N/I ' M/I y el siguiente diagrama es
conmutativo

N
� � //

π��

M

π′��
N/I

∼ // M/I.

Entonces N = M .

Demostración. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas

0 // I // N
π //

� _

��

N/I //

o��

0

0 // I // M
π′ // M/I // 0.

Por el Lema de los cinco, la inclusión N ↪→M es un isomorfismo. Luego, N = M . �

Corolario 2.19. Sean N , N1, N2 y M A-módulos tales que N = N1 + N2 ⊆ M y N2
N1∩N2

' M
N1

vía el
morfismo n2 + (N1 ∩N2) 7→ n2 +N1. Entonces, N = M .

Demostración. Se tiene el siguiente diagrama

N = N1 +N2
� � //

π��

M

π′��
N1+N2
N1

∼ // N2
N2∩N1

∼ // M/N1.

Es decir que si n1 y n2 pertenecen respectivamente a N1 y N2,

n1 + n2
//

��

n1 + n2

��
[n1 + n2] // n2

// n2 = n2.

La última igualdad se debe a que n1 ∈ N1 y así π′(n1 + n2) = π′(n2). Luego el diagrama es
conmutativo y N/N1 'M/N1 y por el Lema 2.18, tenemos que N = M . �

Lema 2.20. Sean I , J , M y N k-espacios vectoriales tales que I ⊆ M , J ⊆ N , I ⊆ J y M ⊆ N .
Supongamos además que

φ : M/I −→ N/J

m 7−→ [m]

es un isomorfismo. Entonces M ∩ J = I .
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Demostración. Tenemos el siguiente diagrama con filas exactas

0 // I
� � iI //
� _

i
��

M
πI //

� _

i′
��

M/I //

φ��

0

0 // J
� � iJ // N

πJ // N/J // 0

donde φ(m) = [m] si m denota la clase de m en M/I y [m] denota la clase de m en N/J . Esta
aplicación está bien definida ya que si m = m′, entonces m−m′ ∈ I ⊆ J , con lo cual [m] = [m′].

Es claro que el diagrama es conmutativo. Así,

KerπJ i′ = KerπJ |M = M ∩ J.

Por otro lado,
KerφπI = KerπI = I.

La primera igualdad se debe a que φ es un isomorfismo. Por la conmutatividad del diagrama,
tenemos que πJ i′ = φπI . Luego, M ∩ J = I . �

2.3 Propiedades sobre espacios vectoriales

En esta sección veremos algunos resultados técnicos que serán útiles en varias demostraciones a lo
largo de este trabajo.

Lema 2.21. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión finita y sea W ⊆ V (n) un subespacio. Si existe
m > 0 tal que V (m) ⊗W = 0, entonces W = 0.

Demostración. Sea {v1, · · · , vs} una base de V , entonces V (n) tiene una base de la forma {vi1 ⊗
· · · ⊗ vin / il ∈ {1, · · · , s}, 1 ≤ l ≤ n}. Sea además, {w1, · · · , wt} una base de W . Extendemos
esta base a una base {w1, · · · , wt, wt+1, · · · , wsn} de V (n). Entonces el elemento v1 ⊗ · · · ⊗ v1︸ ︷︷ ︸

m-veces

⊗w1 es

parte de una base de V (m)⊗V (n) y es nulo porque está en V (m)⊗W . Esto lleva a una contradiciión,
luego W = 0. �

Lema 2.22. Sea W un subespacio de V (n) para algún n ∈ N y sea
∑
i

λixi ⊗ zi ∈ V (m) ⊗ W no

nulo, donde xi =
∑

j = (j1, · · · , jm)

µijvj1 · · · vjm con µij ∈ k y vjt ∈ B, la base fijada para V . Entonces∑
i

j = (j1, · · · , jm)

λiµ
i
jzi ∈W .

Demostración. Sea f : V (m) → k la aplicación lineal tal que f(vi1 · · · vim) = 1 para todo vih ∈ B.
Consideremos la aplicación lineal f dada por:

f := f ⊗ 1 : V (m) ⊗W −→ k ⊗W 'W
vi1 · · · vim ⊗ zi 7−→ f(vi1 · · · vim)⊗ zi = 1⊗ zi ↔ zi.

Observemos que f(
∑

j = (j1, · · · , jm)

µijvj1 · · · vjm) =
∑

j = (j1, · · · , jm)

µij . Concluimos de este modo que

f
(∑
i

λi
∑

j = (j1, · · · , jm)

µijvj1 · · · vjm ⊗ zi
)

=
∑
i

j = (j1, · · · , jm)

λiµ
i
jzi ∈W . �
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Observación 2.23. Un razonamiento análogo vale para W ⊗V (m) y también si tomamos cualquier base de
V .

Corolario 2.24. Sean W y W ′ subespacios de V (m) para algún m ∈ N. Si V (m) ⊗W ⊆ V (m) ⊗W ′,
entonces W ⊆W ′.

Demostración. Sea w ∈W , elegimos v ∈ V (m) no nulo. Luego, el vector no nulo v⊗w ∈ V (m)⊗W
y por lo tanto v ⊗ w ∈ V (m) ⊗W ′. Por el Lema 2.22, resulta que w ∈W ′. �

Si consideramos el álgebra A = T (V )/I donde V es un k-espacio vectorial de dimensión finita,
notamos In a la componente en grado n del ideal bilátero graduado I .

Lema 2.25. Sea v =
∑

i = (i1, · · · , in)

λivi1 · · · vin ∈ In−1 ⊗ V , donde λi ∈ k y vij ∈ V (1 ≤ j ≤ n).

Supongamos que vin 6= vi′n si in 6= i′n. Entonces, para todo i = (i1, · · · , in), λivi1 · · · vin−1 ∈ In−1.

Demostración. Por el Lema 2.22 y la Observación 2.23, tenemos que
∑

i = (i1, · · · , in)

λivi1 · · · vin−1 ∈

In−1.
Fijemos ĩ = (̃i1, · · · , ĩn) y consideremos w =

( ∑
i = (i1, · · · , in)

λivi1 · · · vin−1

)
⊗ vĩn ∈ In−1 ⊗ V .

Entonces v − w =
∑

i = (i1, · · · , in)
(i1, · · · , in) 6= (ĩ1, · · · , ĩn)

(λivi1 · · · vin−1)⊗ (vin − vĩn) ∈ In−1 ⊗ V y es no nulo. Por

lo tanto,
∑

i = (i1, · · · , in)
(i1, · · · , in) 6= (ĩ1, · · · , ĩn)

λivi1 · · · vin−1 ∈ In−1. Luego,

∑
i = (i1, · · · , in)

λivi1 · · · vin−1 −
∑

i = (i1, · · · , in)
(i1, · · · , in) 6= (ĩ1, · · · , ĩn)

λivi1 · · · vin−1 = λĩvĩ1 · · · vĩn−1
∈ In−1.

Como ĩ fue elegido arbitrariamente, se sigue el resultado. �

Observación 2.26. Sea v =
∑

i = (i1, · · · , in)

λivi1 · · · vin ∈ In−1 ⊗ V no nulo y supongamos que existen i e i′

distintos tales que vin = vi′n . Si reagrupamos la suma, v =
∑

j = (j1, · · · , jn)

( ∑
{i/vin = vjn

}
λivi1 · · · vin−1

)
⊗ vjn

donde vjn 6= vj′n si j 6= j′. Por el Lema 2.25,
∑

{i/vin = vjn
}
λivi1 · · · vin−1 ∈ In−1 para todo j. Al ser I un

ideal, deducimos que
∑

i = (i1, · · · , in)

λivi1 · · · vin−1 ∈ In−1.

2.4 Álgebra y producto de Yoneda

En esta sección recordaremos la definición del álgebra de Yoneda y de su producto, junto con ejem-
plos y resultados conocidos. Durante la misma k denotará un cuerpo, A una k-álgebra no nece-
sariamente graduada, A-mod la categoría de A-módulos a izquierda finitamente generados y r el
radical de Jacobson del álgebra A.

Definición 2.27. Sea A una k-álgebra y M un A-módulo graduado a izquierda. Se define el radical (de
Jacobson) de M como el submódulo de M que resulta de la intersección de todos los submódulos maximales
de M , y notamos rad(M).

Recordemos el siguiente resultado conocido:
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Teorema 2.28 ([A2]). Sea A una k-álgebra artiniana y sea M un A-módulo. Entonces, rad(M) =
rad(A)M .

Definición 2.29 ([Z]). Sean M y N en A-mod. Una extensión de largo n de M por N es una sucesión
exacta de A-módulos y morfismos de A-módulos

0 −→ N
gn−→Mn−1

gn−1−→ · · · −→M0
g0−→M −→ 0.

Dadas dos extensiones de largo n de M por N ,

ξ : 0 −→ N −→Mn−1 −→ · · · −→M0 −→M −→ 0
η : 0 −→ N −→M ′n−1 −→ · · · −→M ′0 −→M −→ 0,

decimos que ξ está relacionada con η y notamos ξ ; η, si existe un diagrama conmutativo en
ModA de la siguiente forma:

0 // N
gn // Mn−1

//

fn−1��

· · · // M1
g1 //

f1��

M0
g0 //

f0��

M // 0

0 // N
g′n // M ′n−1

// · · · // M ′1
g′1 // M ′0

g′0 // M // 0.

Observación 2.30. La relación ; no es necesariamente de equivalencia. Mostraremos este hecho en el
próximo ejemplo.

Miramos entonces la relación de equivalencia generada por ;; es decir, ξ es equivalente a η si
existe una sucesión de extensiones de largo n de M por N , ξ = ξ0, ξ1, · · · , ξt = η tal que ξi ; ξi+1

o ξi+1 ; ξi para 0 ≤ i ≤ t − 1. El conjunto de clases de equivalencia de extensiones de largo n de
M por N se denota ExtnA(M,N). Si M y N están en A-mod, se pueden considerar las extensiones
de M por N en A-mod y la equivalencia entre ellas. Notar que una extensión en A-mod puede ser
equivalente a otra en la cual los módulos que intervienen no sean finitamente generados.

Es conocido que para construir ExtnA(M,N) podemos tomar una resolución proyectiva de M
por A-módulos

· · · −→ Pn−1
dn−1−→ Pn

dn−→ · · · −→ P1
d1−→ P0

d0−→M −→ 0,

aplicar luego el funtor HomA(−, N),

0 −→ HomA(P0, N)
d∗1−→ HomA(P1, N) −→ · · · −→ HomA(Pn, N)

d∗n−→ HomA(Pn+1, N) −→ · · ·

donde d∗n(f) = f ◦ dn y calcular entonces ExtnA(M,N) = Ker d∗n+1
Im d∗n

.

Ejemplo. Consideremos el carcaj Q descripto por

•1 α // •2
β // •3.

SeaA = kQ el álgebra de caminos. A es hereditaria; es decir, gldim(A) ≤ 1. Listamos a continuación
los A-módulos simples y los A-módulos proyectivos e inyectivos indescomponibles:

S1 : k → 0→ 0 P1 : k → k → k I1 : k → 0→ 0
S2 : 0→ k → 0 P2 : 0→ k → k I2 : k → k → 0
S3 : 0→ 0→ k P3 : 0→ 0→ k I3 : k → k → k
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donde los morfismos son nulos salvo los que van del cuerpo en sí mismo, que son iguales a la
identidad. Por otro lado, observemos que P1/S3 es isomorfo a I2. Sean además, las extensiones:

ξ : 0 −→ S3
i−→ P2

g−→ P1/S3
π−→ S1 −→ 0

η : 0 −→ S3
1−→ S3

0−→ S1
1−→ S1 −→ 0

donde g(0, λ1, λ2) = (0, λ1, 0).
Sabemos que [ξ] = [η] = 0 pues Ext2

A(S1, S3) = 0. Sin embargo notemos lo siguiente: como el
único morfismo de P2 en S3 es el nulo, no existen morfismos de extensiones de ξ en η,

ξ : 0 // S3
i // P2

g //

0���
� P1/S3

π // S1
// 0

η : 0 // S3
1 // S3

0 // S1
1 // S1

// 0.

Luego, ξ 6; η. Por otro lado, tampoco existen morfismos de extensiones de η en ξ, porque el único
morfismo posible de S1 en P1/S3 es el nulo,

η : 0 // S3
1 // S3

0 // S1
1 //

0���
� S1

// 0

ξ : 0 // S3
i // P2

g // P1/S3
π // S1

// 0.

Luego, η 6; ξ.
Consideremos ahora la siguiente 2-extensión de S3 por S1:

ρ : 0 −→ S3

(
0
1 )

−→ P2 ⊕ S3
( i 0 )−→ P1

π−→ S1 −→ 0.

Existe un morfismo de extensiones de ρ en η:

ρ : 0 // S3
// P2 ⊕ S3

//

(0 1)��

P1
//

π
��

S1
// 0

η : 0 // S3
// S3

// S1
// S1

// 0,

por lo tanto ρ ; η. Por otro lado, también existe un morfismo de extensiones:

ρ : 0 // S3
// P2 ⊕ S3

//

(1 i)
��

P1
//

π��

S1
// 0

ξ : 0 // S3
// P2

// P1/S3
// S1

// 0

y por lo tanto, ρ ; ξ. Tenemos así la sucesión ξ, ρ, η. Construimos entonces explícitamente una
equivalencia entre ξ y η.

Proposición 2.31 ([Z]). SeaA una k-álgebra de dimensión finita y seanM unA-módulo yN unA-módulo
semisimple. Consideramos

· · · −→ Pn+1
dn+1−→ Pn −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→M −→ 0 (2.4.1)

una resolución proyectiva minimal del A-módulo M ; es decir, Im dn ⊆ rad(Pn−1), que coincide con rPn−1

porque A es artiniana. Entonces, para cualquier n ≥ 0,

ExtnA(M,N) ' HomA(Pn, N).
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Demostración. Por definición, el resultado es trivial en el caso n = 0. Sea ahora n > 0. La mini-
malidad de la resolución (2.4.1) implica que para cada n, Im dn+1 ⊆ rPn. Dado ξ ∈ HomA(Pn, N),
consideremos el siguiente diagrama

Pn+1
dn+1 // Pn

dn //

ξ
��

Pn−1

ηyyrrrrrrr

N .

Como N es semisimple, rPn ⊆ Ker ξ, por lo tanto ξdn+1 = 0. Luego, HomA(Pn, N) ⊆ Ker d∗n+1 y
vale la igualdad. Además, si n ≥ 1 y η ∈ HomA(Pn−1, N), resulta ηdn = 0 puesto que Im dn ⊆
rPn−1, luego Im d∗n = 0 para cada n. Esto implica que ExtnA(M,N) = Ker d∗n+1 = HomA(Pn, N). �

Recordemos el siguiente resultado conocido en la categoría de A-módulos (no graduados):

Lema 2.32 ([A2]). Sean P y M dos A-módulos finitamente generados. Si P es proyectivo y f : P →M es
un epimorfismo, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es una cápsula proyectiva.

(ii) Ker f ⊆ rad(P ).

Demostración. Es sabido que si f es un epimorfismo entonces f(rad(P )) ⊆ rad(M). Luego, f
induce un morfismo f : P

rad(P ) →
M

rad(M) .
Supongamos que f es una cápsula proyectiva y por lo tanto, f es un isomorfismo. Considere-

mos el siguiente diagrama conmutativo

P
f //

πP��

M

πM��
P

rad(P )

f // M
rad(M) ,

(2.4.2)

donde πP y πM son las proyecciones canónicas. Si x ∈ P es tal que f(x) = 0 entonces fπP (x) =
πMf(x) = 0. Como f es un isomorfismo resulta que x ∈ KerπP = rad(P ).

Recíprocamente, supongamos que Ker f ⊆ rad(P ). Usando la conmutatividad del diagrama
(2.4.2) y el hecho que πP , πM y f son epimorfismos, deducimos que f es un epimorfismo. Para
probar que f es un monomorfismo consideremos x+ rad(P ) ∈ Ker f . Luego,

πMf(x) = fπP (x) = f(x+ rad(P )) = 0,

y por lo tanto x ∈ rad(M). Se puede probar que en realidad f(rad(P )) = rad(M) (ver Proposition
1.3 (VII) de [A2]). Sea y ∈ rad(P ) tal que f(x) = f(y), entonces x − y ∈ Ker f ⊆ rad(P ). Luego,
x ∈ rad(M). �

Observación 2.33. Si consideramos el resultado análogo a este lema para la versión graduada, como en una
resolución proyectiva de la forma (2.4.1), Im dn = Ker dn−1, por el Lema 2.32 la definición de minimalidad
para resoluciones dada como consecuencia de la Proposición 2.9 y la introducida en la Proposición 2.31 son
equivalentes.

Nuestro próximo objetivo es recordar la definición del producto

ExtnA(L,K)⊗ ExtmA (M,L) −→ Extn+m
A (M,K).
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donde L, K y M son A-módulos. Para ello, consideramos dos clases de extensiones en ExtnA(L,K)
y ExtmA (M,L) representadas por ξ y η respectivamente:

ξ : 0 −→ K −→ Bn−1 −→ · · · −→ B1
s−→ B0

f−→ L −→ 0

η : 0 −→ L
g−→ Cm−1

h−→ · · · −→ C1 −→ C0 −→M −→ 0

Tomamos

ξη : 0 −→ K −→ Bn−1 −→ · · ·
s−→ B0

gf−→ Cm−1
h−→ · · · −→ C0 −→M −→ 0.

Veamos que esta sucesión es exacta, para lo cual sólo basta con verificar que Im gf = Kerh y
Ker gf = Im s. Ambas igualdades son inmediatas porque f es un epimorfismo y g un monomor-
fismo. Se define así, [ξ][η] := [ξη]. Éste es el llamado producto de Yoneda.

Ejemplo. Sean Q el carcaj dado por

•1 α // •2
β // •3

e I el ideal generado por βα en A = kQ. Sea Γ = kQ/I . En el ejemplo anterior ya explicitamos
los módulos simples y los proyectivos e inyectivos indescomponibles de A. Para Γ, estos módulos
están dados por:

S1 : k → 0→ 0 P1 : k → k → 0 I1 : k → 0→ 0
S2 : 0→ k → 0 P2 : 0→ k → k I2 : k → k → 0
S3 : 0→ 0→ k P3 : 0→ 0→ k I3 : 0→ k → k

donde, como antes, los morfismos son nulos salvo los que van del cuerpo en sí mismo que son
iguales a la identidad. Observemos que los únicos módulos que difieren para las álgebras A y Γ
son P1 e I3. Sean [ξ] ∈ Ext1

A(S2, S3), [ξ′] ∈ Ext1
Γ(S2, S3), [η] ∈ Ext1

A(S1, S2) y [η′] ∈ Ext1
Γ(S1, S2)

representadas por:

ξ : 0 −→ S3 −→ P2 −→ S2 −→ 0
η : 0 −→ S2 −→ I2 −→ S1 −→ 0.

Entonces en Ext2
A(S1, S3) y en Ext2

Γ(S1, S3), la clase [ξη] está representada por

ξη : 0 −→ S3 −→ P2 −→ I2 −→ S1 −→ 0.

Ya vimos que sobre A, [ξ][η] = 0. Sin embargo, sobre Γ,

0 −→ S3 −→ P2 −→ I2 −→ S1 −→ 0

es una resolución proyectiva (puesto que S3 = P3 e I2 = P1) minimal del Γ-módulo S1, entonces
[ξ][η] 6= 0 y pdimΓ(S1) = 2.

Definición 2.34 (Ver por ejemplo [GMV1]). Se define el álgebra de Yoneda de A como E(A) =⊕
n ≥ 0

ExtnA(A/r, A/r) con estructura multiplicativa dada por el producto de Yoneda.
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Observación 2.35 ([Z]). También se puede describir la estructura multiplicativa de E(A) usando resolu-
ciones proyectivas minimales: sean P y Q resoluciones proyectivas minimales de los A-módulos L y M
respectivamente. Sean η y ξ representantes de clases en ExtmA (M,L) y ExtnA(L,K) respectivamente. Tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

· · · // Qm+n
//

ln���
�

· · · // Qm //

l0���
� η

$$JJJJJJJ · · ·

· · · // Pn //

η
��

· · · // P0
// L // 0

K

donde l0, · · · , ln denotan los sucesivos levantamientos de η. Entonces [ξ] · [η] := [ξ ◦ ln]. Esta forma de
multiplicar las extensiones no depende ni de los representantes ni de los levantamientos elegidos (ver Capítulo
“Les sept calculus du produit de composition” de [B6]). De hecho, siK es unA-módulo semisimple, entonces
ξ ◦ ln es un elemento de Extn+m

A (M,K), puesto que es un elemento de HomA(Qn+m,K) y es posible así
utilizar la Proposición 2.31.

2.5 Propiedades homológicas

Comenzamos la sección recordando la siguiente definición:

Definición 2.36 ([BGS1], [GMV1]). Sea M un A-módulo graduado. Una resolución proyectiva gra-
duada de M es una resolución proyectiva

· · · −→ Pi
di−→ Pi−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→M −→ 0,

tal que Pi es un A-módulo graduado y los di son morfismos de grado cero. Esta resolución se dice minimal
si Im di ⊆ rad(Pi−1).

Sea V un k-espacio vectorial graduado concentrado en grado 1. Fijamos {v1, · · · , vs} una base
homogénea para V . Consideramos un ideal bilátero graduado I de T (V ). Notemos I = ⊕

n ≥ 0
In a su

descomposición según la graduación y supongamos que I está generado por elementos homogé-
neos de grado mayor o igual a 2. El álgebra graduada A = T (V )/I está generada por A1 = V .
De ahora en más, cualquier tensor será sobre el cuerpo k, salvo que se aclare lo contrario. Durante
esta sección cada vez que se diga que un módulo es proyectivo será en la categoría de A-módulos
graduados. Comencemos a construir una resolución proyectiva minimal del módulo trivial k en la
categoría graduada. La proyección canónica ε : A → k es una cápsula proyectiva de k pues A es
proyectivo como A-módulo y Ker ε =

⊕
n ≥ 1

An = rad(A). Además,

µ : A⊗k V −→ Ker ε
a⊗ v 7−→ av

es una cápsula proyectiva de Ker ε, ya que Kerµ = A⊗R ⊆
⊕
n ≥ 2

An = rad
( ⊕
n ≥ 1

An
)

= rad(A⊗k V ),

donde R es el k-espacio vectorial generado por los generadores del ideal I . Obtenemos así un
morfismo de A-módulos graduados d1 : A ⊗k V → A al componer µ con la inclusión canónica del
núcleo en A. Claramente, Ker d1 se anula en grados menores que el mínimo de los grados de los
generadores de I .
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Para cada n ≥ 2, elegimos un subespacioRn de In que sea suplementario de In−1⊗V +V ⊗In−1.
Tenemos de esta forma que:

I2 = (I1 ⊗ V ) + (V ⊗ I1)⊕R2 = R2 pues I1 = 0

In =
( ∑

i + j + l = n
2 ≤ j < n

V (i) ⊗Rj ⊗ V (l)
)
⊕Rn para n > 2. (2.5.1)

Demostraremos este último hecho haciendo inducción sobre n. Si n = 2 ya está probado en 2.5.1.
Si n = 3, es inmediato. Supongamos entonces que la afirmación es válida para n ≥ 3 y calculemos
In+1

In ⊗ V + V ⊗ In =H.I.
( ∑

i + j + l = n
2 ≤ j < n

V (i) ⊗Rj ⊗ V (l) ⊕Rn
)
⊗ V+

V ⊗
( ∑

i + j + l = n
2 ≤ j < n

V (i) ⊗Rj ⊗ V (l) ⊕Rn
)

=
∑

i + j + l = n
2 ≤ j < n

V (i) ⊗Rj ⊗ V (l+1) +Rn ⊗ V+

∑
i + j + l = n
2 ≤ j < n

V (i+1) ⊗Rj ⊗ V (l) + V ⊗Rn =
∑

h + r + t = n + 1
2 ≤ r < n + 1

V (h) ⊗Rr ⊗ V (t).

Concluimos de este modo que In+1 = (In ⊗ V + V ⊗ In) ⊕ Rn+1 =
( ∑

h + r + t = n + 1
2 ≤ r < n + 1

V (h) ⊗ Rr ⊗

V (t)
)
⊕Rn+1.

Tenemos así que el ideal I está generado por el subespacio vectorial graduado R =
∑
n ≥ 2

Rn. De

este modo, toda base homogénea de R es una familia minimal de generadores de I y recíproca-
mente, toda familia minimal de generadores homogéneos de I da origen a un subespacio vectorial
graduado R que verifica (2.5.1). Diremos entonces que R es un espacio de relaciones de A.

Consideremos la aplicación ϕ : R → A ⊗ V dada por la composición de la inclusión R ↪→
T (V )≥1 ' T (V ) ⊗ V con la proyección T (V ) ⊗ V → A ⊗ V , es decir la aplicación definida por
ϕ(r) = ϕ(

∑
j = (j1, · · · , jn)

λjvj1 · · · vjn) =
∑

j = (j1, · · · , jn)

λjvj1 · · · vjn−1 ⊗ vjn , donde r ∈ Rn y los vectores

vjh pertenecen a una base del k-espacio vectorial V . Sea r ∈ Rn tal que ϕ(r) = 0. El Lema 2.25
asegura que

∑
i = (i1, · · · , in)

λivi1 · · · vin−1 pertenece a In−1. Concluimos luego que r ∈ In−1 ⊗ V y

debido a que Rn e In−1 ⊗ V están en suma directa, resulta que r = 0 y la aplicación es inyectiva.
Extendemos esta aplicación por linealidad a un morfismo d2 : A ⊗ R → A ⊗ V de A-módulos

graduados. Esto significa que si α ∈ A y r ∈ R, el morfismo A-lineal queda definido por d2(α ⊗
r) =

∑
j = (j1, · · · , jn)

λjαvj1 · · · vjn−1 ⊗ vjn . Para el morfismo d1 definido al comienzo de esta sección,

estudiemos Ker d1. Es claro que este núcleo se anula en grados 0 y 1, tal como observamos antes,
pues I puede ser no nulo sólo en grados mayores o iguales que 2. Dado n ≥ 2,

(Ker d1)n =
In

In−1 ⊗ V
=
In−1 ⊗ V +

∑
2 ≤ i ≤ n

V (n−i) ⊗Ri

In−1 ⊗ V
= (Im d2)n

Proposición 2.37 (Proposition 2.5, [B2]). Se tiene una resolución proyectiva minimal de k comoA-módulo
graduado que comienza por

A⊗R d2−→ A⊗ V d1−→ A
ε−→ k −→ 0. (2.5.2)

En particular, TorA0 (k, k) = k, TorA1 (k, k) = V y TorA2 (k, k) = R.
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Demostración. Por lo hecho anteriormente, sólo resta probar que d2 : A ⊗ R → Ker d1 es una
cápsula proyectiva.

Primero observemos que A ⊗ R es A-proyectivo pues A es playo como k-módulo porque k es
un cuerpo. Por otro lado, rad(A ⊗ R) = rad(A)R =

∑
i ≥ 1

AiR. Estudiemos Ker d2 grado a grado.

Como R puede ser no nulo sólo en grados mayores o iguales que 2, lo mismo sucede para Ker d2.
Sea entonces n ≥ 2 y sean vih elementos de una base de V (1 ≤ h ≤ n),

d2

( ∑
i = (i1, i2)

gr(αi) = n − 2

αi ⊗ vi1vi2 + · · ·+
∑

i = (i1, · · · in)
gr(αi) = 0

αi ⊗ vi1 · · · vin
)

=
∑

i = (i1, i2)
gr(αi) = n − 2

αivi1 ⊗ vi2 + · · ·+
∑

i = (i1, · · · in)
gr(αi) = 0

αivi1 · · · vin−1 ⊗ vin−1 .

Por cuestiones de grado,
∑

i = (i1, i2)
gr(αi) = n − 2

αivi1 ,
∑

i = (i1, i2, i3)
gr(αi) = n − 3

αivi1vi2 , · · · ,
∑

i = (i1, · · · in)
gr(αi) = 0

αivi1 · · · vin−1 ∈

In−1 para que este elemento se anule, pues observemos que si existen cancelaciones entre elementos
cuyas segundas componentes coincidan este hecho no se modifica. Por lo tanto:

(Ker d2)n =
(V (n−2) ⊗R2 + · · ·+Rn) ∩ (In−1 ⊗ V )

In−2 ⊗R2 + · · ·+ I2 ⊗Rn−2
. (2.5.3)

Es claro entonces que todo elemento en este núcleo es tal que sus últimas coordenadas pertenecen
aR. Vimos que sin embargo; R ' k⊗R no está contenido en el núcleo. Luego, Ker d2 ⊆ rad(A⊗R)
y así tenemos una cápsula proyectiva.

Si aplicamos el funtor k ⊗A − a la sucesión (2.5.2), obtenemos

k ⊗A A⊗k R
1⊗d2 //

o
��

k ⊗A A⊗k V
1⊗d1 //

o
��

k ⊗A A //

o
��

0

R V k

.

Por cuestiones de grado, tenemos que 1⊗ d2 = 0 = 1⊗ d1. Luego, TorA0 (k, k) = k y TorA1 (k, k) = V .

Este comienzo de resolución sigue con la aplicación A ⊗k W
d3→ A ⊗k R donde A ⊗k W

d3→ Ker d2

es una cápsula proyectiva. Es claro que Ker d2 puede ser no nulo sólo en grados mayores o iguales
que 3 (pues R puede ser no nulo sólo en grados mayores o iguales que 2 y un elemento de grado 2
se descompone en uno de grado 1 en A y en otro perteneciente a V , pero los elementos de grado 1
no se anulan en A). Luego, W puede ser no nulo sólo en grados mayores o iguales que 3.

Por minimalidad, Im d3 = Ker d2 ⊆ rad(A ⊗ R). Entonces, podemos definir el siguiente dia-
grama

k ⊗A A⊗k W
1⊗d3 // k ⊗A A⊗k R

f o��
k ⊗k W
g o

OO

d∗3 // k ⊗k R.

La imagen de 1 ⊗ d3 consiste de elementos de la forma
∑
i

λi ⊗ ri con λi ∈ k y ri ∈ rad(A ⊗ R),

entonces para todo i existen βi ∈ A y si ∈ R tales que gr(βi) es mayor o igual que 1 y ri =
∑
j

βijs
i
j .
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Al componer con f , f
(∑
i

λi⊗ri
)

=
∑
i, j

λiβij⊗sij = 0, si utilizamos la estructura de k comoA-módulo.

Como g es un isomorfismo, tenemos que d∗3 = 0. Luego, TorA2 (k, k) = R. �

Supongamos ahora que I está generado por elementos homogéneos de grado mayor o igual
que s; es decir, R =

∑
n ≥ s

Rn. Definimos el entero ns(i) para cada i ≥ 0 como

ns(i) =

{
js si i = 2j
js+ 1 si i = 2j + 1.

Probaremos a continuación una serie de Lemas elementales.

Lema 2.38. Sea (ai)i∈N0 una sucesión de números enteros no negativos tal que a0 = 0, a1 = 1, a2 = s y
ai ≥ ai−2 + s para i ≥ 2. Entonces ai ≥ i

2s si i es par y ai ≥ i−1
2 s + 1 si i es impar. Equivalentemente,

ai ≥ ns(i).

Demostración. Haremos inducción en i. Para a0, a1 y a2 la propiedad resulta trivial. Supongamos
válida la propiedad para i ≥ 2 par, entonces ai+2 ≥ ai + s ≥ i

2s+ s = i+2
2 s. En forma análoga para

i ≥ 3 impar, si usamos la hipótesis inductiva, ai+2 ≥ ai + s ≥ i−1
2 s+ 1 + s = i+1

2 s+ 1. �

Lema 2.39. Sea A = T (V )/I y

· · · −→ Pi
di−→ Pi−1

di−1−→ · · · −→ P0 −→ k −→ 0

una resolución proyectiva graduada minimal. Sea Mi la matriz que define la transformación lineal di, en-
tonces la matriz producto MiMi−1 tiene entradas en el ideal I .

Demostración. Como tenemos una resolución se sigue que di−1di = 0, luego Mi−1Mi es la matriz
nula. Entonces si mlj = (Mi−1Mi)lj , mlj ∈ I . �

Lema 2.40. Sea A = T (V )/I tal que el ideal I está generado por elementos homogéneos de grado mayor o
igual que s. Sea

· · · −→ Pi
di−→ Pi−1

di−1−→ · · · −→ P0 −→ k −→ 0

una resolución proyectiva graduada minimal. Si consideramos la sucesión de números ai definida por el
menor grado de los generadores de Pi, entonces (ai)i∈N0 satisface las hipótesis del Lema 2.38.

Demostración. Sabemos por la Proposición 2.37 que P0 y P1 están generados en grado 0 y 1
respectivamente y que P2 = A⊗ R donde R es un espacio de relaciones para el ideal I el cual está
generado por elementos homogéneos de grado mayor o igual que s. Luego, a0 = 0, a1 = 1 y a2 = s.
Sea x ∈ Pi un generador no nulo tal que gr(x) = ai, por el Lema 2.39 Mi−1Mi(x) =

∑
j

ιjxj donde

ιj ∈ I y xj ∈ Pi−2. Luego, ai = gr(ιjxj) = gr(ιj) + gr(xj) ≥ s+ ai−2. �

Si combinamos los Lemas 2.40 y 2.38 obtenemos la siguiente Proposición:

Proposición 2.41 (Proposition 2.6, [B2]). Supongamos que R =
∑
n ≥ s

Rn, s ≥ 2. Sea P una resolución

proyectiva minimal del A-módulo trivial k. Entonces, para todo i ≥ 2, el A-módulo graduado Pi puede ser
no nulo sólo en grados mayores o iguales que ns(i).

Observación 2.42. El caso s = 2 de la Proposición 2.41 fue probado en [BGS2].
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Corolario 2.43 ([B2]). Supongamos que R =
∑
n ≥ s

Rn para un entero s ≥ 2. Entonces, para todo i ≥ 2, el

espacio vectorial graduado TorAi (k, k) puede ser no nulo sólo en grados mayores o iguales que ns(i), mientras
que el espacio vectorial graduado ExtiA(k, k) puede ser no nulo sólo en grados menores o iguales que−ns(i).

Demostración. Sea la siguiente resolución proyectiva minimal de k

· · · −→ A⊗Qi
di−→ A⊗Qi−1 −→ · · · −→ A⊗R d2−→ A⊗ V d1−→ A

d0−→ k −→ 0.

Si aplicamos el funtor k ⊗A −, resulta el siguiente complejo

· · · −→ Qi
1k⊗Adi−→ Qi−1 −→ · · · −→ R

1k⊗Ad2−→ V
1k⊗Ad1−→ k −→ 0.

Análogamente a lo hecho en la demostración de la Proposición 2.37, vemos que 1k⊗Adi = 0, luego,
ToriA(k, k) = Qi. Por la Proposición 2.41, este último puede ser no nulo sólo en grados mayores o
iguales que ns(i). �

Sea M un A-módulo graduado acotado inferiormente y sea P una resolución proyectiva mini-
mal de M como A-módulo graduado. Dados dos A-módulos graduados N y N ′, se definen los
siguientes k-espacios vectoriales:

HomA(N,N ′)d = {f ∈ HomA(N,N ′) / f(Ni) ⊆ N ′i+d, i ∈ Z},

HomA(N,N ′) =
⊕
d ∈ Z

HomA(N,N ′)d,

homA(N,N ′) = HomA(N,N ′)0.

Para todo A-módulo a derecha M ′, no necesariamente graduado,

ExtiA(M,M ′) = Hi(HomA(P,M ′)).

Si M ′ es un A-módulo graduado, notamos

ExtiA(M,M ′) = Hi(HomA(P,M ′)),
extiA(M,M ′) = Hi(homA(P,M ′)).

Es claro que ExtiA(M,M ′) es un k-módulo graduado, cuya graduación notaremos como
Exti,jA (M,M ′) con j ∈ Z. Tenemos que

Exti,0A (M,M ′) = extiA(M,M ′);

y en general,
Exti,jA (M,M ′) = extiA(M,M ′[j]) = extiA(M [−j],M ′). (2.5.4)

Por definición, HomA(M,M ′) ⊆ HomA(M,M ′). Supongamos que M es de tipo finito y sea
{m1, · · · ,mt} un conjunto de generadores de M como A-módulo; es decir, M = Am1 + · · ·Amt.
Resulta evidente que cualquier morfismo f ∈ HomA(M,M ′) queda definido por los elementos
f(m1), · · · , f(mt). Para cada i tal que 1 ≤ i ≤ t, consideramos el morfismo

fi : Ami → M ′

ami 7→ af(mi).
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Entonces, f = f1 + · · ·+ ft donde fi ∈ HomA(M,M ′)gr(f(mi))−gr(mi) para 1 ≤ i ≤ t.
Luego, si M es de tipo finito, tenemos que

HomA(M,M ′) = HomA(M,M ′)

y por lo tanto,
ExtiA(M,M ′) = ExtiA(M,M ′).

Proposición 2.44 ([B2]). El complejo k ⊗A P tiene diferencial nula. En particular, el espacio vectorial
graduado TorAi (k,M) es isomorfo a k ⊗A Pi y el A-módulo graduado Pi es isomorfo a A⊗k (TorAi (k,M))
para todo i.

Demostración. Sea Zi = Ker di. La diferencial di+1 : Pi+1 → Pi se factoriza, debido a la minimali-
dad, por el epimorfismo esencial fi+1 : Pi+1 → Zi y la inclusión gi : Zi ↪→ Pi.

La composición

(1⊗ fi) ◦ (1⊗ gi) : k ⊗A Zi −→ k ⊗A Pi −→ k ⊗A Zi−1

es nula ya que di(Zi) = 0. Como la fi es un epimorfismo esencial, por la Proposición 2.4 1 ⊗ fi es
un isomorfismo. Luego, 1⊗ gi es nula y así, di+1 = (1⊗ fi) ◦ (1⊗ gi) también es nula. Para calcular
TorAi (k,M), aplicamos el funtor k⊗A − a la resolución y obtenemos que TorAi (k,M) = Ker 1⊗di

Im 1⊗di+1
=

k ⊗A Pi pues las diferenciales son nulas. De aquí resulta,

A⊗k (TorAi (k,M)) = A⊗k k ⊗A Pi ' Pi.

�

Proposición 2.45 ([B2]). El complejo HomA(P, k) tiene diferencial nula. En particular, el espacio vectorial
graduado ExtiA(M,k) es isomorfo a HomA(Pi, k).

Demostración. Sea φ : Pi → k[n] un morfismo deA-módulos graduados. Queremos ver que φdi+1

es nula. Supongamos entonces que no. Como su imagen está contenida en k, φ ◦ di+1 tiene que ser
suryectiva. Luego, 1⊗A (φdi+1) también es suryectiva. Sin embargo,

1⊗A (φdi+1) = (1⊗ φ) ◦ (1⊗A di+1) = 0

porque 1k ⊗A di+1 = 0.
Finalmente vemos que

ExtiA(M,k) = Hi(HomA(P, k)) =
Ker 1k ⊗A di

Im 1k ⊗A di−1
= HomA(Pi, k).

�

Observación 2.46 ([B2]). Como Pi ' A ⊗k (k ⊗A Pi) como A-módulos (ver Proposition 2.3 de [B2]),
vemos que

HomA(Pi, k) ' HomA(A⊗k k ⊗A Pi, k) ' Homk(k ⊗A Pi,HomA(A, k))
' Homk(k ⊗A Pi, k)

donde el segundo isomorfismo es el de adjunción. Tenemos así que

ExtiA(M,k) ' Homk(k ⊗A Pi, k) ' Homk(TorAi (k,M), k).

Los isomorfismos se deben a las Proposiciones 2.45 y 2.44 respectivamente. Concluimos que

Exti,jA (M,k) ' (TorAi,−j(k,M))∗

para j ∈ Z.
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Capítulo 3

Álgebras de Koszul

En este capítulo recordaremos la definición de álgebras de Koszul introducida por Priddy en su
trabajo [P] de 1970, quien se inspiró para definirlas en una propiedad homológica interesante que
Koszul probó a comienzos de la década del ’50 para álgebras de polinomios. Enunciaremos re-
sultados conocidos y ejemplos para los cuales citaremos referencias, ya que en este capítulo no
incluiremos ninguna demostración ni resultado original.

Durante todo este capítulo A denotará una k-álgebra graduada de la forma A =
⊕
n ≥ 0

An. Así-

mismo, cada vez que consideremos un módulo proyectivo, se sobreentenderá que es proyectivo en
la categoría de A-módulos graduados.

3.1 Resultados generales

Definición 3.1 ([BGS1], [GMV1]). Sea M un A-módulo graduado. Una resolución proyectiva graduada
de M

· · · −→ Pi
di−→ Pi−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→M −→ 0,

se dice lineal si cada Pi está generado en grado i.

A partir de ahora nos restringiremos al caso en queA0 = k×· · ·×k. Esta consideración simplifica
los cálculos pues es un resultado conocido que, bajo esta hipótesis, rad(A) =

⊕
n ≥ 1

An.

Definición 3.2 (Ver por ejemplo [BGS1], [GMV1]). Sea A un álgebra graduada generada en grados 0 y
1. A se dice de Koszul si A/ rad(A) = A0 admite una resolución lineal como A-módulo.

A lo largo de estos años se han probado varios resultados equivalentes a esta definición. El
siguiente teorema enuncia alguno de ellos.

Teorema 3.3 ([BGS1]). Un álgebra A es de Koszul si se satisface alguna de las siguientes condiciones
equivalentes:

(i) Su álgebra de Yoneda E(A) está generada en grados 0 y 1, donde E(A) =
⊕
n ≥ 0

ExtnA(A0, A0) con

estructura multiplicativa dada por el producto de Yoneda.

(ii) A admite una resolución lineal como Ae-módulo. En este caso se dice que A es un Ae-módulo de
Koszul.

25
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(iii) Si A es de dimensión finita, su carcaj asociado coindice con el carcaj asociado al álgebra E(A).

(iv) Aop es de Koszul.

(v) HA(x)PA(−x) = 1, donde HA(x) =
∑
n ≥ 0

dimk(An)xn y PA(x) =
∑
n ≥ 0

dimk(ExtnA(k, k))xn son

las series de Hilbert y Poincaré de A, respectivamente.

(vi) Extn,mA (A0, A0) = 0 si n 6= m, donde n denota el grado cohomológico y −m el grado heredado de la
graduación de A.

Enunciaremos a continuación algunos ejemplos conocidos de álgebras de Koszul, para más
detalles nos referimos a los trabajos [BGS1], [F], [GMV1], entre otros.

Ejemplo.

(i) Las álgebras cuadráticas de dimensión global 2.

(ii) Las álgebras hereditarias.

(iii) Si A y B son álgebras de Koszul, entonces A⊗k B también lo es.

(iv) El anillo de polinomios k[x1, · · · , xn], como caso particular de (iii).

(v) Si A es de Koszul, entonces Ae también lo es, como caso particular de (iii).

(vi) Sea q ∈ k no nulo tal que no es raíz de la unidad. A = k〈x,y〉
〈x2,xy+qyx,y2〉 fue el primer contrae-

jemplo conocido a la conjetura de Happel: “La dimensión global de un álgebra de dimensión
finita sobre k es finita si y sólo si su dimensión cohomológica de Hochschild lo es” [BGMS].
En este trabajo, los autores muestran que HHi(A) = 0 para i ≥ 3 mientras que A tiene dimen-
sión global infinita. Sin embargo, la dimensión homológica de Hochschild de A es infinita.
Este hecho origina una nueva conjetura: “La dimensión global de un álgebra es finita si y sólo
si su dimensión homológica de Hochschild lo es”. Esta conjetura fue probada para álgebras
conmutativas, para álgebras monomiales y para álgebras truncadas (que en particular son
álgebras monomiales) en cuyo caso la conjetura es también equivalente a que el carcaj del
álgebra no posea ciclos orientados, (ver [Ci], [H]).

Es un resultado conocido que:

Proposición 3.4 ([BGS1]). Si A es un álgebra de Koszul, entonces A es cuadrática.

Sin embargo, la recíproca de este resultado no se satisface en general como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo. Consideremos el carcaj Q

3
c

##GGGGGG

1
a // 2

b
;;wwwwww

d

##GGGGGG 4
f // 6.

5

e
;;wwwwww

Sea A el álgebra cuadrática A = kQ
〈ba,fe,cb−ed〉 . Es conocido dentro de la bibliografía clásica del

tema (ver por ejemplo [BGS1], [GMV1]) que la definición de álgebra de Koszul es equivalente al
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hecho que todo módulo simple sobre tal álgebra admite una resolución lineal (pues la resolución
proyectiva minimal de una suma directa de módulos es la suma directa de las resoluciones de cada
uno de los módulos).

Volviendo a nuestro caso, es simple verificar que se tiene la siguiente resolución proyectiva
minimal del módulo simple S1:

0 −→ P6 −→ P3 −→ P2 −→ P1 −→ S1 −→ 0. (3.1.1)

Resulta claro que S1 y P1 están generados en grado 0, P2 está generado en grado 1 y P3 está
generado en grado 3, mientras que P6 está generado en grado 4. Luego, 3.1.1 no es lineal y por lo
tanto, A no puede ser de Koszul.

Como la noción de álgebras de Koszul se restringe al caso de álgebras cuadráticas, Berger gene-
raliza esta noción a álgebras N -homogéneas; es decir, álgebras de la forma A = T (V )/I donde V
es un k-espacio vectorial de dimensión finita e I es un ideal generado por elementos homogéneos
de grado N .

Definición 3.5 ([B1]). Un álgebra N -homogénea A = T (V )/I se dice N -Koszul si para todo i ≥ 3, el

espacio vectorial graduado TorAi (k, k) es puro en grado n(i) =

{
i
2N si i es par,
i−1

2 N + 1 si i es impar.

Por otro lado, en [GMMVZ] se da una generalización para la definición introducida por Berger:

Definición 3.6 ([GMMVZ]). Un álgebra graduada A = TA0(A1)/I generada en grados 0 y 1 se dice N -
Koszul si elA-móduloA0 admite una resolución proyectiva graduada en la cual el i-ésimo módulo proyectivo

está generado en grado δ(i) =

{
i
2N si i es par,
i−1

2 N + 1 si i es impar.

Finalizamos este capítulo dando algunos ejemplos de álgebras N -Koszul que fueron extraidos
de [GMMVZ].

Ejemplo.

(i) Sea A0 un anillo semisimple y sea A1 un A0-bimódulo finitamente generado. Sea A =
TA0(A1)/I donde I es un ideal generado por elementos de grado N . Si la dimensión global
de A es 2, entonces A es N -Koszul.

(ii) Sea A = kQ/I donde I es el ideal generado por todos los caminos de longitud N , para algún
N ≥ 2. A es un álgebra N -Koszul.
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Capítulo 4

Álgebras (a, b)-Koszul

El objetivo de este capítulo es generalizar algunos resultados del trabajo [B1] para álgebras N -
Koszul, extendiendo este concepto para álgebras que son cocientes de un álgebra tensorial sobre
un espacio vectorial de dimensión finita por ciertos ideales.

Definiremos la noción de álgebra (a, b)-Koszul y construiremos una resolución proyectiva gra-
duada minimal de k como módulo sobre un álgebra (a, b)-Koszul dada. Estudiaremos después
condiciones equivalentes a la definición de álgebra (a, b)-Koszul, una de las cuales involucra la
noción de módulo de torsión.

Otro concepto que aparecerá en este capítulo es la distributividad de retículos. Dedicaremos tres
secciones a estudiar estructuras algebraicas, subreticulados distributivos de un reticulado modular
y distributividad de reticulados propiamente dicha.

Luego probaremos que cierta familia de álgebras que notaremos Ãa,b está formada por álgebras
(a, b)-Koszul. También analizaremos cómo la noción de álgebra (a, b)-Koszul repercute en el álgebra
opuesta y en el álgebra dual de un álgebra dada.

Concluiremos con la construcción de una resolución de Ãa,b como Ãa,b-bimódulo, lo cual per-
mitirá calcular sus grupos de homología de Hochschild. Finalmente calcularemos las dimensiones
de los k-espacios vectoriales HHn(Ãa,b).

4.1 Notación

Durante todo el trabajo k denotará un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensión finita con
base B = {v1, · · · , vs} fija. El producto tensorial V ⊗n con n ≥ 0 será denotado V (n).

Definición 4.1. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión finita. Sean S ⊆ V (n) y T ⊆ V (m) subespacios
para n < m números naturales. Decimos que S y T son excluyentes si (

∑
i + j + n = m

V (i)⊗S⊗V (j))∩T = 0.

Observación 4.2. Decir que dos k-espacios vectoriales S y T son excluyentes es equivalente a decir que el
ideal bilátero generado por S tiene intersección nula con T .

Ejemplo. Sea V = 〈x, y〉. Si S = 〈xy + yx〉 y T = 〈xy2 + yxy〉, entonces no son excluyentes.
Tampoco son excluyentes los espacios S = 〈x3, yx2〉 y T = 〈x3y + yx2y〉. Por el contrario, S = 〈xn〉
y T = 〈ym〉 sí son espacios excluyentes.
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Fijamos dos números naturales a y b tales que 2 < a < b y un subespacio R del álgebra tensorial
T (V ), tal que R = Ra ⊕ Rb donde Ra es un subespacio de V (a) y Rb es un subespacio de V (b).
Supondremos de ahora en más que Ra y Rb son excluyentes.

El ideal bilátero I = I(R) generado por R en el álgebra tensorial T (V ) es N0-graduado, es decir
I =

⊕
n ∈ N0

In, donde:

In = 0 si n < a,

In =
∑

i + j + a = n

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) si a ≤ n < b,

In =
∑

i + j + a = n

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) +
∑

h + l + b = n

V (h) ⊗Rb ⊗ V (l) si b ≤ n.

Ejemplo. Sea V = 〈x, y〉 y sea R = 〈x3, y5〉. En este caso a = 3, b = 5, Ra = 〈x3〉 y Rb = 〈y5〉. Así,

I0 = 0, I1 = 0, I2 = 0, I3 = 〈x3〉, I4 = 〈x4, yx3, x3y〉,
I5 = 〈x5, xyx3, yx4, y2x3, x4y, x3yx, x3y2, yx3y, y5〉, · · ·

R se llama un espacio de relaciones del álgebra A = T (V )/I . El álgebra A es N0-graduada.
Sus componentes son los subespacios vectoriales An = V (n)/In. De este modo vemos que A está
generada por V , y por lo tanto está generada en grado 1. Claramente, An = V (n) para 0 ≤ n < a.

4.2 Resoluciones puras del cuerpo de base

Nuestro objeto de estudio en este capítulo, consistirá como en el capítulo anterior, en álgebras de
la forma A = T (V )/I donde V es un espacio vectorial de dimensión finita con base B fijada, y R es
un espacio de relaciones para I , de la forma R = Ra ⊕Rb con a, b ∈ N tales que 2 < a < b. Además
Ra y Rb son subespacios de V (a) y V (b) respectivamente tales que Ra y Rb son excluyentes.

Fijemos las siguientes notaciones:

• Ra ⊆ V (a) es un subespacio con base Ba = {r1, · · · , rp}, y cada ri se escribe unívocamente
como ri =

∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvj1 · · · vja con vjh ∈ B (recordar que B es una base de V ya fijada) y

λij ∈ k para 1 ≤ i ≤ p.

• Rb ⊆ V (b) es un subespacio con base Bb = {s1, · · · , sp′}, y cada si se escribe unívocamente
como si =

∑
j = (j1, · · · , jb)

µijvj1 · · · vjb con vjh ∈ B y µij ∈ k para 1 ≤ i ≤ p′.

Observación 4.3. El concepto de espacio de relaciones según se da en [B1] involucra el concepto de mini-
malidad. Supongamos que R = Ra ⊕ Rb es un espacio de relaciones para el ideal I , y consideremos que R
es un conjunto minimal de generadores. La condición de minimalidad implica que Ra y Rb son excluyen-
tes. En efecto, supongamos que existe v no nulo tal que v ∈ (

∑
i + j + a = b

V (i) ⊕ Ra ⊕ V (j)) ∩ Rb. Entonces

v =
p′∑

h = 1

λhsh con λh ∈ k, 1 ≤ h ≤ p′, no todos nulos. Sea λh′ 6= 0, resulta que sh′ = v − 1
λh′

p′∑
h = 1
h 6= h′

λhsh

y como v pertenece al ideal bilátero generado por Ra, R no es un conjunto minimal de generadores.
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Definición 4.4. Sea M un A-módulo a izquierda Z-graduado y sea

· · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P0

d0−→M −→ 0 (4.2.1)

una resolución proyectiva graduada minimal del A-módulo M . Decimos que (4.2.1) es una resolución
proyectiva pura si para algún s ∈ N fijo, vale que Pn es s-puro, para todo n ≥ 0. Es decir, para cada Pn
existen enteros t1, · · · , ts (con s fijo) tales que Pn está generado en grados t1, · · · , ts.

Observación 4.5. Todo módulo admite una resolución proyectiva pura. Esta resolución se puede tomar
minimal en la categoría de A-módulos graduados. (Ver [GMV1].)

Ahora queremos saber cómo construir una resolución proyectiva pura del módulo trivial k. La
proyección natural ε : A→ k es una cápsula proyectiva de k y Ker ε =

⊕
n ≥ 1

An, que es puro en grado

1 con (Ker ε)1 = V .
En las siguientes secciones describiremos los núcleos de los morfismos de una resolución de k

como A-módulo.

4.2.1 Descripción de Ker δ1

El morfismo A ⊗ V → Ker ε inducido por la inclusión V ↪→ Ker ε (es decir, el morfismo lineal
α⊗v 7→ αv) es una cápsula proyectiva de Ker ε. Si incluimos Ker ε enA, conseguimos δ1 : A⊗V → A
definido por δ1(α ⊗ v) = αv y extendido linealmente, donde v ∈ V y α denota la clase en A del
elemento α ∈ T (V ). Claramente (Ker δ1)n = 0 para n < a pues en ese caso αv 6∈ I .

Comenzaremos por estudiar en detalle el módulo Ker δ1 y para ello miraremos grado a grado.

Primer caso: grado n = a.

Tenemos que (Ker δ1)a ⊆ Aa−1 ⊗ V = V (a−1) ⊗ V . Para familias finitas (αi) y (wi) con
αi ∈ Aa−1 y wi ∈ V , si

∑
i

αi ⊗ wi ∈ Ker δ1 entonces 0 = δ1
(∑
i

αi ⊗ wi
)

=
∑
i

αiwi lo cual

implica que
∑
i

αiwi ∈ Ra debido a que este elemento tiene grado a. Si bien
∑
i

αiwi ∈ V (a),

hemos omitido los tensores.

Dados βi ∈ Aa−1, si αi = βi entonces αi − βi = 0, con lo cual αi = βi, pues tienen grado a−1.
Definimos ahora los morfismos k-lineales ϕ y ψ siguientes:

(Ker δ1)a
ϕ

�
ψ

Ra

∑
i

αi ⊗ wi 7−→
∑
i

αiwi,∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvj1 · · · vja−1 ⊗ vja ←− [ ri.

La aplicación ϕ está bien definida por lo anterior y la buena definición de ψ se debe a que
δ1
( ∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvj1 · · · vja−1 ⊗ vja
)

= ri = 0 en A.

Veamos ahora que las composiciones son las identidades correspondientes.



32 CAPÍTULO 4. ÁLGEBRAS (A,B)-KOSZUL

• En primer lugar, ϕ
(∑
i

αi⊗wi
)

=
∑
i

αiwi y como
∑
i

αiwi ∈ Ra, existen únicos γl ∈ k tales

que
∑
i

αiwi =
p∑

l = 1

γlrl =
p∑

l = 1

γl
( ∑
j = (j1, · · · , ja)

λljvj1 · · · vja
)

y teniendo en cuenta los grados,

ψ
(∑
i

αiwi
)

=
p∑

l = 1
j = (j1, · · · , ja)

γlλljvj1 · · · vja−1 ⊗ vja =
∑
i

αi ⊗ wi.

• Por otro lado,
ri

ψ7→
∑

j = (j1, · · · , ja)

λijvj1 · · · vja−1 ⊗ vja
ϕ7→ ri.

Luego, vimos que como espacios vectoriales,

(Ker δ1)a ' Ra.

Observemos que en realidad, este isomorfismo es una igualdad que describe de forma distinta
al mismo elemento.

Segundo caso: grado n tal que a < n < b.

Tenemos que (Ker δ1)n ⊆ An−1⊗V = V (n−1)

In−1
⊗V . Si

∑
i

αi⊗wi ∈ (Ker δ1)n, 0 = δ1
(∑
i

αi⊗wi
)

=∑
i

αiwi en A y como este elemento tiene grado n,
∑
i

αiwi pertenece a In. Vimos que

In =
∑

i + j + a = n

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) =
∑

i + j + a = n − 1

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V + V (n−a) ⊗Ra

= In−1 ⊗ V + V (n−a) ⊗Ra.
(4.2.2)

Definimos ahora el morfismo

(Ker δ1)n
ϕ−→ In−1⊗V+V (n−a)⊗Ra

In−1⊗V∑
i

αi ⊗ wi 7−→ [
∑
i

αiwi].

Esta aplicación está bien definida por (4.2.2) y porque si αi = βi entonces αi − βi ∈ In−1 lo
que implica que [αi⊗wi−βi⊗wi] = 0. Por lo tanto, ϕ(αi⊗wi) = [αiwi] = [βiwi] = ϕ(βi⊗wi).

Definimos además la aplicación

In−1 ⊗ V + V (n−a) ⊗Ra
ψ−→ (Ker δ1)n

como la restricción del morfismo k-lineal

V (n) → An−1 ⊗ V
vi1 · · · vin 7→ vi1 · · · vin−1 ⊗ vin .

Para ver que Imψ ⊆ Ker δ1, sea vi1 · · · vin−a ⊗ ri ∈ V (n−a) ⊗ Ra, ψ(vi1 · · · vin−a ⊗ ri) =∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvi1 · · · vin−avj1 · · · vja−1 ⊗ vja , entonces si aplicamos la diferencial, obtenemos

que δ1
( ∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvi1 · · · vin−avj1 · · · vja−1 ⊗ vja
)

= vi1 · · · vin−ari = 0 en A pues ri ∈ Ra.
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Sea ahora
∑
i

γiιi ⊗ vi ∈ In−1 ⊗ V , podemos escribir a este elemento de la siguiente manera∑
i

γi(
∑

j = (j1, · · · , jn−1)

ηijvj1 · · · vjn−1)⊗ vi, entonces

ψ(
∑
i

γi(
∑

j = (j1, · · · , jn−1)

ηijvj1 · · · vjn−1)⊗ vi) =

∑
i

γi(
∑

j = (j1, · · · , jn−1)

ηijvj1 · · · vjn−1)⊗ vi =
∑
i

γiιi ⊗ vi = 0.

Podemos considerar ψ, la aplicación inducida por ψ en el cociente In−1⊗V+V (n−a)⊗Ra
In−1⊗V . Veamos

que las composiciones ϕ◦ψ y ψ◦ϕ son las respectivas identidades. Nuevamente, observamos
que en realidad tenemos una igualdad.

• Sean γlh, ηt, λ
t
q ∈ k, ιj ∈ In−1, vhu ∈ B y rt ∈ Ra. Observemos antes de realizar el

cálculo correspondiente que si
∑
l

xl ⊗ yl ∈ V (n−a) ⊗ Ra entonces existen γlh, ηt, λ
t
q ∈ k y

vh1 , · · · , vhn−a , vq1 , · · · , vqa ∈ V tales que
∑
l

xl⊗yl =
∑
l, t

h = (h1, · · · , hn−a)
q = (q1, · · · , qa)

γlhηtλ
t
qvh1 · · · vhn−a

⊗vq1 · · · vqa , donde las sumas son finitas.
Veamos ahora las composiciones. Dado

∑
i

αi ⊗ wi ∈ (Ker δ1)n, como ϕ(
∑
i

αi ⊗ wi) ∈

In−1⊗V+V (n−a)⊗Ra
In−1⊗V , existen γj , ηt, µlh ∈ k, ιj ∈ In−1 y rt =

∑
q = (q1, · · · , qa)

λtqvq1 · · · vqa ∈ Ra

tales que:∑
i

αi ⊗ wi
ϕ7→ [
∑
i

αiwi] =
[∑
j

γjιj ⊗ wj +
∑
l, t

h = (h1, · · · , hn−a)
q = (q1, · · · , qa)

µlhηtλ
t
qvh1 · · · vhn−a ⊗ vq1 · · · vqa

]

=
[ ∑

l, t
h = (h1, · · · , hn−a)
q = (q1, · · · , qa)

µlhηtλ
t
qvh1 · · · vhn−a ⊗ vq1 · · · vqa

] ψ7→

∑
l, t

h = (h1, · · · , hn−a)
q = (q1, · · · , qa)

µlhηtλ
t
qvh1 · · · vhn−avq1 · · · vqa−1 ⊗ vqa .

En el caso en que fijado un i, αi = ιj para algún j, tendríamos que αi = 0. Por lo
tanto,

∑
i

αi ⊗ vi =
∑
l, t

h = (h1, · · · , hn−a)
q = (q1, · · · , qa)

µlhηtλ
t
qvh1 · · · vhn−avq1 · · · vqa−1 ⊗ vqa y así ψ ◦ ϕ es la

identidad.
• Por otro lado, sea vi1 · · · vin−a ⊗ ri ∈ V (n−a) ⊗ Ra donde ri =

∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvj1 · · · vja
como antes, entonces

[vi1 · · · vin−a ⊗ ri]
ψ7→

∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvi1 · · · vin−avj1 · · · vja−1 ⊗ vja
ϕ7→ [vi1 · · · vin−ari].

Sea ι⊗ v ∈ In−1⊗ V , tenemos que [ι⊗ v] = 0 y ψ se anula trivialmente en este elemento.
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Luego, vimos que

(Ker δ1)n '
In−1 ⊗ V + V (n−a) ⊗Ra

In−1 ⊗ V
.

Tercer caso: grado n = b.

Tenemos que (Ker δ1)b ⊆ Ab−1⊗V = V (b−1)

Ib−1
⊗V . Notemos además que en Ib−1 no aparece Rb

por cuestiones de grado. Si
∑
i

αi ⊗ wi ∈ (Ker δ1)b, 0 = δ1
(∑
i

αi ⊗ wi
)

=
∑
i

αiwi en A y como

este elemento tiene grado b, deducimos que

∑
i

αiwi ∈ Ib =
∑

i + j + a = b

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) +Rb = Ib−1 ⊗ V + V (b−a) ⊗Ra +Rb. (4.2.3)

Definimos ahora ϕ : (Ker δ1)b −→ Ib−1⊗V+V (b−a)⊗Ra+Rb
Ib−1⊗V como sigue: si

∑
i

αi ⊗wi ∈ (Ker δ1)b,

ϕ
(∑
i

αi⊗wi
)

:= [
∑
i

αiwi]. Si αi = βi entonces αi−βi ∈ Ib−1 lo que implica que [αiwi] = [βiwi].

Usando este hecho y (4.2.3), ϕ está bien definida.

Definimos además ψ : Ib−1 ⊗ V + V (b−a) ⊗ Ra + Rb −→ (Ker δ1)b como la restricción del
morfismo k-lineal:

V (n) → An−1 ⊗ V
vi1 · · · vin 7→ vi1 · · · vin−1 ⊗ vin .

Como Ra y Rb son excluyentes, tenemos que (V (b−a)⊗Ra)∩Rb = 0. Más aún, análogamente
a lo hecho para el segundo caso, es claro que ψ se anula en (Ib−1 ⊗ V ). Notemos que

• δ1
( ∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvi1 · · · vib−avj1 · · · vja−1 ⊗ vja
)

= vi1 · · · vib−ari = 0 en A pues ri ∈ Ra.

• δ1
( ∑
h = (h1, · · · , hb)

µihvh1 · · · vhb−1 ⊗ vhb
)

= si = 0 en A pues si ∈ Rb.

Luego, ψ está bien definida, Imψ ⊆ Ker δ1 y ψ induce una aplicación en el cociente por
In−1 ⊗ V que notaremos por ψ.

Veamos finalmente que las composiciones ϕ ◦ ψ y ψ ◦ ϕ son las identidades.

• Sean µlh, ηt, λ
t
q, ρc, γ

c
m ∈ k, vhu , vpu′ ∈ B, rt ∈ Ra y sc ∈ Rb. Dado

∑
i

αi ⊗ wi ∈

(Ker δ1)b, sabemos que
∑
i

αiwi ∈ Ib−1 ⊗ V + V (b−a) ⊗ Ra + Rb pero como ϕ toma va-

lores en el cociente de este espacio por Ib−1 ⊗ V , es claro que, π
(∑
i

αiwi
)

= [
∑
i

αiwi] =[ ∑
l, t

h = (h1, · · · , hb−a)

µlhvh1 · · · vhb−a ⊗ ηtrt +
∑
c

ρcsc
]

y utilizando las escrituras de los ele-
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mentos rt y sc en las bases elegidas para Ra y Rb respectivamente, tenemos lo siguiente:∑
i

αi ⊗ wi
ϕ7→ [
∑
i

αiwi] =
[ ∑

l, t
h = (h1, · · · , hb−a)

µlhvh1 · · · vhb−a ⊗ ηtrt +
∑
c

ρcsc
]

=
[ ∑

l, t
h = (h1, · · · , hb−a)
q = (q1, · · · , qa)

µlhηtλ
t
qvh1 · · · vhb−a ⊗ vq1 · · · vqa +

∑
c

m = (m1, · · · ,mb)

ρcγ
c
mvm1 · · · vmb

]
ψ7→

∑
l, t

h = (h1, · · · , hb−a)
q = (q1, · · · , qa)

µlhηtλ
t
qvh1 · · · vhb−avq1 · · · vqa−1 ⊗ vqa+

∑
c

m = (m1, · · · ,mb)

ρcγcmvm1 · · · vmb−1 ⊗ vmb =
∑
i

αi ⊗ wi.

Usando en la última igualdad que si αi ∈ Ib−1, su clase se anula.

• Por otro lado, si vi1 · · · vib−a ⊗ ri ∈ V (b−a) ⊗Ra y si ∈ Rb tenemos lo siguiente:

[vi1 · · · vib−a ⊗ ri]
ψ7→

∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvi1 · · · vib−avj1 · · · vja−1 ⊗ vja
ϕ7→ [vi1 · · · vib−ari]

y

[si]
ψ7→

∑
h = (h1, · · · , hb)

µihvh1 · · · vhb−1 ⊗ vhb
ϕ7→ [si].

Luego, tenemos el siguiente isomorfismo de k-espacios vectoriales:

(Ker δ1)b '
Ib−1 ⊗ V + V (b−a) ⊗Ra +Rb

Ib−1 ⊗ V
.

Cuarto caso: grado n > b.

Se trata del mismo modo, pero obviaremos los detalles ya que se repiten los mismos argu-
mentos. Tenemos entonces que (Ker δ1)n ⊆ An−1⊗V = V (n−1)

In−1
⊗V . Observemos que en In−1

ahora aparece Rb.

De modo análogo a lo hecho anteriormente, se puede ver que (Ker δ1)n es isomorfo a
In−1⊗V+V (n−a)⊗Ra+V (n−b)⊗Rb

In−1⊗V .

Resumimos la información obtenida hasta el momento:

• (Ker δ1)n = 0 si n < a,

• (Ker δ1)a ' Ra,

• (Ker δ1)n ' In−1⊗V+V (n−a)⊗Ra
In−1⊗V si a < n < b,

• (Ker δ1)b ' Ib−1⊗V+V (b−a)⊗Ra+Rb
Ib−1⊗V ,
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• (Ker δ1)n ' In−1⊗V+V (n−a)⊗Ra+V (n−b)⊗Rb
In−1⊗V si n > b.

El lema que enunciaremos a continuación es una versión de un resultado para el caso no gra-
duado probado en [B5], que relaciona los generadores de un ideal con el segundo elemento de una
resolución minimal. En dicho trabajo las álgebras consideradas son álgebras de caminos asociadas
a carcajes sin ciclos orientados.

Lema 4.6. El A-módulo Ker δ1 es 2-puro en grados a y b.

Demostración. Sabemos que Ker δ1 es 2-puro en grados a y b si y sólo si existen módulos Ma y
Mb concentrados en grados a y b respectivamente tales que Ker δ1 = AMa + AMb. Definimos la
siguiente aplicación:

A⊗Ra ⊕A⊗Rb
ρ−→ Ker δ1

para αi, βh ∈ A, vjl , vtl′ ∈ V con 1 ≤ l ≤ a y 1 ≤ l′ ≤ b, dada por

ρ

 ∑
i

j = (j1, · · · , ja)

αiλ
i
jvj1 · · · vja +

∑
h

t = (t1, · · · , tb)

βhµ
h
t vt1 · · · vtb

 =

∑
i

j = (j1, · · · , ja)

λijαivj1 · · · vja−1 ⊗ vja +
∑
h

t = (t1, · · · , tb)

µht βhvt1 · · · vtb−1 ⊗ vtb .

Si calculamos

δ1

 ∑
i

j = (j1, · · · , ja)

λijαivj1 · · · vja−1 ⊗ vja +
∑
h

t = (t1, · · · , tb)

µht βhvt1 · · · vtb−1 ⊗ vtb


=

∑
i

j = (j1, · · · , ja)

λijαivj1 · · · vja−1vja +
∑
h

t = (t1, · · · , tb)

µht βhvt1 · · · vtb−1vtb

=
∑
i

αi
∑

j = (j1, · · · , ja)

λijvj1 · · · vja +
∑
h

βh
∑

t = (t1, · · · , tb)

µht vt1 · · · vtb = 0.

La nulidad de este elemento se debe a que el primer sumando pertenece a A ⊗ Ra y el segundo a
A⊗Rb. Luego, ρ está bien definida.

Queremos definir ahora una inversa para ρ, θ : Ker δ1 → A⊗Ra ⊕A⊗Rb. Lo hacemos grado a
grado:

• si n < a, (Ker δ1)n = 0,

• si n = a, (Ker δ1)a ' Ra y definimos θ(r) := 1r ∈ A0 ⊗Ra,

• si a < n < b,

(Ker δ1)n '
In−1 ⊗ V + V (n−a) ⊗Ra

In−1 ⊗ V
' V (n−a) ⊗Ra

(In−1 ⊗ V ) ∩ (V (n−a) ⊗Ra)
= An−a ⊗Ra,
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• si n ≥ b, tenemos que

(Ker δ1)n '
In−1 ⊗ V + V (n−a) ⊗Ra + V (n−b) ⊗Rb

In−1 ⊗ V

' V (n−a) ⊗Ra ⊕ V (n−b) ⊗Rb
(In−1 ⊗ V ) ∩ (V (n−a) ⊗Ra ⊕ V (n−b) ⊗Rb)

= An−a ⊗Ra ⊕An−b ⊗Rb.

Las sumas en esta última expresión son directas ya que Ra y Rb son excluyentes. Por las
expresiones obtenidas para Ker δ1 en cada grado, resulta que es 2-puro en grados a y b. �

4.2.2 Descripción de Ker δ2, condiciones extras y ternas distributivas

Nuestro próximo objetivo es definir una cápsula proyectiva para el A-módulo Ker δ1, cuyo epimor-
fismo en Ker δ1 denotaremos δ2. Luego, buscaremos condiciones para que el A-módulo Ker δ2 sea
2-puro.

El morfismo A ⊗ R → Ker δ1 inducido por la inclusión R ↪→ Ker δ1 es una cápsula proyectiva
para Ker δ1. Como Ker δ1 está incluido en A ⊗ V , al restringir a Ker δ1 el morfismo k-lineal que
envía un tensor elemental α ⊗ v ⊗ w donde v ∈ V (a−1) o v ∈ V (b−1) y w ∈ V , al elemento αv ⊗ w
obtenemos δ2 : A⊗R→ A⊗ V . Construimos así el comienzo de una resolución de la forma

A⊗R δ2−→ A⊗ V δ1−→ A⊗ k ε−→ k −→ 0.

Observemos que k y V están concentrados en grados 0 y 1 respectivamente y queR es 2-concentrado
en grados a y b. Definimos ahora:

Jan =
⋂

i + j + a = n

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) para n ≥ a,

Jbn =
⋂

s + t + b = n

V (s) ⊗Rb ⊗ V (t) para n ≥ b.

Notemos que Jan y Jbn están concentrados en grado n.

Lema 4.7. Sean λi ∈ k, xi ∈ V (n) \ {0} y B = {v1, · · · , vt} una base de un k espacio vectorial W . Si
m∑
i = 1

λixi ⊗ wi = 0 en An ⊗ V , con wi ∈ B, entonces
m∑
i = 1

λixi ∈ In.

Demostración. Supongamos que
m∑
i = 1

λixi ⊗ wi = 0. Si existe vj ∈ B tal que wi = vj para todo i,

1 ≤ i ≤ m, resulta 0 =
m∑
i = 1

λixi ⊗ wi =
( m∑
i = 1

λixi
)
⊗ vj y deducimos que

m∑
i = 1

λixi ∈ In.

En caso contrario, vemos lo siguiente:

0 =
m∑
i = 1

λixi ⊗ wi =
∑

{i/wi = v1}

λixi ⊗ v1 + · · ·+
∑

{i/wi = vt}

λixi ⊗ vt.

Por la independencia lineal, notemos que no se pueden cancelar términos de una suma con los
de otra, es decir que cada suma se anula por separado. Entonces,

∑
{i/wi = v1}

λixi, · · · ,
∑

{i/wi = vt}
λixi ∈

In por el caso anterior. Luego,
m∑
i = 1

λixi ∈ In. �
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Vemos que Ker δ2 se anula en grados menores que a pues A ⊗ R ⊆
⊕
n ≥ a

(A ⊗ R)n. Veamos

qué sucede en grado a: para ello, sea
∑
i

γi ⊗ ri con γi ∈ k y ri ∈ Ra tal que 0 = δ2
(∑
i

γi ⊗ ri
)

=∑
i

j = (j1, · · · , ja)

γiλijvj1 · · · vja−1 ⊗ vja ∈ Aa−1 ⊗ V = V (a−1) ⊗ V . Entonces
∑
i

γi ⊗ ri = 0.

Queremos analizar ahora (Ker δ2)n para n ≥ a+ 1.

• Si n = a + 1, sean γi ∈ k, zi ∈ V , xi ∈ Ra, xi =
∑
j

ηijrj . Observemos que incluso en el caso

b = a+ 1, no puede aparecer Rb en (Ker δ2)a+1. Si
∑
i

γizi ⊗ xi ∈ (Ker δ2)a+1,

0 = δ2
(∑

i

γizi ⊗ xi
)

=
∑
i, j

h = (h1, · · · , ha)

γiηijλ
j
hzivh1 · · · vha−1 ⊗ vha ∈ Aa ⊗ V =

V (a)

Ra
⊗ V.

Si zivh1 · · · vha−1 = z′ivh′1 · · · vh′a−1
, se tiene que zivh1 · · · vha−1 − z′ivh′1 · · · vh′a−1

∈ Ra y para
que haya cancelaciones debe ser vha = vh′a . Entonces, usando el Lema 2.25, resulta que∑

i, j
h = (h1, · · · , ha)

γiη
i
jλ
j
hzivh1 · · · vha−1 ∈ Ra. Por lo tanto, (Ker δ2)a+1 ⊆ (V ⊗ Ra) ∩ (Ra ⊗ V ) =

Jaa+1. La inclusión en el otro sentido es trivial porque

δ2
(∑

i

γixi ⊗ zi
)

=
∑
i, j

h = (h1, · · ·ha)

γiηijλ
j
hvh1 · · · vha ⊗ zi = 0,

pues
∑
i, j

h = (h1, · · · , ha)

γiη
i
jλ
j
hvh1 · · · vha pertenece a Ra.

• Sea 2 ≤ m ≤ a−1 y n = a+m ≤ b, tenemos que (Ker δ2)n ⊆ Am⊗Ra = V (m)

Im
⊗Ra = V (m)⊗Ra.

Si n = b y
∑
i

γisi ∈ Rb, donde si son elementos en la base fijada para Rb (recordar que 1 ≤

i ≤ p′, en lo que sigue omitiremos estos límites para simplificar la notación), 0 = δ2
(∑
i

γisi
)

=∑
i

j = (j1, · · · , jb)

γiµijvj1 · · · vjb−1 ⊗ vjb y así,
∑
i

j = (j1, · · · , jb)

γiµijvj1 · · · vjb−1 ∈ In−1, por el Lema

4.7. Observar que Rb no aparece en In−1 y que Ra y Rb son excluyentes por hipótesis general.

Por lo tanto, A0 ⊗Rb ∩ (Ker δ2)b = 0. Si 0 = δ2

 ∑
i

j = (j1, · · · , ja)

λiµijzi1 · · · zim ⊗ vj1 · · · vja

 =

∑
i

j = (j1, · · · , ja)

λiµijzi1 · · · zimvj1 · · · vja−1 ⊗ vja ∈ An−1 ⊗ V entonces, por el Lema 4.7 resulta

que
∑
i

j = (j1, · · · , ja)

λiµ
i
jzi1 · · · zimvj1 · · · vja−1 ∈ In−1.

Por lo tanto, (Ker δ2)n ⊆ (V (m) ⊗ Ra) ∩
( ∑
i + j = m − 1

V (i) ⊗ Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)
. La inclusión en el

otro sentido es trivial si razonamos análogamente al caso n = a+ 1.
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• Sea 2 ≤ m ≤ a − 1 y n = a + m = b + l < 2a − 1 con l ≥ 1. En este caso vemos que
(Ker δ2)n ⊆ (Am ⊗ Ra) ⊕ (Al ⊗ Rb) = V (m) ⊗ Ra ⊕ V (l) ⊗ Rb pues Im = 0 = Il ya que
l < m ≤ a− 1. Si

0 = δ2

 ∑
i

j = (j1, · · · , ja)

γiλijzi1 · · · zim ⊗ vj1 · · · vja +
∑
t

u = (u1, · · · , ub)

ηtµtuxt1 · · ·xtl ⊗ vu1 · · · vub


=

∑
i

j = (j1, · · · , ja)

γiλijzi1 · · · zimvj1 · · · vja−1 ⊗ vja +
∑
t

u = (u1, · · · , ub)

ηtµtuxt1 · · ·xtlvu1 · · · vub−1 ⊗ vub ,

concluimos entonces que∑
i

j = (j1, · · · , ja)

γiλ
i
jzi1 · · · zim ⊗ vj1 · · · vja−1 +

∑
t

u = (u1, · · · , ub)

ηtµ
t
uxt1 · · ·xtl ⊗ vu1 · · · vub−1 ∈ In−1.

Por lo tanto,

(Ker δ2)n ⊆(V (m) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j + a = n − 1

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)
⊕ (V (l) ⊗Rb)∩( ∑

h + t + b = n − 1

V (h) ⊗Rb ⊗ V (t) ⊗ V
)
.

La inclusión en el otro sentido es trivial por el mismo razonamiento que ya hemos empleado
anteriormente.

Teniendo en cuenta que

(Ker δ2)n = 0 si n ≤ a y (Ker δ2)a+1 = Jaa+1,

la cápsula proyectiva de Ker δ2 contiene a A⊗ Jaa+1 pero también puede contener módulos s-puros
en grados mayores.

Para n = a+m con 2 ≤ m ≤ min{a− 1, b− a}, ya vimos que

(Ker δ2)n = (V (m) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = m − 1

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)

(4.2.4)

y este espacio contiene a V (m−1) ⊗ Jaa+1. Así,

(Ker δ2)n = Am−1⊗Jaa+1 ⇐⇒ (V (m)⊗Ra)∩
( ∑
i + j = m − 1

V (i)⊗Ra⊗V (j)⊗V
)

= V (m−1)⊗Jaa+1. (4.2.5)

Notemos que si la igualdad del lado derecho en (4.2.5) se satisface para m = a − 1, entonces para
2 ≤ t ≤ m− 2,

(V (m) ⊗Ra) ∩ (V (m−t) ⊗Ra ⊗ V (t) + · · ·+ V (m−1) ⊗Ra ⊗ V ) ⊆ V (m−1) ⊗ Jaa+1. (4.2.6)

Por el Corolario 2.24, obtenemos (4.2.5) para 2 < m < a− 1.
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En el caso en que n = a+m = b+ l con 1 ≤ l ≤ 2a− b− 1, tenemos que (Ker δ2)n es igual a

[(V (m) ⊗Ra)⊕ (V (l) ⊗Rb)] ∩
( ∑
i + j = m − 1

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V +
∑

s + t = l − 1

V (s) ⊗Rb ⊗ V (t) ⊗ V
)
,

que contiene a (V (m−1) ⊗ Jaa+1)⊕ (V (l−1) ⊗ Jbb+1). Consideremos ahora las siguientes relaciones

(V (m) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = m − 1

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)

= V (m−1) ⊗ Jaa+1,

(V (l) ⊗Rb) ∩
( ∑
s + t = l − 1

V (s) ⊗Rb ⊗ V (t) ⊗ V
)

= V (l−1) ⊗ Jbb+1.
(4.2.7)

En forma análoga a lo desarrollado anteriormente, se puede ver que si (4.2.7) se satisface para
l = b− 1, también se satisface para todo l menor o igual que b− 2. Observemos además que (4.2.7)
implica la igualdad del lado derecho en (4.2.5).

Las relaciones (4.2.7) para m = a− 1 y l = b− 1 se llaman condiciones extras y las denotaremos
por (c.e.).

Observación 4.8. Es fácil ver que pedir que valgan las (c.e.) es equivalente a pedir que valgan las siguientes
inclusiones:

(V (a−1) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = a − 2

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)
⊆ V (a−2) ⊗ Jaa+1,

(V (b−1) ⊗Rb) ∩
( ∑
s + t = b − 2

V (s) ⊗Rb ⊗ V (t) ⊗ V
)
⊆ V (b−2) ⊗ Jbb+1.

Nos dedicaremos ahora a estudiar ciertas condiciones de distributividad que resultarán equi-
valentes a las (c.e.).

Definición 4.9 ([B1], [J], [O]). Una terna (E,F,G) de subespacios de un espacio vectorial dado se dice
distributiva si

E ∩ (F +G) = (E ∩ F ) + (E ∩G). (4.2.8)

Observación 4.10. Como la inclusión del segundo término en el primero vale siempre, para que una terna
sea distributiva alcanza con pedir solamente la otra inclusión.

Definición 4.11. Una terna de subespacios de un espacio vectorial dado, de la forma (E ⊕ E′, F1 + · · · +
Ft, G1 + · · ·+Gt′) se dice multidistributiva si

(E ⊕ E′) ∩ (F1 + · · ·+ Ft +G1 + · · ·Gt′)
= (E ∩ F1) + · · ·+ (E ∩ Ft)⊕ (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′). (4.2.9)

Proposición 4.12. Las (c.e.) se satisfacen si y sólo si para 2 ≤ m ≤ a− 1 y 2 ≤ l ≤ b− 1 las ternas

(V (m) ⊗Ra, Ra ⊗ V (m),
∑

i + j = m − 2

V ⊗ V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V ), (4.2.10)

(V (l) ⊗Rb, Rb ⊗ V (l),
∑

s + t = l − 2

V ⊗ V (s) ⊗Rb ⊗ V (t) ⊗ V )

son distributivas y valen las inclusiones

(V (m) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (m)) ⊆ V (m−1) ⊗Ra ⊗ V,
(V (l) ⊗Rb) ∩ (Rb ⊗ V (l)) ⊆ V (l−1) ⊗Rb ⊗ V.
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Demostración. Sean E = V (m) ⊗ Ra, F = Ra ⊗ V (m) y G =
∑

i + j = m − 2

V ⊗ V (i) ⊗ Ra ⊗ V (j) ⊗ V .

Supongamos que las (c.e.) se satisfacen. Entonces, en (4.2.7)E∩(F+G) = V (m−1)⊗Jaa+1 ⊆ E∩G ⊆
(E ∩ F ) + (E ∩G). El razonamiento para b es análogo.

Recíprocamente, por la distributividad de la primera terna y la primera inclusión param tal que
2 ≤ m ≤ a− 1, vemos que

(V (a−2) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = a − 3

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)

= (V (a−2) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a−2)) + (V (a−2) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = a − 4

V ⊗ V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)

⊆ (V (a−3) ⊗Ra ⊗ V ) + V ⊗ [(V (a−3) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = a − 4

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)
]

= (V (a−3) ⊗Ra ⊗ V ) + V ⊗ [(V (a−3) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a−3))+

(V (a−3) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = a − 5

V ⊗ V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)
]

⊆ (V (a−3) ⊗Ra ⊗ V ) + V ⊗ [(V (a−4) ⊗Ra ⊗ V )+

(V (a−3) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = a − 5

V ⊗ V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)
]

= (V (a−3) ⊗Ra ⊗ V ) + V (2) ⊗ [V (a−5) ⊗Ra ⊗ V+

(V (a−4) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = a − 5

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)
]

= (V (a−3) ⊗Ra ⊗ V ) + V (2) ⊗ [(V (a−4) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = a − 5

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)
].

Vemos que en general (V (a−3)⊗Ra⊗V )+V (s−3)⊗[(V (a−s+1)⊗Ra)∩
( ∑
i + j = a − s

V (i)⊗Ra⊗V (j)⊗V
)
] ⊆

(V (a−3)⊗Ra⊗V )+V (s−3)⊗ [V (a−s)⊗Ra⊗V +(V (a−s+1)⊗Ra)∩
( ∑
i + j = a − s

V (i)⊗Ra⊗V (j)⊗V
)
] =

(V (a−3) ⊗Ra ⊗ V ) + V (s−3) ⊗ [(V (a−s+1) ⊗Ra) ∩
( ∑
i + j = a − s

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) ⊗ V
)
] con 3 ≤ s ≤ a y

por lo tanto
V (a−3) ⊗Ra ⊗ V ⊆ V (a−3) ⊗ Jaa+1.

Entonces vale la primera relación de (4.2.7). Para la segunda relación de (4.2.7) se procede de la
misma manera. �

Lema 4.13. Para 2 ≤ m ≤ a− 1 y 2 ≤ l ≤ b− 1, se satisfacen las inclusiones

(V (m) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (m)) ⊆ V (m−1) ⊗Ra ⊗ V, (4.2.11)

(V (l) ⊗Rb) ∩ (Rb ⊗ V (l)) ⊆ V (l−1) ⊗Rb ⊗ V,

si y sólo si valen las siguientes igualdades

(V (m) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (m)) = Jaa+m,

(V (l) ⊗Rb) ∩ (Rb ⊗ V (l)) = Jbb+l.
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Demostración. Para la condición necesaria tenemos la inclusión Jaa+m ⊆ (V (m)⊗Ra)∩(Ra⊗V (m)).
Probaremos a continuación la inclusión en el otro sentido haciendo inducción sobre m. Si m = 2, la
igualdad se reduce a lo siguiente:

Jaa+2 = (V (2) ⊗Ra) ∩ (V ⊗Ra ⊗ V ) ∩ (Ra ⊗ V (2)) = (V (2) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (2)),

utilizamos aquí la inclusión (4.2.11) que es válida por hipótesis. Supongamos ahora válida la in-
clusión para m < a − 1 y sea

∑
i = (i1, · · · , ia+m+1)

λivi1 · · · via+m+1 ∈ (V (m+1) ⊗ Ra) ∩ (Ra ⊗ V (m+1)),

entonces
∑

i = (i1, · · · , ia+m+1)

λivi1 · · · via ∈ Ra y
∑

i = (i1, · · · , ia+m+1)

λivim+2 · · · via+m+1 ∈ Ra, pero por la

inclusión (4.2.11), además vale que
∑

i = (i1, · · · , ia+m+1)

λivim+1 · · · via+m ∈ Ra si m+ 1 ≤ a− 1. Luego,∑
i = (i1, · · · , ia+m+1)

λivi1 · · · via+m ∈ (Ra ⊗ V (m)) ∩ (V (m) ⊗ Ra) = Jaa+m por hipótesis inductiva. En-

tonces, podemos concluir que
∑

i = (i1, · · · , ia+m+1)

λivi1 · · · via+m+1 ∈
⋂

h + j = m

V (h) ⊗ Ra ⊗ V (j) ⊗ V y

como también pertenece a Ra⊗V (m+1) resulta que este elemento pertenece a Jaa+m+1 y se satisface
la igualdad deseada.

Se procede análogamente para probar la igualdad que involucra a Jbb+l.
La implicación recíproca resulta trivial pues valen las inclusiones:

Jaa+m ⊆ V (m−1) ⊗Ra ⊗ V, Jab+l ⊆ V (l−1) ⊗Rb ⊗ V.

�

La proposición que probaremos a continuación da una equivalencia en términos de distribu-
tividad y multidistributividad para ternas y de las (c.e.), para decidir cuándo Ker δ2 es 2-puro. El
objetivo será luego generalizar esta equivalencia para los morfismos de la resolución en grados
superiores.

Proposición 4.14. Supongamos que vale la segunda igualdad de las (c.e.); es decir,

(V (b−1) ⊗Rb) ∩
( ∑
s + t = b − 2

V (s) ⊗Rb ⊗ V (t) ⊗ V
)

= V (b−2) ⊗ Jbb+1.

Entonces, Ker δ2 es 2-puro en grados a + 1 y b + 1 si y sólo si (4.2.5) se satisface y para todo n ≥ 2a, las
ternas (E,F,G) y (E′ ⊕ E′′, F ′ + G′, F ′′ + G′′) son distributivas y multidistributivas respectivamente
donde:

E = V (n−a) ⊗Ra,
F = Ra ⊗ V (n−a) + · · ·+ V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a),

G = V (n−2a+1) ⊗Ra ⊗ V (a−1) + · · ·+ V (n−a−1) ⊗Ra ⊗ V,
E′ = V (n−a) ⊗Ra,
F ′ = Ra ⊗ V (n−a) + · · ·+ V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a) +Rb ⊗ V (n−b) + · · ·+ V (n−a−b) ⊗Rb ⊗ V (a),

G′ = V (n−2a+1) ⊗Ra ⊗ V (a−1) + · · ·+ V (n−a−1) ⊗Ra ⊗ V,
E′′ = V (n−b) ⊗Rb,
F ′′ = Ra ⊗ V (n−a) + · · ·+ V (n−a−b) ⊗Ra ⊗ V (b) +Rb ⊗ V (n−b) + · · ·+ V (n−2b) ⊗Rb ⊗ V (b),

G′′ = V (n−2b+1) ⊗Rb ⊗ V (b−1) + · · ·+ V (n−b−1) ⊗Rb ⊗ V.

Si el supraíndice es negativo consideramos que el espacio correspondiente es el nulo.
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Demostración. Ya hemos visto que vale la igualdad

(Ker δ2)n = Am−1 ⊗ Jaa+1 para n = m+ a, donde 2 ≤ m ≤ min{a− 1, b− a},

si y sólo si vale (4.2.5). Supongamos ahora que las (c.e.) se satisfacen y fijemos un número natural
n ≥ 2a. Queremos estudiar (Ker δ2)n.

(i) Si n ≤ b, (Ker δ2)n ⊆ An−a ⊗ Ra. Observemos que si n = b, An−b = A0 = k y si s ∈ Rb, no
puede ser que δ2(s) = 0, pues

0 = δ2(s) = δ2

 p′∑
l = 1

h = (h1, · · · , hb)

ηlµ
l
hvh1 · · · vhb

 =
p′∑
l = 1

h = (h1, · · · , hb)

ηlµlhvh1 · · · vhb−1 ⊗ vhb

implica que
p′∑
l = 1

h = (h1, · · · , hb)

ηlµ
l
hvh1 · · · vhb−1 ∈ Ib−1 pero entonces Ra y Rb no serían excluyen-

tes.

Seanαi ∈ An−a, ρi ∈ Ra, tales que 0 = δ2(
∑
i

αi⊗ρi
)

= δ2

 ∑
i, h

j = (j1, · · · , ja)

γihλ
h
jαi ⊗ vj1 · · · vja


=

∑
i, h

j = (j1, · · · , ja)

γihλ
h
jαivj1 · · · vja−1 ⊗ vja . Entonces,

∑
i, h

j = (j1, · · · , ja)

γihλ
h
jαivj1 · · · vja−1 ∈ In−1.

Sea ahora el subespacio de T (V ):

Nn = (V (n−a)⊗Ra)∩ (In−1⊗V ) = (V (n−a)⊗Ra)∩ (V (n−a−1)⊗Ra⊗V + · · ·+Ra⊗V (n−a)).

Tenemos que (Ker δ2)n ⊆ Nn
In−a⊗Ra . La inclusión en el otro sentido es trivial utilizando el

mismo argumento que en casos anteriores.

(ii) Si n > b, (Ker δ2)n ⊆ (An−a ⊗ Ra) ⊕ (An−b ⊗ Rb). Sean αi ∈ An−a, βh ∈ An−b, ρi ∈ Ra y
θh ∈ Rb, si

0 = δ2
(∑

i

αi ⊗ ρi +
∑
h

βh ⊗ θh
)

= δ2

 ∑
i, t

j = (j1, · · · , ja)

γitλ
t
jαi ⊗ vj1 · · · vja +

∑
h,m

l = (l1, · · · , lb)

ηhmµ
m
l βh ⊗ vl1 · · · vlb


=

∑
i, t

j = (j1, · · · , ja)

γitλ
t
jαivj1 · · · vja−1 ⊗ vja +

∑
h,m

l = (l1, · · · , lb)

ηhmµ
m
l βhvl1 · · · vlb−1 ⊗ vlb ,

entonces
∑
i, t

j = (j1, · · · , ja)

γitλ
t
jαivj1 · · · vja−1 +

∑
h,m

l = (l1, · · · , lb)

ηhmµ
m
l βhvl1 · · · vlb−1 ∈ In−1.
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Como

In−1 =V (n−a−1) ⊗Ra + V (n−a−2) ⊗Ra ⊗ V + · · ·+Ra ⊗ V (n−a−1)+

V (n−b−1) ⊗Rb + V (n−b−2) ⊗Rb ⊗ V + · · ·+Rb ⊗ V (n−b−1),

In−1 ⊗ V contiene al subespacio

Nn =(V (n−a) ⊗Ra ⊕ V (n−b) ⊗Rb) ∩ (V (n−a−1) ⊗Ra ⊗ V+

V (n−a−2) ⊗Ra ⊗ V (2) + · · ·+Ra ⊗ V (n−a)+

V (n−b−1) ⊗Rb ⊗ V + V (n−b−2) ⊗Rb ⊗ V (2) + · · ·+Rb ⊗ V (n−b)).

Tenemos así la igualdad

(Ker δ2)n =
Nn

In−a ⊗Ra ⊕ In−b ⊗Rb
.

Para mostrar la distributividad y multidistributividad de las ternas, observamos que:

E ∩ (F +G) = Nn en el caso (i),
(E′ ⊕ E′′) ∩ (F ′ + F ′′ +G′ +G′′) = Nn en el caso (ii).

Si (E,F,G) y (E′ ⊕E′′, F ′ +F ′′, G′ +G′′) son ternas distributivas y multidistributivas respecti-
vamente, al satisfacerse las (c.e.), analizaremos de la siguiente manera:

• Si n ≤ b, Nn = E ∩ (F +G) = (E ∩ F ) + (E ∩G) =(c.e.) (In−a ⊗Ra) + (V (n−a−1) ⊗ Jaa+1).

Luego, caracterizamos al núcleo de la siguiente forma

(Ker δ2)n =
Nn

In−a ⊗Ra
=

V (n−a−1) ⊗ Jaa+1

(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1) ∩ (In−a ⊗Ra)
ϕ
' V (n−a−1) ⊗ Jaa+1

In−a−1 ⊗ Jaa+1

= An−a−1J
a
a+1,

donde para definir ϕ observamos que la identidad de V (n−a−1)⊗Jaa+1 puede pasar al cociente
como

ϕ :
V (n−a−1) ⊗ Jaa+1

In−a−1 ⊗ Jaa+1

−→
V (n−a−1) ⊗ Jaa+1

(In−a ⊗Ra) ∩ (V (n−a−1) ⊗ Jaa+1)
,

y resulta un epimorfismo. Podemos además construir un isomorfismo de k-espacios vecto-
riales entre el dominio y el codominio de ϕ (ver [B1]), luego, por razones de dimensión, ϕ es
un isomorfismo.

• Si n > b, tenemos las siguientes igualdades:

E′ ∩ F ′ = In−a ⊗Ra,
E′′ ∩ F ′′ = In−b ⊗Rb,
E′ ∩G′ = V (n−a−1) ⊗ Jaa+1,

E′′ ∩G′′ = V (n−b−1) ⊗ Jbb+1,
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donde las dos últimas se deben a las (c.e.). Caracterizamos al núcleo como sigue,

(Ker δ2)n =
Nn

In−a ⊗Ra ⊕ In−b ⊗Rb

=
(In−a ⊗Ra + V (n−a−1) ⊗ Jaa+1)⊕ (In−b ⊗Rb + V (n−b−1) ⊗ Jbb+1)

In−a ⊗Ra ⊕ In−b ⊗Rb

'
In−a ⊗Ra + V (n−a−1) ⊗ Jaa+1

In−a ⊗Ra
⊕
I(n−b) ⊗Rb + V (n−b−1) ⊗ Jbb+1

In−b ⊗Rb

'
V (n−a−1) ⊗ Jaa+1

(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1) ∩ (In−a ⊗Ra)
⊕

V (n−b−1) ⊗ Jbb+1

(V n−b−1 ⊗ Jbb+1) ∩ (In−b ⊗Rb)

'
V (n−a−1) ⊗ Jaa+1

In−a−1 ⊗ Jaa+1

⊕
V (n−b−1) ⊗ Jbb+1

In−b−1 ⊗ Jbb+1

' An−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊕An−b−1 ⊗ Jbb+1,

donde el isomorfismo para la parte que involucra a Rb es análogo al del caso anterior.

Concluimos de este modo que Ker δ2 es 2-puro en grados a+ 1 y b+ 1.
Recíprocamente, si Ker δ2 es 2-puro en grados a + 1 y b + 1, entonces (Ker δ2)n = An−a−1 ⊗

Jaa+1 ⊕An−b−1 ⊗ Jbb+1, por lo tanto usando la doble implicación que observamos al comienzo de la
demostración, vale (4.2.5).

Supongamos que n > b, luego (Ker δ2)n ⊆ An−a ⊗Ra ⊕An−b ⊗Rb mediante la aplicación:

An−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊕An−b−1 ⊗ Jbb+1 ↪→ An−a ⊗Ra ⊕An−b ⊗Rb

(α⊗ v ⊗ r, β ⊗ w ⊗ s) 7−→ (αv ⊗ r, βw ⊗ s)

donde α ∈ An−a−1, β ∈ An−b−1; v, w ∈ V , r ∈ Ra y s ∈ Rb. Sabemos que:

Nn
In−a ⊗Ra ⊕ In−b ⊗Rb

= An−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊕An−b−1 ⊗ Jbb+1

=
V (n−a−1) ⊗ Jaa+1

In−a−1 ⊗ Jaa+1

⊕
V (n−b−1) ⊗ Jbb+1

In−b−1 ⊗ Jbb+1

.

(4.2.12)

Por otro lado, las siguientes inclusiones son triviales:

V (n−a−1) ⊗ Jaa+1 ⊆ In−a ⊗Ra + V (n−a−1) ⊗ Jaa+1,

In−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊆ In−a ⊗Ra,
V (n−b−1) ⊗ Jbb+1 ⊆ In−b ⊗Rb + V (n−b−1) ⊗ Jbb+1,

In−b−1 ⊗ Jbb+1 ⊆ In−b ⊗Rb.

Luego, por el Lema 2.20 tenemos las igualdades:

(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1) ∩ (In−a ⊗Ra) = In−a−1 ⊗ Jaa+1,

(V (n−b−1) ⊗ Jbb+1) ∩ (In−b ⊗Rb) = In−b−1 ⊗ Jbb+1.
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Así, (4.2.12) equivale a lo siguiente:

V (n−a−1) ⊗ Jaa+1

(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1) ∩ (In−a ⊗Ra)
⊕

V (n−b−1) ⊗ Jbb+1

(V (n−b−1) ⊗ Jbb+1) ∩ (In−b ⊗Rb)

'
(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1) + (In−a ⊗Ra)

In−a ⊗Ra
⊕

(V (n−b−1) ⊗ Jbb+1) + (In−b ⊗Rb)
In−b ⊗Rb

.

Luego, por el Lema 2.18,

Nn = V (n−a−1) ⊗ Jaa+1 + In−a ⊗Ra ⊕ V (n−b−1) ⊗ Jbb+1 + In−b ⊗Rb
= (E′ ∩ F ′) + (E′ ∩G′)⊕ (E′′ ∩ F ′′) + (E′′ ∩G′′).

Por lo tanto, la terna es multidistributiva. El caso n ≤ b es análogo e inclusive más sencillo ya que
la parte que involucra a b no aparece. �

4.2.3 Descripción de Ker δ3

A partir de ahora suponemos que Ker δ2 es 2-puro en grados a+ 1 y b+ 1. Una cápsula proyectiva
para Ker δ2 es (A⊗ Jaa+1)⊕ (A⊗ Jbb+1)→ Ker δ2, inducida por los morfismos canónicos inyectivos
Jaa+1 ↪→ Ker δ2 y Jbb+1 ↪→ Ker δ2. Si incluimos a Ker δ2 en A⊗R, tenemos el morfismo

δ3 : (A⊗ Jaa+1)⊕ (A⊗ Jbb+1) −→ A⊗R

definido por la composición de los dos morfismos anteriores,

(α⊗ v ⊗ w,α′ ⊗ v′ ⊗ w′) 7−→ αv ⊗ w + α′v′ ⊗ w′

donde α, α′ ∈ A; v, v′ ∈ V ; w ∈ V (a) y w′ ∈ V (b).
Estudiemos ahora Ker δ3. Observemos primero que si αi, α′j ∈ A, xi, x′j ∈ V , yi ∈ Ra e y′j ∈ Rb

son tales que
∑
i

αixi ⊗ yi +
∑
j

α′jx
′
j ⊗ y′j = 0, entonces

∑
i

αixi ⊗ yi = 0 y
∑
j

α′jx
′
j ⊗ y′j = 0 pues Ra

y Rb son excluyentes y, por lo tanto, no pueden cancelarse entre sí términos que pertenecen a las
distintas sumas. Luego, se puede describir cada sumando de Ker δ3.

Lo primero que notamos es que (Ker δ3)n = 0 si n < 2a pues para que se anule la imagen de δ3
debe pasar que gr

(∑
i

αixi
)
≥ a , lo que implica que gr

(∑
i

αi ⊗ xi ⊗ yi
)
≥ 2a.

Describamos (Ker δ3)2a: sean αi ∈ Aa−1, βj ∈ A2a−b−1, ui, u′j ∈ V , ρi ∈ Ra, θj ∈ Rb tales que

0 = δ3
(∑

i

αi ⊗ ui ⊗ ρi +
∑
j

βj ⊗ u′j ⊗ θj
)

=
∑
i

αiui ⊗ ρi +
∑
j

βju′j ⊗ θj .

Esto es absurdo si existe j tal que βju′j 6= 0 porque el grado de βju′j es 2a− b, y la ecuación anterior
lo fuerza a tener grado mayor o igual que a, pero 2a − b < a. Concluimos que

∑
i

αiui ∈ Ia = Ra.

Por lo tanto,
(Ker δ3)2a = (V (a−1) ⊗ Jaa+1) ∩ (Ra ⊗ V (a)).

Como en los casos anteriores, la inclusión del segundo término en el primero es clara.
Como Ker δ2 es 2-puro en grados a+ 1 y b+ 1, por la Proposición 4.14, se satisface (4.2.5) y por

la Proposición 4.12 vale la inclusión

(V (a−1) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a−1)) ⊆ V (a−2) ⊗Ra ⊗ V. (4.2.13)
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Por lo tanto, (V (a−1) ⊗ Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a−1)) = Ja2a−1, por el Lema 4.13. Entonces caracterizamos al
núcleo de la siguiente manera:

(Ker δ3)2a = (V (a−1) ⊗Ra ⊗ V ) ∩ (V (a) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a))

= [(V (a−1) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a−1))]⊗ V ∩ (V (a) ⊗Ra)

= (Ja2a−1 ⊗ V ) ∩ (V (a) ⊗Ra) = Ja2a.

Sea ahora n tal que 2a < n < a + b, entonces (Ker δ3)n ⊆ An−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊕ An−b−1 ⊗ Jbb+1. En
realidad, (Ker δ3)n ∩ (An−b−1⊗Jbb+1) = 0 debido a que Ra y Rb son excluyentes y a que n− b− 1 <
a+ b− b− 1 = a− 1, luego n− b− 1 < a.

Consideremos ahora αi ∈ An−a−1, ui ∈ V , ri ∈ Ba, la base fijada para Ra. Si

0 = δ3
(∑

i

αi ⊗ ui ⊗ ri
)

=
∑
i

αiui ⊗ ri,

entonces
∑
i

αiui ∈ In−a por el Lema 4.7. Luego,

(Ker δ3)n =
Nn

In−a−1 ⊗ Jaa+1

,

donde

Nn =(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1) ∩ (V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a) + · · ·+Ra ⊗ V (n−a))

=(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1) ∩ [(V (n−2a−1) ⊗Ra ⊗ V (a+1) + · · ·+Ra ⊗ V (n−a)) + (V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a))]

=(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1) ∩ (In−a−1 ⊗ V (a+1) + V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a)).

Supongamos ahora que a+ b ≤ n < 2b, entonces (Ker δ3)n ⊆ An−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊕An−b−1 ⊗ Jbb+1.
Consideremos αi ∈ An−a−1, βj ∈ An−b−1, ui, u′j ∈ V , ri ∈ Ba, sj ∈ Bb. Si

0 = δ3
(∑

i

αi ⊗ ui ⊗ ri +
∑
j

βj ⊗ u′j ⊗ sj
)

=
∑
i

αiui ⊗ ri +
∑
j

βju′j ⊗ sj ,

entonces
∑
i

αiui ∈ In−a y
∑
j

βju
′
j ∈ In−b. Luego, caracterizamos al núcleo como

(Ker δ3)n =
Nn

In−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊕ In−b−1 ⊗ Jbb+1

,

donde

Nn =(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1 ⊕ V (n−b−1) ⊗ Jbb+1) ∩ (In−a ⊗ V (a) + In−b ⊗ V (b))

=(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1 ⊕ V (n−b−1) ⊗ Jbb+1)∩
(V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a) + V (n−2a−1) ⊗Ra ⊗ V (a+1) + · · ·+Ra ⊗ V (n−a)+

V (n−a−b) ⊗Rb ⊗ V (a) + V (n−a−b−1) ⊗Rb ⊗ V (a+1) + · · ·+Rb ⊗ V (n−b)+

V (n−a−b) ⊗Ra ⊗ V (b) + V (n−a−b−1) ⊗Ra ⊗ V (b+1) + · · ·+Ra ⊗ V (n−a)).
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Observamos que n− b < b, por lo tanto Rb no aparece en In−b. Así,

Nn =(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1 ⊕ V (n−b−1) ⊗ Jbb+1) ∩ (In−a−1 ⊗ V (a+1) + V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a)+

V (n−a−b) ⊗Rb ⊗ V (a) + In−b−1 ⊗ V (b+1) + V (n−a−b) ⊗Ra ⊗ V (b)).

Supongamos finalmente que n ≥ 2b, entonces (Ker δ3)n ⊆ An−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊕An−b−1 ⊗ Jbb+1.
Consideremos ahora αi ∈ An−a−1, βj ∈ An−b−1, ui, u′j ∈ V , ri ∈ Ba, sj ∈ Bb. Si

0 = δ3
(∑

i

αi ⊗ ui ⊗ ri +
∑
j

βj ⊗ u′j ⊗ sj
)

=
∑
i

αiui ⊗ ri +
∑
j

βju′j ⊗ sj ,

entonces
∑
i

αiui ∈ In−a y
∑
j

βju
′
j ∈ In−b. Luego, el núcleo es

(Ker δ3)n =
Nn

In−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊕ In−b−1 ⊗ Jbb+1

,

donde

Nn =(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1 ⊕ V (n−b−1) ⊗ Jbb+1) ∩ (In−a ⊗ V (a) + In−b ⊗ V (b))

=(V (n−a−1) ⊗ Jaa+1 ⊕ V (n−b−1) ⊗ Jbb+1)∩
(In−a−1 ⊗ V (a+1) + V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a) + V (n−a−b) ⊗Rb ⊗ V (a)+

In−b−1 ⊗ V (b+1) + V (n−b−a) ⊗Ra ⊗ V (b) + V (n−2b) ⊗Rb ⊗ V (b)).

Definición 4.15. Una 4-upla (E,F,G,H) se dice distributiva si se satisface la siguiente igualdad:

E ∩ (F +G+H) = (E ∩ F ) + (E ∩G) + (E ∩H).

Además, una 4-upla (E ⊕ E′, F + F ′, G+G′, H +H ′) se dice multidistributiva si se satisface:

(E ⊕ E′) ∩ (F + F ′ +G+G′ +H +H ′) =
[(E ∩ F ) + (E ∩G) + (E ∩H)]⊕ [(E′ ∩ F ′) + (E′ ∩G′) + (E′ ∩H ′)]. (4.2.14)

Ejemplo. Sea A = T (V )/I donde V = k〈x, y〉 y el ideal I tiene por espacio de relaciones a
R = R3 ⊕ R4 con R3 = 〈x3〉 y R4 = 〈x2y2〉. Observar que Ra y Rb son excluyentes. Así, a = 3 y
b = 4. Observemos cómo son los siguientes subespacios:

J3
4 = (V ⊗R3) ∩ (R3 ⊗ V ) = 〈x4〉
J4

5 = (V ⊗R4) ∩ (R4 ⊗ V ) = 0.

Consideremos n = a + b = 7 y veamos que valen las (c.e.). Tanto en esta verificación como
en las demás de este estilo, notaremos en las columnas correspondientes a cada espacio vectorial
interviniente, los elementos de una base para tal espacio. Por abuso de notación, obviaremos los
tensores en los elementos pero los notaremos de forma tal que marquen el espacio al cual pertene-
cen. Asímismo, subrayaremos cada elemento que aparezca en la intersección para visualizar más
fácilmente una base para dicho espacio intersección. Observemos además que alcanza con analizar
sólo estos elementos pues todos ellos son parte de una base para el espacio total V (l) del cual son
subespacios los espacios que intervienen en los cálculos.

En este caso particular, tenemos que m = a− 1 = 2 y de este modo la intersección:
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(V (2) ⊗R3) ∩ (R3 ⊗ V (2) + V ⊗R3 ⊗ V ) = 〈x5, yx4〉

x2x3 x3x2 xx3x
xyx3 x3xy xx3y
yxx3 x3yx yx3x
y2x3 x3y2 yx3y

Por otro lado, V ⊗ J3
4 = 〈x5, yx4〉.

En el caso en que l = b− 1 = 3,

(V (3) ⊗R4) ∩ (R4 ⊗ V (3) + V ⊗R4 ⊗ V (2) + V (2) ⊗R4 ⊗ V )

x3x2y2 x2y2x3 xx2y2x2 x2x2y2x
x2yx2y2 x2y2x2y xx2y2xy xyx2y2x
xyxx2y2 x2y2xyx xx2y2yx yxx2y2x
yx2x2y2 x2y2yx2 xx2y2y2 y2x2y2x
xy2x2y2 x2y2xy2 yx2y2x2 x2x2y2y
yxyx2y2 x2y2yxy yx2y2xy xyx2y2y
y2xx2y2 x2y2y2x yx2y2yx yxx2y2y
y3x2y2 x2y2y3 yx2y2y2 y2x2y2y

Vemos así que la intersección es nula y coincide con V (2) ⊗ J4
5 que también se anula.

Veamos ahora que para δ3, la 4-upla (E⊕E′, F +F ′, G+G′, H+ 0) es multidistributiva, donde:

E = V (3) ⊗ J3
4 , F = I3 ⊗ V (4) = R3 ⊗ V (4), G = V ⊗R3 ⊗ V (3), H = R4 ⊗ V (3),

E′ = V (2) ⊗ J4
5 = 0, F ′ = I2 ⊗ V (5) = 0, G′ = R3 ⊗ V (4).

Entonces,



50 CAPÍTULO 4. ÁLGEBRAS (A,B)-KOSZUL

(E ⊕ E′) ∩ (F + F ′ + G+G′ + H)

x3x4 x3x4 xx3x3 x2y2x3

x2yx4 x3x3y xx3x2y x2y2x2y
xyxx4 x3x2yx xx3xyx x2y2xyx
yx2x4 x3xyx2 xx3yx2 x2y2yx2

xy2x4 x3yx3 xx3xy2 x2y2xy2

yxyx4 x3x2y2 xx3yxy x2y2yxy
y2xx4 x3xyxy xx3y2x x2y2y2x
y3x4 x3xy2x xx3y3 x2y2y3

x3y2x2 yx3x3

x3xy2x yx3x2y
x3xy3 yx3xyx
x3yxy2 yx3yx2

x3y2xy yx3xy2

x3y4 yx3yxy
x3yx2y yx3y2x
x3yxyx yx3y3

x3yx3

x3yx2y
x3yxyx
x3y2x2

x3yxy2

x3y2xy
x3y3x
x3y4

Vemos de este modo que la intersección es igual al subespacio 〈x7, yx6〉. Por otro lado, en la suma
(E ∩ F ) + (E ∩ G) + (E ∩ H) + (E′ ∩ F ′) + (E′ ∩ G′), observemos que el primer sumando es el
espacio generado por x7, el segundo es el subespacio generado por yx6 y x7, y los demás son nulos.
Concluimos así que la 4-upla es multidistributiva.

Ejemplo. Sea ahora A = k〈x, y〉/I donde R = R3 ⊕ R4 es un espacio de relaciones para el ideal
I con R3 = 〈x3〉 y R4 = 〈y3x〉. Es claro que Ra y Rb son excluyentes. El elemento y3x4 pertenece
al subespacio (V (3) ⊗ R3 ⊗ V ) ∩ (V (4) ⊗ R3) ∩ (R4 ⊗ V (3)). Vemos entonces que esta intersección
puede ser no nula.

A continuación definiremos, con las notaciones anteriores, nuevas condiciones que serán uti-
lizadas más adelante, que llamaremos condiciones extras de nulidad y escribiremos (c.e.n.):

(V (b−1) ⊗Ra ⊗ V ) ∩ (V (b) ⊗Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a)) = 0, (4.2.15)

(V (a−1) ⊗Rb ⊗ V ) ∩ (V (a) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b)) = 0. (4.2.16)

Mostremos un ejemplo en el cual estas condiciones se cumplen:

Ejemplo. Sea A = k〈x, y〉/I , donde el ideal I está generado por R = R3 ⊕ R4, R3 = 〈yx2〉 y
R4 = 〈y4〉. Observemos para simplificar los cálculos que si a = 3 y b = 4:

• (V (b) ⊗Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a)) = Rb ⊗Ra.
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• (V (a) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b)) = Ra ⊗Rb.

Luego, {y5x2} e {yx2y4} son bases para Rb ⊗ Ra y Ra ⊗ Rb respectivamente. Sin embargo,
y5x2 6∈ V (b−1) ⊗Ra ⊗ V e yx2y4 6∈ V (a−1) ⊗Rb ⊗ V . Concluimos así que se satisfacen las (c.e.n.).

La siguiente proposición muestra que a partir de ciertos datos de Ker δ2 y de la verificación de
las (c.e.) y las (c.e.n.) podemos obtener información sobre Ker δ3.

Proposición 4.16. Supongamos que Ker δ2 es 2-puro en grados a + 1 y b + 1, y que se satisfacen las
(c.e.n.) y la segunda relación de las (c.e.). Entonces, Ker δ3 es 2-puro en grados 2a y 2b si y sólo si para todo
n ≥ 2a+ 1, las 4-uplas (E,F,G,H) y (E⊕E′, F +F ′, G+G′, H +H ′) son respectivamente distributiva
y multidistributiva, donde

E = V (n−a−1) ⊗ Jaa+1, E′ = V (n−b−1) ⊗ Jbb+1,

F = In−a−1 ⊗ V (a+1), F ′ = In−b−1 ⊗ V (b+1),

G = V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a), G′ = V (n−a−b) ⊗Ra ⊗ V (b),

H = V (n−a−b) ⊗Rb ⊗ V (a), H ′ = V (n−2b) ⊗Rb ⊗ V (b).

Antes de demostrar este resultado, observemos lo siguiente:

Observación 4.17. (i) Si n < b+ 1 entonces E′ = 0.

(ii) Si n < a+ b entonces H = G′ = H ′ = 0.

(iii) Si n < 2b entonces H ′ = 0.

Demostración. Comencemos por probar que la condición es suficiente. Para ello supongamos
válidas la distributividad y la multidistributividad de las 4-uplas según corresponda. Ya vimos
que valen las igualdades:

(Ker δ3)n = 0 si n < 2a, (Ker δ3)2a = Ja2a.

Además, si 2a < n < a+ b, tenemos el subespacio

Nn = E ∩ (F +G) = (E ∩ F ) + (E ∩G)

= In−a−1 ⊗ Jaa+1 + V (n−2a) ⊗ [(V (a−1) ⊗Ra ⊗ V ) ∩ (V (a) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a))]

= In−a−1 ⊗ Jaa+1 + V (n−2a) ⊗ Ja2a.

Análogamente a la demostración de la Proposición 4.14, se prueba que (Ker δ3)n = An−2a ⊗ Ja2a.
Para el caso en que a+ b ≤ n < 2b, consideremos el subespacio

Nn =(E ⊕ E′) ∩ (F + F ′ +G+G′ +H)
=(E ∩ F ) + (E ∩G) + (E ∩H)⊕ (E′ ∩ F ′) + (E′ ∩G′)
=In−a−1 ⊗ Jaa+1 + V (n−2a) ⊗ [(V (a−1) ⊗Ra ⊗ V ) ∩ (V (a) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a))]+

V (n−a−b) ⊗ [(V (b−1) ⊗Ra ⊗ V ) ∩ (V (b) ⊗Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a))]︸ ︷︷ ︸
=0 (c.e.n.)

⊕

In−b−1 ⊗ Jbb+1 + V (n−b−a) ⊗ [(V (a−1) ⊗Rb ⊗ V ) ∩ (V (a) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b))]︸ ︷︷ ︸
=0 (c.e.n)

=In−a−1 ⊗ Jaa+1 + V (n−2a) ⊗ Ja2a ⊕ In−b−1 ⊗ Jbb+1.
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La demostración de que (Ker δ3)n = An−2a⊗Ja2a es análoga a la de la Proposición 4.14. Observemos
que como (Ker δ3)n = Nn

In−a−1⊗Jaa+1⊕In−b−1⊗Jbb+1
, la clase de cualquier elemento en In−b−1 ⊗ Jbb+1 se

anula en (Ker δ3)n.
Finalmente, resta analizar el caso en que n ≥ 2b, en el cual procedemos del mismo modo y

usamos además el Lema 4.13, para obtener:

Nn = (In−a−1 ⊗ Jaa+1 + V (n−2a) ⊗ Ja2a)⊕ (In−b−1 ⊗ Jbb+1 + V (n−2b) ⊗ Jb2b).

Notemos que los sumandos que involucran grados relacionados con b se analizan como en la situa-
ción análoga que involucra a a, debido a que valen las (c.e.). Luego, Ker δ3 es 2-puro en grados 2a y
2b.

Recíprocamente, si Ker δ3 es 2-puro en grados 2a y 2b, entonces valen las siguientes igualdades:

(Ker δ3)n = 0 si n < 2a,
(Ker δ3)n = An−2a ⊗ Ja2a si 2a ≤ n < 2b,

(Ker δ3)n = An−2a ⊗ Ja2a ⊕An−2b ⊗ Jb2b si n ≥ 2b.

De manera análoga a lo hecho para δ2, obtenemos:

(Ker δ3)n =
(E ⊕ E′) ∩ (F + F ′ +G+G′ +H +H ′)

In−a−1 ⊗ Jaa+1 ⊕ In−b−1 ⊗ Jbb+1

= An−2a ⊗ Ja2a ⊕An−2b ⊗ Jb2b =
V (n−2a) ⊗ Ja2a
In−2a ⊗ Ja2a

⊕ V (n−2b) ⊗ Jb2b
In−2b ⊗ Jb2b

=
E ∩G

In−2a ⊗ Ja2a
⊕ E ∩H
In−a−b ⊗Rb ⊗Ra

⊕ E′ ∩H ′

In−a−b ⊗Ra ⊗Rb
⊕ E′ ∩G′

In−2b ⊗ Jb2b

=
E ∩G

In−2a ⊗ Ja2a
⊕ E′ ∩G′

In−2b ⊗ Jb2b
.

La última igualdad vale puesE∩H = E′∩H ′ = 0 como fue probado anteriormente para el análisis
de Nn.

Ahora, debido a que E ∩ F = In−a−1 ⊗ Jaa+1 y como In−2a ⊗ Ja2a ⊆ In−a−1 ⊗ Jaa+1, por el Lema
2.20, se satisface la igualdad (E ∩G) ∩ (In−a−1 ⊗ Jaa+1) = In−2a ⊗ Ja2a.

Así, podemos realizar el siguiente cálculo:

E ∩G
In−2a ⊗ Ja2a

=
E ∩G

(E ∩G) ∩ (In−a−1 ⊗ Jaa+1)
' (E ∩G) + (E ∩ F )

In−a−1 ⊗ Jaa+1

.

Los casos que involucran a grados relacionados con b y a los subespacios E′, F ′, G′ y H ′ son
análogos. Vemos así que las 4-uplas son respectivamente distributiva y multidistributiva. �

4.2.4 Descripción de Ker δi para i > 3

Para estudiar el subespacio Ker δi con i > 3 necesitamos agregar las siguientes condiciones:

(V (b−1) ⊗Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a−1) + · · ·+ V (a−2) ⊗Rb ⊗ V ) = 0,

(V (a−1) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b−1) + · · ·+ V (b−2) ⊗Ra ⊗ V ) = 0,
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que denominaremos condiciones extras cruzadas y denotaremos (c.e.c.). Observemos que si se
satisface la primera condición de las (c.e.c.) y b− a+ 1 ≤ t ≤ b− 2 resulta:

0 = (V (b−1) ⊗Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a−1) + · · ·+ V (a−2) ⊗Rb ⊗ V )

⊇ (V (b−1) ⊗Ra) ∩ (V (b−1−t) ⊗Rb ⊗ V (a−b+t) + · · ·+ V (a−2) ⊗Rb ⊗ V )

= V (b−1−t) ⊗ [(V (t) ⊗Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a−b+t) + · · ·+ V (a−b−1+t) ⊗Rb ⊗ V )].

Luego,
(V (t) ⊗Ra) ∩ (Rb ⊗ V (t+a−b) + · · ·+ V (t+a−b−1) ⊗Rb ⊗ V ) = 0.

Análogamente, se prueba que si se satisface la segunda condición de las (c.e.c.) y b−a+1 ≤ t ≤ a−2,

(V (t) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (t−a+b) + · · ·+ V (t−a+b−1) ⊗Ra ⊗ V ) = 0.

En la demostración del Teorema 4.19 que enunciaremos más adelante aparecerán ciertas inter-
secciones que pueden no ser nulas como veremos en el siguiente ejemplo. Es decir que las (c.e.c.)
no siempre se satisfacen.

Ejemplo. Consideremos i = 4, a = 3, b = 4 y n = 8 (siguiendo la notación del Teorema 4.19). En
este caso, i

2a = 6. Sea A = k〈x,y〉
I donde I está generado por R = R3 ⊕ R4, R3 = 〈x2y, xyx, yx2〉

y R4 = 〈x4, xyx2, yx3, y2x2, x3y, xyxy, yx2y, y2xy, x2yx, xy2x, yxyx, y3x〉. Queremos calcular la si-
guiente intersección

(V (2)⊗J3
6 )∩(R4⊗V (4)) = (V (2)⊗R3⊗V (3))∩(V (3)⊗R3⊗V (2))∩(V (4)⊗R3⊗V )∩(V (5)⊗R3)∩(R4⊗V (4)).

La intersección (R3⊗V (3))∩(V ⊗R3⊗V (2))∩(V (2)⊗R3⊗V )∩(V (3)⊗R3) está generada por el con-
junto {x2yx2y, xyx2yx, yx2yx2}. Obtenemos de este modo una base para el subespacio V (2)⊗J3

6 for-
mada por los vectores {x2x2yx2y, xyx2yx2y, yxx2yx2y, y2x2yx2y, x2xyx2yx, xyxyx2yx, yxxyx2yx,
y2xyx2yx, x2yx2yx2, xyyx2yx2, yxyx2yx2, y2yx2yx2}.

Vemos que R3 y R4 son excluyentes y que la intersección de R4⊗ V (4) con V (2)⊗ J3
6 es no nula.

Utilizaremos las ideas desarrolladas hasta el momento para calcular en general los núcleos de
los morfismos δi. Recordemos nuevamente que hemos fijado en un principio una base B para V
y por ende, tenemos bases inducidas de los espacios V (m) con m ≥ 2. Definimos como sigue los
morfismos δi (i > 3) de la resolución minimal.

• Si i es par,
δi : A⊗ Jai

2a
⊕A⊗ Jbi

2 b
−→ A⊗ Jai−2

2 a+1
⊕A⊗ Jbi−2

2 b+1
, (4.2.17)

queda definida por las restricciones al dominio de δi de los morfismos

α⊗ vj1 · · · vj i
2 a
7−→ αvj1 · · · vja−1 ⊗ vja · · · vj i

2 a
,

β ⊗ vh1 · · · vh i
2 b
7−→ βvh1 · · · vhb−1 ⊗ vhb · · · vh i

2 b
,

donde α, β ∈ A, y vj1 · · · vj i
2 a

y vh1 · · · vh i
2 b

pertenecen a las bases inducidas de V ( i2a) y V ( i2 b)

respectivamente. Extendemos luego por linealidad. Observemos que la buena definición se
debe a las siguientes inclusiones:

Jai
2a
⊆ V (a−1) ⊗ Jai−2

2 a+1
, Jbi

2 b
⊆ V (b−1) ⊗ Jbi−2

2 b+1
.
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• Si i es impar,

δi : A⊗ Jai−1
2 a+1

⊕A⊗ Jbi−1
2 b+1

−→ A⊗ Jai−1
2 a
⊕A⊗ Jbi−1

2 b
, (4.2.18)

queda definida a partir de las restricciones de los morfismos

α⊗ vj1 · · · vj i−1
2 a+1

7−→ αvj1 ⊗ vj2 · · · vj i−1
2 a+1

,

β ⊗ vh1 · · · vh i−1
2 b+1

7−→ βvh1 ⊗ vh2 · · · vh i−1
2 b+1

,

donde α, β ∈ A, y vj1 · · · vj i−1
2 a+1

y vh1 · · · vh i−1
2 b

pertenecen a las bases inducidas de V ( i−1
2 a+1)

y V ( i−1
2 b+1) respectivamente y extendiendo luego por linealidad. La buena definición se debe

a las siguientes inclusiones:

Jai−1
2 a+1

⊆ V ⊗ Jai−1
2 a

, Jbi−1
2 b+1

⊆ V ⊗ Jbi−1
2 b
.

Comenzaremos a estudiar en detalle el subespacio Ker δi.

• Caso i par
Calculemos la imagen al aplicar el morfismo:

δi

 ∑
j = (j1, · · · , j i

2 a
)

αj ⊗ vj1 · · · vj i
2 a

+
∑

h = (h1, · · · , h i
2 b

)

βh ⊗ vh1 · · · vh i
2 b


=

∑
j = (j1, · · · , j i

2 a
)

αjvj1 · · · vja−1 ⊗ vja · · · vj i
2 a

+
∑

h = (h1, · · · , h i
2 b

)

βhvh1 · · · vhb−1 ⊗ vhb · · · vh i
2 b
.

(4.2.19)

Para que la imagen se anule, cada una de las sumas debe anularse pues la condición de queRa yRb
sean excluyentes impide la cancelación de términos cruzados. Miremos grado a grado, recordando
que

(Ker δi)n ⊆ An− i
2a
⊗ Jai

2a
⊕An− i

2 b
⊗ Jbi

2 b
.

Si n < i
2a, (Ker δi)n = 0. Supongamos entonces que n ≥ i

2a. Para que el elemento dado por (4.2.19)
se anule, debe suceder que:∑

j = (j1, · · · j i
2 a

)

αjvj1 · · · vja−1 ∈ In− i−2
2 a−1 y

∑
h = (h1, · · ·h i

2 b
)

βhvh1 · · · vhb−1 ∈ In− i−2
2 b−1.

Resulta que In− i−2
2 a−1 = 0, pues n− i−2

2 a− 1 < a. Luego, (Ker δi)n = 0.
Si n = i

2a+ 1, (Ker δi) i
2a+1 ⊆ (A⊗ Jai

2a
) i

2a+1 ⊕ (A⊗ Jbi
2 b

) i
2 b+1 = (A1 ⊗ Jai

2a
)⊕ 0. Luego,

(Ker δi) i
2a+1 = (A1 ⊗ Jai

2a
) ∩ (Ia ⊗ Jai−2

2 a+1
) = (V ⊗ Jai

2a
) ∩ (Ra ⊗ Jai−2

2 a+1
) = Jai

2a+1.

Sea ahora n = i
2a + m con 2 ≤ m ≤ a − 1. Para m < i

2 (b − a) tenemos que distinguir entre los
dos casos que detallaremos a continuación.
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• Si m+ a− 1 < b, en este caso Rb no aparece en el ideal Im+a−1, entonces el núcleo satisface lo
siguiente:

(Ker δi)n = (V (m) ⊗ Jai
2a

) ∩ (Im+a−1 ⊗ V ( i−2
2 a+1))

= (V (m) ⊗ Jai
2a

) ∩ [(Ra ⊗ V (m−1) + · · ·+ V (m−1) ⊗Ra)⊗ V ( i−2
2 a+1)]

⊆ [(V (m) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (m) + · · ·+ V (m−1) ⊗Ra ⊗ V )]⊗ V ( i−2
2 a)

= V (m−1) ⊗ Jaa+1 ⊗ V ( i−2
2 a).

Así, si un elemento está en la intersección que caracteriza al núcleo, sus últimas coordenadas
deben pertenecer a Ra ⊗ V ( i−2

2 a+1) y a V ⊗ Jai
2a

; luego, (Ker δi)n ⊆ V (m−1) ⊗ Jai
2a+1

. La

inclusión en el otro sentido es trivial pues Jai
2a+1

⊆ V ⊗ Jai
2a

y V (m−1) ⊗ Jai
2a+1

⊆ V (m−1) ⊗

Ra ⊗ V ( i−2
2 a+1) ⊆ Im+a−1 ⊗ V ( i−2

2 a+1).

• Si m+ a− 1 ≥ b,

(Ker δi)n =(V (m) ⊗ Jai
2a

) ∩ [(Ra ⊗ V (m−1) + · · ·+ V (m−1) ⊗Ra)⊗ V ( i−2
2 a+1)+

(Rb ⊗ V (m+a−b−1) + · · ·+ V (m+a−b−1) ⊗Rb)⊗ V ( i−2
2 a+1)].

Si m = i
2 (b− a), entonces n = i

2b e In− i−2
2 b−1 = Ib−1. Luego,

(Ker δi) i
2 b

=(V ( i2 (b−a)) ⊗ Jai
2a
⊕ Jbi

2 b
) ∩ [(Ra ⊗ V ( i2 (b−a)−1) + · · ·+ V ( i2 (b−a)−1) ⊗Ra)⊗ V ( i−2

2 a+1)+

(Rb ⊗ V ( i−2
2 (b−a)−1) + · · ·+ V ( i−2

2 (b−a)−1) ⊗Rb)⊗ V ( i−2
2 a+1)].

Consideremos ahora el caso en que m > i
2 (b − a), en el cual podrían aparecer los subespacios

que involucran a Rb. Tenemos entonces la siguiente caracterización para el núcleo:

(Ker δi)n =(V (m) ⊗ Jai
2a
⊕ V (n− i

2 b) ⊗ Jbi
2 b

) ∩ (In− i−2
2 a−1 ⊗ V

( i−2
2 a+1) + In− i−2

2 b−1 ⊗ V
( i−2

2 b+1))

=(V (m) ⊗ Jai
2a
⊕ V (n− i

2 b) ⊗ Jbi
2 b

) ∩ [(V (m−1) ⊗Ra + V (m−2) ⊗Ra ⊗ V + · · ·+

Ra ⊗ V (m−1))⊗ V ( i−2
2 a+1) + (V (m+a−b−1) ⊗Rb + V (m+a−b−2) ⊗Rb ⊗ V + · · ·+

Rb ⊗ V (m+a−b−1))⊗ V ( i−2
2 a+1) + (V (n−a− i−2

2 b−1) ⊗Ra+

V (n−a− i−2
2 b−2) ⊗Ra ⊗ V + · · ·+Ra ⊗ V (n−a− i−2

2 b−1))⊗ V ( i−2
2 b+1)+

(V (n− i
2 b−1) ⊗Rb + V (n− i

2 b−2) ⊗Rb ⊗ V + · · ·+Rb ⊗ V (n− i
2 b−1))⊗ V ( i−2

2 b+1)].

Observemos que V (m) = Am y V (n− i
2 b) = An− i

2 b
porque n− i

2b < n− i
2a ≤ a− 1. Además, como

n− i−2
2 b− 1 > b− 1, Rb aparece en In− i−2

2 b−1.
Finalmente, analizamos el caso n ≥ i+2

2 a. En particular, n− i
2a ≥ a, por lo cual habrá que dividir

por las relaciones correpondientes en cada grado. Tenemos entonces la siguiente descripción:

(Ker δi)n =
Nn

In− i
2a
⊗ Jai

2a

si n <
i

2
b+ a,

(Ker δi)n =
Nn

In− i
2a
⊗ Jai

2a
⊕ In− i

2 b
⊗ Jbi

2 b

si n ≥ i

2
b+ a,
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donde

Nn = (V (n− i
2a) ⊗ Jai

2a
⊕ V (n− i

2 b) ⊗ Jbi
2 b

) ∩ (In− i−2
2 a−1 ⊗ V

( i−2
2 a+1) + In− i−2

2 b−1 ⊗ V
( i−2

2 b+1)),

y V (n− i
2 b) ⊗ Jbi

2 b
= 0 si n < i

2b.

• Caso i impar Observemos que los casos i = 1 e i = 3 ya fueron estudiados. Entonces, para
i > 3,

δi

 ∑
j = (j1, · · · , j i−1

2 a+1
)

αj ⊗ vj1 · · · vj i−1
2 a+1

+
∑

h = (h1, · · · , h i−1
2 b+1

)

βh ⊗ vh1 · · · vh i−1
2 b+1


=

∑
j = (j1, · · · , j i−1

2 a+1
)

αjvj1 ⊗ vj2 · · · vj i−1
2 a+1

+
∑

h = (h1, · · · , h i−1
2 b+1

)

βhvh1 ⊗ vh2 · · · vh i−1
2 b+1

.

(4.2.20)

Para que el resultado se anule, cada una de las sumas debe ser nula pues no se pueden cancelar
términos cruzados ya que Ra y Rb son excluyentes. Miremos nuevamente grado a grado:

(Ker δi)n ⊆ An− i−1
2 a−1 ⊗ J

a
i−1
2 a+1

⊕An− i−1
2 b−1 ⊗ J

b
i−1
2 b+1

.

Si n < i−1
2 a+ 1, (Ker δi)n = 0. Supongamos entonces que n ≥ i−1

2 a+ 1.
Para que un elemento esté en el núcleo, debe satisfacerse que∑

j = (j1, · · · , j i−1
2 a+1

)

αjvj1 ∈ In− i−1
2 a y que

∑
h = (h1, · · · , h i−1

2 b+1
)

βhvh1 ∈ In− i−1
2 b.

Así, es claro que si n ≤ i+1
2 a− 1 entonces (Ker δi)n = 0.

Por otro lado, describimos al núcleo en grado i+1
2 a como sigue:

(Ker δi) i+1
2 a = (V (a−1) ⊗ Jai−1

2 a+1
) ∩ (Ra ⊗ V ( i−1

2 a))

= (V (a−1) ⊗Ra ⊗ V ( i−3
2 a+1)) ∩ (V (a) ⊗ Jai−1

2 a
) ∩ (Ra ⊗ V ( i−1

2 a)).
(4.2.21)

Como Ker δ2 es 2-puro en grados a + 1 y b + 1, por la Proposición 4.14 se satisface (4.2.5), y por la
Proposición 4.12, tenemos la inclusión (V (a−1) ⊗Ra)∩ (Ra ⊗ V (a−1)) ⊆ V (a−2) ⊗Ra ⊗ V . Además,
por el Lema 4.13, vale que (V (a−1) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a−1)) = Ja2a−1. Así, en (4.2.21),

(Ker δi) i+1
2 a = {[(V (a−1) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a−1))]⊗ V ( i−3

2 a+1)} ∩ (V (a) ⊗ Jai−1
2 a

)

= (Ja2a−1 ⊗ V ( i−3
2 a+1)) ∩ (V (a) ⊗ Jai−1

2 a
) = Jai+1

2 a
.

Observemos que como a < b, no aparecen los subespacios que involucran a Rb y que sólo aparecen
relaciones en la descripción de (Ker δi)n si n > i+1

2 a.
Para n ≥ i+1

2 a+ 1,

(Ker δi)n =
Nn

In− i−1
2 a−1 ⊗ Jai−1

2 a+1

si n < a+
i− 1

2
b+ 1,

(Ker δi)n =
Nn

In− i−1
2 a−1 ⊗ Jai−1

2 a+1
⊕ In− i−1

2 b−1 ⊗ Jbi−1
2 b+1

si n ≥ a+
i− 1

2
b+ 1,

donde
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• Nn = (V (n− i−1
2 a−1)⊗ Jai−1

2 a+1
)∩ [(Ra⊗V (n− i+1

2 a−1) + · · ·+V (n− i+1
2 a−1)⊗Ra)⊗V ( i−1

2 a+1) +

V (n− i+1
2 a) ⊗Ra ⊗ V ( i−1

2 a)], si n < min{ i−1
2 b+ 1, i−1

2 a+ b}.

• Nn = (V (n− i−1
2 a−1)⊗ Jai−1

2 a+1
)∩ [(Ra⊗V (n− i+1

2 a−1) + · · ·+V (n− i+1
2 a−1)⊗Ra)⊗V ( i−1

2 a+1) +

(Rb ⊗ V (n− i−1
2 a−b−1) + · · ·+ V (n− i−1

2 a−b−1) ⊗Rb)⊗ V ( i−1
2 a+1) + V (n− i+1

2 a) ⊗Ra ⊗ V ( i−1
2 a) +

V (n− i−1
2 a−b) ⊗Rb ⊗ V ( i−1

2 a)], si i−1
2 a+ b ≤ n < i−1

2 b+ 1.

Observemos que si n = i−1
2 a+b entonces el término (Rb⊗V (n− i−1

2 a−b−1)+· · ·+V (n− i−1
2 a−b−1)

⊗Rb)⊗ V ( i−1
2 a+1) es por definición nulo.

• Nn = (V (n− i−1
2 a−1)⊗Jai−1

2 a+1
⊕V (n− i−1

2 b−1)⊗Jbi−1
2 b+1

)∩{[(Ra⊗V (n− i+1
2 a−1)+· · ·+V (n− i+1

2 a−1)

⊗Ra)⊗V ( i−1
2 a+1)]+[(Rb⊗V (n− i−1

2 a−b−1)+· · ·+V (n− i−1
2 a−b−1)⊗Rb)⊗V ( i−1

2 a+1)]+[V (n− i+1
2 a)⊗

Ra⊗V ( i−1
2 a)] + [V (n− i−1

2 a−b)⊗Rb⊗V ( i−1
2 a)] + [(Ra⊗V (n−a− i−1

2 b−1) + · · ·+V (n−a− i−1
2 b−1)⊗

Ra)⊗V ( i−1
2 b+1)]+ [(Rb⊗V (n− i+1

2 b−1) + · · ·+V (n− i+1
2 b−1)⊗Rb)⊗V ( i−1

2 b+1)]+ [V (n−a− i−1
2 b)⊗

Ra ⊗ V ( i−1
2 b)] + [V (n− i+1

2 b) ⊗Rb ⊗ V ( i−1
2 b)]}, si n ≥ i−1

2 b.

Observemos que el segundo espacio que aparece en la intersección puede escribirse como
8∑

l = 1

Fl donde Fl denota al l-ésimo término de esta suma. Luego, consideremos las siguientes

posibilidades:

− Si n < i−1
2 a + b entonces n < i+1

2 b y así, F2 = F4 = F6 = F8 = 0. Además, como
i 6= 3, resulta n < a + i−1

2 b y por lo tanto F5 = F7 = 0. Concluimos finalmente que
Nn = F1 + F3.

− Si n = i−1
2 a+ b, entonces n < i+1

2 b y así, Nn = F1 + F3 + F4 + F5 + F7.

− Supongamos finalmente que n > i−1
2 a+ b. En este caso,

Nn =


F1 + F2 + F3 + F4 si n < i+1

2 b,

F1 + F2 + F3 + F4 + F7 si n = a+ i−1
2 b,

F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F7 si a+ i−1
2 b < n < i+1

2 b,

F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F6 + F7 + F8 si n ≥ i+1
2 b.

Observación 4.18. Resumimos la información obtenida hasta ahora.
Si i es par, consideramos los siguientes espacios:

• Ea = V (n− i
2a) ⊗ Jai

2a
,

• Eb = V (n− i
2 b) ⊗ Jbi

2 b
,

• F1 = (Ra ⊗ V (n− i+2
2 a) + · · ·+ V (n− i+2

2 a) ⊗Ra)⊗ V ( i2a),

• F2 = V (n− i+2
2 a+1) ⊗Ra ⊗ V ( i2a−1) + · · ·+ V (n− i

2a−1) ⊗Ra ⊗ V ( i−2
2 a+1),

• F3 = (Rb ⊗ V (n− i
2a−b) + · · ·+ V (n− i

2a−b) ⊗Rb)⊗ V ( i2a),

• F4 = (Ra ⊗ V (n−a− i
2 b) + · · ·+ V (n−a− i

2 b) ⊗Ra)⊗ V ( i2 b),

• F5 = (Rb ⊗ V (n− i+2
2 b) + · · ·+ V (n− i+2

2 b) ⊗Rb)⊗ V ( i2 b),
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• F6 = V (n− i+2
2 b+1) ⊗Rb ⊗ V ( i2 b−1) + · · ·+ V (n− i

2 b−1) ⊗Rb ⊗ V ( i−2
2 b+1),

• F7 = V (n− i
2a−b+1) ⊗Rb ⊗ V ( i2a−1) + · · ·+ V (n− i−2

2 a−b−1) ⊗Rb ⊗ V ( i−2
2 a+1),

• F8 = V (n−a− i
2 b+1) ⊗Ra ⊗ V ( i2 b−1) + · · ·+ V (n−a− i−2

2 b−1) ⊗Ra ⊗ V ( i−2
2 b+1).

En este caso podemos describir al espacio Nn para n ≥ i+2
2 a de acuerdo a los siguientes casos:

(1) n < i
2a+ b− 1,

(1.1) n < i
2b, Nn = Ea ∩ (F1 + F2),

(1.2) n ≥ i
2b, Nn = (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F2),

(2) n = i
2a+ b− 1,

(2.1) n < i
2b, Nn = Ea ∩ (F1 + F2 + F7),

(2.2) n ≥ i
2b, Nn = (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F2 + F7),

(3) n ≥ i
2a+ b,

(3.1) n < i
2b, Nn = Ea ∩ (F1 + F2 + F3 + F7),

(3.2) n ≥ i
2b,

(3.2.1) n < i+2
2 b− 1,

(3.2.1.1) n < a+ i
2b− 1, Nn = (Ea ∩ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F7),

(3.2.1.2) n = a+ i
2b− 1, Nn = (Ea ∩ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4 + F7),

(3.2.1.3) n ≥ a+ i
2b, Nn = (Ea ∩ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4 + F7 + F8),

(3.2.2) n = i+2
2 b− 1, Nn = (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4 + F6 + F7 + F8),

(3.2.3) n > i+2
2 b, Nn = (Ea ∩ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F6 + F7 + F8).

Si i es impar, consideramos los siguientes espacios:

• Ea = V (n− i−1
2 a−1) ⊗ Jai−1

2 a+1
,

• Eb = V (n− i−1
2 b−1) ⊗ Jbi−1

2 b+1
,

• F1 = (Ra ⊗ V (n− i+1
2 a−1) + · · ·+ V (n− i+1

2 a−1) ⊗Ra)⊗ V ( i−1
2 a+1),

• F2 = (Rb ⊗ V (n− i−1
2 a−b−1) + · · ·+ V (n− i−1

2 a−b−1) ⊗Rb)⊗ V ( i−1
2 a+1),

• F3 = V (n− i+1
2 a) ⊗Ra ⊗ V ( i−1

2 a),

• F4 = V (n− i−1
2 a−b) ⊗Rb ⊗ V ( i−1

2 a),

• F5 = (Ra ⊗ V (n−a− i−1
2 b−1) + · · ·+ V (n−a− i−1

2 b−1) ⊗Ra)⊗ V ( i−1
2 b+1),

• F6 = (Rb ⊗ V (n− i+1
2 b−1) + · · ·+ V (n− i+1

2 b−1) ⊗Rb)⊗ V ( i−1
2 b+1),

• F7 = V (n−a− i−1
2 b) ⊗Ra ⊗ V ( i−1

2 b),

• F8 = V (n− i+1
2 b) ⊗Rb ⊗ V ( i−1

2 b).
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Podemos describir al espacio Nn para n > i+1
2 a de acuerdo a los siguientes casos:

(1) n < i−1
2 b+ 1,

(1.1) n < i−1
2 a+ b, Nn = Ea ∩ (F1 + F3),

(1.2) n = i−1
2 a+ b, Nn = Ea ∩ (F1 + F3 + F4),

(1.3) n > i−1
2 a+ b, Nn = Ea ∩ (F1 + F2 + F3 + F4).

(2) n ≥ i−1
2 b+ 1,

(2.1) n < i−1
2 a+ b, Nn = (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F3),

(2.2) n = i−1
2 a+ b, Nn = (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F3 + F4),

(2.3) n > i−1
2 a+ b,

(2.3.1) n < a+ i−1
2 b, Nn = (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4),

(2.3.2) a+ i−1
2 b ≤ n < i+1

2 b, Nn = (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F7),
(2.3.3) n ≥ i+1

2 b, Nn = (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F6 + F7 + F8).

Para comprender mejor lo que hemos resumido en la Observación 4.18, miremos cuándo se
anulan los espacios Fl en el caso en que i es par 8el caso i impar es análogo):

− F1 y F2 nunca se anulan si n ≥ i+2
2 a,

− F3 = 0 si y sólo si n < i
2a+ b,

− F4 = 0 si y sólo si n < a+ i
2b,

− F5 = 0 si y sólo si n < i+2
2 b,

− F6 = 0 si y sólo si n < i+2
2 b− 1, o equivalentemente para n ≤ i+2

2 b,

− F7 = 0 si y sólo si n < i
2a+ b− 1, o equivalentemente para n ≤ i

2a+ b,

− F8 = 0 si y sólo si n ≤ a+ i
2b.

Además, como i−2
2 a < i−2

2 b si i 6= 2 (el caso i = 2 fue desarrollado previamente), resulta que
i
2a + b < i

2b + a, luego no aparecen los términos correspondientes a estos grados en el subespacio
Nn.

Teorema 4.19. Sea i ≥ 4. Supongamos que para todo j tal que j < i, Ker δj es 2-puro en los siguientes
grados: {

j
2a+ 1 y j

2b+ 1 si j es par,
j+1

2 a y j+1
2 b si j es impar.

Supongamos además que se satisfacen las (c.e.), las (c.e.n.) y las (c.e.c.).
Para que Ker δi sea 2-puro en grados:{

i
2a+ 1 e i

2b+ 1 si i es par,
i+1
2 a e i+1

2 b si i es impar,

es necesario y suficiente que se verifiquen las siguientes condiciones:
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• Si i es par:

(i) (Ea, B1, B2) es distributiva para n = i
2a+m, con max{2, b−a+1} ≤ m < min{a, i2 (b−a)},

(ii) (Ea ⊕Eb, B1 +B2, B3 +B4) es multidistributiva para n = i
2a+m, con max{2, i2 (b− a)} ≤

m ≤ a− 1,

(iii) (Ea ⊕ Eb, (F1 + F3) + F2 + F7, (F4 + F5) + F6 + F8) es multidistributiva para cualquier
n ≥ i+2

2 a.

• Si i es impar, la condición es:

(i) (Ea⊕Eb, (F1+F2)+F3+F4, (F5+F6)+F7+F8) es multidistributiva para todo n ≥ i+1
2 a+1.

Donde Ea, Eb y Fl, 1 ≤ l ≤ 8, están definidos como en la Observación 4.18 y

B1 = (V (n− i
2a−1) ⊗Ra + · · ·+Ra ⊗ V (n− i

2a−1))⊗ V ( i−2
2 a+1),

B2 = (V (n− i−2
2 a−b−1) ⊗Rb + · · ·+Rb ⊗ V (n− i−2

2 a−b−1))⊗ V ( i−2
2 a+1),

B3 = (V (n−a− i−2
2 b−1) ⊗Ra + · · ·+Ra ⊗ V (n−a− i−2

2 b−1))⊗ V ( i−2
2 b+1),

B4 = (V (n− i
2 b−1) ⊗Rb + · · ·+Rb ⊗ V (n− i

2 b−1))⊗ V ( i−2
2 b+1).

Demostración.
Caso 1: i par. Sabemos que

(Ker δi)n = 0 si n ≤ i

2
a, (Ker δi) i

2a+1 = Jai
2a+1.

También vimos que para n = i
2a+m, con 2 ≤ m ≤ a− 1, se verifican los siguientes resultados:

• Si m < min{ i2 (b− a), b− a+ 1}, entonces

(Ker δi)n = V (m−1) ⊗ Jai
2a+1 = Am−1 ⊗ Jai

2a+1.

• Si b− a+ 1 ≤ m < i
2 (b− a), entonces

(Ker δi)n = Ea ∩ (B1 +B2)

=dist. (Ea ∩B1) + (Ea ∩B2) ⊆ Ea ∩B1 = V (m−1) ⊗ Jai
2a+1,

(4.2.22)

donde la inclusión es válida ya que:

Ea ∩B2 = (V (m) ⊗ Jai
2a

) ∩ [(V (m+a−b−1) ⊗Rb + · · ·+Rb ⊗ V (m+a−b−1))⊗ V ( i−2
2 a+1)]

⊆ [(V (m) ⊗Ra) ∩ (Rb ⊗ V (m+a−b) + · · ·+ V (m+a−b−1) ⊗Rb ⊗ V )]⊗ V ( i−2
2 a)

=(c.e.c.) 0.

Además, la inclusión en el otro sentido se satisface pues V (m−1) ⊗ Jai
2a+1

= Ea ∩ B1 ⊆ Ea ∩
(B1 +B2). Luego, (Ker δi)n = Am−1 ⊗ Jai

2a+1
.
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• Si m ≥ i
2 (b− a), entonces describimos al núcleo como sigue:

(Ker δi)n = (Ea ⊕ Eb) ∩ (B1 +B2 +B3 +B4)
=multidist. (Ea ∩B1 + Ea ∩B2)⊕ (Eb ∩B3 + Eb ∩B4)

= V (m−1) ⊗ Jai
2a+1 ⊕ V

(n− i
2 b−1) ⊗ Jbi

2 b+1

= Am−1 ⊗ Jai
2a+1 ⊕An− i

2 b−1 ⊗ Jbi
2 b+1.

Observemos que en la anteúltima igualdad empleamos el mismo razonamiento que en el caso
anterior para el primer sumando y que el segundo sumando se deduce en forma análoga a lo
desarrollado para el caso que involucra a Ra. Además, es necesario utilizar que:

Eb ∩B3 = (V (n− i2 b) ⊗ Jbi
2 b

)⊗ [(V (n−a− i−2
2 b−1) ⊗Ra + · · ·+Ra ⊗ V (n−a− i−2

2 b−1))]⊗ V ( i−2
2 b+1)

⊆[(V (n− i2 b) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (n−a− i−2
2 b) + · · ·+ V (n−a− i−2

2 b−1) ⊗Ra ⊗ V )]⊗ V ( i−2
2 b) = 0,

donde la última igualdad proviene de las (c.e.c.), teniendo en cuenta que n− i
2b ≤

i
2 (a− b) +

a− 1 ≤ a− 1.

• Sea ahora n ≥ i+2
2 a. Demostraremos a continuación sólo el último de los casos descriptos en

la Observación 4.18 ya que el resto es más sencillo de analizar. Para ello, observemos primero
que:

− Ea ∩ (F1 + F3) = In− i
2a
⊗ Jai

2a
.

− Eb ∩ (F4 + F5) = In− i
2 b
⊗ Jbi

2 b
.

− F1 + F2 + F3 + F7 = In− i−2
2 a−1 ⊗ V ( i−2

2 a+1).

− F4 + F5 + F6 + F8 = In− i−2
2 b−1 ⊗ V ( i−2

2 b+1).

− Ea ∩ F2 = (V (n− i
2a) ⊗ Jai

2a
) ∩ (V (n− i+2

2 a+1) ⊗ Ra ⊗ V ( i2a−1) + · · · + V (n− i
2a−1) ⊗ Ra ⊗

V ( i−2
2 a+1)) = V (n− i+1

2 a+1) ⊗ [(V (a−1) ⊗ Jai
2a

) ∩ (Ra ⊗ V ( i2a−1) + · · · + V (a−2) ⊗ Ra ⊗

V ( i−2
2 a+1))] ⊆ V (n− i+2

2 a+1) ⊗ [(V (a−1) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (a−1) + · · ·+ V (a−2) ⊗Ra ⊗ V )]⊗
Jai−2

2 a
=(c.e.) V

(n− i+2
2 a+1) ⊗ V (a−2) ⊗ Jaa+1 ⊗ Jai−2

2 a
= V (n− i

2a−1) ⊗ Jai
2a+1

.

La inclusión en el otro sentido resulta trivial usando que:

V (n− i
2a−1) ⊗ Jai

2a+1 ⊆ V
(n− i

2a) ⊗ Jai
2a
,

V (n− i
2a−1) ⊗ Jai

2a+1 ⊆ V
(n− i

2a−1) ⊗Ra ⊗ V ( i−2
2 a+1).

Por lo tanto, Ea ∩ F2 = V (n− i
2a−1) ⊗ Jai

2a+1
.

− Del mismo modo, si utilizamos la segunda relación de las (c.e.) resulta que Eb ∩ F6 =
V (n− i

2 b−1) ⊗ Jbi
2 b+1

.

− Ea ∩F7 = (V (n− i
2a)⊗Jai

2a
)∩ (V (n− i

2a−b+1)⊗Rb⊗V ( i2a−1) + · · ·+V (n− i−2
2 a−b−1)⊗Rb⊗

V ( i−2
2 a+1)) ⊆ V (n− i

2a−b+1) ⊗ [(V (b−1) ⊗Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a−1) + · · ·+ V (a−2) ⊗Rb ⊗ V )]⊗
V ( i−2

2 a) = 0, donde la última igualdad se sigue de las (c.e.c.).
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− Eb ∩F8 = (V (n− i
2 b)⊗ Jbi

2 b
)∩ (V (n−a− i

2 b+1)⊗Ra⊗V ( i2 b−1) + · · ·+V (n−a− i−2
2 b−1)⊗Ra⊗

V ( i−2
2 b+1)) ⊆ V (n−a− i

2 b+1) ⊗ [(V (a−1) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b−1) + · · ·+ V (b−2) ⊗Ra ⊗ V )]⊗
V ( i−2

2 b) = 0 donde, nuevamente, empleamos las (c.e.c.) en la última igualdad.

Tenemos de este modo que

Nn = (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F6 + F7 + F8)
=multdist. Ea ∩ (F1 + F3) + Ea ∩ F2 + Ea ∩ F7 + Eb ∩ (F4 + F5) + Eb ∩ F6 + Eb ∩ F8

= In− i
2a
⊗ Jai

2a
+ V (n− i

2a−1) ⊗ Jai
2a+1 + In− i

2 b
⊗ Jbi

2 b
+ V (n− i

2 b−1) ⊗ Jbi
2 b+1.

Luego,

(Ker δi)n =
Nn

In− i
2a
⊗ Jai

2a
⊕ In− i

2 b
⊗ Jbi

2 b

=
(In− i

2a
⊗ Jai

2a
+ V (n− i

2a−1) ⊗ Jai
2a+1

)⊕ (In− i
2 b
⊗ Jbi

2 b
+ V (n− i

2 b−1) ⊗ Jbi
2 b+1

)

In− i
2a
⊗ Jai

2a
⊕ In− i

2 b
⊗ Jbi

2 b

'
In− i

2a
⊗ Jai

2a
+ V (n− i

2a−1) ⊗ Jai
2a+1

In− i
2a
⊗ Jai

2a

⊕
In− i

2 b
⊗ Jbi

2 b
+ V (n− i

2 b−1) ⊗ Jbi
2 b+1

In− i
2 b
⊗ Jbi

2 b

'
V (n− i

2a−1) ⊗ Jai
2a+1

(In− i
2a
⊗ Jai

2a
) ∩ (V (n− i

2a−1) ⊗ Jai
2a+1

)
⊕

V (n− i
2 b−1) ⊗ Jbi

2 b+1

(In− i
2 b
⊗ Jbi

2 b
) ∩ (V (n− i

2 b−1) ⊗ Jbi
2 b+1

)
.

De forma análoga a la demostración de la Proposición 4.14 obtenemos la siguiente descripción
para el núcleo:

(Ker δi)n '
V (n− i

2a−1) ⊗ Jai
2a+1

In− i
2a−1 ⊗ Jai

2a+1

⊕
V (n− i

2 b−1) ⊗ Jbi
2 b+1

In− i
2 b−1 ⊗ Jbi

2 +1

= An− i
2a−1 ⊗ Jai

2a+1 ⊕An− i
2 b−1 ⊗ Jbi

2 b+1.

De este modo hemos probado que Ker δi es 2-puro en grados i
2a+ 1 e i

2b+ 1.
Recíprocamente, supongamos que Ker δi es 2-puro en grados i

2a+ 1 e i
2b+ 1. Esto significa que

en cada grado, el núcleo es de la forma:

(Ker δi)n = An− i
2a−1 ⊗ Jai

2a+1 ⊕An− i
2 b−1 ⊗ Jbi

2 b+1.

Para los casos en que n = i
2a + m con 2 ≤ m ≤ a − 1; esta caracterización implica las distributivi-

dades enunciadas para la proposición pues tenemos el siguiente hecho:

Ea ∩ (B1 +B2) = (Ker δi)n = V (m−1) ⊗ Jai
2a+1 = Ea ∩B1 + Ea ∩B2.

El razonamiento para el caso (ii) es análogo. Al considerar grados mayores, el desarrollo es similar
a lo hecho para Ker δ2. Obtenemos así las distributividades y las multidistributividades pedidas
como condiciones equivalentes.

Caso 2: i impar.
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Vimos que:

(Ker δi)n = 0 si n ≤ i+ 1
2

a− 1, (Ker δi) i+1
2 a = Jai+1

2 a
.

Supongamos ahora que n > i+1
2 a. Nuevamente, como cuando i es par, demostraremos el último

de los casos descriptos en la Observación 4.18. Para ello, observemos primero que:

− F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F6 + F7 + F8 = In− i−1
2 a ⊗ V ( i−1

2 a) + In− i−1
2 b ⊗ V ( i−1

2 b).

− Ea ∩ (F1 + F2) = In− i−1
2 a−1 ⊗ Jai−1

2 a+1
.

− Eb ∩ (F5 + F6) = In− i−1
2 b−1 ⊗ Jbi−1

2 b+1
.

− Ea ∩ F3 = (V (n− i−1
2 a−1) ⊗ Jai−1

2 a+1
) ∩ (V (n− i+1

2 a) ⊗ Ra ⊗ V ( i−1
2 a)) = V (n− i+1

2 a) ⊗ [(V (a−1) ⊗

Jai−1
2 a+1

) ∩ (Ra ⊗ V ( i−1
2 a))] = V (n− i+1

2 a) ⊗ Jai+1
2 a

. Notemos que esta última igualdad surge de
una equivalencia demostrada durante el estudio de (Ker δi) i+1

2 a.

− Ea∩F4 = (V (n− i−1
2 a−1)⊗Jai−1

2 a+1
)∩(V (n− i−1

2 a−b)⊗Rb⊗V ( i−1
2 a)) = V (n− i−1

2 a−b)⊗ [(V (b−1)⊗

Jai−1
2 a+1

) ∩ (Rb ⊗ V ( i−1
2 a))] ⊆ V (n− i−1

2 a−b) ⊗ [(V (b−1) ⊗ Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a−1))] ⊗ V ( i−3
2 a+1) ⊆

V (n− i−1
2 a−b)⊗ [(V (b−1)⊗Ra)∩ (Rb⊗V (a−1) + · · ·+V (a−1)⊗Rb)]⊗V ( i−3

2 a+1) =(c.e.c.) 0. Luego,
Ea ∩ F4 = 0.

− Usando la segunda condición de las (c.e.), de manera análoga a lo hecho para Ea ∩ F3, obte-
nemos que Eb ∩ F8 = V (n− i+1

2 b) ⊗ Jbi+1
2 b

.

− Eb∩F7 = (V (n− i−1
2 b−1)⊗Jbi−1

2 b+1
)∩ (V (n−a− i−1

2 b)⊗Ra⊗V ( i−1
2 b)) = V (n−a− i−1

2 b)⊗ [(V (a−1)⊗

Jbi−1
2 b+1

) ∩ (Ra ⊗ V ( i−1
2 b))] ⊆ V (n−a− i−1

2 b) ⊗ [(V (a−1) ⊗ Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b−1) + · · · + V (b−2) ⊗

Ra ⊗ V )]⊗ V ( i−3
2 b+1) =(c.e.c.) 0. Luego, Eb ∩ F7 = 0.

Tenemos de este modo que

Nn =(Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F6 + F7 + F8)
=Ea ∩ (F1 + F2) + Ea ∩ F3 + Ea ∩ F4 + Eb ∩ (F5 + F6) + Eb ∩ F7 + Eb ∩ F8

=In− i−1
2 a−1 ⊗ J

a
i−1
2 a+1

+ V (n− i+1
2 a) ⊗ Jai+1

2 a
+ In− i−1

2 b−1 ⊗ J
b
i−1
2 b+1

+ V (n− i+1
2 b) ⊗ Jbi+1

2 b
.

A partir de este momento el razonamiento es análogo al del caso i par.
Obtenemos de este modo que Ker δi es 2-puro en grados i+1

2 a e i+1
2 b si y sólo si valen las dis-

tributividades y las multidistributividades pedidas en el enunciado de la proposición. �

Veamos un ejemplo de álgebra que cumple con todas las condiciones enunciadas en el Teorema
4.19.

Ejemplo. Sea A = k〈x,y〉
〈x3,y4〉 . En este caso, Ra = 〈x3〉 y Rb = 〈y4〉 son claramente excluyentes.

Tenemos los siguientes espacios:

Jaa+1 = (V ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V ) = (V ⊗R3) ∩ (R3 ⊗ V ) = 〈x4〉,
Jbb+1 = (V ⊗Rb) ∩ (Rb ⊗ V ) = (V ⊗R4) ∩ (R4 ⊗ V ) = 〈y5〉.

En general, para m ≥ 3, Jam = 〈xm〉 y si l ≥ 4, Jbl = 〈yl〉.
Veamos a continuación que se satisfacen las (c.e.):
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(V (2) ⊗R3) ∩ (R3 ⊗ V (2) + V ⊗R3 ⊗ V )

x2x3 x3x2 xx3x
xyx3 x3xy xx3y
yxx3 x3yx yx3x
y2x3 x3y2 yx3y

La intersección es el espacio 〈x5, yx4〉 = V ⊗ Jaa+1.
Por otro lado, calculamos (V (3)⊗R4)∩ (R4⊗V (3) +V ⊗R4⊗V (2) +V (2)⊗R4⊗V ) que resulta

igual al espacio 〈x2y5, xy6, yxy5, y7〉 = V (2) ⊗ Jbb+1.
Veamos ahora que las (c.e.n.) se satisfacen, para lo cual verificamos que las intersecciones (V (3)⊗

R3 ⊗ V ) ∩ (V (4) ⊗R3) ∩ (R4 ⊗ V (3)) y (V (2) ⊗R4 ⊗ V ) ∩ (V (3) ⊗R4) ∩ (R3 ⊗ V (4)) son nulas.
Finalmente, veamos que se satisfacen las (c.e.c.). Calculamos para eso las intersecciones (V (3) ⊗

R3)∩ (R4⊗V (2) +V ⊗R4⊗V ) y (V (2)⊗R4)∩ (R3⊗V (3) +V ⊗R3⊗V (2) +V (2)⊗R3⊗V ). Vemos
que ambas resultan nulas.

4.3 Álgebras (a, b)-Koszul

Definimos ahora las funciones na, nb : N0 → N0, mediante

na(2j) = ja, na(2j + 1) = ja+ 1,

nb(2j) = jb, nb(2j + 1) = jb+ 1, para todo j ∈ N0.

Sea además Ki = A⊗ Jana(i) +A⊗ Jbnb(i) para i ≥ 0, donde Ja0 = Jb0 = k, Ja1 = Jb1 = V y la suma es
directa si i ≥ 2.

Definición 4.20. Un álgebra A = T (V )/I se dice (a, b)-homogénea si I tiene un conjunto de generadores
formado por elementos homogéneos de grados a y b.

Definición 4.21. Dados a, b ∈ N tales que 2 < a < b y un espacio de relaciones para el ideal bilátero I tal
que R = Ra ⊕ Rb con Ra y Rb excluyentes, diremos que un álgebra (a, b)-homogénea A, es (a, b)-Koszul
(generalizada) si el espacio vectorial graduado TorAi (k, k) es 2-puro en grados na(i) y nb(i) para todo i ≥ 2.

Observación 4.22. Si a = b y quitamos la condición queRa yRb sean excluyentes, entonces esta definición
dice que A es a-Koszul en el sentido que se da en [B1].

Observación 4.23. En la definición anterior consideramos a k como A-módulo a izquierda y A es (a, b)-
Koszul a izquierda. Mientras que si consideramos a k como A-módulo trivial a derecha k y lo resolvemos en
forma análoga; es decir tomando Ki = Jana(i) ⊗ A + Jbnb(i) ⊗ A, se dice que A es (a, b)-Koszul a derecha.
Además A es (a, b)-Koszul a izquierda si y sólo si es (a, b)-Koszul a derecha.

Teorema 4.24. Sea A = T (V )/I un álgebra (a, b)-homogénea (2 < a < b) y sea R un espacio de relaciones
para I tal queR = Ra⊕Rb conRa yRb excluyentes. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es (a, b)-Koszul.

(ii) No hay obstrucción para construir (en la categoría de A-módulos a izquierda graduados y acotados
inferiormente) una resolución proyectiva pura de k de la forma

· · · −→ Ki
δi−→ Ki−1 −→ · · · −→ K1

δ1−→ K0
ε−→ k −→ 0 (4.3.1)

mediante el proceso descripto en la Sección §4.2.4 con Ki definido como antes.
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(iii) Se satisfacen las (c.e), las (c.e.n.), las (c.e.c.), y para cualquier j ≥ 1 se tienen las siguientes propiedades:

• La terna (Ea, B1, B2) es distributiva para todo n < (j + 1)a.

• La terna (Ea ⊕ Eb, B1 +B2, B3 +B4) es multidistributiva para todo n < (j + 1)a.

• La 4-upla (E1⊕E2, D1 +D2, G1 +G2, H1 +H2) es multidistributiva para todo n ≥ (j+ 1)a.

• La 4-upla (E′1⊕E′2, D′1+D′2, G
′
1+G′2, H

′
1+H ′2) es multidistributiva para todo n ≥ (j+1)a+1.

Donde los espacios Ea, Eb, Bh (1 ≤ h ≤ 4) son aquellos considerados en el Teorema 4.19 y el resto de
los espacios son:

E1 = V (n−ja) ⊗ Jaja, E′1 = V (n−ja−1) ⊗ Jaja+1,

E2 = V (n−jb) ⊗ Jbjb, E′2 = V (n−jb−1) ⊗ Jbjb+1,

D1 = In−ja ⊗ V (ja), D′1 = In−ja−1 ⊗ V (ja+1),

D2 = In−jb ⊗ V (jb), D′2 = In−jb−1 ⊗ V (jb+1),

G1 = V (n−(j+1)a+1) ⊗ Ia2a−2 ⊗ V ((j−1)a+1), G′1 = V (n−(j+1)a) ⊗Ra ⊗ V (ja),

G2 = V (n−(j+1)b+1) ⊗ Ib2b−2 ⊗ V ((j−1)b+1), G′2 = V (n−(j+1)b) ⊗Rb ⊗ V (jb),

H1 = V (n−ja−b+1) ⊗ Iba+b−2 ⊗ V ((j−1)a+1), H ′1 = V (n−ja−b) ⊗Rb ⊗ V (ja),

H2 = V (n−a−jb+1) ⊗ Iaa+b−2 ⊗ V ((j−1)b+1), H ′2 = V (n−a−jb) ⊗Ra ⊗ V (jb).

Observación 4.25. Antes de demostrar el teorema observemos queEa = E1 con j = i
2 si i es par yEa = E′1

con j = i−1
2 si i es impar. Análogamente con Eb. Luego, vemos que los espacios definidos dependen de un

índice que no especificamos en la notación.

Demostración. Por el Corolario 2.43, dado i ≥ 2, TorAi (k, k) puede ser no nulo sólo a partir
de grados mayores o iguales que na(i) para todo i ≥ 2. Entonces, resulta evidente que puede
construirse una resolución de la forma (4.3.1) si y sólo si TorAi (k, k) es 2-puro en grados na(i) y
nb(i), pues TorAi (k, k) = Jana(i) ⊕ J

b
nb(i)

por la demostración del Corolario 2.43.
Para la condición (iii) consideremos además los subespacios Fl , 1 ≤ l ≤ 8 del Teorema 4.19 y

observemos los siguientes hechos:

• Si i es par:

E1 = Ea, D1 = F1 + F3, G1 = F2, H1 = F7,

E2 = Eb, D2 = F4 + F5, G2 = F6, H2 = F8.

• Si i es impar:

E′1 = Ea, D′1 = F1 + F2, G′1 = F3, H ′1 = F4,

E′2 = Eb, D′2 = F5 + F6, G′2 = F8, H ′2 = F7.

Estamos entonces en las condiciones del Teorema 4.19; es decir que las (c.e.), (c.e.n.) y (c.e.c.) se
verifican. �

A continuación probaremos que para un álgebra A, existen ciertas condiciones equivalentes a
que A sea (a, b)-Koszul.
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Proposición 4.26. Sea A una k-álgebra N0-graduada. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es (a, b)-Koszul.

(ii) extiA(k, k[−n]) = 0 si n 6= na(i) y n 6= nb(i).

(iii) Dados dos A-módulos graduados M y N concentrados respectivamente en grados m y n, se tiene que
extiA(M,N) = 0 si n 6= m+ na(i) y n 6= m+ nb(i).

Demostración. Como k es de tipo finito, (2.5.4) asegura que Exti,−nA (k, k) = Exti,−nA (k, k) =
extiA(k, k[−n]). Por la Observación 2.46 sabemos que Exti,−nA (k, k) = (TorAi,n(k, k))∗, siendo así
evidente que (i) se satisface si y sólo si se satisface (ii).

La implicación (iii)⇒ (ii) es trivial pues k está concentrado en grado 0 y k[−n] está concentrado
en grado −n.

Supongamos ahora que se verifica (i), entonces k admite una resolución proyectiva graduada
que denotamos por P = (Pi)i≥0, tal que para todo i Pi = A ⊗ Qi con Qi un k-espacio vectorial
2-concentrado en grados na(i) y nb(i). Probemos entonces que (iii) es válida. Como extiA(M,N) =
extiA(M [−m], N [−m]), podemos suponer que m = 0, y ya que M es suma directa de copias de k.
También podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que M = k. Por otro lado, tenemos los
siguientes isomorfismos naturales,

homA(Pj , N) ' homA(A⊗Qj , N) ' homk(Qj ,HomA(A,N)) ' homk(Qj , N),

donde el último espacio se anula en los grados n tales que n 6= na(j) y n 6= nb(j), luego los únicos
términos posiblemente no nulos del complejo homA(P, N) están en grados na(j) y nb(j). Como

extiA(k,N) = Hi(homA(P, N)) =
Ker di

Im di−1
,

y este cociente es homA(Pi ⊗ N) si i = na(j) o i = nb(j) y es nulo en cualquier otro caso. Así,
extiA(k,N) = homk(Qi, N), que es nulo salvo si n = na(j) o n = nb(j). �

Proposición 4.27. Sea A = T (V )/I un álgebra (a, b)-homogénea (2 < a < b) tal que admite un espacio
de relaciones R = Ra ⊕ Rb con Ra y Rb excluyentes. Si la dimensión global de A es 2, entonces A es
(a, b)-Koszul.

Demostración. Por la Proposición 2.37, sabemos que una resolución proyectiva graduada minimal
de k comienza por

A⊗R δ2−→ A⊗ V δ1−→ A
δ0−→ k −→ 0.

Como la longitud de una resolución proyectiva minimal de k es igual a la dimensión global de
A, que por hipótesis es 2, resulta que

0 −→ A⊗R δ2−→ A⊗ V δ1−→ A
δ0−→ k −→ 0

es exacta y luego, es trivial que A es (a, b)-Koszul. �

Si A es un álgebra (a, b)-Koszul, el complejo (4.3.1) se llama la resolución de Koszul de k como
A-módulo a izquierda. Esta resolución es proyectiva y minimal, ya que por construcción, se podría
aplicar la Proposición 2.16 en cada paso.

Generalizaremos ahora el complejo de Koszul definido por Priddy para el caso cuadrático (ver
[M1], [P]) de la siguiente manera:
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Sea A un álgebra (a, b)-homogénea, definimos el siguiente complejo que llamaremos el com-
plejo de Koszul de A (a izquierda):

· · · −→ Ki
δi−→ Ki−1 −→ · · · −→ K1

δ1−→ K0 −→ 0, (4.3.2)

donde δi está definido como en (4.2.17) o (4.2.18) según corresponda.
Observemos que:

• Si i es par, debido a que Jai
2a
⊆ Ra ⊗ V ( i−2

2 a) y que Jbi
2 b
⊆ Rb ⊗ V ( i−2

2 b), resulta evidente que

δi−1δi = 0. Más explícitamente, como Jai
2a
⊆ Ra ⊗ V ( i−2

2 a), un elemento genérico en A⊗ Jai
2a

es combinación lineal de elementos de la forma α ⊗ ri ⊗ vja+1 · · · vj i
2 a

donde ri ∈ Ba, la base
fijada para Ra. Luego, basta calcular δi−1δi en estos elementos. Entonces,

δi−1(δi(α⊗ ri ⊗ vja+1 · · · vj i
2 a

)) = δi−1

(
δi

(
α⊗

∑
j = (j1, · · · , ja)

λijvj1 · · · vja ⊗ vja+1 · · · vj i
2 a

))
=

∑
j = (j1, · · · , ja)

λijδi−1(δi(αvj1 · · · vja ⊗ vja+1 · · · vj i
2 a

))

=
∑

j = (j1, · · · , ja)

λijδi−1(αvj1 · · · vja−1 ⊗ vja ⊗ vja+1 · · · vj i
2 a

)

=
∑

j = (j1, · · · , ja)

λijαvj1 · · · vja−1vja ⊗ vja+1 · · · vj i
2 a

= α
∑

j = (j1, · · · , ja)

λijvj1 · · · vja ⊗ vja+1 · · · vj i
2 a

= αri ⊗ vja+1 · · · vj i
2 a

= 0.

El otro caso resulta análogo.

• Si i es impar, debido a que Jai−1
2 a+1

⊆ Ra⊗V ( i−3
2 a+1) y que Jbi−1

2 b+1
⊆ Rb⊗V ( i−3

2 b+1), resulta
evidente que δi−1δi = 0. Se verifica análogamente al caso i par.

Luego, (4.3.2) es efectivamente un complejo.
En la categoría graduada, el complejo de Koszul está formado por módulos proyectivos: Jan y

Jbn son proyectivos como k-módulos, aplicamos el funtor A⊗k − y usamos que A es k-playo. Estos
módulos también son 2-puros salvo K0 y K1, que son puros.

Proposición 4.28. SeaA un álgebra (a, b)-homogénea (2 < a < b) tal que I admite un espacio de relaciones
R = Ra ⊕ Rb con Ra y Rb excluyentes. A es (a, b)-Koszul si y sólo si su complejo de Koszul a izquierda (o
a derecha) es exacto en grados positivos.

Demostración. La condición necesaria es consecuencia del Teorema 4.24.
Para la implicación recíproca, supongamos que el complejo de Koszul es exacto. Apliquemos el

funtor k ⊗A − a este complejo para calcular TorAi (k, k), el cual coincide con k ⊗A Ki, que es 2-puro
en grados na(i) y nb(i) para i ≥ 2. Deducimos entonces que A es (a, b)-Koszul. �

Proposición 4.29. Sea A = T (V )/I un álgebra (a, b)-homogénea y sea R su espacio de relaciones. Supon-
gamos que k tiene una resolución proyectiva graduada como A-módulo a izquierda de la forma

· · · −→ Pi
di−→ Pi−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→ k −→ 0 (4.3.3)
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tal que P0 y P1 son puros en grados 0 y 1 respectivamente y Pi es 2-puro en grados na(i) y nb(i), para
todo i ≥ 2. En este caso, por definición, A es (a, b)-Koszul. Entonces existe un morfismo graduado f de
la resolución (4.3.3) a la resolución de Koszul. Además, si g es otro morfismo de la resolución (4.3.3) a la
resolución de Koszul, entonces g0 = f0 y dado i ≥ 1, para todo j, 0 ≤ j < nb(i− 1), (gi)j = (fi)j .

Demostración. Haremos inducción sobre i. Si i = 0 tenemos el siguiente diagrama:

P0
f0

zzv
v

v
d0��

A
ε // k // 0.

Como P0 es proyectivo, existe un morfismo f0 : P0 → A tal que εf0 = d0. Además, como P0 es puro
en grado 0, alcanza con definir f0 en grado 0 y debido a que ε es la identidad en grado 0, (f0)0 = d0,
con lo cual tenemos la unicidad y la suryectividad. Supongamos ahora que f0(p) = f0(q), donde
gr(p) = gr(q) = 0, entonces p− q ∈ (Ker d0)0 = 0 con lo cual f0 es inyectiva.

Fijemos ahora i ≥ 1. Como se trata de dos resoluciones proyectivas de k, sabemos que existe un
morfismo graduado de complejos f de la forma:

· · · // Pi+1
di+1 //

fi+1��

Pi
di //

fi��

Pi−1
//

fi−1��

· · · // P1
d1 //

f1��

P0
d0 //

f0��

k //

1k��

0

· · · // Ki+1
δi+1 // Ki

δi // Ki−1
// · · · // K1

δ1 // K0
δ0 // k // 0.

Además, f es único salvo equivalencia homotópica. Supongamos ahora que existe otro mor-
fismo graduado de complejos g de la resolución (4.3.3) a la resolución de Koszul. La hipótesis
inductiva dice que los morfismos ft para 0 ≤ t ≤ i − 1 son tales que f0 es único y ft es uníco en
grados menores que nb(t−1). Podemos construir una homotopía de contracción s (ver [W], página
36) si : Pi → Ki+1; es decir, fi−gi = di+1si+si−1di. Como Pi está generado en grados na(i) y nb(i)
y Ki+1 puede ser no nulo sólo en grados mayores o iguales que na(i + 1) > na(i), si se anula en
grados menores que nb(i) y si−1 se anula en grados menores que nb(i− 1). Más explícitamente, sea
x ∈ Pi, si gr(x) ≤ na(i) resulta trivial que si(x) = 0. Supongamos ahora que na(i) < gr(x) < nb(i),
entonces x = αx′ con α ∈ A y x′ ∈ (Pi)na(i) y por lo tanto, si(x) = αsi(x′) = 0. Así, fi = gi en
grados menores que nb(i− 1). �

4.4 Reticulados

La presente sección es una recopilación de resultados utilizados para el estudio de distributividad
de reticulados. La información aquí desarrollada ha sido extraída del trabajo realizado por Öre,
[O].

Recordamos la siguiente definición clásica:

Definición 4.30. Sea (D,≤,+, ·) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que D es un reticulado si
para cada par de elementos x, y ∈ D existe el supremo x+ y y el ínfimo x · y.

Ejemplo. Sea V un k-espacio vectorial. El conjunto L(V ) formado por los subespacios de V
ordenados por la inclusión y con las operaciones de suma e intersección, es un reticulado.
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Lema 4.31 ([O]). Sean x, y, z elementos de un reticulado D. Se satisfacen las siguientes igualdades:

(i) x · y = y · x. (v) x+ y = y + x.

(ii) x · x = x. (vi) x+ x = x.

(iii) x · (y · z) = (x · y) · z. (vii) x+ (y + z) = (x+ y) + z.

(iv) x+ x · y = x. (viii) x · (x+ y) = x.

Demostración. Las relaciones (i), (ii), (v) y (vi) son triviales por definición de ínfimo y supremo.
Para probar (iii) observemos que x · (y · z) < x y x · (y · z) < y · z. Además, y · z < y e y · z < z.

Luego, x · (y · z) < x · y y concluimos así que x · (y · z) < (x · y) · z. Por otro lado, (x · y) · z < x · y,
x · y < x y x · y < y; además (x · y) · z < z. Luego, (x · y) · z < y · z. Concluimos finalmente que
(x ·y) ·z < x ·(y ·z) y probamos la igualdad. Hemos probado la asociatividad del ínfimo, notaremos
(x · y) · z = x · y · z.

La demostración de (vii) es análoga a la de (iii). Esta propiedad es la asociatividad del supremo,
notaremos (x+ y) + z = x+ y + z.

La prueba de (iv) se basa en que x + x · y > x y, por otro lado, x > x y x > x · y, entonces
x > x+ x · y, luego se verifica la igualdad. En forma análoga se prueba (viii). �

Es claro el siguiente resultado:

Lema 4.32 ([O]). Sean x e y en un reticulado D. Si x > y entonces se satisfacen las siguientes igualdades:

(i) x+ y = x.

(ii) x · y = y.

Definición 4.33 ([O]). Axioma de Dedekind: Diremos que D es un estructura de Dedekind si para toda
terna de elementos x, y, z en D tales que x+ y > z > x, resulta z = x+ y · z.

Lema 4.34. L(V ) es una estructura de Dedekind.

Demostración. Sean W1,W2,W3 ∈ L(V ) tales que W1 ⊆ W3 ⊆ W1 + W2. Veamos entonces
que W3 = W1 + (W2 ∩ W3). Probaremos la doble inclusión. Sea w ∈ W3, si w ∈ W2, entonces
w ∈ W2 ∩W3 ⊆ W1 + (W2 ∩W3). Por el contrario, si w 6∈ W2, como W3 ⊆ W1 + W2, tenemos que
w = w1 + w2, con w1 ∈ W1, w2 ∈ W2 y w1 6= 0. Como w1 ∈ W1 ⊆ W3, entonces w2 ∈ W3 y por lo
tanto w2 ∈W2 ∩W3, es decir que w ∈W1 + (W2 ∩W3). La otra inclusión es trivial. �

Definición 4.35 ([O]). Una terna (x, y, z) de elementos de un reticulado D satisface la ley distributiva si
(x+ y) · z = x · z + y · z.

Ejemplo. Está claro que en L(V ) no todas las ternas de elementos verifican la ley distributiva.

Enunciaremos y probaremos a continuación algunas propiedades que se satisfacen para una
estructura de Dedekind D.

Proposición 4.36 ([O]). Sea D una estructura de Dedekind, sean x, y, z ∈ D.

(i) Si z > x entonces z · (x+ y) = x+ y · z.

(ii) Sea Tx = (x+ y · z) · (y + z). Se verifica que Tx = x · (y + z) + y · z.

(iii) Sean x, y, z tales que (x+ y) · z = x · z + y · z. Entonces se satisfacen las siguientes igualdades:

• x · y + z · x = x · (z + x · y). Llamaremos Sx a este último elemento.
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• x · z + y · x = x · (y + x · z).

• (x+ y) · (x+ z) = x+ z · (x+ y). Llamaremos Sx a este último elemento.

• (x+ y · z) · (y + x · z) = y · z + z · x+ x · y . Llamaremos R a este último elemento.

• x · (y + z) + y · (x+ z) = (y + z) · (z + x) · (x+ y). Llamaremos R a este último elemento.

Demostración.

(i) Sabemos que x+ y > z · (x+ y) > x · (x+ y). Si usamos que D es un estructura de Dedekind,
vemos que z · (x+ y) = x · (x+ y) + y · (z · (x+ y)) = x+ y · z · (x+ y) = x+ y · z.

(ii) Probamos la igualdad como sigue: x · (y + z) + y · z = y · z + x · (y + z) = (y + z) · (y · z + x)
= (y+z) · (x+y ·z) = (x+y ·z) · (y+z) donde la segunda igualdad es válida por la propiedad
anterior.

(iii) Es inmediato ver que:

• x · y + z · x = x · (x · y + z) = x · (z + x · y) = Sx.

• x · z + y · x = x · (x · z + y) = x · (y + x · z).

• (x + y) · (x + z) = x + z · (x + y) y (x + z) · (x + y) = x + y · (x + z). Por lo tanto,
(x+ y) · (x+ z) = x+ y · (x+ z) = x+ z · (x+ y) = Sx.

• (x + y · z) · (x · z + y) = x · z + y · (x + y · z) y y · (y · z + x) = y · z + x · y. Por lo
tanto, x · z + y · (x + y · z) = x · z + (y · z + x · y) = x · z + y · z + x · y. Luego, R =
(x+ y · z) · (y + x · z) = y · z + z · x+ x · y.

• (x+z) ·(x ·(y+z)+y) = x ·(y+z)+y ·(x+z) y (y+z) ·(y+x) = y+x ·(y+z). Por lo tanto,
(x+z) ·(x ·(y+z)+y) = (x+z) ·((y+z) ·(y+x)) = (x+z) ·(y+z) ·(y+x). Entonces,R =
(y + z) · (z + x) · (x+ y) = x · (y + z) + y · (x+ z).

Observación 4.37. Es claro que Tx, Sx, Sx, R y R dependen de los elementos x, y, z.

Usando la hipótesis de distributividad y los resultados probados en la Proposición 4.36, tenemos
que

Sx = (x+y)·(x+z) = x+z ·(x+y) = x+(x+y)·z = x+(x·z+y ·z) = x+x·z+y ·z = x+y ·z, (4.4.1)

donde la última igualdad se satisface pues x > x · z. Análogamente,

Sy = y + x · z. (4.4.2)

Si aplicamos la hipótesis de distributividad a Tz tenemos que Tz = z · (x + y) + x · y =
(x · z + y · z) + x · y = x · z + y · z + x · y = R; y

Tx = (x+y ·z)·(y+z) = (x+y)·(x+z)·(y+z) = R = (y+z)·(y+x)·(x+z) = (y+x·z)·(x+z) = Ty.

Por otro lado, Tx ·Ty = ((x+y ·z) ·(y+z)) ·((y+x ·z) ·(x+z)) = (x+y ·z) ·(y+z) ·(y+x ·z) ·(x+z) =
(x+ y · z) · (y + x · z) = R donde la anteúltima igualdad es válida pues z > x · z y z > y · z.

Además, al ser Tx · Ty = R · R = R, concluimos que Tx = Ty = Tz = R = R. Más aún,
observemos que x · (x · y + y · z + z · x) = x · ((x+ y · z) · (y + x · z)) = x · (x+ y · z) · (y + x · z)) =
x · (y + x · z) = Sx, donde la anteúltima igualdad es válida pues x < x + y · z. Podemos ver que
Sx = x · y + x · z = x · (x · y + y · z + z · x) = x · (x + y) · (y + z) · (z + x) = x · (y + z) y que
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Sy = y ·z+y ·x = y · (x+z). Hemos probado así que si la terna (x, y, z) satisface la Ley distributiva,
entonces todas las posibles combinaciones de ternas formadas por los elementos x, y, z la satisfacen
también.

Dedekind probó que cuando el axioma de Dedekind se satisface, entonces el reticulado gene-
rado por tres elementos x, y, z, es un reticulado finito formado por los siguientes 28 elementos:

x+ y + z; x+ y; y + z; z + x; Sx; Sy; Sz; x+ y · z; y + z · x; z + x · y; R; x; y; z; Tx; Ty; Tz;
x · (y + z); y · (z + x); z · (x+ y); R; Sx; Sy; Sz; x · y; y · z; z · x; x · y · z.

Observemos que en el caso en que la terna (x, y, z) satisface la ley distributiva, este reticulado se
reduce al formado por los siguientes 18 elementos:

x+ y + z; x+ y; y + z; z + x; x+ y · z; y + z · x; z + x · y; x; y; z; (x+ y) · (y + z) · (z + x);
x · (y + z); y · (z + x); z · (x+ y); x · y); y · z; z · x; x · y · z.

4.4.1 Subreticulados distributivos de un reticulado modular

En esta sección presentamos una breve reseña del artículo de Jónsson, [J], cuyos resultados son
útiles en nuestro trabajo para probar la Proposición 4.57.

Definición 4.38 ([J]). Un reticulado (D,≤,+, ·) se dice distributivo si para todo x, y, z ∈ D resulta
x · (y + z) = x · y + x · z.

Definición 4.39 ([J]). Un reticulado modular D es un reticulado (D,≤,+, ·) que satisface la siguiente
condición:

x ≤ z ⇒ x+ (y · z) = (x+ y) · z. (4.4.3)

Observación 4.40. (L(V ),⊆,+,∩) es un reticulado modular. Para probar esta afirmación consideramos
W1,W2,W3 ∈ L(V ) tales que W1 ⊆ W3. Queremos ver que W1 + (W2 ∩ W3) = (W1 + W2) ∩ W3.
Consideremos el elemento w + w′, donde w ∈ W1 ⊆ W3 y w′ ∈ W2 ∩W3 ⊆ W3, entonces w + w′ ∈ W3 y
w + w′ ∈W1 +W2. La demostración de la otra inclusión es análoga a la del Lema 4.34.

Lema 4.41. Si D es un reticulado modular, entonces es una estructura de Dedekind.

Demostración. Sean x, y, z ∈ D tales que x ≤ z ≤ x + y. En particular, como D es modular,
x+ (y · z) = (x+ y) · z = z. Luedo, D es una estructura de Dedekind.

Lema 4.42 ([J]). Si D es un reticulado modular y x, y, z ∈ D, entonces las siguientes igualdades son
equivalentes:

(i) (x+ y) · z = x · z + y · z.

(ii) (y + z) · x = y · x+ z · x.

(iii) (z + x) · y = z · y + x · y.

(iv) x · y + z = (x+ z) · (y + z).

(v) y · z + x = (y + x) · (z + x).

(vi) z · x+ y = (z + y) · (x+ y).
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Demostración. Supongamos válida la igualdad (i), y veamos que se satisface (v): (y+x) · (z+x) =
(y + x) · z + x = y · z + x · z + x = y · z + x. Del mismo modo, se muestra que (ii) implica (vi) y que
(iii) implica (iv).

Por otro lado, si suponemos válida (v), usando la condición (4.4.3) vemos que z · y + x · y =
(z · y + x) · y = (y + x) · (z + x) · y = (z + x) · y. Hemos probado entonces que (v) implica (iii).
Análogamente se prueba que (iv)⇒ (ii) y (vi)⇒ (i).

Tenemos de este modo la siguiente cadena de implicaciones: (i)⇒ (v)⇒ (iii)⇒ (iv)⇒ (ii)⇒ (vi)
⇒ (i), y obtenemos así todas las equivalencias. �

Tenemos la siguiente definición clásica:

Definición 4.43. Un subreticulado de un reticulado D es un subconjunto de D con el orden parcial in-
ducido, que es estable por ínfimos y supremos.

Observación 4.44. Todo subreticulado de un reticulado distributivo es distributivo.

Definición 4.45 ([J]). Sea D un reticulado y sea X un subconjunto no vacío de D. El subreticulado
generado por X es el menor reticulado DX tal que:

(i) X ⊆ DX ,

(ii) si x, y ∈ X entonces x · y ∈ DX ,

(iii) si x, y ∈ X entonces x+ y ∈ DX .

Teorema 4.46 ([J]). Sea X un subconjunto no vacío de un reticulado modular D. El subreticulado DX es
distributivo si y sólo si se satisface:

( m∑
i = 1

xi
) n∏
j = 1

yj =
m∑
i = 1

(
xi

n∏
j = 1

yj
)

(4.4.4)

para todo m,n ∈ N, xi, yj ∈ X , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Demostración. Esta condición es claramente necesaria. Para ver que es suficiente, primero probe-
mos que cualquier conjunto no vacío X que satisfaga la propiedad (4.4.4), satisface también su
propiedad dual que está dada por la fórmula:

m∏
i = 1

xi +
n∑

j = 1

yj =
m∏
i = 1

(
xi +

n∑
j = 1

yj

)
. (4.4.5)

Lo probaremos por inducción sobre m. Si m = 1, la condición es trivial. Supongamos válida ahora
la propiedad (4.4.5) para m ≥ 1,

m + 1∏
i = 1

(
xi +

n∑
j = 1

yj

)
=

(
xm+1 +

n∑
j = 1

yj

)
·
m∏
i = 1

(
xi +

n∑
j = 1

yj

)
=H.I

(
xm+1 +

n∑
j = 1

yj

)
·

(
m∏
i = 1

xi +

n∑
j = 1

yj

)

=(4.4.3)

(
xm+1 +

n∑
j = 1

yj

)
·

(
m∏
i = 1

xi

)
+

n∑
j = 1

yj =(4.4.4)

m + 1∏
i = 1

xi +
n∑

j = 1

(
yj

m∏
i = 1

xi

)
+

n∑
j = 1

yj =

m + 1∏
i = 1

xi +
n∑

j = 1

yj .

Supongamos ahora que X satisface la condición (4.4.4), entonces X está contenido en un sub-
conjunto Y de D que es maximal respecto de la propiedad de satisfacer la condición (4.4.4) para
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todo xi, yj ∈ Y (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m). Claramente, Y es distributivo con lo cual basta probar que
Y es un subreticulado de D.

Consideremos u, v ∈ Y y sea Z = Y ∪ {u · v}. Para mostrar que Z satisface la condición
(4.4.4) sólo es necesario considerar el caso en que xi, yj ∈ Y para 1 ≤ i ≤ m − 1, 1 ≤ j ≤ n y

xm = u · v. Para simplificar notación escribimos x =
m − 1∑
i = 1

xi e y =
n∏

j = 1

yj . Inferimos de (4.4.5) que

xm · y + x = (xm + x) · (y + x).
Se sigue del Lema 4.42, que al valer (v), se satisface (i) y entonces (x+ xm) · y = x · y + xm · y y

por lo tanto, podemos calcular lo siguiente:(
m∑
i = 1

xi

)
y =

(
m − 1∑
i = 1

xi + xm

)
· y =

(
m − 1∑
i = 1

xi · y

)
+ xm · y =

m∑
i = 1

xi · y.

Luego, como Y ⊆ Z e Y es maximal debe ser Y = Z y por lo tanto u · v ∈ Y . Mediante un
razonamiento análogo al aplicar dualidades, se prueba que Y es cerrado para la suma. Por lo tanto
el subreticulado generado por X es distributivo pues está contenido en Y . �

Teorema 4.47 ([J]). Sea D un reticulado modular y sean x, y, z ∈ D. El subreticulado generado por el
conjunto {x, y, z} es distributivo si y sólo si (x+ y) · z = x · z + y · z.

Demostración. Por el Teorema 4.46 sabemos que {x, y, z} genera un subreticualdo distributivo si
y sólo si se satisfacen las siguientes condiciones:

• (x+ y) · z = x · z + y · z.

• (z + x) · y = z · y + x · y.

• (y + z) · x = y · x+ z · x.

El Lema 4.42 asegura que la primera condición implica las otras dos. �

4.4.2 Distributividad de reticulados

El objetivo de esta sección es probar resultados que permiten decidir si ciertas ternas y 4-uplas
son distributivas o multidistributivas. Las demostraciones de los resultados que se presentan son
técnicas.

Dado un k-espacio vectorial V , recordemos que L(V ) es un reticulado cuyos elementos mínimo
y máximo son respectivamente el subespacio nulo y el espacio total V .

Observación 4.48. Todo subreticulado de L(V ) es modular.

Queremos estudiar cuándo un subreticulado T ⊆ L(V ) es:

• distributivo;

• multidistributivo; es decir, (E⊕E′)∩ (F1 + · · ·+Ft +G1 + · · ·+Gt′) = [(E ∩F1) + · · ·+ (E ∩
Ft)]⊕ [(E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′)] para cualesquiera E,E′, Fi, Gj ∈ T .

Observación 4.49. Se prueba inmediatamente, por inducción sobre t ≥ 2, que si un subreticulado de L(V )
es distributivo, entonces para cualquier conjunto {E,F1, · · · , Ft} de elementos del subreticulado se satisface
la igualdad:

E ∩ (F1 + · · ·+ Ft) = (E ∩ F1) + · · ·+ (E ∩ Ft).
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Sean W1, · · · ,Wn subespacios de V . Sea T el subreticulado generado por W1, · · · ,Wn.
El siguiente resultado es un primer criterio de distributividad (ver [B1], [BF], [BGS1]). La de-

mostración que aquí aparece es independiente de estos trabajos.

Proposición 4.50 ([B1], [BF], [BGS1]). T es distributivo si y sólo si existe una base B de V tal que Bi =
B ∩Wi es una base de Wi, para todo 1 ≤ i ≤ n. En este caso se dice que B distribuye con W1, · · · ,Wn.

Demostración. Supongamos que T es distributivo. Haremos inducción sobre n para construir una
tal base B. Si n = 1, T es simplemente W1, elegimos entonces una base B1 de W1 y la extendemos
a una base B de V . Es claro que B ∩W1 = B1.

Sea ahora Tn−1 el subreticulado generado por los subespaciosW1, · · · ,Wn−1 y supongamos por
hipótesis inductiva que existe una base B̃ de V , tal que B̃ ∩Wi es una base de Wi para 1 ≤ i ≤ n−1.
Sea ahora T el subreticulado generado por W1, · · · ,Wn−1,Wn. Sea Bi = B̃ ∩Wi, 1 ≤ i ≤ n − 1

y sea B′ =
n − 1⋃
i = 1

Bi. Observemos que al estar contenido en la base B̃, B′ es un conjunto linealmente

independiente. Consideremos las siguientes situaciones:

(i) Si 〈B′〉 ∩ Wn = {0}, elegimos una base Bn de Wn que es disjunta con B′ y extendemos el
conjunto B′ ∪ Bn a una base B de V . Para simplificar la notación, supongamos que:

B′ = {v1, · · · , vh}, Bn = {w1, · · · , wl}, B = {v1, · · · , vh, w1, · · · , wl, u1, · · · , um}.

Afirmamos que B ∩Wi = Bi para todo 1 ≤ i ≤ n − 1. Por construcción, Bi ⊆ B ∩Wi. Sea
ahora v ∈ B ∩Wi para un i fijo tal que 1 ≤ i ≤ n − 1. La única posibilidad es que v ∈ B′,
entonces v ∈ Bj para algún j tal que 1 ≤ j ≤ n− 1, pero v ∈Wi = 〈Bi〉 y así, v ∈ Bi.

(ii) Si 〈B′〉 ∩Wn 6= {0}, supongamos como antes que B′ = {v1, · · · , vh}. Entonces 〈B′〉 = 〈v1〉 +
· · ·+ 〈vh〉 y como Tn−1 es distributivo por la Observación 4.44, vale la propiedad:

〈B′〉 ∩Wn = (〈v1〉+ · · ·+ 〈vh〉) ∩Wn = (〈v1〉 ∩Wn) + · · ·+ (〈vh〉) ∩Wn).

Luego, {vj/vj ∈Wn} es una base de 〈B′〉∩Wn. Extendemos primero este conjunto a una base
Bn de Wn, y luego el conjunto B′ ∪ Bn a una base B de V para lo cual usamos la siguiente
notación:

Bn = {vj/vj ∈Wn} ∪ {w1, · · · , wl}, B = {v1, · · · , vh, w1, · · · , wl, u1, · · · , um}.

De manera análoga al caso (i), se ve que B ∩Wi = Bi para 1 ≤ i ≤ n− 1. Sólo restaría ver que
B ∩Wn ⊆ Bn, ya que la inclusión en el otro sentido es trivial. Sea entonces v ∈ B ∩Wn, luego

• Si v ∈ {v1, · · · , vh}, como v ∈Wn, v ∈ {vj/vj ∈Wn} ⊆ Bn.

• Si v ∈ {w1, · · · , wl}, trivialmente v ∈ Bn.

• Si v ∈ {u1, · · · , um}, como v ∈Wn, se contradice la independencia lineal de B.

Recíprocamente, sean E,F,G elementos del subreticulado T y sea B una base de V tal que
B ∩Wi es base de Wi para todo i (1 ≤ i ≤ n). E, F y G se escriben respectivamente en términos de
intersecciones y sumas de ciertos espacios WE1 , · · · ,WEr ; WF1 , · · · ,WFs y WG1 , · · · ,WGt , donde
todos los subíndices pertenecen al conjunto {1, · · · , n}. Sea Bi = B ∩ Wi para todo 1 ≤ i ≤ n;
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veamos que E ∩ (F + G) ⊆ (E ∩ F ) + (E ∩ G). Sea v ∈ E ∩ (F + G), entonces v puede escribirse
como sigue:

v =
∑

vm ∈
r⋃

i = 1
BEi

αmvm =
∑

wp ∈
s⋃

j = 1
BFj

βpwp +
∑

uq ∈
t⋃

h = 1
BGh

γquq,

con αm, βp, γq ∈ k. Si todos los escalares βp y γq fueran nulos, v sería nulo también. Lo mismo
ocurriría si se cancelaran los términos de la primera suma del lado derecho de la igualdad con los
de la segunda. Supongamos entonces que existe un βp no nulo tal que βpwp 6= −γquq para todo

uq ∈
t⋃

h = 1

BGh . Como la escritura en términos de la base B es única, sabemos que existe vm ∈
r⋃

i = 1

BEi
tal que vm = wp. Concluimos de esta manera que:∑

vm ∈
r⋃

i = 1
BEi

αmvm −
∑

wp ∈
s⋃

j = 1
BFj

βpwp

︸ ︷︷ ︸
∈E

=
∑

uq ∈
t⋃

h = 1
BGh

γquq

︸ ︷︷ ︸
∈G

.

Análogamente, se satisface que∑
vm ∈

r⋃
i = 1

BEi

αmvm −
∑

uq ∈
t⋃

h = 1
BGh

γquq

︸ ︷︷ ︸
∈E

=
∑

wp ∈
s⋃

j = 1
BFj

βpwp

︸ ︷︷ ︸
∈F

.

Concluimos así que v ∈ (E ∩ F ) + (E ∩G), y por lo tanto la terna es distributiva. �

Ejemplo. Sea V = R4 y sea T el subreticulado generado por los siguientes subespacios:

W1 = 〈e1, e2〉,
W2 = 〈e1 − e2〉,
W3 = 〈e2, e3〉,

donde {ei}4i=1 es la base canónica de R4. Resulta evidente que la base B = {e1 − e2, e2, e3, e4}
distribuye con los espacios Wi para i = 1, 2, 3.

Lema 4.51. Si la terna (E ⊕ E′, F1 + · · · + Ft, G1 + · · · + Gt′) es multidistributiva, entonces valen las
siguientes inclusiones:

E ∩ (G1 + · · ·+Gt′) ⊆ E ∩ (F1 + · · ·+ Ft),
E′ ∩ (F1 + · · ·+ Ft) ⊆ E′ ∩ (G1 + · · ·+Gt′).

Demostración. Al ser la terna multidistributiva, se verifica la igualdad:

(E⊕E′)∩ (F1 + · · ·+Ft +G1 + · · ·+Gt′) = (E ∩F1) + · · ·+ (E ∩Ft) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′).

Sea v ∈ E ∩ (G1 + · · · + Gt′); entonces, v ∈ (E ⊕ E′) ∩ (F1 + · · · + Ft + G1 + · · · + Gt′). Como
E ∩E′ = {0}, v ∈ (E ∩ F1) + · · ·+ (E ∩ Ft) ⊆ E ∩ (F1 + · · ·+ Ft). Análogamente se prueba la otra
inclusión. �



76 CAPÍTULO 4. ÁLGEBRAS (A,B)-KOSZUL

Observación 4.52. Sean E1, E2, E
′ elementos de un reticulado distributivo T tales que E1 ∩ E′ = E2 ∩

E′ = 0, entonces (E1 + E2) ∩ E′ = E1 ∩ E′ + E2 ∩ E′ = 0.

Demostramos ahora el siguiente lema técnico:

Lema 4.53. Sea T un subreticulado distributivo de L(V ). Sean E,E′, E1, E2, E
′
1, E

′
2, Fi, Gj ∈ T , 1 ≤

i ≤ t, 1 ≤ j ≤ t′. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(i) Si las ternas (E ⊕ E′, F1, G1 + · · · + Gt′) y (E ⊕ E′, F2, G1 + · · · + Gt′) son multidistributivas,
entonces las ternas (E ⊕E′, F1 + F2, G1 + · · ·+Gt′) y (E ⊕E′, F1 ∩ F2, G1 + · · ·+Gt′) también
lo son.

(ii) Si las ternas (E⊕E′, F1 + · · ·+Ft, G1) y (E⊕E′, F1 + · · ·+Ft, G2) son multidistributivas, entonces
las ternas (E ⊕ E′, F1 + · · ·+ Ft, G1 +G2) y (E ⊕ E′, F1 + · · ·+ Ft, G1 ∩G2) también lo son.

(iii) Si las ternas (E1 ⊕ E′, F1 + · · · + Ft, G1 + · · · + Gt′) y (E2 ⊕ E′, F1 + · · · + Ft, G1 + · · · + Gt′)
son multidistributivas, entonces las ternas ((E1 +E2)⊕E′, F1 + · · ·+Ft, G1 + · · ·+Gt′) y ((E1 ∩
E2)⊕ E′, F1 + · · ·+ Ft, G1 + · · ·+Gt′) también lo son.

(iv) Si las ternas (E ⊕E′1, F1 + · · ·+ Ft, G1 + · · ·+Gt′) y (E ⊕E′2, F1 + · · ·+ Ft, G1 + · · ·+Gt′) son
multidistributivas, entonces las ternas (E ⊕ (E′1 +E′2), F1 + · · ·+Ft, G1 + · · ·+Gt′) y (E ⊕ (E′1 ∩
E′2), F1 + · · ·+ Ft, G1 + · · ·+Gt′) también lo son.

Demostración.

(i) Por hipótesis tenemos las siguientes igualdades:

(E ⊕ E′) ∩ (F1 +G1 + · · ·+Gt′) = (E ∩ F1) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′),
(E ⊕ E′) ∩ (F2 +G1 + · · ·+Gt′) = (E ∩ F2) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′).

Así, podemos calcular la intersección:

(E ⊕ E′) ∩ (F1 + F2 +G1 + · · ·+Gt′)
=dist. (E ⊕ E′) ∩ (F1 +G1 + · · ·+Gt′) + (E ⊕ E′) ∩ (F2 +G1 + · · ·+Gt′)
= (E ∩ F1) + (E′ ∩G1) + · · · (E′ ∩Gt′) + (E ∩ F2) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′)
= (E ∩ F1) + (E ∩ F2) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′).

Para probar que la terna (E⊕E′, F1 ∩F2, G1 + · · ·+Gt′) es multidistributiva, alcanza con ver
la siguiente inclusión:

(E ⊕ E′) ∩ ((F1 ∩ F2) +G1 + · · ·+Gt′) ⊆ (E ∩ F1 ∩ F2) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′).

Sabemos que se satisface lo siguiente:

(E ⊕ E′) ∩ ((F1 ∩ F2) +G1 + · · ·+Gt′) ⊆ (E ⊕ E′) ∩ (F1 +G1 + · · ·+Gt′)
= (E ∩ F1) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′),

(4.4.6)

y también que:

(E ⊕ E′) ∩ ((F1 ∩ F2) +G1 + · · ·+Gt′) ⊆ (E ⊕ E′) ∩ (F2 +G1 + · · ·+Gt′)
= (E ∩ F2) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′).

(4.4.7)
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Sea entonces v ∈ (E ⊕ E′) ∩ ((F1 ∩ F2) + G1 + · · · + Gt′). Por (4.4.6) y (4.4.7) sabemos que
existen elementos x ∈ E ∩ F1, y ∈ E ∩ F2 y z, w ∈ (E′ ∩ G1) + · · · + (E′ ∩ Gt′) tales que
v = x + z = y + w, entonces x − y = w − z ∈ (E′ ∩ G1) + · · · + (E′ ∩ Gt′). Pero x, y ∈ E,
luego x− y ∈ E y también x− y ∈ E′. Concluimos de este modo que x− y = 0, es decir que
x = y ∈ F2. Luego, x ∈ E ∩ F1 ∩ F2.

(ii) Se prueba análogamente a (i).

(iii) Primero veamos lo siguiente:

((E1 + E2)⊕ E′) ∩ (F1 + · · ·+ Ft +G1 + · · ·+Gt′)

=dist. (E1 ⊕ E′) ∩ (F1 + · · ·+ Ft +G1 + · · ·+Gt′) + (E2 ⊕ E′) ∩ (F1 + · · ·+ Ft +G1 + · · ·+Gt′)

=hip (E1 ∩ F1) + · · ·+ (E1 ∩ Ft) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′)+
(E2 ∩ F1) + · · ·+ (E2 ∩ Ft) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′)
=dist. ((E1 + E2) ∩ F1) + · · ·+ ((E1 + E2) ∩ Ft) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′).

Por otro lado, usando la hipótesis, se verifica para i = 1, 2

((E1 ∩ E2)⊕ E′) ∩ (F1 + · · ·+ Ft +G1 + · · ·+Gt′) ⊆ (Ei ⊕ E′) ∩ (F1 + · · ·+ Ft +G1 + · · ·+Gt′)

= (Ei ∩ F1) + · · ·+ (Ei ∩ Ft) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′).

Entonces

((E1 ∩ E2)⊕ E′) ∩ (F1 + · · ·+ Ft +G1 + · · ·+Gt′)
⊆ [(E1 ∩ F1) + · · ·+ (E1 ∩ Ft) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′)]∩

[(E2 ∩ F1) + · · ·+ (E2 ∩ Ft) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′)]
=dist. (E1 ∩ E2 ∩ F1) + · · ·+ (E1 ∩ E2 ∩ Ft) +

∑
1 ≤ i, j ≤ t

i 6= j

(E1 ∩ E2 ∩ Fi ∩ Fj)︸ ︷︷ ︸
⊆E1∩E2∩Fi

+

∑
1 ≤ i ≤ t
1 ≤ h ≤ t′

(E1 ∩ Fi ∩ E′ ∩Gh)︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑

1 ≤ h ≤ t′
1 ≤ i ≤ t

(E′ ∩Gh ∩ E2 ∩ Fi)︸ ︷︷ ︸
=0

+

(E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′) +
∑

1 ≤ h, l ≤ t′
h 6= l

(E′ ∩Gh ∩Gl)︸ ︷︷ ︸
⊆E′∩Gh

⊆ (E1 ∩ E2 ∩ F1) + · · ·+ (E1 ∩ E2 ∩ Ft) + (E′ ∩G1) + · · ·+ (E′ ∩Gt′).

(iv) Se prueba análogamente a (iii). �

Lema 4.54. Si el subreticulado T generado por los espacios vectoriales W1, · · · ,Wn es multidistributivo,
entonces T es distributivo y para Wi ∩ Wl = {0} e i, j, h, l ∈ {1, · · · , n} distintos entre sí, valen las
siguientes inclusiones:

Wi ∩Wj ⊆Wh,

Wl ∩Wh ⊆Wj .
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Demostración. Supongamos que T es multidistributivo. Si Wi ∩ Wl = {0}, la terna (Wi ⊕
Wl,Wh,Wj) donde i, j, h, l son distintos entre sí, es multidistributiva y, por el Lema 4.51, valen
las siguientes inclusiones:

Wi ∩Wj ⊆Wi ∩Wh ⊆Wh y Wl ∩Wh ⊆Wl ∩Wj ⊆Wj .

Para ver la distributividad de T , verificamos esta propiedad para sus generadores. Sean i, j, l
distintos entre sí. Entonces

Wi ∩ (Wj +Wh) = (Wi ⊕ {0}) ∩ (Wj +Wh +Wh)
= (Wi ∩Wj) + (Wi ∩Wh) + ({0} ∩Wh) = (Wi ∩Wj) + (Wi ∩Wh),

donde en la anteúltima igualdad usamos la multidistributividad de la terna (Wi⊕{0},Wj+Wh,Wh).
El mismo razonamiento vale para otros elementos en el subreticulado. Por lo tanto, T es distribu-
tivo. �

El siguiente ejemplo muestra que existen espacios vectoriales que satisfacen las hipótesis del
Lema 4.54.
Ejemplo. Sea B = {ei}7i=1 la base canónica de R7. Consideremos los siguientes subespacios de R7:

W1 = 〈e1 + e2, e1〉, W2 = 〈e3, e5〉, W3 = 〈e1, e4, e5〉, W4 = 〈e1, e5, e6〉.

Los únicos subespacios que están en suma directa son W1 y W2. Miremos los siguientes casos:

• Si j = 3 y h = 4, entonces W1 ∩W3 = 〈e1〉 ⊆W4 y W2 ∩W4 = 〈e5〉 ⊆W3.

• Si j = 4 y h = 3, entonces W1 ∩W4 = 〈e1〉 ⊆W3 y W2 ∩W3 = 〈e5〉 ⊆W4.

Proposición 4.55. Si el subreticulado T de L(V ) generado por los espacios W1, · · · ,Wn es multidistribu-
tivo, entonces existe una base B de V que distribuye con W1, · · · ,Wn y valen las siguientes inclusiones:

Wi ∩Wj ⊆Wh y Wl ∩Wh ⊆Wj ,

cada vez que Wi ∩Wl = {0} e i, j, h, l ∈ {1, · · · , n} son distintos entre sí.

Demostración. Es inmediata combinando la Proposición 4.50 y el Lema 4.54. �

Definición 4.56 ([B1]). El subreticulado T de L(V ) generado por los espacios W1, · · · ,Wn se dice predis-
tributivo si para cada i, 1 ≤ i ≤ n, el subreticulado generado por {Wj} 1 ≤ j ≤ n

j 6= i

es distributivo.

Sea T el subreticulado de L(V ) generado por los espacios W1, · · · ,Wn. Consideremos además
para 2 ≤ i ≤ n− 1 los subespacios:

W∩i = W1 ∩ · · · ∩Wi−1 y W+
i = Wi+1 + · · ·+Wn.

Nuestro objetivo es ahora estudiar la estructura generada por tres subespacios W1,W2,W3 de
un k-espacio vectorial V tales que la terna (W1,W2,W3) es distributiva. Sabemos de acuerdo con
los resultados de la sección anterior que vale la Ley distributiva en los generadores. Estamos intere-
sados en saber si el reticulado generado por estos tres subespacios es distributivo. Para responder
esto estudiaremos la distributividad de las siguientes ternas. Sean i, j, l, t ∈ {1, 2, 3}:
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• (Wi + Wj ,Wl,Wt) con i 6= j. Si l = t la distributividad se deduce de la de los genera-
dores. Supongamos entonces que l 6= t. En este caso alguno de los subíndices debe repe-
tirse, supongamos sin pérdida de generalidad que i = l. La descripción de SWi

, asegura que
(Wi +Wj)∩ (Wi +Wt) = Wi + (Wj ∩Wt). Por otro lado, (Wi +Wj)∩Wi + (Wi +Wj)∩Wt =
Wi + (Wi ∩Wt) + (Wj ∩Wt) = Wi + (Wj ∩Wt).

• (Wi ∩Wj ,Wl,Wt) con l 6= t e i 6= j. Supongamos i = l, entonces (Wi ∩Wj) ∩ (Wi + Wt) =
Wi∩(Wj∩(Wi+Wt)) = Wi∩((Wi∩Wj)+(Wj∩Wt)) = SWj

= (Wi∩(Wj∩(Wi+(Wj∩Wt))) =
(Wi ∩Wj) ∩ (Wi + (Wj ∩Wt))) = (Wi ∩Wj) + (Wi ∩Wj ∩Wt).

• (Wi,Wj +Wl,Wt) con j 6= l. Supongamos que i = t, entonces Wi ∩ (Wj +Wl +Wi) = Wi =
(Wi∩(Wj +Wl))+Wi. Si j = i 6= t, Wi∩(Wi+Wl+Wt) = Wi = Wi+(Wi∩Wt) = Wi∩(Wi+
Wl) + (Wi ∩Wt). Supongamos finalmente que t = j, entonces Wi ∩ (Wj +Wl) + (Wi ∩Wj) =
Wi ∩ (Wj +Wl) = Wi ∩ (Wj +Wl +Wj).

• (Wi,Wj ∩Wl,Wt) con j 6= l. En el caso en que i = t, Wi∩ ((Wj ∩Wl)+Wi) = Wi = (Wi∩Wj ∩
Wl)+Wi. Si j = i 6= t, la descripción de SWi

dice queWi∩((Wi∩Wl)+Wt) = (Wi∩Wt)+(Wi∩
Wl). Por otro lado, (Wi∩Wi∩Wl)+(Wi∩Wt) = (Wi∩Wl)+(Wi∩Wt) y vale la distributividad.
Finalmente, si t = j, Wi ∩ ((Wj ∩Wl) +Wj) = Wi ∩Wj = (Wi ∩Wj ∩Wl) + (Wi ∩Wj).

• (Wi,Wj ,Wl +Wt) y (Wi,Wj ,Wl ∩Wt) con l 6= t. La distributividad de estas ternas es válida
por los dos casos anteriores ya que si la terna (E,F,G) es distributiva, entonces también lo es
(E,G, F ).

Restaría ver que el resto de las ternas formadas por los 18 elementos de esta estructura son
distributivas, lo cual no presenta dificultades.

Estamos en condiciones de demostrar la siguiente proposición.

Proposición 4.57 ([B1]). El subreticulado T deL(V ) generado por los subespaciosW1, · · · ,Wn es distribu-
tivo si y sólo si T es predistributivo y las ternas (W∩i ,Wi,W

+
i ) son distributivas para todo i, 2 ≤ i ≤ n−1.

Demostración. Es evidente que si T es distributivo, también lo son las ternas (W∩i ,Wi,W
+
i ) para

todo i, 2 ≤ i ≤ n−1 y T es predistributivo. Recíprocamente, si n = 3 el resultado se reduce a probar
que si (W1,W2,W3) es una terna distributiva, entonces el reticulado generado por W1,W2,W3 es
distributivo. Esta afirmación se sigue de los comentarios precedentes y del Teorema 4.47. Si n > 3,
la prueba se reduce al Teorema 4.46. �

Observación 4.58 ([B1]). La hipótesis de predistributividad en la Proposición 4.57 puede eliminarse. En
ese caso, la demostración es por inducción sobre n: La hipótesis inductiva, que dice que los subreticulados de
T generados por una cantidad menor que n generadores son distributivos, es más fuerte que la condición de
que T sea predistributivo.

Definición 4.59 ([B1]). Sea T el subreticulado generado por los espaciosW1, · · · ,Wn. Una terna (M,N,P )
en T se denomina terna característica si existe i tal que 2 ≤ i ≤ n − 1, N = Wi, M es intersección de
algunos de los subespacios W1, · · · ,Wi−1 y P es suma de algunos de los subespcios Wi+1, · · · ,Wn.

Proposición 4.60 ([B1]). T es distributivo si y sólo si todas las ternas características son distributivas.

Demostración. La condición necesaria es trivial ya que todo elemento que forma una terna carac-
terística está por definición generado por los subespacios generadores de T .

Para ver la implicación recíproca, supongamos que todas las ternas características son distribu-
tivas, en particular las ternas de la forma (W∩i ,Wi,W

+
i ), con 2 ≤ i ≤ n− 1. Por la Observación 4.58

y la Proposición 4.57, sabemos que T es distributivo. �



80 CAPÍTULO 4. ÁLGEBRAS (A,B)-KOSZUL

Consideramos a partir de ahora un álgebra (a, b)-homogénea, A = T (V )/I , con R un espacio
de relaciones y Ra y Rb como antes. Denotamos por Tn al subreticulado de L(V (n)) generado por
los siguientes subespacios:{

V (i) ⊗Ra ⊗ V (n−i−a) si a ≤ n < b,

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) y V (h) ⊗Rb ⊗ V (l), con i+ j + a = h+ l + b = n, si n ≥ b.
(4.4.8)

Definición 4.61 ([B1]). Decimos que un álgebraA es distributiva si todos los subreticulados Tn generados
por (4.4.8) son distributivos.

Lema 4.62. El subreticulado Tn generado por (4.4.8) no es multidistributivo si n > b.

Demostración. Sea n > b y sean Ra ⊗ V (n−a), Rb ⊗ V (n−b) ∈ Tn. Como Ra y Rb son excluyentes,
los espacios vectoriales considerados tienen intersección nula. Elegimos además los subespacios
V (n−a) ⊗ Ra y V (n−b) ⊗ Rb, y obtenemos así cuatro generadores distintos de Tn. Observamos
entonces lo siguiente:

(Ra ⊗ V (n−a)) ∩ (V (n−a) ⊗Ra) 6⊆ V (n−b) ⊗Rb,
(Rb ⊗ V (n−b)) ∩ (V (n−b) ⊗Rb) 6⊆ V (n−a) ⊗Ra,

porque Ra y Rb son excluyentes y ambas intersecciones no se anulan si n > b. Luego, por la
Proposición 4.55, Tn no es multidistributivo. �

Observación 4.63. La idea natural de definir la multidistributividad para un álgebra A = T (V )/I gener-
alizando el concepto de distributividad para álgebras de esta forma, correspondería a pedir que el reticulado
Tn generado por (4.4.8) sea multidistributivo para cualquier n, pero como consecuencia del Lema 4.62 esto
es absurdo.

4.5 Ejemplo

Hasta el momento hemos definido la noción de álgebra (a, b)-Koszul, y también hemos estudiado
propiedades de estas álgebras. En este ejemplo consideraremos álgebras de la forma A = k〈x, y〉/I
tales que I está generado por un espacio de relaciones R que se descompone como R = Ra ⊕ Rb
con Ra y Rb excluyentes, 4 ≤ a < b y donde

• Ra = 〈x2w1 · · ·wa−4y
2〉 con wa−2j = x y wa−2j−1 = y para 2 ≤ j ≤ t donde

t =

{
a−2

2 si a es par,
a−1

2 si a es impar.

• Rb = 〈x2yb−4xy〉.

Notaremos estas álgebras Ãa,b. Nuestro objetivo es decidir bajo qué condiciones Ãa,b es (a, b)-
Koszul.

Observación 4.64. Consideraremos (a, b) 6= (4, 6) ya que de lo contrario Ra y Rb no son excluyentes, lo
que contradice una de las hipótesis generales.

Verifiquemos en primer lugar que valen las (c.e.). Como {x, y} es una base de V ,

{vi1 · · · via−1x
2w1 · · ·wa−4y

2 / vij = x, y}
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es una base de V (a−1) ⊗Ra. La intersección (V (a−1) ⊗Ra)∩ (Ra ⊗ V (a−1) + · · ·+ V (a−2) ⊗Ra ⊗ V )
es claramente nula por la forma de esta base.

Por otro lado, es claro que Jaa+1 = (V ⊗Ra)∩ (Ra ⊗ V ) = 0. Por lo tanto, (V (a−1) ⊗Ra)∩ (Ra ⊗
V (a−1) + · · ·+ V (a−2) ⊗Ra ⊗ V ) = V (a−2) ⊗ Jaa+1.

La verificación de la otra igualdad de las (c.e.) es similar.

En cuanto a las (c.e.n), si tomamos un elemento en (V (b−1)⊗Ra⊗V )∩ (V (b)⊗Ra)∩ (Rb⊗V (a)),
en particular pertenece a (V (b) ⊗ Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a)) = Rb ⊗ Ra = 〈x2yb−4xyx2w1 · · ·wa−4y

2〉; sin
embargo, este generador no pertenece a V (b−1) ⊗ Ra ⊗ V pues su coordenada (a+ b− 2)-ésima es
x. Por lo tanto, la intersección es nula. En forma análoga, (V (a) ⊗ Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b)) = Ra ⊗ Rb =
〈x2w1 · · ·wa−4y

2x2yb−4xy〉. Luego, (V (a−1) ⊗Rb ⊗ V ) ∩ (V (a) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b)) = 0.

Para verificar las (c.e.c.), sea v ∈ (V (b−1) ⊗ Ra) ∩ (Rb ⊗ V (a−1) + · · · + V (a−2) ⊗ Rb ⊗ V ). Así,
v =

∑
i = (i1, · · · , ia+b−1)

λivi1 · · · via+b−1 con λi ∈ k y vij = x o vij = y para 1 ≤ j ≤ a + b − 1.

Como en el caso de las (c.e.), vi1 · · · via+b−1 = vi1 · · · vib−1x
2w1 · · ·wa−4y

2. Para que este elemento
pertenezca a la suma, debe ser además vi1 · · · via+b−1 = vi1 · · · visx2yb−4xyvib+s+1 · · · via+b−1 para
algún s, 0 ≤ s ≤ a − 2. Tenemos de este modo por un lado que vib = vib+1 = x, y por el otro las
siguientes posibilidades:

• si s = 0 entonces vib = y,

• si s = 1 entonces vib+1 = y,

• si 2 ≤ s ≤ a− 2 entonces s+ 2 ≤ a < b y s+ 2 + b− 4 = s− 2 + b ≥ b, luego vib = y.

En todos los casos llegamos a una contradicción y por lo tanto la intersección es nula.
Del mismo modo puede verse que (V (a−1) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b−1) + · · ·+ V (b−2) ⊗Ra ⊗ V ) = 0.

Sea Bn = {vi1 · · · vin / vij = x o vij = y para 1 ≤ j ≤ n} una base de V (n). Es claro que Bn
distribuye con Tn, pues

Bn ∩ Tn = {vi1 · · · visx2w1 · · ·wa−4y
2via+s+1 · · · vin , vi1 · · · virx2yb−4xyvib+r+1 · · · vin /

vij = x o vij = y y 0 ≤ s ≤ n− a, 0 ≤ r ≤ n− b}

y este conjunto es una base de Tn.

El próximo paso es probar que Ker δ2 es 2-puro en grados a + 1 y b + 1. Por lo anterior y la
Proposición 4.50 ya sabemos que el reticulado Tn es distributivo y por lo tanto las ternas definidas
en la Proposición 4.14 también lo son. Además, conservando las notaciones, sabemos que (E′ ⊕
E′′) ∩ (F ′ +G′ + F ′′ +G′′) = E′ ∩ (F ′ +G′) +E′ ∩ (F ′′ +G′′) +E′′ ∩ (F ′ +G′) +E′′ ∩ (F ′′ +G′′).
Analicemos ahora los sumandos que podrían sobrar para obtener la multidistributividad.

Busquemos una base para E′ ∩ (F ′′ +G′′). Un elemento en dicha base, por estar en E′, es de la
forma vi1 · · · vin−ax2w1 · · ·wa−4y

2 donde wj está dado por la definición de Ra. Si este elemento está
en F ′′ también está en F ′. Si está en G′′ = (V (n−2b+1)⊗Rb⊗V (b−1) + · · ·+V (n−a−b)⊗Rb⊗V (a)) +
(V (n−a−b+1)⊗Rb⊗V (a−1)+· · ·+V (n−b−1)⊗Rb⊗V ) y suponemos que vi1 · · · vin−ax2w1 · · ·wa−4y

2 =
vj1 · · · vjn−b−sx2yb−4xyvjn−s+1 · · · vjn donde 1 ≤ s ≤ a − 1, entonces como n − a > n − b − s, la ex-
presión x2w1 · · ·wa−4y

2 debe aparecer en algún momento en la escritura de x2yb−4xyvjn−s+1 · · · vjn
y la única opción posible es cuando (a, b) = (4, 6), caso que fue excluido en la Observación 4.64.
Luego, el elemento no puede pertenecer a V (n−a−b+1) ⊗ Rb ⊗ V (a−1) + · · · + V (n−b−1) ⊗ Rb ⊗ V .
Si este elemento es suma de vectores de los otros sumandos, entonces pertenece a F ′. Luego,
E′ ∩ (F ′′ +G′′) ⊆ E′ ∩ (F ′ +G′).
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Ahora busquemos una base para la intersección E′′ ∩ (F ′ + G′). Un elemento en tal base, por
pertenecer a E′′, es de la forma vi1 · · · vin−bx2yb−4xy. Supongamos que está en

F ′ = (Ra ⊗ V (n−a) + · · ·+ V (n−a−b) ⊗Ra ⊗ V (b))+

(V (n−a−b+1) ⊗Ra ⊗ V (b−1) + · · ·+ V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a)) + (Rb ⊗ V (n−b) + · · ·+ V (n−2b) ⊗Rb ⊗ V (b))+

(V (n−2b+1) ⊗Rb ⊗ V (b−1) + · · ·+ V (n−a−b) ⊗Rb ⊗ V (a))

= F ′′ + (V (n−a−b+1) ⊗Ra ⊗ V (b−1) + · · ·+ V (n−2a) ⊗Ra ⊗ V (a))︸ ︷︷ ︸
D

+

V (n−2b+1) ⊗Rb ⊗ V (b−1) + · · ·+ V (n−a−b) ⊗Rb ⊗ V (a)︸ ︷︷ ︸
⊆G′′

.

Si el elemento está en D, entonces está en alguno de sus sumandos; es decir, vi1 · · · vin−bx2yb−4xy =
vj1 · · · vjn−a−sx2w1 · · ·wa−4y

2vjn−s+1 · · · vjn donde a ≤ s ≤ b−1. En la escritura del lado derecho te-
nemos que vjn−s−2 = x y vjn−s−1 = vjn−s = y y esta situación sólo puede ocurrir del lado izquierdo
en los siguientes casos:

• a partir de una coordenada menor o igual que n− b− 2, entonces n− s− 2 ≤ n− b− 2, que
es una contradicción.

• coordenadas a partir de n − b + 2, entonces n − s − 2 = n − b + 2; es decir, s = b − 4. Este
caso es vi1 · · · vin−bx2yb−4xy = vj1 · · · vjn−a−b+4x

2w1 · · ·wa−4y
2vjn−b+5 · · · vjn y de este modo,

vjn−b+1 = x = wa−3 = y que es una contradicción si a ≥ 6.

Si a = 4, la igualdad se reduce a vi1 · · · vin−bx2yb−4xy = vj1 · · · vjn−bx2y2vjn−b+5 · · · vjn situa-
ción que ocurre sólo si b ≥ 6. Por otro lado, si a = 5, el caso se reduce a vi1 · · · vin−bx2yb−4xy
= vj1 · · · vjn−b−1x

3y2vjn−b+5 · · · vjn y esta situación es posible sólo si b ≥ 6.

Analicemos ahoraE′′∩G′ = (V (n−b)⊗Rb)∩(V (n−2a+1)⊗Ra⊗V (a−1) +· · ·+V (n−a−1)⊗Ra⊗V ).
Supongamos que n ≥ a+ b− 1, entonces

E′′ ∩G′ = V (n−a−b+1) ⊗ [(V (a−1) ⊗Rb) ∩ (V (b−a) ⊗Ra ⊗ V (a−1) + · · ·+ V (b−2) ⊗Ra ⊗ V )]

⊆ V (n−a−b+1) ⊗ [(V (a−1) ⊗Rb) ∩ (Ra ⊗ V (b−1) + · · ·+ V (b−2) ⊗Ra ⊗ V )] = 0,

como ya fue probado anteriormente. Sin embargo, si 2a ≤ n < a + b − 1 entonces un ele-
mento en la intersección es suma de escalares por ciertos vectores tales que vi1 · · · vin−bx2yb−4xy =
vj1 · · · vjn−a−sx2w1 · · ·wa−4y

2vjn−s+1 · · · vjn donde 1 ≤ s ≤ a− 1. Este caso se analiza como E′′ ∩D.
Por lo tanto, E′′ ∩ (F ′ +G′) ⊆ E′′ ∩ (F ′′ +G′′).
Luego, la terna (E′⊕E′′, F ′+G′, F ′′+G′′) es multidistributiva y por la Proposición 4.14, Ker δ2

es 2-puro en grados a+ 1 y b+ 1.

Consideremos ahora m ∈ N tal que m ≥ s+ 1 con s = a o s = b. Entonces

Jsm = (Rs ⊗ V (m−s)) ∩ (V ⊗Rs ⊗ V (m−s−1)) ∩ · · · ∩ (V (m−s) ⊗Rs)
⊆ V (m−s−1) ⊗ [(Rs ⊗ V ) ∩ (V ⊗Rs)] = V (m−s−1) ⊗ Jss+1 = 0.

Por lo tanto, en el Teorema 4.19, tenemos los siguientes dos casos:

• Si i es par, entonces Es = V (n− i
2 s) ⊗ Jsi

2 s
= 0 para s = a, b, pues i

2s ≥ 2s > s+ 1.
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• Si i es impar, entonces Es = V (n− i−1
2 s−1) ⊗ Jsi−1

2 s+1
= 0 para s = a, b, pues i−1

2 s+ 1 ≥ s+ 1.

Luego, las distributividades y multidistributividades de las ternas en el Teorema 4.19 se satisfacen
trivialmente.

Concluimos de esta manera, por los Teoremas 4.19 y 4.24, el siguiente lema:

Lema 4.65. Las álgebras Ãa,b son (a, b)-Koszul si y sólo si (a, b) = (4, 5) o a, b ∈ N son tales que 6 ≤ a < b.

Observación 4.66. Las álgebras de la forma A = k〈x,y〉
〈xa,yb〉 donde a, b ∈ N son tales que 2 ≤ a < b no son

(a, b)-Koszul. Para mostrar esta afirmación consideremos la terna (Ea ⊕ Eb, (F1 + F2) + F3 + F4, (F5 +
F6) + F7 + F8) dada como en el Teorema 4.19 para el caso en que i es impar.

Sea Bn = {vi1 · · · vin / vij = x o vij = y para 1 ≤ j ≤ n} una base de V (n). Es claro que
Bn distribuye con Tn, pues Bn ∩ Tn = {vi1 · · · visxavia+s+1 · · · vin , vi1 · · · virybvib+r+1 · · · vin / vij =
x o vij = y y 0 ≤ s ≤ n− a, 0 ≤ r ≤ n− b} donde wi está dado por la definición de Ra. Este conjunto
es una base de Tn. Así, por la Proposición 4.50, Tn es distributivo.

Vemos que: (Ea ⊕ Eb) ∩ (F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F6 + F7 + F8) = Ea ∩ (F1 + F2 + F3 + F4) +
Ea ∩ (F5 +F6 +F7 +F8) +Eb ∩ (F1 +F2 +F3 +F4) +Eb ∩ (F5 +F6 +F7 +F8). Consideremos i ≥ 5,
n ≥ i+1

2 b+ 1 y el elemento v = vj1 · · · vjn− i+1
2 b+1

y
i+1
2 b−1 donde

vjt =

{
x si t = n− i+1

2 b− 2h+ 1,
y si t = n− i+1

2 b− 2h,

para h ≥ 0 y mientras los subíndices tengan sentido. Si bien v ∈ Eb ∩F2 pues i−1
2 b+ 1 < i+1

2 b− 1, es fácil
ver que no pertenece a Ea ni a F5 + F6 + F7 + F8. Luego, la terna no es multidistributiva.

4.6 Álgebra opuesta y álgebra dual

En esta sección definimosA◦, el álgebra (a, b)-homogénea opuesta de un álgebraA y probamos que
A◦ es (a, b)-Koszul si y sólo si A lo es. Además, analizamos si las condiciones (c.e.), (c.e.n.) y (c.e.c.)
válidas para A siguen valiendo para A◦.

Por otro lado, definimos el álgebra (a, b)-homogénea dual de A y vemos que la noción de ser
(a, b)-Koszul en general no se preserva para el álgebra dual asociada.

Durante esta sección, A = T (V )/I es una k-álgebra (a, b)-homogénea sobre un k-espacio vecto-
rial de dimensión finita V , y R = Ra ⊕ Rb, con Ra y Rb excluyentes, genera como antes el ideal I .
Consideremos el endomorfismo k-lineal τ de T (V ) definido por:

• τ(1) = 1,

• τ(w1 ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wn) = wn ⊗ · · · ⊗ w2 ⊗ w1 para w1, · · · , wn ∈ V y n ≥ 1.

Definición 4.67 ([B1]). Sean A y B dos k-álgebras y sea f : A→ B un morfismo k-lineal tal que f(ab) =
f(b)f(a) para todo a, b ∈ A. Entonces f se dice un anti-homomorfismo de álgebras. Si además f es
biyectivo, se dice que es un anti-isomorfismo.

Claramente, τ es un anti-isomorfismo del álgebra tensorial T (V ) que induce naturalmente el
siguiente anti-isomorfismo de álgebras:

τ : A −→ T (V )
I(τ(R))

.
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Es claro que si R = Ra⊕Rb con Ra y Rb excluyentes, entonces τ(R) = τ(Ra)⊕ τ(Rb) con τ(Ra)
y τ(Rb) excluyentes.

Denotamos porA◦ al álgebra (a, b)-homogénea cuyo ideal de relaciones está generado por τ(R).
Vemos que τ es un isomorfismo de álgebras entre el álgebra opuesta de A, Aop, y A◦. Decimos que
A◦ es el álgebra (a, b)-homogénea opuesta de A.

Proposición 4.68. El álgebra A◦ es (a, b)-Koszul si y sólo si A lo es.

Demostración. La aplicación τ , induce un isomorfismo de la categoría de A-módulos a derecha
Z-graduados y acotados inferiormente en la categoría de A◦-módulos a izquierda Z-graduados y
acotados inferiormente, definido de la siguiente manera:

mod -A → A◦- mod
M 7→ M,

donde la estructura de M como A◦-módulo está dada por:

A◦ ⊗M →M

a⊗m 7→ am := mτ−1(a).

Esta multiplicación está bien definida pues τ−1 : A◦ → A es un anti-isomorfismo de k-álgebras y
M es un A-módulo a derecha.

Si A es (a, b)-Koszul, y aplicamos τ a los módulos de la resolución de Koszul del A-módulo
a derecha k, obtenemos una resolución del A◦-módulo a izquierda k que es de Koszul pues τ es
un isomorfismo homogéneo y por lo tanto preserva la graduación. En particular, un álgebra A es
(a, b)-Koszul a derecha si y sólo si A◦ es (a, b)-Koszul a izquierda. �

Definición 4.69. Un álgebra (a, b)-homogéneaA se dice τ-conmutativa si τ(R) = R, o equivalentemente,
si A◦ = A.

Ejemplo. Sean a, b ∈ N tales que 2 < a < b, entonces las álgebras de la forma A = k〈x,y〉
〈xa,yb〉 son

τ -conmutativas.

Proposición 4.70. Las (c.e.) se satisfacen para A◦ si y sólo si las (c.e.) se satisfacen para A.

Demostración. Observemos primero que si W1 y W2 son subespacios de V (n), entonces como τ es
un anti-isomorfismo de T (V ) se verifican las siguientes propiedades:

(i) τ(W1 +W2) = τ(W1) + τ(W2).

(ii) τ(W1 ∩W2) = τ(W1) ∩ τ(W2).

(iii) τ(V (n)) = V (n).

(iv) τ(W1 ⊗W2) = τ(W2)⊗ τ(W1).

Supongamos ahora que se satisfacen las (c.e.) para A, entonces por la Proposición 4.12, sabemos
que para 2 ≤ m ≤ a− 1 y 2 ≤ l ≤ b− 1 las ternas:

(E,F,G) = (V (m) ⊗Ra, Ra ⊗ V (m), V ⊗Ra ⊗ V (m−1) + · · ·+ V (m−1) ⊗Ra ⊗ V ) y

(Ê, F̂ , Ĝ) = (V (l) ⊗Rb, Rb ⊗ V (l), V ⊗Rb ⊗ V (l−1) + · · ·+ V (l−1) ⊗Rb ⊗ V )
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son distributivas.
Sean F ′ = τ(E),E′ = τ(F ) yG′ = τ(G), queremos ver que (E′, F ′, G′) es distributiva. Dado v ∈

E′∩ (F ′+G′), entonces v ∈ E′ y v = v1 +v2 con v1 ∈ F ′ y v2 ∈ G′. Así, τ−1(v) = τ−1(v1)+ τ−1(v2),
luego τ−1(v1)︸ ︷︷ ︸

∈E

= τ−1(v)︸ ︷︷ ︸
∈F

− τ−1(v2)︸ ︷︷ ︸
∈G

y al ser (E,F,G) una terna distributiva, sabemos que existen

w1 ∈ E ∩ F y w2 ∈ E ∩ G tales que τ−1(v1) = w1 + w2. Por lo tanto, v1 = τ(w1) + τ(w2) y
v = τ(w1)+τ(w2)+v2, donde τ(w1) ∈ E′∩F ′, τ(w2)+v2 ∈ G′ y además, τ(w2)+v2 = v−τ(w1) ∈ E′.
Luego, v ∈ (E′ ∩ F ′) + (E′ ∩ G′), y entonces la terna (E′, F ′, G′) es distributiva. Análogamente si
tomamos Rb.

Además, sabemos que valen las siguientes inclusiones:

(V (m) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (m)) ⊆ V (m−1) ⊗Ra ⊗ V y (V (l) ⊗Rb) ∩ (Rb ⊗ V (l)) ⊆ V (l−1) ⊗Rb ⊗ V,

y por el Lema 4.13 estas inclusiones son equivalentes a las siguientes igualdades:

(V (m) ⊗Ra) ∩ (Ra ⊗ V (m)) = Jaa+m y (V (l) ⊗Rb) ∩ (Rb ⊗ V (l)) = Jbb+l.

Nuevamente, si aplicamos τ obtenemos las inclusiones necesarias para asegurar que las (c.e.) se
satisfacen para A◦. �

Observación 4.71. Por el contrario, no tenemos este tipo de equivalencia para las (c.e.n.) ni para las (c.e.c)
entre A◦ y A. Para mostrar esta situación consideramos el álgebra A = k〈x,y〉

〈x3,xy3〉 . Las (c.e.n.) para A son las
siguientes:

• (V (3) ⊗R3 ⊗ V ) ∩ (V (4) ⊗R3) ∩ (R4 ∩ V (3)) = 0.

• (V (2) ⊗R4 ⊗ V ) ∩ (V (3) ⊗R4) ∩ (R3 ∩ V (4)) = 0.

Sin embargo, y3x4 ∈ (V (3) ⊗ τ(R3)⊗ V ) ∩ (V (4) ⊗ τ(R3)) ∩ (τ(R4)⊗ V (3)). Luego, no se satisfacen
las (c.e.n.) para A◦.

Por otro lado, consideramos el álgebra A = k〈x,y〉
〈xy2,x4+x3y〉 .

• Es fácil ver que la intersección (V (3) ⊗R3) ∩ (R4 ⊗ V (2) + V ⊗R4 ⊗ V ) es nula.

• Vemos también que (V (2) ⊗R4) ∩ (R3 ⊗ V (3) + V ⊗R3 ⊗ V (2) + V (2) ⊗R3 ⊗ V ) = 0.

Por lo tanto, las (c.e.n.) se satisfacen para A. Sin embargo, τ(R3) = 〈y2x〉 y τ(R4) = 〈x4 + yx3〉. Luego,
el elemento y2(x4 + yx3) pertenece a (V (2) ⊗ τ(R4))∩ (τ(R3)⊗ V (3) + V ⊗ τ(R3)⊗ V (2)), y por lo tanto
las (c.e.c.) no se satisfacen para A◦.

Sea V ∗ el espacio vectorial dual de V . Denotaremos R⊥a y R⊥b a los subespacios de (V ∗)(a) y de
(V ∗)(b) que son ortogonales (respecto de la evaluación) a Ra y Rb respectivamente.

Definimos el álgebra (a, b)-homogénea dual deA, que denotamos porA!, como T (V ∗)/Ĩ donde
R⊥a ⊕R⊥b es un espacio de relaciones para el ideal Ĩ .

Introducimos las siguientes notaciones:

J(Ra)n =

V
(n) si 0 ≤ n ≤ a− 1,⋂

i + j + a = n

V (i) ⊗Ra ⊗ V (j) = Jan si n ≥ a,
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J(Rb)n =

V
(n) si 0 ≤ n ≤ b− 1,⋂

h + l + b = n

V (h) ⊗Rb ⊗ V (l) = Jbn si n ≥ b.

Resulta sencillo probar el siguiente lema:

Lema 4.72. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión finita y sea R un subespacio de V (n). Entonces,

(V (i) ⊗R⊗ V (j))⊥ ' (V ∗)(i) ⊗R⊥ ⊗ (V ∗)(j).

Corolario 4.73. (I(R⊥a ⊕R⊥b ))n = (J(Ra)⊥)n + (J(Rb)⊥)n.

Demostración. Es inmediato usando el Lema 4.72. �

Definimos ahora la aplicación:

ρ : L(V (n)) → L((V ∗)(n))
W 7→ W⊥.

Es simple ver que ρ es un anti-isomorfismo de reticulados; es decir ρ es un isomorfismo tal que
ρ(W +W ′) = ρ(W ) ∩ ρ(W ′) y ρ(W ∩W ′) = ρ(W ) + ρ(W ′).

Más aún, ρ transforma a Tn en el reticulado generado por los subespacios (V ∗)(i)⊗R⊥a ⊗ (V ∗)(j)

y (V ∗)(h) ⊗R⊥b ⊗ (V ∗)(l) con i+ j + a = h+ l + b = n.
Supongamos ahora que R⊥a y R⊥b son excluyentes. Observamos que, vía el anti-isomorfismo ρ,

(i) Las (c.e.) se satisfacen para A! si y sólo si valen las siguientes inclusiones:

V (a−2) ⊗Ra ⊗ V ⊆ (V (a−1) ⊗Ra) + (Ra ⊗ V (a−1) ∩ · · · ∩ V (a−2) ⊗Ra ⊗ V ),

V (b−2) ⊗Rb ⊗ V ⊆ (V (b−1) ⊗Rb) + (Rb ⊗ V (b−1) ∩ · · · ∩ V (b−2) ⊗Rb ⊗ V ).

(ii) Las (c.e.n.) se satisfacen para A! si y sólo si valen las siguientes igualdades:

(V (b−1) ⊗Ra ⊗ V ) + (V (b) ⊗Ra) + (Rb ⊗ V (a)) = V (a+b),

(V (a−1) ⊗Rb ⊗ V ) + (V (a) ⊗Rb) + (Ra ⊗ V (b)) = V (a+b).

(iii) Las (c.e.c.) se satisfacen para A! si y sólo si valen las siguientes igualdades:

(V (b−1) ⊗Ra) + (Rb ⊗ V (a−1) ∩ · · · ∩ V (a−2) ⊗Rb ⊗ V ) = V (a+b−1),

(V (a−1) ⊗Rb) + (Ra ⊗ V (b−1) ∩ · · · ∩ V (b−2) ⊗Ra ⊗ V ) = V (a+b−1).

Ejemplo. En general si Ra y Rb son excluyentes, R⊥a y R⊥b no necesariamente lo son. En particular,
si consideramos R3 = 〈x3〉 y R4 = 〈y4〉, son excluyentes. Sin embargo, (x∗)2y∗ ∈ R⊥3 y (x∗)3y∗ ∈
R⊥4 y por lo tanto (V ∗ ⊗R⊥3 ) ∩R⊥4 6= 0.

Luego, el hecho que A sea (a, b)-Koszul no implica que A! también lo sea en general.
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4.7 Resoluciones del álgebra como bimódulo

En esta sección,A denotará un álgebra (a, b)-homogénea sobre un k-espacio vectorial de dimensión
finita V . Estamos interesados en encontrar resoluciones de A como A-bimódulo para calcular su
homología de Hochschild. Denotamos por C a la categoría abeliana de A-bimódulos Z-graduados
acotados inferiormente, donde los morfismos son morfismos de bimódulos que preservan la gra-
duación. Sea Ae = A ⊗k Aop el álgebra envolvente de A. Es conocido que C es naturalmente
isomorfa a la categoría de Ae-módulos a izquierda Z-graduados y acotados inferiormente.

Con la identificación anterior, si M es un A-bimódulo graduado, y l ∈ Z, el A-bimódulo M [l]
está graduado por (M [l])n = Mn+l. Recordemos además que un A-bimódulo M es s-concentrado
(respectivamente s-puro) en grados l1, · · · , ls si existen enteros l1 < · · · < ls tales que M = Ml1 ⊕
· · · ⊕Mls (respectivamente, M = AMl1A+ · · ·+AMlsA).

Si s = 1 decimos simplemente que M es concentrado (respectivamente puro). Un A-bimódulo
es s-concentrado en grados l1, · · · , ls si y sólo si es isomorfo a una suma directa de A-bimódulos
de la forma k[−l1, · · · ,−ls]. El A-bimódulo Ae[−l] es puro en grado l. Recordemos que un A-
bimódulo acotado inferiormenteM es libre-graduado si y sólo siM es isomorfo a una suma directa
de módulos de la forma Ae[−li] y la familia {li} está acotada inferiormente. Debido a resultados
probados en la Sección §2.2 tenemos las siguientes propiedades:

(i) Un A-bimódulo M es proyectivo (como objeto de C) si y sólo si M es libre-graduado.

(ii) Todo A-bimódulo M admite una cápsula proyectiva que es única salvo isomorfismos.

(iii) Todo A-bimódulo M admite una resolución proyectiva minimal única salvo isomorfismos.

(iv) Toda resolución proyectiva de un A-bimódulo M contiene como sumando directo a una re-
solución proyectiva minimal.

Observemos también que cualquier A-bimódulo proyectivo M s-puro en grados l1, · · · , ls es
isomorfo a A⊗kMl1 ⊗kA+ · · ·+A⊗kMls ⊗A donde Mlj es un A-bimódulo concentrado en grado
lj para 1 ≤ j ≤ s.

Recordaremos ahora algunos resultados elementales que serán de utilidad en el desarrollo de
esta sección.

Lema 4.74 ([B1]). Sea A =
⊕
n ≥ 1

An el ideal de aumentación de A y sea M un A-bimódulo. Entonces se

satisface lo siguiente:

(i) El morfismo
M → M ⊗A k
m 7→ m⊗ 1

induce un isomorfismo entre los A-bimódulos M
MA y M ⊗A k.

(ii) El morfismo
M → k ⊗AM
m 7→ 1⊗m

induce un isomorfismo entre los A-bimódulos M
AM y k ⊗AM .
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(iii) El morfismo
M → k ⊗AM ⊗A k
m 7→ 1⊗m⊗ 1

induce un isomorfismo entre los A-bimódulos M
MA+AM y k ⊗AM ⊗A k.

(iv) Si M es s-puro en grados l1, · · · , ls, ordenados en forma creciente, entonces el morfismo

Ml1 → k ⊗AM ⊗A k
m 7→ 1⊗m⊗ 1

es un isomorfismo.

Demostración.

(i) Definimos las siguientes aplicaciones lineales:

ϕ : M
MA → M ⊗A k y ψ : M ⊗A k → M

MA
m 7→ m⊗ 1 m⊗ 1 7→ m

.

Si m = m′, entonces m − m′ ∈ MA y por lo tanto m − m′ = na con n ∈ M y a ∈ A. Así,
m ⊗ 1 − m′ ⊗ 1 = (m − m′) ⊗ 1 = na ⊗ 1 = n ⊗ a1 = 0. Luego, ϕ(m) = ϕ(m′) y así ϕ
está bien definida. Observemos que la estructura de M ⊗A k como A-bimódulo está dada por
a(m ⊗ λ)b = amb ⊗ λ para a, b ∈ A, m ∈ M y λ ∈ k. Además, ϕ(m + m′) = (m + m′) ⊗ 1 =
m⊗ 1 +m′⊗ 1 = ϕ(m) +ϕ(m′) y ϕ(amb) = ϕ(amb) = amb⊗ 1 = m⊗ ab que es nulo si ab 6∈ k
y coincide con el elemento a(m⊗ 1)b si ab ∈ k. Luego, ϕ es un morfismo A-bilineal.

Las composiciones ψ ◦ ϕ y ϕ ◦ ψ son las identidades correspondientes.

(ii) Se prueba análogamente a la propiedad (i).

(iii) Es combinación de las propiedades (i) y (ii).

(iv) Si M es s-puro en grados l1, · · · , ls, entonces MA + AM =
⊕
n > l1

Mn con lo cual M
MA+AM =

l1⊕
n = 0

Mn y por la propiedad (iii), es isomorfo a k ⊗AM ⊗A k. Como Mn = 0 para n < l1, Ml1

resulta isomorfo a k ⊗AM ⊗A k. �

Observación 4.75. Como un A-bimódulo es un Ae-módulo, valen los análogos de las Proposiciones 2.2,
2.4, 2.16 y del Corolario 2.3 donde en este último la equivalencia también es válida si tomamos el morfismo
1k ⊗A f ⊗A 1k.

Enunciamos el siguiente resultado cuya demostración puede verse en [B4].

Lema 4.76 (Lemme 1.6, [B4]). Sea
M ′′

g−→M ′
f−→M (4.7.1)

un complejo en C de A-módulos libre-graduados donde M ′′ está acotado inferiormente. Este complejo es
exacto si el siguiente complejo lo es:

M ′′ ⊗A k
g⊗1k−→ M ′ ⊗A k

f⊗1k−→ M ⊗A k. (4.7.2)
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Las siguientes ideas están basadas en el trabajo [B3]. Dado s = a, b, sea (KL,s, δL,s) tal que
(KL,s)i = A⊗Jsns(i) para i ≥ 0 y el morfismoA-lineal (δL,s)i : (KL,s)i → (KL,s)i−1 está definido vía
la inclusión natural Jsns(i) ↪→ A⊗ Jsns(i−1). Resulta claro que (δL,s)s = 0, entonces (KL,s, δL,s) es un
s-complejo. Análogamente, (KR,s, δR,s), con (δR,s)i : (KR,s)i → (KR,s)i−1 definido vía la restric-
ción del morfismo k-lineal V (ns(i)) → A⊗V (ns(i−1)) dado por vj1 · · · vjns(i) 7→ vjns(i−1)−1 · · · vjns(i) ⊗
vj1 · · · vjns(i−1) es un s-complejo. Luego, KL−R,s = KL,s ⊗ A = A ⊗ KR,s es un s-complejo de
bimódulos con diferencial δ′L,s = δL,s ⊗ 1A (respectivamente, δ′R,s = 1A ⊗ δR,s). Veamos que δ′L,s y
δ′R,s conmutan.

Consideremos la aplicación

(KL,s)i ⊗k A
(δL,s)i⊗1A−→ (KL,s)i−1 ⊗k A

∼−→ A⊗k (KR,s)i−1
1A⊗(δR,s)i−1−→ A⊗k (KR,s)i−2.

Supongamos que i es par. La aplicación anterior se reduce a:

α⊗ vj1 · · · vj i
2 s
⊗ β 7→ αvj1 · · · vjs−1 ⊗ vjs · · · vj i

2 s
⊗ β 7→ β ⊗ vjs · · · vj i

2 s
⊗ αvj1 · · · vjs−1

7→ β ⊗ vjs · · · vj i−2
2 s+1

⊗ vj i−2
2 s+2

· · · vj i
2 s
αvj1 · · · vjs−1 .

Por otro lado, también tenemos la aplicación

A⊗k (KR,s)i
1A⊗(δR,s)i−→ A⊗k (KR,s)i−1

∼−→ (KL,s)i−1 ⊗k A
(δL,s)i−1⊗1A−→ (KL,s)i−2 ⊗k A.

En este caso las asignaciones son las siguientes:

β ⊗ vj1 · · · vj i
2 s
⊗ α 7→ β ⊗ vj1 · · · vj i−2

2 s+1
⊗ vj i−2

2 s+2
· · · vj i

2 s
α 7→

vj i−2
2 s+2

· · · vj i
2 s
α⊗ vj1 · · · vj i−2

2 s+1
⊗ β 7→ vj i−2

2 s+2
· · · vj i

2 s
αvj1 · · · vjs−1 ⊗ vjs · · · vj i−2

2 s+1
⊗ β.

Vemos que, vía el isomorfismo y la linealidad, estos diferenciales conmutan. Análogamente sucede
para i impar.

Definimos ahora la diferencial si i es impar como

(d′s)i = δ′L,s − δ′R,s,

y si i es par como

(d′s)i = (δ′L,s)
s−1 + (δ′L,s)

s−2δ′R,s + · · ·+ δ′L,s(δ
′
R,s)

s−2 + (δ′R,s)
s−1.

Obtenemos un complejo proyectivo puro en la categoría C, pues si i es par,

(d′s)i−1(d′s)i = (δ′L,s − δ′R,s)[(δ′L,s)s−1 + (δ′L,s)
s−2δ′R,s + · · ·+ δ′L,s(δ

′
R,s)

s−2 + (δ′R,s)
s−1]

= (δ′L,s)
s + (δ′L,s)

s−1δ′R,s + · · ·+ (δ′L,s)
2(δ′R,s)

s−2 + δ′L,s(δ
′
R,s)

s−1

− δ′R,s(δ′L,s)s−1 − δ′R,s(δ′L,s)s−2δ′R,s − · · · − δ′R,sδ′L,s(δ′R,s)s−2 − (δ′R,s)
s

= (δ′L,s)
s−1δ′R,s + · · ·+ (δ′L,s)

2(δ′R,s)
s−2 + δ′L,s(δ

′
R,s)

s−1

− (δ′L,s)
s−1δ′R,s − (δ′L,s)

s−2(δ′R,s)
2 − · · · − δ′L,s(δ′R,s)s−1 = 0.

Análogamente si i es impar. Consideramos ahora el complejo deA-bimódulos (KL−R, d
′) dado por

(KL−R)i = (KL,a)i⊗A⊕ (KL,b)i⊗A y diferencial d′ = d′a⊕d′b. Este complejo se llama el complejo
de Koszul del A-bimódulo A.
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Teorema 4.77. Sea A un álgebra (a, b)-homogénea sobre V (2 < a < b), A = T (V )/I con I generado por
R = Ra ⊕Rb, Ra y Rb excluyentes. El complejo de Koszul por A-bimódulos aumentado:

· · · −→ (KL−R)2
d′2−→ (KL−R)1

d′1−→ (KL−R)0
µ−→ A −→ 0 (4.7.3)

es exacto si y sólo si A es (a, b)-Koszul.

Demostración. Supongamos primero queA es (a, b)-Koszul. Si aplicamos el funtor−⊗Ak a (4.7.3)
obtenemos el complejo KL con aumentación ε, que es exacto. Entonces, como los A-bimódulos
(KL−R)i son libre-graduados y acotados inferiormente para todo i ∈ N0, por el Lema 4.76, (4.7.3)
es exacto.

Recíprocamente, supongamos que (4.7.3) es exacto y denotemos por CR a la categoría abeliana
de A-módulos a derecha graduados y acotados inferiormente, entonces (4.7.3) es una resolución
proyectiva de A en CR.

Por otro lado, también tenemos una resolución proyectiva de A en CR de la forma

0 −→ A
1A−→ A −→ 0. (4.7.4)

Si aplicamos resultados conocidos del álgebra homológica a la categoría CR, obtenemos que µ :
(KL−R)0 → A puede ser extendido a un morfismo de resoluciones f , de (4.7.3) a (4.7.4) y que
i : A → (KL−R)0 definido por a 7→ 1 ⊗ a, se extiende a un morfismo de resoluciones g, de (4.7.4)
a (4.7.3) de modo tal que el morfismo identidad de (4.7.3) es homotópico en CR a g ◦ f y de este
modo, es homotópicamente nulo en grados positivos. Finalmente, si aplicamos el funtor − ⊗A k
a (4.7.3), concluimos la exactitud del complejo de Koszul a izquierda en grados positivos y por la
Proposición 4.28, A es (a, b)-Koszul. �

Observación 4.78. Si A es (a, b)-Koszul, el complejo (4.7.3) es una resolución proyectiva minimal de A en
la categoría C por la Observación 4.75 y la Proposición 2.16.

A partir de este momento A será una k-álgebra (a, b)-Koszul.
Recordemos que como A es k-playo, la homología de Hochschild HH∗(A) es isomorfa a

TorA
e

∗ (A,A). Luego,
HH∗(A) ' H∗(A⊗Ae KL−R, 1A ⊗ d′).

Fijemos i ≥ 0. Para s = a, b existen isomorfismos k-lineales,

fsi : A⊗Ae (A⊗k Jsns(i) ⊗k A) → A⊗k Jsns(i)
α⊗ (β ⊗m⊗ γ) 7→ γαβ ⊗m

y

gsi : A⊗k Jsns(i) → A⊗Ae (A⊗k Jsns(i) ⊗k A)
α⊗m 7→ α⊗ (1⊗m⊗ 1).

De esta manera, el complejo (A ⊗Ae KL−R, 1A ⊗ d′) se puede identificar con el complejo (KL, d),
donde d será explicitada enseguida. Por lo tanto, obtenemos el complejo de k-espacios vectoriales:

· · · −→ A⊗ (Ja2a ⊕ Jb2b)
d4−→ A⊗ (Jaa+1 ⊕ Jbb+1) d3−→ A⊗ (Jaa ⊕ Jbb ) d2−→ A⊗ V d1−→ A⊗ k −→ 0,

cuya homología es HH∗(A). Si usamos las identificaciones tenemos las siguientes diferenciales:

• Si v ∈ V , α ∈ A, entonces d1(α⊗ v) = (1A⊗d′1)(α⊗ 1⊗ v⊗ 1) = α⊗ (v⊗ 1− 1⊗ v) = αv− vα.
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• Si i ≥ 3 es impar, sean α ∈ A; v, v′ ∈ V y w ∈ V ( i−1
2 s−1) con s = a, b. Entonces

di(α⊗ vwv′) = αv ⊗ wv′ − v′α⊗ vw.

• Si i es par, sean vj1 , · · · , vj i
2 s
∈ V con s = a, b. Entonces

di(α⊗ vj1 · · · vj i
2 s

) = αvj1 · · · vjs−1 ⊗ vjs · · · vj i
2 s

+

vj i
2 s
αvj1 · · · vjs−2 ⊗ vjs−1 · · · vj i

2 s−1
+ · · ·+ vj i−2

2 s+2
· · · vj i

2 s
α⊗ vj1 · · · vj i−2

2 s+1
.

Observar que se pueden obviar los escalares del lado derecho del tensor sin pérdida de genera-
lidad pues el tensor está tomado sobre k.

4.7.1 Homología de Hochschild de las álgebras Ãa,b

Consideraremos las álgebras Ãa,b con (a, b) = (4, 5) o 6 ≤ a < b definidas en la Sección §4.5. Hemos
probado que estas álgebras son (a, b)-Koszul. Estamos interesados ahora en calcular su homología
de Hochschild. Para ello utilizaremos el complejo de Koszul del Ãa,b-bimódulo Ãa,b definido en la
sección anterior que se reduce a:

0 −→ Ãa,b ⊗ (Ra ⊕Rb)
d2−→ Ãa,b ⊗ V

d1−→ Ãa,b ⊗ k
d0−→ 0.

Resulta que HHn(Ãa,b) = 0 si n ≥ 3. Calcularemos entonces los restantes grupos de homología
de Hochschild.

El grupo HH0(Ãa,b)

SeaA = Ãa,b. Sabemos que HH0(A) = Ker d0
Im d1

. Como d0 = 0, Ker d0 = A⊗k ' A. Por otro lado, Im d1

está generado como k-espacio vectorial por el conjunto {αx− xα, αy − yα / α ∈ A}. Tenemos
entonces que (HH0(A))0 = k pues Im d1 puede ser no nulo sólo en grados mayores o iguales que
uno. Además, (HH0(A))1 = 〈x, y〉 porque (Im d1)1 = {λx− xλ, λy − yλ / λ ∈ k} = {0}.

Notaremos por [−] a la clase de un elemento en la homología.

Observación 4.79. Si [w1 · · ·wn] ∈ (HH0(A))n, esta clase consiste en todos los elementos que se obtienen
al realizar las permutaciones cíclicas de las coordenadas de un representante.

Supongamos que tenemos una ruleta circular con n casillas. Asignamos a cada casilla una letra
x o y. Dos asignaciones son consideradas diferentes si no existe una rotación que transforme una en
la otra. Por la Observación 4.79 resulta claro que la cantidad de clases no nulas distintas que forman
(HH0(A))n está acotada por la cantidad de estas diferentes asignaciones. Observar que alguna de
estas clases podría anularse por las relaciones del álgebra.

Enunciaremos una fórmula que permite calcular el cardinal del conjunto de clases -sin tomar en
cuenta las relaciones de A, (ver [A1], Chapter V, section 3), para lo cual necesitaremos la siguiente
definición conocida en Teoría de Números.

Definición 4.80. Sea n ∈ N. La función de Euler, ϕ(n), está dada por la cantidad de enteros positivos
menores o iguales que n que son coprimos con él.
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Es sabido que esta función puede calcularse mediante la fórmula

ϕ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)

donde p es un primo positivo.
La cantidad de clases enunciadas anteriormente está dada por

ρ(n) =
1
n

∑
m|n

ϕ(m)2
n
m . (4.7.5)

Calcularemos explícitamente las dimensiones de (HH0(A))n para n = 2, 3, 4 y describiremos un
algoritmo que permita calcular estas dimensiones para n ≥ 5.

Los elementos xn e yn forman dos clases unitarias distintas no nulas. Para 0 ≤ s ≤ n notamos
por Cn−s = [xn−sys], se trata de n+ 1 clases distintas entre sí, salvo que se anulen en A.

Mostramos las clases que forman (HH0(A))n para n = 2, 3, 4.

(i) Si n = 2, C2 = [x2], C1 = [xy], C0 = [y2].

Hay 22 elementos ubicados en ρ(2) = 3 clases. Observar que ninguna de estas clases es nula
en A.

(ii) Si n = 3, C3 = [x3], C2 = [x2y], C1 = [xy2], C0 = [y3].

Hay 23 elementos ubicados en ρ(3) = 4 clases. Nuevamente, ninguna de estas clases es nula
en A.

(iii) Si n = 4, [xyxy], C4 = [x4], C3 = [x3y], C2 = [x2y2], C1 = [xy3], C0 = [y4].

Tenemos 24 elementos ubicados en ρ(4) = 6 clases. Ninguna de estas clases es nula salvo el
caso en que A = Ã4,5 donde C2 se anula.

De ahora en más, salvo que se aclare lo contrario, todas las coordenadas pertenecen al conjunto
{x, y}.

Observación 4.81. Sean n ≥ 5 y w = xn−2w1w2. Si w1 = x o w2 = x, w ∈ Cn o w ∈ Cn−1 donde
w1 = w2 y w1 6= w2 respectivamente. Si w1 = w2 = y, w ∈ Cn−2. Luego, estos elementos no originan
nuevas clases.

Definición 4.82. Sea [w] = [w1 · · ·wm] y sea h tal que 2 ≤ h ≤ m. Decimos que xh se realiza en [w] si
existe i tal que 1 ≤ i ≤ m− h+ 1, wi = · · · = wi+h−1 = x y wi−1 = wi+h = y. Por convención, si i = 1,
w0 = wm, y si i = m− h+ 1, wm+1 = w1.

Ahora estamos en condiciones para dar el algoritmo que permite calcular las clases que forman
(HH0(A))n para n ≥ 5.

Algoritmo.

(1) Para s = 0, · · · , n, tomamos las clases Cn−s = [xn−sys]. Si A = Ã4,5, las clases Cn−s son nulas
para 2 ≤ s ≤ n− 2. Si (a, b) 6= (4, 5) no hay clases de este tipo que se anulen.
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(2) Para s = 3, · · · , n − 2 consideramos la clase [w] = [xn−sw0 · · ·ws−1]. Si w0 = x o ws−1 = x,
[w] = Cn−s′ con s′ < s. Si w0 = · · · = ws−1 = y, [w] = Cn−s. Luego, para obtener nuevas
clases hay que tomar elementos de la forma xn−syw1 · · ·ws−2y. Sin embargo, si xt se realiza
en [w1 · · ·ws−2] para t > n− s, vía una permutación cíclica vemos que [w] = [xtw′0 · · ·w′n−t−1]
y no generamos una nueva clase.

Obsevemos además que si xn−s se realiza en [w1 · · ·ws−2] dos elementos distintos de este tipo
pueden pertenecer a la misma clase. Por ejemplo, si n = 16 y s = 13, [x3yxyx3yxyx3y] =
[x3yxyx3yx3yxy] donde w1 · · ·ws−2 es xyx3yxyx3 en el primer representante de la clase y es
xyx3yx3yx en el segundo.

(3) Resta analizar los elementos de la forma xyw1 · · ·wn−3y donde yn−3 y xt no se realizan en
[w1 · · ·wn−3] si 2 ≤ t ≤ n − 3. Es claro que [xyw1 · · ·wn−3y] = [yxyw1 · · ·wn−3]. Sin em-
bargo, observemos que dos elementos distintos de esta forma pueden pertenecer a la misma
clase. Por ejemplo, si n = 9, [yxy4xyx] = [yxyxy4x] donde w1 · · ·wn−3 es y3xyx en el
primer representante de la clase y es xy4x en el segundo. Entonces, para obtener nuevas
clases consideramos los elementos de la forma yxyw1 · · ·wn−3 donde w1 · · ·wn−3 = yn−4x
y para h = 5, · · · , n, w1 · · ·wn−3 = yn−hxu1 · · ·uh−4 es tal que u1 = y y xt no se realiza en
[u2 · · ·uh−4] para 2 ≤ t ≤ h − 5. Observar que si yr se realiza en u1 · · ·uh−4 para r > n − h,
distintos elementos pueden generar la misma clase; por ejemplo, si n = 10, h = 8 y r = 3,
[yxy3xy3x] = [yxy3xyxy2].

(4) De estas clases hay que analizar cuáles pueden anularse al considerar las relaciones.

Las clases obtenidas en (2) se anulan en los siguientes casos:

(i) Si s ≥ a+ 2 y existe i tal que 1 ≤ i ≤ s− a− 1, wi = wi+1 = x y wi+a−2 = wi+a−1 = y.

(ii) Si s = a− 1 y ws−3 = ws−2 = y.

(iii) Si s = a− 2 y ws−2 = y.

(iv) Si s ≥ b+ 2 y x2yb−4xy divide a w1 · · ·ws−2.

(v) Si s ≥ b+ 1 y w1 = · · · = wb−5 = y, wb−4 = x y wb−3 = y. También si ws−b = ws−b+1 = x,
ws−b+2 = · · · = ws−3 = y y ws−2 = x.

Como x2 no divide a ninguno de los elementos considerados en (3), las clases de estos ele-
mentos nunca se anulan.

Aplicaremos este algoritmo en los casos n = 5, 6, 7.

• Sea n = 5. Siguiendo el algoritmo, del paso (1) obtenemos las siguientes clases: C5 = [x5],
C4 = [x4y], C3 = [x3y2], C2 = [x2y3], C1 = [xy4], C0 = [y5].

Si (a, b) = (4, 5), C2 y C3 se anulan.

Del paso (2) obtenemos la clase [x2yxy].

Del paso (3) obtenemos la clase [yxy2x].

Hemos ubicado 25 elementos en ρ(5) = 8 clases no nulas salvo el caso (a, b) = (4, 5) en el que
existen 6 clases no nulas.
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• Sea n = 6. De acuerdo al algoritmo, del paso (1) obtenemos las siguientes clases: C6 = [x6],
C5 = [x5y], C4 = [x4y2], C3 = [x3y3], C2 = [x2y4], C1 = [xy5], C0 = [y6].

Si (a, b) = (4, 5), C2, C3 y C4 se anulan.

Del paso (2) obtenemos las clases:

− Si s = 3, [x3yxy]. Esta clase se anula si (a, b) = (4, 5).

− Si s = 4, [x2yx2y], [x2yxy2] y [x2y2xy].
Si (a, b) = (4, 5) las dos últimas clases son nulas.

Del paso (3) obtenemos la clase [yxy3x] y:

− Si h = 5, [yxy2xy].

− Si h = 6, [yxyxyx]

Hemos ubicado 26 elementos en ρ(6) = 14 clases no nulas salvo el caso (a, b) = (4, 5) en el
que existen sólo 8 clases no nulas.

• Sea n = 7. Siguiendo el algoritmo, del paso (1) obtenemos las clases: C7 = [x7], C6 = [x6y],
C5 = [x5y2], C4 = [x4y3], C3 = [x3y4], C2 = [x2y5], C1 = [xy6], C0 = [y7].

Si (a, b) = (4, 5), C2, C3, C4 y C5 se anulan.

Al aplicar el paso (2) obtenemos las clases:

− Si s = 3, [x4yxy]. Esta clase se anula si (a, b) = (4, 5).

− Si s = 4, [x3yx2y], [x3yxy2] y [x3y2xy].
Si (a, b) = (4, 5) las dos últimas clases son nulas.

− Si s = 5, [x2yx2y2], [x2yxyxy], [x2yxy3], [x2y2xy2] y [x2y3xy].
Observemos que eliminamos el caso w1w2w3 = x3 y que si tomamos w1w2w3 como x2y
o como yx2 obtenemos la misma clase. Si (a, b) = (4, 5) todas estas clases son nulas.
Además, si (a, b) = (6, 7) la última clase es nula.

Del paso (3) obtenemos la clase [yxy4x] y:

− Si h = 5, [yxy3xy].

− Si h = 6, [yxy2xyx].

− Si h = 7, las clases posibles son [yxyxy3], [yxyxy2x] y [yxyxyxy], que ya fueron obtenidas
en pasos anteriores.

Hemos ubicado 27 elementos en ρ(7) = 20 clases no nulas salvo los casos (a, b) = (4, 5) y
(a, b) = (6, 7) en los que existen respectivamente 8 y 19 clases no nulas.

El grupo HH1(Ãa,b)

Sea A = Ãa,b. Estudiemos HH1(A). Para ello, si α ∈ A notemos que:

d2(α⊗ x2w1 · · ·wa−4y
2) = αx2w1 · · ·wa−4y ⊗ y + xw1 · · ·wa−4y2α⊗ x,

d2(α⊗ x2yb−4xy) = αx2yb−4x⊗ y + xyb−4xyα⊗ x.
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y por lo tanto Im d2 está generada por estos elementos.
Por otro lado, Ker d1 está formado por elementos de la forma

∑
j

αj⊗x+
∑
h

βh⊗y con αj , βh ∈ A

tales que
∑
j

(αjx− xαj) +
∑
h

(βhy − yβh) = 0. Miraremos cada grado. Es claro que (Ker d1)0 = 0 y

que (Ker d1)1 = 〈1⊗ x, 1⊗ y〉.
Sin pérdida de generalidad podemos pensar a αj , βh ∈ V (n−1) como vt1 · · · vtn−1 con vtl ∈ {x, y}

para 1 ≤ l ≤ n − 1, t = j, h. Estos términos pueden cancelarse, salvo constantes, en los siguientes
casos:

• vj1 · · · vjn−1x = xvj1 · · · vjn−1 y vh1 · · · vhn−1y = yvh1 · · · vhn−1 , entonces vj1 = x, vjl = vjl−1

para 2 ≤ l ≤ n− 1 y vjn−1 = x. Por lo tanto, αj = xn−1 y análogamente, βh = yn−1.

• vj1 · · · vjn−1x = yvh1 · · · vhn−1 y xvj1 · · · vjn−1 = vh1 · · · vhn−1y, entonces vj1 = y, vjl = vhl−1

para 1 ≤ l ≤ n− 1 y vhn−1 = x. Además, vh1 = x, vhl = vjl−1 para 1 ≤ l ≤ n− 1 y vjn−1 = y.
Por lo tanto,

vj1 = y, vj2 = x, vj3 = y, · · · vjn−1 = y,

vh1 = x, vh2 = y, vh3 = x, · · · vhn−1 = x.

Esta situación sólo es posible si n es par y αj = vj1 · · · vjn−1 , βh = vh1 · · · vhn−1 con

vjl =

{
y si l es impar,
x si l es par,

y vhl =

{
x si l es impar,
y si l es par.

Concluimos entonces que para n ≥ 2, podemos tomar una base de (Ker d1)n de la siguiente
forma:

− {xn−1 ⊗ x, yn−1 ⊗ y, yxy · · · y ⊗ x+ xyx · · ·x⊗ y} si n es par.

− {xn−1 ⊗ x, yn−1 ⊗ y} si n es impar.

Observemos que ninguno de estos elementos se anula en Ãa,b. Más aún, ningún elemento de la
base de Ker d1 tiene clase nula en el cociente por Im d2. Luego, concluimos que

dimk((HH1(A))n) =


0 si n = 0,
2 si n es impar,
3 si n > 0 es par.

El grupo HH2(Ãa,b)

Sabemos que HH2(A) = Ker d2 pues d3 = 0.
El espacio Ker d2 está formado por elementos de la forma

∑
j

αj ⊗ x2w1 · · ·wa−4y
2 +

∑
h

βh ⊗

x2yb−4xy con αj , βh ∈ A tales que 0 = d2

(∑
j

αj ⊗ x2w1 · · ·wa−4y
2 +

∑
h

βh ⊗ x2yb−4xy
)

=∑
j

(αjx2w1 · · ·wa−4y⊗y+xw1 · · ·wa−4y2αj⊗x)+
∑
h

(βhx2yb−4x⊗y+xyb−4xyβh⊗x). Estudiaremos

Ker d2 en cada grado. Resulta claro que (Ker d2)n = 0 si n < a.
Si n = a entonces podemos pensar λ ∈ k y λ(x2w1 · · ·wa−4y⊗ y+ xw1 · · ·wa−4y2⊗ x) = 0 en A,

lo cual es un absurdo salvo que λ = 0. Luego, (Ker d2)a = 0.
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Supongamos ahora que a < n < b y αj = vj1 · · · vjn−a , entonces vj1 · · · vjn−ax2w1 · · ·wa−4y +
xw1 · · ·wa−4y

2vj1 · · · vjn−a = 0 en A y la única posibilidad es que x2w1 · · ·wa−4y
2 divida a αj y

por lo tanto αj = 0. Si n ≥ b, resulta análogo para los elementos anteriores y para el resto, si
vh1 · · · vhn−bx2yb−4x+xyb−4xyvh1 · · · vhn−b = 0 en A entonces tenemos las siguientes posibilidades:

− x2w1 · · ·wa−4y
2 divide a βh, y por lo tanto βh = 0.

− x2yb−4xy divide a βh, y por lo tanto βh = 0.

Observemos además que no pueden cancelarse términos entre ambas sumatorias. Concluimos
así que (Ker d2)n = 0 para todo n ≥ 0. Luego, HH2(Ãa,b) = 0.



Capítulo 5

Álgebras (a, b)-cuasi Koszul

Este capítulo está dividido en tres secciones. La primera se basa en un resultado del trabajo [CS]
para álgebras monomiales que será de gran utilidad para dar una equivalencia entre la definición
de álgebras (a, b)-cuasi Koszul y cierta condición que debe satisfacer su álgebra de Yoneda. Este
hecho se desarrolla en la segunda sección, mientras que en la tercera se estudian propiedades de
los módulos (a, b)-cuasi Koszul.

Nuevamente, en este capítulo cada vez que mencionemos un módulo proyectivo será conside-
rado proyectivo en la categoría graduada.

5.1 Álgebras monomiales K2

La noción de álgebra K2 fue definida por Cassidy y Shelton en [CS] como un intento de genera-
lización de la noción de álgebra N -Koszul. En esta sección estudiaremos en detalle la condición
para que un álgebra monomial sea K2 y presentaremos un algoritmo para determinar si dada un
álgebra monomial, ésta es K2. Nos referimos a [CS] para más detalles. En la próxima sección
compararemos esta noción con la de álgebras (a, b)-cuasi Koszul.

Definición 5.1 ([CS]). Una k-álgebra graduada A = T (V )/I (con V un k-espacio vectorial de dimensión
finita) se dice K2 si E(A) =

⊕
n ≥ 0

ExtnA(k, k) está generada como álgebra por E1(A) = Ext1
A(k, k) y

E2(A) = Ext2
A(k, k).

Sea V un k-espacio vectorial de dimensión finita, y sea {x1, · · · , xn} una base de V . Identifi-
camos a T (V ) con el espacio k〈x1, · · · , xn〉. Durante esta sección, A será un álgebra de la forma
T (V )/I donde I es un ideal homogéneo generado por un conjunto finito y minimal de monomios
mónicos en las variables xi, para 1 ≤ i ≤ n. Denotaremos a tal conjunto R = {r1, · · · , rs}. Fijamos
una resolución proyectiva minimal (Q, d) del A-módulo trivial a izquierda k. Suponemos además
que todo módulo Qn de la resolución es libre y finitamente generado de rango tn y elegimos una
A-base homogénea para cada Qn. Sea Mn la matriz que representa a la diferencial dn : Qn → Qn−1

en estas bases, donde miramos a la matriz actuando a derecha. Sea M̂n una matriz con entradas
homogéneas en T (V ) tal que su clase en A sea Mn.

Introducimos más notación para enunciar el siguiente teorema, cuya demostración es técnica y
para la cual nos referimos al Teorema 4.4 de [CS]. Para cada n ≥ 2, sea Ln la imagen de M̂n módulo
el ideal (T (V ))≥2 y sea En la imagen del producto M̂nM̂n−1 módulo I ′ = I ⊗V +V ⊗ I . Pensamos

97
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a Ln como la parte lineal de M̂n y a En como la parte esencial de M̂nM̂n−1, ya que un elemento
r ∈ I se dice esencial si r 6∈ I ′. Finalmente, sea [Ln : En] la matriz de tn × (tn−1 + tn−2) obtenida al
concatenar fila a fila Ln y En.

Teorema 5.2 ([CS]). SeaA una k-álgebra graduada en el contexto anterior, y seaQ → k → 0 una resolución
proyectiva graduada minimal. Entonces son equivalentes:

(i) A es K2.

(ii) Para todo n tal que 2 < n ≤ pdimA(k), las filas de la matriz [Ln : En] son linealmente independientes
sobre k.

Sea p ∈ T (V ) y notemos p a su imagen enA. Sea además Tmon el conjunto de monomios mónicos
en T (V ) y notemos gr(p) al grado de cualquier p ∈ Tmon.

Consideraremos también el conjunto finito

LE(R) = {p ∈ Tmon / ∃q ∈ Tmon tal que gr(q) > 0 y pq ∈ R}.

Para cualquier par de monomios p y q en Tmon tales que pq = 0, se define el monomio mónico
L(p, q) := p′ donde p = p′′p′ y p′ es minimal respecto a la propiedad de que p′q = 0. Si pq 6= 0,
tomamos L(p, q) = 0.

Finalmente, dado q ∈ Tmon tal que q 6= 0, se define el conjunto:

L(q) = {p ∈ LE(R) / L(p, q) = p}.

Lema 5.3 ([CS]). Si q es un monomio en T (V ) y q 6= 0 en A, entonces el anulador a izquierda de q en A
está generado por {p / p ∈ L(q)}.

Demostración. Sea p tal que p ∈ L(q), entonces L(p, q) = p y por lo tanto pq = 0. Recíprocamente,
sea t ∈ A tal que tq = 0 y supongamos que L(t, q) = p′ con t = p′′p′; entonces L(p′, q) = p′. Luego,
p′ ∈ L(q) y t pertenece al A-módulo generado por {p / p ∈ L(q)}. �

A partir de este lema es fácil dar una descripción combinatoria de la estructura de E(A) como
espacio vectorial graduado. Para ello, describiremos una resolución (monomial) proyectiva mini-
mal del A-módulo trivial k de la forma

· · · −→ Atm
Mm−→ Atm−1 −→ · · · −→ At1

M1−→ A −→ k −→ 0. (5.1.1)

Las matrices M̂n se pueden definir inductivamente de la siguiente manera: Sea M̂1 =

 x1

...
xn

,

notemos que t1 = n. Supongamos que m > 1 y que M̂m−1 está definida y tiene la propiedad de
que cada fila de M̂m−1 posee una única entrada no nula y que esta entrada pertenece a LE(R) ∪
{x1, · · · , xn}. Supongamos además que M̂m−1 tiene tm−1 filas. Para cada i tal que 1 ≤ i ≤ tm−1, si
qi es la entrada no nula en la fila i-ésima de M̂m−1 y L(qi) = {p1, · · · , pj}, sea M̂m(i) la matriz de
tamaño j × tm−1 con el vector (p1, · · · , pj) arreglado como la columna i-ésima y ceros en las otras
entradas. Si L(qi) es vacío, no agregamos nuevas columnas. Finalmente, tomamos M̂m como la
matriz que se obtiene al superponer las matrices M̂m(i) con 1 ≤ i ≤ tm−1. Por construcción, M̂m

tiene la propiedad de que cada fila posee una única entrada no nula de LE(R) ∪ {x1, · · · , xn} y,
para m ≥ 2, todas las entradas no nulas pertenecen a LE(R).
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Resulta claro que MmMm−1 = 0 para todo m > 1 y por lo tanto, las matrices Mm definen un
complejo de A-módulos graduados libres como (5.1.1). Por el Lema 5.3 se satisface el siguiente
resultado.

Lema 5.4 ([CS]). El complejo (5.1.1) es una resolución minimal de k como A-módulo.

Sea ahora S el menor conjunto en T (V ) tal que:

(i) Si 1 ≤ i ≤ n, xi pertenece a S.

(ii) Si q ∈ S y existe p ∈ LE(R) tal que L(p, q) = p, entonces p ∈ S.

Existe un algoritmo inductivo para calcular S que consiste en tomar S1 = {x1, · · · , xn} y definir
para i > 1 el conjunto Si =

⋃
q ∈ Si−1

L(q) \
⋃
j < i

Sj . Entonces S es la unión disjunta de los conjuntos Si.

Observemos que como LE(R) es finito, Sl = ∅ a partir de un l suficientemente grande.

Teorema 5.5 ([CS]). Sea A un álgebra monomial sobre el cuerpo k. Entonces A esK2 si y sólo si se satisface
la siguiente condición para todo q ∈ S: “si existe p ∈ LE(R) tal que L(p, q) = p, entonces pq ∈ R o
gr(p) = 1”.

Demostración. Por el Teorema 5.2 sólo necesitamos ver que la condición dada en el enunciado
del teorema es equivalente a la condición de que para todo m, las filas de la matriz [Lm : Em] son
linealmente independientes. El conjunto Sl consiste en aquellas entradas no nulas de la matriz M̂l

que no aparecen en M̂i para cualquier i < l. Luego, la condición es equivalente al hecho de que
toda fila de [Lm : Em] es no nula. Entonces, basta probar que [Lm : Em] tiene filas linealmente
dependientes si y sólo si una de sus filas es nula. Observemos primero algunas propiedades de
esta matriz.

Notemos que un monomio mónico r en I es esencial si y sólo si r ∈ R, de forma que podemos
suponer que Em es una matriz con entradas en el espacio generado porR. Más aún, como toda fila
de M̂mM̂m−1 tiene una sola entrada no nula, las filas no nulas de Em deben ser idénticas a las filas
no nulas de M̂mM̂m−1. Resulta claro que si un conjunto de filas de Em es linealmente dependiente
y ninguna de ellas es nula, entonces dos de esas filas deben coincidir. Suponemos sin pérdida de
generalidad que estas filas son las dos primeras y que la única entrada no nula r ∈ R está en la
primera columna. Luego, la multiplicación M̂mM̂m−1 tiene que ser de la siguiente forma: a 0 0 · · ·

0 b 0 · · ·
...

...


 c 0 0 · · ·

d 0 0 · · ·
...

...

 =

 r 0 0 · · ·
r 0 0 · · ·
...

...


donde a, b, c, d son monomios tales que ac = bd = r. En particular, existe un monomio e tal que
c = ed o d = ec. Por simetría, podemos suponer que d = ec. Entonces la segunda fila de M̂m−1 es
un múltiplo a izquierda de la primera fila, hecho que contradice la minimalidad de la resolución
proyectiva (5.1.1). Esta contradicción implica que cualquier conjunto de filas de Em linealmente
dependiente contiene una fila nula.

Supongamos que existe un conjunto de filas de [Lm : Em] linealmente dependiente y minimal
respecto a esta propiedad. Por lo anterior, la parte de Em de todas estas filas debe ser cero. Tene-
mos así una dependencia lineal en un conjunto minimal de filas de Lm, pero como antes, las filas
no nulas de Lm son las mismas que se corresponden con las filas de M̂m, que son linealmente inde-
pendientes. Por lo tanto, al menos una de las filas en el conjunto linealmente dependiente minimal
es cero. Luego, hemos probado la afirmación del teorema. �
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5.2 Álgebras (a, b)-cuasi Koszul

En esta sección definiremos una familia de álgebras, que llamaremos álgebras (a, b)-cuasi Koszul,
que contiene a las álgebras (a, b)-Koszul estudiadas en el capítulo anterior.

Dada una familia de álgebra (a, b)-cuasi Koszul A, estudiaremos propiedades de las resolu-
ciones proyectivas graduadas minimales de un A-módulo graduado M . Enunciaremos además
resultados sobre los espacios ExtnA(M,A0). El teorema principal de esta sección da una equivalen-
cia entre las álgebras (a, b)-cuasi Koszul y las álgebras K2. Finalizaremos dando ejemplos.

Consideraremos una k-álgebra graduada A =
⊕
n ≥ 0

An que satisface A0 = k × · · · × k. En este

caso resulta que A0 es artiniana y semisimple.
Supongamos que A está generada en grados 0 y 1; esto es, AnAm = An+m para todo n,m ∈ N0.

El radical de Jacobson de A, rad(A), es en este caso
⊕
n ≥ 1

An. Como A está generada en grados 0 y 1,

resulta que radi(A) =
⊕
n ≥ i

An.

Fijamos una resolución proyectiva graduada minimal de A0 como A-módulo, (P•, d•):

· · · −→ Pi
di−→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→ A0 −→ 0.

Definición 5.6. Dados a1, · · · , as ∈ N0 tales que a1 < · · · < as, se dice que un A-módulo graduado M
está generado en grados a1, · · · , as, si para todo l ≥ a1

Ml = Al−a1Ma1 + · · ·+Al−asMas .

Observación 5.7. Esta definición coincide con la Definición 2.13 para el caso s-puro. La nomenclatura s-
puro es más utilizada por Berger, mientras que la Definición 5.6 es preferida por autores como Green, Marcos
y Martínez-Villa. En este trabajo, como hemos seguido ideas de todos estos autores, consideramos que resulta
útil familiarizarse con ambas definiciones.

Definición 5.8 ([GMMVZ]). Sea I un subconjunto de los enteros no negativos. Se dice que un A-módulo
graduado M está soportado en I si Mn = 0 para todo n 6∈ I.

Observación 5.9. Si M es un A-módulo generado en grados a1, · · · , as entonces M está soportado en
{n/n ≥ a1}.

Observación 5.10. El Teorema 2.28 implica que en el caso graduado, si M está soportado en {n/n ≥ m}
entonces rad(M) =

⊕
n ≥ m + 1

Mn.

Lema 5.11 ([GMMVZ]). Sea M un A-módulo graduado soportado en {n/n ≥ l} y sea Q una resolución
proyectiva graduada minimal de M . Entonces, para cada i ≥ 0, (Qi)m = 0 para todo m < l + i.

Demostración. Hacemos inducción sobre i. Si i = 0, tomamos una cápsula proyectiva graduada
f : Q0 → M → 0. Entonces fl : (Q0)l → Ml es un isomorfismo porque f preserva grados y
Ker fl ⊆ rad((Q0)l) = 0 . Por otro lado, Ω1(M) = Ker f está soportado en {n/n ≥ l+ 1}. Luego, Q1

también está soportado en {n/n ≥ l + 1}.
Supongamos válido el resultado para i ≥ 0 y sea g : Q → Qi una cápsula proyectiva gra-

duada. Entonces, gl+1 : Ql+1 → (Qi)l+1 es un isomorfismo por hipótesis inductiva. Por lo tanto,
Ωi+1(M) = Ker g está soportado en {n/n ≥ l+ i+ 1}. Luego, (Qi+1)m = 0 para todo m < l+ i+ 1.
�
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Lema 5.12. Sea M un A-módulo graduado generado en grados positivos a1, · · · , as. Sea Q una resolución
proyectiva graduada minimal de M como A-módulo. Sea i ≥ 1 y supongamos que Pi está soportado en
{n/n ≥ l}. Entonces, Qi también está soportado en {n/n ≥ l}.

Demostración. Si l ≤ 0 el resultado es evidente. Supongamos que l ≥ 1. Para j ≥ 0, consideramos
la siguiente sucesión exacta corta:

0 −→ radj+1(M) −→ radj(M) −→ radj(M)
radj+1(M)

−→ 0. (5.2.1)

Como M está generado en grados positivos a1, · · · , as, tenemos que radj(M)
radj+1(M)

es semisimple y

está soportado en {j} pues radj(M) =
⊕
n ≥ j

Mn y radj+1(M) =
⊕

n ≥ j + 1

Mn.

Tomamos una resolución proyectiva graduada minimal de radj(M)
radj+1(M)

como A-módulo, L{j},
y una resolución proyectiva graduada minimal de radj(M) como A-módulo, R{j}. Observemos
que radj(M)[−j] está generado en grados 0, b1, · · · , bt. Por el Lema 5.11, (R{l})i está soportado en
{n/n ≥ l+ i}. Además, (L{j})i está soportado en {n/n ≥ l+j} pues radj(M)

radj+1(M)
es semisimple y está

soportado en {j} (en este caso estamos usando que Pi está soportado en {n/n ≥ l}). Por lo tanto,
(R{l})i y (L{l−1})i están soportados en {n/n ≥ l}. Además, (R{l−1})i está soportado en {n/n ≥
l}. Si repetimos este argumento, (R{l − 2})i está soportado en {n/n ≥ l} y así sucesivamente para
ver que (R{0})i está soportado en {n/n ≥ l}. Como (R{0})i = Qi, se sigue el resultado. �

Corolario 5.13. Sea M un A-módulo generado en grados positivos a1, · · · , as. Sea Q una resolución
proyectiva graduada minimal. Supongamos que Pi está generado en grados b1, · · · , bt y queQi está generado
en grados c1, · · · , cu. Entonces, c1 ≥ b1.

Demostración. Sabemos que Pi está soportado en {n/n ≥ b1} y por el Lema 5.12, Qi también. Sin
embargo, Qi está soportado en {n/n ≥ c1} por los grados de sus generadores. Luego, c1 ≥ b1. �

Observación 5.14. Sea Q una resolución proyectiva graduada minimal de un A-módulo graduado M tal
que Qi es finitamente generado y está soportado en I. Entonces ExtiA(M,A0) = HomA(Ωi(M), A0) está
soportado en I. Es decir, (ExtiA(M,A0))n = 0 si n 6∈ I.

Observación 5.15. Sea (Q, d) una resolución proyectiva graduada minimal de un A-módulo graduado M ,
tal que cada Qi está soportado en {n/n ≥ si}. Aplicando el funtor HomA(−, A0) a (Q, d), obtenemos el
complejo

· · · ←− HomA(Qi+1, A0)
d∗i+1←− HomA(Qi, A0)

d∗i←− HomA(Qi−1, A0)←− · · · ←− HomA(Q0, A0)←− 0.

Si f es la clase de f en ExtiA(M,A0), (ExtiA(M,A0))n = {f / f ∈ HomA((Qi)n, A0) y fdi+1 = 0}.
Deducimos entonces que:

• Como (Qi)n = 0 si n < si, en este caso resulta (ExtiA(M,A0))n = 0.

• Para n > si, como consideramos aplicaciones de (Qi)n en A0 que preservan el grado, resulta que
HomA((Qi)n, A0) = 0. Notar que estamos usando el trasladado (Qi)[si].

Luego, ExtiA(M,A0) está soportado en {si}.

Dado unA-módulo a izquierdaM , notaremos ε(M) alE(A)-módulo a izquierda
⊕
i ≥ 0

ExtiA(M,k)

donde la estructura de módulo está dada por el producto de Yoneda.
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Lema 5.16 ([GMMVZ]). Sea M un A-módulo finitamente generado. El morfismo inducido por el producto
de Yoneda,

ExtiA(A0, A0)⊗k HomA

(
M

radM
,A0

)
−→ ExtiA

(
M

radM
,A0

)
es suryectivo.

Demostración. Como M es finitamente generado podemos considerar M
radM '

∐
m

A0. El resultado

se sigue de notar que ExtiA(A0, A0)⊗k HomA(
∐
m

A0, A0)→ ExtiA(
∐
m

A0, A0) es un isomorfismo y de

la conmutatividad del diagrama

ExtiA(A0, A0)⊗k HomA(
∐
m

A0, A0) ∼ //

��

ExtiA(
∐
m

A0, A0) //

��

0

ExtiA(A0, A0)⊗k HomA

(
M

radM , A0

) //

��

ExtiA
(

M
radM , A0

) //

��

0

0 0 .

�

Proposición 5.17. Sea M un A-módulo graduado generado en grados 0, b1, · · · , bt. Sea Q una resolución
proyectiva graduada minimal de M . Sea P una resolución proyectiva minimal graduada de A0 como A-
módulo. Supongamos además que Pi está generado en grados ai1, · · · , ais y que Qi es finitamente generado.
Entonces si Qi está generado en grados ai1, · · · , ais la siguiente aplicación es suryectiva:

ExtiA(A0, A0)⊗k HomA(M,A0) −→ ExtiA(M,A0).

Demostración. Consideremos la sucesión exacta corta

0 −→ rad(M) −→M −→ M

rad(M)
−→ 0.

Aplicando el funtor HomA(−, A0) se obtiene la sucesión exacta larga

0 −→HomA

(
M

rad(M)
, A0

)
−→ HomA(M,A0) −→ HomA(rad(M), A0) −→

Ext1
A

(
M

rad(M)
, A0

)
−→ Ext1

A(M,A0) −→ Ext1
A(rad(M), A0) −→ · · · .

En particular, la sucesión es exacta en ExtiA(M,A0).
Como el A-módulo rad(M)[−1] está generado en grado 0, la Observación 5.14 implica que

ExtiA(rad(M), A0) está soportado en {n/n ≥ ai1 + 1}. En particular, (ExtiA(rad(M), A0))a1
= 0.

Entonces el morfismo (
ExtiA

(
M

rad(M)
, A0

))
ai1

−→ (ExtiA(M,A0))ai1

es suryectivo. Además, como todo morfismo de M en A0 se factoriza a través de M
rad(M) , resulta

que el morfismo
ExtiA(A0, A0)⊗k HomA(M,A0) −→ ExtiA(M,A0)
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se factoriza por ExtiA
(

M
rad(M) , A0

)
.

Por otro lado, ExtiA
(

M
rad(M) , A0

)
está soportado en {ai1} pues M

rad(M) es un módulo semisimple y

Pi está soportado en {n/n ≥ ai1}, por la Observación 5.15. Finalmente, también por la Observación
5.15, como Qi está generado en grados ai1, · · · , ais; ExtiA(M,A0) está soportado en {ai1}. Luego,

ExtiA

(
M

rad(M)
, A0

)
−→ ExtiA(M,A0)

es un morfismo suryectivo y, por el Lema 5.16, también lo es el morfismo

ExtiA(A0, A0)⊗k HomA(M,A0) −→ ExtiA(M,A0).

�

Proposición 5.18. Supongamos que Pi es finitamente generado para todo i y que sus generadores ho-
mogéneos tienen grados ai1, · · · , aisi , ordenados en forma creciente. Para i = α + β, supongamos que
{aα+β
j } = {aαh + aβl }; es decir, el grado de cada generador de Pα+β se escribe como suma del grado de un

generador de Pα y del de un generador de Pβ . Entonces, los siguientes morfismos son suryectivos:

ExtαA(A0, A0)⊗ ExtβA(A0, A0) −→ Extα+β
A (A0, A0),

ExtβA(A0, A0)⊗ ExtαA(A0, A0) −→ Extα+β
A (A0, A0).

Luego,
Extα+β

A (A0, A0) = ExtαA(A0, A0) ExtβA(A0, A0) = ExtβA(A0, A0) ExtαA(A0, A0).

Demostración. Por hipótesis, Ωβ(A0) está generado en grados aβ1 , · · · , aβsβ . Si aplicamos la Proposi-
ción 5.17 al A-módulo M = Ωβ(A0)[−aβ1 ], la siguiente aplicación resulta suryectiva

ExtαA(A0, A0)⊗k HomA(Ωβ(A0), A0) −→ ExtαA(Ωβ(A0), A0).

Como ExtβA(A0, A0) ' HomA(Ωβ(A0), A0) y ExtαA(Ωβ(A0), A0) ' Extα+β
A (A0, A0), se sigue el resul-

tado. �

Definición 5.19. Sea A = TA0(A1)/I una k-álgebra tal que I está generado en grados a y b con 2 < a < b.
A se dice un álgebra (a, b)-cuasi Koszul si A0 admite una resolución proyectiva graduada minimal

· · · −→ Pi −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→ A0 −→ 0,

donde Pi está generado en grados{
σj(i) = ja+ ( i2 − j)b 0 ≤ j ≤ i

2 si i es par,
σj(i) = ja+ ( i−1

2 − j)b+ 1 0 ≤ j ≤ i−1
2 si i es impar.

Observación 5.20. (i) Si a = b, entonces A es un álgebra a-Koszul en el sentido de la definición que se
da en [GMMVZ], el cual generaliza la definición dada en [B1].

(ii) Si A = T (V )/I es un álgebra (a, b)-Koszul, entonces es un álgebra (a, b)-cuasi Koszul.

Definición 5.21. Sea una k-álgebra A = TA0(A1)/I . A se dice K2 si ExtiA(A0, A0) está generado por
ExtmA (A0, A0) donde m = 0, 1, 2.
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Observación 5.22. Si A = T (V )/I donde V es un k-espacio vectorial de dimensión finita, decir que A es
K2 es equivalente a decir que A es K2.

Teorema 5.23. Sea A = TA0(A1)/I una k-álgebra donde I es un ideal generado en grados a y b distintos,
ambos mayores que 2. Entonces, A es (a, b)-cuasi Koszul si y sólo si A es K2.

Demostración. Supongamos en primer lugar que A es (a, b)-cuasi Koszul. Haremos inducción
sobre i para probar que ExtiA(A0, A0) está generado por ExtmA (A0, A0) donde m = 0, 1, 2. Para
i = 0, 1, 2 el resultado es trivial. Sea i ≥ 2 y supongamos válido el resultado para cualquier natural
menor o igual que i. Analicemos entonces Exti+1

A (A0, A0).

• Si i+ 1 = 2t, sea j tal que 0 ≤ j ≤ t, entonces

ai+1
j = a2t

j = ja+ (
2t
2
− j)b = ja+ (t− j)b.

Tenemos que para h = 1, 2, a2
h ∈ {a, b} y que a2t−2

l = la + (t − 1 − l)b si 0 ≤ l ≤ t − 1.
Concluimos que

a+ a2t−2
l = (l + 1)a+ (t− (l + 1))b = l′a+ (t− l′)b = a2t

l′

con 1 ≤ l′ ≤ t; por otro lado,

b+ a2t−2
l = la+ (t− l)b = a2t

l

con 0 ≤ l ≤ t− 1. Luego, {a2
h + a2t−2

l } = {a2t
j } y por la Proposición 5.18 tenemos que

Exti+1
A (A0, A0) = Ext2t

A (A0, A0) = Ext2
A(A0, A0) Ext2t−2

A (A0, A0).

Usando la hipótesis inductiva, Exti+1
A (A0, A0) está generado por Ext0

A(A0, A0), Ext1
A(A0, A0)

y Ext2
A(A0, A0).

• Si i+ 1 = 2t+ 1, sea j tal que 0 ≤ j ≤ t, entonces

ai+1
j = a2t+1

j = ja+ (t− j)b+ 1.

Por otro lado,

a2t
h = ha+

(
2t
2
− h
)
b = ha+ (t− h)b.

Luego, {a2t+1
j } = {a2t

h + 1} y P1 está generado en grado 1. Por la Proposición 5.18 sabemos
que

Exti+1
A (A0, A0) = Ext2t+1

A (A0, A0) = Ext2t
A (A0, A0) Ext1

A(A0, A0).

Por hipótesis inductiva, Exti+1
A (A0, A0) está generado por Ext0

A(A0, A0), Ext1
A(A0, A0) y

Ext2
A(A0, A0), y se sigue el resultado.
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Recíprocamente, supongamos que A es K2, es decir, E(A) está generada por Ext0
A(A0, A0),

Ext1
A(A0, A0) y Ext2

A(A0, A0). Observemos que como P1 está generado en grado 1 y Ext1
A(A0, A0) '

HomA(P1, A0), toda extensión en Ext1
A(A0, A0) es equivalente a una de la forma

0 −→ A0[−1] −→M −→ A0 −→ 0.

Consideremos otra sucesión exacta corta

0 −→ A0[−1] −→M ′ −→ A0 −→ 0,

y la sucesión inducida
0 −→ A0[−2] −→M ′[−1] −→ A0[−1] −→ 0.

Si hacemos el producto de Yoneda de las clases de estas extensiones obtenemos como resultado la
clase de la sucesión

0 −→ A0[−2] −→M ′[−1] −→M −→ A0 −→ 0.

Deducimos que la imagen de la aplicación

Ext1
A(A0, A0)⊗k Ext1

A(A0, A0) −→ Ext2
A(A0, A0)

está contenida en (Ext2
A(A0, A0))2. Por hipótesis, Ext2

A(A0, A0) está generado en grados a y b,
ambos mayores que 2, entonces (Ext2

A(A0, A0))2 = 0 y por lo tanto, (Ext1
A(A0, A0))2 = 0. Luego,

Ext3
A(A0, A0) = Ext1

A(A0, A0) Ext2
A(A0, A0) + Ext2

A(A0, A0) Ext1
A(A0, A0),

y como Ext1
A(A0, A0) está generado en grado 1 resulta que Ext3

A(A0, A0) está generado en grados
a + 1 y b + 1. Por lo tanto, P3 también está generado en grados a + 1 y b + 1. Sin embargo, si
aplicamos la Proposición 5.18, tenemos que

Ext3
A(A0, A0) = Ext1

A(A0, A0) Ext2
A(A0, A0) = Ext2

A(A0, A0) Ext1
A(A0, A0).

Si utilizamos este resultado y el hecho que A es K2, vemos que

Ext1
A(A0, A0) Ext3

A(A0, A0) = Ext1
A(A0, A0) Ext1

A(A0, A0) Ext2
A(A0, A0) = 0

Ext3
A(A0, A0) Ext1

A(A0, A0) = Ext2
A(A0, A0) Ext1

A(A0, A0) Ext1
A(A0, A0) = 0

Por lo tanto, Ext4
A(A0, A0) = (Ext2

A(A0, A0))2. Luego, Ext4
A(A0, A0) está generado en grados

2a, a+ b y 2b y como consecuencia P4 también.
En general, afirmamos que ExtiA(A0, A0) ={

(Ext2
A(A0, A0))

i
2 si i es par,

(Ext2
A(A0, A0))

i−1
2 Ext1

A(A0, A0) = Ext1
A(A0, A0)(Ext2

A(A0, A0))
i−1
2 si i es impar.

Para ello hacemos inducción sobre i. Ya probamos que el resultado es válido para i ≤ 4. Sea
entonces i > 4 y supongamos válido el resultado para h ≤ i. Como A es K2,

Exti+1
A (A0, A0) =

∑
(h1, · · · , ht) ∈ {1, 2}

t

t∑
l = 1

hl = i + 1

Exth1
A (A0, A0) · · ·ExthtA (A0, A0).

Analicemos los siguientes casos:
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• Si i + 1 es par, fijemos un sumando y supongamos que existe algún hl tal que hl = 1. Sea l0
mínimo con la propiedad de que hl0 = 1. Como i+ 1 es par, existe hl1 tal que l1 6= l0, hl1 = 1
y l1 es mínimo con esta propiedad.

Por hipótesis inductiva, Exthl0+1

A (A0, A0) · · ·Exthl1A = ExtmA (A0, A0) donde m = hl0+1 + · · ·+
hl1 es impar y menor que i+ 1. Sabemos además, por la Proposición 5.18 que

ExtmA (A0, A0) = Exthl1A (A0, A0) Exthl0+1

A (A0, A0) · · ·Exthl1−1

A (A0, A0),

y que

Exthl0A (A0, A0) Exthl1A (A0, A0) = (Ext1
A(A0, A0))2 = 0.

Luego, Ext1
A(A0, A0) no aparece en los sumandos. Por lo tanto,

Exti+1
A (A0, A0) = (Ext2

A(A0, A0))
i+1
2 .

• Si i + 1 es impar, fijamos un sumando, entonces existe hl en ese sumando con hl = 1,
elegido de forma tal que l sea mínimo esta propiedad. Si existe un segundo exponente con
esta propiedad, necesariamente existe un tercero y se procede como en el caso anterior para
ExtiA(A0, A0). Luego, Ext1

A(A0, A0) puede aparecer sólo una vez en cada sumando. Entonces
Exti+1

A (A0, A0) está generado en grados ja+ ( i2 − j)b+ 1 donde 0 ≤ j ≤ i
2 y en consecuencia

Pi+1 también. Sin embargo, estos grados son los que generan a Pi incrementados en uno, y
por la Proposición 5.18

Exti+1
A (A0, A0) = Ext1

A(A0, A0) ExtiA(A0, A0) = ExtiA(A0, A0) Ext1
A(A0, A0).

Como i es par y menor que i+ 1, por hipótesis inductiva tenemos que

ExtiA(A0, A0) = (Ext2
A(A0, A0))

i
2 .

Resulta claro que Pi está generado en los grados correspondientes a la definición de que A sea
(a, b)-cuasi Koszul. �

Corolario 5.24. Si A es un álgebra (a, b)-cuasi Koszul, entonces para todo i, j ≥ 0

Ext2i+1
A (A0, A0) Ext2j+1

A (A0, A0) = 0.

Demostración. Por la demostración del Teorema 5.23 y como 2i + 1 y 2j + 1 son impares, para
todo i, j ≥ 0, tenemos que

Ext2i+1
A (A0, A0) Ext2j+1

A (A0, A0) = (Ext2A(A0, A0))
i Ext1A(A0, A0) Ext1A(A0, A0)︸ ︷︷ ︸

=0

(Ext2A(A0, A0))
j = 0.

�

A continuación damos una serie de ejemplos de álgebras (a, b)-cuasi Koszul.
Ejemplo.
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(1) Sea A = k〈x,y〉
〈xa,yb〉 con 2 < a < b. Se trata de un álgebra monomial. Para ver que es K2, lo cual es

equivalente a ver que es K2 por la Observación 5.22, utilizamos el Teorema 5.5. En este caso
R = {xa, yb} y

LE(R) = {p ∈ Tmon / ∃q ∈ Tmon con gr(q) > 0 y pq ∈ R},

donde Tmon denota el conjunto de monomios mónicos en T = T (V ) = k〈x, y〉.
Queremos ver que para todo q ∈ S, si existe p ∈ LE(R) tal que L(p, q) = p entonces pq ∈ R o
gr(p) = 1. Construimos S según el algoritmo inductivo:

• S1 = {x, y}.
• S2 = (L(x) ∪ L(y)) r S1, donde L(x) = {p ∈ LE(R) / L(p, x) = p}. Si p ∈ LE(R), p es

una potencia de x o una potencia de y. En nuestro caso, p = xa−1 es tal que px = 0 y es
de grado mínimo con esta propiedad. Luego, L(x) = {xa−1}. Análogamente, se prueba
que L(y) = {yb−1}. Luego, S2 = {xa−1, yb−1}.
• S3 = (L(xa−1) ∪ L(yb−1)) r (S1 ∪ S2). Tenemos por definición que, L(xa−1) = {p ∈
LE(R) / L(p, xa−1) = p}. Por lo anterior, L(xa−1) = {x} y análogamente, L(yb−1) =
{y}. Como S1 = {x, y}, resulta que S3 = ∅.

Concluimos que S = {x, y, xa−1, yb−1}. Entonces las posibilidades son las siguientes:

• si q = x y L(p, x) = p entonces p = xa−1 y px ∈ R,

• si q = y y L(p, y) = p entonces p = yb−1 y py ∈ R,

• si q = xa−1 y L(p, xa−1) = p entonces p = x y pxa−1 ∈ R,

• si q = yb−1 y L(p, yb−1) = p entonces p = y y pyb−1 ∈ R.

Luego, A esK2 y como I está generado en grados a y b, ambos mayores que 2, por el Teorema
5.23, A es (a, b)-cuasi Koszul.

(2) Sean a, b ∈ N tales que 2 < a < b y seaG = {a, b}. SeaA = k〈x1,··· ,xt〉
I donde I = 〈{xαii / αi ∈

N0, 1 ≤ i ≤ t}〉 con t ≥ 2 y existen i, j ∈ {1, · · · , t} distintos entre sí tales que αi = a y αj = b.

Puede verse de manera análoga al ejemplo anterior que S = {x1, · · · , xt} ∪ {xαi−1
i } 1 ≤ i ≤ t

αi 6= 0

y tenemos las dos siguientes posibilidades:

• L(p, xi) = p si y sólo si p = xαi−1
i y entonces px = xαii ∈ R.

• L(p, xαi−1
i ) = p si y sólo si p = xi y entonces pxαi−1

i = xαii ∈ R.

Luego, A es K2 y nuevamente, como I está generado en grados a y b, ambos mayores que 2,
por el Teorema 5.23 A es (a, b)-cuasi Koszul.

(3) Si en el caso anterior consideramos G = {0, a, b} y suponemos que existe h, 1 ≤ h ≤ t tal que
αh = 0, no puede ser que L(p, xh) = p pues si p ∈ LE(R) y pxh = 0, entonces p es de la forma
xαii ∈ R, pero este elemento no está en LE(R) pues si xαii q ∈ R, q = 1 y entonces tiene grado
cero.

Luego, A es K2 y como en los ejemplos anteriores, es (a, b)-cuasi Koszul.



108 CAPÍTULO 5. ÁLGEBRAS (A,B)-CUASI KOSZUL

5.3 Módulos (a, b)-cuasi Koszul

En esta sección introduciremos la noción de módulo (a, b)-cuasi Koszul. Construiremos suce-
siones exactas cortas a partir de propiedades que estos módulos verifican y otras sucesiones que
involucran ciertos módulos de torsión. Los resultados aquí planteados son generalizaciones de
[GMMVZ].

Durante esta sección consideramos el caso en que A0 = k.

Definición 5.25. Sea A un álgebra (a, b)-cuasi Koszul. Decimos que un A-módulo a izquierda graduado,
M , es un módulo (a, b)-cuasi Koszul si existe una resolución proyectiva graduada minimal de A-módulos

· · · −→ Qi −→ · · · −→ Q1 −→ Q0 −→M −→ 0,

tal que Qi está generado en grados

σj(i) =

{
ja+ ( i2 − j)b 0 ≤ j ≤ i

2 si i es par,
ja+ ( i−1

2 − j)b+ 1 0 ≤ j ≤ i−1
2 si i es impar.

Observación 5.26. (i) En el caso en que a = b, un módulo (a, b)-cuasi Koszul es un módulo a-Koszul
en el sentido de [GMMVZ].

(ii) Si M es un módulo (a, b)-cuasi Koszul, como Q0 está generado en grado 0, M también está generado
en grado 0.

(iii) Si M y N son módulos (a, b)-cuasi Koszul, entonces M ⊕N también lo es.

(iv) Si A es un álgebra (a, b)-cuasi Koszul, resulta trivial ver que k es un A-módulo (a, b)-cuasi Koszul.

(v) Sea A un álgebra (a, b)-Koszul para la cual existen finitos A-módulos simples no isomorfos y con-

centrados en grado 0, que notamos S1, · · · , St. Deducimos que TorAi (k, k) =
t⊕

h, l = 1

TorAi (Sh, Sl) es

2-puro en grados na(i) y nb(i). En particular, resulta que TorAi (Sh, Sh) es 2-puro en grados na(i)
y nb(i) para todo h tal que 1 ≤ h ≤ t. Por lo tanto, todo módulo simple es un módulo (a, b)-cuasi
Koszul.
Resulta entonces que todo módulo semisimple sobre un álgebra (a, b)-Koszul es un módulo (a, b)-cuasi
Koszul.

Observación 5.27. Sea (P•, d•) una resolución proyectiva minimal graduada de k como A-módulo:

· · · −→ Pi
di−→ · · · −→ P2

d2−→ P1
d1−→ P0

d0−→ k −→ 0.

Dado un A-módulo M , podemos aplicar el funtor −⊗k M
rad(M) : A-mod→ A-mod a la resolución anterior.

Como este funtor es exacto a derecha, más aún, como k es un cuerpo−⊗k− es exacto, obtenemos la exactitud,
salvo en el último lugar, del siguiente complejo

· · · // P1 ⊗k M
rad(M)

d̃1 // P0 ⊗k M
rad(M)

d̃0 //
d0

))RRRRRRRRRR
k ⊗k M

rad(M)
//

f��

0

M
rad(M)

��
0 .

donde f es el isomorfismo canónico y d̃i = di ⊗k id. Se satisface lo siguiente:
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• Como d̃0 y f son epimorfismos, d0 = fd̃0 también lo es.

• Como f es un monomorfismo, Ker d0 = Ker fd̃0 = Im d̃1. Luego, vale la exactitud de la resolución
en el último lugar.

Por otro lado, para cada i, HomA(Pi,−) es un funtor exacto pues Pi es unA-módulo proyectivo. Además,

HomA

(
Pi ⊗k

M

rad(M)
,−
)

= Homk

(
M

rad(M)
,HomA(Pi,−)

)
= Homk

(⊕
j

k,HomA(Pi,−)
)

=
∏
j

Homk(k,HomA(Pi,−)) =
∏
j

HomA(Pi,−).

Como la categoría de A-módulos es AB4∗ (es completa y el producto de epimorfismos es un epimorfismo, ver
[W]), el funtor HomA

(
Pi ⊗k M

rad(M) ,−
)

resulta exacto. Luego, los A-módulos Pi ⊗k M
rad(M) son proyec-

tivos.

Lema 5.28. Sea M un módulo (a, b)-cuasi Koszul. Entonces, dado t ≥ 1 existe una sucesión exacta corta
de la forma

0 −→ Ωt(M) −→ Ωt
(

M

rad(M)

)
−→ Ωt−1(rad(M)) −→ 0.

Demostración. El epimorfismo ϕ : M → M
rad(M) induce un epimorfismo ϕ0 : M0 → ( M

rad(M) )0.

Como M
rad(M) está soportado en {0} y Ker

(
M → M

rad(M)

)
= rad(M), cuyos elementos tienen grado

positivo, ϕ0 es inyectivo y por lo tanto es un isomorfismo.
Luego, si componemos el morfismo de la cápsula proyectiva graduada Q0 → M con el mor-

fismo M → M
rad(M) tenemos una cápsula proyectiva graduada de M

rad(M) . Obtenemos entonces el
siguiente diagrama conmutativo:

0 0

0 // rad(M) // M //

OO

M
rad(M)

//

OO

0

0 // Q0

g

OO

Q0
//

f
OO

0

0 //____ Ω1
A(M)

h1
1 //

OO

Ω1
A

(
M

rad(M)

)
h1
2 //

OO

rad(M) //___ 0

0

OO

0

OO

donde Ω1
A(M) = Ker g y Ω1

A

(
M

rad(M)

)
= Ker f .

Como f
(

Ω1
A

(
M

rad(M)

))
= {0}, la restricción h1

2 = g|Ω1
A( M

rad(M) ) es tal que Imh1
2 ⊆ rad(M). Además,

h1
2 : Ω1

A

(
M

rad(M)

)
→ rad(M) es un epimorfismo; pues si y ∈ rad(M), al ser g un epimorfismo existe

x ∈ Q0 tal que y = g(x). Si π denota la proyección M → M
rad(M) , 0 = π(y) = πg(x) = f(x). Por lo

tanto, x ∈ Ω1
A

(
M

rad(M)

)
. Además,

Kerh1
2 = Ker g ∩ Ω1

A

(
M

rad(M)

)
= Ker g = Ω1

A(M),
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donde se satisface que Ω1
A(M) ⊆ Ω1

A

(
M

rad(M)

)
pues si g(x) = 0 entonces f(x) = πg(x) = 0. Con-

cluimos de este modo que la última fila del diagrama es exacta.
Por hipótesis, A es (a, b)-cuasi Koszul y por lo tanto M

rad(M) es un módulo (a, b)-cuasi Koszul por

la Observación 5.27. Resulta que Ω1
A

(
M

rad(M)

)
está generado en grado 1; luego, rad(M) también.

Tenemos una sucesión exacta corta de la forma

0 −→ Ω1
A(M)

h1
1−→ Ω1

A

(
M

rad(M)

)
h1
2−→ rad(M) −→ 0,

donde todos los módulos no nulos están generados en grado 1. Se sigue que si f1 : Q1 → Ω1
A(M)

y f3 : L0 → rad(M) son cápsulas proyectivas graduadas, f2 : Q1 ⊕ L0 → Ω1
A

(
M

rad(M)

)
también es

una cápsula proyectiva graduada. La construcción del morfismo f2 es standard. Vemos que existe
un diagrama conmutativo:

0 0 0

0 // Ω1
A(M)

h1
1 //

OO

Ω1
A

(
M

rad(M)

)
h1
2 //

OO

rad(M) //

OO

0

0 // Q1
� � inc //

f1

OO

Q1 ⊕ L0
π2 //

f2
OO

L0
//

f3

OO

0

0 // Ω2
A(M) � � inc //

OO

Ω2
A

(
M

rad(M)

)
π̃2 //

OO

Ω1
A(rad(M)) //

OO

0

0

OO

0

OO

0

OO

donde la última fila está inducida de la segunda por las inclusiones verticales. Es claro que Q1⊕L0

es un A-módulo proyectivo por ser suma de A-módulos proyectivos.
Observemos que los módulos no nulos de la primera fila están generados en grado 1. Las

cápsulas proyectivas Q1 y L0 inducen una cápsula proyectiva de Ω1
A

(
M

rad(M)

)
, Q1 ⊕ L0. También

sabemos que f2|Q1 = h1
1f1 y entonces Im f2|Q1 ⊆ rad(Ω1

A(M)) que puede ser no nulo en grados
mayores o iguales que 2. Además, Im(f3π2) ⊆ rad(M) que puede ser no nulo sólo a partir de grado
2. Como f3π2 = h1

2f2 y h1
2 preserva la graduación, f2(L0) puede ser no nulo sólo a partir de grado

2.
Como M y M

rad(M) son módulos (a, b)-cuasi Koszul, Ω2
A(M) y Ω2

A

(
M

rad(M)

)
están generados en

grados a y b. Luego, Ω1
A(rad(M)) también está generado en grados a y b por la exactitud de la

última fila.
Se sigue por inducción, en forma análoga con la última fila tomando cápsulas proyectivas de

Ω2
A(M) y de Ω1

A(rad(M)), cuya suma directa es una cápsula proyectiva de Ω2
A

(
M

rad(M)

)
. Resultan

de este modo las sucesiones exactas cortas del lema. �

Proposición 5.29. SeaA un álgebra (a, b)-cuasi Koszul conA0 = k y seaM un módulo (a, b)-cuasi Koszul.
Para cada i ≥ 1, existen sucesiones exactas cortas de la forma

0 −→ Exti−1
A (rad(M), k) −→ ExtiA

(
M

rad(M)
, k

)
−→ ExtiA(M,k) −→ 0.
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Además, los módulos de la sucesión están soportados en los conjuntos:

{ i
2
a} si i es par, { i− 1

2
a+ 1} si i es impar.

Demostración. Por el Lema 5.28, para cada i ≥ 1 existe una sucesión exacta corta de la forma

0 −→ ΩiA(M)
hi1−→ ΩiA

(
M

rad(M)

)
hi2−→ Ωi−1

A (rad(M)) −→ 0, (5.3.1)

donde los módulos no nulos están generados en grados σj(i) con 0 ≤ j ≤ i
2 si i es par y 0 ≤ j ≤ i−1

2
si i es impar. Si aplicamos el funtor HomA(−, k), obtenemos

0 −→ HomA(Ωi−1
A (rad(M)), k)

hi2
∗

−→ HomA

(
ΩiA

(
M

rad(M)

)
, k

)
hi1
∗

−→ HomA(ΩiA(M), k). (5.3.2)

Por la demostración del Lema 5.28, sabemos que ΩiA
(

M
rad(M)

)
= ΩiA(M) ⊕ Ωi−1

A (rad(M)).
Luego, la sucesión (5.3.1) se parte y entonces, (5.3.2) es exacta a derecha. Podemos reescribir (5.3.2)
como:

0 −→ Exti−1
A (rad(M), k) −→ ExtiA

(
M

rad(M)
, k

)
−→ ExtiA(M,k) −→ 0.

Los módulos de la sucesión exacta corta anterior están soportados en los conjuntos del enuncia-
do porque ΩiA(M), ΩiA

(
M

rad(M)

)
y Ωi−1

A (rad(M)) están generados en grados σj(i) con 0 ≤ j ≤ i
2 si

i es par y 0 ≤ j ≤ i−1
2 si i es impar. Además , como a < b, el grado mínimo de los generadores es

σ0(i), aplicamos luego la Observación 5.15. �

Teorema 5.30. Sea A =
⊕
n ≥ 0

An un álgebra (a, b)-cuasi Koszul con A0 = k y sea M un A-módulo a

izquierda graduado. Si M es (a, b)-cuasi Koszul, entonces ε(M) está generado en grado 0. Más aún, para
todo i, j ≥ 0,

Ext2i+1
A (k, k) Ext2j+1

A (M,k) = 0.

Demostración. Por la Proposición 5.17, resulta que ExtiA(k, k) HomA(M,k) = ExtiA(M,k) donde
HomA(M,A0) = Ext0

A(M,k). Luego,

Ext2i+1
A (k, k) Ext2j+1

A (M,k) = Ext2i+1
A (k, k) Ext2j+1

A (k, k) Ext0
A(M,k)

que se anula por el Corolario 5.24. �
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Capítulo 6

Álgebra de Yoneda

Este capítulo está divido en dos secciones. En la primera de ellas describiremos el álgebra de
Yoneda de un álgebra (a, b)-Koszul y daremos una fórmula cerrada para su producto. En la se-
gunda sección mostraremos con un ejemplo que el álgebra de Yoneda de un álgebra (a, b)-cuasi
Koszul, y por lo tanto K2, no es necesariamente un álgebra K2.

6.1 Álgebra de Yoneda de un álgebra (a, b)-Koszul

Esta seccción se centra en generalizar conceptos planteados en [BMa], trabajo al cual nos referimos
para más detalles.

Para dar una descripción del álgebra de Yoneda de un álgebra (a, b)-Koszul comenzaremos
recordando la siguiente definición dada en la Sección §4.6.

Definición 6.1. Sean V un k-espacio vectorial de dimensión finita, I el ideal bilátero de T (V ) generado por
R = Ra ⊕Rb con 2 < a < b y A = T (V )/I . Consideramos el espacio vectorial

R⊥ = 〈{f ∈ (V ∗)(a) / f(Ra) = 0} ∪ {g ∈ (V ∗)(b) / g(Rb) = 0}〉.

Se define el álgebra dual de A como A! = T (V ∗)
〈R⊥〉 , donde 〈R⊥〉 es el ideal bilátero generado por R⊥.

Observación 6.2. Como R⊥ ⊆ (V ∗)(a) ⊕ (V ∗)(b), A! es una k-álgebra graduada y (a, b)-homogénea.

Fijamos una base {vm}m∈I de V y sea {v∗m}m∈I la base dual de V ∗. Utilizaremos el ele-
mento canónico ξ =

∑
m

vm ⊗ v∗m ∈ V ⊗ V ∗. Notemos que en T (V ⊕ V ∗), ξa =
(∑
m

vm ⊗ v∗m
)a =∑

j = (j1, · · · , ja)

vj1 · · · vja ⊗ v∗j1 · · · v
∗
ja

.

El complejo K̃(A) es

· · · −→ A⊗(A!∗
na(i)⊕A!∗

nb(i)
) −→ A⊗(A!∗

na(i−1)⊕A!∗
nb(i−1)) −→ · · · −→ A⊗(A!∗

a ⊕A!∗
b ) −→ A⊗V −→ A −→ 0,

con diferencial dada de la siguiente manera: ξ actúa en A⊗A!∗

n a derecha por (α⊗ f) · ξ =
∑
m

αvm⊗

fv∗m donde fv∗m ∈ A!∗

n−1 es tal que si g ∈ A!
n−1 = (V ∗)(n−1)

〈R⊥n−1〉
, fv∗m(g) = f(v∗mg). Sea entonces

di : A⊗ (A!∗

na(i) ⊕A
!∗

nb(i)
) −→ A⊗ (A!∗

na(i−1) ⊕A
!∗

nb(i−1))

113
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definida como sigue considerando la estructura usual de álgebra de T (V )⊗ T (V ∗):

• d1 es la multiplicación.

• Si i es par, sean α ∈ A, f ∈ A!∗

na(i) y fv∗j1 · · · v
∗
ja−1

(g) = f(v∗j1 · · · v
∗
ja−1

g) para g ∈ A!
na(i−1),

entonces di(α ⊗ f) = (α ⊗ f) · ξa−1 =
∑

j = (j1, · · · , ja−1)

αvj1 · · · vja−1fv
∗
j1
· · · v∗ja−1

. Observar que

na(i− 1) + a− 1 = i−2
2 a+ 1 + a− 1 = i

2a = na(i). Se define di en forma análoga para α ∈ A
y f ′ ∈ A!∗

nb(i)
.

• Si i ≥ 3 es impar, sean α ∈ A, f ∈ A!∗

na(i) o f ∈ A!∗

nb(i)
, entonces di(α ⊗ f) = (α ⊗ f) · ξ.

Observar que ns(i− 1) + 1 = i−1
2 s+ 1 = ns(i) para s = a, b.

Recordemos que Ra = 〈r1, · · · , rp〉 donde rh =
∑

j = (j1, · · · , ja)

λhj vj1 · · · vja (1 ≤ h ≤ p). Observe-

mos lo siguiente:

• Si vj1 · · · vja ∈ Ra entonces vj1 · · · vja ⊗ v∗j1 · · · v
∗
ja

= 0 en A⊗A!.

• Si
∑

j = (j1, · · · , ja)

λjvj1 · · · vja ∈ Ra es no nulo entonces existe al menos un escalar λj̃ no nulo en

esta expresión. Luego, en A se satisface que vj̃1 · · · vj̃a = − 1
λj̃

∑
j = (j1, · · · , ja)

j 6= j̃

λjvj1 · · · vja .

Vemos que al aplicar
∑

j = (j1, · · · , ja)

µjv
∗
j1
· · · v∗ja resulta

( ∑
j = (j1, · · · , ja)

µjv
∗
j1 · · · v

∗
ja

)( ∑
l = (l1, · · · , la)

λlvl1 · · · vla
)

=
∑

l = (l1, · · · , la)

µlλl.

Luego,∑
j = (j1, · · · , ja)

vj1 · · · vja ⊗ v∗j1 · · · v
∗
ja

=
(
−

∑
j = (j1, · · · , ja)

j 6= j̃

λj
λj̃
vj1 · · · vja

)
⊗ v∗

j̃1
· · · v∗

j̃a
+

∑
j = (j1, · · · , ja)

j 6= j̃

vj1 · · · vja ⊗ v∗j1 · · · v
∗
ja

=
∑

j = (j1, · · · , ja)
j 6= j̃

vj1 · · · vja ⊗ (
−λj
λj̃

v∗
j̃1
· · · v∗

j̃a
+ v∗j1 · · · v

∗
ja).

Fijemos ĵ tal que ĵ 6= j̃, entonces

(
−λĵ
λj̃

v∗
j̃1
· · · v∗

j̃a
+ v∗

ĵ1
· · · v∗

ĵa
)
( ∑
l = (l1, · · · , la)

λlvl1 · · · vla
)

=
−λĵ
λj̃

λj̃ + λĵ = 0.

Concluimos de este modo que
∑

j = (j1, · · · , ja)

vj1 · · · vja ⊗ v∗j1 · · · v
∗
ja

= 0 en A⊗A!.

• Finalmente, si vj1 · · · vja es tal que λhj = 0 para todo h, 1 ≤ h ≤ p, entonces (v∗j1 · · · v
∗
ja

)(rh) = 0
y por lo tanto, es un funcional nulo sobre Ra.



6.1. ÁLGEBRA DE YONEDA DE UN ÁLGEBRA (A,B)-KOSZUL 115

Deducimos de este modo que ξa = 0 en A ⊗ A!. Por un razonamiento análogo, ξb = 0. Hemos
probado luego que d2 = 0. Por lo tanto, K̃(A) es un complejo con diferencial d.

Probemos ahora que K̃(A) es isomorfo al complejo de Koszul (4.3.2). Vimos en la Sección §4.6,
que

A!
n =

(V ∗)(n)

〈
∑

j + l + a = n

(V ∗)(j) ⊗R⊥a ⊗ (V ∗)(l),
∑

s + t + b = n

(V ∗)(s) ⊗R⊥b ⊗ (V ∗)(t)〉
.

Existen entonces morfismos:

K0 = A
f0 // (K̃(A))0 = A

K1 = A⊗ V
f1 // (K̃(A))1 = A⊗ V

...
...

Ki = A⊗ (Jana(i) ⊕ J
b
nb(i)

)
fi // (K̃(A))i = A⊗ (A!∗

na(i) ⊕A
!∗

nb(i)
),

definidos por f0 = 1A, f1 = 1A⊗V y si i ≥ 2, fi es la restricción a (Ki)n del morfismo lineal
fi(α⊗ vj1 · · · vjn) = α⊗ v∗∗j1 · · · v

∗∗
jn

. Como V ' (V ∗)∗, fi es un isomorfismo.

Veamos ahora la conmutatividad del diagama:

Ki
δi //

fi��

Ki−1

fi−1��
(K̃(A))i

di // (K̃(A))i−1.

Caso 1: Sea i = 1; es decir,

A⊗ V
δ1 //

f1��

A
f0��

A⊗ V
d1 // A.

Entonces f0

(
δ1
(∑
j

αj ⊗ vj
))

= f0

(∑
j

αjvj
)

=
∑
j

αjvj = d1

(∑
j

αj ⊗ vj
)

= d1

(
f1

(∑
j

αj ⊗ vj
))

.

Caso 2: Sea i ≥ 2 par, el cuadrado es de la forma

A⊗ (Jai
2a
⊕ Jbi

2 b
) δi //

fi��

A⊗ (Jai−2
2 a+1

⊕ Jbi−2
2 b+1

)

fi−1��
A⊗ (A!∗

i
2a
⊕A!∗

i
2 b

) di// A⊗ (A!∗
i−2
2 a+1

⊕A!∗
i−2
2 b+1

).

En este caso, fi−1(δi(α ⊗ vj1 · · · vj i
2 a

)) = fi−1(αvj1 · · · vja−1 ⊗ vja · · · vj i
2 a

) = αvj1 · · · vja−1 ⊗
v∗∗ja · · · v

∗∗
j i
2 a

. Por otro lado, di(fi(α ⊗ vj1 · · · vj i
2 a

)) = di(α ⊗ v∗∗j1 · · · v
∗∗
j i
2 a

) = (α ⊗ v∗∗j1 · · · v
∗∗
j i
2 a

) ·

ξa−1 =
∑

h = (h1, · · · , ha−1)

αvh1 · · · vha−1 ⊗ v∗∗j1 · · · v
∗∗
j i
2 a

(v∗h1
· · · v∗ha−1

), donde si consideramos g ∈

V (a−1), v∗∗j1 · · · v
∗∗
j i
2 a

(v∗h1
· · · v∗ha−1

)(g) = v∗∗j1 · · · v
∗∗
j i
2 a

(v∗h1
· · · v∗ha−1

g), que se anula excepto en el
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caso en que v∗h1
= v∗j1 , · · · , v∗ha−1

= v∗ja−1
y g = v∗ja · · · v

∗
j i
2 a

salvo escalares. La suma resulta

αvj1 · · · vja−1 ⊗ v∗∗j1 · · · v
∗∗
j i
2 a

(v∗j1 · · · v
∗
ja−1

) = αvj1 · · · vja−1 ⊗ v∗∗ja · · · v
∗∗
j i
2 a

. Análogamente se sigue

con el sumando que involucra a b.

Caso 3: Sea i ≥ 3 impar, el diagrama es

A⊗ (Jai−1
2 a+1

⊕ Jbi−1
2 b+1

) δi //

fi��

A⊗ (Jai−1
2 a
⊕ Jbi−1

2 b
)

fi−1��
A⊗ (A!∗

i−1
2 a+1

⊕A!∗
i−1
2 b+1

) di // A⊗ (A!∗
i−1
2 a
⊕A!∗

i−1
2 b

).

Luego, fi−1(δi(α⊗vj1 · · · vj i−1
2 a+1

)) = fi−1(αvj1⊗vj2 · · · vj i−1
2 a+1

) = αvj1⊗v∗∗j2 · · · v
∗∗
j i−1

2 a+1
. Por otro

lado, di(fi(α ⊗ vj1 · · · vj i−1
2 a+1

)) = di(α ⊗ v∗∗j1 · · · v
∗∗
j i−1

2 a+1
) = (α ⊗ v∗∗j1 · · · v

∗∗
j i−1

2 a+1
) · ξ =

∑
m

αvm ⊗

v∗∗j1 · · · v
∗∗
j i−1

2 a+1
(v∗m), donde v∗∗j1 · · · v

∗∗
j i−1

2 a+1
(v∗m)(g) = v∗∗j1 · · · v

∗∗
j i−1

2 a+1
(v∗mg), que se anula excepto en

el caso en que v∗m = v∗j1 y g = v∗j2 · · · v
∗
j i−1

2 a+1
, salvo multiplicación por escalares. Es decir, la suma

resulta αvj1 ⊗ v∗∗j1 · · · v
∗∗
j i−1

2 a+1
(v∗j1) = αvj1 ⊗ v∗∗j2 · · · v

∗∗
j i−1

2 a+1
. Análogamente se prueba con el otro

sumando.
Hemos verificado luego que los complejos son isomorfos.

A partir de ahora consideraremos un álgebra (a, b)-Koszul A. Nuestro objetivo es describir
explícitamente el álgebra de Yoneda de A, E(A) =

⊕
n ≥ 0

ExtnA(k, k).

Tomamos la resolución de k dada por el complejo K̃(A) = (P•, d) donde ε : A → k es el
morfismo usual. De esta manera, para i ≥ 0, Pi = A⊗ (A!∗

na(i) ⊕ A
!∗

nb(i)
). Como Pi es un A-módulo

graduado 2-puro en grados na(i) y nb(i), resulta que el espacio vectorial HomA(Pi, k) también es
graduado y 2-puro en grados −na(i) y −nb(i). Luego, HomA(P•, k) es un complejo de k-módulos
graduados con diferencial nula debido a la graduación. Podemos identificar los espacios vectoriales
HomA(P•, k) y A!

na(i) ⊕A
!
nb(i)

mediante los isomorfismos canónicos.
Entonces, (E(A))i es 2-concentrado en grados na(i) y nb(i).
Sean f ∈ A!

na(i) y g ∈ A!
na(j) y notemos por f • g ∈ A!

na(i)+na(j) a su producto de Yoneda. Para
describir este producto utilizaremos el isomorfismo antes descripto y el complejo de Koszul.

Proposición 6.3. Sea A un álgebra (a, b)-Koszul. Sean f ∈ HomA(Pi, k) y g ∈ HomA(Pj , k). Si i y j son
impares, entonces f • g = 0. Si i o j es par, entonces para s = a, b, α ∈ A, vlh ∈ V , 1 ≤ h ≤ ns(i+ j),

(f • g)
( ∑
l = (l1, · · · , lns(i+j))

α⊗ vl1 · · · vlns(i+j)
)

= f
( ∑
l = (l1, · · · , lns(i+j))

α⊗ vl1 · · · vlns(i)g(1⊗ vlns(i)+1 · · · vlns(i+j))
)
.

Demostración. Como A es un álgebra graduada y A0 = k, existen morfismos canónicos de k-
álgebras ι : k → A y π : A→ k. Además, observemos que

• Si i y j son pares, entonces para s = a, b, ns(i) + ns(j) = i
2s+ j

2s = i+j
2 s = ns(i+ j).
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• Si i es par y j es impar, entonces para s = a, b, ns(i) + ns(j) = i
2s+ j−1

2 s+ 1 = i+j−1
2 s+ 1 =

ns(i+ j).

Luego, tiene sentido la fórmula enunciada para definir f • g.
Si i y j son impares, por el Corolario 5.24, el producto de Yoneda de f y g es nulo.
Supongamos ahora que i o j es par y sea g : Pj → k. Levantamos g a g0 : Pj → A = P0 como

g0 = ι ◦ g y continuamos el levantamiento, para s = a, b, definiendo gsh : P sj+h = A⊗ Jsns(j+h) → P sh
de la siguiente manera:

gsh
( ∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

α⊗ vl1 · · · vlns(j+h)

)
=

∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

α⊗ vl1 · · · vlns(h)g0(1⊗ vlns(h)+1 · · · vlns(j+h)).

Verifiquemos la conmutatividad del siguiente diagrama:

P sj+h
δj+h //

gsh��

P sj+h−1

gsh−1��
P sh

δh // P sh−1.

• Si j + h es impar, entonces

gsh−1

(
δj+h

( ∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

α⊗ vl1 · · · vlns(j+h)

))
= gsh−1

( ∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

αvl1 ⊗ vl2 · · · vlns(j+h)

)
=

∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

αvl1 ⊗ vl2 · · · vlns(h)g
s
0(1⊗ vlns(h)+1 · · · vlns(j+h)).

• Si j + h es par, entonces

gsh−1

(
δj+h

( ∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

α⊗ vl1 · · · vlns(j+h)

))
= gsh−1

( ∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

αvl1 · · · vls−1 ⊗ vls · · · vlns(j+h)

)
=

∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

αvl1 · · · vls−1 ⊗ vls · · · vlns(h)g
s
0(1⊗ vlns(h)+1 · · · vlns(j+h)).

Por otro lado,

δh
(
gsh
( ∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

α⊗ vl1 · · · vlns(j+h)

))
=

δh
( ∑
l = (l1, · · · , lns(j+h))

α⊗ vl1 · · · vlns(h)g
s
0(1⊗ vlns(h)+1 · · · vlns(j+h))

)
.

Si h es impar, este elemento es
∑

l = (l1, · · · , lns(j+h))

αvl1 ⊗ vl2 · · · vlns(h)g
s
0(1⊗ vlns(h)+1 · · · vlns(j+h)), y si h

es par, resulta igual a
∑

l = (l1, · · · , lns(j+h))

αvl1 · · · vls−1 ⊗ vls · · · vlns(h)g
s
0(1⊗ vlns(h)+1 · · · vlns(j+h)). Por lo
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tanto, la afirmación vale si j es par. En el caso en que j es impar, j = 2t+ 1, por la Proposición 5.18

ExtiA(k, k) Ext2t+1
A (k, k) = ExtiA(k, k) Ext1

A(k, k) Ext2t
A (k, k) = Exti+1

A (k, k) Ext2t
A (k, k)

y razonamos en forma análoga a lo anterior.
Luego, como el producto de Yoneda f • g está determinado por las componentes f ◦ gai y f ◦ gbi ,

resulta la proposición. �

6.2 Álgebra de Yoneda de un álgebra (a, b)-cuasi Koszul

Sea A una k-álgebra graduada conexa. Existen propiedades válidas para un álgebra A que se
verifican también para su álgebra de Yoneda E(A) =

⊕
n,m

Extn,mA (k, k), que es bigraduada. Estas

propiedades han sido estudiadas en muchos contextos, como por ejemplo: [GMV1], [LPWZ], [MV]
y [P]. En particular, existen clases de álgebras para las cuales E(A) hereda buenas propiedades de
A. La clase de álgebras de Koszul es quizás una de las más conocidas y estudiadas en este sentido.

Es sabido que el álgebra de Yoneda de un álgebra de Koszul es Koszul y que luego de una
regraduación adecuada el álgebra de Yoneda de un álgebra N -Koszul (con N ≥ 3) también es de
Koszul. (ver [GMV1] y [GMMVZ] respectivamente). Las álgebras K2 son una generalización de las
álgebras de Koszul y se esperaría que el álgebra de Yoneda de un álgebra K2 sea también K2. Sin
embargo, en [CPS] se muestra un contraejemplo. El álgebra considerada en ese contraejemplo no
es (a, b)-cuasi Koszul.

En esta sección exhibiremos un ejemplo de álgebra (a, b)-cuasi Koszul cuya álgebra de Yoneda
no es K2.

Recordemos la construcción bar, para más detalles ver por ejemplo [PP].
Supongamos que A = k⊕A+, donde A+ =

⊕
n ≥ 1

An. Para todo A-módulo a izquierda graduado

M se tiene una resolución libre, llamada la resolución bar normalizada que notaremos ˜Bar•(A,M):

· · · −→ A⊗A+ ⊗A+ ⊗M −→ A⊗A+ ⊗M −→ A⊗M −→ 0,

donde ˜Barn(A,M) = A⊗A⊗n+ ⊗M y la diferencial está dada por

∂(a0 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m) =

n∑
i = 1

(−1)i+1a0 ⊗ · · · ⊗ ai−1ai ⊗ · · · ⊗ an ⊗m+ (−1)na0 ⊗ · · · ⊗ an−1 ⊗ anm.

Como ˜Bar•(A,M) es una resolución libre de M , para todo A-módulo a izquierda N ,

ExtnA(M,N) = Hn(HomA( ˜Bar•(A,M), N)) = Hn(Cob•(A,M,N))

donde Cob•(A,M,N) = HomA( ˜Bar•(A,M), N) ' Homk(A⊗•+ ⊗M,N). Esta identificación es com-
patible con la graduación interna del álgebra.

Además, si M y N son A-módulos a derecha y a izquierda respectivamente,

TorAn (M,N) = Hn(Bar•(M,A,N)),

donde Bar•(M,A,N) = M ⊗A ˜Bar•(A,N).
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La comultiplicación, dual al producto de Yoneda, está dada a nivel de los complejos bar por la
siguiente fórmula:

∆ : M ⊗A⊗n+ ⊗A⊗n
′

+ ⊗N → (M ⊗A⊗n+ ⊗ P )⊗ (P ∗ ⊗A⊗n
′

+ ⊗N)
m⊗ x⊗ y ⊗ l 7→ m⊗ x⊗ idP ⊗ y ⊗ l,

donde P es un A-módulo a izquierda libre y finitamente generado e idP ∈ P ⊗k P ∗ (refiriéndonos
al elemento correspondiente a idP por la adjunción).

Ejemplo. Sea V un k-espacio vectorial con base {r, s, t, u, v, w, x, y, z}. ConsideramosA = T (V )/I ,
donde I es el ideal bilátero generado por el subespacioR, con

R = 〈{vwx, u3vw, tu3v, t2u3, zt3u, rs3y, r3s2, xr3s, wxr3}〉.

Como A es un álgebra monomial y A0 = k, aplicaremos el Teorema 5.5 para ver que es K2. Se
pueden calcular:

L(r) = {wxr2}, L(s) = {r3s, xr3}, L(t) = ∅,
L(u) = {t2u2, zt3}, L(v) = {tu3}, L(w) = {u3v},
L(x) = {vw}, L(y) = {rs3}, L(z) = ∅,
L(wxr2) = ∅, L(r3s) = {x}, L(xr3) = {w},
L(t2u2) = ∅, L(zt3) = ∅, L(tu3) = {t},
L(u3v) = {t}, L(vw) = {u3}, L(rs3) = {r},
L(u3) = {t2}, L(t2) = ∅.

S1 = {r, s, t, u, v, w, x, y, z}, S2 = {wxr2, r3s, xr3, t2u2, zt3, tu3, u3v, vw, rs3}, S3 = {u3},
S4 = {t2}, S5 = ∅.

Se verifica fácilmente que para todo q ∈ S =
4
∪
i = 1

Si tal que p es un anulador a izquierda de q se tiene

que gr(p) = 1 o pq ∈ R. Luego, A es K2 y como es (3, 5)-homogénea y A0 = k, por la Observación
5.22 y el Teorema 5.23 es (3, 5)-cuasi Koszul.

Sea B = E(A). A partir de ahora consideraremos sólo el grado cohomológico. La resolución
(5.1.1) en este caso es de la forma

0 −→ A[−13] M6−→ A[−11]2 M5−→ A[−8,−10,−8,−10] M4−→ A[−6]6 M3−→

A[−5,−5,−5,−5,−5,−5,−5,−2,−5] M2−→ A[−1]9 M1−→ A −→ k −→ 0,
(6.2.1)
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donde las diferenciales están dadas por

M1 =



r
s
t
u
v
w
x
y
z


M2 =



wxr2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 r3s 0 0 0 0 0 0 0
0 xr3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t2u2 0 0 0 0 0
0 0 0 zt3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 tu3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 u3v 0 0 0
0 0 0 0 0 0 vw 0 0
0 0 0 0 0 0 0 rs3 0



M3 =


0 x 0 0 0 0 0 0 0
0 0 w 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 t 0 0
0 0 0 0 0 0 0 u3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 r

 M4 =


vw 0 0 0 0 0
0 u3v 0 0 0 0
0 0 0 0 t2 0
0 0 0 0 0 wxr2



M5 =

(
u3 0 0 0
0 t 0 0

)
M6 =

(
t2 0

)
.

Denotamos por y∗ y z∗ a los elementos de una base de B1 que son duales a y y z en A1 respec-
tivamente. La base dual de los elementos de la lista de relaciones de R es una base del espacio
vectorial B2. Denotamos α, β y γ los elementos de esta base que son duales a los monomios t2u3,
vwx y r3s2 respectivamente. Utilizando (6.2.1) observamos que:

• z∗α ∈ B3 = Ext3
A(k, k) ' HomA(P3, k) = HomA(A[−6]6, k) no es nulo pues z∗α(z, t, t, u, u, u)

= 1.

• βγ ∈ B4 = Ext4
A(k, k) ' HomA(P4, k) = HomA(A[−8,−10,−8,−10], k) no es nulo pues

βγ(vwx, r3, s, s) = 1.

• z∗αβ ∈ B5 = Ext5
A(k, k) ' HomA(P5, k) = HomA(A[−11]2, k) es nulo pues si zt2u3vwx ∈

A2, las posibles formas de escribirlo como par; es decir, 1 ⊗ zt2u3vwx, z ⊗ t2u3vwx, zt ⊗
tu3vwx, · · · , zt2u3vw ⊗ x, zt2u3vwx⊗ 1, son todas cero.

• En forma análoga al caso anterior, βγy∗ es nulo.

Por lo descripto antes del ejemplo, TorB• (k, k) se puede calcular usando el complejo bar:

Barn(k,B, k) = k ⊗B B ⊗B+ ⊗ · · · ⊗B+ ⊗ k = B⊗n+ .

Sea η = z∗α⊗βγ⊗y∗ ∈ B⊗3
+ , entonces ∂(η) = z∗αβγ⊗y∗−z∗α⊗βγy∗ = 0. Por otro lado, como

∂(z∗⊗α⊗βγ⊗y∗) = z∗α⊗βγ⊗y∗−z∗⊗αβγ⊗y∗+z∗⊗α⊗βγy∗ = z∗α⊗βγ⊗y∗−z∗⊗αβγ⊗y∗ y
∂(z∗α⊗β⊗γ⊗y∗) = z∗αβ⊗γ⊗y∗−z∗α⊗βγ⊗y∗+z∗α⊗β⊗γy∗ = z∗α⊗β⊗γy∗−z∗α⊗βγ⊗y∗,
entonces η 6∈ ∂(B⊗4

+ ). Luego, η representa una clase de homología no nula en TorB3 (k, k).
Vemos además que ∂(−z∗α ⊗ β ⊗ γ) = −z∗αβ ⊗ γ + z∗α ⊗ βγ = z∗α ⊗ βγ ∈ Im ∂3 y ∂(z∗ ⊗

α) = z∗α ∈ Im ∂2. Por lo tanto las clases de z∗α ⊗ βγ y z∗α son nulas en TorB2 (k, k) y TorB1 (k, k)
respectivamente. Luego, si aplicamos la comultiplicación:

∆ : TorB3 (k, k) → TorB2 (k, k)⊗ TorB1 (k, k)⊕ TorB1 (k, k)⊗ TorB2 (k, k)
η 7→ (z∗α⊗ βγ)⊗ y∗ + z∗α⊗ (βγ ⊗ y∗),
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resulta ∆(η) = 0. De este modo, ∆ no es inyectivo y entonces el morfismo del producto de Yoneda

E2(B)⊗ E1(B)⊕ E1(B)⊗ E2(B) −→ E3(B)

no es suryectivo. Por lo tanto, E(B) no está generada por E1(B) y E2(B) y entonces B no es un
álgebra K2.
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