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Representación integral de funciones holomorfas en
espacios de Banach

Resumen La fórmula integral de Cauchy no tiene una versión infinito-dimensional. Si E
es un espacio de Banach, y f : E −→ C es una función holomorfa, dados x ∈ E y |z| < r,
puede escribirse (pág. 148 [9]):

f(zx) =
∫
|λ|=r

f(λx)
λ− z

dλ.

Esta es la fórmula de Cauchy aplicada en cada dirección fija.

Ha habido diversos intentos por dar representaciones de tipo integral para funciones
anaĺıticas sobre un espacio de Banach. Aśı, por ejemplo, S. Dineen [8] define polinomios
homogéneos de tipo integral:

P (x) =
∫
BE′

γ(x)k dµ(γ).

Aqúı la integración es sobre la bola unidad del dual del espacio, utilizando una medida
regular de Borel µ. También se han definido funciones holomorfas de tipo integral [7].
En estas construcciones se integra sobre el dual del espacio respecto a una medida que
“representa” a la función, pero que no está uńıvocamente determinada y por lo tanto no
está caracterizada.

En este trabajo se presentan dos fórmulas integrales con las cuales es posible repre-
sentar funciones holomorfas sobre un espacio de Banach E, o sobre su bola unidad, del
siguiente tipo:

f(z) =
∫
X
K(z, x) f∗(x) dW (x),

para X = E′, W una medida de Wiener en los borelianos de X, K un núcleo integral y f∗

una transformada de la función f. Se estudian propiedades de las funciones representables
y en el caso en que el espacio E es de Hilbert, se obtiene una descripción alternativa de
los polinomios integrales utilizando una medida “universal” y una transformada de los
mismos.

Palabras Claves: Representación integral; Fórmula integral de Cauchy; Funciones holo-
morfas; Medida de Wiener; Medidas Gaussianas.

iii



página en blanco

iv



Integral representation of holomorphic functions on
Banach spaces.

Abstract The Cauchy integral formula has no true analogue in infinite-dimensional
holomorphy. Let E a Banach space, f : E −→ C a holomorphic function, given x ∈ E and
|z| < r, we have (pag. 148, [9]):

f(zx) =
∫
|λ|=r

f(λx)
λ− z

dλ.

The usual generalization, though quite useful, is essentially the one-dimensional formula
in each direction.

Integral expressions valid for some homogeneous polynomials and some holomorphic
functions on a Banach space E have been proposed, all of which involve integration over
the dual space E′ rather than E. An integral k-homogeneous polynomial over E [8], for
example, is

P (x) =
∫
BE′

γ(x)k dµ(γ).

In this expression, integration is over the unit ball of E′ and µ is a regular Borel measure.
An integral holomorphic function over E [7], is defined in a similar way. The measure µ is
said to represent the function f , but there are many such representing µ’s, and little has
been said about them.

We discuss the problem of integral representation of analytic functions over a complex
Banach space E or its unit ball. We obtain two integral representations of the form

f(z) =
∫
X
K(z, x) f∗(x) dW (x),

where X = E′, W is a Wiener measure on X, K is an integral kernel and f∗ is a
transformation of f. We study properties of the space of representable functions and when
E is a Hilbert space, we give an alternative representation for integral polynomials using
a “universal” Wiener measure and a transformation of them.

Keywords: Integral representation; Cauchy integral formula; Holomorphic functions;
Wiener measure; Gaussian measure.
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Introducción

La fórmula integral de Cauchy no tiene una versión infinito-dimensional. Si E es un
espacio de Banach, y f : E −→ C es una función holomorfa, dados x ∈ E y |z| < r, puede
escribirse (pág. 148, [9]):

f(zx) =
∫
|λ|=r

f(λx)
λ− z

dλ.

Esta es la fórmula de Cauchy aplicada en una dirección fija, esto es una recta compleja,
dentro del espacio E. Si bien resulta útil para algunas aplicaciones, resulta claramente
insatisfactoria.

Ninguna de las expresiones válidas en dimensión finita, como por ejemplo la fórmula
de Cauchy sobre el polidisco o las fórmulas de Szëgo, parecen ser extensible al caso infinito-
dimensional.

Ha habido diversos intentos por dar representaciones de tipo integral para funciones
anaĺıticas sobre un espacio de Banach. Aśı, por ejemplo, S. Dineen [8] define polinomios
homogéneos de tipo integral como los que pueden escribirse del siguiente modo:

P (x) =
∫
BE′

γ(x)k dµ(γ).

Aqúı la integración es sobre la bola unidad del dual del espacio, utilizando una medida
regular de Borel µ. También se han definido, de manera análoga, funciones holomorfas de
tipo integral [7]. En todas estas construcciones se integra sobre el dual del espacio, o sobre
la bola unidad del espacio dual, respecto a una medida que “representa” a la función. Un
mismo polinomio, o función holomorfa integral, tiene diferentes medidas que lo representan
y no existe una caracterización de estas medidas en términos de la función representada.

En este trabajo se presentan dos fórmulas integrales con las cuales es posible repre-
sentar funciones holomorfas sobre un espacio de Banach E o sobre su bola unidad, del
siguiente tipo:

f(z) =
∫
X
K(z, x) f∗(x) dW (x),

para X = E′, W una medida de Wiener en los borelianos de X, K un núcleo integral y
f∗ una transformada de la función f.

1



Introducción 2

La fórmula integral de Cauchy en C :

f(z) =
1

2πi

∫
S1

f(ω)
ω − z

dω,

puede ser escrita, cambiando las variables, de la siguiente manera:

f(z) =
∫
S1

1
1− zω

f (ω) dP (ω),

donde P es la medida de Lebesgue normalizada en la circunferencia. También se puede
escribir:

f(z) =
∫

C

1
1− z ω

|ω|
f

(
ω

|ω|

)
dµ1(ω),

donde µ1 es una medida Gaussiana en C. Si pretendemos generalizar estas fórmulas a Cn

ó a un espacio complejo de dimensión infinita podemos observar que:

En Cn la primera fórmula se transforma en la fórmula de Cauchy sobre el polidisco, pero
en dimensión infinita no es usual tener polidiscos en el espacio, por otro lado la división
por ω − z pierde sentido.

La segunda fórmula requiere integrar sobre la esfera, y el denominador puede interpretarse
tomando ω ∈ E′. Esto, junto con la definición de polinomio integral dan sentido a la
definición de “función holomorfa integral” (ver [7]):

f : B◦E −→ C

f(x) =
∫
BE′

1
1− γ(x)

dµ(γ).

En esta expresión, la integración se realiza sobre la bola unidad de E′ (la clausura w∗

de la esfera unidad) y µ es una medida regular de Borel en (BE′ , w∗). Se dice que la
medida µ representa a la función f, pero hay muchas medidas representantes para la
misma función y no se sabe como describirlas en términos de f, por ejemplo si es posible
factorizar dµ(γ) = f̃(γ)dM(γ), donde f̃ es alguna transformada de f y M es una medida
“universal”, es decir la misma para todas las funciones.

En lo siguiente supongamos que las funciones consideradas son Lp−integrables en Cn

respecto a la medida utilizada y que sus desarrollos de Taylor convergen a la función en Lp.
Con las notaciones usuales, α = (α1, . . . , αn) y β = (β1, . . . , βn) representan multi-́ındices,
|α| = α1 + · · ·+ αn, α! = α1! · · ·αn! y para ω ∈ Cn, ωα = ωα1

1 · · ·ωαnn , si desarrollamos en
serie de Taylor las funciones:

1
1− 〈z, ω〉

=
∞∑
j=0

〈z, ω〉j =
∞∑
j=0

∑
|α|=j

|α|!
α!

zαωα y f(ω) =
∞∑
k=0

∑
|β|=k

aβω
β,



Introducción 3

y si P es la distribución de probabilidad uniforme sobre S2n−1, la esfera unidad de Cn o
alternativamente pensada en R2n, al integrar obtenemos:∫

S2n−1

1
1− 〈z, ω〉

f(ω) dP (ω) =
∞∑

j,k=0

∑
|β|=k

∑
|α|=j

aβ
|α|!
α!

∫
S2n−1

zα ωαωβ dP (ω)

=
∞∑

j,k=0

∑
|β|=k

∑
|α|=j

aβ z
α

(
|α|!
α!

∫
S2n−1

ωαωβ dP (ω)
)
.

Para que resulte

f(z) =
∫
S2n−1

1
1− 〈z, ω〉

f(ω) dP (ω),

necesitamos, por ejemplo, que∫
S2n−1

ωαωβ dP (ω) = δαβ
α!
|α|!

.

Para saber el valor de esta integral, hacemos el siguiente cálculo:∫
Cn
ξβ ξ

α
e−‖ξ‖

2 dξ

πn
=

n∏
j=1

∫
C
ξ
βj
j ξj

αje−|ξj |
2 dξj
π
.

Tomamos coordenadas polares en cada una de las integrales del producto:

n∏
j=1

∫ 2π

0

∫ ∞
0

ρ(αj+βj) ei(βj−αj)θe−ρ
2
ρ
dρ dθ

π
=

n∏
j=1

(
δαjβj

∫ ∞
0

ρ(αj+βj) e−ρ
2
2ρ dρ

)
,

como sólo nos interesa el caso en que αj = βj , de lo contrario la integral es nula, tenemos:

n∏
j=1

∫ 2π

0

∫ ∞
0

ρ(αj+βj) ei(βj−αj)θe−ρ
2
ρ
dρ dθ

π
= δαβ

n∏
j=1

∫ ∞
0

ρ2αj e−ρ
2
2ρ dρ

= δαβ

n∏
j=1

∫ ∞
0

xαje−x dx = δαβ

n∏
j=1

αj ! = δαβ α!.

Por lo tanto ∫
Cn
ξβ ξ

α
e−‖ξ‖

2 dξ

πn
= δαβ α!.

Por otro lado, llamando dσ2n al elemento de área de la esfera S2n−1, podemos calcular la
misma integral utilizando la fórmula de área:

∫
Cn
ξβ ξ

α
e−‖ξ‖

2 dξ

πn
=
∫ ∞

0

∫
S2n−1

(
n∏
k=1

ρβk ωβkk

) n∏
j=1

ραj ωj
αj

 e−ρ
2
ρ2n−1 dσ2n(ω)

dρ

πn
.
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Esta integral, que toma el valor δαβ α!, puede expresarse como un producto:∫
S2n−1

(
n∏
k=1

ωβkk

) n∏
j=1

ωj
αj

 dσ2n(ω)

[∫ ∞
0

ρ|β|+|α|e−ρ
2
ρ2n−1 dρ

πn

]
.

Notemos que la integral que aparece en el segundo factor no puede ser nula, ya que estamos
integrando una función continua y positiva, como además dσ2n = σ2n(S2n−1) dP, podemos
despejar la integral sobre la esfera:∫

S2n−1

ωβ ωα dσ2n(ω) = σ2n(S2n−1)
∫
S2n−1

ωβ ωα dP (ω) =
δαβ α!∫ ∞

0
ρ|β|+|α| e−ρ

2
ρ2n−1 dρ

πn

.

Si α 6= β esta expresión es nula, por lo que calculamos el denominador sólo en el caso en
que los multi-́ındices coincidan:∫ ∞

0
ρ2|α| e−ρ

2
ρ2n−1 dρ

πn
=
∫ ∞

0
ρ2(|α|+n−1) e−ρ

2
2ρ

dρ

2πn
=

(|α|+ n− 1)!
2πn

.

Sabemos que el área de la esfera de radio uno en Cn es 2πn

(n−1)! , por lo tanto obtenemos
finalmente ∫

S2n−1

ωβ ωα dP (ω) = δαβ
α! (n− 1)!

(|α|+ n− 1)!
.

Resultó entonces∫
S2n−1

ωβ ωαdP (ω) = δαβ
α!
|α|!

(
k + n− 1
n− 1

)−1

6= δαβ
α!
|α|!

,

y por lo tanto la integral no coincide con f(z). Sin embargo esto se puede solucionar si
multiplicamos, para compensar, cada término k-homogéneo en la integral por el número
combinatorio

(
k+n−1
n−1

)
.

Si asignamos este factor al desarrollo de
1

1− 〈z, ω〉
, llamando t = 〈z, ω〉, resulta:

∞∑
k=0

(
k + n− 1
n− 1

)
〈z, ω〉k =

∞∑
k=0

(
k + n− 1
n− 1

)
tk =

1
(n− 1)!

∞∑
k=0

(k + n− 1)!
k!

tk

=
1

(n− 1)!

∞∑
k=0

dn−1

dtn−1
(tk+n−1) =

1
(n− 1)!

dn−1

dtn−1

( ∞∑
k=0

tk+n−1

)

=
1

(n− 1)!
dn−1

dtn−1

 1
1− t

−
n−2∑
j=0

tj

 =
1

(n− 1)!
dn−1

dtn−1

(
1

1− t

)
,

pero esta derivada es exactamente
1

(1− t)n
=

1
(1− 〈z, ω〉)n

. Obtenemos aśı el núcleo de

Szegö en la esfera:

f(z) =
∫
S2n−1

1
(1− 〈z, ω〉)n

f(ω) dP (ω).
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Si en cambio introducimos este factor en el desarrollo de f obtenemos una transformación
fn de f, y se satisface la fórmula

f(z) =
∫
S2n−1

1
1− 〈z, ω〉

fn(ω) dP (ω).

Tanto el núcleo de Szegö como las transformaciones fn’s pierden sentido cuando la
dimensión n crece. Esta visión, entonces, no parece apropiada para el caso infinito dimen-
sional.

Consideremos ahora la tercera fórmula y sigamos los pasos anteriores. Desarrollamos en
serie de Taylor las funciones:

1
1− z ω

|ω|
=
∞∑
j=0

(
z
ω

|ω|

)j
=
∞∑
j=0

∑
|α|=j

|α|!
α!

zα
(
ω

|ω|

)α
y f(ω) =

∞∑
k=0

∑
|β|=k

aβ ω
β.

Si µn = µ1 ⊗ · · · ⊗ µ1︸ ︷︷ ︸
n−veces

, en Cn calculamos

∫
Cn

1

1−
〈
z ω
‖ω‖

〉f(‖ω‖ω) dµn(ω)

=
∞∑

j,k=0

∑
|α|=j

∑
|β|=k

|α|!
α!

aβ z
α

∫
Cn

(
ω

‖ω‖

)α
(‖ω‖ω)β dµn(ω)

=
∞∑

j,k=0

∑
|α|=j

∑
|β|=k

aβ z
α |α|!
α!

∫
Cn
ωαωβ ‖ω‖|β|−|α| e−‖ω‖2 dω

πn
.

Como antes, si ∫
Cn
ωαωβ ‖ω‖|β|−|α| e−‖ω‖2 dω

πn
= δαβ

α!
|α|!

,

entonces la integral coincide con f(z). Calculemos esta integral, utilizando coordenadas
polares en cada copia de C :∫

Cn
ωαωβ ‖ω‖|β|−|α| e−‖ω‖2 dω

πn
=

∫
[0,2π]n

∫
[0,∞)n

 n∏
j=1

ρ
αj+βj+1
j

( n∏
k=1

ei(βj−αj)θ

)(
n∑
l=1

ρ2
l

) |β|−|α|
2

(
n∏

m=1

e−ρ
2
m

)
dρ′s

dθ′s

πn
.

Si α 6= β la integral angular es cero, de lo contrario el resultado es (2π)n. Por lo tanto esta
integral resulta

δαβ

n∏
j=1

∫ ∞
0

2ρ2αj+1
j e−ρ

2
j dρj = δαβ

n∏
j=1

αj ! = δαβ α! = δαβ
α!
|α|!
|α|!.
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Aqúı el factor que aparece es |α|!. Nuevamente puede ser compensado multiplicando cada
término k-homogéneo en la integral por 1/k!, que es independiente de la dimensión del
espacio. Podemos asignarlo de más de una forma, si lo hacemos en el desarrollo de la serie
geométrica:

1
1− z ω

‖ω‖
 e〈z,ω〉/‖ω‖

ó si lo hacemos en el desarrollo de la función:

f(z) f♦(z) =
∞∑
k=0

1
k!

∑
|β|=k

aβ ω
β,

esta función f♦ resulta entera si f tiene radio de convergencia mayor que cero.

Estas ideas nos sugieren, entonces, dos posibles extensiones en Cn,

i) para funciones enteras:

f(z) =
∫

Cn
e〈z,ω〉/‖ω‖f(‖ω‖ω) dµn(ω) (1)

ii) para funciones holomorfas en la bola unidad de Cn :

f(z) =
∫

Cn

1

1−
〈
z, ω
‖ω‖

〉f♦(‖ω‖ω) dµn(ω) (B)

En la tercera fórmula el rol del factor ‖ω‖ es evitar que 1−〈z, ω/‖ω‖〉 se anule dentro
de la bola, por lo tanto, luego de la transformación efectuada y teniendo presente que
ωαωβ‖ω‖|β|−|α| tiene integral nula si α 6= β, la fórmula (1) puede modificarse del siguiente
modo:

f(z) =
∫

Cn
e〈z,ω〉f(ω) dµn(ω) (A)

Estas dos fórmulas (A) y (B), para funciones enteras y para funciones holomorfas en
la bola unidad, son las propuestas para generalizar en espacios de Banach de dimensión
infinita.

Es sabido que no todos los polinomios continuos sobre un espacio de Banach son in-
tegrales, por lo tanto no es razonable esperar que la generalización de cualquiera de las
fórmulas integrales, (A) ó (B), sea aplicable a todos los polinomios y funciones holomor-
fas. En la parte final de este trabajo estudiamos el espacio de funciones que pueden ser
representadas de este modo.



Caṕıtulo 1

Polinomios y funciones holomorfas

1.1. Funciones multilineales y polinomios homogéneos

Definiciones

Comencemos recordando que si E1, E2, . . . , Ek y F son espacios vectoriales, una fun-
ción

Φ : E1 × E2 × · · · × Ek → F

es k−lineal, o multilineal, si es lineal en cada una de sus k variables. Si los espacios Ei y
F son espacios de Banach y Φ es una función k-lineal, se define

‖Φ‖ = sup {‖Φ(x1, x2, . . . , xk)‖F : x1 ∈ BE1 , x2 ∈ BE2 , . . . , xk ∈ BEk} ,

donde BEi es la bola unidad de Ei, para i = 1, . . . k. Con esta definición resulta que
Φ : E1×E2×· · ·×Ek → F es continua, si y solamente si su norma es finita. Al espacio de
aplicaciones multilineales continuas, que resulta completo, se lo nota L(E1, E2, . . . , Ek;F ).
Si E1 = E2 = . . . = Ek = E, se utiliza la notación L(kE;F ).
En este último caso, si llamamos Gk al grupo de permutaciones del conjunto de números
naturales {1, 2, . . . k}, una aplicación k-lineal se dice simétrica si para todo (x1, x2, . . . , xk) ∈
Ek y para toda σ ∈ Gk, resulta

Φ(x1, x2, . . . , xk) = Φ(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(k)).

El subespacio de funciones k-lineales simétricas y continuas se nota Ls(kE;F ).

Definición 1.1.1. Una función P : Ek → F es un polinomio homogéneo de grado k, o
polinomio k-homogéneo, si existe una aplicación k-lineal Φ ∈ L(kE;F ) tal que

P (x) = Φ(x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k− veces

) para todo x ∈ E.

7
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Se dice que P es el polinomio asociado a la forma multilineal Φ, y se nota P = Φ̂.
Un mismo polinomio puede estar asociado a diferentes funciones multilineales, pero solo
una de ellas resulta simétrica. A la única función multilineal simétrica asociada a P se la
nota P̌ . Por medio de la fórmula de polarización es posible dar una expresión para P̌ en
términos de P :

P̌ (x1, x2, . . . , xk) =
1

2kk!

∑
ε1,...,εk=±1

ε1ε2 . . . εk P (ε1x1 + ε2x2 + · · ·+ εkxk)

Ejemplos.

1. Considerando γ ∈ E′, un ejemplo sencillo de polinomio escalar k-homogéneo se
puede dar definiendo P (x) = γ(x)k. La función multilineal simétrica asociada es
P̌ (x1, x2, . . . , xk) = γ(x1)γ(x2) . . . γ(xk).

2. Para 1 ≤ p <∞, sea P : `p → R definido por P (x) =
∑∞

j=1

x2
j

j2
. Tomando γj ∈ `q la

funcional γj(x) = xj/j, tenemos que P (x) =
∑∞

j=1 γj(x)2.

3. La expresión P (x) =
∑∞

j=1 x
2
j , define un polinomio 2−homogéneo en `2(C).

De manera similar a lo hecho para funciones multilineales, si P es un polinomio k-
homogéneo, se define

‖P‖ = sup
x∈BE

‖P (x)‖.

P resulta continuo si y sólo si su norma es finita. En este caso vale la desigualdad

‖P (x)‖ ≤ ‖P‖ ‖x‖k para todo x ∈ E.

El espacio de polinomios k-homogéneos continuos, con esta norma, resulta un espacio de
Banach y será notado P(kE;F ). Por simplicidad, si F es el cuerpo de escalares, se nota
P(kE).

A partir de la fórmula de polarización se deduce que un polinomio P, k-homogéneo,
es continuo si y sólo si su función multilineal asociada lo es. Además es posible obtener
las siguientes desigualdades

‖P‖ ≤ ‖P̌‖ ≤ kk

k!
‖P‖.

Clases de polinomios

El ejemplo más sencillo de polinomio k-homogéneo da lugar a la definición de poli-
nomio de tipo finito.
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Definición 1.1.2. Un polinomio P ∈ P(kE;F ) es de tipo finito si para algún n ∈ N,
existen funcionales lineales y continuas γ1, γ2, . . . , γn ∈ E′ y vectores y1, y2, . . . , yn ∈ F

tales que

P (x) =
n∑
j=1

γj(x)kyj para todo x ∈ E.

Este espacio se nota Pf (kE;F ).

El segundo ejemplo dado anteriormente pertenece a la siguiente familia de polinomios,
que contiene a Pf (kE;F ).

Definición 1.1.3. Un polinomio P ∈ P(kE;F ) es nuclear si existen una sucesión de
funcionales lineales {γj}j∈N ⊂ E′, con

∑∞
j=1 ‖γj‖k < ∞, y una sucesión de vectores

acotados {yj}j∈N ⊂ F, tales que

P (x) =
∞∑
j=1

γj(x)kyj para todo x ∈ E.

Este espacio se nota PN (kE;F ).

Ninguno de estos subespacios de polinomios es cerrado, en general, para la norma
usual en P (kE;F ) . La clausura de cualquiera de estos subespacios da origen al espacio de
polinomios aproximables, notados PA(kE;F ). Sin embargo, definiendo en PN (kE;F ) una
norma apropiada, se obtiene el espacio de Banach (PN (kE;F ), ‖ · ‖N ),

‖P‖N = ı́nf


∞∑
j=1

‖γj‖k ‖yj‖ : P (x) =
∞∑
j=1

γj(x)kyj

 .

Espacios de polinomios que contienen a los anteriores son los siguientes:

Definición 1.1.4. Un polinomio P ∈ P(kE;F ) es débilmente continuo si es continuo
para la topoloǵıa débil sobre todo conjunto acotado de E. Este espacio se nota Pw(kE;F ).

Definición 1.1.5. Un polinomio P ∈ P(kE;F ) es secuencialmente débil continuo si cada
vez que xn

w−→x en E, entonces P (xn) → P (x) en la norma de F. Este espacio se nota
Pwsc(kE;F ).

De las definiciones se sigue la siguiente cadena de inclusiones:

Pf (kE;F ) ⊂ PN (kE;F ) ⊂ PA(kE;F ) ⊂ Pw(kE;F ) ⊂ Pwsc(kE;F ) ⊂ P(kE;F ).



10 1.2. Funciones holomorfas

Notemos que el último ejemplo de la sección anterior no es secuencialmente débil
continuo, ya que si tomamos {en}n∈N la base de `2, (en)j = δnj , tenemos que en

w−→ 0,
mientras que P (en) = 1 para todo n ∈ N.

Otra clase de polinomios es la de polinomios integrales:

Definición 1.1.6. Un polinomio P ∈ P(kE;F ) es integral si existe una medida µ, bore-
liana, regular, de variación acotada, definida en (BE′ , w∗) a valores en F, tal que

P (x) =
∫
BE′

γ(x)k dµ(γ)

A este espacio se lo nota PI(kE;F ).

Se dice que la medida µ representa al polinomio P, un mismo polinomio puede tener
diferentes medidas que lo representen. El espacio de polinomios integrales, en general, no
es cerrado en P(kE;F ). Al igual que en el caso nuclear, definiendo en PI(kE;F ) una
norma apropiada, se obtiene un espacio de Banach (PI(kE;F ), ‖ · ‖I),

‖P‖I = ı́nf {‖µ‖ : µ representa a P} .

Tenemos también una cadena de inclusiones

PN (kE;F ) ⊂ PI(kE;F ) ⊂ Pwsc(kE;F ).

1.2. Funciones holomorfas

En esta sección notaremos por E y F a espacios de Banach sobre el cuerpo de los
números complejos.

Definición 1.2.1. Dado z0 ∈ E, una serie de potencias de E en F, alrededor de z0, es
una serie definida por

∞∑
k=0

Pk(z − z0) para z ∈ E,

donde Pk ∈ P(kE,F ) para todo k ≥ 0. A los polinomios Pk se los llama coeficientes de la
serie.

Definición 1.2.2. El radio de convergencia de una serie de potencias, alrededor de z0 ∈ E,
es

r = sup

{
ρ :

∞∑
k=0

Pk(z − z0) converge uniformemente en Bρ(z0)

}
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Proposición 1.2.3. Fórmula de Cauchy - Hadamard. El radio de convergencia de una
serie de potencias está dado por la expresión

r =
1

ĺım sup
k→∞

‖Pk‖1/k
.

Definición 1.2.4. Dado un abierto U ⊂ E, una función f : U → F es holomorfa en U,

si para todo z0 ∈ U existen ρ > 0 y una serie de potencias
∑∞

k=0 Pk(z − z0) definida de E
en F, alrededor de z0, tales que

∞∑
k=0

Pk(z − z0)→ f(z) uniformemente en Bρ(z0).

Para cada z0 ∈ U, los coeficientes de esta serie son únicos y se la llama serie de Taylor
de f en z0. Se nota por H(U ;F ) al espacio de funciones holomorfas de U en F.

Observación 1.2.5. La definición dada corresponde al concepto de función holomorfa
dado por Weierstrass, y es equivalente a la siguiente definición (pág. 202, [2]):

Definición 1.2.6. Dado un abierto U ⊂ E, f : U → F es holomorfa en U, si
para todo z0 ∈ U existe una única aplicación C−lineal y continua A : E → F,

tal que

ĺım
h→0

‖f(z0 + h)− f(z0)−A(h)‖
‖h‖

= 0 (Fréchet diferenciable).

Además resulta
dkf

k!
= P̌k, o equivalentemente

d̂kf

k!
= Pk.

Ejemplos.

1. Dados E,F espacios de Banach, todo polinomio k−homogéneo y continuo es una
función holomorfa. Si P ∈ P(kE;F ) y z0 ∈ E, podemos escribir (fórmula de Leibniz)

P (z) = P (z0 + z − z0) =
k∑
j=0

(
k

j

)
P̌ (z0, . . . , z0︸ ︷︷ ︸

k−j

, z − z0, . . . , z − z0︸ ︷︷ ︸
j

).

Por lo tanto, para 0 ≤ j ≤ k, llamando

Pj(z − z0) =
(
k

j

)
P̌ (z0, . . . , z0︸ ︷︷ ︸

k−j

, z − z0, . . . , z − z0︸ ︷︷ ︸
j

) ∈ P(jE;F ),
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se obtiene la escritura P (z) =
∑k

j=0 Pj(z − z0), y por ser una suma finita, natural-
mente, la convergencia es uniforme en cualquier bola centrada en z0.

En particular, dado P ∈ P(kE;F ), la diferencial de P :

DP : E → L(E;F ),

resulta

DP (z0) = kP̌ (z0, . . . , z0︸ ︷︷ ︸
k−1

, ·)

2. Tomemos E = c0, F = C, la sucesión de polinomios Pk ∈ P(kE;F ) definidos por
Pk(z) = zkk y su serie de potencias

f(z) =
∞∑
k=1

Pk(z).

Esta serie es puntualmente convergente en E, ya que dado z ∈ c0, existe n0 ∈ N tal
que si n > n0, entonces |zn| < 1/2. Por esto∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

zkk

∣∣∣∣∣ ≤
n0∑
k=1

‖z‖k∞ +
∞∑

k=no+1

1/2k <∞.

Para ver que f es holomorfa, veamos que dado z0 ∈ E y 0 < ρ < 1, el desarrollo de
Taylor de f alrededor de z0 converge uniformemente a f(z) para todo z ∈ Bρ(z0).

f(z) =
∞∑
k=1

zkk =
∞∑
k=1

 k∑
j=0

(
k

j

)
z0
k−j
k (zk − z0k)j

 .

Bastaŕıa ver que la última serie está mayorada por una serie numérica absolutamente
convergente, pero∣∣∣∣∣∣

k∑
j=0

(
k

j

)
z0
k−j
k (zk − z0k)j

∣∣∣∣∣∣ ≤
k∑
j=0

(
k

j

)
|z0k|k−j‖z − z0‖j∞ ≤ (|z0k|+ ρ)k

por lo tanto, como z0 ∈ c0, podemos tomar ahora k0 ∈ N, tal que si k ≥ k0, entonces
|z0k| < 1−ρ

2 . La sucesión {αk}k∈N, definida por

αk =


(|z0k|+ ρ)k si k < k0

(
1 + ρ

2

)k
si k ≥ k0
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resulta ser mayorante de nuestra serie, y además
∑∞

k=1 αk < ∞. Notemos que a
pesar de ser f una función entera, el radio de convergencia del desarrollo de Taylor
alrededor del origen es

r =
1

ĺım sup
k→∞

‖Pk‖1/k
= 1.

Llamemos xn = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−veces

, 0, . . . , 0, . . .), es decir xn es el vector con las n primeras

coordenadas iguales a 1 y el resto nulas. Notemos que, por ejemplo en z0 = 0, el
radio de convergencia es 1, pero a pesar de ser ‖xn‖ = 1, f(xn) = n. Por lo tanto
no hay convergencia uniforme en la bola unidad.

Definición 1.2.7. (Gateaux - holomorfa): Dado un abierto U ⊂ E, una función f : U →
F es G-holomorfa en U, si para todo z0 ∈ U y para todo ω ∈ E la función definida sobre
el abierto Uz0,ω = {λ ∈ C : z0 + λω ∈ U} ⊂ C :

Uz0,ω → F

λ→ f(z0 + λω)

es holomorfa.

Las definiciones de función holomorfa y G−holomorfa no son equivalentes. Por ejem-
plo, toda funcional lineal no continua sobre E resulta G-holomorfa, pero no holomorfa. El
siguiente teorema relaciona estas definiciones (pág. 198, [2]):

Teorema 1.2.8. Dada una función f : U → F, son equivalentes:
i) f es holomorfa.
ii) f es continua y G−holomorfa.





Caṕıtulo 2

Medidas Gaussianas en espacios

de Banach

En nuestro camino hacia una fórmula integral para representar funciones holomorfas
en un espacio de Banach, necesitamos fijar una medida sobre los borelianos del espacio. En
este caṕıtulo introduciremos las definiciones necesarias y enumeraremos las propiedades
más salientes de las medidas Gaussianas. Seguiremos el enfoque dado en [16].

2.1. Medidas Gaussianas en espacios de Hilbert reales

Introducción

Recordemos que la medida de Lebesgue en Rn queda caracterizada, salvo múltiplos,
por las siguientes propiedades:

1. Toma valores finitos sobre Borelianos acotados.

2. Toma valores positivos sobre abiertos no vaćıos.

3. Es invariante por traslaciones.

En dimensión infinita no existen medidas con propiedades análogas a estas. Por ejem-
plo, en un espacio de Hilbert separable H, si tomamos {en}n∈N cualquier base ortonormal
resulta:

1. Para n 6= m, B1/2(en) ∩B1/2(em) = ∅,

2. B1/2(en) ⊂ B2(0) para todo n ∈ N,

y por lo tanto ∑
n≥1

µ
(
B1/2(en)

)
= µ

⋃
n≥1

B1/2(en)

 ≤ µ (B2(0)) .

15
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Si µ es invariante por traslaciones (o por rotaciones!) y toma valores finitos sobre borelianos
acotados, necesitamos que µ(B(en, 1/2)) = 0 y por lo tanto existen abiertos no vaćıos de
medida nula. En forma similar, si queremos que los abiertos no vaćıos tengan medida
positiva, resulta que hay borelianos acotados de medida infinita.

Śı es posible generalizar la medida Gaussiana de Rn , definida por

Γn,t(∆) =
1

(2πt)n/2

∫
∆
e−‖x‖

2/2tdx ∀∆ ∈ B(Rn)

A pesar de esto, se perderán algunas propiedades como por ejemplo la invariancia por
rotaciones. En las próximas secciones se incluirán los resultados necesarios para la correcta
definición.

2.1.1. Operadores de Hilbert-Schmidt y Operadores de traza

En lo siguiente consideraremos H un espacio de Hilbert separable.

Definición 2.1.1. Un operador continuo A : H → H, es de Hilbert-Schmidt si para alguna
base ortonormal {en}n∈N de H, se tiene que∑

n≥1

‖Aen‖2 <∞.

En este caso se define la norma de Hilbert-Schmidt del operador A por

‖A‖2 =

∑
n≥1

‖Aen‖2
1/2

.

La buena definición de la norma es consecuencia de la siguiente igualdad, si {en}n∈N

y {dn}n∈N son dos bases ortonormales cualesquiera, entonces

∞∑
n=1

‖Aen‖2 =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

|〈Aen, dm〉|2 =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

|〈en, A∗dm〉|2

=
∞∑
m=1

∞∑
n=1

|〈en, A∗dm〉|2 =
∞∑
m=1

‖A∗dm‖2.

En particular si tomamos en lugar de {en}n∈N, la misma base {dn}n∈N, tenemos que

∞∑
m=1

‖Adm‖2 =
∞∑
m=1

‖A∗dm‖2,

por lo que resulta
∞∑
n=1

‖Aen‖2 =
∞∑
m=1

‖A∗dm‖2 =
∞∑
m=1

‖Adm‖2.
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Ejemplos.
Tomemos en `2(C) la base ortonormal formada por los vectores {en}n∈N, donde

en(j) = δn,j . Si definimos A : `2 → `2 de manera que:

1. Aen =
en√
n

para todo n ≥ 1, el operador A no es de Hilbert-Schmidt.

2. Aen =
en
n

para todo n ≥ 1, el operador A es de Hilbert-Schmidt.

Definición 2.1.2. Un operador K : H → H es compacto si K(∆) es compacto en H para
todo conjunto ∆ ⊂ H, ∆ acotado.

Ejemplos.
En el ejemplo anterior, ambos operadores resultan compactos. En general vale el

siguiente hecho:

Dada una sucesión {αn}n∈N ⊂ C, tomando {en}n∈N una base ortonormal de `2, se
puede definir A : `2 → `2 de manera que Aen = αnen para todo n ≥ 1. Entonces,
a) El operador A resulta continuo si y sólo si la sucesión {αn}n∈N es acotada.
b) El operador A resulta compacto si y sólo si αn → 0.
c) El operador A resulta de Hilbert-Schmidt si y sólo si

∑∞
n=1 |αn|2 <∞.

Teorema 2.1.3. Si A es un operador compacto y autoadjunto, entonces existen una base
ortonormal {en}n∈N de H y una sucesión de autovalores reales {λn}n∈N, tales que para
todo x ∈ H :

Ax =
∞∑
n=1

λn〈x, en〉en y λn −→
n→∞

0.

Definición 2.1.4. Un operador compacto A es de traza si la sucesión {λn}n∈N, formada
por los autovalores de (A∗A)1/2, verifica que

∑∞
n=1 λn <∞.

Definición 2.1.5. Si A es un operador de traza, se define tr(A) =
∑∞

n=1〈Aen, en〉, donde
{en}n∈N es una base ortonormal de H.

La definición de tr(A) no depende de la elección de la base.

2.1.2. Medidas de Borel en espacios de Hilbert reales

Necesitamos definir medidas en espacios de Banach con estructura compleja, históri-
camente se desarrolló la teoŕıa para espacios reales, por lo tanto vamos a introducir las
definiciones necesarias en el marco real y posteriormente explicaremos como extendernos
al caso que nos interesa. Sea H entonces, un espacio de Hilbert real y separable y B la
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σ−álgebra de Borel de H. Una medida boreliana en H es, por definición, una medida
definida en el espacio medible (H,B).

En lo siguiente nos restringimos a trabajar con medidas finitas en H.

Ejemplos. Los ejemplos siguientes provienen de medidas borelianas definidas en Rn. Se
“copia” la medida identificando Rn, mediante un isomorfismo, con un subespacio (o var-
iedad lineal) n−dimensional de H.

1. Dado x0 ∈ H, se define la medida δx0 en (H,B) de la manera usual:

δx0(∆) =


1 x0 ∈ ∆

0 x0 /∈ ∆

2. Sea µ una medida boreliana (finita) en R. Para cada vector x0 ∈ H, tal que ‖x0‖ = 1,
se puede definir la medida inducida por µ en la dirección de x0, de la siguiente
manera: si ∆ es boreliano en H, µ̃x0(∆) = µ(θ(∆ ∩ [x0])), donde θ : [x0] → R
está definida por θ(αx0) = α.

3. Dados un subespacio S ⊂ H de dimensión n, una medida µ boreliana (finita) en
Rn y un isomorfismo Θ : S → Rn, se tiene la medida µΘ en (H,B) definida por
µΘ(∆) = µ(Θ(∆ ∩ S)).

Definición 2.1.6. (Operador Covarianza) Sea µ una medida boreliana en H, el operador
de covarianza Sµ de µ, está definido como el único operador que verifica

〈Sµx, y〉 =
∫
H
〈x, z〉〈y, z〉 dµ(z) para todo par de vectores x, y ∈ H.

Observación 2.1.7. Sµ puede no existir. Si existe, es autoadjunto y definido positivo.

Observación 2.1.8. (Teorema del cambio de variable) Si (X,µ) es un espacio de me-
dida, (Y,Σ) es un espacio medible y Υ : X → Y es una función medible, en el lenguaje
probabiĺıstico una variable aleatoria, entonces Υ induce una medida en (Y,Σ), notada µΥ

definida por

µΥ(∆) = µ(Υ−1(∆)) ∆ ∈ Σ.

Además, si f : Y → R es medible, entonces∫
X
f(Υ(x)) dµ(x) =

∫
Y
f(y) dµΥ(y).

Ejemplos. Manteniendo las definiciones y notaciones del ejemplo anterior:
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1. Aplicando la definición,

〈Sδx0x, y〉 =
∫
H
〈x, z〉 〈y, z〉 dδx0(z) = 〈x, x0〉 〈y, x0〉 = 〈〈x, x0〉x0, y〉.

Como esta igualdad es válida para todo par x, y ∈ H, resulta

Sδx0x = 〈x, x0〉x0.

2. Notemos que sobre los Borelianos de R, (µ̃x0)θ = µ, ya que dado un intervalo abierto
(a, b) ∈ R, el valor de [µ̃x0 ]θ{(a, b)} es por definición:

[µ̃x0 ]θ{(a, b)} = µ̃x0

{
θ−1(a, b)

}
= µ̃x0 ({αx0 ∈ H : a < α < b})

= µ {θ({αx0 ∈ H : a < α < b} ∩ [x0])} = µ{(a, b)}.

Calculemos el operador de covarianza,

〈Sµ̃x0x, y〉 =
∫
H
〈x, z〉 〈y, z〉 dµ̃x0(z) =

∫
[x0]
〈x, z〉 〈y, z〉 dµ̃x0(z),

siendo z = 〈z, x0〉x0, esta última integral es

〈x, x0〉 〈y, x0〉
∫

[x0]
〈z, x0〉2 dµ̃x0(z) = 〈x, x0〉 〈y, x0〉

∫
[x0]

θ(z)2 dµ̃x0(z),

que por la observación 2.1.8 y lo notado anteriormente, resulta igual a

〈x, x0〉 〈y, x0〉
∫

R
t2 dµ(t) =

(∫
R
t2 dµ(t)

)
〈x, x0〉〈x0, y〉.

Como esta igualdad es válida para todo par x, y ∈ H, resulta

Sµ̃x0x =
(∫

R
t2 dµ(t)

)
〈x, x0〉x0.

3. Si µ es una medida Gaussiana en R, con media m y varianza σ2, el ejemplo anterior
nos dice que la medida inducida por µ en la dirección de x0 tiene por operador de
covarianza a (σ2 +m2)Px0(x), donde Px0 es la proyección ortogonal sobre [x0].

Recordemos que un operador continuo A : H → H, es definido positivo si 〈Ax, x〉 ≥ 0
para todo x ∈ H.

Definición 2.1.9. Un operador continuo A : H → H se dice de clase S(H) si es de traza,
definido positivo y autoadjunto.
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En la demostración del próximo resultado necesitamos el teorema de Beppo Levi:

Teorema 2.1.10. (Beppo Levi) Sean (H,µ) un espacio de medida y {gn}n∈N una sucesión
creciente de funciones medibles, reales y no negativas definidas en H. Si g es el ĺımite
puntual de esta sucesión, entonces∫

H
g(x) dµ(x) = ĺım

n→∞

∫
H
gn(x) dµ(x).

Teorema 2.1.11. Dada una medida µ, boreliana en H, entonces∫
H
‖x‖2 dµ(x) <∞⇔ Sµ ∈ S(H).

Además,
∫
H
‖x‖2dµ(x) = tr(Sµ).

Demostración. ⇐) Consideremos {en}n∈N una base ortonormal de H :

tr(Sµ) =
∞∑
n=1

〈Sµen, en〉 = ĺım
N→∞

N∑
n=1

〈Sµen, en〉 = ĺım
N→∞

N∑
n=1

∫
H
〈x, en〉2 dµ(x),

que por Beppo Levi es igual a∫
H

ĺım
N→∞

N∑
n=1

〈x, en〉2 dµ(x) =
∫
H

∞∑
n=1

〈x, en〉2 dµ(x) =
∫
H
‖x‖2 dµ(x).

Por lo tanto
∫
H
‖x‖2 dµ(x) <∞.

⇒) Debemos probar primero la existencia del operador Sµ. Como

|〈x, z〉〈y, z〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖z‖2

resulta ∣∣∣∣∫
H
〈x, z〉〈y, z〉 dµ(z)

∣∣∣∣ ≤ ‖x‖ ‖y‖∫
H
‖z‖2 dµ(z),

por lo tanto la integral define una forma bilineal continua, y existe un único operador
continuo Sµ tal que

〈Sµx, y〉 =
∫
H
〈x, z〉〈y, z〉 dµ(z).

Claramente este operador resulta definido positivo y autoadjunto, la convergencia de la
serie

∑∞
n=1〈Sµx, y〉 se sigue de la cadena de igualdades de la primera implicación.

Definición 2.1.12. (Media) Sea µ una medida boreliana en H, la media de µ es un
elemento mµ ∈ H que verifica

〈mµ, x〉 =
∫
H
〈z, x〉 dµ(z) para todo x ∈ H.



2. Medidas Gaussianas en espacios de Banach 21

Observación 2.1.13. En general mµ puede no existir. Si
∫
H
‖x‖ dµ(x) <∞, entonces

mµ existe y además |mµ| ≤
∫
H
‖x‖ dµ(x).

Ejemplos. Con las notaciones fijadas previamente:

1. 〈mδx0
, x〉 =

∫
H
〈z, x〉 dδx0(z) = 〈x0, x〉. Como esta igualdad vale para todo x ∈ H,

resulta mδx0
= x0.

2. 〈mµ̃x0
, x〉 =

∫
H
〈z, x〉 dµ̃x0(z) =

∫
[x0]
〈z, x〉 dµ̃x0(z), recordando que ‖x0‖ = 1 pode-

mos escribir z = 〈z, x0〉x0, esta integral resulta entonces

〈x, x0〉
∫

[x0]
〈z, x0〉 dµ̃x0(z) = 〈x, x0〉

∫
R
t dµ(t).

Como esta igualdad vale para todo x ∈ H, tenemos que

mµ̃x0
=
(∫

R
t dµ(t)

)
x0.

3. Si µ es una medida Gaussiana en R, con media m y varianza σ2, el ejemplo anterior
nos dice que la medida inducida por µ en la dirección de x0 tiene por media a mx0.

Si existen mµ y Sµ es posible definir el operador de correlación.

Definición 2.1.14. (Operador Correlación) Sea µ una medida boreliana en H, el operador
de correlación Qµ de µ, está definido como el único operador que verifica

〈Qµx, y〉 =
∫
H
〈x, z −mµ〉〈y, z −mµ〉 dµ(z) para todo x, y ∈ H.

Observación 2.1.15. Busquemos una expresión más simple para Qµ desarrollando los
productos internos en la integral:

〈Qµx, y〉 =
∫
H
〈x, z〉〈y, z〉dµ(z)−

∫
H
〈x,mµ〉〈y, z〉dµ(z)

−
∫
H
〈x, z〉〈y,mµ〉dµ(z) +

∫
H
〈x,mµ〉〈y,mµ〉 dµ(z)

= 〈Sµx, y〉 − 2〈x,mµ〉〈y,mµ〉+ µ(H)〈x,mµ〉〈y,mµ〉

= 〈Sµx+ (µ(H)− 2)〈x,mµ〉mµ, y〉,

como esta igualdad se verifica para todo x, y ∈ H, tenemos que

Qµx = Sµx+ (µ(H)− 2)〈x,mµ〉mµ.
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Ejemplos. Continuando con las notaciones de los ejemplos anteriores:

1. Qδx0x = 〈x, x0〉x0 − 〈x, x0〉x0 = 0.

2. Qµ̃x0x =

{(∫
R
t2 dµ(t)

)
+ (µ(R)− 2)

(∫
R
t dµ(t)

)2
}
〈x, x0〉x0.

3. En el ejemplo anterior, si µ es una medida Gaussiana en R, con media m y varianza
σ2, resulta

Qµ̃x0x = {(σ2 +m2) + (1− 2)m2}〈x, x0〉x0 = σ2〈x, x0〉x0 = σ2Px0(x).

Definición 2.1.16. Dada una medida µ, boreliana en H, se define la función caracteŕıstica
de µ por

µ̂(x) =
∫
H
ei〈x,y〉dµ(y)

Observación 2.1.17. En general µ̂ puede no existir. Si µ(H) < ∞, entonces µ̂ existe y
además µ̂(x) ≤ µ(H) para todo x ∈ H.

Ejemplos. Manteniendo las notaciones previas:

1. δ̂x0(x) =
∫
H
ei〈x,y〉 dδx0(y) = ei〈x,x0〉.

2. ̂̃µx0(x) =
∫
H
ei〈x,y〉 dµ̃x0(y) =

∫
[x0]

ei〈x,x0〉 〈x0,y〉 dµ̃x0(y) =
∫

R
ei〈x,x0〉 t dµ(t), y esta

última expresión resulta µ̂(〈x, x0〉).

2.1.3. Medida Gaussiana en espacios de Hilbert reales

En esta sección definimos medidas Gaussianas en espacios de Hilbert reales y separa-
bles. Resumimos los resultados más importantes que caracterizan a estas medidas.

Definición 2.1.18. Una medida µ, boreliana en H es Gaussiana, si para todo x ∈ H la
función 〈·, x〉 : H → R tiene distribución normal, i.e. existen mx ∈ R, σx ∈ R>0, tales que

µ{y ∈ H : 〈y, x〉 ≤ a} =
∫ a

−∞
e−(t−mx)2/2σx dt√

2πσx
.

De la definición 2.1.16 se desprende que la función caracteŕıstica de una medida queda
determinada completamente si se conocen las medidas que ésta induce sobre los subespa-
cios {[x] : x ∈ H}. El siguiente lema es una combinación de los ejemplos dados con las
propiedades de la medida Gaussiana de la recta real.
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Lema 2.1.19. Sea µ una medida Gaussiana en H, entonces su función caracteŕıstica
está dada por

µ̂(x) = ei〈mµ,x〉e−〈Qµx,x〉/2,

donde mµ y Qµ son la media y el operador correlación respectivamente.

Demostración. Dado x ∈ H, por ser µ Gaussiana, la variable aleatoria θ(·) = 〈 ·, x〉 tiene
distribución normal con media mx y varianza σx, por lo tanto:

µ̂(x) =
∫
H
ei〈x,y〉 dµ(y) =

∫
R
eite−(t−mx)2/2σx dt√

2πσx
= eimxe−σx/2

donde en la última igualdad usamos la transformada de Fourier de la densidad Gaussiana
en R. Por otro lado,

〈mµ, x〉 =
∫
H
〈z, x〉 dµ(z) =

∫
R
te−(t−mx)2/2σx dt√

2πσx
= mx

y

〈Qµx, x〉 =
∫
H
〈z, x〉2 dµ(z)− 〈mµ, x〉

∫
H
〈z, x〉 dµ(z) =

∫
H
〈z, x〉2 dµ(z)−m2

x

=
∫

R
t2e−(t−mx)2/2σx dt√

2πσx
−m2

x = (σx +m2
x)−m2

x = σx.

Combinando esto con lo obtenido anteriormente, tenemos que:

µ̂(x) = eimxe−σx/2 = ei〈mµ,x〉e−〈Qµx,x〉/2.

2.2. Medida de Wiener en espacios de Banach reales

2.2.1. Medida de Gauss en espacios de Hilbert reales

Sea H un espacio de Hilbert real y separable, se nota por F al conjunto de proyecciones
ortogonales en H que tienen rango de dimensión finita. Este es un conjunto parcialmente
ordenado si se define la relación:

Q < P si y sólo si Rg(Q) ⊂ Rg(P ).

Definición 2.2.1. Un conjunto C ⊂ H es un conjunto ciĺındrico (o cilindro) si existen
P ∈ F y un conjunto boreliano F ⊂ Rg(P ) tales que:

C = {x ∈ H : Px ∈ F}.
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Observación 2.2.2. El conjunto F de la definición anterior, usualmente es llamado “base
del cilindro”. En dimensión infinita, la familia CH de conjuntos ciĺındricos de H forman un
álgebra, pero no una σ-álgebra. Sin embargo, si fijamos un subespacio de dimensión finita
y nos restringimos a cilindros con base en este subespacio, obtenemos una σ−álgebra.

Definición 2.2.3. Una función f : H → R ó C es una función ciĺındrica si existen P ∈ F

y una función boreliana φ : Rg(P )→ R ó C tales que:

f(x) = φ(Px).

Definición 2.2.4. Se llama medida de Gauss a la función Γ : CH → R, definida sobre los
cilindros de H, por medio de la integral

Γ(C) =
1

πn/2

∫
F
e−‖x‖

2
dx,

donde C = {x ∈ H : Px ∈ F}, dim(Rg(P )) = n y la integración es respecto a la medida
de Lebesgue.

Observación 2.2.5. Un mismo conjunto ciĺındrico puede tener dos formas diferentes de
ser descripto. Por ejemplo, los subconjuntos de R2 :

F1 = {(x, 0) : a ≤ x ≤ b} y F2 = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, y ∈ R}

dan origen al cilindro

C = {(x, y) ∈ R2 : PX(x, y) ∈ F1} = {(x, y) ∈ R2 : PX,Y (x, y) ∈ F2}.

En general, dado un cilindro C ⊂ H para el cual existen dos descripciones

C = {x ∈ H : Px ∈ F}, con P ∈ F, F ⊂ Rg(P ), dim(Rg(P )) = n,

y también

C = {x ∈ H : Qx ∈ G}, con Q ∈ F, P ≤ Q, G ⊂ Rg(Q), dim(Rg(Q)) = n+ k,

entonces resulta G = P−1(F ) ∩Rg(Q).
Puede pensarse entonces al conjunto G como la suma ortogonal de F con un subespacio

Sk, con la propiedad de ser dim(Sk) = k y naturalmente Sk ⊥ Rg(P ).
Al ser Γ una medida de probabilidad sobre los subespacios de dimensión finita, que se

descompone como un producto de medidas de probabilidad sobre subespacios ortogonales,
tenemos que

1
πn/2

∫
F
e−‖x‖

2
dx =

(
1

πn/2

∫
F
e−‖x‖

2
dx

)(
1

πk/2

∫
Sk

e−‖y‖
2
dy

)
=
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1
π(n+k)/2

∫
F⊕⊥Sk

e−(‖x‖2+‖y‖2) dx dy =
1

π(n+k)/2

∫
G
e−‖t‖

2
dt.

Queda aśı probada la buena definición de la medida de Gauss sobre conjuntos ciĺındricos.

Observación 2.2.6. Una forma alternativa de interpretar la observación anterior es la
siguiente. A partir de Γ se define una familia de medidas {ΓP }P∈F sobre subespacios de
dimensión finita. Dado un subespacio de dimensión n, P ∈ F la proyección ortogonal sobre
él, para todo conjunto Boreliano F ⊂ Rg(P ) :

ΓP (F ) =
1

πn/2

∫
F
e−‖x‖

2
dx.

Dadas proyecciones P ≤ Q ∈ F, dim(Rg(P )) = n, dim(Rg(Q)) = n + k, conjuntos
Borelianos F ⊂ Rg(P ), G ⊂ Rg(Q) y un cilindro

C = {x ∈ H : Px ∈ F} = {x ∈ H : Qx ∈ G},

entonces

ΓP (F ) =
1

πn/2

∫
F
e−‖x‖

2
dx = Γ(C) =

1
π(n+k)/2

∫
G
e−‖x‖

2
dx = ΓQ(G).

Como G = P−1(F ) ∩Rg(Q), la igualdad se puede reescribir como

ΓP (F ) = ΓQ(P−1(F ) ∩Rg(Q)).

Observación 2.2.7. Es importante notar que si bien la medida de Gauss es finitamente
aditiva, no admite una extensión σ-aditiva a la σ−álgebra generada por los cilindros de
H.

Tomemos {en}n∈N una base ortonormal de H. Para cualquier sucesión creciente de
números reales positivos (an)n∈N, con ĺım

n→∞
an = +∞, se pueden definir los conjuntos

Cn = {x ∈ H : P[e1,...,ean ](x) ∈ [−n, n]an ⊂ Ran}.

Como H =
∞⋃
n=1

Cn, si Γ fuera σ- aditiva, debeŕıa verificarse que

Γ(H) ≤
∞∑
n=1

Γ(Cn).

Por un lado, H = {x ∈ H : 〈x, e1〉 ∈ R}, por lo tanto

Γ(H) =
1√
π

∫
R
e−t

2
dt = 1.
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Por otro lado,

Γ(Cn) =
1

πan/2

∫ n

−n
· · ·
∫ n

−n︸ ︷︷ ︸
an−veces

e−
∑an
j=1 x

2
j dx1 . . . dxan =

(
1√
π

∫ n

−n
e−t

2
dt

)an
.

Como
1√
π

∫ n

−n
e−t

2
dt < 1, eligiendo an suficientemente grande, puede lograrse que

Γ(Cn) < 1/2n+1. Resulta aśı

∞∑
n=1

Γ(Cn) ≤ 1/2 < Γ(H),

por lo que Γ no es una medida σ-aditiva.

Observación 2.2.8. Aún sin ser una medida, es posible integrar ciertas funciones respecto
a Γ. Por ejemplo, dadas P ∈ F y φ : Rg(P )→ R boreliana, para la función ciĺındrica

f : H → R

f(x) = φ(Px),

se define ∫
H
f(x) dΓ(x) =

∫
PH

φ(t) dΓP (t).

Para probar la buena definición de la integral, dadas dos proyecciones ortogonales
P,Q ∈ F, y funciones borelianas φ : Rg(P )→ R, ϕ : Rg(Q)→ R tales que

f(x) = φ(P (x)) = ϕ(Q(x)),

supongamos P ≤ Q y apliquemos la observación 2.1.8 al siguiente diagrama conmutativo:

H
Q //

P

''
(Rg(Q),ΓQ)

P|Rg(Q) //

ϕ

**TTTTTTTTTTTTTTTTTTT
(Rg(P ),ΓP )

φ

��
R

Sobre los borelianos de Rg(P ), ΓP es una medida σ−aditiva y lo mismo ocurre con ΓQ en
los borelianos de Rg(Q). Estas inducen, por medio de φ y ϕ, medidas [ΓP ]φ y [ΓQ]ϕ en los
borelianos de R, para las cuales se tienen las siguientes igualdades:∫

R
s d[ΓP ]φ(s) =

∫
PH

φ(t) dΓP (t)∫
R
s d[ΓQ]ϕ(s) =

∫
QH

ϕ(t) dΓQ(t).
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Como
[ΓP ]φ(∆) = ΓP (φ−1(∆))

y

[ΓQ]ϕ(∆) = ΓQ(ϕ−1(∆)) = ΓQ[(P|RgQ)−1(φ−1(∆))] = ΓQ[P−1(φ−1(∆)) ∩Rg(Q)],

por la Proposición 2.2.6,

ΓQ[P−1(φ−1(∆)) ∩Rg(Q)] = ΓP (φ−1(∆)),

por lo tanto [ΓP ]φ = [ΓQ]ϕ y ambas integrales coinciden.
Si los rangos de P y Q no fueran comparables, llamemos S = Rg(P ) + Rg(Q) y ΠS a la
proyección ortogonal sobre este nuevo subespacio. Definimos:

fS,P : S → R

fS,P (x) = φ(P|S(x)).

fS,Q : S → R

fS,Q(x) = ϕ(Q|S(x)).

Naturalmente, por ser φ(P (x)) = f(x) = ϕ(Q(x)) para todo x ∈ H, en particular vale la
igualdad si nos restringimos a S, por lo tanto

fS,P = fS,Q.

Por otro lado, como Rg(P ) ⊂ Rg(ΠS), resulta P|S(ΠS(x)) = P (x) para todo x ∈ H y
vemos que

fS,P (ΠS(x)) = φ(P|S(ΠS(x))) = φ(P (x)) = f(x).

Con iguales argumentos, resulta

fS,Q(ΠS(x)) = ϕ(Q|S(ΠS(x))) = ϕ(Q(x)) = f(x).

Aplicando ahora la demostración al par P, ΠS ∈ F con funciones φ y fS,P y también a
Q, ΠS ∈ F, con funciones ϕ y fS,Q, cada uno de ellos ordenado por inclusión, por ser
fS,P = fS,Q, podemos concluir que el valor de la integral no depende de la representación.

Observación 2.2.9. A continuación de la Observación 2.2.7 se mostró que Γ no era una
medida. Al ver esa demostración, se podŕıa suponer que el inconveniente que se presenta
es que la distribución en cada subespacio de dimensión finita se comporta como el producto
de Gaussianas con la misma varianza, lo que permite asegurar que los cilindros, cuando
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aumentamos la dimensión, reducen su medida tendiendo a 0. Se pueden proponer dos solu-
ciones, la primera es cambiar la definición de Γ achicando la varianza de las proyecciones
sobre los vectores de la base {en}n∈N, a medida que n crece. La segunda solución es cambiar
H definiendo una norma más débil, de manera que las varianzas disminuyan y Γ pueda
extenderse a una medida σ−aditiva en el nuevo espacio que resulte de completar H con
esta nueva norma. En cierta forma estas dos opciones son “similares”, pero la ventaja de
la segunda es que nos permite saltar del contexto Hilbert al de espacios de Banach.

Definición 2.2.10. Una norma ||| · ||| en H es una norma medible, si para todo ε > 0,
existe Pε ∈ F tal que

Γ{x ∈ H : |||Px||| > ε} < ε ∀ P ⊥ Pε, P ∈ F

La demostración de la siguiente proposición puede consultarse en [16].

Proposición 2.2.11. Si A es un operador de Hilbert-Schmidt inyectivo, entonces la norma
definida por |||x||| = ‖Ax‖ es una norma medible.

Observación 2.2.12. Si ‖ · ‖1 es una norma medible en H y se tiene una segunda norma
‖ · ‖2, que verifica

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 para todo x ∈ H,

dado P ∈ F vale la inclusión

{x ∈ H : ‖Px‖2 > ε} ⊂ {x ∈ H : ‖Px‖1 > ε},

y por lo tanto ‖ · ‖2 resulta medible.

Proposición 2.2.13. Si ||| · ||| es una norma medible, entonces existe c ∈ R>0 tal que
|||x||| ≤ c‖x‖ para todo x ∈ H.

Demostración. Tomemos a ∈ R de modo tal que

2
∫ ∞
a

e−t
2/2 dt√

2π
=

1
2
,

y notemos que por la definición de norma medible, existe P1/2 ∈ F tal que

Γ{x ∈ H : |||Px||| > 1/2} < 1/2 ∀ P ⊥ P1/2, P ∈ F.

Como Rg(P1/2) es de dimensión finita, existe α ∈ R>0 tal que

|||y||| ≤ α‖y‖ para todo y ∈ P1/2H.



2. Medidas Gaussianas en espacios de Banach 29

Si z pertenece al complemento ortogonal del Rg(P1/2), definimos

Pz(x) =
〈
x,

z

‖z‖

〉
z

‖z‖
, Pz ∈ F, Pz ⊥ P1/2,

por lo tanto

Γ{|||Pzx||| > 1/2} = Γ
{∣∣∣∣〈x, z

‖z‖

〉∣∣∣∣ |||z|||‖z‖
> 1/2

}
< 1/2.

Esta desigualdad, significa que

2
∫ ∞
‖z‖

2|||z|||

e−t
2/2 dt√

2π
<

1
2
,

entonces debe ser a <
‖z‖

2|||z|||
, y por lo tanto |||z||| < 1

2a
‖z‖. Notemos que la constante que

acota la norma sobre el complemento ortogonal de Rg(P1/2) no depende de z.

Dado x ∈ H, escribimos x = y + z, con y ∈ Rg(P1/2), z ∈ Rg(P1/2)⊥, se sigue que:

|||x|||2 ≤ (|||y||| + |||z|||)2 ≤ 2
(
|||y|||2 + |||z|||2

)
≤

2
[
α2‖y‖2 +

1
4a
‖z‖2

]
≤ 2

[
α2 +

1
4a

] (
‖y‖2 + ‖z‖2

)
= 2

[
α2 +

1
4a

]
‖x‖2,

vale entonces la desigualdad propuesta tomando c =

√
2
[
α2 +

1
4a

]
.

Como toda norma medible ||| · ||| es más débil que la norma de H, pero no equivalente
(pág. 59, [16]), tiene sentido completar al espacio H respecto de ||| · |||.

Definición 2.2.14. Un espacio de Wiener abstracto es una terna (ı,H,X), donde H es
un espacio de Hilbert separable, X es el espacio de Banach que se obtiene al completar H
respecto de una norma medible e ı : H ↪→ X es la inclusión.

Ejemplos.

1. El primer ejemplo, data de los años 1920’s, es el que motiva la construcción del
espacio de Wiener abstracto. Se considera X = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0}, que es un
espacio de Banach considerando en él la norma ‖f‖∞ = sup

x∈[0,1]
|f(x)|. Se definen en

X conjuntos de la forma:

I = {f ∈ X : (f(x1), f(x2), . . . , f(xn)) ∈ ∆},
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para n ∈ N, 0 < x1 < x2 < · · · < xn ≤ 1 y ∆ ⊂ Rn boreliano, y sobre ellos la
aplicación

W (I) =
1√

2πx1(x2 − x1) · · · (xn − xn−1)

∫
∆
e
− 1

2

(
t21
x1

+
(t2−t1)2

x2−x1
+···+ (tn−tn−1)2

xn−xn−1

)
dt1...dtn

La función de conjuntos W tiene una única extensión σ−aditiva a la σ−álgebra
generada por los conjuntos I. Esta extensión es la medida de Wiener en C[0, 1] y la
integral respecto a esta medida es la integral de Wiener. Este espacio fue utilizado
por los f́ısicos antes que N. Wiener ([24] [25]) probara formalmente que W se pod́ıa
extender y era una medida. En el lenguaje “abstracto”, el espacio de Hilbert H ⊂ X,
está formado por las funciones absolutamente continuas definidas en [0, 1], cuya
derivada tiene cuadrado integrable:

H =

{
f ∈ X : f abs. cont.,

∫
[0,1]
|f ′(x)|2 dx <∞

}
,

considerando el producto interno

〈f, g〉 =
∫

[0,1]
f ′(x)g′(x) dx.

Los conjuntos ciĺındricos se forman a partir de las evaluaciones δx(f) = f(x), que
en (C[0, 1], ‖ · ‖∞) resultan funcionales lineales continuas. La terna (ı,H,X) es el
“clásico” espacio de Wiener abstracto.

2. Sea X = `2, el espacio de sucesiones reales de cuadrado sumable. Tomamos en `2 una
sucesión decreciente de números reales positivos (λn)n∈N, con la condición adicional
que 1 > λ1. Sea

H =

{
(xn)n∈N ∈ `2 :

∞∑
n=1

|xn|2

λ2
n

<∞

}
,

con producto interno definido de la siguiente manera

〈(xn), (yn)〉H =
∞∑
n=1

xnyn
λ2
n

.

Resulta aśı (H, 〈·, ·〉H) un espacio de Hilbert, se puede definir en él un operador de
Hilbert-Schmidt inyectivo:

A : H → H

(xn)n∈N 7→ (λnxn)n∈N,

que induce una norma medible (Proposición 2.2.11)

|||(xn)||| = ‖A(xn)‖ =

( ∞∑
n=1

|xn|2
)1/2

.
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Al completar al espacio H respecto de esta nueva norma ||| · |||, se obtiene `2, por lo
tanto (ı,H, `2) es un espacio de Wiener abstracto.

3. Tomando p ∈ (2,+∞), tenemos la inclusión continua y densa `2 ↪→ `p. Manteniendo
la notación del ejemplo precedente, resulta entonces

‖(xn)‖p ≤ ‖(xn)‖2 = ‖A(xn)‖ para todo (xn) ∈ H.

Por lo tanto, definiendo en H la nueva norma ‖·‖p, ésta resulta medible (Observación
2.2.12) y la terna (ı,H, `p) es un espacio de Wiener abstracto.

2.2.2. Medida de Wiener en espacios de Banach reales

Definición 2.2.15. Sea X un espacio de Banach real y separable, dado un conjunto
boreliano ∆ ⊂ Rn y funcionales lineales γi ∈ X ′ (i = 1, . . . , n), un conjunto C ⊂ X

definido por
C = {z ∈ X : (γ1(z), γ2(z), . . . , γn(z)) ∈ ∆}

se llama cilindro o conjunto ciĺındrico en X.

Por CX notamos la familia de cilindros en X.

Proposición 2.2.16. La σ−álgebra generada por la familia CX es la σ−álgebra de Borel
en X.

Demostración. Notemos por σ(CX) a la σ−álgebra generada por la familia CX .
Por la continuidad de las funcionales lineales que definen a los cilindros, resulta clara-

mente que σ(CX) ⊂ B(X).
Para mayor claridad vamos a separar en pasos lo que resta de la demostración.

Paso 1. Por ser X separable, todo abierto en X es unión numerable de bolas abiertas.
Tomemos un conjunto denso {zn}n∈N ⊂ X. La familia numerable de bolas abiertas

{B◦1/m(zn) : n,m ∈ N} forma una base de abiertos de la topoloǵıa de X. Efectivamente,
dado z ∈ X y r > 0 tomemos zn tal que ‖z − zn‖ < r y sea m ∈ N de modo que 2/m < r.

Por la desigualdad triangular B◦1/m(zn) ⊂ B◦r (z).
Esto nos permite reducir la demostración y probar que dado w ∈ X y r > 0, entonces

B◦r (w) ∈ σ(CX).

Paso 2. Probemos que para todo r > 0, Br(0) = {z ∈ X : ‖z‖ ≤ r} ∈ σ(CX).
Sea {zn}n∈N ⊂ X, un conjunto denso. Usando Hahn-Banach podemos tomar una

sucesión {γn}n∈N ⊂ X ′ tal que se verifique:

a) ‖γn‖ = 1 para todo n ∈ N.

b) γn(zn) = ‖zn‖ para todo n ∈ N.
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Veamos que Br(0) =
∞⋂
n=1

{z ∈ X : γn(z) ∈ [−r, r]} ∈ σ(CX).

⊆) Si z ∈ Br(0), entonces |γn(z)| ≤ ‖γn‖‖z‖ ≤ r para todo n ∈ N.
⊇) Si ‖z‖ = r′ > r, tomamos algún zn suficientemente próximo a z, de modo tal que
‖z − zn‖ < (r′ − r)/2. Resulta aśı ‖zn‖ > (r′ + r)/2, y por lo tanto

|γn(z)| ≥ |γn(zn)| − |γn(zn − z)| ≥ ‖zn‖ − ‖zn − z‖ >
r′ + r

2
− r′ − r

2
= r.

De este modo se prueba que

z /∈ Br(0)⇒ z /∈
∞⋂
n=1

{z ∈ X : γn(z) ∈ [−r, r]}.

Paso 3. Con la misma idea anterior podemos probar que si w ∈ X, para todo r > 0,
entonces Br(w) ∈ σ(CX). Escribiendo

Br(w) =
∞⋂
n=1

{z ∈ X : γn(z − w) ∈ [−r, r]} =

∞⋂
n=1

{z ∈ X : γn(z) ∈ [−r + γn(w), r + γn(w)]} ∈ σ(CX).

Paso 4. Concluimos que dado w ∈ X y para todo r > 0, B◦r (w) ∈ σ(CX), ya que

B◦r (w) =

( ∞⋃
n=1

Br−1/n(w)

)
∈ σ(CX).

Observación 2.2.17. La proposición anterior puede resumirse brevemente diciendo: “Si
X es un espacio de Banach real y separable, entonces los borelianos de X son exactamente
los w−borelianos de X.”

Además, si X es un espacio dual, se puede probar que coinciden con los w∗− borelianos
de X. (ver [14])

Dado un espacio de Wiener abstracto (ı,H,X), queremos construir una medida en X
utilizando la función Γ definida previamente. Para esto, comenzamos por definirla sobre sus
conjuntos ciĺındricos. Probemos que si C ∈ CX , entonces resulta ı−1(C) ∈ CH . Necesitamos
exhibir un subespacio S ⊂ H de dimensión finita, y un boreliano ∆̃ en él para los cuales,
si llamamos PS a la proyección ortogonal sobre S, resulte

ı−1(C) = {x ∈ H : PS(x) ∈ ∆̃}.



2. Medidas Gaussianas en espacios de Banach 33

Por definición,
C = {z ∈ X : (γ1(z), γ2(z), . . . , γn(z)) ∈ ∆}

para algún conjunto boreliano ∆ ⊂ Rn y funcionales {γi}ni=1 ⊂ X ′. Por lo tanto

ı−1(C) = {x ∈ H : (γ1(ı(x)), γ2(ı(x)), . . . , γn(ı(x))) ∈ ∆}

= {x ∈ H :
(
ı′(γ1)(x), ı′(γ2)(x), . . . , ı′(γn)(x)

)
∈ ∆}

= {x ∈ H : (〈x, y1〉, 〈x, y2〉, . . . , 〈x, yn〉) ∈ ∆}

siendo yk ∈ H el representante de la funcional ı′(γk).

Sea S = [y1, y2, . . . , yn], el subespacio generado por estos vectores, y sea {w1, w2, . . . , wk}
una base ortonormal del mismo. Se pueden escribir para i = 1, 2, . . . , n :

yi =
k∑
j=1

αi,jwj

y definir MT : Rk → Rn, la multiplicación por la matriz

T =



α1,1 α1,2 . . . α1,k

α2,1 α2,2 . . . α2,k

...
...

. . .
...

αn,1 αn,2 . . . αn,k


.

Resulta aśı

x ∈ ı−1(C)⇔MT


〈x,w1〉

...
〈x,wk〉

 ∈ ∆⇔ PS(x) ∈M−1
T (∆)

Por la continuidad de MT el conjunto ∆̃ = M−1
T (∆) resulta boreliano y verifica lo pedido.

Definición 2.2.18. Dado un espacio de Wiener abstracto (ı,H,X), se define

Γ̃ : CX → R

Γ̃(C) = Γ(ı−1(C)).

Teorema 2.2.19. Sea (ı,H,X) un espacio de Wiener abstracto, entonces existe una suce-
sión {pn}n∈N ⊂ F, verificando que pn → IH en la topoloǵıa fuerte y un espacio de Wiener
abstracto (ı0, H,X0), tales que:



34 2.2. Medida de Wiener en espacios de Banach reales

a) ‖ · ‖X0 es más fuerte que ‖ · ‖X , esto es X0 ↪→ X.

b) pn se extiende a una proyección continua Pn : X0 → X0 ∀ n ∈ N.
c) ‖Pny− y‖X0 −→n→∞ 0 ∀y ∈ X0. Es decir, Pn → IX0 en la topoloǵıa fuerte en el espacio de
operadores continuos en definidos en X0.

En lugar de esta versión general (pág. 66, [16]), por construcción de nuestra medida,
resultará X0 un espacio de Hilbert (Teorema 2.3.5), y por simplicidad en la notación
será llamado H0.

Teorema 2.2.20. (Teorema 4.1, pág. 72, [13]) La función Γ̃, definida sobre CX , se ex-
tiende, de manera única, a una medida W definida en el espacio (X,BX).

Observación 2.2.21. La función Γ̃0, definida sobre CX0 , también se extiende de manera
única, a una medida W0 definida en el espacio (X0,BX0). Si ∆ ∈ X, y es tal que ∆∩X0 ∈
BX0 , se puede definir W̃ (∆) = W0(∆ ∩X0).

H ı0
//

ı

&&
X0 ı1

// X

En particular W̃ está definida para cualquier ∆ ∈ BX , ya que por la continuidad de ı1

resulta ∆ ∩X0 = ı−1
1 (∆) ∈ BX0 . Dado C un cilindro en X :

W̃ (C) = W0(C ∩X0) = W0(ı−1
1 (C)) = Γ(ı−1

0 (ı−1
1 (C))) = Γ(ı−1(C)) = W (C).

Por unicidad, W̃ = W y vale W̃ (X0) = W0(X0) = 1. Por lo tanto W (X0) = 1.

Observación 2.2.22. La definición 2.2.4 podŕıa modificarse ligeramente, dado t > 0,
definir en CH la “medida de Gauss con parámetro t” por medio de

Γt(C) =
1

(2πt)n/2

∫
F
e−‖x‖

2/2t dx donde C = {x ∈ H : Px ∈ F, P ∈ F},

como antes Γt no resulta σ−aditiva, sin embargo se puede definir Γ̃t en CX y existe entonces
una única extensión Wt que es una medida σ− aditiva en (X,BX). Con esta definición
Γ = Γ1/2.

Definición 2.2.23. Se llama medida de Wiener con varianza t, a la única medida bore-
liana en X que extiende a la función finitamente aditiva Γ̃t.

Dado un espacio de Banach separable X, necesitamos trabajar con una medida defini-
da en su σ−álgebra de Borel. No tenemos todav́ıa una construcción que lo permita, sin
embargo, si comenzamos considerando un espacio de Hilbert H y definimos en él la medida
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de Gauss Γ, podemos obtener un espacio de Banach completando H respecto a una norma
medible y en él tenemos definida la medida Gaussiana Γ̃, extensión de Γ.
El siguiente teorema garantiza que todo espacio de Banach separable puede construirse de
este modo, completando un espacio de Hilbert respecto a una norma medible. Por lo tanto
en todo espacio de Banach separable es posible construir una medida Gaussiana siguiendo
los pasos anteriormente expuestos.

Teorema 2.2.24. (Gross [13]) Sea X un espacio de Banach real y separable. Existe
entonces un espacio de Hilbert H ⊂ X, para el cual ‖ · ‖X es una norma medible. Esto es,
(ı,H,X) es un espacio de Wiener abstracto, donde ı : H → X es la inclusión.

En la próxima sección, cuando demostremos el teorema en su versión compleja, pre-
sentaremos ejemplos de esta construcción.

Observación 2.2.25. Dado un espacio de Banach real y separable X, los Teoremas 2.2.20
y 2.2.24 permiten definir una familia de medidas de Wiener {Wt}t>0 en el espacio medible
(X,B).

Observación 2.2.26. Al estar interesados en “alguna” medida Gaussiana definida en
los borelianos de X, el resultado anterior es satisfactorio.Cabe destacar que si tenemos
previamente definida una medida Gaussiana µX en X, el teorema anterior sigue teniendo
validez con el resultado adicional que W = µX . Es decir, toda medida Gaussiana en X

se obtiene como extensión de la medida de Gauss Γ, definida en un espacio de Hilbert
(H, ‖ · ‖H), denso en X y para el cual ‖ · ‖X resulta medible.

2.3. Medida de Wiener en espacios de Banach complejos

Los resultados expuestos anteriormente corresponden a espacios de Banach reales
y separables (ver [13], [16], [22]). En esta sección probaremos la versión compleja del
Teorema 2.2.24, ya que para estudiar funciones holomorfas necesitamos considerar espacios
de Banach sobre C.

La siguiente observación servirá para fijar la notación que vamos a utilizar en el resto
del caṕıtulo.

Observación 2.3.1. Si (H, 〈·, ·〉) es un espacio de Hilbert separable sobre C, y consider-
amos H con su estructura real subyacente, lo notaremos (HR, 〈·, ·〉R). Su producto interno
es 〈·, ·〉R = <〈·, ·〉, de esta forma x e ix resultan ortogonales en HR, y fijada {en}n∈N,
cualquier base ortonormal de H, entonces {en, ien}n∈N es una base ortonormal de HR.
La aplicación

H ′R −→ H ′,



36 2.3. Medida de Wiener en espacios de Banach complejos

ψ(·) 7→ ψ(·)− iψ(i ·)

es una isometŕıa entre H ′R y H ′.

Teorema 2.3.2. Sea (X, ‖ · ‖X) un espacio de Banach separable sobre C. Existe entonces
un espacio de Hilbert H ⊂ X, para el cual ‖ · ‖X es una norma medible.

Demostración. Por ser X separable podemos tomar una sucesión creciente de subespacios
{Fn}n∈N tales que

(a) Fn es de dimensión n (como C− espacio vectorial).
(b) F =

⋃∞
n=1 Fn es denso en X.

Tomamos una sucesión {wn}n∈N de manera tal que el conjunto {w1, w2, . . . , wn} forme
una base de Fn para todo n ∈ N.
Afirmamos que existe una sucesión de números reales positivos {αj}j∈N tales que para
todo n ∈ N, y todo vector (β1, β2, . . . , βn) ∈ Cn, se verifica∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

βjαjwj

∥∥∥∥∥∥
X

< 1 cada vez que
n∑
j=1

|βj |2 ≤ 1.

Construyamos inductivamente esta sucesión:
Para el primer paso, basta tomar α1 ∈ R, no nulo, de modo tal que ‖α1w1‖X < 1.
Supongamos elegidos α1, α2, . . . , αn, y veamos que es posible tomar αn+1 verificando la
condición propuesta. Consideremos Ψ : Cn+1 → X definida por

Ψ(β1, β2, . . . , βn+1) =
n∑
j=1

βjαjwj + βn+1wn+1.

El conjunto K =

(β1, β2, . . . , βn, 0) ∈ Cn+1 :
n∑
j=1

|βj |2 ≤ 1

 es compacto y por lo tanto

la función continua
d : K → R

d(β1, β2, . . . , βn, 0) = ‖Ψ(β1, β2, . . . , βn, 0)‖X

alcanza un máximo absoluto sobre K. Si llamamos r a este valor, por hipótesis inductiva,
resulta r < 1.

Restringidos a

(β1, β2, . . . , βn+1) ∈ Cn+1 :
n+1∑
j=1

|βj |2 ≤ 1

, podemos acotar:

‖Ψ(β1, β2, . . . , βn+1)‖X ≤

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

βjαjwj

∥∥∥∥∥∥
X

+ ‖βn+1wn+1‖X ≤ r + ‖βn+1wn+1‖X .
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Tomando αn+1 =
1− r

2‖wn+1‖X
, se verifica que cada vez que

∑n+1
j=1 |βj |2 ≤ 1, resulta

∥∥∥∥∥∥
n+1∑
j=1

βjαjwj

∥∥∥∥∥∥
X

≤

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

βjαjwj

∥∥∥∥∥∥
X

+ ‖βn+1αn+1wn+1‖X ≤ r +
1− r

2
=

1 + r

2
< 1.

El paso siguiente es dotar a F de un producto interno 〈 · , · 〉0, de manera que el conjunto
{αnwn}n∈N resulte ortonormal.

Dados x, y ∈ F, existen únicos números naturales n,m y escalares {aj}nj=1, {bj}mj=1 para
los cuales x =

∑n
j=1 ajwj e y =

∑m
j=1 bjwj , se define entonces

〈x, y〉0 =
∞∑
j=1

ajbj
α2
j

.

Esto induce una norma en F, como C−espacio vectorial, |x|0 = 〈x, x〉1/20 , que lo transforma
en un pre-Hilbert.

El primer paso de la demostración se puede resumir del siguiente modo:

si x ∈ F, |x|0 ≤ 1⇒ ‖x‖X < 1,

por lo tanto
‖x‖X < |x|0 para todo x ∈ F.

Por la acotación anterior, si {xn}n∈N ⊂ F es una sucesión de Cauchy en | · |0, entonces
es también de Cauchy en ‖ · ‖X . Podemos definir, entonces, H0 como la completación de
(H, | · |0) ⊂ X.

La inyectividad de la inclusión  : H0 → X permite afirmar que ′ : X ′ → H ′0 tiene imagen
densa. De lo contrario, si esto no sucediera, podemos encontrar una funcional ϕ ∈ H ′′0 , no
idénticamente nula, que se anula sobre la clausura de ′(X ′) :

ϕ(′(z)) = 0 para todo z ∈ X ′.

Por la reflexividad de H0 debe ser ϕ = ς̂ para algún ς ∈ H0, de este modo tenemos que

0 = ϕ(′(z)) = ς̂(′(z)) = (′(z))(ς) = z((ς)) para toda z ∈ X ′.

Esto implica que (ς) = 0, lo que es una contradicción, ya que  es inyectiva y hab́ıamos
supuesto ς distinta de 0. Podemos considerar entonces en H ′0 una base ortonormal {u′n}n∈N

formada por elementos pertenecientes a ′(X ′). Fijamos la base {un}n∈N en H0, de modo
que tenga por base dual a {u′n}n∈N.

Trabajamos ahora con H0,R, con estructura de R−espacio vectorial, con producto interno
〈x, y〉0,R = <〈x, y〉0 y base ortonormal {un, iun}n∈N.
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Necesitamos definir H ⊂ X, de manera que ‖·‖X resulte medible en H, para esto tomamos
una sucesión decreciente de números reales positivos

1 > λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ . . . ≥ λj ≥ . . .

con la condición adicional de ser
∑∞

j=1 λ
2
j <∞.

Definiendo

A : H0,R → H0,R

por medio de

A(un) = λnun

A(iun) = λn(iun)

resulta un operador de Hilbert-Schmidt. Considerando H = A(H0,R) ⊂ H0,R, con norma
definida por ‖x‖H = |A−1x|0, que por construcción es una norma también visto como
espacio de Hilbert sobre C. Se tiene que A|H : H → H es un operador de Hilbert-Schmidt,
|x|0 = ‖Ax‖H para todo x ∈ H, y por la Proposición 2.2.11, | · |0 es una norma medible
sobre H. Como además probamos que ‖·‖X < |·|0, la norma de X resulta medible también.
Tenemos aśı el espacio de Wiener abstracto (ı,H,X).

Queda entonces definida en (X,B) la medida de Wiener W, que extiende a la función
Γ̃ definida sobre los cilindros (reales) de X.

Observación 2.3.3. De la demostración surge que (ı0, H,H0) también es un espacio de
Wiener abstracto.

Observación 2.3.4. En la construcción del teorema anterior vamos a fijar la base de H
formada por los vectores {en}n∈N, tales que en = λnun para todo n ≥ 1. En el siguiente
diagrama

H
ı0 //

ı

$$
H0

 // X

H ′ H ′0
ı′0oo X ′

′oo

ı′
ee

notemos que u′n(ı0ek) = u′n(λkuk) = λnδnk, por lo tanto ı′0u
′
n = λne

′
n. Cuando elegimos la

base {u′n}n∈N, lo hicimos de manera tal que sus vectores pertenecieran a la imagen de ′,
por lo tanto, existe una sucesión {zn}n∈N ⊂ X ′ tal que ı′(zn) = ı′0 ◦ ′(zn) = e′n. La utilidad
de esta base será vista en el próximo caṕıtulo.

Ejemplos.
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1. Tomemos X=`p, para p ∈ [1, 2). Llamando wj a los vectores wj(k) = δjk, y mante-
niendo la notación del teorema,

(a) Fn = [w1, . . . , wn]

(b) F =
⋃∞
n=1 Fn es denso en `p.

Tenemos que mostrar una sucesión de escalares reales positivos {αj}j∈N tal que para
todo n ∈ N y cualquier sucesión {βj}j∈N en la bola unidad de `2, se verifique que∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

βjαjwj

∥∥∥∥∥∥
p

< 1.

Aplicando Hölder con exponente 2/p y exponente conjugado 2/(2− p), n∑
j=1

|βj |p |αj |p
1/p

≤

 n∑
j=1

|βj |2
1/2 n∑

j=1

|αj |2p/(2−p)
(2−p)/2p

.

Por lo tanto, bastará tomar alguna sucesión de números reales y positivos {αj}j∈N

en el interior de la bola unidad de `2p/(2−p), para obtener la acotación.

El producto interno en F se define, para x = (xj), y = (yj) ∈ F, por

〈x, y〉0 =
∞∑
j=1

xjyj
α2
j

.

De este modo, el conjunto formado por uj = αjwj resulta ortonormal en F. Será en-
tonces

H0 =

x ∈ `p :
∞∑
j=1

|xj |2

α2
j

<∞

 ,

y definiendo, como en la demostración, un operador de Hilbert-Schmidt:

A : H0,R → H0,R

A(uj) =
uj
j

A(iuj) =
iuj
j
,

se obtiene

H =

x ∈ `p :
∞∑
j=1

j2|xj |2

α2
j

<∞

 ⊂ H0 ⊂ `p.

De la demostración se sigue que (ı,H, `p) es un espacio de Wiener abstracto.
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2. Tomemos X = c0. Si bien `2 ⊂ c0, no se verifica la desigualdad estricta de las normas,
‖ej‖2 = ‖ej‖∞ = 1, tomando 0 < α < 1, bastará definir

H0 =

x ∈ c0 :
∞∑
j=1

|xj |2 <∞

 , con 〈x, y〉0 = α

∞∑
j=1

xjyj .

Nuevamente, definiendo un operador de Hilbert-Schmidt:

A : H0,R → H0,R,

por ejemplo, el definido anteriormente, se tiene

H =

x ∈ c0 :
∞∑
j=1

j2|xj |2 <∞

 , con 〈x, y〉 = α

∞∑
j=1

j2xjyj .

Resulta aśı (ı,H, c0) un espacio de Wiener abstracto.

Recordando la Observación 2.2.26 debemos aclarar que, en general, cuando X tiene una
medida Gaussiana previamente definida, los cambios necesarios en la demostración no
permiten la definición del espacio de Hilbert H0. Aún aśı, por el Teorema 2.2.19, existe un
espacio de Banach X0 ⊂ X, que posee base de Schauder. Sin embargo, por la construcción
efectuada, sólo necesitamos probar la versión débil del teorema:

Teorema 2.3.5. Dado un espacio de Banach separable sobre C, sea (ı,H,X) el espacio
de Wiener abstracto construido anteriormente. Entonces, existen una sucesión de proyec-
ciones ortogonales {pn}n∈N ⊂ F, verificando que pn → IH en la topoloǵıa fuerte y un
espacio de Hilbert H0 tal que (ı0, H,H0) es un espacio de Wiener abstracto, además:

a) ‖ · ‖H0 es más fuerte que ‖ · ‖X , esto es H0 ↪→ X.

b) pn se extiende a una proyección continua Pn : X0 → H0 ∀ n ∈ N.

c) ‖Pny− y‖H0 −→ 0 ∀y ∈ H0. Es decir, Pn → IH0 en la topoloǵıa fuerte en el espacio de
operadores continuos en definidos en H0.

Demostración. La existencia del espacio de Wiener abstracto (ı0, H,H0) y la desigualdad
‖ · ‖X < ‖ · ‖H0 , están probadas en la demostración del Teorema 2.3.2. En la Observación
2.3.4 se fijó una base {en}n∈N en H, si a partir de esta, se definen:

pn : H → H

pn(x) =
n∑
k=1

〈x, ek〉ek

y
Pn : H0 → H0
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Pn(y) =
n∑
k=1

〈
y,

i0(ek)
‖i0(ek)‖0

〉
0

i0(ek)
‖i0(ek)‖0

,

entonces, por ser {en}n∈N y
{

i0(ek)
‖i0(ek)‖0

}
n∈N

bases ortonormales en H y H0 respectivamente,
pn → IH y Pn → IH0 en la topoloǵıa fuerte sobre los operadores continuos en H y H0.

Además,

Pn[i0(x)] =
n∑
k=1

〈
i0(x),

i0(ek)
‖i0(ek)‖0

〉
0

i0(ek)
‖i0(ek)‖0

=

n∑
k=1

[ ∞∑
r=1

(λrxr)
(
λr
δkr
λk

)]
i0(ek)
λk

=

n∑
k=1

λkxk
i0(ek)
λk

=
n∑
k=1

〈x, ek〉 i0(ek) = i0[pn(x)].

De este modo se puede tomar las proyecciones {pn}n∈N ⊂ F como la sucesión de proyec-
ciones ortogonales en H que se extienden continuamente a H0 con las propiedades enun-
ciadas.

Definición 2.3.6. Una variable aleatoria φ : X → C, es Gaussiana compleja con media
m y varianza σ2, si la función de densidad de probabilidades δφ : C→ R es de la forma

δφ(ξ) =
1
πσ2

e−|ξ−m|
2/σ2

.

Proposición 2.3.7. Sea (ı,H,X) un espacio de Wiener abstracto (complejo), φ ∈ X ′ una
funcional C− lineal no nula. Entonces φ es una variable aleatoria Gaussiana compleja,
con media 0 y varianza ‖ı′φ‖2H′.

Demostración. Sea ∆ ∈ B(C), veamos que el conjunto {w ∈ X : φ(w) ∈ ∆} es un cilindro
en X. Escribiendo

φ(w) = <(φ(w)) + i=(φ(w)) = <(φ(w))− i<(φ(i w)),

e identificando C con R2 de la manera usual

a+ i b 7→ (a, b)

∆→ ∆̃ ∈ B(R2)

resulta

{w ∈ X : φ(w) ∈ ∆} =
{
w ∈ X : (<(φ(w)),−<(φ(i w))) ∈ ∆̃

}
∈ CX .

Calculemos Γ sobre la preimagen de este cilindro

Γ({x ∈ H : φ(ıx) ∈ ∆}) = Γ
({
x ∈ H : (<(φ(ıx)),−<(φ(i ıx))) ∈ ∆̃

})
.
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Sea y ∈ H el vector que representa a la funcional <(ı′φ(·)), esto es

<(φ(ıx)) = <〈x, y〉 para todo x ∈ H,

el elemento que representa a =(ı′φ(·)) es iy ∈ H,

−<(φ(i ıx)) = <〈x, iy〉 para todo x ∈ H.

Como y⊥(iy) en HR, llamando S = [y, iy], resulta{
x ∈ H : (<(φ(ıx)),−<(φ(i ıx))) ∈ ∆̃

}
=

{
x ∈ H :

(〈
x,

y

‖y‖HR

〉
R
‖y‖HR ,

〈
x,

iy

‖iy‖HR

〉
R
‖iy‖HR

)
∈ ∆̃

}
.

Teniendo en cuenta que ‖y‖HR = ‖iy‖HR = ‖iy‖H = ‖y‖H , se puede definir

T : R2 → R2

T (r, s) =
1
‖y‖H

(r, s),

de esta forma

Γ
({
x ∈ H : (<(φ(ıx)),=(φ(ıx))) ∈ ∆̃

})
=

Γ
({
x ∈ H : PS(x) ∈ T (∆̃)

})
=

1
π

∫
T (∆̃)

e−‖(u,v)‖2 du dv =
1

π‖y‖2H

∫
∆̃
e−‖(r,s)‖

2/‖y‖2H dr ds,

entonces

W ({w ∈ X : φ(w) ∈ ∆}) =
1

π‖y‖2H

∫
∆
e−‖ξ‖

2/‖y‖2H dξ.

Por el teorema de representación de Riesz y la observación 2.3.1, tenemos que

‖y‖2H = ‖<(ı′φ)‖2HR = ‖ı′φ‖2H′ ,

por lo tanto

W ({w ∈ X : φ(w) ∈ ∆}) =
1

π‖ı′φ‖2H′

∫
∆
e−‖ξ‖

2/‖ı′φ‖2
H′ dξ.

Resulta aśı que φ es una variable aleatoria Gaussiana compleja con media 0 y varianza
‖ı′φ‖2H′ .
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Observación 2.3.8. Para determinar la distribución de una funcional lineal ψ : X → R,
es posible tomar φ(w) = ψ(w)− i ψ(i w) que resulta C− lineal y calcular

W ({w ∈ X : ψ(w) ∈ ∆ ⊂ R}) = W ({w ∈ X : φ(w) ∈ ∆ + iR ⊂ C}) ,

integrando en la segunda variable,

W ({w ∈ X : ψ(w) ∈ ∆ ⊂ R}) =
1√

π ‖ı′φ‖H′

∫
∆
e−r

2/‖ı′φ‖2
H′ dr.

Por lo tanto ψ tiene distribución Gaussiana (real), con media 0 y varianza ‖ı′φ‖2H′/2.

Supongamos que tenemos en Cn una medida Gaussiana µn, producto de n medidas

{νk}nk=1, cada una de ellas con densidad δk(w) =
1
πσ2

k

e−|w|
2/σ2

k . Para ε “suficientemente

chico” calculemos, usando coordenadas polares, la integral:∫
Cn
eε‖ω‖

2
dµn(ω) =

n∏
k=1

∫
C
eε|wk|

2
e−|wk|

2/σ2
k
dwk
πσ2

k

=
n∏
k=1

1
1− εσ2

k

.

En este caso, “suficientemente chico” significa εσ2
k < 1 para k = 1, . . . , n. Si tuviéramos

un producto infinito de copias de C y aceptáramos hacer la misma cuenta, aún cuando
εσ2

k < 1 para todo k, la integral podŕıa no tener sentido. Por otro lado, el producto infinito
∞∏
k=1

1
1− εσ2

k

es convergente si y sólo si
∞∑
k=1

εσ2
k <∞. Es decir, no sólo hay condiciones sobre

ε sino también sobre el comportamiento de las varianzas.

En el caso que nos interesa, donde W es la medida de Wiener sobre el espacio de
Banach X, como sabemos por la Observación 2.2.21 que W (H0) = 1, tenemos:∫

X
eε‖x‖

2
X dW (x) =

∫
H0

eε‖x‖
2
X dW (x) ≤

∫
H0

eε‖x‖
2
0 dW (x).

Manteniendo la notación del Teorema 2.3.2, tomamos {en}n∈N una base ortonormal de H
y en H0 la base ortonormal

{
ı0(en)
‖ı0(en)‖0

}
n∈N

, usando el teorema de convergencia monótona,
podemos expresar esta última integral como:

ĺım
N→∞

∫
H0

e
ε
∑N
k=0

∣∣∣〈x, ı0(ek)

‖ı0(ek)‖0

〉∣∣∣2
dW (x) = ĺım

N→∞

N∏
k=1

∫
H0

e
ε
∣∣∣〈x, ı0(ek)

‖ı0(ek)‖0

〉∣∣∣2
dW (x).

La Proposición 2.3.7 nos muestra que tomar coordenadas resulta una variable aleatoria

Gaussiana compleja con media 0 y varianza
∥∥∥ı′0 ( ı0(ek)

‖ı0(ek)‖0

)∥∥∥2

H′
= λ2

k, por lo tanto este
producto de integrales se puede reescribir como:

ĺım
N→∞

N∏
k=1

∫
C
eε|w|

2
e−|w|

2/λ2
k
dwk
πλ2

k

= ĺım
N→∞

N∏
k=1

1
1− ελ2

k

.
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Naturalmente, necesitamos que ελ2
k < 1 para que las integrales converjan. En tal caso,

el ĺımite del producto es convergente ya que
∑∞

k=1 ελ
2
k < ∞, por ser A(ek) = λkek un

operador de Hilbert-Schmidt. De este razonamiento podemos concluir que eε‖x‖
2
X es una

función integrable para ε > 0, suficientemente chico, respecto a la medida de Wiener en
X.

En un caso general, sabemos que el espacio H0 podŕıa no ser un Hilbert, sino un
espacio de Banach con base de Schauder. Se puede probar también en ese caso, cambiando
la demostración, el siguiente teorema:

Teorema 2.3.9. (Fernique [12]) Sea (ı,H,X) un espacio de Wiener abstracto, existe
entonces ε > 0 tal que ∫

X
eε‖x‖

2
dW (x) <∞.

2.3.1. Una visión alternativa sobre la construcción de la medida

En el caso de espacios de dimensión finita, para definir una medida es suficiente dar
los valores que toma sobre paraleleṕıpedos de lados paralelos a los ejes coordenados. En un
espacio de Hilbert, un “conjunto ciĺındrico” con base “rectangular” es el equivalente de un
paraleleṕıpedo finito dimensional, y sin embargo la definición de una medida finitamente
aditiva sobre ellos no garantiza la existencia de una medida σ−aditiva en todo el espacio.
El problema de existencia de una medida como ĺımite de medidas finito dimensionales,
teoŕıa de Kolmogorov-Bochner-Minlos, fue estudiado originalmente por Kolmogorov para
el caso de R∞, luego generalizado al producto directo de espacios métricos σ−compactos
y espacios métricos completos y separables. También se probaron teoremas de extensión
para ĺımites proyectivos en lugar de productos directos.

A partir de las medidas Gaussianas definidas en Cn, utilizando un teorema de ex-
tensión garantizamos la existencia de una medida σ−aditiva en CN. Esta medida tiene
soporte sobre un subconjunto que tiene estructura de espacio de Hilbert. Esta construc-
ción muestra, de manera diferente, la σ−aditividad de la medida W sobre X.

Definición 2.3.10. Dada {(Xk,Bk)}k∈N una sucesión de espacios medibles, se define el
espacio medible producto como

X =
∞∏
k=1

Xk, B = σ
(⋃

Π−1
k (Bk)

)
,

donde Πk : X → Xk denotan las proyecciones.

En forma similar se definen los “productos parciales” de (Xk,Bk),

Xn =
n∏
k=1

Xk, BXn = σ

(
n⋃
k=1

Π−1
k (Bk)

)
,
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donde πk : Xn → Xk son las proyecciones. Llamando pn : X → Xn a la proyección sobre
el producto parcial, tenemos:

Πk = πk ◦ pn k ≤ n.

Supongamos que en cada producto parcial Xn tenemos definida una medida µn. Si
m ≤ n, podemos definir la proyección pmn : Xn → Xm, y el siguiente diagrama conmuta:

X
pn //

pm ''PPPPPPPPPPPPPP (Xn, µn)

pmn

��
(Xm, µm)

Definición 2.3.11. La sucesión de medidas {µn}n≥1 es consistente si para todo par de
números m ≤ n se tiene:

µm = pmn(µn).

Esto es,

µm(∆) = µn(p−1
mn(∆)) para todo ∆ ∈ BXm .

En nuestro caso, nos interesa Xk = C, Bk los borelianos de C, y por lo tanto B la
sigma álgebra de Borel de X con la topoloǵıa producto. Los productos parciales dan origen
a Cn, los dotamos con medidas de probabilidad Gaussianas µn. Llamando µ1 a la medida
Gaussiana standard en C, las medidas µn se pueden expresar como

µn = µ1 ⊗ µ1 ⊗ · · · ⊗ µ1︸ ︷︷ ︸
n−veces

,

la condición de compatibilidad se satisface. Si n = m+ r:

p−1
mn(∆) = ∆× Cr

µm(∆) = (ν1 ⊗ ν2 ⊗ · · · ⊗ νm)(∆) = (ν1 ⊗ ν2 ⊗ · · · ⊗ νm)(∆) (νm+1 ⊗ · · · ⊗ νm+r)(Cr)

(ν1 ⊗ ν2 ⊗ · · · ⊗ νm ⊗ νm+1 ⊗ · · · ⊗ νm+r)(∆× Cr) = µn(p−1
mn(∆)).

Definición 2.3.12. Sea (X,B, µ) un espacio de medida, τ una topoloǵıa en X. Se definen
en 2X :

1. Medida interior:

µ∗(E) = sup{µ(∆) : ∆ ∈ B, ∆ ⊂ E}.
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2. Medida interior compacta:

µτ (E) = sup{µ∗(K) : K es compacto , K ⊂ E}.

3. La medida µ es compacto-regular respecto a τ, si µ(∆) = µτ (∆) para todo conjunto
∆ ∈ B.

El siguiente teorema es una variante del teorema de extensión de Kolmogorov (pág.
23, [23]).

Teorema 2.3.13. Sea {(Xk,Bk)}k≥1 una sucesión de espacios medibles, y {µn}n≥1 una
familia consistente de medidas definidas en los productos parciales. Si existen topoloǵıas
τk en Xk tales que µn resulta compacto-regular en la topoloǵıa producto de Xn, entonces
{µn} puede extenderse a una medida σ−aditiva definida en el espacio producto (X,B).
Esto es, existe una medida σ−aditiva µ definida en (X,B), tal que µn(∆) = µ(p−1

n (∆))
para todo n ≥ 1, ∆ ∈ B(Xn).

Observación 2.3.14. Sea µ1 la medida Gaussiana en C con densidad δ1(w) =
1
π
e−|w|

2
,

si tomamos:

1. Xk = (C, ‖ · ‖), para todo k ≥ 1.

2. Xn = Cn, con la topoloǵıa usual.

3. La sucesión de medidas µn, definidas en los borelianos de Xn con función de densidad

δn(w) =
1
πn
e−‖w‖

2
= µ1 ⊗ µ1 ⊗ . . .⊗ µ1︸ ︷︷ ︸

n veces
.

4. X = CN con la topoloǵıa producto,

se verifican las hipótesis del Teorema 2.3.13 y existe por lo tanto una medida σ−aditiva µ
definida en los borelianos de CN, que extiende a la familia µn. Es decir µn = pn(µ) para
todo n ≥ 1.

Sea entonces (λk)k≥1 una sucesión de números reales positivos, con la condición adi-
cional de ser

∑∞
k=1 λ

2
k < ∞. Llamemos B0 ⊂ CN el conjunto de sucesiones de números

complejos definidas del siguiente modo:

B0 =

{
(xk)k≥1 ⊂ CN :

∞∑
k=1

λ2
k |xk|2 <∞

}
.

Definiendo en B0 un producto interno 〈 · , · 〉0 por medio de:

〈x, y〉0 =
∞∑
k=1

λ2
k xk yk,
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B0 resulta un espacio de Hilbert.

Consideremos el siguiente ĺımite iterado:

ĺım
N→∞

 ĺım
k→∞

e

−
1
N

k∑
j=1

λ2
j |xj |2

 =


ĺım
N→∞

e
−
‖x‖20
N = 1 x ∈ B0

ĺım
N→∞

0 = 0 x /∈ B0

por lo tanto

ĺım
N→∞

 ĺım
k→∞

e

−
1
N

k∑
j=1

λ2
j |xj |2

 = χB0(x).

Cuando k →∞, las funciones

gN,k(x) = e

−
1
N

k∑
j=1

λ2
j |xj |2

convergen, de manera decreciente y mayoradas por la constante 1, a la función

gN (x) =


e−‖x‖

2
0/N x ∈ B0

0 x /∈ B0

Aśı mismo, gN (x) tiende a χB0(x), de manera creciente y uniformemente acotada por la
constante 1. Aplicando en dos oportunidades el teorema de convergencia dominada,∫

CN
χB0(x) dµ(x) = ĺım

N→∞

(
ĺım
k→∞

∫
CN
gN,k(x) dµ(x)

)
=

ĺım
N→∞

(
ĺım
k→∞

∫
Ck
gN,k(x) dµk(x)

)
=

ĺım
N→∞

 ĺım
k→∞

k∏
j=1

∫
C
e−

λ2
j |w|

2

N e−|w|
2 dw

π

 =

ĺım
N→∞

 ĺım
k→∞

k∏
j=1

∫
C
e−

(λ2
j+N)

N
|w|2 dw

π

 =

ĺım
N→∞

 ĺım
k→∞

k∏
j=1

N

N + λ2
j

 .
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Para todo N ∈ N, el producto infinito es convergente por ser

∞∑
j=1

λ2
j

N + λ2
j

≤
∞∑
j=1

λ2
j

N
<∞.

Llamemos LN = ĺım
k→∞

k∏
j=1

N

N + λ2
j

, tomando logaritmos resulta:

ln(LN ) = ĺım
k→∞

ln

 k∏
j=1

N

N + λ2
j

 = ĺım
k→∞

k∑
j=1

ln

(
N

N + λ2
j

)
= ĺım

k→∞

k∑
j=1

ln(N)− ln(N + λ2
j ),

por ser ln( · ) una función monótona creciente, tenemos la desigualdad

k∑
j=1

ln(N)− ln(N + λ2
j ) ≤ 0,

además, aplicando el teorema del valor medio a las funciones fj(t) = ln(N+tλ2
j ), podemos

afirmar que existe una sucesión de números {θj}j∈N ⊂ (0, 1) para la cual vale:

ln(N)− ln(N + λ2
j ) =

−λ2
j

N + θjλ2
j

.

Como
−λ2

j

N
≤

−λ2
j

N + θjλ2
j

= ln(N)− ln(N + λ2
j ) para todo j ≥ 1,

sumando sobre j,

−
‖(λj)‖22
N

≤
k∑
j=1

−λ2
j

N
≤

k∑
j=1

ln(N)− ln(N + λ2
j ) ≤ 0,

por lo tanto:

−‖(λj)‖
2
2

N
≤ ln(LN ) ≤ 0

y entonces

1 = ĺım
N→∞

e−‖(λj)‖
2
2/N ≤ ĺım

N→∞
LN ≤ e0 = 1.

Resulta aśı que

µ(B0) = ĺım
N→∞

 ĺım
k→∞

k∏
j=1

N

N + λ2
k

 = 1 = µ(CN).

Dado ahora un espacio de Banach separable X, construimos una pareja de espacios
de Hilbert H y H0 como en el Teorema 2.3.2 y fijamos la base {en}n∈N de H, como en la
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Observación 2.3.4. Veamos el siguiente diagrama:

`2 //

φ

��

B0
//

ϕ

��

CN

H
i0 // H0

 // X

donde φ es el isomorfismo isométrico de `2 → H que manda su base canónica {δn}n∈N en
la base {en}n∈N de H. Para la sucesión {λn}n∈N elegida en el Teorema 2.3.2, tomamos B0

como en la construcción anterior, por lo tanto la sucesión {δn/λn}n∈N resulta una base
ortonormal de B0. Aśı mismo {en/λn}n∈N es una base ortonormal de H0, consideramos
entonces ϕ : B0 → H0, la isometŕıa que manda una base en la otra. La medida W en los
borelianos de X es la medida  ◦ ϕ(µ|B0

).





Caṕıtulo 3

Fórmulas integrales

Queremos ahora extender las fórmulas integrales (A) y (B), propuestas en la in-
troducción. Notaremos X a un espacio de Banach separable sobre C. Consideraremos,
asociado a X, el espacio de Wiener abstracto (ı,H,X) construido en el Teorema 2.3.2
y las proyecciones ortogonales {pn}n∈N, que se extienden continuamente a proyecciones
{Pn}n∈N definidas en H0, cuya existencia se asegura en el Teorema 2.3.5. Tras probar
las fórmulas en el caso finito-dimensional, las extenderemos para funciones holomorfas
definidas en X ′.

3.1. Preliminares

Dado el espacio de Wiener abstracto (ı,H,X), tenemos definido entonces el operador
restricción ı′ : X ′ → H ′. Si identificamos H ′ con H por medio de

I : H ′ −→ H,

definida de modo tal que φ(x) = 〈x, I(φ)〉 para todo x ∈ H y φ ∈ H ′, se obtiene el siguiente
diagrama:

H
ı // X

H ′

I

OO

X ′
ı′

oo

A′=ı◦I◦ı′
OO

Observación 3.1.1. Interpretemos que representa el operador A′. Para esto recordemos
la definición dada en la Sección 2.1.2:
Sea µ una medida boreliana en H, el operador de covarianza Sµ de µ, está definido como
el único operador que verifica

〈Sµx, y〉H =
∫
H
〈x, z〉H〈y, z〉H dµ(z) para todo par de vectores x, y ∈ H.

51
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Estábamos trabajando, entonces, con espacios reales, podŕıamos modificar la definición
aceptando que las funcionales lineales sean complejas:
“Sea µ una medida boreliana en H, el operador de covarianza Sµ de µ, está definido como
el único operador que verifica

〈Sµx, y〉H =
∫
H
〈x, z〉H 〈y, z〉H dµ(z) para todo par de vectores x, y ∈ H.”

En este caso, tomando z, w ∈ X ′, calculemos∫
X
z(γ)w(γ) dW (γ).

Si z ó w es la funcional nula, entonces la integral es 0. Si {z, w} es un conjunto linealmente
dependiente, digamos z = λw, utilizando la Proposición 2.3.7, la integral a calcular es:∫

X
λ|w(γ)|2 dW (γ) = λ

∫
C
|ξ|2 e−|ξ|

2/‖ı′w‖2
H′

dξ

π‖ı′w‖2H′
= λ‖ı′w‖2H′ = 〈ı′z, ı′w〉H′ ,

que por ser I un isomorfismo anti-lineal, es

〈I ◦ ı′z, I ◦ ı′w〉H = 〈I ◦ ı′w, I ◦ ı′z〉H .

En el caso que el conjunto {z, w} sea independiente, sobre ı(H) podemos escribir

z(ıx)w(ıx) = ı′z(x) ı′w(x) = 〈x, I ◦ ı′z〉H 〈x, I ◦ ı′w〉H x ∈ H,

que es una función ciĺındrica, es decir, existe ϕ : [I ◦ ı′z, I ◦ ı′w]→ C tal que

z(ıx)w(ıx) = ϕ ◦ P[I◦ı′z,I◦ı′w](x).

Por lo tanto, por ser la integral de una función ciĺındrica, puede ser calculada integrando
sobre H. Por la Observación 2.2.8:∫

H
ϕ ◦ P[I◦ı′z,I◦ı′w](x) dΓ(x) =

∫
P[I◦ı′z,I◦ı′w](H)

ϕ(y) e−‖y‖
2
H
dt

π2
.

¿Qué expresión tiene ϕ? Para buscar la proyección ortogonal sobre el subespacio, ortonor-
malicemos la base utilizando Gram-Schmidt:

I ◦ ı′z  I ◦ ı′z
‖I ◦ ı′z‖H

= V1

y luego

I ◦ ı′w  
I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1〉H V1

‖I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1〉H V1‖H
= V2.

Por lo tanto, si y = P[I◦ı′z,I◦ı′w](x) = t1V1 + t2V2, resulta:

〈x, I ◦ ı′z〉H = 〈x, V1〉H‖I ◦ ı′z‖H = t1‖I ◦ ı′z‖H ,
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y como
I ◦ ı′w −

〈
I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1 =

∥∥I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1

∥∥
H
V2,

despejando,

I ◦ ı′w =
〈
I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1 +

∥∥I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1

∥∥
H
V2,

resulta:

〈x, I ◦ ı′w〉H =
〈
I ◦ ı′w, V1

〉
H
〈x, V1〉H +

∥∥I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1

∥∥
H
〈x, V2〉H

=
〈
I ◦ ı′w, V1

〉
H
t1 +

∥∥I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1

∥∥
H
t2.

Tenemos aśı
ϕ ◦ P[I◦ı′z,I◦ı′w](x) = ϕ(y) = ϕ(t1V1 + t2V2) =

t1 ‖I ◦ ı′z‖H
[〈
I ◦ ı′w, V1

〉
H
t1 +

∥∥I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1

∥∥
H
t2

]
=

〈I ◦ ı′w, V1〉H ‖I ◦ ı′z‖H |t1|2 + ‖I ◦ ı′z‖H
∥∥I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1

∥∥
H
t1 t2 =

〈I ◦ ı′w, I ◦ ı′z〉H |t1|2 + ‖I ◦ ı′z‖H
∥∥I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1

∥∥
H
t1 t2.

Calculamos ahora∫
P[I◦ı′z,I◦ı′w]

ϕ(y) e−‖y‖
2
H
dt

π2
=
∫

C2

〈I ◦ ı′w, I ◦ ı′z〉H |t1|2 e−(t21+t22) dt1dt2
π2

+
∫

C2

‖I ◦ ı′z‖H
∥∥I ◦ ı′w − 〈I ◦ ı′w, V1

〉
H
V1

∥∥
H
t1t2 e

−(t21+t22) dt1dt2
π2

.

Tomando coordenadas polares podemos ver, tal como hemos hecho en la introducción, que
la segunda integral en esta suma vale 0. En la primera, integrando sobre t2, obtenemos:∫

P[I◦ı′z,I◦ı′w]

ϕ(y) e−‖y‖
2
H
dt

π2
= 〈I ◦ ı′w, I ◦ ı′z〉H

∫
C
|t1|2 e−t

2
1
dt1
π

= 〈I ◦ ı′w, I ◦ ı′z〉H

por ser una Gaussiana de varianza 1.

Obtuvimos entonces:∫
X
z(γ)w(γ) dW (γ) = 〈I ◦ ı′w, I ◦ ı′z〉H = ı′z(I ◦ ı′w) = z(ı ◦ I ◦ ı′w) = z(A′w) = w(A′z),

es decir A′ es el operador covarianza de la medida W en X.

Observemos nuevamente el diagrama del inicio:

H
ı // X

H ′

I

OO

X ′
ı′

oo

A′=ı◦I◦ı′
OO
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El isomorfismo I es antilineal y para trabajar con funciones holomorfas deberemos intro-
ducir en H y H ′ operadores de involución.

En la Observación 2.3.4 se fijó una base {en}n∈N de H, de modo tal que su base dual
{e′n}n∈N sea de la forma e′n = ı′(zn) para alguna sucesión de elementos {zn}n∈N ⊂ X ′.

Además, se probó que las proyecciones ortogonales pn sobre los subespacios [e1, e2, . . . , en]
tienen la propiedad enunciada en el Teorema 2.3.5, es decir, existen proyectores ortogonales
Pn en H0 que extienden continuamente a los proyectores pn.
Fijada esta base, si

x =
∞∑
n=1

xnen ∈ H,

definimos

x∗ =
∞∑
n=1

xnen.

Dados x, y ∈ H, notemos que

〈x∗, y〉 =
∞∑
n=1

xn yn =
∞∑
n=1

xnyn = 〈x, y∗〉,

por lo que la involución preserva ortogonalidad y norma.
De manera similar, para φ ∈ H ′, se define φ∗ tal que I(φ∗) = I(φ)∗. Notemos que dados
x ∈ H y φ ∈ H ′

φ(x∗) = 〈x∗, I(φ)〉 = 〈x, I(φ)∗〉 = 〈x, I(φ∗)〉 = φ∗(x).

Definiendo
ı∗ : X ′ → H ′

ı∗z = (ı′z)∗,

obtenemos el diagrama conmutativo

H
ı // X

T
���
�
�

H ′

I

OO

X ′
ı∗

oo

A

OO

donde A = ı◦I◦ı∗ es lineal, inyectivo y tiene imagen densa, por lo tanto existe T : X → X ′,

inverso de A, definido sobre un subespacio denso de X.

Observación 3.1.2. Una vez fijada esta base y definida la involución, notemos que:

i) (pnx)∗ = (
∑n

k=1〈x, en〉 en)∗ =
∑n

k=1 〈x, en〉 en = pn(x∗).

ii) ‖ı0 pnx‖20 =
∑n

k=1 |〈x, en〉|
2 ‖ı0en‖20 =

∑n
k=1 λ

2
n |〈x, en〉|

2 =
∑n

k=1

∣∣∣〈x, en〉∣∣∣2 ‖ı0en‖20
= ‖ı0 pnx∗‖20.
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iii) Definiendo un isomorfismo
Φn : Cn → pnH

Φn(α1, . . . , αn) =
n∑
k=1

αnen,

y definiendo una nueva norma
N : Cn → R

N(α1, . . . , αn) = ‖ı0[Φn(α1, . . . , αn)]‖0 ,

esta norma tiene la siguiente propiedad:

N(α1, . . . , αn) = N(|α1|, . . . , |αn|)

Proposición 3.1.3. Dado un cilindro C en H, entonces Γ(C) = Γ(C∗).

Demostración. Sea

C = {x ∈ H : (〈x, y1〉, 〈x, y2〉, . . . , 〈x, yn〉) ∈ ∆},

con {yj}nj=1 vectores ortonormales y ∆ ⊂ Cn boreliano, entonces:

C∗ = {x ∈ H : (〈x, y1〉, 〈x, y2〉, . . . , 〈x, yn〉) ∈ ∆}∗

= {x∗ ∈ H : (〈x, y1〉, 〈x, y2〉, . . . , 〈x, yn〉) ∈ ∆}

= {x ∈ H : (〈x∗, y1〉, 〈x∗, y2〉, . . . , 〈x∗, yn〉) ∈ ∆}

= {x ∈ H : (〈x, y∗1〉, 〈x, y∗2〉, . . . , 〈x, y∗n〉) ∈ ∆}

= {x ∈ H : (〈x, y∗1〉, 〈x, y∗2〉, . . . , 〈x, y∗n〉) ∈ ∆}.

Por lo tanto
Γ(C∗) =

1
πn

∫
∆
e−‖w‖

2
dw =

1
πn

∫
∆
e−‖w‖

2
dw = Γ(C).

3.2. Fórmula integral (A)

En la introducción hab́ıamos sugerido una expresión integral para funciones enteras
en Cn :

f(z) =
∫

Cn
e〈z,ω〉f(ω) dµn(ω),

donde µn es la medida Gaussiana en Cn para la cual la proyección sobre la k−ésima
coordenada es una variable aleatoria Gaussiana compleja con media 0 y varianza 1, k =
1, . . . , n. Por lo tanto cada variable aleatoria 〈 · , ek〉 : Cn → C, tiene función de densidad
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de probabilidades δ(z) =
1
π
e−|z|

2
. Esto será probado en el Lema 3.2.2 y luego ligeramente

modificado para obtener el Teorema 3.2.3

Manteniendo la notación de las secciones anteriores, si α = (α1, . . . , αn) representa
un multi-́ındice, entonces |α| = α1 + · · ·+ αn, α! = α1! · · ·αn! y ωα = ωα1

1 · · ·ωαnn .

Lema 3.2.1. Sea νn la medida Gaussiana en Cn definida como el producto de n medidas
Gaussianas sobre C, cada una de ellas con media 0 y varianza λ2

k > 0 para k = 1, . . . , n
para k = 1, . . . , n. La función de densidad de νn es de la forma:

δn(ω1, ω2, . . . , ωn) =
1

πnλ2
1 λ

2
2 · · ·λ2

n

e−
∑n
k=1 |ωk|2/λ2

k

entonces ∫
Cn
ωα ωβ dνn(ω) = δαβ α!

n∏
k=1

λ2αk
k .

Demostración. ∫
Cn
ωα ωβ dνn(ω) =

n∏
k=1

1
π λ2

k

∫
C
ωαkk ωk

βk e−|ωk|
2/λ2

k dωk

=
n∏
k=1

1
π λ2

k

∫ ∞
0

∫ 2π

0
ρ(αk+βk)ei(αk−βk)θ e−ρ

2/λ2
k ρ dθ dρ

=
n∏
k=1

[(∫ 2π

0
ei(αk−βk)θ dθ

2π

)(∫ ∞
0

ρ(αk+βk) e−ρ
2/λ2

k
2ρ
λ2
k

dρ

)]

=
n∏
k=1

δαkβk

(∫ ∞
0

ρ(αk+βk) e−ρ
2/λ2

k
2ρ
λ2
k

dρ

)
= δαβ

n∏
k=1

(∫ ∞
0

ρ2αk e−ρ
2/λ2

k
2ρ
λ2
k

dρ

)

= δαβ

n∏
k=1

(∫ ∞
0

λ2αk
k uαk e−u du

)
= δαβ

n∏
k=1

λ2αk
k αk! = δαβ α!

n∏
k=1

λ2αk
k .

Notemos que si µn es la Gaussiana standard, entonces∫
Cn
ωα ωβ dµn(ω) = δαβ α!.

Lema 3.2.2. Sea h : Cn −→ C una función entera, h ∈ Lp(µn) para algún p > 1. Entonces
para todo z ∈ Cn vale la igualdad:

h(z) =
∫

Cn
e〈z,ω〉h(ω) dµn(ω).
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Demostración. Como |e〈z,ω〉| ≤ e‖z‖‖w‖, la función exponencial pertenece al espacio Lq(µn)
para todo q <∞. Por la tanto∣∣∣∣∫

Cn
e〈z,ω〉h(ω) dµn(ω)

∣∣∣∣ ≤ ‖e〈z, · 〉‖q‖h‖p.
Escribiendo

h(ω) =
∞∑
k=0

∑
|α|=k

aαω
α

y

e〈z,ω〉 =
∞∑
j=0

1
j!

(
n∑
i=1

ziωi

)j
=
∞∑
j=0

∑
|β|=j

1
β!
zβωβ,

como estas series convergen uniformemente en toda bola, tenemos∫
Cn
e〈z,ω〉h(ω) dµn(ω) =

∫
Cn

∞∑
j=0

∑
|β|=j

1
β!
zβωβ

∞∑
k=0

∑
|α|=k

aαω
α dµn(ω)

=
∞∑
j=0

∑
|β|=j

∞∑
k=0

∑
|α|=k

aαz
β 1
β!

∫
Cn
ωαωβ dµn(ω)

=
∞∑
j=0

∑
|β|=j

∞∑
k=0

∑
|α|=k

aαz
β δαβ α!

β!
=
∞∑
k=0

∑
|α|=k

aαz
α = h(z).

Si intentamos extender esta fórmula a un espacio de Banach, debemos notar previa-
mente algunos detalles a tener en cuenta. En principio, la expresión 〈z, w〉 carece de sentido
para z, w ∈ X. En la fórmula probada en el Lema 3.2.2, podemos pensar (Cn)′ ' Cn, y
considerando h : (Cn)′ → C, z ∈ (Cn)′, w ∈ Cn y la expresión 〈z, w〉 = z(w), podemos
escribir:

h(z) =
∫

Cn
ez(w)h(ω) dµn(ω).

Aqúı se presenta un nuevo inconveniente, ya que se necesita definir una transformación
“equivalente” a conjugar, y esto en general no es posible. Revisando la demostración del
lema, estas dificultades se pueden salvar si consideramos el desarrollo de la función h y
notando que al conjugar se preserva la medida, escribimos la fórmula integral del siguiente
modo:

h(z) =
∫

Cn
ez(w)h(ω) dµn(ω)

=
∫

Cn
ez(w)

∞∑
k=0

∑
|α|=k

aαωα dµn(ω) =
∫

Cn
ez(w)h](ω) dµn(ω),
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donde h] : Cn → C es una transformación de h, que resulta Lp−integrable si sólo si
h ∈ Lp(µn). Por lo tanto, con las notaciones introducidas, podemos enunciar el siguiente
teorema:

Teorema 3.2.3. Si h : (Cn)′ −→ C una función entera, h] ∈ Lp(µn) para algún p > 1.
Entonces para todo z ∈ (Cn)′ vale la igualdad:

h(z) =
∫

Cn
ez(w)h](ω) dµn(ω) para todo z ∈ (Cn)′.

Para extender esta fórmula al contexto infinito dimensional, dado un espacio de Ba-
nach separable X, consideramos (ı,H,X) el espacio de Wiener abstracto dado por el
Teorema 2.3.2 y la medida de Wiener en (X,BX) que se obtiene con esta construcción.

Comencemos definiendo una transformación para funciones holomorfas F : H → C,
vinculada con la involución definida en la sección anterior. Desarrollamos localmente a F
en su serie de Taylor,

F =
∞∑
k=0

Fk con Fk ∈ P(kH),

cada polinomio Fk está asociado a una función k−linear simétrica φk, para la cual

Fk(x) = φk(x, . . . , x).

Dados k elementos x1, . . . , xk ∈ H. Entonces

φk(x1, . . . , xk) = φk

∑
i1

x1
i1ei1 , . . . ,

∑
ik

xkikeik


=
∑
i1

. . .
∑
ik

x1
i1 · · ·x

k
ik
φk(ei1 , . . . , eik).

Definimos
φ]k(x

1, . . . , xk) =
∑
i1

. . .
∑
ik

x1
i1 · · ·x

k
ik
φk(ei1 , . . . , eik).

Tenemos entonces que:

φk

(
(x1)∗, . . . , (xk)∗

)
= φ]k(x

1, . . . , xk).

Asociados a esta función k−lineal se definen el polinomio

F ]k(x) = φ]k(x, . . . , x)

y la función
F ] =

∑
k

F ]k,
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como en el caso de la función multilineal resulta

F (x∗) = F ](x).

Esta nueva función F ] : H → C es holomorfa al igual que F, pero en la transformación se
han conjugado sus “coeficientes”.

Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach separable, ι : H ↪→ X el espacio de Wiener
abstracto dado por el Teorema 2.3.2 yW la medida de Wiener asociada a esta construcción.
Sea H0 ⊂ X el espacio de Banach dado en el Teorema 2.3.5, ‖ · ‖0 su norma y {pn}, {Pn}
las proyecciones dadas en el mismo teorema.
El siguiente teorema da condiciones suficientes sobre una función holomorfa, definida en
X ′, para que extendiendo la fórmula dada en el Teorema 3.2.3, sea posible representarla
integralmente.

Primera representación integral

Teorema 3.2.4. Dada F : H → C holomorfa, supongamos que F ](x) = F (x∗) verifica:

i) Existe F̃ ] ∈ Lp(W ) para algún p > 1, continua en (H0, ‖ · ‖0) tal que F ] = F̃ ] ◦ ι.

ii) Existe g ∈ Lp(W ), tal que |F̃ ] ◦ Pn| ≤ g en casi todo punto.

Si f = F ◦ I ◦ ι∗ : X ′ → C, y f ] = F ] ◦ I ◦ ι∗, entonces

f(z) =
∫
X
ez(γ)F̃ ](γ) dW (γ) para todo z ∈ X ′.

Notemos que sobre el subespacio denso Rg(A) = Rg(ı ◦ I ◦ ı∗) ⊂ X, T es inverso de A y
por lo tanto

f ] ◦ T = F̃ ] ◦A ◦ T = F̃ ].

Si f ] ◦ T representa a la clase de F̃ ] en Lp(W ), la fórmula resulta:

f(z) =
∫
X
ez(γ)(f ] ◦ T )(γ) dW (γ) para todo z ∈ X ′.

Demostración. Para aclarar las relaciones entre las funciones, miremos los siguientes dia-
gramas conmutativos:

H

ı
$$

F

$$// H0
// X

F̃ //

T
���
�
� C H

ı
$$

F ]

$$// H0
// X

F̃ ] //

T
���
�
� C

H ′

I

OO

X ′

A

OO

ı∗
oo f

LL

H ′

I

OO

X ′

A

OO

ı∗
oo f]

LL
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Las composiciones F ◦ pn son funciones holomorfas y ciĺındricas en H, luego por el Lema
3.2.2

(F ◦ pn)(x) =
∫
H
e〈pnx,y〉(F ◦ pn)(y) dΓ(y) para todo x ∈ H.

Como 〈pnx, y〉 = 〈x, pny〉, podemos escribir

(F ◦ pn)(x) =
∫
H
e〈x,pny〉(F ◦ pn)(y) dΓ(y).

El miembro izquierdo de esta igualdad converge a F (x), restringidos a I[ı∗(X ′)] ⊂ H,

resulta F [I(ı∗z)] = f(z), y el producto interno:

〈x, pny〉 = 〈I(ı∗z), pny〉 = 〈pny, I(ı∗z)〉 = ı∗(z)(pny)

= (z ◦ ı)∗(pny) = (z ◦ ı)(pny∗) = z(ı(pny∗)),

por lo tanto la integral puede escribirse como:∫
H
ez(ı(pny

∗))(F ◦ pn)(y)dΓ(y).

Como la involución preserva la medida Γ, y F (x) = F ](x∗), tenemos∫
H
ez(ı(pny

∗))F ](pny∗) dΓ(y∗) =
∫
H
ez(ı(pny))F ](pny) dΓ(y)

=
∫
H0

ez(Pnγ)F̃ ](Pnγ) dW (γ).

Sabemos que Pn converge a la identidad en H0 y W (H0) = 1, por lo que la expresión

sub-integral converge en casi todo punto a ez(γ)F̃ ](γ).

Tenemos también las acotaciones:∣∣∣∣ez(Pnγ)F̃ ](Pnγ)
∣∣∣∣ ≤ e‖z‖‖Pnγ‖0 ∣∣∣(F̃ ] ◦ Pn)(γ)

∣∣∣ ≤ ec‖z‖‖γ‖0g(γ).

Esta última expresión resulta integrable por ser g una función Lp−integrable para algún
p > 1, y ec‖z‖‖γ‖0 ∈ Lq(W ) para todo q < ∞, en particular para q = p′, ya que dado ε

suficientemente chico, existe M tal que(
ec‖z‖‖γ‖0

)q
= eqc‖z‖‖γ‖0 ≤Meε‖γ‖

2
0 ,

que resulta integrable por el Teorema 2.3.9 (Fernique).

Aplicando el teorema de convergencia dominada, tenemos entonces que las integrales con-
vergen a ∫

H0

ez(γ)F̃ ](γ)dW (γ),
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por lo que

f(z) =
∫
H0

ez(γ)F̃ ](γ) dW (γ) para todo z ∈ X ′,

con las notaciones establecidas es

f(z) =
∫
X
ez(γ)(f ] ◦ T )(γ)dW (γ).

En las hipótesis del teorema anterior se necesitan dos condiciones esenciales, una
relativa a la integrabilidad y la otra a la continuidad de las funciones utilizadas. En el
ejemplo siguiente mostraremos una clase de funciones que verifican estas hipótesis.

Como el operador A : X ′ → X es inyectivo, podemos definir una norma más débil en
X ′ por medio de ‖z‖A = ‖Az‖. Si f : X ′ → C es holomorfa, y tiene desarrollo de Taylor
alrededor de z0 = 0, f =

∑∞
k=0 fk, llamemos rA al radio de convergencia calculado con

esta norma,

rA =
1

ĺım sup ‖fk‖
1/k
A

.

Definición 3.2.5. Una función f : X ′ → C es de tipo A-exponencial si existen constantes
positivas c y σ tales que

|f(z)| ≤ ceσ‖z‖A para todo z ∈ X ′.

Proposición 3.2.6. Sea f : X ′ → C una función holomorfa según Gateaux. Entonces son
equivalentes:

i) f es de tipo A-exponencial.

ii) Para cada a ∈ X ′, existe una sucesión de polinomios k-homogéneos {fk,a}k∈N, continuos
en la norma ‖ · ‖A que verifican

‖fk,a‖A ≤ Ck,‖a‖A
σk

k!
con ĺım

k→∞
k

√
Ck,‖a‖A = 1,

tales que

f(z) =
∞∑
k=0

fk,a(z − a).

iii) Existe una sucesión de polinomios k-homogéneos {fk}k∈N, continuos en la norma ‖ · ‖A
que verifican

‖fk‖A ≤ Ck
σk

k!
con ĺım

k→∞
k
√
Ck = 1,
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tales que

f(z) =
∞∑
k=0

fk(z).

Luego, si alguna de estas condiciones se satisface, f resulta holomorfa según Fréchet,
rA =∞ y f es uniformemente ‖ · ‖A-continua sobre conjuntos ‖ · ‖A-acotados.

Demostración. i) ⇒ ii). Para cada a ∈ X ′ existen únicos polinomios k-homogéneos fk,a,
tales que f(z) =

∑∞
k=0 fk,a(z − a). Además fk,a puede ser escrito como (pág. 148, [9]):

fk,a(z) =
1

2πi

∫
|λ|=r

f(a+ λz)
λk+1

dλ.

Para todo r > 0 tenemos,

|fk,a(z)| ≤
1

2π

∫
|λ|=r

|f(a+ λz)|
rk+1

|dλ| ≤ 1
2π

∫
|λ|=r

ceσ(‖a‖A+r‖z‖A)

rk+1
|dλ|

=
ceσ‖a‖A

2π

∫ 2π

0

erσ‖z‖A

rk+1
rdt = ceσ‖a‖A

erσ‖z‖A

rk
.

Tomando ‖z‖A ≤ 1, resulta aśı fk,a continuo en ‖ · ‖A y

‖fk,a‖A ≤ c′‖a‖A
eσr

rk
para todo r > 0.

El mı́nimo de la función r 7→ eσr

rk
se alcanza en rk =

k

σ
. Por lo tanto

‖fk,a‖A ≤ c′‖a‖A
eσrk

rkk
≤ c′‖a‖A

ek

kk
σk = c′‖a‖A

√
2πk

ek k!√
2πk kk

σk

k!
.

Llamando

Ck, ‖a‖A = c′‖a‖A

√
2πk

ek k!√
2πk kk

,

por la fórmula de Stirling

ĺım
k→∞

ek k!√
2πk kk

= 1,

se deduce que
ĺım
k→∞

k

√
Ck,‖a‖A = 1.

ii)⇒ iii). Es un caso particular con a = 0.
iii)⇒ i). Para todo z ∈ X ′ tenemos:

|f(z)| ≤
∞∑
k=0

|fk(z)| ≤
∞∑
k=0

‖fk‖A ‖z‖kA ≤
∞∑
k=0

Ck
(σ‖z‖A)k

k!
=
∞∑
k=0

Ck
2k

(2σ‖z‖A)k

k!
,

por lo que

|f(z)| ≤
[
sup
k∈N

Ck
2k

]
e2σ‖z‖A .
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Como ĺım
k→∞

k

√
Ck/2k < 1, existe C ∈ R tal que Ck/2k ≤ C ∀k ∈ N y por lo tanto f es de

tipo A-exponencial.

Bajo cualquiera de estas tres condiciones equivalentes,

‖fk,a‖
1/k
A ≤ C1/k

k,‖a‖A
σ

(k!)1/k
,

por lo que ĺım sup
k→∞

‖fk,a‖
1/k
A = 0, resultando rA =∞. Además.

|f(z)− f(a)| ≤
∞∑
k=1

|fk,a(z − a)| ≤
∞∑
k=1

Ck,‖a‖A
(σ‖z − a‖A)k

k!

=
∞∑
k=1

Ck,‖a‖A
2k

(2σ‖z − a‖A)k

k!
≤ C

(
e2σ‖z−a‖A − 1

)
por lo que f uniformemente ‖ · ‖A-continua en conjuntos ‖ · ‖A-acotados.

Ejemplos

1. Si una función holomorfa f es de tipo A−exponencial, entonces se puede definir la
función G̃ = f ◦T sobre Im(A). Por ser uniformemente ‖ · ‖A-continua en conjuntos
‖ · ‖A-acotados de X ′, y ser Im(A) un subespacio denso en X, es posible extenderla
continuamente a todo (X, ‖ · ‖). Como ‖ · ‖0 es más fuerte que la norma de X, G̃
resulta ‖ · ‖0−continua. La función G = G̃ ◦ ı es por lo tanto continua y holomorfa
según Gateaux en H, y por lo tanto holomorfa. Se tienen además las cotas sobre H0:

|G̃(Pn(x))|p ≤ cpepσ‖Pnx‖ ≤ cpepσ‖Pnx‖0 ≤ cpepσα‖x‖0 ≤Meε‖x‖
2
0 ,

que resulta integrable por el teorema de Fernique (2.3.9).

Con las notaciones del Teorema 3.2.4, sea F̃ ] = G̃, por lo tanto F ] = G̃ ◦ ı y
F (x) = F ](x∗) = G̃ ◦ ı(x∗). Aplicando el teorema, tenemos∫

X
ez(γ)G̃(γ) dW (γ) = F ◦ I ◦ ı∗(z) = G̃ ◦ ı[(I ◦ ı∗(z))∗] = G̃[ı ◦ I ◦ ı′(z)].

Recordando que A′ = ı ◦ I ◦ ı′, el ejemplo muestra que dada una función f de tipo
A−exponencial, entonces la función f ◦ T ◦A′ se representa integralmente.

2. Apliquemos el ejemplo anterior a los polinomios de tipo finito en X. Si ϕ ∈ X ′,

entonces ∫
X
ez(γ)ϕ(γ)k dW (γ) = [(ı∗ϕ)(I ◦ ı∗(z))]k

Veamos primero que todo polinomio continuo en X está en Lp(W ) :

|P (γ)|p ≤ ‖P‖p ‖γ‖pk ≤ C‖P‖pe‖γ‖ ∈ Lp(W ).
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Con la notación del ejemplo anterior G̃(γ) = ϕk(γ), y por lo tanto la integral es

ϕ ◦ ı[(I ◦ ı∗(z))∗]k = [(ı∗ϕ)(I ◦ ı∗(z))]k.

Teorema 3.2.7. La fórmula integral es multiplicativa sobre los polinomios de tipo finito
de X.

Demostración. Sea P (γ) =
∏n
j=1 ϕj(γ), siguiendo los lineamientos del Ejemplo 1, entonces

se tiene ∫
X
ez(γ)P (γ) dW (γ) = P [ı ◦ I ◦ ı′(z)] =

n∏
j=1

ϕj [ı ◦ I ◦ ı′(z)] =

n∏
j=1

ϕj [ı ◦ I ◦ ı′(z)] =
n∏
j=1

∫
X
ez(γ)ϕj(γ) dW (γ).

Trabajando en espacios nucleares, L. Nilsson y S. Dineen [10] prueban la siguiente
fórmula integral:

f(z) =
∫
E′β

e〈z,w〉 f ◦D(w) dµγ(w),

para todo z ∈ E, un espacio fully-nuclear con base, donde η y γ pertenecen a E′β, f es
una función holomorfa de tipo η−exponencial en E, µγ es una medida Gaussiana en E′β
y D : E′β → E, es un operador densamente definido.

Esta representación guarda analoǵıa con la presentada en este trabajo. Veamos como
se puede reescribir la fórmula integral aplicada a una funcional lineal.
Los operadores A y A′ tienen el mismo rango, la diferencia entre ellos es que mientras que
el primero es lineal, el segundo es antilineal. Dado un elemento w ∈ X ′, asociamos a este
una funcional lineal:

ϕw : X ′ → C

ϕw(z) = z[A′(w)],

como vimos al inicio del caṕıtulo

z[A′(w)] = w[A′(z)].

De esta forma tenemos que |ϕw(z)| ≤ ‖w‖‖A′z‖ = ‖w‖‖z‖A′ , por lo que esta funcional
resulta ‖ · ‖A′−uniformemente continua en conjuntos ‖ · ‖A′−acotados. En forma similar
a lo hecho con el operador A, definimos, sobre un subespacio denso, la inversa T ′ del
operador A′. Por la ‖ · ‖A′−continuidad, es posible extender continuamente a la función
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ϕw ◦ T ′ y definirla en X.

Utilizando el segundo ejemplo dado anteriormente, podemos escribir:∫
X
ez(γ)w(γ) dW (γ) = [(ı∗w)(I ◦ ı∗(z))] = ı′w[(I ◦ ı∗(z))∗]

= ı′w[(I ◦ ı′(z))] = w(A′z) = z(A′w) = ϕw(z).

Por otro lado, si llamamos ϕ̃w : X → C a la extensión de la función ϕw ◦ T ′, afirmamos
que

ϕ̃w(γ) = w(γ).

Efectivamente, sobre la imagen de A′, tenemos que:

ϕ̃w(A′ξ) = ϕw ◦ T ′(A′ξ) = ϕw(ξ) = ξ(A′w) = w[A′(ξ)].

Como ambas funciones son continuas y coinciden sobre un denso, tenemos lo afirmado.
Con las convenciones del Teorema 3.2.4, podemos escribir:∫

X
ez(γ)[ϕw ◦ T ′(γ)] dW (γ) =

∫
X
ez(γ) ϕ̃w(γ) dW (γ) =

∫
X
ez(γ)w(γ) dW (γ) = ϕw(z).

Si bien presentamos esta escritura solamente en el caso de estas funcionales lineales
particulares, la propiedad multiplicativa de la fórmula permite extender esta expresión al
producto de varias de ellas. Veremos en el próximo caṕıtulo que conocer como actúa la
fórmula integral sobre estas funciones “particulares” brinda información importante sobre
las funciones que se representan integralmente de este modo.

3.3. Fórmula integral (B)

Recordemos que para funciones holomorfas en la bola unidad de Cn, bajo ciertas
hipótesis de integrabilidad, teńıamos una fórmula integral:

f(z) =
∫

Cn

1

1−
〈
z, ω
‖ω‖

〉f♦(‖ω‖ω) dµn(ω).

Como hicimos con la fórmula (A), queremos mostrar una extensión de esta representación
al contexto infinito-dimensional.

Definición 3.3.1. Una norma N : Cn → R se dice norma absoluta, si

N(w1, w2, . . . , wn) = N(|w1|, |w2|, . . . , |wn|) para todo (ω1, . . . , ωn) ∈ Cn.
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Lema 3.3.2. Sea νn la medida Gaussiana en Cn definida como el producto de n medidas
Gaussianas sobre C, cada una de ellas con media 0 y varianza λ2

k > 0 para k = 1, . . . , n.
La función de densidad de νn es de la forma:

δn(ω1, ω2, . . . , ωn) =
1

πnλ2
1 λ

2
2 · · ·λ2

n

e−
∑n
k=1 |ωk|2/λ2

k

Si N es una norma absoluta, entonces∫
Cn
ωα ωβ dνn(ω) =

∫
Cn
ωα ωβN(ω)|α|−|β| dνn(ω) = δαβ α!

n∏
k=1

λ2αk
k .

Demostración. La demostración se reduce a las ideas usadas en el Lema 3.2.1. Si α = β,

entonces sabemos que el valor de la integral es el indicado. Si α 6= β tomando coordenadas
polares en cada variable compleja, tenemos que∫

Cn
ωα ωβN(ω)|α|−|β| dνn(ω) =

∫
[0,2π]n

∫
[0,∞]n

 n∏
j=1

ρ
αj+βj+1
j

( n∏
k=1

ei(αk−βk)θk

)
[N(ρ1, ρ2, . . . , ρn)]|α|−|β|

dρ′s dθ′s

πn
∏n
r=1 λ

2
r

=

∫
[0,∞]n

 n∏
j=1

ρ
αj+βj+1
j

 [N(ρ1, ρ2, . . . , ρn)]|α|−|β|
dρ′s∏n
r=1 λ

2
r

[ n∏
k=1

∫ 2π

0
ei(αk−βk)θk

dθk
π

]
.

Como α 6= β, existe k0 ∈ {1, 2, . . . , n} tal que αk0 6= βk0 , y por lo tanto∫ 2π

0
ei(αk0−βk0 )θk0 dθk0 = 0,

de este modo probamos lo enunciado.

En particular, si µn es la medida Gaussiana standard, entonces∫
Cn
ωα ωβN(ω)|α|−|β| dνn(ω) = δαβ α!.

Lema 3.3.3. Sea B◦1 la bola abierta en Cn de radio uno, N : Cn → R una norma absoluta
y h : B◦1 −→ C una función holomorfa. Dado el desarrollo de Taylor,

h(ω) =
∞∑
k=0

∑
|α|=k

aαω
α,

se define:
h♦ : Cn −→ C
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h♦(ω) =
∞∑
k=0

1
k!

∑
|α|=k

aαω
α.

Si la sucesión de sumas parciales
∑m

k=0

(
1
k!

∑
|α|=k aα[N(ω)ω]α

)
converge en L1(µn) a la

función h♦[N(ω)ω], entonces para todo z tal que

sup
ω

∣∣∣∣〈z, ω

N(ω)

〉∣∣∣∣ < 1,

tenemos

h(z) =
∫

Cn

1

1−
〈
z, ω

N(ω)

〉h♦[N(ω)ω] dµn(ω).

Demostración. Como el radio de convergencia de h es 1, h♦ resulta entera. Considerando
sólo aquellos z ∈ Cn tales que

sup
ω

∣∣∣∣〈z, ω

N(ω)

〉∣∣∣∣ ≤ c < 1,

tenemos que ∣∣∣∣∣∣ 1

1−
〈
z, ω

N(ω)

〉
∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

1− c
,

por lo tanto la integral es finita. Además para cada z fijo, la convergencia de la serie

1

1−
〈
z, ω

N(ω)

〉 =
∞∑
j=0

(
n∑
k=1

zk ωk
N(ω)

)j
=
∞∑
j=0

∑
|β|=j

j!
β!

zβ ωβ

N(ω)j

es uniforme y podemos tomar ĺımite fuera de la integral:∫
Cn

1

1−
〈
z, ω

N(ω)

〉 h♦[N(ω)ω] dµn(ω) =
∞∑
j=0

∑
|β|=j

j!
β!

∫
Cn

zβ ωβ

N(ω)j
h♦[N(ω)ω] dµn(ω).

La serie que expresa a h♦ es convergente en L1(µn), por lo tanto:

∞∑
j=0

∑
|β|=j

j!
β!

∞∑
k=0

1
k!

∑
|α|=k

aαz
β

∫
Cn

ωβ

N(ω)j
N(ω)kωα dµn(ω).

Estas integrales, utilizando el Lema 3.3.2, resultan

∑
j=0

∑
|β|=j

∑
k=0

∑
|α|=k

aαz
β j!
k!β!

δαβ α! =
∞∑
k=0

∑
|α|=k

aαz
α = h(z).
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Dado un espacio de Banach separable X, consideramos (ı,H,X) un espacio de Wiener
abstracto como en el Teorema 2.3.2. Si B◦H es la bola abierta de radio uno en H y si
F : B◦H → C es una función holomorfa, cuya serie de Taylor alrededor de 0, F =

∑∞
k=0 Fk,

tiene radio de convergencia al menos igual a uno, se define

F♦ =
∞∑
k=0

1
k!
Fk.

Con esta definición, F♦ es holomorfa en H, mas aún, su desarrollo de Taylor alrededor de
0 tiene radio de convergencia infinito, y por lo tanto F♦ es de tipo acotado.

La función f = F ◦ I ◦ ι∗, es holomorfa en la bola unidad de X ′, y su serie de Taylor
f =

∑∞
k=0 Fk ◦ I ◦ ι∗, tiene radio de convergencia al menos igual a uno. Entonces, f♦ =

F♦ ◦ I ◦ ι∗ =
∑∞

k=0
1
k!(Fk ◦ I ◦ ι

∗) es una función holomorfa de tipo acotado en acotados
de X ′.

El siguiente diagrama relaciona F, f y sus transformaciones F 7→ F♦, f 7→ f♦ :

B◦H

F

##
C H

F♦

""
C

B◦H′

I|B◦
H′

OO

B◦X′ı∗
oo f

KK

H ′

I

OO

X ′
ı∗

oo f♦

LL

En el próximo teorema vamos a usar las involuciones en H y H ′, junto con las trans-
formaciones de funciones holomorfas definidas en la Sección 3.1, aplicadas a f♦ y F♦.

Observación 3.3.4. Teniendo presente que las proyecciones Pn : H0 → H0 convergen a
la identidad de H0 en ‖ · ‖0 y además W (H0) = 1, resulta que ‖γ‖0 = ĺım

n→∞
‖Pn(γ)‖0 en

casi todo punto de X. Como sobre los espacios de dimensión finita Pn(H0), las normas
de X y H0 son equivalentes, ‖γ‖0 resulta ĺımite a.e de funciones continuas en X y por lo
tanto resulta una función medible.

Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach separable, ι : H ↪→ X el espacio de Wiener
abstracto dado por el Teorema 2.3.2 y W la medida de Wiener asociada a esta construc-
ción. Sea H0 ⊂ X el espacio de Banach dado en el Teorema 2.3.5, ‖ · ‖0 su norma y
{pn}n∈N, {Pn}n∈N las proyecciones dadas en el mismo teorema.

Segunda representación integral

Teorema 3.3.5. Dada F : B◦H → C, una función holomorfa definida en la bola unidad
abierta de H, con radio de convergencia uniforme al menos igual a uno, supongamos que
la función F♦](x) = F♦(x∗) verifica:
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i) Existe F̃♦] ∈ L1(W ), continua en (H0, ‖ · ‖0) tal que F♦] = F̃♦] ◦ ι.

ii) Existe g ∈ L1(W ), tal que
∣∣∣F̃♦][δ ‖Pnγ‖0 Pn(γ)]

∣∣∣ ≤ g en casi todo punto, para algún
δ ∈ (0, 1].

Si f = F ◦ I ◦ ι∗ : B◦X′ → C, y f♦] = F♦] ◦ I ◦ ι∗, entonces

f(z) =
∫
X

1

1− z
(

γ
δ‖γ‖0

) F̃♦](δ‖γ‖0γ) dW (γ) para todo z ∈ δB◦X′ .

Si f♦] ◦ T representa a la clase de F̃♦] en L1(W ), la fórmula resulta:

f(z) =
∫
X

1

1− z
(

γ
δ‖γ‖0

) [f♦] ◦ T ](δ‖γ‖0γ) dW (γ) para todo z ∈ δB◦X′ .

Demostración. La demostración es análoga a la hecha en el Teorema 3.2.4.
El diagrama a continuación servirá para aclarar la relación entre estas funciones:

H

ı
$$

F♦]

$$// H0
// X

F̃♦] //

T
���
�
� C

H ′

I

OO

X ′

A

OO

ı∗
oo f♦]

DD

Debemos notar que la expresión sub-integral está definida en casi todo punto, ya que ‖ · ‖0
sólo tiene sentido en H0.

Las composiciones F ◦ pn son funciones holomorfas y ciĺındricas en H, la norma
N(pny) = δ‖ιpny‖0, para 0 < δ ≤ 1, por lo notado en la Observación 3.1.2, es absoluta.
Podemos entonces, aplicando el Lema 3.3.3, escribir:

F [pn(x)] =
∫
pnH

1

1−
〈
pn(x), pny

N(pny)

〉 F♦[N(pny) pny] dµn(y)

para todo x ∈ H tal que sup
y∈H

∣∣∣∣〈pn(x),
pny

N(pny)

〉∣∣∣∣ < 1.

Necesitamos que
∑M

k=0 F
♦
k [N(pny) pny] −→

M→∞
F♦[N(pny) pny] en L1(µn). Para esto, como

tenemos convergencia puntual, acotemos:∣∣∣∣∣
M∑
k=0

F♦k [N(pny) pny]

∣∣∣∣∣ ≤
M∑
k=0

1
k!
‖Fk‖ δk ‖ıpny‖k0 ‖pny‖kH ,

Por la forma en que fue construido el espacio de Wiener abstracto, ‖ıpny‖k0 ≤ λk1‖pny‖kH ,
para λ1 < 1, por lo tanto∣∣∣∣∣

M∑
k=0

F♦k [N(pny) pny]

∣∣∣∣∣ ≤
M∑
k=0

λk1
k!
‖Fk‖ ‖pny‖2kH .
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Como F tiene radio de convergencia al menos igual a 1, dado λ1 < δ′ < 1 existe Cδ′ tal
que ‖Fk‖ ≤ Cδ′δ′−k para todo k ≥ 0. Por lo tanto∣∣∣∣∣

M∑
k=0

F♦k [N(pny) pny]

∣∣∣∣∣ ≤ Cδ′
M∑
k=0

λk1 δ
′−k

k!
‖pny‖2kH = Cδ′e

λ1
δ′ ‖pny‖

2
H ,

que por ser λ1 < δ′, es una expresión integrable. Por el teorema de convergencia dominada,
se da la convergencia en L1(µn).

Como
〈
pn(x), pny

N(pny)

〉
=
〈
x, p2ny

N(pny)

〉
=
〈
x, pny

N(pny)

〉
, y la integral sobre pnH es por defini-

ción la integral sobre H, resulta entonces:

F [pn(x)] =
∫
H

1

1−
〈
x, pny

N(pny)

〉 F♦[N(pny) pny] dΓ(y).

Considerando z ∈ δB◦X′ , como I[ı∗(δB◦X′)] ⊂ δB◦H , resulta F ◦I◦ı∗(z) = f(z), y el producto
interno:〈

I(ı∗z),
pny

N(pny)

〉
=
〈

pny

N(pny)
, I(ı∗z)

〉
= (ı∗z)

(
pny

N(pny)

)
= (z ◦ ı)∗

(
pny

N(pny)

)

= (z ◦ ı)
(

pny
∗

N(pny)

)
= z

(
ı(pny∗)
N(pny)

)
.

Por lo tanto, como la Observación 3.1.2 muestra que N(pny) = N(pny∗),

sup
y∈H

∣∣∣∣〈I(ı∗z),
pny

N(pny)

〉∣∣∣∣ = sup
y∈H

∣∣∣∣z( ıpny
∗

N(pny)

)∣∣∣∣ ≤ ‖z‖X′ ‖ıpny∗‖Xδ‖pny∗‖0
< 1.

Podemos escribir entonces:

F ◦ pn(I ◦ ı∗(z)) =
∫
H

1

1− z
(
ı(pny∗)
N(pny∗)

) F♦[N(pny∗) pny] dΓ(y).

La involución preserva la medida Γ y F♦(x) = F♦](x∗), por lo tanto∫
H

1

1− z
(
ı(pny∗)
N(pny∗)

) F♦][N(pny∗) pny∗] dΓ(y∗)

=
∫
H

1

1− z
(
ı(pny)
N(pny)

) F♦][N(pny) pny] dΓ(y)

=
∫
H0

1

1− z
(

Pnγ
δ‖Pnγ‖0

) F̃ ]♦(δ‖Pnγ‖0Pnγ) dW (γ).

De este modo:

F ◦ pn(I ◦ ı∗(z)) =
∫
H0

1

1− z
(

Pnγ
δ‖Pnγ‖0

) F̃ ]♦(δ‖Pnγ‖0Pnγ) dW (γ).
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Mientras que el lado izquierdo de la igualdad converge a F ◦I ◦ ı∗(z) cuando n tiende a∞,
sabemos que Pn converge a la identidad en H0, un subconjunto de medida 1, por lo que

la expresión sub-integral converge en casi todo punto a 1

1−z
(

γ
δ‖γ‖0

) F̃ ]♦(δ‖γ‖0γ). Además,

tenemos la cota∣∣∣∣∣∣ 1

1− z
(

Pnγ
δ‖Pnγ‖0

) F̃ ]♦(δ‖Pnγ‖0Pnγ)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
1− δ−1‖z‖

∣∣∣F̃ ]♦(δ‖Pnγ‖0Pnγ)
∣∣∣

≤ 1
1− δ−1‖z‖

g(γ) ∈ L1(W ).

Aplicando el teorema de convergencia dominada, tenemos entonces que las integrales con-
vergen a ∫

X

1

1− z
(

γ
δ‖γ‖0

) F̃ ]♦(δ‖γ‖0γ) dW (γ),

por lo que

f(z) =
∫
X

1

1− z
(

γ
δ‖γ‖0

) F̃ ]♦(δ‖γ‖0γ) dW (γ) para todo z ∈ δB◦X′ .

Con las notaciones establecidas es

f(z) =
∫
X

1

1− z
(

γ
δ‖γ‖0

) [f♦] ◦ T ](δ‖γ‖0γ) dW (γ) para todo z ∈ δB◦X′ .

El teorema puede ser formulado con δ = 1 debido a las condiciones de integrabilidad
impuestas sobre F̃♦. Veamos un ejemplo, donde es necesario tomar δ pequeño.

Recordemos que el operador A : X ′ → X es inyectivo, y permite definir una norma
‖ · ‖A en X ′ que es más débil que ‖ · ‖X . Si f es una función holomorfa en X ′, se definió en
la sección anterior el radio de convergencia calculado en esta norma:

rA =
1

ĺım sup ‖fk‖
1/k
A

.

Definición 3.3.6. Una función holomorfa f : X ′ → C es A−armónica si rA ≥ 1.

Notemos que si f es A−armónica, entonces f♦ es de tipo A−exponencial.

Ejemplo.
Sea f una función holomorfa definida en X ′, con rA ≥ 1. Como sus polinomios son

‖ · ‖A−continuos y rA ≥ 1, es posible extenderla a una función holomorfa g, definida en la
bola unidad de X, de modo tal que f(z) = g ◦A(z). Por ser f♦ de tipo A−exponencial, la
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función f♦ ◦T es continua sobre la imagen de A y por lo tanto, se extiende continuamente
a X. Tomando G̃ = f♦ ◦ T, que es continua y holomorfa Gateaux en H, por lo tanto
holomorfa, tenemos que (g ◦ ı)♦ = G̃ ◦ ı. Además, sobre H0 vale la acotación:

∣∣∣G̃(δ‖Pnγ‖0Pnγ)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣[f♦ ◦ T ](δ‖Pnγ‖0Pnγ)

∣∣∣ ≤ ∞∑
k=0

1
k!
|fk[T (δ‖Pnγ‖0Pnγ)]|

≤
∞∑
k=0

δk

k!
‖fk‖A ‖Pnγ‖2k0 ≤

∑
k

δkck

k!
‖fk‖A ‖γ‖2k0 ≤M

∑
k

(δ c ‖γ‖20)k

k!
= Meδ c ‖γ‖

2
0 .

Para δ suficientemente chico, esta expresión resulta integrable por el teorema de Fernique.
Con las notaciones del Teorema 3.3.5, sea F̃♦] = G̃, por lo tanto F♦] = G̃ ◦ ı = (g ◦ ı)♦ y
resulta F (x) = F ](x∗) = g ◦ ı(x∗). Aplicando el teorema, tenemos∫

X

1

1− z
(

γ
δ‖γ‖0

)G̃(δ‖γ‖0γ) dW (γ) = F ◦ I ◦ ı∗(z) = g ◦ ı[(I ◦ ı∗(z))∗] = g[ı ◦ I ◦ ı′(z)].

Como A′ = ı ◦ I ◦ ı′, el ejemplo muestra que dada una función f de tipo A−armónica,
entonces la función f ◦ T ◦A′ se representa integralmente. Notemos que δ no depende de
la función f , por lo tanto dada cualquier función f A−armónica es posible representar a
la función f ◦ T ◦A′, en la bola δB◦X′ .

3.4. Representación integral en espacios de Banach

Finalmente, queremos representar integralmente funciones holomorfas definidas en un
espacio de Banach E, aún si E no es un espacio dual. Para hacer esto, recurrimos a la
extensión de Aron-Berner de una función holomorfa al doble dual E′′. La construcción de
esta extensión puede encontrarse en [1], [9] y [26]. Sólo recordaremos algunas propiedades
necesarias.

Si f : E → C tiene desarrollo en serie de Taylor f =
∑∞

k=0 fk, alrededor de 0, entonces
cada polinomio k-homogéneo de su desarrollo, fk : E → C, puede ser extendido de manera
canónica al bidual: AB(fk) : E′′ → C, y la extensión de Aron-Berner de f se define por

AB(f) =
∞∑
k=0

AB(fk).

Un resultado de Davie y Gamelin [4] prueba que la extensión de Aron-Berner preserva la
norma de los polinomios homogéneos, y por lo tanto el radio de convergencia uniforme de
la serie de Taylor de f y AB(f) coinciden.

Supongamos que el espacio E tiene dual separable y construyamos (ı,H,E′) un es-
pacio de Wiener abstracto asociado a él. Dada una función holomorfa f : E → C, veamos
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el siguiente diagrama:

H
ı // E′

H ′

I

OO

E′′
ı∗

oo

A

OO

AB(f) --

E
J

oo

A|E
``AAAAAAAA

f

��
C

Teorema 3.4.1. Sea E un espacio de Banach con dual separable, f : E → C una función
holomorfa y AB(f) su extensión de Aron-Berner. Si para AB(f) se satisfacen las hipótesis
del Teorema 3.2.4, entonces para todo z ∈ E′′ :

AB(f)(z) =
∫
E′
ez(γ)(AB(f)] ◦ T )(γ) dW (γ),

y por lo tanto para todo z ∈ E :

f(z) =
∫
E′
eγ(z)(AB(f)] ◦ T )(γ) dW (γ).

Teorema 3.4.2. Sea E un espacio de Banach con dual separable, f : B◦E → C una función
holomorfa y AB(f) su extensión de Aron-Berner. Si para AB(f) se satisfacen las hipótesis
del Teorema 3.3.5, entonces para todo z ∈ δB◦E′′ :

AB(f)(z) =
∫
E′

1

1− z
(

γ
δ‖γ‖0

)(AB(f)♦] ◦ T )(δ‖γ‖0 γ) dW (γ),

y por lo tanto, para todo z ∈ δB◦E :

f(z) =
∫
E′

1

1− γ(z)
δ‖γ‖0

(AB(f)♦] ◦ T )(δ‖γ‖0 γ) dW (γ).

Demostración. Si notamos J : E → E′′ a la inclusión, en ambas demostraciones basta
aplicar los Teoremas 3.2.4 y 3.3.5 respectivamente, notar que f(z) = AB(f)(Jz) y recordar
que (Jz)(γ) = γ(z).

Observación 3.4.3. Para mostrar una representación integral de una función holomorfa
definida en E ó B◦E , exigimos que AB(f) : E′′ → C tenga una representación como en el
Teorema 3.2.4 ó en el Teorema 3.3.5.
¿Por qué no pedir que “alguna” extensión de f verifique el Teorema 3.2.4?
Hay dos respuestas a esta pregunta. En este momento del trabajo podemos recordar que
pretend́ıamos expresar a la función como la integral, respecto de una medida universal,
de un núcleo y una transformación de la misma función. La extensión de Aron-Berner
está uńıvocamente caracterizada por la función, mientras que “alguna” extensión seŕıa
demasiado ambiguo. En el próximo caṕıtulo encontraremos una segunda respuesta a esta
pregunta.





Caṕıtulo 4

Funciones enteras representables

En el caṕıtulo anterior presentamos la fórmula integral (A), válida para ciertas fun-
ciones holomorfas en X ′. Dimos un ejemplo vinculado a funciones holomorfas en X y al
operador de covarianza A′, que teniendo en cuenta las hipótesis del Teorema 3.2.4, no
debeŕıan ser “todas” las que aceptan representación integral. Nos interesa saber qué otras
funciones pueden representarse, las propiedades que tienen sus desarrollos de Taylor y
si existe relación entre ellas y los polinomios o funciones holomorfas integrales. Dado un
espacio de Banach E, queremos también, dar condiciones para representar funciones holo-
morfas definidas en él, aún en el caso en que no sea un espacio dual.

4.1. Polinomios Hilbertianos

Para comenzar el estudio del conjunto de funciones representables necesitamos in-
troducir algunas definiciones. Dwyer [11] definió el espacio de funciones k−lineales de
tipo Hilbert-Schmidt en un espacio de Hilbert, H-H. Kuo también estudió este espacio de
aplicaciones [17].

Definición 4.1.1. Sea H un espacio de Hilbert separable, una forma k−lineal Φ se dice
de Hilbert-Schmidt si

∞∑
n1,...,nk=1

|Φ(en1 , . . . , enk)|2 <∞

para toda base ortonormal {en}n∈N de H.

O. Lopushansky y A. Zagorodnyuk [18] estudiaron el espacio Ph(kH) de polinomios
k−homogéneos Hilbertianos, definidos en un espacio de Hilbert.
Dado un espacio de Hilbert separable (H, 〈 , 〉) , con base ortonormal {en}n∈N, se puede
definir una norma h en el producto tensorial

⊗kH, de modo tal que al completar
⊗kH

respecto de esta norma h, se obtenga un espacio de Hilbert
⊗k

hH (ver [5], [6], [21]).

75
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Mas aún, si v ∈
⊗k

hH, entonces se escribe de manera única como:

v =
∞∑
i=1

αi e1i ⊗ · · · ⊗ eki.

En esta expresión, estamos indexando la suma según las numerables elecciones de k ele-
mentos de la base para formar un tensor elemental.
Si w =

∑∞
j=1 βj e1j ⊗ · · · ⊗ ekj ∈

⊗k
hH, entonces el producto interno de v y w puede

definirse como

(v, w)k =
∑
i,j

αi βj 〈e1i, e1j〉 · · · 〈eki, ekj〉 αi, βj ∈ C,

y la norma

(v, v)1/2
k =

( ∞∑
i=1

|αi|2
)1/2

.

Observación 4.1.2. Los elementos del producto tensorial pueden describirse, de manera
alternativa, del siguiente modo

v =
∞∑

n1,...,nk=1

cn1,...,nk en1 ⊗ · · · ⊗ enk ,

ahora indexamos la suma teniendo en cuenta cuál es el elemento de la base elegido para
cada posición del tensor. En este caso, si

w =
∞∑

n1,...,nk=1

dn1,...,nk en1 ⊗ · · · ⊗ enk ,

se tiene

(v, w)k =
∞∑

n1,...,nk=1

cn1,...,nk dn1,...,nk

y

(v, v)1/2
k =

 ∞∑
n1,...,nk=1

|cn1,...,nk |
2

1/2

.

Proposición 4.1.3. (Lopushansky - Zagorodnyuk) Si para cada x ∈ H, notamos por
xk = x⊗ · · · ⊗ x︸ ︷︷ ︸

k veces
∈
⊗k

hH, entonces,

1. Existe una única proyección ortogonal Sk en
⊗k

hH, tal que:

Sk(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejk) =
1
k!

∑
σ∈Gk

ejσ(1)
⊗ · · · ⊗ ejσ(k)

,

donde Gk es el grupo de permutaciones del conjunto {1, 2, . . . , k}.
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2. Llamando Hk
h = Sk

(⊗k
hH
)
, el espacio dual

(
Hk
h

)′ es isométricamente isomorfo a

un subespacio vectorial Ph(kH) ⊂ P(kH), formado por polinomios k−homogeneos,
continuos en H.

3. Hk
h = span {xk}x∈H ⊂

⊗k
hH.

Demostración. Las demostraciones del primer y tercer punto son las usuales, pueden en-
contrarse en [18]. Sólo comentaremos la segunda parte, para dejar clara la relación entre
la funcional lineal y el polinomio asociado a esta.

Dada φ ∈
(
Hk
h

)′
, por el teorema de Riesz, sabemos que existe un único w ∈ Hk

h tal
que φ(v) = (v, w)k para todo v ∈ Hk

h .

Se define Pφ(x) = (xk, w)k, por lo que para probar la continuidad de Pφ, bastará ver la
desigualdad:

|Pφ(x)| =
∣∣∣φ(xk)

∣∣∣ ≤ ‖φ‖ ‖xk‖ = ‖φ‖ ‖x‖k.

Para mostrar la isometŕıa, se toma el subespacio vectorial

Ph(kH) = {Pφ : φ ∈ (Hk
h)′} ⊂ P(kH),

con norma definida por ‖Pφ‖h = ‖φ‖.

A Hk
h se lo denomina tensor simétrico Hilbertiano de orden k, y a Ph(kH) espacio de

polinomios Hilbertianos k−homogéneos. Notemos que para P ∈ Ph(kH), se desprende de
la demostración, que la norma usual del polinomio está acotada por la norma Hilbertiana,
‖P‖ ≤ ‖P‖h.

Se define el espacio de tipo HardyH2(B◦H), formado por aquellas funciones holomorfas
en la bola de H, F =

∑∞
k=0 Fk, cuyas series de Taylor están exclusivamente integradas por

polinomios k−homogéneos de tipo Hilbertiano, y además verifican que
∑∞

k=0 ‖Fk‖2h <∞.

H2(B◦H) =

F ∈ H(B◦H) : F =
∞∑
k=0

Fk, Fk ∈ Ph(kH), ‖F‖22 =
∑
k≥0

‖Fk‖2h <∞

 .

El espacio H2(B◦H) es de Hilbert y resulta dual de la suma `2 de los tensores simétricos
Hilbertianos Hk

h . En mecánica cuántica esta suma recibe el nombre de espacio simétrico
de Fock [21].

Para estudiar el conjunto de funciones que aceptan una representación integral, necesi-
tamos algunas propiedades de los espacios de polinomios Hilbertianos. Las demostraciones
de las siguientes proposiciones pueden encontrarse en [18].
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Proposición 4.1.4. Si H es un espacio de Hilbert separable, se tiene la siguiente cadena
de inclusiones, PI(kH) ⊂ Ph(kH) ⊂ Pw(kH).

Proposición 4.1.5. Dados Qn ∈ Ph(nH) y Qm ∈ Ph(mH), entonces QnQm ∈ Ph(n+mH)
y además ‖QnQm‖h ≤ ‖Qn‖h ‖Qm‖h.

Dados dos multi-́ındices J = (j1, j2, . . . , jk) y J ′ = (j′1, j
′
2, . . . , j

′
k), se consideran los

vectores uJ = Sk(ej1 ⊗ ej2 ⊗ · · · ⊗ ejk) y uJ ′ = Sk(ej′1 ⊗ ej′2 ⊗ · · · ⊗ ej′k). Si existe σ ∈ Gk
tal que

j1 = j′σ(1), j2 = j′σ(2), . . . , jk = j′σ(k),

resulta uJ = uJ ′ . Por otro lado, de no existir tal permutación, se tiene uJ 6= uJ ′ , ya que
aparecen diferentes elementos de la base en el desarrollo de cada uno de ellos. Se define,
entonces, la relación de equivalencia:

J ∼ J ′ ⇔ existe σ ∈ Gk tal que j1 = j′σ(1), j2 = j′σ(2), . . . , jk = j′σ(k),

llamamos Mk al conjunto de clases de equivalencias y notamos [J ] a sus elementos.

Proposición 4.1.6. El conjunto
{
u[J ]

}
[J ]∈Mk

es una base ortogonal de Hk
h .

Demostración. Como

〈u[J ], u[J ′]〉k =
〈
Sk(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejk), Sk(ej′1 ⊗ · · · ⊗ ej′k)

〉
k

=
〈
ej1 ⊗ · · · ⊗ ejk , S

2
k(ej′1 ⊗ · · · ⊗ ej′k)

〉
k

=
〈
ej1 ⊗ · · · ⊗ ejk , Sk(ej′1 ⊗ · · · ⊗ ej′k)

〉
k

=

〈
ej1 ⊗ · · · ⊗ ejk ,

1
k!

∑
σ∈Gk

ej′
σ(1)
⊗ · · · ⊗ ej′

σ(k)

〉
k

=
1
k!

∑
σ∈Gk

δj1j′σ(1)
δj2j′σ(2)

· · · δjkj′σ(k)
= 0 si [J ] 6= [J ′].

es un sistema ortogonal. Por ser la imagen de una base de
⊗k

hH por la proyección Sk,

resulta completo.

Observación 4.1.7. Dado un multi-́ındice J = (j1, j2, . . . , jk) ∈ Nk, definimos un nuevo
multi-́ındice α(J) = (α(J)n)n∈N ∈ N(N), por medio de

α(J)n =
k∑
r=1

δn,jr ,
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es decir, α(J) cuenta la cantidad de veces que se repite el número n en el multi-́ındice J.
Claramente α(J) = α(J ′) si sólo si J ∼ J ′. De este modo, la proposición anterior nos dice
que ∥∥u[J ]

∥∥2 =
α(J)!
k!

.

A partir de esta observación resulta entonces que el conjunto formado por las fun-
cionales

{
Φ[J ]

}
[J ]∈Mk

, definidas por:

Φ[J ]( · ) =

√
k!

α(J)!
〈 · , u[J ]〉k

es una base ortonormal de (Hk
h)′. Por lo tanto, definiendo como antes, los polinomios

PΦ[J]
: H → C

PΦ[J]
(x) = Φ[J ](x

k) =

√
k!

α(J)!
〈xk, u[J ]〉k,

el conjunto
{
PΦ[J]

}
[J ]∈Mk

es una base ortonormal de Ph(kH).

Observación 4.1.8. Veamos expĺıcitamente cuáles son los polinomios que forman esta
base. Para esto, calculemos:

PΦ[J]
(x) =

√
k!

α(J)!

〈
xk, u[J ]

〉
k

=

√
k!

α(J)!
〈x⊗ · · · ⊗ x, Sk(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejk)〉k

=

√
k!

α(J)!
〈Sk(x⊗ · · · ⊗ x), ej1 ⊗ · · · ⊗ ejk〉k

=

√
k!

α(J)!
〈x⊗ · · · ⊗ x, ej1 ⊗ · · · ⊗ ejk〉k

=

√
k!

α(J)!
xj1xj2 · · ·xjk

=

√
k!

α(J)!

∞∏
n=1

〈x, en〉α(J)n .

Asociados a esta clase de polinomios se pueden definir dos espacios de funciones. El
primero, consiste en aquellas funciones cuyo desarrollo de Taylor en el origen está formado
por polinomios Hilbertianos y que además tienen radio de convergencia uniforme, calculado
respecto a la norma ‖ · ‖h, mayor que cero.
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Definición 4.1.9. Espacio de gérmenes Hilbertianos:

Hh(H) =

{
F =

∞∑
k=0

Fk ∈ H(H) : Fk ∈ Ph(kH), ĺım sup
k→∞

k
√
‖Fk‖h <∞

}
.

El segundo, formado por las funciones de Hh(H) que tienen radio de convergencia
infinito.

Definición 4.1.10. Espacio de funciones holomorfas Hilbertianas enteras, de tipo acota-
do:

Hhb(H) =
{
F ∈ Hh(H) : ĺım sup

k→∞

k
√
‖Fk‖h = 0

}
.

Considerando en Hhb(H) la topoloǵıa τ generada por la familia de seminormas

‖F‖h,r =
∞∑
k=0

rk ‖Fk‖h,

entonces (Hhb(H), τ) es un espacio de Fréchet. Para ver esto, comenzamos por notar
que la familia numerable {‖F‖h,n : n ∈ N} genera la topoloǵıa τ, por lo que solamente
necesitamos probar la completitud del espacio.
Supongamos que {F (j)}j∈N es una sucesión de Cauchy en Hhb(H), por lo tanto para
todo k ∈ N la sucesión de polinomios k−homogéneos {F (j)

k }j∈N es también de Cauchy
en el espacio Ph(kH). Por completitud de estos últimos espacios, existe una sucesión de
polinomios {Fk}k∈N, con Fk ∈ Ph(kH), tal que ‖Fk − F

(j)
k ‖h −→j→∞ 0 para todo k ≥ 0.

Por ser {F (j)}j∈N de Cauchy, para todo r > 0, existe una constante Mr para la cual
‖F (j)‖h,r ≤ Mr para todo j ∈ N. Como ‖F (j)‖h,r =

∑∞
k=0 r

k ‖F (j)
k ‖h, entonces ‖F (j)

k ‖h ≤
Mr

rk
para todo j, k ∈ N. Veamos que la función F =

∑∞
k=0 Fk ∈ Hhb(H). Para esto,

acotemos

‖Fk‖h ≤ ‖Fk − F
(j)
k ‖h + ‖F (j)

k ‖h ≤ ‖Fk − F
(j)
k ‖h +

Mr

rk
.

Haciendo tender j →∞, resulta la cota ‖Fk‖h ≤ Mr

rk
para todo k ∈ N, por lo tanto

ĺım sup
k→∞

k
√
‖Fk‖h ≤ ĺım sup

k→∞

k

√
Mr

rk
=

1
r
.

Como esta desigualdad es válida independientemente del valor de r, tomando r → ∞
resulta que ĺım sup

k→∞
k
√
‖Fk‖h = 0, por lo que F ∈ Hhb(H).

Probando que F (j) −→
j→∞

F en la topoloǵıa τ, logramos concluir que Hhb(H) es completo.

Dado r > 0, calculemos

‖F (j) − F‖h,r ≤ ‖F (j) − F (l)‖h,r + ‖F (l) − F‖h,r ≤
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‖F (j) − F (l)‖h,r +
m∑
k=0

rk‖F (l)
k − Fk‖h +

∞∑
k=m+1

rk‖F (l)
k ‖h +

∞∑
k=m+1

rk‖Fk‖h.

Podemos aplicar la desigualdad ‖F (l)
k ‖h ≤

M2r

(2r)k
, por lo que

∞∑
k=0

rk‖F (l)
k ‖h ≤

∞∑
k=0

rk
M2r

(2r)k
= 2M2r <∞.

Además, sabemos que
∑∞

k=0 r
k‖Fk‖h es convergente, por lo que dado ε > 0, existe m > 0

tal que se verifica:
∞∑

k=m+1

rk‖F (l)
k ‖h < ε/4 para todo l ∈ N y

∞∑
k=m+1

rk‖Fk‖h < ε/4.

Tenemos aśı

‖F (j) − F‖h,r ≤ ‖F (j) − F (l)‖h,r +
m∑
k=0

rk‖F (l)
k − Fk‖h +

ε

2
.

Por ser {F (j)}j∈N de Cauchy, existe l̃0 ∈ N tal que dados j, l ≥ l̃0, entonces se verifica
‖F (j) − F (l)‖h,r < ε/4.
Por otro lado, como ‖F (l)

k − Fk‖h −→l→∞ para k = 0, 1, . . . ,m, existen ı́ndices {lk}k=0,...,m

tales que si l > lk, entonces rk‖F (l)
k − Fk‖h <

ε
4(m+1) .

De este modo, si j > máx{l̃0, l0, l1, . . . , lm} resulta ‖F (j) − F‖h,r < ε.

Resumiendo, hemos probado que dado r > 0, ‖F (j) − F‖h,r −→
j→∞

0, por lo que F (j) tiende

a F en la topoloǵıa τ.

4.2. Funciones Lp−representables

Nuestro propósito ahora es estudiar las propiedades de las funciones representables
por la fórmula integral (A). Los resultados que se presentan en el resto del caṕıtulo se
encuentran en [19].

Notemos que dado z ∈ X ′, 0 < ε y 1 ≤ q <∞, existe C(ε, q, z) ∈ R tal que∣∣∣ez(γ)
∣∣∣q ≤ eq‖z‖ ‖γ‖ ≤ C(ε, q, z)eε‖γ‖

2
,

por lo que el teorema de Fernique garantiza la integrabilidad de la función ez( · ) en Lq(W )
para 1 ≤ q <∞. Por este motivo tiene sentido la siguiente definición:

Definición 4.2.1. Dado p > 1, decimos que una función f : X ′ → C es Lp−representable,
si para todo z ∈ X ′, vale la igualdad

f(z) =
∫
X
ez(γ) g(γ) dW (γ) con g ∈ Lp(W ).
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Lema 4.2.2. Sea f una función Lp−representable, q el exponente conjugado de p, entonces

|f(z)| ≤ C eq‖ι
∗(z)‖2

H′/4.

Demostración. Por ser f una función Lp−representable, existe g ∈ Lp(W ) para la cual

f(z) =
∫
X
ez(γ)g(γ) dW (γ). Recordando la Proposición 2.3.7, tenemos que z( · ) es una

variable aleatoria compleja Gaussiana con media 0 y varianza ‖ı′z‖2, como la involución
definida preserva normas, podemos decir que la varianza es ‖ı∗z‖2. Aplicando la desigual-
dad de Hölder, tenemos

|f(z)| ≤ ‖g‖p ‖ez( · )‖q ≤ ‖g‖p
(∫

C
|ew|q e−|w|

2/‖ı∗z‖2
H′

dw

π‖ı∗z‖2H′

)1/q

= ‖g‖p
(

1
π‖ı∗z‖2H′

∫
C
eq<(w) e−|w|

2/‖ı∗z‖2
H′ dw

)1/q

= ‖g‖p
[

1√
π‖ι∗(z)‖H′

∫
R
eqt e−t

2/‖ι∗(z)‖2
H′ dt

]1/q

= ‖g‖p eq‖ι
∗(z)‖2

H′/4.

Vale entonces la acotación enunciada tomando C = ‖g‖p, donde g ∈ Lp(W ) es una función
que representa a f.

Proposición 4.2.3. Si f es una función Lp−representable, entonces f ∈ Hb(X ′).

Demostración. Sea g ∈ Lp(W ) para la cual f(z) =
∫
X
ez(γ)g(γ) dW (γ).

Consideramos la sucesión de funciones SN (z, γ), definidas por

SN (z, γ) =
N∑
k=0

1
k!
z(γ)k,

como
ĺım
N→∞

∣∣∣ez(γ) − SN (z, γ)
∣∣∣q = 0 para todo z ∈ X ′, γ ∈ X,

y además∣∣∣ez(γ) − SN (z, γ)
∣∣∣q ≤ ∣∣∣∣∣

∞∑
k=N+1

1
k!
z(γ)k

∣∣∣∣∣
q

≤

( ∞∑
k=N+1

1
k!
‖z‖k‖γ‖k

)q
≤ eq‖z‖‖γ‖,

tenemos un mayorante integrable, y por lo tanto aplicando el teorema de convergencia
dominada, resulta

SN (z, γ) −→
N→∞

ez(γ) en Lq(W ).

Tenemos aśı

f(z) =
∫
X
ez(γ) g(γ) dW (γ) =

∞∑
k=0

∫
X

z(γ)k

k!
g(γ) dW (γ).
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Como z( · ) es una variable aleatoria compleja Gaussiana, con media 0 y varianza ‖ı∗z‖2,
eligiendo r ∈ N tal que q ≤ 2r, podemos calcular

∥∥∥z( · )k∥∥∥
q
≤
∥∥∥z( · )k∥∥∥

2r
=
(∫

X

∣∣∣z(γ)k
∣∣∣2r dW (γ)

)1/2r

=
(

1
π‖ı∗z‖2

∫
C
|w|2rke−|w|2/‖ı∗z‖2 dw

)1/2r

=
(

1
π‖i∗z‖2

∫ ∞
0

∫ 2π

0
ρ2rke−ρ

2/‖i∗z‖2 ρ dθdρ

)1/2r

=
(

1
‖i∗z‖2

∫ +∞

0
ρ2rke−ρ

2/‖i∗z‖2 2ρ dρ
)1/2r

=
(
‖i∗z‖2rk

∫ +∞

0
urk e−u du

)1/2r

= 2r
√

(kr)! ‖i∗z‖k.

De este modo, si fk(z) =
∫
X

z(γ)k

k!
g(γ) dW (γ), tenemos que

|fk(z)| ≤
‖z(γ)k‖q

k!
‖g‖p ≤

2r
√

(kr)!
k!

‖i∗z‖k ‖g‖p ≤
2r
√

(kr)!
k!

‖z‖k ‖g‖p,

por lo tanto

‖fk‖ ≤
2r
√

(kr)!
k!

‖g‖p.

Llamando ak =
2r
√

(kr)!
k!

‖g‖p, calculemos

ĺım sup
k→∞

ak+1

ak
= ĺım sup

k→∞

2r

√
(kr + r)!

(kr)!
1

k + 1
≤ ĺım sup

k→∞

2r
√

(kr + r)r

k + 1
= 0.

Resulta entonces

ĺım sup k
√
‖fk‖ = ĺım sup

k→∞

ak+1

ak
= 0

y de acuerdo a la fórmula de Cauchy-Hadamard f es acotada en conjuntos acotados de
X ′, es decir f ∈ Hb(X ′).

En las hipótesis del Teorema 3.2.4, pedimos que la función a representar sea de la
forma F ◦ I ◦ ı∗, para alguna función holomorfa F : H → C. En este caso, diremos que
f se “extiende” a H, y que F es la “extensión” de la función. El siguiente resultado se
desprende de la demostración de la Proposición 4.2.3, sin embargo, la demostración que
hacemos ahora será útil en las próximas secciones.
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Teorema 4.2.4. Si f es una función Lp−representable, entonces existe F ∈ Hb(H) tal
que F ◦ I ◦ ι∗(z) = f(z). Mas aún, esta extensión es única.

Demostración. Existen únicos polinomios k−homogeneos fk ∈ P(kX ′), para los cuales
f(z) =

∑∞
k=0 fk(z). Cada fk puede escribirse como (pág. 148, [9]):

fk(z) =
1

2πi

∫
|λ|=r

f(λz)
λk+1

dλ.

Para todo r > 0, el Lema 4.2.2 nos da la acotación:

|fk(z)| ≤
1

2π

∫
|λ|=r

|f(λz)|
rk+1

|dλ| ≤ 1
2π

∫
|λ|=r

C e
q
4
‖ι∗(λz)‖2

rk+1
|dλ|

≤ C

2π

∫ 2π

0

e
q
4
r2‖ι∗z‖2

rk+1
rdt = C

e
q
4
r2‖ι∗z‖2

rk
.

Como la función r 7→ e
q
4
r2‖ι∗z‖2

rk
alcanza su mı́nimo en rk =

√
2k

q‖ι∗z‖2
, resulta

|fk(z)| ≤ C
e
q
4

2k
q‖ι∗z‖2

‖ι∗z‖2(√
2k

q‖ι∗z‖2

)k = C
qk/2ek/2

(2k)k/2
‖ι∗z‖k = C

√
(qe)k

(2k)k
‖I ◦ ι∗(z)‖k.

Además, I ◦ ι∗(X ′) es denso en H, por lo que existe una única extensión continua de fk
en H. Si notamos Fk a esta extensión, como

ĺım sup
k→∞

‖Fk‖1/k ≤ ĺım sup
k→∞

2k

√
C2

(qe)k

(2k)k
= 0.

entonces F =
∑∞

k=0 Fk ∈ Hb(H) y extiende a f.

Observación 4.2.5. Notemos que si bien el teorema enuncia que “para toda función
Lp−representable existe una extensión en Hb(H)”, por ser ‖ı′z‖ = ‖ı∗z‖, de la demostración
se desprende que es natural pensar la extensión definida en H ′ y luego mediante la iden-
tificación I : H ′ → H se define en H, corrigiendo la anti-linealidad de I mediante la
involución previamente definida.

Terminamos esta sección fijando y recordando la notación que usaremos en el resto
de este caṕıtulo. La sucesión (zn)n∈N ⊂ X ′, tal como se remarcó en la Observación 2.3.4,
es elegida de modo tal que ı∗zn = e′n, y estos vectores forman una base ortonormal de H ′.
Dado un multi-́ındice α ∈ N(N)

0 , |α| = k, llamamos

zα(γ) =
∞∏
j=1

[zj(γ)]αj y (ı∗z)α(x) =
∞∏
j=1

[e′j(x)]αj .

La clausura en norma Lp del subespacio generado por {zα( · )}|α|=k será notada Lpk(W ).
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Observación 4.2.6. Dados dos multi-́ındices α y β, por el Lema 3.2.1∫
X
zα(γ) zβ(γ)dW (γ) = δαβ α!,

por lo tanto, L2
n(W ) ⊥ L2

m(W ) si n 6= m.

4.2.1. Funciones L2−representables

Estamos interesados en hacer un estudio exhaustivo del espacio de funciones que
pueden ser representadas por elementos de L2(W ). En general, toda función Lp−representable
es holomorfa de tipo acotado en X ′, y tiene una única extensión holomorfa de tipo acotado
en H (Proposición 4.2.3 y Teorema 4.2.4). Consideremos, entonces, los operadores:

T2 : L2(W )→ Hb(X ′)

T2(g)(z) =
∫
X
ez(γ) g(γ) dW (γ)

y

T2 : L2(W )→ Hb(H)

definiendo T2(g) como la única extensión de T2(g) al espacio H.
El operador T2 no es inyectivo, por ejemplo tomando los monomios zα( · ) para |α| ≥ 1,
tenemos (Observación 4.2.6):

T2(zα)(z) =
∫
X
ez(γ) zα(γ) dW (γ) =

∞∑
k=0

1
k!

∫
X
zk(γ) zα(γ) dW (γ) = 0

por ser L2
k+|α|(W ) ⊥ L2

0(W ) (espacio de funciones constantes) para todo k ≥ 0. Resumien-
do, una función holomorfa que vale 0 en el origen, tiene promedio nulo en X ′. Por lo tanto
una misma función holomorfa puede tener diferentes representaciones integrales, estamos
interesados en caracterizar el conjunto:

ker(T2) =
{
g ∈ L2(W ) :

∫
X
ez(γ) g(γ) dW (γ) = 0, ∀z ∈ X ′

}
=
{
{ez( · )}z∈X′

}⊥
,

para poder brindar información más precisa de las funciones L2−representables.
Comenzamos probando el siguiente hecho general.

Proposición 4.2.7. Si p ∈ (1,∞), entonces tenemos la siguiente igualdad:

span{ez( · )}z∈X′
‖·‖p

= span{z( · )k}k≥0, z∈X′
‖·‖p

.

Demostración. Veamos la doble inclusión.
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⊆) En la demostración de la Proposición 4.2.3, se probó que para todo p ∈ (1,∞)

SN (z, γ) =
N∑
k=0

1
k!
z(γ)k −→

N→∞
ez(γ) en Lp(W ).

⊇) Hacemos la demostración por inducción en k. Para k = 0, tomando z = 0 vemos que las
funciones constantes están incluidas. Asumiendo cierta la propiedad para n ≤ k, probemos
que vale para k + 1 :

1
λk+1

eλz(γ) −
k∑
j=0

λjz(γ)j

j!

− z(γ)k+1

(k + 1)!
=

1
λk+1

 ∞∑
j=k+1

λjz(γ)j

j!

− z(γ)k+1

(k + 1)!

=
∞∑

j=k+2

λ(j−k−1) z(γ)j

j!
.

Considerando |λ| ≤ 1, podemos acotar:∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=k+2

λ(j−k−1) z(γ)j

j!

∣∣∣∣∣∣ ≤ |λ|
 ∞∑
j=n+2

‖z‖j‖γ‖j

j!

 ≤ |λ|e‖z‖‖γ‖.
Nuevamente, por el teorema de Fernique, esta función es Lp integrable y además su norma
en Lp(W ) tiende a 0 cuando λ → 0. Por lo tanto, tomando la sucesión λn = 1/n → 0,
podemos decir que

1
λk+1
n

eλnz(γ) −
k∑
j=0

λjnz(γ)j

j!

 −→
k→∞

z(γ)k+1

(k + 1)!
en Lp(W ),

y entonces z( · )k+1 ∈ span{ez( · )}z∈X′
‖·‖p

.

Observación 4.2.8. Si p > 1, la inclusión de Lp(W ) en L1(W ) es continua, por lo tanto
el enunciado de la Proposición es válido también si p = 1.

Proposición 4.2.9. El operador T2|
L2
k
(W )

: L2
k(W )→ Hb(H) es inyectivo. Además L2

k(W )

es isomorfo a Ph(kH).

Demostración. El Teorema 3.2.7 nos daba información sobre el accionar de la fórmula
integral en el espacio de polinomios de tipo finito sobre X. Sabemos entonces como actúa
T2 sobre los vectores de una base ortonormal de L2

k(W ), si α es un multi-́ındice, |α| = k,

tenemos:

T2

(
zα√
α!

)
=

(i∗z)α√
α!

.
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Pero entonces,

T2

(
zα√
α!

)
(x) =

(i∗z)α(x)√
α!

=
1√
α!

∞∏
n=1

[e′n(x)]αn =
1√
α!

∞∏
n=1

〈x, en〉αn ,

por lo tanto, por la Observación 4.1.8

T2

(
zα√
α!

)
=

1√
|α(J)|!

PΦ[J]
=

1√
k!
PΦ[J]

si α = α(J).

Tenemos aśı que T2|
L2
k
(W )

env́ıa una base ortonormal de L2
k(W ) en una base ortogonal de

Ph(kH), formada por vectores de longitud
1√
k!
, por lo tanto

T2|
L2
k
(W )

: L2
k(W )→ Ph(kH)

es un isomorfismo, y además resulta ‖gk‖22 = k! ‖T2(gk)‖2h para toda función gk ∈ L2
k(W ).

Teorema 4.2.10. Si T2 : L2(W ) → Hb(H) es el operador definido anteriormente, en-
tonces ker(T2) =

{
{zα( · )}k≥0, |α|=k

}⊥
.

Demostración. Por la Proposición 4.2.7, basta probar que

span{z( · )k}k≥0, z∈X′
‖·‖2 = span{z( · )α}k≥0, |α|=k

‖·‖2
.

⊇) Para probar esta inclusión, utilizamos el siguiente resultado:

Fórmula de Polarización: Si P es un polinomio k−homogéneo y A es su forma
multilineal simétrica asociada, entonces

A(x1, x2, . . . , xk) =
1

2k k!

∑
ε1,...,εk=±1

ε1 · · · εk P (ε1x1 + · · ·+ εkxk)

Dado k ∈ N y γ ∈ X, consideramos el polinomio k−homogéneo P sobre X ′, definido por
P (ξ) = γ̂(ξ)k, y su forma multilineal simétrica asociada A(ξ1, . . . , ξk) = γ̂(ξ1) · · · γ̂(ξk). Si
α es un multi-́ındice, |α| = k, considerando aquellos ı́ndices {ij}j=1,...n(α) para los cuales
αij es diferente de 0, podemos pensar zα(γ) = γ̂(zi1)αi1 · · · γ̂(zin(α)

)αin(α) . De este modo,

zα(γ) = A(zi1 , . . . , zi1︸ ︷︷ ︸
αi1−veces

, · · · , zin(α)
, . . . , zin(α)︸ ︷︷ ︸

αin(α)
−veces

).

Por la fórmula de polarización, podemos escribir

zα(γ) =
1

2k k!

∑
ε1,...,εk=±1

ε1 · · · εk P (ε1zi1 + · · ·+ εkzin(α)
).
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Si llamamos zε1...εk al elemento de X ′ que resulta de la combinación lineal de los vectores
del conjunto {zi1 , . . . , zi1︸ ︷︷ ︸

αi1−veces

, · · · , zin(α)
, . . . , zin(α)︸ ︷︷ ︸

αin(α)
−veces

} para cada elección ε1, · · · , εk = ±1, vale la

igualdad:

zα(γ) =
1

2k k!

∑
ε1,...,εk=±1

ε1 · · · εk P (zε1...εk) =
1

2k k!

∑
ε1,...,εk=±1

ε1 · · · εk zε1...εk(γ)k.

Por lo tanto zα( · ) ∈ span
{
z( · )k

}
k≥0, z∈X′ .

⊆) Sabemos por la Proposición 4.1.4 que dado z0 ∈ X ′, el polinomio (ı∗z0)k pertenece

al espacio Ph(nH). Por ser
{√

|α|!√
α!

(ı∗z)α
}
|α|=k

una base ortonormal de Ph(kH), existen

escalares {aα}|α|=k ⊂ C, con
∑
|α|=k |aα|2 <∞, para los cuales podemos escribir

(ı∗z0)k =
∑
|α|=k

aα

√
|α|!√
α!

(ı∗z)α.

Definimos h(γ) =
∑
|α|=k aα

√
|α|!√
α!
zα(γ). Como

{
zα( · )√
α!

}
|α|=k

es un conjunto ortonormal en

L2(W ), y además
∑
|α|=k |α|! |aα|2 = k!

∥∥(ı∗z0)k
∥∥2

h
<∞, resulta h ∈ L2(W ).

Teniendo en cuenta que:

∫
X
ez(γ)(z0(γ)k − h(γ)) dW (γ) =

∫
X
ez(γ)

z0(γ)
k −

∑
|α|=k

aα

√
|α|!√
α!

zα(γ)

 dW (γ)

= [(ı∗z0)(I ◦ ı∗z)]k −
∑
|α|=k

aα

√
|α|!√
α!

(ı∗z)α(I ◦ ı∗z) = 0 ∀z ∈ X ′,

y que probamos la inclusión (⊇), usando la Proposición 4.2.7, resulta(
z0( · )k − h( · )

)
∈ span{ez( · )}z∈X′

‖·‖2 ∩ span{ez( · )}z∈X′ ⊥ = {0}.

Por lo tanto z0( · )k ∈ span{zα( · )}k≥0, |α|=k
‖·‖2

. Como z0 era arbitrario, queda probada
la inclusión (⊆).

Queremos determinar el espacio de funciones L2−representables, para esto, comen-
zamos estudiando el espacio de polinomios k−homogéneos que se pueden representar me-
diante la fórmula integral (A).
La siguiente proposición caracteriza los polinomios que forman el desarrollo de Taylor de
una función L2−representable.
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Proposición 4.2.11. Si f(z) =
∑∞

k=0 fk(z) es una función L2−representable, entonces
los polinomios fk resultan L2−representables y además Fk ∈ Ph(kH) para todo k ∈ N0.

Demostración. Por definición, existe g ∈ L2(W ) para la cual

f(z) =
∫
X
ez(γ)g(γ) dW (γ).

Tal como hicimos en la demostración de la Proposición 4.2.3, podemos escribir:

fk(z) =
1
k!

∫
X
z(γ)k g(γ) dW (γ).

Sea πk : L2(W ) → L2
k(W ) la proyección ortogonal, como los espacios L2

n y L2
m resultan

ortogonales si n 6= m, resulta:

fk(z) =
1
k!

∫
X
z(γ)k g(γ) dW (γ) =

〈
πke

z( · ), g
〉
L2(W )

=
〈
ez( · ), πkg

〉
L2(W )

.

Entonces
fk(z) =

∫
X
ez(γ)πkg(γ) dW (γ),

y por lo tanto es L2−representable.
Por ser Fk ∈ T2(L2

k(W )), de acuerdo con la Proposición 4.2.9, Fk ∈ Ph(kH).

En el Teorema 4.2.4 se probó que una condición necesaria para Lp−representabilidad
de una función f ∈ H(X ′), es la existencia de F ∈ Hb(H) tal que para todo z ∈ X ′ sea
f(z) = F ◦ I ◦ ı∗z. El siguiente teorema da una caracterización precisa del conjunto de
funciones L2−representables.

Teorema 4.2.12. Dada F ∈ Hb(H) y f = F ◦ I ◦ ı∗, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. f =
∞∑
k=0

fk es una función L2−representable.

2. F =
∞∑
k=0

Fk, Fk ∈ Ph(kH) y además
∑
k≥0

√
k! Fk ∈ H2(B◦H).

Demostración. Veamos ambas implicaciones.
1)⇒ 2). Si f es L2−representable, existe entonces g ∈ L2(W ) tal que

f(z) =
∫
X
ez(γ) g(γ) dW (γ).

Sabemos, por el Teorema 4.2.4, que F ∈ Hb(H), y como consecuencia de la Proposición
4.2.11, Fk ∈ Ph(kH) para todo k ≥ 0. Además, por la Proposición 4.2.9, tenemos que

∞∑
k=0

k! ‖Fk‖2h =
∞∑
k=0

‖pk(g)‖22 ≤ ‖g‖22 <∞,
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luego
∑

k≥0

√
k!Fk ∈ H2(B◦H).

2)⇒ 1). Dada la función F =
∑∞

k=0 Fk, por hipótesis
∑∞

k=0

√
k!Fk ∈ H2(B◦H), por lo tanto

Fk ∈ Ph(kH) para todo k ≥ 0. Por la Proposición 4.2.9, existen funciones gk ∈ L2
k(W )

tales que

Fk ◦ I ◦ ı∗z =
∫
X
ez(γ) gk(γ) dW (γ) y ‖gk‖22 = k! ‖Fk‖2h.

Resulta entonces
∑N

k=0 gk −→
N→∞

g ∈ L2(W ) y f(z) =
∫
X
ez(γ) g(γ) dW (γ).

Recordemos que P ∈ P(kE) es integral si existe una medida µ boreliana, regular y
de variación acotada definida en (BE′ , w∗) tal que

P (x) =
∫
BE′

γ(x)k dµ(γ)

Comentamos que los polinomios integrales tienen diferentes medidas asociadas que los rep-
resentan, y no existe una caracterización de estas medidas. Como aplicación del Teorema
4.2.12 veamos que dado un espacio de Hilbert separable, si consideramos el conjunto de
polinomios integrales definidos en él, es posible dar una representación integral alternativa
para estos polinomios. La integración se realiza sobre un espacio de medida, que no depende
del polinomio, e involucra una transformación “expĺıcita” del polinomio representado.

Teorema 4.2.13. Sea H un espacio de Hilbert separable, existen entonces un espacio de
Wiener abstracto ı : H ↪→ X, una medida de Wiener W en X y una aplicación lineal y
continua Λ : PI(kH)→ L2(W ), tales que todo P ∈ PI(kH) puede representarse por medio
de

P (x) =
∫
X
x(γ)k Λ(P ) dW (γ), (4.1)

Demostración. Comenzamos recordando que, por la Proposición 4.1.4, PI(kH) ⊂ Ph(kH).
Construimos alguna norma medible en H, por ejemplo a partir de un operador de Hilbert-
Schmidt inyectivo definido en H, y llamamos X al espacio de Banach que se obtiene
completando H respecto a esta nueva norma. Por definición, ı : H ↪→ X es un espacio de
Wiener abstracto. Podemos considerar x ∈ H como una “funcional lineal medible” sobre
X, mas aún, x : X → C es una variable aleatoria Gaussiana compleja, con media 0 y
varianza ‖x‖2H (pág. 57, [16]).
Es claro que P ∈ Ph(kH) es una extension de p ∈ P(kX ′) definido por p(z) = P ◦ I ◦ ı∗(z).
Por el Teorema 4.2.12, p es L2−representable:

p(z) =
∫
X
ez(γ)[(T2|L2

k(W ))−1(P )](γ) dW (γ)

=
∫
X

z(γ)k

k!
[(T2|L2

k(W ))−1(P )](γ) dW (γ)
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y llamando

Λ̃ : Ph(kH)→ L2(W )

Λ̃(P ) =
[(T2|L2

k(W ))−1(P )]

k!
,

definimos Λ = Λ̃|
PI (

kH)
, que resulta continua por ser restricción de una aplicación continua.

De este modo probamos la igualdad (4.1) sobre el conjunto denso I ◦ ı∗(X ′) ⊂ H. Sólo
falta mostrar que el miembro derecho de la igualdad es un polinomio continuo sobre H.
Pero, ∣∣∣∣∫

X
x(γ)k[Λ(P )](γ) dW (γ)

∣∣∣∣ ≤ ‖Λ(P )‖2
∥∥∥x( · )k

∥∥∥
2

= ‖Λ(P )‖2
√
k! ‖x‖kH .

Quedan entonces caracterizadas las funciones, en particular los polinomios, que resul-
tan L2−representables. En dimensión finita todos los polinomios son Hilbertianos y por lo
tanto representables. Más particularmente, toda funcional lineal se representa si el espacio
es finito-dimensional.
¿Cuáles son exactamente las funcionales lineales que se representan en X ′?
Si ϕ es representable, el Teorema 4.2.4 garantiza la extensión de ϕ al espacio H. Con las
notaciones del mismo teorema, podemos escribir:

ϕ(z) = 〈I ◦ ı∗z, xϕ〉 = 〈xϕ, I ◦ ı∗z〉 = ı∗z(xϕ) = ı′z(x∗ϕ) = z(ıx∗ϕ) = ı̂x∗ϕ(z).

Por lo tanto ϕ ∈ X ′′ es la funcional ı̂x para algún elemento x ∈ H.
Necesitamos además, que 〈 · , xϕ〉 : H → C sea Hilbertiana, pero en el caso de polinomios
1-homogéneos Ph(H) = P(H) = H ′, por lo tanto las funcionales lineales sobre X ′ que
resultan L2−representables son exactamente aquellas de la forma ı̂x para x ∈ H.

Observación 4.2.14. Para poder representar una función holomorfa sobre X ′, en las
hipótesis del Teorema 3.2.4, ped́ıamos esencialmente dos cosas. Una de ellas era que la
función a representar se expresara como F ◦ I ◦ ı∗, para alguna función holomorfa F :
H → C. Por el Teorema 4.2.4, esta condición es necesaria. Sin embargo la otra condición
impuesta, la continuidad de la función F̃ ] en el espacio H0, sólo es suficiente, ya que por
ser H densamente incluido en H0, no es posible que toda funcional lineal continua sobre
H se extienda continuamente a H0,

H
ı0 // H0

H ′ H ′0
ı′0oo



92 4.2. Funciones Lp−representables

solamente es posible para las restricciones de elementos de H ′0. Por lo tanto, como todas
las funcionales {ı̂x : x ∈ H} son representables, en muchos de estos casos, la función
F̃ ] ∈ L2(W ) no resulta continua sobre H0.

Observación 4.2.15. No todas las funcionales lineales son L2−representables, por lo
tanto no lo pueden ser todos los polinomios de tipo finito ó integrales. Sin embargo hay un
detalle a tener presente. En el espacio de Banach X comenzamos definiendo una medida,
para eso se construyó el espacio de Wiener abstracto (ı,H,X), y concluimos ahora notando
que las funcionales L2−representables sobre X ′ son aquellas que provienen de ı(H).
Si queremos representar a un polinomio de tipo finito, que involucra a las funciones lineales
{ξ1, ξ2, . . . , ξk} ⊂ X, debemos revisar la demostración del Teorema 2.3.2 y diseñar la
construcción de los subespacios {Fn}n∈N de modo tal que {ξ1, ξ2, . . . , ξk} ⊂ Fn0 para algún
n0 ∈ N. Por un lado esta idea conspira contra nuestra intención de utilizar una medida
universal para todas las funciones, pero por otro nos dice que es posible, dado el polinomio,
construir una medida que permita representarlo.

4.2.2. Funciones Lp−representables

Nuestro próximo objetivo es estudiar el espacio de funciones Lp−representables. Como
en espacios de medida finita, Lr ⊂ Ls cada vez que s < r, toda función Lr−representable
será también Ls−representable. Nos restringimos al caso p ∈ (1, 2), y en muchas situaciones
consideraremos aquellos p > 1 tales que q = p/(p− 1) es un número par.

El primer esfuerzo es tendiente a caracterizar el conjunto de polinomios involucrados
en el desarrollo de Taylor de las funciones Lp−representables.

Teorema 4.2.16. Si f =
∑∞

k=0 fk es una función Lp−representable, para 1 < p < 2,
entonces fk es L2−representable para todo k ≥ 0.

Demostración. Sea g ∈ Lp(W ) tal que:

f(z) =
∫
X
ez(γ) g(γ) dW (γ).

Definimos

Mk : Lqk(W ) −→ C

Mk(ψ) =
∫
X
ψ(γ) g(γ) dW (γ).

Dado φ ∈ Pf (kX), supongamos q = 2r, r ∈ N, calculemos:

‖φ‖q =
[∫

X
|φ(γ)|q dW (γ)

]1/q

= ‖φr‖2/q2 ,
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recurriendo a la Proposición 4.2.9, este valor puede expresarse en términos de su transfor-
mación T2 :

‖φr‖2/q2 =
[
(kr)! ‖T2(φr)‖2h

]1/q
.

En el Teorema 3.2.7 probamos que T2 actúa de manera multiplicativa sobre Pf (kX), y
sabemos además, por la Proposición 4.1.5, que el producto de polinomios Hilbertianos es
continuo. Aplicando estas propiedades:

‖φ‖q = q
√

(kr)! ‖T2(φ)r‖1/rh ≤ q
√

(kr)! ‖T2(φ)‖h =
q
√

(kr)!√
k!
‖φ‖2.

Como Lqk(W ) ⊂ L2
k(W ), podemos extender Mk a M̃k, ya que tenemos la acotación

|Mk(φ)| ≤ ‖g‖p ‖φ‖q ≤ ‖g‖p
q
√

(kr)!√
k!
‖φ‖2.

Tenemos entonces definida la funcional lineal y continua

M̃k : L2
k(W ) −→ C

‖M̃k‖ ≤
q
√

(kr)!√
k!
‖g‖p.

Por el teorema de Riesz, existe una única gk ∈ L2
k(W ), tal que:

M̃k(ψ) =
∫
X
ψ(γ) g(γ) dW (γ) =

∫
X
ψ(γ) gk(γ) dW (γ),

y además

‖gk‖2 ≤
q
√

(kr)!√
k!
‖g‖p.

Como

f(z) =
∫
X
ez(γ) g(γ) dW (γ) =

∞∑
k=0

1
k!

∫
X
z(γ)k g(γ) dW (γ)

y

fk(z) =
1
k!
M̃k

(
z( · )k

)
=

1
k!

∫
X
z(γ)k gk(γ) dW (γ),

recordando que si n 6= m, entonces L2
n(W )⊥L2

m(W ), tenemos que

δjk fk(z) =
1
j!

∫
X
z(γ)j gk(γ) dW (γ),

sumando sobre j todas estas expresiones, resulta

fk(z) =
∫
X
ez(γ) gk(γ) dW (γ),

y por lo tanto fk es una función L2−representable.
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Observación 4.2.17. La desigualdad ‖ · ‖q ≤ C(q, k) ‖ · ‖2, prueba que estas son normas

equivalentes sobre Pf (kX) ⊂ L2(W ) ∩ Lq(W ). La constante C(q, k) =
q
√

(kr)!√
k!

es óptima

y no está uniformemente acotada para los diferentes valores de q y k.

Observación 4.2.18. En la situación anterior, el Teorema 4.2.4 garantiza la existencia
de una única función F ∈ Hb(H), F =

∑∞
k=0 Fk tal que F ◦ I ◦ ι∗(z) = f(z), como cada

polinomio k−homogéneo fk es L2−representable, resulta Fk ∈ Ph(kH) ∀k ∈ N0.

Observación 4.2.19. El Teorema 4.2.16 prueba que todos los polinomios que forman el
desarrollo de Taylor de una función Lp−representable tienen extensión Hilbertiana. Es
decir, no se pueden representar “nuevos” polinomios al cambiar el espacio L2(W ) por
Lp(W ). Esto plantea el siguiente interrogante: ¿ La función g(γ) =

∑∞
k=0 gk(γ) ∈ L2(W )?

Si la respuesta a esta pregunta fuera afirmativa, toda función Lp−representable re-
sultaŕıa también L2−representable. Si la respuesta fuera negativa, no tenemos ninguna
garant́ıa de que

∑∞
k=0 gk(γ) ∈ Lp(W ), por lo que estaŕıamos en presencia de una función

Lp−representable de la cual no conocemos expĺıcitamente cuál es la función transformada
que debemos integrar. Volveremos sobre este punto al final del caṕıtulo.

Estábamos interesados en dar representaciones integrales para funciones definidas en
un espacio de Banach E, aún en el caso en que este que no fuera un espacio dual.

Definición 4.2.20. Si E es un espacio de Banach con dual separable, decimos que una
función f : E → C es Lp−representable en E, si existe g ∈ Lp(E′,W ), tal que

f(z) =
∫
E′
eγ(z) g(γ) dW (γ).

En la Observación 3.4.3 vinculamos la noción de representabilidad de una función f

sobre E, con la de Lp−representación de su extensión de Aron-Berner AB(f). El motivo
por el cual sólo nos centramos en AB(f) queda de manifiesto en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.21. La función f : E → C es Lp−representable en E, si y sólo si AB(f)
es Lp−representable.

Demostración. ⇐) Como AB(f) es Lp− representable, existe g ∈ Lp(W ) tal que:

AB(f)(ζ) =
∫
E′
eζ(γ) g(γ) dW (γ) para todo ζ ∈ E′′.

Sea J : E → E′′ la inclusión canónica. Por definición [Jz](γ) = γ(z) y además se verifica
AB(f)(Jz) = f(z), por lo tanto tomando ζ = Jz, para z ∈ E, la expresión anterior se
convierte en

f(z) =
∫
E′
eγ(z) g(γ) dW (γ),
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y por lo tanto f es Lp−representable sobre E.

⇒) Es suficiente probar que fk(z) =
1
k!

∫
E′
γ(z)k g(γ) dW (γ) tiene por extensión de Aron-

Berner al polinomio

Q(ζ) =
1
k!

∫
E′
ζ(γ)k g(γ) dW (γ).

De este modo,

AB(f)(ζ) =
∞∑
k=0

AB(fk)(ζ) =
∞∑
k=0

1
k!

∫
E′
ζ(γ)k g(γ) dW (γ) =

∫
E′
eζ(γ) g(γ) dW (γ).

Para probar esto, utilizamos el siguiente teorema que caracteriza a la extensión de Aron-
Berner [26].

Teorema 4.2.22. (Zalduendo) Sea P ∈ P(kE), si Q ∈ P(kE′′) es tal que
Q|E = P, entonces Q = AB(P ) si y sólo si:

i) DQ(z) es w∗−continua para todo z ∈ E, y

ii) Para cada elemento ζ ∈ E′′ y cada red (zα) ⊂ E tal que zα
w∗−→ ζ, entonces

DQ(ζ)(zα)→ DQ(ζ)(ζ).

Vamos a probar que Q(ζ) =
1
k!

∫
E′
ζ(γ)k g(γ) dW (γ) tiene diferenciales de primer orden

w∗-continuos, por lo que (i) y (ii) se satisfacen.

Tomemos un par de números positivos r, s ∈ R tales que 1/r + 1/s + 1/p = 1. Estamos
considerando p ∈ (1, 2), por lo que podemos elegir r con la condición adicional de no ser
menor que 2. Como

DQ(ζ)(ξ) =
1

(k − 1)!

∫
E′
ξ(γ) ζ(γ)k−1 g(γ) dW (γ) para todo ζ, ξ ∈ E′′,

aplicando la desigualdad de Hölder generalizada, tenemos:

|DQ(ζ)(ξ)| ≤ 1
(k − 1)!

‖ξ( · )‖r ‖ζ( · )k−1‖s ‖g( · )‖p.

Recordando que para 2 ≤ p < ∞ todas las normas Lp son equivalentes sobre Pf (kE′),
podemos acotar ‖ξ( · )‖r ≤ C(r) ‖ξ( · )‖2 = C(r) ‖I ◦ ı∗ξ‖H . Notemos que entonces existe
una constante, dependiendo de r, s, k, g y ζ, tal que

|DQ(ζ)(ξ)| ≤ C(r, s, k, g, ζ) ‖I ◦ ı∗ξ‖H .

Por la densidad de I ◦ ı∗(E′′) en H, para cada ζ ∈ E′′ existe una única extensión continua
de la aplicación DQ(ζ)( · ) en H. Llamando a esta extensión Φζ , resulta

DQ(ζ)(ξ) = Φζ(I ◦ ı∗ξ) = 〈I ◦ ı∗ξ, I(Φζ)〉 = 〈I(Φζ), I ◦ ı∗ξ〉
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= ı∗ξ(I(Φζ)) = (ı′ξ)(I(Φζ)∗) = ξ(ı ◦ I(Φ∗ζ)).

Como ı ◦ I(Φ∗ζ) ∈ E′, se tiene que DQ(ζ)( · ) es w∗-continua.

Para estudiar la relación entre las funciones Lp−representables y los polinomios ó fun-
ciones holomorfas integrales, comenzamos con la siguiente observación.

Observación 4.2.23. Consideremos el espacio compacto (BE′ , w∗), como todo abierto
en la topoloǵıa w∗ es abierto en la topoloǵıa dada por la norma y la bola es cerrada, los
conjuntos w∗−borelianos de BE′ están incluidos en los borelianos dados por la norma. De
este modo, si llamamos

r : E′ → BE′

r(γ) =
γ

1 + ‖γ‖
,

entonces para toda ϕ ∈ C(BE′ , w∗) la función

ϕ̃ : E′ → C

ϕ̃(γ) = ϕ ◦ r(γ)

resulta medible Borel en E′. En efecto, por la continuidad de r y la w∗−continuidad de ϕ,
si ∆ ⊂ C es boreliano,

ϕ̃−1(∆) = r−1

 ϕ−1(∆)︸ ︷︷ ︸
w∗−Borel⇒Borel


︸ ︷︷ ︸

Borel

.

Además,
sup
γ∈E′
|ϕ̃(γ)| = sup

r(γ)∈BE′
|ϕ(r(γ))| ≤ ‖ϕ‖∞.

Estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.

Teorema 4.2.24. Si P ∈ P(kE) es Lp−representable en E, entonces P ∈ PI(kE).

Demostración. Si P ∈ P(kE) un polinomio Lp−representable, sabemos por el Teorema
4.2.16 que existe gk ∈ L2(W ) tal que

P (z) =
∫
E′

γ(z)k

k!
gk(γ) dW (γ).

Con las notaciones de la Observación anterior, definimos

T : C(BE′ , w∗)→ C

T (ϕ) =
1
k!

∫
E′
ϕ(r(γ)) (1 + ‖γ‖)k gk(γ) dW (γ).
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En la expresión sub-integral, tenemos ϕ(r( · )) ∈ L∞(W ), gk ∈ L2(W ) y por el teorema
de Fernique, (1+‖γ‖)k

k! ≤ e1+‖γ‖ ∈ L2(W ). Entonces, este operador T resulta continuo, y
podemos acotar:

|T (ϕ)| ≤
∫
E′
|ϕ(r(γ))| e1+‖γ‖ |gk(γ)| dW (γ) ≤ ‖ϕ‖∞

∥∥∥e1+‖ · ‖
∥∥∥

2
‖gk( · )‖2 ≤ C(P ) ‖ϕ‖∞.

Por lo tanto el teorema de Riesz-Markov-Kakutani garantiza la existencia de una medida
boreliana y regular µ en (BE′ , w∗), tal que:

T (ϕ) =
∫
BE′

ϕ(γ) dµ(γ) para toda ϕ ∈ C(BE′ , w∗).

Pensando a cada z ∈ E como la función w∗−continua: ẑ(γ)k = γ(z)k, tenemos:∫
BE′

γ(z)k dµ(γ) =
∫
BE′

ẑ(γ)k dµ(γ) = T (ẑ( · )k) =
1
k!

∫
E′
ẑ(r(γ))k (1 + ‖γ‖)k gk(γ) dW (γ)

=
1
k!

∫
E′

γ(z)k

(1 + ‖γ‖)k
(1 + ‖γ‖)k gk(γ) dW (γ) =

1
k!

∫
E′
γ(z)k gk(γ) dW (γ) = P (z).

Por lo tanto P es un polinomio de tipo integral sobre E.

Observación 4.2.25. La norma integral del polinomio P es menor o igual a la variación
total de la medida µ que lo representa, que a su vez es igual que la norma de la funcional
T . Haciendo una cota más precisa , tenemos entonces

‖P‖I ≤ ‖µ‖ ≤
∫
E′

(1 + ‖γ‖)k

k!
|gk(γ)| dW (γ).

Teorema 4.2.26. Si f es una función L2−representable sobre E, entonces es una función
holomorfa integral.

Demostración. La demostración es una aplicación del siguiente teorema [7]:

Teorema 4.2.27. (Dimant-Galindo-Maestre-Zalduendo) Si f =
∑∞

k=0 Pk, con
Pk ∈ PI(kE), y la sucesión (‖Pk‖I)k∈N es sumable, entonces f es integral y su
norma no excede al valor

∑∞
k=0 ‖Pk‖I .

Sea f una función L2−representable sobre E, existe entonces g ∈ L2(W ) tal que

f(z) =
∫
E′
eγ(z) g(γ) dW (γ)

fk(z) =
∫
E′

γ(z)k

k!
πkg(γ) dW (γ),
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con πk : L2(W )→ L2
k la proyección ortogonal.

En el Teorema 4.2.24 probamos que cada fk es un polinomio integral, y en la Observación
4.2.25 mostramos que

‖fk‖I ≤
∫
E′

(1 + ‖γ‖)k

k!
|πkg(γ)| dW (γ).

Para probar que f es integral, bastará probar entonces que la serie
∞∑
k=0

∫
E′

(1 + ‖γ‖)k

k!
|πkg(γ)| dW (γ)

es convergente.

Para esto, aplicando el teorema de Fernique, junto con el de convergencia dominada,
tenemos que

∞∑
k=0

(1 + ‖γ‖)k

k!
→ e1+‖γ‖ en L2(W ),

y por lo tanto
∞∑
k=0

∫
E′

(1 + ‖γ‖)k

k!
|πkg(γ)| dW (γ) ≤

∞∑
k=0

1
2

∫
E′

(1 + ‖γ‖)2k

k!2
+ |πkg(γ)|2 dW (γ)

=
1
2

∞∑
k=0

∫
E′

(1 + ‖γ‖)2k

k!2
dW (γ) +

1
2

∞∑
k=0

∫
E′
|πkg(γ)|2 dW (γ)

≤ 1
2

∞∑
k=0

∫
E′

(1 + ‖γ‖)k

k!
e1+‖γ‖ dW (γ) +

1
2
‖g‖22

=
1
2

∫
E′
e2(1+‖γ‖) dW (γ) +

1
2
‖g‖22 =

1
2

[∥∥∥e1+‖γ‖
∥∥∥2

2
+ ‖g‖22

]
<∞.

Existe entonces una medida Boreliana regular µf en (BE′ , w∗) para la cual

f(z) =
∫
BE′

1
1− γ(z)

dµf (γ) para todo z ∈ B◦E .

4.3. Funciones ρ−representables

Queremos responder la inquietud planteada en la Observación 4.2.19, para esto nece-
sitamos definir una nueva clase de funciones.

Definición 4.3.1. Dado ρ > 0, decimos que una función f ∈ H(X ′) es ρ−representable,
se existe g ∈ L2(W ) tal que

f(z) =
∫
X
eρz(γ)g(γ) dW (γ) ∀z ∈ X ′.
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Es claro que en el caso de funciones L2−representables, estamos frente a ρ = 1 y
funciones “1−representables”. El siguiente resultado relaciona la Lp−representabilidad
con esta nueva noción de funciones ρ−representables.

Teorema 4.3.2. Dado p > 1 existe ρ0(p), tal que toda función Lp−representable es
ρ−representable, si ρ > ρ0(p).

Demostración. Si consideramos aquellos valores 1 < pr, para los cuales p′r = qr = 2r, con
r ∈ N, resulta que pr = 2r/(2r − 1) −→

r→∞
1. Dado p > 1, existe entonces pr0 < p tal que

qr0 = 2r0, y luego toda función Lp−representable será Lpr0−representable también. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer entonces que f es Lp−representable y además
p′ = q = 2r, r ∈ N.
Sea f una función Lp−representable, tomemos g ∈ Lp(W ) tal que

f(z) =
∫
X
ez(γ) g(γ) dW (γ).

Consideremos la sucesión de funciones {gk}k≥0 ⊂ L2(W ) definidas en el Teorema 4.2.16,
y fijemos ρ0(p) =

√
r.

Para ρ > ρ0(p), afirmamos que
∑N

k=0
1
ρk
gk define una sucesión de Cauchy en L2(W ). Para

ver esto, llamemos ak =
r
√

(kr)!
k!

‖g‖2p. Como

kr + 1
k + 1

=
r
√

(kr + 1)r

k + 1
≤ ak+1

ak
=

r
√

(kr + 1) . . . (kr + r)
k + 1

≤
r
√

(kr + r)r

k + 1
= r,

la serie
∑∞

k=0 akρ
−2k es convergente para todo ρ tal que ρ2 > ρ0(p)2 = r.

Notemos que, por la Observación 4.2.17, ‖gk‖22 ≤
r
√
kr!
k!
‖g‖2p = ak, y por lo tanto si fijamos

ρ tal que ρ2 > r, dado ε > 0, si N > M tenemos∥∥∥∥∥
N∑

k=M+1

1
ρk
gk

∥∥∥∥∥
2

2

=
N∑

k=M+1

1
ρ2k
‖gk‖22 ≤

∑
k>M

1
ρ2k

r
√
kr!
k!
‖g‖2p =

∑
k>M

ak
ρ2k

,

y esta última expresión puede hacerse menor que ε tomando M suficientemente grande.

Sea g̃ρ =
∑∞

k=0
1
ρk
gk el ĺımite en L2(W ) de esta sucesión, resulta entonces∫
X
eρz(γ) g̃ρ(γ) dW (γ) =

∞∑
n=0

∫
X
ρn

z(γ)n

n!
g̃ρ(γ) dW (γ)

=
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

∫
X
ρn

z(γ)n

n!
gk(γ)
ρk

dW (γ)

)

=
∞∑
k=0

∫
X

z(γ)k

k!
gk(γ) dW (γ) =

∞∑
k=0

fk(z) = f(z).
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De este modo queda probado que si f es Lp−representable, existe ρ0(p) tal que f es
ρ−representable para todo ρ > ρ0(p).

Observación 4.3.3. La demostración anterior nos da la siguiente información.

1. ‖g̃‖2 =

√√√√ ∞∑
k=0

‖gk‖22
ρ2k

≤

√√√√ ∞∑
k=0

1
ρ2k

r
√

(kr)!
k!

‖g‖2p ≤ C(ρ) ‖g‖p por lo que g 7→ g̃ es con-

tinua.

2. Si f es Lp−representable, entonces para ρ > ρ0(p), tenemos que f(z) = v(ρz) donde
v( · ) es una función L2−representable.

Corolario 4.3.4. Dado p > 1, si f es una función Lp−representable y F =
∑∞

k=0 Fk es
su extensión en H, entonces

1.
∑
k≥0

√
k!Fk ∈ Hh(H).

2. F =
∑
k≥0

Fk ∈ Hhb(H).

Demostración. Si f es una función Lp−representable y |θ| < [ρ0(p)]−1, elijamos ρ tal

que |θ| < 1
ρ
<

1
ρ0(p)

. La Observación 4.3.3 nos dice que f(z) = v(ρz) donde v( · ) es una

función L2−representable, y si notamos F, Fk, V y Vk a las extensiones en H de f, fk, v y
vk respectivamente, tenemos entonces ‖Fk‖h = ρk‖Vk‖h, y por lo tanto

∞∑
k=0

k! |θ|2k‖Fk‖2h =
∞∑
k=0

k! |θ|2kρ2k‖Vk‖2h ≤
∞∑
k=0

k! ‖Vk‖2h <∞.

Resulta aśı

1. ĺım sup
k→∞

k

√√
k! ‖Fk‖h <∞.

2. ĺım sup
k→∞

k
√
‖Fk‖h = 0.

Teorema 4.3.5. Si f es una función Lp−representable en E, entonces existen ρ > 0 y
una medida regular de Borel µ en (BE′ , w∗) tales que

f(z) =
∫
BE′

1
1− γ(ρz)

dµf (γ) para todo z ∈ 1
ρ
B◦E .
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Demostración. Por el Teorema 4.3.2, existe ρ0(p) tal que si ρ > ρ0(p), entonces toda
función Lp−representable es ρ−representable, y por la Observación 4.3.3 existe una función
v( · ), L2−representable, tal que f(z) = v(ρz). Por lo tanto, aplicando el Teorema 4.2.26,
existe µv tal que

v(z) =
∫
BE′

1
1− γ(z)

dµv(γ) para todo z ∈ B◦E

y por lo tanto

f(z) =
∫
BE′

1
1− γ(ρz)

dµv(γ) para todo z ∈ 1
ρ
B◦E .

4.4. Observaciones

Sabemos que para p ∈ (1, 2), tenemos la inclusión L2(W ) ⊂ Lp(W ), y por lo tanto
toda función L2−representable es a su vez Lp−representable. Probamos que para todo
1 < p, existe ρo(p) tal que si ρ > ρ0(p), toda función Lp−representable es ρ−representable.
Veamos ahora algunos ejemplos que muestran que ambas son inclusiones estrictas.

Teorema 4.4.1. Para cada p ∈ (1, 2), existe una función Lp−representable que no es
L2−representable.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p es un número racional,
p =

m

n
, donde m,n ∈ N, n < m < 2n.

Comencemos mostrando que la inclusión

span{z( · )k}k≥0, z∈X′
‖·‖2

↪→ span{z( · )k}k≥0, z∈X′
‖·‖p

no es sobreyectiva, para lo cual bastará ver que no es abierta.
Sea z ∈ X ′ tal que ‖I ◦ ı∗z‖H = 1, y k = 2jn, j ∈ N. Calculemos

‖z( · )k‖pp =
∫
X
|z(γ)k|p dW (γ) =

∫
C
|w|kp e−|w|2 dw

π
=
∫ ∞

0
rpk e−r

2
2r dr

=
∫ ∞

0
upk/2 e−u du =

∫ ∞
0

umj e−u du = (mj)!

Llamando

bj =

∥∥z( · )2jn
∥∥
p

‖z( · )2jn‖2
=

[(mj)!]n/m

[(2jn)!]1/2
,

vemos que:
bj+1

bj
=

[(m(j + 1))!]n/m√
[2(j + 1)n]!

√
(2jn)!

[(jm)!]n/m
≤ [m(j + 1)]n

(2jn+ 1)n
,
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y por lo tanto

ĺım sup
j→∞

bj+1

bj
≤
(m

2n

)n
< 1.

Como ĺım
j→+∞

∥∥z( · )2jn
∥∥
p

‖z( · )2jn‖2
= 0, concluimos que la inclusión no es acotada inferiormente.

Vamos a mostrar ahora que, aún en el caso más sencillo X = H = C, existe una función
Lp−representable que no es L2−representable. Elegimos f ∈ Lp(C), pero f /∈ L2(C), de
manera tal que exista una sucesión {f (n)}n∈N ⊂ span{z( · )k}k≥0, z∈X′ para la cual

f = ĺım
n→∞

f (n) en Lp(W ).

En este caso, para las funciones f (n) la fórmula integral puede escribirse, teniendo en
cuenta que f (n)](γ) = f (n)(γ), tal como se describió al final del Lema 3.2.2:

f (n)(w) =
∫

C
ew(γ) f (n)(γ) dW (γ) (4.2)

Por el Lema 4.2.2, deducimos que∣∣∣f (n)(w)− f (m)(w)
∣∣∣ ≤ e q|w|24 ‖f (n) − f (m)‖p.

Esto indica que {f (n)}n∈N es uniformemente de Cauchy en conjuntos acotados. Por lo
tanto converge uniformemente a una función holomorfa sobre compactos de C.
Sea g ∈ H(C) tal que g(w) = ĺım

n→∞
f (n)(w). Tomando una subsucesión, si fuera necesario,

podemos suponer que f (n) → f a.e. Por lo tanto debe ser g = f a.e., aśı resulta g ∈ Lp(W )
y tomando n→∞ en (4.2), resulta que g es Lp−representable:

g(w) =
∫

C
ew(γ) g(γ) dW (γ).

Tenemos que ver que g no es L2−representable. Sabemos por el Teorema 4.2.12, que

g(w) =
∞∑
k=0

αkw
k es L2 − representable⇐⇒

∞∑
k=0

k! |αk|2 <∞.

Pero si
∑∞

k=0 k! |αk|2 <∞, entonces
∑∞

k=0 αkw
k es convergente en L2(W ), por ser∥∥∥∥∥

∞∑
k=0

αkw
k

∥∥∥∥∥
2

2

=
∞∑
k=0

∥∥∥αkwk∥∥∥2

2
=
∞∑
k=0

k! |αk|2.

Por lo tanto si g fuera L2−representable, debeŕıa ser g ∈ L2, pero como g = f a.e., con
f /∈ L2(W ), esto no es posible.
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Teorema 4.4.2. Dado 1 < p ≤ 2 y ρ0(p) < ρ, entonces existe una función ρ−representable
que no es Lp−representable.

Demostración. Si f es Lp−representable, entonces f satisface la condición de crecimiento
dada en el Lema 4.2.2,

|f(z)| ≤ C1e
q‖ı∗z‖2/4.

Además, si f es ρ−representble, se puede escribir f(z) = v(ρz) con v( · ) una función
L2−representable. Entonces

|f(z)| ≤ C2 e
ρ2‖ı∗z‖2/2.

Elegimos x0 ∈ H, ‖x0‖H = 1 y a ∈ (0, 1) tal que aρ2 > [ρ0(p)]2. Sea V ∈ Hb(H) definida
por

V (x) =
∞∑
k=0

ak

k! 2k
〈x, x0〉2k,

|V (x)| ≤
∞∑
k=0

ak

k! 2k
‖x‖2kH = ea‖x‖

2
H/2

Veamos que v(z) = V ◦ I ◦ ı∗(z) es L2−representable:
∞∑
k=0

k! ‖Vk‖2h =
∞∑
k=0

(2k)!
k!2

(
a2

4

)k
<∞,

ya que esta serie tiene radio de convergencia R = 1/4, y 0 < a < 1.
Consideremos la función f(z) = v(ρz), resulta claramente ρ−representable, pero afir-
mamos que no es Lp−representable. Para ver esto, tomamos λ > 0 y evaluamos en λx0 :

V (λρx0) =
∞∑
k=0

ak

k! 2k
〈λρx0, x0〉2k =

∞∑
k=0

ak

k! 2k
(λρ)2k = eaλ

2ρ2/2,

recordando que [ρ0(p)]2 > q/2, como aρ2 > [ρ0(p)]2, tenemos

|V (λρx0)|e−qλ2/4 = e(2aρ2−q)λ2/4 −→
λ→∞

∞,

luego f no es una función Lp−representable.

Observación 4.4.3. Tenemos, por lo tanto, condiciones necesarias para que una función
f sea Lp−representable.

1. Condición de crecimiento: |f(z)| ≤ C1e
q‖ı∗z‖2/4 (Lema 4.2.2).

2. Condición de germen Hilbertiano: si f =
∞∑
k=0

fk y F =
∞∑
k=0

Fk es su extensión en

Hb(H), entonces resulta Fk ∈ Ph(kH) y

R =
1

ĺım sup
k→∞

k

√
k! ‖Fk‖2h

≥ 1
[ρ0(p)]2

> 0 (Corolario 4.3.4).
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Observación 4.4.4. La segunda condición implica la siguiente desigualdad:

|F (x)| ≤
∞∑
k=0

‖Fk‖ ‖x‖k ≤
∞∑
k=0

‖Fk‖h ‖x‖k

≤

( ∞∑
k=0

k! ‖Fk‖2h θk
)1/2 ( ∞∑

k=0

‖x‖2k

θkk!

)1/2

= C(θ) e‖x‖
2/(2θ).

Por lo tanto, si f verifica la condición de germen Hilbertiano, tenemos una acotación
sobre su crecimiento, que resulta más estricta que la que se desprende del Lema 4.2.2 en
el caso en que R > 2/q. El Teorema 4.2.12 muestra que si R > 1, entonces la función
f = F ◦ I ◦ ı∗ es L2−representable. Dejamos abierta la pregunta si es cierto que dada una
función F ∈ Hhb(H) que satisface la segunda condición con R ≤ 1, entonces f = F ◦ I ◦ ı∗

es Lr−representable para r <
2

2−R
.



Caṕıtulo 5

Funciones representables en la

bola

Queremos estudiar ahora al conjunto de funciones que pueden ser representadas in-
tegralmente mediante la fórmula (B). Definimos una norma sobre este conjunto, que lo
transforma en un espacio de Banach. Estudiamos el crecimiento y la posibilidad de exten-
der estas funciones a un espacio que contenga a X ′.

5.1. Funciones representables en la bola

Si X es un espacio de Banach separable, (ı,H,X) es un espacio de Wiener abstracto y
(H0, ‖·‖0) es el espacio intermedio del Teorema 2.3.5, para δ ∈ (0, 1], bajo ciertas hipótesis
sobre una función f, tal como se detalla en el Teorema 3.3.5, tenemos la fórmula integral
(B) :

f(z) =
∫
X

1

1− z
(

γ
δ‖γ‖0

) (f♦] ◦ T )(δ‖γ‖0γ) dW (γ) para todo z ∈ δB◦X′ .

En lo siguiente vamos a considerar δ = 1. Notemos que si llamamos  : H0 → X a
la inclusión, por ser W ((H0)) = 1, la función Kz(γ) = 1

1−z
(

γ
δ‖γ‖0

) ∈ L∞(W ). Esto da

sentido a la siguiente definición.

Definición 5.1.1. Decimos que una función f : B◦X′ → C es representable en la bola de
X ′, si existe g ∈ L1(W ) tal que

f(z) =
∫
X

1

1− z
(

γ
‖γ‖0

) g(γ) dW (γ) para todo z ∈ B◦X′ .

Notamos por R(B◦X′) al conjunto de funciones representables en la bola de X ′.

105
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Manteniendo la notación,

H
ı0 // H0

 // X

H ′

I

OO

∗

44 H ′0
ı′0oo X ′

′oo

ı′

ee

A

OO

podemos enunciar la siguiente proposición.

Proposición 5.1.2. Sea f una función representable en la bola de X ′, entonces

|f(z)| ≤ C

1− ‖′(z)‖H′0
.

Demostración. Si γ ∈ (H0), tenemos que |z(γ)| ≤ ‖′(z)‖H′0 ‖γ‖0, por lo tanto como
W (H0) = 1, la desigualdad vale en casi todo punto y resulta

|f(z)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
H0

1

1− z
(

γ
‖γ‖0

) g(γ) dW (γ)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
H0

1
1− ‖′(z)‖H′0

|g(γ)| dW (γ)

≤ ‖g‖1
1− ‖′(z)‖H′0

Proposición 5.1.3. Si f es una función representable en la bola de X ′, entonces resulta
f ∈ Hb(B◦X′). Además, existe una única función F ∈ Hb(B◦H′0) tal que F ◦ ′(z) = f(z).

Demostración. Dada una función representable en la bola f, sea g ∈ L1(W ) tal que:

f(z) =
∫
X

1

1− z
(

γ
‖γ‖0

) g(γ) dW (γ) para todo z ∈ B◦X′ .

Para cada z ∈ B◦X′ , la serie
∑∞

k=0
z(γ)k

‖γ‖k0
está mayorada sobre (H0) por la serie convergente∑∞

k=0 ‖′(z)‖kH′0 , por lo que las sumas parciales
∑N

k=0
z(γ)k

‖γ‖k0
convergen hacia la función

1

1−z
(

γ
‖γ‖0

) en L∞(W ). Como g ∈ L1(W ) podemos tomar ĺımite fuera de la integral:

f(z) =
∞∑
k=0

∫
X

z(γ)k

‖γ‖k0
g(γ) dW (γ).

Al igual que en la acotación del crecimiento de f, para cada término k−homogéneo del
desarrollo de la función

fk(z) =
∫
X

z(γ)k

‖γ‖k0
g(γ) dW (γ)
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podemos acotar:

|fk(z)| ≤
∣∣∣∣∫
X

z(γ)k

‖γ‖k0
g(γ) dW (γ)

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖1 ‖′(z)‖kH′0 ≤ ‖g‖1 ‖z‖k.
De este modo, tomando supremo sobre ‖z‖ = 1, resulta ‖fk‖ ≤ ‖g‖1. Aplicando la fórmula
de Cauchy-Hadamard, ĺım sup

k→∞
k
√
‖fk‖ ≤ 1, por lo tanto el radio de convergencia de la

función es mayor o igual a 1, y f ∈ Hb(B◦X′).

Por otro lado, la cota |fk(z)| ≤ ‖g‖1 ‖′(z)‖kH′0 permite definir Fk : H ′0 → C, que extiende al
polinomio k−homogéneo fk al espacio H ′0, ya que este está definido sobre el subconjunto
denso ′(X ′) y es continuo con la norma ‖ · ‖H′0 . Además, como ‖Fk‖ ≤ ‖g‖1, tenemos
ĺım sup
k→∞

k
√
‖Fk‖ ≤ 1, y F ∈ Hb(B◦H′0).

Una misma función en R(B◦X′) puede ser representada por más de un elemento en
L1(W ). Si consideramos el operador

T : L1(W )→ R(B◦X′)

T (g)(z) =
∫
X

1

1− z(γ)
‖γ‖0

g(γ) dW (γ),

el núcleo de este operador será:

ker(T ) =

g ∈ L1(W ) :
∫
X

1

1− z(γ)
‖γ‖0

g(γ) dW (γ) = 0 para todo z ∈ B◦X′

 .

Por ejemplo, tomando los monomios zα( · ) para |α| ≥ 1, la integral∫
X

1

1− z(γ)
‖γ‖0

zα(γ)

‖γ‖|α|0

dW (γ) = 0.

Para cada z ∈ B◦X′ , por ser
1

1− z(γ)
‖γ‖0

∈ L∞(W ), el hiperplano

Sz =

g ∈ L1(W ) :
∫
X

1

1− z(γ)
‖γ‖0

g(γ) dW (γ) = 0


es cerrado en L1(W ), por lo tanto ker(T ) =

⋂
z∈B◦

X′

Sz resulta ser un subespacio cerrado en

L1(W ).
El conjunto de funciones representables en la bola de X ′ es la imagen de L1(W ) por

el operador T , y resulta entonces algebraicamente isomorfo a L1(W )/ ker(T ).

L1(W ) T //

π

��

R(B◦X′)

L1(W )/ ker(T )
T̃

77oooooo



108 5.1. Funciones representables en la bola

Definimos una norma sobre R(B◦X′), como en el caso de las funciones holomorfas integrales
o polinomios nucleares, si f ∈ R(B◦X′) :

‖f‖R = ı́nf {‖g‖1 : T (g) = f} .

Si T (g) = f, entonces

‖f‖R = ı́nf {‖g + h‖1 : h ∈ ker(T )} = ‖πg‖L1/ ker(T ).

De esta forma, R(B◦X′) resulta ser un espacio de Banach isométricamente isomorfo, v́ıa T̃ ,
al espacio L1/ ker(T ).

Definición 5.1.4. Si E es un espacio de Banach con dual separable, decimos que una
función f : B◦E → C es representable en la bola de E, si existe g ∈ L1(E′,W ), tal que

f(z) =
∫
E′

1

1− γ(z)
‖γ‖0

g(γ) dW (γ) para todo z ∈ B◦E .

En la Observación 3.4.3, asociamos la idea de representabilidad de una función f

sobre B◦E , con la posibilidad de representar su extensión de Aron-Berner AB(f) sobre la
bola de E′′. El siguiente teorema justifica este hecho.

Teorema 5.1.5. La función f : B◦E → C es representable en la bola de E, si y sólo si
AB(f) es representable en la bola de E′′.

Demostración. ⇐) Como AB(f) es representable en la bola de E′′, existe g ∈ L1(W ) tal
que:

AB(f)(ζ) =
∫
E′

1

1− ζ(γ)
‖γ‖0

g(γ) dW (γ) para todo ζ ∈ B◦E′′ .

Sea J : E → E′′ la inclusión canónica, por definición [Jz](γ) = γ(z) y además se verifica
AB(f)(Jz) = f(z), tomando ζ = Jz para z ∈ B◦E , la expresión anterior se convierte en

f(z) =
∫
E′

1

1− γ(z)
‖γ‖0

g(γ) dW (γ),

y por lo tanto f representable sobre la bola de E.

⇒) Es suficiente probar que fk(z) =
∫
E′

γ(z)k

‖γ‖0
g(γ) dW (γ) tiene por extensión de

Aron-Berner al polinomio

Q(ζ) =
∫
E′

ζ(γ)k

‖γ‖0
g(γ) dW (γ).

De este modo,

AB(f)(ζ) =
∞∑
k=0

AB(fk)(ζ) =
∞∑
k=0

∫
E′

ζ(γ)k

‖γ‖0
g(γ) dW (γ) =

∫
E′

1

1− ζ(γ)
‖γ‖0

g(γ) dW (γ).
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Para probar esto, utilizamos el Teorema 4.2.22 [26]. Veamos que el polinomio

Q(ζ) =
∫
E′

ζ(γ)k

‖γ‖0
g(γ) dW (γ)

tiene diferenciales de primer orden w∗-continuos, por lo que se satisfacen las hipótesis del
teorema.
Para esto, podŕıamos adaptar la idea del Teorema 4.2.21, pero hacemos una demostración
diferente basada en el siguiente teorema (pág. 165, [3]):

Teorema 5.1.6. Si K es un espacio de Banach separable y ϕ : K → C es una
funcional lineal, entonces ϕ es w∗−continua si y sólo si es w∗−secuencialmente
continua.

Dado ζ ∈ E′′ :
DQ(ζ)( · ) : E′′ → C

DQ(ζ)(ξ) = k

∫
E′

ξ(γ)
‖γ‖0

ζ(γ)k−1

‖γ‖k−1
0

g(γ) dW (γ).

Por ser E′ separable, aplicando el teorema enunciado, bastará probar que DQ(ζ)( · ) es
w∗−secuencialmente continuo. Si {ξn}n∈N ⊂ E′′ es una sucesión tal que ξn

w∗−→ ξ, por el
principio de acotación uniforme, M = sup

n
‖ξn‖E′′ <∞.

Por ser w∗−convergente:

ξn(γ)
‖γ‖0

ζ(γ)k−1

‖γ‖k−1
0

g(γ) −→
n→∞

ξ(γ)
‖γ‖0

ζ(γ)k−1

‖γ‖k−1
0

g(γ),

y además, ‖ξ‖E′′ ≤ ĺım inf
n∈N

‖ξn‖E′′ ≤M, por lo que∣∣∣∣∣ξn(γ)
‖γ‖0

ζ(γ)k−1

‖γ‖k−1
0

g(γ)

∣∣∣∣∣ ≤Mk

(
‖γ‖
‖γ‖0

)k
|g| ≤Mk|g| ∈ L1(W ).

Podemos aplicar entonces el teorema de convergencia dominada y concluir que

k

∫
E′

ξn(γ)
‖γ‖0

ζ(γ)k−1

‖γ‖k−1
0

g(γ) dW (γ) −→
n→∞

k

∫
E′

ξ(γ)
‖γ‖0

ζ(γ)k−1

‖γ‖k−1
0

g(γ) dW (γ),

es decir,
DQ(ζ)(ξn) −→

n→∞
DQ(ζ)(ξ).

Al igual que en el caso de funciones Lp−representables, los polinomios que intervienen
en el desarrollo de Taylor de una función representable en la bola de E, resultan integrales.
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Teorema 5.1.7. Si f =
∑∞

k=0 fk es una función representable sobre la bola de E, entonces
fk ∈ PI(kE) para todo k ≥ 0.

Demostración. Repetimos las ideas del Teorema 4.2.24. Si g ∈ L1(W ) es tal que

f(z) =
∫
E′

1

1− γ(z)
‖γ‖0

g(γ) dW (γ),

recordemos que el desarrollo de la función queda determinado por la Proposición 5.1.3:

f(z) =
∞∑
k=0

fk(z) =
∞∑
k=0

∫
E′

(
γ(z)
‖γ‖0

)k
g(γ) dW (γ).

Definimos el operador
T : C(BE′ , w∗)→ C

T (ϕ) =
∫
E′
ϕ

(
γ

‖γ‖0

)
g(γ) dW (γ).

La integral está bien definida, ya que
∥∥∥∥ γ

‖γ‖0

∥∥∥∥ ≤ 1 a.e. y por lo tanto ϕ
(

γ
‖γ‖0

)
tiene

sentido. Dado ∆ ⊂ C boreliano, por ser ϕ continua en la topoloǵıa w∗, el conjunto ϕ−1(∆)
es w∗−boreliano, luego pertenece a la σ−álgebra de Borel dada por la norma. Por ser
medible ‖ · ‖0, el conjunto{

γ ∈ E′ : ϕ
(

γ

‖γ‖0

)
∈ ∆

}
=
{
γ ∈ E′ : γ

‖γ‖0
∈ ϕ−1(∆)

}
resulta medible.

Acotemos,

|T (ϕ)| ≤
∫
E′

∣∣∣∣ϕ( γ

‖γ‖0

)∣∣∣∣ ∣∣∣g(γ)
∣∣∣ dW (γ) ≤ ‖ϕ‖∞ ‖g‖1.

De este modo, T resulta continua, y por lo tanto existe una medida µ, boreliana y regular
en (BE′ , w∗) tal que:

T (ϕ) =
∫
BE′

ϕ(γ) dµ(γ).

Pensando para cada z ∈ E y k ∈ N0 la función w∗−continua, ẑ(γ)k = γ(z)k, tenemos:∫
BE′

γ(z)k dµ(γ) =
∫
BE′

ẑ(γ)k dµ(γ) = T (ẑ( · )k)

=
∫
E′

[
ẑ

(
γ

‖γ‖0

)]k
g(γ) dW (γ) =

∫
E′

(
γ(z)
‖γ‖0

)k
g(γ) dW (γ) = fk(z).

Por lo tanto, fk ∈ PI(kE).

Corolario 5.1.8. Si f es una función representable en la bola de E, entonces es una
función holomorfa integral en el sentido de [7].
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Demostración. En la demostración del teorema anterior, la medida µ es independiente de
k ∈ N0. Por lo tanto, como la misma medida representa a todos los polinomios involucrados
en el desarrollo de f, y la serie geométrica es normalmente convergente para cada z ∈ B◦E :

f(z) =
∞∑
k=0

fk(z) =
∞∑
k=0

∫
BE′

γ(z)k dµ(γ) =
∫
BE′

∞∑
k=0

γ(z)k dµ(γ) =
∫
BE′

1
1− γ(z)

dµ(γ).

En la fórmula integral (A), concluimos que los polinomios Lp−representables en E

eran aquellos cuya extensión de Aron-Berner admit́ıa una extensión holomorfa a H y
esta resultaba ser un polinomio Hilbertiano. Queremos ver ahora, que todo polinomio con
esta propiedad es una función representable sobre la bola de E′′. Necesitamos recordar la
notación:

H

ı

%%ı0 // H0
 // E′

H ′

I

OO

H ′0ı′0

oo E′′

ı′

ee ′
oo

A

OO

En estos espacios teńıamos definidas sucesiones de vectores y bases, relacionados por los
operadores ı0, , ′ e ı′0.
La sucesión {zn}n∈N ⊂ E′′ fue tomada de modo tal que, llamando e′n = ı′(zn) para n ∈ N,
entonces {e′n}n∈N es base ortonormal de H ′, dual de la base ortonormal de H formada por
los vectores {en}n∈N, con en = I ◦ ı′(zn).
Por la inclusión densa de H en H0, resulta que {ı0(en)}n∈N es un conjunto ortogonal
completo en H0. Por construcción ‖ı0(en)‖0 = λn para todo n ∈ N. De este modo
{ı0(en)/λn}n∈N es base ortonormal de H0.

Si calculamos

[′(zn)](ı0(ek)/λk) = [ı′0(′(zn))](ek/λk) = e′n(ek/λk) = δnk/λk

resulta que {λn ′(zn)}n∈N es la base ortonormal de H ′0, dual de la base
{
ı0(en)
λn

}
n∈N

de
H0.

Recordemos también que dado un multi-́ındice α, |α| = k notamos

zα(γ) =
∞∏
r=1

zr(γ)αr y por (ı∗z)α(x) =
∞∏
r=1

e′r(x)αr .

Teorema 5.1.9. Si P ∈ P(kE′′) es Lp−representable para p > 1, entonces P es repre-
sentable sobre la bola de E′′.
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Demostración. Como todo polinomio Lp−representable es L2−representable y la inclusión
de L2(W ) en L1(W ) es continua, bastará ver que los polinomios representados por los
monomios

{
zα√
α!

}
|α|=k

son representables en la bola, ya que estos forman una base de L2
k.

Para cada l ∈ N0 y para cada multi-́ındice α, con |α| = l, llamamos

Pα(z) =
∫
E′
ez(γ) z

α(γ)√
α!

dW (γ) =
∞∑
k=0

∫
E′

z(γ)k

k!
zα(γ)√
α!

dW (γ) =
∫
E′

z(γ)l

l!
zα(γ)√
α!

dW (γ).

Si probamos que:

(1)
1
k!

∫
E′

z(γ)k

‖γ‖k0
‖γ‖l0

zα(γ)√
α!

dW (γ) = δklPα(z) =
1
l!

∫
E′

z(γ)k

‖γ‖k0
‖γ‖l0

zα(γ)√
α!

dW (γ),

sumando sobre k ∈ N0, resulta

Pα(z) =
∫
E′

1

1− z(γ)
‖γ‖0

‖γ‖l0 zα(γ)
l!
√
α!

dW (γ).

Como tanto
‖γ‖l0
l!

y
zα(γ)√
α!

pertenecen a L2(W ), su producto está en L1(W ) y entonces

Pα es representable en la bola de E′′.

Para probar la igualdad (1), utilizando el Teorema 2.3.5, podemos tomar los subespa-
cios Sn =

[
ı0(e1)
λ1

, ı0(e2)
λ2

, . . . , ı0(en)
λn

]
y la sucesión {Pn}n∈N, formada por las proyecciones

ortogonales sobre ellos, que converge a la identidad sobre H0.∣∣∣∣∣z(Pnγ)k

‖Pnγ‖k0
‖Pnγ‖l0

zα(Pnγ)√
α!

∣∣∣∣∣ ≤ ‖z‖k ‖zα‖P(lX)√
α!

‖Pnγ‖2l0 ≤ ‖z‖
k
‖zα‖P(lX)√

α!
‖γ‖2l0 ,

aplicando el teorema de convergencia dominada, podemos calcular entonces:

1
l!

∫
E′

z(γ)k

‖γ‖k0
‖γ‖l0

zα(γ)√
α!

dW (γ) = ĺım
n→∞

1
l!

∫
E′

z(Pnγ)k

‖Pnγ‖k0
‖Pnγ‖l0

zα(Pnγ)√
α!

dW (γ).

Esta integral puede calcularse sobre el espacio de dimensión finita PnH0 respecto a la
medida inducida por W en ese subespacio. Esta medida, notada PnW, estaba definida
para conjuntos borelianos ∆ ⊂ PnH0, por PnW (∆) = W (P−1

n (∆)). Si llamamos vr = ı0(er)
λr

para 1 ≤ r ≤ n, una vez fijada la base {v1, v2, . . . , vn} en Sn, tomar coordenadas en esta
base se corresponde con aplicar las funcionales de su base dual. Por lo tanto, PnW se
expresa como el producto de n Gaussianas unidimensionales, cada una de ellas con media
0 y varianza ‖λr ı′0(′(zr))‖2H′ = ‖λr e′r‖2H′ = λ2

r .

Si (w1, w2, . . . , wn) ∈ Cn representa las coordenadas de γ ∈ Sn, la función de densidad de
PnW es:

δn(w1, w2, . . . , wn) =
1

πn λ2
1λ

2
2 · · ·λ2

n

e−
∑n
r=0 |wr|2/λ2

r .
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Por lo tanto:

1
l!

∫
E′

z(Pnγ)k

‖Pnγ‖k0
‖Pnγ‖l0

zα(Pnγ)√
α!

dW (γ) =
1
l!

∫
PnH0

z(γ)k

‖γ‖k0
‖γ‖l0

zα(γ)√
α!

dPnW (γ).

Escribimos la expresión sub-integral, junto con la densidad de la medida, del siguiente
modo: (

n∑
r=0

wr z(vr)

)k
(

k∑
r=0

|wr|2
)k/2

(
k∑
r=0

|wr|2
)l/2 ∞∏

s=1

zs

(
n∑
r=0

wr vr

)αs
δn(w1, w2, . . . , wn)√

α!
.

Desarrollando la potencia k−ésima del primer término podemos reescribir, teniendo en

cuenta que zs(vr) =
δrs
λs

:

∑
|β|=k

k!
β!

(
n∏
r=1

wβrr z(vr)βr
)( n∏

s=1

(
ws
λs

)αs)( k∑
r=0

|wr|2
)(l−k)/2

δn(w1, w2, . . . , wn)√
α!

,

por lo que debemos hallar el valor de

∑
|β|=k

k!
l!
√
α!

n∏
r=1

z(vr)βr

λαrr βr!

∫
Cn
wβ wα

(
k∑
r=0

|wr|2
)(l−k)/2

δn(w1, w2, . . . , wn) dw1 dw2 . . . dwn.

Como estamos considerando la norma usual sobre Cn, podemos saber el valor de cada una
de las integrales, utilizando el Lema 3.3.2:

∫
Cn
wβ wα

(
k∑
r=0

|wr|2
)(l−k)/2

δn(w1, w2, . . . , wn) dw1 dw2 . . . dwn = δαβ α!
n∏
r=1

λ2αr
r .

Por lo tanto, si |α| = l y k 6= l, para todo multi-́ındice |β| = k tenemos δαβ = 0 y la
integral es nula. Concluimos entonces que

1
k!

∫
E′

z(γ)k

‖γ‖k0
‖γ‖l0

zα(γ)√
α!

dW (γ) = δkl
1
k!

∫
E′
z(γ)k

zα(γ)√
α!

dW (γ) = δkl Pα(z),

por lo tanto, sumando sobre k ∈ N0 :

Pα(z) =
∫
E′

1

1− z(γ)
‖γ‖0

‖γ‖l0 zα(γ)
l!
√
α!

dW (γ).

Finalmente, obtenemos un teorema similar para funciones Lp−representables.
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Teorema 5.1.10. Si f ∈ H(E′′) es una función Lp−representable para algún p > 1,
entonces f es representable sobre la bola de E′′.

Demostración. Dado p > 1, si f es una función Lp−representable, por la Observación
4.3.3, existe una función v( · ), L2−representable, para la cual f(z) = v(ρz) ∀z ∈ E′′.

Desarrollando en serie de Taylor, escribimos v(z) =
∞∑
k=0

vk(z) y tomamos un representante

g =
∞∑
k=0

gk ∈ L2(W ), con gk ∈ L2
k, tal que:

v(z) =
∫
E′
ez(γ) g(γ) dW (γ), vk(z) =

∫
E′
ez(γ) gk(γ) dW (γ).

Por la Proposición 4.2.9, para cada k ∈ N0 existen escalares {aα}|α|=k, con
∑
|α|=k

|aα|2 <∞,

para los cuales gk( · ) =
∑
|α|=k

aα
zα( · )√
α!

, y por lo tanto:

vk(z) =
∫
E′
ez(γ)

∑
|α|=k

aα
zα(γ)√
α!

dW (γ) =
∑
|α|=k

aα

∫
E′
ez(γ) z

α(γ)√
α!

dW (γ),

donde permutamos la serie y la integral por ser ez(γ) ∈ L2(W ) y
∑
|α|=k

aα
zα( · )√
α!

= gk( · ),

con convergencia en L2(W ). Por el Teorema 5.1.9, podemos escribir:

vk(z) =
∑
|α|=k

aα

∫
E′
ez(γ) z

α(γ)√
α!

dW (γ) =
∑
|α|=k

aα

∫
E′

1

1− z(γ)
‖γ‖0

‖γ‖k0
k!

zα(γ)√
α!

dW (γ).

Con la misma justificación, teniendo en cuenta que
1

1− z(γ)
‖γ‖0

‖γ‖k0
k!

∈ L2(W ), podemos

reescribir:

vk(z) =
∫
E′

1

1− z(γ)
‖γ‖0

‖γ‖k0
k!

∑
|α|=k

aα
zα(γ)√
α!

 dW (γ) =
∫
E′

1

1− z(γ)
‖γ‖0

‖γ‖k0
k!

gk(γ) dW (γ).

Resulta aśı:

f(z) = v(ρz) =
∞∑
k=0

vk(ρz) =
∞∑
k=0

ρk vk(z) =
∞∑
k=0

∫
E′

1

1− z(γ)
‖γ‖0

ρk ‖γ‖k0
k!

gk(γ) dW (γ),

Afirmamos que la sucesión hN (γ) :=
N∑
k=0

ρk ‖γ‖k0
k!

gk(γ) es de Cauchy en L1(W ). Dado

ε > 0, tomemos M > N ≥ 0 y acotemos ‖hM − hN‖1 :∫
E′

∣∣∣∣∣
M∑

k=N+1

ρk ‖γ‖k0
k!

gk(γ)

∣∣∣∣∣ dW (γ) ≤
∫
E′

M∑
k=N+1

ρk ‖γ‖k0
k!

| gk(γ) | dW (γ) ≤
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≤ 1
2

∫
E′

M∑
k=N+1

(
ρ2k ‖γ‖2k0

k!2
+ | gk(γ) |2

)
dW (γ)

≤ 1
2

∫
E′

M∑
k=N+1

ρ2k ‖γ‖2k0
k!2

dW (γ) +
1
2

∥∥∥∥∥
M∑

k=N+1

gk

∥∥∥∥∥
2

2

≤ 1
2

∫
E′

M∑
k=N+1

‖γ‖k0
k!

eρ
2 ‖γ‖0 dW (γ) +

1
2

∥∥∥∥∥
M∑

k=N+1

gk

∥∥∥∥∥
2

2

.

Aplicando Hölder, el primer sumando se acota por
1
2

∥∥∥eρ2 ‖γ‖0∥∥∥
2

∥∥∥∥∥
M∑

k=N+1

‖γ‖k0
k!

∥∥∥∥∥
2

. Existe

K1 > 0, tal que esta expresión puede hacerse tan pequeña como ε/2 para M,N > K1, por

ser
∞∑
k=0

‖γ‖k0
k!
→ e‖γ‖0 en L2(W ), y por lo tanto de Cauchy.

Existe K2 > 0, tal que el segundo sumando se puede hacer tan chico como ε/2 para

M,N > K2, por ser
∞∑
k=0

gk → g en L2(W ).

Por lo tanto, si tomamos K > máx{K1,K2} resulta que ‖hM − hN‖1 < ε para todo
M,N > K. Existe entonces h ∈ L1(W ) para la cual

f(z) =
∞∑
k=0

∫
E′

1

1− z(γ)
‖γ‖0

ρk ‖γ‖k0
k!

gk(γ) dW (γ) =
∫
E′

1

1− z(γ)
‖γ‖0

h(γ) dW (γ)

y por lo tanto f es representable sobre la bola de E′′.
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