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Resumen

Los espacios invariantes por traslaciones enteras de L? (R™) son de gran
importancia en muchas ramas del analisis matematico, en particular en teoria
de aproximacion, onditas y elementos finitos. Por otro lado sirven de modelo
para numerosas aplicaciones en procesamiento de senales e imagenes, como
por ejemplo procesamiento de voz, radar e imagenes médicas.

En estos espacios, juegan un papel central las n traslaciones por los vec-
tores de la base canonica de R™ que son operadores unitarios que conmutan
entre si. Esta situacion puede generalizarse a un contexto abstracto de un es-
pacio de Hilbert donde estas n traslaciones son reemplazadas por operadores
unitarios que conmutan.

En este trabajo se estudian los espacios invariantes con esta generalidad
y se prueban y extienden muchas de sus propiedades que son validas en el
contexto de L? (R™). Este desarrollo abstracto también sirve para tener una
mejor comprension de las propiedades relevantes de los espacios invariantes
por traslaciones de L? (R™).

En una primera parte se describe la teorfa L? (R™) de estos espacios. Luego
se dan las definiciones y se desarrollan las herramientas que seran necesarias
para el contexto general de espacios de Hilbert.

En particular, se caracterizan las bases ortonormales, de Riesz y marcos
de estos espacios generadas por los operadores unitarios actuando sobre un
conjunto de elementos.

Ademés analizamos los sistemas de Gabor subadjuntos. En ellos se consi-
deran traslaciones en tiempo y frecuencia que conmutan. Por ello es posible
aplicar nuestros nuevos resultados directamente en estos sistemas.

Entre los resultados principales se extiende un resultado de [ACHMRO4]
para L? (R") utilizando marcos en lugar de bases de Riesz. Se prueba que
el resultado es valido para espacios invariantes de largo finito o dimension
media finita. Este resultado es luego probado con total generalidad en el caso
de espacios de Hilbert abstractos.

Por otro lado se extiende al caso abstracto un resultado de [BK06|, donde
se prueba que dado un sistema finito de generadores de un espacio invarian-
te, existe un conjunto minimal de generadores formado por combinaciones
lineales de los generadores originales, sin utilizar traslaciones.



Palbras Clave: Espacios invariantes por traslaciones enteras, Sistemas de
Gabor, Conjuntos de generadores, Operadores unitarios que conmutan, Mo6-
dulos de Hilbert.



Shift invariant spaces and their
generalization to Hilbert spaces

Abstract

Shift invariant spaces of L? (R™) are of great importance in many branches
of Mathematical Analysis, particularly in Approximation Theory, Wavelets
and Finite Elements. On the other hand, they serve as a model for numerous
applications in signal and image processing, such as speech processesing,
radar and medical images.

In these spaces, the n translations by vectors of the standard basis of R”
play a central role. They are n unitary operators that commute with each
other. This situation can be generalized to an abstract Hilbert space where
these n translations are replaced by commuting unitary operators.

In this work, we study invariant spaces with this generality and many
of their properties that are valid in the context of L? (R™) are proved and
extended. This abstract setting allows us to obtain a better understanding
of the relevant properties of the shift invariant spaces of L* (R").

In the first part we describe the L? (R") theory of these spaces. Then, we
give the definitions and develop tools that will be needed for the generalized
context of Hilbert spaces.

In particular, we characterize the orthonormal bases, Riesz bases and
frames of these spaces generated by the unitary operators acting on a set of
elements.

Moreover, we analyze subadjoint Gabor systems. They use translations
in time and frequency that commute. Therefore, it is possible to apply our
new results directly into these systems.

One of the main results is an extension of a result of [ACHMRO04] for
L? (R™) using frames instead of Riesz bases. We show that the result is valid
for invariant spaces of finite length or finite average dimension. Then, we
prove this result in full generality in the case of abstract Hilbert spaces.

Furthermore, we extend to the abstract case a result of |[BK06|, which
proves that for any finite generator system of an invariant space there is a
minimal generator set, formed by linear combinations of the original gener-
ators, without using the translations.



Keywords: Shift invariant spaces, Gabor systems, Generating sets, Com-
muting unitary operators, Hilbert modules.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Espacios invariantes por traslaciones

Los espacios invariantes por traslaciones enteras son subespacios cerrados
de L? (R) con la propiedad de que si una funcion f (z) esta en el subespacio,
también lo estaran las funciones f (z — 1) y f(z + 1) que se obtienen tras-
ladando una unidad a la funcion f (z) hacia la derecha y hacia la izquierda
respectivamente. A lo largo de este trabajo consideraremos solamente tras-
laciones enteras, por ello llamaremos a estos espacios simplemente espacios
tnvariantes por traslaciones.

Estos espacios sirven de modelo para numerosas aplicaciones en procesa-
miento de senales e imagenes, como por ejemplo, procesos de la voz, radar
e iméagenes médicas. Por ejemplo, si al grabar un sonido en un experimento
se obtuvo una determinada senal, es posible que al repetir el experimento se
obtenga la misma senal adelantada o atrasada una cierta cantidad de tiempo.
Es decir, en estos procesos el tiempo no aparece explicitamente en las ecua-
ciones que los modelan y por ello la eleccion del momento en que se empieza
a medir es arbitraria.

También se pueden considerar los espacios invariantes por traslaciones en
varias dimensiones. Por ejemplo para modelar imagenes se considera L? (R?)
con traslaciones verticales y horizontales. Al desplazar la imagen hacia la
derecha, izquierda, arriba o abajo se vuelve a obtener una imagen.

Ademés los espacios invariantes por traslaciones aparecen en diversas
areas de la matematica, y por ello hay un gran interés en su estudio y una
abundante bibliografia describiendo sus propiedades.

Por ejemplo, en la teoria de Onditas (Wavelets) se descompone una ima-
gen en distintos niveles de resolucion. Cada uno de estos niveles se modela
como un espacio invariante por traslaciones. Esta descomposicion se utiliza
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por ejemplo en el formato de compresion de imagenes JPEG2000.

También aparecen los espacios invariantes por traslaciones en los sistemas
de Gabor. En estos sistemas ademaés de traslaciones en el tiempo se consideran
traslaciones en frecuencia. Fijando la traslacion en frecuencia se obtiene un
espacio invariante por traslaciones para analizar.

En L? (R) las traslaciones enteras se pueden representar mediante un
operador unitario F que traslada a las funciones hacia la derecha

Ef(z)=f(z—1)

y su inverso hacia la izquierda. Las otras traslaciones enteras se pueden cons-
truir a partir de este operador. En cambio, en L? (R?) se deben utilizar dos
operadores unitarios, uno para las traslaciones horizontales y otro para las
verticales. Una propiedad importante es que conmutan, o sea que al cambiar
el orden en que se aplican se obtiene el mismo resultado. Esto se puede ex-
tender a mas dimensiones, es decir, en L? (]Rd) se consideran d operadores de
traslacion, uno para cada eje.

1.2. Bases y sistemas similares

Para procesar las imagenes o senales por computadora, usualmente se
trabaja con los coeficientes de la funciéon representada en una base. Para que
las cuentas sean mas sencillas es conveniente que sea una base ortonormal.
También es bueno que la base esté formada por las traslaciones de una o
varias funciones originales, de manera que las propiedades de los coeficientes
sean uniformes de la misma manera que es el espacio de senales bajo anélisis.

Por ello un problema central es encontrar bases que cumplan estas dos
condiciones. En cada aplicacion aparecen requisitos adicionales. Por ejemplo
para el procesamiento de imagenes es frecuente pedir que las funciones de la
base sean continuas o simétricas. En el Apéndice B discutimos brevemente
como se aplican estas bases a la compresion de imagenes.

En general, encontrar estas bases ortonormales de traslaciones es un pro-
blema dificil y a veces imposible. Para evitar este problema usualmente se
debilita la condicién de ortogonalidad y se buscan bases de Riesz y marcos
(frames). Estas condiciones estan elegidas de manera que las nuevas estruc-
turas tengan suficientes propiedades para que las operaciones con funciones
y coeficientes se puedan realizar en forma razonable. Por ejemplo, es espera-
ble que si se toman dos funciones cercanas sus coeficientes sean cercanos y
viceversa.

Una propiedad importante de las bases ortonormales es la formula que
permite reconstruir a toda funcion g a partir de los coeficiente: Si fi, fo, . ..

Gustavo E. Massaccesi



1.3. Transformada de Fourier y producto en frecuencias 3

es una base ortonormal y g es una funciéon cualquiera tenemos que

9="> (g, fn) fu-

n

Un concepto mas general es el de marcos de Parseval. Un marco de Parse-
val es un conjunto de funciones fi, fo, ... tal que la formula de reconstruccion
sigue valiendo para toda funcion g. Sin embargo, en este caso las funciones
que lo componen ya no son ortonormales, ni estan normalizadas.

En particular, al utilizar marcos se tiene una sobreabundancia de infor-
macion que es 1til para poder reconstruir las funciones originales aun cuando
se han perdido parte de los coeficientes, por ejemplo al ser trasmitidos. Ade-
més, los coeficientes no son tnicos y esto se puede aprovechar para elegirlos
convenientemente y buscar representaciones con menos coeficientes no nulos.

Otra posible generalizacion de las bases ortonormales son las bases de
Riesz biortonormales. En esta estructura se encuentran dos bases de Riesz

flana"' y flana"' y tales que

g=z<g,fn>fnygzz<g,fn>fm

n n

o sea que una de ellas se utiliza para calcular los coeficientes y otra para la
reconstruccion. Las bases de Riesz se utilizan por ejemplo en el formato de
compresion JPEG2000, debido a que por los diferentes requisitos técnicos no
hay ninguna base ortonormal conveniente.

1.3. Transformada de Fourier y producto en
frecuencias

La herramienta fundamental en L? (R) para trabajar en los espacios in-
variantes por traslaciones es la transformada de Fourier, que separa las fre-
cuencias que componen una funcion. A partir de ella se construyen diversas
herramientas como el producto en frecuencias y la multiplicacion en frecuen-
cias que definiremos méas adelante.

Por la estructura de los espacios invariantes por traslaciones, las frecuen-
cias estan asociadas a valores en el toro n-dimensional T”. Vamos a repre-
sentar al toro n-dimensional T" como [—%, %]n, en donde los bordes opuestos
estan identificados.

Al combinar estas dos operaciones y restringirlas a un subespacio den-
so apropiado, se obtiene una estructura de mddulo de Hilbert. Esta es una
generalizacion de los espacios de Hilbert, en la que los nimeros complejos

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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se reemplazan por funciones acotadas definidas en el toro n-dimensional T".
Explotamos en profundidad esta analogia. Por ejemplo utilizaremos el algo-
ritmo de Gram-Schmidt para obtener bases ortonormales de traslaciones a
partir de bases de Riesz de traslaciones, introduciendo s6lo unas minimas
modificaciones.

Las diferencias entre las propiedades algebraicas de los nimeros complejos
(que son un cuerpo) y las de las funciones sobre el toro n-dimensional T" (que
son un algebra solamente) hacen que no siempre se pueda aplicar este método
para obtener bases ortonormales de traslaciones. En el caso general, veremos
que se debe recurrir a los marcos de Parseval de traslaciones.

De la misma manera, propiedades que en el caso de los espacios de Hilbert
toman valores en el cuerpo complejo C, tienen analogo en el caso general
que tomaran valores que son una funcion sobre el toro n-dimensional T".
En particular, definiremos una funcion dimension y veremos que comparte
muchas de las propiedades de la dimension usual de los espacios de Hilbert.

1.4. Aplicaciones

Como aplicaciones de estas generalizaciones analizaremos algunos resul-
tados recientes.

Decimos que las funciones fi, fo,... generan un espacio invariante por
traslaciones S si el menor espacio invariante por traslaciones que las contiene
a todas ellas es S. Interesa analizar en particular los espacios que estan
generados por una cantidad finita de funciones. A la minima cantidad de
funciones necesarias para generar S la llamamos el largo de S (que puede ser
infinito).

Si se tienen un espacio invariante por traslaciones S del que se conocen
n generadores y que tiene largo [ (con [ < n) interesa encontrar un sistema
de generadores que sea minimal, o sea con solo [ generadores. Estos siempre
existen, y se pueden obtener utilizando las traslaciones de los n generadores
originales. Bownik y Kaiblinger demostraron en [BK06| que es posible obtener
los [ nuevos generadores tomando combinaciones lineales de los generadores
dados (sin usar las traslaciones ni tomar limites). Esto es 1til, ya que si las n
funciones originales tienen soporte compacto u otra propiedad que se preser-
va por sumas finitas, las nuevas [ funciones generadoras también la tienen.
Nosotros generalizamos este resultado, de manera que lo podamos aplicar a
sistemas de Gabor y otros esquemas abstractos como los que discutiremos
posteriormente.

Por otro lado, si se tiene un espacio invariante por traslaciones S del que
se conoce solamente el largo [ y que tiene una base de Riesz generada por

Gustavo E. Massaccesi
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las traslaciones de [ funciones interesa saber si dadas n funciones en S, éstas
alcanzan para determinar de manera tnica a S. Aldroubi, Cabrelli, Hardin,
Molter y Rodado encontraron en [ACHMRO04| una caracterizacion de los con-
juntos con esta propiedad. Sin embargo, si S no tiene una base de Riesz de
traslaciones el largo [ no aporta suficiente informacion. Demostramos que en
ese caso es posible encontrar una caracterizacion alternativa usando la di-
mension media de S, que corresponde al promedio de la funciéon dimension.
Cuando S tiene una base de Riesz de traslaciones la dimensién media coincide
con el largo, y se vuelve a obtener el resultado anterior. También generali-
zamos ambos resultados a sistemas de Gabor y otros esquemas abstractos
como los que discutiremos posteriormente.

1.5. Sistemas de Gabor subadjuntos

También consideramos los sistemas de Gabor o de Weyl-Heisenberg, en
los que las traslaciones son enteras y las modulaciones también son enteras
(0 2m enteras, segin la notacion utilizada). En estos casos particulares las
operaciones conmutan, de manera que desde el punto de vista abstracto se
tiene una estructura similar a los espacios invariantes por traslaciones.

En estos sistemas también interesa encontrar bases ortonormales que es-
tén formadas por traslaciones y modulaciones de una funcion fija. Por ejem-
plo, en el formato de compresion JPEG se utiliza una base ortonormal que se
puede considerar como una version discreta de este tipo de sistema. También
se pueden definir las otras estructuras nombradas anteriormente, como las
bases de Riesz y marcos de Parseval. Por supuesto, ahora interesa buscar
las que estan formadas por traslaciones y modulaciones de algunas funciones
fijas.

Al igual que en los espacios invariantes por traslaciones, consideramos las
funciones en L2 (Rd), pero ahora con el doble de transformaciones. Por ello
la transformada de Fourier, el producto en frecuencias y el multiplicador y
todos los operadores considerados ya no estan interrelacionados como en los
espacios invariantes por traslaciones.

Veremos que en estos espacios se puede definir un producto en frecuen-
cias que es analogo al producto en frecuencias de los espacios invariantes por
traslaciones. Es mas, al definirlo se obtienen funciones integrables al igual
que en los espacios invariantes por traslaciones. Esto permite reproducir los
resultados de espacios invariantes por traslaciones sin que aparezcan proble-
mas técnicos adicionales, como en los casos mas generales que discutiremos
después.

Esto nos permiti6 encontrar resultados nuevos, que corresponden a los

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert



6 Capitulo 1. Introduccién

analogos para los sistemas de Gabor de los resultados obtenidos en [BK06| y
[ACHMRO04] y su extension.

1.6. Generalizacion a espacios de Hilbert

Consideraremos un esquema més general que engloba a los dos anteriores.
Tomamos un espacio de Hilbert en el que se han elegido n operadores uni-
tarios que conmutan. Estos operadores jugaran el papel de las traslaciones
en este espacio. Es esperable que en las aplicaciones correspondan a algin
tipo de desplazamiento, como es el caso de las traslaciones en frecuencia de
los sistemas de Gabor. Sin embargo, no pedimos ningtn tipo de requisito
adicional y se pueden elegir libremente de acuerdo al problema.

Al tomar este grado de generalidad, aparece una dificultad técnica adicio-
nal por la que el equivalente al producto en frecuencias es una medida finita
en vez de una funcion integrable. Por ejemplo, puede ser una medida ¢, que
corresponde a una carga puntual. Damos varios ejemplos sencillos en donde
aparecen estas medidas. También analizamos con méas detalle un modelo de
sonido en estéreo, en el que se consideran dos senales sincronizadas. En este
caso también el equivalente al producto en frecuencias es una medida.

Pudimos extender los resultados de [BK06] y de [ACHMRO04| y su genera-
lizacién mencionada anteriormente a los esquemas abstractos méas generales
y por ello se pueden aplicar a los ejemplos discutidos.

Sin embargo, algunas propiedades como la construccion de bases ortonor-
males de traslaciones y marcos de Parseval de traslaciones, sélo se pueden
extender a los espacios en que el producto en frecuencias es una funciéon y nun-
ca una medida. Para el caso més general, en las construcciones intermedias
debimos introducir generalizaciones adaptadas a las medidas correspondien-
tes. Veremos que en algunos casos, como el del modelo de sonido en estéreo,
es posible elegir convenientemente una medida de referencia y reconstruir
los resultados de bases ortonormales de traslaciones y marcos de Parseval de
traslaciones. Pero esta construcciéon no se puede hacer en general.

1.7. Organizacion

En el Capitulo 2 daremos un rapido panorama de los espacios invariantes
por traslaciones en L? (R), junto con algunas de las principales herramientas
como la transformada de Fourier, el producto en frecuencias y la multiplica-
cion en frecuencias. También veremos varios teoremas relacionados con estos
espacios. Esta informacion nos servird como motivacion de las definiciones
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que haremos en el caso abstracto. Por un lado, aparecen menos detalles téc-
nicos, por lo que las definiciones y demostraciones son més directas. Por
otro lado, sirve como un ejemplo conocido y concreto en donde se pueden
comparar y entender las definiciones del caso abstracto. En este Capitulo
incluiremos solamente unas pocas demostraciones, ya que los resultados son
conocidos o se demuestran méas adelante con mayor generalidad. Dejamos
solamente aquellas que nos parecen reveladoras para entender la estructura
de los espacios invariantes por traslaciones y de la notaciéon involucrada.

En particular analizaremos como es posible ver parte de estos espacios
como una generalizacion de un espacio de Hilbert en la que los niimeros
complejos se reemplazan por funciones sobre el toro n-dimensional T". Dare-
mos caracterizaciones (conocidas) de las bases ortonormales, bases de Riesz
y marcos usando el producto en frecuencias. Es mas, usando la analogia
anterior podremos usar el algoritmo de Gram-Schmidt para obtener bases
ortonormales con propiedades especiales (cuando sea posible).

En el Capitulo 3 veremos varios ejemplos de espacios invariantes por tras-
laciones de L? (R), que se conocen como espacios de banda limitada. Asi es
posible ver como funcionan algunas de las definiciones en casos practicos.
Elegimos casos particulares en donde las cuentas son sencillas y facilitan la
comprension de la notacion. También servirdn como ejemplos y contraejem-
plos de varios resultados que aparecen en este trabajo.

En el Capitulo 4 describimos las propiedades de los espacios invariantes
por traslaciones en varias dimensiones. La estructura es muy similar al caso
unidimensional y las herramientas se copian sin dificultad. En particular
analizamos la importancia de que las traslaciones en las diferentes direcciones
conmuten entre si

En el Capitulo 5 damos una generalizacion de los espacios invariantes
por traslaciones en L2 (]Rd) a un espacio de Hilbert abstracto, en el que las
traslaciones se reemplazan por n operadores unitarios que conmutan.

En el Capitulo 6 damos algunos ejemplos de espacios con esta estructura.
El primer caso es el de los sistemas de Gabor subadjuntos, en los que se
consideran traslaciones y modulaciones enteras. Aparecen en las aplicaciones
y servirdn para aplicar los resultados generales a otro ejemplo interesante. A
continuacion, veremos varios ejemplos mas patoldgicos. Son ejemplos senci-
llos, en los que se ven claramente que al generalizar el producto en frecuencias
se pueden obtener medidas. Finalmente, se analizaremos un espacio forma-
do por dos copias de L? (R). Este puede ser ttil para fendmenos en los que
se miden dos senales al mismo tiempo, como por ejemplo el sonido en esté-
reo. Veremos tres posibles estructuras y las diferencias que aparecen en la
notacion.

En el Capitulo 7 daremos una version adaptada del Célculo Funcional

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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Continuo para varios operadores unitarios que conmutan, como lo hacen nues-
tras traslaciones generalizadas. También caracterizaremos el espectro conjun-
to relacionado con estos operadores.

En el Capitulo 8 daremos las definiciones del equivalente al producto en
frecuencias y multiplicacion en frecuencia para el caso abstracto. También
demostraremos las propiedades mas elementales de estos nuevos objetos.

En el Capitulo 9 continuaremos describiendo varias propiedades generales
y veremos como es posible repetir la ortogonalizacion realizada en los espacios
invariantes por traslaciones, para obtener una base ortonormal de traslaciones
a partir de una base de Riesz de traslaciones.

En el Capitulo 10 estudiaremos el caso general, es decir que se abandona
la hipotesis de que el espacio tiene una base ortonormal de traslaciones. De
esta manera estudiaremos espacios que tienen marcos de traslaciones o incluso
estructuras aun mas débiles. Con ello, veremos la estructura de estos espacios.
En particular, daremos una caracterizaciéon de los espacios que tienen un
marco de traslaciones.

También veremos que al restringir las operaciones convenientemente se
obtiene nuevamente un modulo de Hilbert.

En el Capitulo 11 veremos como aplicar estas herramientas a un resulta-
do de Bownik y Kaiblinger demostrado en [BK06|. Este resultado dice que
dado un sistema de generadores, existe un sistema de generadores minimal
combinando los generadores iniciales. Demostramos que se puede extender al
esquema abstracto y por ello a los ejemplos discutidos.

En el Capitulo 12 veremos como aplicar estas herramientas a un resultado
obtenido por Aldroubi, Cabrelli, Hardin, Molter y Rodado en [ACHMRO04].
En particular analizaremos que propiedades permiten reconocer si tenemos
un sistema de generadores de un subespacio. Veremos que es posible utilizar
la dimension media para extender este resultado a espacios que no tienen
una base de Riesz de traslaciones. Demostramos que se puede extender al
esquema abstracto y por ello a los ejemplos discutidos.

En el Capitulo 13 daremos algunos ejemplos adicionales en los que se
ven las diferencias entre las dos nociones de espectro que aparecen a lo largo
del trabajo. También analizaremos nuevamente el ejemplo del modelo del
sonido en estéreo, y discutiremos como se puede extender algunos resultados
eligiendo una medida de referencia adecuada.

En el Apéndice A daremos una definicion completa de los modulos de
Hilbert y las C*-algebras, que se usan durante el trabajo.

En el Apéndice B veremos como se utilizan los espacios invariantes por
traslaciones y las bases de traslaciones para la compresion de imégenes foto-
graficas.
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Capitulo 2

Espacios invariantes por
traslaciones

Los espacios invariantes por traslaciones enteras son subespacios cerrados
de L*(R) con la propiedad de que si una funciéon f (x) esta en el subespacio,
también lo estaré la funcion

Eff(z) = f(x — k)

donde k es un nimero entero y E* es el operador traslacion por k. Este es un
operador unitario o sea que en particular para toda funcién f tenemos que
|E*f|| = If]l- A lo largo de este trabajo consideraremos solamente trasla-
ciones enteras y operaciones con propiedades similares, por ello llamaremos
a estos espacios simplemente espacios tnvariantes por traslaciones.

Uno de los casos mas estudiados es el de las funciones de banda limitada.
Las funciones en estos subespacios tienen sus frecuencias un conjunto fijo, por
ejemplo el intervalo [—, 2]. Al trasladar la funcién no cambian las frecuen-
cias que aparecen en su transformada de Fourier y por ello siguen estando en
el mismo espacio. Analizaremos varios de estos espacios en el Capitulo 3.

En el Capitulo actual primero definiremos como son las bases de trasla-
ciones y estructuras similares, que respetan la estructura de estos espacios.
Después veremos varias operaciones que utilizaremos para construir caracte-
rizaciones y algoritmos. Con ciertas restricciones, estas operaciones forman
una estructura de modulo de Hilbert, que es una generalizacion de los espa-
cios de Hilbert. En este caso, la diferencia es que los escalares en vez de ser
numeros complejos son funciones en el toro T.

Usaremos estas operaciones para ver caracterizaciones de las bases orto-
normales de traslaciones. También, aprovechando la similitud con los espacios
de Hilbert, veremos que es posible aplicar el algoritmo de Gram-Schmidt pa-
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12 Capitulo 2. Espacios invariantes por traslaciones

ra construir bases ortonormales de traslaciones a partir de bases de Riesz de
traslaciones.

No todos los espacios invariantes por traslaciones tienen una base orto-
normal de traslaciones, asi que discutiremos los marcos de Parseval de tras-
laciones, que son una estructura mas general. Con ellos podremos definir una
funcion dimension, que servird como anédlogo de la dimension de los espacios
de Hilbert.

En este Capitulo daremos s6lo las demostraciones que iluminan mas la es-
tructura de estos espacios ya que muchas de estas propiedades son conocidas
y otras las demostraremos mas en general en los Capitulos posteriores.

2.1. Bases de traslaciones

En un espacio invariante por traslaciones, nos interesa encontrar bases
ortonormales y estructuras similares que estén formadas por las traslaciones
de una o mas funciones, quizés infinitas de ellas.

Dado un conjunto F' = {fi,..., fr,...} de funciones en L* (R) definimos
el conjunto de traslaciones de F' como

E(F)={E*f,k € Z,i € N}.

Tanto en F' como en E (F') permitiremos que los elementos aparezcan con
multiplicidad, o sea que puede haber repeticiones de ellos y la cantidad de
repeticiones en F' se tendra en cuenta al calcular F (F'). Ademas pueden
aparecer repeticiones adicionales si E*f; = E¥ f; cuando al menos uno de
los indices es distinto.

Si F' es un conjunto finito, también utilizaremos la misma notaciéon para el
conjunto de sus traslaciones. Cuando tengamos una sola funcion f usaremos
la notacion F (f) para representar E ({f}). También definimos el espacio
invariante por traslaciones generado por F' como el menor espacio invariante
por traslaciones que contiene a F', o sea

S(F)=(EFf,k€Z,i e N).

Nuevamente, usaremos la misma notacién para conjuntos finitos y para una
sola funcion escribiremos S (f) en vez de S ({f}). También diremos que las
funciones fi,..., fr,... que estan en F' generan el espacio invariante por
traslaciones S (F).

En general, serd 1til tener a los elementos de los conjuntos en algtin orden
determinado y por eso trabajaremos con sucesiones y vectores de funciones.

Para que las traslaciones de F' sea una base ortonormal, es claro que no
debe haber repeticiones en F'. Sin embargo, vamos a estudiar conceptos mas
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generales en los que se permiten repeticiones, como los marcos que veremos
en la Seccion 2.5.

Este tipo de bases aparece en muchas aplicaciones. Por ejemplo en el
Apéndice B vemos como se aplican estas bases a la compresion de imagenes
y mas en general al procesamiento de seniales. Un punto critico en muchos de
estos algoritmos es elegir una base de funciones que sea buena para describir
las imagenes o senales bajo estudio. Por ejemplo, se busca que las funciones
sean continuas, o de soporte compacto.

2.2. Operaciones

Vamos a mostrar algunas operaciones que se utilizan a menudo para tra-
bajar en los espacios invariantes por traslaciones de L? (R). Estas operaciones
sirven para transformar a un conjunto inicial de funciones y construir algorit-
mos que permitan obtener un nuevo conjunto de funciones con propiedades
especiales.

En cada caso, vamos a discutir las principales propiedades. Ademas las
reescribiremos de manera que motiven las definiciones que utilizaremos en el
caso abstracto.

2.2.1. Transformada de Fourier

La herramienta fundamental para trabajar en los espacios invariantes por
traslaciones es la transformada de Fourier. Hay miltiples convenciones para
calcular esta transformada. Ahora describiremos la convencion que utilizare-
mos a lo largo de este trabajo.

Si f es un funcion en L' (R) definimos su transformada de Fourier

Fy= [ fayeaa

en donde ¢ es un namero en R ( correspondiente a una “frecuencia”). Definimos
la antitransformada como

Fr= [ raenas

Estas operaciones se pueden extender de la manera usual a funciones en
L? (R) y en ese caso son isomorfismos isométricos, o sea que

I7]. =7

=17

2 2
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Ademads una es la inversa de la otra.

Usaremos varias transformadas de Fourier entre distintos espacios de fun-
ciones. En todos los casos respetaremos esta convencién de signos, indicando
como la transformada la definicion en la que parece un signo “—" en el expo-
nente y como antitransformada la que tiene un signo “+”.

Vamos a representar al toro T como el intervalo [—%, %} con los extremos
identificados. Otra posible representacion es el circulo de radio 1 en los nu-
meros complejos. Para pasar de una representacion a la otra utilizaremos la
funcion z: T —{X € C/|\| = 1} tal que

2 (W) = ™.

Para una funcién f en L'(T) definiremos su transformada de Fourier
como

Qﬂmzéfwm”mww

en donde n es un ntimero entero en Z.
Para una sucesion f en ¢! (Z) definimos su transformada de Fourier como

flwy=> fnye?mr,

neL

en donde w es un punto del toro T.

En ambos casos definimos la antitransformada correspondiente utilizando
el signo positivo en la exponencial.

Estas cuatro transformaciones se extienden nuevamente a funciones en
L?(T) y sucesiones ¢ (Z) respectivamente. Estas extensiones son isomorfis-
mos isométricos y ademas cada antitransformada es la inversa de la otra
transformada, o sea que:

» V: (2(Z) — L*(T) es la inversa de ": L*(T) — (*(Z).
» V: L?(T) — (*(Z) es la inversa de ": (*(Z) — L*(T).

Modulaciones

Junto con las traslaciones, otra operacion importante es la modulacion.
Dada una funcion f se obtiene la funcion

MES (2) = f () o2

para cada nimero entero k. Este también es un operador unitario, asi que

IMEFIf =171
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Heuristicamente, esta operacion corresponde a una traslacion en frecuen-
cias de la funcion f. La transformada de Fourier se relaciona con las trasla-
ciones de la siguiente manera:

« Bhf =M [y (B5f) = MF]
« MFf=EFfy (MYf)Y = EFf

Usaremos estas relaciones para definir las operaciones en los espacios in-
variantes por traslaciones. También veremos en la Seccion 6.1 los sistemas de
Gabor que combinan estas dos operaciones.

2.2.2. Producto en frecuencias

Ahora vamos a ver una operacion llamada producto en frecuencias que a
un par de funciones en L? (R) le asigna una funcién definida sobre el toro T.
Veremos que tiene muchas propiedades similares a un producto escalar.
Dadas dos funciones f y g en L* (R) definimos

{figtw) =) flw-kg—Fk) (2.1)

Como [y g estan en L? (R), entonces sus antitransformadas de Fourier
f v § también estan en L? (R). Por ello la funcion f§ esta en L' (R) y su
periodizacion esta en L' (T).

La definicion mas utilizada del producto en frecuencias (por ejemplo en
[GLT93|, [BDR94a|, [RS95], [Bow00], [ACHMRO4]) involucra las transfor-
madas de Fourier en vez de las antitransformadas, o sea que la expresion
queda

{£,9y™" (@) =>_ flw=k)gw—h).
k
Ambas definiciones difieren en detalles minimos. La diferencia es que

{f.9} (@) = {f.9}"™"™ (-w).

Todas las demostraciones y caracterizaciones funcionan con ambas. Sin
embargo, para poder relacionar al producto en frecuencias con el calculo fun-
cional con el operador de traslacion E es més comodo si se toma la definicion
que elegimos en la Ecuacion (2.1).

Muchas de las propiedades de los espacios invariantes por traslaciones se
pueden analizar a través de la matriz formada por los productos en frecuen-
cias calculados entre cada par de sus generadores. En particular, se obtiene

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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mucha informacion del producto en frecuencias de una funcién f consigo mis-
ma {f, f} (w). Varios algoritmos utilizan esta funcion para construir nuevas
funciones dentro del espacio invariante por traslaciones.

Una notacion mas usual para esta operacion es

Cry (@) E {f. 0} (@),

Preferimos utilizar esta notaciéon que recuerda a la de un producto interno.
Vamos a ver que, con ciertas restricciones, esta operacion y la que definiremos
a continuacion tienen propiedades similares al producto interno y producto
por escalares de un espacio de Hilbert. Con esta notacién sus propiedades
se expresan de una manera mas intuitiva y van a ser mas faciles de utilizar
en las secciones siguientes. Vamos a ver que la estructura formada por estas
operaciones restringidas es un modulo de Hilbert, que es una generalizacién
de un espacio de Hilbert. En nuestro caso en vez de utilizar ntmeros, vamos
a tener que utilizar como escalares a las funciones definidas en el toro n-
dimensional T.

Utilizaremos también esta notacion para definir los analogos en un espacio
de Hilbert abstracto en el que se han fijado operadores que desempenan el
papel de las traslaciones. Asi podremos extender algunos resultados de los
espacios invariantes por traslaciones a esquemas mas generales, casi sin hacer
modificaciones.

Otra definicién

Vamos a dar otra definiciéon del producto en frecuencias en L? (R). Para
ello calculemos la serie de Fourier de {f, ¢} (w) en un entero a € Z.

T = [ S Fw-Rnge=Re*

- /TZ fw— k) 5w — k) e du

/f ) g dw—/f (Bg)" (@) dw

en donde podemos agrupar las integrales sobre T con la suma ya que las
como las funciones f y g estan en L? (R), entonces f§ esta en L' (R). Asi
que tenemos que

(1.9} () = (J,Eg). (2.2)
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Esta igualdad es importante, porque la usaremos para generalizar el pro-
ducto en frecuencias.

Veamos otra forma de mirar esta ecuacion. Dadas las funciones f y g,
consideramos el conjunto de las traslaciones de g

E(g)={E%g,a € Z}.

Ahora consideramos los productos escalares entre f y todas las traslacio-
nes de g. Esto nos da una sucesion de nimeros complejos

{<j}12ag>}a62'

Temporalmente podemos asumir que esta sucesion tiene un buen decai-
miento, por ejemplo es de soporte finito, esta en ¢! (Z) o al menos en (2 (Z).
En estos casos podemos usar la inversa de la serie de Fourier y obtener la
funcion

{f,9} @) = ({{f, E°9) }ocz)” (W) (2.3)
=Y (f, B = (f,E"g) 2 (w),

a€Z a€Z

en donde usamos la notacion z* (w) = (z (w))".

Segun el decaimiento de la sucesion de coeficientes, tenemos que la suma
es finita, converge puntualmente, o al menos en L? (T) respectivamente.

En los espacios invariantes por traslaciones de L? (R) la Ecuacion (2.1) y
la Ecuacion (2.2) nos dicen que la sucesion {(f, £°g)} ., es la serie de Fourier
de una funcion en L' (T). Ademés la aplicacion que manda una funciéon de
L' (T) en su serie de Fourier es inyectiva, de manera que la inversa esté
definida. En particular se tiene que la imagen de L' (T) por la transformada,
de Fourier esta incluida en ¢ (Z), las sucesiones que tienen limite cero. Por
la inyectividad, la Ecuacion (2.3) tiene sentido, aunque puede ser que las
sumatorias no converjan puntualmente.

Sin embargo, vamos a ver que en el caso méas general de los espacios
abstractos no siempre se tiene un buen decaimiento de los coeficientes y
deberemos considerar generalizaciones del producto en frecuencias que son
medidas.

2.2.3. Multiplicador

Hay otra operaciéon muy usada para trabajar en los espacios invariantes
por traslaciones de L? (R), pero casi siempre se utiliza de manera implici-
ta. Consiste en multiplicar la transformada de Fourier de una funcion f de
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L? (R) por una funcion periodica m, en el dominio de las frecuencias. De esta
manera, se obtiene una nueva funcion m e f en L? (R), definida a partir de
su antitransformada de Fourier,

(mef)" =mf,
O Sea o
me f=mf. (2.4)

Para que esta operacion tenga sentido, se debe pedir que mf sea una
funcion de L? (R). Esto es equivalente a pedir que sea finita la expresion

= | fe) ;;AVMW—mfw—@

y como m es periodica tenemos que,

Z/\m (w—k dw—/\m ‘kezz‘fw_‘w
—AWWW%H@Mw

2

dw.

o sea que m tiene que pertenecer a L* ({f, }).

Multiplicador y funciones continuas

Veamos como reescribir el multiplicador de manera que no utilice la trans-
formada de Fourier de manera explicita. Tomemos una funciéon m que sea una
exponencial compleja

m(w) — Za (Cd) — e?ﬂ'iaw7

en donde a es un nimero entero. Entonces tenemos que
AN a g A a
mOf:(mf) :(]\/[ f(w)) =FE°f.
De manera que es sencillo escribir las traslaciones enteras mediante esta mul-
tiplicacion.
En general, si tenemos un polinomio trigonométrico (quizas con exponen-
tes negativos) de la forma
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por la linealidad de estas operaciones tenemos que

PRl =p(E = Y k@) @)
— Y a0 @ = aBf=pE)],
k finito k finito

tal que aplicado a una funcion f en L?(R) da

p(E)f= ) aE‘f.

Esta igualdad se puede extender a funciones periédicas continuas de la
siguiente manera. Dada una funcién continua y periddica m se la puede
identificar como una funcién m sobre el circulo de los complejos de radio
1, tomando m (z (w)) = m(w). Ademas las propiedades de continuidad y
medibilidad de una son equivalentes en ambas. Utilizando el calculo funcional
para la funcion m continua, definida sobre el toro T tenemos el operador
m (E) que es acotado en L?(R). Como los polinomios son densos en las
funciones continuas del toro (con la norma || ||.), es posible demostrar que
al igual que con los polinomios.

(moz)e f=m(E)f. (2.5)

2.2.4. Operaciones vectoriales

También vamos a definir la versioén vectorial de estas operaciones:

Si F=(f1,....f) v G=(g1,--.,95)" son dos vectores de funciones en
L? (R), definimos la matriz {F, G} de funciones en L' (T) de tamafio r X s
con coeficientes

{F, G}i,j ={fi9;}

Si tenemos un vector M = (my, ..., m,) de funciones en el toro tales que
m; esta en L? ({f;, f;}) entonces definimos la funciéon M e F en L? (R) de
manera que

MQF:zT:miofi.
i=1
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Si tenemos una matriz M de funciones en el toro de tamano g x r, de filas
(M, ... ,Mq)t, tales que M7 o F esta bien definido para todo j = 1,...,q,
entonces definimos el vector de ¢ funciones M e F en L? (R) de manera que

los coeficientes son A
(MeF), =M eF.

2.3. Restriccion a L2 (R)"

Vamos a ver como es posible restringir el dominio de estas operaciones,
para obtener una estructura de moédulo de Hilbert.
. A
Definimos L? (R)” como

L? (R)* = {feL?>(R)/{f [} esacotada en T} .

En la Proposiciéon 10.7 demostraremos que un conjunto de este tipo es un
subespacio invariante por traslaciones enteras (no necesariamente cerrado)

de L* (R).
11 = /IS FHl s

Ademas definimos
en donde se usa la norma || ||, de L> (T), las funciones medibles y esencial-
mente acotadas sobre el toro T. Se puede demostrar que esta es una norma
(distinta de la norma usual de L2 (R)) y que con esta nueva norma L2 (R)"
queda cerrado, aunque no es un espacio de Hilbert.

Al restringir las dos operaciones al subespacio L? (]R)A y tomando para
el multiplicador so6lo funciones en L™ (T) (o equivalentemente las funciones
acotadas y periodicas) obtenemos muchas propiedades, que citamos a conti-
nuacién sin demostracion:

Lasuma +: L% (R)* x L2 (R)* — L2 (R)” hace que L? (R)" sea un grupo
abeliano, o sea:

(W+o)+o=v+(d+¢).
YHo=0+1.
Existe un elemento 0 de L? (R)A tal que 0+ ¢ = .

Para todo v de L? (R)A existe otro elemento ¢ de M tal que ¥+ ¢ = 0.
La notaciéon usual de ¢ es —.

Se tiene un producto e: L (T) x L2 (R)* — L2 (R)* compatible con el
producto del algebra L> (T), o sea:
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= (1poe(r) ® %) =1 en donde 1pe(r es la unidad de L (T).
= (me(ney))=(mn)ey.

El producto e es lineal en ambas variables:

s (m+n)ey)=me) +nerp.

= (me(Y+9¢)) =me+meg.

Se tiene un producto interno { , }: L2 (R)* x L2 (R)* — L (T) que es
sesquilineal:

= {Y+ 0,0} ={v, 0} +{0,¢}.

{m e, o} =m{y, ¢} para todo m en L>(T).
{v, 0} ={¢,v}.

{0} 20y {¢,¥} =0siy solosiy =0.

Ademas:
= L2 (R)" es completo con la norma || ||,.

Estas propiedades dicen que L2 (R)A es un modulo de Hilbert sobre
L> (T). La mayoria puede verificarse en forma directa reemplazando en cada
caso por las respectivas definiciones. Més adelante en la Subseccion 10.1.2
las demostraremos en general.

Nota 2.1. Si en estas propiedades hacemos los siguientes reemplazos
()
a0 — .

L2R)* - H

» [ (T)—C

=11
*

obtenemos las propiedades de un espacio de Hilbert H, con la notacion
usual.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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En nuestro caso, como L™ (T) es un anillo y no es un cuerpo como C,
nos queda que es un “modulo” en vez de un “espacio vectorial”. Para definir
un moédulo de Hilbert, se pide més que un anillo. Se necesita utilizar una C*-
algebra, que es un algebra que tiene una norma y una conjugacion adecuadas.
La definicion completa de estas estructuras esté en el Apéndice A.

La préctica usual para manejar médulos de Hilbert es utilizar los mis-
mos simbolos que para espacios de Hilbert. Nuestro problema es que estamos
interesados en averiguar las propiedades de los espacios invariantes por tras-
laciones de L? (R), que es un espacio de Hilbert, y para ello los analizamos
a través de las propiedades de los subespacios cerrados de L2 (R)A, que es
un modulo de Hilbert. Asi que tenemos dos productos escalares, uno que da
un numero complejo en C y el otro da una funcion acotada en L>™ (T). Algo
analogo pasa con el producto por escalares y con la norma. Para evitar con-
fusiones entre las operaciones asociadas a cada estructura, nos parecié mejor
reservar la notacion usual para L?(R) y denotar las otras operaciones con
simbolos ligeramente deformados.

Un enfoque similar a este se puede encontrar en [Wil02]|, en donde se
estudian primero las propiedades algebraicas del producto en frecuencias y
multiplicador, para después aplicarlas a la reconstruccion de varios resultados
de espacios invariantes por traslaciones en L? (R) y onditas.

2.3.1. Bases ortonormales

Queremos caracterizar los conjunto de funciones {1, ..., fr,... } en L? (R)
tales que el conjunto E ({f1,..., fr,...}) de las traslaciones de las f; es una
base ortonormal de S ({f1,..., f- ... }) el espacio invariante por traslaciones
generado por {fi,..., fr, ... }. El caso finito es anélogo.

La condicién de ortonormalidad entre las traslaciones es

by epy_ J 1 st b=cyi=j
<Ef“EfJ>_{O si no

Como E' es unitario es equivalente a pedir que

apr_ ) L st a=0yi=y
<f“Ef]>_{0 si no

Usando la ecuacion la Ecuacion (2.3) que dice que

{fi, [;} (w) = Z (fi E°f;) o2miaw

a€Z
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esto es lo mismo que pedir que

(et} ={

1 si i=7
0 si no ’
en donde, por un abuso de notaciéon, llamamos 1 a la funciéon constante 1
sobre el toro T.

Al hacer los reemplazos indicados en la Nota 2.1, obtenemos justamente

1 si 1=y
of)@ =1 o 5
si  no

que es la caracterizacion de una base ortonormal en un espacio vectorial. En
donde ahora el 1 es el namero 1.

Con esto vemos que el producto en frecuencias sirve para caracterizar de
manera clara los conjuntos cuyas traslaciones forman una base ortonormal

de traslaciones. Ademés vemos que la caracterizacion es analoga a la de las
bases ortonormales de los espacios de Hilbert.

?

2.3.2. Bases de Riesz

En general es dificil encontrar bases ortonormales de traslaciones de un
espacio invariante por traslaciones. Por ello se recurre a nociones similares,
que son mas débiles.

Dado un espacio de Hilbert H, decimos que una sucesion {vq},., de
elementos de H es una base de Riesz de H, si {vq},, €s completo y existen
constantes A, B > 0 tales que

2
Allelly <

E CaVq

a€Z

2
< Bl (2.6)
2

para toda sucesion ¢ de soporte finito.

Si H tiene dimension finita, la definicion es analoga, pero se debe utilizar
un conjunto de indices finitos.

Nos interesa encontrar bases formadas por las traslaciones de una o algu-
nas funciones de L? (R).

Queremos caracterizar los conjunto de funciones { f1,..., f»,... } en L* (R)
con la propiedad de que el conjunto E ({f1,..., fr,...}) es una base de Riesz
de S{f1,.-., fr,---}) el espacio invariante por traslaciones generado por
{fi, -y fry.-. }. O sea que existen constantes 0 < A < B tales que

2
i|2 i ik il|2
A el < 22 > kB il < B[],
ieN i€N keZ 9 ieN

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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para toda eleccion de {¢'},  formada por sucesiones que en total tienen una
cantidad finita de términos.

Vamos a reescribir el termino central, llamando ¢ = (¢*,...,¢",...)
2 2
i ok ~i S 2
S| =S de s =)o r;
€N k€EZ 2 €N 2

:/T{C*.F,O.F}dw:/TmF,Fm*dw.

Anélogamente, para los extremos tenemos que

Yol => Z:/Oé*dwz/éldé*dw.
T T

1€N 1€EN

C

2_
2

(v:i

De esta manera, la definicion de base de Riesz se puede escribir equiva-
lentemente como

A/C*Idé*dwg/O{F,F}é*dwgB/mdé*dw, (2.7)
T T T

en donde C' tiene una cantidad finita de términos no nulos, que son polinomios
trigonomeétricos.
Es facil ver que si

ACIdC* < C{F,F}C* < BC1dC*

entonces se cumple la Ecuacion (2.7). Veamos que en realidad son equivalen-
tes.

Para todo polinomio trigonométrico p (), C'p (z) también es un polinomio
trigonomeétrico asi que tomando la sucesion de sus coeficientes

AAp(z)C’IdC’*p(z)dwé Ap(z)é’{F,F}C’*p(z)dw

<B/p(z)é’1dé*p(z)dw
T
y entonces
A/|p(z)|201dé*dw</|p(z)|20{F,F}é*dw
T T

< B/ lp(z)?CldC*dw
T
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Como C' esta formada por una cantidad finita de polinomios trigonomeé-
tricos entonces la funcion C' (w)Id C* (w) esta acotada uniformemente, por
una constante M. Por ello

B/ lp(z)?CldC*dw < B/ p(2)" Mdw < BM | (Z)|2||OO
T T
si tomamos el operador

mOZHB/mozCV’IdCV’*dw (2.8)
T

es lineal y acotado sobre las funciones de la forma [p (2)[>.

Veamos que estas funciones son densas en las funciones continuas positi-
vas. Dada una funcion m o z positiva, /m o z también es positiva. Tenemos
que para todo € > 0 existe un polinomio trigonométrico que la aproxima

H\/mo —p(z)Hoo < e,

y por lo tanto

[(Vmoz—p(2) (Vmoz+p(2)|,
[Vmoz—p(2)] [Vmez+p(2)|
e([|Vmoz|| +1p)l)

e ([[Vmoz| +[[vmoz|| +e).

Entonces por densidad, el operador definido en la Ecuacion (2.8) se puede
extender a las funciones continuas positivas y sigue siendo acotado.

Se puede hacer lo mismo con los otros dos términos y para las funciones
continuas y positivas se sigue cumpliendo la desigualdad. Por el teorema de
representacion de Riesz, estos operadores son medidas, y la desigualdad se
extiende a las medidas. En particular para todo conjunto A tenemos que

lmoz—Ip ()7l

NN

A/XAC*Idé*dwg/XAO{F,F}O*dwgB/XAC*IdC**dw.
T T T
Si la desigualdad

ACIdC* < C{F,F}C* < BCldC*

no se cumple para casi todo punto, entonces tomando como A al conjunto
donde alguna de ellas no se cumple llegamos a una contradiccion.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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Las sucesiones de soporte finito son densas en las sucesiones de ¢* (N x Z),
asi que la desigualdad anterior se puede extender a todas las sucesiones tales

que
2 i
‘ 2 _Z”C

ieN
Asi que podemos escribirla como una desigualdad de operadores

C \§<oo.

Ald < {F,F} (w) < BId. (2.9)

Asi obtuvimos una caracterizacion de las bases de Riesz de traslaciones,
que se escribe de manera sencilla utilizando el producto en frecuencias. En
el caso en que A = B = 1 queda nuevamente la caracterizacion de las bases
ortonormales de traslaciones.

2.3.3. Ortonormalizacion

Si se tiene una base finita o numerable de un espacio de Hilbert, se puede
usar el algoritmo de Gram-Schmidt para encontrar una base ortonormal.
Queremos hacer lo analogo en espacios invariantes por traslaciones.

A partir de una base de Riesz, formada por las traslaciones de una canti-
dad finita o numerable de funciones, queremos obtener una base ortonormal
del espacio. Si aplicamos el algoritmo de Gram-Schmidt directamente la nue-
va base es ortonormal pero, casi con seguridad, no estard formada por las
traslaciones de una cantidad finita o numerable de vectores. Esto se debe a
que cada una de las traslaciones de una funcién original se ortonormalizan
por separado, sin tener en cuenta las transformaciones aplicadas a las otras
traslaciones de la misma funcion.

Para encontrar una base con las propiedades buscadas, vamos a basarnos
en la analogia entre el producto en frecuencias y el producto interno y la
analogia entre el multiplicador y el producto por escalares. Un algoritmo
similar fue utilizado por Goodman, Lee y Tang en [GLT93|, pero agregaban la
condicion adicional de que las funciones originales sean suaves. Ademas en la
demostracion solo utilizaremos las propiedades de los modulos de Hilbert, asi
que cuando encontremos mas ejemplos de estas estructuras la demostracion
se extenderd directamente, reemplazando L> (T) por L*> (T™) para poder
considerar el caso multidimensional

A diferencia de los espacios vectoriales de dimension finita, en los espacios
de dimension infinita es necesario considerar varios conceptos de bases. La
condicion de independencia lineal muchas veces no es suficiente. En este caso
necesitaremos que la base original sea una base de Riesz que es una condicién
mas fuerte que la independencia lineal.
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Para poder utilizar la analogia entre espacios de Hilbert y modulos de
Hilbert, vamos a restringirnos a funciones en L? (]R)A que son aquellas en
que su producto en frecuencias esta acotado.

Ahora podemos aplicar el analogo al proceso de Gram-Schmidt, para en-
contrar una base ortonormal, a partir de una base de Riesz. El algoritmo
estd copiado casi textualmente de libro de Kolmogorov |[KF72|, haciendo los
inversos de los cambios indicados en la Nota 2.1. El tinico punto en donde se
presenta una dificultad adicional es al reemplazar la condicién de indepen-
dencia lineal por la de base de Riesz. Discutiremos este punto con atencion.

Al realizar la ortonormalizacién, para normalizar es necesario dividir por
la norma de un vector. La independencia lineal asegura que este vector es
no nulo y por ello la norma es distinta de cero. Al tratar de utilizarlo en
los espacios invariantes por traslaciones, deberemos dividir por una funcién.
Para poder dividir y que el inverso sea acotado, no alcanza con que sea
distinta de cero. Ni siquiera alcanza con que sea distinta de cero en todo
punto. Necesitaremos que esté acotada uniformemente por debajo. Para eso
usaremos el siguiente Lema.

Lema 2.2. Sea ® = (¢, ¢, ...) en L2 (R)* tal que sus traslaciones E (®) es
una base de Riesz del subespacio que generan S (®), y sea M = (my,mo,...)"
un vector de funciones en L (T), entonces

{Me® Med}(w)>|M?w)A,

en donde |M|* (W) = 32, |my (W)|* y A es la constante inferior asociada a la

base de Riesz E (P).

Demostracion. Por la Ecuacion (2.9) tenemos que A < {®, &} para casi todo
w. Entonces

{Moed Med} (w)=M(w){P,d} (w) M* (w)
> A(MM") (w) = [M[* () A.

]

Para demostrar el teorema, utilizaremos la siguiente notacion. Dada una

., . t .
sucesion de funciones & = (¢y,...,d,,...)" definimos el subvector con los
. t
primeros r elementos @, = (¢,...,d,)".

Teorema 2.3 (Gram-Schmidt). Sea ® = (¢y,...,b,,...)" una sucesion de
funciones en L* (R)* tal que las traslaciones E (®) son una base de Riesz
de S (®). Entonces podemos construir V= (1, ..., 9,,...)" una sucesion de
elementos de L2 (R)* tal que las traslaciones E (U) es una base ortonormal

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert



28

Capitulo 2. Espacios invariantes por traslaciones

de S(®). Es mds, para cada nimero r € Ny vale la igualdad de subespacios
S(®,) = S(V,) y existe una matriz de funciones M, € (L= (T))"™" tal que
VU, =M,.ed,.

Demostracion. Vamos a probarlo inductivamente. Para » = 0 no hay nada
que probar.

Supongamos que vale para r y veamos que vale para r+1. La demostracion
tiene cuatro pasos:

Paso 1:

Paso 2:

Ortogonalizacion
Llamemos
Dri1 = Prpa Z {¢r+1a¢k} Yy = drq {¢T+17 v } oV,
k<r

Las operaciones entre L2 (R)* y L* (T) siempre estén definidas y son
cerradas, como vimos en la Seccion 2.3, entonces ¢, € L (R).

El nuevo vector es ortogonal a todos los otros en W,., porque si tomamos
I[<r

{%Ha%} = {¢r+1 - Z {¢r+1a¢k} . ¢k>¢l}

k<r
= {¢r+lawl} - Z {¢r+17 wk} {7%, wl}
k<r
= {¢r+1>¢l} - Z {¢T+1’wk} Opg = 0.
k<r

Podemos reescribir a ¢, ; usando la matriz M, de la hipé6tesis inductiva

Pre1 = r+1 {¢r+1a‘I’} )
Lo, - <{¢TH,%} e,

y usando ahora el Lema 2.2 con el vector @,
{rrn} 2 A2+ o W M) 24 (210

Normalizacién
Definamos ahora
1

° SDT‘+1'
\/ {¢r+17 Q0T+1}

errl -
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Paso 3:

Paso 4:

Por la Ecuacién (2.10) la funcion {@,,;, ¢, 1} estd acotada inferior-

mente, asi que \/ﬁ estd en L (T). Como las operaciones son
¢r+1v r4+1

cerradas estd definido ¢, ; que es una funcion en L? (R)*. Mallat en
[Mal89]| utiliz6 una cuenta similar para obtener una base ortonormal
de traslaciones a partir de una base de Riesz de traslaciones, en el caso
de una sola funcion generadora.

Veamos que el nuevo vector estd normalizado y sus traslaciones son
ortogonales

_ 1 1
{¢r+1a ¢T+1} - {\/{Lpr+1,ipr+l} o 907*+1a \/{tpr+1,apr+1} [ ] §0T+1}

- m {ori1, 001} =1.

Y veamos que sigue siendo ortogonal a los anteriores, si [ < r

{11, 0} = {m%ﬂa wz}

=1 =——1L1 ___0=0.
\/{%H,%H} {SOTJFI’ wl} \/{%H’%H}

Asi que las traslaciones de ¥, ; forman una base ortonormal del subes-
pacio que generan, o sea S (W, ,q).
Igualdad de subespacios

Por la hipotesis inductiva, S (V,) es igual a S (®,), que esta incluido
en S (®,41). Por construccion 9, esta en S (P,41), asi que S (¥, 1)
esta incluido en S (®,41).

Veamos ahora la inclusion inversa. Invirtiendo los pasos que llevan de
®p41 @ P, podemos escribir

¢7‘+1 - {¢7‘+17 \I;T} o \IJT + {gpr—f—l? Sor—&-l} o wr-‘rl

y entonces ¢, estd en S (V,;q). Por lo tanto S (¥, 1) esta incluido
en S (®,1) y ambos subespacios son iguales.

Nueva matriz

Componiendo los dos pasos que llevan de ¢, ; a ¢, ; podemos escribir
1 {¢r+17 \Ijk}

d ¢7‘+1 -
\/ {SOT+17 (207"+1} \/ {§0r+17 SOT+1}

¢r+1 =

o (M, 0d,).
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Como los coeficientes de M, son funciones acotadas entonces por las
propiedades descriptas en la Seccion 2.3 las podemos reagrupar

{¢r+l7 \Ijk} Mr

1
Vpyy = ® Py —
\/ {Qor—&-l? gpr—i—l} \/ {907"—1—17 907’—1—1}

De esta Ecuacion podemos calcular también los coeficientes de la nueva
fila de la matriz M, .1, que en notaciéon de bloques es

oD,

M, 0
MT‘+1 = . {¢r+17qlk}Mr

1
\/{‘Pr+1"ﬁr+1} \/{Sa'r-kl?(pr-&-l}

2.4. Funcién dimensiéon constante

Vamos a ver como definir un andlogo a dimension para los espacios in-
variantes por traslaciones. Todos estos subespacios tienen dimension infinita
como espacios vectoriales, pero buscamos un concepto que permita contar la
cantidad de vectores que se necesitan para generarlo, lo mejor posible. Prime-
ro veremos el caso més sencillo en que el espacio invariante por traslaciones
tiene una base ortonormal de traslaciones y después en la Subseccion 2.5.1
el caso general.

2.4.1. Teoremas de Robertson

Consideremos un espacio invariante por traslaciones S que tiene una base
ortonormal formada por las traslaciones de una cantidad finita de funciones
fi,--., fr. La cantidad r de funciones originales es una propiedad muy im-
portante del subespacio S. Vamos a ver que es un nimero que no depende de
la eleccion de la base de traslaciones, asi que esté bien definido. Es més, com-
parte muchas de las propiedades de la dimension de los espacios vectoriales
de dimension finita. A continuacién vamos a demostrar estas similitudes.

Estos resultados fueron demostrados por Robertson en [Rob65], utilizan-
do una notacion muy diferente en el contexto de subespacios errantes (wan-
dering). En los subespacios errantes se considera la accién de un operador
unitario cualquiera. En nuestro caso ese operador es E, la traslacion de largo
1. La demostracion se basa en las propiedades de los espacios invariantes por
traslaciones que aparecen en la Seccion 2.3. Como los casos més generales
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cumplen las mismas propiedades, la demostracion es idéntica y por ello la
pospondremos hasta la Proposicion 9.3.

Proposicion 2.4 (Robertson). Sea ® = (¢y,...,¢,)" un vector de funcio-
nes en L*(R) tales que las traslaciones de ® son una base ortonormal de
S(®) ysea U= (1y,...,1,)" un vector de funciones en L? (R) tales que las
traslaciones de U son una base ortonormal de S (V). Permitimos que ® o ¥
sean sucesiones infinitas y en ese caso tomamos a T 6 S como infinitos sequn
corresponda. Entonces:

1. SiS(®) C S(¥) yr=s<oo entonces S(P) =5 (V).
2. Si S(P) C S(V) entonces r < s.
3. 818 (®) =5 (V) entonces r = s.

4. 8i S(®) C S(¥) ys < oo entonces existe = {gbl,...,g?bs} tal que

Op = &ﬁk para k < r y ademds las traslaciones de ® son una base
ortonormal de S (V).

La analogia con los espacios vectoriales es més evidente al llamar a la can-
tidad de generadores la dimension del espacio invariante por traslaciones. En
analisis funcional, a esta propiedad se la llama generalmente multiplicidad.

Definicién 2.5. Sea S un espacio invariante por traslaciones de L? (R) tal
que existe un vector ® = (¢,,...,¢,)" de funciones tal que las traslaciones
de ® son una base ortonormal de S, entonces definimos

dlmE (S) =T,

en donde el subindice indica que estamos considerando en los célculos al
operador de traslacion F. La misma definiciéon se aplica al caso en que P es
una sucesion infinita y en ese caso

Por la Proposicion 2.4 esta nocion de dimension esta definida de manera
inica, aun en el caso en que sea infinita. Sin embargo, como veremos mas
adelante en los ejemplos en la Seccion 3.2, no todo espacio invariante por
traslaciones tiene una base ortonormal de traslaciones. Asi que esta dimension
no esta definida para todo espacio invariante por traslaciones. En la proxima
Seccion veremos como solucionar esta dificultad.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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Por el Teorema 2.3 esta definicion se extiende directamente a los espacios
que tienen una base de Riesz de este tipo. Salvo para el subespacio trivial
(formado solo por la funcion constante 0), todos los espacios invariantes por
traslaciones tienen dimension infinita. Por ello esta nueva propiedad nos ayu-
da a clasificarlos mejor.

Con esta notacion reescribimos la Proposicion 2.4:

Proposicion 2.6. Si S y T son dos espacios invariantes por traslaciones de
L? (R) tales que tienen definidas dimg (S) y dimg (T'), entonces

1. $i S CT ydimg (S) =dimg (T) < 0o entonces S =T.
Si S C T entonces dimg (S) < dimg (7).
Si S =T entonces dimg (S) = dimg (T') (buena definicion).

Si S C T ydimg(T) < oo, entonces estd definida dimg (T ©5) y
ademds dimg (T'© S) = dimg (T) — dimg (S).

En donde 76 S es el complemento ortogonal de S adentro de 7. Es
importante recalcar que la tltima propiedad vale solamente cuando el mayor
de los espacios invariantes por traslaciones tiene dimensiong finita. Si la
funcién dimensiong de T es infinita, se tiene que existe un espacio invariante
por traslaciones U tal que S @& U = T pero no siempre tiene definida una
funcién dimension de este tipo. Construiremos un ejemplo méas adelante en
la Seccion 3.4.

2.5. Marcos

Como veremos en la Seccion 3.4 no todo espacio invariante por traslacio-
nes tiene una base ortonormal de traslaciones y ni siquiera una base de Riesz.
Para obtener una descomposiciéon del espacio invariante por traslaciones es
necesario utilizar sistemas con propiedades mas débiles, por ejemplo buscar
conjuntos F' cuyas traslaciones sean un marco.

Decimos que {v,} es un marco (frame) de H, si existen constantes 0 <
A < B tales que

Allwl? < 3 [w, v < Bllw|? (2.11)
a

para todo elemento w en H. En particular interesan los marcos de Parseval
en los que las constantes A = B = 1, asi que se tiene que

2 2
loll* = [{w, va) |,
a
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que usando polarizacion se puede reescribir como

w = Z (W, Vg) Vg

a

para todo elemento w en H, en el sentido débil.

Es importante destacar que a pesar de las similitudes de estos sistemas con
las bases ortonormales, la escritura no es tnica y la norma de los elementos
{v.} en general no es 1. Es mas, al tomar dos marcos del mismo espacio H,
la cantidad de elementos en cada uno de ellos puede ser distinta.

Nosotros buscaremos los marcos formados por traslaciones. Es mas, nos
concentraremos en los marcos formados por las traslaciones de una sucesion
quasi-ortonormal decreciente. Decimos que una sucesién de funciones F' =
(fis fas- ooy frr-. ) (quizas finito) es diagonal si {f;, f;} = 0 para todo i # j.

Decimos que F es quasi-ortonormal si es diagonal y ademas { f;, fi} = x4,
en donde A; es un conjunto en el toro T. Decimos que F' es quasi-ortonormal
decreciente si ademas {f;, fi} = {fit1, fix1}-

Dada una sucesion F = (fifa, ..., fr,...)" (quizas finita) quasi-ortonormal
y un elemento g de S (¥), veremos en el Corolario 10.11 que
g={g,Fterl.

De ello podremos calcular
{9.9} ={9.{9. F} o F} = {g. F}{g. F}",
y en particular
(9:9) = 19,9} (0) = {g, F'}" x {9, F}"" (0)
= {9, F}" () {F,g}" (a)

=S (g, E°F) (F.E™*g) = 3 (g, E°F) (EF.g)
=SSN g B B g) = 30D g B

Asi que E(F) = {E*f,/a € Z,r} es un marco de Parseval del subespacio
invariante por traslaciones que generan S (F).

Bownik probé en [Bow00] que dado un espacio invariante por traslaciones
S en L? (Rd), existe un conjunto F' cuyas traslaciones son un marco quasi-
ortonormal decreciente de S. Nosotros extenderemos este resultado en el
Teorema 10.14, aunque apareceran ciertos problemas técnicos en los casos en
que el producto en frecuencias sea una medida.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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2.5.1. Funcién dimension

Para poder extender la idea de dimensién a todos los espacios invariantes
por traslaciones, resulta necesario considerar que esta funcién en vez de tomar
valores numéricos, tome valores en las funciones sobre el toro T. Esto es
similar a lo que pasa con el resultado del producto en frecuencias y el producto
escalar, que en vez de ser nimeros son funciones sobre el toro.

Bownik en [Bow00| define para cada espacio invariante por traslaciones
S de L? (R™) una nociéon de dimension local, o sea una funcion dimg (S) (w)
definida para cada punto w del toro T". Al considerar el caso unidimensional,
obtenemos una dimension definida en el toro T.

Definicién 2.7. Dado una sucesion de funciones F' = (fi,..., f.,...) quasi-
ortonormal decreciente la dimension del espacio invariante por traslaciones
S =S (F) generado por F' como

dimg (S) (w) = rango ({ F, F'} (w))
para cada punto w en el toro T.

La misma definicion se aplica cuando F' es finito. Todo espacio invariante
por traslaciones S en L? (]Rd), tiene una sucesion F' quasi-ortonormal decre-
ciente tal que S = S (F), asi que esta dimension estd definida para todo
S.

Veremos mas adelante en la Proposicion 10.16 que si G es otro vector o
sucesion quasi-ortonormal decreciente tal que S = S (F') = S (G) entonces

rango ({G, G} (w)) = rango ({F, F'} (w))

y por lo tanto la funcion dimg (S) (w) esta bien definida y depende solamente
del subespacio y no de los generadores elegidos.

El caso mas sencillo corresponde a los espacios invariantes por traslaciones
que tienen una base ortonormal generada por un vector o sucesiéon F'. En ese
caso {F, F'} es la identidad para cada valor de w y por lo tanto

dimg (5) (w) = card (F') (constante).

Por lo visto anteriormente en el Teorema 2.3, pasa lo mismo para una base
de Riesz. Los casos en que no existia la dimension con la Definicion 2.5
corresponden a funciones dimensién no constantes.

Podemos extender las propiedades de la Subseccion anterior a esta funcion
dimensién. La demostracion estd més adelante en la Proposicion 10.16.

Proposicion 2.8. Sean S y T dos espacios invariantes por traslaciones de
L* (R) entonces
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1. S5t S C T y dimg (5) (w) = dimg (T) (w) < oo (p. p. w) entonces
S=T.

2. 818 CT entonces dimg (5) (w) < dimg (T) (w).
3. Si S =T entonces dimg (S) (w) = dimg (T) (w) (buena definicion).
4. 81 S CT entonces dimg (T © S) (w) = dimg (T) (w) — dimg (S) (w).

Otra propiedad relacionada con la funcién dimension es el largo. El largo
del espacio invariante por traslaciones S es la minima cantidad de funciones
necesarias para generar S. Si todos los conjuntos generadores son infinitos,
el largo sera infinito. También se puede definir como

largoy (S) = supess (dimg (5)) .

2.5.2. Espectro

Ademés se definen dos nociones de espectro de un espacio invariante por
traslaciones S.
Siguiendo las definiciones de [Bow00| y [BDR94a| se define el espectro

o5 (5) = {w € T/ dimg (5) (w) # 0},

en donde el subindice indica que estamos considerando el operador de tras-
lacion E. Los trabajos citados utilizan para este objeto la notacion o (S).
Preferimos utilizar otra notaciéon ya que es importante compararlo con el
espectro de las traslaciones restringido al subespacio bajo estudio, que defi-
nimos como

op(S) = U(E|S)-

En nuestros anélisis el operador E estaré fijo y por ello es util pensarlo como
una propiedad del subespacio, més que una propiedad del operador.

El segundo espectro es justamente el espectro de un operador unitario
restringido a un subespacio, asi que esta incluido en el circulo de los com-
plejos de radio 1. Para poder relacionar ambos espectros, debemos utilizar
la representacion del toro T como el circulo de los complejos de radio 1 en
vez del intervalo [—3, +]. Para ser més precisos vamos a comparar z (5 (S))
con og (5).

Una diferencia importante es que el primero es un conjunto medible, y en
realidad esta definido salvo un conjunto de medida 0. En cambio el segundo
es un conjunto cerrado. Vamos a ver como se relacionan y ejemplos en donde
son iguales en el Capitulo 6 y en donde son distintos en el Capitulo 13.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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El andlogo al espectro en los espacios vectoriales no es muy interesante
y por ello no tiene nombre. Corresponde a un conjunto vacio cuando es el
subespacio {0} y cuando es otro subespacio corresponde a un conjunto con
un punto {w = 0} 6 {z = 1}, segin la representacion usada.
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Capitulo 3

Espacios de banda limitada

Para aclarar algunos de los conceptos y ver ejemplos y contraejemplos
utilizaremos los espacios invariantes por traslaciones de banda limitada. Dada
una frecuencia maxima €2 > 0 en R, consideramos el espacio de todas las
funciones cuya transformada de Fourier se anula afuera del intervalo [—€, 2],

—

S=12(9,0) = {f € L2 (R) /sop f C [—Q,Q]}.

Estas funciones no tienen frecuencias altas y por ello son suaves. Por ejemplo
al transmitir senales eléctricas a través de cables pierden las frecuencias altas
y las senales que se reciben son de este tipo.

Mas en general se puede hacer el mismo andlisis sobre el subespacio de
las funciones cuya transformada de Fourier tiene el soporte en un compacto
fijo K. En las trasmisiones radiales, a cada emisora se le asigna un rango
de frecuencias para que transmita (“banda”), de manera que su senal no se
superponga con las otras emisoras.

3.1. Banda [—%,%}

El caso mas sencillo corresponde a 2 = % En ese caso tenemos que una
base ortonormal de L? ([—%, %D estd formada por las funciones

_ 27iwa

Ja (W) = X

] (W),

11
272
cona € Z.

Como la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico, al trans-

formar obtenemos una base ortonormal de L2 ([—l 1]) compuesta por las

272
funciones

fo (@) = ezmﬂ([\_ GSin(mz)  sin (7 (z — a))

rx  w(r—a)
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O sea que el conjunto de las traslaciones de

_ sin (7z)

flx) =

T

forma una base ortonormal del subespacio S = L? ([—%, %D

Como es una base ortonormal de traslaciones entonces {f, f} = 1. Tam-
bién se puede verificar esta igualdad en forma directa. Asi que la dimension
la podemos calcular como

dimg (5) (w) = rango ({f, f} (w)) = rango (1) (w) = 1.

Entonces la funcion dimensiéon es 1 en todos los puntos del toro T. Por ello
o (S) =Ty como veremos mas adelante en la Subseccion 10.7.4 o (S) = T.

3.2. Bandas mas angostas () < %)

También podemos analizar qué pasa si tomamos 0 < 2 < % En ese

caso tenemos que L? ([—,Q]) € L* ([—3,1]) asf que cualquier funcién de
L? ([—9,9)) se puede escribir usando la base ortonormal de L? ([—3, 5]) que

Ga (w) = eQWiwa X[_1 1] (w)

2'2

Dada una funcion h en L? ([—£2,Q)]) tenemos que h = hx_q g ¥ por ello

<h,ga> :/Rh(w)QQWiwaX[_ 7%] (w)dw:/Rh<w) X[_Q,Q]GIQ“M“X[_

= / h ((A]) eQWiwa X[—Q,Q] (CU) dw = <h, §a>
R

] (w)dw

11
272

VI

en donde tomamos
Ja (w) = ™ X g o (W).
De la misma manera como las funciones g, forman una base ortonormal
entonces

h = X—aoh = X—aq) Z (s 9a) 9o = X[—,9] Z (R, ga) e X[-

a€Z a€Z

= Z (h, ga) €™ X[-9,9] (w) = Z (h, 9a) §a = Z (R Ga) Ga

a€Z a€ZL a€L

] (W)

11
2°2

de manera que

h=""(hGa) Ja (3.1)

a€Z
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y por lo tanto las funciones g, generan L? ([—, Q)).

—

Tomando la transformada de Fourier, se obtiene que L2 ([—,]) esta
generado por las funciones

- — sin (27Qx)  sin (272 (z — a))
— p2mia = fF° —
falz) = e Xi-a.q (z) mQx 7Q(x —a)
O sea que el conjunto de las traslaciones de
: _ sin (27Qx)
= = 2
f(7) =XLaq (@) o (3.2)

—

generan el subespacio S = L? ([, Q]).
El producto en frecuencias es

{fNa f} = Z ‘X[—Q,Q] (w— k)|2 = X[-0,9
k

. L . 11
porque la funciéon car.acterl.stlca X[—a,0) Se anula afuera del intervalo [—5, 5].
En este caso, la dimensiéon la podemos calcular como

dimg (S) (w) = rango ({f, f}) (w)
= rango (X[_Q,Q] (W)) = X[-9,9] (w).

Asi que la funcion dimension es 1 en [—£, Q] y 0 afuera. Esta cuenta es
sencilla porque {2 es menor que %

Entonces g (S) = [—Q,] y como veremos més adelante en la Subsec-
cion 10.7.4 o5 (S) = 2 ([-9Q,9Q)), o sea el arco circular que va desde e~2™¢
hasta e2™,

Como la funcién dimensiéon no es constante, tenemos que los espacios

—

L2 ([—€,Q]) con 0 < © < 1 no tienen ninguna base ortonormal de trasla-

ciones. Utilizando la transformada de Fourier en la Ecuacion (3.1) tenemos

que
=3 (hdu)da= (B Ty B
a€Z a€Z

de manera que las traslaciones de f forman un marco de Parseval. Es mas,
como el producto en frecuencias es una funcion caracteristica, f es un gene-
rador quasi-ortonormal.

Mas atn, como transformada de Fourier es una isometria, la norma de f
es igual a la de gg. Asi que

|7

2
=20,
2

2
= HX[—Q,Q]
2

2 ~
= Hgo
2

y por ello 0 < Hf

< 1.
2

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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3.3. Banda mas ancha (2 = 2)

Cuando () es mayor que % las cuentas son similares, pero hay mas de-
talles para tener en cuenta. Para facilitar las demostraciones s6lo vamos a
considerar el caso especial en que () = 2

Al intervalo [—5, 5} lo podemos descomponer en tres intervalos disjuntos
de longitud 1

33 | 3 1 U 11 U 13
2'2] | 27 2 22 2'2]"
asi que podemos descomponer a

#(l2al) = (ed) e ({(%%D (l23])

Por ello tenemos una base ortonormal de L2 —% g}) que esta formada
por tres familias de funciones

9o (W) = 2mwaX[ 8.1 (w)
9o (w) = zmax[ 11 (W)
9o (w) = e x 3] (@)

Al usar la transformada de Fourier, se obtiene que S = L2 ([—%, %]) esta,
generado por las funciones

iy osin(mx) o,
F () =
7 (2) = sin (7x)

f+ (2) = sin (7x) 5.,

Asi que tomamos como generadores a F' = (f_, fo, f*) Como las tras-

laciones forman bases ortonormales entonces podemos calcular la funcién
dimensién como

1
dimg (S) (w) = rango ({F, F'}) (w) = rango 8 =3,

O = O
_ o O

por lo que la funcién dimension vale 3 en todo el toro T. Entonces los espectros
valen op(S) = T y como veremos més adelante en la Subseccion 10.7.4
o (S)="T.
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3.4. Complemento ortogonal

Finalmente veamos un ejemplo que no es de banda limitada, sino que
es el complemento ortogonal de un espacio de banda limitada. Nos sera tutil
como ejemplo para ver que varios resultados no se pueden extender.

Considerando un 0 < < . tomemos el espacio de las funciones con

soporte afuera de [—2, Q] o
L* (R\[-Q,Q)) = L* (R) © L*([-9,9]).

Primero descomponemos a R en intervalos de longitud 1 tomando

R=J |- g+ 3] =Uciupo.

k€ keZ
donde

Cr=1[k—Qk+ Q]

Dy = [k—%,k+%:|\[k—9,k+g].

Es importante notar que todos estos conjuntos son disjuntos, salvo por con-
juntos de medida cero.
Una posible descomposicion de R\ [—£2, 2] usando estos conjuntos es

R\ [-Q,Q] = DyU | J (CLU D).

keZ
k=0

Vamos a considerar otra descomposicion combinando los conjuntos Cjy; con
Dy, para k > 0. La nueva descomposicién es

R\ [-,Q = | J (CLUDy) U J (Craa UDy),

k<0 k>0
que produce una descomposicion de L? (R\ [, Q])

L* (R\[-9,9]) = P L* (CL U D) & @) L* (Crir U Dy).

keZ kEZ
k<0 k>0

En el espacio L? (Co U Dy) = L? ([—3, 3]) ya sabemos que las funciones

ga — e27riaca X[_

]

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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forman una base ortonormal. Veamos qué pasa en L? (C; U Dy).
Dada una funcion h en L? (CyU Dy) definimos una nueva funcion 7 (h)
en L? (Cy U Dy) como

T (h) = E' (hXCO) + hXDo'

Este es un isomorfismo y ademas es isométrico porque
I (1= [ 1B () + o, o = [ |E" (e, ) P+ [ o
= [ Vil + P P = [ [, + e o

2

y la inversa es
7 (h)=E"" (hXcl) + hxp,-

Por ello tomando la imagen por 7 de la base ortonormal de L?(CyU Dy)
obtenemos una base ortonormal de L? (C; U Dy). La base ortonormal es en-
tonces

T (gn> - T (e27rizn XDOUCO) — e27ria:n XDO + El (627rixn XC’O)

__ A 2mizn 2mi(z—1)n —2miln

=€ XDO + €
— e271'1xn (

_ 2mixn 2mizn
Xc, — € Xp, T ¢ Xc, ©

_ 2mizn

XDO + Xcl) =e€ XD()UCl'
Como la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrio tenemos

que

S = L2 (R\[-2,9)) = @ L2 (C U D) & ) L? (G U D).

keZ keZ
k<0 k>0
Al igual que en el caso anterior, para los subespacios

LQ(C’/kUDk):LQ({k—%,kJr%D

tenemos una base ortonormal formada por las traslaciones de
2mwixk /: — e?wixk Sin (27T'T>
22 2mx
—_—
Para el subespacio L? (C; U Dy) tomamos las funciones

L —
-~ —

a — p2miza _ a
g =€ XD(]UCl - E XD()UCN
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Por lo que las traslaciones de gy = ¢¢ forman una base ortonormal de

L2 (C1 U Dy)
Similarmente, para el subespacio L? (Cyy1 U D) con k > 0 tomamos
como generador de la base ortonormal a

v —_— ik ——
gk = Xck+1UDk = e27nz XC1UDO'

Asi que este espacio también tiene una base ortonormal de traslaciones
que es infinita. Por ello dimg (S) (w) = oo. El espectro entonces serd g (S) =
T y como veremos mas adelante en la Subseccion 10.7.4 o (S) = z(T), o
sea todo el circulo de radio 1.

3.4.1. Construcciéon de contraejemplos

De la misma manera que en el caso anterior, tenemos que podemos des-
componer a toda la recta R como

R=|] {k—%k—l—ﬂ

keZ

y por ello las traslaciones de las funciones

2mixck — — 2rixk sin (277-‘7:)
= —_— 3.3
e 5y (3.3)
con « entero, forman una base ortonormal. Asf que dimg (L? (R)) (w) = oo.
El espectro entonces serd g (L? (R)) = T y como veremos méas adelante en
la Subseccion 10.7.4 o (L? (R)) = 2z (T), o sea todo el circulo de radio 1.

Ahora tenemos dos espacios invariantes por traslaciones T = L? (R) y

—

S = L% (R\ [-£,9)]) tales que S C T, pero el problema es que dimg (7') = oo
y por ello no se pueden aplicar ninguna de las versiones del teorema de
Robertson ni resultados similares que veremos més adelante. En particular,
tenemos que:

» dimg (S) = dimg (T') pero S # T.

» dimmedg (S) = dimmedg (T') pero S # T, en donde dimmedg (5)
es el promedio de la funciéon dimension, que definimos en la Defini-
cion 12.9.

= Por més que S y T tienen una base ortonormal de traslaciones, T'©.S no

—

la tiene porque es el espacio L? ([—€2, Q]) que vimos en la Seccion 3.2.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert






Capitulo 4

Espacios invariantes por
traslaciones en L2 [ RY

En este Capitulo vamos a ver como se definen los espacios invariantes
por traslaciones enteras en varias dimensiones. Por ejemplo, al trabajar con
imégenes es usual representarlas como funciones en L?(R?). Es esperable
que el subespacio de las imagenes a analizar sea invariante por traslaciones a
derecha, izquierda, arriba y abajo. Las definiciones del caso multidimensional
son analogas al caso unidimensional. Las demostraciones también son muy
similares, y por eso s6lo daremos los resultados.

En el caso multidimensional consideraremos nuevamente las traslaciones
enteras. Dada una funcion f en L? (R?) definimos

Kk
E*f(x)=f(x—k)

donde k es un vector arbitrario de enteros y EX es el operador traslacién por

k.

Para generar estas traslaciones (como grupo) alcanza con considerar las
traslaciones en una unidad a lo largo de cada uno de los ejes, que llamaremos
E,, ..., FE; definidas por

Eif (x)=f(x—e)
en donde eq, ..., ey son los vectores de la base canénica. Con estos d opera-
dores definimos el vector de operadores

E=(E,....E).

Podemos utilizar una notacién exponencial para definir el operador E¥ en
donde para el vector k = (kq, ..., ky) formado por ntimeros enteros, tenemos

EX = Ef ... Bl

45
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Las dos definiciones que dimos de E¥ coinciden y més adelante en el Capi-
tulo 5, al generalizar esta estructura a un espacio de Hilbert abstracto, va a
ser util la segunda.

Anéalogamente al caso unidimensional, los espacios invariantes por tras-
laciones enteras son los subespacios cerrados de L? (]Rd) con la propiedad de
que si una funcion f(x) esta en el subespacio, también lo estara la funcion
EXf para todo vector k de niimeros enteros.

A partir de un conjunto F = {f1,..., f;,...} definiremos

E(F)={E"f;/k € Z" y j € N}

contando ambos conjuntos con multiplicidad, o sea que permitimos que haya
repeticiones. Ademas si hay repeticiones en F o se tiene que EXf; = Ek/fj/
para pares (k, 7) y (kK/, j') distintos, entonces aparecen repeticiones en F (F).
El espacio invariante por traslaciones sera

S(F) =B ;/k e Z'y j € N).

Para ambas definiciones usaremos la misma notaciéon para conjuntos finitos,
cambiando el conjunto de indices. Y para el caso en que se toma una sola
funcion f usaremos nuevamente E (f) y S (f) respectivamente.

4.1. Definiciones

Dadas dos funciones f, g en L? (Rd) definimos el producto en frecuencias,
que es una funcién definida sobre el toro d-dimensional T como

(i} w) = flw-kjw-k). (4.1)

kezn

Esta funcion esta en L! (']I‘d) y también es posible escribirla como

{f.f} (a) = (f,E*) (4.2)

en donde a es un vector formado por niimeros enteros.

El multiplicador se define de la misma manera que en L? (R). Se considera
una funciéon f de L? (]Rd) y una funcién periodica m, tal que m (w + k) =
m (w) para todo vector de enteros k. A partir de ellos se obtiene una nueva
funcion m e f en L? (RY), definida como

(me f)"=mf,
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0 sea -
me f=mf,

en donde usamos la transformada y antitransformada de Fourier en L? (]Rd).

Consideramos ahora las exponenciales en cada direccion zq, ..., 2z, tales
que
2 (w) — e?mwei
en donde eq,...,e; son nuevamente los vectores de la base canénica. Si to-
mamos

2miwe;

m(w) =z (w)=e

entonces
o 2miwe; A E
Con estas d funciones definimos el vector de funciones
z=(21,-..,2q)
y podemos utilizar una notacién exponencial para definir la funciéon z¥. Dado

un vector k = (kq, ..., kg) formado por niimeros enteros, definimos la funcion

kq

Z* (W) = 2" (W) - 25 (w) = e?™wk

Con esta notaciéon tenemos que
zXe f = EXf.

Mas en general, si p(z) es un polinomio trigonométrico

)= Y ak

kez?
finito

tenemos que
p(z)ef=p(E)S,
en donde p (E) es el operador definido por

p(E)= > aEx
oo
Aunque queda claro qué es p(E), no es tan claro qué es m (E) cuando
m es una funciéon continua. Por ejemplo, si d = 2 tomemos una funciéon
m (z) = p(z1) ¢ (z2) en donde p(21) y q(22) son polinomios trigonomeétricos,
y entonces m (E) = p (Ey) q (E»). Esta igualdad se puede extender al caso en
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que py ¢ son funciones continuas y a dimensiones mayores. Vamos a ver en la
Seccion 7.2 que es posible hacer una generalizacion del calculo funcional de un
operador normal, para conjuntos de operadores normales que conmutan. De
esta manera vamos a ver que tiene sentido tomar a m (E) como un operador,
y ver que cumple

(moz)e f=m(E)f.

También es posible extender los resultados sobre bases ortonormales y de
Riesz, utilizando los reemplazos obvios. Por ejemplo si tenemos un conjunto
de funciones F' = (f1,..., f;), entonces las traslaciones de F' son una base
ortonormal si y solo si la matriz {F, F'} (w) es la identidad para casi todo
punto w en el toro n-dimensional T".

Bownik demostré en [Bow00] que todo espacio invariante por traslaciones
de L? (]Rd) estd generado por una sucesion F' quasi-ortonormal decreciente
(quizés finita). Asi que podemos definir la funcidn dimension como

dimg (S) (w) = rango ({F, F} (w)),

que ahora es una funciéon definida sobre el toro n-dimensional T". Esta fun-
cion no depende de la eleccion de F', asi que es una propiedad intrinseca del
espacio.

Definimos el largo como la minima cantidad de generadores y nuevamente
es igual al supremo esencial de la funcion dimension.

Los ejemplos de espacio/sﬁ banda limitada también se extienden en forma

. . a\ . .
directa. Si tomamos L? ([—%, %] ) tiene una base ortonormal de traslaciones

y funcion dimensién constantemente 1. Anélogamente si tomamos un 0 <
—_—

Q < 1, el espacio L? <[—Q, Q]d> no tiene una base ortonormal de traslaciones

ya que su funciéon dimension es X[-a,0/¢- Sin embargo al tomar Q = 2 es

2
. . 3 3
necesario partir al cubo [ £

_ 3 11
272
—_—

d . d
} en 3% cubos que son traslaciones de [—— —} )
33

22
Asi que el espacio L? ([—5, §]d) tiene una base ortonormal de traslaciones
y funcién dimensién constantemente 3%, en vez de 3.

Restringiéndonos a L2 (]Rd)A, este espacio resulta un moédulo de Hilbert
sobre L (Td). O sea que todas las propiedades listadas en la Seccion 2.3

siguen valiendo, cambiando L? (R)* por L? (Rd)A y L> (T) por L* (T¢).

4.2. Propiedades de las traslaciones

Una propiedad interesante del producto en frecuencias es que si las tras-
laciones de una funcion f forman una base ortonormal, entonces {f, f} = 1.
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Vimos la demostracion de esta propiedad para el caso unidimensional en la
Subseccion 2.3.1 y se extiende directamente al caso multidimensional.

La formula del producto en frecuencias que aparece en la Ecuacion (4.2)
es

{5, F} (a) = ([, E*F).

Escrito asi es claro que estamos comparando a f con todas las traslaciones
de f, y la tinica que tiene que ser no nula es la correspondiente a a = 0.

En este punto, la propiedad de que las traslaciones conmuten es crucial.
Por ello, si por ejemplo d = 2, alcanza con comparar a f con Efl Eé“zf y 1O es
necesario compararla también con E§2Ef1 f, o combinaciones méas generales
como EF ' ER R

Todas las otras propiedades también dependen en mayor o menor medi-
da de que las traslaciones conmuten. Aunque se conocen algunos resultados
para grupos generados por operadores que no conmutan, son mas técnicos y
dificiles de usar.

Otra propiedad importante de las traslaciones es que son unitarias. Eso
asegura que la norma de todas las funciones en {E*f} sea la misma, que es
una condicién necesaria para que formen una base ortonormal.

En el caso abstracto que empezaremos a ver en la proximo Capitulo,
usaremos varios resultados del calculo funcional. El calculo funcional para
un operador normal se puede generalizar a varios operadores normales que
conmutan. Esta es otra razéon por la que resulta conveniente mantener la
conmutatividad de los operadores. Por otro lado, el espectro de los operadores
unitarios es el circulo de los complejos de radio 1, o sea z (T). Por ello, al
elegir operadores unitarios, usando la identificacion via z podremos seguir
trabajando en el toro T, o T" al tomar varios operadores
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Capitulo 5

Introduccién y definiciones

Vamos a estudiar la generalizacion de los espacios invariantes por tras-
laciones a espacios de Hilbert abstractos. Vamos a reemplazar el grupo de
las traslaciones enteras en L? (]Rd) por un grupo generado por n operadores
unitarios que conmutan, definidos en un espacio de Hilbert H.

Por un lado, interesa entender cuéles de las propiedades de L? (Rd) y sus
traslaciones son relevantes para obtener los distintos resultados de los espa-
cios invariantes por traslaciones. Por otro lado, el objetivo es poder aplicar
los métodos desarrollados para espacios invariantes por traslaciones en otros
contextos, que compartan las propiedades fundamentales.

Las traslaciones enteras de L2 (Rd) estan generadas (como grupo) por
las d traslaciones en una unidad a lo largo de cada eje Fy, ..., E;. Vamos a
considerar solamente dos de las propiedades de estos operadores:

= Son operadores unitarios, o sea que son inversibles y || E; f|| = || f|| (para
i=1,....d).

» Conmutan, o sea que E;E;f = E;E; f (paraid,j=1,...,d).

Entonces vamos a trabajar un espacio de Hilbert abstracto H en el que
se han fijado d operadores T1,...,T; que son unitarios y conmutan.

Las traslaciones en L2 (]Rd) tienen otras propiedades adicionales que no
vamos a pedir en el caso abstracto. Una de las més obvias es que ninguna
de las traslaciones es la identidad. Es mas, £ no es la identidad para todo
entero a distinto de 0 y todo¢=1,...,d.

Otra propiedad interesante es que siempre se puede definir un producto
en frecuencias que cumpla con la Ecuacion (4.2)

{79} (a) = (/, E*g)
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54 Capitulo 5. Introduccién y definiciones

y que sea una funcion. Esta propiedad es més fuerte que la anterior. Veremos
que en algunos casos es necesario utilizar productos en frecuencias que son
medidas.

La idea de hacer las demostraciones en abstracto es poder aplicar las
herramientas conocidas de los espacios invariantes por traslaciones de L? (R)
a otros esquemas que cumplan al menos las dos condiciones que fijamos. Asi,
en los casos concretos se podran elegir los operadores de manera que resulten
convenientes para el problema bajo estudio.

Veremos en la Seccion 6.1 que los sistemas de Gabor subadjuntos cumplen
las dos condiciones fundamentales y también cumplen que tienen un analogo
al producto en frecuencias que es una medida. Asi que podremos extender
todos los resultados sin dificultad.

Analizaremos otro ejemplo interesante en la Subseccion 6.3.3, en donde
se tienen dos senales sincronizadas, como el sonido en estéreo. En ese caso
el producto en frecuencias es una medida. Asi que algunos resultados cono-
cidos para L? (R) se extienden en forma directa, pero en otros necesitan ser
modificados para ser extendidos como veremos en la Seccion 13.3.

Este tipo de generalizacion abstracta de los espacios invariantes por tras-
laciones a través de operadores fue utilizada por Goodman, Lee y Tang en
[GLT93| para analizar multionditas en una dimension, en donde se considera
un operador que representa a las traslaciones y otro operador que no conmuta
y actiia como la dilatacién. Mi tesis de licenciatura |[Mas02] estuvo basada en
ese trabajo, extendiéndolo a multionditas en varias dimensiones a través de
un conjunto de operadores que conmutan. Otros trabajos en donde aparecen
este tipo de analisis abstracto son [HLPS99|, [HLO1], [Pap03], [Tan00]. En es-
tos trabajos se supone que el espacio bajo estudio tiene una base ortonormal
o un marco de traslaciones.

A diferencia de esos trabajos, nosotros analizaremos probaremos que mu-
chos de los resultados siguen siendo validos por méas que se eliminen esas
hipotesis. Sin embargo, para trabajar con esta generalidad vamos a ver que
el equivalente al producto en frecuencias deja de ser una funcién y se debe
considerar como una medida.

5.1. Notacion

En lo que sigue, H serd un espacio de Hilbert abstracto con producto
interno ( , ). Ademas T}, ..., T, seran d operadores unitarios, que acttian en
H, o sea

T,:H— Hparat=1,...,d,

Gustavo E. Massaccesi



5.1. Notacion 55

y conmutan, o sea que
T;T; =TT parai,j = 1,...,d.

Utilizaremos esencialmente la misma notaciéon que vimos en L? (]Rd). To-
mamos el vector de operadores T = (T1,...,Ty) y para el vector de nameros
enteros k = (ky, ..., kq)" definimos el operador T*

Tk — lel T:d

Ahora interesa considerar los espacios invariantes por T, que son los
subespacios cerrados de H con la propiedad de que si un elemento ¢ esta en
el subespacio, también lo estara el elemento T¥¢.

A partir de un conjunto F' = {fi,..., f-, ...} definiremos el conjunto de
las traslaciones por T de F' como

E(F)={T*fi/keZ"yieN}

contando ambos conjuntos con multiplicidad. El espacio invariante por T
generado por F' seré

S(F)=(Tkf;/k e Z" y i € N).

Nuevamente extendemos las definiciones a conjuntos finitos y de un solo
elemento como hicimos antes. Ademas, cuando quede claro del contexto no
aclararemos el vector T que se esta utilizando.

En el proximo Capitulo veremos ejemplos de casos particulares de espacios
invariantes por conjuntos de operadores unitarios, que se apartan del caso
clasico. En los Capitulos siguientes veremos como extender los resultados de
los espacios invariantes por traslaciones de L* (R) a los espacios abstractos.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert






Capitulo 6
Ejemplos

En el Capitulo 3 vimos como ejemplos de espacios invariantes por tras-
laciones en L? (R) a los espacios de banda limitada. Estos espacios, y en
general todos los espacios invariantes por traslaciones de L? (R) son subespa-
cios cerrados de L? (R) y entonces son espacios de Hilbert con la estructura
heredada. Al ser invariantes por traslaciones, las traslaciones restringidas a
ese espacio siguen siendo unitarias. Por cada uno de ellos sirve también como
ejemplo para nuestro esquema abstracto.

Vamos a ver ahora algunos ejemplos mas de nuestro esquema abstracto,
pero que no son espacios invariantes por traslaciones de L? (R).

El primer ejemplo corresponde a los sistemas de Gabor autoadjuntos y
subadjuntos. Es un tipo de estructura que se utiliza en las aplicaciones y
entra dentro de nuestro esquema abstracto. Asi podremos extender a esta
otra estructura varios resultados de los espacios invariantes por traslaciones
de L? (R).

Después veremos varios ejemplos que estan elegidos porque representan
algunos casos patologicos. Su principal utilidad es ver como en el caso general
aparecen espontaneamente medidas como posibles valores del producto en
frecuencias.

Finalmente analizamos el caso en que se tienen dos copias de L?(R).
Es un modelo para representar senales medidas en forma simultaneas, por
ejemplo las del sonido en estéreo. Analizamos distintas formas de elegir los
operadores, que presentan caracteristicas muy distintas.

En cada caso encontraremos un producto en frecuencias y a partir de él
definiremos la funciéon dimensién y el espectro.

Mas adelante, en el Capitulo 13 veremos méas ejemplos que serviran para
aclarar las propiedades del espectro.
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58 Capitulo 6. Ejemplos

6.1. Sistemas de Gabor

Vamos a ver un esquema concreto conocido como sistemas de Gabor. Es
muy utilizado para el procesamiento de senales. En [RS97] Ron y Shen ana-
lizan este tipo de sistemas y definen un producto en frecuencias similar al
que definiremos nosotros. Nosotros repetiremos la definicion, pero resaltan-
do los aspectos que se relacionan con la conmutatividad de los operadores
involucrados.

El espacio en donde se trabaja también es L> (Rd), pero ademés de las
traslaciones se consideran las modulaciones de las funciones generadoras.

En L? (Rd)al modular una funcién f se obtiene la funcion

M (x) = f (x) 2

para cada posible vector de nimeros enteros k = (ky, ..., kg)".

Heuristicamente, esta operacion corresponde a una traslacion en frecuen-
cias de la funcion f. Estas modulaciones estdn generadas por las modulacio-
nes My, ..., M, que corresponden a las modulaciones asociadas a los vectores
de la base canonica. Con estos operadores definimos el vector de modulacio-
nes M = (M, ..., My).

Veamos las relaciones de conmutacion entre los operadores de traslacion y
modulacion. Consideremos primero traslaciones en tiempo a y frecuencia b no
necesariamente enteros. Pueden ser en ejes distintos siguiendo los vectores e;
y €; 0 en la misma direccion si i = j. Dada una funcion f en L? (Rd) tenemos
que

BEMY (x) = B G (x) = o230 £ (x — e,
—2miabe;e; 2mibe;x f (X . ae‘) — o~ 2miabe;e; be (X _ ae.)
(3 - ] 1

— e—Qwiabeiei MJbEfo (X) ]

|
o

Asi que
EJ M} = e ?mebee MBS

y hay dos casos para analizar:

Si tienen direcciones ortogonales, o sea que ¢ # j, entonces e;e; = 0. Por
lo tanto queda que E;’MJI? = M;?Ef, o sea que Ef y M]’? conmutan cuando
i 7.

Si tienen la mima direccién, o sea que ¢ = j, entonces e;e; = 1y por lo
tanto queda que F¢M? = e~2m MPFa Si ab no es un entero, tenemos que
EfM? # MYE? y los operadores no conmutan. En cambio, si ab es un entero
los operadores conmutan.
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Para simplificar la notacion, vamos a tomar siempre a y b enteros. Cual-
quier otro conjunto de valores se puede reducir a este por cambios de varia-
bles. Con esto vimos que las traslaciones y modulaciones enteras conmutan,
aunque es util recordar que en general no es asi.

Vamos a analizar las propiedades del espacio de Hilbert L? (Rd) consi-
derando los 2d operadores My, ..., My, Ey, ..., Fy, que forman un conjunto
de operadores unitarios que conmutan. Aunque el espacio subyacente es el
mismo, ahora la estructura es distinta ya que incluye a las modulaciones. Por
ejemplo, los subespacios a considerar seran los subespacios cerrados estables
por traslaciones enteras y modulaciones enteras.

También podemos comparar este sistema con un espacio invariante por
traslaciones de L? (R*!) y analizar sus diferencias. En L* (R??) se conside-
ran las 2d traslaciones E1, ..., Fyy, asi que la cantidad de operadores es la
misma y en ambos casos todos los operadores elegidos conmutan entre si. En
L? (R*!) podemos definir las traslaciones en 1/2 unidad, por ejemplo E11/2,
que conmutan con todas las demas traslaciones Fj,..., Eyy. En cambio al
considerar L? (R??) con los 2d operadores E1, ..., Eq, M, ..., My, si se defi-
nen las traslaciones o modulaciones en 1/2 estas ya no conmutan con los otros
operadores porque E11/2M1 = —MlEll/2 y también ElMll/2 = —M11/2E1.

Mas en general, en el caso de los espacios invariantes por traslaciones
podemos considerar las traslaciones en longitudes arbitrarias y estas forman
un grupo continuo de operadores que conmutan entre si. En cambio al agregar
las traslaciones y modulaciones arbitrarias a las consideradas en un sistema
de Gabor, junto con los complejos de modulo 1, queda un grupo continuo
que no es conmutativo.

Nosotros vamos a explotar las similitudes entre las traslaciones enteras en
L? (RQd) y las traslaciones y modulaciones enteras en L? (]Rd). Sin embargo es
importante recordar que estas similitudes desaparecen cuando se consideran
las versiones continuas de estas transformaciones. En particular, los grupos
no conmutativos son siempre mucho mas dificiles de manejar.

6.1.1. Producto en frecuencias y transformada de Zak

Tomaremos las traslaciones y modulaciones de longitud 1. O sea que
nuestro vector de operadores sera

T=(T1,...., Ty, Tysr,....Ty) = (My,..., My, Er, ..., E;).

Ron y Shen analizan este tipo de sistemas en [RS97| y los clasifican como
sistema de Gabor autoadjuntos.
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Para calcular el producto en frecuencias usaremos la transformada de
Zak. Hay varias convenciones de signos para definirla. Nosotros usaremos:

Zf(6w) = 3 f(b+ k)2

kezd

en donde w y t pertenecen al toro n-dimensional T". Es un isomorfismo
isométrio entre L2 (Rd) y L? (TQd), al igual que la transformada de Fourier.
Definimos el producto en frecuencias como

{f,9} (t,w) = Zf (t,w) Zg (t,w). (6.1)

Entonces para todo par de vectores enteros a = (ay,...,aq) y b = (by,...,bq)
tenemos que

{f7 g} (av b) =

_ / / e—271'i(at+bw) Z f (t + k) e?ﬂ'ikw Z g (t + k/) e—27rik/w dtdw

B kezd kezd
_ / —2riat Z f (t + k) Z - (t + k/)dt/ —27ri(b—k+k/)wd
e g e w
™ kezd kezd "

La ultima integral vale 1 si b — k + k’ = 0 y sino vale 0. Asi que

:/ S F(t+K) gt T kb dt
T

" kezd

:/ > f(t+k)M2EPg(t +k)dt
T" keza

= (f,M”E"y),

que podemos escribir usando el vector T simplemente como

(.9} (c) = (f,T°9) .

Coémo se ve en la Ecuacion (6.1), el producto en frecuencias sigue siendo
una funcién en L' (']I‘2d), porque es el producto en frecuencias de dos funciones
en L? (T?).

Usando la formula de Zak, es posible encontrar una expresion para el
multiplicador. Dada una funciéon m definida sobre el toro 2d-dimensional
T??, definimos

mef=2"1 (mé(f))
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Para que esto esté definido necesitamos que mZ2 (f) esté en L2 (Tzd), 0
sea que sea finito

/Tzd

o sea cuando m esté en L? (']I‘Qd)

m (t,w) Z (t,w) Zf(tw) dtdw

thdw:/w m (t,w)|”
Z/W m (6, @) d{f, [} (6,w),

{15y
Para ver qué pasa con me f cuando m es una funcion del tipo z; tenemos

que separar en dos casos.

Sim=z coni=1,...,d entonces
Z~ (Zz ° f) _ ZZZ~ (f) _ e?wi(eho)(t,w) Z f (t + k) e?wikw
kezd
= 7 e f () 2 = Z (M),
kezd
y por lo tanto z; @ f = M, f.
Sim = z4cont=1,...,d entonces
Z (siya 0 f) = 202 (f) = MO0 ™ (4 4 1) olrike
kezd
_ Z f (t + k) e27ri(k+e¢)w _ Z f (t +k— ei) e2mikw
keZd keZd
= Z(Tif),

y por lo tanto z;, 5@ f =T, f.
Si tomamos la funcién

f = X[il ;]da

272
sus modulaciones enteras de estas funciones son una base ortonormal de

L? [—%, %}d>. Al tomar las traslaciones enteras forman una base de cada

intervalo con bordes semienteros. Asi que E (f) es una base ortonormal de
12 (RY).

Por ello la funcion dimension es la constante 1 y los espectros seran
5 (L? (RY) =T y 6 (L* (RY)) = 2 (T?).

Aca encontramos una diferencia importante. Como sistemas de Gabor
autoadjuntos L? (Rd) tiene funcion dimension 1. En cambio como espacios
invariantes por traslaciones L? (R?) y L* (R*®) y tienen funcion dimension
0o. Otra diferencia es que el producto en frecuencias de L? (Rd) como sistema
de Gabor es una funcioén en el toro bidimensional T? y en cambio el producto
en frecuencias de L? (Rd) como espacio invariante por traslaciones es una
funcion en el toro T.
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6.1.2. Caso mas general

Vamos a hacer un analisis similar considerando traslaciones enteras de
longitud 1 y permitiendo que las modulaciones enteras tengan asociadas sal-
tos de frecuencia enteros mas grandes. Consideramos entonces

T — (El,...,Ed,Mfl,...,de>

donde dy, ..., dg son nimeros enteros no nulos. Con estos nimeros definimos
la matriz diagonal D = diag (dy,...,d,).

En [RS97] llaman a este tipo de sistema de Gabor subadjunto.

Entonces definimos el producto en frecuencias como

di—1  dg—1

{f. g} (t,w) = ’D|Z D ZfF(DM(t+k),w) Zg(D (t+k),w)

k1=0 kq=0

en donde k = (kq, ..., kq).

Con una cuenta similar a la anterior obtenemos que

(7.9} (a,b) = (f, MP=EPg)

para todo par de vectores enteros a = (a,...,aq) y b = (by,...,bq). En esta
formula aparece la matriz diagonal D de en el exponente, de manera que

Y DR (VO

En este caso, como las transformadas de Zak de las funciones f y g se
dilatan con la matriz D, para que la transformacion no cambie las normas
hay que dividir por el moédulo del determinante de D, que vale justamente
|D| = |dy..... dygl. . .

Nuevamente como Z f y Zg estan en L> (Tzd) su producto esta en L' (TQd)
y al dilatar y sumar el resultado sigue estando en L? (TQd). Asi que el pro-
ducto en frecuencias sigue siendo una funcién en L* (T??).

Dada una funcién m sobre el toro 2d-dimensional T??. La extendemos
periddicamente a todo R?? (en realidad solo interés el rectangulo de lados
dy,...,dq) y definimos

m.fzé—l( (Dt, w)é(f)(t,w)).

.. . d; .
y de manera similar al caso anterior tenemos que z; ® f = M fy zi g0 f =
Tf
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Si tomamos la funcién
f =X 114
[-3:3]"
sus modulagiones enteras de estas funciones son una base ortonormal de
L? [—%, %} . Al tomar las traslaciones enteras forman una base de cada in-
tervalo con bordes semienteros. Pero ahora no tenemos disponibles en nuestro
vector de operadores T a todas las modulaciones enteras, sino solamente las
que son de la forma MP”2. Dada una modulacién arbitraria MY siempre la
podemos escribir como MJ = MP2+k con a un vector de enteros y k un
vector tal que 0 < k; < d;. Por ello como generadores de la base debemos

considerar las funciones

[N

fiu= ka[ 7%]51 con 0 < k; < d;.

N

En total son d;..... dq = |D| funciones, asi que la funcién dimension es la
constante |D| y los espectros seran & (L? (R?)) = T? y 6 (L? (R?)) = z (T?).

6.2. Ejemplos sencillos

Ahora vamos a ver tres ejemplos sencillos. Los operadores elegidos no
son los que muestran la mayor utilidad del esquema abstracto, sino que son
aquellos que permiten ver algunos problemas que aparecen al tratar de hacer
la generalizacion a espacios de Hilbert abstractos. Vamos a ver que es en
estos casos el equivalente al producto en frecuencias es una medida. En la
Seccion 8.1 siempre es posible, encontrar una medida que cumpla este papel.
Por ejemplo, nunca aparece un producto en frecuencias que sea la derivada
de la distribucion delta.

6.2.1. La identidad

Este es un caso muy sencillo que se puede aplicar a un espacio de Hilbert
cualquiera. Para poder comparar mejor los resultados con los demés ejemplos
vamos a tomar H nuevamente igual a L2 (Rd). Definimos un sélo operador
de traslacion T', que es justamente la identidad:

Tf(z)=1df(z) = f(x)
Al analizar la sucesion {(f,7g)},c, tenemos que

(f,T) = (f,9)

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert



64 Capitulo 6. Ejemplos

es la sucesion constante. Por analogia con los casos anteriores, nos gustarfa
definir en este caso un producto en frecuencias {f, g} (w) que sea una funcion
en L' (T) tal que valga

{f.9} (@) = (£, T°) (6.2)

Pero la transformada de Fourier de cualquier funcion de L' (T) tiende a cero
en infinito. Asi que en particular no puede ser constante. Con esto vemos que
en la extension a espacios de Hilbert abstractos aparecen fendmenos nuevos
que hay que estudiar en detalle.

Ya que no es una funcién en L' (T), busquemos un objeto que cumpla
la Ecuacion (6.2) en algin sentido. Por ahora solo vamos a encontrarlo, mas
adelante en la Subsecciéon 8.1.1 vamos a dar un método para hallarlo a partir
de la sucesion.

La distribucion delta o, se define como la funcional que aplicada a una
funciéon continua m definida en el toro, le asigna el valor de m en el punto
wp. Usualmente se representa esta aplicacion como una integral

/T 1. () 81 () dw = g (w0)

La linealidad de la funcional, hace que las propiedades de linealidad de la
integral sigan valiendo. Esta es una distribucion, que se puede pensar como
una carga puntual de valor 1 en el punto wy.

En particular podemos escribir la Ecuacion (6.2) usando la forma explicita
de la transformada de Fourier

/ (f.9y e dw = (£,T%) = (f.9),
T
de manera que si proponemos un producto

{f7g} = k50

donde k es una constante a determinar y el producto en frecuencias corres-
ponde a una carga puntual de valor £ en el punto wy = 0. Entonces tenemos
que

/ {fa 9} (W> e 2mwa gy = /k50 e—2mwa 1, — L e—2m0a _ L
T T

Asi obtenemos nuevamente la sucesion constante de valor k, por lo que de-
bemos tomar k = (f, g). De esta manera tenemos que

{fag} = <fvg>50
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Para definir el multiplicador, tomamos una funcién f de L? (Rd) y utili-
zando un polinomio trigonométrico p (z) tal que

p(z) = Z agz"

tenemos que

p(Id) =) ap1d" = (Z ak> Id = p (2 (0))Id

kEZ keZ
0 sea que
p(z)ef=p((0)f

La generalizacion natural a una funcion continua m,

me f=mi0)f

Extenderlo a funciones no continuas (borelianas) es mas complicado. En
particular, hay que analizar qué pasa si m no es continua en 0. (Veremos
que en realidad da la misma férmula, pero para que esto ande, no hay que
identificar las funciones borelianas modulo integral cero.)

Si tomamos F = (fi, f2,...) una base ortonormal de L? (Rd) entonces

{fi, £33 = (fi, i) 60 = do
i fit = (fi, ) 0o = 0sii # j

asi que
0o O
{FFy=1] 0 0o O
S

En este caso no es posible encontrar una base ortonormal de traslaciones y
ni siguiera un vector quasi-ortonormal decreciente. Veremos como manejar
estos casos en la Seccion 10.1. Veremos que como el soporte de todas los
productos es el punto 0 entonces los espectros son oy (L2 (]Rd)) = {0}y
or (L? (RY)) = z ({0}).

Este ejemplo se puede extender al caso “multidimensional”’, tomando n
operadores iguales a la identidad.

T'=T?=...=7T"=1d

Tampoco es muy interesante, y el producto en frecuencias es también una
delta en el 0 de T™.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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6.2.2. Paridad

Nuevamente en L? (R) vamos a definir otro operador, que es la “paridad™
T'f(x) = Pf(z) = f(~2).

Este operador “da vuelta” las funciones. El nombre viene se debe a que las
funciones pares son autovectores con autovalor 1, y las impares tienen auto-
valor —1. En particular

P*f(z) = Pf(~x) = [ (x).

Para compresion de imagenes resulta conveniente que las funciones de la
base sean simétricas o antisimétrica, porque disimulan mejor los errores que
produce el procesamiento.

. . .
Al analizar la sucesion {(f,7%g)},c, tenemos que

o\ (f,g) si aespar
<f7Tg>_{ (f,Pg) si a esimpar

de manera que es la sucesion que alterna entre dos valores. En particular no
tiende a cero (salvo en el caso trivial). Asi que no podemos definir en este
caso un producto en frecuencias {f, g} (w) que sea una funcion en L' (T)
cuya transformada de Fourier tome estos valores.

Buscando un poco, proponemos uno de la forma

1 1
{f.g} = §k050 + 51%5%

en donde kg y k 1 son dos niimeros complejos que vamos a determinar. Esto

corresponde a una carga puntual de valor %ko en el punto wg = 0 y otra de

valor %k% en el punto wy = % (que esté identificado con —3).
Entonces tenemos que

i 1 1 .
{f7g} (C‘J) e27‘rlwa dw = _kOCSO + _kl(sl e?ﬂ'lwa dw
T T 2 2 2 2

_ 1 27i0a 1 omita 1 1
——k‘oe +§k‘%e 2 —§k0+§k

; (-1y°

1
2

ko + k;% si a es par

N= N

ko — ki) si aesimpar
2
Entonces la unica posible eleccion de kg y k1 es
2
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y entonces tenemos que

(f.q = {f,9) +2(f7 Pg) s, F.9) 2<f7 Pg)(;%.
Nuevamente obtuvimos una medida. No probamos unicidad, eso queda
para mas adelante cuando veamos el método general en la Seccion 8.1.
Para definir el multiplicador, dada una funcién f de L? (R) y utilizando
un polinomio trigonométrico p (z) tal que

p(z) = Z apz”,

keZ

p(P)=> aPF = (Zak> Id + (Z ak> P.

kEZ par impar

entonces

La suma sobre los coeficientes pares se puede escribir usando que
"+ (=-1)" { 1 si aes par

2 0 si aesimpar
%; . % 1 +;—1)”ak e Ma+ 2Zaez (—1)" ax
_pWAp(=) _p0) tp(=(2)
2 2 ’
va que z(0) =1y z (3) = —1. De la misma manera
in%r ap = GGZZ 1" — 2(_1>nak _ ZaEZ 1"ay, — 2Za€Z (_1)” Ak
_pM)—p(=1) _p=0)-p(=(3)
2 2 ’
Entonces
()= LEOD PG pCO)-pC (),

de manera que

p(2(0) +p (2 (3 p(2(0) —p(z (3
ey~ PEDEPEW) P02 ()
Y en realidad esta formula se extiende a las funciones borelianas.

Nuevamente, los espectros se pueden calcular por el soporte de estas me-
didas. En este caso, el espectro 5p (L? (R)) es {0, 1 } y el espectro op (L* (R))
es {1,-1} ==z ({0, %}) por lo que veremos en la Subseccion 10.7.4.

Pf.
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6.2.3. Diagonal

Nuevamente tomaremos H = L? (R), pero esta vez vamos a tomar dos
veces el operador de traslacion, o sea que

Tif (x) =Tof (x) = Ef (x) = f(z = 1).

En los espacios invariantes por traslaciones consideramos L? (R), pero sélo
una vez el operador de traslacion.
Al analizar la sucesion {<f, TfT£g>}a7beztenemos que

(F,T¥Tyg) = (f. B*E’g) = (f, E*"g)

Los valores de esta sucesion son constantes sobre las diagonales a + b = cte.
De manera que si f no es ortogonal a todas las traslaciones de g, la sucesion
no tiende a cero en infinito, en todas las direcciones.

En este caso para {f,g}(EvE) (w) vamos a usar una medida que no es
puntual, sino que esta concentrada en la diagonal w = s, de la forma

1
{f g}(E,E) (w, %) = 5w:%ﬁh (w)

En donde si m es una funcién continua definida en el toro 2-dimensional T?

m (W, 32) Opese (W, 3¢) dwd 3¢ = /Tm(w,w)\/idw

T2

El /2 aparece ya que la diagonal del toro 2-dimensional T? es un segmento
que mide /2, mientras que el toro T es un segmento que mide 1. En particular
si integramos la funcién constantemente 1, obtenemos

/ 16w_%(w,%)dwd%:/1\/§dw:\/§
T2 T

que es la longitud de la diagonal. Por ello, para facilitar las cuentas, incluimos
explicitamente un LQ en el modelo propuesto del producto.
Sélo nos falta determinar la funcion h.

{f7g}(E,E) (a,) = /T2 {f, 9}(E,E) (w,3) ™™ dwd 5

1 : .
— 5w:u_h w e?mwa eQm%b dwd
[ bt @

1 . .
h(w e27r1wa eQmwb \/idw

T V2 )
h(w

Il
5S—

)e2wiwa+bdw:ﬁ(a+b)

|
S—

T
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De manera que tenemos

(F-0Y o (a.b) = ho(a+b) = (f, E**"g)

0 sea que A
h(c) = (f, E°g)

y por lo tanto h tiene que ser el producto en frecuencias { f, g}E que teniamos
para los espacios invariantes por traslaciones, considerando una sola vez la
traslacion.

1
{f g}(E,E) (w,5) = 5w=%ﬁ {f.9te W)

Nuevamente obtuvimos una medida.
Para definir el multiplicador, dada una funciéon f de L? (R) y utilizando
un polinomio trigonométrico p (21, z2) tal que

p(z1,22) = Y aap?iah

a,bezd

entonces podemos definir el polinomio de la diagonal como

y de esta manera

p(z1,22) 8 f=p(E,E) f =pa(E) f=pi(z)epf

en donde ey es el multiplicados que teniamos para los espacios invariantes
por traslaciones, considerando una sola vez la traslacion. La misma férmula
se aplica a funciones continuas y borelianas, solo tiene en cuenta el valor
sobre la diagonal.

En este caso el soporte de la distribucion es la diagonal. Podemos volver
a tomar las funciones

Ahora no forman una base ortonormal, pero sus productos al menos son
iguales a \%(L:%. Asi que usando el soporte para definir el espectro queda

&ep (L (R) = {(w, ) € T?/w = 3}

owm (L* (R)) =2 (dm (L (R))).
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6.3. Sonido estéreo

Ahora consideraremos dos copias de L? (R) al mismo tiempo. Este puede
ser un modelo de senales que se miden por dos canales simultdneamente. Un
ejemplo tipico es el sonido en estéreo, en el que cada senal corresponde a
cada uno de los dos microfonos o parlantes que se utilizan.

Aunque nos limitaremos a dos copias, se puede hacer el mismo tipo de
construcciones con més copias de L? (R), por ejemplo para representar sis-
temas mas complejos de sonido que utilizan cinco micréfonos. También para
procesar imdgenes se puede hacer algo similar tomando tres copias de L? (R?),
para representar la informacion de cada color.

En todos los casos que vamos a analizar tomamos H = L? (R) ® L* (R), o
sea que los elementos son ahora pares de funciones (f, g) en L? (R). Dados dos

pares (f,g)y <f,§> tomamos el escalar <(f,g), (f,§>> = <f, f> +(g,9).

Vamos a ver tres formas de combinar la informacion en estas dos copias de
L* (R). La diferencia son como elegimos los operadores en el nuevo espacio.
Este cambio en los operadores produce cambios en el producto y en las otras
construcciones asociadas.

6.3.1. Suma directa

En el primer caso tomamos los dos operadores de traslaciéon en cada copia
de L? (R) y los extendemos a la otra usando la identidad

Th=FE®&ld
T, =1deF

o sea que dado un par (f, g) en con las funciones f y g en L?(R)

T (f,9) = (Ef,9)
Ty (f,9) = (f, Eg).

La idea de esto, es que T} traslada solo la primera copia y 7T, traslada so6lo
la segunda copia. De manera que seguimos con la posibilidad de trasladar las
senales igual que antes.

Ahora tenemos que

((£.9), 79 (£.5)) = (£, B ) + (9. E"3)

y veamos que el producto en frecuencias es

{(£.9).(£.9) } wr.wo) = {£.7} @) + {93} (@)
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porque

o —

{(.0).(£.3) @) = {17} @0+ o} @h) = (1.7} @+ T} 0)
= (fB°F) + (9. B'3) = ((£.9)., T (}.3))

Para definir el multiplicador, dada una funciéon f de L? (R) y utilizando
un polinomio trigonométrico p (21, z2) tal que

p(z1,22) = Y aapiah

a,beZ

entonces si m = p(z) tomamos

me(f,9)= Y aa (E*f, Eg)

a,bez

Al igual que en el caso de L? (R?) es un poco mas dificil ver que es m e (f, g)
en el caso general, pero se lo puede extender usando el calculo funcional.

Tomemos las funciones g;, definidas en la Ecuacion (3.3) cuyas traslaciones
forman una base L? (R), y consideramos los pares de funciones de la forma
(gx, g;). Las traslaciones por 17 y T de esta familia de funciones forman una
base ortonormal de S = L? (R) ® L? (R). Por ello el espectro ¢ (S) = T?, y
por lo que veremos en la Subseccion 10.7.4 o (S) = 2 (T?).

6.3.2. Sincronizado

En el segundo caso tomamos un s6lo operador que es la suma directa de
los dos operadores de traslacién en cada copia,

T-E®E,
o sea que dado un par (f,g) en L? (R)

T(f,9)=(Ef Eg).

La idea de esto, es que si se tiene una senal en los dos canales medida en
forma simultanea y se le aplica este operador, la sincronizaciéon no cambia
porque se trasladan de la misma manera las dos senales.

En este caso como

((£.9). 7 (F.5)) = (£.T°F) + (9. T°)

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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es facil comprobar que

{(1.9.(7.9)} =159y + {3}
porque

— — o —

{(£.9),(£.3) } @) = (£t +{F.3} (@) = (g} () +{ 7.5} (@)
= (£.B%) + (.B°3) = ((£.9). 7" ({.3))

Ademés
T = FE*® E¢

y entonces si p(z) es un polinomio trigonométrico tenemos que

p(T)=> aTF =) a (E*e E")

keZ keZ
= ZakEk 0 ZakEk =p(E)®p(F)
keZ keZ

0 sea que
p(z)e(f.9) = (p(2) ox f,p(2) o g).
y como siempre se extiende a las otras funciones continuas y a las otras
funciones.

Tomemos las funciones g, definidas en la Ecuacion (3.3) cuyas traslaciones
forman una base L? (R), y consideramos los pares de funciones de la forma
(0,9%) v (gx,0). Las traslaciones por T de estas dos familias de funciones
combinadas forman una base ortonormal de S = L? (R) ® L?(R). Por ello
el espectro 6 (S) =T, y por lo que veremos en la Subseccion 10.7.4 o (S) =

z (T).
6.3.3. Con intercambio

En el tercer caso tomamos nuevamente dos operadores. Uno es la suma
directa de los dos operadores

T\=F®EFE,

0 sea
Ty (f,9)=(Ef, Eg).
El otro es el operador de intercambio T3 que dado un par (f,g) en L? (R)

TQ(fag) = (.g?f)
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La idea del primer operador es que si se tiene una senal en los dos ca-
nales medida en forma simultanea, la sincronizaciéon no cambia al trasladar
al mismo tiempo las dos senales. El segundo operador tampoco rompe la
sincronizacion, pero permite intercambiar las senales. Al oirlo, el efecto del
sonido estéreo hace que parezca que el sonido viene del otro lado.

En este caso como

=\ <f> Taf> +(g,T'g) si [ es par
<f 9>> N <f7T1;§~]>+<g7Tfjf> si (3 es impar

propondremos para el producto en frecuencias una medida del tipo

(f,9),(f,9) { (wi,ws) = 1ho (w1) do (w2) + lh% (w1) 91 (w2)
{0 (7.9)} > 5

que corresponde a dos cargas lineales, una sobre el segmento wy, = 0 y la otra
sobre el segmento wy = % Entonces

<(f, g), TP (6.3)

—

1

{(f> 97(\157 f])} (CV?ﬁ) = 1hO (Wl) do (W2) + §h% (w1) )

9 (WQ) (aaﬂ)

1
2

1 (a)) si [ espar
~ 2 (6.4)
(a)) si [ esimpar

|
N N

Al compararlo con la Ecuacion (6.3) tenemos que
ho(@) = (£, T°F ) + (0. T°9) + (£, 7°3) + (g, T°F )
((F+9).1(F+3)) = {7 +9.7+3} @
hy(a) =/ T“f> (9, T%g) = (£, T°9) - <g,T”f>
(-

), T° (f g)> = {f—g,f—é}(a)
asi que tenemos que

[(1.0), (7.8) } wrwn) = 5 {7 +9. 7+ } (@) 6o ()
+%{f—g,f—§}(w1)5

IO

((.UQ) . (65)

1
2
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Para definir el multiplicador primero analicemos qué pasa si m es un
polinomio trigonométrico p (z). Tenemos que

p(T) =) aT= Y alfly=> alf'+ Y ali'l

keZ2 k1,k2€Z k1€Z k1€Z
ko par k2 impar
= " + T b
= axly + 12 Qg lq
k1€Z k1€EZ
ko par ko impar

k
Ahora podemos reemplazar la condicién de paridad e imparidad por #

k
# respectivamente. Y luego reemplazar los nimeros 1 por el operador

identidad Id

T+ (=D 1- (="
k1,ko€Z
Id+ (—Id)"  Id—(—1d)*
= 2{: ax al ) + ( ) 75) 7?‘
2 2
k1,ko€Z
ko k1 . k2 rpky kokl [ ka ik
_ Y a N G O PO A G LV T2>
2 2
k1,ko€Z
_p(I,Id) +p(Th, —1d) | p(Ty,1d) — p(Th, —1d)
= 5 + 5 Ty.

Si tomamos el polinomio trigonométrico py (z) que se obtiene al restrin-
gir p(z) al segmento ws = 0 obtenemos pg (21 (w1)) = p (21 (w1),22(0)) =
p(z1 (w1),1) entonces

po(T) =" a 1T =3 e 1dPTP = p(11,1d).

keZ? keZ?

De la misma manera, restringiendo a p (z) al segmento wy = 1 (identifi-
1
1

cado con —3) obtenemos p1 (z1 (w1)) = p (21 (w1), 22 (%)) =p(z (w1),—1)
entonces

pi(Th) = Z a (1) T = Z ax (—1d)" T = p (Ty, - 1d).
keZ? keZ?
Ahora podemos reemplazar en la formula de p (T) y queda

po (T1) + D1 (1) N po (T1) — DL (1)

T
9 2 2

p(T) =
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Asi que
o (11 1 (T o (T1) —p1 (Th
plena)e(fg) = T g ) OB
o (11 1 (T o (T1) —p1 (11
bl )ZPQ( )fjg+p( )2192( )(g,f)
[ po(2) +p; (2) po(z) —py (2)
= 5 o f+ 5 g

N|=

(2)
2 'f>

y como siempre se extiende a las otras funciones continuas y a las otras
funciones.

Discutiremos la funcién dimension y los espectros de este caso en parti-
cular con mucho méas detalles en la Seccion 13.3.
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Capitulo 7

Calculo funcional continuo en
varias dimensiones

Nuestro objetivo es extender la Ecuacion (4.2) definida para los espacios
invariantes por traslaciones de > (Rd) a los espacios de Hilbert abstractos.
Con la nueva notacion, esta Ecuacion se escribe como

W (o) = (f,E%g) con a € Z°.

Siguiendo la misma idea utiliza la Ecuaciéon (2.3) la podriamos reescribir
formalmente como

{f. 9} (w) = Z (f, E%g) 2o

acZd

Sin embargo en L? (Rd) la convergencia de la seria no es buena ya que la
sucesion ((f,E*g))cza no esta en (2 (Z?). Como vimos en los ejemplos an-
teriores, las sucesiones andlogas en los espacios de Hilbert abstractos tienen
peores propiedades de convergencia. Por ejemplo en la Subseccion 6.2.1 ana-
lizamos un caso en que la sucesion es constantemente 1.

Por ello no podremos aplicar directamente esta ultima féormula, sino que
deberemos utilizar herramientas del calculo funcional para encontrar a { f, g}
a partir de los valores de la sucesion ((f, E®g)),cz«. Como en estos espacios se
consideran d operadores, antes de calcular {f, g} deberemos analizar algunos
resultados del calculo funcional para varios operadores.

Los resultados clasicos del calculo funcional para operadores normales se
pueden extender a varios operadores normales que conmutan. Vamos dar una
version ligeramente modificada que se adapta mejor a nuestros operadores
unitarios. En el Capitulo 8 la utilizaremos para definir el calculo funcional
boreliano y demostrar que las operaciones propuestas en el espacio de Hilbert
‘H estan bien definidas.
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Vamos a llamar C'(X) al conjunto de las funciones complejas continuas
en el espacio métrico X, y llamaremos B (H) al conjunto de los operadores
acotados que actiian en el espacio de Hilbert H.

7.1. Espectro

Para definir el calculo funcional continuo, lo usual es restringir las ope-
raciones al espectro conjunto de los operadores 171, ...,7T),. A nosotros nos va
a resultar mas conveniente considerar las funciones definidas en todo el toro
n-dimensional T™. Vamos a ver que este conjunto es suficientemente grande
para incluir todo el espectro conjunto de los operadores, porque son unita-
rios. De esta manera podremos eliminar las referencias al espectro conjunto
en gran parte del trabajo.

Para probar este resultado, vamos a utilizar el siguiente resultado, que se
puede encontrar por ejemplo en el libro de Conway |Con97|.

Proposicién 7.1 (|[Con97, Exercise VIL.2.2|). Sea A una C*-dlgebra abeliana
con un numero finito de C*-generadores ay, ..., a,, entonces exriste un sub-
conjunto compacto X de C" y un x-isomorfismo isométrico p: A — C (X)
tal que p(ax) = 2z, 1 < k < n, donde z (A1,...,\n) = Ak

Donde isométrico significa que
lp (a)|]| = |la]| para todo a € A,

x-1somorfismo significa que el mapa p es un isomorfismo de C-espacios vec-
toriales y que también es un x-homeomorfismo algebraico, o sea que

= T(f9) =T (f)7T (9) para todo f,g € C(X)
« T(\f) = AT (f) para todo f € C'(X), A€ C
s T(1)=1

« T(f)=T(f) .

La definicion de C*-algebras aparece en el Apéndice en la Definicion A.1.
En el espacio de Hilbert ‘H en que estamos trabajando, se tienen elegidos
operadores T1,...,T, y por ello vamos a considerar a = Ty, 1 < k < n.
Los operadores 11, ..., T, son normales y conmutan, asi que la C*-algebra A
generada por ellos (y la identidad) es abeliana. Al conjunto X definido en la
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Proposicion 7.1 lo llamaremos espectro conjunto de los operadores 171, ...,7T,
y lo denotaremos por

o(T)=0(T1,...,T,) = X.

Veremos que este conjunto tiene el mismo tipo de propiedades que el espec-
tro de un operador y ademés como se relaciona con los espectros de cada
operador.

Ademas definimos el mapa 7’ = p~!. Este es un *-isomorfismo isométrico
de C'(c(T)) en A, con T’ (2) =Ty, 1 < k < n.

Veremos ahora una caracterizacion simple de o (T).

Proposicion 7.2. Dado T = (T1,...,T,) formado por operadores normales
que conmutan, entonces

o(T)={xeC"/PA,,..., A, € B(H)

Demostracion. Hay que probar las dos inclusiones:

Parte 1: Veamos que o (T) D {x € C"/AA,,..., A}

Tomemos un vector de nameros complejos x en o (T) y n operadores
acotados Aj, ..., A, tales que

A(Ty =)+ -+ A (T, —2,) = 1d

Dado un € > 0 y un ntmero M tal que ||Ag|]] < M, 1 <k < n. sea f
una funcién continua en o (T), tal que f(x) =1, || fllomy =1

sop(f) C ey —e, 1 +¢e] X -+ X [x, —e, 2, +€].

Entonces tenemos que

Tk = ) T (O = 117" (2 = ) I = 1126 = 28) fllo o)
< ”(Zk - xk)”oo,sop(f) ||f||oo,o'(T) SE

Ademas
(AL (Ty—wy) + -+ Ap (T — ) T'(f) = 1A T (),
asi que por un lado

[(A1 (1 —21) + -+ A (T —2)) T ()]
<NA(T —2) T (O + -+ + A (T —22) T ()
< Me+---+ Me=nMe
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y por otro lado tenemos que
(A (Th —z1) + -+ A (T —20)) T ()] =
= TN = 1flopery = 1-

Entonces, si tomamos un valor de e < 1/nM llegamos a una contradic-
cion.

Parte 2: Veamos que o (T) C {x € C"/BA,,..., A}

Para probar la otra inclusion, tomemos un vector de niimeros complejos
x afuera de o (T), y la funcion

f(z) = !

o —m Az — @]

Esta funcion es continua en o (T), y es acotada porque o (T) es un
conjunto compacto.

Llamamos B = 7' (f) y Ax = B (T}, — x1,)" para 1 < k < n, entonces

Ak (Tk — ZL‘k) =B (Tk — ZL‘k>* (Tk — {L‘k) = T/ (f (Z)) T, (Zk — I’k)* T/ (Zk — Ik)

=T (f (2)|(z — x)|")
para 1 < k < n.
De esta manera
A (T — )+ -+ A (T, — )
=T (@) (2 —2)[") + + T (£ (2)|(z0 — 20)[")
=T (f(2) (J(z1 —2)P+ -+ (20 —20)[)) =T (1) = Id.
[

Corolario 7.3. Dado T = (11,...,T,) formado por operadores normales
que conmutan, entonces

o(T)Co(Ty) x---xo(Ty)

Demostracion. Ahora tenemos quesi 1 < k < nyx; ¢ o (T}), entonces existe
un operador B tal que (T}, — zx) B = Id. Si tomamos Ay = B,y A; = 0 si
j # k, 1 < j < n entonces tenemos que

Al(Tl—.’L’l)—F+An(Tn—$n):Ak(Tk—Q3k>:Id,
y porello o (T) C o (Th) x --- x o (T},). O

En nuestro caso, vamos a trabajar con operadores Ti,...,7T, que son
unitarios, no sélo normales. Por ello 0 (T;) C T, 1 < k < n y entonces
tenemos que o (T) C T".
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7.2. (Calculo funcional continuo

Ahora damos la formulacion clasica del céalculo funcional continuo para
varios operadores, en el caso en que son unitarios. Ademés veremos una
version adaptada que considera a las funciones definidas sobre el toro n-
dimensional T en vez de definidas sobre el espectro.

Proposicion 7.4. Sea T = (T4,...,T,) un vector de operadores unitarios
que conmutan, entonces existe un conjunto cerrado o (T) incluido en el toro
n-dimensional T™ y inico mapa T': C (0 (T)) — B(H) con las siguientes
propiedades:

1. T' es un *~homeomorfismo algebraico
2. 17" (O = Il o o(xy para toda funcion f € C (o (T))
3. T’(Zk) :Tk, 1 < kgn

Demostracion. Es justamente el 7' definido anteriormente, teniendo en cuen-
ta que como los operadores son unitarios el espectro conjunto esta incluido
en el toro n-dimensional T". O

Proposicion 7.5. Sea T = (11,...,T,) un vector de operadores unitarios
que conmutan, entonces existe un unico mapa T : C (T") — B(H) con las
stguientes propiedades:

1. T es un *~homeomorfismo algebraico
2. |7 (I < | flloo,rn para toda funcion f € C(T")

Demostracion. Tomamos el mapa 7’ definido anteriormente. Como vimos
que o (T) C T", definimos la extension del mapa 7’ de la siguiente manera

T()=T (f|U(T)> para toda funcion f € C (T")

Esta extension en nuevamente un *-homeomorfismo, tal que 7 (z) = T,
1<k <n.
Como tomamos la funciéon restringida nos queda que

17 (O = 1 oo omy < 1 lloezm -
O
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Por ejemplo, si f es un monomio trigonométrico

On

— & Ja— (23}
f=cz™ =cz" -2,

donde ¢ es un nimero complejo y ag,...,a, son enteros, la accion de este
mapa es

T(f)=cT*=cIy - T,

Por linealidad, se tiene inmediatamente que para polinomios trigonomé-

tricos
f=p()= Z axz®

k finito

podemos definir el operador

T =pM= Y aT*

k finito

Como es usual en el calculo funcional continuo para un solo operador,
vamos a extender la notacion usada para polinomios p (T) a las funciones
continuas. Si f es una funciéon continua en el toro n-dimensional T", definimos
el operador

) =T(f).

En general esta serd la notacién que vamos a utilizar.
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Capitulo 8

Producto y multiplicador en
abstracto

En este Capitulo vamos a ver como definir el producto en frecuencias
y el multiplicador en los espacios de Hilbert abstractos. Estas definiciones
van a ser compatibles con las de los espacios invariantes por traslaciones de
L? (R™) y las de los ejemplos vistos en el Capitulo 6. En particular veremos
que siempre es posible definir al producto en frecuencias como una medida.
También discutiremos las propiedades mas sencillas de estas operaciones.

8.1. Producto en frecuencias

En el caso abstracto vamos a definir el producto en frecuencias extendido
a partir de una de las propiedades del producto en frecuencias de los espacios
invariantes por traslaciones de L? (R"). La propiedad que vamos a utilizar es
la Ecuacion (2.2), que volvemos a copiar

(. 0} (@) = (p, E*0) (8.1)

Esto es, dadas dos funciones ¢ y 1 en L? (R") tomamos el conjunto de
todas las traslaciones enteras de 1, o sea {E®¢/a €Z™} y calculamos los
productos escalares contra la otra funcion fija ¢. Esto nos da una sucesion
((p, E*¥)) yezny buscamos la tnica funcion {¢, ¥} en L' (T") cuya transfor-
mada de Fourier da justo la sucesion de productos escalares que obtuvimos.

En el caso de los espacios invariantes por traslaciones pudimos ver que
dado cualquier par de funciones, la sucesion que se obtiene ((¢, E®))

L —

aeZm™
esta en el algebra L' (T") , o sea que en este caso {p,1} es una funcion de
L' (T").
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84 Capitulo 8. Producto y multiplicador en abstracto

Utilizamos el mismo procedimiento para definir el producto en frecuencias
en abstracto. Dados dos elementos ¢ y ¢ en H, tomamos la sucesion de pro-
(07
ductos escalares ((@, T*))) ez usando ahora los operadores que conmutan
Ti,...,T,. En este caso el problema es que la serie no estd necesariamente
—_—
en L' (T"), o sea que quizé no sea la transformada de Fourier de ninguna
—_—

funcion de L' (T™). Asi que debemos extender las posibles elecciones de los
resultados de esta operacion a un espacio mas grande que contenga a L' (T™).
Veremos que este espacio son las medidas borelianas complejas sobre T".

De aqui en adelante consideraremos varias veces medidas definidas en el
toro n-dimensional T". En la mayoria de los casos seran medidas complejas
borelianas regulares y finitas. A menos que aclaremos lo contrario las medidas
con las que trabajaremos seran de este tipo. En los casos en que tengamos
que utilizar medidas que solamente toman valores cero o positivos, diremos
que es una medida positiva.

8.1.1. Definicién

Vamos ahora a definir formalmente esta operacién llamada producto en
frecuencias y ver porque alcanza con considerar a las medidas como posibles
resultados. Dados ¢ y ¥ dos elementos de H, para cada funciéon continua
foz= f(z(w)) en el toro n-dimensional T", consideramos la funcional

foz—(f(T)p,¥).

Esta funcional es lineal y continua ya que

[(F () o, D) < F (Tl [l < ILF (Tl lHIol < [1f o 2l ol 12]]-

Por el teorema de representacion de Riesz (|[Con97]), existe una tinica medida
compleja, que notaremos como {¢, 1}, definida sobre el toro n-dimensional
T™ tal que para cada funcién continua f vale

(f(T)p, ) = . f(z(w))d{p ¢} (w).

Esta medida seré la generalizacion del producto.
En particular, podemos calcular los momentos de esta medida, o sea la
secuencia de valores

/ 5 (@) d{p, 9} (@) = (T2, 1),

que se puede reescribir utilizando la transformada de Fourier como

@it = [ 2 @) e v} @) = (T%0) = (T2,
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Agrupando el primer y tdltimo miembro reconstruimos la Ecuacion (8.1), o
sea

{0, 0} () = (p, T) .

La transformada de Fourier definida sobre el espacio de las medidas es
inyectiva. Asi que la sucesion de los momentos alcanza para determinar de
manera Unica la medida correspondiente al producto.

Definiciéon 8.1. Dados dos elementos ¢ y ¥ de H, definimos {¢, 1} como
la tinica medida compleja sobre el toro n-dimensional T™ tal que

{0, 0} (@) = (p, TY) .

En estos casos, estamos identificando como es usual a las funciones de
L* (T™) con las medidas absolutamente continuas sobre el toro n-dimensional
.

La transformada de Fourier sobre las medidas complejas sobre el toro
n-dimensional T" en las series de £*° (Z") es inyectiva, aunque no sobreyec-
tiva. Asi que usando la inversa sobre la imagen podemos escribir al menos
formalmente

{0} (W) = ({0, TY)) gezn) (W) = Y (o, T*) 2 (w)

acZn

aunque la serie no converge puntualmente.

8.1.2. Propiedades

Veamos algunas propiedades elementales del producto en frecuencias en
abstracto.

Proposicién 8.2. Sean p, Y y ¢ elementos de 'H, y sea A\ un nimero com-
plejo. Entonces valen las siguientes propiedades:

1 {p, v} = M, v}
2. {o+ ¢, ¢} ={p, ¥} + {6, ¢}
8. Y, v} = {p, ¥}

4. {p, 0} =0 y en particular {p,p} =0 si y solo si p =0
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Demostracion. Los primeros dos Itemes se ven directamente de la linealidad
de la transformada de Fourier. Por ejemplo

D, 0} (@) = (g, TY) = A (9, T*) = A{ip, 0} (@) = A {p, 0} ().

El segundo se demuestra de manera andloga. Para el tercero tenemos que

{09} (@) = (0. T%) = (0. T-o0) = {4, 9} (—) = [, 0} ().

En particular usando el tercer Item obtenemos que {¢, ¢} es real, y so-
lo falta ver que es positiva. La demostracién del cuarto Item es mas fa-
cil utilizando una funciéon auxiliar continua f tal que f(z) > 0. Tomamos
g = § = +/f que también es continua y entonces

. f(z)d{p, o} (w) = (f(T) ¢, p)
=(g(T)" g(T)p, ) = (g(T) p,g(T)p) > 0.

Como integrando cualquier funciéon no negativa y continua f con la medida
{¢, ¢} da un valor no negativo, la medida es positiva.
Ademés, tomando la funcién constante f = 1 tenemos que

/ 1 {50} @) = (0 20, (8.2)

por lo que {p, ¢} es la medida cero solo si ¢ = 0. O

Es importante notar que {¢, ¢} es una medida positiva.

Nota 8.3. Es mas, la Ecuacion (8.2) dice que si ¢ es un elementos de H
entonces la norma de la medida {¢, ¢} es igual al cuadrado de la norma de

@
1{%: 0}l medida = /d{% v} (W) = (v, 9).

En particular si {p, ¢} es una funcién en L' (T")

[{e, o}l = /{w,so}dw = {p, ).

Va a ser util méas adelante la siguiente propiedad.

Lema 8.4. Sean ¢ y ¢ dos elementos de H. Descompongamos = )+,
donde ¥ es la proyeccion de ¢ en S () y ¥, es ortogonal a este espacio.

Entonces {p, ¢} = {%W}-
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Demostracion. Usamos la descomposicion de ¢ para descomponer {p, ¥}, de
manera que

Solo nos falta ver que {p, 1, } = 0. Para ello usamos que ¥, es ortogonal a
S (p) v entonces para todo vector de enteros

(P} (@) = (9, T ) = (T, ¢, ) = 0.

8.2. Multiplicador

Vamos a definir una nueva operaciéon a la que también llamaremos multi-
plicador, para que cumpla el papel que tenia el multiplicador en los espacios
invariantes por traslaciones de L* (R").

Habiamos visto en la Ecuacion (2.5) que si m (z) = (m o z) es una funciéon
continua entonces

(moz)ep=m(E)e.

De esta propiedad concluimos que (m o z) e ¢ esta en S (¢), que es el subes-
pacio generado por las traslaciones de ¢.

Esta definicion se puede utilizar en un espacio de Hilbert H abstracto,
utilizando los operadores correspondientes al calculo funcional continuo que
vimos en la Secciéon 7.2. Sin embargo necesitamos extenderla para utilizarla
con funciones no continuas. En particular vamos a necesitar una definicion
que se pueda aplicar a funciones caracteristicas e incluso a funciones no aco-
tadas. En estos casos puede no existir un operador acotado m (T), pero sin
embargo puede estar definido (m o z) e ¢ al menos para algunos elementos .

Para extender la operacion, vamos a partir de la forma débil de la Ecua-
cion anterior. Para toda funcién ¢ en L? (R") tenemos que

((moz)ep v) = (m(E)p ).

Primero reescribimos el producto escalar en términos del producto en fre-
cuencias

((moz)ep,v)={(moz)epv}"(0)= [ {(moz)ey v} (w)dw,

Tn
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y expandiendo las definiciones del producto y multiplicador queda

(moz)ep, )= /nz 5 (w+K) D (@1 k) dw

= Z (w+k)y w—l—k)dw
= [ m(z(W){p ¥} (w)dw

Tn

Agrupando el primer y ultimo miembro tenemos

(moz)ep,v) = [ m(z@){ev} @ d
'[["Vl
Esta es la formula que vamos a utilizar como definicion del multiplicador
para en el caso de tener un espacio de Hilbert ‘H abstracto, aunque utiliza-
remos la nueva notacion de manera que si el producto en frecuencias es una
funcion de L' (T™) queda escrito como

(moz)ep, )= | m(z(w)){p,v}(w)dw
’I[‘n
Aunque en los casos en que el producto en frecuencias es una medida, es mas
correcto escribirlo como

(moz)ep, )= [ m(z(w))d{p ¢} (w).

’]I‘TL

8.2.1. Definicién

Ahora vamos a ver que es posible utilizar la Ecuacion anterior para definir
una operacion como la buscada.

Fijemos un elemento ¢ de H. El subespacio generado S () es cerrado
e invariante por T, asi que podemos restringir momentaneamente todas las
operaciones a ese subespacio. Dada una funcion continua m (z) = (m o z)
definida en el toro n-dimensional T", esta definido el operador m (T) como
vimos en la Seccion 7.2.

Calculemos entonces

Im (T) ¢||* = (m (T) o, m (T) @) = (m (T)" m (T) ¢, o)
= (m(T)m (T) ¢, ) = (Im[* (T) ¢, ¢)

= | I (@)I*d{p, 0} (@) = Ml 72y -
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asi que
2
[m (T) ell = MLz (8.3)

Dado otro elemento ¢ de S (¢), podemos definir la funcional 7, tal que
para cada funcién continua m definida en el toro n-dimensional T".

Ty(moz)= [ m(z(w)d{p ¢} (w).

’H"n

Esta funcional es acotada porque

7y (moz)| = [(m (T) ¢, )| < Im (T) |l 101l = Imllzegqp ) 1]

asi que 7y, se extiende linealmente de manera tnica a cualquier funcion m (z)

en L ({g, ¢}).
Ahora resulta util cambiar el punto de vista. Fijando una funcién m (z)

en L? ({p, ¢}), podemos definir otra funcional T,,. Al aplicar esta funcional
a un elemento ¢ de S () nos da

T (¥) =Ty (m).

Esta funcional también es lineal y continua porque

[Tl = sup [T ()] = sup [Ty (m)|

lll=1 l¥l=1
2 2
< ”15/}1|E91 ||m||L2({¢,¢}) [l = ||mHL2({¢,¢})-

Asi que como S (¢) es un espacio de Hilbert, existe un tnico elemento p,,,

en S (¢) tal que T, (¢¥) = <p%m,w> para todo ¥ en S (). Este elemento
serd justamente el valor del multiplicador.

Definicion 8.5. Dado un elemento ¢ de H y una funcion m en L? ({p, ¢}),
definimos m e ¢ como el tinico elemento de S (¢) tal que para todo elemento
1 en S (p) se verifica que

(mey, )= [ m(w)d{p ¥} (w).

Tn

Si (m o z) es una funcion boreliana y acotada, entonces (m o z) e ¢ esta
definida para todo elemento . Vamos a ver que en realidad en ese caso
podemos definir un operador acotado m (T) tal que m (T) ¢ = (moz) e ¢.
Es maés, veremos que si m (z) es una funcion continua entonces m (T) es el
operador que se obtiene del calculo funcional continuo.
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8.2.2. Propiedades

Vamos a ver algunas propiedades elementales de la nueva operacion.

Proposicion 8.6. Sea ¢ un elemento de H.:

1. Si X\ es un nimero complejo y m es una funcion en L* ({p, p}) entonces

(Am)ep=me(A\x)=\(mey).

2. Sim ym son dos funciones en L? ({p,¢}), entonces (m +m) e ¢ =
meyp+meqp.

3. 51 o es un vector de enteros, entonces z% e ¢ = T, en particular
leyp=¢.

4. Sim (z) es una funcion continua en el toro n-dimensional T™, entonces
m(z) e o =m(T)p.

Demostracion. Los primeros dos Itemes se demuestran sin dificultad.
Para probar el [tem 3, usaremos la forma débil de la ecuacion. Para todo
elemento 1 en S () tenemos que

(o) = [ 2" d{p0) (@) = @ e ).
Entonces como T%p y z* e ¢ estan en S (¢) tienen que ser iguales. Por
linealidad, esta igualdad se extiende inmediatamente a los polinomios trigo-
nométricos p (z), entonces

p(z)ep=p(T)ep.

Veamos ahora el Item 4. Por el Item 2 de la Proposicion 7.5 la asignacion
m(z) = (moz) — m(T)yp es continua en la norma | ||.,. La asignacion
m (z) — m (z) ® ¢ es continua en la misma norma, debido a que

lm (z) o ol = || Tonea|| = sup Yoy (¥)] = sup |7y, (m (2))]
=1 ll=1

= sup [{(m (T)p,¢)| < sup [|m(T) ¢l ||
lll|=1 llv]l=1

= [[m (T) ¢l < [[m (T)[[ o]l < llm (2)ll ]l -

Como ambas coinciden en un los polinomios trigonométricos, que son densos
en las funciones continuas, las dos asignaciones tienen que ser iguales para
toda funcion continua m. ]
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En el Item 3 se ve el caso mas sencillo, en el que la funcién es una ex-
ponencial compleja. Cuando m es continua, del Item 4 se deduce una de las
propiedades que nos interesaba preservar en el multiplicador, o sea que

mep=m(T)e.

De la misma manera, si m es una funcion boreliana y acotada, definida
sobre el toro n-dimensional, entonces para todo elemento ¢ estd definido
m e ¢. La transformacion

p—m(T)y

es lineal y continua ya que

lm e ol < flmll [lell -

Asi que se puede representar mediante un operador acotado de H en H. En
general a este operador también se lo conoce como m (T), y esta operacion
se conoce como calculo funcional boreliano, que es una extension del calculo
funcional continuo.

Algo importante es que como las medidas {p, 1}, y en particular {¢, ¢},
no son siempre absolutamente continuas. En la Subseccion 6.2.1 vimos un
ejemplo en el que es una medida del tipo delta. En estos casos, es importante
el valor que toma la funcién m en los puntos particulares, o sobre los con-
juntos de medida de Lebesgue cero. Debido a esto no es posible cocientar las
funciones borelianas que difieren s6lo en un conjunto de medida cero como
es usual.

Ahora veremos una propiedad que relaciona el producto en frecuencias
con el multiplicador.

Proposicion 8.7. Sea p un elemento de H y m una funcion en L* ({p, ¢}).
Si 1 es otro elemento de H, entonces {m e p, b} = m{p,¥}.

Demostracion. Vamos a demostrarlo en varios pasos.

Paso 1. Primero veamos que si & es un vector de enteros, entonces {¢, T*)} =
z=*{p, v}

Para cualquier vector de enteros B tenemos que

({o. T} (8) = (o, TPT)) = (T, ¥)
— [Pt = [ 2P o) @
= (z*{p.v})" (8).
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Paso 2. Ahora veamos que {m e ¢, v} = m{p,}.

Para todo vector de enteros «, tenemos que

({mew,v})" (a) = (mep, T*) = | m(z)d{p, T} ()

"En

_ / zom (@) d{e.v} (&) = (m{p. ) (@).

]

La propiedad que acabamos de demostrar relaciona al multiplicador con
el producto en frecuencias en el caso abstracto. Esta propiedad es una gene-
ralizacion de propiedad analoga de las operaciones en los espacios invariantes
por traslaciones de L? (R).

Ademaés, esta propiedad es la linealidad del producto en frecuencias con
respecto a funciones en L? ({p, ¢}). O sea que el producto en frecuencias es
sesquilineal no solo con respecto a los ntimeros complejos, sino que también
es sesquilineal con las funciones de L? ({, ¢}) usando como producto el
multiplicador. El andlogo de esta propiedad en los espacios de Hilbert (sin
traslaciones) es

A (v, w) = (A, w) .

Vamos a finalizar con algunas propiedades adicionales, que vamos a ne-
cesitar més adelante.

Proposicion 8.8. Sea ¢ un elemento de H y sea I1: L* ({p, 0}) — S (o) la
funcion definida por I1 (m) = mey, entonces I es un isomorfismo isométrio.

Demostracion. Sim es una funciéon continua, tenemos que Il es una isometria
por la Ecuacion (8.3). Como las funciones continuas son un subconjunto denso
de L? ({p, ¢}), es posible extender la isometria a todo este espacio.

Para cada vector de enteros « la funcion z* es continua y esté en L? ({, ¢}),
asi que la imagen de II incluye todas las traslaciones de ¢. Por ser una iso-
metria, incluye a todo el subespacio cerrado generado por estas traslaciones
que es justamente S (), asi que es suryectiva. O

Es ttil reescribirlo de la siguiente manera:

Nota 8.9 (parametrizacion). Para cada elemento ¢ en S (), existe una tnica
funcion m =11 (¢) en L? ({y, ¢}) tal que » = m e .

Proposiciéon 8.10 (asociatividad). Sea ¢ un elemento de H y sea m una
funcion boreliana en el toro n-dimensional T" tal que estd definido mey. Sea
m otra funcion boreliana en el toro n-dimensional T". Entonces (mm) e ¢
estd definido si y solo sime(m e p) estd definido. En ese caso me (1m e @) =
(mm) e .
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Demostracion. La funcién mm es también boreliana. Calculemos

. m(w)|” d{im e, mep}(w) = . [m (w)[* [ (w)]” d {p, 0} (w)

= . |mm (w)|2 d{p, v} (w)

Esto nos dice que la norma de m en L? ({1 e ¢,  ©}) es igual a la norma de
mm en L? ({¢, p}). Asi que si esta definido (mm) e p o m e (1m e ) entonces
el otro también lo esta. Falta ver que son iguales.

Es claro que (mm) e ¢ esta en S (). Ademés, como m e ¢ esta en S (@),
entonces el S (7 e ¢) un subespacio de S (¢), asi que m e (17 ® ©) esta en
S (¢). Entonces, tomando cualquier elemento ¥ en S (¢) tenemos que

(me(meyp),) = Tnm(w)d{mw,w}(w)

= [ m(w)m(w)d{e ¥} (w)

"En

— [ () @) d {00} @) = () o ).

y por lo tanto son iguales. O]

En particular, si m y m son borelianas y acotadas todos los multiplica-
dores estan definidos y siempre se verifica que m e (m e p) = (mm) e .

Proposicién 8.11. Sea ¢ y ¥ dos elementos de H y sea m una funcion en
L*({¢,90}) y L? ({¥. ¥}) entonces me (o + 1)) =mep+mer.

Demostracion. Para todo elemento ¢ tenemos que
(me(p+1),¢) = ] m(w) d{(¢+ ), ¢} (w)

= [ m(w)d{p,¢} (w)+ [ m(w)d{y, ¢} (w)

T T
=(mep,¢)+(meih,p)=(mep+mer),¢).

8.3. Estructura de las operaciones

Ahora vamos a recopilar las propiedades que demostramos anteriormen-
te. Veremos que son similares a las propiedades que se utilizan para definir
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el Médulo de Hilbert. En esta version, las operaciones no estan restringi-
das a un subespacio conveniente. Por ello algunas de las operaciones no son
cerradas, otras no estén definidas y aparecen problemas técnicos similares.
Sin embargo a veces necesitaremos usarlas con estd maxima extension en las
demostraciones que aparecen mas adelante. En la Subseccion 10.1.2 veremos
que es posible restringir las operaciones y obtener la estructura de Modulo
de Hilbert.
La suma +: H x 'H — 'H hace que H sea un grupo abeliano.

(b+o)+e=v+(0+¢)
V+o=90+7
Existe un elemento 0 de L2 (R)* tal que 04 ¢ = 1

Para todo v de L? (R)A existe otro elemento ¢ de M tal que ¢+ ¢ = 0.
La notacién usual de ¢ es —1).

Las cuatro propiedades anteriores vienen de la estructura de H como
espacio vectorial, asi que no hace falta demostrarlas.

Se tiene un producto e: C' C B (T") x H — H compatible con el producto
del algebra B (T"), formada por las funciones borelianas no necesariamente
acotadas. Este producto en frecuencias esta solamente definido para el sub-
conjunto C, formado por los pares (m,1)) tales que m esta en L? ({1, 1}).

» (let) = ¢ en donde 1 es la unidad de funcion constante 1 en T"

(
(Demostrada en la Proposiciéon 8.6)
(
t

» (me(net)) = (mn)ei), si ambos miembros estan definidos (Demos-

rada en la Proposicion 8.10)
El producto e es lineal en ambas variables
» (m+n)ey)=me1+ner (Demostrada en la Proposicion 8.6)
= (me(Y+ ¢)) =mer+me¢d (Demostrada en la Proposicion 8.11)

Se tiene un producto interno { , }: H x H — M (T"), en donde M (T")
son las medidas borelianas complejas. Este producto es sesquilineal, o sea

= {V+ 0,0 ={Y, 0} + {0, ¢}

» {my, ¢} = m{, ¢} para todo m en B(T") tal que (m, ) esta en C
(Demostrada en la Proposicion 8.7)
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= {¢, 0} = {0,¢}
» {0} 20y {, 9} =0siysolosiy =0

Las otras tres estan demostradas en la Proposicion 8.2.

La norma de H se puede escribir como ||| = /|[{¢, ¢}/, en donde se

usa la norma || ||,de M (T")
» H es completo con la norma || ||

La equivalencia de la norma esta en la Nota 8.3 y H es completo porque
es un espacio de Hilbert.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert






Capitulo 9

Bases y vectores diagonales

9.1. Bases ortonormales y de Riesz

Ahora veremos la generalizacion de varias propiedades de los espacios in-
variantes por traslaciones de L?(R) a un espacio de Hilbert abstracto, en
particular las que estan relacionadas con las bases ortonormales. Vamos a
analizar en profundidad los espacios que tienen bases ortonormales de tras-
laciones y bases de Riesz de traslaciones. Veremos que son propiedades equi-
valentes y es posible construir una base ortonormal de traslaciones a partir
de una base de Riesz de traslaciones. Esta es una propiedad conocida de
los espacios invariantes por traslaciones en L? (R) y demostraremos que si-
gue siendo valida en nuestra generalizacion. Ademas el nimero de elementos
a partir del que se construyen estas bases es una propiedad importante e
intrinseca del espacio y nos permite definir un concepto de dimensiéon con
propiedades similares a la dimension usual de los espacios vectoriales.

Las demostraciones son idénticas a las usadas en la Seccion 2.3 para los
espacios invariantes por traslaciones de L? (R), cambiando las operaciones
del producto en frecuencias { , } y multiplicador e de L?(R) definidas en
la Seccion 2.2 por las nuevas operaciones definidas en el Capitulo 8 para los
espacios de Hilbert. Una diferencia mas técnica es que ahora en vez de usar
como escalares a las funciones acotadas en L (T) usaremos las funciones
acotadas en L (T") ya que en vez de un considerar un solo operador de
traslacion estamos usando n operadores.

Consideremos una sucesion ® = (¢,...,¢,,...) de elementos de H.

Sus traslaciones £ (®) forman una base ortonormal del subespacio gene-
rado S (®) si y solo si

oot =10 3
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98 Capitulo 9. Bases y vectores diagonales

en donde 1 es la funcion constante 1 sobre el toro T". La demostracion es
anédloga a la que aparece en la Subseccion 2.3.1.
Sus traslaciones E (®) forman una base de Riesz del subespacio generado
S (®) siy solo si
Ald < {9,9} < BId.

en donde todos los coeficientes de la matriz {®, @} son funciones (no medi-
das). La demostracion es andloga a la que aparece en la Subseccion 2.3.2.
Ademés podemos demostrar el anélogo al teorema de Gram-Schmidst:

Teorema 9.1 (Gram-Schmidt). Sea ® = (¢y,...,d,,...)" una sucesion de
elementos de H tal que las traslaciones de ® son una base de Riesz de S (D).
Entonces podemos construir ¥ = (1, ...,1,,...)" una sucesion de elementos
de H que las traslaciones de ¥ son una base ortonormal de S (®). Es mds,

para cada nimero r € Ny los subespacios S (®,) = S (V) y existe una matriz
de funciones M, € (L= (T))"™" tal que ¥, = M, o ®,.

La idea de la demostraciéon es definir inductivamente

Pri1 = ¢r+1 - Z {qerrl’ ,lvz)k} hd 77ij = ¢r+1 - {qerrl’ \IIT} L \117"7

k<r
y luego normalizarlo tomando

1

wr—&—l = d 907‘4—1‘
\/ {§0r+17 SOT—&—I}

Los detalles de la demostracion son idénticos a los que aparecen en el
Teorema 2.3 y por ello no los repetiremos aqui.

Mas adelante en la Proposicion 10.12 usaremos el mismo algoritmo, pero
sin pedir la condiciéon de que las traslaciones de la sucesion inicial sean una
base de Riesz. En ese caso apareceran problemas técnicos en la normalizaciéon
y en general no podremos obtener una base ortonormal.

9.1.1. Teoremas de Robertson

Consideremos un subespacio T-invariante S incluido en H que tiene una
base ortonormal formada por las traslaciones de una cantidad finita de ele-
mentos ¢,,...,¢,. Veremos que la cantidad r de elementos originales tiene
propiedades similares a la dimensiéon. La dimensién como espacios vectoriales
de todos estos espacios es infinita, de manera que este nuevo nimero ayuda
a caracterizarlos.
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En la Subsecciéon 2.4.1 habiamos enunciado estos resultados para los es-
pacios invariantes por traslaciones sin demostrarlos. La demostracion es muy
similar a la que aparecera ahora, haciendo los mismos cambios que indica-
mos para los resultados anteriores. Mas adelante en la Seccion 10.4 vamos a
extender este resultado y la nocion de dimension a marcos. La demostracion
también es similar, pero la mayor generalidad hace que aparezcan multiples
detalles técnicos adicionales que la hacen menos clara. Por ello dejamos aca
la demostracion directa del caso sencillo y en la Seccién 10.4 damos la mas
general por separado.

Para la demostracion del resultado principal vamos a necesitar el siguiente
Lema.

Lema 9.2. Sea M una matriz de funciones en (L> (T"))"™* con r < s tal
que MM* = Id,x,, entonces se puede construir una matriz M de funciones
en (L> (T™))*** tal que MM* = Idgv y las primeras r filas de M son iguales

a las primeras r filas de M.

Demostracion. Vamos a completar la matriz M en forma inductiva. Asi que
alcanza con encontrar un vector de funciones F € (L™ (']I‘"))lxs tal que
MF* = 0,41y FF* =1 en casi todo punto. Con este vector podemos cons-
truir una matriz M’ € (L (T"))"™** formada por las r filas de la matriz
M y el vector horizontal F' como la ultima fila. La nueva matriz verifica que
M'M"™ = Id11)x(r4+1) ¥y repitiendo este proceso s — r veces obtenemos M.

Para encontrar F' vamos a usar el algoritmo de Gram-Schmidt para cada
w en el toro n-dimensional T". La parte dificil, es ver que las funciones
encontradas son medibles.

Para cada elemento e; de la base candnica de C°® definimos el vector
de funciones constante correspondiente Fj (w) = ej. Ahora calculamos la
diferencia entre Ej (w) y su proyeccion sobre el subespacio generado por las
r filas de M (w)

Dy (w) = By (w) = Y (Ep(w), M;(w)) M; (w).

J=1,...,r

Para cada w, al menos una de estas funciones Dy (w) tiene que ser no
nula porque s < r. Asi que al tomar los conjuntos B, = {w/Dy (w) # 0}
tenemos que | J,_, . By = T". Ahora disjuntamos estos conjuntos tomando
Ar = Bi\U,_,. 1 Bj v asi obtenemos

U A=T"yAnd;=0sik+#]j

k=1,...,r

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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Finalmente definimos

Gw)= Y Xa (W) Dy(w),

k=1,...r
y solo resta normalizarlo

G(w
Flw)= -2
IG (@)l
Para cada w en el toro n-dimensional T", w estd en exactamente un
s6lo conjunto Ay asi que G (w) es igual a uno de los vectores Dy, (w) y por
ello es ortogonal a My, ..., M,.. Ademas como esta normalizado tenemos que
FF*=1. ]

El siguiente resultado fue probado por Robertson en [Rob65| para n = 1,
con una notacion muy diferente en el contexto de los subespacios errantes.
Acé presentamos una extension para el caso n-dimensional. La base forma-
da por las traslaciones de los elementos originales se puede interpretar co-
mo el resultado de la accion de un grupo abeliano generado por T, o sea
{T* a € Z"}. El resultado de Robertson fue generalizado por Han y Lar-
son en |HLO1|, para un grupo de operadores unitarios (no necesariamente
abeliano) usando algebras de von Neuman.

Proposicion 9.3 (Robertson). Sea ® = (¢,,...,¢,)" un vector de elementos
de 'H tales que las traslaciones de ® son una base ortonormal de S (P) y sea
U= (¢q,... ,ws)t un vector de elementos de 'H tales que las traslaciones de W
son una base ortonormal de S (V). En ambos casos r ¢ s pueden ser infinito.
entonces

1. Si S(®)C S (V) yr=s< oo entonces S (P) =S5 (V).

2. 81 5(®) C S(V) entonces r < s.

3. 8i S(P) =S5 (V) entonces r = s.

4. 8i S(®) C S(¥) ys < oo entonces existe = {&51,...,§55} tal que
¢ =0, parak <ryE (@) es una base ortonormal de S (V).

Demostracion. Analicemos qué pasa cuando S (®) C S (V). Como E (V) es
una base ortonormal de S (V) entonces ¢, = Zj {(bi, wj} e ¢); que podemos
escribir matricialmente como

O ={D,U}e,
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y ademas {wj, wl} = 0;; que podemos reescribir como
Id,, = {¥,V}.
Como FE (®) también es una base ortonormal de S (P) entonces

Id,, = {®, &) = {{, U} o U, {B, U} o U}
= {2, U} {¥, U} {2, U}",

y entonces
Iy, = {P, U} {® U}". (9.1)

Para el Item 1, como 7 = s entonces {®, U} es una matriz cuadrada y es
unitaria (para cada w € T"), asi que {¥, ®} = {®, U}* = {®, ¥} ", Entonces

Idrxr = {(I)a \Ij}* {(I)a \D} = {\IJ’ (I)} {(I), le} )
y podemos reagruparlo de manera que
U=Idy o0 ={V, 0} {P,V} eV ={U O} e

Asi que U C S (®) y por lo tanto S (¥) C S (D).
Para el Item 2 usamos nuevamente la Ecuacion (9.1) que implica que

r = rango (Id,,) < rango ({®, ¥}) < filas ({®, V}) = r,
y por ello r = rango ({®, ¥}). Entonces
r = rango ({®, ¥}) < columnas ({®, ¥}) = s.

Para el Item 3 tenemos que S (®) = S(VU) asi que S(®) C S(¥) y
S(®) D S(V), entonces r < sy r > sy por lo tanto r = s.

Para el Item 4, a partir de la matriz {®, ¥} usando el Lema 9.2 pode-
mos construir una matriz unitaria N en (L (T™))**°, cuyas r primeras filas
son {®, U}. Definimos entonces ® = N e U, de manera que los primeros 7
coeficientes de ® son iguales a ®, y ademéds

{é,é} — (NeW,NeW}=N{¥,U}N* = NN* = Id,, ,

asi que F (é) una base ortonormal de S <<i>> y por el Item 1 tenemos que
S (@) — S (D). O
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Al igual que en L?(R), nuevamente el Item 3 de la Proposicién 9.3 in-
dica que la cantidad de elementos en un vector cuyas traslaciones forman
una base ortonormal esta definido de manera tnica, y por ello lo tomaremos
como un analogo a la dimension. Ademas utilizando el algoritmo del Teore-
ma 9.1 podemos generalizarlo a subespacios que tienen una base de Riesz de
traslaciones.

Definicion 9.4. Sea S un subespacio cerrado de H tal que existe un vector
O = (¢,... ,gzﬁr)t de elementos de H tal que las traslaciones de ® son una
base ortonormal de S, entonces definimos

dimT (S) =T.

En el caso en que ® sea una sucesion infinita tal que £ (®) es una base
ortonormal de S diremos que dimr (S) = 0.

Tgual que en los espacios invariantes por traslaciones de L* (R), esta defini-
cion de dimensiéon no esta definida para todo subespacio cerrado T-invariante
y vamos a solucionar este problema permitiendo que sea una funcion.

Usaremos esta notacion para reescribir el Teorema de Robertson.

Proposicion 9.5. Si S y T son subespacios T-invariante de H tales que
estin definidas dim (S) y dimy (T'), entonces

1. Si S C T ydimy (S) = dimy (T) < oo entonces S =T.
2. 81 S CT entonces dimr (S) < dimy (7).
3. 818 =T entonces dimr (S) = dimy (7).

4. 81 S C T ydimyp (T) < oo entonces estd definido dimy (T'© S) =
dimy (T) — dim (V).

9.2. Vectores diagonales

En las bases ortonormales de traslaciones, al tomar dos elementos genera-
dores cualquiera distintos tenemos que todas las traslaciones de uno de ellos
son ortogonales a todas las traslaciones del otro. Esta es una propiedad muy
util y mas adelante va a resultar conveniente trabajar con vectores o sucesio-
nes en la que los subespacios generados por cada uno de los coeficientes que
aparecen son ortogonales dos a dos. Por la ortogonalidad, es posible trabajar
casi coeficiente a coeficiente, sin preocuparse por los otros coeficientes del
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vector o sucesion. Sin embargo, en la mayoria de los casos las traslaciones de
cada elemento no seran ortogonales entre si.

Vamos a definir explicitamente los vectores diagonales y probar algunas
propiedades que iremos utilizando después.

Definicién 9.6. Decimos que una sucesion ® = (¢, ¢y, ..., ¢,,...)" (quizas
finita) de elementos de H es diagonal si {gbl-, gbj} = 0 para todo i # j.

Decimos que es decreciente si es diagonal y ademas {(;SiH, gbiﬂ} > {¢;, 0}
para todo 7.

La ventaja de trabajar con vectores diagonales se ve en el siguiente lema.

Lema 9.7. Sea ® = (¢,, dy, ..., 0,,...)" una sucesion (quizds finita) diago-
nal de elementos de H, entonces

S(U)=S(¢) @S (p) B @S () B+

Demostracion. Tomemos un elemento 1, en S (¢;) y por la Nota 8.9 existe
una funcion m; tal que m;e¢, = 1,. Eligiendo un j distinto de 7 y un elemento
Y, de S (gbj) tenemos una funcion m; tal que m; e ¢, = 1),. Por ello podemos
calcular

{Visto;} = {mie ¢y ymj 0 6} = mim; { ¢y, 6;} =0,

y en particular tenemos que
(i) = {05} (0) =0,
[

Ademés podemos extender las parametrizaciones obtenidas en la Nota 8.9
a los subespacios S (®) cuando ® es un vector diagonal.

Proposicién 9.8. Dado un vector diagonal ® = (¢y,...,,)" de elementos
de H y un vector U = (¢, ...,1,)" de elementos del subespacio S (D), existe
una matriz de funciones M tal que W = M o P,

Demostracion. Alcanza con probar el caso en que ¥ tiene un solo elemento
1. Cuando ¥ tiene més de un elemento, la matriz M se obtiene agrupando
las filas correspondientes a cada elemento de V.

Como los subespacios S (¢;) ,...,S (¢,) son ortogonales, descomponemos
el elemento ¢ = 1, + -+ - + 1,, de manera que 1); esté en S (¢;) para cada
1 =1,...,r. Entonces por la Nota 8.9 existen funciones borelianas my, ..., m,
tales que ¥, = m; ® ¢, para cada ¢« = 1,...,r. En este caso la matriz M =
(mq, ..., m,) tiene solo una fila formada por estas funciones. O

Sin embargo, a diferencia de la parametrizacion de los subespacios con
un solo generador, esta parametrizacion no es inyectiva.
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9.2.1. Subespacios invariantes

Dado un vector decreciente ® = (¢,...,¢,)" de elementos de H y una
matriz M de funciones borelianas tales que M e ® esta definido, entonces los
elementos del producto (A e @), estdn en S (P) y en consecuencia el subes-
pacio generado por ellos S (M e ®) esta incluido en S (®). Vamos a buscar
condiciones suficientes para sobre M y ® para que estos dos subespacios sean
iguales.

Antes veremos el caso en que ® tiene un solo elemento.

Lema 9.9. Sea ¢ un elemento de 'H y m una funcion boreliana, tal que
me ¢ estd definido y el conjunto donde se anula m tiene medida {¢p, ¢} cero.

Entonces S (m e ¢) = S (o).

Demostracion. Es facil ver que S (m e ¢) C S (¢). Para ver la otra inclusion
calculemos

g (e ),

en donde Xa% es la funcion definida en el Capitulo 10.
Por ser una funciéon acotada, esta definida xgp,,, ® ¢. Asi que por la Pro-

posicién 8.10 tenemos que

Xifm e (meg) = (Xéfnﬁmm> ® )= Xsopm ® -

Como el conjunto donde m se anula tiene medida {¢, ¢} cero y es el com-
plemento de sopm, entonces Xgs,, coincide con la funcion 1 en L? ({¢, ¢}) v
por ello Xgp,, @0 =100 = ¢.

Entonces ¢ esta en S (m e ¢) y por ello su generado S (¢) esta incluido
en S (meq). O

Esto se extiende directamente a vectores diagonales.

Corolario 9.10. Sea ® = (¢,...,¢,)" un vector diagonal de elementos de
H y m una funcion boreliana tal que m e ¢, estd definida y el conjunto
donde m se anula tiene medida {¢y, ¢} cero para 1 < k < r. Entonces

S(med)=S5(mlded) =5 (P).

Demostracion. Por el Lema 9.7 tenemos que S (®) = S(¢y) ... D S (,)
y que S(me®) = S(me¢p,)®...H S(medp,). Por el Lema previo, los
subespacios respectivos que aparecen en las sumas son iguales. O

En particular podemos considerar el caso en que m es una funcién acota-
da, y entonces m e ¢ esta definida para todo elemento ¢ de H. Esta condicién
permite simplificar las hipotesis y demostraciones asi que la utilizaremos para
el resultado que damos a continuacion.
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Proposicion 9.11. Sea ® = (¢,,...,¢,)" un vector diagonal de elementos
de H y M una matriz de funciones borelianas y acotadas tal que el conjunto
donde det (M (w)) se anula tiene medida {¢y, ¢r} cero para 1 < k < 7.
Entonces S (M o &) = S (D).

Demostracion. Dada la matriz M (w), tomamos la matriz adjunta (vieja de-
finicion) MY (w) definida por

MV (w) = (—=1)"" det (;;M (w)) ,

en donde ;; M (w) es el menor ij de la matriz M (w) que se obtiene eliminando
la fila i y la columna j. Su principal propiedad es que M (w) M?*¥ (w) =
det (M (w)) Id.

El calculo de esta matriz involucra solamente sumas y productos de las
funciones que aparecen como coeficientes, asi que si los coeficientes de M
son funciones borelianas y acotadas, entonces los coeficientes de M?Y (w)
también lo son. Como todas las funciones involucradas son acotadas, estan
definidas todas las operaciones que involucran al multiplicador.

Entonces por un lado tenemos que

S(Med)C S(P),
y por el otro que
S(Me®) DS (M*Ye(Med)) =5 (det(M)ed)=S5(d),

asi que ambos subespacios son iguales. O
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Capitulo 10

Extension a marcos

Ahora analizaremos los espacios T-invariantes sin suponer que tienen una
base ortonormal de traslaciones. En los espacios invariantes por traslaciones
de L? (]Rd) no todo subespacio tiene una base ortonormal de traslaciones, pero
si tiene un marco quasi-ortonormal de traslaciones. Nos interesa analizar si
esto se sigue cumpliendo en nuestra generalizacion.

En los casos en que todos los productos son funciones (por ejemplo los
espacios invariantes por traslaciones o los sistemas de Gabor), vamos a ver
que nuevamente no siempre es posible encontrar una base ortonormal de tras-
laciones, pero siempre va a ser posible encontrar un marco quasi-ortonormal
de traslaciones.

Por otro lado, si consideramos un sistema de operadores en que algunos
de los productos son medidas, no va a ser posible encontrar una base ortonor-
mal ni un marco de traslaciones. Para reconstruir los resultados anteriores
deberemos considerar una estructura mas general que engloba a los marcos
quasi-ortonormales.

En estos resultados es importante el papel que juega la separabilidad del
espacio H.

A partir de las propiedades de estos marcos y sus generalizaciones va-
mos a poder reconstruir varias demostraciones realizadas anteriormente para
espacios con una base ortonormal de traslaciones. En particular, vamos a
obtener un resultado similar al teorema de Robertson que vimos en la Pro-
posicion 9.3 y lo usaremos para definir un concepto de dimensiéon adecuado,
que es una funciéon en vez de ser un nimero.
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108 Capitulo 10. Extensién a marcos

10.1. Producto en frecuencias reducido

Dado un espacio de Hilbert H separable con un vector de operadores T,
el problema que tenemos es que el producto en frecuencias de dos elementos
cualquiera {1, ¢} a veces es una medida. Vamos a ver que por la separabilidad
de H siempre existe una medida p tal que todas las medidas {v, ¢} son
absolutamente continuas respecto de p y entonces vamos a poder definir
un nuevo producto en frecuencias {v, gb}u que siempre sea una funcion. La
medida p elegida depende de H, pero en varios casos interesantes como los
espacios invariantes por traslaciones y los sistemas de Gabor se puede elegir
la medida de Lebesgue normalizada y en realidad {v, ¢} = {¢, ¢}#.

Decimos que una medida v es absolutamente continua con respecto a
una medida positiva p otra medida v si todo conjunto que tienen medida
i cero, tiene medida v cero. Lo notaremos como v < p. Diremos que p es
suficientemente fuerte para H si {1, ¢} < p para todo par de elementos v,
¢ en 'H.

Para analizar si los subespacios son cerrados utilizaremos el siguiente
Lema.

Lema 10.1. Sea ¢y,...,9,,... una sucesion convergente de elementos de
H tal que ¥, — 1, entonces {1, ¥, } — {¥, ¥} (convergencia en norma de
medidas).

Demostracion. Primero, dado otro elemento ¢ acotemos en funcion de ||¢|

la norma de [{¢ + ¢, ¢ + ¢} — {4, ¢} .

{Y + 6,9 + 0} = {0, O} = [{v, ¥} +{¢, 0} +{d, ¢} + {0, 0} = {¥, ¥}l
< {0, o} + [{o, 3 + I{¢, o}l
=2[{, o}I| + 1]’

en donde usamos que {¢,v} = {¥, ¢} . Ahora debemos acotar ||{¢, ¢}
usando que descomponemos a ¢ = ¢ + ¢, donde ¢, estd S(¥) y ¢, es
ortogonal. Entonces por la Nota 8.9 existe una funcion m tal que ¢ = m ey
y por el Lema 8.4 tenemos que

1,03 = [[{w, &y 1| = [[{my o 03| = [[mi {3 |
= [l g vy @) = [ 1]m @) d{e o} @

Podemos ver esta integral como un producto interno en L?* ({t,v}) y usar
Cauchy-Schwarz

{0, o} = (1, }mHDLz({w,w})

< gy Hmnlll 22y -
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en donde
U2 gy = \/ | rawoy @)
= V{9 = /19l =
y

Il = [ I 0 = [ am om0
Z\//Tnd{mu'%m°¢}(w)=\/And{¢||7¢||}(w)

= H¢|||| < |l

Asi que

e+ &, 0 + 0} — {w, 0} < 2[{w, o}l + lloll* < 21wl 1l + [l

Tomando entonces ¢,, = 1,, — ¥ queda que

{0 ¥} = {0 o = {0 + bn b + 00} = {0, 1 < llonll 21N + M9l
= ¢ = 2l QYN+ v, =9l

Asi que como v, — 1 entonces [[1), — || estda acotado y tiende a 0, y
por lo tanto ||{#,,v,} — {¥,¥}| también tiende a 0. O

Veamos primero algunas propiedades cuando se fija una medida p positiva
arbitraria.

Proposicion 10.2. Sea p una medida positiva (no necesariamente suficiente
fuerte). Entonces el conjunto

R ={y e H/{Y, ¥} < p}

es un subespacio T-invariante(cerrado) de H. Ademds si y ¢ estan en HH
entonces {1, ¢} < p.

Demostracion. Para ver que es un subespacio s6lo hay que chequear varias
propiedades sencillas:
Si ¢ es un elemento de H tal que {¢, ¢} < p entonces:

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert



110 Capitulo 10. Extensién a marcos

= Veamos que 0 esta en H".

Es trivial ya que {0,0} =0 < p.

» Veamos que para todo elemento ¢ en S (¢) se tiene que {p, ¢} < L.

Si p estd en S (¢) entonces por la Nota 8.9 existe una funcion m en

L? ({¢,¢}) tal que ¢ = m e ¢ y por ello |m|” esta en L' ({¢, ¢}). En-
tonces

{0} = {meg.me o} = |m|{4,6},
ast que {p, p} < {, ¢} y por lo tanto {, p} < .
Las funciones acotadas incluyen a todos los polinomios trigonomeétricos.

En particular las constantes A en C y las funciones zq,...,2, y sus
inversas. Por ello \p = Aoy Tyip = z; @by T, ' = 27" @ 1) para
1 =1,...,n también estan en el conjunto H*.

» Veamos que para todo elemento ¢ en H se tiene que {¢, 1} < p.

Descomponemos a ¢ = ¢+, donde ¢ estd S (¢) y ¥ es ortogonal.
Entonces por la Nota 8.9 existe una funcion my tal que ¢y =mj e ¢y
por el Lema 8.4 tenemos que

y por lo tanto {¢, ¥} < {o, ¢} < p.

» Veamos que para todo elemento ¢ en H tal que {¢,9} < pu se tiene
que {¢ + ¢, ¢ + 9} < p.
Por el Item anterior {¢,1} < 'y {¢, ¢} < u. Entonces

{0+, 0+ ¢} ={0,0} +{d, ¥} +{v, 0} +{¥, ¥},

y como estas cuatro medidas son absolutamente continuas respecto de
, entonces {¢p + 1, ¢ + 9} < p.

= Veamos que si se tiene una sucesion ¥y, ...,1,,... de elementos de 'H
tales que {¢,,, %, } < u para todo n y tales que v, — 1) en H entonces

W, v} < p.

Por el Lema 10.1 tenemos que
{thn, 00} = {9}

Ademés para todo conjunto A tal que p(A) = 0 tenemos que como
{t,,, ¥, } < wy entonces {¥,,,1,} (A) = 0. Asi que por la convergencia
de las medidas

{003 (A) = {0,403 (A),
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y entonces {1, ¥} (A) =0y por ello {¢, ¥} < p.
]

Con este resultado podremos obtener dos consecuencias muy tutiles. Por
un lado, para ver que una medida es suficientemente fuerte, alcanza con che-
quearla solo con los generadores. Ademas cualquier subespacio siempre tiene
una medida suficientemente fuerte (para este punto es necesaria la separabi-
lidad del subespacio).

Corolario 10.3. Sea S un subespacio T-invariante y ® = (¢, ..., 0, ... )t
una sucesion (quizds finita) tal que S (®) = S. Sea p una medida positiva
tal que {¢;, ¢;} < 1 para todoi=1,...,n,... (quizds finito). Entonces u es
suficientemente fuerte para S.

Demostracion. Por la Proposicién anterior tenemos que S* es un subespacio
T-invariante(cerrado). Como {¢;, ¢;} < pentonces S* incluye a ¢y,...,¢,, ...
, los elementos de @, entonces también incluye al generado por ellos que es
S(®)=2S5. m

Proposiciéon 10.4. St 'H es separable, entonces existe una sucesion ® =
(f1y.. 0, ...) de elementos de H tal que S (P) = H.

Demostracion. Como H es separable, entonces existe un conjunto denso y
numerable. Tomamos sus elementos en algiin orden y obtenemos una sucesion
O = (¢y,...,0,,...) tal que S(P) es H ya que S(P) es un cerrado que
incluye al denso original. O

Proposiciéon 10.5. Si 'H es separable, entonces existe una medida p sufi-
cientemente fuerte para H.

Demostracion. Como H es separable, entonces existe una sucesion ¢ =
(D1y-- @y, ..) tal que S(P) es H. Podemos suponer que 0 no esté en la
sucesion @, porque al sacarlo se genera el mismo espacio. También podemos
suponer que los elementos de norma 1, ya que al multiplicarlos por un ntimero
A; no nulo no cambia el subespacio generado.

Definimos las medidas y,, = {¢,,, ¢,,} y tomemos su suma

Las medidas p,, son positivas y ademas por la Nota 8.3 su norma es igual
a la norma de los vectores. Como el espacio de las medidas es completo y la
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112 Capitulo 10. Extensién a marcos

sucesion es absolutamente convergente, entonces p es una medida. Es mas,

como todas tienen norma 1 y son positivas queda que la norma de p es 1.
Ademés por construccion {¢,,, ¢, } < u asi que por el Corolario 10.3 nos

queda que p es suficientemente fuerte para todo H. O]

Ahora usando una g suficientemente fuerte podemos usar el teorema de
Radon-Nikodym para escribir a cualquier producto en frecuencias como una
funcién multiplicada por p porque los producto en frecuencias son medidas
finitas.

Definicién 10.6. Sea p una medida positiva suficientemente fuerte, defini-

mos {1, ¢}, como la tnica funcién en L' (1) tal que {0, 0}, n={v,p}, 0
sea que para toda funcion continua m definida en el toro n-dimensional T"

tenemos que

m(w){Y, ¢}, (W) dp(w) = [ m(w)d{p,p}(w).

Tn "

En los casos en que se pueda elegir a ;1 como la medida de Lebesgue
normalizada, por ejemplo los espacios invariantes por traslaciones y los sis-
temas de Gabor, se tiene que en realidad {¢, ¢} = {¢, ¢}, identificando las
funciones en L' (T™) con las medidas absolutamente continuas.

Al igual que en la Subseccion 2.2.4 extendemos estas definiciones a vec-
tores de elementos de ‘H de la manera usual.

10.1.1. Subespacio de los productos acotados

Ahora veamos qué pasa cuando nos restringimos al conjunto en que
{9, w}u es esencialmente acotada, o sea que existe una constante M tal que

{¥, ¢}, es una funcion y el conjunto {w € T"/{y,¢}, (w) > M} tiene me-
dida p cero.

Proposicion 10.7. Sea p una medida positiva (no necesariamente suficiente
fuerte). Entonces el conjunto

HH' = {w € H/ {1}, es esencialmente acotada para pu }

es un subespacio de H que es invariante pero no necesariamente cerrado.
Ademds si ¥ y ¢ estan en H*® entonces {w’¢}u es esencialmente acotada

para (.

Demostracion. Nuevamente hay que probar varias propiedades sencillas:
Si ¢ es un elemento de H tal que {¢, qﬁ}u esta esencialmente acotada:
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= Veamos que 0 estd en HH*™.
Es trivial ya que {0,0} = 0 asi que {0,0}, = 0.

» Veamos que para toda funcion acotada m se tiene que {m e 1), m e w}u
es esencialmente acotada.

Llamemos ¢ = m e ¢ y calculemos
{o.0b, n={p. 0} ={mev,mev} =|m|* {, v} = [m|* {v, ¥}, .

asi que {p, ¢}, = im|* {v, ¥}, (salvo un conjunto de medida p cero).
En particular como {¢, ¢}, es acotada y m es acotada entonces {¢, ¢},
es acotada.

Las funciones acotadas incluyen a todos los polinomios trigonométricos.

En particular las constantes A en C y las funciones zq,...,2, y sus
inversas. Por ello M) = Aoy Tjp = z; 09 y T, ') = 2! @) para
1t =1,...,n también estan en el conjunto H*°.

» Veamos que para todo elemento i) en H se tiene que {¢, ¢}M es esen-
cialmente acotada.

Descomponemos a ¢ = ¢+, donde ¢ esta S (¢) y ¥, es ortogonal.

Calculemos

¥, 0} = {wn + ¥, +¢L}
={vp o} +{vp ot H{ene )+ {vne )
- {wnawu} +{Y ¥, ).

Como {t,,1 } es una medida positiva entonces

0< {v, ¢} <{v, ¢},

ast que por la Nota 8.9 tenemos que ¢ = m e ¢ y entonces

0 < |my[* {6, 0}, 1= my|* {0, 0} < {w, 0} = {v, ¥}, .

Por ello

0< |my|* {00}, < {0},

2 :
por lo que ‘m”‘ {o, gzﬁ}u es acotada (aunque m| no tiene que ser nece-
sariamente acotada).

Ahora podemos calcular

{0.0} = {04} = {o.m 0 0} =] {0} =T {. 0}, 1,
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114 Capitulo 10. Extensién a marcos

y la funcién

=/ Imy|* {0}

=¢0wﬁ&awg{¢m#

7 {9, 01,

es acotada porque {¢, ¢}y ’m” ’2 {0, ¢}, son acotadas.

= Veamos que para todo elemento 1) en H tal que {Qﬁ,@b}u es esencial-
mente acotada se tiene que {¢ + ¥, ¢ + Q/J}M es esencialmente acotada.

Por el Item anterior {¢, Y}, v {¥, ¢}, son acotadas y entonces
{o+v.0+9}={0,0} +{o, 0} +{v, 0} +{v, ¢}

y por ello
{0+ 0,6 +0}, = {6,6}, + (6.0}, + {6, 0}, + {60},
es acotada por ser suma de acotadas.

]

Aunque (salvo en casos excepcionales) este subespacio no es cerrado con
la norma del espacio de Hilbert H, veremos que usando otra métrica podemos
hacer que sea completo. Esta métrica es la asociada a la estructura de médulo
de Hilbert que veremos a continuacion.

Proposiciéon 10.8. El subespacio H*™ es completo con la norma que al

{9,903,

Demostracion. Notemos primero que para todo elemento ¢ en H** se tiene
que (9], < [|#], ya que como el toro n-dimensional T" tiene medida u
finita entonces

ol = | oon ] = [toon]_ <[toon], 1o,

en donde la dltima igualdad vale por lo visto en la Nota 8.3.

Entonces si tomamos una sucesion ¢4, ..., ,,... de Cauchy en la norma
| ll,,, también es una sucesion de Cauchy en la norma [ |. Como H" es
completo entonces existe una subsucesion ¢, ...,%,,... que converge con la
norma || || y llamemos # al limite en H*. Vamos a ver que el limite esta en
HH> y que la subsucesion converge con la norma || ||, .

elemento ¢ le asigna ”(b”*u =
00,
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Fijemos un nimero € > 0 arbitrario, entonces existe un entero ry tal que
|4, — ¥lly,, < e sirs>ro. Entonces podemos acotar

1l S Nl < o || + 0r = || < ([0 + 6= M

en donde M es un nimero positivo y por lo tanto

et @) <[] =, <

oo,

salvo en un conjunto de medida p cero para todo r > .
Definamos ahora el conjunto A incluido en el toro n-dimensional T"

A= {w €T/ {v, ¢}, () > 2M2}.

Por el Lema 10.1 tenemos que {v,,¥,} — {u,v}, asi que en particular
{1y, ¥} (A) — {¥, 9} (A). Asi que por un lado

{0} (A) = {v, ¥}, 1 (A) = 2M7p(A),

y por el otro

{Ur, 0} (A) = {0, }, 1 (A) < MPp(A),

y entonces

De manera que

2M2 1 (A) < {, 9} (A) < MPu(A),
y como M es positivo entonces p (A) tiene que ser cero. Por ello {1, w}# esta
esencialmente acotada por 2M2. O

10.1.2. Propiedades

De las propiedades de {1, ¢} en la Seccion 8.3 se deducen directamente
propiedades analogas para {1/1,(/5}#. La diferencia principal es que si u es
una medida suficientemente fuerte entonces { , },: H x H — L' (u) es una
funciéon y no una medida. Si en cambio se toma una medida p que no es
suficientemente fuerte, hay que restringir las operaciones a H" que es un
subespacio cerrado como ya vimos.

Si restringimos las operaciones a H*> y L* (T, 1) entonces queda nueva-
mente un modulo de Hilbert. O sea que

La suma +: H**® x H**® — HF* hace que H!* sea un grupo abeliano.
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W+d)+e=v+(0+¢)
Y+o=9+Y
Existe un elemento 0 de H** tal que 0 +v¢ = ¢

Para todo 1 de H** existe otro elemento ¢ de M tal que b + ¢ = 0.
La notacién usual de ¢ es —1).

Estas propiedades vienen de la estructura de H** como subespacio (no
cerrado) visto en la Proposicion 10.7.

Se tiene un producto e: L> (T") x H!* — HH> compatible con el pro-
ducto del algebra L> (T)

= (1p(r) #¢) =% en donde 170r) es la unidad de L (T)
= (me(new))=(mn)ev

El producto e es lineal en ambas variables

s (m4n)ey)=me) +ner

= (me(Y+¢))=mep+meq

Al tomar funciones acotadas siempre estan en L? ({¢,1}) asi que el pro-
ducto e siempre esté definido en estas condiciones. Ademas met) esta en H*>
por lo visto en la Proposicion 10.7. Por ello se siguen cumpliendo estas cuatro
condiciones, aunque ahora valen para todos los pares de L (T™) x H*°°.

Se tiene un producto interno { , }: HH® x HF*® — L (T, u) que es
sesquilineal, o sea

= (Y400 ={v, 0} +{0, ¢}
w {mi, ¢} = m{, ¢} para todo m en L (T", )
= {v, 0} ={0,v}

» {0} 20y {9} =0siysolosiyy=0

El resultado de { , } esta en L*> (T) por lo visto en la Proposicion 10.7.
Las cuatro propiedades se deducen directamente de las de {, } ., Sin restric-
ciones.

Se define la norma [[¢[|, , = /[{¥,¥}[|l,, en donde se usa la norma

de L™ (T, p).

Il

= M es completo con la norma || |, -

La norma es completa por lo visto en la Proposicion 10.8.
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10.1.3. Diferencias

A pesar de las similitudes entre el producto en frecuencias {, } y el
producto en frecuencias reducido { , } ., €s importante resaltar las diferencias.
En particular aunque {¢, (b}# es una funcion, es posible que no esté en
L' (T™), o para ser mas explicito en L' (T, \) en donde A es la medida de

Lebesgue normalizada. Ademés quizés H{w,w}u‘ no se pueda calcular y
1

aunque se pueda calcular en general ya no es igual a |||,
Difieren principalmente en aquellas propiedades que relacionan a {1, ¢}
con las bases, marcos y construcciones similares de H. En particular:

» Si {4, 2/)}# = 1 no implica que E (¢)) sea una base ortonormal.

» Si existen constantes 0 < A < B tales que A < {v, 1/1}” < B no implica
que FE (1) sea una base de Riesz.

= Si {¥,¥}, = x¢ no implica que ¢ sea quasi-ortonormal ni que E (¢)
sea un marco.

= Si existen constantes 0 < A < B y un conjunto C' tales que Ay <
{1/1,1#}” < Bx no implica que E (¢) sea un marco.

La tnica propiedad similar a las nombradas que sigue valiendo es que
Y, qb}u = 0 siy solo si las traslaciones E () son ortogonales a las traslaciones

{
E(¢).

10.2. Estructura y descomposicion

Dado un conjunto de generadores de H queriamos encontrar buscamos
otro conjunto quasi-ortonormal decreciente cuyas traslaciones generen el mis-
mo subespacio. Esto solo va a ser posible si la medida de Lebesgue normali-
zada es suficientemente fuerte.

Un caso particular en el que se puede hacer esta construccion son los
espacios invariantes por traslaciones de L2 (Rd). Para los conjuntos finitos
fue demostrado por de Boor, Devore y Ron en [BDR94a|. Para los conjuntos
infinitos fue demostrado por Bownik en [Bow00|. De nuestra extension se
deduce que el mismo resultado vale en sistemas de Gabor subadjuntos.

En realidad, vamos a probar un resultado un poco méas general, suponien-
do que tenemos una medida p suficientemente fuerte, tal que {¢, p} < u para
todo par de elementos v, ¢ de H. En este caso no obtendremos conjuntos
quasi-ortonormales, sino que deberemos utilizar una generalizacion adaptada
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a la medida p. Vamos a seguir un plan de demostraciéon similar al teorema
de estructura de operadores normales en [RS80].

Construiremos el conjunto deseado en varios pasos, en los que encontra-
remos conjuntos intermedios. En cada una de las construcciones intermedias,
iremos probando la igualdad de los rangos de las matrices formadas por los
productos del conjunto original y el nuevo. Esto nos permitird calcular la
funcion dimension del espacio a partir del conjunto de generadores origina-
les.

En lo que sigue supondremos que se ha elegido una medida p suficien-
temente fuerte. Siempre existe una medida de este tipo por lo visto en la
Proposicion 10.5.

La propiedad de que {#, w}ﬂ sea una funcion caracteristica ya no implica
que F (1) sea un marco. Sin embargo esta es una propiedad que resulta ttil
en la siguientes demostraciones y por ello le daremos un nombre.

Definiciéon 10.9. Decimos que un elemento ¢ de H es p-quasi-ortonormal
si {¢,¥}, = x4 para algin conjunto A.

Decimos que un vector ¥ = (¢, 1y, ...,%,,...)" (quizas finito) es p-
quasi-ortonormal si es diagonal y cada uno de sus elementos es - quasi-
ortonormal.

Veamos ahora un par de propiedades en las que los elementos p-quasi-
ortonormales se parecen a los que generan una base ortonormal.

Lema 10.10. Sea ¥ un elemento p-quasi-ortonormal de H y sea ¢ un ele-
mento de H entonces

. {0}, 00 =

» Si ¢ es un elemento de H entonces {¢, ¢}u o) = ¢ en donde ¢ es la
proyeccion ortogonal de ¢ sobre S (V).

= En particular, si ¢ es un elemento de S () entonces {¢, ¢}, o ¢ = ¢.

Demostracion. Para la primera parte, como {w,ib}u es una funciéon carac-
teristica entonces esti acotada y por ello existe {wﬂp}# e ¢, sblo falta ver
que es igual a ¢. La funcion {v, w}u coincide con la funciéon 1 (constante) en

L? ({@/},@D}u u) = L? ({1, 1}), asi que por la Nota 8.9

(0,0}, 0 =1eth =1
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Para la segunda parte, descomponemos ¢ = ¢ + ¢,. Como ¢ esta en
S () entonces por la Nota 8.9 existe una funcion my en L* ({1, ¢}) tal que
¢ = my @ 1. Entonces usando el Lema 8.4 tenemos que

{0, 0}, 00 = {(ﬁu,l/f}u oy ={mye M@D}# L X0
=mye (W%@D}M i @/)) =my ey = ¢||-
La ultima afirmacion se deduce directamente de la anterior. O

Corolario 10.11. Sea U = (¢, 9, ... .1, ...)" una sucesion (quizds finito)
W-quasi-ortonormal, entonces

= (U, 0} 0T =10

{0, \II}H o U = ¢ en donde ¢ es la proyeccion ortogonal de ¢ sobre
S (W)

Demostracion. En el primer caso, fijando un 1; tenemos que {1;, %}M 0, =
¥; y que
{¢i>¢j}u '¢j =0 °¢j =0,

asi que sumando obtenemos

{0 WY, 00 =2 {00} et =1,
J

Para el segundo punto, usando la descomposicion de S (V) descompone-
mos

o=+ Pttt

en donde cada ¢, estd en S (3,). Entonces tenemos que
{00}, 00 =3 {00} ev;=) o=
J J

]

En particular, si A es la medida de Lebesgue normalizada, tenemos que
StV = (1,09, ..., 0, ... )t es una sucesion A-quasi-ortonormal entonces sus
traslaciones forman un marcos como los definidos en la Seccion 2.5.

Dada una funciéon m definida en el toro n-dimensional T" tomaremos su
soporte (sin clausurar) como

sopm = {w € T"/m (w) # 0}.
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Usaremos el siguiente abuso de notacién, dada una funciéon m en el toro
n-dimensional T" definiremos

sopm ﬁ sio m(w)#0
m | 0 siom(w)=0

y andlogamente

sopm wll(w) si. m(w) #0
vm

0 si m(w)=0
Para construir los vectores p-quasi-ortonormal copiaremos el algoritmo
de Gram-Schmidt. Sin embargo, a diferencia del Teorema 9.1 no pedimos
condiciones suficientemente fuertes sobre el vector original y por ello no ob-
tendremos una base ortonormal.

Proposicion 10.12. Sea ® = (¢y, ¢y, ..., b,,...)" una sucesion (quizds fi-
nita) de elementos de H", entonces eziste una sucesion p-quasi-ortonormal
U = (), %9,...,0,,...)" de elementos de H* tal que S (®,) = S(¥,) y

rango ({@r, ‘I%}H> = rango ({\I/T, \If,«}#) para todo r. En particular S (®) =
S (V) y rango ({CI), CI>}“> = rango ({\Il, \IJ}H>

Demostracion. Vamos a probarlo inductivamente. Para » = 0 no hay nada
que probar.

Supongamos que vale para r y veamos que vale para r+1. La demostracion
tiene varios pasos

Paso 1. Ortogonalizacion
Llamemos
Pry1 = ¢T+1 - Z {¢r+17 wk}“ e 77bk = ¢r+1 - {¢r+17 qur}u oV, .
k<r

El problema es que ahora las operaciones no son cerradas y es necesario
verificar con cuidado que los productos estén bien definidos. Por el
Corolario 10.11 tenemos que

{¢r+17 \Ilr}ﬂ oV, = ¢7’+1H’

la proyeccion ortogonal de ¢, ; sobre el subespacio invariante generado
por V,.. Asi que

Pry1 = ¢r+1 - ¢r+1|| = ¢r+lj_’

y por ello
{90r+1>wl}u = {¢r+1 - ¢r+1\\7¢z} = 0.
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Paso 2. Quasi-normalizaciéon

Al ortonormalizar vectores en un espacio de Hilbert, alcanza con que
el vector ¢, sea no nulo para que su norma sea no nula y se lo pueda
normalizar. Al ortonormalizar generadores de espacios invariantes por
traslaciones de L* (R) en el Teorema 9.1 usdbamos la condicion de base
de Riesz para ver que la funcién {cprﬂ, gorﬂ} tenfa inverso multipli-
cativo acotado. Ahora vamos a tener que conformarnos con invertir la
funcion en el soporte y definirla como cero afuera de él.

Definamos entonces

Xﬁ{%«q—p%’m-l}u
Q/}’I‘-}—l = L4 QOT-FI

{907*—&—17 ()O'r—i—l }N

Para ver que el producto e esta definido tenemos que verificar que

XS'B' 1T 2
Torleriierithy ot en L2 ({(prﬂ, <pT+1}). Para ello calculemos

\/{‘707“+1750r+1}“

2

Xssb{rsnsrin}
/ %(u) d{(pr—i-l?wr—i-l}(w)
" \/{‘707‘+1755r+1}“

Xsop{ert1 eri1l,
Tn {<Pr+1790r+1}H

[ Xy, @) < [ () <o

Veamos ahora que el es p-quasi-ortonormal

(@) {@ri1:Prpa b, (W) dp(w)

) Xsoo{ertreria}, Xorlortierinly,
{¢r+17 Q/)rJrl}M - . 1 SOT+1’ N

——— —_—— 0 SO
\/{‘pr+1750r+1}y‘ \/{@r+lv‘pr+1}# rH

Xéab{‘»"r+1 Pr+l }u
{¢T+1’§0r+l }H

m

{(pv‘-l-l? ('07“4-1}“ - X@ﬁ{%ﬂv%ﬂ}u'

También veamos que sigue siendo ortogonal a los anteriores, si [ < r

Xsop{ery1.0r11}
{wr—&—l?wl}# = #.@r—i—lawl

{SDT+1:<PT+1}H
m

Xsop{ors1or41} Xsop{ery1or41}
o T T " {SO w } _ T s “ O — O
r+1> %1 m .

\/{%H,%-H}u a \/{WrJrl"PrJrl}u

Asi que W, es una sucesion u-quasi-ortonormal que genera S (W, ).
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Paso 3. Igualdad de subespacios
Por la hipotesis inductiva, S (V,.) es igual a S (P,), que esta incluido
en S (®,41). Por construccion 1, esta en S (®,41), asi que S (V,4q)
esta incluido en S (®,.41).
Veamos ahora la inclusion inversa. Invirtiendo los pasos que llevan de
®py1 a1, podemos escribir
¢T+1 = {qbr—ﬁ-l?qu}u.\llT—i_ {@r—&-l?gor—ﬁ-l}u.qvbr—&-l‘
Ya vimos que {@H, \IIT}M e U, esta bien definido. So6lo nos queda ver
que {QOT_H, Ory1 }# e 1), ., también estd definido. Para ello calculemos
2
| Wi, @l d{wabal @
:/T {‘Prﬂa%ﬂ}u(w) {¢r+17¢r+1}u(w)du(w)
= /Irn Xﬁ){wwrlvqutl}“ (w) d {907'—1—17 901’—&—1} (w>
2
< /T d{@rﬂa%ﬂ} (w) = H‘Pr+1H < 0.
Asi vemos que ¢, estd en S (V,41) y por lo tanto S (W¥,;;) estd in-
cluido en S (®,,1). Asi que ambos subespacios son iguales.
Paso 4. Igualdad de los rangos

Por un lado, como los elementos de @, 1 estan en S (V,.11) y ¥,.41 es una
sucesion p-quasi-ortonormal entonces por el Corolario 10.11 tenemos
que ©, 11 = {®;11, ¥, 11}, @ U,iq asi que

{®r41, (I)r-i-l}u = {{q)r—&-l? \I’r-l-l}u oV, 1, {®ry, \Ijr—&—l}u d \IJT—H}
- {CI)T—l—lu ‘117'—1—1}“ ) {\If,,«_H, \Ijr—l—l}u {q)r—i-l; \Ijr—l—l}; y

0

por lo que
rango ({(DT+17 q)T“}u) < rango <{‘I’r+1, ‘I’r+1}u) .

Veamos ahora la desigualdad inversa. Consideremos sélo los prime-
ros  + 1 elementos de ®, que forman ®,,;. En los pasos intermedios
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para llegar de ®,,; a ¥, ;vamos quasi-ortonormalizando los vectores
t
de a uno. Para pasar del vector (wl, e U Oppty s ¢T+1) al vector
t .
(wl, sV Vit Prgas - - ,(b,,H) s6lo modificamos el vector en la po-

sicion k 4+ 1 en dos pasos que se pueden representar con productos de
matrices.

En el primero normalizamos el vector con

1 si 1=
O = _{¢k+17wj}u si i=k+1lyj<k
0 en otro caso

y lo quasi-normalizamos con

1 si i:j#k_}_l
Tovlovevenaby G i g4

N, = — -
k \/{cpkH#PkH}M
0 en otro caso

y entonces

(77/}17 s 7¢k7¢k+17¢k+27 s 7¢r+l)t
= Nk-i—l i (Ok-i-l d (¢17 s aqu)k?gbk-i-l? s 7¢r+1)t>

Estas matrices no se pueden asociar, porque la operaciéon e no es aso-
ciativa para matrices con la definicién que estamos usando.

Componiendo estas matrices tenemos que
Vi1 =Nio(Or e (Niy1 0 (Opi10Ppp1))),
asi que

Vo1, Vogi b, = {N10 (010 (Niy1 0 (Op110P,11)))
I
;Nie(O10--- (Ngy10(Opp10 q>r+1)))}“
= N1O1 - N1 Op 1 { @41, q)rﬂ}u OZHNI:H -+ O1Ny

y por ello

rango ({\IIT-&-D \IJT+1}M) < rango <{¢)7"+17 CI)T+1}M) )

asi que los dos rangos son iguales.
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]

Para mayor comodidad en las demostraciones siguientes y para que que-
de més clara la estructura, resulta conveniente transformar esta sucesion de
generadores que obtuvimos en uno decreciente. Para eso utilizaremos el si-
guiente resultado.

Proposicion 10.13. Sea ® = (¢, ¢y, ..., ¢,,...)" una sucesion (quizds fini-
ta) p-quasi-ortonormal de elementos de H, entonces eziste una sucesion (qui-
zds finita) p-quasi-ortonormal decreciente W = (1,1, ... 1,,...)" de ele-

mentos de H tal que S (®) = S (¥) y rango ({(I), (I)}u> = rango ({\If, \IJ}M>

Demostracion. La idea es recortar y pegar parte de los vectores originales pa-
ra formar los nuevos vectores. Para estas operaciones utilizaremos funciones
caracteristicas de conjuntos elegidos convenientemente.

Paso 1. Los Conjuntos

Definimos los conjuntos
A= {w eT"/{9¢,, ¢j}u (w) =1y rango{®;, ?;}, (w) = Z}

Si k # 14, entonces Ay; es disjunto de A;; y

UAi =sop {09},

1€N

De la misma manera, si k # j entonces A;;, es disjunto de A;; y

U A= {rango {®;,®;}, = z} :

JEN

Paso 2. Construcciéon

Ahora tomamos

wT:XArl.¢1+XAT2.¢2+"'+XANC.¢]€+"'7

como utilizamos funciones caracteristicas, que son acotadas, los pro-
ductos e estan bien definidos.
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La suma es convergente porque los subespacios S (¢,) son ortogonales

y ademas
I, o il = / d{Xa,, ® P Xa,, ® D} (W) (10.1)
’]I"n
= [ D e tra sk, ) dn ()
= [ o @) 0.}, ) ()
= /T X (@) Xeopig,0), (@) At (@)
< [ @A) = ),
-
y entonces
Z XA, ® Ckaz = Z#(Ark) —H (U Arkz)
keN keN keN

= 1 (59D {05, &u}, ) < (T") < o0

Paso 3. p-quasi-ortonormalidad

Primero veamos que v, es p-quasi-ortonormal:

{¢T7¢T} - {Z XANC i ¢k7 ZXAM b ¢k}

keN keN
= Z {XATk b ¢k7XATk L ¢k} = ZXAm {o, D1}
keN keN

y como los conjuntos x4, son disjuntos y ademds A,; estd incluido
en sop {gbj., qu}” en cada punto so6lo contribuye una de las funciones
caracteristicas

{00, 01} = ZXAT;C = XUpen Ark

keN

Entonces

{¢r7wl}u = {Z XA, ® (o ZXAlk hd ¢k} (10-2)

keN keN

= Z XA, X A {0, Qbk}u = Z XA, NAk {0 ¢k}u

keN keN

y como los conjuntos A,; y Ay son disjuntos entonces {¢,, ¢}, = 0.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert



126

Capitulo 10. Extensién a marcos

Paso 4.

Paso 5.

Inclusion de subespacios

Por un lado, los elementos 1, se construyen como sumas infinitas de
los elementos que aparecen en ® multiplicados con e por funciones
caracteristicas. Todas estas operaciones son cerradas en S (®) asi que
los elementos resultantes estan en S (®) y el subespacio generado S (V)
también.

Por la misma razon, para ver la inclusion inversa, alcanza con verificar
que se puede escribir a los elementos de ® usando los que aparecen en
V. Para ello, calculemos

XA, ® U1+ Xa,, @Yo+ FXa, @, F

De forma analoga a la Ecuacion (10.1) obtenemos que ||x, , ® zp,r]f <
1 (Arg) y por ello

> Ixae o vll” = e ({rango (@5, 0,3, =i} ) < (T") < o,

reN

y entonces la suma converge. Ademéas

XA, ®Vr =Xa,, ® (ZXAW ) ZXArk ( Arj qu>

JeEN jEN

= Z XA,)CXATJ o ¢] = XArk b qbk?

JjeN

en donde podemos intercambiar el producto e con la sumatoria porque
los elementos son ortogonales. Entonces

ZXAT,C e, = ZXATk LR (Z XAT;C) ® Oy

reN reN reN

= sop { @y, ¢k}u ® O = {0y, ¢k}# ® O = Oy,

en donde podemos intercambiar el producto e con la sumatoria porque
la suma de las caracteristicas converge en L% ({¢,, &, }).

Igualdad de los rangos

Dado un nimero r y una eleccion de nimeros 1 < k; < -+ < k,
definimos el conjunto

A={weT"
/rango({@kr,q)kr )—r{(bk,qzﬁk} (w) = 1,2':1,...,7‘}.
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Por su definicion, A esté incluido en los conjuntos A;,. Calculando

ahora para i = 1,...,r tenemos que por la Ecuacion (10.2)
{¢i7 Q/JZ}M = Z XATk,
keN

asi que rango ({\I/T, v}, (w)) = r para todo w en A, salvo un conjunto
de medida u cero.

Como hay numerables elecciones de 1 < k; < --- < k, entonces en
cualquier w tal que

rango ({@, CD}u (w)) >
tendremos que

rango ({\If, \II}M (w)) >,
salvo en un conjunto de medida u cero.

Repitiendo esto para todo ntimero r natural, tenemos que

rango ({QD, o}, (w)) < rango ({\If, v}, (w))
salvo en un conjunto de medida u cero.
Ademas por la definicion de los conjuntos A, tenemos que

{¢i7 ¢1}N = Z XATk

reN

de manera que podemos probar la desigualdad inversa de forma analoga
y por ello obtenemos que rango ({CID, o}, (w)) = rango ({\Il, v}, (w))
salvo en un conjunto de medida u cero.

]

Combinando estos resultados llegamos al Teorema principal anunciado al
principio de esta Seccion.

Teorema 10.14. Dado un subespacio T-invariante S siempre existe una su-
cesion (quizds finita) p-quasi-ortonormal decreciente W = (11, Vg, ... 1, ... )"
de elementos de S tal que S (V) = S.
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Demostracion. Por la Proposicion 10.4 se puede encontrar una sucesion (qui-
zés finita) ® = (¢y,¢g,...,¢,,...)" de elementos de H tal que S (P) =
S. Por la Proposicion 10.12 se puede encontrar una sucesion (quizas fini-
ta) © = (A1,64,...,6,,...)" p-quasi-ortonormal de elementos de H tal que
S(©) =5 (®) =S. Por el Teorema 10.14 se puede encontrar una sucesion
(quizas finita) p-quasi-ortonormal decreciente W = (11, 4y, ...,1%,,...)" de
elementos de H tal que S (¥) =5 (0)=S. O

10.3. Existencia de marcos de traslaciones

A partir de los resultados anteriores, podemos dar una caracterizacion de
los espacios ‘H en los que existe un marco de traslaciones.

Teorema 10.15. Si H es separable, existe una sucesion ® = (¢y, ..., ¢,,...)"
(quizds finita) de elementos de H tal sus traslaciones E (®) son un marco de
H si y solo si para todo par de elementos 1, ¢ de 'H se tiene que su producto
{1, 0} es una funcion en L' (T™) (es una medida absolutamente continua
respecto a la medida de Lebesgue).

Demostracion. Si para todo elemento v, ¢ de H se tiene que su producto
{1, p} es una funcion en L' (T"), entonces la medida de Lebesgue (normali-
zada) es suficientemente fuerte para H. Entonces por el Teorema 10.14 existe
una sucesion ® = (¢,,...,¢,,...)" quasi-ortonormal tal que S (®) = H. Por
un razonamiento andlogo al usado en la Seccion 2.5 tenemos que sus trasla-
ciones E (®) forman un marco del subespacio que generan, o sea de H. En
particular es un marco de Parseval.

Probemos ahora la implicaciéon inversa. Por la definicion de marco de la
Ecuacion (2.11) tenemos que para cada elemento ¢ de H vale que

Alel> < >0 [, T, < B¢l

acZ™
r=1,2,...

Al considerar un solo elemento de la sucesion ¢, se sigue cumpliendo la
segunda desigualdad, o sea que

> W, T, < BlY|*,

acZn

y en particular, tomando ¥ = ¢, queda

> (¢, T%,)|* < Bllo,|.

acZn
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De esta Ecuacion deducimos que la sucesion ((¢,, T®,.)) czn €Std en
(% (Z™) y por lo tanto existe una funcion G en L? (T") tal que

G (a) = (¢,, T%¢,).

Esta es justamente la definicion del producto, asi que tenemos que {¢,, o, }
estd en L? (T™) que es un subconjunto de L' (T™) porque el toro n-dimensional
T" tiene medida finita. Ademas como las traslaciones F (®) son un marco de
H, entonces se tiene que S (®) = H. Entonces por el Corolario 10.3 tenemos
que la medida de Lebesgue (normalizada) es suficientemente fuerte para H
y para todo par de elementos 1, ¢ de H se tiene que su producto {1, p} es
una funcion en L' (T"). O

En particular, en los espacios invariantes por traslaciones y los subespa-
cios asociados a sistemas de Gabor, se puede tomar como p a la medida de
Lebesgue (normalizada). Por ello en estas dos familias de subespacios siempre
hay un marco de traslaciones que las genera.

10.4. Extension de los teoremas de Robertson

Las sucesiones p-quasi-ortonormales decrecientes encontradas nos per-
mitirdn generalizar los resultados del Teorema de Robertson que vimos en
la Proposicion 9.3. Estos jugaran el papel de los conjuntos cuyas traslacio-
nes forman una base ortonormal del subespacio T-invariante bajo estudio.
A partir de este resultado serd posible definir una funciéon dimensién y ver
que sigue compartiendo muchas propiedades con la dimension usual de los
espacios vectoriales.

Proposiciéon 10.16. Dada una medida p suficientemente fuerte, sea ® =
(Dry ey )t una sucesion de elementos de H (quizds finita) tal que ®
es p-quasi-ortonormal decreciente y sea W = (Y, ..., 0, ... )t una sucesion
de elementos de H (quizds finita) tal que ® es p-quasi-ortonormal decrecien-

te. Ademds llamemos r (w) = rango ({(ID, CID}“> y s (w) = rango ({\II, \I/}M)
Entonces:

1. SiS(®)CS(¥) yr(w)=s(w)<oop. p pentonces S(P) =25 (V).
2. 81 S(P) C S(V) entonces r (w) < s (w).

3. Si S(P) =5 (V) entonces 1 (w) = s (w).
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4. 8i S(®) C S(V) entonces eriste una sucesion ® = (;bl, by

p-quasi-ortonormal del complemento ortogonal de S (®) en S (V).

Demostracion. Como S (®) C S (V) y ¥ es p-quasi-ortonormal de S (V)
entonces como vimos en el Corolario 10.11 ¢; = Zj {gbi, %} e ;, de manera

que podemos escribir
¢ = {9, \If}u oV,

Tomemos un w tal que s (w) < co. Como V es u-quasi-ortonormal decre-
ciente, los primeros s (w) de elementos de W son tales que {¢;,¢;}, (w) =1
y para todo el resto tenemos que {1;,¢;}, (w) = 0.

De manera anéloga, los primeros r (w) elementos de ® se tiene que vale

{5, (/51‘}# (w) =1y para el resto {¢;, (/51‘}# (w) = 0.
Tomando W,y como el vector con los primeros 7 (w) elementos de W
queda

Id rlw)xr(w) — {\IIT(UJN ‘IJT(W) }H (QJ)

De la misma manera, ¢ también es p-quasi-ortonormal decreciente de S (P)
y por ello

Id s(w)xs(w) = { Psw) Psw) §, (@)
= {{@S(w),\IJ} O\D,{q)s(w),\lf}”.\lf}u (w)
= { D), U}, (@) {T, U}, (@) { Py, U}, (w

Las matrices {(IJS(w \If} ) tiene valores no nulos solo en las primeras

r (w) columnas. Algo snnllar pasa con {¥,V} (w), por lo que es posible
recortar estas matrices de manera que quede

Id s (w)xs(@) = { Ps(w) Yr(w) } ) (), Vi) } ) { P r(w)}* (W),
y €Omo {\I/r(w), \I/’”(“’)}u (w) era la identidad
Id sw)xsw) = { Ps@)s Yrtw) }, (@) { Lo Yo }, (@) - (10.3)

1. Sir(w) = s(w) entonces { Py, \Ijr(w)}u (w) es una matriz cuadrada
unitaria y entonces conmuta con su adjunta

Id r(w)xr(w) — {(I)s(w)7 \Ij'r(w)}: (w) {(I)s(w)a
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y por ello
{Trw), Urw }, = { o) Pow) }, (@) { i), Ui}, (@) -

Las matrices se pueden completar con ceros, para obtener las matrices
correspondientes a los vectores completos, y asi queda

{V, ¥}, (w) ={¥, 0}, (W) {2, ¥}, (w)

Esto vale para casi todo w asi que podemos escribirlo directamente
como

{, \Il}u ={VU, CID}# {P, \If}u,
y con ello tenemos que
v = {\I/,\If}uo U = {\I/,<I>}“ {@,\P}u LRV {\II,CD}“ oD
asi que ¥ C S (®) y por lo tanto S (V) C S (P).

2. En los puntos w en los que s (w) es infinito no hay nada que demostrar.
En los puntos en que s(w) es finito entonces de la Ecuacion (10.3)
tenemos que

r (w) = rango (Id r(w)xr(w))
= rango ({CI)S(w), \Ijr(w)}u (w) {(I)s(w)7 \pr(w)}; (UJ)>
< rango ({q)s(w)a \Ijr(w) }N (Ld))

< filas ({ @y, Uy}, @) =7 ().

Entonces
y por lo tanto
r (w) = rango ({@S(W), \Ilr(w)}'u (‘-"))
< columnas ({@s(w), VU, () }u (w)) =s(w).

3. 51 5(®) = S(V) entonces S (P) C S(V) y S(P) D S(¥) asi que
r(w) <s(w)yr(w)=s(w)y por lo tanto r (w) = s (w).
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4. El complemento ortogonal de S(®) en S (¥) es un subespacio T-
invariante y por ello podemos usar el Teorema 10.14 para construir

~ ~ ~ t -
una sucesion ¢ = (qﬁl, N S > tal que ® es una sucesion p-quasi-

ortonormal.

O

Usando el Teorema 10.14 de estructura que vimos en la anteriormente, sa-
bemos que cualquier subespacio de H tiene una sucesion p-quasi-ortonormal
decreciente, asi que estos resultados valen en general. Los reescribiremos nue-
vamente mas adelante después de definir la dimensién.

10.5. Funcion dimension

Basandonos en la generalizacion de la Proposicion 10.16, podemos dar una
definicion preliminar de la funciéon dimension. El problema con esta nocién de
dimensién es que su valor cambia al cambiar la medida. En realidad, vamos a
tener que considerarla como una funciéon definida con respecto a una medida.
En la mayoria de los casos es posible fijar inicialmente una medida p que sea
suficientemente fuerte para H y considerar todas las funciones dimension
en relacion con esa medida. Es mas, en muchos sistemas como los espacios
invariantes por traslaciones y sistemas de Gabor, esta medida se la puede
fijar como la de Lebesgue (normalizada) y eso simplifica los detalles técnicos.

El problema surge al considerar un subespacio cerrado T-invariante S
de H. Si tomamos una medida v que solo es suficientemente fuerte para
el subespacio S podemos calcular la funcion dimension del subespacio con
respecto a la medida v. La pregunta es que sucede al tratar de compararlos
con otros subespacios de 'H o todo 'H, que quizas tenga la dimensién calculada
respecto de otra medida. Por ello es 1til tener un método para recalcular la
funcion dimension de S con respecto a la medida pu, sin tener que rehacer
todas las cuentas.

También se puede considerar a H como un subespacio de otro espacio de
Hilbert C en donde se han extendido los operadores para que estén definidos
sobre todo K y sigan conmutando. Este tipo de estructuras fue usada en
[HLOO] y [Pap03] para ver que todo marco de traslaciones de H es la proyec-
cién sobre H de una base de Riesz de otro espacio de Hilbert K que incluye
a H. Al considerar a ‘H incluido en otro espacio K desconocido, no es posible
asegurar que siempre va a alcanzar con considerar la medida p ya que puede
no ser lo suficientemente fuerte para /C.
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10.5.1. Robertson y dimensién

A partir de las sucesiones p-quasi-ortonormales decrecientes podemos de-
finir una nocién de dimension. Tiene propiedades similares a la dimension de
los espacios vectoriales, pero es una funcién en vez de un nimero como ya
habiamos considerado en la Definicion 9.4.

Definiciéon 10.17. Sea S un subespacio T-invariante de H tal que existe
una sucesion ® = (¢y,...,¢,,...)" (quizés finita) que es p-quasi-ortonormal
decreciente y S (®) = S, entonces definimos

dimr (S) = rango <{<I>, (I)}u) (respecto de p).

Por la Proposicion 10.16 esta dimension esta definida de manera tnica.
Ademas por el Teorema 10.14 se puede extender a todo subespacio.

Proposiciéon 10.18. Sea S un subespacio (separable) T-invariante de H,
entonces tiene definida una dimension dimr (V). Es mds, si se conoce una
sucesion U = (y,...,1,,...)" (quizds finita) cualquiera tal que S (¥) = S
entonces

dimr (S) = rango ({\IJ, \D}u> (respecto de ).

Demostracion. En caso de que no conozcamos a ¥ podemos utilizar nue-
vamente la Proposicion 10.4 para ver que como S es separable tiene una
sucesion W = (¢, ...,%,,...)" (quizas finita) tal que S (¥) = S. Combinado
luego la Proposicion 10.12 y el Teorema 10.14 se puede encontrar una suce-
sion ® = (¢y,...,¢,,...)" (quizas finita) p-quasi-ortonormal decreciente tal

que S(®) = S y que ademéas rango ({@,@}J = rango ({\I/,\II}M> Por la

unicidad se tiene que es justamente dimr (S).
Ahora podemos reescribir la Proposicion 10.16 de la siguiente manera.

Proposicion 10.19. Dada una medida p suficientemente fuerte, sean S y
T dos subespacios T-invariantes de 'H. Entonces:

1. 81 S CT ydimy (S) =dimy (T) < oo p. p. u entonces S =T.
2. 51 S CT entonces dimy (S) < dim (7).
3. 818 =T entonces dimr (S) = dimy (7).

4. 8iS CT ydimy (T) < oo p. p. p entonces dimy (T'© S) = dimy (T') —

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert



134 Capitulo 10. Extensién a marcos

10.5.2. Cambio a una medida mas fuerte

Como notamos anteriormente, la definicion de la funcion dimension de-
pende de la medida p elegida. Ahora veremos como cambia la funcion di-
mension al tomar una medida v > p. Mas adelante en la Subsecciéon 10.5.4
veremos las condiciones necesarias para tomar otra medida y analizaremos
qué pasa en ese €aso.

Entonces sea v > u, que es suficientemente fuerte para H. Entonces
v suficientemente fuerte para M. Dado un ¥ = (¢,...,%,,...)" tal que
S (V) = 'H podemos definir las funciones dimension

dim (H) = rango ({\If, ‘Ij}u> (respecto de p)

dimt (H) = rango ({\If, \If}y> (respecto de v).

Por el teorema de Radon-Nikodym tenemos que existe una funciéon v-
medible a definida en el toro n-dimensional T" tal que ;1 = av entonces

{00} ={o, ¢}, n={d. ¢}, av ={o, ¥}, v

asi que

{60}, 0 ={6,0},

como funciones de L' (v).
Dado un punto w en el toro n-dimensional T", tenemos que las matrices
(infinitas)
{0}, (w)a(w) ={P,V}, ()

porque podemos sacar « (w) como factor comin de cada coeficiente.

Si a (w) = 0 entonces la matriz {¥, ¥} (w) es la matriz formada por ceros
y tiene rango 0. Si en cambio a (w) es cualquier nimero no nulo, entonces
{¥, ¥}, (w) es un miltiplo (no nulo) de {¥, U}  (w) y ambas tienen el mismo
rango. Resumiendo, podemos escribirlo como

rango ({\IJ, \I/}M) Xsopa = rango ({¥, ¥} ). (10.4)

Esta igualdad vale salvo en un conjunto de medida v cero.

10.5.3. Funciones y medidas

Ya vimos como cambia la funcién dimension al cambiar una medida
v > u. Motivados por este resultado, vamos a tener que considerar pares
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que representen funciones definidas con respecto a una medida, y buscare-
mos una relacion de equivalencia que permita identificarlos. Veremos en la
Proposicion 10.24 que a cada subespacio se le puede asignar como funcion
dimension una de estas clases de equivalencia.

Definicién 10.20. Dado un par (d, ) de una medida p positiva en el toro
n-dimensional T" y una funcién d (que quizés puede valer co en algunos
puntos) en el toro n-dimensional T" medible respecto de p, vamos a decir
que d esta definida respecto de p. En este caso, consideramos funciones que
difieren s6lo en un conjunto de medida p cero como la misma.

Es importante notar que estos pares no representan el producto de una
funcion por una medida, en particular

(6.0}, # ({6:0}, 1)

Como las dimensiones estan definidas salvo por un conjunto de medida pu,
no debemos considerar un cambio de d en un conjunto de medida p cero
como relevante. Ademés, dada una medida v > pu, tal que p = av enton-
ces motivados por la Ecuacion (10.4) queremos que (d, i) sea equivalente a
(ng(‘)f)a, V).

Primero vamos a estudiar las propiedades del cambio de p por una medida
v > p. Para ello definimos la funcién i,,_., que manda el par (d, ;1) en el par

(dxﬁa, 1/) .

Lema 10.21. La funcion i,—., es inyectiva.

Demostracion. Tomemos (d, i) y (cz, u) tales que (dxgspe,v) sea igual a

(dxﬁ)a, 1/). Entonces consideremos el conjunto donde difieren inicialmente

A, ={weT/d(w) £dw)},
y después de multiplicarse por xgpa
A, = {w € T"/d () Xagpa (@) 7 d (@) Xeapa (@) }
= {w eT"/d(w) # J(w)} Nsopa = A, N sopa.

Porque si difieren es porque diferian antes y no fueron multiplicadas por 0,
asi que

XA, Xsopa = XA, -
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Entonces

p4) = [, @ dn@) = [, @a@dr @)

T

~ [ @)X @) a @) v @) = [ v, @)a@)dy @)
:Aﬂwmwm,

porque Xgspa (w)a(w) =a(w).
Ahora, como las imagenes no difieren, entonces A, tiene medida v cero y

p(AL) :/A a(w)dv(w) =0.

]

Lema 10.22. Si se tienen tres medidas positivas p < n < 3 entonces

b O lp—sze = Lpmssee

Demostracion. Existen funciones a, 0 y v tales que p = an, n = pBxy
i = ys. También tenemos que v = aff (p.p ) asi que

Xsopy = XsopaXsops:

y por ello
((dxaopa) Xsops 22) = (@Xsap: 20) -

Con esto podemos definir la equivalencia de los pares.
Definicion 10.23. Decimos que (d, i) es equivalente a (d’, u) si tomando
alguna medida 7 > pu, v se tiene que 7, (d, i) = iy, (cZ, v).

Esta equivalencia esta bien definida, porque si tomamos otra medida 7 >
i, v podemos tomar otra medida s > 71,7 y entonces como

e (1) = s o (1)) = e (1 () ) = e (d0)

y por otro lado
e iy (1)) = e (Ao ) = e () = i (i1 (d,7) )

y COmo 5., es inyectiva entonces

) = g (2).
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10.5.4. Cambio a una medida mas débil

Ahora consideremos el proceso inverso, en el que cambiamos a p por una
medida v < .

Entonces sea v una medida tal que v < p y existe una funciéon d en
el toro n-dimensional T" (quizas valga co en algunos puntos) tal que (d,v)
es equivalente a (dimT (H),, u). Por la inyectividad de %,_, la funcién d
es Unica (p. p. V), asi que si logramos ver que v es suficientemente fuerte
entonces d = dimr (H), (salvo un conjunto de medida v cero).

Por el teorema de Radon-Nikodym tenemos que existe una funcion p-
medible « definida en el toro n-dimensional T" tal que v = au entonces

dimr (H), = ad

Dado ¥ = (3, ...,%,,...)", un sistema de generadores de H (no necesa-
riamente p-quasi-ortonormal) tenemos que

dimr (H), = rango ({\Il, ‘Ij}u> :

Asi que si w esta en sopa® el rango de {V, U}, (w) es cero (salvo para un
conjunto de medida p cero) y en particular todos los coeficientes

{wm 1/}]‘}“ ((.d) - O

Por ello
{wiad)j} = {%a%’}#ﬂ = {¢i7¢j}#86baﬂa
y entonces
Wi} = (i}, —an = {0}, =

asi que porque todos los productos de los generadores de ‘H son absolutamente
continuos respecto de v. Por el Corolario 10.3 todos los productos posibles
en H son absolutamente continuos respecto de v.

10.5.5. Definicion final

Podemos recolectar estos resultados en la siguiente proposicion:

Proposicién 10.24. Sea ;1 una medida positivas suficientemente grande para
H y sea dimy (H)u la dimension respecto de i, entonces:
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= S tomamos una medida positiva v suficientemente grande para H y
dimr (H), es la funcion dimension respecto de v, entonces son equiva-

lentes (dimT (H),, ,u) y (dimr (H), ,v).

= Reciprocamente si se tiene una medida positiva v, tal que existe una
funcion d tal que (d,v) es equivalente a (dimT (H)u,,u> entonces v

suficientemente grande para H, y d = dimy (H), (salvo un conjunto de
medida v cero).

Demostracion. En los dos casos debemos tomar una medida positiva n >
s V.

= Para la primera parte, podemos usar la Subseccion 10.5.2 para ver
que (dimT (H),., ,u) es equivalente a (dimT (H), ,77) que a su vez es

equivalente a (dimr (H),,v)

= Para demostrar la segunda parte, tenemos que (d, u) es equivalente a

(dimT (H) L ,u> que es equivalente a (dimT (H)77 , 77). Por la Subsec-

cion 10.5.4 tenemos que v es suficientemente fuerte y dimr (H), = d
(salvo en un conjunto de medida v cero).

O

Por ello resulta mas conveniente definir la funcién dimensién como una
clase de estos pares de funciones y medidas. De todas maneras, en la ma-
yoria de los casos se podra fijar una medida pu, utilizar siempre la misma y
simplificar la notacion sobrentendiendo la medida.

10.5.6. Dimensién de espacios invariantes por traslacio-
nes de L? (R?)

Bownik define en [Bow00| una nociéon de funcién dimension para los Es-
pacios Invariantes por traslaciones de L? (Rd). Veamos que esta definicion
coincide con la que usamos en este trabajo al tomar como operadores a las
traslaciones de longitud 1 definidas en el Capitulo 4 y como medida a la
medida de Lebesgue (normalizada).

Sea S un espacio invariante por traslaciones de L? (Rd) y tomemos ¥ =
(1, ...,%,,...)" una sucesion (quizés finita) tal que S (¥) = S. En [Bow00|
se define la funcién dimension como

dimLQ(Rd) (S) (w) =dim (T (¢;) (w),j=1,...,7,...) (10.5)
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en donde para cada w se tiene que 7 (f) (w) es una sucesion en (% (Z%)
definida como

T(f) ()= (f(w+K)),pa- (10.6)

Nuevamente, al igual que en la Subseccion 2.2.2, hemos tomado la anti-
transformada en lugar de la trasformada, para que esta definicion sea com-
patible con el resto de las definiciones usadas en este trabajo. Los detalles
sobre las diferencias y motivaciones de este cambio los discutiremos en la
Subseccion 10.7.5 al analizar los espectros.

El problema con esta definicion para el calculo de la funcion dimension es
que aun cuando V¥ tenga una cantidad finita de elementos, los célculos de la
dimensién involucran subespacios en ¢? (Zd) que tiene dimensioén finita, por
lo que son mas dificiles de calcular.

Para ver que esa definicién de la Ecuacion (10.5) es equivalente con la
nuestra, podemos compararla a través de las sucesiones quasi-ortonormales
decrecientes. Por el Teorema 3.3 de [Bow00], si U = (¢,...,%,,...)"
una sucesion (quizas finita) quasi-ortonormal decreciente tal que S (¥) = S
entonces

Ay (9) @) = YT () @) = Y17 () @]

va que por la definicion de quasi-ortonormal se tiene que HT (wj) (w)H es
una funciéon caracteristica. Ademés, comparando la definiciéon del producto
en frecuencias en L? (R?) que aparece en la Ecuacion (4.1) con la definicion
de 7 tenemos que

{0} W) = D b (w -k o (w-k)

acZd

= (T () (@), T (43) (@) gy = |17 () @)

Por otro lado, tomando como medida a la medida de Lebesgue (norma-
lizada) tenemos que ambas definiciones de quasi-ortonormalidad coinciden y
ademas

dimr (S) (w) = rango ({¥, ¥} (w Z {¢]? %}

porque como todos los coeficientes que estéan fuera de la diagonal son nulos.
Asi que ambas definiciones coinciden, o sea que

dimg () (@) = dim s g (5) (@) (10.7)
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El problema con usar estas formula para hacer los célculos es que impli-
ca quasi-ortonormalizar los generadores. Como vimos a lo largo de la Sec-
cion 10.2 el rango de las matrices asociadas no varia al quasi-ortonormalizar
los vectores y por ello se puede calcular la dimension a partir de cualquier
conjunto de generadores.

Un caso especial es cuando existe una sucesion ® = (¢, ¢g, ..., é,,...)"
que induce una base ortonormal de S. En ese caso la funcién dimension es
constante y se puede utilizar la medida de Lebesgue (normalizada).

10.6. Largo

Recordemos que el largo de un subespacio T-invariante S en H es la
menor cantidad de elementos que puede tener un sistema de generadores ¥ =
(V1,1q,...,1,) tal que S (¥) = S. En el caso en que todos los generadores
tienen longitud infinita, decimos que el largo es infinito. Veremos ahora que
se puede definir un concepto analogo usando la funciéon dimension.

Proposicion 10.25. Sea S un subespacio T-invariante de H. Entonces te-
nemos que largo (S) = supess (dimr (5)). O para ser mds precisos para toda
medida ju suficientemente fuerte, largo (S) = sup ess,, (dimT (S)u )
Demostracion. Fijemos una medida p suficientemente fuerte.

Si tomamos | = sup ess,, (dimT (S)u> entonces por el Teorema 10.14 exis-

te una sucesion u-quasi-ortonormal decreciente ® = (¢, ¢y, ..., b, ...) (qui-
zés finita) tal que S (®) =Sy

sup ess (rango {9, (ID}M> = 1.
m

Como todas las funciones estan definidas salvo un conjunto de medida
i cero, podemos cambiar el representante y suponer que en realidad es el
supremo. Como es diagonal y decreciente, en realidad

rango {®, ®}  (w) = mﬁix <{¢n, Pnt, = 1) :

Asi que salvo los primeros [ coeficientes de @, todos los demas son 0 y se
pueden eliminar. De manera que

S (@) =S

y por lo tanto largo (S) < [.
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Para ver la otra desigualdad, tomemos un sistema de generadores minimal
U = (¢, 1y, ...,1,;) que sabemos que existe porque el largo es [. Entonces

rango {V, ¥} (w) <1

porque en cada w son matrices de tamano [ x [. Asi que el supremo tiene la
misma cota. L

En realidad, un poco méas en general, dada una clase (d,p) se puede
definir el supremo esencial, tomando el supremo esencial de cualquiera de
sus representantes. Todos dan iguales por la siguiente proposicion.
Proposicion 10.26. Si (d, i) es equivalente a (d, V), donde d es no negativa
p. p. py d es no negativa p. p. v, entonces sup ess, (d) = supess, (cZ)

Demostracion. Alcanza con probarlo cuando g < v. Si no es asi tomamos

1N > p, v, un par <c?, 77) que sea equivalente a (d, i) que a su vez es equivalente

a (d, 1/) y probamos que supess,, (d) = sup ess, (J) = sup ess, (ci)

Si < v entonces existe o tal que av = py d = dXsopa- Sisupess, (d) = s
el conjunto

Ay ={w e T"/d(w) > s}

tiene medida p cero. Entonces el conjunto

A, = {w e T"/d (w) > s} —{w e T"/d(W) Xapa (@) > s} (10.8)
={w e T"/d(w) > s} Nsopa = As Nsopa,

donde usamos que s > 0 para escribir al conjunto como una interseccion.
Entonces

v (A) = [ @) = [ @)xep @) dr
— [ 0 @ @)a @) dr )
— [ @22 @) = [ @) dpw) =0

«

porque A; tiene medida u cero.
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Veamos la otra desigualdad. Si sup ess,, (ci) = s entonces fls tiene medida

v cero. Entonces
140 = [ xa @) = [ @aare)
— [ 0 @) X @) @) dr (@)
~ [ i @a@dr) = [ a@dr=0

As

porque A, tiene medida v cero. O

10.7. Espectros

Para los espacios invariantes por traslaciones definimos dos espectros o y
0. Ahora daremos las dos definiciones respectivas del caso abstracto. Después
probaremos que uno es la clausura esencial del otro, o sea el menor conjunto
cerrado que lo incluye salvo un conjunto de medida p cero.

10.7.1. Espectro o

La primera definicion de espectro va a servir para extender al caso abs-
tracto el espectro de los espacios invariantes por traslaciones utilizados en
[Bow00]|, [BDR94b|. En estos trabajos lo denotan con o, pero preferimos
nombrarlo con ¢ y reservar el otro simbolo para la otra definicion de espectro.
A diferencia de los espectros usuales definidos para operadores, este primer
espectro ¢ no es un conjunto cerrado. Veremos mas detalles al comparar los
dos espectros en la Proposicion 10.37.

Definiremos el espectro como el soporte (sin clausurar) de la funcion di-
mension. Sin embargo, como la funcién dimension depende de la medida
utilizada para calcularla, debemos solucionar algunos detalles técnicos. En
realidad dada una clase (d, ) se puede definir el soporte, tomando el so-
porte de cualquiera de sus representantes y considerando nuevamente una
equivalencia.

Definiciéon 10.27. Dado un par (A, ) de una medida p positiva en el toro n-
dimensional T" y un conjunto A en el toro n-dimensional T™ medible respecto
de 1, vamos a decir que A esta definido respecto de p. Ademaés consideramos

los pares (A,pu) y ([1, ,u) en que los conjuntos A y A difieren sélo en un
conjunto de medida p cero como idénticos.
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Ahora necesitamos definir la equivalencia de las clases al cambiar las
medidas.

Definicion 10.28. Decimos que (A, i) es equivalente a <%~1, 1/> si y so6lo

si (xa4,/) es equivalente a (x4, V), considerados como pares de funciones y
medidas.

Con esta notacion estamos en condiciones de definir el soporte (sin clau-
surar) de una clase (d, p).

Proposiciéon 10.29. Si (d, 1) es equivalente a (cZ, u) entonces (sop (d) , p)
es equivalente a <sf6f) <a~l> ,V).

Demostracion. Alcanza con probarlo cuando g < v. Si no es asi tomamos
n > p,v, y consideramos un par (07, 77> que sea equivalente a (d,u) y a
(d, V). En esas condiciones podriamos probar que (sop (d), u) es equivalente
a (sﬁf) (ci) ,n) que a su vez es equivalente a (sﬁb (J) ,V).

Si ;4 < v entonces existe o tal que av = p y d = dXsspa- Tomamos los
conjuntos

sop (d) = A = {w € T"/d (w) # 0}

55D (J) — Ay = {w e T"/d () # o} .
De manera analoga a la Ecuacion (10.8) tenemos que

SOp <d> = sop (d) N sopa.

Entonces

Xsop(d) = Xsop(d) Xsopa
y por ello (Xg(‘)f)(d), u) es equivalente a <XS?)T)(CZ)’ 1/). Il
Ahora definimos el espectro o.

Definiciéon 10.30. Sea S un subespacio T-invariante (cerrado) de H y una
medida p suficientemente fuerte. Definimos

G (S) = (sap (dimT (S)M> ,u)
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Como la funcién dimr (5), esta definida salvo en un conjunto de medida
i cero, tenemos que el espectro & (S) también esta definido salvo en un
conjunto de medida p cero.

En muchos casos es posible fijar una medida p y simplificar la notacién eli-
minando todas las referencias con respecto a la medida y sobrentendiendo la
medida. Ademas en varios ejemplos interesantes como los espacios invarian-
tes por traslaciones y los sistemas de Gabor, se puede considerar la medida
de Lebesgue (normalizada).

La idea del espectro se puede generalizar para comparar conjuntos de
nivel distinto de 0.

Proposicion 10.31. Si (d, p) es equivalente a (J, 1/) y defintmos los con-

Juntos de nivel

D= {weT/dw) =1}
Dy = {w € T"/d (w) = z}

conl=1,...,00, entonces (D, 1) es equivalente a (Dl, u).

Demostracion. Al igual que antes, alcanza con probarlo cuando p < v. Si
p < v entonces existe o tal que av = py d = dxgpa-
Como [ # 0 entonces

Dl = Dl ﬂS/(\)IDOé

Entonces

XDZ = XDL X§6f)a

y por ello (XDN ,u) es equivalente a (XDN 1/). O]

Vamos a utilizar este resultado para analizar los subespacios con funciones
dimension tales que el conjunto donde toman valor infinito tiene medida
positiva. Esta propiedad no depende de la medida elegida. En la Seccion 12.2
aparece un problema con los subespacios con funcién dimension de este tipo
y usaremos este resultado para ver que no se puede solucionar cambiando la
medida.

Corolario 10.32. Sea S un subespacio T-invariante (cerrado) de H y una
medida | suficientemente fuerte. Entonces el conjunto

N, = {w € T"/dimr (S), () = oo}
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tiene medida p cero st y solo st para toda otra medida v suficientemente
fuerte, el conjunto

N, = {w € T"/dimr (5), (&) = oo}

también tiene medida v es cero.

Demostracion. Si el conjunto N, tiene medida g cero entonces (N, i) es
equivalente a (0, 1), que a su vez es equivalente a (), ). Por la Proposicion
anterior (N, u) es equivalente a (N,,v). Entonces (0,v) es equivalente a
(N,,v) y por ello N, tiene medida v cero.

El resultado inverso de demuestra de forma analoga. O]

10.7.2. Espectro o

Ahora daremos la definiciéon de otro espectro y luego compararemos los
dos espectros. Este espectro esté inspirado en los espectros de los operadores
como se ve claramente de la definicion.

Dado un subespacio T-invariante S de H, podemos considerar las restric-

ciones de los operadores 11,715, ...,T, al subespacio S. Las notamos como
Tilg: S — S parai=1,...,n. De la misma manera definimos el vector de
operadores que conmutan T|y = (Ti|g, To|g,. .., Thlg). Como S es cerra-

do, entonces lo podemos considerar como un espacio de Hilbert. Como es
invariante por los operadores elegidos, las restricciones estan bien definidas.
Ademas como los operadores iniciales son unitarios, los nuevos también lo
son y por la misma razon siguen conmutando.

Ahora podemos usar el espectro conjunto definido en la Proposicion 7.2
para dar otra definicién de espectro.

Definicién 10.33. Sea S un subespacio T-invariante (cerrado) de H enton-
ces definimos

U(S):J(Tl‘S’T2’S7"‘7Tn’S)'

Una diferencia entre los espectros ¢ y o es que el primero esta en el
toro n-dimensional T" pensado como el intervalo [—%, %]n, con los bordes
identificados y en cambio el segundo esta en el conjunto {z € C/|z| = 1}"
pensado adentro de C". Entonces deberemos comparar o con z(¢), para que
estén ambos dentro de z (T") C C". De la misma manera una medida p
en [—2,1]" induce una medida en {z € C/|z| = 1}" que también notaremos
como [.

Una diferencia més importante es que el espectro o esta definido en forma

unica. En cambio el espectro ¢ esta definido salvo un conjunto de medida p
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cero (0 para ser mas preciso en una clase de conjuntos y medidas, como la que
vimos). En particular, ¢ es un conjunto cerrado, pero ¢ no es necesariamente
un cerrado. Es mas, como veremos en el ejemplo en la Seccion 13.1 puede
ser que no haya ningin conjunto cerrado equivalente a ¢ con respecto a la
medida p.

10.7.3. Clausura esencial

Nuestro objetivo es comparar los espectros ¢ y o. Veremos que o es en
algtin sentido la clausura de z (7). El problema de la clausura usual es que
dado cualquier punto w del toro n-dimensional T", tal que u({w}) = 0
tenemos que & es equivalente a ¢ U {w}, asi que z (w) esta en la clausura
de z (6 U{w}). Es méas, como p es finita hay solo un conjunto numerable
de puntos @1, @a, ..., Dy, ... (quizas finito) tal que la medida p ({@;}) # 0.
Entonces se puede elegir un denso numerable D = {wq,ws,...,w,,...} tal
que la medida g ({w;}) # 0. (Si i es la medida de Lebesgue normalizada se
pueden elegir por ejemplo los puntos con todas las coordenadas racionales de

[—%, %}n) Entonces & es equivalente a ¢ U D y la clausura de z (6 U Z) es
todo z (T™).

Entonces debemos definir una clausura que pueda ignorar conjuntos de
medida p cero.

Definiciéon 10.34. Sea A un subconjunto de z(T") y sea p una medida
positiva definida en z (T"). Definimos la clausura esencial de A con respecto
a la medida como la interseccion de todos los cerrados C' tales que la parte
de A que queda afuera de C tiene medida p cero. O sea

O IS

C cerrado
1(A\C)=0
En los casos en que la medida p esté clara del contexto, lo notaremos
directamente como A~ Por ejemplo en los espacios invariantes por tras-
laciones y los sistemas de Gabor en que p es usual utilizar la medida de
Lebesgue normalizada.
En el caso en que la medida p de A sea cero, la clausura esencial es el
conjunto vacio.
Como es usual, veremos varias definiciones equivalentes.

Proposicion 10.35. Son equivalentes

—rlLess

1. A = ﬂC’ cermdo C

1(A\C)=0
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2. A" ={w €T/ 11 (B, (w) N A) > 0 para todo 7 > 0} en donde B, (z)
es la bola (abierta) de centro z y radio r.

Demostracion. Probaremos las dos inclusiones por separado.
Dado un w & ()¢ cerrado C' entonces en particular existe un cerrado Cj tal
w(A\C)=0

que x & Cyy p(A\Cy) = 0. Entonces el abierto Uy = z (T™) \Cy contiene
una bola de centro w y radio » > 0 tal que w C B, (w) C Uy y por ello
p(Br (w) N A) < p(Up N A) < (Up) = 0.

Reciprocamente, si w es un punto tal que existe un nimero r > 0 tal que
i (B, (w) N A) = 0 entonces consideramos el cerrado Cy = z (T") \B, (w)
y entonces p(A\Cy) = (AN B, (w)) = 0y como w ¢ Cj entonces w ¢
mC’ cerrado C. O]

WAV

Ahora veremos que esta clausura no depende de la medida p elegida.

Proposicion 10.36. Dados los pares equivalentes (A, ) y (fl, I/) entonces

—<Vess

Z,u ess — A

Demostracion. Como en los resultados anteriores, alcanza con demostrarlo
cuando p < v.
Dada una funcion « tal que = av tenemos que como (A, p1) es equiva-

lente a (A, 1/)
XA = X AiXsopa
salvo en un conjunto de medida v cero. Entonces

A= AN sopa

salvo en un conjunto de medida v cero. Si tomamos un conjunto cerrado C'
entonces A\C' tiene medida v cero si y solo si (AN sopa)\C = (A\C)Nsopa
tiene medida v cero.

Por otro lado, (A, i) es equivalente a (A Nsopa, ) que es equivalente a
(ANsopa, i) asi que por la inyectividad de ¢,_., tenemos que

A= AN sopa

salvo por un conjunto de medida p cero. Si tomamos un conjunto cerrado C'
entonces A\C' tiene medida p cero si y solo si (A Nsopa) \C' = (A\C)Nsopa
tiene medida p cero.

Solo nos falta ver que (A\C) N sopa tiene medida p cero si y solo si
(A\C) N sopa tiene medida v cero.
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Por un lado, como v > p entonces si (A\C') N sopa tiene medida v cero
entonces (A\C) N sopa tiene medida p cero.
Por otro lado, si (A\C') Nsopa tiene medida p cero entonces calculamos

v ((A\C) N'sopa) = /11‘ X (A\C) Xsopa dv = /T X(A\C) XsopaXsopo dv

Xsopa
=/ X(4\0) Xsopa — v d v
T «

Xsopa Xsopo
= | Xae)Xspa— A= / dp=0
/]I‘” (AN Tsopa g (A\C)nsopa &

porque (A\C) N sopa tiene medida p cero.

Juntando estas tres propiedades tenemos que A\C' tiene medida p cero
si y solo si A\C tiene medida v cero para todo cerrado C. Por ello las dos
clausuras esenciales son iguales. O]

10.7.4. Relacién entre los espectros

Demostraremos ahora la relacion entre ambos espectros. A partir de es-
ta relacion podremos calcular los espectros o de todos los ejemplos vistos
anteriormente.

Proposiciéon 10.37. Sea S un subespacio T-invariante de H y sea p una
medida suficientemente fuerte entonces
T < S\ Hess
o (5)=2z(c(9))
Demostracion. Veamos las dos inclusiones.

= Veamos que o (S) C 5 (S)

Sea w un punto que no pertenece a & (S)#ess. Entonces existe un ntimero
real 7 > 0 tal que (B, (w) N& (S)) =0,y podemos tomar una funcion
m continua en el toro n-dimensional T" tal que m (w) = 1y sopm C
B, (w). Entonces para cualquier ¢ y ¢ en S tenemos que

porque el sop {(b’w}u y el sopm son disjuntos (salvo un conjunto de
medida  cero.)

Entonces como esto vale para todo ¥ en S (¢) C S tenemos que m e
¢ = 0. Ademas como m es continua entonces esta definido m (T|g) y
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m(T|g)¢ = me ¢ = 0. Como esto vale para todo ¢ de S, entonces
m (T[g) =0.

Asi que m (T|gq) = 0(T|g) (la funciéon 0 en todo el toro n-dimensional
T™), y como el céalculo funcional es inyectivo para las funciones conti-
nuas en el espectro entonces que m|g(s) = O]G(S). En particular como
m (w) =1 tenemos que w no esta en o (5).

= Veamos que o (S) D5 (S)

Sea w un punto que no pertenece a o (S). Entonces existe un niimero
real 7 > 0 tal que B, (w) No (S) = 0, y podemos tomar una funcion
m continua en el toro n-dimensional T" tal que m (w) = 1y sopm C
B, (w). Entonces m/|, s = 0,5 y por lo tanto el operador m (T|g) =
0.

Dado cualquier ¢ y ¥ en S tenemos que

m {60}, = {me 6.0}, = (m(T) 6,0}, = (0.4}, = 0

asi que el sop {¢, w}u y sopm son disjuntos (salvo un conjunto de me-
dida p cero.)

Entonces como esto vale para todo ¢, en S tenemos que & (S) y sopm
son disjuntos, salvo un conjunto de medida 0. Como m es continua y
m (w) = 1 entonces sopm incluye un entorno de w y en particular a
una bola de radio r’ > 0 para 7’ suficientemente pequeno. Entonces w
no esta en o (S)

]

Con este resultado podemos ver que los espectros o y z (¢) de los ejemplos
anteriores son iguales. En todos los casos habiamos encontrado un espectro
7 (S) cerrado.

En los espacios de banda limitada del Capitulo 3 y los sistemas de Gabor
de la Seccion 6.1 consideramos como medida p a la medida de Lebesgue
(normalizada). En los subespacios que habiamos elegido para los ejemplos,
el espectro ¢ era todo el toro n-dimensional T™ o un intervalo cerrado. Si
tomaramos un cerrado méas pequeno la diferencia incluiria un abierto no
vacio, que tiene medida de Lebesgue positiva y por ello o0 = z (7).

En los ejemplos en que tomamos como los operadores a la identidad en
la Subseccion 6.2.1 y la paridad en la Subseccion 6.2.2, la medida esta con-
centrada en uno o dos puntos respectivamente. El espectro ¢ estd formado
justamente por los puntos en donde esta concentrada la medida. Por ello no
se pueden eliminar estos puntos aislados del espectro y queda o =z (7).
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De manera similar, en el ejemplo en que tomamos dos veces el operador
de traslacion en la Subseccion 6.2.3 la medida estd concentrada en la diago-
nal de T2. Sobre esa recta es la medida de Lebesgue de la recta, normalizada
para que tenga medida 1. Si toméaramos un cerrado mas pequeno la diferen-
cia incluirfa un abierto de la recta no vacio, que tiene medida de Lebesgue
positiva y por ello 0 =z (7).

Vamos a analizar las distintas estructuras dadas a L? (R) & L?(R) en la
Seccion 6.3 por separado. En las primeras dos la medida es también la medida
de Lebesgue sobre T y T? respectivamente, y el espectro & es todo el toro T y
T? respectivamente. Asi que en ambos casos tenemos que o = z (¢). La tercer
eleccion de operadores que realizamos en la Subseccion 6.3.3 es diferente a
los casos anteriores y la veremos en detalle en la Seccion 13.3.

Mas adelante en el Capitulo 13 vamos a construir ejemplos en donde se
tiene que los espectros o y z(¢) no son iguales. Es més, vamos a construir
ejemplos donde el conjunto o\z(7) tiene medida positiva. Es importante
notar que por las propiedades de la clausura esencial z (&) \o tiene medida
cero.

10.7.5. Espectro de los espacios invariantes por trasla-
ciones

Finalmente queremos comparar la definicion que dimos del espectro o
con la que aparece en la literatura relacionada con los espacios invariantes
por traslaciones, por ejemplo en |[Bow00|, [BDR94b|. En particular, vamos
a explicar porque decidimos cambiar las definiciones asociadas a espacios
invariantes por traslaciones para que utilicen la antitransformada de Fourier
en vez de la transformada.

Como es usual, al considerar estos espacios vamos a tomar como p a la
medida de Lebesgue normalizada y en general no la escribiremos en forma
explicita en la notacion.

Al igual que en este trabajo, el espectro ¢ de un espacio invariante por
traslaciones se define como es el soporte (sin clausurar) de la funcion dimen-
sion. Como vimos en la Subseccién 10.5.6, ambas definiciones de la funcién
dimension coinciden si tomamos la transformacion

T (f)(w) = (f(w+k))cp

que ya habfamos definido en la Ecuacion (10.6).
Sin embargo, la notaciéon mas usual es utilizar la transformada en lugar
de la antitransformada, o sea

T () w) = (Fw+1) -
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Por las propiedades de la transformada de Fourier, tenemos que
T () w) = (Fw+1) = (F-w=1),
— (F(~w+3) =T (f) ().

De esta identidad se deducen dos diferencias. La primera es que los indices
k € Z% aparecen con el signo cambiado. Sin embargo al tomar los subespacios
generados y analizar si son nulos o no, esta renumeraciéon no tiene importancia
ya que no afecta las dimensiones de los subespacios generados y por ello

dim<’T* (wj) (w),j=1,...r,...> :dim<T(z/1j) (w),j=1,...7*,...>.
La diferencia relevante entre 7" y 7 es que aparece un signo negativo
en el punto w en que se evalia y por ello

dim3h, (9) (w) = dim (7" () (@) . = 1

£ (e ; S Ty )
=dim (7 (¢,) (~w) Lo..or...)
=dim (7 (¢;) (—w),j=1,...7,...)
= dim, ga) (5) (~w).

] =
] =

usual

Asi que en particular tenemos que w € Sop dimL2(Rd

)(S) si y solo si

—w € Sop dimLQ(Rd) (S), asi que

5_usual (S) - G (S)

O sea que uno es la imagen del otro respecto del 0. Como los conjuntos &
no son necesariamente simétricos respecto del origen, entonces & y %" son
distintos en general.

En la Proposicion 10.37 vimos que los espectros estan relacionados por la
formula o (S) =z (5 (5)) . Es claro que esta relacién se deja de cumplir en
general cuando se toma el espectro 7", El cambio de signo en T" se refleja

como una conjugaciéon al tomar la imagen por z, por lo que se tiene que
o (S) — 7 (_&usual (S)) — g (5_usual (S))

También se puede reescribir considerando las restricciones de los adjuntos de
los operadores elegidos para representar las traslaciones, esto es

Z(é_usual(s)) :O'(S)*:U(T1|S7T2|S7""T”|S)*
:O’(TflS7T;|Sa"'7Tg|S)'

€8s €SS *

Como los operadores 17,75, ..., T, son unitarios entonces los adjuntos coin-
ciden con los inversos y los subespacios invariantes por 11,75, ...,7T}, son los
mismos que los subespacios invariantes por 17,715,...,T".
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Capitulo 11

Existencia de generadores
minimales especiales

Supongamos que tenemos un conjunto finito F' = (fy,..., fr)" de gene-
radores de un espacio invariante por traslaciones S de L?(R"), y sabemos
que la longitud de S es | (que es menor que r). Es interesante encontrar
una representacion mas eficiente del mismo subespacio que corresponda a un

conjunto de generadores minimal G = (g1,...,q)".
Dado que la longitud de S es [, sabemos que existe un conjunto de genera-
dores minimal con [ funciones H = (hy, ..., hl)t. Estos generadores hq, ..., hy

por definiciéon estan en S que es la clausura de las combinaciones lineales
de las traslaciones de F'. Al estar en la clausura, en general no sera posible
escribirlos usando so6lo combinaciones lineales finitas de las traslaciones de
las funciones originales.

Bownik y Kaiblinger probaron en [BK06| que existe un sistema de ge-
neradores minimal formado s6lo por combinaciones lineales de las funciones
de F', sin que sea necesario utilizar las traslaciones ni tomar limites. En las
aplicaciones es usual encontrar un conjunto de generadores F' cuyas funcio-
nes tengan algunas propiedades especiales, como por ejemplo ser de soporte
compacto, o tener buen decaimiento. Al utilizar s6lo combinaciones lineales
finitas, este resultado prueba que existe un conjunto de generadores minimal
cuyas funciones tienen las mismas propiedades.

Vamos a es extender este resultado a los espacios de Hilbert abstractos
para poder aplicarlo a los distintos ejemplos que vimos anteriormente. En
particular vamos a analizar su version para los sistemas de Gabor.

En los sistemas de Gabor, algunas propiedades interesantes son las de
soporte compacto, banda limitada, buen decaimiento en tiempo y/o frecuen-
cia. Todas estas propiedades se conservan ante sumas finitas, de manera que
si los generadores originales F' = (fy,..., fr)t tienen algunas de estas pro-
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156 Capitulo 11. Existencia de generadores minimales especiales

piedades, los nuevos generadores minimales G = (g1, .. ., gl)t obtenidos por
este teorema también las tienen. En cambio, ninguna de estas propiedades
se conserva por limites, de manera que si se toman funciones en la clausura,
no siempre mantienen estas propiedades.

11.1. Diagonalizando vectores

Primero vamos a encontrar un vector diagonal decreciente a partir de un
conjunto finito de generadores. Luego vamos a ver como se refleja el largo de
S en los coeficientes de este vector.

Veamos primero el siguiente Lema que utilizaremos a continuacion.

Lema 11.1. Sea M wuna matriz de tamano r X r formada por funciones
borelianas y acotadas definidas en el toro n-dimensional T" tales que M* =
M, entonces existen matrices U y D formadas por funciones borelianas y
acotadas tales que M = UDU*, U es unitaria (o sea UU* = Id,«,) y D es
diagonal, o sea que

D (w) = diag (M (w),..., A\ (W),
y ademds se tiene que A\ (w) > ... = A\, (w).

Para cada punto w en el toro n-dimensional T™ es posible encontrar ma-
trices U (w) y D (w) como las que se piden en el Lema. La parte dificil es
probar que se pueden elegir estas matrices de manera que las funciones que
quedan como coeficientes de U y D sean medibles. La prueba completa es
muy técnica y esta en el Lema 2.3.5 de [RS95|.

Con este Lema diagonalizaremos los generadores, obteniendo unos gene-
radores més faciles de manejar en las cuentas posteriores.

Proposicién 11.2. Dado un vector ® = (¢,,...,¢,)" de elementos de 'H,

- - SN\t
eriste un vector decreciente ® = (gbl, .. .,(br) del mismo tamano tal que
S (é) — S ().

Demostracion. Consideramos la medida
lu = Z ‘{gbzv ¢j}| )
ig=1,.,r

en donde |v| indica la medida positiva correspondiente al valor absoluto de
la medida v. Con esta medida se tiene que u > Hqﬁi, <;5j}| para 1 <i4,5 <7,
o sea que para todo conjunto pu-medible se tiene que p(A) > |{¢m ¢j}‘ (A).
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Entonces las funciones {qﬁi,géj}u estan acotadas en modulo por 1 y por
ello la matriz {®, CID}M estd formada por funciones acotadas. Ademas, como
{®,2}" = {®, @}, tenemos que {®, P} = {®, P} . Asi que por el Lema 11.1,
existen matrices U, D tales que U* {@,@}“ U=D.Tomando  =U*" e P
obtenemos

{ci,ci)} — (U e ®,U" e ®}, = U {®,8} U =D
n

y por lo tanto {CTD, CTD} = D que es una matriz diagonal decreciente.
“w

Por otro lado consideramos

Ued=Ue(U'ed)=(UU")0d =07,

asi que @ = U o P.
De esto deducimos que

S(D) =S (U e®) C S(®)=S(Used)C S(®).
]

A diferencia de la diagonalizacion realizada en el Capitulo 10, en este
Lema tenemos una matriz unitaria U (w) que relaciona al vector original con
el vector diagonal.

Al utilizar vectores decrecientes aparece en forma explicita el largo del
subespacio generado bajo estudio.

Proposicién 11.3. Sea ® = <$1, e <~br> un vector decreciente de elementos

de H y sea | = largo (S (@)), entonces &z #0 para todo 1 <i<ly QBZ =0
para todo | < i < r .

Demostracién. Primero veamos que las primeras [ entradas de ® son no
nulas. Sea ¢ un entero tal que ¢, = 0 y veamos que [ < 7. Como ¢, = 0

tenemos que {{bz, (}Z} = 0. Como P es decreciente, entonces para todo k tal

que ¢ < k < r, tenemos que {(}k,fbk} = 0 y en consecuencia &ﬁk = 0. Con
~ ~ ~ ~ t

las primeras ¢ — 1 entradas de ®, definimos ®;_; = (gzﬁl, e ,gzﬁi_l) . Los otros

elementos son nulos, asi que S (‘:Piq) =S @) y por ello

[ = largo (s (cp)) — largo (s (éi_l)) <
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Ahora veamos que los demés coeficientes de ® son nulos. Como el lar-
go de S <<i>) es [ existe un vector ¥ = (¢, ... ,wl)t de elementos de H tal

que S(¥) =8 <Ci>) Usando la Proposicion 11.2 construimos un vector de-
- - N .
creciente ¥ = (1/11, . ,wl) tal que S (\I/) = S (V). Tomemos una medida

it sobre el toro n-dimensional suficientemente grande para H . Como T es
diagonal, por la Proposicion 9.8 existe una matriz de funciones M tal que

d = MeW. Como ® es decreciente, tenemos que {(BZ, &Sl} > {gbiH, &Hl} y

por ello {q?)l,{bz} (w) > {g?)iﬂ,;biﬂ} (w) para casi todo w en T". Ahora,
p 1
podemos escribir

{@,@} :{M.@,M.@} :M{@,@} M
M H H

y por ello

rango ({é,é}u (w)) < rango ({Mf}u (w)) <1 (4-p. p.).

Como {Ci), Cb} es diagonal y decreciente tenemos que {q?)l, (sz} =0 (p. p. 1)

u %

para todo [ < 7 < r. Entonces {&Z,él} = LU {él,;bz} = 0 y por ello @Z =0
I

para todo [ <@ < 7. O

Otra posible demostracion es usando la Seccion 10.6, que indica que el

largo es el supremo esencial de {\I/,ﬁ/} para cualquier u suficientemente
o

fuerte. Sin embargo esta demostracion es un mas directa ya que no involucra
las sucesiones jp-quasi-ortonormales.

11.2. Resultado principal

Antes de probar el resultado principal de este Capitulo debemos hacer
algunas definiciones adicionales.

Por abuso de notacion, llamaremos Id,,«; a la matriz de tamano m x [
que tiene 1 en la diagonal principal y 0 en las otras posiciones, o sea que en

bloques se escribe como
Id;x;
Id,,x; = .
x < Om—1)xi
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La idea principal detras de la demostracion del resultado principal es que
si consideramos las matrices cuadradas, las matrices no inversibles son un
conjunto de medida cero. Vamos a utilizar una variante que englobaremos en
el siguiente lema.

Lema 11.4. Sea p una medida positiva en el toro n-dimensional T™, y sea
U una matriz de tamano m x m formada por funciones borelianas, tal que
para todo w en T™ la matriz U (w) es unitaria. Entones los conjuntos

Eg = {A € Mixm ((C) /:U' (OA) # 0}
Ej = {A € Mixm (R) /1 (Ca) # 0}

tienen medida de Lebesgue cero como subconjuntos de My, (C) y Mixm (R)
respectivamente.

Demostracion. La demostracion es muy similar para ambos Itemes En ambos
casos, definimos el conjunto

C={(A,w) € My, x T"/det (AU (z) Id,,,x;) = 0}
y sus secciones

Cu = {A € M/ det (AU (w) Id,) = 0}
O = {w € T/ det (AU (w) Idypy) = 0},

en donde My, indica My, (C) y Mix.m (R) segtin corresponda.

Ahora consideramos el conjunto M;y,, X T" con la medida producto de la
medida de Lebesgue en M, (C) = C>*™ 0 My, (R) & R>*™ y la medida p.
Por la definicion de C, es facil ver que C es medible, ya que es la preimagen
del 0 de una funciéon medible.

Si logramos probar que en ambos casos C,, tiene medida de Lebesgue
cero. De eso se deduce por el teorema de Fubinni que |[C| = 0 y por ello
w1 (Cy) = 0 para casi toda matriz A, o sea que |Ey| = 0.

Asi que solo nos resta probar que CS y CE tienen medida de Lebesgue
cero.

Veamos primero que CF tiene medida de Lebesgue cero. Como w esta
fijo, consideramos la funcion det (AU (w)Id,,x;) como una funciéon de los
coeficientes de la matriz A = (a;;), ;- Esta funcién es un polinomio en las
[ x m variables a; ;. Ademas no es el polinomio nulo, porque tomando A =
Id;srn U* (w) tenemos que

det (Idpem U* (@) U (@) Idyxr) = det (I Idymst) = det (Idpmy) = 1.
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Asi que CF es el conjunto de ceros de un polinomio no nulo y por ello tiene
medida de Lebesgue cero.

Veamos ahora que C® tiene medida de Lebesgue cero. Ahora, para cada w,
consideramos las funciones Re (det (AU (w) Id,;)) v Im (det (AU (w) Id;nxi))
como funciones de los coeficientes reales de la matriz A = (a2-7j)i7j. Estas fun-
ciones son polinomios reales en las [ X n variables a;;. Como U (w) es unitaria
entonces U (w) Id,,; tiene rango [ y por ello existen [ filas ki, ..., k; lineal-

mente independientes. Consideramos entonces la matriz I de tamano [ X m,

definida por
(Ik)i,j = { 0 :

S1 1o

Entonces [xU (w) Id,,x; esta formada por [ filas linealmente independientes
y por ello

Re (det (IxU (w) Id;x;))+Im (det (LU (w) Idpy;)) = det (IcU (w) Id,,5;) # 0.

Asi que al menos uno de los dos polinomios es no nulo. En este caso, CE es la
interseccion de los ceros de los dos polinomios. Como al menos uno de ellos
es no nulo C¥ tiene medida de Lebesgue cero. ]

En el resultado principal, tenemos un vector con los generadores originales
y un vector con los nuevos generadores que son combinaciones lineales de los
anteriores. Vamos a usar una matriz A para representar esta combinacion
lineal.

Sean ® = (¢y,...,¢,,)" un vector de elementos de H, y llamemos [ =
largo (®). Podemos ver a las matrices en My, (C) como las matrices de
funciones constantes en el toro n-dimensional T". Asi que si A = (a;;),;
es una matriz de tamano [ x m, el vector ¥4, = A e ® es en realidad una
combinacion lineal finita (sin usar las traslaciones) de los elementos del vector

®, en otras palabras
m

(\IIA)z' = Z ai,j¢j-

j=1
Vamos a considerar el conjunto de las matrices A tales que S (Vy4) y S (®)
son diferentes y vamos a demostrar que este conjunto tiene medida cero.

Teorema 11.5. Sea ® = (¢y,...,b,,)" un vector de elementos de H, y con-
sideremos el conjunto Fg de las matrices A de tamano m x 1 tales que S (V 4)
y S (®) son diferentes, o sea

Fi = {A € My /S (Ao ®) # 5 ()}

Entonces la medida de Fg es cero.

Gustavo E. Massaccesi



11.2. Resultado principal 161

Este resultado vale si tanto si se consideran a las matrices complejas de
M1 (C) como a las matrices reales de M,y (R).

Demostracion. Sea ® un vector decreciente tal que S (@) = 5 (P) como el

calculado en la Proposicion 11.2, y sea U la matriz unitaria de funciones
calculada en esa proposicion tal que & = U e . Denotemos con [ el largo de

S (®) que es igual al largo de S (ti)) Por la Proposicién 11.3 sabemos que

solamente las primeras [ coordenadas de ® son no nulas, asi que podemos
- - t - -

escribir ® = (CIJl, Om,l> y ademas Id,,y; #®; = ®. Definimos entonces

U= Aed=Ae (U.é) —Ae (U. (Idmxl.ci))) = (AU Tdpy) @ B.

En estas operaciones, las tres matrices que aparecen son acotadas, asi que
los productos se pueden agrupar en forma indistinta.

Tomamos una medida p > {é,é} El conjunto Fy esta incluido en el
conjunto Ey, ya que si A no pertenece al conjunto Fy entonces Cy tiene

medida p cero, o sea que det (AU Id,,;) es nulo solamente en un conjunto
de medida p cero. Asi que por la Proposicion 9.11 tenemos que

S(Ty) =S ((AUIdmxl) . &)) s (@) — S ().

Y como por el Lema 11.4 el conjunto Ey tiene medida cero, entonces Fg
también tiene medida cero. O]

A partir de este resultado se deduce como caso particular el teorema pro-
bado por Bownik y Kaiblinger en [BK06]. En este caso, el espacio de Hilbert
H es L? (RY), n = d y los operadores T1,...,T, en T son las traslacio-
nes enteras correspondientes a cada elemento de la base canénica. Ademas
S (®) = Sgrr () el espacio invariante por traslaciones (cerrado) generado

por ¢y, ..., 0,,.

Teorema 11.6 (Bownik y Kaiblinger [BK06]). Sea ® = (¢y,...,,,)" un
vector de funciones en L*(R™), y consideremos el conjunto Fg de las ma-
trices A de tamano m X [ tales que los espacios invariantes por traslaciones
Serr (Wa) y Serr (P) son diferentes, o sea

Fp = {A € Mle/SEIT (A ° (I)) 7é SEIT (@)} .

Entonces la medida de Fg es cero.
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En ese mismo trabajo, se da un ejemplo en el que F es un conjunto denso
de medida cero. De manera que aunque casi toda elecciéon de una matriz A
sea valida, encontrar una puede ser un proceso sutil.

También se aplica de manera inmediata el resultado que acabamos de de-
mostrar a los otros ejemplos de sistemas abstractos que vimos en los capitulos
anteriores.

Queremos mencionar especialmente el caso de los sistemas de Gabor que
describimos en la Seccion 6.1. En este caso, el espacio de Hilbert H es nueva-
mente > (Rd), n = 2d y los operadores T1,...,T, en T son las traslaciones
enteras correspondientes a cada elemento de la base canonica y las modulacio-
nes enteras correspondientes a miiltiplos enteros de los elementos de la base
canonica. Ademas S (P) = Sgapor (P) el espacio invariante por traslaciones y
modulaciones (cerrado) generado por ¢y, ..., d,,.

Teorema 11.7. Sea ® = (¢,,...,¢,,)" un vector de funciones en L* (R"), y
consideremos el conjunto Fg de las matrices A de tamano m x| tales que los
espacios invariantes por traslaciones Sgrr (Va) y Sgrr () son diferentes, o
sea

Fy = {A € Mle/SEIT (A ° (I)) 7é SEIT (CI))} .

Entonces la medida de Fs es cero.

Ademaés en los sistemas de Gabor hay una aplicaciéon interesante de la
version real del Teorema 11.5. Si se tiene un conjunto finito de generado-
res reales, entonces existe otro conjunto finito de generadores reales con la
minima cantidad de elementos posible.

Corolario 11.8. Sea ® = (¢,...,,,)" un vector de funciones reales en
L?* (R™), y consideremos el conjunto Fg de las matrices reales A de tamano
m X [ tales que los espacios invariantes por traslaciones Sgrr (Va) y Sgrr (P)
son diferentes, o sea

Fp = {A € Myyym/Seir (Ao ®) # Seir (9)}.
Entonces la medida de Fp es cero.

Por la definicion del largo, la construccion de los generadores minimales
en general involucra limites de las combinaciones lineales complejas de las
traslaciones y modulaciones de los generadores originales, asi que en general
es esperable que estos nuevos generadores sean funciones complejas. En cam-
bio, en este resultado consideramos solo las combinaciones lineales reales de
los generadores originales, sin utilizar las modulaciones (ni las traslaciones).
Por ello el nuevo conjunto de generadores obtenido también ser& de funciones
reales. En las aplicaciones en general se prefiere trabajar con funciones reales,
para poder realizar las cuentas en forma mas eficiente.
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Capitulo 12

Caracterizacion de conjuntos
generadores

Supongamos que se tiene un espacio invariante por traslaciones S desco-
nocido, del que solo se sabe el largo [ y que tiene una base de Riesz formada
por las traslaciones de un conjunto con [ funciones también desconocido. Da-
do un conjunto finito de funciones F' que pertenecen a S, interesa saber si a
partir de F' es posible determinar en forma tnica al espacio invariante por
traslaciones S. En ese caso decimos que F' es un conjunto determinante de
S. Una caracterizacion de los conjuntos F' con esta propiedad fue encontrada
por Aldroubi, Cabrelli, Hardin, Molter y Rodado en [ACHMRO04].

Esto puede ser visto como un problema de muestreo, en el sentido que
dado un conjunto de datos observados ® = (¢, @, .. ., gbr)t, que se sabe que
pertenecen a cierto espacio fijo .S, se trata de ver si es posible determinar el
espacio S a partir de las observaciones, o es necesario continuar midiendo.

El objetivo de este Capitulo es extender este resultado, eliminando la hi-
potesis de que el subespacio S tenga una base de Riesz de traslaciones. Sin
embargo, al eliminar esta hipotesis veremos que la informaciéon suministra-
da por el largo de S no es suficiente, y la reemplazaremos por alguna otra
propiedad con caracteristicas similares.

Extenderemos el resultado inicial a espacios invariantes por traslaciones
en los que se conozca la funcion dimension. Las hipotesis originales son equi-
valentes a saber que la funcion dimension es constante e igual al largo /.

También veremos que es posible reemplazar el dato del largo [ por la
dimension media, que es el promedio de la funciéon dimension. La ventaja es
que la dimension media es so6lo un nimero (y no una funcion), al igual que el
largo [ que aparecia en las hipotesis originales. De manera que es mas facil
de manejar y calcular.

Demostramos también las versiones abstractas de estos resultados y de
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164 Capitulo 12. Caracterizacién de conjuntos generadores

manera inmediata lo podremos aplicar a otros esquemas como los sistemas

de Gabor.

12.1. Extension al esquema abstracto

Dado un nimero entero k£ > 1, tomamos Ay al conjunto de los multindices
A= (A, ) tales que 1 < A\ < ... < A, vy llamamos |A| = k el largo de
A. A cada conjunto Ay le asignamos un orden arbitrario, que para fijar ideas
podemos suponer que si |A| = |§| =k y A\ < 0 entonces A < J y en caso de
Ar = 0y se consideran las otras coordenadas en forma descendente.. Ademas,
llamamos A a la unién de los conjuntos Ag.

Dado una sucesion ® = (¢, ¢y, ..., ¢,,...)" (quizas finita) de elementos
de H, para cada multindices A en A definimos &, = (gb,\l, Grgs -+ ¢,\k)t y el
conjunto Ay en el toro n-dimensional T"

Ay = {w/det ({%, al, (w)) £ o}

Si @ es finito y |A| es mayor que la cantidad de elementos en ® entonces
definimos A, como el conjunto vacio.

Con esta notacion, vamos a copiar el resultado principal de [ACHMRO04]
para espacios invariantes por traslaciones de L? (R").

Teorema 12.1. Sea S un espacio invariante por traslaciones de L* (R™) del
que solo se sabe que tiene una base de Riesz formada por las traslaciones de
[ funciones. Sea ® = (¢, by, - - -, qﬁr)t un vector de funciones de S. Entonces
S(®) =S siy sdlo si

U Ay =T" (salvo un conjunto de medida cero)
A=l

Como vimos en el Teorema 9.1, la condicion de que S tenga una base
de Riesz de traslaciones es equivalente a que S tenga una base ortonormal
de traslaciones, que a su vez es equivalente a que tenga funciéon dimension
constante.

Vamos a demostrar la generalizacion del Teorema anterior a espacios abs-
tractos, o sea:

Teorema 12.2. Sea p una medida suficientemente fuerte y sea S un espacio
T-invariante de H, del que solo se sabe que tiene funcion dimension constante
igual a 1. Sea ® = (¢y, 0y, ...,0,) un vector de elementos de S. Entonces
S(P) =S siy solo si

U Ay =T" (salvo un conjunto de medida u cero)
=l
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Demostracion. Analicemos cada implicaciéon por separado.

= Veamos qué pasa si [y, Ar = T".

Consideremos el subespacio T'= S (®). Dado cualquier w en el toro n-
dimensional T", esta en algunos de los conjuntos A, (salvo un conjunto
de medida p cero), por ello

dimz (S), (w) = rango ({cp, ), (w)) > rango ({%, ), (w)) —1

porque {®,,, Py, }, (w) es inversible si w esta en A,

Como S C T entonces por la Proposicion 10.16 tenemos que
[ =dimr (5), (w) < dimr (7)), (w) <1

asi que
dimT (S)# = dlmT <T)H =1
y como las dos dimensiones son iguales, por la Proposicion 10.16 tene-

mos que S =T.

» Veamos ahora qué pasa si S (®) = S. El subespacio S tiene funcion
dimension constante igual a [ entonces podemos tomar un conjunto de
generadores cualquiera © = (6;,...,0,,...)" (quizas finito) tal que

dim (), (w) = rango ({@, e}, (w)) =1

(salvo un conjunto de medida p cero).

Usando el Teorema 10.14 podemos construir una sucesion p-quasi-
ortonormal Vo, = (¢y,...,1,,...)". Como para casi todo u el rango es
I entonces podemos considerar el vector ¥ = (v, ..., ;)" formado por
los primeros [ elementos de V., y tenemos que

[0, 0}, (@) =1d (p. p. p).

Consideremos ahora la sucesién ® que aparece en el enunciado. Como
S (®) = S entonces tenemos que

rango <{<I>, o}, (w)) = dimr (5), (w) =1,

asi que para cada w existe algin namero r,, tal que tomando el vector
®,., formado por los primeros r,, coeficientes de ®, tenemos que

rango ({@m, P}, (w)) =1.

Tw?
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Como V¥ es p-quasi-ortonormal entonces por el Corolario 10.11 tenemos

que
o, = {D,,, U}, 0¥
y por ello
(B, @), = {00, 0}, e W0 | = (B, 0], (T, 2.},
Asi que

[ = rango ({Cbm, ‘Dm}u (w)) = rango ({d)m, \If}u (w){VY, CDTW}M (w))
< rango <{Q>m, v}, (w)) < columnas <{<I>m, v}, (w)) =1,
por lo que todos son iguales y en particular

rango <{<I>rw, v}, (w)) =1

Fijando cualquier w en el toro n-dimensional T", esta matriz tiene [
columnas y se tienen que poder elegir [ filas 1 < A\ < .-+ < A\ que
son linealmente independientes. Con esta eleccion de filas formamos el
multindices A, y entonces tenemos que {®,,, ¥}, (w) es una matriz
inversible.

Por ello

det ({®r,, @}, (W) = det ({21, 9}, (w) (W, Dy}, ()
= det ({,, U}, (@) {Or,, U} (w))

det ({21, W}, (w)) \2 £0.

Asi casi todos los w estan en algin A,.

O

Si se puede tomar como p a la medida de Lebesgue (normalizada) el
enunciado es mas directo y queda idéntico al original, ya que vuelve a ser
equivalente la existencia de bases de Riesz de traslaciones con que la funcion
dimension sea constante. Por ejemplo en los sistemas de Gabor tenemos que:

Teorema 12.3. Sea S un espacio invariante por traslaciones y modulaciones
de L? (R™), del que solo se sabe que tiene una base de Riesz formada por
las traslaciones y modulaciones de | elementos. Sea ® = (¢y, bq,...,0,) un
vector de funciones de S. Entonces Sg (®) = S si y sdlo si

U Ay =T" (salvo un conjunto de medida cero).
=l
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12.2. Funcion dimensidon

En estos resultados se combinan dos elementos, por un lado la construc-
cion de la funcion dimension a partir de los conjuntos A, y por el otro las
propiedades que relacionan los valores de la dimension con la inclusiones de
los subespacios. Vamos ahora a analizar un poco mas las construccion de la
funcién dimension por este método, ya que la otra parte ya aparecié en la
Proposicion 10.16 como una generalizacion de los teoremas de Robertson.

En la definicién de funcion dimension que dimos en la Definicion 10.17,
consideramos el rango de la matriz (infinita) {®, ®} en donde se deben elegir
una submatriz cualquiera que tenga determinante no nulo. Ahora, veremos
que se puede hacer una biisqueda mas restringida. Este rango es equivalente a
buscar submatrices principales inversibles, en las que se eligen las mismas filas
y columnas. Estas matrices son justamente {®,, ®,}, los productos asociados
a una eleccion de elementos .

Vimos que para todo elemento ¢ se tiene que {¢, qﬁ}“ > 0. Algo similar
pasa con los vectores, como se ve en el siguiente Lema.

Lema 12.4. Sea ® = (¢,...,6,,)" un vector de elementos de H, entonces
{@, @}, (w) = 0 para casi todo w en T", salvo un conjunto de medida  cero.

Demostracion. Por el Teorema 10.14 existe un vector ¥ p-quasi-ortonormal
tal que S (®) = 5 (¥) y por el Corolario 10.11 tenemos que ® = {®, U} oV,
entonces

(0,0}, = {{<I>, v}, e, <1>} — (@, 9}, {V,®}, = {®, 7}, {2, T,},

asi que para casi todo w la matriz {®, @} (w) es producto de una matriz y
su adjunta y por ello es semidefinida positiva. O

A partir de los conjuntos Ay definidos anteriormente, definiremos los con-
juntos
B=|JAcT
A=
y ademéas tomamos
By =T".

Queremos ver que los conjuntos B; estan encajados, o sea que By 1 C B
para todo [ =1,...,r,.... Fijemos un nimero entero [ > 1 y un A\ de largo
I, y tomemos el vector con A\ que tiene largo [ — 1 y es igual que A, pero sin
el ultimo elemento.

Por el Lema 12.4 tenemos que {®y, ®5}, (w) > 0 (salvo en un conjunto
de medida p cero). Si w estd en Ay entonces la matriz {®y, Pr}, (w) es
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inversible y entonces tiene que ser definida positiva. Los menores principales
de una matriz definida positiva son definidos positivos (|[HK92|), por ello en
particular {®,0, @0}, (w) es definida positiva y por ello es inversible. Asi
que w esta en Ayo

De manera que Ay C A,o, entonces al tomar las uniones para formar los
conjuntos B; y Bj_1, la inclusion se extiende directamente y se deduce que
B; C B;_4. Por otro lado, cuando [ = 1 se tiene que B; C By = T de manera
trivial.

Ahora disjuntamos los nuevos conjuntos tomando

Cy = B\Bi1

y ademas

Cy = ﬂBk.
k

Como los conjuntos B; estan encajados y el primero By es todo el toro n-
dimensional T"; entonces los conjuntos C; (incluido C,) cubren todo el toro
n-dimensional T" también.

En el caso en los conjuntos Ay estén definidos a partir de un vector finito
D = (¢, ¢y, ...,0,) de r elementos, los conjuntos Ay con |A| > r son todos
vacios y por lo tanto los conjuntos B; y C; con | > r son todos vacios y
también C. es vacio.

Veamos la relacion entre estos conjuntos y la funcién dimension.

Proposiciéon 12.5. Sea p una medida suficientemente fuerte y sea ® =
(D1 Doy vy Opy - )t una sucesion (quizds finita) de elementos de H, entonces
w € C; si y sdlo si dimy (S (P)), (w) =1, paral=0,1,..., 00.

Demostracion. Como los conjuntos C; son disjuntos y cubren el toro n-
dimensional T", podemos definir la funciéon d, tal que d(w) = [ cuando
w € Cpeonl=0,1,...,00. Veremos que dimr (S (®)), (w) = d (w).

= Veamos primero que dimr (S (?)), (w) = d (w)

Si w estd en Cy con 0 < | < 00, se tiene un A de largo [ tal que la matriz
{®,, ®,} (w) es inversible, asi que esa matriz tiene rango I. Como esa es
una submatriz de {®, ®} (w) entonces {®, P} (w) tiene al menos rango
[ ast que dimr (S (®)), (w) > L.

Cuando w esta en C,, entonces para cada [ con 0 < [ < oo, se tiene
que dimr (S (®)), (w) > Ly por ello dimr (S (®P)), (w) = oco.

Cuando w esta en Cy, por la definicion tenemos que dimr (S (®)), (w) >
0.
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= Ahora veamos que dimr (S (®)), (w) < d(w)

Si dimr (S (®)), (w) =l con 0 <1 < oo, entonces rango ({®, P} (w)) =
[ 'y usando un argumento similar al del Teorema 12.2 existe un A de
largo [ en el que la matriz {®,, )} (w) es inversible. Asi que w esté en
A, y por ello en B;. Asi que esta en algin Cy, con k > [ (quizas k = 00)
y entonces d (w) > [.

Andlogamente, si dimr (S (®)), (w) = oo, podemos fijar niimero [ ar-
bitrario y considerar las submatrices {®y, ®5} (w) con k=1,2,.... En
esta sucesion de matrices los rangos van creciendo a lo sumo en uno y no
son acotados. Entonces existe algun k,, tal que rango ({ Py, Pr, } (w)) =
[, y a partir de eso se deduce que d (w) > l. Esta construccion se puede
realizar para todo [, asi que d (w) = oc.

Si dimr (S (®)), (w) = 0, entonces por definicion d (w) > 0.
O]

Ahora daremos una version de la extension del resultado de [ACHMRO04],
que usa estos conjuntos y la funcién dimension.

Teorema 12.6. Sea i1 una medida suficientemente fuerte y sea S un subespa-
cio T-invariante de H fijo pero desconocido del que solo se conoce la funcion
dimension dimr (S)u que es acotada en casi todo punto . Entonces dada

la sucesion ® = (¢, ¢, . .. ,qbr)t (quizds finita) de elementos de H se tiene
que S = S (P) si y sdlo para cada casi todo punto w (respecto de ) del toro
n-dimensional T™ en el que dimr (S) (w) =1 con 0 <1 < 00 se tiene que w
estd en algin conjunto Ay con || = 1.

Demostracion. Por un lado tenemos que si dimr (S) (w) =1 con 0 <[ < o0
entonces usando la Proposicion 12.5 sabemos que w esta en Ay con |A| =1y
por ello dimr (S (?)) (w) > [ = dim (5) (w). Esta desigualdad se extiende a
los puntos w en que dimy () (w) = 0 porque dimr (S (P)) (w) = 0. Entonces
dimy (S (?)) (w) > dimr (5) (w) vale en todo el conjunto en que dimy (5)
es finita, salvo por un conjunto de medida p cero. Ademas por hipoétesis el
conjunto donde dimr (S) es infinita también tiene medida p cero. Por ello
tenemos que dimr (S (®)) > dimr (S) salvo en un conjunto de medida g
cero.

Por otro lado, como S (®) CS entonces por la Proposicion 10.16 tenemos
que dimy (S (®)) < dimy (S) y por ello ambas funciones son iguales salvo en
un conjunto de medida p cero.

Como dimr (S) que es acotada en casi todo punto (respecto de ) entonces
por la Proposicion 10.16 tenemos que S (®) = S.
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Para ver el resultado inverso, si S (®) = S entonces dimr (S (P)) (w) =
dimr (5) (w) salvo para un conjunto de medida 0. Por lo visto en la Propo-
sicion 12.5 se deduce que en si dimy (5) (w) =1 con 0 < [ < oo se tiene que
w esta en algiun conjunto Ay con |A| = L. O

Este resultado no sigue valiendo si el conjunto en donde dimr (S) es
infinito tiene medida p mayor que 0. Para ello se puede ver el ejemplo de la
Seccion 3.4. Ademaés, por el Corolario 10.32, cambiando la medida p por otra
suficientemente fuerte v, no se puede hacer que el conjunto donde dimr (5) es
infinito pase de tener medida u distinta de cero a medida v cero o viceversa.
O sea, este problema no se puede arreglar cambiando la medida por otra.

Nuevamente, cuando tomamos un H en el que la medida p pueda ser la
de Lebesgue (normalizada), como los espacios invariantes por traslaciones y
los sistemas de Gabor, la escritura es mas sencilla. Por ejemplo:

Corolario 12.7. Sea S un subespacio invariante por traslaciones de L? (R™),
fijo pero desconocido del que sélo se conoce la funcion dimension dimr (S)
que es finita en casi todo punto. Entonces dada la sucesion ® = (¢q, Py, - - . ,qbr)t
(quizds finita) de elementos de H se tiene que S = S (®) si y sélo para cada
casi todo punto w del toro n-dimensional T™ en el que dimy (S) (w) =1 con
0 <1< o0 se tiene que w estd en algin conjunto Ay con || = L.

Corolario 12.8. Sea S un subespacio invariante por traslaciones y modu-
laciones de L* (R™), fijo pero desconocido del que sdlo se conoce la funcion
dimension dimr (S) que es acotada en casi todo punto. Entonces dada la su-
cesion @ = (¢y, ¢y, ..., 0,)" (quizds finita) de elementos de H se tiene que
S = S(P) si y sélo para cada casi todo punto w del toro n-dimensional T"
en el que dimy (5) (w) =1 con 0 < | < oo se tiene que w estd en algin
conjunto Ay con |\ = L.

El primero de estos Corolarios extiende el resultado de [ACHMRO4]. Si
se agrega la hipotesis de que el subespacio tiene una base de Riesz de trasla-
ciones entonces se reconstruye el resultado original. El segundo Corolario es
la version respectiva cuando se consideran sistemas de Gabor.

12.3. Dimension media

Algo interesante del resultado original de [ACHMRO04| es que el espacio
invariante S se caracteriza por un nimero que corresponde a la cantidad de
funciones que generan la base de Riesz. En la extension estamos utilizan-
do la funcién dimension que es un objeto mucho mas complicado. Por ello
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buscamos una caracteristica de los subespacios que sirva para obtener una
extension del resultado original, pero que sea simplemente un ntimero.

Elegimos la dimensién media, que corresponde al promedio de la funcion
dimension.

Definicion 12.9. Sea p una medida suficientemente fuerte y sea .S un subes-
pacio T-invariante de H. Definimos la dimension media de S respecto de u
€omo

1

dimmedT (S)“ = m .

din (5), (@) dp (@)

En el caso en que la funciéon dimensién sea infinita en un conjunto de me-
dida p distinta de cero, entonces la dimension media sera infinita, y también
puede ser infinita si la integral da infinita.

Ademis si dimmedr (S), = 0 entonces como dimr (S), es no negativa
queda que dimr (S), = 0y por ello es el subespacio trivial {0}.

Como siempre en el caso en que la medida p este clara del contexto no la
escribiremos.

Esta dimension en general no es un niimero entero. Por ejemplo si tenemos
el subespacio de banda limitada [—£2, Q] con Q < 3 entonces como vimos en
la Seccion 3.2 la funcion dimension es x|_q o) y por ello

dim medg <L2 ([/—Q\,Q])) = /TX[_Q@] (w)dw = 29.

En particular para {2 = }l nos queda que

s ()4

En los casos es que el subespacio tiene una base ortonormal o de Riesz
de traslaciones (y usamos la medida de Lebesgue normalizada), entonces la
funcion dimension es constante e igual al niimero de funciones utilizadas para
generar la base. Por ello la dimension media también toma ese valor.

Un problema es que esta dimensién media cambia al cambiar la medida,
de manera no trivial. Aunque en estos ejemplos lo mas razonable es consi-
derar la medida de Lebesgue normalizada, podemos utilizar otras medidas.
Por ejemplo, veamos qué pasa al tomar v la medida asociada a la funcion
integrable 1xr 1 17+ 2x1 1 17+ 2x1 17. Esta medida es equivalente la me-
2 [ 27 4] 2 [ 4’4] 2 [4’2]
dida de Lebesgue p, asi que dimr (5), = dimr (5), y ademas ambas estén
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normalizadas porque

Il = J dv = | aXa-a T 2X4a T X 4
11 31 11
24 22 24

Pero si calculamos

—

s (1) - e

14 4
3 13 3

- 12dpu==-2="2
A; | 2 =55~

1
40

N,
it
—
&
S~—
o
R
Il
—
=
NI
—_
(ol
R

N

asi que la dimensién media cambia al cambiar la medida.
Ahora veremos una generalizaciéon de los teoremas de Robertson y del
resultado del Teorema 12.2 usando esta dimension media.

Proposicion 12.10. Dada una medida p suficientemente fuerte, y sean S y
T dos subespacios T-invariantes de H. Entonces:

1. $i S CT ydimmedy (S) = dimmedr (T) < oo entonces S =T.
2. 81 S C T entonces dimmedr (S) < dim medr (7).

3. 818 =T entonces dimmedr (S) = dimmedr (7).

4. 81 S CT ydimmedr (T) < oo entonces

dimmedr (T 6 S) = dimmedt (7') — dim medr (5) .

Demostracion. Es mas facil probar el Item 1 al final.

2. Veamos primero el Item 2. Si S C T por la Proposicion 10.16 te-
nemos que dimr (S) < dimy (7') y entonces al integrar tenemos que
dim medr (S) < dim medy (7).

3. El Item 3. también es directo. Si S = T entonces dimry (S) = dimy (7)
y entonces al integrar dim medr (S) = dim medr (7).

4. Ahora, para el Item 4 tenemos que si dimmedy (T) < oo entonces
dimr (7) es finita (p. p. p) entonces dimy (7’6 S) = dimy (T) —
dimr () e integrando obtenemos dim medr (7' © S) = dimmedy (T') —
dim medr (.5).
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1. Finalmente, para el Item 1, tenemos que dimmedy (7S S) = 0 y por
lo tanto 76 S = {0} asi que T = S.

]

Asi podemos dar una generalizacion del resultado de [ACHMRO04], to-
mando como dato del subespacio a la dimensién media.

Teorema 12.11. Sea i una medida suficientemente fuerte, y sea S un subes-
pacio T-invariante de H fijo pero desconocido incluido en del que sdlo se
conoce la dimension media dimmed 1 (S) < oco. Entonces dada la sucesion
D = (¢y, by, ..., 0,)" (quizds finita) de elementos de H se tiene que S = S (®)
sty solo si

/ sup{w € Ay con |A =1}du(w)=dimmedr (5).
nol

Las demostraciones son analogas a las del Teorema 12.6, pero utilizando
la Proposicion 12.10 en vez de la Proposicion 10.16.

Al igual que en el Teorema 12.6, este resultado no se puede extender al
caso en que la dimension media es infinita, y como ejemplo también sirve la
Seccion 3.4.

En los espacios invariantes por traslaciones y Sistemas de Gabor podemos
tomar la medida de Lebesgue normalizada y en ese caso quedan los siguientes
resultados.

Corolario 12.12. Sea S un subespacio invariante por traslaciones de L? (R™)
fijo pero desconocido, del que sélo se conoce la dimension media y ademds
dimmed  (S) < oo. Entonces dada la sucesion ® = (¢, ¢, ..., 6,)" (quizis
finita) de funciones de 'H se tiene que S =S (P) si y sdlo si

/ sup{w € Ay con |A| =1} dw =dimmedg (S) .
no

Corolario 12.13. Sea S un subespacio invariante por traslaciones y modu-
laciones de L* (R™) fijo pero desconocido del que sélo se conoce la dimension
media dimmed 1 (S) < oo. Entonces dada la sucesion ® = (¢y, ¢y, ..., b,)"
(quizds finita) de funciones de H se tiene que S = S (P) si y sdlo si

/ sup{w € Ay con |N =1} dw =dimmedr (S)
nol

El primero de estos Corolarios es otra extension del resultado demostrado
en |[ACHMRO4]. Si se agrega la hipotesis de que el subespacio tiene una
base de Riesz de traslaciones entonces se reconstruye el resultado original. El

segundo Corolario es la version respectiva cuando se consideran sistemas de
Gabor.
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12.3.1. Aplicacién a onditas

En la teoria de onditas (wavelets) se aplican miltiples resultados de los
espacios invariantes por traslaciones. En particular aparecen situaciones en
donde se puede calcular la dimensién media de un espacio invariante por
traslaciones, aunque las hipotesis involucradas no alcancen para determinar
la funcion dimension de este subespacio.

Nuevamente, para las onditas consideramos funciones en L? (Rd). En este
esquema ademas de las traslaciones enteras se consideran dilataciones, defi-
nidas a partir de una matriz expansiva A de tamano d X d, con todos sus
coeficientes enteros y todos sus autovalores mayores a 1. Se define el operador
de dilataciéon D4 como

Daf(x) = /|det Al f (Az).

Este operador es unitario, pero no conmuta con las traslaciones, por lo
que no es posible considerar dentro de nuestro esquema al sistema de ope-
radores formado por D4 y las traslaciones Fj, ..., E4 correspondientes a la
base canoénica.

El primer ejemplo de onditas surgi6 al considerar funciones en L* (R) y
tomar las dilataciones de constante 2, y después fue generalizado a otras
dimensiones y tipos de dilataciones.

Dado un vector de funciones F = (fi,..., f,)" se considera el sistema de

W (F) = {\/\detAljfi (Az—a)/jeZaecli= 1,...,r}
={D\T*fi/j € Z,a € Z%i=1,...,1}.

En este sistema so6lo aparece el operador de dilatacion a la izquierda de los

operadores de traslacion, y como no conmutan esta posiciéon es importante

para determinar el conjunto bajo estudio. Si W (F') es una base ortonormal

de L? (]Rd) decimos que F = (f1,..., f,)" es una multiondita (multiwavelet).
A cada multiondita se le asocia el espacio invariante por traslaciones

Vo=S({D\T°f;/j <0,a€Z%i=1,....1}),
y la funcién dimensiéon de la multiondita

din (F@) = ¥ Y%

i=1,...r j=1 aczd

Y

f; ((At)j (w+ a))

en donde estamos usando la antitransformada en vez de la transformada
para que las definiciones sean compatibles con las otras definiciones de este
trabajo. A pesar de estar definida de una manera diferente, esta funcion
dimensioén es la funcién dimension de un espacio invariante por traslaciones.
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Proposicion 12.14. Si F = (fy,..., fr)t es una multiondita entonces

. r

dimy (F) (w) = dim (7 (D7;) (w),i=1,...,7,j > 0).

En donde usamos la funcion 7 definida en la Ecuacion (10.6). Las demos-
traciones de estos resultados estan en [BRSO1| (Proposicion 2.7 y Teorema
2.9). De esto se deduce usando la Ecuacion (10.5) y la Ecuacion (10.7) que

dimy (F) (w) = dimLQ(Rd) (Vo) (w) = dimg (Vo) (w).
Asi que tenemos que

. . r
/ﬂ‘d dimg (Vp) (w) dw = dimmedg (Vp) = AT

En este esquema, tenemos que se puede conocer la dimension media del
espacio invariante por traslaciones Vj, aunque no se conozca su funciéon di-
mension. Es més, en los casos en que la funciéon dimensiéon es constante, se
tiene que Vj tiene una base ortonormal de traslaciones. En particular, la fun-
cion dimension sea constantemente 1 si y so6lo si la multiwavelet proviene de
un analisis multiresolucion. Los andlisis multiresolucion fueron descubiertos
por Mallat [Mal89] y Meyer [Mey92], y son una pieza central para la construc-
cion de onditas de soporte compacto realizada por Daubechies en [Dau92],
que han motivado la popularizacion de las onditas en los tultimos anos.
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Capitulo 13

Ejemplos de espectros

Hasta ahora en los ejemplos que aparecieron en el Capitulo 3 y el Capi-
tulo 6 los espectros eran todo el toro o un intervalo o conjuntos sencillos. En
particular, en todos los ejemplos se tenia que o y z (7) eran iguales. En este
Capitulo vamos a ver ejemplos de espacios con espectros mas extranos. En
particular vamos a construir un espacio invariante por traslaciones de L? (R)
en el que o y z () son realmente distintos, en el sentido de que difieren en
un conjunto de medida positiva.

Ademés vamos a construir otro espacio de funciones definidas en R, en
el que vamos a tener que considerar una medida que no es la de Lebesgue
ni una medida puntual. Este subespacio es invariante por traslaciones, pero
estd formado por funciones que no estan en L* (R).

También vamos a volver a analizar el ejemplo que modela el sonido en
estéreo visto en la Subseccion 6.3.3, para tratar de eliminar la redundancia
en que introducia el operador de intercambio.

13.1. Espectro denso

Vamos a ver un espacio parecido a los espacios de banda limitada angosta
como los de la Seccion 3.2. El objetivo es encontrar un ejemplo en donde las
dos definiciones de espectro o y z (&) den conjuntos distintos, en el sentido
de que difieren en un conjunto de medida positiva. En todos los ejemplos que
vimos anteriormente estos dos espectros coinciden.

13.1.1. Conjunto de Cantor de medida positiva

Vamos a construir una variaciéon del conjunto de Cantor que tiene medida
positiva.

177



178 Capitulo 13. Ejemplos de espectros

Dado el intervalo _
Cr= H 1

eliminamos el intervalo central de longitud %, y el conjunto que nos queda es

1 1 (1 1
C2 = {_4_1’_1_6] Y _Ta’ﬂ

que esta formado por dos intervalos mas pequenos. Ahora, a cada uno de
estos dos subconjuntos les sacamos el subintervalo central con longitud 3—12,
asi nos queda

Cn 1 11 U 9 1 U 1 9 U 11 1
ST 4 32 32" 16 167 32 3274

Se sigue asi, recortando a cada intervalo un subintervalo centrado de un
cuarto de la longitud que se recortd en el paso anterior.

Tomamos C' como el limite de esta sucesion de conjuntos cerrados encaja-
dos. Por ser limite decreciente de conjuntos medibles, C' es medible. Ademas
por ser limite decreciente de cerrados es un cerrado. Y como todos los con-
juntos estan en el intervalo [—i, }l], que tiene medida finita, se tiene que la
medida del limite es el limite de las medidas.

En el paso n hay 2"~ ! segmentos y la longitud de los segmento a sacar es

% (1)n La medida del conjunto C,, es

4
—1 i 1 1\"
1 e 1 1—)
Cn - - — 2171 — = — 1 2 \2]
=5 Zl <4> : ( 13
o 1/1 n 1\" 1 N 1 /1\"
S 2\2  \2 4 2\2) 7
asi que cada segmento que queda es de tamano

i) g _1(1)"

2n—1 2n—1 - 2 2

por lo que siempre se pueden sacar los subintervalos que son de longitud
2 (3)"

Entonces la medida de C' es el limite de las medidas de los conjuntos de
la sucesion, esto es 717 asi que es un conjunto de Cantor con medida no nula.

Sin embargo, el conjunto C' tiene interior vacio. Dado cualquier intervalo
I de longitud positiva incluido en el intervalo [—%1, ﬂ, para valores grandes
de n la longitud de los segmentos que componen C,, es mas chica que la del
intervalo elegido I. Por ello, una parte de los intervalos que se han eliminado
en los pasos anteriores esta dentro el intervalo elegido. Asi que hay todo un
subintervalo de I que esta afuera de C), y por ello esta afuera de C.
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13.1.2. Banda en el complemento

Consideraremos el conjunto de funciones cuya transformada de Fourier

estd en el complemento C¢ = [—1, 1] \C.

401

La medida del C¢ es % — % = ;11 y ademas como C tiene interior vacio
tenemos que su complemento es denso en [—%‘, }J Ademas C' es cerrado e
incluye a los extremos —i y 1 de manera que C es abierto.

4
Consideramos el espacio

L*(CY) = L? ({—iﬂ) o L*(C)c L? ({—%%D .

Vamos a trabajar con L? (C¢), el espacio formado por las transformadas de
Fourier de sus funciones. Al igual que en la Ecuacion (3.2) las traslaciones de

f (@) = Xce (v)

—_—
generan el subespacio L2 (C©).
En este caso, la funciéon dimension la podemos calcular como

dimg () (w) = rango ({f, f}) (w)
= rango (Z (f)v (w—k) <f>v (w— k))

= rango (Z Xce (w— /f)|2> = rango (xce (@) = Xee (W)

k

Asi que la funcién dimension es 1 en C¢ y 0 afuera. En esta cuenta estamos
usando fuertemente que C¢ est4 incluido en el intervalo [—%, }l] y que % < %

para no tener problemas al periodizar las funciones. Entonces tenemos que
G (L2 (CC)) = ¢
Vimos en la Proposicion 10.37 que o g <L2 (C’C)> es la clausura esencial de

op (L2 (CC)>. Como C€ es abierto y denso en [—}l, ﬂ , si elegimos un punto w
en el intervalo [—}l, ﬂ y tomamos un entorno [w — r,w + ], siempre incluira
un punto 7 de C’C, que a su vez tendra un intervalito que contiene a 7 y que

est4 contenido en C y en [w — 7,w + 7], asi w estd en la clausura esencial de
CC. De manera que CC = [—1.1] y por ello op <L2 (C’C)> =z ([-11)).

T4
Esto nos sirve como ejemplo de que las dos definiciones de espectro
son realmente distintas. Ya que los conjuntos &g <L2 (CC)> = 2(CY y
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oE <L@)> =z ([—}1, ﬂ) difieren en un conjunto de medida no nula de
la circunferencia, ya que C¢ tiene medida i y [—}1, ﬂ tiene medida % y sus
imégenes por z también.

Se pueden hacer construcciones similares con otras bandas distintas de
[—}L, ﬂ, pero cuando la longitud total es mayor a 1 (o0 sea Q > %) comienzan
a aparecer problemas similares a los de la Seccion 3.3.

13.2. Espectro con medida de Lebesgue cero

Veremos un ejemplo en el que la media no es absolutamente continua ni
puntual. En la construccion utilizaremos el conjunto de Cantor clasico, que
tiene medida de Lebesgue 0, pero considerandolo con una medida g que le
asigna medida 1. A partir de este conjunto vamos a construir un subespacio
de funciones en R, pero que no estan en L? (R). Para poder compararlo
mejor con los ejemplos anteriores, también vamos a considerar el operador
de traslacion en R

Ef(z)=f(z—1),

aunque esta definido en otro subespacio de funciones.

13.2.1. Conjunto de Cantor clasico

Vamos a construir el conjunto de Cantor clasico. Es muy similar al con-
junto construido en la Subseccion 13.1.1, pero los intervalos que vamos eli-
minando tienen los tamanos elegidos de otra manera.

Dado el intervalo -
Gr= h’ ﬂ

eliminamos el intervalo central de longitud %, y el conjunto que nos queda es

1 1 11
C = |- ———| U |—. =
? { 4 12] {12’ 41
que esta formado por dos intervalos mas pequenos. Ahora, a cada uno de

estos dos subconjuntos les sacamos el subintervalo central con longitud 1—18,
asi nos queda

O 1 7 U 5 1 U 1 5 U 7 1
T4 36 36" 12|  |12736]  [3674]"
Se sigue asi, recortando a cada intervalo un subintervalo centrado de un tercio
de la longitud del que se recort6 en el paso anterior.

Gustavo E. Massaccesi



13.2. Espectro con medida de Lebesgue cero 181

Tomamos C' como el limite de esta sucesion de conjuntos cerrados encaja-
dos. Por ser limite decreciente de conjuntos medibles, C' es medible. Ademas
por ser limite decreciente de cerrados es un cerrado. Y como todos los C,
estan en el intervalo [—i, }L], que tiene medida finita, la medida del limite es
el limite de las medidas.

En cada paso hay 2" ! segmentos y la longitud de los segmento a sacar

es % (l)n La medida del conjunto C,, es

3

L)) -2

asi que cada segmento que queda es de tamano

1) 3\ 11y
2n—1 2\3 2 \3
por lo que siempre se pueden sacar los subintervalos que son de longitud
1 (1\"
2 (§) :
Entonces la medida de C' es el limite de las medidas de los conjuntos de
la sucesion, esto es 0, asi que es un conjunto de Cantor con medida cero.

—

Si consideraramos el espacio invariante por traslaciones L? (C'), con la
medida de Lebesgue, seria el espacio que solo tiene a la funciéon nula. Por ello
debemos elegir otra medida, que construiremos a continuacion.

En cada uno de los pasos intermedios podemos definir una medida. Para
ello en el paso n tomamos la funciéon

4 (3\"
fn—g(i) Xc, -

Cada una de estas funciones tienen integral 1, asi que la medida asociada es
finita. Estas funciones no convergen en L' (T), pero veamos que si convergen
como medidas en forma x-débil.

La constante que aparece en f, esta elegida de manera que en cada paso

4 (3\" 4 (3\"3 [2\"
n dw==(=) |Chl==1(=] =-|=] =1
En particular, en cada uno de los segmentos C,, ;, que componen el conjunto

tienen la mismo valor de la integral

1
/cn,k folw)dw = o
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En cada uno de los pasos siguientes la cantidad de segmentos incluidos en
Ch.r se duplica, pero cada uno de estos segmentos tiene la mitad de valor al
integrarlo. Asi que si m > n entonces

(W) dw=2"" =
R I s

Dada una funcién continua m analicemos el limite de
/m(w) £ (@) dw.
T

Como m es continua y T es compacto entonces m es absolutamente continua,
o sea que para todo £ > 0 tenemos que existe un 0 tal que si |z —y| < 9
entonces |m (z) —m (y)| < e. Tomemos un ny suficientemente grande para
que cada intervalo (), tenga longitud menor que ¢. Entonces si tomamos
m > n > ng tenemos que

[m) @ dw— [ m) g (o) de

=Amwmmm—mw»w=Z;L () (fa (@) = fn (@) dw.

no,k

Veamos la integral sobre cada intervalito C,, , por separado. Fijando un
punto cualquiera wy, en C,, , tenemos

/ () (fo (@) — fon () duw
(&%

0.k

:A (m (@) = m (i) (fn (@) — fin (@) dw

+A (1) (o (©) = fin (@) d.

ng,k

La primera parte la podemos acotar como

L (m (@) = m (1)) (fa (@) — fon () d

0:k

<
C,

ng.k
1 1 1
=¢ on—1 + on—1 - 2€2n71 '
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A la segunda parte la podemos calcular como

/C (1) (o (@) — Fn (@) d o

| frwydw— [

— m () ( /
C"ka ng,k

1 1
= mn) (1 = ) =0

Juntando estas acotaciones queda que

fm (W) dw>

[m@) h@do= [m@) faw)as] <2 (2e +o) -

2n—1

asi que la sucesion ([ m (w) f, (w) dw) esde Cauchy y por lo tanto converge
para toda funcién continua m. Asi que las medidas asociadas a las funciones
fn convergen como medidas en forma *-débil. Llamamos p~ a la medida que
se obtiene en este limite.

13.2.2. Banda en el conjunto de Cantor

Consideremos ahora las funciones con soporte en el conjunto de Cantor, y
usando la medida de Cantor que construimos tomamos L? (C, ). Como pp
es finita entonces L? (C, o) C L' (C, pe). Dada una funcion m en L? (C, u)
estd bien definida la funcion

(o) = [ m)e ™ duc ()

que es la transformada de Fourier de m.
Esta funcion no esta en L? (R) porque sino la original estaria en L% (R),
considerado con la medida de Lebesgue normalizada.

La transformada en sentido inverso es dada una funcion f en L2@0)
tomamos f (2) ( ) o
. f(x)g(57)e ™ dx
f(w)= lim == - : (p. - ko),
MHOOfX(J:)g(M)GQTUUJIdx c
en donde

(@ = [xe@e ™ duc ()

es la transformada de Fourier de la funcién caracteristica del conjunto de
Cantor, usando la medida de Cantor como en la ecuacion anterior y g es la
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funcion gaussiana

[

x

e” T
Nors
Podemos definir las correspondientes antitransformadas, con el signo +
en la integral en vez del —. Como en los casos_ant anteriores V: LQ(/C’,\,uC) —
L? (C’ pe) es la inversa de " N L2 (Cope) — L2 (C pic). Y también tenemos
eV: [? ' (Cpe) — L2 (C’ o) es la inversa de ": L2 (C’ pe) — L2 (C, pe).

En L2 (C ) podemos definir el producto escalar a través de la transfor-
mada de Fourier, o sea

g(z) =

-9 G0 = 8 20

Y al elegir este producto las transformadas son isomorfismos isométricos.
—_—
Veamos que L? (C, i) que es invariante por traslaciones (aunque no esté
—_—

en L? (R)). Si 1 estd en L2 (C, up) entonces tomamos la funcion M*m =

m (w)e?™“* con k entero. Esta funcién sigue estando en L? (C,puo) y su
trasformada es

Mkm /m 27r1wk 727r1wxd,uc( )
= [ mwye N d e (@) =i (o - k) = B,
T

asi que E¥m también estd en L2 (O, up).

En particular tenemos que M*m = E*m y de la misma manera tenemos
\% . . . .
que (Mkm) = E*m. Considerando las transformadas inversas, si tenemos
—_—

una funcion f en L2 (C, up) entonces M* f = (Ekf)v vy MFf = E/\kf respec-
tivamente.

Entonces veamos que el producto en frecuencias es {f, g} = fguc ya que
(1.9Y" @) = Fime (@) = [ fze ™ dpc (@)
- [ e e @) = [ Fidue @)
— [ FB e (@) = (F.(B°9)") = (. E%).

Ahora, para calcular el multiplicador, definimos nuevamente

me f = (mf)A
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aunque en este caso estamos utilizando las transformada y antitransformada
definidas en esta seccion y no las usuales de L? (R). Entonces tomando m = 2*
tenemos que

mef=2:Fef=(Ff)" = (M) = ((ka)V)A:ka

y por lo tanto z¥ e f = T*f.
De manera similar a lo hecho en la Seccién 3.1, veremos que

—

X = Xc

es un generador, pero pensando a xo en L? (C, ). Dada una funcion g

cualquiera en L2 (C, u.) tenemos que g = m con m en L (C, ju). Entonces
meXo =mxg =m = g. Asi que

dimg (L7(C, ) ) = rango ({. ) = rango (xc) = xe

y por ello & <L2(/C,\uc)> =C.
Calculemos ahora o (Lzmc)), utilizando la Proposicion 10.37. Por un

lado, C' es cerrado, asi que C"° " ¢ C'. Por otro lado, dado un punto w de C,
ese punto estid en una sucesion de intervalos encajados que corresponden a
los distintos pasos para construir C'. De cada uno de esos intervalos, al menos
uno de los extremos es distinto de w. Como los extremos de los intervalos
nunca se eliminan entonces w es un punto de acumulaciéon de C.

Tomemos un subconjunto C’ cerrado incluido en C, tal que no contie-
ne a un punto w de C. Entonces el complemento de C’ es un abierto que
incluye a w y en particular incluye un intervalito (w —e,w + £) para un &
suficientemente pequeno. Tomemos un n suficientemente grande para que
% (%)n < ¢. Entonces w esta en alguno de los intervalitos C), ;, que componen
a C,, y ese intervalo C),  estd incluido en (w — e,w + ¢) que esté incluido en
el complemento de C”. Asi que

1
2n—1

Jn(w)dw <1—/ fo(w)dw=1-
c’ Ch.k

Al continuar construyendo C', en los pasos sucesivos la medida asociada por
fm al conjunto C),  no cambia asi que

1
2n—1

mw)dw <1— m dw=1-
@<t [ ge@ae=
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y como las medidas asociadas a f,,, convergen en a - tenemos que integrando

la funcién 1 queda
1
lduc <1- =,

Asf que pu (C\C') = 5= y en particular no es cero. Por ello C’ no puede ser
cre y esto vale para todo subconjunto C” cerrado incluido estrictamente

en C, asi que C"'° = C y por ello o (LQ@C)) =2 (0).

13.3. Revisitando el sonido estéreo

En la Subsecciéon 6.3.3 analizamos el caso en que tenemos dos funciones
de L? (R) y los operadores son

Ty (f.g9) = (Ef, Eg)
TQ(fvg) = (g7f)

Habiamos visto en la Ecuacion (6.5) que el producto en frecuencias es

[(1.0). (F.8) } @rwn) = 5 {7 49,743} (@) 6o ()

2
Asi que podemos tomar como medida p a

1 1
=500 (W2) + 501 (w2),

que tiene norma 1 ya que

/d/L / 50 UJQ)+ 51(&12)(1(.01(1&)2
T2 ?

1 1
/dwl/ (50 w2 %(wQ)dw2:1(§+§> =1

Y entonces queda

~ f+g.f+gpw) si w=0
{(fyg)a(fﬁ)}u(wl,m): Feg =gt () si wy=1

indefinido en otro caso
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Dada ® = (¢, by, ..., ¢,,...)" una sucesion (quizas finita) de pares de
funciones en L? (R) ® L? (R), recordemos la definicion de E (®)

E(®)={TtTi¢,conk€Z,je€Zi=1,...,n,...}.

Al tener en cuenta la multiplicidad, para estos operadores los pares de fun-
ciones se repiten infinitas veces y por ello nunca pueden ser una base. Por
ello, seria bueno tomar el conjunto

{Tf¢; conkeZ,i=1,....n,... } U{T{To¢, conk € Z,i=1,...,n,...}

en el que no aparecen repeticiones a menos que haya repeticiones en la su-
cesion original. Sin embargo, es mejor tomar dos combinaciones lineales de
TF¢; con TFTy¢, elegidas convenientemente.

Para ello definimos los proyectores

Py = Id +T5
2

P — Id —Tg‘
2 2

Veamos que Py es un proyector

Cd+T; 1A+ 1d+Th

P*
0 2 2 2
y ademas
s (Id+Tp\° 1d+2Ty+ T2 21d+2T, 1d+T
PU = = = = = PO'
2 4 4 2

De la misma manera se ve que P% es un proyector.

Ademés -
[d+T,1d-T, Id*-T

PPy = ;L 2 5 2 = 7 2 -0 (13.1)

y similarmente P% Py =0.

Ademés como T, y Id conmutan con T} entonces Py y P% conmutan con
T7.

Otra propiedad es que

[d+7, Id-T:
_ 2, 2

Py + Py : s =1d (13.2)
d+7, 1d-T
Py— Py = ;2— 22:T2,

asi que podemos reconstruir a los operadores originales Id y 75 a partir de
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13.3.1. Recalculando el producto

Calculemos ahora el producto en frecuencias considerando so6lo el ope-
rador 77 a partir del producto en frecuencias considerando los operadores
(T, Ty). Para ello resulta conveniente recalcular el producto en frecuencias
de manera que se note mejor la estructura de los operadores. Asi podre-
mos comparar la estructura de H tomando los dos operadores (77, T5) con
la estructura que tiene al usar sb6lo 7). Por ello, necesitaremos indicar con
subindices a cual de las dos estructuras nos referimos.

En este caso como

a, (e, TTY) si (3 es par
<¢’ ™ 6)¢> B { <¢7T}‘T2¢> si 3 es impar (13.3)

Habiamos considerado para el producto en frecuencias una medida del
tipo
1
{0, 0}y 1) (W1, w2) = §h0 (w1) do (w2) +

en la que por la Ecuacion (6.4) teniamos que

- 1(hg(a)+hi(a)) si Bespar
- 2 0 2
{¢7 ¢}(T17T2) (O[,ﬁ) - % H\O (Oé) o @ (Oé) Si ﬁ es impar

Entonces al compararlo con la Ecuacion (13.3) tenemos que
ho (@) = (6. T7) + (0, T{Tot) = (6, T} (14 +T2) v)
o Id+T: o
2(0 1282y ) —200 10 m0)

2(¢, Ty Pyv) = 2(¢, PyT{ Pot))
2 (Py¢, T{ Pyp) = 2 (Pop, T{ Pot))

asi que hg = 2{FPy¢, Potb} 4, . De la misma manera
hy (@) = (6, T00) — (6, TEToth) = (6,7 (14 —T2) ¥)
—2(6.TePy) = 2(Pyo, PP )

por lo que h% =2 {Péqﬁ, P%g/)}
Asi que tenemos que

T

(wa2),

16,0}, 1) (@1,w2) = {Fod, oo}, 8o (w2) + { Proo, Pyu} 0

1
2
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0 sea que

{9, ¢}(T17T2) (Wi, wa) = {\/§P0¢, \/§Po¢}T %50 (w)

1

+ {\/§P%¢, \@P%w} %5; (wa) .

T

13.3.2. Bases y marcos

Vamos a buscar un conjunto similar a F (®), las traslaciones de @, tra-
tando de evitar las repeticiones innecesarias. Definimos para este caso en
particular

E(®) = {Tf\/ﬁpogzﬁi ConkGZ,izl,...,n,...}
U{le\/iP%gbi conkEZ,i:L...,n,...}
(con multiplicidad).

Queremos caracterizar los casos en que F (®) es una base ortonormal o
alguna otra de las estructuras similares que definimos anteriormente.

Proposiciéon 13.1. Para los 'H, T, p que estamos utilizando, dada ® =
(¢1s Do ey py-..)' una sucesion (quizds finita) de pares de funciones en

L? (R) ® L*(R) entonces
1. E(®) es una base ortonormal si y sélo si {®, o}, (w)=1d (p. p. w).

2. E (®) es una base de Riesz si y solo si existen constantes 0 < A < B
tales que Ald < {®, P} (w) < BId (p. p. w).

3. E(®) es un marco de Parseval si ® es una sucesion u-quasi-ortonormal.

Demostracion. Tomemos la sucesion
~ t
U = (V2Ri61, V2P 61, V2Po6y, V2P, 0y, . V2P0, V2P0, )

formada por los pares de funciones que aparecen en v2Py® y \/§P%(I>.

Entonces Er, (@) = E(z, 1) (®) (incluso teniendo en cuenta la multi-

plicidad). Lo bueno de esto es que en E7, <\If) aparece un solo operador y

ademaés tiene un producto en frecuencias en el que se puede usar la medida
de Lebesgue normalizada.
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= Primero veamos que ® es diagonal si y so6lo si ¥ es diagonal.

Si ® es diagonal entonces si ¢ # j tenemos que {@,@}m m
entonces ’

y =0y

{\/ipoﬁbi’ \/§P0¢j} =0

T

{\/ipégbi, \/§P%¢]} = 0.

T

Ademaés por la Ecuacion (13.1)
(V2Py0, TP VIR0, ) = (P26, Bv/2T76,) )
_ <POP%\/§¢Z-, \/§Tf‘¢j> _0,

asi que

{VaP,6,VaRg,} =0

Ty
incluso cuando ¢ = j. Asi que ¥ también es diagonal.
Si W es diagonal entonces si ¢ # j entonces

{V2Ro, V2Ro,} =0

T

{\/§P%¢Z-,\/§P%¢j} _0

T

y por lo tanto {¢;, d)j}(Tl ) = 000 (w2) +06% (w2) = 0, asi que P es diagonal.
= Veamos que Sip, 1) (®) = Spy (@)

Para ver que Sp, (\if) C Sy, (@), alcanza con ver que los elementos

de ¥ pertenecen a S11,13) (P). Pero los elementos son justamente V2P, y
\/§P%¢Z- que estan en Sir, 1) (¢;) C Siry,1) (®) por construccion.

Para ver que S, (@) D Sy ,m) (), alcanza con ver que los elementos de
® y de T5® pertenecen a St (i’) Tenemos que por la Ecuacion (13.2)
1

V2

1
E

entonces ¢; y Tho, estan en St (@) para todo 1.

(V2Ro: + V2P6,) = (Ro+ Py) 6 =1d 6, = o,
(V2o ~V2Pys,) = (P~ Py ) 6,= oo,
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1. Bases Ortonormales

Por un lado necesitamos que Ez, 1,) (®) = Er, (V) sea diagonal que es
equivalente a que ® sea diagonal.

Por otro lado, tenemos que Bz, 1,) (®) = Br, (¥) es una base ortonor-
mal si y sélo si

{V2Ro, V2R, ) =1

{VapPys,vapPs,} =1

si y so6lo si

1 1

{0 0it iy 1) = 1550 (w2) + 155% (wa)
si y so6lo si
{¢i7 ¢z‘}(T1,T2)M =1 (P- p- M)
si y solo si ® es una {P, (I)}u (w) =1d (p. p- p).
Asi que ambas condiciones son equivalentes.
2. Bases de Riesz

Es igual a la anterior, salvo que en este caso en vez de tener la funcion
constante 1, tenemos que existen constantes 0 < A < B tales que

A< { V2R, V2P0, | < B
A< { V2R, V2P0, ) < B
y eso es equivalente a que
A<{64, 05}y an < B

sobre el conjunto T x {0, %} (va que el complemento tiene medida pu
cero).
3. Marcos de Parseval

También es similar al de las bases ortonormales, pero ahora tenemos
que ahora cada funcién que aparece es una funcién caracteristica en
vez de valer 1 constantemente.

{\/§P0¢m \/§PO¢¢} = X4,
{\@Po(l% \/EP()@} = XAZ.%
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y eso es equivalente a que
{@7 ¢z‘}(T1,T2)u = XAiox{o}uAi%x{%}

sobre el conjunto T x {O, %} (ya que el complemento tiene medida pu
cero.)

]

Las condiciones que aparecen en los Item 1 y Item 2 son idénticas a
las caracterizaciones de bases ortonormales y base de Riesz que vimos en
la Seccion 9.1 cuando p es la medida de Lebesgue normalizada. De manera
que en cierto sentido logramos reconstruir esa caracterizacion con esta otra
medida.

A partir de este resultado vamos a probar que un resultado anélogo para
las bases y marcos construidos de manera méas directa a partir de los opera-
dores elegidos inicialmente.

Definimos para este caso en particular

E(®)={Tf¢;conk€Z,i=1,...,n,...}
U{T{Th¢; conk€Z,i=1,....,n,...}
(con multiplicidad).

Proposiciéon 13.2. Para los 'H, T, p que estamos utilizando, dada ¢ =

(f1 Doy by .. )" una sucesion (quizds finita) de pares de funciones en
L*(R) ® L*(R), entonces

1. E(®) es una base ortonormal si y sélo si E (®) es una base ortonormal.

2. E(®) es una base de Riesz si y solo si E(®) es una base de Riesz.
Ademds tienen las mismas constantes.

3. E(®) es un marco de Parseval si y sdlo si E (®) es un marco de Par-
seval. Ademds tienen las mismas constantes.

Demostracion. Tomemos la sucesion

U = (¢1, Toby, Gg Totbs, - - ., gy Tog, - )

formada por los pares de funciones que aparecen en ¢ y T5®P.
Entonces Er, <\If> = E(TI,TQ) (@) (incluso teniendo en cuenta la multi-

plicidad). Lo bueno de esto es que en Ep, <\I/> aparece un solo operador y
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ademads tiene un producto en frecuencias en el que se puede usar la medida
de Lebesgue normalizada. Ademas, es claro que S, 1) () = Sp <\I!)

Ademas S, ) (®) = Sy (@), como vimos en la Proposicion 13.1, asi
que Sty <\Il> =57 (lil) O sea que los subespacios T-invariantes generados
por ¥ y ¥ son iguales.

1. Bases Ortonormales

» Primero veamos que si £, ¥ es una base ortonormal entonces
E7, ¥ es una base ortonormal

Calculemos
wm@}:{O%+P9¢“@%+PQ¢J
Z%{\/E<P0+P;> ¢¢7\/§<P0+P%> ¢]}
_1
2

({V2Po. V3R, } + (V3R var,0,)
4 {\/ﬁP%(bl, \/§P0¢j} + {\/ipé(bl’ \/§P%¢7}>

Como Ep, ¥ es una base ortonormal, entonces
1

De manera similar

{6010,y = { (P4 P) 60, (P = Py) ;)
= (6 —0+0—08;) =0
{0} = {(Po—Py) o (R +Py) 0}

) =0
P) o (B=Py) o1}
5:5— 0 — 0+ 035) = 0y

Il
N = AN = AN =~
—~ VS /a /N — PN
&
+
=)
|
=)
=%
<

=
|

{T2¢i7 T2¢j}

» Ahora veamos que si B, ¥ es una base ortonormal entonces Ep, ¥
es una base ortonormal
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Calculemos

{\/§P0¢i7 \/§P0¢

Id +T2 d +T2
?;

—_

{Id+T2 i (Id+1) ¢, }

({¢z’ ¢]} + {¢z’ T2¢J}
+ {T2¢i7¢j} + {T2¢i7T2¢j})
Como ETl\iJ es una base ortonormal, entonces

{0395} =

De manera similar

|>—tl\3

5” + 040+ 6;5) = 9y

{Var, VaPyo,} = 5 {0041 0, (10 -T5) 0}
S (01— 040-6,) =0
{VeP6.,VaRo,} = 5 ((14-To) 6, 14 +T3) 0.}
= (60— 0-5,) =
{VePL, VP, } = S {04-T) 0., (10 -T) 6}
= % (05 —0—=0+0di) = dij.

2. Bases de Riesz

Consideremos el miembro central de la desigualdad que aparece en la
Ecuacion (2.6) y define a las bases de Riesz.

oI TN 2Pyg; + ¢/ TV2P: ¢
5} 2
Tomemos ahora una parte de la sumatoria de la forma cg’j 17 Poyo,; +
ci’JTf‘P% ¢, dejando fijo a, y expandamos los operadores
2
¢ T V2Pog; + 7 TiV2Py g,
i Id +T Id —T:
= cITeV2——2¢, + ¢ lﬂTaf ’

a,j
coj%—c1

%

CO —Cl

TaTlagbj +

V2
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De esta manera podemos reescribir la sumatoria como

S e, + T,

§=1,2,....k,...
a€EZ

en donde los coeficientes dig’ y d7;’ los calculamos con las formulas
8IS
— 2
d \/—
2
a,j a,j

. CO - Cl
a?] R— E

Ty _T'

A partir de estos coeficientes podemos despejar cg y cl’j de manera

que
O‘a] 047]
i ha + A
of — 1d___Tp
V2
a?j P ah]
cod — 4 T
1 Y
3 V2
Ademas )
&)+ |ds|” = ] + | g
0 1 9
2
asi que

2
2
o= lelly

|rd||2—2}d‘“ + a5 =" e+
a,j

Por lo tanto al considerar sucesiones ¢ y d con una cantidad finita de
términos no nulos tenemos que las Ecuaciones

Alely < D, @7 TPV2R6; + P TEV2PL 6, < Bels

§=1,2,....k,...
a€EZ

Aldly < Y0 i TRe, + di/ TP Tag, < Bd|f;

i=1,2,....k,...
a€EZ

son iguales miembro a miembro. Por ello las constantes 0 < A < B
existen para una de ellas si y solo si existen para la otra.
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3. Marcos de Parseval

Ahora consideremos el miembro central de la desigualdad que aparece
en la Ecuacion (2.11) y define a los Marcos.

3 ‘<<p,Tf‘\/§P0¢j> g ’<<p,Tf‘\/§P%¢j> ’

j=1,2,...k,...

Tomemos una parte de la sumatoria de la forma

(R g,

dejando fijo a. Al expandir los operadores, cada parte de la suma queda

L Ald+Ty  \
‘<@’T“/§ 2 2¢j>

2
’<<Pa Tfﬂpoo%¢j> =

1
= 5 [{p. (10 £T2) 65) [

b

en donde llamamos ¢ = T'¢;. Entonces

(¢, (1d iT2)¢;“>\ (Id £T3) ¢) ((Id £T3) ¢, )
5 ><<;5j,g0>:|:<g0 ;) (1285, 0)

(o
= (¢
< Th95 > <¢] ; ‘P> + <90>T2¢ > <T2¢] ; 90>
= |
+ (

H_

(9. 09)]" + [ o)
(0:97) (1267, ) + (0, T295) (95.0)) -

Asi que sumando los dos casos queda

(o rveRs,)| +| (e Tevers,)| =3 (o) + (. Tuop)I)
= (e, o)+ (e, Tog5) [

Entonces

5 [(revana)|'[(omevore)
k

= Y [emr)f + e T

Gustavo E. Massaccesi



13.3. Revisitando el sonido estéreo 197

y por ello las Ecuaciones

2 2
Al < > (e 1evaRe,)| + [(o. TeVEP,)| < Bllol?
i=1,2,... k...
a€Z

2 2 2 2
AlelP < Y. K Trop| + (0. TiTag;)|” < Bllgl
J=1,2,....k,...
a€Z
son equivalentes miembro a miembro. Asi que las constantes 0 < A < B
existen para una de ellas si y so6lo si existen para la otra.

m
Combinando los dos resultados anteriores queda:

Corolario 13.3. Para los H, T, p que estamos utilizando, dada una sucesion
O = (¢1, 09y b,,... )" (quizds finita) de pares de funciones en L? (R) ®
L?* (R), entonces:

1. E(®) es una base ortonormal si y sélo si {®, o}, (w)=1d (p. p. w).

2. F (®) es una base de Riesz si y sdlo si existen constantes 0 < A < B
tales que Ald < {®,®} (w) < BId (p. p. w).

3. E(®) es un marco de Parseval si ® es una sucesion u-quasi-ortonormal.

Asi obtuvimos caracterizaciones para las bases ortonormales, de Riesz y
una condicién suficiente para los marcos de Parseval, al considerar el sistema
formado por las traslaciones de ® y T75®. Estas condiciones son andlogas a
las que obtuvimos cuando podiamos tomar a p como la medida de Lebesgue
y considerar todas las traslaciones E(z, 1) (P).

Sin embargo, la condicion de que la sucesion E (®) sea un marco de
Parseval no implica que ® UT,®P sea una sucesion p-quasi-ortonormal, ya que

en general por mas que {\/ﬁpocﬁi, \/§P% qﬁi} = 0 no se tendra que {¢;, Too;} =
0.

Las mismas ideas se pueden aplicar en el caso analizado en la Subsec-
cion 6.2.2 del operador de paridad. Incluso con la identidad, aunque es un
ejemplo mucho menos interesante. En general se puede realizar una construc-
cion similar si alguna potencia de alguno de los operadores es la identidad.

Sin embargo, no sirve todos los ejemplos. En la Seccion 13.2 se analiza
las funciones suya transformada de Fourier estd en el conjunto de Cantor,

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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considerado con la medida de Cantor. Las correspondientes sucesiones de
traslaciones F (®) tipicamente no tiene repeticiones y por ello no es posible
restringirse a s6lo algunos exponentes para lograr reconstruir los resultados
que teniamos cuando podiamos utilizar la medida de Lebesgue normalizada.

13.3.3. Funcién dimensién y espectros

De manera similar a lo que hicimos para L? (R) en la Subseccion 3.4.1,
descomponemos a la recta R como

1 1
R:U |:k_§’k+§}

y tomamos las funciones

g = c2mick X[/\ _ 2mick sin (2mz)

11
22 onx

cuyas traslaciones con « entero, forman una base ortonormal de L? (R).
A partir de estas funciones definimos

En ese caso tenemos que {19 gx = (E%gx,0) /k,a € Z} es una base ortonor-

mal de L? (R) x {0} y que {T?Togx = (0, E%gx) /k,a € Z}. Asi que los dos

conjuntos son una base ortonormal de S = L*(R) x L? (R). Ademés estos

conjuntos estan incluidos en Er, 1, ({gx/k € Z}), pero en este conjunto apa-

rece repetidos y por ello no es una base ortonormal. Asi que tenemos un

sistema de generadores y lo podemos usar para calcular la dimension.
Tenemos por la Ecuacion (6.5) que

{195 95} (2, my) = 198, 0) (95, 0)}

_ % {9k +0,g; + 0} 5 (w1) 6o (w2)
(w2)

01 (wz)) = {9%: 95} 1t

1
2

1
+ §{gk —0,9; — 0} 5 (w1)0
1

~ (on.9) (3 (00 ) +

N | —

asi que
{f]mgj}(TLTQ)# = {91 9j} i -
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Por la definicion de las funciones g tenemos que

1 si k=3
{gk’gj}E:{ 0 si no ’

asi que
dim(Tl,TQ) (S)M = OQ.

Es importante recordar que la funcién dimension esta definida salvo un
conjunto de medida p cero, por ello podemos redefinirla en el conjunto T X
(’]T\ {O, %}) de manera que queda

0 si wr=00wy,=1

dimr, 1) (5), (W1, w2) = { 0 s I, 2

Asi que podemos calcular el espectro

~ 1
O(T1,T») <S>M =Tx {Oa 5} )

o sea las dos copias del toro T que se obtienen al restringir wy =0y we = %
(identificado con —3). (O tomando la imagen por z tenemos que z () =
2 (T) {1, —1}.) Nuevamente este conjunto esta definido salvo un conjunto de
medida p cero, asi que podriamos haberlo tomado como T2, pero Tx {O, %}
es un representante es mas claro.

Para calcular el otro espectro, tenemos que el conjunto z (Tx {0, %}) es
SS

cerrado, asi que o(r, 1) (S), C (1) (9),. La medida elegida yu estaba

concentrada en dos copias del toro T, correspondientes a wy = 0y wy = %
Sobre cada copia, se tenia la medida de Lebesgue del segmento normalizada,
de manera que si se considera un cerrado incluido en z (Tx {0, %}) y distinto,
entonces se esté eliminando un abierto de alguna de estas dos copias de z (T),

que son conjuntos de medida p positiva. Por ello
o) (S) =2 (T){1,-1}.

Este ultimo espectro no depende de la medida elegida. Es mas, estd definido
en forma tnica y no se lo puede reemplazar ni siquiera por otro conjun-
to que difiera en un conjunto de medida cero. Si hubiéramos usado para
7 (S) i el representante T2, entonces al tomar la clausura esencial se tiene
que C' = z (Tx {0, %}) es un cerrado tal que T?\C tiene medida cero, asf
que finalmente hubiéramos llegado al mismo conjunto para oz, 1) (.S).

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert
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Apéndice A
Moédulos de Hilbert

La nociéon de moédulo de Hilbert es una generalizacion de los espacios
de Hilbert. La definicion es idéntica, se tiene una suma, un producto por
escalares y un producto interno. La diferencia es que los escalares en vez
de ser niumeros complejos son elementos de una C*-algebra. En particular,
nosotros utilizamos como C*-algebra a las funciones borelianas y acotadas
en T o T". Vimos que varias de las propiedades que en un espacio de Hilbert
son un nimero, en los moédulos de Hilbert del tipo que consideramos son una
funcion definida en T o T". Por ejemplo, tenemos la dimension y la funcion
dimension.

En lo que sigue, vamos a dar las definiciones completas de las C*-algebras
y los modulos de Hilbert. Para mas informacion se puede consultar [Lan95|.

En una C*-algebra, ademéas de las operaciones usuales de un algebra, se
tiene una norma que es compatible con la estructura del algebra. Con el
producto interno y la norma del algebra se construye una norma para el
modulo.

Definicion A.1. Dada A un algebra sobre C es una C*-algebra si tiene una
norma ||n|| y una involucion * tales que:
La operaciéon *x: A — A es antilineal:

= (Am)" = Am*

203



204 Apéndice A. Mobdulos de Hilbert

La norma es compatible con la involucion y el producto:

n [l = |lm]]
n |lmm|| = [|m]| [|m*]|
Completitud:

» A es completa con la norma | ||

En todos los casos vamos a suponer que A tiene una unidad 1,4 tal que
14m = m para todo m en A.

Todas estas son propiedades conocidas de L™ (T, u) y L* (T, i), que son
las C*-algebra que utilizamos en este trabajo.

Utilizando las C*-algebras vamos a definir los modulos de Hilbert.

Definicién A.2. Decimos que M es un mdodulo de Hilbert sobre la C*-4lgebra
A si se tienen operaciones o y { ; } tales que:
La suma +: M x M — M hace que M sea un grupo abeliano:

s (Y+ o) Fo=0+(+ )
SO 6=040
» Existe un elemento 0 de M tal que 0+ ¢ = 1

= Para todo ¢ de M existe otro elemento ¢ de M tal que ¥ + ¢ = 0. La
notacion usual de ¢ es —1).

Se tiene un producto e: A x M — M compatible con el producto del
algebra A

» (14 0%) =1 en donde 14 es la unidad de A
= (me(ney))=(mn)er

El producto e es lineal en ambas variables

s (m+n)ey)=mep+ne

= (me(Y+¢))=mey+me¢

Se tiene un producto interno {, } : M x M — A que es sesquilineal, o
sea
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{v+ 0,0 ={v,0} +{0, 9}

{mi, ¢} = m {4, ¢} para todo m en A
{0, 0} = {o,0}"

{0} 20y {,} =0siysolosiyp=0

Se define la norma [|¢]], = \/|[{¥, ¥ }|| en donde se usa la norma || || de

» M es completo con la norma || ||,

En este trabajo consideramos a L? (]Rd) como un modulo de Hilbert sobre
L (Td), como vimos en la Seccién 2.3. De la misma manera, consideramos
en el caso abstracto a un espacio de Hilbert H en el que se habian elegido
operadores (17, ...,T,) y una medida conveniente como un médulo de Hilbert
sobre L* (']I'd), como vimos en la Seccion 8.3.

La semejanza de estas estructuras con los espacios de Hilbert, nos per-
miti6é por ejemplo utilizar el analogo a Gram-Schmidt para construir bases
ortonormales de traslaciones en L2 (Rd) y H, en el Teorema 2.3 y el Teore-
ma 9.1 respectivamente.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert






Apéndice B

Compresion y procesamiento de
senales

Para entender mejor la utilidad de los espacios invariantes por traslaciones
de L? (R) y L? (R?) vamos a ver como se aplican a la compresion de imagenes.
Por razones de espacio, no discutiremos los multiples detalles técnicos que
aparecen en las aplicaciones especificas.

Veremos las propiedades de los algoritmos de compresion que se utilizan
para datos en general. Luego veremos como se utilizan los espacios invariantes
por traslaciones para adaptar estos algoritmos a la comprension de imégenes.
En particular, vamos a analizar por qué este enfoque es mejor que aplicarlos
directamente.

Finalmente veremos otros esquemas similares en los que se utilizan los
espacios invariantes por traslaciones para el procesamiento de senales.

B.1. Algoritmos de compresion genéricos

Existen varios algoritmos que sirven para comprimir datos. Uno de los
més conocidos es el LZW [Wel84| que se utiliza por ejemplo en el programa
WinZip y similares. Estos algoritmos comprimen sin pérdida de informacion
o sea que al comprimir los datos iniciales y descomprimirlos posteriormente,
se recupera una copia exacta de los datos originales.

El proceso que utilizan estos algoritmos es complicado. Aprovechan ciertas
repeticiones que aparecen normalmente en los datos para poder realizar la
compresion. No vamos a dar una descripcion precisa del algoritmo, so6lo vamos
a destacar algunas de las propiedades de los archivos que se comprimen bien
con estos algoritmos:

= Secuencias repetitivas de un mismo valor.

207



208 Apéndice B. Compresiéon y procesamiento de senales

= Bloques de datos repetidos.
= Solamente se utilizan algunos de los valores permitidos.

= Algunos datos se repiten mucho y otros aparecen pocas veces.

Los archivos de texto tienen este tipo propiedades. A cada letra del abe-
cedario y signo de puntuacién le corresponde un niimero. En los archivos de
textos en castellano estas propiedades aparecen como:

= Muchos espacios 7 0 guiones “------ ” consecutivos

= Hay palabras y frases que se repiten mucho “ de la” o “ espacio vecto-
rial 7. También partes de palabras o terminaciones como “mente ”.

= Solamente aparecen letras y niimeros y algunos simbolos de puntuacion.

En castellano, no aparecen vocales con acentos raros como “¢” ni “a”.
= Las vocales y el espacio aparecen muy seguido. En cambio la letra “w”
muy pocas veces.

Los tipos de patrones que se encuentran en cada archivo varian mucho.
En los casos de archivos de texto depende mucho de cuél es el idioma en que
esté escrito. También si es un archivo de texto simple, o es una pagina web
en html o un archivo de IXTEX. Sin embargo en todos estos tipos de archivos
se encuentran patrones similares a los descriptos.

B.2. Archivos de imagenes fotograficas

En la computadora, se divide a la imagen en pequenos cuadraditos llama-
dos pizeles. Cada pixel tiene un solo color. Si la imagen es en tonos de gris,
se le puede asignar a cada pixel un nimero que indica la luminosidad. En
las imagenes a color se asignan usualmente tres valores, que corresponden a
los colores rojo, verde y azul. Al combinarlos en diferentes proporciones se
obtienen los demas colores.

Las imagenes fotograficas son un caso especial. Veamos algunas propie-
dades:

» Salvo en las imagenes muy sencillas no hay bloques de colores repetidos.

= Se puede tolerar pequenos errores. Si el tono de gris de un pixel cambia
un poco, las personas que lo observan no se dan cuenta.
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Los pixeles contiguos en general tienen colores parecidos.

Es normal que haya bloques en degradé, en que el color va subiendo o
bajando en forma pareja.

Cada pixel tiene vecinos a derecha e izquierda, pero también arriba y
abajo. Esta tan relacionado con unos como con los otros.

En cambio, en un archivo de texto tipico:

= Hay muchas repeticiones de las palabras.

= Un error que reemplaza una letra por otra no se puede tolerar y el
cambio puede ser desastroso para el texto (por ejemplo “oro” y “0s0”).

» Las letras contiguas en general no tienen posiciones cercanas en el al-
fabeto.

» Es raro que aparezcan palabras largas con las letras en orden alfabético
o antialfabético.

= La letra que esta arriba o abajo de una determinada letra en general
no estd relacionada. En cambio las vecinas a derecha e izquierda si.
Por ejemplo después de una “q” casi seguro que viene una “u” y es
muy probable que antes haya un espacio “ ”. Sin embargo las letras que

aparecen arriba y abajo de la “q” no son féciles de predecir.

B.3. Compresion de imagenes

Como vimos, los datos que componen una imagen tienen caracteristicas
especiales que difieren de las de los archivos de texto. Es conveniente apro-
vecharlas para que los algoritmos de compresion sean efectivos. En general,
en vez de crear un nuevo tipo de algoritmo de compresion desde cero, se
opta por preprocesar la informaciéon y después comprimirla con alguno de los
algoritmos conocidos. Aprovechando la estructura de la imagen, primero se
la transforma en una secuencia de datos mas facil de comprimir y después se
la comprime con algtn algoritmo como los que vimos anteriormente.

En todos estos pasos se considera a la imagen como una funciéon, de
manera que es posible escribirla como una suma de funciones elegidas con-
venientemente.

Los pasos centrales de varios algoritmos, por ejemplo JPEG y JPEG2000
de compresion de imagenes, se pueden esquematizar asi:

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert



210 Apéndice B. Compresiéon y procesamiento de senales

1. Se elige una base de funciones.
Se calculan los coeficientes de la imagen utilizando esa base.

Se redondean los coeficientes.

- W N

Se comprimen utilizando algin algoritmo de compresion estandar (sin
pérdida de informacion).

El primer paso se realiza en general al definir el algoritmo. Cada algoritmo
tiene su propia eleccion de bases. La eleccion es complicada, e involucra
equilibrar varias condiciones contradictorias.

Para el segundo paso es 1til que la base elegida sea ortonormal, de manera
que la transformacion de imagen a coeficientes y la inversa sean rapidas.
Como la condiciéon de ortonormalidad es muy restrictiva, a veces se utilizan
bases biortonormales o marcos ajustados, que permiten hacer la conversion
entre funciones y coeficientes de la base de manera eficiente.

En el tercer paso, al redondear se pierde parte de la informaciéon. En
una computadora los nimeros se manejan con una cierta precision (unos 15
digitos), y por ello en general no es posible trabajar con los coeficientes en
forma exacta. Ademas, si cada coeficiente se manejara utilizando la méaxima
precision disponible, entonces los coeficientes ocuparian mucho lugar, por lo
que se debe redondear y considerar s6lo unos pocos digitos (2 o 3 digitos,
a veces menos). Para descomprimir la imagen hay que realizar el algoritmo
inverso, pero no es posible eliminar los efectos del redondeo. Por ello la imagen
final que se obtiene no es la imagen original, sino una imagen muy parecida.
Cuanto mayor sea el redondeo, mas diferencias habré entre la imagen original
y la que se obtiene al descomprimir.

Una buena eleccion de la base original hace que los errores que intro-
duce el redondeo pasen desapercibidos al ser observados por una persona.
Por ejemplo, es util que las funciones originales sean continuas. Usualmente
las iméagenes tienen bloques grandes en donde los colores varian en forma
continua, correspondientes a los objetos, el cielo, paredes lisas, etcétera. Si
se utilizan funciones discontinuas en la base y la discontinuidad esta en una
de estas zonas suaves, entonces el algoritmo debe combinar varias funciones
discontinuas eligiendo los coeficientes de manera que su suma sea continua
en esa zona de la imagen. Al redondearse los coeficientes, la nueva suma de
funciones discontinuas en general ya no es continua. Esta discontinuidad en
la funcion aparece en la nueva imagen como una discontinuidad de color, que
es facil de detectar por la vista.

También resulta util que las funciones sean simétricas, para disimular
mejor los errores. Ademaés, si la base elegida esta generada por las trasla-
ciones de algunas funciones, los errores que aparecen estan distribuidos en
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forma pareja en toda la imagen, y por ello se notan menos. Al mover una
imagen seguimos obteniendo una imagen y por ello tiene sentido modelar a
las iméagenes por medio de un espacio invariante por traslaciones. Las bases
que buscamos en este trabajo justamente son las que estdn formadas por las
traslaciones de una o varias funciones iniciales.

En el cuarto paso se utilizan algoritmos de compresion sin pérdida de in-
formacion como el LZW, o algiin algoritmo similar. Eligiendo la base segtn lo
discutido anteriormente se logra que haya algunos pocos coeficientes grandes
y muchos coeficientes pequenos. Al aplicar el redondeo, los coeficientes pe-
quenos se transforman en ceros. Asi la informacion resultante tiene una gran
cantidad de elementos repetidos y por ello el archivo comprimido es pequeno.
También es importante el orden en se toman los elementos de la base. Si se
eligen de manera que en la mayoria de las imégenes los coeficientes pequenos
estén agrupados, se obtienen al redondear muchos ceros consecutivos que son
atin mas faciles de comprimir. Los resultados de este proceso no siempre es
tan ideales como los descriptos, pero de todas maneras usualmente se obtie-
ne una serie de datos en donde hay muchos coeficientes pequenos y pocos
grandes, que se puede comprimir bien.

En este paso es importante destacar que cuanto més grande es el redon-
deo, més ceros aparecen y méas facilmente se comprime la imagen. También
aparecen menos valores distintos de coeficientes no nulos. Al aumentar el
redondeo se mejora la posibilidad de comprimir la imagen y se obtienen ar-
chivos mas pequenos. Pero al mismo tiempo la imagen final difiere més de
la imagen original y se pierde calidad. Esta es una de las tantas condicio-
nes contradictorias que se deben tener en cuenta al definir los algoritmos de
compresion de imégenes.

B.4. Otros algoritmos similares
Hay muchos otros algoritmos que siguen el mismo esquema que los algo-

ritmos de compresion de imagenes. Para procesamiento de senales se utilizan
procesos similares, por ejemplo:

1. Se elige una base.
2. Se calculan los coeficientes de la senal utilizando esa base.
3. Se procesan los coeficientes.

4. A partir de los nuevos coeficientes de calcula la nueva senal.

Espacios invariantes por traslaciones y espacios de Hilbert



212 Apéndice B. Compresiéon y procesamiento de senales

En estos casos no se comprime y descomprime los datos, porque no es
necesario trasferir o almacenar la informacién. Sin embargo, ése no era el
paso que hacia que aparezcan diferencias entre la imagen inicial y la final. El
paso en donde se producian los cambios era en el redondeo de los coeficientes.
Para estas otras aplicaciones en vez de redondear los coeficientes se les aplica
alguna transformacion elegida convenientemente. Por ejemplo:

= Para eliminar ruido se transforman en cero los coeficientes pequenos.

= Para eliminar rayas de las imagenes se transforman en cero los coefi-
cientes correspondientes a funciones de frecuencias altas.

» Para resaltar los borde se agrandan los coeficientes correspondientes a
funciones de frecuencias altas.

En todos estos casos la eleccion de una buena base sigue siendo funda-
mental. Para que el proceso aplicado sea lo méas uniforme posible sobre toda
la imagen, es bueno que sea una base formada por las traslaciones de algunas
funciones.
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