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Procesos de ramificacion multitipo, procesos de urna y

simulacion de d13tr1buc1ones cuasiestacionarias
en espacios numerables

Resumen

En esta tesis abordamos principalmente dos temas: procesos de ramificaciéon multitipo
y distribuciones cuasiestacionarias. Primero estudiamos procesos de ramificacion multi-
tipo en espacios de tipos numerables. Trabajamos en el caso en que la poblacién tiene
probabilidad positiva de no extinguirse y analizamos el comportamiento asintotico de la
poblacidon. Mas especificamente probamos que la proporcién de individuos de cada tipo
converge en probabilidad a una medida en el espacio de tipos. Este resultado es bien
conocido cuando el espacio de tipos es finito y bajo fuertes hipotesis en caso infinito.

Como aplicacion del estudio de estos procesos consideramos procesos de urna con
infinitos colores y probamos que la proporcién de la cantidad de bolas de cada color
dentro de la urna converge en probabilidad a una medida deterministica.

En segundo lugar estudiamos distribuciones cuasiestacionarias (QSD) y, en particular,
métodos que las aproximan. Cuando el espacio de estados es finito, Aldous, Flannery y
Palacios (AFP) propusieron un proceso no condicionado, cuya medida empirica converge
a la QSD deseada. Generalizamos (bajo ciertas hipotesis sobre la matriz de transicion) el
método de AFP para espacios de estados numerable. La demostracion de la convergencia
de este método se basa en los resultados obtenidos para procesos de ramificacion multitipo.

Por tltimo consideramos el proceso de nacimiento y muerte perezoso con deriva hacia
el origen. Usando la desigualdad de Holley probamos que las QSD de las cadenas truncadas
convergen a la QQSD minimal mono6tonamente.

Palabras Clave: Distribuciones cuasiestacionarias, simulaciones, procesos de ramifica-
cién, procesos de urna.






Multi-type branching processes, urn process and
simulation of quasi-stationary distributions
on countable spaces

Abstract

This thesis deals mainly with two topics: multi-type branching processes and quasi-
stationary distributions. We first study multi-type branching processes with countable
types. We work in the case where the population has positive probability of survival
and focus on the study of the asymptotic behavior of the population. More specifically,
we prove that the proportion of individuals of each type converges in probability to a
measure on the type space. This result is well known when the type space is finite or
under strong hypotheses in the infinite case.

As an application, we consider urn processes with infinite colors and prove that the
proportion of the amount of balls of each color in the urn converges in probability to a
deterministic probability measure.

We also study quasi-stationary distributions (QSD) and methods to approximate them.
When the state space is finite, Aldous, Flannery and Palacios (AFP) proposed an un-
conditioned process for which the empirical measure converges to the desired QSD. We
generalize (under certain assumptions on the transition matrix) the AFP method to coun-
table spaces. The proof of convergence of the method is based on the results obtained for
multi-type branching processes.

Finally we consider the lazy birth and death process with drift towards the origin. By
means of Holley inequality we prove that the QSD of the truncated chains converge to
the minimal QSD.

Keywords: Quasi-stationary distributions, simulations, branching processes, urn proce-
sses.
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Introduccion

Desde que Markov introduce su famoso modelo en 1906 [Mar06|, este ha sido aplicado
en diversas areas de la ciencia; en biologia, genética, dindmica de poblaciones, en ciencias
sociales, psicologia, fisica, investigacion operativa, etc. Cabe destacar que si bien la for-
malizacion de los procesos de Markov fue novedosa, anos antes ya se venian estudiando
dichos procesos. Por ejemplo, en 1873 Galton y Watson estudiaron la supervivencia o
extincion de los apellidos aristocraticos dando lugar a los procesos de Markov llamados
procesos Galton-Watson [WGT5H)|. Estos procesos fueron ampliamente estudiados, desta-
cando Steffensen [Ste33] donde se determina la probabilidad de extincion y Kolmogorov
[KoI38| que estudia el comportamiento asintotico del proceso cuando las familias no se
extinguen.

Bartlett [Bar49] y Kolmogorov y Dmitriev [KD47] extendieron este modelo para con-
siderar la posibilidad de que haya distintos tipos de individuos con diferentes reglas de
reproducciéon. En este modelo se consideran variables aleatorias independientes (ijl) a
valores en N que se utilizan para determinar las cantidad de hijos de tipo j que tiene el
[-ésimo individuo de tipo ¢ en la generacion n. El proceso queda determinado entonces
por la condicién inicial y la ecuacion

Yi(n)
Yin+1)=>_ ) L.

i 1=1
La variable Y;(n) representa la cantidad de individuos de tipo j en la generaciéon n y
se asume que para cada 4, fijo, las variables (L?j’l)nl son idénticamente distribuidas.
Cuando el espacio de tipos S es finito el comportamiento del proceso cuando n — oo es
bien conocido [ANO4] y esta determinado, a primer orden, por el primer autovalor de la
matriz de medias M = (m;;) dada por m;; = E(L;;). Si éste es menor o igual que uno la
poblacién se extingue en tiempo finito con probabilidad uno, mientas que si es mayor que
uno, con probabilidad positiva no se extingue y crece exponencialmente. En ese caso se

tiene que cuando n — oo
Vi)

RN

donde el vector v = (v;) es el autovector a izquierda asociado al primer autovalor de M.
Cuando el espacio de tipos es infinito este resultado deja de ser cierto con toda gene-
ralidad y es de interés saber bajo qué condiciones se puede obtener este mismo tipo de

13



14 INDICE GENERAL

convergencia. Fin esta tesis consideramos el caso en que el espacio de tipos es numerable y
la matriz M es R-positiva y probamos bajo condiciones adecuadas que se puede obtener
este mismo tipo de limite. Tanto para esta version del proceso como para la version a tiem-
po continuo que presenta varias dificultades técnicas. Estos resultados son fundamentales
para tratar dos problemas distintos. Por un lado los usaremos para probar el compor-
tamiento asintotico de procesos de urnas con bolas de infinitos colores y por otro para
probar la convergencia de un método de simulacién introducido por Aldous, Flannery y
Palacios [AFP8§| para aproximar distribuciones cuasiestacionarias.

El estudio de las distribuciones cuasiestacionarias (QSD) comenz6 con los trabajos de
Kolmogorov, Yaglom y Sevastyanov [Kol38| [Yagd7, [Sev51]. Dada una cadena de Markov
en espacio de estados S U {0} una distribucién cuasiestacionaria v es una medida de
probabilidad en S que satisface que cuando la cadena empieza con distribucion v la
distribucion del proceso a tiempo n condicionada a no haber tocado 0 sigue siendo v.

En el articulo fundacional de Yaglom [Yag4d7] se estudian QSD para procesos de Galton-
Watson subcriticos. Desde entonces, se ha estudiado la existencia, unicidad y otras pro-
piedades de las distribuciones cuasiestacionarias para diversos procesos, [DS65, [SV.J66,
Cav78, [ST85, [FMPI1l, [FKMP95, [FKM96, (GJ13, MV12, [AFGJ16l [CV16].

El calculo de las distribuciones cuasiestacionarias involucra la resolucién de un proble-
ma de autovalores y debido a la complejidad de este problema cuando el espacio de estados

es muy grande o incluso infinito, se han desarrollado diversos métodos de simulaciéon y
aproximacion [FV79, [AFP88, [BHO0).

La idea central del método de AFP es construir un proceso no condicionado que
sirva para aproximar distribuciones cuasiestacionarias de cadenas de Markov. Esto se
hace de la siguiente manera: se corre la cadena de Markov hasta que llega al estado 0.
En ese momento se sortea uno de los estados de S con probabilidades proporcionales
a la cantidad de veces que la cadena ha pasado por cada estado (denominamos a esta
distribucion medida empirica). Se vuelve a correr la cadena de Markov inicializada en el
estado sorteado y de forma independiente hasta llegar a 0 nuevamente. Luego se vuelve a
sortear un estado pero considerando ambas cadenas.

Se repite el procedimiento teniendo en cuenta que se sorteara el estado inicial de cada
cadena de Markov considerando todas las cadenas anteriores. Se crea un nuevo proceso sin
el 0 concatenando las cadenas generadas. Este nuevo proceso puede ser identificado con
un proceso de ramificaciéon multitipo a tiempo continuo. Partiendo del comportamiento
asintotico de este proceso de ramificacion, se obtiene que la medida empirica del nuevo
proceso converge a la QSD minimal de la cadena de Markov original.

Inspirados en el método de AFP hemos desarrollado otro método que involucra pro-
cesos de ramificacion multitipo a tiempo discreto. Este nuevo método consiste en correr
una cadena de Markov hasta llegar al 0 y luego, en vez de sortear el nuevo estado inicial,
se impone que todos los estados por los que paso la cadena se reproduzcan en simultaneo.
Esto da lugar a un proceso de ramificacion multitipo a tiempo discreto.

Por un lado, este nuevo método tiene la ventaja de que puede ser facilmente paraleliza-
do y por otro lado hemos podido probar la convergencia del mismo a la QSD minimal para
una familia de procesos mucho més grande que en el caso de AFP. Este familia incluye
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a los procesos de Galton-Watson para los cuales no hemos podido probar la convergencia
de AFP con total generalidad.

En otra direccion, partiendo de las ideas de Ferrari y Rolla [FR15|, hemos desarrollado
un método para aproximar QSD en espacios numerables por QSD en espacios finitos. La
idea central es utilizar dominacién estocastica, que es un orden en el espacio de medidas,
para construir una sucesion moné6tona creciente de QSD en espacios finitos y convergente
a la QSD del proceso definido en espacio de estados numerable. Este método lo aplicamos
a procesos de nacimiento y muerte cuyas QSD son conocidas pero cabe destacar que el
método puede ser aplicado a procesos de nacimiento y muerte mas generales.

Organizacién de la Tesis. En el Capitulo 1 tratamos procesos de ramificaciéon. Intro-
ducimos y damos propiedades del proceso de Galton-Watson y procesos de ramificacion
multitipo en espacio numerables. Lo construimos y probamos sus principales propieda-
des para tiempo discreto y continuo. Nos enfocamos en el comportamiento asintético del
proceso cuando este no se extingue. En particular damos condiciones bajo las cuales las
proporciones de individuos de cada tipo convergen a una medida de probabilidad.

En el Capitulo 2 describimos los procesos de urna y mostramos la relacién con los
procesos de ramificacion. Probamos el comportamiento asintotico de la urna cuando el
conjunto de los posibles colores de las bolas es numerable bajo hipotesis adecuadas.

En el Capitulo 3 introducimos las distribuciones cuasiestacionarias, el tema central de
esta tesis. Probamos que si la matriz de probabilidades de transicién cumple una condiciéon
de Doeblin entonces el proceso es R-positivo, lo que implica la existencia de al menos una
QSD y posibilita ademés la aplicacion de los métodos desarrollados en el Capitulo 1 para
probar la convergencia de los métodos de aproximacion y simulacion de la misma.

En el Capitulo 4 nos centramos en la simulacion de QSD. Definimos el método de AFP,
y probamos la convergencia del mismo para procesos definidos en espacios de estados
numerables bajo la condicion de Doeblin definida en el Capitulo 3. Ademas damos un
nuevo método similar al de AFP, pero el cual involucra procesos de ramificacion multitipo
a tiempo discreto. Damos condiciones bajo las cuales el método converge y probamos que
se puede aplicar este método a procesos de Galton-Watson subcriticos.

En el Capitulo 5 aproximamos la QSD minimal de procesos de nacimiento y muerte
en espacios de estados numerable mediante las QSD de procesos de nacimiento y muerte
en espacios finitos. Ademés probamos que esta convergencia es monotona.
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Capitulo 1

Procesos de ramificacion

El origen de las investigaciones sobre procesos de ramificacion se atribuye a los estudios
realizados por Bienaymé en Francia |[Bie74] y por Galton y Watson en Inglaterra [WGT5].
Estas surgieron por la preocupaciéon en la extincion de los apellidos aristocraticos. De
estos estudios surgi6 el proceso de ramificacion llamado proceso de Galton-Watson.

Los procesos de ramificacion ofrecen un modelo matematico para el estudio de po-
blaciones en las que los individuos viven, se reproducen y mueren independientemente
unos de otros. Dentro de la teoria de procesos de ramificacion, hay diferentes modelos.
El méas simple es el llamado Galton-Watson donde se comienza con un individuo, el cual
constituye la generacion cero, sus hijos forman parte de la primera generaciéon, sus nietos
de la segunda, y asi sucesivamente. Todos los individuos pertenecientes a una generacion,
se mueren y se reproducen en simultdneo dando lugar a la siguiente generacion.

En lugar de suponer que todos los individuos mueren y se reproducen en simultéaneo,
es posible considerar un proceso similar al de Galton-Watson, en el cual el tiempo de vida
y la cantidad de descendientes de cada individuo son aleatorios e independientes entre si.

Una posible generalizacion de los procesos antes mencionados son los procesos de
ramificacion multitipo en los cuales se consideran distintos tipos de individuos. Estos se
pueden separar segtn si el conjunto de los distintos tipos de individuos es finito, numerable
o no numerable. Al igual que en el caso simple, se puede suponer que el tiempo de vida de
cada individuo es fijo (tiempo discreto) o que tienen un tiempo aleatorio de vida asociado
(tiempo continuo). En general, hay varias condiciones que se pueden considerar de un
proceso de ramificacion y de la manera en que evoluciona. En nuestro caso, supondremos
que cada individuo es independiente de los otros individuos y de la historia del proceso.
Ademaés cuando consideramos el caso continuo, supondremos que el tiempo de vida de
cada individuo tiene distribucién exponencial, lo que resultard en un proceso de Markov.

Una de las preguntas béasicas que se plantean en el estudio de los procesos de rami-
ficacion es si la poblaciéon se extingue o sobrevive con probabilidad positiva. Cuando la
poblacién sobrevive, interesa conocer la proporcion de individuos de cada tipo.

A continuaciéon mencionaremos algunos trabajos relevantes para nuestro estudio. En
el caso de procesos de ramificacion con finitos tipos de individuos, destacamos los libros
[AN0O4. Har63|]. Para estudiar comportamientos asintoticos de la poblacion es utilizada la
teoria de Perron-Frobenius sobre matrices positivas [Sen06|. El caso de tiempo discreto

17



18 CAPITULO 1. PROCESOS DE RAMIFICACION

puede verse en |[KLPPIT7| y el caso de tiempo continuo en [GBO03|. Otra de las herra-
mientas muy utilizadas para conocer propiedades de los procesos es la funciéon generadora
de momentos, [AN04, Har63|. Por ejemplo, cuando el proceso multitipo finito no se ex-
tingue la funcion generadora tiene solo dos puntos fijos, uno de los cuales representa la
probabilidad de extincion.

La bibliografia sobre el caso multitipo con numerable tipos de individuos es menor a
la del caso finito. Solo algunos de los resultados han sido extendidos y otros permanecen
abiertos. Tipicamente se asumen hipotesis de R-positividad sobre la matriz de medias. En
el trabajo [VJ67| se estudian las propiedades de las matrices R-positivas; la R-positividad
de una matriz es una condiciéon que garantiza que el comportamiento asintotico de las
potencias de la misma es similar al del caso finito dado por la teoria de Perron-Frobenius.
En [Moy67] se estudia el comportamiento asintotico del proceso cuando este no se extingue
bajo hipotesis de R-positividad sobre la matriz de medias.

Un ejemplo en donde la generalizacion del caso finito al caso numerable falla es en el
estudio de los puntos fijos de la funciéon generadora de momentos. Como hemos mencio-
nado en el caso finito, si la poblaciéon no se extingue, la funcién tiene solo dos puntos fijos,
pero en el caso numerable, esto es falso en general [BZ14]. Pueden verse contraejemplos
en [BZ17].

El resultado principal de este capitulo es el Teoremall.35/sobre procesos de ramificaciéon
multitipo a tiempo continuo para numerables tipos de individuos. El teorema dice que,
cuando el proceso no se extingue, la proporcion de individuos de cada tipo converge en
probabilidad a una medida de probabilidad en N. Mas atin, se caracteriza dicha medida.

El esquema del capitulo es el siguiente. Comienza con el proceso de ramificacion llama-
do Galton-Watson, se dan varias propiedades, se define la funcion generadora y se analiza
el comportamiento del proceso a tiempos grandes. Luego se estudian procesos de ramifi-
cacién multitipo con numerables tipos de individuos, separandolos en tiempo discreto y
continuo.

A tiempo discreto se analiza la funciéon generadora, las propiedades de la matriz de
medias, el teorema de convergencia de [Moy67] y la probabilidad de extincion entre otros.
En la Proposicion [1.29) se muestra, en el caso en el que el proceso no se extingue, la
convergencia en probabilidad de la proporcion de individuos de cada tipo al autovector a
izquierda asociado a la matriz de medias (Subseccion [1.2.2)). Luego se da la construccion
del proceso de ramificacién multitipo a tiempo continuo, se calcula la media de la cantidad
de individuos de cada tipo, se estudia el proceso discretizado en el tiempo para luego
generalizar al caso continuo la Proposicién dando lugar al Teorema [1.35

1.1. Procesos de Galton-Watson

Los resultados principales sobre procesos de Galton-Watson pueden verse en [AN04,
Capitulo 1|. Daremos las demostraciones de los resultados que consideramos pertinentes
para el resto del capitulo.
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El proceso de Galton-Watson es un proceso de Markov a tiempo discreto que representa
la cantidad de individuos de las generaciones sucesivas. Denotamos Y (n) a la variable
aleatoria que representa la cantidad de individuos en la generacién n-ésima. Suponemos
que el nimero de hijos que tiene un individuo es una variable aleatoria con distribucion
(pi)ien,, donde p; es la probabilidad de que un individuo deje i descendientes, con i € Np.
Para cada j € N, k € Ny, Lé‘? representa el namero de hijos del j-ésimo miembro de la
k-ésima generacion. Podemos expresar a Y (n + 1) a partir de {L}, j > 1} e Y(n),

Y(n+1)= L7+ ..+ Ly,

Asumimos que {L%, k >0, j > 1} son variables aleatorias i.i.d., donde P(L} = i) =

pi Vi € Ny. El proceso construido cumple E(s¥ "D |Y (n) = i) = []E(SL%)T.
Si denotamos

pij =P (n+1) =4y (n) =i) =P(Y_ L} =),

el proceso verifica

Zpijsj _ [ijsj}i.

J€Np J€Np

Definicion 1.1. Una cadena de Markov {Y (n),n € No} es un Proceso de Galton- Watson
st las probabilidades de transicion cumplen

Zpijsj = [Z Pjsj}iv

J€No J€No
para todo s € [0, 1], donde p;; = P(Y(n+1) = j|Y(n) = 1) para i,j € Ny.

Notemos que la definiciéon da una propiedad aditiva sobre el proceso, significa que si
Y (n) = i entonces la distribucion Y'(n + 1) tiene la distribucion de la suma de i variables
aleatorias independientes, todas con distribucion (p;)ien,. Si en la generaciéon n no hay
individuos, tampoco habra en las generaciones siguientes, es decir P(Y(n+1) = 0¥ (n) =
0)=1.

Si el proceso comienza con i individuos, denotamos Y (n), n € N. Este proceso es la
suma de ¢ procesos de ramificacion independientes que se inician con un solo individuo.
Para evitar situaciones triviales, vamos a suponer que py+p; < 1. Es decir, la probabilidad
de tener a lo sumo un individuo es menor que 1.

Estamos interesados en estudiar si la poblaciéon perdura en el tiempo. Para esto ten-
driamos que conocer la distribucion de Y (n), para asi poder calcular P(Y (n) = 0) para n
suficientemente grande. Observemos que la distribucion de la cantidad de individuos en
la generacion n-ésima depende de las generaciones anteriores.

Una funcion que serd muy 1til en el estudio de procesos de ramificacion es la funciéon
generadora de momentos de la variable Y'(1).
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Sea f : [0,1] — R, definida por f(s) := E(s¥() = E(s"1). Consideramos también sus
composiciones,

fo(s) =s fi(s) = f(s) .
for1(s) = f(fu(s)), m€N (1.2)

Proposicion 1.2. La funcion generadora de Y (n) es fn(s), es decir, componer n veces
la funcion generadora de Y (1).

Demostracion. Sea f(,) la funcién generadora asociada a Y'(n):
f(s) =Y P(Y(n) = k)s".
keNp

Como f(s) = fu1)(s), basta probar que la sucesion de funciones f(,) cumple una relacién
de recurrencia como ({1.2)). Por como la definimos,

fnt1y(s) = E(SY(nJrl)) — ]E(SL’11+..+L’§<H)) - Z E(1{Y (n) = k}SL;ur..JrL;;)_
keNg

La variable Y (n) es independiente de las variables L7, j > 1, por lo tanto,
E(1{Y (n) = k}s"i++E) = P(Y(n) = k)E(s" -+,

Como las variables, LT, .., L} son i.i.d.

k

E(s"H ) = [TEG") = (") = ()"

J=1

Luego,

fneny(s) = D PY(0) = K)(f())* = fon(f(5)).

keNp

]

Estas funciones nos van a ayudar para calcular los momentos del proceso. Cuando
estos existan, los podemos expresar en términos de las derivadas de f,(s) para s = 1.

Teorema 1.3. Para el proceso de ramificacion ya definido, si E(Y (1)) = m, entonces
E(Y(n)) =m".

Demostracion. Para la media de la primera generaciéon tenemos,

E(Y(1) =) pij=f(1)=m.

J€Ng

Para la generacion n-ésima,
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E(Y(n)) = Y P(Y(n)=j)j = fi(1) = (far (f(D)) = fra(F1)F(1)

Jj€No

= [ (1) = o= ()" =m™
[l

Queremos analizar el comportamiento del proceso, para ello necesitamos algunas pro-
piedades de la funciones generadoras. Luego, veremos que de lo tinico que depende que el
proceso se extinga es de la media.

Lema 1.4. La funcion f cumple las siguientes propiedades:

1. f es estrictamente creciente y conveza.

2. f(0)=po f()=1 fQA)=E(L)  f(1)=ELL-1)).
3. Sim <1 entonces f(s) > s, para todo s € [0,1).

4. Sim > 1 entonces f(s) = s tiene una tnica solucidn en [0, 1).

Demostracion. 1. Veamos las derivadas de f,

f(s) =20 oprs”
f1(s) =>0 pkks"1 >0  Vse(0,1)
f(s) =S, pek(k —1)s"2 >0 Vs € (0,1) (pues supusimos py + p; < 1).

Por lo tanto f es estrictamente creciente y convexa.
2. Es inmediato.

3. Consideremos la funcion

g:[0,1] =R g(s) = f(s) —s.

Sus derivadas, ¢'(s) = f'(s)—1, ¢"(s) = f"(s). Como f es estrictamente convexa en
[0,1] y f(1) = 1, la funcion g(s) también es estrictamente convexa y g(1) = 0. Luego
la derivada ¢'(s) es una funcion estrictamente creciente, y si suponemos m < 1,
gd(1)=f(1)—1=m—1<0, por lo tanto g es estrictamente decreciente en [0, 1].
Como ¢g(1) = f(1) =1 =0, g(s) >0 paras € [0,1) y f(s) > sen [0,1).

4. Seam > 1,y g la funciéon definida anteriormente. Como ¢”(s) > 0 Vs € (0,1), g es
convexa en (0,1) v ¢’ es estrictamente creciente, por lo tanto g tiene a lo sumo un
punto critico en (0,1). Como ¢’(1) =m—1>0y g(1) = f(1) —1 =0, existe sy < 1
con g(sp) < 0. Por otro lado, g(0) = py > 0. Luego existe ¢ € (0,1) tal que g(q) =0,

es decir, f(q) = q.
]
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Teorema 1.5. Sea (Y (n)),>o0 un proceso de Galton-Watson. Llamamos q a la probabilidad
de que el proceso se extinga, es decir

P (U{Y(n) = O}) =q.

neN
Entonces q es el punto fijo mds chico de la funcion generadora.

Demostracion. Primero veamos que, f,(0) /¢, cuando n — co. Observemos que f(0) >
0, y f es creciente, por lo tanto, 0 < f(0) < f(q) = ¢. Aplicando nuevamente f, 0 <
f(0) < f2(0) < g. Repitiendo este procedimiento, obtenemos que f,(0) es creciente y
acotada. Sea L = lim,, ., f,(0), L < ¢q. Como f es continua,

FL) = f( Mim £,(0)) = lim f,11(0) = L

Luego, L = q. Como {Y(n) =0} C{Y(n+1) =0}y f.(0) =P(Y(n) = 0) tenemos

P <U{Y(n) = 0}) = lim P(Y(n) = 0) = lim £,(0) = q.

n—oo n—oo
neN

]

Del teorema se obtiene que si m < 1 el proceso se extingue en tiempo finito con proba-
bilidad 1. Cuando m < 1 se lo llama caso subcritico, y cuando m = 1 caso critico. Por otro
lado, si m > 1 (caso supercritico) hay una probabilidad positiva de que los descendientes
permanezcan en todas las generaciones futuras. Veremos que en este caso, no solo hay
probabilidad positiva de no extinguirse, sino que ademas el tamano de la poblacién crece
exponencialmente. Para ello debemos introducir el concepto de martingala.

Definiciéon 1.6. El proceso estocdstico (X (n))nen a valores en R es una martingala res-
pecto de la filtracion (F,)nen si, para todo n > 0

1. E(JX(n)]) < o0
2. X(n) € F,
3. E(X(n+1)|F,) = X(n).
Para abreviar, decimos que X (n) es F,-martingala.
Observacion 1.7. Si X (n) es una martingala, E(X (n)) = E(X(0)) para todo n € N.

En la siguiente proposiciéon se dan condiciones bajo las cuales las martingalas conver-
gen.

Proposicion 1.8. [Kal02, Proposicion 6.19] Sea (X (n))nen una F,-martingala, tal que

sup,eny {E(|X(n)))} < oo. Entonces existe lim X (n) casi seguramente.
n—oo
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A continuaciéon damos una martingala asociada al proceso de Galton-Watson.

Teorema 1.9. [ANOY, Teorema 1, p. 9] Sea F,, = o(LF, i > 1, 1 <k <n), ym = E(L}),

entonces Wi(n) = % es una JF,-martingala.

Demostracion. Claramente W (n) € F,,. Como m™ es una constante,
1

Ademas

E(Y(n+1)|F,) =E (Z 1{i < Y(n)}LTf}]-"n> .

€N

La suma es de variables positivas, por lo tanto

E(Y(n+1)|F) => EQ{i <Y(n)}L}|F,).

ieN
Como 1{i <Y (n)} € F, y L} es independiente de F,,

E(Y(n+1)|F,) =Y 1{i <Y (n)}E(L}) = mY (n).

Luego,
E(W(n+1)|F,) = mnH]E(Y(n +1)|F,) = po—Es] mY (n) = W(n).
Como E(W(0)) = 1, E(W(n)) = 1 para todo n. O

Observacion 1.10. Eziste una variable aleatoria W, tal que cuando n — oo

Y cs
mn

De esta convergencia se ve que Y(n) crece como m"W,si W # 0. SiP(W =0) =1
nos dice simplemente que m” crece mas rapido que Y (n). El siguiente teorema muestra
que P(W = 0) es exactamente la probabilidad de extincion del proceso.

Teorema 1.11. [ANO], Teorema 2, p. 9] Sim > 1, V(Y (1)) = 0> < 00 e Y(0) = 1,
entonces

1. Mmoo E(W(n) — W)2 =0,
2. E(W) =1,

3. P(W =0)=P(Y(n) =0 para algin n) = q.
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1.2. Procesos de ramificacién multitipo a tiempo dis-
creto

Los procesos de ramificacion multitipo son una generalizacion del modelo de Galton-
Watson, en el cual, se mantiene la independencia en la probabilidad de generar nuevos
individuos y se introduce la posibilidad de que haya diferentes tipos de individuos que
coexistan en la poblacién. Las diferencias entre los distintos tipos quedaran puestas de
manifiesto en las pautas de reproduccion de los mismos. Para analizar procesos de rami-
ficacion multitipo es necesario introducir notacion, definiciones y algunos resultados.

1.2.1. Construcciéon del proceso

Daremos una construcciéon del proceso similar a la que se puede encontrar, a tiempo
continuo, en [GB03].

Sea S el conjunto de los distintos tipos de individuos. Suponemos que S es un conjunto
numerable. Para ¢, 7 € S la variable aleatoria L;; representa la cantidad de hijos de tipo
j que tiene un individuo de tipo i. Para cada k = (ky, ks, ..), k € N§ sea py. = P(L;; =
k;,Vj € S), es decir la probabilidad de que un individuo de tipo ¢ tenga k; individuos de
tipo 1, ko individuos de tipo 2, etc. Notamos p; = {pi, k € N§} a la distribucion de la
cantidad de hijos de cada tipo que tiene un individuo de tipo 1.

Construimos el arbol genealogico. Consideramos el espacio de estados

X= UnGN Xn’

donde X" es el espacio donde vive la generacion n-ésima. Esto es X0 = Sy ip € X es la
raiz del arbol. El siguiente es X! = S x Ny el elemento z = (i1,11) € X! es el [;-ésimo hijo
de tipo i; de la raiz. Finalmente, paran > 1, X" = 8" x N" y & = (i1, .., 0n, l1, .., l) € X"
es l,-ésimo hijo de tipo i, del padre & = (i1, .., 91,1, .., l,—1). Escribimos o(z) = i,, para
el tipo de x € X™. Observemos que o(z) € S.

A cada € X le asociamos descendencia aleatoria, L,y = (Lo(z)j)jes € Ng con
distribucion py(,) tal que las variables {LU(I) : © € X} son independientes. Las variables
aleatorias L,(,) indican como son actualizados los individuos z € X. Por lo tanto el
conjunto X = [, .y X" esta definido recursivamente por

XY = {ip} X" ={x = (Zin,ln) €X": 2 € X" 1, < Lo(ayin -

El arbol completo esta determinado por el proceso X. Cuando comenzamos con una
distribucion inicial p, la distribuciéon de X™ es P, y la esperanza es E,, cuando iy = 7 los
denotamos P; y E,.

Consideremos

Y(n):= ) b (1.3)

reXn

Es decir, el vector Y(n) = (Yi(n),...,Yr(n),...) describe cuantos individuos de cada tipo
hay en la n-ésima generacion. En particular, Y;(n) es el cardinal de X* = {z € X" :
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o(z) =i}. Notemos que

Yi(n)

Y(n+1)=) Y L (1.4)

€S =1

donde L' denota el vector que indica la cantidad de descendientes del I-ésimo individuo
de tipo ¢ en la generacion n, su distribucién no depende ni de [ ni de n. De la ecuacion se
desprende que el proceso es de Markov. 4
Introducimos la siguiente notacioén para el producto st = [Tics s;-j cons = (81, 89,...) €
[0,1]° e i € NS.
Observemos que por la independencia de las variables aleatorias Lj se verifica
E(s¥" Y (n) = ) = [T (B6™)".
keS
Que es equivalente a
> s =[] prss'l™, (1.5)
JENS k€S jeNS
donde pj; :==P(Y(n+1) =j|Y(n) =1).

Definicion 1.12. Una cadena de Markov {Y (n),n € Ny} es un proceso de ramificacion
multitipo (S—tipos) si las probabilidades de transicion cumplen

Z pigs’ = H[Z Pris']™,

jeNns kES jeNS
para todo s € [0,1]°, donde p;; :=P(Y(n+1) =j|Y(n) =1i) para i,j € NS,

Esta es una propiedad aditiva, significa que si Y (n) = i, entonces Y (n + 1) tiene la
distribucién de la suma de i, +i5+... variables aleatorias independientes, que toman valores
en S, de las cuales 7; tienen distribucion pq, 75 tienen distribucion po, etc. Observemos que
si en la generacion n no hay individuos, tampoco habra en las generaciones siguientes,
es decir P(Y(n+ 1) = 0[Y(n) = 0) = 1 para todo n € N, donde denotamos con 0 :=
(0,0,...).

Observacion 1.13. Consideremos Y un proceso de Markov que verifica la Definicion

= Si hay un solo posible tipo de individuo, es decir el cardinal de S es 1, entonces Y
verifica la Definicion [1.1]

s Todo proceso de ramificacion Y puede ser construido como en la ecuacion 1./

Cuando el proceso comienza con k individuos, notamos Yj( )(n) a la cantidad de indi-
viduos de tipo 7 que hay en la n-ésima generacion. Por simplicidad en la notacién, cuando
no sea esencial mostrar la dependencia en k omitiremos el superindice.

Al igual que en proceso de Galton-Watson vamos a trabajar con la funcion generadora
de momentos.
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Definiciéon 1.14. Si el proceso empieza con un individuo de tipo i, la funcion generadora
de momentos de Y (n) viene dada por:

fui(s) = Ei(s¥™) = B(T] 57",

jes
con s = (s1,52,...), y s; € [0,1] para todo j € S. Denotamos

£.(s) = (fn1(8), fa(s), - )

y definimos fn;(0) = pio.

Para simplificar la notacion, cuando nos estamos refiriendo a la funcion generadora de
Y (1), usaremos f;(s) = fi(s).

Observemos que las funciones generadoras de Y (n) verifican que Ey(sY™) = (f,(s))k
y que f,(s) es componer n veces la funciéon generadora de Y (1). También para cadai € S,
fni es continua pues P;(|[Y(n)| < oo) = 1 y E;(sY(™) resulta un polinomio en s. Mas atin
f, es continua respecto a la topologia producto [Mun75, Teorema 19.6].

1.2.2. Matriz de medias

Sea m;; = [E(L;;) el nimero esperado de descendientes de tipo j que tiene un individuo
de tipo i. Definimos la matriz de medias

M = {m;;:i,j € S}.
Claramente
1] 8s]~ s=1,

donde 1 = (1,1, ...). Definimos inductivamente ml(-;b),

para todoi,j € SyneN:

O _ . (n+1
m;;" = Myj, mzk mk]
keS

Es decir
mi = (M),

De donde se deducen las siguientes propiedades:

E(Y;(k +n)[Y (k) = 6;) = m"

ij
E(Y;(k +n)[Y (k) = 2) = (aM"); = Y zm
1€S
Siy=(v,7%,...) € RS*! es un vector columna no negativo, entonces

E(Y (k+n)y|Y (k) = z) = 3 (2M"),7; = 2M™. (L.6)

JjES
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Definicion 1.15. Dada M = {m;; : i,j € S} una matriz con entradas no negativas tal
(n)

que m;;* < 00 para todo i,j € S yn € N. Decimos que:

» La matriz M es irreducible si para cada par de indices 1,7 € S existe n € N tal que
mg-l) > 0.
» FElestado i € S es aperiddico si med{n € N/mgb) >0} =1.

» La matriz M es aperiodica si para todo 1 € S, 1 es aperiodico.

Definicién 1.16. Dada una matriz M = {m; : 1,7 € S} diremos que X es autovalor con
autovector a izquierda v si
vM = v

E vimg; = )\Vi-

jeS

es decir para todo i € S

Andlogamente definimos autovector a derecha 1, como el vector columna que verifica
Mp = A

es decir para todo i € S

Z Mijy = Ai.

jes

1.2.3. Propiedades ergdédicas de la matriz de medias

En [VIJ67, Teorema A| se muestra que si la matriz M es no negativa, irreducible,
(n)

aperiodica y verifica que m;;” < oo para todo 4,7 € S y para todo n € N, entonces existe

1
1 (m()w
TL—}OO( v )
y es el mismo para todo i,j € S§. De donde existe un ntimero R que es el radio de
convergencia comin de las series ) mg?)s”.

Definicién 1.17. Sea M una matriz no negativa, irreducible, aperiddica tal que mg) < 00
para todo i,5 € S y para todo n € N.

Sea R > 0, decimos que M es R-transiente (respectivamente R-recurrente) si para
todo i,j € S las series ) mE?)R” son todas finitas (respectivamente infinitas).

Si M es R-recurrente, decimos que es R-positiva (respectivamente R-nula) si las su-
cesiones (mg‘)Rn)n no tienden a 0 (respectivamente tienden a 0).

La R-positividad de una matriz puede ser caracterizada en términos de sus autovec-
tores como muestran los siguientes teoremas.
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Teorema 1.18. [V.J67, Teorema D] Si M es R-positiva existen inicos (salvo constantes)
autovectores positivos a izquierda y derecha ((1x), (Vk))kes, asociados al autovalor 1/ R tal

que Y, cs eV < 00 y se verifica

ltim m\™ R" = L
n—oo K ZkES ,uka

Sin pérdida de generalidad podemos suponer ), ¢ pxvx = 1, con lo cual para todo

1,7 € §, tenemos que lim,, . mE?)R” = p;v; > 0.

Teorema 1.19. [Sen006, Teorema 6.4] Sea M una matriz no nula, irreducible que verifica

mz(»;-l) < oo para todo i,7 € S y para todo n € N. Asumimos que el radio de convergencia
R > 0. Sean v, u autovectores a izquierda y derecha respectivamente asociados al mismo
autovalor o tal que ), g it < 00. Entonces M es R-positiva y R = 1/a.

Los procesos de ramificacion multitipo con matriz de transicion R-positiva los podemos

separar en 3 casos.
(n)

= Si R > 1 decimos que el proceso es subcritico. En este caso, lim,, o, m;;” = 0 lo que

significa que en media la poblacion tiende a extinguirse.

= Si R =1 es el caso critico. En este caso obtenemos que lim,,_,, mgb) = pv; > 0.
= Si R < 1 el proceso es supercritico, lim,, mE;L) = oo lo que significa que en media
la cantidad de individuos de cada tipo de la poblacion tiende a infinito.

Estamos interesados en el ultimo caso, que es cuando el tamano de la poblacién en media
crece exponencialmente. En el evento en que la poblacién no se extingue nos interesa
conocer la proporciéon de cada tipo en la poblacién para tiempos grandes, es decir estu-
diar el comportamiento asintético de ;EZ;I Al igual que en el caso de Galton-Watson
trabajaremos con una martingala asociada al proceso.

Proposicion 1.20. Sean {Y(n),n € N} un proceso de ramificacion multitipo y M la
matriz de medias. Supongamos que . es autovector a derecha de M asociado al autovalor
A. Consideremos W(n) = Y(n)uA™" y F,, = la o-dlgebra generada por Y (n). Entonces
la familia {(W(n), F,),n € N} es una martingala no negativa.

Demostracion. Claramente W (n) es no negativa y W(n) € F,. Observemos que
E(W(n+1)|Y(n)) = A"E(Y (0 + Dp[Y (n) = A~ "Y (n) My
= A"y () = W(n).
Luego W(n) es una martingala. O

Corolario 1.21. Sea W(n) = Y (n)u\"". Eziste una variable aleatoria W, tal que cuando
n— oo
Demostracidn. Se deduce de aplicar el Teorema [1.8] a la martingala W (n). O

Definicién 1.22. Sean {Y(n),n € N} un proceso de ramificacion multitipo y M la matriz
de medias. Si M es R-positiva, denotaremos por W al limite de la martingala Y (n)uR"
con ju autovector a derecha asociado a 1/R.



1.2. PROCESOS DE RAMIFICACION MULTITIPO A TIEMPO DISCRETO 29

1.2.4. Probabilidad de extincion

En esta seccion veremos, al igual que en los procesos de Galton-Watson, que la pro-
babilidad de extincién es un punto fijo de la funcién generadora de momentos. Ademés
relacionaremos la probabilidad de extincién con la variable aleatoria W generada a partir
de la martingala asociada al proceso.

Lema 1.23. Sea {Y(n),n € N} un proceso de ramificacion multitipo con M = {m;;,i,j €
S} la matriz de medias del proceso. Suponemos que M es una matriz irreducible, aperio-

dica, R-positiva con R € (0,1) y que mg-l) es finito para todon € N, 1,7 € S.

Si £(s) es la funcidn generadora de Y (1), obtenemos los siguientes resultados:

a) La funcion f tiene al menos dos puntos fijos:

» 1=(1,1,...)
» q=(q1,q2,...) donde q; es la probabilidad de que el proceso se extinga, dado

que comenzo con un indiwiduo de tipo i.

b) Sis esun punto fijo de f distinto de 1 entonces todas sus coordenadas son menores
estrictas que 1.

Demostracion. a) Claramente 1 es solucion de f(s) = s. Consideremos el evento de extin-
ciéon

U{Y(n) =0},

neN

Llamamos q = (¢;,7 € S) a la probabilidad de que el proceso se extinga, donde para cada

1€S
¢ =P <U{Y(n):0}>.

neN

Dado Yy = 6;

g =P (U{Y(n) = O}) = lim P;(Y(n) =0) = 1_{101o fni(0),

n—00 n
neN

de donde obtenemos el siguiente limite coordenada a coordenada q = lim,¢y f,(0). Por lo
tanto, como f,,1(0) = f(f,(0)) y f es continua tenemos

q=f(q).

b) Sea s € [0,1]° un punto fijo de f con s; < 1. Supongamos que existe k € S tal que
fr(s) = 1 = s;. Si s es punto fijo de f lo es también de f, para cualquier n. Sea t € [0, 1]°
tal que

tlzl Sll;’éj

tl:Sj Sll:j
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Como s < t, fur(s) = 1y la funcion f, es creciente, obtenemos que 1 = f,x(t) y por lo

tanto
1= Pp(Y(n)=i)t'=> Pu(Y(n)=

ieNS ieNS

Luego P(Y(n) =1i) = 0si i; > 0, pues Y ,.ns Pr(Y(n) = i) = 1. Con lo cual,

myl) = Ei(Y;(n)) = > P(Y(n) =i)i; =0

ieNs
para cualquier n € N. Lo cual contradice la irreducibilidad de M, luego s < 1. O
Teorema 1.24. Sea {Y(n),n € N} un proceso de ramificacion multitipo, bajo las condi-
ciones del Lema . Si existe i € S para el cual cuando n — oo se tiene Yi(n) — oo,

la funcion genemdom tiene solo dos puntos fijos: 1 y 0. En particular, la probabilidad de
extincion q es igual a 0.

Demostracion. Sea s un punto fijo de la funciéon generadora distinto de 1. Por el Lema [1.23
todas las coordenadas son menores estrictas que 1. Sea i tal que Y;(n) — oo, entonces

o= puto =5 (TT) =Bt L) <)

JES jF#

Por el Teorema de convergencia mayorada, siendo que s; < 1y que Y;(n) — oo obtenemos

que cuando n — oo, Ek(szﬁ(")) — 0 y por lo tanto s; = 0 para cualquier £ € S. Luego el
tnico punto fijo distinto de 1 es O. O]

Proposicion 1.25. Sea W la variable aleatoria definida en el Corolario yr =
(r1,79,...) el vector con coordenadas r; = P;(W = 0). La funcion generadora f tiene a r
como punto fijo.

Demostracion. Veamos que r es un punto fijo de la funciéon generadora. Sea i € S,

ri=P =Y P(W =0[Y(1) = j)P,(Y(1) =)

jENS

= S RY(1) =) [P =

JENS keS
= fi(P(W =0)) = fi(r)
O

Corolario 1.26. Sea {Y(n),n € N} un proceso de ramificacion que verifica las hipdtesis
del Teorema|1.24) Entoncesr =0 or = 1.
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1.2.5. Teoremas de convergencia

En [Moy67] se muestra el comportamiento asintotico para los procesos de ramificacion
multitipo en espacios de tipos numerable en el caso supercritico. Vamos a enunciar este
teorema y luego dar el resultado obtenido sobre la convergencia de la proporcion de cada
tipo individuos.

Teorema 1.27. [Moy67, Teorema 1] Sea {Y(n),n € Ny} un proceso de ramificacion
multitipo. Para i, € S la variable aleatoria L;; representa la cantidad de hijos de tipo
J que tiene un individuo de tipo i. Sea m;; = E(L;;) y M = {m;;,i,5 € S} la matriz de
medias del proceso. Suponemos que M es una matriz irreducible, aperiodica, R-positiva con
R e (0,1) y que ml(]n) es finito para todon € N, 1,7 € §. Notamos v y u los autovectores a
izquierda y derecha respectivamente, asociados al autovalor 1/ R que satisfacen que v = 1.
SiP(Y(0)=y)=1 paray € N® con |y| < oo y se verifica

D E((Y(1)p)*)y; < o, (1.7)

jeS
entonces la variable aleatoria W (Deﬁmcio’n cumple Ey(W?) < 0o y

lim Ey ((R"Y (n)g — vgW)?) = 0,

n—oo

para todo vector columna g = (g1, ga, . ..)" € RS*! tal que (g;/11:),.5 estd acotado. Ademds,
Ey(W) =yp.

Definicién 1.28. Dada una sucesion de variables aleatorias (X(n)),en, con X(n) € RS
y v € RS. Notamos X(n) N v cuando para todo i € S obtenemos que cuando n —

P . 4 . .
00, X;(n) — ;. Es decir, consideramos la convergencia en probabilidad coordenada a
coordenada.

A continuacion damos condiciones bajo las cuales, a partir del Teorema, podemos
hallar el comportamiento asintotico de la proporcién de individuos.

Proposicion 1.29. Sea {Y(n),n € No} un proceso de ramificacion multitipo bajo las
condiciones del Teorema [1.27 Ademds suponemos que el autovector a derecha p verifica
que liminf, . p; # 0 y que el autovector a izquierda v cumple ) . ov; = 1.

Si para todo i € S P;(W =0) =0, cuando n — oo se tiene

JjeES

Y(n) p
Yy "

Demostracion. Por el Teorema [1.27] se tienen en particular los siguientes limites.

= Tomando g = d; entonces

lim E((R"Y;(n) — v;W)?) = 0.

n—oo
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= Tomando g = 1 y usando que liminf; ., p; # 0

lim E((R" ) Yi(n) = W)?) =0,

n—00
i€S

Luego valen los limites en probabilidad:

lim R"Y;(n) =vy,W y lim R"|Y(n)|=W.

n—o0 n—o0

De este ultimo limite se deduce
{IY(n)| = 0} C {W = 0}. (1.8)

Como P;(W = 0) = 0 para todo i por (1.8) obtenemos que P;(]Y(n)| — 0) = 0.
Siendo que P;(|Y(n)| - 0) = 1 obtenemos para cada j € S el siguiente limite en
probabilidad:
Y;(n) R"Y ;(n) v;W
lim 22 = I 1Y BTy,
oo [Y(n)] i RP Sy g Vi(m) . W

]

Proposicion 1.30. Bajo las condiciones del Teorema|1.27, una condicion suficiente para
que se verifique que r; = P;(W = 0) = 0 para todo 1 € S es que exista j € S para el cual
cuando n — o0, Yj(n) = oo. La variable aleatoria W estd definida en .

Demostracion. Notemos que si existe j € S para el cual cuando n — oo Y;(n) 5 00, se
tiene que la funcion generadora tiene solo dos puntos fijos, 0 y 1 (Teorema . Por el
Teorema obtenemos que E;(W) = p; > 0 de donde r; = P;(W = 0) # 1 y como r es
punto fijo de la funcion generadora resulta r; = 0 para todo . ]

1.3. Procesos de ramificacion multitipo a tiempo con-
tinuo

Una extension natural es considerar que el tiempo de vida de los individuos es aleatorio.
Es decir, considerar el tiempo de vida de cada individuo como una variable aleatoria
continua, al término del cual se muere y se produce un nimero aleatorio de individuos
descendientes. En lugar de considerar la cadena de Markov {Y (n),n € N} consideraramos
el proceso {Z(t),t > 0}. Para que este proceso sea de Markov debemos imponer que los
tiempos de vida tengan distribucién exponencial. Para comenzar daremos la construccion
del proceso y luego su definicion.

1.3.1. Construcciéon del proceso

La siguiente construccion fue extraida de [GB03].
Sea S el espacio de los distintos tipos de individuos. Cada individuo i € S vive un
tiempo exponencial de parametro a, > 0. Para 7,5 € § sea L;; el nimero de hijos de
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tipo j que tiene el individuo de tipo i. Para cada ¢ € S la variable L, = (L;;)es tiene
distribucion p; = (pi1, ., Dik, --), y media finita m;; = E(L;;), Vi,j € S.
Construimos el arbol genealdgico. Para empezar consideramos el espacio de estados

X= UnEN Xn’

donde X" es el espacio donde vive la generacion n-ésima. Esto es X° = Sy ig € X es la
raiz del arbol. El siguiente es X! = S x N y el elemento z = (i1,[;) € X! es el [;-ésimo hijo
de tipo i; de la raiz. Finalmente, paran > 1, X" = 8" x N" y x = (i1, .., in, l1, .., [,,) € X"
es l,-ésimo hijo de tipo i, del padre & = (41, .., 4,1, 1, .., l,_1). Escribimos o(z) = i,, para
el tipo de x € X". Observemos que o(x) € S.

A cada x € X le asociamos

= un tiempo de vida aleatorio 7., con distribucion exponencial de parametro a,(y)

» descendencia aleatoria, L,z = (Lo()j)jes € N‘OS con distribucién p,(,) tal que las
variables {7, Ly(s) : € X} son independientes.

Las variables aleatorias L, indican como son actualizados los individuos x € X. Por lo
tanto el conjunto X = [, .y X™ esta definido recursivamente por

7in

XO = {20} X" = {(L’ = (fijvzmln) eX":z€ Xn_laln < La(i) }

La variable aleatoria 7, es el tiempo de vida de x € X. Sea T, el instante en que
muere y se reproduce z. Lo definimos recursivamente por T, = T; + 7., con T, = 7

si g € X0 es decir el tiempo en el que esta vivo z € X es: (T3, T,). Por lo tanto,
X(t)={r € X/T; <t <T,} es la poblacion a tiempo t.

El arbol completo esta determinado por el proceso X ((0,00)) = (X (t))i>o definido
en el espacio Skorohod Q =: D([0,400), 5(X)), es decir el espacio formado por todas las
funciones cadlag (continua a derecha con limite a izquierda) de [0,4+00) a valores en el
conjunto 3(X) que son los subconjuntos finitos de X.

Cuando comenzamos con una distribucion inicial p, la distribucién de X (¢) en Q es P,
y la esperanza es [E,, cuando iy = ¢ notamos, PP; y E;.

Para cada © € X(s) consideramos, X (x,t) = {y € X : 2y € X(t)}, en palabras el
conjunto X (z,t) son los descendientes de x que estan vivos a tiempo t. Por la propiedad
de falta de memoria de la distribucion exponencial, los descendientes de X (z,[s,00)) =
(X (z,t))i>s con x € X(s), son independientes de X ([0, s]).

Consideremos la medida,
20) = Y b (1.9)
xeX (t)
Es decir, Z(t) = (Z1(t), .., Zx(t),..) donde Z;(t) es la cantidad de individuos de tipo i que
viven a tiempo t. En particular, Z;(t) es el cardinal de X;(t) = {x € X(¢) : o(x) = i}. El
total de la poblacion a tiempo ¢ lo denotamos, |Z(t)| = >_ .5 Z;(t) = | X (?)]-
Notemos que el proceso construido verifica

E(s20(Z(0) = i) = [] (E(s2®|Z(0) = 6,))" .

keS
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Si denotamos P(i,j, t) := P(Z(t) = j|Z(0) = i) = Py(Z(t) = j), se verifica

> Pajns =] P s

jENS k€S jeNS

Definicion 1.31. Un proceso de Markov {Z(t),t > 0} es un proceso de ramificacion
multitipo (S-tipos) a tiempo continuo si las probabilidades de transicion cumplen:

Y Pjt)s =[] Plorj. 1)),

jens keS jeNs
para todo s € [0,1]°.

Observemos que un proceso de Markov que verifica esta definicion puede ser construido
como ([1.9) y que P(Z(t + h) = 0|Z(t) = 0) = 1 para todo h,t > 0.

Proposicion 1.32. Sea {Z(t),t > 0} un proceso de ramificacion multitipo a tiempo
continuo. Cada individuo de tipo i € S vive un tiempo exponencial de pardmetro 1 y luego
se reproduce aleatoriamente con distribucion p,. Notamos L;; a la cantidad de individuos
de tipo j que tiene un individuo de tipo i. Sea m;; = E(L;;) y M = {my;,i,j € S} la
matriz de medias del proceso, suponemos que M es un operador acotado. Para cadat > 0
consideramos la matriz C(t) = {C;;(t),i,j € S} donde Cy(t) = E;(Z;(t)).

Si M es irreducible, aperiddica y R-positiva (R > 0), obtenemos para t > 0,

C(t) — 6t(]V[—]d)

donde Id := 1{i = j,i,j € S}. Ademds para todo t > 0, C(t) es irreducible, ay-positiva
(o, = €_t4<11;3>) y verifica que C’Z-(;l) (t) es finito para todon € N, 1,5 € S. Los autovectores
asociados a 1/ay son los autovectores de la matriz M asociados a 1/R.

Demostracion. Inicializamos el proceso (Z(t));>o con un individuo de tipo i. La cantidad
de individuos de tipo j a tiempo ¢ la podemos expresar separando en si el individuo inicial
se reproduce y tiene L; hijos de tipo [ o no se reproduce y solo él sigue vivo:

Z(t) _1{A<t}ZZZl" (t—A) +1{A > t}d;
€S n=1

donde A es una variable aleatoria con distribucion exponencial de pardmetro 1 y Z J(l’”) (t) es
la cantidad de hijos de tipo j que tiene el n-ésimo individuo de tipo /. Tomando esperanza
obtenemos

Cyi(t) = /t e s Z (Li)Cyi(t — s)ds + e 635

/ ZE 2)e"Crj(u)du + e7"6;;.

0 jes
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Por [BE84, Teorema VII.3], este sistema de ecuaciones es equivalente a

d —t t m —t t —t
L0yt =~ /O;E(Lu)e Cis (u)du + ¢ ;E(Lﬂ)e Ciut) — e '3,

— Z E(Ly)Ci;(t) — Ci;(t).

leS

Es decir, para cada ¢t > 0, 2C(t) = (M — Id)C(t) y con condicion inicial C(0) = Id.

Siendo que M es un operador acotado esta ecuacion tiene solucion tnica, [BE84, Teorema

VIL.3] dada por
. tE(M — Id)*
Cylt) = (e M1D),, — ( > ——m
ij

keN

donde '™ ~=19) eg |a funcién exponencial aplicada a t(M — Id), [Lax02, Seccion 17.2].

Dado que C(t)" = C(nt), los coeficientes Ci(f) (t) son finitos para todo n € N. Es facil
ver que los autovectores de C(t) asociados a 1/ay son los autovectores de la matriz M
asociados a 1/R y luego, por el Teorema , se obtiene que C(t) es ay-positiva, con
oy = e &1, Veamos que C(t) es irreducible,

- _ e,
Cij(t) = (M1D)y; = ey = e thij)H
n=0 ’
Luego, dado que M es irreducible, C(t) resulta irreducible. O

A continuacion definimos el proceso discreto inmerso en el proceso de ramificacion
(Z(t))t>0, es decir para § > 0 miramos el proceso continuo a tiempo nd con n € N lo que
da lugar a un proceso de ramificacion multitipo a tiempo discreto.

Lema 1.33. Sea Z = {Z(t) : t > 0} un proceso de ramificacion multitipo a tiempo
continuo con probabilidades de transicion p;; = P(i,j,t). Para cualquier 6 > 0, el proceso
discretizado Y° = {Y°(n),n € N} con Y°(n) = Z(nd) para todo n € N, es un proceso de
ramificacion multitipo a tiempo discreto con probabilidades de transicion P(i,j, ).

Demostracion. Dado § > 0, consideramos el proceso Y°(n) = Z(nd),n € Ny. Este proceso
tiene probabilidades de transicion p;; = P(i, ], 8) que verifican la Definicion [1.12] O

Por simplicidad al proceso discretizado {Y?%(n)),n € N} lo notaremos simplemente
{Y(n)),n € N}.

1.3.2. Teoremas de convergencia

Enunciamos el siguiente resultado que lo usaremos en el estudio del comportamiento
asintotico de Z(t).
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Teorema 1.34. [Kin63, Teorema 2] Sea g(t) una funcion continua definida en (0, 00) tal
que para cada o > 0,
lim g(nd) = 0.

n—oo

Entonces,
lim ¢(t) = 0.

t—o00

A continuacién damos el teorema principal de este capitulo. Si bien tiene muchas
hipotesis técnicas, en los capitulos siguientes mostraremos que éstas se verifican en todos
los casos de nuestro interés.

Teorema 1.35. Sea {Z(t),t > 0} un proceso de ramificacion multitipo a tiempo continuo
que verifica las condiciones de la Proposicion[1.32 Sean v y u los autovectores a izquierda
y derecha respectivamente asociados al autovalor 1/ R de la matriz de medias. Supongamos
que R € (0,1), iminf; oo s #0 y ZjGS v; = 1. Si para todo 6 > 0

ZEJ (Z(8)n)*) vy < o0 (1.10)

y si la variable aleatoria W (Definicion del proceso discretizado Y (n) verifica que
P;(W =0) =0 para todo i € S, entonces cuando t — oo

20 e,

|Z(t)]

Demostracion. Dado € > 0, para cada j € S consideremos
Z;(t)

2z >€)'

Veamos que g; es una funcion continua. Sean 0 < s <1

Z;(s)
| > € —IP’( J —l/'>€>
) Z(s)|
a1 1))
I >epr—1 { J — V| > € <
} Z(s)|
7. 7.
Z(t)] © [Z(s)]
Esta tltima indicadora vale 0 si no suena ninguna exponencial entre tiempo s y t. Condi-

cionando a que, a tiempo s, haya en total |Z(s)| individuos, la ltima expresion es menor
o igual que

gi(t) =P (

<

E(1 — e~ Z10-9)),

Tomando limite y usando convergencia mayorada obtenemos que g;(t) es continua.
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Por otro lado, observemos que dado 6 > 0 el proceso de ramificacion multitipo
Y (n) = Z(dn) tiene como matriz de medias C'(J). Esta matriz verifica las condiciones
de la Proposicion con lo cual es irreducible, as-positiva (con as = OF > 1) y para
todo n € N, CZ.(;I) (0) es finito. Ademas, C'(J) tiene todas sus entradas positivas, luego es
aperiddica.
Como P;(W = 0) = 0 para todo i € S, se verifican las hipotesis de la Proposicion
1.29] y cuando n — oo
Y;(n)
Y (n)]

Es decir, gj(nd) 2% 0. Con lo cual podemos aplicar el Teorema y extender la
convergencia de la proporcion al proceso Z(t),

LVJ‘, VJGS

) =7 (|20 -

>6>H—O>OO.
O]

Definicién 1.36. Dadas dos variables aleatorias X e Y decimos que X estd dominada
estocdsticamente por Y, y denotamos X <Y si existen dos variables aleatorias X e Y
ambas definidas en un mismo espacio de probabilidad tal que Fx = Fg, Fy = Fy y

P(X <Y)=1.

La siguiente proposicion da condiciones suficientes sobre la matriz de medias bajo las
cuales la condicion (|1.10]) se verifica.

Proposicion 1.37. Sea {Z(t),t > 0} un proceso de ramificacion multitipo a tiempo
continuo que verifica las condiciones de la Proposicion [1.39. Sean v y p los autovectores
a izquierda y derecha respectivamente asociados al autovalor 1/R de la matriz de medias.
Supongamos que

« Re(0,1), |v]|=1,
w eziste una constante C' € (0,00) que verifica que para todo i € S pu; < C,

s existe una variable aleatoria L con sequndo momento finito tal que para todo i € S,
ZjES L 2 L.

Entonces

> E; ((Z(6))*) vj < oo.

jeS

Demostracion. Dado § > 0 la condicién ), o E; ((Z(é)u)2) vj < oo se reduce a :

> E (me) i < C*B(|Z(0)).

jeS i€S
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Este ultimo término es el segundo momento del total de individuos a tiempo 9, comen-
zando con un individuo de tipo j con probabilidad v;. Siendo que para todo i € S,
> jes Lij 2 L con L una variable aleatoria tal que E(L) < oo, podemos acotar la can-
tidad de individuos del proceso Z(t) por un proceso de ramificacién con un solo tipo de
individuo, el cual cada vez que se reproduce tiene L individuos. Llamemos {Z(t),t > 0}
a un proceso de ramificaciéon continuo con un solo tipo de individuo, que se inicializa con
un individuo. Cada individuo espera un tiempo exponencial de pardmetro 1 y luego se
reproduce teniendo L individuos. Claramente |Z(t)| < Z(t). En [AN04, Corolario 1, p.
111] se prueba que
E(Z(t)?) < oo si y solo si E(L?) < oc.

Concluimos que

E(Z0)7) = S vE(Z0)?) < 3 wEZ(1)?) = E(Z(1)?) < o.

€S €S



Capitulo 2

Procesos de urna

De una urna que contiene bolas de distintos colores, se extrae una bola al azar, se
observa el color y se la devuelve a la urna junto con un ntmero de bolas de diferentes
colores. La cantidad de bolas de cada color que se agregan a la urna sélo depende del color
de la bola extraida. Se repite este procedimiento indefinidamente. ;Cual es la proporcion
de cada color dentro de la urna después de muchas extracciones?

Los modelos de urna han sido ampliamente estudiados, comenzando con Pélya (1921),
que introdujo un modelo para estudiar la propagacion de enfermedades infecciosas. En
1954 Polya hace la siguiente observacion al respecto:

Cualquier problema en probabilidad se puede hacer comparable a un proble-
ma acerca de urnas que contengan bolas, y cualquier fendomeno aleatorio puede
hacerse similar, en sus aspectos esenciales, a extracciones sucesivas de bolas
de un sistema combinado de urnas.

El proceso de urna mas simple es llamado Urna de Pdlya. De una urna con a bolas
azules y b blancas se extrae una al azar y se la repone a la urna agregando ademas d bolas
del mismo color que la extraida. Similarmente se puede considerar que cuando se extrae
una bola de color azul se la repone y se agregan dy; bolas azules y dy5 bolas blancas y si
se extrae una bola de color blanca, se la repone junto con dy; bolas azules y dss blancas.
La cantidad de bolas de cada color dentro de la urna depende de la urna inicial, de las
extracciones y de la matriz de reposicion D = {d;; : 1,5 € {1,2}}.

Una generalizacion inmediata a este proceso es considerar una cantidad finita o nume-
rable de colores de bolas. En el caso finito, si la matriz de reposicion D es irreducible y
aperiodica, la proporcion de bolas de cada color converge casi seguramente a una medida
de probabilidad asociada a la matriz D. Este resultado es conocido y demostrado usando
diferentes técnicas. En [AN04, [AK6S| se lo demuestra mediante la relacién entre procesos
de urna y procesos de ramificacion multitipo a tiempo continuo introducida por [Eri49].
En [BT14] se demuestra el mismo resultado asociando una cadena de Markov a la matriz
de reposicion y dando un acoplamiento entre esta cadena y el proceso de urna.

Cuando el conjunto de posibles colores de las bolas es numerable, en [BT14], se prueba
la convergencia puntual de la esperanza de la proporcién de bolas de cada color. Ademas se

39
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menciona que, al igual que en el caso finito, la proporcién de bolas de cada color deberia
converger casi seguramente a una medida pero sblo lo verifica en un ejemplo. En este
capitulo probaremos (bajo ciertas hipotesis) la convergencia en probabilidad.

Usando la relaciéon entre procesos de ramificacion y procesos de urna, probamos en
el Teorema [2.7] que si la matriz de reposicion es miltiplo de una matriz estocéstica,
recurrente positiva, irreducible y aperiodica @, la proporcion de la cantidad de bolas de
cada color converge en probabilidad a la tnica distribucién invariante de la matriz Q).

Primero damos conceptos bésicos sobre cadenas de Markov, luego describimos el mo-
delo de urna, introducimos notacién y damos la relacion entre procesos de urna y procesos
de ramificaciéon. Analizamos el comportamiento asintotico de la proporcién de bolas de
cada color dentro de la urna. Enunciamos el resultado existente en el caso de una cantidad
finita de colores, damos el teorema principal del capitulo, Teorema y terminamos el
capitulo con algunos ejemplos.

2.1. Conceptos basicos de cadenas de Markov

Definiciéon 2.1. Sea (X (n))nen una cadena de Markov definida en un espacio de estados
S finito o numerable con matriz de transicion P. El vector v se dice que es una distribucion
estacionaria de la cadena si:

1. VZ‘ZO, VZGS Yy ZieSVi:l'
2. vP =v.

La primera condicién muestra que v es una probabilidad en § y la segunda implica
que es una medida invariante para el proceso.

Definicién 2.2. Sea (X (n))nen una cadena de Markov definida en un espacio de estados
S. Sean1,j € S.

Si X (0) =i definimos

T;; = inf{n € N/X(n) = j}.
En palabras, T;; es la primera vez que la cadena visita el estado j, siendo que X (0) =
1. En particular decimos que T;; es el tiempo de retorno del estado 1.

Un estado i se dice recurrente si P(T; < 00) = 1.

Un estado i se dice recurrente positivo si E(T;) < oo.

Una cadena de Markov (o la matriz asociada P) se dicen recurrente (positiva) si
todos sus estados son recurrentes (positivos).

El siguiente resultado garantiza la existencia y unicidad de la medida invariante.
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Teorema 2.3. [Bré99, Teorema 3.1] Sea (X (n))nen una cadena de Markov definida en
un espacio de estados S finito o numerable con matriz de transicion P irreducible. La
cadena (X (n))nen es recurrente positiva si y solo si P tiene una inica medida invariante
V.

Observacion 2.4. Sea P una matriz positiva, wrreducible y recurrente positiva. Entonces
P es 1-positiva con v y 1 autovectores a izquierda y derecha respectivamente. Ademds

Zi v; < 00.

2.2. Descripcion del modelo

De una urna que contiene bolas de distintos colores, se extrae una bola al azar, se
observa el color y se devuelve a la urna junto con un nimero de bolas de diferentes
colores. Notamos K € N a la cantidad de colores. El proceso comienza con composicion
inicial

X(0) = (z1,...,2K) con z; € Ny.

Luego de n € N extracciones, denotamos la configuracién de la urna por
X(n) = (Xi(n),..., Xkg(n)),

donde X;(n) representa el nimero de bolas de color j a tiempo n. La dindmica del proceso
depende unicamente de la forma en que se reemplazan las bolas, que se da a través de
la matriz de reposicion D = {d;;,i,j € {1,...,K}}, donde d;; es el nimero de bolas de
color j que se agregan en la urna cuando se extrajo una bola de color i. Notamos J(n) al
color de la bola seleccionada en el paso n-ésimo y D; . a la fila i-ésima de la matriz D, es
decir D, . := (d;1,...,d;x). Describimos la dindmica del proceso a través de

X(n+1) =X(n) + Dy,
Si J(n) es el color de la bola extraida en el n-ésimo paso, entonces
__ Xi(n)
X X

: X;(n)
P(J(n =) =K ———— | .
Vi +1)=4) (zf;xz-(n))

P(J(n + 1) = i|X(0), X(1),...,X(n)) . Vie{l,... K}

lo que implica que

Cuando los posibles colores son un conjunto & numerable, la matriz de reposicion D
es D = {d;;/i,j € S}. El proceso comienza con composicion inicial

X(O) = (l’l,ZBQ, .. ) con x; € NO.
Luego de n € N extracciones, denotamos la configuracion de la urna por

X(n) = (Xi(n), Xo(n),...),
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donde X (n) representa el ntimero de bolas de color j a tiempo n. Sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que se comienza con solo una bola en la urna X (0) = J; para algin

i € S. Luego de la n-ésima reposicion habra ), ¢ X;(n) bolas en la urna y se obtiene que
X(n)
Zigs Xi(n)

Para cada n € N, notamos .J(n) al color de la bola seleccionada en el paso n, y D;. a
la fila i-ésima de la matriz D. Describimos la dinamica del proceso a través de

es la proporciéon de los diferentes colores a tiempo n.

X(n + 1) = X(n) -+ .DJ(n)

Si J(n) es el color de la bola extraida en el n-ésimo paso, entonces

Pum+m:4mmymnwwxm»:ij;aﬁ,

VieS

lo que implica que

mﬂn+n=n:E(iﬁg%a).

2.3. Relacién con los procesos de ramificaciéon

El proceso de urna se puede pensar como el esqueleto de un proceso de ramificaciéon
multitipo a tiempo continuo, en donde cada individuo de tipo ¢ vive un tiempo exponencial
y luego se reproduce teniendo un hijo de su mismo tipo y exactamente d;; hijos de tipo
j. El siguiente teorema puede verse en [AN(04, Teorema 2, p. 221] que da la relacion
entre ambos procesos cuando hay una cantidad finita de colores. A continuacion damos
la extension inmediata para numerables colores.

Teorema 2.5. Sea X = (X(n))nen €l proceso que representa la cantidad de bolas en una
urna con S el conjunto de los posibles colores de las bolas y D = {d;;/i,j € S} la matriz
de reposicion de la urna. Sea Z = (Z(t))i>0 un proceso de ramificacion multitipo a tiempo
continuo donde cada individuo de tipo S tiene asociado un tiempo de vida exponencial de
pardmetro 1 independiente del resto de los individuos. Suponemos que cada individuo de
tipo © muere y tiene d;; + 0;; descendientes de tipo j. Para cada n € N sea 7, la n-ésima
vez que un individuo se reproduce.

El proceso de urna generalizado X = (X(n))nen y el proceso (Z(1,))nen tienen la
misma distribucion.

Demostracion. Notemos primero que ambos procesos son a tiempo discreto, y son cadenas
de Markov en espacio de estados discreto. Debemos ver que que los procesos tienen las
mismas probabilidades de transicion. El proceso de ramificacion comienza con Z;(0) =
X;(0) individuos de tipo ¢ € S. Los tiempos de vida de los individuos son independientes
entre si y tienen distribuciéon exponencial de parametro 1, con lo cual la probabilidad de
que el primer individuo en reproducirse sea de tipo i es simplemente

Zi(0) _ X(0)
Zies Zi(o) B Zies X,(O) '
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Luego se crean exactamente d;; + ¢;; individuos de tipo j. El proceso comienza de nuevo
pues el tiempo de vida de los individuos tiene pérdida de memoria. Esto muestra que si
X(0) = Z(0), luego X (1) tiene igual distribucion que Z(7y). Iterando este procedimiento
se obtiene que ambos procesos tienen igual distribucion. O

2.4. Comportamiento asintético

El principal resultado de este capitulo es la caracterizacién del comportamiento asin-
totico de la proporcion de bolas de colores dentro de la urna. Primero veremos el caso
conocido de finitos colores y luego probaremos el caso numerable.

Teorema 2.6. [AN04), Seccion 9.3, Capitulo 5] Sean K € Ny D = {d;;/i,j € {1,...,K}}
una matriz irreducible y aperiodica con d;; € Ny. Consideremos el proceso de urna X, con
matriz de reposicion D. Entonces para cada i € S se verifica que si n — oo

Kl e,
D ies Xi(n) "

Demostracion. La demostracion es una aplicacion del Teorema [2.5]y del resultado andlogo
al Teorema [[L35] en el caso finito. O

El teorema anterior se prueba de forma alternativa en [BT14, Corolario 5.2.1]. Cabe
destacar que en |[BT14|, se extienden las condiciones del proceso permitiendo reponer a
la urna proporciones de bolas y se restringe suponiendo que siempre se agrega la misma
cantidad de bolas.

A continuacion damos la convergencia en probabilidad de la proporcion de bolas a una
medida en N. Supondremos que siempre se repone a la urna la misma cantidad de bolas.

Teorema 2.7. Consideremos el modelo de urna con S un conjunto numerable que indica
los posibles colores de las bolas y D = {d;;/i,j € S} la matriz de reposicion de la urna
que verifica que di; € Ny y que Zjes d;j = B para todo © € S y para algin B € N.
Suponemos que la matriz estocdstica D/ es irreducible, aperiddica y recurrente positiva.
Sea X = (X(n))nen €l proceso que representa la cantidad de bolas en la urna, entonces
para todo © € S se verifica que cuando n — o0

Xln) p,,
6n+1 79

donde v es la unica solucion de vD = [fuv.

Demostracion. Observemos que la matriz () = D/ verifica el Teorema con lo cual
existe una unica medida invariante v. Ademas @) es 1-positiva con v y 1 autovectores a
izquierda y derecha respectivamente.

Consideremos Z = (Z(t))t>0 el proceso de ramificacion definido en el Teorema
Para cada n € N sea 7, el tiempo de reproduccion del n-ésimo individuo. Siendo que el
proceso Z no explota, es decir para todo tiempo hay una cantidad finita de individuos,
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T,—00 cuando n — oo. Cada individuo espera un tiempo exponencial de parametro 1y
luego se reproduce teniendo exactamente 5+ 1 descendientes. En particular un individuo
de tipo 7 tiene exactamente L;; = d,; + 6;; hijos de tipo j y siendo que tiene descendientes
de forma deterministica la matriz de medias del proceso de ramificacion es M = D + Id.
El proceso Z verifica que ZjeS Lij = B+1 < oo para todo i € S con lo cual M resulta un
operador acotado como muestra el lema a continuaciéon. Ademés como D es irreducible,
aperiodica y [-positiva, resulta que M es irreducible, aperiddica y (3 + 1)-positiva. Luego
Z verifica las condiciones de la Proposicion y para cada t > 0

E(Z(t)) = e'P.

Mas atin E(Z(t)) es a;-positiva con a; = e % y autovectores v, 1 a izquierda y derecha
respectivamente asociados al autovalor 1/ay.

Claramente Z esta bajo las condiciones de la Proposicion con lo cual se verifica

la condicion (|1.10)):

ZE(|Z(5)|2)V¢ < 00.

i€S
Por otro lado, dado 6 > 0 consideremos el proceso discretizado Y (n) = Z(én) que es un
proceso de ramificacién multitipo a tiempo discreto (ver Lema con matriz de medias
E(Z(6)). Consideremos W la variable aleatoria que es el limite de la martingala asociada
a 'Y (Definicion [I.22)). Veamos que W verifica que P;(W = 0) = 0 para todo i € S. Para
ello probaremos que la cantidad de individuos de algin tipo tiende a infinito. Si el proceso
comienza con X(0) = d;, definimos para cada n € N los eventos

A,, = { se extrae una bola de color i en la n-ésima extraccion }
y la o-&lgebra generada por las bolas extraidas
Fo=0({J(k), 1<k<n}).

Claramente A,, € F,,. Notemos que

1

P(A,|Fn1) > Bl

Luego >, .yP(A,|Fn—1) = oo y por el Teorema de Borel Cantelli condicionado [Dur96,
Teorema 5.3.2|, se obtiene que con probabilidad 1 el evento A, ocurre infinitas veces, es
decir, infinitas veces se extrae una bola del color inicial. Notemos que existe [ € N tal que
d; > 0, con lo cual cada vez que se extrae una bola de color 7 se repone al menos una
bola de color [. Siendo que el evento A,, ocurre infinitas veces, entonces infinitas veces se
repone una bola de color [, con lo cual X;(n) — 00,y se verifica

P;(Zi(1) — o0) = 1.

La funcién Z(t) es monétona creciente en t, y 7, — 0o con lo cual obtenemos que
P;(Z,(t) — o0) = 1 lo que implica P;(Y;(n) — oo) = 1. Ademés el proceso Y veri-
fica las hipotesis del Teorema [1.27] con lo cual por la Proposiciéon se obtiene que
P;(W = 0) = 0 para todo i.
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Finalmente por el Teorema [1.35, cuando ¢ — oo

Zi(t) p .
— v, VYi€eSs.
|Z()]

Obtenemos que para cada ¢ € S cuando n — oo
Zz(Tn) P

—— .
|Z(7)]
Luego por el Teorema [2.5| se obtiene que cuando n — 0o
Xi Xi Zi(Tn
() _ X _ Zln) e,
pn+1 [ X(n)|  [Z(7)]

La prueba de arriba queda completa gracias al siguiente lema.

Definicion 2.8. Se define el espacio (' como
' ={rcRS: Z|x1| < 00}
ies
La norma en este espacio es ||x||y = 3,5 |2i]. Dado un operador lineal acotado T : 01 — £}

su norma viene dada por

T(x
|7y = sup L
»  zlh

Lema 2.9. Sean Q = {¢;j,%,j € S} y K € R que verifican Ejes\qiﬂ < K para todo

i € S. Consideremos Q : 1* — (* definido como Q(z) = Q. Entonces ||Q; < K.
Mds aun, debido a

1Q"[[x < QY < o0,
(n)

las coordenadas de Q", denotadas g;;", son finitas para todo n.

Demostracion.

@(x) = (Z Zigi1, Z%‘%‘Q, ) -

€S €S
Q@) =D 1D @il <D laal Y lais| < Klza.
JES €S €S JjES

Mediante un abuso de notaciéon denotaremos () en vez de ().

2.5. Ejemplos

En esta seccion damos algunas matrices a las cuales se le puede aplicar el Teorema [2.7
y se puede dar de forma explicita la medida invariante.

En ambos ejemplos consideramos un proceso de urna con bolas de N colores distintos
y matriz de reposiciéon D.
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Ejemplo 1:

a B—a 0
D=|a 0 B —a

con €Nyae{l,...,0—1}. Es decir

a siz=1
dij: b—a sij=1+1
0 Sl 1no.

Puede verse que D/ es irreducible, aperiodica y recurrente positiva. Con lo cual existe
una Unica medida invariante v = (1;);en, donde

j—1
vj = % (1 — %) para todo j € N.

Por el Teorema [2.7] se tiene que para cada ¢ € N cuando n — oo

Xi(n) poaf a it
Bn+1_>5<1 B) |

Ejemplo 2:
0 a+b+c 0 O
a c b 0
D=1y a c b ’
0
con a,b,c € N. Es decir para ¢ > 2
a sij=i—1
ay={¢ ST
b sij=i+1
0 sino.

Puede verse que ﬁ es irreducible, aperiodica y recurrente positiva. Con lo cual existe
una Unica medida invariante v = (1;);en, con

b i—1
e
a

donde « es una constante de normalizacion, [Bré99, Ejemplo 5.7]. Por el Teorema [2.7] se
tiene que para cada ¢ € N cuando n — oo
Xi (n) P
AL N
fn+1

V;.



Capitulo 3

Distribuciones Cuasiestacionarias

Las distribuciones cuasiestacionarias han sido ampliamente estudiadas desde los tra-
bajos de Kolmogorov [KoI38|, Yaglom [Yagd7] y Sevastyanov [Sevhl|. Aparecen como un
objeto natural al considerar los procesos de Markov que son absorbidos dado que éstas
se definen como el conjunto de distribuciones invariantes para la evolucion del proce-
so condicionada a la no ocurrencia de este hecho. Un estudio amplio de distribuciones
cuasiestacionarias puede verse en el libro [CMSM13].

Podemos separar el estudio de las QSD segtin si su espacio de estados es finito, nu-
merable o no numerable. En esta tesis nos centramos en los casos en que el espacio de
estados es finito o numerable.

Uno de los primeros problemas que surge en el estudio de las QSD es su existencia.
Cuando el espacio de estados es finito, Darroch y Seneta [DS65| probaron que existe una
tnica QSD independientemente de la distribucion inicial. En cambio, cuando el espacio
de estados es numerable hay resultados parciales pudiendo existir 0, 1 o infinitas distri-
buciones cuasiestacionarias. Hay varias condiciones para garantizar que exista al menos
una QSD, entre ellas la R-positividad de la matriz de transicion (Seccion .

En la primer seccién de este capitulo tratamos cadenas de Markov con estados absor-
bentes, para las cuales la cadena es absorbida con probabilidad uno. Para estos procesos
introducimos la evolucion condicionada y vemos como calcular su comportamiento asin-
totico. En la segunda seccion consideramos en particular los procesos R-positivos y damos
condiciones para la existencia del limite de Yaglom y de las distribuciones cuasiestacio-
narias. En la ultima seccion damos el resultado principal de este capitulo, Teorema [3.19
donde se demuestra que bajo una condicion de Déeblin (Definicion el proceso es
R-positivo, tiene una tnica QSD y ademads el autovector a derecha p asociado a 1/R de la

matriz de transicion cumple 0 < ¢ < p; < C < oo para todo j y para ciertas constantes
¢, C.

3.1. Distribuciones cuasiestacionarias

Comenzamos definiendo y enunciando las principales propiedades de las QSD. Si la
cadena estd definida en un espacio de estados S, cualquier elemento o subconjunto de

47
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S podrian ser estados absorbentes. Sin pérdida de generalidad, en este trabajo el estado

absorbente sera el 0. Los resultados de esta seccion pueden verse con mas detalle en
[CMSM13].

Definicion 3.1. Sea Y = (Y (n))nen una cadena de Markov definida en un espacio de
probabilidad (0, F,P), con estados Sy := SU{0} numerable y matriz de transicion Py con
entradas p;;, i, € So. Decimos que 0 es un estado absorbente si py; = 0 para todo ¢ € S.

Notamos I a la matriz de transicién con entradas p;; con 7, j € Sy, y simplemente P
a la matriz restringida a S, es decir, la matriz P, sin la fila y la columna correspondientes
al 0.

Definicién 3.2. Sea Y = (Y (n))nen una cadena de Markov a valores en un espacio Sy,
Y (Fo)nen la filtracion natural asociada. Dado A C Sy, definimos el tiempo de parada Ta

74 =min{n € N/Y(n) € A}.
En particular, definimos el tiempo de parada 79 como el tiempo de absorcion, es decir:
7o = min{n € N/Y'(n) = 0}.

Definicién 3.3. Para un proceso que empieza con distribucion inicial vy, definimos la
evolucion del proceso condicionada a no ser absorbido como:

p;(n) =Py (Y(n) = jlro > n).
Equivalentemente, podemos expresar a la evolucion del proceso condicionada como:

P, (Y (n) = j) (YP");

J
Pv(ym) # 0) Zies(’ypn)i.

De aqui se ve que para cada n € N, (¢j(n));es es una medida de probabilidad en S.

pj(n) =

Definiciéon 3.4. Cuando existe lim,,_ oo gojf‘ (n) para todo i € S y es una medida de pro-
babilidad en S que no depende del estado i se lo denomina limite de Yaglom. Denotamos

, 0; _
Im gt (n) =v;.

Al igual que con las medidas invariantes, cuando este limite existe, es invariante para
la evolucion de la probabilidad condicionada. A estas medidas se las llama distribuciones
cuasiestacionarias.

Definicién 3.5. Una medida v en S se dice distribucion cuasiestacionaria (QSD) si
verifica:

my; >20parai €Sy, gV =1

w p/(n)=v;, paraneNeics.



3.1. DISTRIBUCIONES CUASIESTACIONARIAS 49

La primer condicién nos dice que es una medida de probabilidad y la segunda que es
invariante para el proceso condicionado.

Proposicion 3.6. Una medida v es una QQSD si y sdlo si
Vi = E DijVi + E DioVy-
€S €S
Demostracion. Dada v una distribucion inicial

P,(Y(nt+1)=J)  2iesPV(n+1)=jY(n)

HOTD=F Vv 1) £0) SR rEn T
_ Ziespij%(n) _ Ziespw%oi( n)
EzES zies pizp; (n) ZZES @] (n) ZieS Piz
DiesDigpi(n) D pijpi (n)

B ZiES (@i (n)(1 = pio)) 11— Zies @Z(n)pio.

Luego se tiene

Pl(n+1) = piel(n) + > @] ()piow](n+1). (3.1)

€S €S

Por lo tanto v es una distribucién cuasiestacionaria si y solo si

vj = sz’jl/i + ZpioviVj SRz <1 — Zpiol/i) = Zpijyi- (3.2)

i€S ic€S i€S i€S
O

Observacion 3.7. De la Proposicion anterior se desprende que una QSD v, es autovector
a izquierda de la matriz P, con autovalor asociado 1 — Zies ViPio-

El limite de Yaglom, cuando existe, es tinico. En cambio, existen procesos con infinitas
QSD (por ejemplo el proceso de nacimiento y muerte en la Seccion . De aqui se deduce
que hay QSD que no son limites de Yaglom, pero si ocurre que si el limite de Yaglom existe
entonces es una QSD. Este hecho puede verse facilmente cuando la matriz de transicion
P verifica ), ¢ pi; < oo para todo j € S. De hecho, si v es el limite de Yaglom entonces
tomando limite en la ecuaciéon y usando convergencia mayorada se obtiene que

Vi = ZPUV@' + ZpioViVj, (3.3)

i€S €S

y por lo tanto es una distribucion cuasiestacionaria. Pero cabe destacar que este resultado
vale con total generalidad [MV12l Proposicion 1.

En el caso en que S sea finito, la teoria de Perron-Frobenius asegura la existencia de
un autovalor de médulo maximo con multiplicidad simple y autovectores a izquierda y
derecha asociados a este autovalor.
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Teorema 3.8 (Perron-Frobenius). [Sen06] Sea A una matriz no negativa e irreducible,
de r X r. Entonces, existe un autovalor \i real, positivo, con multiplicidad 1 y tal que
A1 > |Aj| para todo A; autovalor de A. Ademds sean v, autovectores a izquierda y
derecha respectivamente asociados a A1, podemos elegirlos positivos y tal que |v] =1 y
v = 1. Sean Xy, .., A, los demds autovalores de A, tales que Ay > |Xo| > ... > |\,|. Sea
m; la multiplicidad de \;. Luego,

A" = \luv + O(n™ | X|™),  V¥n €N,
donde pv es una matriz de r X r.
Del Teorema de Perron-Frobenius se deduce

Teorema 3.9. [DS65] Dada una cadena de Markov definida en Sy, con S un conjunto
finito y 0 el estado absorbente. Sea Py la matriz de transicion, con P irreducible. Existe
una unica distribucion cuasiestacionaria, que es el limite de Yaglom.

Cuando S es numerable el panorama es completamente distinto, puede haber 0, 1 o
infinitas QSD. Por lo que nos interesan resultados de existencia de QSD, y en el caso de
que existan infinitas nos interesaremos en particular por la QSD con menor tiempo medio
de absorcion.

Definicién 3.10. Decimos que v* es la QSD minimal si cumple:
E,-(10) = nf{E,(79)/v es una QSD }.

Damos algunos resultados sobre el tiempo de absorciéon. Para mas detalle puede verse
en [CMSM13| Capitulo 4].

Proposicion 3.11. Siv es una QSD, entonces cuando el proceso empieza con v, el tiempo
de absorcion Ty tiene distribucion geométrica. Es decir, existe o = a(v) € (0,1) tal que

P, (19 > n) = a™.
Demostracion. Primero observemos que una QSD es una medida v en S tal que
P,(Y(n) =i > n) =v;, para todoi € S.
Esta condicion toma la forma:
P,(Y(n) =1i) = v;P,(10 > n). (3.4)
Por otro lado, como Y es una cadena de Markov,

P,(ro>n+m) = P,(r0>n+m|Y, =i)P, (Y, = i)
ies
= ZR(TO > n)P, (10 > m)y;
ics
=P,(10 > m)P, (10 > n).
Luego
P,(ro >n) =P, (10 > 1)" =a",

es decir 7y tiene distribuciéon geométrica con parametro 1 — . O]
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Consideramos el coeficiente
O(v) .= —1In(a(v)) € (0,00).
El pardmetro 0(v) es comtinmente llamado tasa de decaimiento de la QSD. Este verifica:
P,(1o > n) = e ™" paratodo neN. (3.5)
De las ecuaciones v (3.5) se obtiene que v es una QSD si y solo si existe § € (0, 00)
tal que se verifica
En este caso 6 = 0(v).
Lema 3.12. Para que exista una QSD v es necesario que exista 0 > 0 tal que
E;(e’™) < oo, para algin i € S.
Si la cadena es irreducible, entonces es necesario que exista 6 > 0 tal que
Ei(e” ™) < oo, para todoi € S.
Demostracion. Sea v una QSD y 0(v) = — In(P, (7 > 1)). Para todo 6 < 6(v) obtenemos

E,,(eem) < Z eQ”IP’,,(TO >n) < 269"6_9(”)" < 0.

neN neN

Ademas siendo que E, (™) = 3. s ;E;(e?™) se obtiene que existe i € S tal que
E;(e’™) < oo.
Supongamos ahora que la cadena es irreducible. Siendo que existe # > 0 tal que

EV(GGT(J) = Z ViEi<€eTO) < 00
1€S

se obtiene que E;(e™) < oo para todo i € S (pues v; > 0 para todo 7). O

En [FKMP95| se prueba que esta condicion no solo es necesaria si no que ademas es
(bajo ciertas condiciones) suficiente.

Teorema 3.13. [FKMP95, Teorema 1.1] Asumimos que el tiempo de absorcidon es finito;
Pi(19 < 00) =1 y que para n € N,

lim P;(70 < n) = 0.

1— 00
Bajo estas condiciones, que exista 8 > 0 tal que
Ei(eem) < 00

para todo i € S, es una condicion necesaria y suficiente para la existencia de una QSD.
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3.2. R-positividad

La R-positividad es una condicién que asegura la existencia de los autovectores a
izquierda y derecha de la matriz de transiciéon asociados al autovalor mayor. Bajo esta
condiciéon el comportamiento de las probabilidades asintéticas es similar al dado por el
Teorema de Perron Frobenius para el caso finito y serd de utilidad para el analisis de las
QSD. Si bien en la Seccion dimos algunos resultados sobre matrices R-positivas, en
esta seccion trabajamos con matrices R-positivas que ademés son subestocésticas.

Recordemos los siguientes conceptos de matrices no negativas.

Teorema 3.14. [VJ67, Teorema A] Sea P una matriz no negativa, irreducible y aperio-
dica. Entonces existe R tal que

lim (p{")/" =1/R V¥ i,j€S.

n—o0

Decimos que la matriz P subestocastica es R-positiva, si se cumple alguna de las
siguientes condiciones equivalentes

= Para todo ¢, j las sucesiones pgz)R” tienden a un valor positivo cuando n — oo.

= existen tnicos autovectores positivos a izquierda y derecha ((vg), (ug) ), asociados
1
al autovalor %, tal que ), v < 00.

Cuando el proceso de Markov esta definido a tiempo continuo, la matriz de tasas del
proceso es R-positiva y el autovector a izquierda v asociado a 1/R es sumable, entonces
v es el limite de Yaglom del proceso, [AEGRI5, Teorema 3.1|. A continuacion damos una
prueba similar para procesos definidos a tiempo discreto.

Teorema 3.15. Sea Y = {Y(n),n € N} un proceso de Markov con matriz de transicion
Py. Suponemos que P es irreducible, aperiddica y R-positiva. St el autovector a izquierda

. 1 . L, .
v asociado a & verifica que Y, v; < 00 entonces v es el limite de Yaglom.

Demostracion. Sea P una matriz irreducible, aperidédica y R-positiva. Con lo cual, existen
iy v autovectores positivos a derecha e izquierda asociados al autovalor }% tal que,
vP = +v, Pu= %, vp= 1. Por hipotesis, suponemos que Y, v; = 1.

Verifiquemos que v es el limite de Yaglom. Para ello, consideremos Z = {Z(n),n € N}
una cadena de Markov con matriz de transicion H = RU'PU, con U una matriz con pu
en la diagonal y ceros fuera de la diagonal. Observemos que la matriz H en el lugar (7, j)

es:
hij = Ru; ' pijhy.
Luego ZJEN hij = Ru;! ZJEN pijit; = 1 para todo ¢ por lo que la matriz H es estocéstica.
La matriz P es irreducible y R-positiva, con lo cual H resulta irreducible, recurrente
positiva y el vector vU = (vy i1, Vapia, . . . ) es la medida invariante (VU H = vU).
Luego para cada i € N
lim P;(Z(n) = j) = (vU); = v;u;, para todo j.

n—oo
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Si denotamos 1 al vector columna de unos, en términos de las matrices el limite anterior
queda:
lim H" = 1vU.

n—oo

Multiplicando por la matriz U~! a derecha obtenemos lim,,_,.c H"U ™' = 1v, y multipli-
cando por U a izquierda lim,,_,.c UH"U~! = U1lwv. Por lo tanto

lim R"P" = uv,

n—oo

donde pv es la matriz que tiene en el lugar (¢,7) a p;v;. Se deduce el resultado
: Pi(Y(n) = j) R'"PS e pitj
P;(Y(n) = jlro > n) = — = 5 ! =y,

Zjes Pi(Y(n) = j) Zj R P i ’
donde > i R"PJ; — p; por convergencia mayorada ya que

Rnl/ip’i?<ﬁ v ijj 1

— = — < 0.
Vi Vi Vi

R"P: =

Vi
Luego v es el limite de Yaglom y por lo tanto una QSD. m

El siguiente teorema da condiciones bajo las cuales un proceso es R-positivo, y ademés
asegura que el autovector asociado al autovalor 1/R es la QSD minimal.

Teorema 3.16. [FKM96, Teorema 1] Sea X = {X(n),n € N} una cadena de Markov
irreducible definida en el espacio Sy con 0 el estado absorbente. Si la cadena verifica que
para algin i € S, Pi(19 < 00) = 1 y ademds se cumplen las siguientes condiciones:

1. existen un conjunto no vacio 8" C S, un ¢y > 0 y una constante Cy tal que para
todo i € 8" y para todo n > 0,

P:(1o > n, pero X(1) ¢ 8 para todo 1 <1< n) < Ci(R+¢€)7",

2. existen un estado ig € S’ y una constante Cy tal que para todo j € S’ yn >0,

]Pj(TQ > n) < CQ]P)Z‘O (7’0 > TL)

3. existen un conjunto finito S C S y constantes 0 < ng < oo, Cs > 0 tal que para
todo i € S’ .
P;(X(n) € S para algin n < ng) > Cs.

Luego, el proceso X es R-positivo con autovectores a izquierda y derecha v y pu, tal que v
verifica ), s Vi = 1 y define la QSD minimal. Ademds,

lim R"P;(1o > n) = i,

n—oo
lim P;(X(n) = jlro > n) = v;.
n—oo

Observacion 3.17. Si el proceso X es R-positivo con autovector a izquierda v asoctado
a 1/R tal que v es una probabilidad entonces por Fatou v tiene que ser la QSD minimal.
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3.3. Condicion de Doeblin

En esta seccion damos una condiciéon de Doeblin que garantiza que la matriz asociada
al proceso es R-positiva y ademas que el proceso tiene una tinica QSD. Bajo esta condicion
en [JR95| se prueba, para procesos a tiempo continuo, que existe a lo sumo una QSD. A
continuacion damos la definicion equivalente para tiempo discreto.

Definicion 3.18. Sea Py = {p;; : 1,7 € So} una matriz de transicion.
» Denotamos a(t) = inf;; pj;. Si o) > 0 decimos que i es un estado de Déeblin.
» Definimos el coeficiente de ergodicidad de la matriz Py como o := ), ¢ a(i).
» Definimos la tasa de mdzima absorcion como C' := sup;cg Pio-

En palabras, si un proceso tiene un estado de Ddéeblin ¢ significa que de cualquier
estado se llega al estado 7 en un paso con probabilidad al menos «(i). Observemos que si
se considera un proceso que con probabilidad positiva se absorbe, se tiene que C' > 0.

El siguiente teorema asegura que un proceso que verifique la condicion a > C es R-
positivo y ademas acota inferior y superiormente a los coeficientes del autovector a derecha
asociado al autovalor 1/R. Nos sera de utilidad en el siguiente capitulo para aplicar el
método de AFP a procesos que verifiquen esta condicién.

Teorema 3.19. Sea X = {X(n),n € N} una cadena de Markov definida en el espacio Sy
con 0 el estado absorbente y Py la matriz de transicion. Supongamos que P = {p;;;i.j € S}
es una matriz subestocdstica, irreducible y aperiddica que verifica la condicion o > C.
Entonces P es R-positiva con v y v autovectores a izquierda y derecha respectivamente
asociados al autovalor 1/R. El autovector v es la inica QSD y el autovector p verifica

0<é<pu <C<oo,
para todo 7 > 1 y para constantes ¢, C.

Demostracion. Notemos la siguiente relacion,

> PXpoi=5) =YY PNy =i)P(Xoy = j| Xz =1)

JjES jES €S
= ZPI(Xn—2 - Z) ZP(Xn—l = j‘Xn—Q = Z)
€S jes
= ZPl(anz =1)(1 — pio)
i€S
> P(X,p=1i)(1-C)
€S

Iterando obtenemos la inecuacion:

S PXpoi =) > (1-C)"

JES
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La matriz P verifica la condicion o > C, con lo cual existe un estado [ € S que cumple
a(l) > 0. Luego se tiene

(p( ))zz =Pi(X ZPI —1=J)pj
jES
a(l) Y Pi(Xn1 = j)
jES

a(l)(1 — )y,

Por el Teorema [3.14) existe R tal que hmnﬁoo(pl(]))l/” = 1/R para todo i,j € S. En
particular

lim (p”)"/" = 1/R.

H
Con lo cual, tomando raiz n-ésima de ambos miembros de (p™); > a(l)(1 — C)" 'y
pasando al limite obtenemos

1
—>1-C.
R=

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que existe un conjunto finito S’ C S tal que

> jes nfies pij = a > C. Luego existe € > 0 tal que

1
R+¢€

l—a=

Verifiquemos que la matriz P est& bajo las hipotesis del Teorema |3.16
» Siendo que P;(rs > n) =P(X (k) ¢ S’ ,para k € {1,2,...,n}) < (1 —a)",

1

]P)Z-(TS/ >n, Ty > n) <P (TS/ > n) (1 - Oé) (R—FE)TL'

» El conjunto S’ es finito y P irreducible con lo cual para cualquier i,7 € S’ existe
una constante Cy > 0 tal que

Pi(TO > n) < CQPj(TO > n)

= Siendo que &’ es finito, simplemente observemos que para cualquier i € &',

P;(X(0) € 8') =

Luego por el Teorema |3.16| el proceso X es R-positivo y existen autovectores v y p
a izquierda y derecha asociados al autovalor 1/R tal que v es la QSD minimal de X.
Ademas se verifican los siguientes limites

lim P;(X(n)=jlro>n)=v; vy lim R"Pi(10>n) = u,.
n—oo

n—oo
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Para ver que v es la tnica QSD del proceso X consideremos un proceso de Markov
a tiempo continuo con matriz de tasas @)y, donde g;; := p;; para todo ¢ # j, y resulta
Gjj = — Diesy\ ) Pii- Claramente la matriz @ verifica la condicion a > C'y en [JR95] se
prueba que @) tiene una tnica QSD. Por lo tanto la ecuacién v@) = A\ tiene 1inica solucion
con v = (y1,7%2,---), % >0 paratodoi € S, |y =1y A= =3, s Mo (la forma del
autovalor se desprende de una ecuacion similar al caso discreto).

1R =Xy = Z%’qz‘j:)\% VjieS

ics
> b G ==Y Wi Yy ViE€ES &
i#] kes
Z%‘pu‘ =1~ Z%Pko + Z piitpjo | v ViES =
i#j keS i€S\{j}
> vipis = (— > pro + 1 _pjj) v VieS —
it kes

Z%’Pz’j = (1 - Z’Yk])m) v VieES <= yP=(1+\).
i keS
Siendo que () tiene una tnica QSD, resulta que P tiene una tnica QSD y es v.

En lo que sigue calculamos las cotas del autovector . Observemos que
Pi(1o > n) = Pi(10 > n|1s > n)Pi(1s > n) + Pi(m0 > n|rsr < n)Pi(1s < n)
< Pi(1sr > n) + Ei(Px(rg,) (10 > n — 7s)1{7sr < n})
< (1—a)"+Ei(g(n —1s)),
donde g(k) = max;jes Pj(19 > k). Luego
w; = lim R"P;(19 > n) < limsup [R"(1 — )" + E;(R"g(n — 7s))]

n—o0

<limsupE; (R" ™' g(n — 75/)R™)

< (sup R”g(n)) E,R™ =: C.

El primer factor es finito pues R™g(n) tiene limite y no depende de i. Para acotar el
segundo factor, como P;(7s > n) < (1 —a)” = (R + €)™ para todo n > 1 se cumple que

Ei(R) =Y R'P(rs =n)<» R'P(rs >n—1)=RY R'(R+e " <.
neN neN neNg

Queda probado que pu; < C para todo i € § con C una constante que no depende de 7.
Por otro lado tenemos la cota inferior

pi=RY iy > RY_ipiu; > RY  infpyp; > Raminp; = ¢ > 0.
jES jES jeS’



Capitulo 4

Simulacion de QSD

Un problema importante en el estudio de las QSD es su aproximacion ya que cuando
el espacio de estados es muy grande o infinito no siempre es posible calcularlas facilmente.
En el caso en que haya més de una QSD nos interesan métodos que simulen la QSD
minimal, que es la que tiene menor tiempo medio de absorciéon (Definicion [3.10).

Hay varios métodos para simular distribuciones cuasiestacionarias. Por ejemplo, los
procesos de tipo Fleming-Viot, introducidos en [BHMO00] y generalizados a espacios nume-
rables en [FMOQ7|. Aldous, Flannery y Palacios (AFP) en [AFPS88| proponen otro método
(en espacios finitos) donde, dado un proceso de Markov, construyen un nuevo proceso sin
estados absorbentes, cuya medida empirica converge a la QSD del proceso original.

En este capitulo damos dos resultados principales. Primero el Teorema [4.7] que prueba
que el método de AFP se puede extender a procesos en espacios numerables que verifican
la condicion de Doéeblin dada en el capitulo anterior. La prueba de su convergencia se
basa en los resultados obtenidos para procesos de ramificaciéon multitipo a tiempo con-
tinuo. Ademés damos un nuevo método, similar al de AFP, el cual involucra procesos
de ramificacién multitipo a tiempo discreto. Probamos que para procesos que verifiquen
las condiciones de la Proposicién el nuevo método converge a la QSD minimal. En
el Teorema, [4.18] aplicamos este método a procesos de Galton-Watson subcriticos y otros
procesos R-positivos. Cabe destacar que los procesos de Galton-Watson no verifican la
condiciéon de Doeblin antes mencionada y los procesos de ramificacion multitipo asociados
al método de AFP no caen en las hipdtesis bajo las cuales obtuvimos convergencia en este
caso.

4.1. Meétodo de Aldous-Flannery-Palacios (AFP)

Aldous, Flannery y Palacios [AFP88| propusieron un método para obtener una apro-
ximacion de la distribucion cuasiestacionaria y dieron una prueba de convergencia para
espacios de estados finitos. La idea es construir una cadena de Markov sin estados absor-
bentes cuya medida empirica converja a la QSD del proceso original.

El método es el siguiente: dado un proceso de Markov X = {X(n),n € N} definido
en S U {0} con 0 un estado absorbente, se genera un nuevo proceso V. = (V(n)),en
sobre S. Este proceso V' se construye de la siguiente manera: mientras que X (n) # 0,

o7
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se concatena X (n) a la cadena V. Si X(n) = 0 no se cuenta la transicion, y se elige un
estado j € S segiin la medida empirica de la historia (hasta ese momento) de V. Se repite
el procedimiento con X (0) = j y de esta forma se obtiene V.

Se relaciona la medida empirica de V' (ver Definicion con un proceso de ramifica-
ci6én multitipo supercritico a tiempo continuo. A partir de ello se obtiene la convergencia
de la medida empirica de V', con la cual se aproxima la QSD de X.

Definicion 4.1. Dado un proceso V= (V(n))nen se define (L:))%N la medida empirica
a tiempo n — 1, donde para cada i € S

n—1

&(n) =Y V() =i}

1=0
En la siguiente definicion se da la construccion del proceso generado por el método de
AFP.

Definicién 4.2. [AFP88] Dada una cadena de Markov X con estado absorbente, se cons-
truye el proceso V de la siguiente forma.

Inicializamos Ty =0, m =1, n =0, X(0) =

Se corre una cadena X, con matriz de transicion Py e inicializada en X (0).

» S X(n)#0,
e n—=n+1.
m S1No

ol =n+1T,_1

&(Tm)
Tm

e Se borra la cadena X y se corre una nueva cadena independiente X pero con
estado inicial X (0) = j.

em=m+1,n=1.

e Con distribucion se sortea un estado de S, al que notamos j.

Iterando este procedimiento, obtenemos V = {V(n),n € N}.

Observemos que T, es el tiempo de la m-ésima absorcion y que
T = Tyt | X (Trn1) = j ~ Th]| X(0) = j.

Definiciéon 4.3. Sean ”) la distribucion empirica de V' a tiempo n—1 y M un conjunto
de medidas de probabzlzdad en S. Definimos la cadena de Markov (V(n —1),£(n))pen en
S XM, con Vo =1i1,£(1) = e;, y transiciones:

P(V(n)=j5,6(n+1) =& +e|V(n—1)=14,8n) =&) = py +pio%-
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Demos un ejemplo simple de la construccion de los procesos V' y Z a partir de corridas
del proceso X.

Ejemplo 4.4. Supongamos que X arroja los siquientes estados:
X(0)=2,X(1)=1,X(2)=1,X(3)=0,

luego se elige con distribucion (2/3,1/3) entre el 1 y el 2. Supongamos que sale el 1. Se
vuelve a correr una cadena X inicializada en 1 y se obtiene

X(0)=1,X(1)=3,X(2) =0.
De estos dos experimentos se obtiene que V' es (2,1,1,3) y Z se puede representar de la

stquiente manera
2

‘ 3

Lema 4.5. Sea X un proceso de Markov con estado absorbente y Fy la matriz de tran-

sicion. Sea Vel proceso construido en la Definicion L:) la distribucion empirica
(Deﬁmcio”n y T, el n-ésimo tiempo de absorcion. St P es R-positiva entonces existe
un proceso de ramificacion multitipo a tiempo continuo Z = (Z(t))>0 que verifica las

hipotesis de la Proposicidon y tiene las siguientes propiedades:
» la variable aleatoria L;;, que representa la cantidad de individuos de tipo j que tiene

un individuo de tipo i, tiene la misma distribucién que ZZ;BI {XD (k) = 5}, donde
el superindice (i) denota que X (0) = i.

[e.9]

mij i=B(Ly) = > (P")iy, E(Z(1)) = 1.

= La matriz M es E=L-positiva y la matriz E(Z(t)) resulta (e_t(ﬁ))—positiva, ambas
matrices con los mismos autovectores de la matriz P asociados a 1/R.

s Si T, es la n-ésima reproduccion, entonces

Zi(m) = &(T), Vi, y T — oo.

Mads ain, si P es irreducible y/o aperiddica también lo es B(Z(t)).
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Demostracion. Damos la construccion del proceso Z. Si la cadena V' comienza en el estado
1, el proceso de ramificacion Z empieza con un individuo de tipo . La cadena X pasea por
los estados usando la matriz de transicion P, hasta llegar al estado absorbente (tiempo
T1). El proceso V' es igual a X hasta T} y el proceso Z lo construimos de forma tal que
el individuo de tipo ¢ tiene tantos hijos de tipo j como veces que la cadena V' paséd por el
estado j antes del tiempo 7). Es decir, el individuo de tipo ¢ tiene L;; descendientes de
tipo j, donde L;; tiene la misma distribucién que ZTI ! 1{XD (k) =5}

Notemos que cuando se reproduce un individuo, este muere y nace al menos un indi-
viduo del mismo tipo. Nos referimos a este hecho como que el individuo que se reproduce
no se muere.

Se elige un individuo de tipo j con probabilidad %ﬁ?), y se corre un nuevo proceso X
el cual se concatena a V salvo el estado inicial y el estado 0. En el proceso de ramificacion,
se elige entre todos los individuos que estan vivos cual es el que se reproduce y siendo
que todos los individuos esperan un tlempo exponencial de igual parametro, se elige al
individuo j también con probabilidad ff )

Ambos procesos contintian con este mecanismo, con lo cual la cantidad de individuos
de tipo j en la n-ésima reproduccion es igual a la cantidad de veces que la cadena V paso
por el estado j a tiempo 7, — 1. Notamos para cada n € N, 7, el tiempo de la n-ésima
reproduccion, luego

Zj(1n) = §(Tn).

El proceso de ramificacion Z tiene como matriz de medias a

E(Li;) = Ei(i HXO) =} =B _UXH) =4 Ti >k} =) (Py. (1)

Siendo que P es una matriz subestocéstica y R-positiva, resulta R > 1 y por lo tanto
mi; = Y peo(P¥)ij. Mas atn la matriz M resulta un operador acotado. En efecto, sea
e>0talque I/R+e <1,y |- una norma de operadores. Como limy_,, | P*||'/* = 1/R
(Teorema de Gelfand [Lax02, Teorema 4, p.195 |), existe kg tal que

ko 0o
M) <> NP+ Z IPH|| < Z P+ > (R +6)* < oo, (4.2)
k=0 k=ko+1 k=ko+1

Ademés, M es %—positiva con los mismos autovectores de la matriz P asociados a
1/R. Por la Proposicion la esperanza de la cantidad de individuos a tiempo ¢ viene

dada por la matriz
E(Z(t)) — et(MfId)7

y resulta (e_t(ﬁ))—positiva. Ademas (E(Z(t)));; es finito para todo 4, j € Sy por lo tanto
el proceso de ramificacion tiene una cantidad finita de individuos para todo t > 0, es decir

n—oo
el proceso no explota y 7,, — o0.
O

El siguiente resultado es la prueba de que el método de AFP converge cuando se
considera espacios de estados finitos. Daremos su demostracion ya que sera de utilidad
cuando tratemos el método de AFP en espacios de estados numerables.
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Teorema 4.6. [AFP88, Teorema 3] Sea X = {X(n),n € N} un proceso de Markov de-
finido en S U {0}, con S un espacio finito, 0 un estado absorbente y Py la matriz de
transicion. Suponemos que la matriz P es irreducible y aperiddica. Entonces el proceso V-

(Deﬁmcio”n verifica que cuando n — 0o
2o HV(F) = j} e

—v; paratodo jES
n

donde v es la unica QSD de X.

Demostracion. La matriz P es irreducible y aperiédica, por el Teorema |3.9| existe una
tnica QSD v que verifica

Zyipij = %Vi, v; >0 y ZVZ‘ = ]_, (43)

ies ies
donde 1/R es el autovalor mas grande de la matriz P (Teorema [3.8).

Sea Z(t) el proceso construido en el Lema La matriz E(Z(t)) es irreducible, ape-
riédica y tiene como mayor autovalor a et(ﬁ_l), con autovectores a derecha e izquierda
iy v respectivamente. En [GB03, Teorema 2.1] se prueba que bajo estas condiciones se
verifica que si t — 00,

él((tt))| =5y, paracada i€S.
Luego, como 7, — o0
lim Zi(1) =
oo |Z(m)|
de donde
tim —on) gy, &) vi.

n—o00 ZZ & (Tn) n—oo T,
Esta es la convergencia buscada pero en lugar de para todo n solo en los tiempos de
absorcion de la cadena. Veamos que T;—:l — 1. Dadose >0ei1€ S

N OTW s €> ‘R (@) & (M) CE(TY)

T, €2 n2e2 n2e?

donde £ = # Como el espacio de estados es finito E;(T1?) es finito para todo i € S, y

Ee(Ty%) = Y Ei(Ty%)6 < %%X]Ei(TR) < 0.
1ES

Luego obtenemos que si n — oo,

Toi1
n+ cs
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Sea m tal que T,, < m < T,,41, como &(T,,) < &(m) < &(T,,4+1) coordenada a coordenada
obtenemos
€T _ &lm) _ &(T) (46)

Tn+1 oom Tn

De donde para cada i € S, cuando n — oo

n

7.

Por lo tanto la distribucion empirica de la cadena V' converge casi seguramente a la
distribucién cuasiestacionaria de X. O

4.2. Meétodo AFP en espacios de estados numerables.

Dada una cadena de Markov con estado absorbente, siempre es posible construir el
proceso V' (Definicion generado por AFP y construir Z(t) el proceso de ramificacion
multitipo como en el Lema [4.5] Para garantizar la convergencia del método AFP es ne-
cesario que la cantidad de individuos de cada tipo sobre el total de la poblacién converja
cuando ¢ — oo a una medida de probabilidad. Para lograr esto para una cadena con
espacio de estados numerable utilizaremos el Teorema donde se prueba la conver-
gencia en probabilidad de la proporcion de individuos, y asi se obtiene en ciertos casos,
la convergencia en probabilidad del método AFP. La prueba de convergencia del método
para casos mas generales es un problema abierto.

Teorema 4.7. Sea X = {X(n),n € N} un proceso de Markov definido en SU{0}, con S
numerable, 0 un estado absorbente y Py la matriz de transicion. Suponemos que la matriz
P es irreducible, aperiddica y cumple la condicion o > C' (Definicion . Entonces el
proceso V' (Definicion verifica que cuando n — 0o

ZZ:O 1{V(k) = j} L

v, paratodo j€S

donde v es la unica QSD de X.

Demostracion. Por el Teorema [3.19] la matriz P es R-positiva y existen autovectores a
derecha e izquierda p y v asociados a 1/R € (0, 1) que verifican

Zyjzl y i<, <C Vies (4.7)
jes
para constantes positivas ¢, C, donde v es la unica QSD.

Por el Lema [4.5] existe el proceso de ramificacion Z con matriz de medias M =
{mij,i,j € 8} con my; =E(Li;) = Y ey (P¥)i;. La matriz M resulta no negativa, irredu-
cible, aperiodica, y-positiva con
R—-1

R

v = €(0,1) (4.8)
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y con los mismos autovectores p y v asociados al autovalor 1/R de la matriz P. Ademas
para cada t > 0 la matriz

C(t) - E(Z(t)) — ot (M—Id)

es irreducible, y-positiva (v, = et ¢ (0,1)) y verifica que (C™(t));; es finito para
todo n € N,i,j € S. Los autovectores asociados a 1/, son los autovectores de la matriz
M asociados a 7.

Notemos que existe un estado [ € S tal que «(l) > 0, pues la matriz P cumple la con-
dicion o > C. Por la irreducibilidad de P existe k € N tal que (P¥);y > 0. Consideramos
una variable aleatoria L con distribucion geométrica de parametro a(l)(P*);, > 0. Sea
Tl(i) la variable aleatoria que cuenta la cantidad de estados por los que pasa la cadena X
antes de ser absorbida, suponiendo X (0) = 4. Luego la variable Tl(i) la podemos acotar
estocasticamente por la variable L := (k + 1)[: Cada intento de éxito de la variable L
equivale a k + 1 pasos del proceso X. Para todo estado inicial ¢ € S obtenemos

TV < L. (4.9)

La cantidad total de descendientes que tiene un individuo de tipo i es )
definimos estas variables aleatorias tenemos

jes L;;. Por como

Th1—1

S Ly = 303 X0 - ) 7Y

jES jeS k=0

Luego, por (4.9) se tiene que para todo i € S

E() " Ly) =E(T1) <E(L) < oo,

jeS

Siendo que la variable aleatoria L tiene segundo momento finito y los autovectores p y v
verifican (4.7), por la Proposicion vale que dado § > 0

> B, ((Z(0)p)?) vj < oo (4.10)

JjeES

Veamos que existe un tipo de individuo para el cual la cantidad de individuos tiende
a infinito, para ello observemos que sin importar qué tipo de individuo se reproduce hay
probabilidad al menos «(l) > 0 de tener un individuo de tipo [. Como ya mencionamos,
cuando un individuo se reproduce decimos que este no se muere ya que deja siempre
un descendiente de su tipo. Con lo cual, diremos que en la generacion n hay un nuevo
individuo de tipo [ cuando se reproduce un individuo de otro tipo y este deja al menos un
descendiente de tipo [ o se reproduce un individuo de tipo [ y este (ademés de continuar
vivo) deja otro individuo de tipo [. Definimos para cada n € N los eventos

A,, :={ hay al menos un nuevo individuo de tipo [ en la generacion n}
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y la o-algebra generada por los individuos que existieron hasta la generaciéon n,
Foi=o({X* 1<k<n}).
Claramente A, € F,, notemos que

P(A,|F,.-1) = P(algin individuo de la generacién n — 1 tiene un descendiente de tipo ()
> a(l).

Luego ) .y P(A,|Fn_1) = 0o y por el Teorema de Borel Cantelli condicionado [Dur96,
Teorema 5.3.2|, se obtiene que con probabilidad 1 el evento A,, ocurre infinitas veces, es
decir, en infinitas generaciones habra un nuevo individuo de tipo [, siendo que en este
proceso los individuos no se mueren, se verifica que cuando ¢t — oo,

P,(Z)(t) — 00) = 1.

Consideramos el proceso discretizado Y = (Y (n))nen asociado al proceso Z (ver Lema
1.33). Este proceso verifica las hipotesis del Teorema y ademéas P;(Y;(n) — o0) =1,
con lo cual por la Proposicion [1.30]

P;(W =0) =0 para todoi € S. (4.11)

Finalmente el proceso Z verifica ({£.7), (4.8), (£.10), [.11) y por el Teorema [1.37]

cuando t — oo se tiene

20 r,,
|Z(t)|
y cuando n — oo
Z(7) Lyv pues 7, % o
|Z (7)) !
Siendo que Z(7,) = £(1),)
gz(Tn) §z<ﬂt) _

1 2

nooe S E(T,)  noee T, F
Siendo que T, fi) =< L, se verifica que para cualquier estado inicial ¢
Ei(T?) < E(L?) < oo,

es decir, sup,cg E;(T?) es finito. De donde de forma analoga a lo probado en el método de

AFP para espacios finitos, de (4.4), (4.5) v (4.6]) se obtiene que toda la sucesion converge.
Es decir, para todo i € S cuando n — oo

n—1 s
glfln) = £=2k=0 1{Z(k) =i overset P—u;.

Por lo tanto la distribucién empirica de la cadena V' converge en probabilidad a la tinica
distribucion cuasiestacionaria de X. O]
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4.3. Procesos de Galton-Watson

En esta seccion daremos un nuevo método, similar a AFP, para aproximar QSD y lo
aplicamos a procesos de Galton-Watson subcriticos. Cabe destacar que las pruebas de
convergencia dadas en las secciones anteriores no contienen a estos procesos dado que en
el proceso de ramificacion multitipo asociado la cantidad de hijos que puede tener cada
individuo tiende a infinito con el tipo. Para este nuevo método probaremos la convergencia
del mismo para el caso de Galton-Waston.

La principal diferencia de este nuevo método consiste en que el proceso de ramificacién
multitipo asociado es un proceso a tiempo discreto en lugar de ser a tiempo continuo. Para
este tltimo podemos aplicar el Teorema, [1.29]

Definicién 4.8. Dada una cadena de Markov X con estado absorbente, construimos
un proceso de ramificacion multitipo a tiempo discreto (ver Definicion 7 Y, de la
stquiente manera.

La cantidad de veces que la cadena X nicializada en i pasa por el estado j es exacta-
mente la cantidad de descendientes de tipo j que deja un individuo de tipo 1. Es decir, el
individuo de tipo 1 tiene L;; descendientes de tipo j, donde L;j tiene la misma distribucion
que Y10 L{XO(k) = j}. Por lo tanto,

my; = E(Ly) = E(Z WX (k) =j}) =B 1{X(k) =4, Ty > k}) = > _(P");
k=0 k=0 k=0

(4.12)

Para cada individuo se corre una cadena X independiente, por lo que cada individuo
tiene descendientes independientemente del resto de los individuos lo que implica que las
variables L;; son independientes entre si. Notemos que de la ecuacion , M resulta un
operador acotado y [|[M™| < ||M|" < oo.

Proposicion 4.9. Sea X una cadena de Markov con estado absorbente y matriz de tran-
sicion Py con P R-positiva. Sea Y el proceso de ramificacion construido en la Definicion

Y() Py Entonces v es la QSD

. St el proceso Y werifica que cuando n — o0 Y (o)l

manimal de X.

Demostracion. Sea V' el autovector a izquierda de la matriz P asociado a 1/R, de la
Observacion V' es la QSD minimal de X. Por construccion Y es %—positiva, con
los mismos autovectores de P. Luego v = /. O]

Apliquemos este método a los procesos de ramificacion llamados Galton-Watson. En
la siguiente definicion fijaremos la notacién que usaremos en lo que resta de la seccion.
Siendo que hay varios procesos de ramificacion involucrados, cuando nos estemos refiriendo
al proceso de Galton-Watson hablaremos de particulas asi podremos distinguirlos de los
individuos de los procesos de ramificaciéon multitipo asociado al método de simulacion.

Definicion 4.10. Definimos X = {X(n),n € N} un proceso de Galton-Watson (Defi-
nicion . Suponemos que el nimero de ramificaciones que tiene una particula es una
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variable aleatoria L con distribucion (p;)ien,, donde p; es la probabilidad de que una par-
ticula se ramifique en i particulas, con i € Ny. Para cada j € N, k € Ny, L;? representa
el niumero de ramificaciones de la j-ésimo particula de la k-ésima generacion. Asumimos
que {L;‘?, k>0, j > 1} son variables aleatorias i.i.d., todas con la misma distribucion
que L, donde P(L =1i) = p; Vi € Ny. Suponemos que py + p; < 1.

Consideramos el caso subcritico que es cuando el proceso se extingue con probabilidad
1 (Lema Teorema [1.5), para ello suponemos m = E(L) < 1. Sea Py la matriz de
transicion, y P la matriz de transicion sin la fila y la columna correspondientes al 0,

pij = P(X(n+1) = j|X(n) =1), para todo i,j € N.
Sea T el tiempo de absorcion del proceso,

T := min{X(n) = 0}.

neN

Sea H la cantidad total de particulas creadas,

Sea H; la cantidad de veces que el proceso se encontrd en el estado 1,

H; =) 1{X(n) = i}.

Notemos que
H=> jH;.
jJEN
Nos interesa estudiar el total de particulas H del proceso, para ello consideramos su
funcion generadora

fu(s) = E(s™).

Damos un resultado que relaciona la funciéon generadora de H con la funcién generadora

de L.

Teorema 4.11 (Teorema 3.2, [VDHI6|). Sean X un proceso de Galton-Watson como
en la Definicion [{.10y H = Y, oy, X (n). Si denotamos fi.(s) y fu(s) a las funciones
generadoras de L y H respectivamente, se obtiene la siguiente relacion

fu(s) = sfr(fu(s)) s € [0, 1]. (4.13)

Demostracion. Primero notemos que como el proceso GGalton-Watson comienza con una
sola particula f(s) = E(s*) = E(s"). Si la particula inicial tiene j descendientes, cada
una de estas j particulas tiene asociada una variable aleatoria H" 1 € {1,...,j} que
cuenta la cantidad total de particulas que deja el [-ésimo descendiente de la particula



4.3. PROCESOS DE GALTON-WATSON 67

inicial, estas Variables son i.i.d. con la misma distribucién que H. Notemos que en este
caso H =1+ Y7_, HY. Luego

fu(s) = E(sT) = Y pE(H 1Y IX (1) = 1) = Y pE(s™) = sfi(fuls)).

Corolario 4.12. Bajo las condiciones del teorema anterior se obtiene

1+m N E(L?) —
(1—m)>  (1-m)

Demostracidn. Los resultados se obtienen de derivar la ecuacion (4.13)) y evaluar en s = 1.
La primera igualdad

Fu(s) = fu(fu(s)) + sf1(fu($))fu(s) = E(H) = 1+ mE(H).

La segunda igualdad

1(s) = fL(fr () [ (s) + sf1.(fr () [r(s) + fr () f1.(fr(5) + sS7(fu(8)) (fr(s))? =
E(H(H —1)) = 2E(H)m +mE(H(H — 1)) + E*(H)E(L(L — 1)) =
E(H?) —E(H) = E(H)m +mE(H?) + E*(H)E(L(L — 1)) =

1+m  E(L?) —
C—mp " (I—m)p

E(H)= ——  E(H?) =

E(H?) =
O

Lema 4.13. Sea Py la matriz de transicion de un proceso de Galton-Watson, y p; la
probabilidad de que un indiwviduo tenga i descendientes. La matriz P es irreducible si y
solo si pg > 0, p1 > 0y p; > 0 para algin j > 1. Bajo esta condicion también es
aperiodica.

Demostracion. El resultado se deduce de la definicion de la matriz P, p;; = P(X (1) =
71X (0) = 9). O

Lema 4.14. [SVJ66, Lema iii/Sean Py la matriz de transicion de un proceso de Galton-
Watson, p; la probabilidad de que un individuo tenga v descendientes, y L una variable
aleatoria con distribucion (p;)ien,- Si P es irreducible y E(L) < 1, entonces P es (1/E(L))-
positiva si y sdlo si Y,y jIn(j)p; < oo.

Observacion 4.15. Sea X un proceso de Galton-Watson con matriz de transicion P. FEl
autovector a derecha asociado a E(L) es p; =1

)

= pii= DIX(0) = &) = E(X(1)|X(0) = 1) = iE(L).

jeN
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Corolario 4.16. Si la matriz de transicion P es irreducible y la variable L con distribucion

(pi)ien, verifica que BE(L) < 1 y Zjelen(j)pj < 00, entonces ZjeNjVj < oo con v el
autovector a izquierda de P asociado a E(L).

Teorema 4.17. [ST85, Teorema 3] Si P es irreducible y aperiddica, para k > 2 se obtiene

E(L*) < 0o iy sdlo si Zyjjk < 00
J

donde v es la QSD minimal del proceso X.

A continuacién damos el resultado principal de esta seccidén, mostramos que para
ciertos procesos de Galton-Watson el proceso de ramificacion construido en la Definicion
verifica que la proporcién de individuos converge a la QSD minimal del proceso de
Galton-Watson.

Teorema 4.18. Sea X = {X(n),n € N} el proceso de Galton-Watson de la Definicion
suponemos po, p1, pr > 0 para algin | > 1 y tal que E(L?) < co. Sea Y el proceso de
ramificacion multitipo de la Definicion[{.8, entonces cuando n — oo

Yi(n) p y
Y

donde v es la QSD minimal del proceso X.

Demostracion. El proceso de Galton-Watson es subcritico con lo cual E(L) < 1, ademés
la matriz P es irreducible y aperiodica con lo cual resulta 1/E(L)-positiva, con vy p =
(1,2,...) autovectores a izquierda y derecha asociados al autovalor E(L) respectivamente.
Siendo que E(L?) < oo, del Corolario obtenemos que E(H?) < oo.

Veamos que el proceso Y cumple las hipétesis del Teorema Notemos que la
variable Y;(1) cuenta la cantidad de individuos de tipo i en la primera generacion que es
igual a contar la cantidad de veces que el proceso X estuvo en el estado i. Con lo cual la
variable aleatoria Y;(1) tiene la misma distribucion que H;,

Por otro lado, si el proceso X comienza con j particulas, por la desigualdad de Holder
se obtiene

E;(H?) = E; ((ijﬂw)?) < JE\(H?)

donde HY son v.a.ii.d. con la misma distribucién que H. Notemos que

(o) ez

1€EN

E; =E; =E;(H?).
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Luego, se verifica la condicion (1.7):

> E, (Zn(m) vy <Y PEi(H?)y; < o0,

jEN ieN jEN
y el proceso Y esta bajo las condiciones del Teorema [1.27]

Definimos para cada n € N los eventos
A, := { hay al menos un nuevo individuo de tipo 1 en la generacion n}
y la o-&lgebra generada por los individuos que existieron hasta la generaciéon n,
Foi=0({Y(k), 1<k<n}).

Al igual que en el método de AFP consideramos que los individuos que se reproducen no
se mueren, con lo cual decimos que un individuo de tipo 1 tiene un nuevo individuo de
tipo 1, cuando deja otro descendiente de su tipo. Claramente A, € F,, y

un individuo de la generaciéon n — 1
tiene un nuevo descendiente de tipo 1

P(A,|Fn1) =P ( ) >p1 >0,

pues el individuo inicial de tipo 1 nunca se muere y como consideramos un proceso de ra-
mificacion a tiempo discreto todos los individuos se reproducen en todas las generaciones,
en particular el individuo inicial de tipo 1 se reproduce en todas las generaciones. Luego
Y nen P(An|Fr-1) = ooy por el Teorema de Borel Cantelli condicionado [Dur96, Teorema
5.3.2|, se obtiene que con probabilidad 1 el evento A, ocurre infinitas veces, es decir, en
infinitas generaciones habra un nuevo individuo de tipo 1. Siendo que los individuos no
se mueren, se verifica que cuando n — oo

Py (Yi(n) — o0) = 1.
Por la Proposicion [I.30] se obtiene

P;(W =0) = 0 para todo i € N.

Finalmente el Teorema [1.29] implica que cuando n — oo
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Capitulo 5

Aproximacion de QSD via desigualdad
de Holley

Técnicas de acoplamiento y dominaciéon estocastica han sido ampliamente explotadas
para tratar diversos problemas [GHMO1l, Capitulo 4|. La desigualdad de Holley [Hol74],
es una condicion suficiente para garantizar dominacion estocastica en espacios producto.
En este capitulo la utilizaremos, adaptada al espacio de trayectorias, [FR15| para probar
convergencia mondtona de distribuciones cuasiestacionarias.

La idea de esta version es considerar procesos con estados absorbentes y obtener con-
diciones suficientes bajo las cuales se pueda garantizar la dominacién estocéastica de las
trayectorias condicionadas.

Los procesos de nacimiento y muerte son cadenas de Markov definidas en subconjuntos
de N en los que sélo se producen transiciones de un estado a si mismo y a sus contiguos
(anterior y posterior). Trabajaremos con procesos de nacimiento y muerte X% definidos
en espacios finitos {0,..., K} con K € N donde supondremos que el 0 es el estado
absorbente y que hay probabilidad positiva de ir de K al 0. Bajo ciertas hipotesis, [DS65],
estos procesos tienen una tinica QSD que la denotaremos .

También consideraremos procesos de nacimiento y muerte X definidos en Nj. Estos
procesos de nacimiento y muerte pueden tener infinitas distribuciones cuasiestacionarias,
una o ninguna [Cav78, [FMP91|. Denotaremos v, a la QSD minimal.

El resultado principal del capitulo es el Teorema que prueba (bajo ciertas hipotesis
sobre los parametros) que las QSD de los procesos definidos en {0,..., K} convergen
a la QSD minimal del proceso de nacimiento y muerte en N. Si bien varias de estas
convergencias pueden probarse con un calculo explicito de autovectores y autovalores, lo
relevante de este capitulo son los métodos utilizados basados en la dominacion estocastica
que permiten extender los resultados a casos donde este tipo de calculo no esta disponible.

En [BHO0| se analizan procesos de Markov a tiempo continuo R-positivos en espacios
infinitos y se muestra que las QSD en espacios finitos aproximan a la QSD minimal de
estos procesos. Los procesos de nacimiento y muerte considerados en este capitulo no son
R-positivos, con lo cual, los resultados de [BHOO| no son aplicables en nuestro contexto.

Llamemos §; a la medida inicial que concentra toda su masa en 1 y denotemos %1 (n)

71



72 CAPITULO 5. APROXIMACION DE QSD VIA DESIGUALDAD DE HOLLEY

a la evolucion condicionada a la no absorcion del proceso finito en {0,..., K} a tiempo
n. Analogamente, denotemos ¢°'(n) a la evolucién condicionada a la no absorcion en el
proceso en Ny. La idea principal del capitulo se puede resumir con las siguientes conver-
gencias,
n) —= &% (n)
51| j N

v =g Vmin-
La convergencia limg . ¢ (n) = % (n) se deduce de que el proceso XX converge
a X cuando K — oo. De [DS65] se obtiene que el proceso XX tiene una tnica QSD y
11m,, 00 0% (n) = v Esta convergencia la demostramos nuevamente usando dominacion
estocastica en el Lema [5.16] Por otro lado el proceso X (Definicion tiene infinitas
QSD y ademas 1im, o ¢* () = Vi (ver en [FR15] o [5.18). El resultado principal de
este capitulo es el Teorema donde se obtiene que la sucesion (v5) ey es monotona
creciente (con el orden de la dominacion estocéstica) y se prueba que limg o0 v = Vi

Comenzamos dando una introducciéon a la dominacién estocéstica y la desigualdad de
Holley. Definimos el espacio de las trayectorias de las cadenas y mostramos la version de
la desigualdad de Holley adaptada para el espacio de las trayectorias.

Primero consideramos procesos de nacimiento y muerte en espacios finitos y luego
en N, ambos aperiddicos. Finalmente consideramos el caso periédico donde volvemos a
probar las convergencias.

5.1. Dominacioén estocastica

En esta seccion trabajaremos con dominacion estocastica enfocado a medidas de pro-
babilidad.

Definicion 5.1. Sean X, X' dos variables aleatorias definidas en S, con distribucion u y
W' respectivamente. Si A es un evento de S, denotamos us :=P(X € A) y /sy :=P(X' €
A).

Un acoplamiento P de X, X" o de u, i’ es una medida en S X S con marginales u y
i, que para todo evento A C S

P((£. &) : £ € A) = u(A)

P((£,€) € € A) = 1(A).

Pensamos en un acoplamiento como una redefinicién de las variables aleatorias en un
nuevo espacio de probabilidad comin, de modo que preservan sus distribuciones.

Definicion 5.2. Supongamos que S es un subconjunto cerrado de R. Definimos el orden
parcial en el espacio producto S”
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1. notamos n =1 sin(x) < n'(z) para todo x € 7Z,
2. sea f: ST — R, la funcidén f se dice creciente si: n < n' implica que f(n) < f(1),
3. un evento A se dice creciente si 1{A} es una funcion creciente.

Definicién 5.3. Dadas dos medidas 1 y i’ en S” decimos que p estd dominada estocds-
ticamente por ', denotamos p < ' si u(f) < @/'(f) para toda f creciente.

Observacion 5.4. Notemos que en una dimension (S C R), la Definicion es equiva-
lente a

p([r, +00)) < p'([r, +00)) vV reR.

El siguiente resultado caracteriza a la dominaciéon estocastica en términos de acopla-
mientos.

Teorema 5.5. [Sir63] Para dos medidas p y i’ definidas en S son equivalentes:

Lop =2,
2. para cualquier funcion creciente, continua y acotada f, u(f) < p'(f),
3. existe un acoplamiento que verifica que P(X < X') = 1.

Demostracion. Puede verse un esquema de la demostracion en [GHMOI, Teorema 4.6]. [

Definicion 5.6. Dados dos elementos de probabilidad positiva en S%, decimos que los
elementos se conectan si sélo difieren en una coordenada. Una medida de probabilidad p
en S se dice irreducible, si el conjunto {n € S : u(n) > 0} es conero, es decir dados
dos elementos con probabilidad posiliva se conectan a través de cambios de coordenadas
sin pasar por elementos con probabilidad 0.

Damos a continuacion la desigualdad de Holley que es una condiciéon suficiente para
obtener dominaciéon estocastica. En la siguiente seccion mencionamos otra version de esta
desigualdad adaptada para el contexto en el que trabajaremos.

Teorema 5.7 (Desigualdad de Holley, [Hol74]|). Sean S y A subconjuntos finitos de R.
Sean p y 1 medidas en S*. Supongamos que 1 es una medida irreducible en S* que
asigna probabilidad positiva al elemento mazimal de S* (respecto a <). Si

W(X(j) 2 alX = €, fuera de §) < 1/ (X'(j) = a|X =, fuera de j)

para todo j € X\, a € S yn,& € SMUY tal que € < n, W(X =€ fuera de j) > 0 y
W (X' =n fuera de j) > 0. Entonces

[yl
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5.1.1. Espacio de trayectorias

Sea X = {X(n),n € N} una cadena de Markov en el espacio SU{0} finito o numerable,
con 0 el dnico estado absorbente. Consideramos la matriz de transicion P = {p;;,i,j €
SU{0}}.

Para un proceso con distribucion inicial p, consideramos la evolucion del proceso con-
dicionada a no ser absorbido

¢} (n) = Pu(X(n) = j|X(n) #0).
Recordemos que una QSD es una medida invariante para el proceso condicionado.
Damos algunas definiciones para trabajar en el espacio de trayectorias.
Definicién 5.8. » Una cadena de Markov en S U {0} con matriz de transicion P y

distribucion inicial v en S tiene trayectorias irreducibles en S si para cadan € N la
medida p en S™ definida por u(io, i1, . .. in) = V(i0)Pigiy - - - Pin_1.4n €S trreducible.

» Dados dos numeros naturales n < m, definimos X' al conjunto de posibles trayec-
torias 11" = (in, .., im) de una cadena con matriz de transicion P en el intervalo de
tiempo [n, m| sin ser absorbida.

» Sea v una medida en S, definimos la medida p"* (v, P) en X' dada por

U, PY(in, ooyiy) = iniminer - Pimtim
n \"» ny -y bm) =

1 =3 s Vil P™™)ig

Observacion 5.9. La medida " (v, P) es la distribucion de (X (n),...,X(m)) con dis-
tribucion tnicial v y transiciones dadas por P, condicional a no ser absorbida, con lo
cual

@;j(m - n) = Z MZL(V, P)(]'M = 7jm—17j)7 \V/] €S.

m—1

(jnr"vjm*l)exn
De donde la dltima marginal del vector con distribucion p'(v, P) tiene la distribucion de
p¥(m —n).

5.1.2. Limite de Yaglom via desigualdad de Holley

Introducimos la siguiente notacion.

Definicién 5.10. » Dados dos vectores p y v en S, definimos el vector producto pxv,
(u*v);:= Vi € S.
» Dada una matriz P definimos P;. a la fila i-ésima de la matriz P,

Pi,- = (pﬂ;pn, ‘e )

andlogamente consideramos P.; a la columna j-ésima.
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Damos a continuaciéon otra version de la desigualdad de Holley, que fue introducida
en [FR15], la cual es una version adaptada para el espacio de trayectorias.

Proposicion 5.11. [FR15, Proposicion 2] Sean v y V' probabilidades en S, P y P’ ma-
trices de transicion en S U {0} con 0 un estado absorbente. Notamos u = pr(v, P) y
W= pu(V, P la distribucion de las trayectorias condicionadas.

Asumimos que | es una medida irreducible en el espacio de las trayectorias x)'. Si
para j,7 1,1 € S tal que j < 7'yl <, siempre que los denominadores sean positivos,

(vxPy) _ (V5P

=< 5.1
S ot - s v (-1
(£, = Py) < (P * Ply) (5.2)
(P2 = (P2 '
P;. P
) 2 (5.3)

L—=pjo = 1 —=Dpjo
(como medidas sobre S) entonces
p=p
El siguiente teorema es una aplicacion de la desigualdad de Holley en el espacio de las

trayectorias finitas de la cadena. Notamos d; la medida de probabilidad en S que concentra
toda su masa en el estado i € S.

Teorema 5.12. [FR15, Teorema 1] Sea S un espacio numerable con un elemento minimal
al que llamamos 1. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov aperiodica en
SU{0}. Asumimos que la cadena con distribucion inicial 6, tiene trayectorias irreducibles
en S. Si para todo i,i',1,I' €S coni <, 1 <, cuando los denominadores son positivos
se verifica

(Pi,- * P,l) < (Pi’,' * P-,l’)
(P2 — (P%yp

(5.4)

P Py .
s < i (5.5)
1 —pio = 1 —=pio

como medidas en S, entonces
1. La sucesion (¢°'(n)),>o es mondtona: ¢ (n) < ¢ (n + 1) para todo n > 0.
Para cualquier probabilidad v en S, ¢ (n) < ¢”(n).

En particular, si v es una QSD, entonces ©°*(n) = v, para todo n > 0.

e

St hay una QSD para P, entonces el limite de Yaglom de 61 converge. La distribucion
del limite v = lim,,_,o ©*1(n) es la QSD minimal.
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5.2. Proceso de nacimiento y muerte perezoso
Definiciéon 5.13. Para cada K € N, consideramos una cadena de Markov
X5 .= {X¥(n),n € N}

definida en el espacio de estados {0,1,.., K}, con matriz de transicion PX definida de la
stgquiente manera:
q,7,p>0 g+r+p=1

P =q, p=r, pli=p paraic{l,. K1}

K _ K _ K _ K _
Poo=1 DPro=D Prxrx-1=4 Prr=T

Dado que estaremos trabajando con varios procesos, utilizaremos la siguiente notacion,
K, X .
;" (n) =P, (X" (n) = j|X"(n) #0).

Observacion 5.14. Podriamos considerar el proceso en {0,..., K +1} con 0y K + 1
estados absorbentes. Por simplicidad unimos los estados absorbentes y consideramos los
procesos de {0,..., K} con 0 el inico estado absorbente. Esto no representa ninguna
restriccion.

Cuando el superindice de la matriz de transicion sea K nos estaremos refiriendo a
la matriz de transicion del proceso de nacimiento y muerte definido en {0,1,..., K}.
Cualquier otro superindice de una matriz es simplemente elevar la matriz a esa potencia.
Observemos que para cada K € N el espacio de estados del proceso XX es finito y por

lo tanto, por el Teoremal3.9|tiene una tnica QSD que la denotamos v = (v v ... vE)
y ademas es el limite de Yaglom

; K,d; K .

lim ¢;%(n) = v; Vi,je{l,..,K}. (5.6)

n—o0

Observacion 5.15. En este caso hay una expresion explicita para las medidas v™. Puede
verse en [Yue0d|] que para cada K € N

j—1 :
K _ K p ; JKm .
I/j =1V (\/;) Sln<m> ]—2,...,K,

K

pudiendo elegir vX de tal forma que v sea una probabilidad.

A continuacién mostraremos que a los procesos XX se les puede aplicar el Teorema
b.12] Para estos procesos vimos que el limite de Yaglom converge a la tinica QSD, sin

restricciones sobre los parametros p,r v ¢. Sin embargo haremos su prueba ya que esto
nos permitird simplificar la prueba del Teorema [5.19

Proposicién 5.16. Para cada K € N, sea XX el proceso de la Deﬁnicio’n. Sipg < r?
entonces el proceso X wverifica las hipdtesis del Teorema[5.13,
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Demostracion. Deben verificarse las condiciones (5.4) y (5.5)). Si denotamos

. . Zw>‘pz{z(up5l .. Zw>'pift(v
bK((Z7l)7j) = (}g—%7 CK<Z7]> = ﬁu (57)

la condicion (5.4) se reescribe by ((i,1),5) < b ((i,1),5) para i < iy | < I. Observemos
que los valores de bg((7,1), j) relevantes ocurren cuando |j—i| < 1o |j—I] <1y también
cuando |7 — I < 2. Luego, la condicion (5.4) es equivalente, para j > 2 a

bk ((G = 1,5 =1),J) < bk((,5 = 1),5) < bx((5,5):7),

b (7= 1,7 = 1),J) < bx((F —1,5),7) < 0k((5,7),J)-

En la siguiente tabla mostramos los valores by ((7,1), 7).

j .
<9< —

b 12 3<ji<K—-1|K
) 1,2 |0 0
1,2) 1]1/2 |0 0
U-1j-D]~ pqurz’ 2p5quT2 2p§i7"2
(7 —1) —|1/2 |1/2 1/2
A=) —|1/2 |1/2 1/2

o +r? +r? 72
(4,) U | Spger® | pger® poir?
K.K-1) |11 1 1/2

7,2

(K, K) 11 1 -

De la tabla se ve que solo hay restricciones en los siguientes casos:
b ((1,1),2) < bk ((1,2),2) que se cumple si y sélo si pg < r?,

b (K, K —1),K) < bg((K,K), K) que se cumple si y solo si pg < r°.

El resto de las desigualdades simplemente se verifican al ser p,q y r probabilidades. Con
lo cual, si pg < 72 se verifica (5.4).

Pasemos a analizar los valores de ck(i,7). La condicion (5.5) la podemos reescribir
como

cx(i, ) < ek (i, ) con i <.

Los valores relevantes ocurren para |i — j| < 1 haciendo que (5.5)) sea equivalente a

En la siguiente tabla mostramos los valores ck(i, 7).
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Z. T1 ]2 3<i<K-1|K
1 1 [0 0
. pq

Jg—1 — |1z |P p
J Lip+rip+tr -
K—1 11 1 p
K 11 1 —

Las dnicas restricciones relevantes son
c(1,2) < ¢(2,2) que se cumple si y sélo si p < (p+ )2

¢(K —1,K) <¢(K, K) que se cumple si y solo si p(1 —p) <r.

Si pg < r? se verifican ambas desigualdades. En el siguiente grafico (en funcion de p y q),
ilustra que si pg < r2, se cumplen todas las desigualdades,

Las curvas punteadas corresponden a las ecuaciones p = (p +7)? y p(1 — p) = r con
r =1—p— q. La curva solida corresponde a pg = r? y la region sombreada es pg < r?
v p < ¢. Finalmente, para cada K € N el proceso X¥ verifica las hipotesis del Teorema

b.12l O
A continuacion probaremos que las QSD (v%)gen son medidas crecientes.

Lema 5.17. Consideremos los procesos (X®)g>1 de la Definicion . Sipg < r?y
q > p, entonces
<y K e N,

donde V¥ es la tinica QSD de X¥.

Demostracion. Veamos que para la medida d; y las matrices de transicion P¥ y PE+!
vistas en N x N se cumplen las hipotesis de la desigualdad de Holley (Proposicion [5.11)).

Deben verificarse las condiciones (5.1)), (5.2)) v (5.3)). Si denotamos

K
Zij VwPwi

aK(”M?j) = (VPK)‘ (58)
o Dy PruPu o YwsiPhw
b ((4,1), ) = (}ﬂ—%, ek (i, ) = ﬁ,



5.2. PROCESO DE NACIMIENTO Y MUERTE PEREZOSO 79

las condiciones (5.1)),(5.2) y (5.3) se pueden reescribir como

ax(v]i,§) < agx1(v|i,j) coni < i, j € N.

bic((i,0), §) < brca((3,0), 5) con i < 0,0 <1, j €N,
cx(i,7) < exq(1,) con i < 1.
Analicemos cada una de las desigualdades.

= Siendo que vamos a aplicar la desigualdad de Holley para la medida v = ¢y, ob-
tenemos que sin importar si consideramos la matriz PX o PX*! se obtiene que el
denominador de ax(d1]i, j) es positivo solo para valores de 7 € {0, 1,2},

ac(@]i, 1) =22 =1, ag(diij)=0sij>2,  ie{0,1,2}

DP1i

Siendo que no depende del K obtenemos que se verifica la desigualdad (5.1)) para la
medida 6; en S.

» Utilizando la Proposicion [5.16} la ecuacion (5.2)) es equivalente a
bK((Zvl)a]) SbK—Q—l((Zal))])a VZ,l,]G{l,,K}

y la tinica condicion no trivial es

b (K, K),K) <bk1((K, K), K) que se verifica si y solo si 0 < (pq)z.

» Utilizando el Lema [5.16] la ecuacion (5.3)) es equivalente a

CK(iaj)SCK+1<i7j)7 VZ,je{l,,K}
La tnica condicién no trivial es

cx (K, K) < cxi1(K, K) que se verifica si y s6lo si 0 < pq.

Finalmente, bajo las condiciones pg < r? y ¢ > p, se cumple la Proposicion de
donde
(61, PRY =, (61, PR,

y de la Observacion
"0 (n) X " (n),  Vn eN.
Tomando limite n — oo obtenemos

Vi <R
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En lo que sigue pasaremos a trabajar con procesos de nacimiento y muerte definidos
en el espacio de estados N.

El siguiente ejemplo puede verse en [FR15, Seccion 3.1], es una aplicacion del Teorema
(.12] Sea X = {X(n),n € N} un proceso de nacimiento y muerte que toma valores en Ny.
La matriz de transiciéon P es tal que

q,r,p > 07 Q+T+p - 17 Po,o = ]-7 Pii—1 = ¢, Dii =T, Dii+1 = D, (RS N. (59)

Una medida v en N es una QSD si y sélo si se verifica la ecuacion (3.2)), que en este
caso es

Viv14q + Vi—1p + I/i(qyl — (p + q)) = 0, 1€ N, (510)

con la convencion que vy = 0. En [Cav78| se prueba que si p < ¢ hay una familia de QSD
indexadas por v; con vy € (0, (1 —v/A)?), donde A = p/q.

Dado que la probabilidad de absorcion es una QSD que verifica (vP)y = quvy, la QSD
con maxima v es la QSD minimal v, una binomial negativa con parametros 2 y A:

(Vmin)i = (1 — VA)Z(VA)TL i eN. (5.11)

Corolario 5.18. [FR15, Corolario 7] Supongamos que X es un proceso de nacimiento
y muerte, con matriz de transicion P que verifica . Siq>pypqg<r? el proceso X
cumple el Teorema[5.19 con v = v dada por[5.11, Ademds el limite de Yaglom es Vpy,.

Demostracion. Su demostracion es similar a la del Lema m

El siguiente teorema, resultado principal de este capitulo, prueba que las QSD de los
procesos de nacimiento y muerte definidos en el espacio {0,..., K} convergen cuando
K — oo ala QSD del proceso de nacimiento y muerte en los N.

Teorema 5.19. Sean vX las QSD de los procesos definidos en la Definicion . Siqg>p
y pq < r? existe v tal que

K—oo
o250

Ademds v = Vi, €on Vmm dada por .

Demostracién. Vamos a probar que dado K € N, los procesos X® y X (ambos vistos
en N) cumplen la desigualdad de Holley para la medida d;. Es decir, la medida §; y las
matrices de transicion PX y P (vistas en N x N) cumplen las hipotesis de la Proposicion
. La matriz P esta definida en y PE en la Definiciéon considerando pZKj =0
si, ] > K.

Utilizaremos las notaciones de la ecuacion y para la matriz PX y denota-
remos para la matriz P respectivamente b((7,1),7),c(i,7) v a(v|i, 7).

Utilizando esta notacion, el Lema y el Corolario las condiciones ((5.1),(5.2])

y (5.3) se pueden reescribir como

aK(51|i7j) S a(51|laj) con Z?] € N.
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b ((i,1),5) < b((4,1),7) con i,l,5 € N.
CK(i7j> < C<Z7]> con Z?] e N.

Analicemos cada una de las desigualdades.

» Notemos que solo hay que verificar la desigualdad (5.1)) para i € {0, 1,2}

aK(élyiv 1) = Iﬂ = a(61’i7 1)a aK(él‘Zﬂ]) =0= a(51|2,j) Sl] Z 2.

P1i

= Notemos que by ((i,1),j) para i > K 6 j > K no esté definido pues el denominador
es 0. Con lo cual resta verificar la condicion

bK((K7K)7J)§b((K7K)7J>7 JeN

El caso 7 < K — 1 se obtiene 1 = 1. Para j = K,

r? _ pg+r?

—b((K.K).K)<b(K K).K)=221"_ < 2,
. k(K K),K) <b(K,K),K) qu+r2<:>0_(pcﬁ

= La condicién que resta chequear es
CK(K7j)§C(K7j)7 JGN

Sij> K oj< K —1 las desigualdades son triviales, luego restan chequear

71”“‘1 = (KK —1) < oK, K —1) = 1.

- D
T

N =cx(K,K)<c(K,K)=r+p <= 0<pq.
-D

Bajo las condiciones pg < r? y ¢ > p, se cumple la Proposicion de donde
,u(ln((slv-PK) j :u(ln((shp))

y por la Observacion
P (n) < ™ ().
Por el Corolario %1 (n) = @’mn(n), por lo tanto

90K751 (n) = @me (n) = Vmin- (512)
Tomando limite n — oo obtenemos

vE < vpmin  para todo K € N.
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Dado que v® es una sucesién de medidas crecientes y acotadas, existe el limite y lo

llamamos v. Siendo que ¥ es la QSD asociada a la matriz PX, por definicion

K K K
V1PtV T d

je{l,...., K -1}

K, K 1—vf q—vf
VK _ Z’L v pzj _ Vi q VKp
J K, K
1- Zz Vi Pio vE  ptvEr K
1—V{<q—V§p J =
con vy = 0. Cuando K — oo se obtiene
vip+uvir+v; vP); .
v = §—1D J G+19 _ ( )J Vj € N.
I —1gq 1 —1gq
Por lo tanto v es una QSD del proceso X y como v < vy es la minimal. n

K

. ‘ K . S
Corolario 5.20. Se obtiene que v 3% Ui Sin la Testriceion pq < r2.

Demostracion. Sean p, q,r los parametros asociados a los procesos de nacimiento y muerte
XXy X talesque p+r+qg=1yq>p>0. Para cada K, el proceso XX tiene una tnica
QSD vE que verifica la ecuacion

0=v/q(1 = YK =j}) + v p+v (g +prg — (p+0q)). (5.13)
Por otro lado, el proceso X tiene infinitas QSD v que verifican
vitrq +vimip +vi(grn — (p+q)) =0, jEN, (5.14)

denotamos vy, a la QSD minimal.

Consideramos otros procesos de nacimiento y muerte XK y X con parametros D = ap,
Gg=oaq,?=1—p—qtales que o > 0, pg < 72. La existencia de o se deduce de que
limg_,0 pGg = 0 y lim,_,0 72 = 1. Estos procesos tienen QSD 7% y & que verifican las mismas

ecuaciones que vX y v (5.13|y [5.14) respectivamente. Luego 0% = vX y Dy = v ¥ por
el Teorema se deduce que v* — v O

Si bien la convergencia de las distribuciones cuasiestacionarias para el caso periédico
de los procesos de nacimiento y muerte esta incluida en el corolario anterior, no ocurre
lo mismo con los procesos condicionados. Este comportamiento tampoco se deduce del
computo explicito. En la siguiente seccion damos dicho resultado utilizando técnicas de
dominacién estocastica para procesos periddicos.

5.2.1. Caso periédico
Definicién 5.21. Sea P una matriz. El periodo de un estado j se define como
d(j) := med{n > 1/(P");; > 0}.

Decimos que la matriz P (o el proceso con matriz de transicion P) tiene periodo d si todos
los estados tienen periodo d.
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Asumamos que la matriz de transicion P es irreducible en S y que tiene periodo d > 2.
Sean Si,...,84 C S, las subclases ciclicas. Denotamos

i~j <= (P™); >0 paraalginn € N.

Suponemos que las clases son de tal forma que si i € S; y Pj; > 0 entonces j € S;4q,
denotando Sy41 = Si.
Damos a continuacion una version del Teorema adaptado para procesos periodicos.

Teorema 5.22. [FR15, Teorema 9] Sea S un espacio numerable con un elemento minimal
al que llamamos 1. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov en S U {0}
con periodo d. Sean Si,...,S8; C S, elegidos tal que 1 € S;. Asumimos que la cadena con
distribucion inicial 01 tiene trayectorias irreducibles.

Si para todo i,i', 1,1 € S con i <i', 1 <, i,i" en la misma clase y las desigualdades
estocdsticas Y se satisfacen cuando los denominadores son positivos, entonces

1. Para todo n >0 ¢°(n) < ¢ (n + d).
2. Para cualquier probabilidad v en Sy, ¢ (n) = ¢”(n).
3. En particular, si v es una QSD, entonces ©°(dn +1— 1) < Vs, para todo n > 0.

4. Si hay una QSD para P, entonces el limite de Yaglom de 6, a través de subsucesiones
de periodo d, esta dado por

lim " (dn+1—1) = s,

n—oo

Ademds, para cualquier otra QSD v, se tiene U5, X v.s, para todo .

Vamos a considerar los procesos de nacimiento y muerte peridédicos, definidos en espa-
cio finito y en espacio numerable. Al igual que en el caso aperiodico probaremos que las

QSD de los procesos definidos en espacios finitos convergen a la QSD minimal del proceso
en N.

Definicién 5.23. Para cada K € N, consideramos una cadena de Markov X* = {X*(n),
n € N} definida en el espacio de estados {0,1, .., K}, con matriz de transicion PX definida
de la siguiente manera:

p,g>0  ptqg=1
pi{{i—l =4, pi{(iﬂ =p para t€{1,.,K—1}
péfo =1, p?o =D, p?K_l =q.

Notemos que para cada K € N el espacio de estados del proceso XX es finito y por lo

tanto, por el Teorema (3.9 tiene una tinica QSD que la denotamos v* = (v vE ... VE)
y ademas es el limite de Yaglom
lim gpf’é"(n) =vl  Vije{l,. K} (5.15)

n—oo
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Definicion 5.24. Consideramos el proceso de nacimiento y muerte X en N. Sea P la
matriz de transicion definida de la siguiente manera:

qg>p>0 p+q=1

Péfo =1, pii-1=¢, Ppiiw1=p para i €N,

Notemos que las QSD del proceso X verifican (5.10) y por lo tanto la QSD minimal
esta dada por (5.11)).

Teorema 5.25. Para cada K € N consideremos el proceso XX de la Definicion Y
v la dnica QSD de XX . Siq > p, existe v tal que

K—oo
v T2

Ademds v = Vg, €on Vmm dada por .
Demostracion. El resultado se obtiene de las siguientes afirmaciones:

1. El proceso XX cumple las hipotesis del Teorema [5.22, K € N.

K verifican

vE<EH v K eN.

2. Las distribuciones v

3. El proceso X de la Definicion cumple
lim ™ (2n) = (Vmin)gs,, @™ 20+ 1) = (Vinin) s,

Estos resultados son similares a los Lemas y y al Corolario pero en este

caso hay que chequear las condiciones (5.1)), (5.2),(5.3), (5.4) y (5.5) para i, ambos pares

o ambos impares. La demostracion es analoga a la del caso aperiodico, pero en este caso
con los siguientes los valores de b ((4,1),7) v ¢k (i, 7).

D) J 12 [3<j<K-1|K-1
1,1) 1[1 ]o 0
(J,J) 1 11/2]1/2 1/2
G+Lji—D[[—=11 |1 1
G+Lj+D [T |1 |1 1
(KK—% 11 |1 1
(K, K) 11 |1 1

i Tlh1 ]2 |s<j<kK-2|K-1|K
1 1]1]0 0 0
) —1=To 0 0
J—1 —|p |p p p
J L |p|p p 0
K—-1 1 /1|1 P P
K 111 1 0
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