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Procesos de rami�cación multitipo, procesos de urna y
simulación de distribuciones cuasiestacionarias

en espacios numerables

Resumen

En esta tesis abordamos principalmente dos temas: procesos de rami�cación multitipo
y distribuciones cuasiestacionarias. Primero estudiamos procesos de rami�cación multi-
tipo en espacios de tipos numerables. Trabajamos en el caso en que la población tiene
probabilidad positiva de no extinguirse y analizamos el comportamiento asintótico de la
población. Más especí�camente probamos que la proporción de individuos de cada tipo
converge en probabilidad a una medida en el espacio de tipos. Este resultado es bien
conocido cuando el espacio de tipos es �nito y bajo fuertes hipótesis en caso in�nito.

Como aplicación del estudio de estos procesos consideramos procesos de urna con
in�nitos colores y probamos que la proporción de la cantidad de bolas de cada color
dentro de la urna converge en probabilidad a una medida determinística.

En segundo lugar estudiamos distribuciones cuasiestacionarias (QSD) y, en particular,
métodos que las aproximan. Cuando el espacio de estados es �nito, Aldous, Flannery y
Palacios (AFP) propusieron un proceso no condicionado, cuya medida empírica converge
a la QSD deseada. Generalizamos (bajo ciertas hipótesis sobre la matriz de transición) el
método de AFP para espacios de estados numerable. La demostración de la convergencia
de este método se basa en los resultados obtenidos para procesos de rami�cación multitipo.

Por último consideramos el proceso de nacimiento y muerte perezoso con deriva hacia
el origen. Usando la desigualdad de Holley probamos que las QSD de las cadenas truncadas
convergen a la QSD minimal monótonamente.

Palabras Clave: Distribuciones cuasiestacionarias, simulaciones, procesos de rami�ca-
ción, procesos de urna.





Multi-type branching processes, urn process and
simulation of quasi-stationary distributions

on countable spaces

Abstract

This thesis deals mainly with two topics: multi-type branching processes and quasi-
stationary distributions. We �rst study multi-type branching processes with countable
types. We work in the case where the population has positive probability of survival
and focus on the study of the asymptotic behavior of the population. More speci�cally,
we prove that the proportion of individuals of each type converges in probability to a
measure on the type space. This result is well known when the type space is �nite or
under strong hypotheses in the in�nite case.

As an application, we consider urn processes with in�nite colors and prove that the
proportion of the amount of balls of each color in the urn converges in probability to a
deterministic probability measure.

We also study quasi-stationary distributions (QSD) and methods to approximate them.
When the state space is �nite, Aldous, Flannery and Palacios (AFP) proposed an un-
conditioned process for which the empirical measure converges to the desired QSD. We
generalize (under certain assumptions on the transition matrix) the AFP method to coun-
table spaces. The proof of convergence of the method is based on the results obtained for
multi-type branching processes.

Finally we consider the lazy birth and death process with drift towards the origin. By
means of Holley inequality we prove that the QSD of the truncated chains converge to
the minimal QSD.

Keywords: Quasi-stationary distributions, simulations, branching processes, urn proce-
sses.
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Introducción

Desde que Markov introduce su famoso modelo en 1906 [Mar06], este ha sido aplicado
en diversas áreas de la ciencia; en biología, genética, dinámica de poblaciones, en ciencias
sociales, psicología, física, investigación operativa, etc. Cabe destacar que si bien la for-
malización de los procesos de Markov fue novedosa, años antes ya se venían estudiando
dichos procesos. Por ejemplo, en 1873 Galton y Watson estudiaron la supervivencia o
extinción de los apellidos aristocráticos dando lugar a los procesos de Markov llamados
procesos Galton-Watson [WG75]. Estos procesos fueron ampliamente estudiados, desta-
cando Ste�ensen [Ste33] donde se determina la probabilidad de extinción y Kolmogorov
[Kol38] que estudia el comportamiento asintótico del proceso cuando las familias no se
extinguen.

Bartlett [Bar49] y Kolmogorov y Dmitriev [KD47] extendieron este modelo para con-
siderar la posibilidad de que haya distintos tipos de individuos con diferentes reglas de
reproducción. En este modelo se consideran variables aleatorias independientes (Ln,lij ) a
valores en N que se utilizan para determinar las cantidad de hijos de tipo j que tiene el
l-ésimo individuo de tipo i en la generación n. El proceso queda determinado entonces
por la condición inicial y la ecuación

Yj(n+ 1) =
∑
i

Yi(n)∑
l=1

Ln,lij .

La variable Yj(n) representa la cantidad de individuos de tipo j en la generación n y

se asume que para cada i, j �jo, las variables (Ln,lij )n,l son idénticamente distribuidas.
Cuando el espacio de tipos S es �nito el comportamiento del proceso cuando n → ∞ es
bien conocido [AN04] y está determinado, a primer orden, por el primer autovalor de la
matriz de medias M = (mij) dada por mij = E(Lij). Si éste es menor o igual que uno la
población se extingue en tiempo �nito con probabilidad uno, mientas que si es mayor que
uno, con probabilidad positiva no se extingue y crece exponencialmente. En ese caso se
tiene que cuando n→∞

Yj(n)∑
j Yj(n)

cs−→ νj,

donde el vector ν = (νj) es el autovector a izquierda asociado al primer autovalor de M .
Cuando el espacio de tipos es in�nito este resultado deja de ser cierto con toda gene-

ralidad y es de interés saber bajo qué condiciones se puede obtener este mismo tipo de
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convergencia. En esta tesis consideramos el caso en que el espacio de tipos es numerable y
la matriz M es R-positiva y probamos bajo condiciones adecuadas que se puede obtener
este mismo tipo de límite. Tanto para esta versión del proceso como para la versión a tiem-
po continuo que presenta varias di�cultades técnicas. Estos resultados son fundamentales
para tratar dos problemas distintos. Por un lado los usaremos para probar el compor-
tamiento asintótico de procesos de urnas con bolas de in�nitos colores y por otro para
probar la convergencia de un método de simulación introducido por Aldous, Flannery y
Palacios [AFP88] para aproximar distribuciones cuasiestacionarias.

El estudio de las distribuciones cuasiestacionarias (QSD) comenzó con los trabajos de
Kolmogorov, Yaglom y Sevastyanov [Kol38, Yag47, Sev51]. Dada una cadena de Markov
en espacio de estados S ∪ {0} una distribución cuasiestacionaria ν es una medida de
probabilidad en S que satisface que cuando la cadena empieza con distribución ν la
distribución del proceso a tiempo n condicionada a no haber tocado 0 sigue siendo ν.

En el artículo fundacional de Yaglom [Yag47] se estudian QSD para procesos de Galton-
Watson subcríticos. Desde entonces, se ha estudiado la existencia, unicidad y otras pro-
piedades de las distribuciones cuasiestacionarias para diversos procesos, [DS65, SVJ66,
Cav78, ST85, FMP91, FKMP95, FKM96, GJ13, MV12, AFGJ16, CV16].

El cálculo de las distribuciones cuasiestacionarias involucra la resolución de un proble-
ma de autovalores y debido a la complejidad de este problema cuando el espacio de estados
es muy grande o incluso in�nito, se han desarrollado diversos métodos de simulación y
aproximación [FV79, AFP88, BH00].

La idea central del método de AFP es construir un proceso no condicionado que
sirva para aproximar distribuciones cuasiestacionarias de cadenas de Markov. Esto se
hace de la siguiente manera: se corre la cadena de Markov hasta que llega al estado 0.
En ese momento se sortea uno de los estados de S con probabilidades proporcionales
a la cantidad de veces que la cadena ha pasado por cada estado (denominamos a esta
distribución medida empírica). Se vuelve a correr la cadena de Markov inicializada en el
estado sorteado y de forma independiente hasta llegar a 0 nuevamente. Luego se vuelve a
sortear un estado pero considerando ambas cadenas.

Se repite el procedimiento teniendo en cuenta que se sorteará el estado inicial de cada
cadena de Markov considerando todas las cadenas anteriores. Se crea un nuevo proceso sin
el 0 concatenando las cadenas generadas. Este nuevo proceso puede ser identi�cado con
un proceso de rami�cación multitipo a tiempo continuo. Partiendo del comportamiento
asintótico de este proceso de rami�cación, se obtiene que la medida empírica del nuevo
proceso converge a la QSD minimal de la cadena de Markov original.

Inspirados en el método de AFP hemos desarrollado otro método que involucra pro-
cesos de rami�cación multitipo a tiempo discreto. Este nuevo método consiste en correr
una cadena de Markov hasta llegar al 0 y luego, en vez de sortear el nuevo estado inicial,
se impone que todos los estados por los que pasó la cadena se reproduzcan en simultáneo.
Esto da lugar a un proceso de rami�cación multitipo a tiempo discreto.

Por un lado, este nuevo método tiene la ventaja de que puede ser fácilmente paraleliza-
do y por otro lado hemos podido probar la convergencia del mismo a la QSD minimal para
una familia de procesos mucho más grande que en el caso de AFP. Este familia incluye
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a los procesos de Galton-Watson para los cuales no hemos podido probar la convergencia
de AFP con total generalidad.

En otra dirección, partiendo de las ideas de Ferrari y Rolla [FR15], hemos desarrollado
un método para aproximar QSD en espacios numerables por QSD en espacios �nitos. La
idea central es utilizar dominación estocástica, que es un orden en el espacio de medidas,
para construir una sucesión monótona creciente de QSD en espacios �nitos y convergente
a la QSD del proceso de�nido en espacio de estados numerable. Este método lo aplicamos
a procesos de nacimiento y muerte cuyas QSD son conocidas pero cabe destacar que el
método puede ser aplicado a procesos de nacimiento y muerte más generales.

Organización de la Tesis. En el Capítulo 1 tratamos procesos de rami�cación. Intro-
ducimos y damos propiedades del proceso de Galton-Watson y procesos de rami�cación
multitipo en espacio numerables. Lo construimos y probamos sus principales propieda-
des para tiempo discreto y continuo. Nos enfocamos en el comportamiento asintótico del
proceso cuando este no se extingue. En particular damos condiciones bajo las cuales las
proporciones de individuos de cada tipo convergen a una medida de probabilidad.

En el Capítulo 2 describimos los procesos de urna y mostramos la relación con los
procesos de rami�cación. Probamos el comportamiento asintótico de la urna cuando el
conjunto de los posibles colores de las bolas es numerable bajo hipótesis adecuadas.

En el Capítulo 3 introducimos las distribuciones cuasiestacionarias, el tema central de
esta tesis. Probamos que si la matriz de probabilidades de transición cumple una condición
de Döeblin entonces el proceso es R-positivo, lo que implica la existencia de al menos una
QSD y posibilita además la aplicación de los métodos desarrollados en el Capítulo 1 para
probar la convergencia de los métodos de aproximación y simulación de la misma.

En el Capítulo 4 nos centramos en la simulación de QSD. De�nimos el método de AFP,
y probamos la convergencia del mismo para procesos de�nidos en espacios de estados
numerables bajo la condición de Döeblin de�nida en el Capítulo 3. Además damos un
nuevo método similar al de AFP, pero el cual involucra procesos de rami�cación multitipo
a tiempo discreto. Damos condiciones bajo las cuales el método converge y probamos que
se puede aplicar este método a procesos de Galton-Watson subcríticos.

En el Capítulo 5 aproximamos la QSD minimal de procesos de nacimiento y muerte
en espacios de estados numerable mediante las QSD de procesos de nacimiento y muerte
en espacios �nitos. Además probamos que esta convergencia es monótona.
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Capítulo 1

Procesos de rami�cación

El origen de las investigaciones sobre procesos de rami�cación se atribuye a los estudios
realizados por Bienaymé en Francia [Bie74] y por Galton y Watson en Inglaterra [WG75].
Estas surgieron por la preocupación en la extinción de los apellidos aristocráticos. De
estos estudios surgió el proceso de rami�cación llamado proceso de Galton-Watson.

Los procesos de rami�cación ofrecen un modelo matemático para el estudio de po-
blaciones en las que los individuos viven, se reproducen y mueren independientemente
unos de otros. Dentro de la teoría de procesos de rami�cación, hay diferentes modelos.
El más simple es el llamado Galton-Watson donde se comienza con un individuo, el cual
constituye la generación cero, sus hijos forman parte de la primera generación, sus nietos
de la segunda, y así sucesivamente. Todos los individuos pertenecientes a una generación,
se mueren y se reproducen en simultáneo dando lugar a la siguiente generación.

En lugar de suponer que todos los individuos mueren y se reproducen en simultáneo,
es posible considerar un proceso similar al de Galton-Watson, en el cual el tiempo de vida
y la cantidad de descendientes de cada individuo son aleatorios e independientes entre sí.

Una posible generalización de los procesos antes mencionados son los procesos de
rami�cación multitipo en los cuales se consideran distintos tipos de individuos. Estos se
pueden separar según si el conjunto de los distintos tipos de individuos es �nito, numerable
o no numerable. Al igual que en el caso simple, se puede suponer que el tiempo de vida de
cada individuo es �jo (tiempo discreto) o que tienen un tiempo aleatorio de vida asociado
(tiempo continuo). En general, hay varias condiciones que se pueden considerar de un
proceso de rami�cación y de la manera en que evoluciona. En nuestro caso, supondremos
que cada individuo es independiente de los otros individuos y de la historia del proceso.
Además cuando consideramos el caso continuo, supondremos que el tiempo de vida de
cada individuo tiene distribución exponencial, lo que resultará en un proceso de Markov.

Una de las preguntas básicas que se plantean en el estudio de los procesos de rami-
�cación es si la población se extingue o sobrevive con probabilidad positiva. Cuando la
población sobrevive, interesa conocer la proporción de individuos de cada tipo.

A continuación mencionaremos algunos trabajos relevantes para nuestro estudio. En
el caso de procesos de rami�cación con �nitos tipos de individuos, destacamos los libros
[AN04, Har63]. Para estudiar comportamientos asintóticos de la población es utilizada la
teoría de Perron-Frobenius sobre matrices positivas [Sen06]. El caso de tiempo discreto
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18 CAPÍTULO 1. PROCESOS DE RAMIFICACIÓN

puede verse en [KLPP97] y el caso de tiempo continuo en [GB03]. Otra de las herra-
mientas muy utilizadas para conocer propiedades de los procesos es la función generadora
de momentos, [AN04, Har63]. Por ejemplo, cuando el proceso multitipo �nito no se ex-
tingue la función generadora tiene solo dos puntos �jos, uno de los cuales representa la
probabilidad de extinción.

La bibliografía sobre el caso multitipo con numerable tipos de individuos es menor a
la del caso �nito. Solo algunos de los resultados han sido extendidos y otros permanecen
abiertos. Típicamente se asumen hipótesis de R-positividad sobre la matriz de medias. En
el trabajo [VJ67] se estudian las propiedades de las matrices R-positivas; la R-positividad
de una matriz es una condición que garantiza que el comportamiento asintótico de las
potencias de la misma es similar al del caso �nito dado por la teoría de Perron-Frobenius.
En [Moy67] se estudia el comportamiento asintótico del proceso cuando este no se extingue
bajo hipótesis de R-positividad sobre la matriz de medias.

Un ejemplo en donde la generalización del caso �nito al caso numerable falla es en el
estudio de los puntos �jos de la función generadora de momentos. Como hemos mencio-
nado en el caso �nito, si la población no se extingue, la función tiene solo dos puntos �jos,
pero en el caso numerable, esto es falso en general [BZ14]. Pueden verse contraejemplos
en [BZ17].

El resultado principal de este capítulo es el Teorema 1.35 sobre procesos de rami�cación
multitipo a tiempo continuo para numerables tipos de individuos. El teorema dice que,
cuando el proceso no se extingue, la proporción de individuos de cada tipo converge en
probabilidad a una medida de probabilidad en N. Más aún, se caracteriza dicha medida.

El esquema del capítulo es el siguiente. Comienza con el proceso de rami�cación llama-
do Galton-Watson, se dan varias propiedades, se de�ne la función generadora y se analiza
el comportamiento del proceso a tiempos grandes. Luego se estudian procesos de rami�-
cación multitipo con numerables tipos de individuos, separándolos en tiempo discreto y
continuo.

A tiempo discreto se analiza la función generadora, las propiedades de la matriz de
medias, el teorema de convergencia de [Moy67] y la probabilidad de extinción entre otros.
En la Proposición 1.29 se muestra, en el caso en el que el proceso no se extingue, la
convergencia en probabilidad de la proporción de individuos de cada tipo al autovector a
izquierda asociado a la matriz de medias (Subsección 1.2.2). Luego se da la construcción
del proceso de rami�cación multitipo a tiempo continuo, se calcula la media de la cantidad
de individuos de cada tipo, se estudia el proceso discretizado en el tiempo para luego
generalizar al caso continuo la Proposición 1.29 dando lugar al Teorema 1.35.

1.1. Procesos de Galton-Watson

Los resultados principales sobre procesos de Galton-Watson pueden verse en [AN04,
Capítulo 1]. Daremos las demostraciones de los resultados que consideramos pertinentes
para el resto del capítulo.



1.1. PROCESOS DE GALTON-WATSON 19

El proceso de Galton-Watson es un proceso de Markov a tiempo discreto que representa
la cantidad de individuos de las generaciones sucesivas. Denotamos Y (n) a la variable
aleatoria que representa la cantidad de individuos en la generación n-ésima. Suponemos
que el número de hijos que tiene un individuo es una variable aleatoria con distribución
(pi)i∈N0 , donde pi es la probabilidad de que un individuo deje i descendientes, con i ∈ N0.
Para cada j ∈ N, k ∈ N0, L

k
j representa el número de hijos del j-ésimo miembro de la

k-ésima generación. Podemos expresar a Y (n+ 1) a partir de {Lnj , j ≥ 1} e Y (n),

Y (n+ 1) = Ln1 + ..+ LnY (n).

Asumimos que {Lkj , k ≥ 0, j ≥ 1} son variables aleatorias i.i.d., donde P(L1
1 = i) =

pi ∀i ∈ N0. El proceso construido cumple E(sY (n+1)|Y (n) = i) =
[
E(sL

1
1)
]i
.

Si denotamos

pij := P(Y (n+ 1) = j|Y (n) = i) = P
( i∑
l=1

Lnl = j
)
,

el proceso veri�ca ∑
j∈N0

pijs
j =

[∑
j∈N0

pjs
j
]i
.

De�nición 1.1. Una cadena de Markov {Y (n), n ∈ N0} es un Proceso de Galton-Watson
si las probabilidades de transición cumplen∑

j∈N0

pijs
j =

[∑
j∈N0

pjs
j
]i
,

para todo s ∈ [0, 1], donde pij = P(Y (n+ 1) = j|Y (n) = i) para i, j ∈ N0.

Notemos que la de�nición da una propiedad aditiva sobre el proceso, signi�ca que si
Y (n) = i entonces la distribución Y (n+ 1) tiene la distribución de la suma de i variables
aleatorias independientes, todas con distribución (pi)i∈N0 . Si en la generación n no hay
individuos, tampoco habrá en las generaciones siguientes, es decir P(Y (n+1) = 0|Y (n) =
0) = 1.

Si el proceso comienza con i individuos, denotamos Y (i)(n), n ∈ N. Este proceso es la
suma de i procesos de rami�cación independientes que se inician con un solo individuo.
Para evitar situaciones triviales, vamos a suponer que p0+p1 < 1. Es decir, la probabilidad
de tener a lo sumo un individuo es menor que 1.

Estamos interesados en estudiar si la población perdura en el tiempo. Para esto ten-
dríamos que conocer la distribución de Y (n), para así poder calcular P(Y (n) = 0) para n
su�cientemente grande. Observemos que la distribución de la cantidad de individuos en
la generación n-ésima depende de las generaciones anteriores.

Una función que será muy útil en el estudio de procesos de rami�cación es la función
generadora de momentos de la variable Y (1).
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Sea f : [0, 1]→ R+ de�nida por f(s) := E(sY (1)) = E(sL
1
1). Consideramos también sus

composiciones,

f0(s) = s f1(s) = f(s) (1.1)

fn+1(s) = f(fn(s)), n ∈ N (1.2)

Proposición 1.2. La función generadora de Y (n) es fn(s), es decir, componer n veces
la función generadora de Y (1).

Demostración. Sea f(n) la función generadora asociada a Y (n):

f(n)(s) =
∑
k∈N0

P(Y (n) = k)sk.

Como f(s) = f(1)(s), basta probar que la sucesión de funciones f(n) cumple una relación
de recurrencia como (1.2). Por como la de�nimos,

f(n+1)(s) = E(sY (n+1)) = E(sL
n
1 +..+Ln

Y (n)) =
∑
k∈N0

E(1{Y (n) = k}sLn
1 +..+Ln

k ).

La variable Y (n) es independiente de las variables Lnj , j ≥ 1, por lo tanto,

E(1{Y (n) = k}sLn
1 +..+Ln

k ) = P(Y (n) = k)E(sL
n
1 +..+Ln

k ).

Como las variables, Ln1 , .., L
n
k son i.i.d.

E(sL
n
1 +..+Ln

k ) =
k∏
j=1

E(sL
n
j ) = (E(sL

1
1))k = (f(s))k.

Luego,

f(n+1)(s) =
∑
k∈N0

P(Y (n) = k)(f(s))k = f(n)(f(s)).

Estas funciones nos van a ayudar para calcular los momentos del proceso. Cuando
estos existan, los podemos expresar en términos de las derivadas de fn(s) para s = 1.

Teorema 1.3. Para el proceso de rami�cación ya de�nido, si E(Y (1)) = m, entonces
E(Y (n)) = mn.

Demostración. Para la media de la primera generación tenemos,

E(Y (1)) =
∑
j∈N0

pjj = f ′(1) = m.

Para la generación n-ésima,
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E(Y (n)) =
∑
j∈N0

P(Y (n) = j)j = f ′n(1) = (fn−1(f(1)))′ = f ′n−1(f(1))f ′(1)

= f ′n−1(1)f ′(1) = ... = (f ′(1))n = mn.

Queremos analizar el comportamiento del proceso, para ello necesitamos algunas pro-
piedades de la funciones generadoras. Luego, veremos que de lo único que depende que el
proceso se extinga es de la media.

Lema 1.4. La función f cumple las siguientes propiedades:

1. f es estrictamente creciente y convexa.

2. f(0) = p0 f(1) = 1 f ′(1) = E(L) f ′′(1) = E(L(L− 1)).

3. Si m ≤ 1 entonces f(s) > s, para todo s ∈ [0, 1).

4. Si m > 1 entonces f(s) = s tiene una única solución en [0, 1).

Demostración. 1. Veamos las derivadas de f ,

f(s) =
∑∞

k=0 pks
k

f ′(s) =
∑∞

k=1 pkks
k−1 > 0 ∀s ∈ (0, 1)

f ′′(s) =
∑∞

k=2 pkk(k − 1)sk−2 > 0 ∀s ∈ (0, 1) (pues supusimos p0 + p1 < 1).

Por lo tanto f es estrictamente creciente y convexa.

2. Es inmediato.

3. Consideremos la función

g : [0, 1]→ R g(s) = f(s)− s.

Sus derivadas, g′(s) = f ′(s)−1, g′′(s) = f ′′(s). Como f es estrictamente convexa en
[0, 1] y f(1) = 1, la función g(s) también es estrictamente convexa y g(1) = 0. Luego
la derivada g′(s) es una función estrictamente creciente, y si suponemos m ≤ 1,
g′(1) = f ′(1)− 1 = m− 1 ≤ 0, por lo tanto g es estrictamente decreciente en [0, 1].
Como g(1) = f(1)− 1 = 0, g(s) > 0 para s ∈ [0, 1) y f(s) > s en [0, 1).

4. Sea m > 1, y g la función de�nida anteriormente. Como g′′(s) > 0 ∀s ∈ (0, 1), g es
convexa en (0, 1) y g′ es estrictamente creciente, por lo tanto g tiene a lo sumo un
punto crítico en (0, 1). Como g′(1) = m− 1 > 0 y g(1) = f(1)− 1 = 0, existe s0 < 1
con g(s0) < 0. Por otro lado, g(0) = p0 > 0. Luego existe q ∈ (0, 1) tal que g(q) = 0,
es decir, f(q) = q.
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Teorema 1.5. Sea (Y (n))n≥0 un proceso de Galton-Watson. Llamamos q a la probabilidad
de que el proceso se extinga, es decir

P

(⋃
n∈N

{Y (n) = 0}

)
= q.

Entonces q es el punto �jo más chico de la función generadora.

Demostración. Primero veamos que, fn(0)↗ q, cuando n→∞. Observemos que f(0) >
0, y f es creciente, por lo tanto, 0 < f(0) < f(q) = q. Aplicando nuevamente f , 0 <
f(0) < f2(0) < q. Repitiendo este procedimiento, obtenemos que fn(0) es creciente y
acotada. Sea L = ĺımn→∞ fn(0), L ≤ q. Como f es continua,

f(L) = f
(

ĺım
n→∞

fn(0)
)

= ĺım
n→∞

fn+1(0) = L

Luego, L = q. Como {Y (n) = 0} ⊆ {Y (n+ 1) = 0} y fn(0) = P(Y (n) = 0) tenemos

P

(⋃
n∈N

{Y (n) = 0}

)
= ĺım

n→∞
P(Y (n) = 0) = ĺım

n→∞
fn(0) = q.

Del teorema se obtiene que si m ≤ 1 el proceso se extingue en tiempo �nito con proba-
bilidad 1. Cuando m < 1 se lo llama caso subcrítico, y cuando m = 1 caso crítico. Por otro
lado, si m > 1 (caso supercrítico) hay una probabilidad positiva de que los descendientes
permanezcan en todas las generaciones futuras. Veremos que en este caso, no solo hay
probabilidad positiva de no extinguirse, sino que además el tamaño de la población crece
exponencialmente. Para ello debemos introducir el concepto de martingala.

De�nición 1.6. El proceso estocástico (X(n))n∈N a valores en R es una martingala res-
pecto de la �ltración (Fn)n∈N si, para todo n ≥ 0

1. E(|X(n)|) <∞

2. X(n) ∈ Fn

3. E(X(n+ 1)|Fn) = X(n).

Para abreviar, decimos que X(n) es Fn-martingala.

Observación 1.7. Si X(n) es una martingala, E(X(n)) = E(X(0)) para todo n ∈ N.

En la siguiente proposición se dan condiciones bajo las cuales las martingalas conver-
gen.

Proposición 1.8. [Kal02, Proposición 6.19] Sea (X(n))n∈N una Fn-martingala, tal que
supn∈N {E(|X(n)|)} < ∞. Entonces existe ĺım

n→∞
X(n) casi seguramente.
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A continuación damos una martingala asociada al proceso de Galton-Watson.

Teorema 1.9. [AN04, Teorema 1, p. 9] Sea Fn = σ(Lki , i ≥ 1, 1 ≤ k ≤ n), y m = E(Lki ),

entonces W (n) = Y (n)
mn es una Fn-martingala.

Demostración. Claramente W (n) ∈ Fn. Como mn es una constante,

E(Wn+1|Fn) =
1

mn
E(Y (n+ 1)|Fn).

Además

E(Y (n+ 1)|Fn) = E

(∑
i∈N

1{i ≤ Y (n)}Ln1
∣∣Fn) .

La suma es de variables positivas, por lo tanto

E(Y (n+ 1)|Fn) =
∑
i∈N

E (1{i ≤ Y (n)}Ln1 |Fn) .

Como 1{i ≤ Y (n)} ∈ Fn y Ln1 es independiente de Fn,

E(Y (n+ 1)|Fn) =
∑
i∈N

1{i ≤ Y (n)}E(Ln1 ) = mY (n).

Luego,

E(W (n+ 1)|Fn) =
1

mn+1
E(Y (n+ 1)|Fn) =

1

mn+1
mY (n) = W (n).

Como E(W (0)) = 1, E(W (n)) = 1 para todo n.

Observación 1.10. Existe una variable aleatoria W , tal que cuando n→∞

Y (n)

mn

cs−→ W.

De esta convergencia se ve que Y (n) crece como mnW , si W 6= 0. Si P(W = 0) = 1
nos dice simplemente que mn crece mas rápido que Y (n). El siguiente teorema muestra
que P(W = 0) es exactamente la probabilidad de extinción del proceso.

Teorema 1.11. [AN04, Teorema 2, p. 9] Si m > 1, V (Y (1)) = σ2 < ∞ e Y (0) = 1,
entonces

1. ĺımn→∞ E(W (n)−W )2 = 0,

2. E(W ) = 1,

3. P(W = 0) = P(Y (n) = 0 para algún n) = q.
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1.2. Procesos de rami�cación multitipo a tiempo dis-

creto

Los procesos de rami�cación multitipo son una generalización del modelo de Galton-
Watson, en el cual, se mantiene la independencia en la probabilidad de generar nuevos
individuos y se introduce la posibilidad de que haya diferentes tipos de individuos que
coexistan en la población. Las diferencias entre los distintos tipos quedarán puestas de
mani�esto en las pautas de reproducción de los mismos. Para analizar procesos de rami-
�cación multitipo es necesario introducir notación, de�niciones y algunos resultados.

1.2.1. Construcción del proceso

Daremos una construcción del proceso similar a la que se puede encontrar, a tiempo
continuo, en [GB03].

Sea S el conjunto de los distintos tipos de individuos. Suponemos que S es un conjunto
numerable. Para i, j ∈ S la variable aleatoria Lij representa la cantidad de hijos de tipo
j que tiene un individuo de tipo i. Para cada k = (k1, k2, ..), k ∈ NS0 sea pik = P(Lij =
kj,∀j ∈ S), es decir la probabilidad de que un individuo de tipo i tenga k1 individuos de
tipo 1, k2 individuos de tipo 2, etc. Notamos pi = {pik,k ∈ NS0 } a la distribución de la
cantidad de hijos de cada tipo que tiene un individuo de tipo i.

Construimos el árbol genealógico. Consideramos el espacio de estados

X =
⋃
n∈N Xn,

donde Xn es el espacio donde vive la generación n-ésima. Esto es X0 = S y i0 ∈ X es la
raíz del árbol. El siguiente es X1 = S×N y el elemento x = (i1, l1) ∈ X1 es el l1-ésimo hijo
de tipo i1 de la raíz. Finalmente, para n > 1, Xn = Sn ×Nn y x = (i1, .., in, l1, .., ln) ∈ Xn

es ln-ésimo hijo de tipo in del padre x̂ = (i1, .., in−1, l1, .., ln−1). Escribimos σ(x) = in para
el tipo de x ∈ Xn. Observemos que σ(x) ∈ S.

A cada x ∈ X le asociamos descendencia aleatoria, Lσ(x) = (Lσ(x)j)j∈S ∈ NS0 con
distribución pσ(x) tal que las variables {Lσ(x) : x ∈ X} son independientes. Las variables
aleatorias Lσ(x) indican como son actualizados los individuos x ∈ X. Por lo tanto el
conjunto X =

⋃
n∈NX

n esta de�nido recursivamente por

X0 = {i0} Xn = {x = (x̂, in, ln) ∈ Xn : x̂ ∈ Xn−1, ln ≤ Lσ(x̂),in}.

El árbol completo está determinado por el proceso X. Cuando comenzamos con una
distribución inicial ρ, la distribución de Xn es Pρ y la esperanza es Eρ, cuando i0 = i los
denotamos Pi y Ei.

Consideremos

Y(n) :=
∑
x∈Xn

δσ(x). (1.3)

Es decir, el vector Y(n) = (Y1(n), . . . , Yk(n), . . .) describe cuántos individuos de cada tipo
hay en la n-ésima generación. En particular, Yi(n) es el cardinal de Xn

i = {x ∈ Xn :
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σ(x) = i}. Notemos que

Y(n+ 1) =
∑
i∈S

Yi(n)∑
l=1

Ln,li , (1.4)

donde Ln,li denota el vector que indica la cantidad de descendientes del l-ésimo individuo
de tipo i en la generación n, su distribución no depende ni de l ni de n. De la ecuación se
desprende que el proceso es de Markov.

Introducimos la siguiente notación para el producto si =
∏

j∈S s
ij
j con s = (s1, s2, . . .) ∈

[0, 1]S e i ∈ NS .
Observemos que por la independencia de las variables aleatorias Lk se veri�ca

E(sY(n+1)|Y(n) = i) =
∏
k∈S

(
E(sLk)

)ik .
Que es equivalente a ∑

j∈NS
pi,js

j =
∏
k∈S

[
∑
j∈NS

pk,js
j]ik , (1.5)

donde pij := P(Y(n+ 1) = j|Y(n) = i).

De�nición 1.12. Una cadena de Markov {Y(n), n ∈ N0} es un proceso de rami�cación
multitipo (S−tipos) si las probabilidades de transición cumplen∑

j∈NS
pi,js

j =
∏
k∈S

[
∑
j∈NS

pk,js
j]ik ,

para todo s ∈ [0, 1]S , donde pij := P(Y(n+ 1) = j|Y(n) = i) para i, j ∈ NS .

Esta es una propiedad aditiva, signi�ca que si Y(n) = i, entonces Y(n + 1) tiene la
distribución de la suma de i1+i2+... variables aleatorias independientes, que toman valores
en S, de las cuales i1 tienen distribución p1, i2 tienen distribución p2, etc. Observemos que
si en la generación n no hay individuos, tampoco habrá en las generaciones siguientes,
es decir P(Y(n + 1) = 0|Y(n) = 0) = 1 para todo n ∈ N, donde denotamos con 0 :=
(0, 0, . . .).

Observación 1.13. Consideremos Y un proceso de Markov que veri�ca la De�nición
1.12.

Si hay un solo posible tipo de individuo, es decir el cardinal de S es 1, entonces Y
veri�ca la De�nición 1.1.

Todo proceso de rami�cación Y puede ser construido como en la ecuación 1.4.

Cuando el proceso comienza con k individuos, notamos Y
(k)
j (n) a la cantidad de indi-

viduos de tipo j que hay en la n-ésima generación. Por simplicidad en la notación, cuando
no sea esencial mostrar la dependencia en k omitiremos el superíndice.

Al igual que en proceso de Galton-Watson vamos a trabajar con la función generadora
de momentos.
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De�nición 1.14. Si el proceso empieza con un individuo de tipo i, la función generadora
de momentos de Y(n) viene dada por:

fni(s) := Ei(sY(n)) = Ei(
∏
j∈S

s
Yj(n)
j ),

con s = (s1, s2, . . .), y sj ∈ [0, 1] para todo j ∈ S. Denotamos

fn(s) = (fn1(s), fn2(s), . . .)

y de�nimos fni(0) = pi0.

Para simpli�car la notación, cuando nos estamos re�riendo a la función generadora de
Y(1), usaremos fi(s) = f1i(s).

Observemos que las funciones generadoras de Y(n) veri�can que Ek(sY(n)) = (fn(s))k

y que fn(s) es componer n veces la función generadora de Y(1). También para cada i ∈ S,
fni es continua pues Pi(|Y(n)| <∞) = 1 y Ei(sY(n)) resulta un polinomio en s. Más aún
fn es continua respecto a la topología producto [Mun75, Teorema 19.6].

1.2.2. Matriz de medias

Seamij := E(Lij) el número esperado de descendientes de tipo j que tiene un individuo
de tipo i. De�nimos la matriz de medias

M := {mij : i, j ∈ S}.

Claramente

mij =
∂fi(s)

∂sj
|s=1,

donde 1 = (1, 1, . . .). De�nimos inductivamente m
(n)
ij , para todo i, j ∈ S y n ∈ N:

m
(1)
ij = mij, m

(n+1)
ij =

∑
k∈S

m
(n)
ik mkj.

Es decir
m

(n)
ij = (Mn)ij.

De donde se deducen las siguientes propiedades:

E(Yj(k + n)|Y(k) = δi) = m
(n)
ij

E(Yj(k + n)|Y(k) = z) = (zMn)j =
∑
i∈S

zim
(n)
ij .

Si γ = (γ1, γ2, . . .)
t ∈ RS×1 es un vector columna no negativo, entonces

E(Y(k + n)γ|Y(k) = z) =
∑
j∈S

(zMn)jγj = zMnγ. (1.6)
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De�nición 1.15. Dada M = {mij : i, j ∈ S} una matriz con entradas no negativas tal

que m
(n)
ij <∞ para todo i, j ∈ S y n ∈ N. Decimos que:

La matriz M es irreducible si para cada par de índices i, j ∈ S existe n ∈ N tal que
m

(n)
ij > 0.

El estado i ∈ S es aperiódico si mcd{n ∈ N/m(n)
ii > 0} = 1.

La matriz M es aperiódica si para todo i ∈ S, i es aperiódico.

De�nición 1.16. Dada una matriz M = {mij : i, j ∈ S} diremos que λ es autovalor con
autovector a izquierda ν si

νM = λν

es decir para todo i ∈ S ∑
j∈S

νjmji = λνi.

Análogamente de�nimos autovector a derecha µ, como el vector columna que veri�ca

Mµ = λµ

es decir para todo i ∈ S ∑
j∈S

mijµj = λµi.

1.2.3. Propiedades ergódicas de la matriz de medias

En [VJ67, Teorema A] se muestra que si la matriz M es no negativa, irreducible,

aperiódica y veri�ca que m
(n)
ij <∞ para todo i, j ∈ S y para todo n ∈ N, entonces existe

ĺım
n→∞

(m
(n)
ij )

1
n

y es el mismo para todo i, j ∈ S. De donde existe un número R que es el radio de
convergencia común de las series

∑
n∈Nm

(n)
ij s

n.

De�nición 1.17. SeaM una matriz no negativa, irreducible, aperiódica tal que m
(n)
ij <∞

para todo i, j ∈ S y para todo n ∈ N.
Sea R > 0, decimos que M es R-transiente (respectivamente R-recurrente) si para

todo i, j ∈ S las series
∑

n∈Nm
(n)
ij R

n son todas �nitas (respectivamente in�nitas).
Si M es R-recurrente, decimos que es R-positiva (respectivamente R-nula) si las su-

cesiones (m
(n)
ij R

n)n no tienden a 0 (respectivamente tienden a 0).

La R-positividad de una matriz puede ser caracterizada en términos de sus autovec-
tores como muestran los siguientes teoremas.
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Teorema 1.18. [VJ67, Teorema D] Si M es R-positiva existen únicos (salvo constantes)
autovectores positivos a izquierda y derecha ((µk), (νk))k∈S , asociados al autovalor 1/R tal
que

∑
k∈S µkνk <∞ y se veri�ca

ĺım
n→∞

m
(n)
ij R

n =
µiνj∑
k∈S µkνk

.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer
∑

k∈S µkνk = 1, con lo cual para todo

i, j ∈ S, tenemos que ĺımn→∞m
(n)
ij R

n = µiνj > 0.

Teorema 1.19. [Sen06, Teorema 6.4] Sea M una matriz no nula, irreducible que veri�ca

m
(n)
ij < ∞ para todo i, j ∈ S y para todo n ∈ N. Asumimos que el radio de convergencia

R > 0. Sean ν, µ autovectores a izquierda y derecha respectivamente asociados al mismo
autovalor α tal que

∑
k∈S µkνk <∞. Entonces M es R-positiva y R = 1/α.

Los procesos de rami�cación multitipo con matriz de transición R-positiva los podemos
separar en 3 casos.

Si R > 1 decimos que el proceso es subcrítico. En este caso, ĺımn→∞m
(n)
ij = 0 lo que

signi�ca que en media la población tiende a extinguirse.

Si R = 1 es el caso crítico. En este caso obtenemos que ĺımn→∞m
(n)
ij = µiνj > 0.

Si R < 1 el proceso es supercrítico, ĺımn→∞m
(n)
ij =∞ lo que signi�ca que en media

la cantidad de individuos de cada tipo de la población tiende a in�nito.

Estamos interesados en el último caso, que es cuando el tamaño de la población en media
crece exponencialmente. En el evento en que la población no se extingue nos interesa
conocer la proporción de cada tipo en la población para tiempos grandes, es decir estu-
diar el comportamiento asintótico de Y(n)

|Y(n)| . Al igual que en el caso de Galton-Watson
trabajaremos con una martingala asociada al proceso.

Proposición 1.20. Sean {Y(n), n ∈ N} un proceso de rami�cación multitipo y M la
matriz de medias. Supongamos que µ es autovector a derecha de M asociado al autovalor
λ. Consideremos W (n) = Y(n)µλ−n y Fn = la σ-álgebra generada por Y(n). Entonces
la familia {(W (n),Fn), n ∈ N} es una martingala no negativa.

Demostración. Claramente W (n) es no negativa y W (n) ∈ Fn. Observemos que

E(W (n+ 1)|Y(n)) = λ−(n+1)E(Y(n+ 1)µ|Y(n)) = λ−(n+1)Y(n)Mµ

= λ−(n+1)Y(n)λµ = W (n).

Luego W (n) es una martingala.

Corolario 1.21. SeaW (n) = Y(n)µλ−n. Existe una variable aleatoriaW , tal que cuando
n→∞

W (n)
cs−→ W.

Demostración. Se deduce de aplicar el Teorema 1.8 a la martingala W (n).

De�nición 1.22. Sean {Y(n), n ∈ N} un proceso de rami�cación multitipo yM la matriz
de medias. Si M es R-positiva, denotaremos por W al límite de la martingala Y(n)µRn

con µ autovector a derecha asociado a 1/R.
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1.2.4. Probabilidad de extinción

En esta sección veremos, al igual que en los procesos de Galton-Watson, que la pro-
babilidad de extinción es un punto �jo de la función generadora de momentos. Además
relacionaremos la probabilidad de extinción con la variable aleatoria W generada a partir
de la martingala asociada al proceso.

Lema 1.23. Sea {Y(n), n ∈ N} un proceso de rami�cación multitipo conM = {mij, i, j ∈
S} la matriz de medias del proceso. Suponemos que M es una matriz irreducible, aperió-

dica, R-positiva con R ∈ (0, 1) y que m
(n)
ij es �nito para todo n ∈ N, i, j ∈ S.

Si f(s) es la función generadora de Y(1), obtenemos los siguientes resultados:

a) La función f tiene al menos dos puntos �jos:

1 = (1, 1, . . .)

q = (q1, q2, . . .) donde qi es la probabilidad de que el proceso se extinga, dado
que comenzó con un individuo de tipo i.

b) Si s es un punto �jo de f distinto de 1 entonces todas sus coordenadas son menores
estrictas que 1.

Demostración. a) Claramente 1 es solución de f(s) = s. Consideremos el evento de extin-
ción ⋃

n∈N

{Y(n) = 0}.

Llamamos q = (qi, i ∈ S) a la probabilidad de que el proceso se extinga, donde para cada
i ∈ S

qi = Pi

(⋃
n∈N

{Y(n) = 0}

)
.

Dado Y0 = δi

qi = Pi

(⋃
n∈N

{Y(n) = 0}

)
= ĺım

n→∞
Pi(Y(n) = 0) = ĺım

n→∞
fni(0),

de donde obtenemos el siguiente límite coordenada a coordenada q = ĺımn∈N fn(0). Por lo
tanto, como fn+1(0) = f(fn(0)) y f es continua tenemos

q = f(q).

b) Sea s ∈ [0, 1]S un punto �jo de f con sj < 1. Supongamos que existe k ∈ S tal que
fk(s) = 1 = sk. Si s es punto �jo de f lo es también de fn para cualquier n. Sea t ∈ [0, 1]S

tal que
tl = 1 si l 6= j

tl = sj si l = j.
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Como s ≤ t, fnk(s) = 1 y la función fnk es creciente, obtenemos que 1 = fnk(t) y por lo
tanto

1 =
∑
i∈NS

Pk(Y(n) = i)ti =
∑
i∈NS

Pk(Y(n) = i)s
ij
j .

Luego Pk(Y(n) = i) = 0 si ij > 0, pues
∑

i∈NS Pk(Y(n) = i) = 1. Con lo cual,

m
(n)
kj = Ek(Yj(n)) =

∑
i∈NS

Pk(Y(n) = i)ij = 0

para cualquier n ∈ N. Lo cual contradice la irreducibilidad de M , luego s < 1.

Teorema 1.24. Sea {Y(n), n ∈ N} un proceso de rami�cación multitipo, bajo las condi-
ciones del Lema 1.23. Si existe i ∈ S para el cual cuando n → ∞ se tiene Yi(n)

cs−→ ∞,
la función generadora tiene solo dos puntos �jos: 1 y 0. En particular, la probabilidad de
extinción q es igual a 0.

Demostración. Sea s un punto �jo de la función generadora distinto de 1. Por el Lema 1.23
todas las coordenadas son menores estrictas que 1. Sea i tal que Yi(n)

cs−→∞, entonces

sk = fnk(s) = Ek

(∏
j∈S

s
Yj(n)
j

)
= Ek(sYi(n)

i

∏
j 6=i

s
Yj(n)
j ) ≤ Ek(sYi(n)

i ).

Por el Teorema de convergencia mayorada, siendo que si < 1 y que Yi(n)→∞ obtenemos

que cuando n→∞, Ek(sYi(n)
i )→ 0 y por lo tanto sk = 0 para cualquier k ∈ S. Luego el

único punto �jo distinto de 1 es 0.

Proposición 1.25. Sea W la variable aleatoria de�nida en el Corolario 1.21 y r =
(r1, r2, . . .) el vector con coordenadas ri = Pi(W = 0). La función generadora f tiene a r
como punto �jo.

Demostración. Veamos que r es un punto �jo de la función generadora. Sea i ∈ S,

ri = Pi(W = 0) =
∑
j∈NS

Pi(W = 0|Y(1) = j)Pi(Y(1) = j)

=
∑
j∈NS

Pi(Y(1) = j)
∏
k∈S

Pk(W = 0)jk

= fi(P(W = 0)) = fi(r)

Corolario 1.26. Sea {Y(n), n ∈ N} un proceso de rami�cación que veri�ca las hipótesis
del Teorema 1.24. Entonces r = 0 o r = 1.
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1.2.5. Teoremas de convergencia

En [Moy67] se muestra el comportamiento asintótico para los procesos de rami�cación
multitipo en espacios de tipos numerable en el caso supercrítico. Vamos a enunciar este
teorema y luego dar el resultado obtenido sobre la convergencia de la proporción de cada
tipo individuos.

Teorema 1.27. [Moy67, Teorema 1] Sea {Y(n), n ∈ N0} un proceso de rami�cación
multitipo. Para i, j ∈ S la variable aleatoria Lij representa la cantidad de hijos de tipo
j que tiene un individuo de tipo i. Sea mij = E(Lij) y M = {mij, i, j ∈ S} la matriz de
medias del proceso. Suponemos queM es una matriz irreducible, aperiódica, R-positiva con
R ∈ (0, 1) y que m

(n)
ij es �nito para todo n ∈ N, i, j ∈ S. Notamos ν y µ los autovectores a

izquierda y derecha respectivamente, asociados al autovalor 1/R que satisfacen que νµ = 1.
Si P(Y(0) = y) = 1 para y ∈ NS con |y| <∞ y se veri�ca∑

j∈S

Ej((Y(1)µ)2)νj <∞, (1.7)

entonces la variable aleatoria W (De�nición 1.22) cumple Ey(W 2) <∞ y

ĺım
n→∞

Ey((RnY(n)g − νgW )2) = 0,

para todo vector columna g = (g1, g2, . . .)
t ∈ RS×1 tal que (gi/µi)i∈S está acotado. Además,

Ey(W ) = yµ.

De�nición 1.28. Dada una sucesión de variables aleatorias (X(n))n∈N, con X(n) ∈ RS

y γ ∈ RS . Notamos X(n)
P−→ γ cuando para todo i ∈ S obtenemos que cuando n →

∞, Xi(n)
P−→ γi. Es decir, consideramos la convergencia en probabilidad coordenada a

coordenada.

A continuación damos condiciones bajo las cuales, a partir del Teorema 1.27, podemos
hallar el comportamiento asintótico de la proporción de individuos.

Proposición 1.29. Sea {Y(n), n ∈ N0} un proceso de rami�cación multitipo bajo las
condiciones del Teorema 1.27. Además suponemos que el autovector a derecha µ veri�ca
que ĺım infi→∞ µi 6= 0 y que el autovector a izquierda ν cumple

∑
j∈S νj = 1.

Si para todo i ∈ S Pi(W = 0) = 0, cuando n→∞ se tiene

Y(n)

|Y(n)|
P−→ ν.

Demostración. Por el Teorema 1.27 se tienen en particular los siguientes límites.

Tomando g = δi entonces

ĺım
n→∞

E((RnYi(n)− νiW )2) = 0.
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Tomando g ≡ 1 y usando que ĺım infi→∞ µi 6= 0

ĺım
n→∞

E((Rn
∑
i∈S

Yi(n)−W )2) = 0.

Luego valen los límites en probabilidad:

ĺım
n→∞

RnYi(n) = νiW y ĺım
n→∞

Rn|Y(n)| = W.

De este último límite se deduce

{|Y(n)| → 0} ⊆ {W = 0}. (1.8)

Como Pi(W = 0) = 0 para todo i por (1.8) obtenemos que Pi(|Y(n)| → 0) = 0.
Siendo que Pi(|Y(n)| 9 0) = 1 obtenemos para cada j ∈ S el siguiente límite en

probabilidad:

ĺım
n→∞

Yj(n)

|Y(n)|
= ĺım

n→∞

RnYj(n)

Rn
∑

i∈S Yi(n)
=
νjW

W
= νj.

Proposición 1.30. Bajo las condiciones del Teorema 1.27, una condición su�ciente para
que se veri�que que ri = Pi(W = 0) = 0 para todo i ∈ S es que exista j ∈ S para el cual
cuando n→∞, Yj(n)

cs−→∞. La variable aleatoria W está de�nida en 1.22.

Demostración. Notemos que si existe j ∈ S para el cual cuando n→∞ Yj(n)
cs−→∞, se

tiene que la función generadora tiene solo dos puntos �jos, 0 y 1 (Teorema 1.24). Por el
Teorema 1.27 obtenemos que Ei(W ) = µi > 0 de donde ri = Pi(W = 0) 6= 1 y como r es
punto �jo de la función generadora resulta ri = 0 para todo i.

1.3. Procesos de rami�cación multitipo a tiempo con-

tinuo

Una extensión natural es considerar que el tiempo de vida de los individuos es aleatorio.
Es decir, considerar el tiempo de vida de cada individuo como una variable aleatoria
continua, al término del cual se muere y se produce un número aleatorio de individuos
descendientes. En lugar de considerar la cadena de Markov {Y(n), n ∈ N} consideráramos
el proceso {Z(t), t ≥ 0}. Para que este proceso sea de Markov debemos imponer que los
tiempos de vida tengan distribución exponencial. Para comenzar daremos la construcción
del proceso y luego su de�nición.

1.3.1. Construcción del proceso

La siguiente construcción fue extraída de [GB03].
Sea S el espacio de los distintos tipos de individuos. Cada individuo i ∈ S vive un

tiempo exponencial de parámetro ai > 0. Para i, j ∈ S sea Lij el número de hijos de
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tipo j que tiene el individuo de tipo i. Para cada i ∈ S la variable Li = (Lij)j∈S tiene
distribución pi = (pi1, .., pik, ..), y media �nita mij = E(Lij), ∀i, j ∈ S.

Construimos el árbol genealógico. Para empezar consideramos el espacio de estados

X =
⋃
n∈N Xn,

donde Xn es el espacio donde vive la generación n-ésima. Esto es X0 = S y i0 ∈ X es la
raíz del árbol. El siguiente es X1 = S×N y el elemento x = (i1, l1) ∈ X1 es el l1-ésimo hijo
de tipo i1 de la raíz. Finalmente, para n > 1, Xn = Sn ×Nn y x = (i1, .., in, l1, .., ln) ∈ Xn

es ln-ésimo hijo de tipo in del padre x̂ = (i1, .., in−1, l1, .., ln−1). Escribimos σ(x) = in para
el tipo de x ∈ Xn. Observemos que σ(x) ∈ S.

A cada x ∈ X le asociamos

un tiempo de vida aleatorio τx, con distribución exponencial de parámetro aσ(x)

descendencia aleatoria, Lσ(x) = (Lσ(x)j)j∈S ∈ NS0 con distribución pσ(x) tal que las
variables {τx,Lσ(x) : x ∈ X} son independientes.

Las variables aleatorias Lσ(x) indican como son actualizados los individuos x ∈ X. Por lo
tanto el conjunto X =

⋃
n∈NX

n esta de�nido recursivamente por

X0 = {i0} Xn = {x = (x̂, in, ln) ∈ Xn : x̂ ∈ Xn−1, ln ≤ Lσ(x̂),in}.

La variable aleatoria τx es el tiempo de vida de x ∈ X. Sea Tx el instante en que
muere y se reproduce x. Lo de�nimos recursivamente por Tx = Tx̂ + τx, con Tî0 = τî0
si î0 ∈ X0, es decir el tiempo en el que esta vivo x ∈ X es: [Tx̂, Tx). Por lo tanto,
X(t) = {x ∈ X/Tx̂ ≤ t < Tx} es la población a tiempo t.

El árbol completo esta determinado por el proceso X((0,∞)) = (X(t))t≥0 de�nido
en el espacio Skorohod Ω =: D([0,+∞), β(X)), es decir el espacio formado por todas las
funciones cadlag (continua a derecha con límite a izquierda) de [0,+∞) a valores en el
conjunto β(X) que son los subconjuntos �nitos de X.

Cuando comenzamos con una distribución inicial ρ, la distribución de X(t) en Ω es Pρ
y la esperanza es Eρ, cuando i0 = i notamos, Pi y Ei.

Para cada x ∈ X(s) consideramos, X(x, t) = {y ∈ X : xy ∈ X(t)}, en palabras el
conjunto X(x, t) son los descendientes de x que están vivos a tiempo t. Por la propiedad
de falta de memoria de la distribución exponencial, los descendientes de X(x, [s,∞)) =
(X(x, t))t≥s con x ∈ X(s), son independientes de X([0, s]).

Consideremos la medida,

Z(t) :=
∑
x∈X(t)

δσ(x). (1.9)

Es decir, Z(t) = (Z1(t), .., Zk(t), ..) donde Zi(t) es la cantidad de individuos de tipo i que
viven a tiempo t. En particular, Zi(t) es el cardinal de Xi(t) = {x ∈ X(t) : σ(x) = i}. El
total de la población a tiempo t lo denotamos, |Z(t)| =

∑
j∈S Zj(t) = |X(t)|.

Notemos que el proceso construido veri�ca

E(sZ(t)|Z(0) = i) =
∏
k∈S

(
E(sZ(t)|Z(0) = δk)

)ik
.
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Si denotamos P (i, j, t) := P(Z(t) = j|Z(0) = i) = Pi(Z(t) = j), se veri�ca∑
j∈NS

P (i, j, t)sj =
∏
k∈S

[
∑
j∈NS

P (δk, j, t)s
j]ik .

De�nición 1.31. Un proceso de Markov {Z(t), t ≥ 0} es un proceso de rami�cación
multitipo (S-tipos) a tiempo continuo si las probabilidades de transición cumplen:∑

j∈NS
P (i, j, t)sj =

∏
k∈S

[
∑
j∈NS

P (δk, j, t)s
j]ik ,

para todo s ∈ [0, 1]S .

Observemos que un proceso de Markov que veri�ca esta de�nición puede ser construido
como (1.9) y que P(Z(t+ h) = 0|Z(t) = 0) = 1 para todo h, t ≥ 0.

Proposición 1.32. Sea {Z(t), t ≥ 0} un proceso de rami�cación multitipo a tiempo
continuo. Cada individuo de tipo i ∈ S vive un tiempo exponencial de parámetro 1 y luego
se reproduce aleatoriamente con distribución pi. Notamos Lij a la cantidad de individuos
de tipo j que tiene un individuo de tipo i. Sea mij = E(Lij) y M = {mij, i, j ∈ S} la
matriz de medias del proceso, suponemos que M es un operador acotado. Para cada t ≥ 0
consideramos la matriz C(t) = {Cij(t), i, j ∈ S} donde Cij(t) = Ei(Zj(t)).

Si M es irreducible, aperiódica y R-positiva (R > 0), obtenemos para t ≥ 0,

C(t) = et(M−Id)

donde Id := 1{i = j, i, j ∈ S}. Además para todo t ≥ 0, C(t) es irreducible, αt-positiva

(αt = e−
t(1−R)

R ) y veri�ca que C
(n)
ij (t) es �nito para todo n ∈ N, i, j ∈ S. Los autovectores

asociados a 1/αt son los autovectores de la matriz M asociados a 1/R.

Demostración. Inicializamos el proceso (Z(t))t≥0 con un individuo de tipo i. La cantidad
de individuos de tipo j a tiempo t la podemos expresar separando en si el individuo inicial
se reproduce y tiene Lil hijos de tipo l o no se reproduce y solo él sigue vivo:

Z
(i)
j (t) = 1{A < t}

∑
l∈S

Lil∑
n=1

Z
(l,n)
j (t− A) + 1{A > t}δij

donde A es una variable aleatoria con distribución exponencial de parámetro 1 y Z
(l,n)
j (t) es

la cantidad de hijos de tipo j que tiene el n-ésimo individuo de tipo l. Tomando esperanza
obtenemos

Cij(t) =

∫ t

0

e−s
∑
l∈S

E(Lil)Clj(t− s)ds+ e−tδij

= e−t
∫ t

0

∑
l∈S

E(Lil)e
uClj(u)du+ e−tδij.
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Por [BE84, Teorema VII.3], este sistema de ecuaciones es equivalente a

d

dt
Cij(t) = −e−t

∫ t

0

∑
l∈S

E(Lil)e
uClj(u)du+ e−t

∑
l∈S

E(Lil)e
tClj(t)− e−tδij

=
∑
l∈S

E(Lil)Clj(t)− Cij(t).

Es decir, para cada t ≥ 0, d
dt
C(t) = (M − Id)C(t) y con condición inicial C(0) = Id.

Siendo queM es un operador acotado esta ecuación tiene solución única, [BE84, Teorema
VII.3] dada por

Cij(t) = (et(M−Id))ij =

(∑
k∈N

tk(M − Id)k

k!

)
ij

donde et(M−Id) es la función exponencial aplicada a t(M − Id), [Lax02, Sección 17.2].

Dado que C(t)n = C(nt), los coe�cientes C
(n)
ij (t) son �nitos para todo n ∈ N. Es fácil

ver que los autovectores de C(t) asociados a 1/αt son los autovectores de la matriz M
asociados a 1/R y luego, por el Teorema 1.19, se obtiene que C(t) es αt-positiva, con

αt = e−t(
1
R
−1). Veamos que C(t) es irreducible,

Cij(t) = (et(M−Id))ij = e−t(etM)ij = e−t
∞∑
n=0

m
(n)
ij

tn

n!
.

Luego, dado que M es irreducible, C(t) resulta irreducible.

A continuación de�nimos el proceso discreto inmerso en el proceso de rami�cación
(Z(t))t≥0, es decir para δ > 0 miramos el proceso continuo a tiempo nδ con n ∈ N lo que
da lugar a un proceso de rami�cación multitipo a tiempo discreto.

Lema 1.33. Sea Z = {Z(t) : t ≥ 0} un proceso de rami�cación multitipo a tiempo
continuo con probabilidades de transición pi,j = P (i, j, t). Para cualquier δ > 0, el proceso
discretizado Yδ = {Yδ(n), n ∈ N} con Yδ(n) = Z(nδ) para todo n ∈ N, es un proceso de
rami�cación multitipo a tiempo discreto con probabilidades de transición P (i, j, δ).

Demostración. Dado δ > 0, consideramos el procesoYδ(n) = Z(nδ), n ∈ N0. Este proceso
tiene probabilidades de transición pij = P (i, j, δ) que veri�can la De�nición 1.12.

Por simplicidad al proceso discretizado {Yδ(n)), n ∈ N} lo notaremos simplemente
{Y(n)), n ∈ N}.

1.3.2. Teoremas de convergencia

Enunciamos el siguiente resultado que lo usaremos en el estudio del comportamiento
asintótico de Z(t).
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Teorema 1.34. [Kin63, Teorema 2] Sea g(t) una función continua de�nida en (0,∞) tal
que para cada δ > 0,

ĺım
n→∞

g(nδ) = 0.

Entonces,
ĺım
t→∞

g(t) = 0.

A continuación damos el teorema principal de este capítulo. Si bien tiene muchas
hipótesis técnicas, en los capítulos siguientes mostraremos que éstas se veri�can en todos
los casos de nuestro interés.

Teorema 1.35. Sea {Z(t), t ≥ 0} un proceso de rami�cación multitipo a tiempo continuo
que veri�ca las condiciones de la Proposición 1.32. Sean ν y µ los autovectores a izquierda
y derecha respectivamente asociados al autovalor 1/R de la matriz de medias. Supongamos
que R ∈ (0, 1), ĺım infi→∞ µi 6= 0 y

∑
j∈S νj = 1. Si para todo δ > 0∑

j∈S

Ej
(
(Z(δ)µ)2) νj <∞ (1.10)

y si la variable aleatoria W (De�nición 1.22) del proceso discretizado Y(n) veri�ca que
Pi(W = 0) = 0 para todo i ∈ S, entonces cuando t→∞

Z(t)

|Z(t)|
P−→ ν.

Demostración. Dado ε > 0, para cada j ∈ S consideremos

gj(t) = P
(∣∣∣∣ Zj(t)|Z(t)|

− νj
∣∣∣∣ > ε

)
.

Veamos que gj es una función continua. Sean 0 ≤ s < t

∣∣∣∣P(∣∣∣∣ Zj(t)|Z(t)|
− νj

∣∣∣∣ > ε

)
− P

(∣∣∣∣ Zj(s)|Z(s)|
− νj

∣∣∣∣ > ε

)∣∣∣∣ ≤
E
(∣∣∣∣1{∣∣∣∣ Zj(t)|Z(t)|

− νj
∣∣∣∣ > ε

}
− 1

{∣∣∣∣ Zj(s)|Z(s)|
− νj

∣∣∣∣ > ε

}∣∣∣∣) ≤
E
(
1

{
Zj(t)

|Z(t)|
6= Zj(s)

|Z(s)|

})
.

Esta última indicadora vale 0 si no suena ninguna exponencial entre tiempo s y t. Condi-
cionando a que, a tiempo s, haya en total |Z(s)| individuos, la última expresión es menor
o igual que

E(1− e−|Z(s)|(t−s)).

Tomando límite y usando convergencia mayorada obtenemos que gj(t) es continua.
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Por otro lado, observemos que dado δ > 0 el proceso de rami�cación multitipo
Y(n) = Z(δn) tiene como matriz de medias C(δ). Esta matriz veri�ca las condiciones

de la Proposición 1.32 con lo cual es irreducible, αδ-positiva (con αδ = eδ
1−R
R > 1) y para

todo n ∈ N, C(n)
ij (δ) es �nito. Además, C(δ) tiene todas sus entradas positivas, luego es

aperiódica.
Como Pi(W = 0) = 0 para todo i ∈ S, se veri�can las hipótesis de la Proposición

1.29, y cuando n→∞
Yj(n)

|Y(n)|
P−→ νj, ∀j ∈ S.

Es decir, gj(nδ)
n→∞−→ 0. Con lo cual podemos aplicar el Teorema 1.34 y extender la

convergencia de la proporción al proceso Z(t),

gj(t) = P
(∣∣∣∣ Zj(t)|Z(t)|

− νj
∣∣∣∣ > ε

)
t→∞−→ 0.

De�nición 1.36. Dadas dos variables aleatorias X e Y decimos que X está dominada
estocásticamente por Y , y denotamos X � Y si existen dos variables aleatorias X̂ e Ŷ
ambas de�nidas en un mismo espacio de probabilidad tal que FX = FX̂ , FY = FŶ y

P(X̂ ≤ Ŷ ) = 1.

La siguiente proposición da condiciones su�cientes sobre la matriz de medias bajo las
cuales la condición (1.10) se veri�ca.

Proposición 1.37. Sea {Z(t), t ≥ 0} un proceso de rami�cación multitipo a tiempo
continuo que veri�ca las condiciones de la Proposición 1.32. Sean ν y µ los autovectores
a izquierda y derecha respectivamente asociados al autovalor 1/R de la matriz de medias.
Supongamos que

R ∈ (0, 1), |ν| = 1,

existe una constante C ∈ (0,∞) que veri�ca que para todo i ∈ S µi ≤ C,

existe una variable aleatoria L con segundo momento �nito tal que para todo i ∈ S,∑
j∈S Lij � L.

Entonces ∑
j∈S

Ej
(
(Z(δ)µ)2) νj <∞.

Demostración. Dado δ > 0 la condición
∑

j∈S Ej
(
(Z(δ)µ)2) νj <∞ se reduce a :

∑
j∈S

Ej

(∑
i∈S

Zi(δ)µi

)2
 νj ≤ C2Eν(|Z(δ)|2).
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Este último término es el segundo momento del total de individuos a tiempo δ, comen-
zando con un individuo de tipo j con probabilidad νj. Siendo que para todo i ∈ S,∑

j∈S Lij � L con L una variable aleatoria tal que E(L) < ∞, podemos acotar la can-
tidad de individuos del proceso Z(t) por un proceso de rami�cación con un solo tipo de
individuo, el cual cada vez que se reproduce tiene L individuos. Llamemos {Ẑ(t), t ≥ 0}
a un proceso de rami�cación continuo con un solo tipo de individuo, que se inicializa con
un individuo. Cada individuo espera un tiempo exponencial de parámetro 1 y luego se
reproduce teniendo L individuos. Claramente |Z(t)| � Ẑ(t). En [AN04, Corolario 1, p.
111] se prueba que

E(Ẑ(t)2) <∞ si y sólo si E(L2) <∞.

Concluimos que

Eν(|Z(δ)|2) =
∑
i∈S

νiEi(|Z(δ)|2) ≤
∑
i∈S

νiE(Ẑ(t)2) = E(Ẑ(t)2) <∞.



Capítulo 2

Procesos de urna

De una urna que contiene bolas de distintos colores, se extrae una bola al azar, se
observa el color y se la devuelve a la urna junto con un número de bolas de diferentes
colores. La cantidad de bolas de cada color que se agregan a la urna sólo depende del color
de la bola extraída. Se repite este procedimiento inde�nidamente. ¾Cuál es la proporción
de cada color dentro de la urna después de muchas extracciones?

Los modelos de urna han sido ampliamente estudiados, comenzando con Pólya (1921),
que introdujo un modelo para estudiar la propagación de enfermedades infecciosas. En
1954 Pólya hace la siguiente observación al respecto:

Cualquier problema en probabilidad se puede hacer comparable a un proble-
ma acerca de urnas que contengan bolas, y cualquier fenómeno aleatorio puede
hacerse similar, en sus aspectos esenciales, a extracciones sucesivas de bolas
de un sistema combinado de urnas.

El proceso de urna más simple es llamado Urna de Pólya. De una urna con a bolas
azules y b blancas se extrae una al azar y se la repone a la urna agregando además d bolas
del mismo color que la extraída. Similarmente se puede considerar que cuando se extrae
una bola de color azul se la repone y se agregan d11 bolas azules y d12 bolas blancas y si
se extrae una bola de color blanca, se la repone junto con d21 bolas azules y d22 blancas.
La cantidad de bolas de cada color dentro de la urna depende de la urna inicial, de las
extracciones y de la matriz de reposición D = {dij : i, j ∈ {1, 2}}.

Una generalización inmediata a este proceso es considerar una cantidad �nita o nume-
rable de colores de bolas. En el caso �nito, si la matriz de reposición D es irreducible y
aperiódica, la proporción de bolas de cada color converge casi seguramente a una medida
de probabilidad asociada a la matriz D. Este resultado es conocido y demostrado usando
diferentes técnicas. En [AN04, AK68] se lo demuestra mediante la relación entre procesos
de urna y procesos de rami�cación multitipo a tiempo continuo introducida por [Fri49].
En [BT14] se demuestra el mismo resultado asociando una cadena de Markov a la matriz
de reposición y dando un acoplamiento entre esta cadena y el proceso de urna.

Cuando el conjunto de posibles colores de las bolas es numerable, en [BT14], se prueba
la convergencia puntual de la esperanza de la proporción de bolas de cada color. Además se
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menciona que, al igual que en el caso �nito, la proporción de bolas de cada color debería
converger casi seguramente a una medida pero sólo lo veri�ca en un ejemplo. En este
capítulo probaremos (bajo ciertas hipótesis) la convergencia en probabilidad.

Usando la relación entre procesos de rami�cación y procesos de urna, probamos en
el Teorema 2.7, que si la matriz de reposición es múltiplo de una matriz estocástica,
recurrente positiva, irreducible y aperiódica Q, la proporción de la cantidad de bolas de
cada color converge en probabilidad a la única distribución invariante de la matriz Q.

Primero damos conceptos básicos sobre cadenas de Markov, luego describimos el mo-
delo de urna, introducimos notación y damos la relación entre procesos de urna y procesos
de rami�cación. Analizamos el comportamiento asintótico de la proporción de bolas de
cada color dentro de la urna. Enunciamos el resultado existente en el caso de una cantidad
�nita de colores, damos el teorema principal del capítulo, Teorema 2.7 y terminamos el
capítulo con algunos ejemplos.

2.1. Conceptos básicos de cadenas de Markov

De�nición 2.1. Sea (X(n))n∈N una cadena de Markov de�nida en un espacio de estados
S �nito o numerable con matriz de transición P . El vector ν se dice que es una distribución
estacionaria de la cadena si:

1. νi ≥ 0, ∀i ∈ S y
∑

i∈S νi = 1.

2. νP = ν.

La primera condición muestra que ν es una probabilidad en S y la segunda implica
que es una medida invariante para el proceso.

De�nición 2.2. Sea (X(n))n∈N una cadena de Markov de�nida en un espacio de estados
S. Sean i, j ∈ S.

Si X(0) = i de�nimos

Tij = ı́nf{n ∈ N/X(n) = j}.

En palabras, Tij es la primera vez que la cadena visita el estado j, siendo que X(0) =
i. En particular decimos que Tii es el tiempo de retorno del estado i.

Un estado i se dice recurrente si P(Tii <∞) = 1.

Un estado i se dice recurrente positivo si E(Tii) <∞.

Una cadena de Markov (o la matriz asociada P ) se dicen recurrente (positiva) si
todos sus estados son recurrentes (positivos).

El siguiente resultado garantiza la existencia y unicidad de la medida invariante.
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Teorema 2.3. [Bré99, Teorema 3.1] Sea (X(n))n∈N una cadena de Markov de�nida en
un espacio de estados S �nito o numerable con matriz de transición P irreducible. La
cadena (X(n))n∈N es recurrente positiva si y sólo si P tiene una única medida invariante
ν.

Observación 2.4. Sea P una matriz positiva, irreducible y recurrente positiva. Entonces
P es 1-positiva con ν y 1 autovectores a izquierda y derecha respectivamente. Además∑

i νi <∞.

2.2. Descripción del modelo

De una urna que contiene bolas de distintos colores, se extrae una bola al azar, se
observa el color y se devuelve a la urna junto con un número de bolas de diferentes
colores. Notamos K ∈ N a la cantidad de colores. El proceso comienza con composición
inicial

X(0) = (x1, . . . , xK) con xi ∈ N0.

Luego de n ∈ N extracciones, denotamos la con�guración de la urna por

X(n) = (X1(n), . . . , XK(n)),

donde Xj(n) representa el número de bolas de color j a tiempo n. La dinámica del proceso
depende únicamente de la forma en que se reemplazan las bolas, que se da a través de
la matriz de reposición D = {dij, i, j ∈ {1, . . . , K}}, donde dij es el número de bolas de
color j que se agregan en la urna cuando se extrajo una bola de color i. Notamos J(n) al
color de la bola seleccionada en el paso n-ésimo y Di,· a la �la i-ésima de la matriz D, es
decir Di,· := (di1, . . . , diK). Describimos la dinámica del proceso a través de

X(n+ 1) = X(n) +DJ(n),·.

Si J(n) es el color de la bola extraída en el n-ésimo paso, entonces

P(J(n+ 1) = i|X(0),X(1), . . . ,X(n)) =
Xi(n)∑K
i=1Xi(n)

, ∀i ∈ {1, . . . , K}

lo que implica que

P(J(n+ 1) = i) = E

(
Xi(n)∑K
i=1Xi(n)

)
.

Cuando los posibles colores son un conjunto S numerable, la matriz de reposición D
es D = {dij/i, j ∈ S}. El proceso comienza con composición inicial

X(0) = (x1, x2, . . .) con xi ∈ N0.

Luego de n ∈ N extracciones, denotamos la con�guración de la urna por

X(n) := (X1(n), X2(n), . . .),
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donde Xj(n) representa el número de bolas de color j a tiempo n. Sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que se comienza con solo una bola en la urna X(0) = δi para algún
i ∈ S. Luego de la n-ésima reposición habrá

∑
i∈S Xi(n) bolas en la urna y se obtiene que

X(n)∑
i∈S Xi(n)

es la proporción de los diferentes colores a tiempo n.

Para cada n ∈ N, notamos J(n) al color de la bola seleccionada en el paso n, y Di,· a
la �la i-ésima de la matriz D. Describimos la dinámica del proceso a través de

X(n+ 1) = X(n) +DJ(n),·.

Si J(n) es el color de la bola extraída en el n-ésimo paso, entonces

P(J(n+ 1) = i|X(0),X(1), . . . ,X(n)) =
Xi(n)∑
i∈S Xi(n)

, ∀i ∈ S

lo que implica que

P(J(n+ 1) = i) = E
(

Xi(n)∑
i∈S Xi(n)

)
.

2.3. Relación con los procesos de rami�cación

El proceso de urna se puede pensar como el esqueleto de un proceso de rami�cación
multitipo a tiempo continuo, en donde cada individuo de tipo i vive un tiempo exponencial
y luego se reproduce teniendo un hijo de su mismo tipo y exactamente dij hijos de tipo
j. El siguiente teorema puede verse en [AN04, Teorema 2, p. 221] que da la relación
entre ambos procesos cuando hay una cantidad �nita de colores. A continuación damos
la extensión inmediata para numerables colores.

Teorema 2.5. Sea X = (X(n))n∈N el proceso que representa la cantidad de bolas en una
urna con S el conjunto de los posibles colores de las bolas y D = {dij/i, j ∈ S} la matriz
de reposición de la urna. Sea Z = (Z(t))t≥0 un proceso de rami�cación multitipo a tiempo
continuo donde cada individuo de tipo S tiene asociado un tiempo de vida exponencial de
parámetro 1 independiente del resto de los individuos. Suponemos que cada individuo de
tipo i muere y tiene dij + δij descendientes de tipo j. Para cada n ∈ N sea τn la n-ésima
vez que un individuo se reproduce.

El proceso de urna generalizado X = (X(n))n∈N y el proceso (Z(τn))n∈N tienen la
misma distribución.

Demostración. Notemos primero que ambos procesos son a tiempo discreto, y son cadenas
de Markov en espacio de estados discreto. Debemos ver que que los procesos tienen las
mismas probabilidades de transición. El proceso de rami�cación comienza con Zi(0) =
Xi(0) individuos de tipo i ∈ S. Los tiempos de vida de los individuos son independientes
entre sí y tienen distribución exponencial de parámetro 1, con lo cual la probabilidad de
que el primer individuo en reproducirse sea de tipo i es simplemente

Zi(0)∑
i∈S Zi(0)

=
Xi(0)∑
i∈S Xi(0)

.
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Luego se crean exactamente dij + δij individuos de tipo j. El proceso comienza de nuevo
pues el tiempo de vida de los individuos tiene pérdida de memoria. Esto muestra que si
X(0) = Z(0), luego X(1) tiene igual distribución que Z(τ1). Iterando este procedimiento
se obtiene que ambos procesos tienen igual distribución.

2.4. Comportamiento asintótico

El principal resultado de este capítulo es la caracterización del comportamiento asin-
tótico de la proporción de bolas de colores dentro de la urna. Primero veremos el caso
conocido de �nitos colores y luego probaremos el caso numerable.

Teorema 2.6. [AN04, Sección 9.3, Capítulo 5] Sean K ∈ N y D = {dij/i, j ∈ {1, . . . , K}}
una matriz irreducible y aperiódica con dij ∈ N0. Consideremos el proceso de urna X, con
matriz de reposición D. Entonces para cada i ∈ S se veri�ca que si n→∞

Xi(n)∑
i∈S Xi(n)

cs−→ νi.

Demostración. La demostración es una aplicación del Teorema 2.5 y del resultado análogo
al Teorema 1.35 en el caso �nito.

El teorema anterior se prueba de forma alternativa en [BT14, Corolario 5.2.1]. Cabe
destacar que en [BT14], se extienden las condiciones del proceso permitiendo reponer a
la urna proporciones de bolas y se restringe suponiendo que siempre se agrega la misma
cantidad de bolas.

A continuación damos la convergencia en probabilidad de la proporción de bolas a una
medida en N. Supondremos que siempre se repone a la urna la misma cantidad de bolas.

Teorema 2.7. Consideremos el modelo de urna con S un conjunto numerable que indica
los posibles colores de las bolas y D = {dij/i, j ∈ S} la matriz de reposición de la urna
que veri�ca que dij ∈ N0 y que

∑
j∈S dij = β para todo i ∈ S y para algún β ∈ N.

Suponemos que la matriz estocástica D/β es irreducible, aperiódica y recurrente positiva.
Sea X = (X(n))n∈N el proceso que representa la cantidad de bolas en la urna, entonces
para todo i ∈ S se veri�ca que cuando n→∞

Xi(n)

βn+ 1

P−→ νi,

donde ν es la única solución de νD = βν.

Demostración. Observemos que la matriz Q = D/β veri�ca el Teorema 2.3 con lo cual
existe una única medida invariante ν. Además Q es 1-positiva con ν y 1 autovectores a
izquierda y derecha respectivamente.

Consideremos Z = (Z(t))t≥0 el proceso de rami�cación de�nido en el Teorema 2.5.
Para cada n ∈ N sea τn el tiempo de reproducción del n-ésimo individuo. Siendo que el
proceso Z no explota, es decir para todo tiempo hay una cantidad �nita de individuos,
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τn→∞ cuando n → ∞. Cada individuo espera un tiempo exponencial de parámetro 1 y
luego se reproduce teniendo exactamente β+ 1 descendientes. En particular un individuo
de tipo i tiene exactamente Lij = dij + δij hijos de tipo j y siendo que tiene descendientes
de forma determinística la matriz de medias del proceso de rami�cación es M = D + Id.
El proceso Z veri�ca que

∑
j∈S Lij = β+1 <∞ para todo i ∈ S con lo cualM resulta un

operador acotado como muestra el lema a continuación. Además como D es irreducible,
aperiódica y β-positiva, resulta que M es irreducible, aperiódica y (β+ 1)-positiva. Luego
Z veri�ca las condiciones de la Proposición 1.32 y para cada t ≥ 0

E(Z(t)) = etD.

Más aún E(Z(t)) es αt-positiva con αt = e−tβ y autovectores ν, 1 a izquierda y derecha
respectivamente asociados al autovalor 1/αt.

Claramente Z está bajo las condiciones de la Proposición 1.37, con lo cual se veri�ca
la condición (1.10): ∑

i∈S

Ei(|Z(δ)|2)νi <∞.

Por otro lado, dado δ > 0 consideremos el proceso discretizado Y(n) = Z(δn) que es un
proceso de rami�cación multitipo a tiempo discreto (ver Lema 1.33) con matriz de medias
E(Z(δ)). Consideremos W la variable aleatoria que es el límite de la martingala asociada
a Y (De�nición 1.22). Veamos que W veri�ca que Pi(W = 0) = 0 para todo i ∈ S. Para
ello probaremos que la cantidad de individuos de algún tipo tiende a in�nito. Si el proceso
comienza con X(0) = δi, de�nimos para cada n ∈ N los eventos

An := { se extrae una bola de color i en la n-ésima extracción }

y la σ-álgebra generada por las bolas extraídas

Fn := σ({J(k), 1 ≤ k ≤ n}).

Claramente An ∈ Fn. Notemos que

P(An|Fn−1) ≥ 1

βn+ 1
.

Luego
∑

n∈N P(An|Fn−1) = ∞ y por el Teorema de Borel Cantelli condicionado [Dur96,
Teorema 5.3.2], se obtiene que con probabilidad 1 el evento An ocurre in�nitas veces, es
decir, in�nitas veces se extrae una bola del color inicial. Notemos que existe l ∈ N tal que
dil > 0, con lo cual cada vez que se extrae una bola de color i se repone al menos una
bola de color l. Siendo que el evento An ocurre in�nitas veces, entonces in�nitas veces se
repone una bola de color l, con lo cual Xl(n) −→

n→∞
∞, y se veri�ca

Pi(Zl(τn)→∞) = 1.

La función Z(t) es monótona creciente en t, y τn → ∞ con lo cual obtenemos que
Pi(Zl(t) → ∞) = 1 lo que implica Pi(Yl(n) → ∞) = 1. Además el proceso Y veri-
�ca las hipótesis del Teorema 1.27, con lo cual por la Proposición 1.30 se obtiene que
Pi(W = 0) = 0 para todo i.
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Finalmente por el Teorema 1.35, cuando t→∞
Zi(t)

|Z(t)|
P−→ νi, ∀ i ∈ S.

Obtenemos que para cada i ∈ S cuando n→∞
Zi(τn)

|Z(τn)|
P−→ νi.

Luego por el Teorema 2.5 se obtiene que cuando n→∞
Xi(n)

βn+ 1
=

Xi(n)

|X(n)|
=

Zi(τn)

|Z(τn)|
P−→ νi.

La prueba de arriba queda completa gracias al siguiente lema.

De�nición 2.8. Se de�ne el espacio `1 como

`1 := {x ∈ RS :
∑
i∈S

|xi| <∞}.

La norma en este espacio es ‖x‖1 =
∑

i∈S |xi|. Dado un operador lineal acotado T : `1 → `1

su norma viene dada por

‖T‖1 := sup
x

‖T (x)‖1

‖x‖1

.

Lema 2.9. Sean Q = {qij, i, j ∈ S} y K ∈ R que veri�can
∑

j∈S |qij| ≤ K para todo

i ∈ S. Consideremos Q̃ : `1 → `1 de�nido como Q̃(x) = xQ. Entonces ‖Q̃‖1 ≤ K.
Más aún, debido a

‖Q̃n‖1 ≤ ‖Q̃‖n1 <∞,
las coordenadas de Qn, denotadas q

(n)
ij , son �nitas para todo n.

Demostración.

Q̃(x) =

(∑
i∈S

xiqi1,
∑
i∈S

xiqi2, . . .

)
=⇒

‖Q̃(x)‖1 =
∑
j∈S

|
∑
i∈S

xiqij| ≤
∑
i∈S

|xi|
∑
j∈S

|qij| ≤ K‖x‖1.

Mediante un abuso de notación denotaremos Q en vez de Q̃.

2.5. Ejemplos

En esta sección damos algunas matrices a las cuales se le puede aplicar el Teorema 2.7
y se puede dar de forma explícita la medida invariante.

En ambos ejemplos consideramos un proceso de urna con bolas de N colores distintos
y matriz de reposición D.
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Ejemplo 1:

D =

a β − a 0 . . .
a 0 β − a . . .
...

. . .

 ,

con β ∈ N y a ∈ {1, . . . , β − 1}. Es decir

dij =


a si i = 1

β − a si j = i+ 1

0 si no.

Puede verse que D/β es irreducible, aperiódica y recurrente positiva. Con lo cual existe
una única medida invariante ν = (νi)i∈N, donde

νj =
a

β

(
1− a

β

)j−1

para todo j ∈ N.

Por el Teorema 2.7 se tiene que para cada i ∈ N cuando n→∞

Xi(n)

βn+ 1

P−→ a

β

(
1− a

β

)j−1

.

Ejemplo 2:

D =


0 a+ b+ c 0 0 . . .
a c b 0 . . .
0 a c b . . .
... 0

. . .

 ,

con a, b, c ∈ N. Es decir para i ≥ 2

dij =


a si j = i− 1

c si j = i

b si j = i+ 1

0 si no.

Puede verse que D
a+b+c

es irreducible, aperiódica y recurrente positiva. Con lo cual existe
una única medida invariante ν = (νi)i∈N, con

νi = α

(
b

a

)i−1

donde α es una constante de normalización, [Bré99, Ejemplo 5.7]. Por el Teorema 2.7 se
tiene que para cada i ∈ N cuando n→∞

Xi(n)

βn+ 1

P−→ νi.



Capítulo 3

Distribuciones Cuasiestacionarias

Las distribuciones cuasiestacionarias han sido ampliamente estudiadas desde los tra-
bajos de Kolmogorov [Kol38], Yaglom [Yag47] y Sevastyanov [Sev51]. Aparecen como un
objeto natural al considerar los procesos de Markov que son absorbidos dado que éstas
se de�nen como el conjunto de distribuciones invariantes para la evolución del proce-
so condicionada a la no ocurrencia de este hecho. Un estudio amplio de distribuciones
cuasiestacionarias puede verse en el libro [CMSM13].

Podemos separar el estudio de las QSD según si su espacio de estados es �nito, nu-
merable o no numerable. En esta tesis nos centramos en los casos en que el espacio de
estados es �nito o numerable.

Uno de los primeros problemas que surge en el estudio de las QSD es su existencia.
Cuando el espacio de estados es �nito, Darroch y Seneta [DS65] probaron que existe una
única QSD independientemente de la distribución inicial. En cambio, cuando el espacio
de estados es numerable hay resultados parciales pudiendo existir 0, 1 o in�nitas distri-
buciones cuasiestacionarias. Hay varias condiciones para garantizar que exista al menos
una QSD, entre ellas la R-positividad de la matriz de transición (Sección 3.2).

En la primer sección de este capítulo tratamos cadenas de Markov con estados absor-
bentes, para las cuales la cadena es absorbida con probabilidad uno. Para estos procesos
introducimos la evolución condicionada y vemos cómo calcular su comportamiento asin-
tótico. En la segunda sección consideramos en particular los procesos R-positivos y damos
condiciones para la existencia del límite de Yaglom y de las distribuciones cuasiestacio-
narias. En la última sección damos el resultado principal de este capítulo, Teorema 3.19,
donde se demuestra que bajo una condición de Döeblin (De�nición 3.18) el proceso es
R-positivo, tiene una única QSD y además el autovector a derecha µ asociado a 1/R de la
matriz de transición cumple 0 < c̃ ≤ µj ≤ C̃ < ∞ para todo j y para ciertas constantes
c̃, C̃.

3.1. Distribuciones cuasiestacionarias

Comenzamos de�niendo y enunciando las principales propiedades de las QSD. Si la
cadena está de�nida en un espacio de estados S, cualquier elemento o subconjunto de

47
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S podrían ser estados absorbentes. Sin pérdida de generalidad, en este trabajo el estado
absorbente será el 0. Los resultados de esta sección pueden verse con más detalle en
[CMSM13].

De�nición 3.1. Sea Y = (Y (n))n∈N una cadena de Markov de�nida en un espacio de
probabilidad (Ω,F ,P), con estados S0 := S ∪{0} numerable y matriz de transición P0 con
entradas pij, i, j ∈ S0. Decimos que 0 es un estado absorbente si p0i = 0 para todo i ∈ S.

Notamos P0 a la matriz de transición con entradas pij con i, j ∈ S0, y simplemente P
a la matriz restringida a S, es decir, la matriz P0 sin la �la y la columna correspondientes
al 0.

De�nición 3.2. Sea Y = (Y (n))n∈N una cadena de Markov a valores en un espacio S0,
y (Fn)n∈N la �ltración natural asociada. Dado A ⊂ S0, de�nimos el tiempo de parada τA
:

τA = mı́n{n ∈ N/Y (n) ∈ A}.

En particular, de�nimos el tiempo de parada τ0 como el tiempo de absorción, es decir:

τ0 = mı́n{n ∈ N/Y (n) = 0}.

De�nición 3.3. Para un proceso que empieza con distribución inicial γ, de�nimos la
evolución del proceso condicionada a no ser absorbido como:

ϕγj (n) = Pγ(Y (n) = j|τ0 > n).

Equivalentemente, podemos expresar a la evolución del proceso condicionada como:

ϕγj (n) =
Pγ(Y (n) = j)

Pγ(Y (n) 6= 0)
=

(γP n)j∑
i∈S(γP n)i

.

De aquí se ve que para cada n ∈ N, (ϕγj (n))j∈S es una medida de probabilidad en S.

De�nición 3.4. Cuando existe ĺımn→∞ ϕ
δi
j (n) para todo i ∈ S y es una medida de pro-

babilidad en S que no depende del estado i se lo denomina límite de Yaglom. Denotamos

ĺım
n→∞

ϕδij (n) = νj.

Al igual que con las medidas invariantes, cuando este límite existe, es invariante para
la evolución de la probabilidad condicionada. A estas medidas se las llama distribuciones
cuasiestacionarias.

De�nición 3.5. Una medida ν en S se dice distribución cuasiestacionaria (QSD) si
veri�ca:

νi ≥ 0 para i ∈ S y
∑

i∈S νi = 1.

ϕνi (n) = νi, para n ∈ N e i ∈ S.
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La primer condición nos dice que es una medida de probabilidad y la segunda que es
invariante para el proceso condicionado.

Proposición 3.6. Una medida ν es una QSD si y sólo si

νj =
∑
i∈S

pijνi +
∑
i∈S

pi0νj.

Demostración. Dada γ una distribución inicial

ϕγj (n+ 1) =
Pγ(Y (n+ 1) = j)

Pγ(Y (n+ 1) 6= 0)
=

∑
i∈S P(Y (n+ 1) = j|Y (n) = i)Pγ(Y (n) = i)∑

z∈S Pγ(Y (n+ 1) = z)

=

∑
i∈S pijϕ

γ
i (n)∑

z∈S
∑

i∈S pizϕ
γ
i (n)

=

∑
i∈S pijϕ

γ
i (n)∑

z∈S ϕ
γ
i (n)

∑
i∈S piz

=

∑
i∈S pijϕ

γ
i (n)∑

i∈S (ϕγi (n)(1− pi0))
=

∑
i∈S pijϕ

γ
i (n)

1−
∑

i∈S ϕ
γ
i (n)pi0

.

Luego se tiene

ϕγj (n+ 1) =
∑
i∈S

pijϕ
γ
i (n) +

∑
i∈S

ϕγi (n)pi0ϕ
γ
j (n+ 1). (3.1)

Por lo tanto ν es una distribución cuasiestacionaria si y sólo si

νj =
∑
i∈S

pijνi +
∑
i∈S

pi0νiνj ⇔ νj

(
1−

∑
i∈S

pi0νi

)
=
∑
i∈S

pijνi. (3.2)

Observación 3.7. De la Proposición anterior se desprende que una QSD ν, es autovector
a izquierda de la matriz P , con autovalor asociado 1−

∑
i∈S νipi0.

El límite de Yaglom, cuando existe, es único. En cambio, existen procesos con in�nitas
QSD (por ejemplo el proceso de nacimiento y muerte en la Sección 5.2). De aquí se deduce
que hay QSD que no son límites de Yaglom, pero sí ocurre que si el límite de Yaglom existe
entonces es una QSD. Este hecho puede verse fácilmente cuando la matriz de transición
P veri�ca

∑
i∈S pij <∞ para todo j ∈ S. De hecho, si ν es el límite de Yaglom entonces

tomando límite en la ecuación (3.1) y usando convergencia mayorada se obtiene que

νj =
∑
i∈S

pijνi +
∑
i∈S

pi0νiνj, (3.3)

y por lo tanto es una distribución cuasiestacionaria. Pero cabe destacar que este resultado
vale con total generalidad [MV12, Proposición 1].

En el caso en que S sea �nito, la teoría de Perron-Frobenius asegura la existencia de
un autovalor de módulo máximo con multiplicidad simple y autovectores a izquierda y
derecha asociados a este autovalor.
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Teorema 3.8 (Perron-Frobenius). [Sen06] Sea A una matriz no negativa e irreducible,
de r × r. Entonces, existe un autovalor λ1 real, positivo, con multiplicidad 1 y tal que
λ1 > |λj| para todo λj autovalor de A. Además sean ν, µ autovectores a izquierda y
derecha respectivamente asociados a λ1, podemos elegirlos positivos y tal que |ν| = 1 y
νµ = 1. Sean λ2, .., λr los demás autovalores de A, tales que λ1 > |λ2| ≥ ... ≥ |λr|. Sea
mj la multiplicidad de λj. Luego,

An = λn1µν +O(nm2−1|λ2|n), ∀n ∈ N,

donde µν es una matriz de r × r.
Del Teorema de Perron-Frobenius se deduce

Teorema 3.9. [DS65] Dada una cadena de Markov de�nida en S0, con S un conjunto
�nito y 0 el estado absorbente. Sea P0 la matriz de transición, con P irreducible. Existe
una única distribución cuasiestacionaria, que es el límite de Yaglom.

Cuando S es numerable el panorama es completamente distinto, puede haber 0, 1 o
in�nitas QSD. Por lo que nos interesan resultados de existencia de QSD, y en el caso de
que existan in�nitas nos interesaremos en particular por la QSD con menor tiempo medio
de absorción.

De�nición 3.10. Decimos que ν∗ es la QSD minimal si cumple:

Eν∗(τ0) = ı́nf{Eν(τ0)/ν es una QSD }.

Damos algunos resultados sobre el tiempo de absorción. Para mas detalle puede verse
en [CMSM13, Capítulo 4].

Proposición 3.11. Si ν es una QSD, entonces cuando el proceso empieza con ν, el tiempo
de absorción τ0 tiene distribución geométrica. Es decir, existe α = α(ν) ∈ (0, 1) tal que

Pν(τ0 > n) = αn.

Demostración. Primero observemos que una QSD es una medida ν en S tal que

Pν(Y (n) = i|τ0 > n) = νi, para todo i ∈ S.

Esta condición toma la forma:

Pν(Y (n) = i) = νiPν(τ0 > n). (3.4)

Por otro lado, como Y es una cadena de Markov,

Pν(τ0 > n+m) =
∑
i∈S

Pν(τ0 > n+m|Ym = i)Pν(Ym = i)

=
∑
i∈S

Pi(τ0 > n)Pν(τ0 > m)νi

= Pν(τ0 > m)Pν(τ0 > n).

Luego
Pν(τ0 > n) = Pν(τ0 > 1)n = αn,

es decir τ0 tiene distribución geométrica con parámetro 1− α.
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Consideramos el coe�ciente

θ(ν) := − ln(α(ν)) ∈ (0,∞).

El parámetro θ(ν) es comúnmente llamado tasa de decaimiento de la QSD. Este veri�ca:

Pν(τ0 > n) = e−θ(ν)n para todo n ∈ N. (3.5)

De las ecuaciones (3.4) y (3.5) se obtiene que ν es una QSD si y sólo si existe θ ∈ (0,∞)
tal que se veri�ca

Pν(Y (n) = i) = νie
−θn.

En este caso θ = θ(ν).

Lema 3.12. Para que exista una QSD ν es necesario que exista θ > 0 tal que

Ei(eθτ0) <∞, para algún i ∈ S.

Si la cadena es irreducible, entonces es necesario que exista θ∗ > 0 tal que

Ei(eθ
∗τ0) <∞, para todo i ∈ S.

Demostración. Sea ν una QSD y θ(ν) = − ln(Pν(τ0 > 1)). Para todo θ ≤ θ(ν) obtenemos

Eν(eθτ0) ≤
∑
n∈N

eθnPν(τ0 ≥ n) ≤
∑
n∈N

eθne−θ(ν)n <∞.

Además siendo que Eν(eθτ0) =
∑

i∈S νiEi(eθτ0) se obtiene que existe i ∈ S tal que

Ei(eθτ0) <∞.

Supongamos ahora que la cadena es irreducible. Siendo que existe θ > 0 tal que

Eν(eθτ0) =
∑
i∈S

νiEi(eθτ0) <∞

se obtiene que Ei(eθτ0) <∞ para todo i ∈ S (pues νi > 0 para todo i).

En [FKMP95] se prueba que esta condición no solo es necesaria si no que además es
(bajo ciertas condiciones) su�ciente.

Teorema 3.13. [FKMP95, Teorema 1.1] Asumimos que el tiempo de absorción es �nito;
Pi(τ0 <∞) = 1 y que para n ∈ N,

ĺım
i→∞

Pi(τ0 < n) = 0.

Bajo estas condiciones, que exista θ > 0 tal que

Ei(eθτ0) <∞

para todo i ∈ S, es una condición necesaria y su�ciente para la existencia de una QSD.
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3.2. R-positividad

La R-positividad es una condición que asegura la existencia de los autovectores a
izquierda y derecha de la matriz de transición asociados al autovalor mayor. Bajo esta
condición el comportamiento de las probabilidades asintóticas es similar al dado por el
Teorema de Perrón Frobenius para el caso �nito y será de utilidad para el análisis de las
QSD. Si bien en la Sección 1.2.3 dimos algunos resultados sobre matrices R-positivas, en
esta sección trabajamos con matrices R-positivas que además son subestocásticas.

Recordemos los siguientes conceptos de matrices no negativas.

Teorema 3.14. [VJ67, Teorema A] Sea P una matriz no negativa, irreducible y aperió-
dica. Entonces existe R tal que

ĺım
n→∞

(p
(n)
ij )1/n = 1/R ∀ i, j ∈ S.

Decimos que la matriz P subestocástica es R-positiva, si se cumple alguna de las
siguientes condiciones equivalentes

Para todo i, j las sucesiones p
(n)
i,j R

n tienden a un valor positivo cuando n→∞.

existen únicos autovectores positivos a izquierda y derecha ((νk), (µk) ), asociados
al autovalor 1

R
, tal que

∑
k∈N µkνk <∞.

Cuando el proceso de Markov esta de�nido a tiempo continuo, la matriz de tasas del
proceso es R-positiva y el autovector a izquierda ν asociado a 1/R es sumable, entonces
ν es el límite de Yaglom del proceso, [AEGR15, Teorema 3.1]. A continuación damos una
prueba similar para procesos de�nidos a tiempo discreto.

Teorema 3.15. Sea Y = {Y (n), n ∈ N} un proceso de Markov con matriz de transición
P0. Suponemos que P es irreducible, aperiódica y R-positiva. Si el autovector a izquierda
ν asociado a 1

R
veri�ca que

∑
i∈N νi <∞ entonces ν es el límite de Yaglom.

Demostración. Sea P una matriz irreducible, aperiódica y R-positiva. Con lo cual, existen
µ y ν autovectores positivos a derecha e izquierda asociados al autovalor 1

R
tal que,

νP = 1
R
ν, Pµ = 1

R
µ, νµ = 1. Por hipótesis, suponemos que

∑
i∈N νi = 1.

Veri�quemos que ν es el límite de Yaglom. Para ello, consideremos Z = {Z(n), n ∈ N}
una cadena de Markov con matriz de transición H = RU−1PU , con U una matriz con µ
en la diagonal y ceros fuera de la diagonal. Observemos que la matriz H en el lugar (i, j)
es:

hij = Rµ−1
i pijµj.

Luego
∑

j∈N hij = Rµ−1
i

∑
j∈N pijµj = 1 para todo i por lo que la matriz H es estocástica.

La matriz P es irreducible y R-positiva, con lo cual H resulta irreducible, recurrente
positiva y el vector νU = (ν1µ1, ν2µ2, . . . ) es la medida invariante (νUH = νU).

Luego para cada i ∈ N

ĺım
n→∞

Pi(Z(n) = j) = (νU)j = νjµj, para todo j.
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Si denotamos 1 al vector columna de unos, en términos de las matrices el límite anterior
queda:

ĺım
n→∞

Hn = 1νU.

Multiplicando por la matriz U−1 a derecha obtenemos ĺımn→∞H
nU−1 = 1ν, y multipli-

cando por U a izquierda ĺımn→∞ UH
nU−1 = U1ν. Por lo tanto

ĺım
n→∞

RnP n = µν,

donde µν es la matriz que tiene en el lugar (i, j) a µiνj. Se deduce el resultado

Pi(Y (n) = j|τ0 > n) =
Pi(Y (n) = j)∑
j∈S Pi(Y (n) = j)

=
RnP n

ij∑
j R

nP n
ij

n→∞−→ µiνj
µi

= νj,

donde
∑

j R
nP n

ij → µi por convergencia mayorada ya que

RnP n
ij =

RnνiP
n
ij

νi
≤ νj
νi

y

∑
j νj

νi
=

1

νi
<∞.

Luego ν es el límite de Yaglom y por lo tanto una QSD.

El siguiente teorema da condiciones bajo las cuales un proceso es R-positivo, y además
asegura que el autovector asociado al autovalor 1/R es la QSD minimal.

Teorema 3.16. [FKM96, Teorema 1] Sea X = {X(n), n ∈ N} una cadena de Markov
irreducible de�nida en el espacio S0 con 0 el estado absorbente. Si la cadena veri�ca que
para algún i ∈ S, Pi(τ0 <∞) = 1 y además se cumplen las siguientes condiciones:

1. existen un conjunto no vacío S ′ ⊆ S, un ε0 > 0 y una constante C1 tal que para
todo i ∈ S ′ y para todo n ≥ 0,

Pi(τ0 > n, pero X(l) /∈ S ′ para todo 1 ≤ l ≤ n) ≤ C1(R + ε0)−n,

2. existen un estado i0 ∈ S ′ y una constante C2 tal que para todo j ∈ S ′ y n ≥ 0,

Pj(τ0 > n) ≤ C2Pi0(τ0 > n)

3. existen un conjunto �nito S̃ ⊆ S y constantes 0 ≤ n0 < ∞, C3 > 0 tal que para
todo i ∈ S ′

Pi(X(n) ∈ S̃ para algún n ≤ n0) ≥ C3.

Luego, el proceso X es R-positivo con autovectores a izquierda y derecha ν y µ, tal que ν
veri�ca

∑
i∈S νi = 1 y de�ne la QSD minimal. Además,

ĺım
n→∞

RnPi(τ0 > n) = µi,

ĺım
n→∞

Pi(X(n) = j|τ0 > n) = νj.

Observación 3.17. Si el proceso X es R-positivo con autovector a izquierda ν asociado
a 1/R tal que ν es una probabilidad entonces por Fatou ν tiene que ser la QSD minimal.
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3.3. Condición de Döeblin

En esta sección damos una condición de Döeblin que garantiza que la matriz asociada
al proceso es R-positiva y además que el proceso tiene una única QSD. Bajo esta condición
en [JR95] se prueba, para procesos a tiempo continuo, que existe a lo sumo una QSD. A
continuación damos la de�nición equivalente para tiempo discreto.

De�nición 3.18. Sea P0 = {pij : i, j ∈ S0} una matriz de transición.

Denotamos α(i) := ı́nfj 6=i pji. Si α(i) > 0 decimos que i es un estado de Döeblin.

De�nimos el coe�ciente de ergodicidad de la matriz P0 como α :=
∑

i∈S α(i).

De�nimos la tasa de máxima absorción como C := supi∈S pi0.

En palabras, si un proceso tiene un estado de Döeblin i signi�ca que de cualquier
estado se llega al estado i en un paso con probabilidad al menos α(i). Observemos que si
se considera un proceso que con probabilidad positiva se absorbe, se tiene que C > 0.

El siguiente teorema asegura que un proceso que veri�que la condición α > C es R-
positivo y además acota inferior y superiormente a los coe�cientes del autovector a derecha
asociado al autovalor 1/R. Nos será de utilidad en el siguiente capítulo para aplicar el
método de AFP a procesos que veri�quen esta condición.

Teorema 3.19. Sea X = {X(n), n ∈ N} una cadena de Markov de�nida en el espacio S0

con 0 el estado absorbente y P0 la matriz de transición. Supongamos que P = {pij; i.j ∈ S}
es una matriz subestocástica, irreducible y aperiódica que veri�ca la condición α > C.
Entonces P es R-positiva con ν y µ autovectores a izquierda y derecha respectivamente
asociados al autovalor 1/R. El autovector ν es la única QSD y el autovector µ veri�ca

0 < c̃ ≤ µj ≤ C̃ <∞,

para todo j ≥ 1 y para constantes c̃, C̃.

Demostración. Notemos la siguiente relación,∑
j∈S

Pl(Xn−1 = j) =
∑
j∈S

∑
i∈S

Pl(Xn−2 = i)P(Xn−1 = j|Xn−2 = i)

=
∑
i∈S

Pl(Xn−2 = i)
∑
j∈S

P(Xn−1 = j|Xn−2 = i)

=
∑
i∈S

Pl(Xn−2 = i)(1− pi0)

>
∑
i∈S

Pl(Xn−2 = i)(1− C).

Iterando obtenemos la inecuación:∑
j∈S

Pl(Xn−1 = j) > (1− C)n−1.
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La matriz P veri�ca la condición α > C, con lo cual existe un estado l ∈ S que cumple
α(l) > 0. Luego se tiene

(p(n))ll = Pl(Xn = l) =
∑
j∈S

Pl(Xn−1 = j)pjl

> α(l)
∑
j∈S

Pl(Xn−1 = j)

> α(l)(1− C)n−1.

Por el Teorema 3.14 existe R tal que ĺımn→∞(p
(n)
ij )1/n = 1/R para todo i, j ∈ S. En

particular
ĺım
n→∞

(p
(n)
ll )1/n = 1/R.

Con lo cual, tomando raíz n-ésima de ambos miembros de (p(n))ll > α(l)(1 − C)n−1 y
pasando al límite obtenemos

1

R
≥ 1− C.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que existe un conjunto �nito S ′ ⊂ S tal que∑
j∈S′ ı́nfi∈S pij = α > C. Luego existe ε > 0 tal que

1− α =
1

R + ε
.

Veri�quemos que la matriz P está bajo las hipótesis del Teorema 3.16.

Siendo que Pi(τS′ > n) = P(X(k) /∈ S ′, para k ∈ {1, 2, . . . , n}) ≤ (1− α)n,

Pi(τS′ > n, τ0 > n) ≤ Pi(τS′ > n) ≤ (1− α)n =
1

(R + ε)n
.

El conjunto S ′ es �nito y P irreducible con lo cual para cualquier i, j ∈ S ′ existe
una constante C2 > 0 tal que

Pi(τ0 > n) ≤ C2Pj(τ0 > n).

Siendo que S ′ es �nito, simplemente observemos que para cualquier i ∈ S ′,

Pi(X(0) ∈ S ′) = 1.

Luego por el Teorema 3.16 el proceso X es R-positivo y existen autovectores ν y µ
a izquierda y derecha asociados al autovalor 1/R tal que ν es la QSD minimal de X.
Además se veri�can los siguientes límites

ĺım
n→∞

Pi(X(n) = j|τ0 > n) = νj y ĺım
n→∞

RnPi(τ0 > n) = µi.
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Para ver que ν es la única QSD del proceso X consideremos un proceso de Markov
a tiempo continuo con matriz de tasas Q0, donde qij := pij para todo i 6= j, y resulta
qjj = −

∑
i∈S0\{j} pji. Claramente la matriz Q veri�ca la condición α > C y en [JR95] se

prueba que Q tiene una única QSD. Por lo tanto la ecuación γQ = λγ tiene única solución
con γ = (γ1, γ2, . . .), γi > 0 para todo i ∈ S, |γ| = 1 y λ = −

∑
k∈S γkqk0 (la forma del

autovalor se desprende de una ecuación similar al caso discreto).

γQ = λγ ⇐⇒
∑
i∈S

γiqij = λγj ∀j ∈ S ⇐⇒∑
i 6=j

γipij + γjqjj = −
∑
k∈S

γkqk0 γj ∀j ∈ S ⇐⇒

∑
i 6=j

γipij =

−∑
k∈S

γkpk0 +
∑

i∈S\{j}

pji + pj0

 γj ∀j ∈ S ⇐⇒

∑
i 6=j

γipij =

(
−
∑
k∈S

γkpk0 + 1− pjj

)
γj ∀j ∈ S ⇐⇒

∑
i

γipij =

(
1−

∑
k∈S

γkpk0

)
γj ∀j ∈ S ⇐⇒ γP = (1 + λ)γ.

Siendo que Q tiene una única QSD, resulta que P tiene una única QSD y es ν.

En lo que sigue calculamos las cotas del autovector µ. Observemos que

Pi(τ0 > n) = Pi(τ0 > n|τS′ > n)Pi(τS′ > n) + Pi(τ0 > n|τS′ ≤ n)Pi(τS′ ≤ n)

≤ Pi(τS′ > n) + Ei(PX(τS′ )
(τ0 > n− τS′)1{τS′ ≤ n})

≤ (1− α)n + Ei(g(n− τS′)),
donde g(k) = máxj∈S′ Pj(τ0 > k). Luego

µi = ĺım
n→∞

RnPi(τ0 > n) ≤ ĺım sup
n

[Rn(1− α)n + Ei(Rng(n− τS′))]

≤ ĺım sup
n

Ei
(
Rn−τS′g(n− τS′)RτS′

)
≤
(

sup
n
Rng(n)

)
EiRτS′ =: C̃.

El primer factor es �nito pues Rng(n) tiene límite y no depende de i. Para acotar el
segundo factor, como Pi(τS′ > n) ≤ (1− α)n = (R+ ε)−n para todo n ≥ 1 se cumple que

Ei(RτS′ ) =
∑
n∈N

RnP(τS′ = n) ≤
∑
n∈N

RnP(τS′ > n− 1) = R
∑
n∈N0

Rn(R + ε)−n <∞.

Queda probado que µi ≤ C̃ para todo i ∈ S con C̃ una constante que no depende de i.
Por otro lado tenemos la cota inferior

µi = R
∑
j∈S

pijµj ≥ R
∑
j∈S

ı́nf
i 6=j

pijµj ≥ R
∑
j∈S′

ı́nf
i 6=j

pijµj ≥ Rαmı́n
j∈S′

µj =: c̃ > 0.



Capítulo 4

Simulación de QSD

Un problema importante en el estudio de las QSD es su aproximación ya que cuando
el espacio de estados es muy grande o in�nito no siempre es posible calcularlas fácilmente.
En el caso en que haya más de una QSD nos interesan métodos que simulen la QSD
minimal, que es la que tiene menor tiempo medio de absorción (De�nición 3.10).

Hay varios métodos para simular distribuciones cuasiestacionarias. Por ejemplo, los
procesos de tipo Fleming-Viot, introducidos en [BHM00] y generalizados a espacios nume-
rables en [FM07]. Aldous, Flannery y Palacios (AFP) en [AFP88] proponen otro método
(en espacios �nitos) donde, dado un proceso de Markov, construyen un nuevo proceso sin
estados absorbentes, cuya medida empírica converge a la QSD del proceso original.

En este capítulo damos dos resultados principales. Primero el Teorema 4.7 que prueba
que el método de AFP se puede extender a procesos en espacios numerables que veri�can
la condición de Döeblin dada en el capítulo anterior. La prueba de su convergencia se
basa en los resultados obtenidos para procesos de rami�cación multitipo a tiempo con-
tinuo. Además damos un nuevo método, similar al de AFP, el cual involucra procesos
de rami�cación multitipo a tiempo discreto. Probamos que para procesos que veri�quen
las condiciones de la Proposición 4.9 el nuevo método converge a la QSD minimal. En
el Teorema 4.18 aplicamos este método a procesos de Galton-Watson subcríticos y otros
procesos R-positivos. Cabe destacar que los procesos de Galton-Watson no veri�can la
condición de Döeblin antes mencionada y los procesos de rami�cación multitipo asociados
al método de AFP no caen en las hipótesis bajo las cuales obtuvimos convergencia en este
caso.

4.1. Método de Aldous-Flannery-Palacios (AFP)

Aldous, Flannery y Palacios [AFP88] propusieron un método para obtener una apro-
ximación de la distribución cuasiestacionaria y dieron una prueba de convergencia para
espacios de estados �nitos. La idea es construir una cadena de Markov sin estados absor-
bentes cuya medida empírica converja a la QSD del proceso original.

El método es el siguiente: dado un proceso de Markov X = {X(n), n ∈ N} de�nido
en S ∪ {0} con 0 un estado absorbente, se genera un nuevo proceso V = (V (n))n∈N
sobre S. Este proceso V se construye de la siguiente manera: mientras que X(n) 6= 0,

57
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se concatena X(n) a la cadena V . Si X(n) = 0 no se cuenta la transición, y se elige un
estado j ∈ S según la medida empírica de la historia (hasta ese momento) de V . Se repite
el procedimiento con X(0) = j y de esta forma se obtiene V.

Se relaciona la medida empírica de V (ver De�nición 4.1) con un proceso de rami�ca-
ción multitipo supercrítico a tiempo continuo. A partir de ello se obtiene la convergencia
de la medida empírica de V , con la cual se aproxima la QSD de X.

De�nición 4.1. Dado un proceso V = (V (n))n∈N se de�ne ( ξ(n)
n

)n∈N la medida empírica
a tiempo n− 1, donde para cada i ∈ S

ξi(n) =
n−1∑
l=0

1{V (l) = i}.

En la siguiente de�nición se da la construcción del proceso generado por el método de
AFP.

De�nición 4.2. [AFP88] Dada una cadena de Markov X con estado absorbente, se cons-
truye el proceso V de la siguiente forma.

Inicializamos T0 = 0, m = 1, n = 0, X(0) = i.
Se corre una cadena X, con matriz de transición P0 e inicializada en X(0).

Si X(n) 6= 0,

• V (Tm−1 + n) = X(n),

• n = n+ 1.

si no

• Tm = n+ Tm−1

• Con distribución ξ(Tm)
Tm

se sortea un estado de S, al que notamos j.

• Se borra la cadena X y se corre una nueva cadena independiente X pero con
estado inicial X(0) = j.

• m = m+ 1, n = 1.

Iterando este procedimiento, obtenemos V = {V (n), n ∈ N}.

Observemos que Tm es el tiempo de la m-ésima absorción y que

Tm − Tm−1|X(Tm−1) = j ∼ T1|X(0) = j.

De�nición 4.3. Sean ξ(n)
n

la distribución empírica de V a tiempo n−1 yM un conjunto
de medidas de probabilidad en S. De�nimos la cadena de Markov (V (n− 1), ξ(n))n∈N en
S ×M, con V0 = i1, ξ(1) = ei1 y transiciones:

P(V (n) = j, ξ(n+ 1) = ξ + ej|V (n− 1) = i, ξ(n) = ξ) = pij + pi0
ξj
|ξ|
.
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Demos un ejemplo simple de la construcción de los procesos V y Z a partir de corridas
del proceso X.

Ejemplo 4.4. Supongamos que X arroja los siguientes estados:

X(0) = 2, X(1) = 1, X(2) = 1, X(3) = 0,

luego se elige con distribución (2/3, 1/3) entre el 1 y el 2. Supongamos que sale el 1. Se
vuelve a correr una cadena X inicializada en 1 y se obtiene

X(0) = 1, X(1) = 3, X(2) = 0.

De estos dos experimentos se obtiene que V es (2, 1, 1, 3) y Z se puede representar de la
siguiente manera

2

1

3

1

Lema 4.5. Sea X un proceso de Markov con estado absorbente y P0 la matriz de tran-
sición. Sea V el proceso construido en la De�nición 4.2, ξ(n)

n
la distribución empírica

(De�nición 4.1) y Tn el n-ésimo tiempo de absorción. Si P es R-positiva entonces existe
un proceso de rami�cación multitipo a tiempo continuo Z = (Z(t))t≥0 que veri�ca las
hipótesis de la Proposición 1.32 y tiene las siguientes propiedades:

la variable aleatoria Lij, que representa la cantidad de individuos de tipo j que tiene

un individuo de tipo i, tiene la misma distribución que
∑T1−1

k=0 1{X(i)(k) = j}, donde
el superíndice (i) denota que X(0) = i.

mij := E(Lij) =
∞∑
k=0

(P k)ij, E(Z(t)) = et(M−Id).

La matriz M es R−1
R

-positiva y la matriz E(Z(t)) resulta
(
e−t(

1
R−1

)
)
-positiva, ambas

matrices con los mismos autovectores de la matriz P asociados a 1/R.

Si τn es la n-ésima reproducción, entonces

Zj(τn) = ξj(Tn), ∀j, y τn
n→∞−→ ∞.

Más aún, si P es irreducible y/o aperiódica también lo es E(Z(t)).
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Demostración. Damos la construcción del proceso Z. Si la cadena V comienza en el estado
i, el proceso de rami�cación Z empieza con un individuo de tipo i. La cadena X pasea por
los estados usando la matriz de transición P0, hasta llegar al estado absorbente (tiempo
T1). El proceso V es igual a X hasta T1 y el proceso Z lo construimos de forma tal que
el individuo de tipo i tiene tantos hijos de tipo j como veces que la cadena V pasó por el
estado j antes del tiempo T1. Es decir, el individuo de tipo i tiene Lij descendientes de

tipo j, donde Lij tiene la misma distribución que
∑T1−1

k=0 1{X(i)(k) = j}.
Notemos que cuando se reproduce un individuo, este muere y nace al menos un indi-

viduo del mismo tipo. Nos referimos a este hecho como que el individuo que se reproduce
no se muere.

Se elige un individuo de tipo j con probabilidad
ξj(T1)

T1
, y se corre un nuevo proceso X

el cual se concatena a V salvo el estado inicial y el estado 0. En el proceso de rami�cación,
se elige entre todos los individuos que están vivos cuál es el que se reproduce y siendo
que todos los individuos esperan un tiempo exponencial de igual parámetro, se elige al
individuo j también con probabilidad

ξj(T1)

T1
.

Ambos procesos continúan con este mecanismo, con lo cual la cantidad de individuos
de tipo j en la n-ésima reproducción es igual a la cantidad de veces que la cadena V pasó
por el estado j a tiempo Tn − 1. Notamos para cada n ∈ N, τn el tiempo de la n-ésima
reproducción, luego

Zj(τn) = ξj(Tn).

El proceso de rami�cación Z tiene como matriz de medias a

E(Lij) = Ei(
T1−1∑
k=0

1{X(i)(k) = j}) = Ei(
∞∑
k=0

1{X(k) = j, T1 > k}) =
∞∑
k=0

(P k)ij. (4.1)

Siendo que P es una matriz subestocástica y R-positiva, resulta R > 1 y por lo tanto
mij =

∑∞
k=0(P k)ij. Más aún la matriz M resulta un operador acotado. En efecto, sea

ε > 0 tal que 1/R+ ε < 1, y ‖ · ‖ una norma de operadores. Como ĺımk→∞ ‖P k‖1/k = 1/R
(Teorema de Gelfand [Lax02, Teorema 4, p.195 ]), existe k0 tal que

‖M‖ ≤
k0∑
k=0

‖P‖k +
∞∑

k=k0+1

‖P k‖ ≤
k0∑
k=0

‖P‖k +
∞∑

k=k0+1

(
1

R
+ ε)k <∞. (4.2)

Además, M es R−1
R

-positiva con los mismos autovectores de la matriz P asociados a
1/R. Por la Proposición 1.32, la esperanza de la cantidad de individuos a tiempo t viene
dada por la matriz

E(Z(t)) = et(M−Id),

y resulta
(
e−t(

1
R−1

)
)
-positiva. Además (E(Z(t)))ij es �nito para todo i, j ∈ S y por lo tanto

el proceso de rami�cación tiene una cantidad �nita de individuos para todo t > 0, es decir
el proceso no explota y τn

n→∞−→ ∞.

El siguiente resultado es la prueba de que el método de AFP converge cuando se
considera espacios de estados �nitos. Daremos su demostración ya que será de utilidad
cuando tratemos el método de AFP en espacios de estados numerables.
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Teorema 4.6. [AFP88, Teorema 3] Sea X = {X(n), n ∈ N} un proceso de Markov de-
�nido en S ∪ {0}, con S un espacio �nito, 0 un estado absorbente y P0 la matriz de
transición. Suponemos que la matriz P es irreducible y aperiódica. Entonces el proceso V
(De�nición 4.2) veri�ca que cuando n→∞∑n

k=0 1{V (k) = j}
n

cs−→ νj para todo j ∈ S

donde ν es la única QSD de X.

Demostración. La matriz P es irreducible y aperiódica, por el Teorema 3.9 existe una
única QSD ν que veri�ca∑

i∈S

νipij =
1

R
νi, νi > 0 y

∑
i∈S

νi = 1, (4.3)

donde 1/R es el autovalor mas grande de la matriz P (Teorema 3.8).

Sea Z(t) el proceso construido en el Lema 4.5. La matriz E(Z(t)) es irreducible, ape-

riódica y tiene como mayor autovalor a et(
1

R−1
−1), con autovectores a derecha e izquierda

µ y ν respectivamente. En [GB03, Teorema 2.1] se prueba que bajo estas condiciones se
veri�ca que si t→∞,

Zi(t)

|Z(t)|
cs−→ νi para cada i ∈ S.

Luego, como τn →∞
ĺım
n→∞

Zi(τn)

|Z(τn)|
= νi,

de donde

ĺım
n→∞

ξi(Tn)∑
i ξi(Tn)

= ĺım
n→∞

ξi(Tn)

Tn
= νi.

Esta es la convergencia buscada pero en lugar de para todo n solo en los tiempos de
absorción de la cadena. Veamos que Tn+1

Tn
→ 1. Dados ε > 0 e i ∈ S

Pi
(
|Tn+1

Tn
− 1| > ε

)
≤ Ei

(
(Tn+1−Tn

Tn
)2

ε2

)
≤ Ei

(
(Tn+1 − Tn)2

n2ε2

)
=

Eξ(T1
2)

n2ε2
, (4.4)

donde ξ = ξ(n)
n
. Como el espacio de estados es �nito Ei(T1

2) es �nito para todo i ∈ S, y

Eξ(T1
2) =

∑
i∈S

Ei(T1
2)ξi ≤ máx

i∈S
Ei(T1

2) <∞.

Luego obtenemos que si n→∞,

Tn+1

Tn

cs−→ 1. (4.5)
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Sea m tal que Tn ≤ m ≤ Tn+1, como ξ(Tn) ≤ ξ(m) ≤ ξ(Tn+1) coordenada a coordenada
obtenemos

ξ(Tn)

Tn+1

≤ ξ(m)

m
≤ ξ(Tn+1)

Tn
. (4.6)

De donde para cada i ∈ S, cuando n→∞
ξi(n)

n

cs−→ νi.

Por lo tanto la distribución empírica de la cadena V converge casi seguramente a la
distribución cuasiestacionaria de X.

4.2. Método AFP en espacios de estados numerables.

Dada una cadena de Markov con estado absorbente, siempre es posible construir el
proceso V (De�nición 4.2) generado por AFP y construir Z(t) el proceso de rami�cación
multitipo como en el Lema 4.5. Para garantizar la convergencia del método AFP es ne-
cesario que la cantidad de individuos de cada tipo sobre el total de la población converja
cuando t → ∞ a una medida de probabilidad. Para lograr esto para una cadena con
espacio de estados numerable utilizaremos el Teorema 1.35 donde se prueba la conver-
gencia en probabilidad de la proporción de individuos, y así se obtiene en ciertos casos,
la convergencia en probabilidad del método AFP. La prueba de convergencia del método
para casos más generales es un problema abierto.

Teorema 4.7. Sea X = {X(n), n ∈ N} un proceso de Markov de�nido en S ∪{0}, con S
numerable, 0 un estado absorbente y P0 la matriz de transición. Suponemos que la matriz
P es irreducible, aperiódica y cumple la condición α > C (De�nición 3.18). Entonces el
proceso V (De�nición 4.2) veri�ca que cuando n→∞∑n

k=0 1{V (k) = j}
n

P−→ νj para todo j ∈ S

donde ν es la única QSD de X.

Demostración. Por el Teorema 3.19, la matriz P es R-positiva y existen autovectores a
derecha e izquierda µ y ν asociados a 1/R ∈ (0, 1) que veri�can

∑
j∈S

νj = 1 y c̃ ≤ µi ≤ C̃ ∀i ∈ S (4.7)

para constantes positivas c̃, C̃, donde ν es la única QSD.
Por el Lema 4.5 existe el proceso de rami�cación Z con matriz de medias M =

{mij, i, j ∈ S} con mij = E(Lij) =
∑∞

k=0(P k)ij. La matriz M resulta no negativa, irredu-
cible, aperiódica, γ-positiva con

γ =
R− 1

R
∈ (0, 1) (4.8)
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y con los mismos autovectores µ y ν asociados al autovalor 1/R de la matriz P . Además
para cada t ≥ 0 la matriz

C(t) := E(Z(t)) = et(M−Id)

es irreducible, γt-positiva (γt = e−t(
R

R−1
−1) ∈ (0, 1)) y veri�ca que (Cn(t))ij es �nito para

todo n ∈ N, i, j ∈ S. Los autovectores asociados a 1/γt son los autovectores de la matriz
M asociados a γ.

Notemos que existe un estado l ∈ S tal que α(l) > 0, pues la matriz P cumple la con-
dición α > C. Por la irreducibilidad de P existe k ∈ N tal que (P k)l0 > 0. Consideramos
una variable aleatoria L̂ con distribución geométrica de parámetro α(l)(P k)l0 > 0. Sea

T
(i)
1 la variable aleatoria que cuenta la cantidad de estados por los que pasa la cadena X

antes de ser absorbida, suponiendo X(0) = i. Luego la variable T
(i)
1 la podemos acotar

estocásticamente por la variable L := (k + 1)L̂. Cada intento de éxito de la variable L̂
equivale a k + 1 pasos del proceso X. Para todo estado inicial i ∈ S obtenemos

T
(i)
1 � L. (4.9)

La cantidad total de descendientes que tiene un individuo de tipo i es
∑

j∈S Lij. Por como
de�nimos estas variables aleatorias tenemos

∑
j∈S

Lij =
∑
j∈S

T1−1∑
k=0

1{X(i)(k) = j} = T
(i)
1 .

Luego, por (4.9) se tiene que para todo i ∈ S

E(
∑
j∈S

Lij) = Ei(T1) ≤ E(L) <∞.

Siendo que la variable aleatoria L tiene segundo momento �nito y los autovectores µ y ν
veri�can (4.7), por la Proposición 1.37 vale que dado δ > 0∑

j∈S

Ej
(
(Z(δ)µ)2) νj <∞. (4.10)

Veamos que existe un tipo de individuo para el cual la cantidad de individuos tiende
a in�nito, para ello observemos que sin importar qué tipo de individuo se reproduce hay
probabilidad al menos α(l) > 0 de tener un individuo de tipo l. Como ya mencionamos,
cuando un individuo se reproduce decimos que este no se muere ya que deja siempre
un descendiente de su tipo. Con lo cual, diremos que en la generación n hay un nuevo
individuo de tipo l cuando se reproduce un individuo de otro tipo y este deja al menos un
descendiente de tipo l o se reproduce un individuo de tipo l y este (además de continuar
vivo) deja otro individuo de tipo l. De�nimos para cada n ∈ N los eventos

An := { hay al menos un nuevo individuo de tipo l en la generación n}
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y la σ-álgebra generada por los individuos que existieron hasta la generación n,

Fn := σ({Xk, 1 ≤ k ≤ n}).

Claramente An ∈ Fn, notemos que

P(An|Fn−1) = P(algún individuo de la generación n− 1 tiene un descendiente de tipo l)

≥ α(l).

Luego
∑

n∈N P(An|Fn−1) = ∞ y por el Teorema de Borel Cantelli condicionado [Dur96,
Teorema 5.3.2], se obtiene que con probabilidad 1 el evento An ocurre in�nitas veces, es
decir, en in�nitas generaciones habrá un nuevo individuo de tipo l, siendo que en este
proceso los individuos no se mueren, se veri�ca que cuando t→∞,

Pi(Zl(t)→∞) = 1.

Consideramos el proceso discretizado Y = (Y(n))n∈N asociado al proceso Z (ver Lema
1.33). Este proceso veri�ca las hipótesis del Teorema 1.27, y además Pi(Yl(n)→∞) = 1,
con lo cual por la Proposición 1.30

Pi(W = 0) = 0 para todo i ∈ S. (4.11)

Finalmente el proceso Z veri�ca (4.7), (4.8), (4.10), (4.11) y por el Teorema 1.35
cuando t→∞ se tiene

Z(t)

|Z(t)|
P−→ ν

y cuando n→∞
Z(τn)

|Z(τn)|
P−→ ν pues τn

n→∞−−−→∞.

Siendo que Z(τn) = ξ(Tn)

ĺım
n→∞

ξi(Tn)∑
i ξi(Tn)

= ĺım
n→∞

ξi(Tn)

Tn
= νi.

Siendo que T
(i)
1 � L, se veri�ca que para cualquier estado inicial i

Ei(T 2
1 ) ≤ E(L2) <∞,

es decir, supi∈S Ei(T 2
i ) es �nito. De donde de forma análoga a lo probado en el método de

AFP para espacios �nitos, de (4.4), (4.5) y (4.6) se obtiene que toda la sucesión converge.
Es decir, para todo i ∈ S cuando n→∞

ξi(n)

n
=

∑n−1
k=0 1{V (k) = i}

n
oversetP−→νi.

Por lo tanto la distribución empírica de la cadena V converge en probabilidad a la única
distribución cuasiestacionaria de X.
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4.3. Procesos de Galton-Watson

En esta sección daremos un nuevo método, similar a AFP, para aproximar QSD y lo
aplicamos a procesos de Galton-Watson subcríticos. Cabe destacar que las pruebas de
convergencia dadas en las secciones anteriores no contienen a estos procesos dado que en
el proceso de rami�cación multitipo asociado la cantidad de hijos que puede tener cada
individuo tiende a in�nito con el tipo. Para este nuevo método probaremos la convergencia
del mismo para el caso de Galton-Waston.

La principal diferencia de este nuevo método consiste en que el proceso de rami�cación
multitipo asociado es un proceso a tiempo discreto en lugar de ser a tiempo continuo. Para
este último podemos aplicar el Teorema 1.29.

De�nición 4.8. Dada una cadena de Markov X con estado absorbente, construimos
un proceso de rami�cación multitipo a tiempo discreto (ver De�nición 1.12), Y, de la
siguiente manera.

La cantidad de veces que la cadena X inicializada en i pasa por el estado j es exacta-
mente la cantidad de descendientes de tipo j que deja un individuo de tipo i. Es decir, el
individuo de tipo i tiene Lij descendientes de tipo j, donde Lij tiene la misma distribución

que
∑T−1

k=0 1{X(i)(k) = j}. Por lo tanto,

mij := E(Lij) = Ei(
T1−1∑
k=0

1{X(i)(k) = j}) = Ei(
∞∑
k=0

1{X(k) = j, T1 > k}) =
∞∑
k=0

(P k)ij.

(4.12)

Para cada individuo se corre una cadena X independiente, por lo que cada individuo
tiene descendientes independientemente del resto de los individuos lo que implica que las
variables Lij son independientes entre sí. Notemos que de la ecuación (4.2), M resulta un
operador acotado y ‖Mn‖ ≤ ‖M‖n <∞.

Proposición 4.9. Sea X una cadena de Markov con estado absorbente y matriz de tran-
sición P0 con P R-positiva. Sea Y el proceso de rami�cación construido en la De�nición

4.8. Si el proceso Y veri�ca que cuando n → ∞ Y(n)
|Y(n)|

P−→ ν. Entonces ν es la QSD
minimal de X.

Demostración. Sea ν ′ el autovector a izquierda de la matriz P asociado a 1/R, de la
Observación 3.17 ν ′ es la QSD minimal de X. Por construcción Y es R−1

R
-positiva, con

los mismos autovectores de P . Luego ν = ν ′.

Apliquemos este método a los procesos de rami�cación llamados Galton-Watson. En
la siguiente de�nición �jaremos la notación que usaremos en lo que resta de la sección.
Siendo que hay varios procesos de rami�cación involucrados, cuando nos estemos re�riendo
al proceso de Galton-Watson hablaremos de partículas así podremos distinguirlos de los
individuos de los procesos de rami�cación multitipo asociado al método de simulación.

De�nición 4.10. De�nimos X = {X(n), n ∈ N} un proceso de Galton-Watson (De�-
nición 1.1). Suponemos que el número de rami�caciones que tiene una partícula es una
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variable aleatoria L con distribución (pi)i∈N0, donde pi es la probabilidad de que una par-
tícula se rami�que en i partículas, con i ∈ N0. Para cada j ∈ N, k ∈ N0, L

k
j representa

el número de rami�caciones de la j-ésimo partícula de la k-ésima generación. Asumimos
que {Lkj , k ≥ 0, j ≥ 1} son variables aleatorias i.i.d., todas con la misma distribución
que L, donde P(L = i) = pi ∀i ∈ N0. Suponemos que p0 + p1 < 1.

Consideramos el caso subcrítico que es cuando el proceso se extingue con probabilidad
1 (Lema 1.4, Teorema 1.5), para ello suponemos m := E(L) < 1. Sea P0 la matriz de
transición, y P la matriz de transición sin la �la y la columna correspondientes al 0,

pij = P(X(n+ 1) = j|X(n) = i), para todo i, j ∈ N.

Sea T el tiempo de absorción del proceso,

T := mı́n
n∈N
{X(n) = 0}.

Sea H la cantidad total de partículas creadas,

H :=
T∑
n=0

X(n).

Sea Hi la cantidad de veces que el proceso se encontró en el estado i,

Hi :=
T∑
n=0

1{X(n) = i}.

Notemos que

H =
∑
j∈N

jHj.

Nos interesa estudiar el total de partículas H del proceso, para ello consideramos su
función generadora

fH(s) := E(sH).

Damos un resultado que relaciona la función generadora de H con la función generadora
de L.

Teorema 4.11 (Teorema 3.2, [VDH16]). Sean X un proceso de Galton-Watson como
en la De�nición 4.10 y H =

∑
n∈N0

X(n). Si denotamos fL(s) y fH(s) a las funciones
generadoras de L y H respectivamente, se obtiene la siguiente relación

fH(s) = sfL(fH(s)) s ∈ [0, 1]. (4.13)

Demostración. Primero notemos que como el proceso Galton-Watson comienza con una
sola partícula f(s) = E(sX) = E(sL). Si la partícula inicial tiene j descendientes, cada
una de estas j partículas tiene asociada una variable aleatoria H(l), l ∈ {1, . . . , j} que
cuenta la cantidad total de partículas que deja el l-ésimo descendiente de la partícula
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inicial, estas variables son i.i.d. con la misma distribución que H. Notemos que en este
caso H = 1 +

∑j
l=1 H

(l). Luego

fH(s) = E(sH) =
∑
l=0

plE(s1+
∑j

l=1H
(l)|X(1) = l) = s

∑
l=0

plE(sH)l = sfL(fH(s)).

Corolario 4.12. Bajo las condiciones del teorema anterior se obtiene

E(H) =
1

1−m
E(H2) =

1 +m

(1−m)2
+

E(L2)−m
(1−m)3

.

Demostración. Los resultados se obtienen de derivar la ecuación (4.13) y evaluar en s = 1.
La primera igualdad

f ′H(s) = fL(fH(s)) + sf ′L(fH(s))f ′H(s)⇒ E(H) = 1 +mE(H).

La segunda igualdad

f ′′H(s) = f ′L(fH(s))f ′H(s) + sf ′L(fH(s))f ′′H(s) + f ′H(s)f ′L(fH(s)) + sf ′′L(fH(s))(f ′H(s))2 ⇒

E(H(H − 1)) = 2E(H)m+mE(H(H − 1)) + E2(H)E(L(L− 1))⇒

E(H2)− E(H) = E(H)m+mE(H2) + E2(H)E(L(L− 1))⇒

E(H2) =
1 +m

(1−m)2
+

E(L2)−m
(1−m)3

Lema 4.13. Sea P0 la matriz de transición de un proceso de Galton-Watson, y pi la
probabilidad de que un individuo tenga i descendientes. La matriz P es irreducible si y
sólo si p0 > 0, p1 > 0 y pj > 0 para algún j > 1. Bajo esta condición también es
aperiódica.

Demostración. El resultado se deduce de la de�nición de la matriz P , pij = P(X(1) =
j|X(0) = i).

Lema 4.14. [SVJ66, Lema iii]Sean P0 la matriz de transición de un proceso de Galton-
Watson, pi la probabilidad de que un individuo tenga i descendientes, y L una variable
aleatoria con distribución (pi)i∈N0. Si P es irreducible y E(L) < 1, entonces P es (1/E(L))-
positiva si y sólo si

∑
j∈N j ln(j)pj <∞.

Observación 4.15. Sea X un proceso de Galton-Watson con matriz de transición P . El
autovector a derecha asociado a E(L) es µi = i,

(Pµ)i =
∑
j∈N

pijj = E(X(1)|X(0) = i) = iE(X(1)|X(0) = 1) = iE(L).
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Corolario 4.16. Si la matriz de transición P es irreducible y la variable L con distribución
(pi)i∈N0 veri�ca que E(L) < 1 y

∑
j∈N j ln(j)pj < ∞, entonces

∑
j∈N jνj < ∞ con ν el

autovector a izquierda de P asociado a E(L).

Teorema 4.17. [ST85, Teorema 3] Si P es irreducible y aperiódica, para k ≥ 2 se obtiene

E(Lk) <∞ si y sólo si
∑
j

νjj
k <∞

donde ν es la QSD minimal del proceso X.

A continuación damos el resultado principal de esta sección, mostramos que para
ciertos procesos de Galton-Watson el proceso de rami�cación construido en la De�nición
4.8, veri�ca que la proporción de individuos converge a la QSD minimal del proceso de
Galton-Watson.

Teorema 4.18. Sea X = {X(n), n ∈ N} el proceso de Galton-Watson de la De�nición
4.10, suponemos p0, p1, pl > 0 para algún l > 1 y tal que E(L2) <∞. Sea Y el proceso de
rami�cación multitipo de la De�nición 4.8, entonces cuando n→∞

Yi(n)

|Y(n)|
P−→ νi,

donde ν es la QSD minimal del proceso X.

Demostración. El proceso de Galton-Watson es subcrítico con lo cual E(L) < 1, además
la matriz P es irreducible y aperiódica con lo cual resulta 1/E(L)-positiva, con ν y µ =
(1, 2, . . .) autovectores a izquierda y derecha asociados al autovalor E(L) respectivamente.
Siendo que E(L2) <∞, del Corolario 4.12 obtenemos que E(H2) <∞.

Veamos que el proceso Y cumple las hipótesis del Teorema 1.29. Notemos que la
variable Yi(1) cuenta la cantidad de individuos de tipo i en la primera generación que es
igual a contar la cantidad de veces que el proceso X estuvo en el estado i. Con lo cual la
variable aleatoria Yi(1) tiene la misma distribución que Hi,

Yi(1) ∼ Hi, ∀i ∈ N.

Por otro lado, si el proceso X comienza con j partículas, por la desigualdad de Holder
se obtiene

Ej(H2) = E1

(( j∑
l=1

H(l)
)

2

)
≤ jE1(H2)

donde H(l) son v.a.i.i.d. con la misma distribución que H. Notemos que

Ej

[(∑
i∈N

Yi(1)i

)
2

]
= Ej

[(∑
i∈N

iHi

)
2

]
= Ej(H2).
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Luego, se veri�ca la condición (1.7):

∑
j∈N

Ej

(∑
i∈N

Yi(1)i

)2
 νj ≤∑

j∈N

j2E1(H2)νj <∞,

y el proceso Y esta bajo las condiciones del Teorema 1.27.

De�nimos para cada n ∈ N los eventos

An := { hay al menos un nuevo individuo de tipo 1 en la generación n}

y la σ-álgebra generada por los individuos que existieron hasta la generación n,

Fn := σ({Y(k), 1 ≤ k ≤ n}).

Al igual que en el método de AFP consideramos que los individuos que se reproducen no
se mueren, con lo cual decimos que un individuo de tipo 1 tiene un nuevo individuo de
tipo 1, cuando deja otro descendiente de su tipo. Claramente An ∈ Fn y

P(An|Fn−1) = P
(

un individuo de la generación n− 1
tiene un nuevo descendiente de tipo 1

)
≥ p1 > 0,

pues el individuo inicial de tipo 1 nunca se muere y como consideramos un proceso de ra-
mi�cación a tiempo discreto todos los individuos se reproducen en todas las generaciones,
en particular el individuo inicial de tipo 1 se reproduce en todas las generaciones. Luego∑

n∈N P(An|Fn−1) =∞ y por el Teorema de Borel Cantelli condicionado [Dur96, Teorema
5.3.2], se obtiene que con probabilidad 1 el evento An ocurre in�nitas veces, es decir, en
in�nitas generaciones habrá un nuevo individuo de tipo 1. Siendo que los individuos no
se mueren, se veri�ca que cuando n→∞

P1(Y1(n)→∞) = 1.

Por la Proposición 1.30 se obtiene

Pi(W = 0) = 0 para todo i ∈ N.

Finalmente el Teorema 1.29 implica que cuando n→∞

Y(n)

|Y(n)|
P−→ ν.
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Capítulo 5

Aproximación de QSD vía desigualdad
de Holley

Técnicas de acoplamiento y dominación estocástica han sido ampliamente explotadas
para tratar diversos problemas [GHM01, Capítulo 4]. La desigualdad de Holley [Hol74],
es una condición su�ciente para garantizar dominación estocástica en espacios producto.
En este capítulo la utilizaremos, adaptada al espacio de trayectorias, [FR15] para probar
convergencia monótona de distribuciones cuasiestacionarias.

La idea de esta versión es considerar procesos con estados absorbentes y obtener con-
diciones su�cientes bajo las cuales se pueda garantizar la dominación estocástica de las
trayectorias condicionadas.

Los procesos de nacimiento y muerte son cadenas de Markov de�nidas en subconjuntos
de N en los que sólo se producen transiciones de un estado a si mismo y a sus contiguos
(anterior y posterior). Trabajaremos con procesos de nacimiento y muerte XK de�nidos
en espacios �nitos {0, . . . , K} con K ∈ N donde supondremos que el 0 es el estado
absorbente y que hay probabilidad positiva de ir de K al 0. Bajo ciertas hipótesis, [DS65],
estos procesos tienen una única QSD que la denotaremos νK .

También consideraremos procesos de nacimiento y muerte X de�nidos en N0. Estos
procesos de nacimiento y muerte pueden tener in�nitas distribuciones cuasiestacionarias,
una o ninguna [Cav78, FMP91]. Denotaremos νmı́n a la QSD minimal.

El resultado principal del capítulo es el Teorema 5.19 que prueba (bajo ciertas hipótesis
sobre los parámetros) que las QSD de los procesos de�nidos en {0, . . . , K} convergen
a la QSD minimal del proceso de nacimiento y muerte en N. Si bien varias de estas
convergencias pueden probarse con un cálculo explícito de autovectores y autovalores, lo
relevante de este capítulo son los métodos utilizados basados en la dominación estocástica
que permiten extender los resultados a casos donde este tipo de cálculo no está disponible.

En [BH00] se analizan procesos de Markov a tiempo continuo R-positivos en espacios
in�nitos y se muestra que las QSD en espacios �nitos aproximan a la QSD minimal de
estos procesos. Los procesos de nacimiento y muerte considerados en este capítulo no son
R-positivos, con lo cual, los resultados de [BH00] no son aplicables en nuestro contexto.

Llamemos δ1 a la medida inicial que concentra toda su masa en 1 y denotemos ϕK,δ1(n)

71
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a la evolución condicionada a la no absorción del proceso �nito en {0, . . . , K} a tiempo
n. Análogamente, denotemos ϕδ1(n) a la evolución condicionada a la no absorción en el
proceso en N0. La idea principal del capítulo se puede resumir con las siguientes conver-
gencias,

ϕK,δ1(n) //

5.16
��

ϕδ1(n)

5.18
��

νK
5.19

// νmin.

La convergencia ĺımK→∞ ϕ
K,δ1(n) = ϕδ1(n) se deduce de que el proceso XK converge

a X cuando K → ∞. De [DS65] se obtiene que el proceso XK tiene una única QSD y
ĺımn→∞ ϕ

K,δ1(n) = νK . Esta convergencia la demostramos nuevamente usando dominación
estocástica en el Lema 5.16. Por otro lado el proceso X (De�nición 5.24) tiene in�nitas
QSD y además ĺımn→∞ ϕ

δ1(n) = νmı́n (ver en [FR15] o 5.18). El resultado principal de
este capítulo es el Teorema 5.19 donde se obtiene que la sucesión (νK)K∈N es monótona
creciente (con el orden de la dominación estocástica) y se prueba que ĺımK→∞ ν

K = νmin.

Comenzamos dando una introducción a la dominación estocástica y la desigualdad de
Holley. De�nimos el espacio de las trayectorias de las cadenas y mostramos la versión de
la desigualdad de Holley adaptada para el espacio de las trayectorias.

Primero consideramos procesos de nacimiento y muerte en espacios �nitos y luego
en N, ambos aperiódicos. Finalmente consideramos el caso periódico donde volvemos a
probar las convergencias.

5.1. Dominación estocástica

En esta sección trabajaremos con dominación estocástica enfocado a medidas de pro-
babilidad.

De�nición 5.1. Sean X,X ′ dos variables aleatorias de�nidas en S, con distribución µ y
µ′ respectivamente. Si A es un evento de S, denotamos µA := P(X ∈ A) y µ′A := P(X ′ ∈
A).

Un acoplamiento P de X,X ′ o de µ, µ′ es una medida en S × S con marginales µ y
µ′, que para todo evento A ⊂ S

P((ξ, ξ′) : ξ ∈ A) = µ(A)

y
P((ξ, ξ′) : ξ′ ∈ A) = µ′(A).

Pensamos en un acoplamiento como una rede�nición de las variables aleatorias en un
nuevo espacio de probabilidad común, de modo que preservan sus distribuciones.

De�nición 5.2. Supongamos que S es un subconjunto cerrado de R. De�nimos el orden
parcial en el espacio producto SZ
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1. notamos η � η′ si η(x) ≤ η′(x) para todo x ∈ Z,

2. sea f : SZ → R, la función f se dice creciente si: η � η′ implica que f(η) ≤ f(η′),

3. un evento A se dice creciente si 1{A} es una función creciente.

De�nición 5.3. Dadas dos medidas µ y µ′ en SZ decimos que µ está dominada estocás-
ticamente por µ′, denotamos µ � µ′ si µ(f) ≤ µ′(f) para toda f creciente.

Observación 5.4. Notemos que en una dimensión (S ⊂ R), la De�nición 5.3 es equiva-
lente a

µ([r,+∞)) ≤ µ′([r,+∞)) ∀ r ∈ R.

El siguiente resultado caracteriza a la dominación estocástica en términos de acopla-
mientos.

Teorema 5.5. [Str65] Para dos medidas µ y µ′ de�nidas en SZ son equivalentes:

1. µ � µ′,

2. para cualquier función creciente, continua y acotada f , µ(f) ≤ µ′(f),

3. existe un acoplamiento que veri�ca que P(X � X ′) = 1.

Demostración. Puede verse un esquema de la demostración en [GHM01, Teorema 4.6].

De�nición 5.6. Dados dos elementos de probabilidad positiva en SZ, decimos que los
elementos se conectan si sólo di�eren en una coordenada. Una medida de probabilidad µ
en SZ se dice irreducible, si el conjunto {η ∈ SZ : µ(η) > 0} es conexo, es decir dados
dos elementos con probabilidad positiva se conectan a través de cambios de coordenadas
sin pasar por elementos con probabilidad 0.

Damos a continuación la desigualdad de Holley que es una condición su�ciente para
obtener dominación estocástica. En la siguiente sección mencionamos otra versión de esta
desigualdad adaptada para el contexto en el que trabajaremos.

Teorema 5.7 (Desigualdad de Holley, [Hol74]). Sean S y λ subconjuntos �nitos de R.
Sean µ y µ′ medidas en Sλ. Supongamos que µ′ es una medida irreducible en Sλ que
asigna probabilidad positiva al elemento maximal de Sλ (respecto a �). Si

µ(X(j) ≥ a|X = ξ, fuera de j) ≤ µ′(X ′(j) ≥ a|X = η, fuera de j)

para todo j ∈ λ, a ∈ S y η, ξ ∈ Sλ−{j} tal que ξ � η, µ(X = ξ fuera de j) > 0 y
µ′(X ′ = η fuera de j) > 0. Entonces

µ � µ′.
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5.1.1. Espacio de trayectorias

SeaX = {X(n), n ∈ N} una cadena de Markov en el espacio S∪{0} �nito o numerable,
con 0 el único estado absorbente. Consideramos la matriz de transición P = {pij, i, j ∈
S ∪ {0}}.

Para un proceso con distribución inicial µ, consideramos la evolución del proceso con-
dicionada a no ser absorbido

ϕµj (n) = Pµ(X(n) = j|X(n) 6= 0).

Recordemos que una QSD es una medida invariante para el proceso condicionado.

Damos algunas de�niciones para trabajar en el espacio de trayectorias.

De�nición 5.8. Una cadena de Markov en S ∪ {0} con matriz de transición P y
distribución inicial ν en S tiene trayectorias irreducibles en S si para cada n ∈ N la
medida µ en Sn+1 de�nida por µ(i0, i1, . . . .in) := ν(i0)pi0,i1 . . . pin−1,in es irreducible.

Dados dos números naturales n < m, de�nimos χmn al conjunto de posibles trayec-
torias imn = (in, .., im) de una cadena con matriz de transición P en el intervalo de
tiempo [n,m] sin ser absorbida.

Sea ν una medida en S, de�nimos la medida µmn (ν, P ) en χmn dada por

µmn (ν, P )(in, .., im) =
νinpin,in+1 . . . pim−1,im

1−
∑

i∈S νi(P
m−n)i0

Observación 5.9. La medida µmn (ν, P ) es la distribución de (X(n), . . . , X(m)) con dis-
tribución inicial ν y transiciones dadas por P , condicional a no ser absorbida, con lo
cual

ϕνj (m− n) =
∑

(jn,...,jm−1)∈χm−1
n

µmn (ν, P )(jn, . . . , jm−1, j), ∀j ∈ S.

De donde la última marginal del vector con distribución µmn (ν, P ) tiene la distribución de
ϕν(m− n).

5.1.2. Límite de Yaglom vía desigualdad de Holley

Introducimos la siguiente notación.

De�nición 5.10. Dados dos vectores µ y ν en S, de�nimos el vector producto µ∗ν,

(µ ∗ ν)i := µiνi,∀i ∈ S.

Dada una matriz P de�nimos Pi,· a la �la i-ésima de la matriz P ,

Pi,· := (pi1, pi2, . . .)

análogamente consideramos P·,j a la columna j-ésima.
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Damos a continuación otra versión de la desigualdad de Holley, que fue introducida
en [FR15], la cual es una versión adaptada para el espacio de trayectorias.

Proposición 5.11. [FR15, Proposición 2] Sean ν y ν ′ probabilidades en S, P y P ′ ma-
trices de transición en S ∪ {0} con 0 un estado absorbente. Notamos µ = µmn (ν, P ) y
µ′ = µmn (ν ′, P ′) la distribución de las trayectorias condicionadas.

Asumimos que µ es una medida irreducible en el espacio de las trayectorias χmn . Si
para j, j′, l, l′ ∈ S tal que j ≤ j′ y l ≤ l′, siempre que los denominadores sean positivos,

(ν ∗ P·,l)∑
i∈S νipi,l

�
(ν ′ ∗ P ′·,l′)∑
i∈S ν

′
ip
′
i,l

(5.1)

(Pj,· ∗ P·,l)
(P 2)j,l

�
(P ′j′,· ∗ P ′·,l′)

(P ′2)j′,l′
(5.2)

Pj,·
1− pj0

�
P ′j′,·

1− pj′0
(5.3)

(como medidas sobre S) entonces
µ � µ′.

El siguiente teorema es una aplicación de la desigualdad de Holley en el espacio de las
trayectorias �nitas de la cadena. Notamos δi la medida de probabilidad en S que concentra
toda su masa en el estado i ∈ S.

Teorema 5.12. [FR15, Teorema 1] Sea S un espacio numerable con un elemento minimal
al que llamamos 1. Sea P la matriz de transición de una cadena de Markov aperiódica en
S∪{0}. Asumimos que la cadena con distribución inicial δ1 tiene trayectorias irreducibles
en S. Si para todo i, i′, l, l′ ∈ S con i ≤ i′, l ≤ l′, cuando los denominadores son positivos
se veri�ca

(Pi,· ∗ P·,l)
(P 2)i,l

� (Pi′,· ∗ P·,l′)
(P 2)i′,l′

, (5.4)

Pi,·
1− pi0

� Pi′,·
1− pi′0

, (5.5)

como medidas en S, entonces

1. La sucesión (ϕδ1(n))n≥0 es monótona: ϕδ1(n) � ϕδ1(n+ 1) para todo n ≥ 0.

2. Para cualquier probabilidad ν en S, ϕδ1(n) � ϕν(n).

3. En particular, si ν es una QSD, entonces ϕδ1(n) � ν, para todo n ≥ 0.

4. Si hay una QSD para P , entonces el límite de Yaglom de δ1 converge. La distribución
del límite ν := ĺımn→∞ ϕ

δ1(n) es la QSD minimal.
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5.2. Proceso de nacimiento y muerte perezoso

De�nición 5.13. Para cada K ∈ N, consideramos una cadena de Markov

XK := {XK(n), n ∈ N}

de�nida en el espacio de estados {0, 1, .., K}, con matriz de transición PK de�nida de la
siguiente manera:

q, r, p > 0 q + r + p = 1

pKi,i−1 = q, pKi,i = r, pKi,i+1 = p para i ∈ {1, .., K − 1}

pK0,0 = 1, pKK,0 = p, pKK,K−1 = q, pKK,K = r.

Dado que estaremos trabajando con varios procesos, utilizaremos la siguiente notación,

ϕK,νj (n) := Pν(XK(n) = j|XK(n) 6= 0).

Observación 5.14. Podríamos considerar el proceso en {0, . . . , K + 1} con 0 y K + 1
estados absorbentes. Por simplicidad unimos los estados absorbentes y consideramos los
procesos de {0, . . . , K} con 0 el único estado absorbente. Esto no representa ninguna
restricción.

Cuando el superíndice de la matriz de transición sea K nos estaremos re�riendo a
la matriz de transición del proceso de nacimiento y muerte de�nido en {0, 1, . . . , K}.
Cualquier otro superíndice de una matriz es simplemente elevar la matriz a esa potencia.

Observemos que para cada K ∈ N el espacio de estados del proceso XK es �nito y por
lo tanto, por el Teorema 3.9 tiene una única QSD que la denotamos νK = (νK1 , ν

K
2 , . . . , ν

K
K )

y además es el límite de Yaglom

ĺım
n→∞

ϕK,δij (n) = νKj ∀i, j ∈ {1, .., K}. (5.6)

Observación 5.15. En este caso hay una expresión explícita para las medidas νK. Puede
verse en [Yue05] que para cada K ∈ N

νKj = νK1

(√
p

q

)j−1

sin

(
jKπ

(K + 1)

)
j = 2, . . . , K,

pudiendo elegir νK1 de tal forma que νK sea una probabilidad.

A continuación mostraremos que a los procesos XK se les puede aplicar el Teorema
5.12. Para estos procesos vimos que el límite de Yaglom converge a la única QSD, sin
restricciones sobre los parámetros p, r y q. Sin embargo haremos su prueba ya que esto
nos permitirá simpli�car la prueba del Teorema 5.19.

Proposición 5.16. Para cada K ∈ N, sea XK el proceso de la De�nición 5.13. Si pq ≤ r2

entonces el proceso XK veri�ca las hipótesis del Teorema 5.12.
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Demostración. Deben veri�carse las condiciones (5.4) y (5.5). Si denotamos

bK((i, l), j) :=

∑
w≥j p

K
iwp

K
wl

(PK)2
il

, cK(i, j) :=

∑
w≥j p

K
iw

1− pKi0
, (5.7)

la condición (5.4) se reescribe bK((i, l), j) ≤ bK((̂i, l̂), j) para i ≤ î y l ≤ l̂. Observemos
que los valores de bK((i, l), j) relevantes ocurren cuando |j− i| ≤ 1 o |j− l| ≤ 1 y también
cuando |i− l| ≤ 2. Luego, la condición (5.4) es equivalente, para j ≥ 2 a

bK((j − 1, j − 1), j) ≤ bK((j, j − 1), j) ≤ bK((j, j), j),

bK((j − 1, j − 1), j) ≤ bK((j − 1, j), j) ≤ bK((j, j), j).

En la siguiente tabla mostramos los valores bK((i, l), j).

HHH
HHH(i, l)

j
1 2 3 ≤ j ≤ K − 1 K

(1, 1) 1 pq
pq+r2

0 0

(1, 2) 1 1/2 0 0
(j − 1, j − 1) − pq

pq+r2
pq

2pq+r2
pq

2pq+r2

(j, j − 1) − 1/2 1/2 1/2
(j − 1, j) − 1/2 1/2 1/2

(j, j) 1 pq+r2

2pq+r2
pq+r2

2pq+r2
r2

pq+r2

(K,K − 1) 1 1 1 1/2

(K,K) 1 1 1 r2

pq+r2

De la tabla se ve que solo hay restricciones en los siguientes casos:

bK((1, 1), 2) ≤ bK((1, 2), 2) que se cumple si y sólo si pq ≤ r2,

bK((K,K − 1), K) ≤ bK((K,K), K) que se cumple si y sólo si pq ≤ r2.

El resto de las desigualdades simplemente se veri�can al ser p, q y r probabilidades. Con
lo cual, si pq ≤ r2 se veri�ca (5.4).

Pasemos a analizar los valores de cK(i, j). La condición (5.5) la podemos reescribir
como

cK(i, j) ≤ cK (̂i, j) con i ≤ î.

Los valores relevantes ocurren para |i− j| ≤ 1 haciendo que (5.5) sea equivalente a

cK(j − 1, j) ≤ cK(j, j), j ≥ 2.

En la siguiente tabla mostramos los valores cK(i, j).
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HHH
HHHi

j
1 2 3 ≤ j ≤ K − 1 K

1 1 p
1−q 0 0

j − 1 − p
1−q p p

j 1 p+ r p+ r r
1−p

K − 1 1 1 1 p
K 1 1 1 r

1−p

Las únicas restricciones relevantes son

c(1, 2) ≤ c(2, 2) que se cumple si y sólo si p ≤ (p+ r)2.

c(K − 1, K) ≤ c(K,K) que se cumple si y sólo si p(1− p) ≤ r.

Si pq ≤ r2 se veri�can ambas desigualdades. En el siguiente grá�co (en función de p y q),
ilustra que si pq ≤ r2, se cumplen todas las desigualdades,

Las curvas punteadas corresponden a las ecuaciones p = (p + r)2 y p(1 − p) = r con
r = 1 − p − q. La curva sólida corresponde a pq = r2 y la región sombreada es pq ≤ r2

y p ≤ q. Finalmente, para cada K ∈ N el proceso XK veri�ca las hipótesis del Teorema
5.12.

A continuación probaremos que las QSD (νK)K∈N son medidas crecientes.

Lema 5.17. Consideremos los procesos (XK)K≥1 de la De�nición 5.13. Si pq ≤ r2 y
q ≥ p, entonces

νK � νK+1 ∀ K ∈ N,

donde νK es la única QSD de XK.

Demostración. Veamos que para la medida δ1 y las matrices de transición PK y PK+1

vistas en N× N se cumplen las hipótesis de la desigualdad de Holley (Proposición 5.11).
Deben veri�carse las condiciones (5.1), (5.2) y (5.3). Si denotamos

aK(ν|i, j) :=

∑
w≥j νwp

K
wi

(νPK)i
. (5.8)

bK((i, l), j) :=

∑
w≥j p

K
iwp

K
wl

(PK)2
il

, cK(i, j) :=

∑
w≥j p

K
iw

1− pKi0
,
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las condiciones (5.1),(5.2) y (5.3) se pueden reescribir como

aK(ν|i, j) ≤ aK+1(ν |̂i, j) con i ≤ î, j ∈ N.

bK((i, l), j) ≤ bK+1((̂i, l̂), j) con i ≤ î, l ≤ l̂, j ∈ N.

cK(i, j) ≤ cK+1(̂i, j) con i ≤ î.

Analicemos cada una de las desigualdades.

Siendo que vamos a aplicar la desigualdad de Holley para la medida ν = δ1, ob-
tenemos que sin importar si consideramos la matriz PK o PK+1 se obtiene que el
denominador de aK(δ1|i, j) es positivo solo para valores de i ∈ {0, 1, 2},

aK(δ1|i, 1) =
p1i

p1i

= 1, aK(δ1|i, j) = 0 si j ≥ 2, i ∈ {0, 1, 2}.

Siendo que no depende del K obtenemos que se veri�ca la desigualdad (5.1) para la
medida δ1 en S.

Utilizando la Proposición 5.16, la ecuación (5.2) es equivalente a

bK((i, l), j) ≤ bK+1((i, l), j), ∀i, l, j ∈ {1, . . . , K}

y la única condición no trivial es

bK((K,K), K) ≤ bK+1((K,K), K) que se veri�ca si y sólo si 0 ≤ (pq)2.

Utilizando el Lema 5.16, la ecuación (5.3) es equivalente a

cK(i, j) ≤ cK+1(i, j), ∀i, j ∈ {1, . . . , K}.

La única condición no trivial es

cK(K,K) ≤ cK+1(K,K) que se veri�ca si y sólo si 0 ≤ pq.

Finalmente, bajo las condiciones pq ≤ r2 y q ≥ p, se cumple la Proposición 5.11 de
donde

µ0
−n(δ1, P

K) � µ0
−n(δ1, P

K+1),

y de la Observación 5.9

ϕK,δ1(n) � ϕK+1,δ1(n), ∀n ∈ N.

Tomando límite n→∞ obtenemos

νK � νK+1.
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En lo que sigue pasaremos a trabajar con procesos de nacimiento y muerte de�nidos
en el espacio de estados N.

El siguiente ejemplo puede verse en [FR15, Sección 3.1], es una aplicación del Teorema
5.12. Sea X = {X(n), n ∈ N} un proceso de nacimiento y muerte que toma valores en N0.
La matriz de transición P es tal que

q, r, p > 0, q+r+p = 1, p0,0 = 1, pi,i−1 = q, pi,i = r, pi,i+1 = p, i ∈ N. (5.9)

Una medida ν en N es una QSD si y sólo si se veri�ca la ecuación (3.2), que en este
caso es

νi+1q + νi−1p+ νi(qν1 − (p+ q)) = 0, i ∈ N, (5.10)

con la convención que ν0 = 0. En [Cav78] se prueba que si p < q hay una familia de QSD
indexadas por ν1 con ν1 ∈ (0, (1−

√
λ)2), donde λ = p/q.

Dado que la probabilidad de absorción es una QSD que veri�ca (νP )0 = qν1, la QSD
con máxima ν1 es la QSD minimal νmı́n, una binomial negativa con parámetros 2 y λ:

(νmı́n)i = (1−
√
λ)2i(

√
λ)i−1, i ∈ N. (5.11)

Corolario 5.18. [FR15, Corolario 7] Supongamos que X es un proceso de nacimiento
y muerte, con matriz de transición P que veri�ca 5.9. Si q > p y pq ≤ r2, el proceso X
cumple el Teorema 5.12 con ν = νmı́n dada por 5.11. Además el límite de Yaglom es νmin.

Demostración. Su demostración es similar a la del Lema 5.16.

El siguiente teorema, resultado principal de este capítulo, prueba que las QSD de los
procesos de nacimiento y muerte de�nidos en el espacio {0, . . . , K} convergen cuando
K →∞ a la QSD del proceso de nacimiento y muerte en los N.

Teorema 5.19. Sean νK las QSD de los procesos de�nidos en la De�nición 5.13. Si q > p
y pq ≤ r2 existe ν tal que

νK
K→∞−→ ν.

Además ν = νmı́n, con νmı́n dada por (5.11).

Demostración. Vamos a probar que dado K ∈ N, los procesos XK y X (ambos vistos
en N) cumplen la desigualdad de Holley para la medida δ1. Es decir, la medida δ1 y las
matrices de transición PK y P (vistas en N×N) cumplen las hipótesis de la Proposición
5.11. La matriz P esta de�nida en 5.9 y PK en la De�nición 5.13 considerando pKi,j := 0
si i, j > K.

Utilizaremos las notaciones de la ecuación (5.7) y (5.8) para la matriz PK y denota-
remos para la matriz P respectivamente b((i, l), j), c(i, j) y a(ν|i, j).

Utilizando esta notación, el Lema 5.16 y el Corolario 5.18, las condiciones (5.1),(5.2)
y (5.3) se pueden reescribir como

aK(δ1|i, j) ≤ a(δ1|i, j) con i, j ∈ N.
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bK((i, l), j) ≤ b((i, l), j) con i, l, j ∈ N.

cK(i, j) ≤ c(i, j) con i, j ∈ N.

Analicemos cada una de las desigualdades.

Notemos que solo hay que veri�car la desigualdad (5.1) para i ∈ {0, 1, 2}

aK(δ1|i, 1) =
p1i

p1i

= a(δ1|i, 1), aK(δ1|i, j) = 0 = a(δ1|i, j) si j ≥ 2.

Notemos que bK((i, l), j) para i > K ó j > K no está de�nido pues el denominador
es 0. Con lo cual resta veri�car la condición

bK((K,K), j) ≤ b((K,K), j), j ∈ N.

El caso j ≤ K − 1 se obtiene 1 = 1. Para j = K,

r2

r2 + pq
= bK((K,K), K) ≤ b((K,K), K) =

pq + r2

2pq + r2
⇐⇒ 0 ≤ (pq)2.

La condición que resta chequear es

cK(K, j) ≤ c(K, j), j ∈ N.

Si j > K o j < K − 1 las desigualdades son triviales, luego restan chequear

r + q

1− p
= cK(K,K − 1) ≤ c(K,K − 1) = 1.

r

1− p
= cK(K,K) ≤ c(K,K) = r + p ⇐⇒ 0 ≤ pq.

Bajo las condiciones pq ≤ r2 y q > p, se cumple la Proposición 5.11 de donde

µ0
−n(δ1, P

K) � µ0
−n(δ1, P ),

y por la Observación 5.9

ϕK,δ1(n) � ϕδ1(n).

Por el Corolario 5.18 ϕδ1(n) � ϕνmin(n), por lo tanto

ϕK,δ1(n) � ϕνmin(n) = νmin. (5.12)

Tomando límite n→∞ obtenemos

νK � νmin para todo K ∈ N.
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Dado que νK es una sucesión de medidas crecientes y acotadas, existe el límite y lo
llamamos ν. Siendo que νK es la QSD asociada a la matriz PK , por de�nición

νKj =

∑
i ν

K
i p

K
ij

1−
∑

i ν
K
i p

K
i0

=


νKj−1p+ν

K
j r+ν

K
j+1q

1−νK1 q−νKK p
j ∈ {1, . . . , K − 1}

νKK−1p+ν
K
K r

1−νK1 q−νKK p
j = K

con ν0 = 0. Cuando K →∞ se obtiene

νj =
νj−1p+ νjr + νj+1q

1− ν1q
=

(νP )j
1− ν1q

∀j ∈ N.

Por lo tanto ν es una QSD del proceso X y como ν � νmı́n es la minimal.

Corolario 5.20. Se obtiene que νK
K→∞−→ νmı́n sin la restricción pq ≤ r2.

Demostración. Sean p, q, r los parámetros asociados a los procesos de nacimiento y muerte
XK y X tales que p+ r+ q = 1 y q > p > 0. Para cada K, el proceso XK tiene una única
QSD νK que veri�ca la ecuación

0 = νKj+1q(1− 1{K = j}) + νKj−1p+ νKj (qνK1 + pνKK − (p+ q)). (5.13)

Por otro lado, el proceso X tiene in�nitas QSD ν que veri�can

νj+1q + νj−1p+ νj(qν1 − (p+ q)) = 0, j ∈ N, (5.14)

denotamos νmı́n a la QSD minimal.
Consideramos otros procesos de nacimiento y muerte X̂K y X̂ con parámetros p̂ = αp,

q̂ = αq , r̂ = 1 − p̂ − q̂ tales que α > 0, p̂q̂ ≤ r̂2. La existencia de α se deduce de que
ĺımα→0 p̂q̂ = 0 y ĺımα→0 r̂

2 = 1. Estos procesos tienen QSD ν̂K y ν̂ que veri�can las mismas
ecuaciones que νK y ν (5.13 y 5.14) respectivamente. Luego ν̂K = νK y ν̂mı́n = νmı́n y por
el Teorema 5.19 se deduce que νK → νmı́n.

Si bien la convergencia de las distribuciones cuasiestacionarias para el caso periódico
de los procesos de nacimiento y muerte está incluida en el corolario anterior, no ocurre
lo mismo con los procesos condicionados. Este comportamiento tampoco se deduce del
cómputo explícito. En la siguiente sección damos dicho resultado utilizando técnicas de
dominación estocástica para procesos periódicos.

5.2.1. Caso periódico

De�nición 5.21. Sea P una matriz. El período de un estado j se de�ne como

d(j) := mcd{n ≥ 1/(P n)jj > 0}.

Decimos que la matriz P (o el proceso con matriz de transición P ) tiene periodo d si todos
los estados tienen periodo d.
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Asumamos que la matriz de transición P es irreducible en S y que tiene periodo d ≥ 2.
Sean S1, . . . ,Sd ⊂ S, las subclases cíclicas. Denotamos

i ∼ j ⇐⇒ (P dn)il > 0 para algún n ∈ N.

Suponemos que las clases son de tal forma que si i ∈ Si y Pij > 0 entonces j ∈ Si+1,
denotando Sd+1 = S1.

Damos a continuación una versión del Teorema 5.12 adaptado para procesos periódicos.

Teorema 5.22. [FR15, Teorema 9] Sea S un espacio numerable con un elemento minimal
al que llamamos 1. Sea P la matriz de transición de una cadena de Markov en S ∪ {0}
con período d. Sean S1, . . . ,Sd ⊂ S, elegidos tal que 1 ∈ S1. Asumimos que la cadena con
distribución inicial δ1 tiene trayectorias irreducibles.

Si para todo i, i′, l, l′ ∈ S con i ≤ i′, l ≤ l′, i, i′ en la misma clase y las desigualdades
estocásticas (5.4) y (5.5) se satisfacen cuando los denominadores son positivos, entonces

1. Para todo n ≥ 0 ϕδ1(n) � ϕδ1(n+ d).

2. Para cualquier probabilidad ν en S1, ϕ
δ1(n) � ϕν(n).

3. En particular, si ν es una QSD, entonces ϕδ1(dn+ l − 1) � ν·|Sl , para todo n ≥ 0.

4. Si hay una QSD para P , entonces el límite de Yaglom de δ1 a través de subsucesiones
de período d, esta dado por

ĺım
n→∞

ϕδ1(dn+ l − 1) = ν̂·|Sl .

Además, para cualquier otra QSD ν, se tiene ν̂·|Sl � ν·|Sl para todo l.

Vamos a considerar los procesos de nacimiento y muerte periódicos, de�nidos en espa-
cio �nito y en espacio numerable. Al igual que en el caso aperiódico probaremos que las
QSD de los procesos de�nidos en espacios �nitos convergen a la QSD minimal del proceso
en N.

De�nición 5.23. Para cada K ∈ N, consideramos una cadena de Markov XK = {XK(n),
n ∈ N} de�nida en el espacio de estados {0, 1, .., K}, con matriz de transición PK de�nida
de la siguiente manera:

p, q > 0 p+ q = 1

pKi,i−1 = q, pKi,i+1 = p para i ∈ {1, .., K − 1}

pK0,0 = 1, pKK,0 = p, pKK,K−1 = q.

Notemos que para cada K ∈ N el espacio de estados del proceso XK es �nito y por lo
tanto, por el Teorema 3.9 tiene una única QSD que la denotamos νK = (νK1 , ν

K
2 , . . . , ν

K
K )

y además es el límite de Yaglom

ĺım
n→∞

ϕK,δij (n) = νKj ∀i, j ∈ {1, .., K}. (5.15)
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De�nición 5.24. Consideramos el proceso de nacimiento y muerte X en N. Sea P la
matriz de transición de�nida de la siguiente manera:

q > p > 0 p+ q = 1.

pK0,0 = 1, pi,i−1 = q, pi,i+1 = p para i ∈ N,
Notemos que las QSD del proceso X veri�can (5.10) y por lo tanto la QSD minimal

está dada por (5.11).

Teorema 5.25. Para cada K ∈ N consideremos el proceso XK de la De�nición 5.23, y
νK la única QSD de XK . Si q > p, existe ν tal que

νK
K→∞−→ ν.

Además ν = νmı́n, con νmı́n dada por (5.11).

Demostración. El resultado se obtiene de las siguientes a�rmaciones:

1. El proceso XK cumple las hipótesis del Teorema 5.22, K ∈ N.

2. Las distribuciones νK veri�can

νK � νK+1 ∀ K ∈ N.

3. El proceso X de la De�nición 5.24 cumple

ĺım
n→∞

ϕδ1(2n) = (νmı́n)·|S1 , ĺım
n→∞

ϕδ1(2n+ 1) = (νmı́n)·|S2 .

Estos resultados son similares a los Lemas 5.16 y 5.17 y al Corolario 5.18 pero en este
caso hay que chequear las condiciones (5.1), (5.2),(5.3), (5.4) y (5.5) para i, i′ ambos pares
o ambos impares. La demostración es análoga a la del caso aperiódico, pero en este caso
con los siguientes los valores de bK((i, l), j) y cK(i, j).

HH
HHHH(i, l)

j
1 2 3 ≤ j < K − 1 K − 1

(1, 1) 1 1 0 0
(j, j) 1 1/2 1/2 1/2
(j + 1, j − 1) − 1 1 1
(j + 1, j + 1) 1 1 1 1
(K,K − 2) 1 1 1 1
(K,K) 1 1 1 1

HHH
HHHi

j
1 2 3 ≤ j ≤ K − 2 K − 1 K

1 1 1 0 0 0
j − 2 − − 0 0 0
j − 1 − p p p p
j 1 p p p 0
K − 1 1 1 1 p p
K 1 1 1 1 0
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