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Certificados polinomiales de no negatividad sobre conjuntos semialgebraicos
cilindricos

Resumen
Dados g1, ...,9s € R[X] = R[X1,...,X,], S C R" el conjunto semialgebraico cerrado bésico definido
por
S={z€R" | g1(7) >0,..., () > 0}

y f € R[X] un polinomio que resulta no negativo en S, un problema cldsico es buscar una igualdad
algebraica que ponga en evidencia ese hecho. Dicha igualdad se denomina certificado de no negatividad
de f en S. En esta tesis estudiamos certificados de no negatividad sobre conjuntos semialgebraicos

cilindricos no compactos.

En la primera parte, consideramos conjuntos de la forma S x R con S C R" semialgebraico cerrado
bésico y demostramos que el Putinar Positivstellensatz puede extenderse, bajo una hipétesis adicional,
a conjuntos de la forma S x R. Ademaés, presentamos una cota para el grado de cada término de la
representacion obtenida.

En la segunda parte, consideramos el caso de polinomios no negativos sobre una franja de R?. Dado
f € R[X, Y] no negativo en el conjunto semialgebraico [0, 1] xR (definido por la desigualdad X (1-X) >
0), se sabe que f se puede reescribir como f = ¢ + 01X (1 — X) con 09,01 € Y. R[X,Y]%. En este
trabajo estudiamos la existencia de cotas de grado para cada término de dicha reescritura en los casos
degy f < 2y f positivo en [0, 1] x R. Para este ltimo caso, presentamos un método constructivo para
obtener dicha reescritura, que puede extenderse al caso f no negativo en [0,1] x R, pero con finitos
ceros simples y todos en el borde.

Palabras clave: certificados de no negatividad, sumas de cuadrados, Positivstellensatz, cotas de
grado.



Non-negativity Polynomial Certificates over Cylindrical Semialgebraic Sets

Abstract

Given g1,...,9s € R[X] =R[X1,...,X,], S C R" the basic closed semialgebraic set defined by

S={zeR" | g:(7) 20,...,94(7) = 0}

and a polynomial f € R[X] which is non-negative on S, a classical problem is to look for an algebraic
identity which makes evident this fact. Such an identity is called a certificate of non-negativity of f
over S. In this thesis we study certificates of non-negativity over semialgebraic non-compact cylindrical
sets.

In the first part, we consider sets of type S x R with S C R™ a basic closed semialgebraic set and we
prove, under an additional hypothesis, that Putinar Positivstellensatz can be extended to sets of type
S x R. In addition, we present a degree bound for the terms in the representation.

In the second part, we consider the case of polynomials non-negative on a strip in R?. Given f €
R[X,Y] non negative on the semialgebraic set [0,1] x R (defined by the inequality X (1 — X) > 0),
it is known that f can be written as f(X,Y) = oo + 01 X(1 — X) with 09, o1 € Y, R[X,Y]?. In
this work, we study the existence of degree bounds for each term in this representation in the cases
degy f < 2 and f positive on [0, 1] x R. For this last case, we present a constructive method to obtain
this representation, which can be extended to the case of f non-negative on [0, 1] x R, with at most a
finite number of simple zeros, all of them lying on the boundary.

Keywords: non-negativity certificates, sums of squares, Positivstellensatz, degree bounds.
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Introduccion

El marco general en el que se desarrolla esta tesis son los certificados de no negatividad. Un certificado
de no negatividad es una igualdad algebraica que pone en evidencia la no negatividad de un polinomio
en un determinado conjunto de R™. Por ejemplo, escribir a un polinomio como una suma de cuadrados
de polinomios es un certificado de la no negatividad del polinomio en todo R™. Uno de los origenes de
estos certificados se remonta al Problema 17 de Hilbert, que plantea si es cierto que todo polinomio no
negativo en R"™ puede necesariamente reescribirse como una suma de cuadrados de funciones racionales.
Es claro que esta reescritura constituye un certificado de dicha no negatividad. Hilbert sabia que si se
consideraban tnicamente polinomios en vez de funciones racionales el resultado no era cierto, aunque
no tenia un contraejemplo sino una demostracion tedrica. El primer ejemplo explicito fue encontrado

por Motzkin en el afio 1966 y es el siguiente:
M(X1, Xo) = X1 X3+ XPX3 +1-3X1X3 € R[X1, Xo.

Para ver que es no negativo basta aplicar, para (z1,r2) € R?, la desigualdad entre la media aritmética
y la media geométrica a la 3-upla (z}z3, 2223, 1). Por otro lado, para ver que no se puede escribir como
suma de cuadrados de polinomios se procede por el absurdo: suponiendo que existe dicha escritura e

igualando coeficiente a coeficiente se obtiene que —3 debe ser una suma de ntimeros al cuadrado.

Otro contraejemplo conocido es el polinomio de Choi-Lam definido como
CL(X1, X2, X3) = X? X5+ X? X2+ X2X2 +1—-4X1 X2 X3 € R[X1, Xo, X3].

Procediendo de manera similiar al ejemplo anterior se puede ver que es no negativo en R? y que no se
puede reescribir como suma de cuadrados de polinomios.

La respuesta afirmativa al Problema 17 de Hilbert fue dada por Emil Artin en los anos '20 ([1]),
dando un gran impulso inicial a la teoria que actualmente se conoce como geometria algebraica real,
que abarca el estudio de los certificados en cuestion, de las propiedades topoldgicas de los conjuntos
semialgebraicos (es decir, conjuntos definidos por ecuaciones e inecuaciones polinomiales sobre R) y
de la resolucién algoritmica de sistemas de ecuaciones e inecuaciones polinomiales sobre R, entre otras

cosas.

En el Capitulo [1] de esta tesis presentamos de forma rigurosa definiciones, notaciones y resultados
importantes del drea que utilizaremos en los capitulos siguientes.



Dos de los teoremas mas relevantes del area son el Schmiidgen y el Putinar Positivstellensétze. Dados
g1,---,9s € R[X] = R[X1,..., X,], consideremos S C R" el conjunto semialgebraico cerrado bésico
definido por

S={zeR" | g:(7) 20,...,94(7) = 0}

y los siguientes conjuntos en el anillo de polinomios R[X]:

e T(g1,...,9s), €l preordering generado por gi,...,¢s, que es el menor conjunto cerrado para la

suma y para el producto que contiene a todos los cuadrados y a g1, ..., gs,

e M(g1,...,9s), el médulo cuadratico generado por ¢i,...,gs, que es el menor conjunto cerrado

para la suma y para el producto por cuadrados que contiene a 1, g1, ..., gs.

Es fécil ver que todo f € T(g1,...,gs) se puede reescribir como

f= Z O'[Hgi conJIEZR[X]QparatodoIC{l,...,s},

Ic{1,..,s} i€l

y todo f € M(g1,...,gs) se puede reescribir como
f=o00+01g1+ -+ 059 conao,al,...,USEZR[X]Q.

Cualquiera de estas dos reescrituras constituye un certificado de no negatividad de f en S.

El Schmiidgen Positivstellensatz ([20]) prueba que si S es compacto, entonces, todo polinomio f

positivo en S pertenece a T'(g1,...,7s)-

A su vez, el Putinar Positivstellensatz ([16]) prueba que si M (gi,...,gs) es arquimediano, entonces,

todo polinomio f positivo en S pertenece a M (gy,...,gs).

Se puede ver que si el médulo cuadréatico generado por ¢i,...,¢gs es arquimediano, entonces S es
compacto. Como T'(g1,...,9s) C M(g1,-...,9s), la situacién puede resumirse en que el Putinar Posi-
tivstellensatz provee un resultado mas fuerte, bajo hipdtesis a su vez mas fuertes que el Schmiidgen
Positivstellensatz.

Una pregunta natural es si el Schmiidgen y el Putinar Positivstellensétze pueden extenderse a conjuntos
no compactos. Este problema fue estudiado para el caso de cilindros con secciones compactas en [5],
[6] v [14]. En [5], los autores prueban que si f € R[X,Y] = R[Xy,...,X,,Y] es un polinomio no
negativo en un cilindro de la forma S x R con S semialgebraico compacto definido por

S={zeR"| gi(x) >0,...,95() > 0},

entonces, existe un polinomio ¢ perteneciente al preordering generado por gi,...,gs en R[X,Y] de
manera que, para todo € € Rsg, f 4+ €¢ también pertenece al preordering generado por gi,..., s
en R[X,Y]. En [14], la autora demuestra, baja una hipétesis técnica adicional, que el Schihudgen
Positivstellensatz puede extenderse a conjuntos de la forma S x F', con S semialgebraico compacto
y F semialgebraico cerrado no acotado. Dicha hipdtesis técnica hace referencia a que el polinimo



f € R[X,Y] verifique que para todo x € S el polinomio f(z,Y) € R[Y] tiene grado m = degy f, en
este caso se dice que f es fully m-ic en S.

En [6], los autores prueban una versién para médulos cuadraticos del resultado presentado en [5] que
vale, bajo ciertas hipdtesis extra, para conjuntos semialgebraicos contenidos en cilindros de la forma
S x R con S semialgebraico compacto.

En el Capitulo [2 presentamos, bajo la misma hipétesis adicional que en ([I4]), nuestro aporte a este
problema: demostramos una versién del Putinar Positivstellensatz para cilindros de la forma S xR con
S un conjunto semialgebraico, que incluye una cota de grado para cada término de la representacion
obtenida, y extendemos dicho resultado a otros conjuntos cilindricos no compactos.

Ma3s concretamente, en la Seccién probamos que si g1, ..., gs € R[X] tales que
D£S={zeR" | g(z)>0,...,9:(x) >0} C (-1,1)"

y M(g1,...,gs) es arquimediano, entonces, existe ¢ € Rsq tal que para todo f € R[X,Y] positivo en
S xR cond=degg f, m =degy f y fully m-ic en S, f se puede escribir como

f=o00+t0191+ - +0s9s € MR[X,Y}(gly"'ags)
con 0g,01,...,0s € Y. R[X,Y]?y

deg(UO),deg(O'1gl),...,deg(o‘sgs) < C(m—|— 1)276 7

donde f* es el minimo de f € R[X,Y, Z], la homogeinizacién de f respecto de la variable Y usando
una nueva variable Z, en el conjunto compacto S x {y? + 22 = 1} y ||f|le es la norma de f definida
en la Seccién 2.1

En el Ejemplo mostramos que esta hipétesis (o alguna otra hipdtesis adicional) es necesaria para
poder extender el Putinar Positivstellensatz a cilindros de la forma S x R.

En la Seccién extendemos el resultado al caso de polinomios positivos en S X R>¢ y en la Seccién
a conjuntos de la forma S x R", para ciertas estructuras particulares de grado.

Por otro lado, como se muestra en el Ejemplo ni el Schmiidgen y ni el Putinar Positivstellensétze
valen si se reemplaza la hipdtesis f positivo en S por f no negativo en S. Mds atin, en [18] se prueba
que sidim.S > 3 osin =2y .S contiene un cono afin de dimension 2, existen polinomios no negativos
en S que no pertenecen al preordering generado por g1, ..., ¢gs. Luego de conocerse estos resultados, el
foco paso a estar en los subconjuntos de R? que no contienen conos afines, en particular, el caso de una
franja fue el més estudiado. En el afio 2010, Murray Marshall prueba que todo polinomio f € R[X,Y]
no negativo en el conjunto semialgebraico [0, 1] x R (definido por la desigualdad X (1 — X) > 0) se

puede escribir como
f=00+01X(1-X) (1)

con 0g,01 € Y.R[X,Y]? ([9 Theorem 1.1]), en otras palabras, que todo polinomio no negativo en
la franja [0,1] x R pertenece al médulo cuadratico M (X (1 — X)). Este resultado fue extendido
posteriormente a otros conjuntos semialgebraicos de dimensién 2 en [10] y [19].



En el Capitulo [3| estudiamos la existencia de cotas de grado para cada término de la escritura en
algunos casos particulares. En la Seccion bajo la hipétesis degy f < 2, utilizamos la estrategia
de caracterizar los rayos extremos de un cono adecuado para conseguir una cota de grado para cada
término de la representacién . En la Seccion continuamos estudiando el problema de acotar el
grado de cada término de la representacién pero desde un enfoque similar al del Capitulo (2l En la
Seccién [3.2.1] mostramos un método para obtener dicha representacién y damos condiciones necesarias
para que se puede aplicar. En la Seccién [3.2.2] mostramos que este método se puede utilizar en el
caso de f positivo en [0,1] x R y fully m-ic en [0,1] con m = degy f y luego acotamos el grado de
cada término de la representacion obtenida. La cota obtenida con este método mejora en este caso
particular a la cota que se obtiene aplicando la versién del Putinar Positivstellensatz probada en el
capitulo anterior. En la Seccién [3.2.3| mostramos que el mismo método se puede utilizar en el caso de
f no negativo en [0,1] x R y fully m-ic en [0, 1], pero con un ntmero finitos de ceros simples en la

franja y todos en el borde.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos de forma rigurosa definiciones y notaciones que usaremos a lo largo de
toda la tesis y enunciamos los resultados més importantes en torno a certificados de no negatividad,
algunos de los cuales fueron incluidos en la introduccion.

Notaremos con R[X] = R[X7,...,X,] al anillo de polinomios en n variables con coeficientes reales y

con Y R[X]? al subconjunto de sumas de cuadrados

1.1 Sumas de cuadrados

En la introduccién mencionamos que no es cierto que todo polinomio no negativo en R™ se puede
escribir como suma de cuadrados de polinomios (en general, es necesario pasar al cuerpo de funciones
racionales). Sin embargo, hay algunos casos que veremos a continuacién en los que si es posible
conseguir esa escritura ([3, Section 6.3], [8, Section 1.2]). Es ficil ver que tanto si un polinomio es
no negativo en R™ como si se puede reescribir como una suma se cuadrados, necesariamente el grado
del polinomio debe ser par. Luego, los polinomios de grado impar quedan excluidos del problema en
cuestion.

Si f € R[X] es no negativo en R" y d = deg f, entonces, f se puede reescribir como suma de cuadrados

de polinomios en los siguientes casos:

en=2yd=4.

Ademsds, en dicha reescritura el grado de cada cuadrado estd acotado por d.

En todos los demés casos es posible construir, a partir de los polinomios de Motzkin y Choi-Lam,

polinomios no negativos en todo R™ que no se pueden reescribir como suma de cuadrados de polinomios.

Por otro lado, si f € R[X] es homogéneo, no negativo en R" y d = deg f, f se puede reescribir como

suma de cuadrados de polinomios en los siguientes casos:
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en=3yd=4.

Nuevamente, en dicha reescritura el grado de cada cuadrado esta acotado por d.

Finalmente, para polinomios bihomogéneos hay un caso adicional en el que se puede asegurar que

existe esta reescritura: en [4, Proposition 7] se prueba que si n > 3, f € R[X] es bihomogéneo en
(X1,X2) y (X3,...,X,), no negativo en R", d = degy, f vy deg(x,,.. x,)f = 2, entonces, f se puede
reescribir como suma de cuadrados de polinomios con el grado de cada cuadrado acotado por d+2. A

partir de este resultado se puede deducir lo siguiente para el caso no homogéneo: si n > 2, f € R[X]

es no negativo en R", d = degx, fy degx, . x,)f = 2, entonces, f se puede reescribir como suma de

1111

cuadrados de polinomios con el grado de cada cuadrado acotado por d + 2.

1.2 Schmiidgen y Putinar Positivstellensatze

Dados g1, ...,9s € R[X], S C R™ el conjunto semialgebraico cerrado bésico definido por
S={z€R" [ g1(T) 20,...,9:() > 0}

y f € R[X], f > 0 en S, un problema cldsico es buscar un certificado de dicha no negatividad.

Hay dos objetos algebraicos relacionados con este problema.

Definicién 1.1 Un conjunto T' C R[X] es un preordering si
o ]R[X]Q cT,
o I'+T CT,

o TT CT.

El conjunto > R[X]? es el preordering mas pequeno de R[X].

Definicién 1.2 Un conjunto M C R[X] es un modulo cuadrdtico si

ele M,
o M +MCM,

e SSR[X]2M C M.
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Nuevamente, > R[X]? es el médulo cuadratico més pequeiio de R[X].

Dados g1, ...,9s € R[X], definimos T'(g1, ..., gs) el preordering generado por gi,...,gs en R[X] como

T(91,...,gs)={ Z U]Hgi | UIGZR[X]Q paratodoIC{l,...,s}}

Ic{1,...,s} el

y M(g1,...,9s) el médulo cuadratico generado por gi,...,gs en R[X] como
M(Ql?"'ags) = {00+0191+"'+0893 ‘ 00,01,-..,05 € ZR[X]2}

Notemos que T'(g1,...,9gs) es el preordering mas pequenio que contiene a gi,...,9s y M(g1,...,gs) €s
el modulo cuadratico méas pequeno que contiene a g1, ..., gs.

Observacién 1.3 Dados g1, ...,gs € R[X], se tiene que M(g1,-..,9s) C T(g1,...,9s). La igualdad
vale en algunos casos particulares, por ejemplo, cuando s = 1.

Observacién 1.4 No todo preordering es el generado por una cantidad finita de polinomios en R[X].

En efecto, consideremos
S={J@2n,2n+1]

nez
)
T={9geR[X]|g>0enS}.
Es facil ver que T es un preordering. Sin embargo, no existen gi,...,9s € R[X] tal que T =
T(g1,-..,9s). Siasi fuera, como para todo x ¢ S existe un polinomio g € T' (por ejemplo, cuadrdtico)

tal que g(x) < 0, se tiene que

S={xe€R | g(z) >0 para todo g € T}
={zeR|g(x)>0
={zeR|g(x)>0,...,9s(z) > 0},

para todo g € T(g1,...,9s)}

lo cual es un absurdo, ya que S tiene infinitas componentes conexas pero lo conjuntos semialgebraicos

tienen finitas componentes conexas ([3, Theorem 2.4.4]).

El mismo ejemplo sirve para mostrar que tampoco es cierto que todo modulo cuadrdtico es el generado

por una cantidad finita de polinomios en R[X].

Es claro que todos los elementos de M(gi,...,9s) v de T(g1,...,9gs) son no negativos en S pero la
reciproca no es cierta en general, como veremos en el siguiente ejemplo extraido de [22].

Ejemplo 1.5 Consideremos g = (1 — X?)? € R[X],

S={zeR|g(x) =0} =[-11]
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y f=1— X% R[X]. Observemos que f >0 en S. Sin embargo, f no pertenece a M(g) = T(g). En
efecto, si f € M(g), se tiene que

f=00+01(1-X?)? (1.1)

con 09,01 € Y. R[X]2. Especializando en X =1 y recordando que gy > 0 en R, obtenemos que
X =1 es raiz de o9 con multiplicidad al menos 2. Finalmente, mirando el lado derecho de ,

concluimos que la multiplicidad de X =1 como raiz de f es al menos 2, lo cual es absurdo.

El Schmiidgen Positivstellensatz ([20]) y el Putinar Positivstellensatz ([16]) son dos de los resultados
m&s importantes en torno al problema de buscar certificados de no negatividad. A continuacién se

enuncian las versiones clasicas de dichos resultados.

Teorema 1.6 (Schmiidgen Positivstellensatz) Si S es compacto y f € R[X], f > 0 en S, en-
tonces, f € T(g1,...,9s)-

Para enunciar el Putinar Positivstellensatz necesitamos la siguiente definicién.

Definicion 1.7 Un mddulo cuadrdtico M se dice arquimediano si existe N € Rsq tal que

N-X}— .. —X2ecM

Observemos que si M (g1,...,9s) es arquimediano, S resulta compacto, pues, para todo Z € S, ||Z||2 <
v N. La reciproca de esta implicacion no es cierta en general, como muestra el siguiente ejemplo
extraido de [8, Example 7.3.1].

Observacion 1.8 Sean g1, g2, g3 € R[ X1, Xo] definidos por

1 1
n=X1—=, g2=Xo—=, g3=1-X1Xo.

2 2’
Es claro que S es compacto y se puede ver que M(gi1,g2,g3) no es arquimediano.

Teorema 1.9 (Putinar Positivstellensatz) Si M(g1,...,gs) es arquimediano y f € R[X], f > 0
en S, entonces, f € M(g1,...,9s).

Como M (g1,...,9s) CT(g1,-..,9s), la situacién puede resumirse en que el Putinar Positivstellensatz
provee un resultado mas fuerte, bajo hipdtesis a su vez més fuertes que el Schmiidgen Positivstellensatz.

En ninguno de los dos resultados es posible relajar la hipotesis de f positivo en S a f no negativo en
S. Para ver esto, basta considerar el Ejemplo y observar que S = [—1,1] es compacto y, mas atn,
M((1 — X?)3) es arquimediano pues

g ~X?= §X2<X2 - g)Q + %(1 - X2)3 € M((1— X2)3),
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Luego, se verifican las hipétesis de ambos teoremas, pero, como vimos antes, f = 1 — X? no pertenece
a M((1-X?)3)=T((1-X?%)?3).

Para ambos resultados existen cotas para el grado de cada término de las representaciones obtenidas.
En el caso del Schmiidgen Positivstellensatz dicha cota fue probada por Schweighofer en [21], mientras
que para el Putinar Positivstellensatz, fue probada por Nie y Schweighofer en [I1]. Para poder enunciar
estos resultados es necesario dar la siguiente definicién.

Definicién 1.10 Sea o]
a — —
f= Z <a>aaX°‘ € R[X]
a€eNg
|| <d

constderamos la norma de f definida por
1]l = max{|aa| | € N, o < d};

donde, para o = (a1, ..., op) € Ni,

|
« arl. . ap!

Esta norma fue utilizada previamente en [11], [I4], [I5] y [2I]. La misma da una medida del tamafio
de los coeficientes de un polinomio y tiene propiedades convenientes como las que se enuncian en el
Lema y en la siguiente observacion.

Observacion 1.11 Para todo d € N, como

d __ d! v
(X4 X)) =) X
alL..ad!
a€eNy

la|=d

se tiene que ||(X1 + -4+ X,)%| = 1.

Teorema 1.12 (Schmiidgen Positivstellensatz con cota de grado) Seangi,...,gs € R[X] tales
que

0#S={zeR" | g(x)20,...,9:(2) = 0} C (-1,1)".

Entonces, existe ¢ € Rsq tal que para todo f € R[X] positivo en S, f se puede escribir como

f: Z JIHgiET(gla"‘ng)

IC{1,..,s} el

deg (asz) < cd? (1 + <d2nd”{”)c>
icl f

para todo I C {1,...,s}, donded=deg f y f* =min{f(z)|z € S} > 0.

conor €S RX?y
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Teorema 1.13 (Putinar Positivstellensatz con cota de grado) Sean gi,...,gs € R[X] tales que

D#S={zeR" | q(z)>0,...,9:(2) 2 0} C (-1, 1)"

y M(g1,...,9s) es arquimediano. Entonces, existe ¢ € Rsq tal que para todo f € R[X] positivo en S,

f se puede escribir como
f=o00+0191+ -+ 0s9s GM(gla-'-)gs)

con 09,01,...,05s € Y R[X]? y

(Hfdend>c
deg(on). deg(org1). .. deg(o,gs) < ceb ) |
donde d = deg f y f* = min{f(z) |z € S} > 0.

Notemos que la hipdtesis S C (—1,1)" se agrega inicamente por simplicidad ya que si S es compacto,
en particular, es acotado, luego, componiendo g¢1,...,gs con un cambio afin de variables, se puede
trasladar S al (—1,1)". Entonces, para aplicar el resultado es necesario componer f con el mismo
cambio afin de variables. Al hacer esto no se modifica el grado pero si los coeficientes y, por lo tanto,
su norma (ver, por ejemplo, la demostracion del Teorema .

1.3 Teorema de Polya

Otro de los resultados mas importantes del area es el Teorema de Polya ([I3]). Consideremos, para
cada n € N, el simplex estdndar A,, C R"*! definido por

n
A, = {(xg,:z_:) = (20, T1,...,Tp) e R . sz =1y x; >0 para todoOSiSn}.
i=0

Teorema 1.14 (Teorema de Polya) Sea f € R[Xo, X] = R[Xo, X1,...,X,] homogéneo y positivo
en Ay, entonces, existe N € N tal que

(Xo+ X1+ + X))V
tiene todos sus coeficientes positivos.

Observemos que el resultado provee un certificado de la positividad de f en A,,. Mdas atin, como f es
homogéneo, dicha escritura es un certificado de positividad en R;Lgl —{0}.

Nuevamente, existe una versién del teorema con cota para N, probada por Powers y Reznick en [15].

Teorema 1.15 (Teorema de Polya con cota) Sea f € R[Xo, X]| homogéneo y positivo en A, con

d=degf y f*=min{f(zo,Z) | (zo,Z) € Ap}. Entonces, si

dd -1 sl
2f*

(Xo+ X1+ -+ X,)Nf tiene todos sus coeficientes positivos.

N > d,
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1.4 Convexidad

En esta seccién presentaremos algunas nociones bésicas de convexidad que usaremos en la Seccién

Comenzamos con algunas definiciones.

Definiciéon 1.16 Un conjunto C C R™ es un cono si

e 0,

e C+CCC,

. RZO Cccc.
Definicién 1.17 Sea C C R™ un cono. Un subconjunto C' C C es una cara si

e C' es una cono,

e si vy, ve € C verifican avy + (1 — a)ve € C' para algin « € (0,1), entonces, vi,ve € C'.
Definicién 1.18 Sea C C R™ un cono. Una cara C' C C es un rayo extremo de C si

C' = {)\v | AE RZQ}

para algin v € R™ — {0}. En este caso, decimos que v es un generador de C'.

A continuacién enunciamos un resultado muy importante de la teoria de convexidad que se puede

encontrar en [I7, Section 18].

Teorema 1.19 Sea C C R”™ un cono cerrado que no contiene rectas, entonces, todo elemento de C se

puede escribir como una suma de elementos pertenecientes a los rayos extremos de C.



Capitulo 2

Una version del Putinar
Positivstellensatz para cilindros

Una pregunta natural es si el Schmiidgen y el Putinar Positivstellensiatze pueden extenderse a conjuntos
no compactos. Este problema fue estudiado para el caso de cilindros con secciones compactas en [5],

[6] y [14].
En [5], los autores prueban que si f € R[X,Y] = R[X3,..., X,,Y] es un polinomio no negativo en un
cilindro de la forma S x R con S semialgebraico compacto definido por

S={zeR"[q(7) 20,...,95(7) = 0},

entonces, existe un polinomio ¢ perteneciente al preordering generado por gi,...,gs en R[X,Y] de
manera que, para todo € € Ryq, f + €¢ también pertenece al preordering generado por gi,...,gs en
R[X,Y].

En [14], la autora demuestra, bajo una hipétesis técnica adicional, que el Schimudgen Positivstellensatz
puede extenderse a conjuntos de la forma S x F, con S semialgebraico compacto y F' semialgebraico

cerrado no acotado.

En [6], los autores prueban una versién para médulos cuadraticos del resultado presentado en [5] que
vale, bajo ciertas hipdtesis extra, para conjuntos semialgebraicos contenidos en cilindros de la forma

S x R con S semialgebraico compacto.

En este capitulo presentamos algunos resultados en torno a polinomios positivos sobre conjuntos
cilindricos no acotados. En la Seccién bajo la misma hipdtesis técnica que en [14], extendemos
el Putinar Positivstellensatz a cilindros de la forma S x R. En la Seccién generalizamos dicho
resultado a cilindros de la forma S X R>g y en la Seccién a conjuntos de la forma S x R", para

ciertas estructuras particulares de grado.

13
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2.1 Elcaso S xR

En esta seccién consideraremos el anillo de polinomios R[X,Y] = R[X7,...,X,,Y] ya que ser de

utilidad distinguir la variable que se mueve en la direccién no acotada del cilindro.

El principal resultado de la seccién es el Teorema[2.18] Sin embargo, a fin de demostrar este resultado,
es necesario primero demostrar un resultado auxiliar (Proposicién [2.15). El Teorema se deduce
de dicho resultado componiendo con un cambio afin de variables.

En la demostracién de la Proposicién utilizamos técnicas desarrolladas en [I1], [14] y [21]. Mas
precisamente, en [I1] se prueba una cota de grado para el Putinar Positivstellensatz. En dicha de-
mostracién, se utiliza la cota de grado para el Schmiidgen Positivstellensatz ([21]). Por otro lado, en
[14] se prueba una versién del Schmiidgen Positivstellensatz para cilindros.

En esta seccidon tomamos estas ideas y las reorganizamos para obtener una versién del Putinar Posi-
tivstellensatz para cilindros con una cota para el grado de cada término de la representaciéon obtenida.
Ma3s concretamente, consideramos la variable Y como un parametro y obtuvimos una version uniforme
del Teorema Para este paso fue necesario reemplazar el Schmiidgen Positivstellensatz con cota
de grado por el Teorema de Polya con cota (ver Seccién que vale para polinomios positivos en el
simplex estandar A,. Es por eso que en la Proposicién suponemos que S C AZ y luego, en el
Teorema probamos el resultado para S C (—1,1)" via un cambio de variables.

Comencemos dando la definiciéon de la hipoétesis adicional a considerar.

Definicién 2.1 Sea f € R[X,Y], m = degy f y S C R™. El polinomio f se dice fully m-ic en S si,
para todo T € S, f(z,Y) € R[Y] tiene grado m.

En otras palabras, f es fully m-ic en S si cuando lo miramos como polinomio en Y, el coeficiente

principal (que es un polinomio en R[X]) no se anula en S.

Utilizaremos la siguiente notacién.

Notaciéon 2.2 Para
f= Y KXY eRX,Y]
0<i<m
con fm # 0 notamos con
f= [X)Y'Z™ e RIX,Y, Z],
0<i<m

a la homogeneizacion de f con respecto a la variable Y.

Sean g1,...,9s € R[X]y S ={z € R" | g1(2) > 0,...,gs(%) > 0}. Consideremos f € R[X,Y] con
m=degy fyv f>0en S xR ysupongamos S compacto. Si f es fully m-ic en S, se tiene que m es
pary fm > 0en S. Mas atn,

f>0enSxC
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con C = {(y,2) € R? | y?> + 22 = 1}. En efecto, sea (Z,y,2) € S x C, si z # 0,
f(@,y,2)=2"f (3? %) >0,

ysiz=0,

F(z,£1,0) = fon(2)(£1)™ > 0.

Notaremos

f*=min{f(z,y,2) | (z,y,2) €S x C} > 0.

Consideraremos otra norma en el anillo de polinomios R[X, Y] definida de la siguiente manera.

Definiciéon 2.3 Sea

_ |Oé| Yavyt %
f= 2 > (a 16, XY € RIX,Y]
0<i<m aeNj
le|<d

consideramos otra norma para f definida por

[flle = max{faq | [0 <i <m,a € N, [af <d}.

La diferencia entre esta norma y la de la Definicién [1.10] es que, en este caso, para normalizar cada

coeficiente se tiene en cuenta unicamente el grado en X del monomio correspondiente.

A continuacién, extendemos la Definicién a polinomios en R[X,Y, Z] homogéneos en (Y, 7).

Definiciéon 2.4 Sea

=3 3 ('Z')ano‘YiZmieR[X’,Y,Z]

0<i<m aeNp
la|<d

definimos
12]le = max{|aq,|[0 < i < m,a € Ng,|o| <d}.

Observemos que || f]le = [[f]ls, para todo f € R[X,Y].

En lo que sigue veremos algunos lemas técnicos que se utilizan en la demostracién de la Proposicion

2.10]

Notacién 2.5 Para n € N, denotamos con ﬁn al simplex

n
En:{:ﬁeR”| ingly:EiZOparalSign}.
i=1

Observemos que Zn es la proyeccién del simplex estandar A,, sobre el plano Xy = 0.
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Lema 2.6 Sea f € R[X,Y] con d=degy f y m = degy f, entonces,

1F (@ y,2)] < [ flle(m +1)(d + 1)

para todo T € A, e (y,2) € C.

Demostracion: Sean T € A,, e (y,z) € C, entonces,

ICYBIES S S () VRS

0<i<m aeNp
la|<d

<ifle ¥ 3 (e

0<i<m aeNj
|| <d

“ife ¥ 5 5 ()

0<i<m 0<h<d a€NZ
|a|=h

=[fle Y. > (@t

0<i<m 0<h<d

<Iflle > D01

0<i<m 0<h<d
= [[flle(m + 1)(d +1).

Lema 2.7 Sea f € R[X,Y] con d =degs f y m = degy f, entonces,

_ 1 _ _
7109 = F@2.0.9)] < Syl Sl + Dd(d+ Dllar - o]
para todo T1,To € A, e (y,z) e C.

Demostracion: Sean T1,T9 € A, e (y,z) € C. Por Teorema del valor medio, existe Z3 € A, tal que

|f(£1,y,z) - f_('fz'vaaz)‘ < HDXf_(.’fg,y,Z)”H.fl - jQH (21)
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Por otro lado, para = € A, yvi=1,...,n,

8f Q
FCE R DI Db Dl G [Nt MR
0<1<m1<h<d|a\ h
OLj?éO
|al
<ite 3 5 (o
0<i<m 1<h<d |a|=h
a; #0
eil\ _qe.
il Y Y S h(a_;‘)xa :
0<i<m 1<h<d |a|=h
a; #0
=flle Do D bzt a)"”
0<i<m 1<h<d
<Iflle Y- D>k
0<i<m 1<h<d
1
= 5l flle(m +1)d(d +1).
Luego,
_ 1
1Dx f(@3,9, 2) < vl flle(m + 1)d(d +1). (2.2)
Juntando (2.1)) y (2.2) se tiene el resultado. O

Otra de las herramientas a considerar es la Desigualdad de Lojasiewicz (ver, por ejemplo, [3, Coro-
lario 2.6.7]), que enunciamos a continuacién. De hecho, vamos a utilizar dicho resultado en un caso
particular que enunciamos en la Observacién

Lema 2.8 (Desigualdad de Lojasiewicz) Sean A un conjunto semialgebraico compacto y p,q :
A — R funciones semialgebraicas continuas tales que p~1(0) C ¢~ 1(0). Entonces, existen ci,ca € Rsg

tales que
9(2)| < calp(T)]

para todo T € A.

Observacién 2.9 Sean g1, ...,gs € R[X] tales que
0 £S={zeR | gu(E) >0,...,0.(z) >0} C A,
Sean p,q : ﬁn — R definidas por

p(Z) = min{g1(),...,9s5(%),0} y ¢(&) = dist(z, 5).

Notemos que p~(0) = ¢~ 1(0) = S, luego, por la desigualdad de Lojasiewicz existen constantes cy,ca €

R+ tales que
dist(z, S) < —comin{g:1(Z),...,9s(z),0}
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para todo T € A,.
En particular, para & € A, \ S, existe 1 < iy < s (dependiente de ) tal que g;,(T) <0y

dist(z, 8) < —cagiy (Z). (2.3)

Como mencionamos previamente, en la Proposicién [2.15] probamos un resultado auxiliar en el cual
suponemos S C ﬁ; a fin de poder aplicar el Teorema de Polya. Mas concretamente, dado f € R[X,Y]
positivo en S x R, primero perturbamos f de manera que dicha perturbaciéon h resulte positiva
en el simplex A, Luego, introducimos una nueva variable Xy y homogeneizamos h utilizando
Xo+ X1+ -+ X, afin de que dicha homogeneizacién resulte positiva en el simplex estandar A, x C'
y se pueda aplicar el Teorema de Polya. Luego de aplicar dicho teorema, reemplazamos la variable
Xp por 1 — X7 —--- — X, y obtenemos una escritura para f € R[X , Y] que involucra a potencias
de Xq1,..., X, y1—-—X; —---— X,. Extrayendo cuadrados, esta escritura se expresa en funcién de

polinomios de la forma

(1—X;—- = X,)"X",
con v = (vg,v) € {0,1}"", que son independientes de la variable Y y, como S C E,"L, positivos
en S. Por lo tanto, si M(g1,...,gs) es arquimediano, podemos usar la versién cldsica del Puti-
nar Positivstellensatz, que afirma que existe una escritura para estos polinomios como elementos de
M(gi1,...,9s). Es importante remarcar que dicha escritura depende unicamente de los polinomios
gi,---,9s y no de f. En la siguiente observacién explicitamos esta idea.

Observacién 2.10 Sean g1, ...,9s € R[X] tal que
0#£S={T€R" | g(7) >0,...,95(T) >0} C A2,
y M(g1,...,9s) es arquimediano. Para v = (vg,v) € {0,1}""1, tenemos que
1-X;— = X,)"X">0enS.
Luego, por el Putinar Postivistellensatz ([16]), existe una escritura
(1—=X1 == Xp)" X" = 000 + 00191 + -+ + TusGs (2.4)

con oy € Y. R[X]? para 1 <i < s.

A continuacién incluimos algunas propiedades de la norma de la Definicién Las demostraciones

se pueden encontrar en [I1, Proposition 14] y [21, Lemma §].

Lema 2.11 Sea s € N y sean g1, ...,9s € R[X]| — {0}. Entonces,

llgr...gsll < (deggr +1)...(deggs +1)|[g1l...Igsl-

Mds atun, si g1,...,9s son homogéneos,

lgr---gsll < llgall - llgsll-
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El siguiente lema técnico es similar a [I1, Lemma 15]. Lo utilizaremos para definir la constante que
aparece en la cota de grado de la representacién obtenida.

Lema 2.12 Dado (c1,c9,c¢3,¢4,C5,06) € Rgo, existe una constante positiva c tal que, para todo r €
IR>O;

c

=7r€6 c
cr®? < ce” Yy c3r®e®’” < ce .

Demostracién: Como [0, 2] es compacto, existe ¢ € Rs¢ tal que
car®? <ec y c3r e < ¢

para 0 < r < 2. Agrandando c si es necesario podemos suponer también que

c—1 C
c>cy, c2cg c>ce3 c—12>ey, 27265377266-

Luego, para 0 <r < 2,

c C6 c
c1r? <c<ce” y cgrte®" " < c<ce”

y para r > 2, por un lado tenemos que

rc

c2
cr®? <ce’ <ce

y por otro lado tenemos que

c—=1 c—1
2 r 2

orc—1 ¢

c—1
+2 <ce

¢4 ,C5TC6 r¢4 4 c5rc6

c3re <c3e <cze” <c3e

g

La siguiente desigualdad serd de utilidad en la demostraciéon de la Proposicién Se desprende
facilmente del andlisis de la funcién f(t) = t(t — 1)?* en el intervalo [0, 1].

Observacion 2.13 Para todo k € N y t € [0,1], se tiene que

1
2k +1°

t(t—1)%F <

A continuacién enunciamos y demostramos la Proposicién [2.15] para la cual utilizaremos la siguiente

notacién.

Notacién 2.14 Para g1, ...,g9s € R[X], notamos
My % = R[X,Y]?
R[X,Y](glu"wgs)_ UO+Ulgl+"'+O-sgs‘0-070-17"‘70-5EZ [ ’ ]

al médulo cuadrdtico generado por gi,...,gs en R[X,Y].
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A fin de no recargar la notacién, al médulo cuadrético generado por g1, . .., gs en R[X] lo continuaremos
notando con M(gi,...,9s)-

Proposicién 2.15 Sean g,...,gs € R[X] tales que
0#S={z€R" | g1(z) > 0,...,9:(z) > 0} C A},

y M(g1,...,9s) es arquimediano. Entonces, existe ¢ € Rsq tal que para todo f € R[X,Y] positivo en
S xR cond=degyx f, m=degy f y [ fullym-ic en S, f se puede escribir como

f=00+0191+ -+ 059s € Mgz y1(g1,-- -, 9s)
con 09,01,...,0s € . RIX,Y]? y
N (Hfu.mzﬂ)dzy
deg(00), deg(o191), -, deg(osgs) < c(m+1)22e !
Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, degg; > 1y |g;| < 1 en A, para todo
1 <i <s. En efecto, si degg; = 0, la condicién g; > 0 resulta vacua y, por lo tanto, se puede eliminar
y si no es cierto que |g;| < 1 en En, como ﬁn es compacto, se puede cambiar g; por un multiplo por
un escalar positivo de manera que dicho multiplo resulte de médulo menor o igual a 1 en ﬁn
Para probar el resultado vamos a considerar f € R[X,Y] como en el enunciado y mostrar que podemos
encontrar una constante ¢ € R5( independiente de f. Si d = 0, f € R[Y] es positivo en R y en este
caso f se puede escribir como suma de cuadrados de polinomios con el grado de cada término acotado
por m (Seccién . Luego, la cota de grado vale para cualquier ¢ > 1. A partir de ahora suponemos
d > 1. Si la constante ¢ encontrada resulta ser menor a 1 la reemplazamos por el resultado de aplicar
el Lema [2.12 a la 6-upla (1,0,¢,0,1,c).
El primer paso es encontrar A € Ry y k£ € N tal que
h=f=-MY*+2%2 > gi(gi—1)* eR[X,Y,Z]
1<i<s
verifique h > %f’ en A, x C.

Para (y, z) € C fijo consideramos
- 3
Ay ={e Bl flaw < 51}

Notemos que A, . NS = 0.

Para determinar las condiciones que deben cumplir A y k consideraremos los casos & € ﬁn —Ay.y
x € Ay . por separado.

Size &n — Ay -, usando la Observacién m

h('i'v Y, Z) = f(jaya Z) - )‘(yQ + 22)% Z gz(f)(gl(i) - 1)2k

1<i<s
3 . o
> =2 Y a@)(e@) - 1)
1<i<s
A
> §f’ S

4 2k+1
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Luego, h(jvyaz) > %f. si

4)\s
2k+1> —.
f.

Si z € Ay ., aplicando el Lema se tiene que

< @0,9.2) ~ F(@,y.2) < gv/atm + Dd(d+ V| fllllzo — 7]

N | =

para todo Zg € S. Luego,

d < |1z — all.
2y/n(m +1)d(d + 1)[ f]le
para todo Zo € S y, por lo tanto,
/ < dist(z, S).

2y/n(m +1)d(d + 1)[| f]ls
Por la Observacién existen constantes cj,c2 >0y 1 < iy < s tal que g;,(Z) <0y

dist(z, S)t < —cagi, (T).

Por (2.6 y (2.7), tenemos que

Gio (1_3) < —4.

con

> 0.

1 f. C1
b= —
C2 <2\/ﬁ(m + 1)d(d + 1)||f|!->
= ming f(X,y, z), nuevamente por el Lema tenemos que

Por otro lado, si f

72 5.2) — F3.l < gVl fllalm + 1d(d + didm(A,) =

V2

Entonces, por la Observacién y utilizando (2.8) y (2.9)), se tiene que

W@y, 2) > [(2,y,2) = Ny* + 2°) 2 6io () (i (7) — 1) — m
> f(Z,y,2) = fg.+ fy.+ A0~ AQ(Z J_r ?
> a(m 4 Dd(d+1 SRV
>~7 n(m+1)d(d+ 1) flle + f* + A6 — 2%k +1

Lueg07 h(jayvz) > %f. si

A > Yollflle(m £ Dd(d +1) _ c22% (V|| flle(m + 1)d(d + )t

V) Vafe

2A(s —1)

2k+1>
fe

vl flle(m +1)d(d +1).

21

(2.10)

(2.11)
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Como ([2.5)) implica (2.11]), alcanza con asegurar (2.5 y (2.10). Luego, tomamos
22 (v/n| flle(m + 1)d(d + 1))+ (Il flle(m +1)d(d + 1))+

A= ﬁf.a =3 foC1 >0
. 62201\/ﬁﬁl+1
con ¢z = =
1 /44X
T e
Observemos que, por el Lema [2.6
Ul + 1)+
Entonces,
1 /4)s
< = -1 1
kg (1)
. Dd(d+ 1)\ 1
— sy (Ut Dt 1) 3 o)
< (\fH.(m + 1)d(d + 1))““
< 7o
con ¢4 = 2c3s + 1.
Ademas, si ¢ = degy h, tenemos
< .
¢ < max{d, (2k + 1) max deg g; }
1flle(m + 1D)d(d+ 1)@+
< .
< max {d, (204 < 7o +1 &1?; deg g; (2.13)
c1+1
< e <Hf||-(m + })d(dJr 1)>
f
con ¢5 = (2¢4 + 1)1122{5 deg g;.
Por otro lado, por el Lema [2.11]
[lle < 117l + As2% max {(degg + 1) (g + 1)}
m (|| flle(m + 1)d(d + 1))+ +!
= 11+ cas UL s (a4 il + 0P 2
ooy (Ul 4 Dd(d 4 1)+ (Uistngsaenyerss
< ¢c6

focl

con ¢ = (c3s + 1) max {(deg gs + 1)((lgi | + 1)} y 7 = max {(deg.g; + 1)(lgi| + 1)},
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Ahora, introducimos una nueva variable Xy para homogeneizar con respecto a X y poder usar el

h= > > hyX)y'zm

0<i<m 0<j<f

Teorema de Polya. Escribimos

con h;; € R[X] igual a cero u homogéneo de grado j para 0 <i <m y 0 < j < /. Definimos

H= Y > hiX)(Xo+ X1+ X,) 7Y 2" € R[X, X, Y, Z]
0<i<m 0<j</

bihomogéneo en (Xo, X) e (Y, Z).
Como H(xo,Z,y,z) = h(Z,y, z) para (zg,Z,y,2) € A, x C, se tiene que H > %f’ en A, x C.

Por otro lado, para cada (y, z) € C, consideramos H(Xg, X,y, z) € R[Xg, X]. Usando el Lema
tenemos que

||H(X0,X',y,z)|] < Z Z |’hij(X)(X0+-..+Xn)f—jyizm—iH

0<i<m 0<j<¢
0<i<m 0<j<¢

< Y Y X))l
0<i<m 0<5<¢

< (m+ 1+ 1)]hl.

Luego, por el Teorema si
N — {(m + D+ D= DAl
f.

para cada (y,z) € C se tiene que H(Xo, X,y,2) (Xo+ X1+ -+ X))V € R[Xg, X] es un polinomio
homogéneo con todos sus coeficientes positivos.

€J+1€N,

Mads precisamente, si escribimos

H(X0, X,Y,Z) (Xo+ X1+ + Xp)" = > bo (Y, Z2) XX € R[Xo, X,Y,Z]  (2.15)
a=(ag,a)eNgT!
lo]=N+¢
con b, € R[Y, Z] homogéneo de grado m, se tiene que, para todo a € Ng“ con |a| = N + £, b, es
positivo en C'y, por lo tanto, no negativo en R2.

A continuacién, acotamos N + ¢ usando (2.13)) y (2.14).
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(m+1)(£+1)0(0—1)||h]e 41

N+1<
fo
3
RS
g (2.16)
m . Dd(d+ D)\ 4D (1rletmina@n 1+ :
< et (VI DD 0 s
m . 1 D\ AEHD e (minaw@n |1t
< cy(m +1)2% (Hfll (m +f.>d(d+ >> or (Udetrtpaten)
con cg = c3cg + 1.
Evaluando la igualdad (2.15) en Xg=1— X; —--- — X,, y Z = 1 tenemos que
1<i<s a:(ao,@)ENg+1
loe|=N+¢

De queremos concluir que f es un elemento de MR[ XY (g1,---,9s) y encontrar la constante c.
Es claro que el primer término del lado derecho de la igualdad es un elemento de Mpg(x y] (915, 9s)-
Ademaés,

deg ((Y2 + 1)%gi(gi - 1)%) =m+ (2k + 1) deg g, (2.18)
para l <1 < s.
Ahora nos enfocamos en el segundo término que es a su vez una suma. Fijemos a € Ng“ con
|a] = N 4+ £. Como b,(Y,1) > 0 en R, nuevamente por lo visto en la Seccién ba(Y, 1) se puede
escribir como suma de cuadrados de polinomios con el grado de cada término acotado por m. Por otro
lado, sea v(a) = (vg,?) € {0,1}"*! tal que o = v; (mod 2) para 0 < i < n. Notando gy = 1 € R[X],
por la Observacién tenemos que

(1 _ Xl . — Xn)vOXT) = Z Uv(a)igiv

0<i<s

CON Oyy(q); € S R[X]? para 0 < i < s, y por lo tanto

(1 - Xl - Xn)OéOXEY = (1 - Xl - Xn)a()ivo}?&iﬂ Z Uv(a)igi
0<i<s
pertenece a M(gy,...,gs) pues (1 — X3 — -+ — X,,)? 7% X% ¢ R[X]2. De esta manera concluimos
que cada término de la suma pertenece a Mp(x y (g1,---,9s). Ademads, para 0 < i < s, tenemos que
deg ba()/, 1)(1 - Xy - = Xn)ao_UOX&_q_}O'U(a)igi <m+N+£l+cy (219)

con cg = max{deg o,ig; | v € {0,1}"T1,0 < i < s}.

Para terminar, resta acotar simultaneamente ([2.18]) y (2.19).
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Por un lado, usando (2.12]),

. Dd(d+ 1)\t
m+(2k+1)1121?<>ideggi§m+ <2c4<HfH (m—i-f.) (d+ )) +1> 1n<1Zaé(sdeggi
. 1 2\ c1+1
< e 4 1) (Ut D)

= (2c4 + 1)200+1 deg g;.
con ¢1p = (2¢4 + 1) max deggi

Por otro lado, usando (2.16]),

. Dd(d + D\ 2D Ifletmind@tn yertt
1f]ls (m + 1)d(d + >> Qor (Uletmppaes )=t

fo
c1+1
fo

con ¢11 = (1 + e + ¢9)2%*D) and ¢jp = ¢;20H1,

m+N+€+cQ§m+c8(m+1)2?<

< 011(m + 1)2% <

Finalmente, tomamos ¢ como la constante positiva que sale de aplicar el Lema a la 6-upla (¢,
c1 + 1, cr1,4(c1 + 1), c12,¢1 + 1). O

Observacion 2.16 Sea f € R[X]| (es decir, m = 0) positivo en S. Observemos que en este caso
Iflle = IIfIl ¥ f* = f*. Bajo la hipdtesis adicional S C AY, aplicando la Pmposicio’n tenemos

n’
que la cota de grado que se obtiene para cada término de la representacion de f como elemento de
M(g1,...,9s) es
(HfH*dQ)C
ce\ 7’ ,
que es simplemente exponencial en d.

Notemos que, bajo esta hipotesis adicional, se obtiene una mejora en la cota dada en el Teorema
que es doblemente exponencial en d, aunque la del Teorema vale solamente suponiendo
Sc(-1,1)"

En lo que sigue demostramos el principal resultado de esta seccién. Necesitaremos el siguiente lema

técnico.

Lema 2.17 Sean j,d € Ng con j < d. Entonces,

2j<c,l+1> < 3¢,
j+1

Demostracion: Procedemos por induccion en d. Si d = 0, es claro que la desigualdad se verifica para
j = 0. Supongamos d > 1. Si j = 0 o j = d, nuevamente es claro que la desigualdad se verifica. Si
1 <75 <d-—1 tenemos que

Sd+1 . d . d
27 (j I 1) — 9971 (J) Y <j N 1) < 23d-1 4 gd=1 _ 3d



CAPITULO 2. PUTINAR POSITIVSTELLENSATZ PARA CILINDROS 26

Teorema 2.18 Sean ¢1,...,9s € R[X] tales que
D£S={zeR" | g(z)>0,...0:(7) > 0} C (~1,1)"

y M(g1,...,9s) es arquimediano. Entonces, existe ¢ € Rsq tal que para todo f € R[X,Y] positivo en
S xR cond=deggx f, m =degy [ y fully m-ic en S, f se puede escribir como

f=00+0191+ -+ 0595 € Myix yi(91,- -, 9s)
con 0g,01,...,05 € Y. R[X,Y]? y

N (\Ifll.(m+1.)d2(3n)d)c
deg(00), deg(o1g1), . . ., deg(0sgs) < c(m +1)2% e !

Observacién 2.19 Observemos que si f € R[X] (es decir, sim = 0) es positivo en S, la cota que se
obtiene es la misma que en el Teorema excepto por un factor 3. Sin > 2, dicho factor se puede
esconder en la constante ¢ de la siguiente manera. Si d = 0, como mencionamos anteriormente,

cualquier constante ¢ > 1 wverifica la cota. Sid > 1,

[flle(m + D)a@Bn)? _ [[flls(m + Dd(d +1)(3n)? _
fe - fe -
< (Ilfll-(m+ 1d(d + 1>nd)“°’ <8 <||f||-(m+ 1>d2nd>3
B fe fe
Luego, reemplazamos c por el resultado de aplicar el Lemma a la 6-upla (1,0,¢,0,8% 3¢).

Demostracion del Teorema[2.18: Consideramos el cambio afin de variables £ : R” — R™ dado por

X141 Xn,+1
E(Xl,...,Xn):< Lt + >

2n 7 2n

con /1 :R" 5 R"”
CUXy, LX) = (2nX — 1., 20X, — 1)

Para 0 < i < s, definimos §;(X) = ¢;(¢"}(X)) € R[X] y
S={zeR"| (@) >0,...,4,(x) > 0}.

Es facil ver que

0+S=108)CA°.
Més ain, como M (g1, ...,gn) es arquimediano, M (g1, ..., gs) también resulta arquimediano.

En efecto, sea NV € Ry tal que

N—=X{ == X3 €M(gr,. . gn),
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escribiendo
—(X;+1)?=(X;— 1) —2X? -2

para 1 < ¢ < n, se tiene que

N1 (Xt 2 X, +1\?
2n2  2n 2n 2n a
1

:W(N—Xf—”'—X?L)JF

y, componiendo con 71, se tiene que

2o (=D 4+ (X = 1)) € M(g1,- gn)

N 1
e — = X2 X2 e MG, Gn)
Sea f € R[X,Y] como en el enunciado y f € R[X,Y] definido por f(X,Y) = f(¢~1(X),Y) € R[X,Y].
Es facil ver que f es positivo en S x R, deg ¢ f= degy f = d, degy f= degy f =m, f es fully m-ic
en Sy -
min{f(Z,y,2)|Z € S, (y,2) € C} = min{f(Z,y,2) |Z € S, (y,2) € C} = [* >0,

A continuacién acotamos ||f|le. Si escribimos
1= 3 5 (Mawsxey
o ;

0<i<m aeNy
jal<d

se tiene que

fN = Z <0“>aaﬂ<(2nX1 —1,...,2nX,, — 1)ayi
(0%

la|<d
> (Z‘)aw 3 (gi) (;n)(gnm(_l)auﬁgﬁyi

n

0<i<m aeNy BeENT
|| <d B=a
_ LS (’“) <O‘1> (O‘”>aa,i(—1)a||axﬁyf
0<i<m BENE Q€N @/ \h B
18|1<d B2a, |al<d

a€eNy
BRa, |al<d

- \BI> o all (_1ylal-18 g Ay
) ﬁgg <B ) 16! Z (a1 =)l (ay — 5n)!aa,z( 1) X°Y".
1B1<d

Para 0 <i<my € Ny con || < d definimos

_ (omlal L ]! (_1)lal-18]
b= 20 G (e VT R

BRa,|al<d
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Entonces, usando el Lema se tiene que

|
bail < | flle(2n 81 L lof!
aeNj
B2a, |a|<d
1
S ECOLETD S S | |
’,B‘ \Bl<h<d aeNy (Ozl — 51) . (an — ,Bn)
BRa, |a|=h
h!
Il Yt 5 ()
|6|<h<d " oeng N
Iv|=h—B
h
S ECOLID S O T
|B|<h<d W’
h
<12t 5 (1)
|B|<h<d 181
d+1
=|f .Qﬁlnd( )
12 ( 2
< [ flle(3n)7.
Luego,|| flls < [|[le(3n) .
Si tomamos ¢ la constante positiva que sale de la Proposicién aplicada a g1, ..., gs tenemos que
f se puede escribir como
f=60+6151 4+ Fsfs € My (1, Js) (2.20)

con G¢,61,...,0s € S R[X,Y]?y

deg(dg),deg(61g1), - . .,deg(dsgs) < c(m+1)2z2e 7

Finalmente, componiendo con /¢ en la igualdad (2.20)), se obtiene la representaciéon buscada para f. O

En el siguiente ejemplo mostramos que la hipdtesis f fully m-ic en S (o alguna hipdtesis adicional) es
necesaria para poder extender el Putinar Positivstellensatz a cilindros de la forma S x R.

Ejemplo 2.20 Consideremos g = (1 — X?)3 € R[X], entonces, como vimos en la Seccio’n
S={zeR|gx)>0}=[-1,1]CR

y M(g) es arquimediano. Sea f(X,Y) = (1—-X?)Y2+1€R[X,Y]. Es claro que f >0 en S xR pero
f no es fully 2-ic en S. Si f € Mg|xy)(g), tenemos que

G-xv21= 3 (X py) + ¥ (X wov) -x)' @

1<j<s1 0<i<m/ 1<j<sz  0<i<m/
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con al menos uno de pim/, ..., Psym/s Qm/s - - - » Qsym/ 1O tdenticamente cero. Mirando el grado en'Y a
ambos lados de la igualdad , tenemos que m’ > 1. Sim’ > 2, mirando los términos de grado
2m’ en'Y a ambos lados de la igualdad tenemos que

0= piw(X)’+ D qu(X)*(1-X?)°

1<j<s1 1<j<s2

y esto no es posible ya que el polinomio del lado derecho es positivo en [—1,1] salvo quizds en una
cantidad finita de puntos. Si m' = 1, mirando los términos de grado 2 en'Y a ambos lados de

tenemos que

1-X2= 3 pp(X)?*+ Y qu(X)?*(1-X?)° € M(g)

1<j<s1 1<5<s2

y en el Ejemplo vimos que esto no es posible.

2.2 El caso S x Rx

En esta secciéon extendemos el Teorema a cilindros de la forma S x R>¢ siguiendo los argumentos
utilizados en [5, Corollary 5.4] y [10, Theorem 4], donde los autores prueban un certificado de no

negatividad para polinomios no negativos en una media franja de R2.

Consideremos f € R[X,Y] con m =degy fy f > 0en S x Rxq. Si f es fully m-ic en S, se tiene que
mes pary fp, > 0en S. Mas atn,
f >0en S x A

En efecto, sea (Z,y,z) € S x Ay, si z # 0,
- om _y
f($7y72)_z f((lf,;)>0,

ysiz =0,

f(@,1,0) = fi(Z) > 0.

Notaremos
[ =min{f(z,y,2) | (z,y,2) € S x A1}

La razon por la cual consideramos dicho minimo se verd en la demostracién del Teorema [2.21

Teorema 2.21 Sean ¢g1,...,9s € R[X] tales que
D#S={zcR" | gi1(z)>0,...,9:(7) >0} C (—1,1)"

y M(g1,...,9s) es arquimediano. Entonces, existe ¢ € Rsq tal que para todo f € R[X,Y] positivo en
S x Rx>g con d =degx f, m =degy f y fully m-ic en S, f se puede escribir como

f=potpigi+-+psgs+ 7Y +1Yg1+ -+ 7Y gs € My yi(91,---, 95, Y. Yg1,...,Ygs)
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COM PO, PLy - -3 PsyT0sTL, -+, Ts € S RIX,Y]? y

deg(po), deg(p191), - - -, deg(psgs), deg(m0Y ), deg(m1Y g1), . . ., deg(7sY gs)
(Mﬂ@%ﬁ@ﬂy
< c(2m +1)2™e !

Demostracion: Sea ¢ € Ry la constante dada por el Teorema Dada f € R[X,Y] como en el

enunciado, consideremos

h(X,Y)=f(X,Y? e R[X,Y]. (2.22)
Entonces, como h > 0 en S x R, 2m = degy h y h es fully 2m-ic en S, se tiene que
h=o09+ 0191+ -+ 0s9s (2.23)

con 0y, 01,...,0s € Y. R[X,Y]? y

( lIhlle (2m+1)d? (3n)4 ) ¢
h.

deg(op),deg(o1g1),...,deg(osgs) < c(2m + 1)2™e (2.24)

Observemos que ||hlle = || f]le. Ademds, h® = f**; en efecto, basta observar que, para (Z,y,z) € Sx C,

h(z,y,z) = f(z,y? 2?) y la aplicacién

C—)Al
(y.2) = (y°,2%)

es sobreyectiva.

A continuacién buscamos la representacién para f. Usando ([2.22)) y (2.23)) y notando gy = 1, tenemos
que

FEY) 4 S f (X V) = 0 S (X ) 4 ol%, V) g (25)

0<i<s

. 1
f(X7Y2):§

Para 0 <7 < s, escribimos

y,paral <j <,
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Luego,
2 2
1 - - 1 . 1 _
3 (hij(X,Y)? + hij(X,-Y)?) = B > agXYF |+ 5 > ag(X)(=Y)F
0<k<t 0<k<t
2
1 - _
=3 (Z aipXOYF [+ [ D agnX)Y* ! v
0<k<¢ 0<k<t
k par k impar

0<k<t 0<k<t
k par k impar
2 2
= Qij(2K") (X)Y W + Z Qij(2K'+1) (X)YZM Y2
0<k'<| 5] 0<k<| 5|
Para 0 <1 < s, llamemos
2 2
pi(X,Y)= > Y ayemXYY | nX )= ) aijon11)(X)YY
t=i=r \osk'<| 5] =i=r \osws| 5
Observemos que p;, 7; € Y. R[X,Y]? y
deg(p;),deg(r;Y) < deg(0y). (2.26)
Ademds, se tiene que
1 _ _ _ _
~(0i(X,Y) +0i(X,-Y)) = pi(X,Y?) + (X, Y)Y (2.27)

2

Luego, juntando (2.25)) y (2.27)), se tiene que

_ 1 _ _
) =5 PilA, Gi Ti\A, 9i
F(X,Y?) 5 X Ygi+ > m(X, Y)Y
0<i<s 0<i<s
y, por lo tanto,
_ 1 _ _
JXY) =3 Z pi(X.Y)gi + Z (X, Y)Y g
0<i<s 0<i<s
Por dltimo, usando las cotas (2.24]) y (2.26) se tiene la cota para cada término de la representacién.
O
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2.3 Los casos S x R”

En esta seccién mostraremos que el Teorema [2.18| se puede extender, bajo las hipdtesis adecuadas, al
caso de polinomios positivos en S x R" para ciertas estructuras particulares de grado. Maés precisa-
mente, uno de los pasos de dicha demostracion consiste en usar que un polinomio no negativo en R se
puede escribir como suma de cuadrados de polinomios, entonces, la idea es que en todos los casos en

los que valga ese resultado (ver Seccién , se pueden repetir los mismos argumentos.

Utilizaremos la siguiente notacion.

Notacion 2.22 Para r € N, notaremos
Con={y}+ - +9y2=1} CR".
Extendemos la definicién de norma al anillo de polinomios R[X, Y] de la siguiente manera.

Definicién 2.23 Sea

o] FatrB ¢ T
f= %\;ﬂ gN:n (a a0 XY € R[X,Y]
1Bl<m |al<d

definimos
[flle = max{laa,s||a, 8 € Ny, o] < d,|B] <m}.

2.3.1 Elcasor=2,degy f=14

A lo largo de esta seccién consideraremos el anillo de polinomios R[X,Y] = R[X71,..., X, Y1,Y3] y
polinomios f € R[X,Y] con degy f = 4. Para un tal f, continuaremos notando con f a la homo-
geneizacién de f con respecto a las variables Y, es decir,

= f(X)YPz Pl eRIX, Y, Z).

BENZ
|B<4

A continuacién introducimos la hipétesis adicional a considerar en este caso. Para

f=Y fAIXY)= > > X))V eRX,Y]
0<i<4 0<i<d BNz
\5|=i
con f4 £ 0, supongamos que
(1) para todo z € S, f(z,Y) € R[Y] es definido positivo.
Dado f € R[X, Y] positivo en S x R? y tal que satisface (1), se tiene que f > 0 en S x Co. En efecto,
sea (z,7,2z) € S x Cq, si z # 0, -
f@5.2) =1 (2,2) >0,
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y si z = 0, entonces, § # 0 y luego
f(2,9,0) = fH(z,5) > 0.
Notaremos

f. :min{f_(f7gaz) | (E,g,Z) €5 x 02} > 0.

Observacion 2.24 Notemos que la hipdtesis (1) es andloga a la hipdtesis f fully m-ic en S para el
caso r = 1. Mds precisamente, sir = 1 y f € R[X,Y] es positivo en S x R y fully m-ic en S (con
m = degy f), se tiene que fn,(Z) > 0 para todo & € S. Luego, para todo T € S,

Mz, Y) = fu(@)Y™ € R]Y]
es definido positivo.

A continuacién enunciamos generalizacidnes de los Lemas y Omitimos las demostraciones ya
que son andalogas a las hechas anteriormente.

Lema 2.25 Sea f € R[X,Y] con d =degy f y degy f = 4, entonces,

f(Z,9,2)] < 15| flle(d+1)

para todo T € A, e (7, 2) € Cy.

Lema 2.26 Sea f € R[X,Y] con d =degy f y degy f = 4, entonces,
- - 15 _ _
[(@1,9,2) = f(22,9,2) < -Vl flled(d + 1) [[21 — 22|
para todo 71,72 € A, e (y,z2) € Cs.

Al igual que en la Seccién primero probaremos un resultado auxiliar suponiendo S C &;
(Proposicién [2.27). Dado que la demostracién es anédloga a la de la Proposicién omitiremos
algunos pasos.

Proposicién 2.27 Sean g1,...,gs € R[X] tales que
P£S={zeR"|g(z)>0,...,9:(z) >0} Cc A°

y M(g1,...,9s) es arquimediano. FEntonces, existe ¢ € Rsq tal que para todo f € R[X,Y] =
R[X, Y7, Ys] positivo en S x R? con d = degy f, degy f = 4 y que verifique la condicion (1), f
se puede escribir como

f =o09+o0191 + -+ 0s9s € MR[X7§7](917"‘795)
con 09,01,...,0s € Y. R[X, Y] y

(Hf\l:dz)c
deg(09),deg(a1g1), - - ., deg(osgs) < ceN T /.
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Demostracion: Nuevamente, podemos suponer sin pérdida de generalidad degg; > 1y |g;| <1 en A,
para todo 1 <17 < s.
Sea f € R[X,Y]. Sid =0, por lo visto en la Seccién cualquier ¢ > 4 sirve, luego, si la constante
¢ encontrada es menor que 4 la reemplazamos por el resultado de aplicar el Lema a la 6-upla
(4,0,¢,0,1,¢). A partir de ahora suponemos d > 1.
Para

h=f=AY{+Y5 +2%)? Z gi(g: = 1)*" € R[X,Y, Z],

1<i<s
buscamos A € Ryg y k € N tal que h > %f‘ en A, x Co.

Para (g, z) € Cs fijo consideramos
R e = 3 e
Ag. = {x e, | f(z,y,2) < Zf }

Notemos que Az, NS = 0.
Para determinar las condiciones que deben cumplir A\ y k consideraremos los casos T € An —Ay.y
T € Ay, por separado. En ambos casos se procede de manera andloga a la Proposicién [2.15]

SizeA,— Ay -, basta pedir

4
1> (2.28)

f.
y si & € Ay ., basta pedir
22 (15y/n| flled(d + 1))+

A .
> T (2:29)
y
2k +1> %(jc_l) (2.30)

donde c1, co € R+ son las constantes de la Observacién [2.9

Luego, tomamos

€22 (15y/n flled(d + 1)) (15]1flled(d + 1))+

A= V2 e =G fecn >0
. 62261ﬁ61+1
con ¢z = =5
1 /4)s
== -1 N
HERDIE
Por el Lema
141 5

y, por lo tanto,

b e <15Hf||.;l.(d + 1))“+1 (2.31)
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con cq4 = 2c3s + 1.
Ademas, si ¢ = degy h, tenemos que

0 <cs (15”f”';,<d i 1)>Cl+1 (2.32)

con c; = (2¢4 + 1){222:2(8 deg g;.

Por otro lado, usando el Lema tenemos que

ctl I£lled(d+1) )1+
<15|rfu.o;<.dq+ DU G oy

con cg = (235 + 1) max {(deg g + 1)(llgs| + 1)} ¥ e = max {(deggi + 1)([lgsll + 1)}
1<i<s 1<i<s

[hlle < ce (2.33)

Ahora, introducimos una nueva variable Xy para homogeneizar con respecto a X y poder usar el
Teorema de Polya. Escribimos

h=>" " hg(X)YPz+

BEN2 0<5<t
|B]<4

con hg; € R[X] igual a cero u homogéneo de grado j para 3 € N3, || <4y 0 < j < (. Definimos

H=>" " hg(X)(Xo+ X1+ X)) Y2Vl e R[X, X, Y, Z]

BEN2 0<5<L
|8l<4

bihomogéneo en (Xg, X) e (Y, Z). Luego, se tiene que H > %f‘ en A, x Cs.
Ademés, para (i, z) € Co, |H (X0, X,9,2)|| < 15(¢+ 1)||h]|e.
Entonces, por el Teorema [I.15] si

15+ Ve =D hlla
V= { /e

para cada (7, z) € Cy se tiene que H (X0, X, 7,2) (Xo+ X1+ + X)) € R[Xp, X] es un polinomio
homogéneo con todos sus coeficientes positivos.

€J+1GN,

Mads precisamente, si escribimos

H(X0, XY, Z) (Xo+ X1+ + X,)V = Y (Y, )X XY €R[Xo, XY, Z]  (2.34)
a:(ao,&)6N8+l
la|=N+¢
con b, € R[Y, Z] homogéneo de grado 4, se tiene que, para todo a € Ng“ con |a] = N + 4, by es
positivo en Cs y, por lo tanto, no negativo en R3.

A continuacién, acotamos N + ¢ usando (2.32)) y (2.33).
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Aatl)  islflled(arn) |1+
N0 e (W) oor (HHUFHER) (2.35)
con cg = 15c§66 + 1.
Evaluando la igualdad (2.34) en Xg=1—X; —--- — X,, y Z =1 tenemos que
FEAVRY240)2 Y gilg—1%+ > (Y, 1D(A-X1— = X,)® XY € RIX, V], (2.36)
1<i<s 06:(040,07)6N8+1
|o|=N+¢

Es claro que el primer término del lado derecho de la igualdad (2.36)) es un elemento de Mg 1(91, - - -+ gs)-
Ademaés,
2 2 2 2k
deg (Y + Y5 +1)7gi(g: — 1)*" <4+ (2k + 1) deg s, (2.37)

para 1 <11 < s.

Ahora nos enfocamos en el segundo término que es a su vez una suma. Fijemos a € Ng“ con
la] = N 4+ ¢. Como b,(Y,1) > 0 en R2, nuevamente por lo visto en la Seccién ba(Y,1) se puede
escribir como suma de cuadrados de polinomios con el grado de cada término acotado por 4. Por otro
lado, sea v(a) = (vg,?) € {0,1}"*! tal que o = v; (mod 2) para 0 < i < n. Notando gy = 1 € R[X],
por la Observacién tenemos que

1-X;—-— Xn)’uOX{) = Z Ov(a)iis

0<i<s

CON Tyy(q)i € S R[X]? para 0 < i < s, y por lo tanto

(1 - Xl - Xn)aOX& - (1 - Xl - Xn)a()ivo)_(&ia Z Uv(a)igi
0<i<s
pertenece a M (g, ...,gs) pues (1 — Xj — -+ — X,,)® % X% ¢ R[X]2. De esta manera concluimos
que cada término de la suma pertenece a Mpx v (g1,-.-,9s). Ademas, para 0 < i < s, tenemos que
degbo (Y, 1)(1 = X1 — -+ = X)X Yoy 0)igs <4+ N+ L+ co (2.38)

con ¢y = max{degc,;g; | v € {0,1}"T1,0 <i < s}.
Para terminar, resta acotar simultaneamente ([2.37)) y (2.38)).
Por un lado, usando (2.31)),

1 R 1 c1+1
4+ (2k +1) max degg; <4+ <204 ( Sl flled(d + )> + 1) max deg g;

1<i<s fe 1<i<s

2\ c1+1
e (1155)

con c1o = (2¢4 + 5)30° 7! max deg g;.
1<i<s
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Por otro lado, usando (2.35)),

15| f]led(d + 1) > Het) eq(lf’\lfll;i(dﬂ))01“ e

4+N+£+C9§4+c8( -

2\ Aert) o (ree )
<ec11 <Hfj!?:d> 612( 7 )

con c11 = (4 + cg + ¢9)304 ) and ¢19 = 73091+,

Finalmente, tomamos ¢ como la constante positiva que sale de aplicar el Lema a la 6-upla (¢,
c+1, 611,4(Cl+1),012,61—|—1). O

A continuacién enunciamos el principal resultado de la seccién. Omitiremos la demostraciéon ya que

se procede de manera similar a la del Teorema [2.18 componiendo con el cambio afin de variables

£ :R™ — R" definido por
X1 +1 X, +1
e(Xl,...,Xn)=< 11 And )

on 77777 2n

y utilizando la Proposicién [2.27

Teorema 2.28 Sean g1,...,g9s € R[X] tales que
D#£S={zeR"| g(z) >0,...,95(z) > 0} C (—1,1)"

y M(g1,...,9s) es arquimediano. FEntonces, existe ¢ € Rsq tal que para todo f € R[X,Y] =
R[X, Y7, Ys] positivo en S x R? con d = degy f, degy f = 4 y que verifique la condicion (1), f

se puede escribir como

f =00+0191 + -+ 0s9s € MR[X}?}(QI)"'?QS)

con 0g,01,...,0s € . RIX, Y% y
( 1£1le 2 3m) ) ‘
deg(00), deg(o1g1), . .., deg(0sgs) < ce\ 7 :

2.3.2 El caso degy, y,)f =2

A lo largo de esta seccién supondremos r > 2 y, dado que resultard necesario distinguir la variable Y7,
notaremos Y = (Y3, ...,Y;). Consideraremos el anillo de polinomios R[X,Y7,Y] = R[X, Y1, Ya,..., Y]
y polinomios f € R[X,Y7,Y] con degy f = 2.

En este caso, necesitaremos homogeneizar por separado respecto de la variable Y] y de las variables
Y. Entonces, para

F=> > fsX)YiYP eR[X,Y,Y]

0<i<m ﬂENS_l
1B1<2
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con m = degy, fy degy f = 2 notamos con

=Y N feX)yizpmivtz P e RIX v, 21,Y, Z,).
0<z<mB€NT 1
|5|S2

Por otro lado, para 0 < i <m y 0 < j < 2 notamos con f“! a la componente bihomogénea en (Y1,Y)
de bigrado (i,7) de f, es decir,

XY= > fiX)YiY?r.
BGNT 1
|5\=j

Diremos que f verifica la condicién (I) si
para todo Z € S, f[m’ﬂ(a_c, Y1,Y) € R[Y7,Y] es definido positivo,
para todo Z € S e § € R, Z flmod] (z,Y1,79) € R[Y1] es definido positivo y
0<5<2

paratodo Z € S e y; € R, Z f[i’2}(.q‘c, y1,Y) € R[Y] es definido positivo,
0<i<m

donde entendemos que un polinomio bihomogéneo g € R[Y7,Y] es definido positivo si para todo

(y1,9) € R" con y1,5 # 0, g(y1,¥) > 0.
Consideremos f € R[X,Y;,Y] con m = degy, f, degy f =2y f > 0en S xR". Si f cumple la
condicién (I), entonces, m es par y

f>0en S xCixCpr_y.

En efecto, sea (Z,y1,21,7,22) € S x C1 X Cr_1, si 21,29 # 0,
F(@ 21,9, 20) = "% f (x = y) >0,
Z1 29

(33, 3 ,y,ZﬁZ) — 22 <:L‘, 3 5

0<5<2

siz1 #0y zo =0, entonces, y # 0 y luego

f(fayl,zl,y, ) ==z1" Z f[z2] ( n ) S0

0<i<m
y si z1, 20 = 0, entonces, § # 0 y luego
f(z,%£1,0,5,0) = ™2 (z,£1,9) > 0.
Notaremos
[ =min {f(z,91,21,7,22) | (Z,91,21,7,22) € S x C1 x Cp_1}.

A continuacién enunciamos generalizacidnes de los Lemas y Omitimos las demostraciones ya

que son andlogas a las hechas anteriormente.
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Lema 2.29 Sea f € R[X,Y7,Y] cond=degy f, m = degy, f y degy f = 2, entonces,
7@ 9, 20,5 2)] < g llalm+ (e + 1)(d+ 1)
para todo T € An, (y1,21) € C1 € (g, 22) € Cp—1.
Lema 2.30 Sea f € R[X,Y7,Y] cond=degg f, m = degy, f y degy f = 2, entonces,
7@ 1,21,5,22) — F@2, 01, 20,5, 2)] < VAl fllolm + Dr(r + 1d(d + Dz — 2]
para todo Ty, %2 € Ay € (y1,21) € C1 e (7, 22) € Cr_y.

Estamos en condiciones de demostrar el resultado auxiliar para este caso. Nuevamente, dado que la
demostracién es andloga a la de la Proposicién [2.15] omitiremos algunos pasos de la misma.

Proposicién 2.31 Sean g1, ...,9s € R[X] tales que
0#£S={T€R" | g(T)>0,...,95(T) >0} C A2,

y M(g1,...,9s) es arquimediano. Entonces, existe ¢ € R~ tal que para todo f € R[X,Y1,Y] positivo
en S x R" con d = degg f, m = degy, f, degy f = 2 y que verifique la condicion (I), f se puede
escribir como

f=o00+0191+ - +0s9s € MR{X,}Q,?}(QI’ ey gs)
con 0g,01,...,05 € . R[X, Y7, Y]? y

deg(ao),deg(algl),...,deg(o—sgs) < c(m—|— 1)277“26 7 ‘

Demostracion: Nuevamente, podemos suponer sin pérdida de generalidad degg; > 1y |gi;| <1 en &n
para todo 1 <17 < s.

Sea f € R[X,Y1,Y]. Sid =0, por lo visto en la Seccién cualquier ¢ > 1 sirve, luego, si la constante
¢ encontrada es menor que 1 la reemplazamos por el resultado de aplicar el Lema a la 6-upla
(1,0,¢,0,1,¢). A partir de ahora suponemos d > 1.

Para

m
2

h=f-AY2+2ZD)2 (Yo + -+ Y2+ 2Z5) > gilgi— D™ €eRIX, 1, 21,Y, Zo],

1<i<s
buscamos A € Ryg y k € N tal que h > %f’ en ﬁn x C1 x Cr_q.

Para (y1, 21,9, 22) € C1 x C,_1 fijo consideramos

_ % = _ 3 e
Ay1,z1,zj,22 = {37 €A, | f(:c,yl,z1,y,22) < Zf }

Notemos que Ay, 21 .5.20 NS = 0.
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Para determinar las condiciones que deben cumplir A y k consideraremos los casos T € A, — Ay, -, 5,20

Y T € Ay, 21 5,2 Por separado. En ambos casos se procede de manera andloga a la Proposicién 2.15]
Sizel, - Ay, 215,20, basta pedir
4\s

2k +1 >~ (2.39)

y si ¥ € Ay, 2 5,20, asta pedir

(vVall flle(m + 1)r(r + 1)d(d + 1))+

C2
A> 2V3fe (2.40)
Y 2A 1
2k +1> (‘;_) (2.41)
donde c1, co € R+ son las constantes de la Observacién [2.9
Luego, basta tomar
\ Wl flls(m + Dr(r+1)d(d + 1)) _ o (Iflle(m + 1)r(r + 1)d(d + 1)) +! >0
2\/§f.01 f.cl
- C2\/ﬁcl+1
con cz = W y
1 /4)s
k=|= -1 Np.
[2 ( Iz ﬂ o
Por el Lema [2:29]
[flle(m + Dr(r + D(d+1) _
2f* -
y, por lo tanto,
oo o (Wfllam e + d(d 4 1)) 2.4)
S Iz
con cg = 2c3s + 1.
Ademas, si ¢ = degy h, tenemos que
c1+1
< o (Mllelm + e+ D(d + 1) 2.45)
5 7o
con c5 = (2¢4 + 1)1122222 deg g;.
Por otro lado, usando el Lema tenemos que
m crtl (flle(m+nrrnd@r) )1+t
HhHO S 062?(”][‘”0(771—’_1)T(r+1)d(d+1)) e 7< 7e ) (244)

focl

con cg = (c35 + 1){22.32(8{((1%91' + 1) (lgill + 1)} y e = lrg;@é(s{(deggi + 1) (|| gill + 1) 24,
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Ahora, introducimos una nueva variable Xy para homogeneizar con respecto a X y poder usar el
Teorema de Polya. Escribimos

v T r7Mm—ix, 2—
h= Y 3 3 hg(X)YiZr YR, 18l
0<i<m geNr—1 0<j<t
18]1<2

con h;s; € R[X] igual a cero u homogéneo de grado j para 0 <i<m, B € N;™!, |8 <2y 0<j </,
Definimos

H= Y Y 3 hig(X)(Xo+ X1+ Xo) Vi 20— v9 2717 € R[Xo, X, V1, 21, Y, Zo)
0<i<m BGNg_l 0<5<¢
1B1<2
multihomogéneo en (Xo, X), (Y1, Z1) e (Y, Z3). Luego, se tiene que H > %f’ en A, x C1 x C,_1.
Ademé'sv para (ylu 21, Y, 22) € Cl X C?"—l? H‘H(XO7 Xa Y1, 21, Y, ZQ)H < %(m + ].)7"(7’ + 1)(£ + 1)HhH°
Entonces, por el Teorema [1.15] si
N o [mADrir+ D+ 1D DRf.
= of

para cada (y1,21,7,22) € C1 x Cr_1 se tiene que H(XO,X,yl,zl,y, 22) (Xo+ X1+ + X,
R[Xp, X] es un polinomio homogéneo con todos sus coeficientes positivos.

€J+16N,

) e

Mas precisamente, si escribimos

H(Xo,X,Y1,20,Y, Za) (Xo+ X1+ + X)V = > ba(V1,21,Y, Z2)X{°X® (245
a:(ao,&)GNg+1
|a|=N+£
con b, € R[Y1,Z1,Y, Z5] bihomogéneo en (Y1, Z1) y (Y, Z5) de grado m y 2 respectivamente, se tiene
que, para todo a € Ng“ con |a| = N + 4, b, es positivo en C; x C_1 y, por lo tanto, no negativo en

RT+2

A continuacién, acotamos N + ¢ usando (2.43)) y ([2.44).

N+ €< es(m+ Vr(r +1)2% <|!fH.(m e 1))4(61+1) gor (Lt )

f.
(2.46)
con cg = %cgcﬁ + 1.
Evaluando la igualdad (2.45) en Xg=1—X; —--- = X,,, Z1 =1y Zs = 1 tenemos que
F=AYRHD) T (VP ++Y241) Y gilgi—D*+ Y ba(V1, LY, D)1= X~ — X)X,
1<i<s oa=(a,a)eND+
|o|=N+¢

(2.47)
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Es claro que el primer término del lado derecho de la igualdad 1' es un elemento de Mg(x v, y] (g1,---59s)-
Ademaés,

m
2

deg(YE+1)2 (Y2 +- + Y2+ 1Dgi(gi — V¥ <m+2+ 2k +1)deg g;, (2.48)

para 1 <1 < s.

Ahora nos enfocamos en el segundo término que es a su vez una suma. Fijemos a € Ng“
la| = N +£. Como b,(Y1,1,Y,1) > 0 en R", nuevamente por lo visto en la Seccién ba(Y1,1,Y,1)
se puede escribir como suma de cuadrados de polinomios con el grado de cada término acotado por
m + 2. Por otro lado, sea v(a) = (vg,v) € {0,1}"" tal que a; = v; (mod 2) para 0 < i < n. Notando

go = 1 € R[X], por la Observacién m tenemos que

con

(1_X1_"' UOXU_ZUazgiv

0<:i<s

Con 0y (a); € S R[X]? para 0 < i < s, y por lo tanto

(1 - Xl - Xn)aOX& - (1 - Xl - Xn)a()ivoxaia Z Uv(a)igi
0<i<s
pertenece a M (g, ...,gs) pues (1 — X3 — -+ — X,,)® % X% ¢ R[X]2. De esta manera concluimos
que cada término de la suma pertenece a M]R[X,Yl,Y] (g1,---,9s). Ademas, para 0 < i < s, tenemos que
degba(Y1,1,Y,1)(1 = X1 — -+ — X)X Vo009 <m+2+ N+ L+ ¢ (2.49)

con cg = max{deg o,;g; | v € {0,1}"1,0 <i < s},
Para terminar, resta acotar simultaneamente ([2.48)) y (2.49).

Por un lado, usando (| ,

hd 1 1 1 c1+1
m+2+ (2k+1) maxdegg¢§m+2+<264<”f” (m+ 1)r(r+ 1)d(d + )> +1> —
- f. 1<i<s
2 52\ ¢+l
< co(m+1) (Hf”o(mf—l— 1)rd )

con c1g = (2¢4 + 3)4"’1+11ma<x deg g;.

Por otro lado, usando ,

m+2+ N+ €+ c
Dr(r + Dd(d + 1)\t (Lflletminrerend@sn e+t
<m+2+cg(m+r(r+1)22 (HfH el )JETJF Jdld + )) &1 iy ) + ¢
c1+1
. . Dr2a2\ et o (LleGminr?a® ™
<cip(m+1)22 72 <Hf” (me: r ) e 12( ! )

con ¢11 = (24 2¢g + ¢9)4* 1D and ¢19 = ¢;49F!. Finalmente, tomamos ¢ como la constante positiva
que sale de aplicar el Lema a la 6-upla (ci0, c1 + 1, ¢11,4(c1 + 1), c12,¢1 + 1). O
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Por tltimo, enunciamos el resultado para S C (—1,1)". Nuevamente, omitimos la demostracién por
ser similar a la del Teorema 2,18

Teorema 2.32 Sean g1, ...,9s € R[X] tales que
0#S={zeR" [ q(z)>0,...,95(x) > 0} C (-1,1)"

y M(g1,...,9s) es arquimediano. Entonces, existe ¢ € R~ tal que para todo f € R[X,Y1,Y] positivo

en S x R" con d = degg f, m = degy, f, degy f = 2 y que verifique la condicion (I), [ se puede
escribir como

f=00+0191+ - +0s9s € Mgy, 791, -, 9s)
con 0g,01,...,0s € S R[X, Y1, Y]? y

N (nfu.<m+1>_r2d2<3n>d)c
deg(oy), deg(o1g1), - .., deg(osgs) < e¢(m + 1)27r2e !



Capitulo 3

Polinomios no negativos en una franja
de R?

En el Capitulo [I] mencionamos que ni el Schmiidgen ni el Putinar Positivstellensétze valen si se

reemplaza la hipétesis f positivo en S por f no negativo en .S con

S={zeR" | g(2) 2 0,...,0(z) > 0}

Y g1,--.,9s € R[X]. Més ain, en [I§] se prueba que si dimS > 3 o si n = 2 y S contiene un cono
afin de dimension 2, existen polinomios no negativos en S que no pertenecen al preordering generado
por gi, ..., gs. Luego de conocerse estos resultados, el foco pasé a estar en los subconjuntos de R? que
no contienen conos afines, en particular, el caso de una franja fue el mas estudiado. En el ano 2010,
Murray Marshall prueba que todo polinomio f € R[X,Y] no negativo en el conjunto semialgebraico
[0,1] x R (definido por la desigualdad X (1 — X) > 0) se puede escribir como

f=00+0X(1-X) (3.1)

con gg,01 € Y. R[X,Y]? ([9, Theorem 1.1]), en otras palabras, que todo polinomio no negativo en
la franja [0,1] x R pertenece al médulo cuadrético M (X (1 — X)). Este resultado fue extendido
posteriormente a otros conjuntos semialgebraicos de dimensién dos en [10] y [19].

En este capitulo presentamos resultados en torno a dicha representacién en algunos casos particulares.
En la Seccién bajo la hipdtesis degy f < 2, utilizamos la estrategia de caracterizar los rayos
extremos de un cono adecuado para conseguir una cota de grado para cada término de la representacion
. En la Seccién continuamos estudiando el problema de acotar el grado de cada término de
la representacién pero desde un enfoque similar al del capitulo anterior. En la Seccién
mostramos un método para obtener dicha representacion y damos condiciones necesarias para que
se puede aplicar. En la Seccién mostramos que este método se puede utilizar en el caso de f
positivo en [0, 1] x R y fully m-ic en [0, 1] con m = degy f y luego acotamos el grado de cada término
de la representacién obtenida. En la Seccion mostramos que el mismo método se puede utilizar
en el caso de f no negativo en [0, 1] x R y fully m-ic en [0, 1], pero con un nimero finitos de ceros en

la franja, todos en el borde y tales que g—f( no se anula en ninguno de ellos.

44
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3.1 El caso degy f <2

En esta seccién vamos a considerar f € R[X,Y] no negativo en [0, 1] x R con degy f < 2.

Comencemos considerando el caso degy f = 0, es decir, f € R[X] no negativo en [0,1]. En este
caso, para encontrar la representacién de f como un elemento de M (X (1 — X)) basta considerar la
factorizacion de f en R[X] y reescribir cada factor de manera conveniente. Mds precisamente, un tal
f se puede factorizar en R[X] de la siguiente manera

4y 153 l3 k
f=c X —a™ [ (X —a0?™ [ (e — Xy ] (X = a?+82)
=1 i=01+1 i=lo+1 =1

conc€E€Rsg,mi €ENparal <i</l3, q; <Oparal<i</l,0<a;<lparali+1<i</ty,a;>1
parafo+1<i</l3yb;#0paral <i<k.

Luego, para 1 < i < {1, escribimos
X—a=X+(—) eT(X,1-X),

para {1 + 1 < i < {3, tenemos que (X — ;)%™ € Y. R[X]? C T(X,1 — X), para fo +1 < i < /3,
escribimos
a—X=(-1)+(1-X)eT(X,1-X),
y, para 1 <i < k, tenemos que (X —a;)? +b? € > R[X]? C T(X,1 - X).
Entonces, luego de reescribir cada factor de f de la manera indicada, multiplicar y desarrollar, tenemos

que
f=t+uX+v(l-X)+wX(1l-X)

con t,u,v,w € Y, R[X]? y degt,deguX,degv(l — X),degwX (1 — X) < deg f. Por tltimo, utilizando
las identidades
X=X*"+X(1-X) y 1-X=(01-X)*+X(1-X)
se tiene que
f=00+0X(1-X)e M(X(1-X))

con
co=t+uX’+v(1-X)? y or=u+v+w.

Es claro que 09,01 € Y R[X]?. Ademés, los grados de g y 01X (1 — X) estdn acotados por deg f + 1.
Consideremos ahora el caso general dentro de la suposicion degy f < 2, es decir,

f=FREXY?*+ AX)Y + folX)

con fo, f1, fo € R[X]. Notemos que necesariamente fo y f2 son no negativos en [0,1]. Mds aun, si
7o € (0,1) y X — 20| f2, entonces, (X — x0)?| fo. Similarmente, si zo € (0,1) y X — 29| fo, entonces,
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(X —20)?| fo. Ademas, si 29 € [0,1] y X — 29| f2, entonces, X — x¢ | f1. Similarmente, si zo € [0,1] y
X — x| fo, entonces, X — zq | f1.
Nuevamente, resultara de utilidad trabajar con la homogeneizacién de f con respecto a la variable Y.

Continuaremos notando con f a dicha homogeneizacion, es decir,
f=HRXY*+ AX)YZ+ fo(X)Z% € RIX,Y, Z].

Notemos que homogeneizamos a grado 2 incluso si degy- f = 0.

Consideremos
S =[0,1] x (R*\ {(0,0)}) C R,

Es facil ver que si f es no negativo en [0,1] x R, f es no negativo en S. Ademés, como
fXY) = f(X,Y,1),

la idea es trabajar con f y luego, especializando en Z = 1, obtener la representacién para f.

Consideraremos los siguientes conjuntos.
Definicién 3.1 Dados d,e € Ny, definimos

Cae = {F = LOY? + A(X)YZ + fo(X)2* € RIX.Y, Z] |

F20ensS, degf <d, degfy < B(de deg fo < e,

Para d,e € Ny podemos pensar Cq, incluido en RY con N = d + [3(d + €)] + e + 3, identificando
cada f € Cq.e con su tira de coeficientes en algin orden prefijado. Por lo tanto, a lo largo de toda
la, seccién suponemos directamente Cq. C RY. Es fécil ver que bajo dicha identificacién, Cie €s un
cono (ver Seccién . Maés atn, en el siguiente lema veremos que es cerrado y no contiene rectas.
Luego, la estrategia serd, para cada f no negativo en [0,1] x R, tomar d,e € Ny tales que fe Cie,
caracterizar los rayos extremos de Cg, descomponer f como una suma de elementos petenecientes a
los rayos extremos (Teorema [1.19)) y, a partir de la caracterizacién obtenida, dar una representacién
para f. Una estrategia similiar se utiliza, por ejemplo, en [3, Proposition 6.3.4] para probar que todo

polinomio homogéneo de grado 4 no negativo en R? es una suma de cuadrados.
Lema 3.2 Para todo d,e € Ng, Cq. es un cono cerrado que no contiene rectas.

Demostracion: Fijemos d,e € Ny. Para ver que C4. es cerrado consideremos (an)neny C Cae y @ € RN
tales que
anp — a.

n—-+oo
Para cada n € N, llamemos f,, € R[X,Y, Z] al polinomio asociado a a, y f € R[X,Y, Z] al polinomio
asociado a a. Por definicién, f verifica las cotas de grado. Ademds, para cada (x,v,2) € S, fu(x,y,2) >

0 para todon € Ny

fn(x7y7 Z) —_— f(x7y7 Z),

n—-+oo
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por lo tanto, f > 0 en S.
Para ver que Cg4. no contiene rectas procedemos por el absurdo. Supongamos que existen v,p € RN,
v # 0 tales que tv +p € C4, para todo t € R. Como v # 0, fo, el polinomio asociado a v, no es
identicamente cero. Sea (zg, Yo, 20) € S tal que fv(xg, Yo, 20) # 0, entonces, para todo t € R se tiene
que

0 < frotp(0, Y0, 20) = tfu(20, Y0, 20) + Fp(20, Yo, 20)
donde ftvﬂ,y fp son los polinomios asociados a tv + p y p respectivamente. Luego, haciendo ¢ tender

a +00 0 a —oo (segtn el signo de f, (7o, Yo, 20)), se tiene un absurdo. O

A continuacién exhibimos una caracterizacion de los generadores de un rayo extremo de C4 . que serd
de utilidad a lo largo de toda la seccién.

Lema 3.3 Para d,e € Ny, f € Cgqe es generador de un rayo extremo de Cqe si y solo si cada vez que
g € Cq,e verifica
0<g<f en S,

existe A € R>q tal que g = \f.

Demostracion: Notemos
C/ = {)\f ’ A€ RZO}'

Supongamos que f € Cq.e es generador de un rayo extremo de Cq. y consideremos g € C4. tal que
0<g< fensS,luego
- 1, - 1

=—(f—- —gel.
f=5f-9+359
Es claro que f —g,g € C4.. Luego, f — g, g € C' y, en particular, existe A € R>g tal que g = Af como

DN | =

queriamos.
Recfprocamente, supongamos que cada vez que g € Cgo y 0 < g < f en S se tiene que g € C' y
tomemos fi, fo € Cge, v € (0,1) y X € R>g tales que

aft + (1 - Oé)fg = )\,]F ecC.

Si A =0, como fi,f» > 0 en S, tenemos que f; = fo =0 € C'. Si A > 0, llamamos g1 = §f1 y
go = 1_Taf2. Luego, para i = 1,2, es claro que g; € Cge y 0 < g; < f en S, por lo tanto, g; € C' y,
luego f; € C'. O

Para probar el principal resultado de la seccién (Teorema [3.11)), la idea es proceder por induccién en

una secuencia de conos ordenados de la siguiente manera. Diremos que

Cd1,61 < Cdg,eg si dl S d? y é1 S €2.

Veremos que dado f = fa(X)Y? + f1(X)Y Z + fo(X)Z? € Cq, algunos factores de fo(X) o de fo(X)
son necesariamente factores de f1(X); de esta manera, luego de eliminar estos factores, podemos pasar
a un cono mas chico.

En los siguientes lemas damos algunos resultados auxiliares bésicos en torno a los rayos extremos de

Cae-
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Lema 3.4 Sean d,e € Ny y f generador de un rayo extremo de Ciqe. Entonces, f se anula en algin
punto de S.

Demostracién: Supongamos que f > 0 en S y consideremos
¢ =min{f(z,y,2) |z € [0,1], y* + 2% = 1} > 0.
Luego, cY?2 c(Y2+ Z?%) € Cq.e y tenemos que
0<cY? §c(Y2+Z2) <f enS.

Como f genera un rayo extremo de Cg.e, usando el Lema se tiene que f debe ser multiplo escalar
de cY? y ¢(Y? + Z?), 1o cual es un absurdo. O

Lema 3.5 Sean d,e € Ng y f = fo(X)Y?2 + f1(X)YZ + fo(X)Z? generador de un rayo extremo de
Cae- Si fo=0, fi =0 o fo =0, entonces, f es de la forma

r(X)Y? o r(X)Z2
Demostracion: Si fa = 0, entonces, f1 = 0, f = fo(X)Z? y tomamos r(X) = fo(X). Similarmente, si
fo =0, entonces, f1 =0, f = fo(X)Y? y tomamos r(X) = fo(X). Por tltimo, si f; =0y fa, fo # 0,

entonces,

0< fo(X)Y? < foX)Y? + fo(X)Z°=F en S

lo cual, procediendo de manera andloga a la demostraciéon del Lema [3.4] es un absurdo. U

En el siguiente lema damos otras condiciones necesarias para que un elemento de C4. sea generador

de un rayo extremo.

Lema 3.6 Sean d,e € Ng. Si f = 7(X)(p(X)Y + ¢(X)Z)? es generador de un rayo extremo de Cq
con p y q no simultaneamente cero y (p : q) = 1, entonces,

er#0,7>0en[0,1] yr tiene degr raices reales en [0,1] (contadas con multiplicidad),
e 2degp < d,2degq < e ydegr = min{d — 2degp,e — 2degq}.
Demostracion: Como f # 0,7 # 0y como f >0en S, > 0en [0,1].
Si r tiene alguna raiz compleja no real o alguna raiz real que no pertenece al intervalo [0, 1], 7 se puede

escribir como r = ry + rg con 11,79 € R[X] — {0}, degry,degre < degr, degry # degry y 1,72 > 0
en [0,1]. En efecto, si z =a + bi con b # 0 es raiz de r, Z = a — bi también lo es y

r= (X —2)(X —2)F = (X —a)? +b*)F = (X — a)%F + b*F
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con 7 € R[X] — {0} y # > 0 en [0,1], luego tomamos r = (X — a)?7 y ro = b?7. Sia € R—[0,1] es

raiz de r, tenemos dos casos: si a < 0,
r=(X—-a)f = X7+ (—a)F
con 7 € R[X] — {0} y 7 > 0 en [0, 1], luego tomamos 71 = X7 y ro = (—a)Ff y sia > 1
r=(a-—X)r=(a-1)+1-X)7F=(a—17f+ (1 - X)F

con 7 € R[X]—{0} y 7 > 0en [0, 1], luego tomamos r; = (o — 1)7 y ro = (1 — X)7. En cualquier caso,
si llamamos f; = 7;(X)(p(X)Y + q(X)Z)? € Cy para i = 1,2, tenemos que

0<fi<f enS,

pero como f genera un rayo extremo de Cg,e, usando el Lema se tiene que f debe ser miltiplo
escalar de fi y fa, lo cual es un absurdo ya que, como degr; # deg sy, deg fi # deg fo.

Por otro lado, como
f=rX)EX)Y +q¢(X)2)* = r(X)p(X)*Y? + 2r(X)p(X)a(X)Y Z +1(X)q(X)*Z* € Ca,

)

tenemos que
degr +2degp<d y degr+2degg<e

y luego
2degp <d, 2degg<e y degr <min{d—2degp,e—2degq}.

Si degr < min{d — 2degp,e — 2degq}, X f € Cq. y como
0< ng f en S

se tiene un absurdo usando el Lema [3.3 O

En los siguientes tres lemas presentamos algunas propiedades que se obtienen a partir de componer un
polinomio en Cg,. con un cambio lineal de variables y serdan de utilidad en nuestra caracterizacién de
los rayos extremos de Cq .. Dado que los demostraciones son similares, solo demostraremos el primero.

Lema 3.7 Sean d,e € Ny cond <e, f € Cqe, B €R y h € RIX,Y, Z] definido por
WX,Y,Z)=f(X,Y +BZ,Z) = fo(X)Y? + h(X)YZ + ho(X) Z*
Entonces,
e h pertenece a Cqe.
e Si f es generador de un rayo extremo de Cde, h también lo es.

e Si (x0,Y0,20) €S con zp #0 y f(aco,yo,zo) =0y B =yo/z0, entonces ho(xg) = 0.
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e Si h se puede escribir como r(X)(p(X)Y +q(X)Z)? con p y q no simultaneamente cero y (p : q)

=1, entonces, f se puede escribir como
r(X)(P(X)Y + (—Bp(X) + (X)) Z)?

con p y —Pp—+ q no simultaneamente cero y (p: —Bp+q) = 1.

Demostracion: Para (z,y,z) € S se tiene que (z,y + Bz,2) € S. Luego, como f > 0en S, h > 0 en

S. Més ann,

WMX,Y,Z) = fo(X)(Y + BZ)* + L(X)(Y + BZ)Z + fo(X)Z?
= [(X)Y? + (2Bfo(X) + i(X)Y Z + (B°f2(X) + B1(X) + fo(X))Z*

y, por lo tanto, h verifica las cotas de grado. Luego, h pertenece a Cgc.

Supongamos que f es generador de un rayo extremo de Cgq.e y tomemos g € Cg tal que
0<g<hens;
entonces,
0<g(x,y—Bzz2) <h(z,y—Bz,2) = f(x,y,z) paratodo (z,y,2z)€S.

Ademsds, de manera similar a lo hecho con h, se puede ver que g(X,Y — 3Z,Z) € C4.. Luego, por el
Lema existe A € R>q tal que

y, por lo tanto,
g X, Y, Z) = \f(X,Y +5Z,Z) = n(X,Y, Z). (3.3)

Nuevamente por el Lema [3.3] concluimos que h es generador de un rayo extremo de Cgc.

Sea (o, o, 20) € S con 29 # 0, f(xo,y0,20) =0y B = yo/z0, luego

|~

ho(zo) = B2 fa(wo) + Bf1(wo) + fo(wo) = = f(z0, Yo, z0) = 0.

(=) ]

Z

Finalmente, si

h(X,Y, Z) = r(X)(p(X)Y +q(X)Z)?

con p y ¢ no simultaneamente cero y (p : ¢) = 1, se tiene que
F(X,Y,2) = h(X,Y = BZ,Z) = r(X)(p(X)Y + (=Bp(X) + ¢(X))2)*.

Es claro que p y —8p 4 ¢ no son simultaneamente cero y (p: —fp + q) = 1. Il



CAPITULO 3. POLINOMIOS NO NEGATIVOS EN UNA FRANJA DE R? 51

Lema 3.8 Sean d,e € Ng cond+2<e, f € Cie, L € R[X] condegl =1y h € RIX,Y, Z] definido
por

MX,Y,Z) = f(X,)Y +UX)Z,Z) = fo(X)Y? + h(X)Y Z + ho(X) Z>.
Entonces,
e h pertenece a Cqe.

e Si f es generador de un rayo extremo de Cae, entonces, h también lo es.

e Si (20,Y0,20), (x1,y1,21) € S con xg # 1, 20,21 # 0, yo/20 # v1/z1 y f(x0,y0,20) =
f(zlaylazl) =0 Yy

UX) = i/ = v/ (X — 20) + Yo/ 20,
1 — X
entonces, ho(xg) = ho(xz1) = 0.

e Si h se puede escribir como r(X)(p(X)Y +q(X)Z)? con p y q no simultaneamente cero y (p : q)

=1, entonces, f se puede escribir como
r(X)(PX)Y + (—6(X)p(X) +q(X))Z)”

con p y —p + q no simultaneamente cero y (p: —lp + q) = 1.

Lema 3.9 Sean d,e € Ny cond=e, f € Cae, Bo,P1 € R con o # B1 y h € RIX,Y, Z] definido por
WX,Y,Z) = f(X,B0Y + (1 Z,Y + Z) = ho(X)Y% + hy (X)Y Z + ho(X) Z>.
Entonces,

e h pertenece a Cq.

e Si f es generador de un rayo extremo de Cae, entonces, h también lo es.

e 5i (0,Y0,20), (¥1,y1,21) € S con 20,21 # 0, yo/20 # y1/21 y f(%0, Y0, 20) = f(x1,91,21) =0 y
Bo = yo/z0, B1 = y1/z1, entonces, ha(zo) = ho(z1) = 0.
e Si h se puede escribir como r(X)(p(X)Y +q(X)Z)? con p y q no simultaneamente cero y (p : q)
=1, entonces, f se puede escribir como
1

WT(X)((JO(X) —q(X))Y + (—Bip(X) + Boa(X)) Z)?

con p—q y —B1p+ Boq no simultaneamente cero y (p —q : —B1p + Bogq) = 1.

Bajo la hipdtesis adicional de que d y e tiene la misma paridad, nuestra caracterizacién de los rayos

extremos de Cq es la siguiente.
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Teorema 3.10 Sean d,e € Ny tales que d = e (2). Los rayos extremos de Cq. son los generados por
polinomios de la forma r(X)(p(X)Y + q(X)Z)? con

e p y q no simultaneamente cero y (p: q) =1,

er#0,7r>0en[0,1] yr tiene degr raices reales en [0,1] (contadas con multiplicidad),

e 2degp < d,2degq < e ydegr = min{d — 2degp,e — 2degq}.

Demostracién: Comencemos probando que si f € Cg, es de la forma

f=r(X)(p(X)Y +q¢(X)Z)?
con r,p y g como en el enunciado, entonces f es generador de un rayo extremo de C4.. Consideremos
g=(X)Y?+ g1 (X)YZ + go(X)Z? € Cyp

tal que 0 < g < f en S y veamos que ¢ es un multiplo escalar de f.

Sip =0, como (p:q) =1, tenemos que ¢ = A € R\ {0} y, por lo tanto, degr = e. Ademds,
para todo = € [0,1], f(z,1,0) = 0. Luego, para todo = € [0,1], ga(x) = g(z,1,0) = 0. Con lo cual,
G2=91 =0y g=go(X)Z? perocomo 0 < g< fenS, 0 < gy < Aren [0,1]. Es facil ver que
toda raiz de r es necesariamente raiz de gy con al menos la misma multiplicidad, luego, tenemos que
degr < deggg < e =degr y, por lo tanto, gg es un multiplo escalar de r y g es un multiplo escalar de

f-
Si p # 0, consideramos G € R[X,Y, Z] definido por

G(X,Y,Z) = p(X)*g(X,Y, Z).

Si escribimos

G(X,Y,2) = p(X) (p(X)Y +q(X)Z)? + CL(X)Y Z + Go(X) 22,

se tiene que G1 = G = 0. En efecto, sea xg € [0,1] tal que p(zq) # 0. Como f(zq, —q(x0), p(x0)) = 0,
G(x(]a —Q(.To),p(.%'(])) =0 Yy, por lo tantoa

—Ghi(x0)q(wo)p(20) + Gol(ao)p(0)® = 0. (3.4)
Maiés aun, como G > 0 en S,
0% (w0, ~a(av), pav)) = Gr(wo)plao) = 0. 3.5)

Concluimos de (3.4) y (3.5)), que G1(xo) = Go(xp) = 0. Por continuidad, tenemos que G; = Gy =0y,
por lo tanto,

p(X)?9(X,Y, Z) = g2(X) (p(X)Y +q(X)Z).
Como (p: q) =1, p*lga y 9 = G2(X)(P(X)Y + ¢(X)Z)* con go = g2/p* € R[X]. Procediendo
similarmente al caso p = 0, se puede ver que 0 < go < r, luego g2 es un multiplo escalar de r y g es
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un multiplo escalar de f. Usando el Lema concluimos que f es generador de un rayo extremo de
Cie-

Ahora probemos que si f = fo(X)Y2 + f1(X)YZ + fo(X)Z? es generador de un rayo extremo de
Ca.e, entonces, f se puede escribir como en el enunciado. Para esto, usaremos argumentos inductivos
considerando la familia de conos con el orden definido anteriormente. Usando el Lema y el Lema
podemos suponer fs, f1, fo # 0.

Si (d,e) = (0,0),

SNV N (O AR _ Iy
f=RY"+ hYZ+ fo fz( +2f2 + | fo e
con fo, f1, fo € R—{0}. Como f>0ensS, fo— if; = 0 pero como f se anula en algiin punto de S
(Lema[3.4), debe ser fo — 7= = 0 y luego
— f1
= 7
f=1r < + TR

Luego, tomamos r = fo, p =1y q = ];} y concluimos usando el Lema De ahora en mas,

suponemos (d,e) # (0,0).

Comencemos probando el resultado en algunos casos particulares.

Al. Existe zo € [0,1] tal que (X — z0)?| f2 0 (X — x0)?| fo:

Sin pérdida de generalidad, suponemos (X — x0)? | f2, luego X — g | f1. Luego, si consideramos

ho = fo/(X —0)%, h1 = f1/(X —x0) € R[X] y
h=ha(X)Y? + hi(X)Y Z + fo(X)Z* € R[X,Y, Z],
tenemos que

_:EO

hX,(X —z0)Y,2Z) = f(X,Y,Z) y h(X,Y,Z) = f(X,XY,Z>.

Observemos que h € Cq4_2 .. En efecto, h verifica las cotas de grado y h > 0 en

{(a:,y,z) €S | 1‘75900}

y, por continuidad, h > 0 en S§. Para poder aplicar la hipétesis inductiva, veamos que h es
generador de un rayo extremo de C4_s .. Dado

9=92(X)Y? + q1(X)YZ + go(X)Z* € Cge
tal que 0 < g < h en S, consideremos

= (X — 20?02 X)Y? 4+ (X — 20)g1 (X)Y Z + go(X) Z? € R[X, Y, Z].
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Se tiene que g € Cqe y
- N Y
g(X7(X_~T0)Y7Z):g(XaKZ) y g(X7}/’Z):g X’X—.T}O’Z

de lo que se deduce que 0 < § < f en S, luego § es un miiltiplo escalar de f y ¢ es un multiplo
escalar de h.

Entonces, por la hipétesis inductiva tenemos que h es de la forma
h(X,Y, Z) = #H(X)(B(X)Y +§(X)Z)?
con p y ¢ no simultaneamente cero y (p: ¢) = 1y, por lo tanto,
F(X,Y,2) = #(X)((X = 20)B(X)Y +d(X)2)*.

Si X —x9 fG, tomamos =7, p= (X —20)py ¢= G, y si X —x0|¢q, tomamos r = (X — x¢)>7,
p=pyq=q/(X—x) € RIX]. En ambos casos, (p: ¢) = 1y concluimos usando el Lemma [3.6]

A2. Existe zo € [0,1] tal que X — z¢ | fa2, fo:

Es claro que X — xq | f1. Si 29 € (0,1), es facil ver que (X — z0)?| f2 v, por lo tanto, estamos
en el caso Al. Luego, podemos suponer que xg € {0,1}. Sin pérdida de generalidad, suponemos
xo = 0. Consideremos h = f/X € R[X,Y,Z]. Procediendo de manera similar al caso Al, se
puede ver que h es generador de un rayo extremo de Cq—1 -1, y, usando la hipétesis inductiva
tenemos que h es de la forma

h(X,Y, Z) = F(X)(B(X)Y +4(X)Z2)?

con p y ¢ no simultaneamente cero y (p : ¢) = 1. Luego, tomamos r = X7, p=pyq=qy

concluimos usando el Lema [3.6]

Ahora consideramos una lista auxiliar de casos en los cuales probaremos el resultado reduciendolos a
los casos Al y A2.

B1. Existen zo € {0,1} e (yo,20) € {(1,0),(0,1)} tales que f(zo,y0,20) = 0y f(z,y,2) # 0 para
todo (z,y,2) € S con z # zq:

Sin pérdida de generalidad, suponemos f(0,1,0) = 0, luego f»(0) = 0 y, por lo tanto, X | f1. Si
X?2| fa, estamos en el caso Al y si X | fo, estamos en el caso A2. M4s aun, si existe z € (0, 1]
con fa(z) = 0, entonces, f(z,1,0) = 0 lo cual contradice la hipétesis. Similarmente, si existe
x € (0,1] con fo(z) = 0, entonces, f(x,0,1) =0 lo cual también contradice la hipétesis. Luego,
de ahora en m4s, suponemos que X2 1 fo, fo > 0en (0,1] y fo > 0 on [0,1].

Consideremos g2 = fo/X, g1 = f1/X € R[X] y observemos que go > 0 en [0,1]. Como

f(z,y,2) > 0 para todo (x,y,2) €S con z € (0,1],

fi(@)? = 4fa(x) fo(z) = 2%g7 (x) — dwga(x) fo(x) <O,
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B2.

para todo x € (0,1] y, por lo tanto,

297 (x) — 4g2(2) fo(x) < 0

para todo z € (0, 1] pero, como ¢g2(0) > 0y fo(0) > 0, esta tltima desigualdad se puede extender
a z € [0,1]. Luego,

g3 (x)
492(3)) - fO(x) < 07

para todo x € [0,1] y, como [0, 1] es compacto, existe € > 0 tal que

rgi(@) oo
4g2() fole) <

para todo z € [0, 1]. Por lo tanto,
fi(x)? = 4fa(x)(fo(x) — €) = 2?gi(z) — dwga(x)(fo(z) — &) <O

para todo x € [0, 1]. Entonces, si g € R[X,Y, Z] est4 definido por

9= LX)+ AX)YZ+ (fo(X) - )2,
es claro que g € Cq.. Ademas,
0<g<g+eZ’=fensS,
luego ¢ es un multiplo escalar de f, lo cual es un absurdo.
Existe (yo,20) € {(1,0),(0,1)} tal que f(0,y0,20) = f(1,40,20) = 0y f(x,y,2) # 0 para todo

(x,y,2) € S con z € (0,1):

Sin pérdida de generalidad, suponemos f(0,1,0) = f(1,1,0) = 0, luego f2(0) = fo(1) =0y, por
lo tanto, X | f1y X —1| f1. Si X2| fa 0 (X —1)?| fo, estamos en el caso Al ysi X | foo X —1] fo
estamos en el caso A2. M4s an, si existe z € (0,1) con fa(x) = 0, entonces, f(z,1,0) = 0 lo cual
contradice la hipétesis. Similarmente, si existe z € (0,1) con fo(z) = 0, entonces, f(z,0,1) =0
lo cual también contradice la hipétesis. Luego, de ahora en mas, suponemos que X2 { fo,
(X —1)21 f2, f2>0en (0,1) y fo >0 on [0,1].

Consideremos g2 = fo/(X(X — 1)), g1 = f1i/(X(X — 1)) € R[X] y observemos que g2 < 0 en
[0,1]. Como f(x,y,2) > 0 para todo (z,y,2) €S con x € (0,1),

fi(@)® = 4fa(x) folx) = 2°(x — 1)%gF (2) — 4a(z — 1)ga(x) fo(z) < O

para todo x € (0,1) y, por lo tanto,

w(z —1)gi(z) - 4g2(x) fo(z) > 0
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B3.

para todo = € (0,1) pero, como g2(0) < 0, g2(1) < 0, fo(0) > 0y fo(l) > 0, esta ultima
desigualdad se puede extender a z € [0,1]. Luego,

z(z — 1)g7 (2)
492 ()
para todo x € [0, 1] y, como [0, 1] es compacto, existe £ > 0 tal que

z(z —1)g% (x)
4g2(IL‘)

— fg(l‘) <0

— fo(I) S —E.
para todo z € [0, 1]. Por lo tanto,

f1(2)? = 4f2(2)(fo(z) — €) = a*(x — 1)*gi(2) — dz(z — 1)g2(2)(fo(z) — ) <0,
para todo x € [0, 1]. Entonces, si g € R[X,Y, Z] est4 definido por
9= L)Y+ LX)V Z + (folX) — )22,
es claro que g € Cgq.. Ademas,
0<g<g+eZ’=fenS
luego, ¢ es un multiplo escalar de f, lo cual es un absurdo.
Existen (yo, 20), (y1,21) € {(1,0), (0, 1)}, (yo. 20) # (y1, 21) tales que (0,40, 20) = f(1,y1,21) =0

y f(z,y,2) # 0 para todo (z,y,2) € S con z € (0,1):

Sin pérdida de generalidad, suponemos f(0,1,0) = f(1,0,1) = 0, luego f2(0) = fo(1) =0y, por
lo tanto, X | f1 y X — 1| f1. Si X?| fa 0 (X —1)?]| fo estamos en el caso Al ysi X | foo X —1] fo
estamos en el caso A2. M4s an, si existe z € (0,1) con fa(x) = 0, entonces, f(z,1,0) = 0 lo cual
contradice la hipétesis. Similarmente, si existe = € (0,1) con fo(z) = 0, entonces, f(z,0,1) = 01lo
cual también contradice la hipétesis. Luego, de ahora en méas, suponemos X2 { fa, (X —1)2 1 fo,
fa>0en (0,1 y fo > 0en [0,1).

Consideremos go = fo/ X, g1 = f1/(X(X —1)), go = fo/(X —1) € R[X] y observemos que g5 > 0
en [0,1] y go < 0 en [0,1]. Como f(z,y,z) > 0 para todo (x,y,2) €S con z € (0,1),

fi(@)? = 4fa(2) fo(w) = 2*(x — 1)*gF(2) — 4z (z — 1)ga(2)go(x) < 0
para todo x € (0,1) y, por lo tanto,
2(x —1)gi (x) — 4g2(2)go(x) > 0

para todo z € (0,1) pero, como g2(0) > 0, g2(1) > 0, go(0) < 0y go(1) < 0, esta dltima
desigualdad se puede extender a = € [0, 1]. Luego,

z(z —1)gf (x)

i) go(z) >0
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para todo x € [0,1] y, como [0, 1] es compacto, existe € > 0 tal que

w(z — 1)gi(z)

dgp(r) folz) 2 €

para todo z € [0, 1]. Por lo tanto,
fi(@)? = 4fa(@)(z = 1) (go(2) + ) = 2*(z — 1)¢f () — da(x — 1)g2(z)(go(2) + ) <0
para todo x € [0, 1]. Entonces, si g € R[X,Y, Z] estd definido por
9= LX)+ A(X)YZ+ (X - 1)(90(X) +)2* €RIX,Y, Z],
es claro que g € Cgq.. Ademas,
0§g§g—5(X—1)ZQ:fenS

luego ¢ es un multiplo escalar de f, lo cual es un absurdo.

Finalmente, probamos el caso general. Sin pérdida de generalidad, suponemos d < e. Por el Lema

f se anula en algtin punto de S, para probar el resultado consideraremos tres casos.

Cl1. Existe (g, y0,20) € S con g € (0,1) tal que f(zo,yo,20) = O:

Sizg =0, X —x0| f2, luego (X —x0)?| f2 y estamos en el caso Al. Si zg # 0, tomamos 3 = yo/ 20
y consideramos

WX,Y,Z) = f(X,Y + BZ,2) = fo(X)Y? + i (X)Y Z + ho(X) Z*.

Usando el Lema tenemos que h es generador de un rayo extremo de Cq . y verifica ho(zg) = 0.
Luego, (X — 20)?|ho y por el caso Al aplicado a h, el Lema y el Lema concluimos el
resultado.

C2. Existen 2o € {0,1} y (y0,20) € S tales que f(xo,%0,20) =0y f(x,y,2) # 0 paratodo (z,y,2) €S
con T #* xg:

Sin pérdida de generalidad, suponemos g = 0. Si zg = 0, podemos suponer yg = 1 y estamos
en el caso B1. Si zg # 0, tomamos 8 = yo/z0 y consideramos

WX,Y,Z) = f(X,Y + BZ,Z) = fo(X)Y* + h(X)Y Z + ho(X) Z*2.

Usando el Lema tenemos que h es generador de un rayo extremo de Cq . y verifica ho(0) = 0,
luego h(0,0,1) = 0. Ademés, h(x,y, z) # 0 para todo (z,y,z) € S con x # 0. Luego, por el caso
B1 aplicado a h, el Lema[3.6]y el Lema [3.7] concluimos el resultado.
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C3. Existen (yo,20), (y1,21) € S tales que f(0,90,20) = f(1L,y1,21) = 0y f(z,y,2) # 0 para todo
(x,y,2) € S con x € (0,1):

Si zp = z1 = 0, podemos suponer yg = y; = 1 y estamos en el caso B2.

Sizg#0y z =0, tomamos 8 = yo/zp y consideramos
WX,Y,Z) = f(X,Y +BZ,Z) = fo( X)Y? + h(X)Y Z + ho(X) Z2.

Usando el Lema tenemos que h es generador de un rayo extremo de Cq . y verifica ho(0) = 0,
luego h(0,0,1) = 0. Por otro lado, como f(1,%1,0) = 0, f2(1) = 0 y h(1,1,0) = 0. Ademis,
h(z,y,z) # 0 para todo (z,y,z) € S con z € (0,1). Luego, por el caso B3 aplicado a h, el Lema
y el Lema concluimos el resultado.

Si zg =0y 2z # 0 procedemos de manera similar al caso anterior.
Por tltimo, consideramos el caso zg, 21 # 0, que a su vez necesitamos dividirlo en tres casos.

Si 29,21 # 0y yo/20 = y1/71, tomamos = yo/zp y consideramos
WX,Y,Z) = f(X,Y +BZ,Z) = fo(X)Y? + hi(X)Y Z + ho(X)Z?.

Usando el Lema tenemos que h es generador de un rayo extremo de Cq. y verifica ho(0) =
ho(1) = 0, luego h(0,0,1) = h(1,0,1) = 0. Ademsds, h(x,y,z) # 0 para todo (z,y,z) € S con
x € (0,1). Luego, por el caso B2 aplicado a h, el Lemay el Lema concluimos el resultado.

Si zp,21 # 0 con yo/20 # y1/21 y d < e, como d = e(2), d + 2 < e. Entonces, tomamos
U(X) = (y1/21 — yo/20)X + yo/20
y consideramos
WMX,Y,Z)= (XY +U(X)Z,Z) = fo(X)Y? + h(X)Y Z + ho(X) Z2.

Usando el Lema tenemos que h es generador de un rayo extremo de Cq. y verifica ho(0) =
ho(1) = 0, luego h(0,0,1) = h(1,0,1) = 0. Ademads, h(z,y,2) # 0 para todo (z,y,2) € S con
x € (0,1). Luego, por el caso B2 aplicado a h, el Lemay el Lema concluimos el resultado.

Finalmente, si zg,21 # 0 con yo/20 # y1/z1 y d = e, tomamos By = yo/20 Yy f1 = y1/z21 ¥
consideramos

WX,Y,Z) = f(X,B0Y + 12, Y + Z) = ho(X)Y% + hy (X)Y Z + ho(X) Z2.

Usando el Lema tenemos que h es generador de un rayo extremo de Cq. y verifica ha(0) =
ho(1) = 0, luego h(0,1,0) = h(1,0,1) = 0. Ademads, h(z,y,z) # 0 para todo (z,y,2z) € S con
x € (0,1). Luego, por el caso B3 aplicado a h, el Lemay el Lema concluimos el resultado.

0
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A continuacién enunciamos y demostramos el principal resultado de la seccién en el cual, siguiendo
la estrategia comentada anteriormente, probamos para f € R[X,Y] no negativo en [0,1] X R y con
degy f < 2, una cota de grado para cada término de la representacién de f como elemento de M (X (1—
X)).

Teorema 3.11 Sea f € R[X,Y] con f >0 en [0,1] x R y degy f < 2. Entonces,
f:UQ+01X<1—X)€M(X(1—X))

con
deg(00), deg(o1 X (1 — X)) < degx f + 3.

Demostracion: Tomemos d = e = degy f, entonces, f = fo(X)Y? + f1i(X)YZ + fo(X)Z? € Cy.
(notemos que homogeneizamos a grado 2 incluso si degy f = 0). Luego, por los Teoremas y

tenemos que
F=)Y rpY+a2)? (3.6)
1<i<s

con 14, pi, ¢; € R[X] como en el Teorema para 1 < i < s. Especializando (3.6 en Z = 1, tenemos
que

f= Z ri(piY + q;)?.
1<i<s

Como mostramos al comienzo de la seccidn, la condicién r; > 0 en [0, 1] implica que existen o ;, 01, €
ST R[X]? tales que
Ty = 00,4 + ULZ‘X(l — X)

con deg o i, degoy; X(1 — X) < degr; + 1. Luego, considerando

oo=Y_ c0i(p:i¥ +q)°

1<i<s

o1= Y onipY +q)’°

1<i<s

tenemos que f = 09+ 01X (1 — X). Finalmente,

deg(0o) < max degoo(pY + ¢i)* < max degri(pY +¢;)* + 1 < degy f + 3
1<i<s 1<i<s

deg(o1 X (1 — X)) < max degoyi(piY + qi)QX(l -X)<
<i<s

< max degr;(p;Y + ¢;)* +1 < degy f + 3.
1<i<s
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3.2 Un enfoque constructivo

En esta seccién mostramos un método constructivo para obtener la representacién de un polinomio
f € R[X,Y] como un elemento de M (X (1 — X)). La idea es, al igual que en la Seccién levantar
el intervalo [0, 1] al simplex estdndar de dimensién 1

Ay ={(w,2) eER* |w>0,2>0,w+z=1},

considerar la variable Y como un parametro y producir un certificado de no negatividad en A; de
manera uniforme. Para este paso utilizamos nuevamente la versién del Teorema de Polya con cota de
grado (Teorema . Una método similar para obtener esta representacién fue presentado en [15]
Theorem 3] bajo diferentes hipétesis.

3.2.1 Meétodo general

Utilizaremos la siguiente notacién.

Notacion 3.12 Para

F=Y Y XYl eR[X,Y]

0<i<m 0<j<d
con m = degy f, notamos

F=> Y apX/Y'Z" " € RIX,Y]

0<i<m 0<;<d

F= Y > apXI(W+X)"yizm " e RW, XY, Z).

0<i<m 0<j<d
Para N € Ny y 0 < j < N +d, definimos los polinomios b; € R[Y, Z] de la siguiente manera:

W+X)NF= > by, Z)WixN+i, (3.7)
0<j<N+d

Observemos que (W +X)N F es homogéneo en (W, X) y en (Y, Z) de grado N +d y m respectivamente.

Por lo tanto, para 0 < j < N +d, b; € R[Y, Z] es un polinomio homogéneo de grado m.

Notaremos, al igual que en capitulo anterior,
C={(y,2) eR?| " + 2 =1}.

Proposicién 3.13 Sea f € R[X,Y] y N € Ny tal que para todo 0 < j < N +d, bj > 0 en C.
Entonces,
f=00+nX(1-X)e M(X(1-X))

con
deg(0p),deg(01 X(1 — X)) < N+d+m+1.
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Demostracion: Evaluando la igualdad (3.7) en W =1— X y Z = 1 tenemos que
f= > b -XyxNtid,
0<j<N+d
Para 0 < j < N +d, como b; es homogéneo y b; > 0 en C, tenemos que b;(Y,1) > 0 en R y, por lo
tanto, b;(Y, 1) se puede escribir como suma de cuadrados de polinomios con el grado de cada término
acotado por m (ver Seccién .
Si N +d es par, tomamos
oo= Y bi(Y,1)(1 - X)XV ey RIX, Y]

0<j<N+d
j par

o= > b1 - Xy XN e N RIX V]
1<j<N+d—1
j impar
Luego, f =09+ 01X (1 — X). Ademas, es claro que
deg(op),deg(c1 X (1 — X)) < N +d+ m.

Si N + d es impar, tomamos

o= Y bV —XYXNFEI L N (v 1)(1 - XY XN € Y RIX, Y]
0<j<N+d-1 1<j<N+d
j par j impar
y
or= Y bV, - XPXNTEIT L N (Y 1)(1 - XY TN e Y R, Y]
0<j<N+d-1 1<j<N+d
j par j impar

Usando las igualdades
X=X*+X(1-X) y 1-X=(1-X)*+X(1-X),
tenemos que
f= 3 (- X)yxVee
0<j<N+d

= Y bV — XY (XN x NI - X))+

0<j<N+d—1
Jj par

S b (1 - XY (1 - XY X)XV

1<j<N+d
j impar

=0y —i—UlX(l —X).

Ademas, es claro que
deg(op),deg(01 X(1 = X)) < N+d+m+1.
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En las Secciones y bajo las hipotesis adicionales mencionadas anteriormente, probamos la
existencia y encontramos una cota superior para N € Ny satisfaciendo las hipétesis de la Proposicién
Luego, para obtener la representacién buscada procedemos de la siguiente manera. Si es posible
calcular la cota superior, desarrollamos el polinomio (W + X )V F' y luego calculamos la representacién
de b;(Y,1) como suma de cuadrados de polinomios en R[Y] para todo 0 < j < N +d (ver [7]). Sino
es posible calcular la cota superior, elegimos un valor para N y lo vamos incrementando en uno, en
cada paso chequeamos si ocurre que b;(Y,1) es no negativo en R para todo 0 < j < N +d (ver [2]
Chapter 4] y [12]). Una vez que dicha condicién se verifica, calculamos la representaciéon para cada
b;(Y,1) como suma de cuadrados de polinomios en R[Y] para todo 0 < j < N +d.

3.2.2 El caso f positivo en la franja

En esta seccién consideramos el caso f positivo en [0,1] x Ry fully m-ic en [0, 1]. Mostramos que el
método presentado en la seccién anterior se puede aplicar (Proposicién [3.14) y exhibimos una cota
para el grado de cada término de la representacién obtenida (Teorema (3.15)).

Como mostramos en la Seccién 2.1 si f > 0 en [0,1] x Ry f es fully m-ic en [0,1], f > 0 en [0,1] x C
y notamos
f*=min{f(z,y,2) | (z,y,2) € [0,1] x C} > 0.

Utilizaremos la siguiente notacién

[flloo = max{faji| | 0 <i<m, 0<j<d}.

Proposicién 3.14 Sea f € R[X,Y] positivo en [0,1] x R y f fully m-ic en [0,1]. Entonces, si

(d—1)d(d+ 1)(m + V)| flloo

N+d> 5fe

para todo 0 < j < N +d, b; >0 en C.

Demostracion: Como para (w,x,y,z) € Ay x O, F(w,z,y,2) = f(x,y,z), tenemos que F > f* en
Al x C.
Por otro lado, usando el Lemam para (y,z) € C, tenemos que

|FOW, Xy, 2)]| < (@d+ D(m+1) max {Jla X7 (W + X077y ) < (d+1)(m + 1) oo
0<j<d
Luego, por Teorema [1.15] si N € N verifica

(d = 1Dd(d +1)(m + 1)|| flloo
2f* ’

N+d>

todos los coeficientes de
W+ X)NF(W, X,y,2) = > by, 2) W/ XNT7T e RIW, X]
0<j<N+d

son positivos. Es decir, para todo 0 < j < N 4 d, b; > 0en C. 0
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Teorema 3.15 Sea f € R[X,Y] con f > 0 en [0,1] X R, f fully m-ic en [0,1] y d = degx f > 2.
Entonces, f se puede escribir como
f=00+X(1-X)e M(X(1-X))
con ag,01 € Y. R[X, Y] y
d*(m +1)||fll
f.
Demostracion: Por la Proposicién si N € N es el menor niimero natural tal que

(d—1)d(d+1)(m+ 1) flleo

2fe ’
entonces, para todo 0 < 7 < N +d, b; > 0 en C. Luego, por la Proposiciéon tenemos que
f=00+01X(1—X) con gg,01 €Y. R[X,Y]? con

deg(oyp), deg(o1 X (1 — X)) <

N+d>

deg(op),deg(o1 X(1— X)) < N+d+m+ 1.

Como
1£llsc > laco] = £(0,0)| = f(0,0) = f(0,0,1) > f*,
tenemos que

(4= Ddd+ D+ Diflle , - o Dl

deg(00), deg(o1 X (1~ X)) < N+d+m+1 < 2 I

O

Notemos que los caso degy f = 0y degy f = 1 no estan cubiertos en el Teorema pero estos
casos son mas faciles de estudiar. Si degy f =0, f € R[Y] y es no negativo en R, como vimos en la
Seccion en este caso f se puede escribir como suma de cuadrados de polinomios en R[Y] con el
grado de cada término acotado por m. Si degy f =1, tenemos que

fXY) = fLY)X + £(0,Y)(1 - X)

y, como f(0,Y), f(1,Y) € R[Y] son no negativos en R, nuevamente por lo visto en la Seccién se
pueden escribir como suma de cuadrados de polinomios en R[Y] con el grado de cada término acotado
por m luego, usando las identidades,

X=X*+X(1-X) y 1-X=(1-X)?2+X(1-X),

y tomando o9 = f(1,Y)X?+£(0,Y)(1-X)%2y o1 = f(1,Y)+£(0,Y), tenemos que f = gp+01 X (1—X)
y ademas el grado de cada término estd acotado por m + 2.

Observacién 3.16 Para f € R[X,Y] bajo las hipdtesis del Teorema[3.15, luego de un reescalamiento
se puede aplicar también el Teorema[2.18 Sin embargo, la cota obtenida aplicando el Teorema[2.18 es
doblemente exponencial en d, mientras que la cota obtenida aplicando el Teorema es polinomial

en d.
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3.2.3 El caso f con un nimero finito de ceros en el borde de la franja

En esta seccién consideramos el caso f > 0 en [0,1] x R y fully m-ic en [0, 1], pero con un nimero

finitos de ceros en la franja, todos en el borde y tales que g—)]; no se anula en ninguno de ellos.

Mostramos que el método presentado en la Secciénse puede aplicar (Proposicién y probamos
la existencia de una cota para el grado de cada término de la representacién obtenida (Teorema .
Consideremos
Ci={(y,2) eR?* | > + 22 =1, 2> 0}.

Para f € R[X,Y] no negativo en [0,1] x R y fully m-ic en [0, 1], es claro que m es par. Entonces,
como b;(Y, Z) € R[Y, Z] es homogéneo de grado m, para probar que b; > 0 en C, es suficiente probar
que b; > 0 en C4. La ventaja de considerar Cy en vez de C' es simplemente que, bajo las hipdtesis
mencionadas, existe una biyeccién entre los ceros de f en [0,1] x R y los ceros de F' en A; x C dada

por

« 1
r,a) = (1 —z,2,Yyq, 2 con ,Za) = , .
(2,0) = (1= 2,2, Yas 70) (ov0) = (s 73— |

La idea es considerar, para cada cero (x,«) de f, el polinomio F(W, X, ya, zo) € R[W, X] y encontrar
N, € Ny tal que (W + X)Ne F(W, X, yq, zq) tiene coeficientes b;(ya, 24) n0 negativos. Luego, mostrar
que para (y,z) € Cy cerca de (Yo, 2a), (W + X)NeF(W, X, y, z) € R[W, X] también tiene coeficientes
b;(y, z) no negativos. Finalmente, en el resto de C usamos argumentos de compacidad.

Una de las principales herramientas que utilizamos es la versién con cota del Teorema de Polya que
afirma que si un polinomio g € R[W, X] es positivo en Aj, al multiplicarlo por una potencia adecuada
de (W + X)), todos sus coeficientes son positivos. Como necesitamos una cota inferior positiva explicita
para dichos coeficientes, en el Lema presentamos una leve modificacién del Teorema

A continuacién introducimos notacién y enunciamos algunos resultados auxiliares que necesitaremos
en la demostracién del Lema [3.21]

Notacién 3.17 Parat € R, m € Ny y una variable U, notaremos

) =UU-t)U=-2t)...(U-(m-1t)= [] (U-it) eR[U.

0<i<m—1

Observacion 3.18 Sea M >0, m € Ng y k € R, entonces

(kz)m B ﬁi(ki!n)! st m <k,
M . 0 st m > k.

En el siguiente lema se enuncia la Identidad de Vandermonde-Chu. Una demostracion de este resultado

se puede encontrar en [I5], Section 2].

Lema 3.19 (Identidad de Vandermonde-Chu) Parat € R, a = (aq,...,an) € Nj yz1,...,2, €
R,

d!
g ——— @)t (@p)f = (e )L
arl ..oyl
aeNg

|al=d
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Lema 3.20 Sean wq,...,w; € R tal que 0 < w; <1 para 1 <1 <1, entonces
H(l—wk)zl—Zwk.
1<k<i 1<k<I

Demostracion: Por induccién en [ € N. Es claro que la desigualdad vale para [ = 1. Consideremos
Wi, ..., w41 € Rtal que 0 < w; < 1 paral <7 <[+ 1. Luego, utilizando la hipétesis inductiva,

tenemos que

IT O-wo)= 1= > we| (1—wi)

1<k<I+1 1<k<lI
E Wi, + E W | Wi41
1<k<I+1 1<k<l
E Wi .
1<k<I+1

g

Lema 3.21 Sea g € R[W, X]| homogéneo y positivo en Ay con d = degg y A = mina, g > 0. Para
0<e<, 1
(d—1)d]|g]]
N>——F"" -4
— 2(1—e)A ’
. . i v N+d—j N . NI(N+d)4
para 0 < j < N +d el coeficiente de W7 X T en (W + X)Vg es mayor o igual que me)\

Demostracion: Para g € R[W, X| como en el enunciado, escribimos

g = Z ajoXd_j
0<j<d

y, para N € Ny, escribimos
W+X)Ng= Y pwixNtds,
0<j<N+d

Luego, usando la Observacion tenemos que, para todo 0 < j < N +d,

%= 2 <y]if z) "

max{0,j—N}<i<min{d,j}
B T A,
j'(N—i—d—j)' (]—Z)(N+d) (N_J+Z)(N+d)

max{0,j—N}<i<min{d,j}

_ NN +d) Y . Y (N4d—j\
N—l—d—j' N+d 1 N +d e
0<i<d N+d N+d
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Utilizando, para t € R, la notacién

G, X) = 3 a (W) (X)¢

0<i<d
tenemos que, para todo 0 < j < N +d,

NN +d)? i N+d—j
IT AN +d— v \N+d N+d

Por otro lado, usando los Lemas y
J N+d—j
Iva\N+d N+d

B i N+d—j\
_g<N+d’ N+d> 2.

05t N +d N 4+d N +d . N +d .
. i .\ d—i . i .\ d—i
> A= gl d j N+d—j B j N+d—j
- Z 7 N+d N +d N+d) 1 N +d 1
0<i<d +d N+d

— =gl (1 - vaad)

k
=A—lgl {1- H (1_N+d>
0<k<d—1

k
>\ — 1— 1= N
>\~ gl >
0<k<d—-1
__lgl@ =1y
2(N +d)

Luego, si N > W _d,

€.

. NV +a) ( _ygu(d—l)d>> NI!(N +d)?
7= (N +d — j)! 2(N+d) ) = jUN+d—j)

O

A continuacién mostramos que, bajo las hipétesis mencionadas anteriormente, existe N € Ny tal que
bj >0 on C para todo 0 <j < N +d.
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Proposicién 3.22 Sea f € R[X,Y] con f >0 en [0,1] x R, f fully m-ic en [0,1] y supongamos que
f tiene un numero finito de ceros en [0,1] X R, todos en {0,1} x R y % no se anula en ninguno de
ellos. Entonces, existe N € Ng tal que para todo 0 < j < N +d, b; >0 en C.

Demostracion: Para 0 < h < d, definimos los polinomios ¢, € R[Y, Z] de la siguiente manera:

F= )Y e ,z2)Ww'x*"
0<h<d

Entonces, para 0 < h < d,
d— ] i r7m—i
(¥, Z)= > > a )Y Z
0<i<m 0<j<d—h
es un polinomio homogéneo en R[Y, Z] de grado m, y para (y, z) € C; tenemos que
d—j d+1
Al <m0l X (1 7) = ()i (3.5
0<j<d—h
d+1
(h+1)
d
(i)

Como a lo largo de la demostracién consideraremos distintos valores de N, agregamos el indice N a

1EW, Xy, 2)| SmaX{(m+1) [1flloo | Oéhéd} < (m+D(d+ D[ fllee- (3.9)

la notacion de los polinomios b; de la siguiente manera:
W+X)NF= > bin(Y, Z2)WIxNtad,
0<j<N+d

Luego, buscamos N € Ny tal que para todo 0 < j < N +d, bjy > 0 en C;. Es claro que, fijado
(y,2) € Cy, si N € Ny satisface que para todo 0 < j < N +d, bjn(y,z) > 0, entonces, cualquier
N’ € Ny con N’ > N también satisface que para todo 0 < j < N’ +d, b; n/(y, z) > 0.

Para N € Ny y a € R, tenemos las siguientes identidades

- 1
bO,N(wa Za) = CO(yaa Za) = F(07 L, Yo, Za) = f(17ya> Za) = Wf(lv Oé) (310)
Y 1
bN—f—d,N(yaaza) = Cd(yaaza) = F(laoaymza) = f(anouZa) = Wf(oa a)' (3'11)

Luego, es claro que para N € No, bpy > 0 en C y byyqn > 0 en Cr. Entonces, basta encontrar
N € Ny tal que paratodo 1 < j <N +d—-1,b;n5y >0en Cy.
Notamos

Iy ={aeR| f(z,a) = 0 para algin z € {0,1}} C R.

En primer lugar, veremos que para cada o € Iy existe N, € Np tal que para 1 < j < Ny +d — 1,
bj No (Ya, za) €s positivo en C. Para esto, consideraremos tres casos:
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o f(0,a)=0y f(1,a) #0:
Por (3.11)) tenemos que ¢4(Ya, 2a) = 0y, para todo N € Ny, bn1a,n(Ya, 2o) = 0. Consideramos
F, € R[W, X] el polinomio homogéneo de grado d — 1 definido por

FW, X, Ya, 2a)

Fo (W, X) = %

Z ch(Ya, za)Wth_h_l.
0<h<d-1

Usando (3.8)), tenemos que para 0 < h < d — 1,

[ (Yo 7o) (i) o (d+1)d
S S Dyl = 0n o DG e < 0mt D DI s
y, por lo tanto, ||Fy|| < (m 4 1)(d + 1)||f|lee. Por otro lado, para (w,z) € Ay — {(1,0)},
ﬁa(w7x) _ F(waxaya,za) _ 1 f(xva) <> 0.

@ Z+1"
Ademds, como f >0en (0,1) xRy %(O,a) # 0, se tiene que %(0, a) > 0y, por lo tanto,

ﬁ (1 0) _ aF(1707ya>za) _ 1 ﬁ
am N 0X N \/@2_{_1 0X

(0,) > 0.
Luego, si notamos

Ao = Hilln F,,
tenemos que A, > 0. Por el Lema con € = 1/2, si N, € Ny satisface

(d—=2)(d = 1)(d+ 1)(m + D fllo

Ny+d—1>
+ = o

(W + X)Nal:—?a _ Z CjoXND‘—’—d_l_j’
0<j<Ng+d—1
para 0 < j < N, +d — 1 tenemos que
o No!(Na+d— D4t A,
C; —.
7T (Na+d—1—j4)! 2

Pero como
Z CjoXN"‘+d_j = (W + X)NGXFQ =
0<j<Ng+d—1
= W+ XN F(W, X, yar20) = D bjNa (Yo, 2a) W X Netd™d
0<j<Ng+d—1

concluimos que para 0 < j < Ny, +d —1,

No!(Na +d —1)"1 A,
T NNy +d—-1-75)! 2°

b No (Yas Za) = €
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e f(0,a)#0y f(1l,a)=0:
Por (3.10) tenemos que ¢o(Ya,2a) = 0y, para todo N € Ny, by N (Yas2a) = 0. Consideramos
F, € R[W, X] el polinomios homogéneo de grado d — 1 definido por

o F X [eZ 20 — —
Fa(W,X) _ (W7 y Yoy 2 ) _ Z Ch(yaaza)Wh 1Xd h.
174
1<h<d
Usando (3.8)), tenemos que para 1 < h < d,
d+1
ch(Yaors Za (510 d+1)d 1
lenvo 20l iy gy \ert)y gy D Ly 1
(h-1) (h-1) (h+1)h 2

y, por lo tanto, || Fu|| < 4 (m + 1)d(d + 1)||f||sc- Por otro lado, para (w,z) € Ay — {(0,1)},

~ F 1
FQ(UJ,CC) — (wunyOnza) — f(.’E7Of) > O
w 2+1" w

Ademés, como f >0en (0,1) xRy g—)f((l,a) # 0, se tiene que g—){(l,a) < 0y, por lo tanto,

~ 0F(0,1,Ya, 2a) 1 af
Fa(0,1) = =_ -1, .
(0,1) oW Vo ax L) >0

Luego, si notamos

Ao = Irilln F,,
tenemos que A\, > 0. Nuevamente, usando el Lema con € = 1/2, si N, € Ny satisface

(d—=2)(d = Dd(d+1)(m + D fll

N, d—1>
ot = 20,

W+ X)NoFy= 3 gwimtxNotd,
1<j<Na+d
para 1 < j < N, + d tenemos que
No!(No +d =11 Xy
G-DiNa+d—7) 2

Cjz

Pero como
Y GWIXNet = (W 4 X)NeW E, =
1<j<Na+d
=W+ X FW,X,Yar20) = D bjNa (Yo 2a) W XNt
1<j<No+d

concluimos que para 1 < 7 < N, +d,

No!(Na +d—1)%71 Ay
(= DMNa+d—j)l 2

bj,Na (ya; Za) >
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L f(0,0L) :OYf(laa) =0:
Por (3.10) y (3.11) tenemos que ¢y(Ya, 2a) = €a(Yas 2a) = 0y, para todo N € Ny, bo N (Yo, 2a) =

bN+d,N (Ya, za) = 0. Consideramos F,, € R[W, X] el polinomio homogéneo de grado d—2 definido

por
- F(W7 X, youza) h—1yvd—h—1
F,(W,X) = WX = Z (Yo, 2a) WX .
1<h<d—1
Usando (3.8)), tenemos que para 1 < h <d—1,
d+1
|ch(Yas 2a)| (i) (d+1)d(d—1) 1
— - S (m+1) [flloe = (m+1) [flloe < 5(m+1)d(d + 1)]| f]l
d—2 d—2 _
(h-1) (h-1) (h+1)h(d = h) 2
y, por lo tanto, ||F,|| < $(m+1)d(d+1)||f|l- Por otro lado, para (w,z) € Ay —{(1,0), (0,1)},
ﬁa(w,x) _ F(w,z,Yu, 2a) _ 1 f(z,a) 50

wx vVa?+1 wx

Ademas, como f > 0 en (0,1) xRy %(0,@),%(1,(1) # 0, se tiene que %(O,a) >0y

9L(1,a) < 0y, por lo tanto,

~ 0F(1,0,yq, 2a) 1 of
Fa ]_’ = = —_— 5
(1,0) X ) (0,a) >0
y
~ 0F(0,1,Ya, 2a) 1 of
Fa(0,1) = = (1, .
(0.1) ow Va?+1 8X( @) >0

Luego, si notamos
Ao = n&lln F, >0,
tenemos que A, > 0. Nuevamente, usando el Lema con € = 1/2, si N, € Ny satisface

(d—3)(d—2)d(d+1)(m +1)[| flloc
2 e ’

No+d—-22>

WH+X)NeFy= Y W/ xNerd=lm,
1<j<No+d—1
para 1 < j < N, +d — 1 tenemos que
No!(Ny +d —2)42 ),
T (- (No+d—1-75)1 2"

€

Pero como
Yo WIXNetT = (W 4+ X)NWXF, =
1<j<Ngy4d—1
=W+ XN FW, X, Yar2a) = Y. bjNe(Yar za) W XVt
1<j<No+d—1
concluimos que para 1 < j < N, +d—1,

No!(No +d—2)72 )\,
. > 2
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El siguiente objetivo es encontrar radios r, > 0 alrededor de cada (ya,2q) de manera que para
(y,2) € Cq con |[(y, 2) = (Ya, 2a)|| < 7o se verifique que bj N, (y,2) > 0 para 1 < j < Ny +d— 1.

Comenzamos con algunos calculos auxiliares.

Para 0 < h <dy (y,z) € C; tenemos que

dc Oc
IVen ) < |G| + |5 0.)

S SHD DRI Cou IR SIED SR (o) I

1<i<m 0<j<d—h 0<i<m—10<j<d—h

d
<mm+ 1)y 01 )11

d
< mm + 1(a+ 1) ()1l
Entonces, para (y,z) € Cy,

0(012) = s 20 < mam + 1+ 1) () 1713 2) = (201

Por otro lado, usando el Lema (Identidad de Vandermonde-Chu), para (y, z) € C+ tenemos que

- i N+d—j N\, i N+d—j
Ya\N+d N+d ' Ya\N+d Nid Yo

3 - g Nrda—y
< > lenly.2) Ch(yaaza)|<N+d>Nld< N+d )
+

0<h<d

< mlm-+ )+ D11l 002)~ Gzl | 3 () (ldﬂl)h(m)dh

0<h<d +d +d

1
N+d

= m(m+ 1)(d+ 1)|| fllooll (¥, 2) = (Yo 2a) (1)L 1

N+d

<m(m+1)(d + D[ flleoll(y,2) = (ya, 2a) |

Como vimos en la demostracién del Lema se tiene que,

b-N(yz)Z—N!(N+d)dF1 j_Ntd=j 2
DA JUN+d—" ¥a\N+d N+d 77)°

para N e Ngy0<j5< N +d.
Sea v € IIy. Si f(0,a) =0y f(1,) # 0, tomamos

_ Aa(Ng +d — 1)1
T (N + d)m(m + D(d+ D) [l
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Entonces, para (y,z) € Cy+ con ||(¥,2) — (Yas 2za)|l <70y 1 <j < Ny +d—1 tenemos que

bj,N(y7 Z) = bj,N(yom Za) + bj,N(ya Z) - bj,N(yom Zoz)

No!(Ny+d—1)41 N, NN, + d)?
Zo (d+ D[|f] e
2 A Natd—1-1 2  WNatd= D+ Dl lleor

> 0.

Si f(0,a) 20y f(1,) = 0, tomamos nuevamente

Aa(Ng +d — 1)1
2(No + d)*m(m + 1)(d + 1| fll

y si f(0,a) # 0 and f(1,a) = 0, tomamos

To =

Aa(Ny +d — 2)42
2(No + d)4m(m + 1)(d + 1)[| flloo

To =

en ambos casos, procediendo de manera similar, se puede ver que para 1 < j < N+d—1, b; n(y,2) >0
para (y,z) € Cy con ||(y,2) = (Ya» Za) || < 7o -
Por otro lado, consideremos K C Cy definido por

K ={(y,2) € C1 : [(y.2) = (Ya, 2a)|| = 7o para todo a € Iy} .

Como K es compacto y Ag = mina, xx F' > 0, por el Teorema y usando (3.9)), tenemos que si

(d —1)d(d + 1)(m + 1)||f”007

N +d
+d> Ak

para 0 < j < N +d, bjn(y,2) > 0 para todo (y,2) € K.
Finalmente, si N € N,

_ (d—1)d(d+1)(m + 1)[| s
N—max{{ Ak

J —d+ 1, max{Ny|a € Hf}},
tenemos que para 0 < j < N +d, bjy > 0 en Cy. O
De la Proposicién [3.13] y la Proposicién [3.22] deducimos el principal resultado de esta seccidn.

Teorema 3.23 Sea f € R[X,Y] con f >0 en [0,1] x R, f fully m-ic en [0,1] y supongamos que f

tiene un ndmero finito de ceros en [0,1] x R, todos en {0,1} x R, y % no se anula en ninguno de

ellos. Entonces, para N € Ng como en la Proposicion[3.23,
=00+ X(1-X)e M(X(1-X))
con op,01 € . R[X, Y] y

deg(0p),deg(01 X(1 - X)) < N+d+m+1.
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Para terminar, exhibimos un ejemplo de un polinomio f € R[X,Y] con f > 0en [0,1] xR, f fully m-ic

en [0, 1], con un unico cero en [0, 1] x R perteneciente al borde pero % se anula en él, y f no admite

un valor de N € Ny como en la Proposicién Notemos que en este ejemplo f es una suma de
cuadrados, con lo cual la representacién como elemento de M (X (1 — X)) ya esta dada. Sin embargo,

lo que buscamos mostrar es que el método presentado no puede ser aplicado con toda generalidad.

Ejemplo 3.24 Sea
fX,Y) =2 - X))+ X?2=Y"-2XV?%+2X2

Es claro que f >0 en [0,1] x R y f es fully 4-ic en [0,1]. Ademds,
f=0& Y?-X)?=X2=0 & (X,Y)=(0,0).
Notemos que %(O, 0) = 0. Por otro lado, tenemos que
FW,X,Y,Z) = (W + X)>Y* - 2X(W + X)Y?7? + 2X2 7%,
y, para N € N,
W+ X)NEW, XY, Z) = Y*WNT2 4 Y2 (N +2)Y?2 - 2Z22) WX + ...

Luego,
bvi1 (Y. Z) =Y? ((N +2)Y? —22%).

Sibyy1 > 0 en C, entonces,
(N+2)Y2-2(1-Y?*) =(N+4)Y?-2>0 en [-1,1],

lo cual es un absurdo.
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